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Einleitung

Als Ausgangspunkt dieser Arbeit dient das von Martin Berz und Kyoko Makino in [3] be-
handelte Taylor Modell. Urspriinglich wurde das Taylor-Modell entwickelt, um praktische
Probleme der Physik, insbesondere der nichtlinearen Dynamik zu 16sen.

Neben einer Vielzahl von Anwendungsmoglichkeiten werden Taylor-Modelle zur Ein-
schliefsung des Wertebereichs von Funktionen verwendet. Dargestellt werden diese Ein-
schliefsungen durch ein Taylorpolynom und ein Restintervall. Mit anderen Worten, es
wird versucht, eine Funktion durch ein Polynom zu approximieren, den entstehenden
Fehler abzuschatzen und als Fehlerintervall zu schreiben.

Der Grundgedanke dieser Arbeit ist Folgender: Eine Funktion soll nun nicht mehr durch
ein Polynom angenéhert werden, wie beim Taylor-Modell, sondern durch eine rationale
Funktion, also den Quotienten zweier Polynome, um so eine bessere Approximation zu
erlangen. Also folgendermafsen:

_Po+piz+---+ppa”

xTr) ~ .
J(@) I+qx+- + gnz™

Weiters soll ein zugehoriges Fehlerintervall I bestimmt werden. Das heifst

pot+I+piz+---+ppa”

Vz € x.
1+qz+--+ gpa™

fz) €

Im einfithrenden Kapitel 1 werden einige Begriffe aus der Intervallarithmetik erklért.
Diese spielt bei der Berechnung von Fehlerintervallen eine wichtige Rolle. Insbesondere
bei den Implementationen kann darauf nicht verzichtet werden.

Im darauffolgenden Kapitel werden Slopes definiert und einige Rechenregeln dafiir ge-
zeigt. Sowohl Slopes erster Ordnung als auch Slopes zweiter Ordnung werden in den
verschiedenen Algorithmen zur Bestimmung von Restintervallen Verwendung finden.

In Kapitel 3 findet man eine Defintion des Taylor-Modells. Der Grofiteil des Kapitels
beschéftigt sich mit der Berechnung eines Taylor-Modells.

Danach wird kurz erkldrt, worum es sich bei einer Padé-Approximation handelt. Au-
Berdem wird gezeigt, wie man diese Approximation fiir ein- und fiir zweidimensionale
Funktionen berechnet.



In den Kapiteln 5, 6 und 7 befinden sich die eigentlichen Resultate dieser Diplomarbeit.
Es werden dem Taylor-Modell dhnliche Modelle beschrieben, welche eine Funktion mittels
eines Bruches zweier Polynome approximieren. Neben der Bestimmung der Koeffizienten
dieser Polynome werden verschiedene Methoden beschrieben, mit denen ein zugehériges
Fehlerintervall berechnet werden kann.

Anschliefsend folgen eine kurze Beschreibung der bendtigten Implementationen, sowie
einige Beispiele. Diese werden teilweise vollstdndig durchgerechnet, bzw. mittels ver-
schiedener Algorithmen gelost. Die verschiedenen Modelle werden fiir unterschiedliche
Definitionsbereiche angewandt, und deren Ergebnisse verglichen.

Zum Schluss werden noch die Quellcodes der verwendeten Algorithmen angefiihrt.



1 Intervallarithmetik

In diesem Kapitel werden kurz die wichtigsten Eigenschaften der Intervallarithmetik er-
lautert, da die Intervallrechnung in den weiteren Kapiteln eine wichtige Rolle spielen wird.
Nach der Definition von Intervallen behandelt dieser Abschnitt vor allem die grundlegen-
den Operationen von Intervallen sowie hiufig auftretende Probleme. Genauer behandelt
wird das Thema Intervallarithmetik in [9], [10].

Definition 1.1. Als Intervall a := [a,a] C R bezeichnet man die Menge
{xGR:ngSE, wobeig,ﬁe@:RU{ioo}},

also die reellen Zahlen zwischen den beiden FEndpunkten a und a. Eine reelle Zahl x
kann auch als Intervall [z, x] aufgefasst werden. Solche Intervalle werden als degeneriert
bezeichnet.

Bemerkung 1.2. FEs ist einfacher, anstelle von degenerierten Intervallen die entspre-
chenden reellen Zahlen zu verwenden.

Definition 1.3. Fin Intervall a := [a,a] heif§t positiv falls a > 0, strikt positiv falls
a > 0, negativ falls @ < 0, strikt negativ folls @ < 0, Nullintervall falls a <0 und @ > 0
15t.

Zuwei Intervalle [a,a), [b,b] sind gleich, genau dann wenn a = b und @ = b.

Definition 1.4. Seien a := [a,a] und b := [b,b] zwei Intervalle. Eine Funktion f von
Intervallen ist definiert als

f(a,b) =0{f(a,b)la € a,b € b}.

Theorem 1.5. Seien I = [a,b] und J = [¢,d] zwei Intervalle. Aus Definition 1.4. folgt
fiir Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division von Intervallen

I+J = Ja+c¢b+d]

I-J = Ja—d,b—{]
[ac, bd] wenn a > 0,¢ >0
[be, bd] wenn a > 0,c <0< d
[be, ad] wenn a > 0,d <0
[ad, bc] wenn a <0 <b,c>0

I.J = [bd, ad] wenn a < 0<b,d<0

[ad, bc] wenn b < 0,¢>0
[ad, ac] wenn b <0,c<0<d
[bd, ac] wenn b < 0,d <0
[min(be, ad), max(ac,bd)] wenn a <0 <b,c<0<d




bt | G |
I
/\
\_/
=
R
=

[1,1] wennn =0

" [a™, b"] wenn a > 0, oder wenn a <0 < b und n ungerade
[b",a"] wenn b <0
[0, max(a™, b")] wenn a < 0 < b und n gerade.

Dieses Theorem kann noch um die Division durch ein Nullintervall erweitert werden.
Bezeichnet werden die entstehenden Regeln als erweiterte Intervallarithmetik.

Theorem 1.6. Seien I = [a,b] und J = [c,d] zwei Intervalle und a, b, ¢, d endlich. Fir
c <0< d, e<d ergibt sich

[b/c, 0] wenn b <0,d =0
[—00,b/d] wenn b <0,c<0<d
I [—00,b/d] wenn b < 0,c=0
7 = [—00, o0 wenn a <0 <b
[—00,a/c] wenn a > 0,d =0
[—00,a/c]U[a/d, 0] wenn a>0,c<0<d
[a/d, 0] wenn a > 0,c= 0.

Fiir Addition und Subtraktion von unendlichen oder einseitig unendlichen Intervallen gilt

[a,b] + [—o0,d] = [—00,b+ d]
[a,b] + [c, 00] = [a + ¢, oc]

[a, b] & [—o00, 00] = [~00, od]

[a,b] — [—o0,d] = [a — d, o]
[a,b] = [¢,00] = [~ Oob—c}

Definition 1.7. Als mehrdimensionales Intervall oder Box a = [a;,a1] X [ay, a2] X -+ X
[a,,,an] € R™ bezeichnet man die Menge
{:U ER":a;, <x; <@, wobei a;,a; € R =RU {£o0} Vie{l, ,n}} .
Definition 1.8. Als Mittelpunkt eines n-dimensionalen, beschrinkten Intervalls a =
[a,,G1] X [ay,G2] X -+ X [a,,, ] bezeichnet man den Punkt x € R™ fir den gilt
;= % Vie{1,2,...,n}.

Bemerkung 1.9. Im Folgenden wird mit mid(a) der Mittelpunkt eines Intervalls a be-
zeichnet.



Probleme, die bei der Intervallrechnung auftreten konnen:

Héaufig tritt bei der Intervallrechnung eine innere Abhéngigkeit auf. Das ergibt folgendes
Problem: Sei f(x) = x? = x -z eine Funktion von den reellen Zahlen in sich selbst.
Wird nun der Wertebereich (Range) der Funktion fiir x € I = [—1, 1] abgeschétzt, so
errechnet sich f(I) = I? = [0, 1]. Fiir f(z) = x - x ergibt sich allerdings f(I) = I-T =
[—1, 1]. Das Ergebnis ist also vom arithmetischen Ausdruck abhéngig, der fiir die Funktion
verwendet wird. Das wird als Uberschiitzung bezeichnet. Ein noch einfacheres Beispiel
fiir das Auftreten von Uberschiitzung ist die Funktion f(r) = x — 2. Wird hier x € [a, b]
eingesetzt, um eine Einschliefung fiir f(x) zu berechnen, so ergibt das [a — b,b — a] und
nicht das degenerierte Intervall [0, 0].

Bemerkung 1.10. o In der Intervallarithmetik gilt die Subdistributivitdt. Das heifst
fiir Intervalle a, b, ¢ gilt

a(lb+c)Ca-b+a-c.

o Wenn bei einer Intervallrechnung jede Variable nur einmal vorkommt, so wird der
genaue Wertebereich der Funktion bestimmi. Es gibt also keine Uberschdtzung.

Ein weiteres Problem stellen Rundungsfehler dar. Zum Beispiel bei der Addition folgen-
der Intervalle: [2.666666,1.000000]+[1.22222,3.00000]=[3.888886,4.000000]. Rundet man
dieses Ergebnis nun auf fiinf signifikante Nachkommastellen so erhélt man das Intervall
[3.88889,4.00000], welches das exakte Intervall nicht mehr enthélt.

[2.666666, 1.000000] + [1.22222, 3.00000] = [3.888886, 4.000000] Z [3.88889, 4.00000]

In der Intervallarithmetik verwendet man anstelle des gewthnlichen Rundens das so-
genannte Auftenrunden, bei dem die untere Grenze des Intervalls nach unten und die
obere Grenze nach oben gerundet wird. Angewandt beim vorigen Beispiel sieht das dann
folgendermafen aus:

[2.666666, 1.000000] + [1.22222,3.00000] = [3.888886,4.000000] C [3.88888,4.00000].

Bemerkung 1.11. Fiir die Intervallrechnung mittels Matlab gibt es eine kostenlose Tool-
box namens Intlab, welche von Prof. Dr. Siegfried M. Rump (Technische Universitit
Hamburg) entwickelt wurde. Fir Details siehe [11]. In den verschiedenen Implementati-
on weiter unten wird die Intlab Version 5.5 verwendet.
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2 Slopes

2.1 Eindimensionale Slopes

In diesem Kapitel werden Slopes erster und zweiter Ordnung von eindimensionalen Funk-
tionen beschrieben. Neben der exakten Definition werden die verschiedenen Rechenregeln
betrachtet. Zundchst werden Slopes erster Ordnung vorgestellt.

2.1.1 Slopes erster Ordnung

Definition 2.1. Sei f(x) : R — R eine eindimensionale Funktion und z € R beliebig
und fest. Sei f[z,x] € R und x ein Intervall. Dann heifit f[z,z] Slope erster Ordnung
von f in z tber x, falls gilt

f(z) = f(z)+ flz,z](x — z) Vz € x.

Theorem 2.2. Ist f[z,z] ein Slope erster Ordnung von f in z iber x, so gilt

f(z) € f(2) + flz.x](z — 2) Vzex.

Bemerkung 2.3. o Slopes eindimensionaler Funktionen sind eindeutig.

e Die Ahnlichkeit von Slopes und Ableitungen ist in der Definition leicht zu sehen.
Es gilt (x — 2) = (f|z,2] — f'(2)). Weiter unten in diesem Kapitel wird gezeigt,
dass Slopes und Ableitungen gleich strukturierte Kettenregeln haben.

Rechenregeln

Fiir einige Operationen von Slopes erster Ordnung gibt es Rechenregeln, welche im Fol-
genden gezeigt werden.

Addition: Sei h(z) = f(z) + g(z), dann gilt

h(z) = f(2) +g(2)
hz) = h(z) = f(z) + g9(x) = f(2) —9(2) = f(z) = f(2) + 9(z) — g(2) =
= flz2](x = 2) + gz, 2(x — 2) =
= (flz 2] + glz, 2]) (= = 2).

11



Das heifst
hlz,x] = flz, 2] + g[z, x].

h(z) = f(2)g(2)
h(z) — h(2) = f(z)g(x) — f(2)9(2) =
= f(z)g(z) — f(2)g(z) + f(2)g(x) — f(2)g(2)
= (f(x) = [(2)) 9(x) + f(2) (9(z) — g(2)) =
= flz,2](x — 2)g(x) + f(2)glz, 2](x — 2) =
= (flz,z]g(x) + f(2)glz, 2]) (z — 2).

Es ergibt sich
hlz,z] = flz,2]g(x) + f(2)g[z, z].
Diese Darstellung ist nicht eindeutig. Analog kann man

hlz, x] = glz, | f(z) + g(2) [z, ]

herleiten. Dies dndert jedoch nichts an der Eindeutigkeit von h[z, z].

Division: Sei h(x) = £ So gilt

=55
_ g(l) (f(z) = h(2)g(x)) =
_ g(l) (f(@) + £(2) = f(2) = h(2)g(x)) =
_ g(l) (F(2) + h(2)9(2) — () — h(z)g(x))
_ 9(1) (f(@) = f(2) = h(z) (9(2) — 9(2))) =
_ g(l) (f[z.2] = h(2)glz, 2]) (= — 2).

12



Also folgt

h(z) — h(z).

h(z) = f(2)°
h(z) — h(z) = f(2)* = f(2)* =
= (f(2) + f(2)) (f(z) = f(2)) =
= (f(2) + f(2) flz2l(z - 2)

Daher folgt
hlz,a] = (f(z) + f(2)) flz, =],

Wurzelfunktion: Sei h(x) = \/f(z). Um h[z,z] zu erhalten, berechnet man abermals
h(z) — h(z).

h(z) =/ f(2)
h(z) = h(z) =/ f(x) = /f(2) =
@ -fe)
Vi@ + VG
flz, 2]

= h(z) + h(2) (z—2)

N

Man erhalt f[ ]
Mt = Gy 1 )

Komposition von Funktionen

Seien f(z) : R — R, g(z) : R — R eindimensionale Funktionen und z € R beliebig und
fest. So gilt

(fog)(z)=Ff(9(x)) =
= f(9(2) + fl9(2), 9(2)] (9(x) — 9(2)) =
= [ (9(2)) + Flg(2), 9(@)] (9(2) + glz, 2](x — 2) — 9(2)) =
= (fog)(2) + flo(2),9(2)] glz, z](x — 2).

Somit kann (f o g)[z, ] als f[g(2), g(x)] gz, x| gewéhlt werden und ist ebenfalls wieder
eindeutig.

13



2.1.2 Slopes zweiter Ordnung

Slopes zweiter Ordnung sind analog zu den Slopes erster Ordnung definiert. Ein Slope
zweiter Ordnung ist ein Slope zweier Slopes erster Ordnung.

Definition 2.4. Sei f[x,z] ein Slope erster Ordnung der Funktion f(x) im Intervall x
und sei f[2, 2] ein Slope erster Ordnung der Funktion f(x) im dinnen Intervall 2 fir
den Punkt z. Dann heifit f[z, 7', x| Slope zweiter Ordnung, falls gilt

flz,x] = flz, 2] + (x — 2) flz, 2/, 2] Vz € x.

Bemerkung 2.5. Wird diese Gleichung in die Definition von Slopes erster Ordnung
eingesetzt so erhdlt man

f(@) = f(2)+ (flz, 2]+ (. — &) flz, 2 2]) (x —2) Vzex.

Theorem 2.6. Seien f[z,x] und f[z,2', 2] Slopes erster bzw. zweiter Ordnung einer
Funktion f(x). Es folgt
flz,x] € flz, 2]+ (x — 2) flz, 2/, x] Vo ex
F(2) € F2) + (f12, )+ (2 — ) f[2, #,x]) (= 2) Vaex.

Rechenregeln

Wie schon bei den Slopes erster Ordnung kann man wieder einige Rechenregeln herleiten.

Addition: Sei h(z) = f(z) + g(z), dann gilt

hlz,x] = flz,z] + g[z, =]
hlz, 2] = flz, 2] + g[z, ]

Daraus folgt

hlz,x] — h|z, ] [z, 7] + glz, 2] — (flz, 2] + g[z,2]) =

[2,2] = flz, 2] + glz, 2] — gz, 2] =

= (x — z)f[zz x]+ (z — 2glz, 2 2] =
(x -2

) (flz, 2, 2] + g[z, 7', 2]) .

=f
=f
=(z—

Man erhalt

hiz, 2 z] = flz, 2, 2] + g[z, 2, z].

Subtraktion: Sei h(x) = f(z) — g(z), dann kann man analog zur Addition

hiz, 2 2] = flz,2, 2] — gz, 7, 2]

14



herleiten.

Multiplikation: Sei h(x) = f(x)-g(z), so gilt laut den Regeln fiir Slopes erster Ordnung

hlz,x] = flz, x]g(x) + f(2)glz, 2] =
= (f[Z, Zq + (x - Z/)f[zv Zlvx]) g(x) + (g[z,z’] + (‘T - Z/)Q[Z7 Zl? JZ]) f(Z)
hlz, 2] = £z, 7]9(2) + f(2)glz, #'].

Weiters gilt

h(z,x] — hlz, 2] = -

+ f(2)glz,2]) =

= +(x = 2)flz 2, zlg(@) + glz, 2

+ (v = 2)glz, 7, 2] f(2) — flz. 219(2) — glz, &/

= flz. 2 l(g(x) — 9(z") + (& = &) (f[2, 2, 2]g (@) + glz, 2/, 2] f(2)) =
—

)1z 2 a)) g(@) + (gl 2] + (@ — 2)glz, 2/, 2]) f(2)—
)9

[/ z](x—2")

g
= (z = &) (flz, #lgle 2] + [z, &', 2]g(@) + glz, 2/, 2] £ (2)) -

Insgesamt erhdlt man also

hlz, 2, 2] = flz, 219l 2] + flz, 2/, 2lg (@) + glz, 2/, 2] £ (2).

Man kann h[z, 2/, z] noch umformen zu

hlz, 2 2] = flz, 29[z’ 2] + flz, 2/, 2]g(@) + glz, 2", 2] f(2) =
= flz, 2 2] (9(2) + gl 2] (z — 2")) + glz, 2/, 2] f(2) + fl2,2']g[¢ 2] =
= flz, 2, 2]g(?) + glz, 2/, 2] f (2) + flz, Z']g[e ] + flz, 2, 2]gl, a)(2 — &) =
:f[z,z/,x]g(zl)—l—g[z,z/, ]f(z)+g[z ]( [ ] [Z7Z7x]<x_zl>) =
= f[z>zl>$]g(zl) +g[z?zl7 ]f(z) [Z x] [ ]
Division: Sei h(x) = £ So gilt
_ flz,2] = h(2)g[z, 7]
e
no_ f['z’ Z/] — h(z)g[z,z’]
M 21= 9(¢)
Es folgt

15



o) o)
1 n_ z zZ Z/ xTr) =
- i () = gl ) gle)
flntal, o ]
=Ty T T T gy @At

t @@ <(f[27 Z1g(2') = glz, 2'1g(z")h(2)) +

+G¢kﬂﬂ+M@m%%D@&U+gwnﬂw—ﬂn>—

fa),
 g(x) ( )

h(z)glz, 7', z]
g9(z)

((ﬂAZMK/)—gkﬂﬂM%VK@)+

(x —2)+

Lo
g(x)g(2')

+(M@ﬂ%5w@3+M@ﬂaiwwﬂﬂw—%%

- 110 = Sl gl e = ) ) ) =

St hEla]
TTaw T T T
1 / / o P Z/ .'I:_Z/
oo (o (e 210G = 12021 ) @ = ),
Daher gilt
Iy flz, 2, 2] _ h(z)glz, 2, 2] 1 o 5 (2 — flz. o _
b o) = L2 MBS L (1) ol he) - 71 7))
1 / / 1 / !/ /
— s (T ) = gl )+ (o] 0l 00— 11221 ) ).

Quadratfunktion: Sei h(z) = f(x)?. So gilt

hlz,z] = (f(x) + f(2)) flz, 2]
h[z7 Z/] = (f(z,) + f(Z))f[Z, Z/]'

Daraus folgt
hlz, @] = hlz, 2] = (f(z) + f(2)) flz, 2] = (f(z) + f(2)) f[2, 2] =

= f(@)flz,2] = f()flz: 2T+ F(2)(flz, 2] = flz,2]) =
= f(:):)f[z,x] - f(zl) (f['z?m] - (m - z/)f['z?Z/?x]) + f(Z)(l‘ - z')f[z,z',x] -
= flz, alf [, al(x = &) + f(&) (@ = £) flz, 2 2] + f(2) (@ = &) flz, 2, 2] =

= (flz, 2l f [ al + (f(2) + f(2) flz, 2, ]) (2 = &),

16



Es gilt also
h[zazlax] = f[z’x]f[zlvx] + (f(z) + f(zl)) f[zvzlvm]'

Wurzelfunktion: Sei h(z) = /f(x). Es gilt

__ [flza]
" = R e
n_ _ flz?]
S o
Somit folgt
h(z,x] — hz,2'] =
_ [flza] flz,]
W(z)+h(z)  h(z))+h(z)
_ ez 2] = flz, 2] h(z) +

h(x)h(z ) h(x)h(z
_ (@ =2)flz 2 x]h(z) + [z,x]h( ') — (flz, 2] = (z = &) flz, ', 2]) h(z)

Das ergibt

flz, 7', z]h(2) — flz,z]h[2', 2] + f[z, 2/, z]h(x)
W@h() + h@h(z) + AEAE) + 1)

Komposition von Funktionen

Seien f(z) : R — R, g(z) : R — R eindimensionale Funktionen und z, 2’ € R beliebig
und fest. So gilt

(fog)lzx] = flg(2), 9(2)]g[z, x] =
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+ (x = 2") flg(2), 9(2)]glz, 2, 2]+

+ (x = 2)gle 2] (x — 2) fl9(2), 9(), 9(@)]glz, 2/, 2] =

= flg(2),9(z")lglz, 2] + (92, 2] fl9(2), 9(2"), 9(x)]g[z, ']+
+ flg(2),9(2)glz, ', x]+

+ gl 2l(x = ') flg(2), 9(2"), g(@)]glz, 2, 2]) (x — 2')

Somit gilt

(fog)lz 2, a] = gl 2] flg(2), 9(z), g(2)]glz, 2] + flg(2), 9(z)glz, 2, ]+
+ gl 2l(x = 2) flg(2), 9(2"), 9(2)]glz, ', x].

Bemerkung 2.7. e Fiir andere elementare Funktionen lassen sich sowohl bei Slopes
erster Ordnung als auch bei Slopes zweiter Ordnung, bis auf wenige Funktionen mit
bestimmten Voraussetzungen, keine derartigen Formeln finden. Einige Lemmata zu
diesen Ausnahmen findet man in [13].

e In Kapitel 7 und in den verschiedenen Algorithmen werden Slopes erster und zweiter
Ordnung dazu verwendet, um Intervalleinschlieffungen verschiedener Funktionen zu
berechnen.

o Weitere Details zum Thema Slopes findet man in [9], [12] und [13].

2.2 Mehrdimensionale Slopes

Dieser Abschnitt beinhaltet die Berechnung von Slopes erster und zweiter Ordnung von
mehrdimensionalen Funktionen. Ahnlich wie im vorigen Abschnitt werden wieder die
einfachsten Rechenregeln beschrieben. Als erstes wird eine exakte Definition fiir Slopes
erster Ordnung gegeben.

2.2.1 Slopes erster Ordnung

Definition 2.8. Sei f(x) : R" — R eine n-dimensionale Funktion und z € R™ beliebig
und fest. Sei f[z,x| ein Zeilenvektor mit n Finirdgen wobei f[z,z]; e R Vi€ 1,...,n
und x eine n-dimensionale Box. Dann heifit f|z, x] Slope erster Ordnung von f in z dber
x falls gilt

f(x) = f(z) + flz,z](z — 2) Vr € x.

Theorem 2.9. Sei f[z,z] ein Slope erster Ordnung von f in z iber x. So folgt
f(z) € f(2) + flz,x](z — 2) Vr € x.

Bemerkung 2.10. Slopes mehrdimensionaler Funktionen sind im Gegensatz zu den Slo-
pes eindimensionaler Funktionen nichit eindeutig.
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Rechenregeln

Analog zu den Rechenregeln fiir eindimensionale Funktionen kénnen auch folgende Re-
chenregeln hergeleitet werden.

Addition: Sei h(z) = f(z) + g(z). Dann gilt

hz, 2] = flz,2] + g[z, 2.
Subtraktion: Sei h(x) = f(z) — g(z). Es gilt

hz, 2] = flz, 2] — g[z, 2.
Multiplikation: Sei h(z) = f(z) - g(z). Dann gilt

hlz, 2] = flz, 2lg(z) + f(2)g(z, 2]
glz 2 f(x) + 9(2) fz, ].

=

n

8,
Il

Division: Sei h(x) = £ So gilt

f[z,x] — h(z) i g[z,x} )

el = 9(x)

Quadratfunktion: Sei h(z) = f(x)2. Es gilt
hlz,z] = (f(z) + f(2)) - flz, 2].

Wurzelfunktion: Sei h(z) =/ f(x). So gilt

flz, ]

Ml = e v ae

Bemerkung 2.11. Man erhdlt also wieder die gleichen Rechenregeln wie tm Eindimen-
sionalen, nur dass im n-dimensionalen Fall die Slopes n-dimensionale Zeilenvektoren
sind.

Fir f(x) : R - R, g(z) : R — R eindimensionale Funktionen und z € R™ beliebig und
fest kann analog zum eindimensionalen Fall (f o g)[z,z] = flg(2), g(x)]g|z, x] hergeleitet
werden.
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2.2.2 Slopes zweiter Ordnung
Analog zu den Slopes erster Ordnung werden wieder Slopes zweiter Ordnung definiert.

Definition 2.12. Sei f[x, z] ein Slope erster Ordnung der Funktion f(x) in der Box x,
und sei f[2, 2] ein Slope erster Ordnung der Funktion f(x) im dinnen Intervall 2z’ fir
den Punkt z. Dann heift eine n x n—-Matriz f|z, 2, x| Slope zweiter Ordnung, falls gilt

flz,z] = flz, 2] + (x — 2T flz, 7, 2] Ve ex.

Theorem 2.13. Seien f[z,x], f[z,2',x] Slopes erster und zweiter Ordnung einer n-
dimensionalen Funktion f(x). So gilt

flz,z] € flz, 2] + (x — 2) flz, 2, x] Vrex
f(x)ef(z)—i-(f[z,z']—i—(:c—z’)Tf[z,z',x]) (r—2) Vrex.

Rechenregeln
Addition: Sei h(z) = f(z) + g(z), dann gilt

hlz, 2, x] = fz, 2, 2] + g[z, 2, ].
Subtraktion: Sei h(x) = f(z) — g(x), so gilt

hiz, 2 z] = flz, 2, 2] — glz, 7, z].
Multiplikation: Sei h(z) = f(z) - g(z), so ergibt sich

hlz, 2 z] = f[z,z']Tg[z',x] + flz, 2, 2]g(x) + glz, 2, 2] f (2).

Division: Sei h(z) = %. So gilt
ro1 flz, 7', 7] o h(2)glz, 2, 2] 1 o 2T (ol 2 () — Flz. _
Mo = 0 e (Tl ) - e )
_L ZZ/.CC— z ZZ/CC L Z/.TT ZZ/ Z—ZZ/
— o (el = hpglen ol 4 (ol (ol IhG) = f1221) ))

Quadratfunktion: Sei h(x) = f(x)2. Es gilt
h[zv Zlv "E} = f[zl,x}f[z,x]-r + (f(z) + f(Z/)) f[za Zlvx]'

Wurzelfunktion: Sei h(z) = \/f(x). Dann ergibt sich

flz, 2, x)h(2) — b2, 2]" fz, 2] + f[z, 2/, 2]h(2)

hlz, 2, x] = h(x)h(2") + h(2)h(z) + h(2)h(") + f(2)
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Komposition von Funktionen

Seien f(z): R — R, g(x) : R™ — R eindimensionale Funktionen und z, 2z’ € R™ beliebig
und fest. So gilt

(fog) a2, 2]l =gl 2]" flg(2), 9(2), g(@)]glz, 2] + flg(2), 9()]glz, 2, x]+

+gl2' 2] flg(2), 9(2), 9(@)](z = ') Tglz, 2", 2]

Bemerkung 2.14. Die Rechenregeln fiir mehrdimensionale Slopes zweiter Ordnung wei-
sen wieder die gleiche Form wie die Rechenregeln der eindimensionalen Slopes auf. Be-
weisen kann man diese Regeln analog zum eindimensionalen Fall, nur dass f[z,2', x] und
glz, 2, x] n x n—-Matrizen sind und somit in manchen Fdllen transponiert werden miissen.
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3 Taylor-Modelle

Beim Taylor-Modell wird versucht, eine Funktion durch ein Taylorpolynom darzustellen
und mittels Intervallrechnung eine Schranke fiir das Taylorrestglied zu bestimmen. Dieses
Kapitel gibt einen kurzen Ausblick dariiber.

Eine zentrale Rolle dabei spielt das Theorem von Taylor.

Theorem 3.1. Sei f : a = [a,a] € R¥ — R eine Funktion die (n + 1)-mal partiell
differenzierbar auf [a,a] ist. Sei xo € [a,a]. Dann gibt es fir jedes x € [a,q]
ein 0 € R mit 0 < 0 <1 sodass

F@) =3 5 (@ =20)- 9 f(@0) + gy (0= 20)- 9 Flao + (2 = 0)0),
1=0

4! . ; Y,
(h-V)k = o Z I !'”ik!hlll..,hkkaxi1 o
0<iy, i <ji1+-+ix=j 1 k
Das Theorem von Taylor erlaubt also eine Abschitzung fiir den Fehler, welcher gemacht
wird, wenn man eine Funktion durch ihr Taylorpolynom approximiert.
Um die Notation zu erleichtern, definiert man einen Parameter «, der Detailinformationen
iiber eine gegebene Taylorentwicklung enthélt.

Definition 3.2.

a = (n,xo,[a,al) wobei
n...Ordnung des Taylorpolynoms
xg . . . Entwicklungspunkt

[a,a] ... Domain auf dem die Funktion betrachtet wird

Bemerkung 3.3. e Mit der vorigen Definition ist also P,y das n-te Taylorpolynom
der Funktion f, entwickelt um xg.

e Das Theorem von Taylor besagt auferdem, dass f(x) = Py 5 + O(||z||™ ™).

Mittels Theorem 3.1. ldsst sich jede (n + 1)-mal partiell differenzierbare Funktion f :
[a,a] € R¥ — R durch das Taylorpolynom n-ter Ordnung und das Restglied ¢, s dar-
stellen. Man schreibt f(x) = P, f(x — x0) + €q,f(x — ), wobei €, f(z — zo) stetig am
beschrinkten Domain ist.

Diese Darstellung fiithrt zu folgender Definition.
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Definition 3.4. Fin Paar T, = (Pa,f.la,r), aus einem Taylorpolynom und einem
Intervallrestglied, wird Taylor-Modell von f genannt, genau dann wenn die Bedingung

f(z) € Py g(x —x0) + o Va € [a,a]
erfillt ist.

Im folgenden Teil wird gezeigt, wie ein Taylor-Modell einer Summe, eines Produkts oder
eines Quotienten von zwei Funktionen aus den Taylor-Modellen der einzelnen Funktionen
berechnet wird.

3.1 Addition von Taylor-Modellen

Seien f, g : [a,a)] C RF — R Funktionen mit Taylor Modellen

To,r = (Pafs Laf)
Ta,g = (Pa,g>la,g)~

Nun wird das Taylor-Modell fiir f + g berechnet.
Es gilt fiir alle x € [a, ]

f(@) +9(x) € (Po,p(x — x0) + Lo f) + (Pag(z — 20) + lag) =
= (Po,f(x — x0) + Pag(z — 20)) + (La,f + Lag)-

Folgender Zusammenhang ergibt nun ein Taylor-Modell Ty, r4, fiir f +g

Pof+g=Pas+ Pag
Iofrg=1af+1ag

Das heifst
To,f+g = To,f + To,g = (Po,f+g> Lo, f+g)-

3.2 Multiplikation von Taylor-Modellen

Seien f, g : [a,a] € RF — R wieder Funktionen mit Taylor-Modellen

TOL,f - (Pazf’ Iavf)
Ta,g = (Pa,ga Ia,g)-

Es gilt fiir alle x € [a, ]

f(@)-g(x) € (Por(x = m0) + Loy) - (Pag(® — 20) + lay) C
c (me(x - $0) : Pa,g(x - 530)) + (me(x - ZL’o) : Ia,g)""
+ (Pag(z —20) - Laf) + (Tos - Log)-
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Bemerkung 3.5. o P, Py g4 ist ein Polynom der Ordnung 2n. Es wird nun in zwei
Teile geteilt, den Teil bis zur Ordnung n welcher mit dem n—ten Taylorpolynom von
Py f.g tibereinstimmt und einem Eztrapolynom P, sodass

Po.f(x — x0) - Pag(x — x0) = Py p.g(x — 20) + Pe(x — 20).

e B(P) bezeichnet eine Schranke des Polynoms P: [a,a) C R* — R, sodass
P(z) € B(P) Vz € [a,q.
Zusammengefasst heifst das
Ionj.g=DB(FP:)+B(Poy) lo+ B(Pag) Lo+ 1oy lag-

Das ergibt fiir das Taylor-Modell von f - g

To,f-g = To,f - Ta,g = (Pa,f-g) Lo, f9)-

Bemerkung 3.6. e Fiir eine konstante Funktion f(x) = t ergibt sich als Taylor-
Modell Tof=Tat = (Pa,f, Iayf) = (t, [O, 0])

e Fs kann nun also aus dem Taylor-Modell einer konstanten Funktion der Additi-
on und Multiplikation von Taylor-Modellen, ein Taylor-Modell fiir jedes Polynom
berechnel werden.

3.3 Division von Taylor-Modellen

Ab nun wird der konstante Teil der Funktion fum xq als ¢, s und der restlichen Teil von
f als f geschrieben, sodass B
f(z) = cay+ f(2).
Es gilt
I 1 1 1

f@) " oyt @) Cay 1+ @) Cay
_ 1 {1 @ U@2 L pl@) } .

_|_

Caf Caf  Cog ck
+ (71)k+1 (f(x))k+l _ 1
T 1H0- (@) cay)

wobel 0 < 6 < 1.

Wird nun k so gewihlt, dass der erste Term hdochstens von Ordnung n ist, so ergibt
sich ein Polynom von f und ein Restterm. Der Restterm wird wieder durch eine geeig-
nete Abschitzung zu einem Intervallrestglied gemacht, und wie ein Taylor-Modell eines
Polynoms berechnet wird ist bereits bekannt.
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Theorem 3.7. Sei f : R" — R eine Funktion von der ein Taylor-Modell (Py,1y) gegeben
ist. Sei g : R — R eine Funktion, gegeben in der Form g(x) = gx (gk_l ( (g2 (g1(x))) - -+ )),
wobet die Funktionen g;, 1 = 1,...,k < oo endlich viele Elementaroperationen bzw. in-
trinsische Funktionen sind. Sei (Py,lo) = (Py,If) und (Pj,1;) ein Taylor-Modell fiir
9i(Pj—1+1j—1), 5 =1,...,k, dann ist (Py, I;;) ein Taylor-Modell fir go f.

Beweis. Siehe [3], Seite 391. O
Bemerkung 3.8. e Die Notation in diesem Kapitel ist aus [2] ibernommen.

o In [1], [2], [3] und [4] gibt es eine detailliertere Beschreibung der behandelten The-
men. Insbesondere werden noch weitere Zusammensetzungen von Funktionen behan-
delt, sodass letztendlich, mittels Theorem 3.7., ein Taylor-Modell fiir jede Funktion,
die aus Elementarfunktionen zusammengesetzt ist, berechnet werden kann.
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4 Padé-Approximation

4.1 Eindimensionale Padé-Approximation

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfithrung in die eindimensionale Padé- Approximation
gegeben und gezeigt, wie man eine solche berechnet.

4.1.1 Problemstellung

Es wird angenommen, dass eine Potenzreihe gegeben ist, welche die zu betrachtende
Funktion f(z) reprisentiert

o0
fz) = Z cix’ z € R.
i=0
Definition 4.1. Fine Padé-Approzimation ist eine rationale Funktion

ap +arx + - + agz”

L/M] = ,
M = e T b

die eine MacLaurinsche Entwicklung besitzt, welche mit f(x) = Y ;o cix® so weit als
moglich ibereinstimmid.

Bemerkung 4.2. [L/M] besitzt in obiger Gleichung L+1 Zihler-Koeffizienten und M+ 1
Nenner-Koeffizienten. Setzt man by = 1, so ergibt das insgesamt L+M+1 unbekannte
Koeffizienten. Das deutet darauf hin, dass man die Padé-Approzimation [L/M] so wih-
len kann, dass sie mit f(z) = > o0y ciz’ bis zur Ordnung L+M dibereinstimmt. Anders
formuliert bedeutet das

o L
& atamttag
f(x)_zgclm " o+ byw + -+ bygaM

1=

+ O(IL‘L—HM—H).

Im Folgenden werden nun die Koeffizienten ag, a1, ...,ar, bg, b1, . ..,bys berechnet, wobei
nur der Fall L=2, M=2 behandelt wird.

4.1.2 Berechnung der Padé- Approximation

Es werden nun a;, b; fiir ¢ = 0,1,2 berechnet, sodass Y ;2 et
. 2 .. . . .. . y .
Ordnung mit % tibereinstimmt. Fiihrt man einen Fehlerterm > e;x* ein, so

kann man dieses Problem folgendermafsen umformulieren.

in moglichst hoher

27



Es sollen a;, b; fiir i = 0, 1, 2 so berechnet werden, dass die Koeffizienten des Fehlerterms
bis in moglichst hohe Ordnung Null sind und

0 2 0
, ag + a1 + asx i
E ' = + E ez’
s ! by + bix + box? = ‘

Multipliziert man mit (bg + b1z + baz?), so ergibt das

(bo 4+ biz + boa?).(co + 1z + ...) = (ag + a1z + azax?) + (Z éiwi> , (1)
i=0

wobei
i . s .
Z ert = Z e;xt (bo + bix + b2(L‘2).
=0 =0

Ein Koeffizientenvergleich fiir die Ordnungen 3 und x* liefert
P baoci + bico + bycs = €3

xt boco + bicg + bocy = €4.

Wiéhlt man jetzt bg = 1, €3 = 0, é4 = 0, so ist folgendes Gleichungssystem zu 16sen

(-2

Berechnet man die Inverse der Matrix so ergibt das

by . 1 C3 —C2 —c3\ 1 —Cg + cocy
b c1¢c3 — C% —C2 (1 —C4 ci1c3 — C% C2C3 — C1C4

Fiir die Koeffizienten b; und by erhalt man also

C2C3 — C1C4
bp=—>5
C1C3 — G5
C2Cq — C%
by = —3,
C1C3 — G5

unter der Voraussetzung cjcs # c3.

Aus Gleichung (1) folgt mittels Koeffizientenvergleich fiir die Ordnungen 20, !, 22

apg+ €y = ¢o
ay +e1 = c1 + bic

as + €3 = co + bicy + baco.
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Setzt man nun

so gilt
p(x) + (c5 + caby + c3bo)x® + (c + c5by + cabo)a® + - -

q(z)

fz) =
Daraus folgt
p(x) 5
flx) ===+ O0(x°).
(@) = 25+ 0"
Bemerkung 4.3. e Die Notation wurde aus [6] ibernommen.

o Genauer behandelt wird dieses Thema in [5] und [6]. Insbesondere werden die Fille
fiir M und L beliebig betrachtet. Auflerdem findet man darin einen Beweis der An-
nahme in Bemerkung 4.2.. Weiters werden Anwendungen, numerische Methoden
und Konvergenzverhalten beschrieben.

4.2 Zweidimensionale Padé-Approximation

Es wird nun versucht, analog zur eindimensionalen Padé-Approximation, fiir Funktionen
in zwei Variablen die entsprechenden Padé-Approximationen zu berechnen.
Aus Notationsgriinden ist folgende Definition sinnvoll.

Definition 4.4. Fin Multiindex o = (a1, ..., ) ist ein n-Tupel von Zahlen o; € Ny.
Er hat die Ordnung |a| = a1 +ag + ... + ay,.
Fir ¢ = (x1,...,2,) € R" gelte 2% := a7 - x5? - - xin.

4.2.1 Problemstellung

Ausgegangen wird wieder von einer bekannten Potenzreihe fiir die zu behandelnde Funk-
tion f(z,y). Das heifit, die Koeffizienten ¢; ; sind fiir alle i, j gegeben, sodass

f(l',y) = Z Cl,jxly] (:Ev y) € R2'

(ivj):(ovo)

Wie schon im Eindimensionalen wird versucht, die Koeffizienten von [L/M] zu bestimmen,
sodass [L/M] mit f(x,y) in moglichst hoher Ordnung iibereinstimmen. [L/M]| wird im
Zweidimensionalen folgendermafen dargestellt:

L
Z|a\:0 aaza

L/M]==2 .
[L/M] TR

Im Folgenden wird abermals nur der Fall L=M=2 behandelt.
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4.2.2 Berechnung der Padé-Approximation

Nun werden die Koeffizienten a; j, b; ; fiir |(4,75)] = 0,1,2 berechnet, das heifst fiir den
Fall L=2, M=2.
Die Berechnung startet ausgehend von folgender Gleichung

o) 2 2 o)
Yooy || Y by | = Y aga'y |+ DY e’y |, (2)

|(4,5)=0 |(4,5)1=0 |(i.5)1=1 |(4,5)1=0

wobei Zré )=0 eijxiyj wieder einen Fehlerterm darstellt. Man versucht diesen in mog-
lichst hoher Ordnung Null zu setzen.

Bemerkung 4.5. Im Folgenden werden die Koeffizienten a; j, b; j fir |(i,j)| = 0,1,2 be-
stimmt, indem ein Koeffizientenvergleich der obigen Gleichung fir die Ordnungen |(i,7)| =

0, (i, )l = 1, 1(i-5)| = 2, (i.§)| = 2. (i.§)=(4,0) durchgefiihrt wird.

Ein Koeffizientenvergleich der Gleichung (2) ergibt

cooboo = aoo + €oo
coob1o + boocio = a0 + €10

(0,0)

(1,0)

(0,1) 1 coobo1 + boocor = ao1 + eo1

(1,1) coob11 + booci1 + biocor + boicio = a1 +en
(2,0) coob20 + booc2o + bioc10 = azo + €20

(0,2)

coobo2 + boocoz + bo1cor = ap2 + ep2

(3,0) boocso + biocao + b20c10 = €30

(0,3) boocos + bo1co2 + bo2co1 = €03

(2,1): booca1 + bioci1 + boicao + bi1cio + baocor = ea1 (4)
(1,2) booci2 + boicin + bioco2 + bi1cor + bozcio = €12

(4,0) boocao + b1ocso + b2oc2o = €40.

Nun wahlt man

boo =1
ei; =0 fir (¢=0,...,3;5=3-1),(4,74) = (4,0).

Somit ergeben die Gleichungen (3) und die Gleichungen (4) zwei lineare Gleichungssys-
teme aus denen man b; ; bzw. a; ; fiir alle i,j erhélt.

Insgesamt errechnet sich also

2 2 [e§)
) [ D0 by’ | = | D aga’y | = D e’y

|(4,5)=0 1(6.5)[=1 |(6,5)1=4

::(I(zvy) ::p(:}c,y)
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Fir z = (z,y) folgt daraus

f(z) = 522 + O(z1°1=4).

Bemerkung 4.6. e Analog zu den ein- und zweidimensionalen Padé-Approzimationen
konnen auch fiir Funktionen in mehr als zwei Variablen Padé-Approrimationen be-
rechnet werden. Allerdings sollte nicht vergessen werden, dass fir n Variablen ein

Gleichungssystem fiir (1 +n+ w) + (n + %) =14 3n 4+ n? Unbekannte
gelost werden muss.

o Fine etwas abgednderte Methode um eine Padé-Approzimation fir eine Funktion
in zwei Variablen zu berechnen ist in [7], Kapitel 1.4 beschrieben.
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5 Eindimensionale Padé-Modelle

Ausgehend von eindimensionalen Funktionen ist es Ziel dieses Kapitels, ein dem Taylor-
Modell dhnliches Modell zu entwickeln, das anstatt von Polynomen, mit rationalen Funk-
tionen arbeitet. Wie im vorigen Kapitel zu sehen war, kann man mittels einer Padé-
Approximation solche rationale Funktionen berechnen. Allerdings ist nun keine Potenz-
reihenentwicklung der zu behandelnden Funktion bekannt. Die Idee ist also, wie schon
beim Taylor-Modell, die Polynome fiir einfache Funktionen zu berechnen und dann Me-
thoden zu entwickeln, welche sich mit den Elementaroperationen von Padé-Modellen
beschéftigen. Somit kann man eine Funktion in diese Elementarfunktionen zerlegen, und
ein Padé-Modell dafiir berechnen.

In diesem Abschnitt sind alle diese Polynome vom Grad zwei. Aufserdem werden nur die
vier Grundoperationen behandelt.

5.1 Padé-Addition

Als erstes wird die Addition von Padé-Modellen betrachtet und folgendes Problem ver-
sucht zu 16sen.

Problemstellung

Gegeben seien ein Intervall x = [z, 7] und die Polynome

p1(x

(
q1(z) = 14 by + bya?
(
(

= lag, o] + a1z + asz®
= [co, Co] + 12 + cox?

p2(T) =
=1+ dyx + doz?.

q2(T

)
)
)
)

Es werden zwei Polynome

p3(x) = [yo, Wo] + y1z + Yo

g3(z) = 1+ 212 + 2z92°
vom Grad zwei gesucht, die folgenden Zusammenhang erfiillen

p3()
q3()

p1() +P2(%’) c

a@ o) Vx € X.
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Als néchstes definiert man zwei Hilfspolynome. Die Koeffizienten werden so gewéhlt, dass
das Intervall yo — mid(yo) = [0, %0] — mid(yo), welches auch als Restintervall von p3(x)
bezeichnet wird, moglichst klein wird. Dazu muss ein lineares Gleichungssystem gelost
werden.

Seien
ri(x) = vy +vix + vox? + v32> + vyt
ro(x) = wo + w1z + wox? + w3z® + wyz?
p1 = mid(ag) + a1z + asz?
po = mid(cg) + 1z + cox?
p3 = mid(yo) + 17 + ya?,
sodass
g3(z)p1(z) = q1(2)r1(z) (5)
g3(@)p2(z) = q2(z)r2(z). (6)

Hier bedeutet ~, dass ri, 72 so gewidhlt werden, dass (5), (6) bis in moglichst hohe Ord-
nung iibereinstimmen.

Seien ap = mid(ag), ¢o = mid(cp), yo = mid(yp). Man kann (5) und (6) umschreiben zu

=
Fiihrt man nun einen Koeffizientenvergleich der Gleichungen (5) und (6) durch, so ergibt

das
ap = Vo

a1 + agz1 = v1 + voby
as + agze + a121 = v9 + voby + v1b1 (7)
a1z2 + agzy = v3 + v1bg + vaby
asze = v4 + v3by + vaba
Co = Wo
c1 + cpz1 = w1 + wody
Co + cozo + 121 = wo + wods + widy (8)
c122 + c221 = w3 + widy + wady

Caz9 = Wy + w3dy + wads.
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r1,ro und g3 haben insgesamt also 12 Koeflizienten. Um diese zu bestimmen verwendet
man folgende 12 Gleichungen. Die Gleichungen (7) und (8) aus dem Koeffizientenvergleich
und die beiden zusétzlichen Gleichungen

v+ w3 =0 (9)
vg + wyqg = 0. (10)

Warum gerade diese Gleichungen gewihlt werden, wird in Bemerkung 5.1. geklart.

Bemerkung 5.1. Man kann (Zigg + Z;Eg) q3(z) darstellen als

(Pl(l‘) N pa(z)

q(x) Ch(a:)) q3(z) =ri(x) + ro(z)+
+Q3(:L')p1(x) — qi(z)r1(z) n g3(2)pa(z) — qo(z)r2()
@(7) q2(z) :

Erst in dieser Darstellung wird klar, warum die Gleichungen (9) und (10) verwendet
werden, um die Koeffizienten von ri, ro und q3 zu bestimmen. Denn mit dieser Wahl

verschwinden die Koeffizienten von x® und x* in der Reihendarstellung von

(pl () | pa(z)
ai(z)  ga(z)

c5x® + cgx® + -+ abgeschitzt werden.

Wiirde man anstatt der Gleichungen (9) und (10) etwa die Gleichungen bavs + blvg = 0
und dows + dywg = 0 verwenden, welche dem Koeffizientenvergleich der Gleichungen (5)
und (6) fiir x° entsprechen, so miisste man fiir das Restintervall ein Polynom der Form
33 + cpxt + e52® + cgab + - -+ abschitzen. Lasst man die Intervallbreite von x gegen
Null gehen, so wiirde das Restintervall in diesem Faoll wesentlich langsamer gegen Null
konvergieren.

) g3(z). Um ein Restintervall zu erhalten, muss also ein Polynom der Form

Theorem 5.2. Lost man das lineare Gleichungssystem der Gleichungen (7)-(10) so
erhdlt man folgendes Ergebnis

21 =(agby — a1b? + agh? + arby — 2agbiby + cody — c1d3 + cod; + c1do — 2codydo+
((a1 — apbr + c1 — cody)(—(b1(az + bi(—a1 + apb1)) + (a1 — 2apby )ba+
dy(ca + di(—c1 + cody)) + (¢1 — 2c0dy)dz)?+
(ag — arby + agh? — agba + ca — c1dy + cods — coda) (b3 (ag + by (—ay + aghy))—
(ag + b1(—2ay + 3agby )bz + agb3 + di(cz + di(—c1 + cody))—
(co +d1(2c1 + 3cody))d2 + cod3)))/
((ag — arby + agh? — agba + ca — c1dy + cods — coda)? — (a1 — agby + ¢1 — cody)
(—agby + a1b? — agh} — arby 4 2agbiby — cody + c1ds — cod — c1do + 2c0dydo)))/
(

as — arb + aob% —agbs + co — c1dy + Cod% — Codg)
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29 = — (—(b1(ag + bi(—ay + aph1)) + (a1 — 2apb1)ba + di(co + di(—c1 + codr))+
(c1 — 200d1)d2)2 + (a2 — a1by + aob% —agby + ¢ — c1dy + cod% — copds)
(b3(ag + by (—a1 + aghy)) — (ag + by (—2a1 + 3agby))bo+
aopbs + di(co + di(—c1 + cody)) — (c2 + di(—2¢1 + 3eody))d2 + cod3))/
((ag — a1by + agh? — agby + ca — c1dy + cods — coda)* — (a1 — agby + 1 — cody)

(—a261 + a1b% — aobi’ — a1b2 + 2(Zob1b2 — Cle + Cld% — Cod? — Cldg -+ Codldg))

vy =ag(b? — by — biz1 4 22) + ag(b] — b3 21 + 2b1bozy + ba(by — 20)+
b%(—?)bg + ZQ)) — al(b‘Z’ — b%zl + boz1 + bl(—2b2 + ZQ))

v3 =ag(—b1 + 21) + a1 (b3 — by — b1z + 22) — ag(b3 — 2b1by — b3 21 + bozy + by 2)
v =ag + a1 (b1 + 21) + ag(b] — by — brz1 + 22)

v1 =a1 + ap(—b1 + 21)

vo =ap

Wy :Cg(d% —do —di21 + 2’2) + Co(d[iL — d:le + 2d1doz + dQ(dQ — 22)+
d%(—ng + ZQ)) — Cl(d? — d%zl + doz1 + dl(—2d2 + 22))

w3 =co(—dy + 21) 4 c1(d? — dy — dy21 + 22) — co(ds — 2dydy — d221 + dozy + dy20)
W9 =Co + Cl(—dl + Zl) + Co(d% —dy —di21 + ZQ)
wy =c1 + co(—di + 21)

wo =CQ-

Durch das Lésen des Gleichungssystems ergibt sich

a3(x)p1(z) — qr(2)r(z) = (ag — ao) (1 + 212 + 2022) — (bovz + byvg)x® — (bovy)xb
6

q3(x)p2(z) — g2(x)r2(x) = (co — o) (1 + 212 + 221:2) — (dows + d1w4):n5 — (dowy)z”.

Insgesamt erhilt man das folgende Theorem.

Theorem 5.3. Ldsst sich das Gleichungssystem (7)—(10) losen, so ergibt sich fir, mittels
Theorem 5.2. berechnete Koeffizienten
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pi(z) + p2(z) _ (vo +wo + () + Ia(x)) + (01 + wi)a + (v + wo)x? Ve x
a(r)  qr) 1+ 212 + 2002 ’
wobes
N(z) = (ap — ag)(1 + 212 + 202%) — (bovs + bvy)x® — (bavy)2®
' 1+bix + b2.%'2
In(z) = (co — co)(1 + 217 + 2022) — (dows + dywy)x® — (dowy)x®

14+ dix + dox?

Korollar 5.4. Unter der Voraussetzung, dass das Gleichungssystems (7)-(10) lésbar ist,
kann man p3(x) und q3(x) wdihlen als

p3(x) =(vo + wp) + (v1 + wi)x + (v + wg):c2 + I (x) + I2(x)
g3(z) =1+ 212 + 2027

Bemerkung 5.5. Kann man z1 und/oder zo nicht berechnen, da im entsprechenden ex-
pliziten Losungsausdruck der Nenner gleich Null ist, so wird zur Lésung des Gleichungs-
systems (7)-(10) zundchst einer der beiden Koeffizienten z1 oder zo gleich Null gesetzt
und versucht unter dieser Annahme den anderen Koeffizienten aus einer der Gleichun-
gen (9) oder (10) zu berechnen. Ist dies wieder nicht maglich, so wird auch der zweite
Koeffizient Null gesetzt. Somit ist es kein Problem mehr die restlichen Koeffizienten laut
Theorem 5.2. zu berechnen. Es ergibt sich in diesen Fdillen allerdings das Problem, dass
die Gleichungen, oder zumindest eine der Gleichungen (9), (10), nicht erfillt ist und
somit Theorem 5.8. und Korollar 5.4. nicht verwendet werden kénnen. Konnen also z1
und/oder zo nicht mittels Theorem 5.2. berechnet werden, so missen die Terme vs + w3
und vy + wy abgeschitzt werden, wodurch sich das Fehlerintervall vergrofert.

Berechnet man die Koeffizienten fiir r1, ro und g3 wie in Bemerkung 5.5. beschrieben, so
ergibt sich fiir p3(x) folgendes Fehlerintervall

(v3 + w3)x® + (vg + wa)x* + 1 (x) + L(x).

Es wird nun versucht dieses Fehlerintervall etwas zu verkleinern. Die Idee dabei ist Fol-
gende: Die Funktionen 2% und z* sollen méglichst gut quadratisch approximiert werden.
Diese Approximation wird dann von der jeweiligen Funktion subtrahiert. Somit wird nur
der verringerte Fehler in das Restintervall miteingerechnet. Um an der Losung nichts zu
verfélschen, muss natiirlich die Approximation noch zum Polynom ps(x) addiert werden.

In eine Gleichung geschrieben sieht das dann folgendermafien aus
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) g3(x) C(vo + wo + (v3 + ws3)ko + (va + wa)jo)+

+(v1 4+ w1 + (v3 +ws)ky + (v + ws)j1)

(

( )j1)x+
(va + w2 + (v3 + ws)ke + (v + wa)jo2) 2>+
(

(

+

+(v3 + w3)(333 — (ko + k1x + k2$2))+

+(vg4 + w4)(x4 — (]0 + iz —l—jgxz)) + ]1(x) -+ IQ(X) Vx € x,

wobei ko, k1, k2, jo, j1, jo so gewdhlt werden, dass

> — (ko + k1z + k:2$2) < g3 Vr € x
zt - (jo + j1z —|—j23:2) <zt Vx € x.
Sei x = [~h, h]. So gilt kg = ko = j1 = 0, da 2°, 2%, 2* gerade Funktionen sind und !, 23

ungerade Funktionen, und diese nur durch eine ebenfalls gerade bzw. ungerade Funktion
gut approximiert werden konnen.

Die Wabhl fiir k1, jo, j2 ist nicht eindeutig. Es gilt allerdings Folgendes zu beachten. Erstens
sollte man die Bestimmung dieser Koeffizienten abhéingig von dem Intervall x = [—h, h]
machen filir das man sich interessiert. Und zweitens sollte der maximale Fehler in dem zu
betrachtenden Teilintervall minimiert werden.

Approximation von z*

Sei x = [~h,h],0 < h € [h, h[. Man bestimmt k; so, dass folgende heuristische Gleichung
erfiillt ist

Maximaler Fehler ohne Korrektur im Intervall [0,h]  Fehler ohne Korrektur bei h
0,

Maximaler Fehler mit Korrektur im Intervall [0,h] ~ Fehler mit Korrektur bei h

Betrachtet man Abbildung 1, so muss also folgende Gleichung erfiillt sein

B D

A O
Weil der maximale Abstand von 2% und k2 im Intervall [0, h] bei 4/ %1 auftritt, 16st man
fiir h € [h, h| folgende Gleichung nach k; auf
3 73
a " . (11)
—(]{31/3)3/2+]{31\/k1/3 h3 — kih
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| X
0.006 =

Abb. 1: Quadratische Approximation fiir 23

Approximation von z*

Sei x = [~h,h], 0 < h € [h,h]. Uber folgende zwei heuristische Gleichungen bestimmt
man jo, j2
Fehler mit Korrektur bei 0 =

Maximaler Fehler mit Korrektur zwischen dem kleineren positiven Schnittpunkt und h

Maximaler Fehler ohne Korrektur im Intervall [0,h]  Fehler ohne Korrektur bei h
Maximaler Fehler mit Korrektur im Intervall [0,h] = Fehler mit Korrektur bei h

Betrachtet man Abbildung 2, so miissen also folgende Gleichungen erfiillt sein

A=DB
¢c_D
B E’

Der maximale Abstand von z* und jy + jox? zwischen deren kleineren positiven Schnitt-

punkt und A ist bei ]72 Somit 16st man fiir h € [k, h[ folgende Gleichungen nach jo, jo
auf
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Abb. 2: Quadratische Approximation fiir z*

= = 2
( )

h* ht
jo  h* = (jo + j2h?)’

Vergleicht man nun den Fehler ohne Korrektur mit dem korrigierten Fehler, so ist leicht
ersichtlich, dass folgender Zusammenhang gilt

Maximaler korrigierter Fehler fiir 2* = Maximaler Fehler ohne Korrektur fiir 2% - 44

Maximaler korrigierter Fehler fiir 25 = Maximaler Fehler ohne Korrektur fiir 2 - s,

wobei
h* — (jo + joh?
0< = (]9:”2 ) <1 (13)
h
h3 — (k1h
0<73:]_1§1)§1. (14)
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Liegt nun h € [h, h], so ergibt sich

(zig; + ZSD gs(x) C(v0 + wo + (vs + wy)jo)+
+(v1 + w1 + (v3 + ws3)k1)z+
+(vg + wa + (v4 + wy)jo) x>+
+(v3 + ws)y32> + (v4 + wy)yazt + (%) + I(x) Vz € x.

Nun werden diese Koeffizienten und Faktoren fiir h aus folgenden Teilintervallen berech-

net
[0.1, 0.3[, [0.3, 0.5[, cee [1.7, 1.9[7 [1.97 20[.

Fir 0 < h < 0.1 setzt man alle Koeflizienten Null bzw. Faktoren Fins, da man fiir so
kleine Werte kaum eine Verbesserung erzielen wiirde.

Lést man die Gleichungssysteme (11), (12) fur h € [0.1,0.3], so ergibt sich fiir die Koef-
fizienten

k1 = 0.0165104
jo = —0.0000734694
Jj2 = 0.0246939.

Berechnet man die Faktoren 3 und 4 laut (13), (14) so erhdlt man

h3 — (kih
v = h<31) = 0.81656
A (i i h2
Y1 = (j;’; 3217 _ 0 734695,

Analog erhélt man die Koeffizienten und Faktoren fiir die restlichen Teilintervalle, welche
in den Tabellen 1 und 2 angefiihrt sind.

[0.3,0.5] [0.5,0.7] [0.7,0.9] | [0.9,1.1] | [1.1,1.3]
k1 0.11358 0.273816 0.494207 | 0.774527 1.11478
Jo | -0.00327802 | -0.0183771 | -0.0585954 | -0.141925 | -0.291161
72 0.161939 0.383428 0.684663 1.06555 1.5262
Y3 0.470589 0.441193 0.38987 0.359896 | 0.340368
Y4 0.404693 0.294034 0.244047 | 0.216318 | 0.198868
Tabelle 1
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[1.3,1.5] | [1.5,1.7] | [1.7,1.9] | [1.9,20]

ki1 | 1.51497 1.97512 2.49525 | 6.74555

Jo | -0.5339 | -0.902543 | -1.43429 | -12.6865

J2 | 2.06669 2.68707 3.38737 10.638

v3 | 0.32669 | 0.316568 | 0.308796 | 0.98314

v4 | 0.186934 0.1782 0.17173 | 0.97349
Tabelle 2

5.2 Padé-Multiplikation

In diesem Teil wird nun versucht ein analoges Verfahren fiir die Mulitplikation zweier
Padé-Modelle zu finden. Es ist also fiir folgendes Problem eine Lésung zu finden.

Problemstellung

Fiir ein Intervall x = [z, 7] und die gegebenen Polynome pi(z),q1(x), p2(x), g2(z) der
Form

1(

@1 (z) =1+ byx + byz?
p2(x) = [co, @) + 17 + cox?
@(z) = 1+ dyz + doz®

) = [ag, @) + a1 + aza®

3

soll eine Methode gefunden werden um zwei Polynome

p3(x) = [yo, Jo] + y1z + yox®

¢3(z) = 1+ 212 + 2022
zu berechnen, welche folgende Gleichung erfiillen

pi(@) pa(x)  ps(x)

q(z) q(x) = g3(x) v e x.

Wie schon zuvor, definiert man zunéchst wieder zwei Hilfspolynome, deren Koeffizienten
so gewdhlt werden, dass am Schluss das entstehende Fehlerintervall moglichst klein wird.
Seien

2 4
ri(x) = vo + vix + vex” + vy + vz

ro(x) = wo + wix + wox? + wax® + wyx?

Polynome, sodass



Auch hier bedeute =~ wieder, dass die beiden Terme bis in mdoglichst hohe Ordnung
iibereinstimmen sollen, d.h.

(o) = (1 ) ().

Durch einen Koeflizientenvergleich der Gleichungen (15) und (16) kommt man zu folgen-
dem Gleichungssystem

ag = g
a1 + apz1 = v1 + voby
as + apze + a121 = v2 + voba + v1by (17)
a1z9 + agz1 = v3 + v1by + vaby
asze = V4 + v3by + voba
co = wo
c1 = w1 + wody
co = wyg + wods + widy (18)
0 = w3 + widy + wad;
0 = wy + wsdy + wads.

Die Polynome ri(x), ro(xz) und g¢3(x) besitzen in Summe 12 Koeffizienten welche zu
bestimmen sind. Um diese zu berechnen, verwendet man folgende 12 Gleichungen.

Aus den Gleichungen (18) des Koeffizientenvergleichs von (16) bis zur 4. Ordnung erhilt
man die Koeffizienten von r9. Aus den Gleichungen (17) des Koeffizientenvergleichs von
(15) bis zur 4. Ordnung und den beiden Gleichungen

VowWs + viws + vowqi + vzwg =0 (19)
VW4 + viws + vowsg + v3wy + vgwg = 0 (20)

erhdlt man die Koeffizienten von r1 und g¢s.

Bemerkung 5.6. Der Grund fir die Wahl der Gleichungen (19) und (20) ldsst sich am
besten anhand folgender Darstellung von (pl—(x) . p2(w>> q3(x) erkliren

a(r)  q2(z)
(pl () pa(x)
a1(r)  q2(x)

~—

ri(x
2(z

> g3(x) = ri(z)ra(z) + (p2(2) — g2(2)r2(2))+

ql(p;;qa;)(x)(cﬁl(w)pl (1’) —q (1-)7.1 (.Z'))

~—

()

_l’_
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r1(x)re(z) = (vo + wo) + (vowy + viwg)r+
Vowg + V1w + ’Uzwo)iﬂ +
vows + viws + vaw + vawg) xS+

VowW4 + V1ws + vows + v3wi + U4w()) 4+

VW4 + V3W3 + v4w2)x +

v3wy + U4w3)56 +

+ 4+ 4+ + + o+

(
(
(
(viwy 4 vows + v3wg + vyw: )z’ +
(
(
(

vawy)z®,

sind mit dieser Wahl der Gleichungen die Koeffizienten von x3 und z* von

(5;83 + ‘Z;Eg) q3(x) gleich Null, wodurch das Restintervall mit abnehmender Intervall-

breite von x schneller gegen Null konvergiert.

Theorem 5.7. Das Gleichungssystem (17)-(20) hat die Losung

21 =(a3co(—c1) + co(by + dy)) + a2 (cidy + bico(—c1 + cody) — c1(co + codd)+
by (back + (c1 — cod1)?) + cEdida) — agay (bico(—c1 + cody) + by (2¢1 — cody)
(—c2 + di(c1 — codr)) — (baco — c2 + c1di)(ca + di(—c1 + codr) )+
bi(ci + colca — Berdy + co(bg + 2dT — da))) + bicocrda + co(—ca + co(be + di))d2)+
az(—a1(c1 — co(by + dy))? + agco(bico + ba(cr — cody)
b3 (—c1 + cody) + di(co — crdy + cod) + bi(co — cydy + co(—2by + di — do))+
(c1 — 2cody)d2)) + ad(—(baco — c2)dy(c2 + dy(—c1 + cody))+
b2 (—c1 + cody)((c2 — c1dy + co(by + d3 — dy)) + (baco(—c1 + 2¢0dy )+
dy(c3 — 2coca — coerdy))dy + cidids 4 bico(co — c1dy + codt — coda)+
by (b3 + (co — c1dy)(ca — crdy + cod? )+
co(—cz + cod?)dy + ba(cf — co(2c2 + codi — 2cody)))))/
(a3c2 + as(—arco(—c1 + co(by + dy))+
ao(—c3 4 co(2c2 + co(b — 2by + d2 — 2dy)))) + at(back + 3 — coca — cocrdi+
bico(—c1 + cody) + cada) — apay(cidy + bico(—c1 + cody) — c1(ca + cod3)+
by (bacd + (c1 — cod1)?) + cadida) + ad(bach + (b2co — bicy + ¢2)(cat
dy(—c1 + codr)) — (—C% + co(blco + 2c9 — bycody + c1dy))da + cgdg—k
(cf + breo(—c1 + cody)—
(2¢5 + cod? — 2¢ody))))

by

€o
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22 = — (—(az(cr — co(br + di)) — ao(bico + ba(cr — cody) + bi(—c1 + codr )+
dy(co — erdy + codt) + by(ca — crdy + co(—2ba + d2 — dg)) + (c1 — 2cody )d2)+
a1(b3co + o — erdy + by(—cy + cody) — co(by — d3 + d2)))*+
(azco + ai(cr — co(by +d1)) + ag(bico + c2 — crdy + bi(—c1 + codi)—
co(ba — df + da)))(—arbico + ba(c1 — cody) + bF(—c1 + codi)+
di(co — erdy + cod?) + bi(ca — c1dy + co(—2ba + d? — da)) + (c1 — 2cody)d2)+
az(bico + ca — erdy + by(—cy + codr) — co(by — di + da))+
ao(bico + b3co + b3 (—c1 + cody) + di(ca — c1dy + cod3 )+
b2 (cy — crdy + co(—3by + d? — dy)) — (c2 — 2¢1dy + 3cod?)dy + cod2+
ba(—c2 + di(c1 — cody) + coda) + b1(2b2(c1 — codr) + di(ca — erdy + cod?)+
(c1 = 2codr)dz))))/
((agco + ai(cr — co(by + d1)) + ao(bco + c2 — crdy + bi(—c1 + cody)—
co(ba — dF + da)))* — (arco + ao(c1 — co(by + d1)))(az(cr — co(by + di))—
ao(b3co + ba(er — cody) + b3 (—c1 + codr) + di(ca — crdy + codi)+
bi(cy — crdy 4 co(—2bo 4+ d2 — dy)) + (1 — 2¢ody)da)+
a1 (b3co + o — erdy + by (—cy + cody) — co(by — d3 + da))))

(on :ag(b% —by — b1z + 22) + CL(](bZll — b?zl + 2b1bozy + b2(b2 — 22)+
b%(—ng + 2’2)) — al(b“;’ — b%zl + boz1 + b1(—2b2 + 2’2))

U3 :ag(—bl + 21) + al(b% — by — b1z + 22) — ao(b? — 2b1by — b%zl + byz1 + 5122)
vy =ag + ai(—by + 21) + ag(b? — by — b1z + 29)

V1 =a1 + ao(—bl + Zl)

Vo =ap

Wy :d%(CQ + dl(—Cl + Codl)) — (CQ =+ dl(—QCl =+ 3Cod1))d2 =+ Cod%

w3 = — Cle + Cld% — Cod? — Cldg —+ 2Cod1d2

we =c9 — Cc1d1 + Co(d% — dg)

w1 =C1 — C()Cl1

wo =CQ.
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Fiir Losungen des Gleichungssystems (17)—(20) ergibt sich

g3(x)p1(w) — q1(2)r1(x) = (ag — ao)(1 + 217 + 222%) — (bovz + brvg)z”® — (bovy)z®
po(x) — qo(x)ro(x) = (co — o) — (daws + dywg)z® — (dowy)x®
r1(z)r2(z) = (vo + wo) + (vowr + viwg)z+

vow2 + viwy + 02100)90 +

V1W4 + Vows + v3wg + v4w1) 5+

v3wy4 + v4w3)m +

+ o+ o+ o+

(
(
(vawy + v3ws + v4w2)x +
(
(

vgwg)x®

Somit ergibt sich folgendes Theorem.

Theorem 5.8. Fir Losungen des Gleichungssystems (17)-(20) und alle x € x gilt

(yo + 1(z) + I(x) + I(x) + I(x) + Ir(2) + Is(z)) + yr12 + yoa®
14+ 212 + 2922

pi(z) pa(x)
a1(z)  q2(x)

-

)

wobei
Yo = VoWwo
Y1 = VoW1 + v1Wo
Y2 = VW2 + V1W1 + V2Wo
Li(z) = _p2(®) ((ao — ao) (1 + z12 + 202%) — (bavs + byva)z® — (bova)z®)
a1(2)g2(x)
Ir(x) = r1(z) ((co —¢g) — (daws + dywy)z® — (d2w4)x6)
g2(z)
I5(x) = (viwy + vows + v3wg + vywy )a®
Is(z) = (vowy + v3w3 + vawe)z°
I7(x) = (vswy +v4w5) 7
Ig(x) = (vawy)a®

Korollar 5.9. Unter der Voraussetzung, dass das Gleichungssystem (17)-(20) losbar ist,
kénnen ps(x) und q3(z) folgendermafen gewdhlt werden

p3(x) = (yo + L1(x) + Lo(x) + I5(x) + Is(x) + I7(x) + Is(x)) + y12 + o
g3(z) = 1+ 212 + 2022
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Bemerkung 5.10. Auch bei der Multiplikation kénnen bei der Berechnung wieder die
gleichen Probleme auftreten wie schon bei der Addition, namlich dass einer der Nenner
von z1 oder zo gleich Null ist. Man 16st das analog zur Addition, wie in Bemerkung 5.5.
beschrieben, und erhdalt

<P1(flf) p2(x)
q(z) q2(x)

) g3(z) C yo + 1w + Yo+

+ (vows + viwy + vowy + vawg )L+
+ (vowy + viws + vaws + vawy + vewo )T+

+ L(x) + Lr(x) + Is(z) + Is(x) + I7(x) + Is(x) V€ x.

Nun werden, genauso wie bei der Addition, 22 und z* wieder quadratisch approximiert

um den Fehler zu verringern. Auferdem kann man nun auch 2°, 2%, 27 und 28 quadratisch
approximieren.
Seien
I3 = vows + viws + vawi + v3wg
1_4 = VoW4 + V1W3 + VW9 + V3W1 + V4Wq
I5 = viwy + vows + v3ws + viwy
I_6 = VW4 + V3W3 + Vw2
I_7 = v3W4 + V4W3
fg = V4W4.
Es gilt

<p1 (z) p2(z)

q3(x) C (vowo + Iajo + Leno + Isso)+
e e < )

+ (vowy + viwg + Isk1 + Ismy + Igry)a+

+ (vows 4 viwy + vawg + Iyjo + Tgng + Igso)x>+

+ I(2° — kyw) + Lo(z* — (jo + joz®))+

+ I5(2® — myx) + Is(2® — (ng + nox?))+

+ I (2" — rw) + Ig(2® — (so + s20%)) + I1(x) + I2(x) Vz € x,

wobei man k1, jo, j2, M1, ng, N2, T1, So, S2 € R so wihlt, dass folgende Ungleichungen
erfiillt sind

w

2 — (ki) <z Vo € x

' — (jo + jox?) <2t Vzex
25 — (myz) < 2° Vr € x

2% — (ng + nga?®) < a° Vo ex
a’ — (rz) < a’ Vo ex

28 — (sg + sox?) < 2B Vo € x.
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Fiir k1, jo und js wahlt man die schon bei der Addtition berechneten Werte. Die restlichen
Koeffizienten bestimmt man auf folgende Art und Weise.

Approximation von z°

Sei x = [~h,h], 0 < h € [h,h[. Nun wird m; so gewiihlt, dass folgende heuristische
Gleichung erfillt ist

Maximaler Fehler ohne Korrektur im Intervall [0,h]  Fehler ohne Korrektur bei h
0,

Maximaler Fehler mit Korrektur im Intervall [0,h]  Fehler mit Korrektur bei h

1
Da der maximale Abstand von 2® und my -z im Intervall [0, k] bei (%) auftritt 1ost
man fiir h € [h, h| folgende Gleichung nach m; auf

n w
- (3)7T em ()7 Rl )

Bemerkung 5.11. Analog berechnet man eine Approzimation von x”, also den Koeffi-
zienten ry.

Approximation von 2°

Sei x = [~h,h], 0 < h € [h,h]. Es werden die Koeffizienten ng, ns so gewihlt, dass
folgende heuristische Gleichungen erfiillt sind

Fehler mit Korrektur bei 0 =

Maximaler Fehler mit Korrektur zwischen dem kleineren positiven Schnittpunkt und h

Maximaler Fehler ohne Korrektur im Intervall [0,h]  Fehler ohne Korrektur bei h
0,

Maximaler Fehler mit Korrektur im Intervall [0,h]  Fehler mit Korrektur bei h

Der maximale Abstand von 28 und ng 4 ng - 22

1 _
punkt und h liegt bei min ((2%) 6-2 ,ﬁ). Somit 16st man fiir h € [h, h] folgende Glei-
chungen nach ng, ne auf

() e G ()

R RS

zwischen dem kleineren positiven Schnitt-

—ng hé — (no + n21_12) ’

Bemerkung 5.12. Die Koeffizienten so und sy der Approzimation von x8 kénnen wieder
analog berechnet werden.
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Zwischen korrigiertem Fehler und Fehler ohne Korrektur gilt folgender Zusammenhang

3

Maximaler korrigierter Fehler fiir > = Maximaler Fehler ohne Korrektur fiir 23 - 3

Maximaler korrigierter Fehler fiir z* = Maximaler Fehler ohne Korrektur fiir z* - 44

5

Maximaler korrigierter Fehler fiir z° = Maximaler Fehler ohne Korrektur fiir z° - s

Maximaler korrigierter Fehler fiir % = Maximaler Fehler ohne Korrektur fiir 2% - v¢

7 7

Maximaler korrigierter Fehler fiir ' = Maximaler Fehler ohne Korrektur fiir 2 - 7

Maximaler korrigierter Fehler fiir 28 = Maximaler Fehler ohne Korrektur fiir 2%, -7g

wobel

0<’}/3: 73 <1
h* — (jo + joh?
0 <= (J%:rh )_1
5 (mah
0<y = }_L(;nl)<1
h® — (ng + nah?) (23)
0<v = ]%6 2 <1
h" — (r1h)
0<’Y7:T§1
h® — h?
0<yg = (S}%;—S2 )_1.

Liegt nun h € [h, h] so ergibt sich

(

)%@mumm+zm+gm+g%H

+ (vowy + viwg + Isky + Ismy + I7r1)z+

+ (vows + viwy + vowg + I4jo + Ignag + 1:882)3624-
+ I3y32® + Ly + Isysa® + Tgyea®+

+ Ipyrx” + Igyga® + I (x) + In(x) Vz € x.

Lést man die Gleichungssysteme (21)-(23), fiir h aus den Intervallen

(0.1,0.3[,]0.3,0.5[, - - -, [1.7, 1.9[, [1.9, 20],

so erhélt man fiir die Koeffizienten der Approximationen und fiir die in (23) definierten
Faktoren, die Werte aus Tabelle 3 und 4.
Fiir 0 < h < 0.1 werden wieder alle Koeffizienten Null bzw. Faktoren Fins gesetzt.

49



[0.1,0.3] [0.3,0.5] [0.5,0.7] [0.7,0.9] | [0.9,1.1]
k1 0.0165104 0.11358 0.273816 0.494207 | 0.774527
Jo -0.0000734694 -0.00327802 -0.0183771 | -0.0585954 | -0.141925
J2 0.0246939 0.16193 0.383428 0.684663 1.06555
my 0.000162289 0.0113763 0.0760206 0.262915 0.666007
no -0.000000965152 -0.00052562 | -0.00858149 | -0.0532767 | -0.20985
N9 0.000292989 0.019539 0.125747 0.424762 1.0584
r1 0.00000150433 0.00103587 0.0200604 0.137244 0.572961
so | -0.00000000996115 | -0.0000583196 | -0.00288259 | -0.0360082 | -0.235398
S9 0.00000294255 0.00196948 0.0367137 0.243946 0.99734
3 0.81656 0.470589 0.441193 (0.38987 0.359896
Y4 0.734695 0.40469 0.294034 0.244047 | 0.216318
Y5 0.979965 0.81798 0.68338 0.599277 | 0.545109
Y6 0.96515 0.721017 0.549215 0.452846 0.39488
Y7 0.998 0.9338 0.82949 0.74176 0.67658
8 0.996116 0.888884 0.737943 0.624623 0.564843
Tabelle 3
[1.1,1.3] | [1.3,1.5] | [1.5,1.7] | [1.7,1.9] | [1.9,20]
k1 1.11478 1.51497 1.97512 2.49525 | 6.74555
jo | -0.291161 | -0.5339 | -0.902543 | -1.43429 | -12.6865
J2 1.5262 2.06669 2.68707 3.38737 | 10.6385
mq | 1.40492 2.6251 4.49784 7.2203 0
ng | -0.63253 | -1.59653 -3.5477 -7.16397 0
N9 2.21061 4.09769 6.9785 11.1487 0
1 1.79307 4.64341 10.5136 21.5302 0
so | -1.05589 | -3.69821 | -10.8669 | -27.9974 0
S92 3.07401 7.8702 17.6632 35.9194 0
v3 | 0.340368 | 0.32669 | 0.316568 | 0.308796 | 0.98314
v4 | 0.198868 | 0.186934 | 0.17829 0.17173 | 0.97349
v5 | 0.508099 | 0.481463 | 0.461473 | 0.44597 1
v6 | 0.357052 | 0.330727 | 0.226312 | 0.296797 1
Y7 0.62852 0.59235 0.56444 0.54236 1
Y8 0.49258 | 0.453363 | 0.42401 | 0.401354 1
Tabelle 4

5.3 Padé-Division

Analog zu den beiden vorigen Operationen ist es Ziel dieses Abschnittes ein Padé-Modell
fiir den Quotienten zweier Padé-Modelle zu berechnen. Es wird also folgendes Problem

behandelt.
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Problemstellung

Fiir ein Intervall x = [z, 7] und die gegebenen Polynome

p1(x) = [ag, o] + a1 + asx?
@1 (z) = 1+ bz + bya?
p2(z) = [, @) + a1z + coa®
@2(x) = 1+ dix + doa®

sollen Polynome

p3(x) = [yo, Wo] + y1z + yox®

@3(z) = 1+ 212 + 2022

berechnet werden, sodass diese folgende Gleichung erfiillen

Vo € x.

=
w
—~
8
~—

Diese Problemstellung ergibt natiirlich nur dann Sinn, wenn 0 ¢ co. Man kann dies
ab jetzt voraussetzen. Da ¢y = mid(cg), folgt natiirlich dass ¢y # 0. Ziel ist es, dieses
Problem auf die Padé-Multiplikation zuriickzufithren. Dafiir muss zunéchst der konstante
Teil des Nenners auf Fins normiert werden.

Es gilt
1 d d
— =L T+ 2 g2
o €o €o
qz(a:) _ 1+d1$+d2x2 =€ =:e; :g
pa(x)  cotcirtocr? 0 A @2 o
o €o €o
—~ O~ ~
=fo =ifi =:f2
Seien

I:CO—CO

p2(z) = eo+e1x + eqr?

1
@(x) = fo+ fiz + fou® = 1+%+f1:c+f2x2.

Als néchstes werden nun wie bei der Multiplikation zwei Hilfspolynome ri(z), r2(x)
definiert. Werden in die Gleichungen (18) anstatt der Koeffizienten ¢q bis ¢a, dy, do die
soeben berechneten Koeffizienten eg bis es bzw. f1, fo eingesetzt und die entstehenden
Gleichungen mit (18’) bezeichnet, so resultiert fiir dieses Problem ein Gleichungssystem
mit den Gleichungen (17), (18’), (19), (20), welches analog zur Multiplikation geldst
werden kann.
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Verwendet man nun die zuvor definierten Polynome p3(x), q2(x), ri(x), r2(z) so kann

man (% . %) q3(x) folgendermaken schreiben

pi(r) () = ri(z) —@(x)ra(z
<q1(x) 'pg(x)> g3(x) = ri(x)ro(x) + =) (P2(z) — @z)ra(z))+

pa()
m(%(ﬂﬁ)m(l’) — qi(z)r(@)).

Nachdem man das entstandene Gleichungssystem geldst hat, ergibt sich mit den berech-
neten Koeffizienten folgender Zusammenhang

q3(z)p1(z) — q1(z)ri(z) = (ap — ao)(1 + 212 + 22952) — (bovs + b11)4):1c5 — (b2v4)x6
|
p2(z) — @(z)ra(z) = —%7“2(90) — (faws + frws)z® — (fows)2® =
co — ¢
:_°%°m@y4m%+ﬁmni4ﬁmp@
Als Produkt der Hilfspolynome r1(z) und ro(z) erhélt man
r1(z)ra(z) = (vo + wo) + (vowr + viwg)z+
+ (vowz + viw; + U2w0)932+
+ (vows + viwsy + vowy + vywp)z 4
+ (vowy + viws + vVows + VW] + v4wo)x4+
+ (viwy 4 vows + v3ws + vwy ) O+
+ (vawy + v3ws + vawa) 70+
+ (v3wy 4 vyws )z +
+ (v4w4)x8.
Es gilt also das folgende Theorem.
Theorem 5.13. Fir Losungen des Gleichungssystems (17), (18°), (19), (20) gilt
pi(@) g2(x) _ pi(x) pa(z)
q1(z) p2(z)  q(x) @x) —
- (yo + Ii(x) + In(x) + Is(x) + Ig(x) 4 Ir(x) + Is(x)) + y12 + yoa® Vi € x

- 1+ 212 + 2922

wobeil

Yo = VoWo
Y1 = vow1 + v1wg

Y2 = vow2 + viwy + v2wg
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Li(x) = pQ(:Z)x ((ao — ap)(1 + 217 + 202%) — (bavs + b1va)x® — (bova)z®)

q1(z)g2 ()
I(z) = ZEQ <(COC_O Dy () — (dyws + dyws)a® — (d2w4)x6>
I5(2) = (viws + vows + v3ws + vaw )2
Is(x) = (vowy 4 v3wsz + vyws) "
I7(z) = (vswy +v4w3) !
Ig(z) = (vawy)a®

Korollar 5.14. Ist das Gleichungssystem (17), (18°), (19), (20) lésbar, so kénnen ps(x)
und q3(z) gewdhlt werden als

p3(x) = (yo + L1 (%) + Lo(x) + I5(x) + Is(x) + I7(x) + Is(x)) + y12 + o

g3(z) =14+ z12 + 20x2.

Auch bei der Division hat man bei der Berechnung wieder die gleichen Probleme wie
schon bei Addition und Multiplikation. Da wir aber die Division auf die Multiplikation
zuriickgefithrt haben, erhélt man auch die gleiche Losung.

Fiir h € [h, h] gilt
(pl (z) g2(x)

qi(z) pa(x)

) q3(x) C (vowo + Lajo + Isno + Isso)+

+ (vow1 + viwo + I3kt + Iymy + Irry)o+

+ (vows + viwy + vowg + I4jo + Ignag + 1:882)3624-
+ Iyy3a® + i+

+ Isys2® + Ioye2+

+ Iy’ + Igysa® + I (x) + Ix(xz) Vz € x,

wobei die Konstanten kla j07 j27 my, No, N2, T1, S0, S2, V3, Y4, V5, V6, V7, V8 AUS den
Tabellen 3 und 4 zu iibernehmen sind.
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6 Zweidimensionale Padé-Modelle

In diesem Abschnitt wird nun, analog zum Padé-Modell in einer Dimension, fiir Funktio-
nen in zwei Variablen ein entsprechendes Padé-Modell berechnet. So wie zuvor wird auch
in zwei Dimensionen versucht, die gegebene Funktion aufzuspalten und nur die Elemen-
taroperationen zu betrachten, aus denen Funktionen zusammengesetzt werden kénnen.
Ebenfalls wie schon im letzten Kapitel, werden hier nur Addition, Multiplikation und
Division behandelt.

6.1 Padé-Addition

Als erste Elementaroperation wird die Addition betrachtet. Es folgt also die Berechnung
eines Padé-Modells fiir die Summe von zwei zweidimensionalen Padé-Modellen.

Problemstellung

Gegeben seien eine zweidimensionale Box x und die Polynome
2
pi(z) = [aa+ Y aya'y
|(6,5)1=1

2
q(z) =1+ Z bijx'y’
|(3.5)1=1

2
pa(z) =[ee + Y cya'y
[(4,9)[=1

2
@(x) =1+ Z dijx'y’.
1(i.)[=1

Gesucht sind nun Polynome p3(x), g3(x) der Form

2
p3(x) = [y, ¥ + Z yijz'y’
|(@,5)1=1

2
g3(x) =1+ Z ziga'yl
|(i.5) =1
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sodass folgende Gleichung erfiillt ist

p1(z,y) +p2(x,y) p3(z,9y)
a(z,y)  qr,y) ~ g(z,y)

Als erstes werden erneut zwei Hilfspolynome eingefiihrt.

C V(z,y) € x.

Seien
3
ri(z,y) = Z Uijﬂfiyj
(3,9)1=0
3
ro(z,y) = Y wia'yl,
1(4,9)1=0
sodass
Q3(x7y)ﬁ1(w7y) ~ ql(m,y)rl(:c,y) (24)
Q3<$, y)ﬁQ (Hf, y) ~ Q2 ((L‘, y)T'Q(iU, y) (25)

Bemerkung 6.1. Auch hier bedeute ~ eine Ubereinstimmung bis in mdéglichst hohe
Ordnung. Seien p; = mid(aoo? + Zﬁm)‘:l a;jx'y?, po = mid(coo) + 2\2(1‘73‘)\:1 cijrty,
ps = mid(yoo) + Z|2(i,j)\:1 Yij o'y’

Werden die entsprechenden Polynome in (24), (25) eingesetzt, so ergibt das

2 2 2 3
1+ Zijﬂfiyj . Z aij:l/‘iyj ~[1+ Z bijxiyj . Z vijxiyj
(4,9)1=1 [(2,5)|=0 [(,5)|=1 1(2,5)|=0
2 2 2 3
I(4,9)1=1 1(4,9)1=0 I(4,9)1=1 I(2,5)|=0

Ein Koeffizientenvergleich der Gleichungen (24) und (25) ergibt folgende Gleichungen

ago = Voo
a0 + apoz10 = v10 + voob1o
ap1 + apozo1 = o1 + vVoobo1
a1 + apopz11 + a10201 + ap1210 = v11 + Voob11 + v10bo1 + vo1b1o
az0 + apoz20 + a10210 = v20 + voob2o + v10b10
ap2 + apozo2 + ap1201 = vo2 + Voobo2 + vo1bo1
a10z20 + a20210 = v30 + v1ob20 + v20b10
ap1202 + ap2201 = vo3 + vo1bo2 + vo2bo1
a10211 + @p1220 + a11210 + a20201 = v21 + v10b11 + vo1b20 + v11b10 + V20b01

ap1211 + a10202 + a11201 + ap2210 = v12 + vo1b11 + viobo2 + vi1bo1 + vo2b10
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Co0 = Woo
10 + Co0210 = w10 + Wood10
o1 + €00201 = wo1 + woodo1
c11 + cooz11 + €10201 + co1210 = w11 + wood11 + wipdor + woidio
20 + €o0220 + C10210 = W20 + Wood20 + wiod1o
co2 + €00202 + Co1201 = Wo2 + woodo2 + wo1do1 (27)
10220 + €20210 = w30 + wiod2o + w20d10
01202 + €02201 = Wo3 + wo1do2 + wo2do1
€10211 + €o1220 + €11210 + €20201 = w21 + wiod11 + wo1dao + wi1dip + wapdo1
co1211 + €10202 + €11201 + Co2210 = W12 + Wo1d11 + wipdo2 + wi1dor + wo2di1o

a20220 = v30b10 + v20b20.

Um die Koeffizienten der Polynome ri(x,y), r2(x,y) und ¢3(z,y) zu bestimmen, miissen
25 Koeffizienten berechnet werden. Dazu verwendet man folgende 25 Gleichungen. Die
Gleichungen (26) aus dem Koeffizientenvergleich und folgende vier Gleichungen

v30 + w3p = 0
Vo1 +wo1 =0 (28)
vi2 +wiz =0

vp3 + woz = 0.
Bemerkung 6.2. Dass gerade die Gleichungen (28) verwendet werden, hat den gleichen

Grund wie im eindimensionalen Fall, beschrieben in Bemerkung 5.1..

Man kann (% + %) g3(z,y) wieder umschreiben zu

pi(z,y) | pa(x,y) s o
<q1(x,y) +q2(x7y)>%(3773/) 1(z,y) + oz, y)+

3(z, y)p1 (2, ) — a1 (@, y)ri(z, y)

+ +
q1 (Jﬁ', y)
N g3(x, y)p2(x,y) — qa(x)r2(2, )
q2($, y) '

Nach dem Lésen des Gleichungssystems kann man mit den berechneten Koeffizienten die
einzelnen Terme dieser Gleichung bestimmen.
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2
as(z, y)p1(x,y) — @1 (=, y)ra(2,y) = (ago —ago) | 1+ > zijz'y’ | +
|(6,5)|=1

5
+ Z (g3p1 — qur1)ijz'y?,
|(6.5)|=4

wobel

5
Z (g3p1 — q17m1)ij 7"y’ =(ao2202 — bo1vos — boavoz)y*+

(4,9)|=4
+(az0211 + a11220 — bo1vso — biovar — baovir — bi1vao)r Y+
+(ao2211 + a11202 — biovos — borviz — boav11 — bi1ve2)zy +
+(a20202 + ap2220 — baovo2 — boavao — biovia — borvar )Py —
—(ba0v30)z” — (bo2vos)y” — (b11vso + bagvar )z y—
—(b11v03 + boavi2)zy® — (baoviz + brivar + boavso)z y?—
—(

bogv21 + b11v12 + baguos)z2y>.

2
g3(z, ¥)pa2(x,y) — q2(z, y)ra(@,y) = (oo — coo) | 1+ D> zja'y’ | +
(=1
5

+ (g3p2 — QQTQ)ijxiij
|(4,5)|=4
wobei
5 . .
(g3p2 — q272)ij7"y’ =(co2202 — do1wos — doowo2)y*+

[(4,5)|=4
+(ca0211 + 11220 — do1wsg — dyoway — dagwiy — dyjwag)xy+
+(cozz11 + 11202 — diowosz — dorwia — doawir — dijwoe) Ty +
+(ca0202 + 02220 — dapwog — doawag — digwiz — dorwa )w2y*—
—(daows0)z” — (do2wos)y® — (di1wsg + daowar )y —
—(d11wo3 + dogwi2)zy* — (dagwia + di1way + dogwsg)z y? —
—(

dogway + diywia + dagwos)xy®.
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Theorem 6.3. Fir Koeffizienten, welche dem Gleichungssystem (26)-(28) geniigen, gilt
fiir alle x € x

pi(z,y)  pa(x,y) < Yoo + Li(z,y) + Io(z, y) + yi0® + yo1y + y202° + Y112y + Yo2u>
q(z,y)  qzy) — 1+ 2102 + 201y + 2112y + 22022 + 202y>
wobei

)

Yoo = Voo + Woo
Y10 = V10 + W1o
Yo1 = Vo1 + Wo1
Y20 = V20 + W20
Y11 = v11 + win
Yo2 = Vo2 + Wo2
(1+ z10% + 201y + 2112y + 2202 + 202y%) (@00 — a00)

Li(x,y) = +
i(y) 1+ bioz + bo1y + b1y + bax? + boay?
(Zf(i,m:zl(%pl - Q1T1)ijxiyj>
1+ bioz + bo1y + b1y + baox? + bo2y?
coo — c00)(1 + 2107 + 201y + 2117y + 22022 + 202y>
12(x7y):( )( y y v,

1 4 dyox + dory + diizy + daoz? + dooy?
(23\5(1',]‘)\:4(%3]72 - QQ7“2)ij$iyj)
1+ dyox + dny + dizy + daoz? + doy?’

Korollar 6.4. Fir Losungen des Gleichungssystems (26)—(28) kann man ps(x) und g3(x)
wdhlen als

p3(,y) = yoo + [1(x,¥) + La(X,¥) + y102 + Y01y + y207> + y117y + yo2u”
qg(m, y) =14 zipz + 201Y + 21120y + ZQ()Q?Q + 202y2.

Bemerkung 6.5. Wie schon im Eindimensionalen kann es natirlich auch im zweidi-
mensionalen Fall vorkommen, dass diverse Nenner gleich Null sind. Dadurch miissen
einige Koeffizienten frei gewdhlt werden, wodurch es dazu kommen kann, dass nicht alle
Gleichungen des Gleichungssystems (26)-(28) erfillt sind. Geldost wird dieses Problem
analog zum eindimensionalen Fuall, wie in Bemerkung 5.5. beschrieben.

Gleiche Probleme werden auch bei der Padé-Multiplikation und der Padé-Division wieder
auftreten, welche auf die gleiche Art und Weise geldst werden.

Ebenfalls wie im eindimensionalen Fall kénnte man, wenn das Gleichungssystem nicht
erfillt ist und somit das Theorem 6.3. nicht anwendbar ist, die Fehlerabschditzung noch
etwas verbessern, indem man x> und y> quadratisch approzimiert.

Bei der Padé-Multiplikation weiter unter, kann man in jedem Fall eine Verbesserung
durch quadratische Approzimation erzielen.
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6.2 Padé-Multiplikation

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man ein Padé-Modell fiir das Produkt von zweidi-
mensionalen Padé-Modellen berechnet.

Problemstellung

Gegeben seien eine zweidimensionale Box x und die Polynome

2
p1(z,y) = [a, @] + Z aijl'zyj
16.9)|=1
2

alz,y) =1+ Y byz'y
1(@,7)1=1

2
pa(w,y) =l d+ Y cya'y
(i) =1
2

@r,y) =1+ > dja'y.
(4.5)1=1

Es sollen Polynome

2
pa(e,y) = [, 7+ Y. v’y
Gl=1

2
g3(z,y) =1+ Z 2y’
I(6,5)1=1
berechnet werden, sodass folgende Gleichung erfiillt ist

pg(l', y)
QB(:Ev y)

pi(z,y) pa(z,y)
a(z,y) a(z,y)

- V(z,y) € x.

Nach der Definition von zwei Hilfspolynomen erhélt man mittels Koeffizientenvergleich,
wie im Eindimensionalen, wieder ein Gleichungssystem das es zu 1ésen gilt.
Seien

3
riz,y) = Y vyaly

|(4,5)|=0

3
TQ(xay) = Z wiszy]7
|(2,5)|=0
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sodass

q;;(ﬂc,y)ﬁl(:c,y) ~ Q1(x7y)rl(x7y
pa(z,y) = gz, y)ra(z,y). (30)

Wie schon vorher bedeute ~ eine Ubereinstimmung bis in méglichst hohe Ordnung und
p1(x,y), p2(x,y) seien definiert wie in Bemerkung 6.1..

Somit konnen (29), (30) geschrieben werden als

2 2 2 3
1+ Z zijrlyl | - Z agr'y | ~ [ 1+ Z bijx'y’ | - Z vty
|(4,5) =1 |(&.5)|=0 1(@.5)|1=1 |(4.5)|=0
2 2 3
Z cijxiyj ~ |1+ Z dijxiyj . Z wijzciyj
|(4,5)1=0 |(,5)]=1 I(2,4)|=0

Ein Koeffizientenvergleich der Gleichungen (29) und (30) ergibt folgendes Gleichungssys-
tem
Coo = Woo

c10 = wio + wood1o
co1 = wo1 + woodo1
c11 = wi1 + woodi1 + wipdor + woidio

€20 = wao + wood2o + wiodio

co2 = wo2 + woodoz + wo1do1 (31
0 = w3p + wipd2o + waod1o
0 = wo3 + wo1do2 + wo2do1
0 = wo1 + wiod11 + wordzo + wi1dio + woodot
0 = w12 + wo1d11 + wiodo2 + wi1do1 + wozdio
ago = Voo
a0 + apoz10 = v10 + voob1o
ap1 + apozo1 = vo1 + voobo1
a1 + apoz11 + a10201 + ap1210 = v11 + voob11 + v10bo1 + vo1b1o
az0 + apoz20 + a10210 = v20 + voob2o + v10b10
ao2 + agozo2 + ao1201 = Vo2 + vooboz + vo1bo1 (32)

a10220 + a20210 = v30 + v10b20 + v20b10

ap1202 + ap2201 = vo3 + vo1boz + vozbo1
a10211 + ao1220 + a11210 + 20201 = v21 + v10b11 + vo1b20 + V11010 + V20b01
ap1211 + 10202 + a11201 + ao2210 = v12 + vo1bi1 + viobo2 + vi1bo1 + vo2010

a20220 = v30b10 + v20b20.
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Zur Berechnung der Koeffizienten von ri(x,y), r2(z,y) und g¢3(x,y) verwendet man fol-
gende 25 Gleichungen.

Aus den Gleichungen (31) des Koeffizientenvergleichs ergeben sich die Koeffizienten von
ro(x,y). Aus den Gleichungen (32) des Koeffizientenvergleichs und den Gleichungen

Voow3p + V1pW20 + V2pw10 + v30Wo0 = 0
VooWo3 + Vo1wWo2 + Vo2wo1 + vozwoo = 0 (33)
VooW21 + V1oW11 + Vo1w20 + V11wWio + v2owor + v21wop = 0

VooW12 + V1oWo2 + Vo1Wi1 + vi1wo1 + Yoawio + vizweo = 0
konnen die Koeffizienten der Polynome 71 (x,y) und ¢3(z,y) berechnet werden.

Bemerkung 6.6. Warum gerade die Gleichungen (33) verwendet werden hat den glei-
chen Grund wie im Eindimesionalen, und ist in Bemerkung 5.6. angefiihrt.

Es muss gelten

pi(z,y) pa(z,y) r1(z)
<q1(x,y) ' %(x,y)) q3(z,y) C ri(z)ra(x) + () (p2(z) — q2(z)ra(x))+
(11(];2)(;)(%)((13(@191(%) —qi(z)ri(z)) Vrex.

Mit den aus dem Gleichungssystem (31)—-(33) erhaltenen Koeffizienten ergibt sich

2
a3(z, y)p1(,y) — @1 (z, y)r1(2,y) = (ago —aoo) | 1+ D zz'y’ | +
|(6,5)|=1

5
+ > (@pr— @)ty
[(2,5)|=4
wobei
5
(g3p1 — q17m1) i7"y’ =(ao2202 — bo1vos — bozvoz)y '+
(2,5)|=4
+(az0z11 + a11220 — bo1vso — brovar — baov11 — bi1vao)z Y+
+(ag2z11 + a11202 — bigvos — bo1viz — boavi1 — bi1ve2)zy +
+(a20202 + ao2220 — b2ovo2 — b11v11—
—boavao — biovia — bo1va1 )2y’ —
—(baovz0)z® — (boavos)y® — (br1vso + baovar)zty—
—(b11v03 + boavi2)zy® — (baovia + bi1var + boavso)zPy* —

—(boguar + bi1via + baguoz)z?yP.
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5
p2(x,y) — q2(z, y)ra(z,y) = (coo — coo) + Z P2 — qara)ija'y’,

[(4,5)|=4
wobei
5
Z P2 — qor2)ijz'y’ =(—dorwos — doowos)y* +
[(4,5)|=4
+(=do1wso — diowar — dogwir — di1wag)z Y+
+(=diowos — do1wiz — doowir — diiwoe) Ty’ +
+(=dagwoz — di1wi1 — doaws — diowiz — dorwar )z*y*—
—(d2owso)x® — (dozwos)y® — (dirwso + dagwar )x'y—
—(d11wo3 + dogwiz)wy* — (d20w12 + di1war + doows)zPy?—
—(doowa1 + di1wiz + dagwos)z?y?.

r1(x, y)ra2(z,y) = (voo + woo) + (voowio + viowoo)T + (Voowor + vo1woo)y+
VoW1 + V10Wo1 + Vo1W1io + V11Woo)TY+

Voowz0 + V1oW10 + 11201000)$2 + (voowo2 + vo1wor + Uo2w00)y2+
Voow30 + V10Wao + V20Wi0 + V30Wo0 )T+

VooWo3 + Vo1Wo2 + Vo2wo1 + Uogwoo)y3+

2
VooW21 + V10W11 + Vo1W20 + V11W1i0 + V20Wo1 + V21W00)T Y+

+(

+(

+(

+(

+(

+ (voow12 + vipwo2 + Vo1w11 + V11Wo1 + Vo2wio + 012w00)5€y2+
6

+

(r1im2)ijz"y’,
[(4,5)|=4
wobel

6
E (rirg)ija’ 'yl —(U10w21 + vo1w30 + vi1weo + V20wl + Usowm)x y+
[(4,5)1=4

2 9

+(viowi2 + vo1we1 + V1wl + VaoWo2 + Voaweo)T Y+
3

+(vor1wi2 + vipwos + vi1woz + Vowi1 + Voswio) Ty +

4 4
+(v10w30 + vaowao)r” + (vo1wo3 + vozwoz)y"+

4
+(v11wso + v2owa1 + v3owi1 + v21wag)T Y+

(
(
(
+(va0wso + v30w20)z” + (Vo2wos + vozwo2)y -+
(
+(v11w03 + vo2w12 + vo3w11 + v12wo2):cy4+

(

3 92
+(v20wi2 + v11wa1 + Vo2wso + VaoWo2 + Va1 w11 + Vi2Wa0) L Y +
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2 3
+(vo2wa1 + vi1wi2 + v2owos + Vozwao + Vizwii + v21we2)T Y+

+(v30ws30)2° + (voswos)y® + (vsowar + varwse) 2z y+

+(vo3wa1 + viswia + vorwez )z Yy +

3

3
V30Wo3 + V21W12 + V12W21 + Vozw3o) T Y.

(v
(
+(voswi2 + vi2wos)zy” + (Vsowiz + varwar + viswso)x Yy +
(
+(v

Theorem 6.7. Fir Koeffizienten welche dem Gleichungssystem (31)-(33) geniigen gilt
fiir alle x € x

pi(z,y) pa(z,y) Yoo + Y107 + Yory + Yy + Y207 + yo2y” n
a(r,y) q(z, y) = 1+ 2107 + 201y + 2112y + 22022 + 202y
Li(z,y) + (2, y) + I3(2, y)
1+ z10% + 201y + 2112y + 22022 + 202y?’

wobei

Yoo = VooWoo

Y10 = VooW10 + V10W00

Yo1 = VooWo1 + Vo1W00

Y11 = VooW11 + VioWo1 + Vo1Wi0 + V11Woo
Y20 = VooW20 + V1oW10 + V20Wo0

Y02 = VooWo2 + Vo1Wo1 + Vo2Woo

5

b2 i g
Lzy)=— |1+ Z zga'y | (a0 —aco) + | Y (gsp1 — qura)ija'y’

4192 “~

|(8,5)1=1 1(3,)|=4
5

1

I(z,y) = © (coo —coo) = | Y (qara)iya'y’
[(2,5)|=4

6
Ig(x,y): Z (TlTQ)ijZIJiyj.
I(

i,J)|=4

Korollar 6.8. Fir Koeffizienten, welche durch Lésen des Gleichungssystems (31)-(33)
errechnet wurden, kann man ps(x,y) und q3(z,y) wihlen als

p3(z,y) = yoo + [1(x,¥) + La(x,¥) + I3(X,y) + y107 + Y019 + Y117y + Y202> + yo2u”
g3(z,y) = 1+ z10 + 201y + 2112y + 220562 + 202312-

6.3 Padé-Division

Nun wird ein Padé-Modell fiir den Quotienten zweier zweidimensionaler Padé-Modelle
berechnet. Es wird also folgendes Problem behandelt.
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Problemstellung

Sei x eine zweidimensionale Box. Aus den gegebenen zweidimensionalen Polynomen
pi(z,y), a1(z,y), p2(2,y), ¢2(z,y), der Form

(.%' y Z awm y
[(2,5)|=1
2

@ (@, y) =1+ Z bija'y’
G.5)]=1

2
pa(z,y) = [e,d + Y cya'y!
|(i.5)]=1
2
@(z,y) =1+ Z dijx'y’,
|(i.5) =1

sollen die Polynome

p3(z,y) Z yija'y’
I(,5)]=1

glr,y) =1+ > zja'y
|(6,5)]=1
bestimmt werden, sodass diese folgende Gleichung erfiillen

p1(1’7?J)
NE) pl(l‘,y) ‘ q2(x,y) - p3(1’ay) V(m,y) €x

)
p2(zy)  gi(z,y) polm,y) ~ qs(z,y)
qg(x7y)

Analog zum eindimensionalen Fall wird versucht die Padé-Division auf die Padé-Multiplikation
riickzufiihren. Dazu wird zunéchst der konstante Teil des Nenners auf Eins normiert.

Unter der Voraussetzung, dass ¢y # 0 gilt
1

€00
q@(r,y) 1+ Z|(z’,j)\:1 dijz'y! _ =teqo

A&, Y) oo+ Njpjmr 'Y 0 £ S Sy
00 ’

+Z\ (i.)|=1 €'Y

=:foo
wobel
dis o
eij = —= V|(i,7) =1,2
€00
Cij ..
€00
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Seien

I =coo — coo

2
Z eijxiyj
I(4,5)|=0
2 o I 2 o
@x,y) =foo+ > fuyr'y) =1+-—+ Y fia'y.

g)l=1 Wi =t

Als néchstes definiert man, genau wie bei der Multiplikation, die Hilfspolynome ri(x),
r2(z). Verwendet man im Gleichungssystem (31) anstatt c(; j), d(; j) die soeben berech-
neten Koeffizienten e(; ;), f(; ;) und bezeichnet das abgednderte Gleichungssystem mit
(317), so erhdlt man mittels Koeffizientenvergleich die Gleichungen (317), (32), (33), wel-
che schon bei der Multiplikation geldst wurden.

Es gilt fur alle (z,y) € x

<p1(:c,y) @(2,y)
qa(z,y) pa(z,y)

) (o) € e p)rate ) + O (o)~ Bl et )+

mw, ypi(ey) = al@,y)r(@, ).

Fiir Koeffizienten welche dem Gleichungssystem (31’), (32), (33) geniigen, ergibt sich

g3(,y)p1(2,y) — a1 (@, y)r1(z,y) =(ao0 —ago) | 1+ D za'y’
(2,5)|=1

5
+ Z CI3P1 —qiri zgx y s
|(4,5)|=4

wobei

5
> (g3p1 — 1)’y =(aoazo2 — bor1vos — boavo)y*+

(3.9)|=4
+(az0z11 + a11220 — bo1vso — brovar — baov11 — bi1vao)z’y+
+(ao2211 + a11202 — brovos — borviz — bo2v1r — bi1vez)zy +
+(a20202 + a02220 — baovoz — bozvao — bioviz — borvar )y’ —
—(baovs0)x” — (boavos)y® — (b11vso + baovar)a'y—
—(br1vos + boavi2)zy* — (baoviz + bi1var + boavso)z*y* —
—(bogv21 + b11v12 + baovoz)z®y®
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5

_ _ C00 — €00 :
p2(z,y) — @z, y)r2(z,y) = ( : 7“2(967?/)) + Y. m-a@r2)iy'y |,

C
00 |(i,5)|=4

— @r2)ia'y | =(—forwos — forwoe)y*+

forwso — frowar — faowir — friwso)x y+
frowos — forwia — fopwir — friwoen)zy>+
fa0wo2 — forwao — frowia — forwar)z?y*—

+(—
(-
(=
—(fa0ws0)z” — (foawos)y® — (fr1wso + faowar)x y—
—(
—(

_|_

_l’_

fr1woz + foowrz)zy* — (f20w12 + friway + fopwso)zPy? —

foowa1 + friwis + faowos)xy®.

ri(x,y)ra(z,y) = (voo + woo) + (voowio + viowoo)x + (voowor + vo1woo)y+

+ (voowr1 + vipwo1 + vorwip + V11Weo)TY+

+ (voowao + viowio + V2owoo) x> + (Voowo2 + Vo1wWor + Vo2woo)y>+
+ (voowso + viowao + v2owio + U3ow00)903+

+ (voowo3 + vo1wo2 + vo2wo1 + 003w00)3/3+

+ (voowa1 + vipwi1 + vo1wap + V11W10 + Vagwor + Va1woo)T Y+
+(

2
VooW12 + V10Wo2 + Vo1W11 + V11Wo1 + Vo2wio + V12Wo0)TY -+

6
+ E (rira) Jx y
wobel
6
o 5
E (rir2)ijz'y’ | =(viowa1 + vorwso + vi1weo + vaowii + v3owor )T Y+
[(,5)|=4

2 9
+(viowi2 + vor1wa21 + V11wl + V2pWo2 + Vo2w2o)T Y+

3
+(vo1wi2 + vipwos + Vi1wWo2 + Voewi1 + vozwio) Ty +

(

(

4 4

+(vipwso + vaowao)x” + (Vo1 wo3 + vorwo2)y” +

+(v20ws30 + 1)30u720)5155 + (vo2wos + U03w02)y5+
(

4
+(vi1wsg + vaowor + V30wl + V21w )T Y+
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+

+(vaowia + vi1wa1 + Voawso + V3owo2 + Varwiy + viawag)z Y 4

V11Wo3 + Vo2w12 + voswii + U12w02)$y +

+(vo2w21 + v11wW12 + V20W03 + Vo3wa2o + Vi2W11 + 021w02)l‘ Y 34

_|_

_|_
+(vo3wa1 + vi2wi2 + U21w03)$ yl+
+

(v

(

(

(v30ws0)z® + (voswos)y® + (vsowar + varwse)z y+
(voswi2 + vi2wo3)zy” + (Vsowi2 + V21wa1 + vi2wse)T Y +
(
(v

3.3
U30Wo3 + V21 + Wiz + Vi2Wa1 + Vozwsg)x Y.

Theorem 6.9. Werden als Koeffizienten die Losungen des Gleichungssystems (31°), (32),
(33) verwendet, so gilt fiir alle (z,y) € x

pl(w,y).qQ(x,y) _ pl(x,y) . ]?_2(33,y)
a(z,y) p2z,y)  q(z,y) G@z,y) —
c Yoo + I (z,y) + L(z,y) + I3(x,y) + yioT + yo1y + ynxy + Y2022 + Yo2y?
1+ z102 + 201y + 2112y + 22022 + 202y

)
wobeil

Yoo = VooWoo

Y10 = VooW10 + V10W00

Yo1 = VooWo1 + Vo1Wo0

Y11 = YooW11 + V1ioWo1 + Vo1Wi0 + V11Woo
Y20 = VooW20 + V1oW10 + V20Wo0

Y02 = VooWo2 + Vo1wWo1 + Vo2Woo

_ 5
Li(z,y) = — 1+ 5 zizx'y’ | (ago — ago) + E (g3p1 — @) iy’
q1492 = =
‘(Z,j)‘Zl |(Z7])|:4
r C C >
1 00 — €00
L(z,y) = — <T2> + E P2 — @r2)iix" 'y
q2 €00 -
Z?])|_4
6 . .
I3(z,y) = E (rir2)ijz'y’ .
[(4,5)|=4

Korollar 6.10. Ist das Gleichungssystem (31°), (32), (33) losbar, so konnen p3(x,y)
und q3(x,y) gewdhlt werden als

p3(2,y) = Yoo + [1(x) + I2(x) + I3(X) + y10z + yo1y + Y1120y + ya0z? + yo2y>
g3(z,y) = 1 + 2107 + 201y + 2112y + 2207% + 202y>
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7 Interpolationsmodell

In diesem Kapitel geht es darum, an dem in den letzten Abschnitten behandelten Padé-
Modell einige Verdnderungen vorzunehmen, sodass ein neues Modell entsteht. Dieses
Modell soll wieder genau das gleiche Problem behandeln wie das Padé-Modell. Zunéchst
wird kurz die Grundidee dieses Kapitels vorgestellt, bzw. auf welche Art und Weise man
das Padé-Modell verdndern koénnte. Dann wird gezeigt wie man diese Idee umsetzt und
somit die Koeflizienten des neuen Modells berechnet. Zum Schluss des Kapitels werden
noch verschiedene Methoden zur Berechnung des Fehlerintervalls vorgestellt.

7.1 Motivation

Es werden nun noch einmal kurz die verschiedenen Fehlerfunktionen des Padé-Modells
betrachtet. Im eindimensionalen Fall sind das

Addition:

pi(x)  pa(z)
(q1<x> T )

) q(x) — p(z) C (v3 +ws)z® + (vg +wy)z* + L(2) + (z) Vo €x.

Multiplikation:

<p1 (z) pa(z)
@ (z) q2(z)

) q(z) — p(z) C (vows + viws + vow + vawg)z®+

+ (vows + viws + vVows + VW] + v4w0)a:4+
+ Li(x) 4+ L(z) + Is(x) + Is(z) + Ir(x) + Ig(x) VY € x.
Division:

<p1 () pa(x)
a(z)  g(z)

> q(x) — p(z) C (vows + viws + vow + vawg)r +

+ (vowyq + viws + vows + v3wy + v4w0)x4+
+ I (z) + Ia(x) + Is(x) + L(x) + I7(z) + Is(z) V€ x.

Bemerkung 7.1. Mit I;(x), j =1,...,8 werden die in den Theoremen 5.3., 5.8., 5.13.
definierten Funktionen bezeichnet.

Durch die Wahl der Gleichungen in den verschiedenen Gleichungssystemen, beschrieben
in den Bemerkungen 5.1., 5.6., werden die Koeffizienten von 23 und 2* beim Padé-Modell
Null gesetzt.
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Anders ausgedriickt, man versucht fiir die Fehlerfunktion bei Null eine Nullstelle mog-
lichst hoher Ordnung zu erhalten.

Nun kénnte man natiirlich auch versuchen, einfache Nullstellen an verschiedenen Punkten
des Definitionsbereichs zu erhalten, um so eventuell den maximalen Fehler zu reduzieren.

Dies wird im folgenden Abschnitt die Aufgabe sein.

7.2 Vorgehensweise

In diesem Abschnitt wird nun gezeigt, wie die Koeffizienten dieses Modells berechnet
werden. Im Gegensatz zu den beiden vorigen Modellen, wird hier die zu behandelnde
Funktion nicht mehr aufgesplittet, sondern direkt so verwendet, wie sie gegeben ist.

Problemstellung

Gegeben sei eine Funktion f : R™ — R. Es sollen ein Intervall I und zwei Polynome p(x),
q(x) zweiten Grades berechnet werden, sodass folgende Gleichung erfiillt ist

p(z)+1

A

Vo € x=[-h,h]", heRl,

wobel

2
pE)=yo+ Y Yar”

lal=1
2
qg(x) =1+ Z Zax®.
|a|=1

Bemerkung 7.2. Mit o wird hier ein Multiindex bezeichnet.

Nun wird versucht die Fehlerfunktion an verschiedenen Stellen Null zu setzen. Ziel ist es
also, Folgendes zu erreichen

q(x)—f() Vo € M,

wobei M jene Menge ist, welche die oben besprochenen Punkte enthilt, und somit auf
jeden Fall endlich ist.

Zum Beispiel konnte M, wenn man das Intervall [-1,1] betrachtet, folgende Menge sein

M ={-1,-0.5,0,0.5,1}.
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Theorem 7.3. Sei n die Dimension des Problems. Dann ist fir o, 5, v € Ry und
M = {07 :I:Oéhiei, ﬂ:ﬁhiei, if}/(hjej + hkek)“aja ke {17 T 7”} 7j 7é k}

garantiert, dass die Anzahl der Elemente von M gréfier gleich der Anzahl der zu bestim-
menden Koeffizienten yo, zq fir |a| € {0,1,2} ist.

Beweis. Sei k die Anzahl der zu bestimmenden Parameter, dann gilt

1
k—2(1+n+n(n2+))—1—n2+3n+1
1
M|:1+4n+4”("2):2n2+2n+1.

Zu zeigen bleibt

m24+om+1>n>+3n+1
= nQZn

Da das fiir n > 1 immer erfiillt ist, folgt daraus die Behauptung.

O]

Um die Koeffizienten von p(z) und ¢(x) zu bestimmen muss man also folgendes konvexes,
quadratisches Optimierungsproblem 16sen

min Z (f(x)q(z) —p(x))2

zeM
s.t. q(x) > € Ve e M e>0.

Bemerkung 7.4. Im Implementationsteil dieser Arbeit werden diese Optimierungspro-
bleme muttels einer Matlab Software namens CVX geldst. CVX ist eine von Michael Grant
und Stephen Boyd entwickelte Matlab Bibliothek welche frei zum Download steht ([8]).
Mittels dieser Matlab Anwendung lassen sich konvexe Optimierungsprobleme lésen. Au-
Berdem verfigt CVX iber einen speziellen GP (geometric programming) mode. Genauere
Informationen kénnen in [8] nachgelesen werden.

7.3 Fehlerabschatzung

In diesem Abschnitt werden nun verschiedene Methoden vorgestellt, mit denen ein Feh-
lerintervall berechnet werden kann. Dazu muss allerdings die zu behandelnde Funktion
wieder aufgesplittet werden. Es werden Addition, Multiplikation, etc. also wieder ge-
trennt betrachtet. Nachdem man die Koeffizienten von p(x) und ¢(x) bestimmt hat, gilt
es in diesem Teil also folgendes Problem zu 16sen.
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Gesucht ist ein Intervall I fiir das gilt

(pl(w) p2(x)

@(r)  g2(x)

wobei die Polynome

@(r) =1+ Z doz®

gegeben sind und die Polynome p(x), ¢(z) schon berechnet wurden.

7.3.1 Methode A

Die naheliegendste und einfachste Methode ist, fiir jede Variable z das zu betrachtende
Intervall x einzusetzen.

Addition
pi(x)  pa(z) p(x)  pa(x)
<QI({L') * qg(x)) q(z) —p(z) € (ql(x) + QQ(X)) g(x) — p(x) Vze€x

Multiplikation

pile) p2le) i) pa(x)
<Q1(:C) . QQ(JI)) Q(x) —P(x) € < . ) q(x) —p(x) Vzex

Division

(pl(ﬂf)_qz(x)>q(x)_p(x) . <p1<x>.qz<X>)q<x>_p<x> Vi€ x

q1(z) p2()

72



7.3.2 Methode A’

Um eine zu grofe Uberschitzung zu vermeiden, wird das zu betrachtende Intervall in
mehrere disjunkte Teilintervalle aufgesplittet, deren Vereinigung wieder das ganze Inter-
vall ist.

Sei I = [a,b]. Definiere t1,to, - ,t,, sodass a < t; < to < -+ < t,, < b und betrachte
ab jetzt die Teilintervalle Iy = [a,t1], I1 = [t1,t2], Io = [to,t3], -+, In—1 = [tn-1,1tn],
I, = [tn,b], deren Vereinigung wieder I ist.

Bemerkung 7.5. e Klarerweise gilt: Geht die Anzahl der Teilintervalle gegen un-
endlich, so geht die Uberschitzung gegen Null.

o Im Mehrdimensionalen funktioniert das Ganze vollkommen analog, hat allerdings
exponentiellen Aufwand.

Um weiterzumachen bendtigt man zunéchst folgendes Theorem.

Theorem 7.6. Seien zwei n-dimensionale Bozen I, I und eine Funktion f : R™ — R™
gegeben. Dann gilt

f(hU ) = f(I1) U f(I2).
Beweis.

y € f(I1 U ) <

& ye{f(x):xe 1 Vo e l} &
& ye{f(x):xe L} U{f(x):z e l} &
& ye f()U f(l)

O]

In Verbindung mit Methode A erh&lt man fiir die verschiedenen Operationen also folgende
Fehlerabschétzungen.

Theorem 7.7. Seien pi(x), q1(x), p2(x), q2(x), p(x), q(x) k-dimensionale Polynome
vom Grad zwei. Fiir k-dimensionale Boven x und I, 7 = 0,1,...,n mit der Eigenschaft

j=0
gilt
(55 ) -0 < 36y + ) oo -t
pi(l)  p2(h)
y <Q1(I1) + q2(]1)> q(l) —p(LLH)U---U
pi(ln) | p2(In)
N <Q1(In) + q2(In)> Q(In) _p(In) Vr € x
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Bemerkung 7.8. Verwendet man die Methode A’ und somit das Theorem 7.7. fiir eine
Fehlerabschdtzung, so ist es sinnvoll die k-dimensionalen Bozen Ij, j = 0,...,n so zu
wdhlen, dass deren Schnitt leer ist.

7.3.3 Methode B

Natiirlich kann man den abzuschitzenden Term auch vorher ausmultiplizieren. Dann
werden bei der Abschitzung einige Koeffizienten sehr klein sein und daher nur mehr
geringen Einfluss auf das Ergebnis haben.

Addition

_n@)e@) +p@al) o
=T ae@ (&) ~2(z)

_p1(@)a2(2)q(x) + p2(x)q1(2)q(x) — p(x)q1(2)ga(2)
q1(z)q2(x)

Multipliziert man nun Zéhler und Nenner aus so erhidlt man ein Polynom sechsten und
ein Polynom vierten Grades. Daher kann man c,,dg € R so wéhlen, dass

6
Z cax® = p1(x)q2(x)q(x) + p2(x)qi(x)q(x) — p(z)q1(z)q2(x)
=0 (34)

4
1+ Z dgz’ = qi(x)qe(x).
g=1
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Daraus folgt

6 ey 6 a
<p1(fL‘) + pg(ﬂ?)) Q(.T) _ (LL’) _ Za:O Cal c Za:ﬂ CaX

= Vx € x.
a(z)  q2(x) 1+ Y5 dgaf 1+ 35 dgxP

Multiplikation

~—

(pl(fﬂ) p2(z

p1(z)p2(z)q(z) — p(x)qi(z)g2(z)
niy) . 2 ($)) o() - p(a) =

a1(2)g2(x)
Seien cq,dg € R so gewéhlt, dass

6

Y cat® = pr(2)pa(2)g(2) — p(2)ar (z)g2(x)

a=0

4 (3)
1 —l—nga:ﬁ = q1(x)q2(x).
B=1
Dann gilt
p() p@)Y 0 Sazeer®  _ FagtxX® oo
(G ) o) —pto) = TS dae? e
Division
pi(z) @) () = p1(@)g2(2)q(x) — p(x)q1 (2)p2(2)
<Q1($) 'Pz(fﬂ)) a(@) —ple) = q1(z)pa(z)
Wihlt man c¢,,dg € R so, dass
6
> car® = pi(z)ga(2)q(x) — p(x)qi (z)p2(x)
a4:0 (36)
14 dga’ = qi(@)pa(a),
B=1
so folgt
P @@ 0 Sazer® _ FagtxX® o
(5 ) o) ot = Tr T dae? S ded
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7.3.4 Methode B’

Man kann auch hier wieder das zu betrachtende Intervall aufsplitten und die einzelnen
Fehlerintervalle getrennt berechnen, um eine zu grofe Uberschitzung zu vermeiden. Es
sollte allerdings bemerkt werden, dass dies eine ldngere Rechenzeit benotigt.

Es gelten also folgende Fehlerabschitzungen:

Theorem 7.9. Seien die Voraussetzungen von Theorem 7.7. gegeben. Werden co, dq
gewdhlt wie in (34), dann gilt

pi(z) | pa(x)
<q1 = q2<x>> 4(@) — pla) €

Zgzo calgy U Zgzo calf
I+ Z%:l dglf 1+ 22:1 dsl}
Zgzo caly
1+ 3 hy dglll
Wahlt man die Koeffizienten cq,da so, dass sie (35) geniigen, so folgt
<p1(l’) pa(x) SazoCalf | acoCalf
a1 (z)  ga(z) L+ S8 dgly 1+ 55, dgl)
Zgzo caly
1+ S5, dgly)
Sei fir ¢, do die Gleichung (36) giiltig, so gilt
(RN REN » ST S » RES:
@ (z)  pa(z) 1+ Sy dgly 1+ 4 dsl!
Zgzo caly

1+ S5, dgly]

Vx € X.

) o) — p(z) €

Vr € x.

Vr € x.

7.3.5 Methode C

Wie in den anfinglichen Kapiteln vorgestellt, kann man das Fehlerintervall auch mittels
Slopes abschitzen. Wie das fiir ein- und zweidimensionale Slopes genau aussieht, folgt in
diesem Abschnitt.

Addition

: / !/
Seien z,2' € x, z # 2.

p1(z) | pa(x)
(q1<x> " @)
=:f(x)

) q(z) —p(z) € f(2) + flz,x|(x — 2) Vwex

76



Multiplikation

) , ,
Seien z,2' € x, z # 2.

p1(z) p2(z)
<ql($) . qz(x)> q(z) —p(x) € f(2) + flo,x](x — 2) Vo ex

pi(z) pa(z) , T /
(28 200 ) i) € 121+ (1122 + (x =) Slerx]) (=) Ve

Division

. , ,
Seien z,2' € x, z # 2.

pi(z) q(z)
<q1(:c) . p2($)> q(z) — p(x) € f(2) + flo,x](x — 2) Vzex

=:f(x)

p1(z) g2(x) , T /
(28 2 y0) i) € 121+ (122 + (x =) Slerx]) (x—2) Ve

Bemerkung 7.10. Die Slopes kénnen natirlich auf verschiedene Arten berechnet wer-
den. Einerseits direkt, indem man zum Beispiel vorher f(x) ausmultipliziert. Andererseits
kann man zuerst Slopes fir die verschiedenen Polynome berechnen, und daraus, mittels
der in den Kapiteln tiber Slopes behandelten Rechenregeln, die Slopes fiir f(x).
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8 Implementationen

Bemerkung 8.1. In diesem Kapitel werden die in den Beispielen verwendeten Algorith-
men stichwortartig beschrieben. Die Quellcodes aller verwendeten Algorithmen stehen im
Anhang A dieser Arbeit. Das genaue Unterkapitel wird hier jeweils in Klammer angege-
ben.

Algorithmen einDmain(A.1), zweiDmain(A.10),
dreiDmain(A.21)

Diese Algorithmen berechnen aus den Punkten der gegebenen Menge M, den Funktions-
werten an diesen Punkten und dem Definitionsbereich, abhidngig von der Dimension des
Problems, mittels der Algorithmen einDKoeffCVX(A.2), zweiDKoeffCVX(A.11), dreiD-
KoeffCVX(A.22) die Koeffizienten der Polynome, welche die zu betrachtende Funktion
approximieren. Geldst werden diese Probleme, wie der Name vermuten lasst, mit dem
CVX-Paket. Auferdem wird ein Fehlerintervall berechnet.

Alle nachfolgenden Algorithmen berechnen fiir ein Problem der Form (% o %) q—p eine

Intervallabschitzung des Wertebereichs. Gegeben seien dafiir die Koeffizienten der Poly-
nome, die Rechenoperation, die Fehlerintervalle von p; und ps, die Definitionsbereiche
der verschiedenen Variablen.

Algorithmen einDfehler(A.6), zweiDfehler(A.15), dreiDfeh-
ler(A.23)

Die Algorithmen einDfehler, zweiDfehler und dreiDfehler bestimmen ein Intervall durch
Einsetzen des Definitionsbereichs fiir jede Variable.

Algorithmen einDfehlerslope(A.3), zweiDfehlerslope(A.12),
dreiDfehlerslope(A.24)

Diese Algorithmen berechnen mehrere Intervalle, welche auf folgende Arten bestimmt
werden:

e Abschitzung iiber Slopes erster Ordnung an zwei verschiedenen Punkten, wobei
die Slopes mittels der in Kapitel 2 vorgestellten Operationen aus den Slopes der
Polynome berechnet werden.
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e Abschitzung iiber Slopes zweiter Ordnung, wobei die Slopes ebenfalls aus den Slo-
pes der Polynome berechnet werden.

e Mittels der Algorithmen einDfehler(A.6), zweiDfehler(A.15), dreiDfehler(A.23).

Ausgegeben wird der Schnitt dieser Intervalle.

Algorithmen einDFehlerzerteilung(A.7),
zweiDFehlerzerteilung(A.16)

Der Definitionsbereich wird in beliebig viele Teilboxen unterteilt. Fiir diese Teilboxen
wird mittels geeigneten Algorithmus ein Intervall berechnet. (In den obigen Beispielen
wurden dafiir die Algorithmen einDfehlerslope(A.3), zweiDfehlerslope(A.12) bzw. einD-
fehlermult(A.8), zweiDfehlermult(A.17) verwendet.) Danach wird die Vereinigung all die-
ser Intervalle ausgegeben.

Algorithmen einDfehlermult(A.8), zweiDfehlermult(A.17)

In den Algorithmen einDfehlermult, zweiDfehlermult wird zunéchst das zu behandelnde
Problem mittels der Algorithmen eindimausmultipl(A.9), zweidimausmultipl(A.18) aus-
multipliziert, und zum Beispiel eine Addition von Polynomen auf folgende Form gebracht:

p1(7)q2(2)q(x) + pa(x)q1(x)q(x) — p(x)q1(x)ga(x)
q1(x)g2()

Danach wird ein Intervall durch Einsetzen des Definitionsbereichs fiir jede Variable be-
stimmyt.

Algorithmus zweiDfehlerslopemult(A.19)

Dieser Algorithmus multipliziert das Problem wie Algorithmus zweiDfehlermult(A.17)
aus, und berechnet anschlieffend mehrere Intervalle:

e Abschitzung iiber Slopes erster Ordnung an zwei verschiedenen Punkten, wobei
die Slopes direkt fiir die ganze Funktion berechnet werden.

e Abschatzung iiber Slopes zweiter Ordnung, wobei die Slopes wieder direkt fiir die
ganze Funktion berechnet werden.

e Mittels Algorithmus zweiDfehlermult(A.17).

Ausgegeben wird der Schnitt der vier Intervalle.
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Algorithmen zum Berechnen von Slopes

Mittels der Algorithmen slopel(A.4), slope2(A.13), slope3(A.25), slopepoly(A.5), slope-
poly2(A.14), slopepoly3(A.26), zweiDmultslope(A.20) werden die Koeffizenten der bendo-
tigten Slopes berechnet.

Betrachtet man noch einmal die in Abschnitt 7.3 beschriebenen Methoden, so kénnen
diese auf folgende Weise realisiert werden.

Methode A

e In Abhingigkeit der Dimension wird ein Intervall mittels der Algorithmen einD-
fehler, zweiDfehler, dreiDfehler berechnet.

Methode A’

e Unterteilung des Definitionsbereichs mittels Algorithmus einDFehlerzerteilung bzw.
zweiDFehlerzerteilung in Teilboxen.

e Berechnung eines Fehlerintervalls mittels Algorithmus einDfehler bzw. zweiDfehler
fiir jede dieser Teilboxen.

e Ausgabe der Vereinigung dieser Intervalle.

Methode B

e Je nach Dimension wird ein Intervall mittels der Algorithmen einDfehlermult,
zweiDfehlermult bestimmt.

Methode B’

e Unterteilung des Definitionsbereichs mittels Algorithmus einDFehlerzerteilung bzw.
zweiDFehlerzerteilung in Teilboxen.

e Berechnung eines Fehlerintervalls mittels Algorithmus einDfehlermult bzw. zweiD-
fehlermult fiir jede dieser Teilboxen.

e Ausgabe der Vereinigung dieser Intervalle.

Methode C

e Bestimmung eines Intervalls mittels einem der Algorithmen einDfehlerslope, zweiD-
fehlerslope bzw. dreiDfehlerslope.
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9 Beispiele

In diesem Kapitel werden fiir einige Funktionen verschiedener Dimensionen die bisher
behandelten Modelle berechnet. Ein Grofsteil davon wird mittels der im Anhang A an-
gefithrten Algorithmen geldst. Insbesondere werden die Modelle fiir verschieden Definiti-
onsbereiche berechnet, und anschliefend miteinander verglichen:

9.1 Eindimensionales Beispiel

Aufgabenstellung

Es soll ein Taylor-Modell mittels Taylorarithmetik, ein Padé-Modell mittels Padéarith-
metik, und ein Interpolationsmodell fiir die Funktion

flz) = +(z+2)°

T+ 2

berechnet werden. Die Berechnung soll fiir die Intervalle z € [—0.1,0.1], € [—0.01,0.01],
x € [-107%,107%] durchgefiihrt werden.

Taylor-Modell fiir = € [—0.1,0.1]

T(:L“JrZ) = ((z +2), [07 0])
T(J:+2)2 = ((ZD + 2)27 [07 OD
Laut Formel fiir 1/f in der Taylor Arithmetik gilt fiir 0 < 6 < 1

f(@) f@)* fla) 1
V=i {1 ) ﬁf T (_1)k<(c§)}+(_1)k+l( i?“ (L4 07 @) )+
Wihlt man k& = 2 so folgt
3 1 [—0.001,0.001]

. = [-7.67336-1075,7.67336- 107
F (1+ 0z /cp)? 21([0.95, 1.05])" [ ’ ]

Also erhilt man fiir die beiden Terme von f(z) die Taylor-Modelle

T /(py2) = (1/2 = 1/4x 4+ 1/82%,[-7.67336 - 107°,7.67336 - 10~°])
Tiot2yr = ((z +2)%,[0,0]) = (4 + 4z + 2%, [0,0)).
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Daher gilt

fz) =

sl (x4 2)% =9/2 + 15/4x + 9/82* + [~7.67336 - 107°,7.67336 - 1077].

Padé-Modell fiir © € [—0.1,0.1]

Um die bisher kennengelernten Formeln fiir das Padé-Modell anwenden zu kénnen, muss
das Problem vorher umformuliert werden zu

pl(az)+p2(x) 1 4 + 4z + 2? 1/2 4+ 4z + 22

qa(z)  qolz) 2+ 1 o 14+1/22 1

Wird nun das entstehende Gleichungssystem (7)-(10) mittels Theorem 5.2. gelost, so
erhélt man die Koeffizienten
21 = 1/8 V1 +wp = —3/16 + 9/2 = 69/16 V3 + w3 = —1/24+ 1/24 =0
Z9=—1/48 wo+wy=1/12417/12=3/2 wvs+ws=1/48—1/48 =0
Vo + wo = 1/2+4:9/2.

Wird nun die Formel fiir ps(x) aus Korollar 5.4. verwendet so erhélt man

(1+ 212+ 22z2) (ag — ag) — b vgx8 — (bivg + bo 173):55
—_——— \/0 ~ 0,./
=0 = =

14+1/2z +

(1 + z1x + 223?2) (Co — Co) — do w4x6 — ( di wg+ do wg)x5
—_— ~~ ~—~

0 =0 =0 —0 B
+ ; =
969 3, —bua® 9 69 3, [=1/96-1075,1/96-1075]
=(z+—o+ x)+1+1/2x€(2+16x+2x)+ =

2 167 2 [0.95,1.05]
9 69 3
=5+ 6% T 5952 + [~1.09649 - 1077, 1.09649 - 10~ 7] =: p3(z).
Insgesamt ergibt das
9 69 3,.2 -7 -7
94+ 89 4+ 322 4+ [—-1.09649 - 1077, 1.09649 - 10
flz) e 211677 27 [ I ] vz € [-0.1,0.1].

1. 1,2
1—1—8;10 g

Wird das Gleichungssystem mittels eines Algorithmus geldst, so entstehen Rundungsfeh-
ler. Es kénnten zum Beispiel folgende Werte berechnet werden

vy +w; = —0.1875 4+ 4.5 = 4.3125 v3 + wz = —0.041666 + 0.041666 = 0
v +we = 0.083333 + 1.4166 = 1.499933 v + wyq = 0.020833 — 0.020833 = 0
vo+wy=05+4=45 z1 = 0.125 zg = —0.020833.
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Nun konnen die oben berechneten Formeln fiir eine Fehlerabschétzung allerdings nicht
mehr verwendet werden, da diese Werte das Gleichungssystem nicht erfiillen, und somit
noch zusétzliche Fehler entstehen. Es konnen aber die allgemein giiltigen Algorithmen zur
Fehlerintervallbestimmung verwendet werden. Diese liefern fiir € [—0.1,0.1] folgende
Ergebnisse.

e Algorithmus einDfehlerslope

4.48864495 + 4.3125x + 1.499933z2 + [—0.012600525, 0. 012600525]
1+ 0.1252 — 0.02083322

fz) e

e Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlerslope

4.49988131 + 4.3125x + 1.49993322 + [—1.24548938 - 1074, 1.24548938 - 1074

f(x) e 1+ 0.1252 — 0.02083322

e Algorithmus zweiDfehlerslopemult, mit entsprechenden Nullen

4.5 + 4.3125z + 1.49993322 + [—1.4701579 - 107, 8.681737 - 10~ }
1+ 0.125z — 0.0208332:2

fx) e

e Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlermult

4.5 + 4.3125x + 1.49993322 + [—2.8687 - 10710, 8.1167264 - 1077

flz) € 1+ 0.125z — 0.02083322

Interpolationsmodell fiir = € [—0.1,0.1]

Als erstes werden die Punkte gew#hlt an denen die Funktion ausgewertet werden soll.
Eine Moglichkeit ist zum Beispiel die Folgende

M = {0,0.1,-0.1,0.0707, —0.0707} .
Die Elemente in M entsprechen in etwa den Tschebyschewpunkten.

Wertet man f(x) an diesen Punkten aus so erhélt man

£(0) =
£(0.1) = 4.88619
£(=0.1) = 4.13632
£(0.0707) = 4.77073
£(—0.0707) = 4.24051.

85



Es muss also das Minimierungsproblem

gel6st werden.

Mittels des in Bemerkung 7.4. beschriebenen Matlab Paketes CVX erhilt man fiir p(x)
und q(z)

p(x) = 4.500000004124307 + 4.316597642516412z + 1.5023710535039592:
q(z) = 1+ 0.1259104685947452 — 0.0210644997875662:>.

Seien p1(z) =1, p2(z) = (z + 2)2, q1(z) = z + 2, q2(x) = 1. Es folgt

f(z) = P +(xz+2)* = (@) - (@)
Fehlerabschatzung:
(D1 |, D2 i
Fato) = pla) = (2422 afe) ~ (o) =
_p (z)g2(7)q(z) + p2(z)q1(z)g(z) — p(x)q1(z)ga(7)

01 (2)ga2(z)
=(—4.124307118047454 - 10~ — 5.359022133832880 - 10~ "z+

+2.687762257910786 - 10~ %22 + 1.588803068595379 - 104 - 23—

1
—2.382650653254964 - 10~ - 2* — 0.010532249893783 - 2°)/ <1 + 2a:> €

€[—3.639409 - 1077, 3.584699 - 10~7] Vz € x

Bemerkung 9.1. Exakt das gleiche Ergebnis liefert Algorithmus zweiDfehlerslopemult.
Das ist deshalb der Fall, weil einerseits die Fehlerabschdtzung im Algorithmus genau-
so gerechnet wird wie soeben, und andererseits weil die Berechnung des Fehlerintervalls
mittels Slopes, bei der Intervallbreite von x kein engeres Fehlerintervall liefert.

Verbessern lisst sich diese Abschitzung noch indem man das Intervall x in Teilinterval-

le aufsplittet. Unterteilt man den Definitionsbereich in zehn dquidistante Intervalle, so

erhédlt man

x = [-0.1,0.1] =[-0.1,—0.08] U [-0.08, —0.06] U [—0.06, —0.04] U [—0.04, —0.02]U
u[—0.02,0] U [0,0.02] U [0.02,0.04] U [0.04, 0.06] U [0.06, 0.08] U [0.08, 0.1].
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Daraus ergibt sich das Fehlerintervall

f(2)q(z) — p(z) = (—4.124307118047454 - 10~ — 5.359022133832880 - 10~ "+
+ 2.687762257910786 - 10~ %22 + 1.588803068595379 - 10~* - 2°—

— 92.382650653254964 - 10~ - z*

1
~0.010532249803783 - 2°) /(1 + ;) €

9.71002 - 107%,9.53263 - 107%] Vx € [—0.1, —0.08]

4.70942 - 1078,5.52663 - 107%]  Va € [~0.08, —0.06]
1.51705 - 1078, 3.62035 - 107°]  Vz € [—0.06, —0.04]
0.31386 - 1075,2.18179 - 107%]  Vz € [-0.04, —0.02]

2.46562 -
3.24387 -
4.58970 -
8.49185 -

[_
[_
[_
[_
[—0.548836 - 1078, —0.548836 - 107%] Vz € [0.02, 0]
[—1.49142 -
[_
[_
[_
[_

1078, -0.17606 - 107%] Vz € [0,0.02]
1078, -0.04367 - 107%]  Vaz € [0.02,0.04]
1078,1.64169 - 1078  Va € [0.04, 0.06]
107%8,4.95070 - 107%]  Vz € [0.06, 0.08]
107%,9.08558 - 107°]  Va € [0.08,0.1].

Abschliefsend miissen diese Intervalle noch vereinigt werden, um ein Fehlerintervall fiir

das gegebene Problem zu erhalten.

f(x)q(z) — p(z)

€
U
U
U
U
U
U
U
U
U

[—9.71002 -

[—
[—
[—
[—
[—1.49142 -
[—
[—
[—
[—

1078,9.53263 - 10~ %]U
1078, 5.52663 - 10~°|U
1.51705 - 1078, 3.62035 - 10~%|U
0.31386 - 107%,2.18179 - 10~ ¥]U
0.548836 - 1078, —0.548836 - 10~5]U
1078, -0.17606 - 10~%]U
1078, -0.04367 - 10~%)U
1078,1.64169 - 10~ %]U
107%,4.95070 - 108U
107%,9.08558 - 1078] =

4.70942 -

2.46562 -
3.24387 -
4.58970 -
8.49185 -

= [-9.71002 - 107%,9.53263 - 10~ °]

Bemerkung 9.2. Das gleiche Ergebnis liefert natiirlich auch Algorithmus einDFehler-
zerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung von einDfehlermult.

Bisher wurden vor dem eigentlichen Bestimmen des Fehlerintervalls die Koeffizienten von
Polynomen vierter und sechster Ordnung berechnet, sodass
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pL@)g2(@)q(@)+p 2;?2;;;:8%33)#’ @)a1(2)e2(2) oinfacher abgeschitzt werden kann. Um diese Be-
rechnungen durchzufiihren, sind allerdings unzdhlige Operationen notwendig, wodurch

grofse Rundungsfehler entstehen kénnen. Im Folgenden wird das Fehlerintervall abge-
schitzt, ohne vorher diese Terme auszumultiplizieren. Die Berechnungen werden mit dem
Algorithmus einDfehlerslope durchgefiihrt.

Als Ergebnis erhélt man

e Algorithmus einDfehlerslope

@) € 4.488581994029055 + 4.316597642516412x + 1.50237105350395922 + I
1 4 0.1259104685947452 — 0.021064499787566:22
wobei I = [—1.2674208171686 - 1072, 1.2674208171686 - 10~2].

e Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlerslope

() € 4.499880199653598 + 4.316597642516412x + 1.50237105350395922 + I
x
1 4 0.1259104685947452 — 0.02106449978756622
wobei I = [—1.252810021520047 - 1074,1.252810021520047 - 10~ ]

)

Taylor-Modell fiir = € [—0.01,0.01]

Es gilt

T(x+2) = ((l’ + 2)7 [07 OD
Tipr22 = ((z +2)%,[0,0)).

Laut Formel fiir 1/f in der Taylor Arithmetik gilt fiir 0 < 6 < 1

_@4_...4_(_1) A
Cr Cf

k<f‘<ﬂf>>’“}+<_1)kH (Fa)*+ |

1/(x+2) = 1/cy {1 Cl;+2 (1+ 0f(z)/cp)Ft?

Fir k = 2 erhdlt man als Fehlerintervall
3 1 [~1076,1079]

T - = [-6.3766 - 10~%,6.3766 - 107°].
T+ 6xjep)t & 21(10.995, 1.005]) | ’ |

Daraus folgt

Ty j(zi2) = (1/2 — 1 /42 + 1/82>,[—6.3766 - 107°,6.3766 - 10~°))
Tias22 = ((z +2)%,[0,0]) = (4 + 4z + 2%, [0,0)).
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Als Taylor-Modell der gegebenen Funktion f(z) im entsprechenden Intervall erhdlt man
also

Tia) =T 1, (pr9p = (9/2+15/4z +9/82%,[~6.3766 - 10~°,6.3766 - 10~°]) .

x+2

Pade-Modell fiir = € [—0.01,0.01]

Auch fiir diesen Definitionsbereich wird wieder folgende Darstellung des Problems ver-
wendet

p1+p2_ 1 4+4x+x2_ 1/2 4+ 4x + 22
Q@ 24z 1 C141/22 1 )

Fiir die Koeffizienten ergeben sich wieder die gleichen Werte wie vorher, da diese unab-
héngig vom zu betrachtenden Intervall berechnet werden.
Wird das Fehlerintervall mittels Korollar 5.4. berechnet, so erhélt man

5+ 8+ 227+ [—1.04691 - 10712,1.04691 - 1012
1+ gz — fa? '

f(a:):QJlrer(erQ)?e

Mit den rundungsfehlerbehafteten Koeffizienten ergeben sich folgende Ergebnisse.

e Algorithmus einDfehlerslope

o 449988177 + 4.3125 + 1.4999332% + [~1.194558 - 10~*,1.194558 - 10~]

f(z) 1+ 0.125z — 0.02083342

e Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlerslope

. 4.49999882 + 4.3125x + 1.499933z% + [~1.192836 - 1075,1.192836 - 1079]
14 0.125z — 0.020833x2 '

f(x)

e Algorithmus zweiDfehlerslopemult, mit entsprechenden Nullen

. 4.500000003 + 4.3125x + 1.49993322 + [-3.6726 - 10711,6.92116 - 1077]
1+ 0.125z — 0.02083322 '

f()

o Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlermult

¢ 4500000003 + 43125 + 1.4999332” + [-2.84285 - 10, 6.8673 - 10~

f(x) 1+ 0.125z — 0.02083322
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Interpolationsmodell fiir x € [—0.01,0.01]
Zuerst werden die Punkte, an denen ausgewertet werden soll, wieder gewihlt wie vorher.

Lo6st man dieses Problem mittels des unten beschriebenen Algorithmus einDmain (d.h.
mit z € [—0.1,0.1]) so erhdlt man fiir p(z) und ¢(x) wieder

p(x) = 4.500000004124307 + 4.316597642516412z + 1.5023710535039592:>
q(z) = 1+ 0.1259104685947452 — 0.0210644997875662>.

Fehlerabschitzung:

Die verschiedenen Algorithmen ergeben folgende Fehlerintervalle.

e Algorithmus einDfehlerslope

4.499881096307417 + 4.316597642516412x + 1.50237105350395922 + I
1 4 0.1259104685947452 — 0.02106449978756622 ’
wobei I = [—1.201557188225468 - 10~ 4,1.201557188225468 - 10~ ]

fz) e

e Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlerslope

4.499998809436604 + 4.316597642516412x + 1.5023710535039592% + I
14 0.1259104685947452 — 0.0210644997875662:2 ’
wobei I = [—1.200254082981723 - 1075, 1.200254082981723 - 10°].

fz) e

e Algorithmus zweiDfehlerslopemult, mit entsprechenden Nullen

4.500000000113141 + 4.316597642516412x + 1.5023710535039592% + I
14 0.1259104685947452 — 0.0210644997875662:2 ’
wobei I = [—5.682949840906403 - 107, 5.682949840906403 - 10~7].

fz) e

e Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlermult

4.500000000240684 + 4.316597642516412x + 1.50237105350395922 + I
1 4 0.1259104685947452 — 0.0210644997875662:2 ’
wobei I = [—5.3129918999288 - 10~Y, 5.3129918999288 - 1077].

fz) e
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Taylor-Modell fiir x € [-107%,1074]
Analog zu den vorigen Taylor-Modellen ergibt sich

f(z) €9/2+15/4x +9/82% + [—6.2513 - 10714,6.2513 - 10714 vz € [-107%,1071).

Padé-Modell fiir z € [-1074,1074]

Berechnet man das Padé-Modell auf die gleiche Art und Weise wie oben, so gilt fiir alle
r € [-1074, 1077

1 94 69, 4 342 4 [—1.04242-10722,1.04242 - 10722
fz)= —— +(z+2)2c 21672 [ - h ].
24z 1+ 3T — EIL‘2

Mit den rundungsfehlerbehafteten Koeffizienten ergeben sich, fiir € [~107% 1074],
folgende Ergebnisse.

e Algorithmus einDfehlerslope

. 4499999988 + 431252 + 1.4999332” + [~1.18751 - 105, ~1.18751 - 10~

f(z) 1+ 0.125z — 0.02083342

e Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlerslope

. 4.49999999 + 4.3125x + 1.499933z% + [—1.190804 - 10719,1.190804 - 10~1Y]

f(x) 1+ 0.125z — 0.02083342

e Algorithmus zweiDfehlerslopemult, mit entsprechenden Nullen

. 4.500000000 + 4.3125z + 1.49993322 + [—3.55019 - 10717, 6.850698 - 10~13]

f(z) 1+ 0.1257 — 0.02083342

e Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlermult

. 4.500000000 + 4.3125z + 1.49993322 + [—2.84003 - 10719, 6.850161 - 10~13]

f(z) 1+ 0.125z — 0.02083342
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Interpolationsmodell fiir z € [-107%,107]

Mittels des Algorithmus einDmain erhdlt man fiir p(z) und ¢(x) wieder

p(x) = 4.500000004124307 + 4.316597642516412z + 1.5023710535039592:
q(z) =14 0.125910468594745x — 0.0210644997875662>.

Fehlerabschitzung:

Die verschiedenen Algorithmen ergeben fiir z € [~10~%,107*] folgende Fehlerintervalle.

e Algorithmus einDfehlerslope

4.499999988109970 + 4.316597642516412x + 1.50237105350395922 + I
14 0.1259104685947452 — 0.02106449978756622
wobei I = [—1.194344489988154 - 107, 1.194344489988154 - 1075)].

fz) e

e Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlerslope

4.499999999885931 + 4.316597642516412z + 1.50237105350395922 + I
1+ 0.1259104685947452 — 0.0210644997875662:2 ’
wobei I = [—1.674841744146316 - 10710, 1.674841744146316 - 10~ 1°].

fz) e

e Algorithmus zweiDfehlerslopemult, mit entsprechenden Nullen

@) € 4.5 + 4.316597642516412z + 1.50237105350395922 + I
14 0.1259104685947452 — 0.021064499787566x2
wobei I = [~5.341379102304318 - 10~ 5.341379102304318 - 10~ 11].

e Algorithmus einDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 10 Boxen und Verwendung
von einDfehlermult

4.500000000000024 + 4.3165976425164122 + 1.50237105350395922 + I
1 4 0.125910468594745x — 0.0210644997875662:2 ’
wobei I = [—5.343000653104619 - 10711, 5.343000653104619 - 10~ 11].

fz) e
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Abb. 3: f(x) =1/(2+ ) + (z + 2)?
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Abb. 5: Fehlerfunktion f(z)q(z)—p(x)
fiir x aus [-0.1,0.1], berechnet
mittels Padé-Modell.
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Abb. 4: Fehlerfunktion f(z)q(z) — p(zx)
fiir x aus [-0.1,0.1], berechnet
mittels Taylor-Modell.
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Abb. 6: Fehlerfunktion f(z)q(z) — p(zx)
fiir x aus [-0.1,0.1], berechnet
mittels Interpolationsmodell.



Vergleich der Losungen

Stellt man nun die berechneten Losungen der drei Methoden gegeniiber, so bemerkt
man in diesem Beispiel einen beachtlichen Unterschied. Plottet man die verschiedenen
Ergebnisse zum Beispiel mit Mathematica, so lassen sich, durch Berechnung der Maxima
und Minima, leicht Fehlerintervalle mit sehr geringer Uberschitzung bestimmen.

Methode Fehlerintervallbreite
Taylor-Modell 1.25313-104
Padé-Modell 2.08855 - 107
Padé-Modell mit Rundungsfehlern 7.9344-1077
Interpolationsmodell 2.39324 - 1078

Tabelle 5: Intervall mit wenig (bzw. keiner) Uberschéitzung fiir « € [—0.1,0.1]

Methode Fehlerintervallbreite
Taylor-Modell 1.25003 - 107
Padé-Modell 2.08544 - 10712
Padé-Modell mit Rundungsfehlern 6.8503 - 107
Interpolationsmodell 1.03641 - 1078

Tabelle 6: Intervall mit wenig (bzw. keiner) Uberschitzung fiir 2 € [—0.01, 0.01]

Methode

Fehlerintervallbreite

Taylor-Modell

1.24345 - 10713

Padé-Modell

RF

Padé-Modell mit Rundungsfehlern

6.84786 - 10~ 13

Interpolationsmodell

1.06768 - 10~ 10

Tabelle 7: Intervall mit wenig (bzw. keiner) Uberschitzung fiir x € [~1074,107%]

Bemerkung 9.3. In den Tabellen steht RF fiir Rundungsfehler. Denn fiir diesen Defi-
nitionsbereich wiirde ein berechneter Wert hauptsdchlich aus Rundungsfehlern bestehen,
und somit nicht mehr interessant fiir einen Vergleich sein. Die unten angegebene Rechen-
zeit bezieht sich rein auf die Berechnung des Fehlerintervalls. In den Tabellen auf Seite
95 und in nachfolgender Diskussion werden folgende Bezeichnungen verwendet.
Alg. a ... Algorithmus einDfehlerslope
Alg. a’ ... Algorithmus einDFehlerzerteilung

(mit Unterteilung in 10 Bozen und Verwendung von einDfehlerslope)
Alg. b ... Algorithmus zweiDfehlerslopemult (mit entsprechenden Nullen)
Alg. b7 ... Algorithmus einDFehlerzertetlung

(mit Unterteilung in 10 Bozen und Verwendung von einDfehlermult)
Alg. b ... Algorithmus einDfehlermult.
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Methode

Fehlerintervall fiir x € [-0.1,0.1]

Rechenzeit

Taylor-Modell

[—7.67336 - 107°,7.67336 - 10~]

Padé-Modell

[~1.09649 - 10~7,1.09649 - 10~ 7]

Padé-Modell m. RF, Alg. a) | [-0.0126742081717,0.0126742081717] 94ms
Padé-Modell m. RF, Alg. a’) | [-1.24548938 - 10~%,1.24548938 - 10~7] 749ms
Padé-Modell m. RF, Alg. b) [~1.4701579 - 10~7,8.681737 - 10| 1950ms
Padé-Modell m. RF, Alg. b’) [—2.8687 - 10710,8.1167264 - 10~ 7] 1123ms
Padé-Modell m. RF, Alg. b) [~1.4701579 - 1077, 8.681737 - 10~ 7] 109ms
Interpolationsmodell, Alg. a) [—0.012600525, 0.012600525] 94ms
Interpolationsmodell, Alg. a’) | [-1.2528101 -10~%,1.2528101 - 10~7] 733ms
Interpolationsmodell, Alg. b) [—3.639409 - 1077, 3.584699 - 10~ 7] 1919ms
Interpolationsmodell, Alg. b’) [-9.71002 - 10-8,9.53263 - 10~ %] 1170ms
Interpolationsmodell, Alg. b) [—3.639409 - 1077, 3.584699 - 10~ 7] 109ms
Methode Fehlerintervall fiir « € [-0.01,0.01] | Rechenzeit
Taylor-Modell [—6.3766 - 1078, 6.3766 - 10~ -
Padé-Modell [—1.04691 - 10712, 1.04691 - 10~ 12] -
Padé-Modell m. RF, Alg. a) | [~1.19455739 - 10~%,1.19455739 - 10~*] 94ms
Padé-Modell m. RF, Alg. a’) | [-1.19283535 - 107%,1.19283535 - 109] 702ms
Padé-Modell m. RF, Alg. b) [-3.672528 - 10~ 11, 6.9211575 - 10~ 1934ms
Padé-Modell m. RF, Alg. b’) | [-2.8428429 -10~13,6.867212 - 1077] 1139ms
Padé-Modell m. RF, Alg. b) [-3.672528 - 10711, 6.9211575 - 1077 109ms
Interpolationsmodell, Alg. a) | [~1.2015572-10~%,1.2015572 - 10~7] 94ms
Interpolationsmodell, Alg. a’) | [—1.2002541 - 107%,1.2002541 - 10~9] 733ms
Interpolationsmodell, Alg. b) [—5.6829499 - 1077, 5.6829499 - 10~Y] 1930ms
Interpolationsmodell, Alg. b’) | [-5.3129919 - 10~Y,5.3129919 - 107 1108ms
Interpolationsmodell, Alg. b) | [~5.6829499 - 1079, 5.6829499 - 10~7] 109ms
Methode Fehlerintervall fiir z € [-107%,10~%] | Rechenzeit
Taylor-Modell [-6.2513 - 10~14,6.2513 - 10~ 4] -
Padé-Modell [—1.04242 - 10722, 1.04242 - 10~ %2] -
Padé-Modell m. RF, Alg. a) [—1.1875095 - 10~8,1.1875095 - 10~F] 94ms
Padé-Modell m. RF, Alg. a’) | [-1.1908037 - 10~1°,1.1908037 - 10~ 1] 718ms
Padé-Modell m. RF, Alg. b) [—3.550188 - 10~17,6.8506976 - 10~ 13] 1981ms
Padé-Modell m. RF, Alg. b)) | [-2.840029 - 10~1,6.8501608 - 10~ 3] 1123ms
Padé-Modell m. RF, Alg. b) [—3.550188 - 10717, 6.8506976 - 10~ 13 109ms
Interpolationsmodell, Alg. a) | [—1.1943445-1075,1.1943445 - 1079 94ms
Interpolationsmodell, Alg. a’) | [—1.6748418 - 1010, 1.6748418 - 10~ 17] 718ms
Interpolationsmodell, Alg. b) | [-5.3413792 - 10711 5.3413792 - 10~ 1] 1950ms
Interpolationsmodell, Alg. b’) | [~5.3430007 - 10~ 11, 5.3430007 - 10~ 1] 1123ms
Interpolationsmodell, Alg. b) [—5.38101 - 101, 5.38101 - 10~ 1] 109ms
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Im Intervall [—0.1,0.1] errechnet sich also, mittels Padé-Modell und dem Interpolations-
modell, eine wesentlich bessere Naherung der Funktion als mit dem Taylor-Modell. Auch
die leicht abgeénderten Koeffizienten des Padé-Modells ergeben noch eine wesentlich bes-
sere Approximation als das Taylor-Modell.

Vergleicht man die errechneten Fehlerabschitzungen, so sieht man, dass die Ergebnisse
sehr stark von den verwendeten Algorithmen abhéingig sind. Klarerweise ergeben die Al-
gorithmen b, b und b’ die besten Ergebnisse bzw. geringste Uberschitzung, da bei diesen
das Problem vor der eigentlichen Fehlerintervallbestimmung ausmultipliziert wird, und
somit einige Koeffizienten sehr klein oder Null sind. Auferdem ist der Definitionsbereich
noch zu grok, als dass die Abschitzung mittels Slopes Auswirkungen auf das Ergebnis
hétte. Die Fehlerintervalle welche mit Algorithmus b bzw. b berechnet wurden, sind also
kleiner als das des Taylor-Modells.

Vergleicht man allerdings das Padé-Modell mit dem Interpolationsmodell, so stellt man
fest, dass das Interpolationsmodell trotz besserer Ndherung der Funktion, ein breiteres
Fehlerintervall aufweist. Erst durch die zeitlich aufwéndige Intervallteilung in Algorith-
mus b’ (verglichen mit Algorithmus b) ergibt sich ein dhnlich breites Fehlerintervall. Der
Wert in der Tabelle wurde fiir zehn Teilintervalle berechnet.

Grund dafiir ist, dass die Fehlerfunktion des Padé-Modells eine fiinffache Nullstelle hat
(im eindimensionalen Fall), und somit die Koeffizienten der niedrigen Potenzen von x
wegfallen. Dadurch l&sst sich aber das Fehlerintervall besser abschétzen als beim Inter-
polationsmodell, auch wenn bei diesem der maximale Fehler kleiner ist. Unterteilt man
das zu betrachtende Intervall geniigend oft, so erhiilt man beliebig kleine Uberschitzun-
gen.

Fiir die Intervalle [~0.01,0.01] und [~10~%,107%] sieht man beim Taylor-Modell und
beim Padé-Modell wieder einen dhnlichen Zusammenhang, wobei das Padé-Modell fiir
kleinere Intervalle im Verhéltnis zum Taylor-Modell immer besser wird.

Betrachtet man die Berechnungen des Interpolationsmodells, so sieht man, dass das
Taylor-Modell und das Padé-Modell bessere Ergebnisse liefern. Dies ist allerdings wenig
verwunderlich, da die mittels CVX berechneten Koeffizienten in den Algorithmen trotz
kleinerer Definitionsbereiche weiterhin fiir das Intervall [-0.1,0.1] bestimmt werden und
nur das Fehlerintervall in Abhéngigkeit des Definitionsbereichs berechnet wird. Das liegt
daran, dass das CVX-Paket bei sehr kleinen Werten, fiir das zu 16sende Optimierungspro-
blem nur mehr sehr schlechte Naherungen der Koeffizienten der exakten Losung ausgibt.
Zum Vergleich: Lost man das Optimierungsproblem fiir x € [~10~%, 107#] mittels CVX,
so ergibt sich nicht die oben genannte Intervallbreite von 1.06768 - 10710 sondern eine
Intervallbreite von 5.84403 - 1074, Wiirde man das zu lésende Problem auch fiir sehr
kleine Intervalle exakt 16sen, so wire vermutlich auch weiterhin das Interpolationsmodell
die bessere Naherung der zu betrachtenden Funktion.

Bemerkung 9.4. Auf die angefiihrten Rechenzeiten wird hier zundchst nicht genauer
eingegangen. Erst im Conclusio werden diese miteinander verglichen.
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9.2 Zweidimensionales Beispiel

Aufgabenstellung

Es sollen fiir folgende Funktion die drei bekannten Modelle berechnet werden.

3+y+2xy  y?+ ay?
f(z,y) = f(z) = 2 -
1+2z2+22xy 1+ 22y

Dabei sollen die Definitionsbereiche [—0.1,0.1]2, [-0.01,0.01]?, [-10~%, 10~%]? verwendet
werden.

Taylor-Modell fiir z € [—0.1,0.1]

T1+z2+2xy = (1 +a2% + 2zy, [07 0])
[0,107%] 4+ 4[-107%,1074] + 4[0,1074] |
" (1+[0,1]([0,1072] + 2[-10-2,1072]))3 )
—4-1074,6- 1074
=(1= 2 _ 2 [ ) _
< S (N R R TR 102])3)
= (1— 2% —2zy,[-4.25-107%,6.3749 - 1071])

T 1 =

1+:L‘2+21'y

1 — 2% — 2y

Tp, = (34 y+ 22y,[0,0])

[0,4-107%
a ( a0, 1[-2 - 10-2,2 - 10-2])3

= (1 — 22y, [0,4.0816 - 10~*])

To =34y + 2zy — 32 — 6xy + (—a:Qy — 223y — a1 — 4x2y2)—|—
+ (1 — 2% — 229)[0,0] + (3 + y + 2xy)[—4.25 - 107%,6.3749 - 1074]+
€ (34 y+ 2xy — 32% — 6xy) — [-3.2-1072,3.6 - 1073] + [0, 0]+
+[~13.26-107%,19.89 - 1074 =
= (3 4y + 22y — 32* — 6ay, [—4.926 - 1073,5.189 - 107?])

Try = (y* +[-2-107%,2-107* + [~1.02- 1073,1.02 - 10 3]+

a2

+10,4.0816 - 1075] 4 [-4.0816 - 10~7,4.0816 - 107 7]) =
= (4%, [-1.22-1073,1.22-1073))

Als Taylor-Modell fiir die Funktion f(z) im Intervall [—0.1,0.1] erhélt man

Tty = 3+y —4zy — y* — 32%,[—6.146 - 107°,6.409 - 1077]) .
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Padé-Modell fiir z € [-0.1,0.1]2

Um fiir diese Funktion ein Padé-Modell zu berechnen muss f(z) aufgesplittet werden.
Als erstes wird folgender Term behandelt

v oy’ 1+

2
= = (*).
1+ 2zy 1+2myy ()

Wird nun das entstehende Gleichungssystem (31)—(33) laut Theorie gelost, so erhélt man

Z10 = -1 Wo2 = 1
Voo — 1 V11 = —2 Vo0 = —1.

Alle anderen Koeffizienten sind gleich Null. Aufgrund des Theorems 6.7. folgt daraus

(*) _ y2 — 2xy3 _ :c2y2 + (yQ)/(l + Qxy) . (4x2y2 + 2x3y)

1—=x

Im zweiten Schritt wird folgendes Problem betrachtet

p1(z) N p2(z) 34y +2xy+[0,0] N —y? — [-3.0205 - 107%,2.0613 - 1074]
q(z)  q(z) 1+ 22 + 2zy 1—z '

Lost man nun das daraus resultierende Gleichungssystem (26)—(28), so ergibt sich

zZ11 — 3 Z290 — 1
’1)00:3 U()l:l ’1)11:5
vig =1 wia=-1 wy =-—1.

q3, dann gilt

Sei py = (1 + 22

N—

N

(U()o + UJ()()) + (7)10 + ’wlg)l’ + (U01 + wgl)y—l—
+(v11 + wi1)zy + (vao + w20)2? + (Vo + wo2)y?+

(1 + 2102 + 201y + 2112y + 2202 + 2029°) (200 — a00)
1 + bma: + b01y + bllazy + bgon + b02y2

(Zlg)(i,j)\:zx(%pl — qlrl)isz‘yj>
1+ biox + bory + biixy + baox? + bozy? *
(Coo - Coo)(l + 2107 + 201y + 2112y + 220x2 i z02y2)
1+ diox + dory + di1zy + dooa? + dogy?
(Z\S(i,jﬂ:z;(%pz - q2r2)ijxiyj>
L+ dioz + dory + duwy + dzoz? + dooy®

D3

_l’_

+
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Setzt man die berechneten Koeffizienten in diese Formel ein, so folgt

—5[—107%,107%] — 10[0,107%] — 3[—-107?,1079]
_'_
14+ 22 + 22y
[0.97,1.04] - [-2.0613 - 107%,3.0205 - 10™4] — 3[—107%,1074] — 2[0,10~4]
1—2z
(3+y+ 52y — y?) + [~2.354975 - 107%,1.2231853 - 1077

=:1

ﬁ3§(3+y+5xy—y2)+

+
-

Laut Korollar 6.4. kann man p3(x,y) also wéhlen als
p3(z,y) =3 +y+5vy —y* + 1.
Man erhilt folgendes Padé-Modell fiir die Funktion f(z,y)

(B4+1)+y+5xy —y?

1+ 32y + a2 V(z,y) € [—0.1,0.1}2,

f(z,y) C

Nun wird noch versucht, den Fehler durch die oben berechneten Faktoren zu verringern.
Es gilt

pi opz _ 3+yt 2oyt [0,0]  y? 2wyt —aty?+ (y?)/(1+ 2wy) - (day” + 22%)
) 1+ 22 + 22y 1—=x

Nun wird folgende Gleichung eingesetzt
2z = 2x(ky - y) + 22(y> — k1 -y) = 2x(ky - y) + 22 -3 - 5.
Es gilt, wie oben berechnet
k1 = 0.0165104, ~3 = 0.81656.

Es wird also folgende Funktion betrachtet

mop_3+y+2ey+[0,0] —y2 +0.0330208 - 7y — [~2.65353 - 1074, 1.69435 - 10~4]

Qo Qe 1+ 22+ 2zy 1—x

Wird das entstehende Gleichungssystem (26)—(28) gelost, wie oben beschrieben, so erhélt
man als Ergebnis die Werte

zo1 = 0.0110069 z11 = 3.04366 zo0 =1 zo2 = 0.0110069
vo1 = 1.03302 v11 = 95.13099 vo2 = 0.044027 v12 = 0.999637
v21 = —0.0330208 w3 = 0.0110069  voo = 3 w2 = —1

wy; = 0.0330208  wg; = 0.0330208 wia = —0.999637 w3 = —0.0110069.
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Sei wieder p3 = (% + %) 4.

p3 C(voo + woo) + (v1o + wio)x + (vor + wor)y+
+(U11 + wn)xy + (UQ() + w20)$2 + (UUQ + woz)y2+
N (1 + Z\Q(i,j)|=1 Zijﬂ?Jj) (ago — ago) + (Z\E](i,j)\=4(Q3pl - Q17"1)ij37i3/j>
1 4 biox + bo1y + biizy + baox? + bay?
(c00 — coo) (1 + Xl g)l=r 2 Y ) + (Zf<z‘,j>|=4(q3p2 - Q2’"2)ijxiyj)
1+ dyox + dory + diizy + daoz? + dooy? '

+

+

Durch Einsetzen der berechneten Koeffizienten folgt

[—7.715611 - 10™4, 3.496922 - 10~4] N

p3 C (3+ 1.03302y + 5.1640108zy — 0.955973y>) +

1+ 22+ 22y
[0.96846571,1.04164436] - [~1.69435 - 1074, 2.65353 - 107%]
+ T +
[—3.0660373 - 1074,3.1551715 - 10~4] .

1—=x
(3 + 1.03302y + 5.1640108xy — 0.9559723y2) + [—1.33608 - 10_3, 1.014519 - 10_3] .

=:1

N+

Mittels Theorem 6.3. erhélt man folgendes Padé-Modell

F(z,y) C (34 1)+ 1.03302y + 5.1640108zy — 0.9559723y>
z,Y

Y(z,y) € [-0.1,0.1)%
© 15 0.0110069y + 3.043662y + 22 1001100692 ¥ €l ]

Interpolationsmodell fiir z € [-0.1,0.1]?

Als erstes muss wieder entschieden werden, an welchen Punkten die zu behandelnde
Funktion ausgewertet werden soll. Es werden dazu die folgenden Punkte M gewihlt

i ={0)-(5)-(C0")- (o) ()
<0.3 5) ’ <_0605> ’ (0.(())5> ’ (—00.05> ’
(o) oD () (S

Da im Zahler des zweiten Terms von f allerdings kein Polynom vom Grad zwei steht,
miissen zwei Minimierungsprobleme geldst werden. Die Funktion wird folgendermafen
berechnet.

100



Als erstes wird das Problem

— = (=)
q 1+ 22y

gelGst.
Danach wird mittels der Losung des ersten Minimierungsproblems Folgendes berechnet

p+I1  3+y+2zy  p+1
g 1422422y qg

Die Ergebnisse sind nun abhingig davon, welcher Algorithmus fiir die Berechnung des
Fehlerintervalls verwendet wurde. Hier wurde fiir die beiden Rechenschritte jeweils der-
selbe Algorithmus verwendet.

Berechnete Koeffizienten und Fehlerabschitzung:

Sei (z,y) € [~0.1,0.1]2. Dann liegt f(x,y) in
e Algorithmus zweiDfehlerslope

3.000368 + 0.008483x + 0.314507y — 1.938879z% + 2.342033xy — 1.930559y2 + I
14 0.002853z — 0.228481y + 0.34690622 + 2.100551zy — 0.235395y2 ’
wobei [ = [—4.9615645299733 - 1072, 4.9615645299733 - 10_2].

e Algorithmus zweiDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 5x5 Boxen und Verwen-
dung von zweiDfehlerslope

2.999874 + 0.008483x + 0.314507y — 1.93887922 + 2.342033xy — 1.930559y2 + I
1 4 0.002853z — 0.228481y + 0.34690622 + 2.100551xy — 0.235395y2 ’
wobei I = [—2.908056797007 - 103, 2.908056797007 - 103].

e Algorithmus zweiDfehlerslopemult

2.999989 + 0.008483x + 0.314507y — 1.93887922 + 2.342033xy — 1.930559y2 + I
14 0.002853z — 0.228481y + 0.34690622 + 2.100551zy — 0.235395y2 ’
wobei I = [~1.510315016387 - 103, 1.510315016387 - 10~3].

e Algorithmus zweiDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 5x5 Boxen und Verwen-
dung von zweiDfehlermult

2.999974 + 0.008483z + 0.314507y — 1.938879z + 2.342033zy — 1.930559y% + I
1 + 0.002853z — 0.228481y + 0.34690622 + 2.100551zy — 0.235395y2 ’
wobei I = [~7.128674162166237 - 10~*, 7.128674162166237 - 10~%).
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Taylor-Modell fiir 2 € [—0.01,0.01]?

Ta2 100y = (1 + 2% + 2ay, [0, O])
o <1 R [0,1078] + 4[—1078,1078] + 4[0,1079) ) _
1tz2+2zy (1 + [0, 1}([0, 10_4] + 2[—10_4, 10_4]))
[—4-1078,6- 1079
< (1+[-2- 10—4,3'10—4])?)) -
= (1 — 2% — 22y, [—4.002402 - 10~%,6.003602 - 10~°])

1 — 2% — 2xy,

Tp, = (34 y+ 2xy,[0,0])

Ty, = (y*,[-107%,1079))
Tgo = (14 22y,[0,0])

_ 0.4-10% _
T = (1 2TV 1[0, 1][=2- 10 5,2 10—4])3> -

(1 —2zy,] o 4.002401 - 10~%])
34y + 2zy — 3% — 6zy + (—xy — 203y — 22y® — 42y +

=
[

+ (1 — 2% — 229)[0,0] + (3 + y + 22y)[—4.002402 - 1072, 6.003602 - 10~8]+
€ 34y + 2zy — 322 — 62y) — [-3.02-107%,3.06 - 1075] + [0, 0]+

4 [~1.204803 - 1077, 1.807205 - 10~ 7] =

= (3 +y + 22y — 32% — 6zy, [—3.18049 - 107, 3.20073 - 10~9])
Try = (y,[-2-1078,2-107%] + [~1.0002 - 1075, 1.0002 - 107%]+

a2

+ [0,4.002401 - 1078] 4 [—4.002401 - 10714, 4.002401 - 10714]) =
= (32,[—1.02021 - 107%,1.06023 - 107°])
Man erhélt als Taylor-Modell
Ty = (3+y — dzy — y* — 32*,[—4.2007 - 107°,4.26096 - 1079]) .

Pade-Modell fiir z € [—0.01,0.01)?

Analog zu vorher erhélt man nach Berechnung des ersten Termes

1 pr 34yt 2ey+[0,0]  —y? —[-3.0003-107%,2.0007 - 10~
LI - + .
Qo Q2 1+ 22 4 22y 1—z

Wird nun das entstehende Gleichungssystem (26)-(28) gelost, so erhilt man

z11 =3 2z =1
voo =3 wvo1 =1 v11 =5
V12 = 1 wi2 = -1 wp2 = —1.
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Sei wieder p3 = (% + %> 4.

P3 S(voo + woo) + (vio + wio)x + (vor + wor)y
+(v11 + wi1)xy + (v2o + wao)x? + (vog + woe)y*+
n (1 + Egyi=t Zijﬂ?ﬂ) (200 — aoo) + (E\E’(@j)\:z;(q?)pl — qir1)ija'y’ )
1 4 biox + bory + bi1xy + baoa? + boay?
(coo — coo) (1 + Z\Z(i,j)|:1 Zz‘jfciyj> + <Z|5(z‘,j)|:4(Q3p2 - C_I27“2)ijxi3/j)
1+ dyox + dory + diizy + daor? + dooy? '

_|_

_|_

Setzt man die berechneten Koeffizienten in diese Formel ein, so erhilt man

—5[-108,107%] — 10[0,1078] — 3[-1010,10719] N

p3 € (3+y+ 52y —y%) +

1+ 22+ 22y
[0.97,1.04] - [-2.0007 - 10~%,3.0003 - 10~8] — 3[-1078,1078] — 2[0,10~%]
+ 1—=x
C (3+y+5zy —y?) +[—2.218526 - 107, 1.121314 - 107 ].

=:1
Laut Theorem 6.3. ergibt sich folgendes Padé-Modell

(B+1)+y+bxy —y?
1+ 3zy + x2

flz,y) C V(z,y) € [-0.01,0.01]%.

Interpolationsmodell fiir z € [—0.01,0.01]?

Zum Auswerten werden wieder folgende Punkte verwendet
M= { 0 7 0.1 7 —0.1 ’ 0 7 0 ’
0 0 0 0.1 —0.1
0.05 —0.05 0 0
0 )’ 0 /)7\0.05)\—0.05)"
0.1 —0.1 —0.1 0.1 }
0.1/7\01 )"\-0.1)"\-0.1) )"
Analog zu vorher wird mittels verschiedener Algorithmen das Problem gelost. Es ergibt
sich folgendes Ergebnis.
Sei (z,y) € [-0.01,0.01]2. Dann liegt f(z,y) in

e Algorithmus zweiDfehlerslope

3.000000 + 0.008483x + 0.314507y — 1.9388792% + 2.342033xy — 1.930559y2 + I
14 0.002853x — 0.228481y + 0.34690622 + 2.100551zy — 0.235395y2 ’
wobei I = [—1.350068763984735 - 1074, 1.350068763984735 - 10_4].
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e Algorithmus zweiDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 5x5 Boxen und Verwen-
dung von zweiDfehlerslope

2.999998 + 0.008483x + 0.314507y — 1.93887922 + 2.342033xy — 1.930559y2 + I
1 4 0.002853z — 0.228481y + 0.346906x2 + 2.100551zy — 0.235395y2 ’
wobei I = [—9.702315047545072 - 107%,9.702315047545072 - 10_6].

e Algorithmus zweiDfehlerslopemult

2.999999 + 0.008483z + 0.314507y — 1.9388792:2 + 2.342033zy — 1.930559y2 + T
1+ 0.002853z — 0.228481y + 0.34690622 + 2.100551xy — 0.235395y2 ’
wobei I = [—6.400157107267510 - 1075, 6.400157107267510 - 10~°].

e Algorithmus zweiDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 5x5 Boxen und Verwen-
dung von zweiDfehlermult

2.999998 + 0.008483x + 0.314507y — 1.938879z% + 2.342033xy — 1.930559y2 + I
14 0.002853x — 0.228481y + 0.34690622 + 2.100551zy — 0.235395y2 ’
wobei I = [—5.454859516508549 - 107, 5.454859516508549 - 1079).

Taylor-Modell fiir z € [-107%, 1074

Ty ya2y90y = (14 2% + 22y,[0,0])
[0,10716] + 4[—10716,10716] 4 4[0, 10719]
(1+ [0,1]([0, 10~8] + 2[—10-8,10-9]))3 > -
[—4-10716,6-10716]
(1+[-2-108,3- 10—8])3) -
= (1 —2” — 22y, [-4.00000025 - 10~'%,6.00000037 - 10~'9])

T 1

1+12+21y (

1 - Y,

1—2° — 22y,

Ty, = (34 y + 2zy,[0,0])
Tp2 = (y27 [_107127 10712])
+ 2zy, [0,0])

(1
[0,4-10716] _
7 (1 22 10,12 10°5, 2-10—8])3> -

(1 — 22y, [0,4.00000025 - 10~ 16])
34y + 2zy — 3% — 62y + (—x?y — 223y — 22y® — 4a?y?)+

"ﬂ
I I

=
|

+ (1 — 2% — 22y)[0,0] + (3 + y + 2zy)[—4.00000025, 6.00000037] - 10~ 6+
€ 3+ y+ 2zy — 322 — 62y) — [—3.0002 - 10712, 3.0006 - 10~12] + [0, 0]+
+ [~1.200041 - 107'%,1.8000601 - 10715 =
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= (34 y+ 22y — 32* — 6xy,[—3.0019 - 1072, 3.0021 - 10~ '%])
Try = (y%,[=2 % 1071% 2 % 107'%] 4+ [~1.00000002 - 1072, 1.00000002 10~?]+

a2

+ 10,4.00000025 - 1071%] + [—4.00000025 - 10728, 4.00000025 - 10~28]) =
= (y2,[~1.0003 - 10712,1.0007 - 10712])

Als Taylor-Modell errechnet sich also
Ty = (3+y —day — y* — 32*,[—4.0022 - 107 '%,4.0028 - 107 1]) .

Pade-Modell fiir z € [—10*4, 10*4]2

Analog zu vorher erhélt man nach Berechnung des ersten Termes

L 2 _3+y+ 20y +[0,0], —y”— [3.00000003-107'%,2.00000007 - 10~'°]

Qe 1+ 22+ 22y 1—x

Lost man nun das entstehende Gleichungssystem so erhélt man die Koeffizienten

z11 =3 2z =1
1)00:3 U01:1 1)11:5
V12 = 1 w19 = -1 wp2 = —1.

(voo + woo) + (vio + wio)z + (vor + wor)y+
+(v11 4 wi1)zy + (v2o + wao)x® + (voz + woz)y*+
(1 + 2\2(1'7j)|:1 Zijxiyj) (ago — ao) + (Zf(i,j)\:ZL(QSpl - Q1T1)ij$iyj>
* 1+ biox + bory + b1y + baox? + boay?
(coo — coo) (1 + Z\z(i,j)|:1 Zz‘jxiyj) + <Z|5(i,j)|:4(QSp2 - Q2T2)ij$iyj)
1+ diox + dory + dirzy + doox? + dooy? '

_|_

_|_

Setzt man nun die errechneten Koeffizienten ein, so ergibt das

—5[—10716,10716] — 10[0, 107 16] — 3[—1020,102°] N

Ps C(3+y+ 5y —y?) +

1+ 22+ 22y
[0.97,1.04] - [-2.00000007, 3.00000003] - 10~1¢ — 3[—1016,10716] — 2[0, 10~ 1¢]
+ 1—=x
C (3+y+5zy —y?) + [—2.208101 - 107, 1.11209122 - 10 '°].
=:1

Fir das zu berechnende Modell erhilt man also laut Theorem 6.3.

(B+1)+y+bry —y?

1+ 3zy + 22 Y(z,y) € [-107%, 10742

flz,y) =
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Interpolationsmodell fiir z € [-107%, 1074

Zum Auswerten werden folgende Punkte M verwendet

0 0.1 —-0.1 0 0
M :{ M 7 )
(o) (0) (0) (o) (o)
0.05 —0.05 0 0
0 )’ 0 "\0.05/)’ \—0.05/"’
0.1 -0.1 -0.1 0.1 }
01/°\ 01 /)°\-0.1/"\—-0.1) )"
Wie vorher wird mittels verschiedener Algorithmen das Problem gelost.
Fiir alle (z,y) € [-107%,107%]? liegt f(=,y) in
e Algorithmus zweiDfehlerslope

3.000000 + 0.008483x + 0.314507y — 1.938879z2 + 2.342033xy — 1.930559y2 + I
1 4 0.002853z — 0.228481y + 0.346906x2 + 2.100551zy — 0.235395y2 ’
wobei I = [~2.105561482797791 - 10™%,2.105561482797791 - 10~5].

e Algorithmus zweiDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 5x5 Boxen und Verwen-
dung von zweiDfehlerslope

3.000000 + 0.008483x + 0.314507y — 1.9388792% + 2.342033zy — 1.930559y% + I
1+ 0.002853z — 0.228481y + 0.34690622 + 2.100551xy — 0.235395y2 ’
wobei I = [—1.321696873455531 - 107°,1.321696873455531 - 1075].

e Algorithmus zweiDfehlerslopemult

3.000000 + 0.008483z + 0.314507y — 1.93887922 + 2.342033zy — 1.930559y2 + I
1 + 0.002853z — 0.228481y + 0.3469062 + 2.100551zy — 0.235395y2 ’
wobei I = [~1.320618 - 10~%,1.320618 - 10~°].

e Algorithmus zweiDFehlerzerteilung, mit Unterteilung in 5x5 Boxen und Verwen-
dung von zweiDfehlermult

3.000000 + 0.008483z + 0.314507y — 19388792 + 2.342033zy — 1.930559y> + I
1+ 0.002853z — 0.228481y + 0.34690622 + 2.100551zy — 0.235395y2 ’
wobei I = [—1.304236621986802 - 10™%,1.304236621986802 - 10~5].
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Abb. 7: f(z,y) =

3+y+2zy y2 —|—zy2
1+x2+2xy

1+2zy

-0.00025
-0.0005
—0.00075
-0.001

-0.1

Abb. 9: Fehlerfunktion f(z)q(z) — p(z)
fiir z aus [-0.1, 0.1]?, berechnet
mittels Padé-Modell.
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0.006

0.004
0.002
—-0.002
-0.1

Abb. 8: Fehlerfunktion f(z)q(z) — p(z)
fiir z aus [—0.1, 0.1], berechnet
mittels Taylor-Modell.

0.00005 :
0 § A 0.1

-0.00005 : /
~0.0001
~0.00015
0.1

Abb. 10: Fehlerfunktion f(z)q(z)—p(z)
fiir 2z aus [—0.1,0.1]%, berech-

net mittels Interpolationsmo-
dell.



Vergleich der Losungen

Untersucht man den maximalen Fehler bzw. die Breite eines Fehlerintervalls ohne Uber-
schitzung (Berechnung zum Beispiel mit Mathematica), so ergeben die verschiedenen
Losungsvarianten Folgendes:

Methode Fehlerintervallbreite
Taylor-Modell 8.26151 - 1073
Padé-Modell 8.49189 - 10~*
Padé-Modell mit Faktoren 1.54282-1073
Interpolationsmodell 1.81044 -10~4

Tabelle 8: Intervall mit wenig (bzw. keiner) Uberschitzung fiir z € [—0.1,0.1]?

Methode Fehlerintervallbreite
Taylor-Modell 7.9978 - 10~
Padé-Modell 9.16422-107%
Interpolationsmodell 8.95463 - 10~

Tabelle 9: Intervall mit wenig (bzw. keiner) Uberschitzung fiir z € [-0.01,0.01]?

Methode Fehlerintervallbreite
Taylor-Modell 7.99982 - 10712
Padé-Modell RF
Interpolationsmodell 2.54148 - 107°

Tabelle 10: Intervall mit wenig (bzw. keiner) Uberschiitzung fiir z € [~107%,1074]?

Betrachtet man die Box [—0.1,0.1]%, so sieht man, dass das Taylor-Modell die schlechteste
Naherung an die zu behandelnde Funktion liefert. Wesentlich besser approximieren diese
Funktion das Padé-Modell und das Interpolationsmodell, welches noch einmal, ein um
den Faktor 4 kleineres Fehlerintervall liefert.

Bemerkung 9.5. In den nachstehenden Tabellen und in zugehoriger Diskussion werden
folgende Bezeichnungen verwendet.
Alg. a ... Algorithmus zweiDfehlerslope
Alg. a’ ... Algorithmus zweiDFehlerzerteilung

(mit Unterteilung in 5 X 5 Boxen und Verwendung von zweiDfehlerslope)
Alg. a ... Algorithmus zweiDfehler
Alg. b ... Algorithmus zweiDfehlerslopemult
Alg. b’ ... Algorithmus zweiDFehlerzerteilung

(mit Unterteilung in 5 X 5 Boxen und Verwendung von zweiDfehlermult)
Alg. b ... Algorithmus zweiDfehlermult
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Untersucht man die berechneten Abschétzungen des Fehlers, so ist auch hier klar ersicht-
lich, dass die Wahl des Algorithmus grofen Einfluss auf das Ergebnis hat. Klarerweise
liefern auch hier Algorithmus b und b ein kleineres Fehlerintervall als Algorithmus a.
Vergleicht man die Fehlerabschdtzungen, so stellt man fest, dass das Fehlerintervall der
mittels Taylor-Modell berechneten Lésung grofier ist als die Intervalle des Padé-Modells
und des Interpolationsmodells (Algorithmus b). Das ist jedoch nicht verwunderlich, da
auch der Maximalfehler bei dieser Methode am groften ist.

Stellt man die Fehlerintervalle des Padé-Modells und des Interpolationsmodells gegen-
iiber, so sieht man, dass die Fehlerintervallbreite des Interpolationsmodells, trotz gerin-
geren maximalen Fehlers, grofer ist als die Breite des Fehlerintervalls beim Padé-Modell.
Grund dafiir ist hier abermals die mehrfache Nullstelle der Fehlerfunktion des Padé-
Modells, wodurch die Koeffizienten der niedrigen Potenzen von (x,y) wegfallen, und sich
dadurch die Fehlerfunktion besser abschitzen lasst als beim Interpolationsmodell. Erst
eine Unterteilung des Definitionsbereichs in kleinere Teilboxen liefert eine bessere Ab-

schitzung.
Methode Fehlerintervall fiir z € [-0.1,0.1]? | Rechenzeit
Taylor-Modell [—6.146 - 1073,6.409 - 107] -
Padé-Modell [—2.354975 - 1073, 1.2231853 - 10~7] -
Padé-Modell mit Koeffizienten | [—1.33608 - 1073,1.014519 - 1077] -
Interpolationsmodell, Alg. a) [—0.049616,0.049616] 2 x 0.515s

)

) | [~29.080568 - 10~%,29.080568 - 10~%] | 2 x 9.890s

[—0.4279, 0.4279] 2 x 0.031s

Interpolationsmodell, Alg. b) | [~15.103151 - 10~%,15.103151 - 10~%] | 2 x 4.976s
Interpolationsmodell, Alg. b’) [—7.128675 - 10~%,7.128675 - 10~ 7] 2 x 11.154s
Interpolationsmodell, Alg. b) | [~15.103151 - 10~%,15.103151 - 10~4] | 2 x 0.031s

Interpolationsmodell, Alg. a

Interpolationsmodell, Alg. &
b
b

7

Methode Fehlerintervall fiir z € [-0.01,0.01]? | Rechenzeit
Taylor-Modell [—4.2007 - 1075, 4.26096 - 109] -
Padé-Modell [—2.218526 - 10~7,1.121314 - 10~ 7] -
Interpolationsmodell, Alg. a) [—1.350069 - 10~%, 1.350069 - 10~4] 2 x 0.518s
Interpolationsmodell, Alg. a’) [—9.702316 - 107°,9.702316 - 1079] 2 x 9.782s
Interpolationsmodell, Alg. &) [—2.2421 -1072,2.2421 - 107?] 2 x 0.031s
Interpolationsmodell, Alg. b) [—6.400158 - 107%,6.400158 - 1079] 2 x 4.981s
Interpolationsmodell, Alg. b’) | [-5.4548596 - 1075, 5.4548596 - 107%] | 2 x 11.154s
Interpolationsmodell, Alg. b) [—6.400158 - 107°,6.400158 - 1079] 2 x 0.031s

Fiir z € [-0.01,0.01)% bzw. z € [~107%,107%)2 zeigt sich beim Taylor-Modell und beim
Padé-Modell wieder ein dhnliches Bild. Das Interpolationsmodell liefert allerdings, wie
schon im eindimensionalen Beispiel, wieder schlechtere Ergebnisse, da die Koeffizienten
abermals fiir z € [~0.1,0.1]? berechnet werden.
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Methode Fehlerintervall fiir z € [-10~%,107%]? | Rechenzeit
Taylor-Modell [—4.0022 - 10~12,4.0028 - 1017 -
Padé-Modell [—2.208101 - 1071°,1.11209122 - 10~1°] -
Interpolationsmodell, Alg. a) [—2.1055615 - 10~%,2.1055615 - 10~°] 2 x 0.544s
Interpolationsmodell, Alg. a’) [-1.321697 - 10~%,1.321697 - 10~ 9] 2 % 9.902s
Interpolationsmodell, Alg. a) [—2.01925 - 107%,2.01925 - 1077 2 x 0.031s
Interpolationsmodell, Alg. b) [—1.320618 - 10~%,1.320618 - 10~ %] 2 x 4.983s
Interpolationsmodell, Alg. b’) [—1.304237 - 107%,1.304237 - 10~¥] 2 x 11.081s
Interpolationsmodell, Alg. b) [—1.320618 - 1078, 1.320618 - 10~%] 2 x 0.031s

9.3 Dreidimensionales Beispiel

Aufgabenstellung

Es sollen ein Taylor-Modell mittels Taylorarithmetik, und ein Interpolationsmodell fir

die Funktion f berechnet

werden

f(p) = f(z,y,2) = 3/(1 — 42°) + (4x + 0.5y + Szy —

Die Modelle sollen fiir die Definitionsbereiche [—0.1,0.1]3

berechnet werden.

Taylor-Modell fiir p € [-0.1,0.1)

1624

=(3-(1+42°
T3/(1-422) (3 (1+4z )’[(1+[O, 1] - 422)3

= (3- (1 +42%),10,0.0016))

Tlaa 0.5y +80y—202) = (42 + 0.5y + 8zy — 222, [0, 0])

Man erhilt also folgendes

Taylor-Modell

222).

l)-

Ty(p) = (3 + 42 + 0.5y + 8xy — 22° + 122%,[0,0.0016]) .

Interpolationsmodell fiir p € [-0.1,0.1]?

Die Punkte an denen ausgewertet wird, werden wie folgt gewéhlt

,[-0.01,0.01]3 und [-10~4, 1074]3

= { 0,0,0),(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1), (—1,0,0), (0, —1,0), (0,0, —1),
0.5,0,0), (0,0.5,0), (0,0,0.5), (—0 5,0,0), (0, —0.5,0), (0,0, —0.5),

1,0,1),

( (1,
( )
(1,1,0), (-
( (=
(0,1,1), (0, =

1,1,0),(1,-1,0),(~1,-1,0),
1,0, 1),(1,0,—1),( 1,0,—1)
( (

,1),(0,1,-1), (0, -1, —1)}
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Mittels Algorithmus dreiDfehlerslope berechnete Koeffizienten und Fehlerabschétzung:

f(p) € (3.0535 4+ I +3.5922 - 10~z +3.5922 - 10~y + 2 — 2.4534 - 10 Oay+
0.0039yz + 0.00392z + 4.7029 - 10~ 222 4+ 4.7029 - 1071242 + 0.00912)/
(1 4 0.00392 + 0.0039y + 0.0091z — 6.4086 - 10~ *zy+
9.4279 - 10 %z + 9.4279 - 10 V22—
3.4469 - 107522 — 3.4469 - 10~%y2 + 1.1057 - 107*22) Vp € [-0.1,0.1]%,
wobei I = [—0.7079,0.7079).

Taylor-Modell fiir p € [-0.01,0.01]?

T3/(1-422) = (3 (14427, [(1 + [01,61?4- 422)3]> B

= (3-(1+427),[0,1.6-1077])
Daraus folgt
Tty = (3442 + 0.5y + 8zy — 22% + 122%,[0,1.6 - 107 7]) .

Interpolationsmodell fiir p € [—0.01,0.01)?

Seien die Punkte an denen ausgewertet wird die gleichen wie vorher, so errechnet sich

fiir die Koeffizienten und die Fehlerabschéitzung Folgendes.

Algorithmus dreiDfehlerslope:

f(p) € (3.0005 4+ I +3.5922 - 10~ " + 3.5922 - 10~y + 2 — 2.4534 - 10~ Ozy+

0.0039yz + 0.00392z + 4.7029 - 10~ 222 + 4.7029 - 10~ 242 4 0.00912%)/
(14 0.0039z + 0.0039y + 0.0091z — 6.4086 - 10~ zy+
9.4279 - 10 %yz 4+ 9.4279 - 10 Yz2—
3.4469 - 107522 — 3.4469 - 10~°y2 + 1.1057 - 107%2%) Vp € [-0.01,0.01]3,
wobei I = [—0.0571,0.0571].

Taylor-Modell fiir p € [-107%,1074]?

T3/-12) = <3 L+, {(1 + [()1,61?4~ 4z2)3]) B

= (3-(1+42%),[0,1.6 - 107"7])
Daher gilt
Tyw) = (3+ 4z + 0.5y + 8zy — 222 4+ 1222,[0,1.6 - 10—15]) .
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Interpolationsmodell fiir p € [-10%, 1074

Wihlt man die auszuwertenden Punkte wie oben, so ergibt sich mittels des Algorithmus
dreiDfehlerslope folgendes Ergebnis.

f(p) € (3.0000 4 I +3.5922 - 10~ " +3.5922 - 10~y + 2 — 2.4534 - 10~ Ozy+
0.0039yz 4 0.00392z + 4.7029 - 10~ 222 + 4.7029 - 10~'2y% 4 0.009122)/
(14 0.0039x + 0.0039y + 0.0091z — 6.4086 - 10~ *zy+
9.4279 - 10 %yz + 9.4279 - 10 V22—
3.4469 - 107522 — 3.4469 - 107°y +1.1057 - 107%22) Vp e [-1074,1074]3,
wobei I = [~5.4997 - 1074, 5.4997 - 10™4].

Vergleich der Losungen

In den folgenden Tabellen sind die berechneten Ergebnisse noch einmal zusammengefasst,
wobei mit Alg. a) der Algorithmus dreiDfehlerslope bezeichnet wird.

Methode Fehlerintervall fiir p € [-0.1,0.1]* | Rechenzeit
Taylor-Modell [0,0.0016] -
Interpolationsmodell, Alg. a) [—0.7079,0.7079] 258ms
Methode Fehlerintervall fiir p € [-0.01,0.01]% | Rechenzeit
Taylor-Modell [0,1.6-1077] -
Interpolationsmodell, Alg. a) [—0.0571,0.0571] 250ms
Methode Fehlerintervall fiir p € [-107% 107%]? | Rechenzeit
Taylor-Modell [0,1.6- 1019 -
Interpolationsmodell, Alg. a) [—5.4997 - 10~%,5.4997 - 10~ 7] 250ms

Man sieht, dass fiir alle drei Definitionsbereiche, das Taylor-Modell ein wesentlich besseres
Fehlerintervall liefert, als der Algorithmus a) beim Interpolationsmodell.
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10 Conclusio

In dieser Arbeit werden zwei Modelle entwickelt, welche eine Funktion, dhnlich dem
Taylor-Modell, approximieren sollen. Aufserdem wird auf verschiedenen Wegen ein zuge-
horiges Fehlerintervall berechnet.

Vergleicht man die Ergebnisse, welche diese drei Modelle bei den angefiihrten Beispielen
liefern, so ergibt sich Folgendes:

Koénnte man die Koeffizienten des Padé-Modells und des Interpolationsmodells sowie die
entsprechenden Fehlerintervalle ohne Uberschiitzung bestimmen, so wiirden beide Model-
le wesentlich bessere Approximationen von Funktionen, und somit engere Fehlerintervalle
liefern als das Taylor-Modell.

Dies ist allerdings oft nicht moglich. Beim Padé-Modell ist das grofite Problem das zu
l6sende Gleichungssystem. Denn schon in zwei Dimensionen miissen 25 Koeffizienten
bestimmt werden. Vor allem ergeben sich Rundungsfehler, sodass beim Abschétzen des
Fehlerintervalls, die Koeffizienten der niedrigen Potenzen von x, nicht mehr wegfallen.
Beim Interpolationsmodell treten vor allem bei einem sehr kleinen Definitionsbereich
Probleme auf. Denn fiir sehr kleine Koeffizienten, ist die mittels CVX berechnete Lésung
des Optimierungsproblems nicht mehr gut genung.

Untersucht man die erhaltenen Fehlerintervalle mit den zugehorigen Rechenzeiten der
verschiedenen Implementation, so ldsst sich feststellen, dass die Algorithmen b, b und
b’ deutlich engere Fehlerintervalle liefern als die Algorithmen a, & und a’. Aufgrund der
benotigten Zeit ist allerdings nur der Algorithmus b wirklich verwendbar, welcher von
allen Algorithmen iiber das mit Abstand beste ,Preis-Leistungs- Verhéltnis“ verfiigt. Ins-
besondere heift das, dass sich die Abschitzung des Restgliedes mittels Slopes zeitlich
nicht rechnet. Doch auch der Algorithmus b ist nicht immer verwendbar, da bei diesem,
vor der Berechnung des Fehlerintervalls, das Problem ausmultipliziert werden muss. Fiir
hoherdimensionale Probleme sind dafiir allerdings eine Unmenge an Operationen notwen-
dig, sodass die errechneten Koeffizienten zu sehr von Rundungsfehlern verfélscht werden,
als diese verwenden zu kénnen. So muss fiir solche Probleme der Algorithmus a verwen-
det werden. Dieser liefert zwar schnell ein Ergebnis, wie allerdings im dreidimensionalen
Beispiel zu sehen ist, ist das keine verniinftige Alternative zum Taylor-Modell.

Abschliefsend muss man also feststellen, dass die beiden behandelten Modelle, in Verbin-
dung mit den Algorithmen zur Fehlerabschétzung, wohl nur fiir ein- bzw. zweidimensio-
nale Probleme und nicht allzu kleine Definitionsbereiche bessere Ergebnisse liefern als
das Taylor-Modell.
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A  Programmquellcodes

A.1 einDmain.m

function [a0,al,a2,bl,b2,u,o]=einDmain ()

AnzOp=1;
ArtOp=[1,2];

I=10"-2;
J=max (0.1,1);

x(1)=—1xJ;
x(2)=—0.707%3J;
x (3)=0+J;
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40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93

x(4)=0.707*3;
x(5)=1xJ;

for i=1:5
y(1)=(p0 (1) +pl (1) *x (1) +p2 (1) »(x(1))"2)/ (1+gl (1) *x (1) +g2 (1) = (x (1)) "2);
end;

for j=2:AnzOp+1

for i=1:5
if (ArtOp (j—1)==1)
y(1)=y (1) +((p0 (J)+pl (F) *x (1) +p2 (J) * (x(1))"2)/
(1+gl (J) *x (1) +g2(J) * (x (1)) *2));
elseif (ArtOp(j—1)==2)
y (1) =y (1) = ((p0 (J) +p1l (F) *x (1) +p2 (J) * (x (1)) ~2) /
(1+gl (J) *x (1) +g2(J) * (x (1)) "2));
elseif (ArtOp(j—1)==3)
y (1) =y (1) * ((p0 (J) +p1 (F) *x (1) +p2 (J) * (x (1)) ~2)/
(1+gl (J) *»x (1) +g2(3) * (x (1)) "2));
elseif (ArtOp (j—1)==4)
y(1)=y (1) / ((p0 (J) +pl (F) *x (1) +p2 (J) * (x (1)) "2)/
(1+gl (3) »x (1) +g2 (3) » (x (1)) "2));
end;
end;

[pO (2+AnzOp) ,pl (2+Anz0p) ,p2 (2+Anz0p) , gl (2+Anz0p) , g2 (2+Anz0p) ] =
einDKoeffCVX ( x(1),x(2),x(3),x(4),x(5),
Y(l),Y(Z),Y(3),Y(4)IY(5),*I,I);

[u(2+Anz0Op), 0 (2+Anz0p)] = einDfehlerslope
(p0(1),pl(1),p2(1),ql(1l),92(1),u(l),o(l),ArtOp(j—1),
PO (3),p1(J),pP2(3),ql(J),qa2(3),u(J),o(J),
p0 (2+Anz0p) ,pl (2+Anz0p) ,p2 (2+Anz0p) , gl (2+Anz0p) , g2 (2+Anz0p) ,—I,1I);

f= (0 (2+AnzOp) +u (2+Anz0p) ) /2;
0 (2+Anz0Op) =0 (2+Anz0p)—£f;

u (2+AnzO0p) =u (2+AnzO0p)—=£;

PO (2+Anz0Op) =p0 (2+Anz0Op) +£;
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103
104
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r0 (1)=p0 (2+Anz0p) ;
pl(1l)=pl (2+Anz0Op) ;
P2 (1)=p2 (2+Anz0p) ;
gl (1)=qgl (2+Anz0Op) ;
g2 (1)=qg2 (2+Anz0Op) ;
u(l)=u(2+Anz0Op) ;

o(l)=0(2+Anz0p) ;

end;

a0=p0 (2+Anz0Op) ;
al=pl (2+AnzO0p) ;
a2=p2 (2+Anz0Op) ;
bl=qgl (2+Anz0Op) ;
b2=92 (2+Anz0Op) ;
u=u (2+Anz0p) ;
0=0 (2+AnzO0p) ;

A.2 einDKoeffCVX.m

function [p0,pl,p2,9l,g2] = einDKoeffCVX
(x1,%x2,x3,x4,x5,v1,v2,vy3,vy4,v5,Iu,Io)

c=—0.1;
g=infsup(—1,0);
fact=1;

while (inf_ (q) <0)
c=c+0.1;

cvx_begin

variable
variable
variable
variable
variable

minimize (

al
al
a2
bl
b2

(a0+alxxl+a2+«x1"2—
(a0+alrx2+a2+x2"2—
(a0+al*x3+a2+*x3"2—
(a0+alxx4+a2+x4"2—
(a

O+al+x5+a2*x52—

subject to

(y1l) x (L+blxfactxxl+b2xfact"2xx1"2
(y2) * (l+blxfact*x2+b2xfact"2xx2"2
(y3) x (L+blxfactxx3+b2xfact”2xx3"2
(y4) = (L+blxfactxx4+b2+xfact"2xx4"2
(y5) * (L+blxfact*«x5+b2xfact"2xx5"2

(l+blxfact*x1+b2*«fact"2+xx1"2)>c
(1+blxfact*x2+b2+xfact"2xx2"2)>c
(1+blxfact*x3+b2+xfact”"2+xx372)>c
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30
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(l+blxfactxx4+b2+xfact™2+x4"2)>c
(l+blxfactxx5+b2xfact”2*x5"2)>c
cvx_end

ql=bl;
az2=b2;

if (abs(g2)>0.00001)
m=—qgl/ (2%gq2) ;
else
m=Iu;
end

fm=1+gl*m+g2+*m"2;
fu=l+gl+xIu+tg2+«Iu"2;
fo=1l+gl+«Io+g2xIo"2;
if (Iu<m<Io)
qu=min (min (fm, fu), fo);
go=max (max (fm, fu), fo) ;
else
qu=min (fu, fo);
go=max (fu, fo) ;
end

g=infsup (qu, go) ;

end

p0=a0;
pl=al;
p2=a2;

A.3 einDfehlerslope.m

function [u,0] = einDfehlerslope ( pa0,pal,pa2,gqal,ga2,ua,oa,operation,
pb0, pbl, pb2,gbl, o2, ub, ob,
pO,pl,p2,9l,92,Iu, I0)

za=Iu;
zb=I0;

I=infsup(Iu, Io);

Ia=infsup (ua,oa);
Ib=infsup (ub, ob) ;

[sOza,slza,s2]=slopel (pal0,pal,pa2,qgal,ga2,Ia,pb0,pbl,pb2,gbl,gb2, Ib,
p0,pl,p2,9l,92,0peration, za, zb, Iu, I0);
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16
17
18
19
20
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22
23
24
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26
27
28
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69

o hnt - In+ Q@ - erst und ter Ordn

$Berech der Slopes erster ] zwelter rdnung (fl[zb,x],f[zb,za, x]
[s0zb, slzb pp]—slopel(pao pal pa2,qal,qa2, Ia,pbl0,pbl,pb2,gbl, gb2, Ib,
p0,pl,p2,9l,92,0peration, zb, za, Iu, Io);

fzazbstza%slza*zb;

if (operation==1) SAddition

fza=((palO+pal*za+pal+power (za,2)+Ia)/ (l+gal*zat+ga2*power (za,2))+...

7)

(pb0+pblxzatpb2+power (za, 2) +Ib) / (l+gblxzat+tgb2+power (za,2)) ) x. ..

(l+glxzat+tg2+power (za,2))— (pO0+plrzat+tp2xpower (za,2));

fzb=( (pal+pal*zb+pa2+power (zb,2)+Ia)/ (1l+gal*zb+ga2+power (zb,2))+. ..

(pb0+pblxzb+tpb2+power (zb, 2) +Ib) / (1+gbl*zb+gb2+power (zb,2)) ) x. ..

(l+glxzbt+tg2xpower (zb, 2) ) — (pO0+plxzbt+tp2xpower (zb,2));

Il= ((paO+pal*I+pa2*power(I 2)+Ia)/(l+qal*1+qa2*power(1,2))+...
(pb0+pblxI+pb2+power (I,2)+Ib)/ (1l+gbl*«I+gb2+power (I,2)))*. ..
(l+glxI+g2+xpower (I,2))— (pO+pl*I+p2+xpower (I,2));

n de za bzw. zb.
12 fza+(sta+slza*I)*(I—za);
13 fzb+(stb+slzb*I)*(I—zb);

zen des F lerin

I4=fza+(fzazb+(I zb *s2)*(Ifza);

1 den jer > rva

15=intersect(intersect(Il I2),intersect (I3,1I4));

elseif (operation==2) 2Subtraktion

fza=((palO+pal*za+pal+power (za,2)+Ia)/ (l+gal*zat+gal+power (za,2))—

(pb0+pblxza+pb2+power (za, 2)+Ib) / (l+gblxzat+gb2+power (za,2)) ) *

(l+glxza+g2+power (za,2))— (pO+plxzat+tp2+power (za, 2));
fzb=((pal+pal*zb+pal+power (zb,2)+Ia)/ (1+gal*zb+gal*power (zb,2))—

(pb0+pblxzb+pb2+power (zb, 2) +Ib) / (1+gblxzb+gb2+power (zb,2)) )

(l+glxzb+g2+power (zb,2)) — (pO+plxzb+p2+power (zb, 2)) ;

Il=((pal+palxI+pal+power (I,2)+Ia)/ (1l+gal*I+ga2+power (I,2))—
(pb0+pblxI+pb2+power (I,2)+Ib)/ (1+gblxI+gb2+power (I,2))) *
(l+gl*xI+g2+xpower (I,2))— (pO+tpl*I+p2+xpower (I,2));

I2=fza+(sOzatslza*I)* (I—za);

I3=fzb+ (s0zb+slzbxI)* (I—zb);

I4=fza+ (fzazb+ (I—zb) xs2) x (I—za) ;

I5=intersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,I4));

elseif (operation==3) 2Multiplikation
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fza=((palO+palrza+pal+power (za,2)+Ia)/ (1l+galrzat+tgal+power (za,2) )
(pb0+pblxza+pb2+power (za, 2)+Ib)/ (l+gblxzat+gb2+power (za,2)) ) *
(l+glxzatg2xpower (za,2))— (pO0+plxzatp2xpower (za,2));

fzb=( (palO+palrzb+pal+power (zb,2)+Ia)/ (1+galrzb+ga2+power (zb,2) )
(pb0+pblxzb+pb2+power (zb, 2) +Ib) / (1+gbl*zb+gb2+power (zb,2)) ) *
(l+gl*xzbtg2xpower (zb, 2) ) — (pO0+pl*zbt+p2xpower (zb, 2)) ;

Il=((pal+palxI+pal+power (I,2)+Ia)/ (1l+gal*I+ga2+power (I,2)) *
(pb0+pblxI+pb2+power (I,2)+Ib)/ (1+gblxI+gb2+power (I,2))) *
(l+gl*xI+g2+xpower (I,2))— (pO0+tpl*I+p2+xpower (I,2));

I2=fza+(sOza+slza*I)* (I—za);

I3=fzb+(s0zb+slzb*I)* (I—zb);

I4=fza+ (fzazb+ (I—zb) xs2) x (I—za) ;

I5=intersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,I4));

elseif (operation==4)

fza=((pal+pal*za+pal+power (za,2)+Ia)/ (1l+gal*zat+gal+power (za,2))/
(pb0+pblxzatpb2+power (za, 2) +Ib) / (l+gblxzat+gb2+power (za,2)))
(l+glxzat+tg2xpower (za,2))— (pO+pl*zat+tp2xpower (za,2));

fzb=((pal+pal*zb+pal+power (zb,2)+Ia)/ (1+gal*zb+ga2*power (zb,2) )/
(pb0+pblxzb+pb2+power (zb, 2) +Ib) / (1+gblxzb+gb2+power (zb,2)) )
(l+gl*xzbt+g2xpower (zb, 2) ) — (pO0+pl*zb+p2xpower (zb, 2));

I1=((pal+palrI+pal+power (I,2)+Ia)/ (1l+gal+I+ga2+power (I,2))/
(pb0+pblxI+pb2+power (I,2)+Ib)/ (1+gbl*xI+gb2+power (I,2)))
(l+gl*xI+g2xpower (I,2))— (pO0+tpl*xI+p2xpower (I,2));

I2=fza+(sOzatslzax*I)* (I—za);

I3=fzb+ (s0zb+slzbxI)* (I—zb);

I4=fza+ (fzazb+ (I—zb) *xs2) x (I—za) ;

I5=intersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,1I4));

end;

u=inf_ (I5);
o=sup (I5);

A.4 slopel.m

function [s0z,slz,s0z2] = slopel( pal,pal,pa2,gal,ga2, Ia,
pb0, pbl, pb2, gbl, gb2, Ib,
p0,pl,p2,9l,g2,0operation, z, zb, Iu, Io)

I=infsup (Iu, Io);

[pasOz,paslz]=slopepoly (pal,pal,pa2,z);
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[gasOz,gaslz]=slopepoly(l,gal,ga2, z);

[gasOzb,gaslzb]=slopepoly (1
[pbs0z,pbslz]=slopepoly (pb0

,qal,qaz, zb);
,pbl, pb2,2z);

[pbs0zb, pbslzb]=slopepoly (pb0,pbl, pb2, zb) ;
[gbsO0z,gbslz]=slopepoly (l,gbl,gb2,z);

[gbsO0zb,gbslzb]=slopepoly (1
[psOz,pslz]=slopepoly (p0,pl

,abl, gb2, zb);
/P2,2);

las0z,gslz]=slopepoly(l,ql,q2,z);
[gsOzb,gslzb]=slopepoly (l,gql,g2,zb);

ha= (pal+palxz+pal+*z”"2+Ia)/ (l+galxz+ga2*z"2);
hb= (pb0+pblxz+pb2+xz~2+Ib) / (1+gbl*z+gb2xz"2) ;

Svon der St lle z
von r Jer Stelle z,

pagal=(pas

0z— (ha) *gas0z) / (1+gal*I+ga2+power (I,2));

pagal=(paslz—(ha)*gaslz)/ (l+galxI+ga2+power (I,2));

PL 0O

pbgb0= (pbs0z— (hb) *gbs0z) / (1+gbl*I+gb2*power (I, 2)
pbgbl=(pbslz— (hb) *gbslz)/ (1+gblxI+gb2+power (I,2)

pbgbzb0= (pbs0zb— (hb) xgbs0zb

N

)/ (l+gbl*I+gb2+power (I,2));
pbgbzbl= (pbslzb— (hb) *xgbslzb)/ (1+gbl*I+gb2+power (I,2));

hbzb= (pb0+pbl*zb+pb2+zb”2+Ib) / (L+gblxzb+gb2xzb"2) ;

2, Z10

(paslz—

(ha) rgaslz+ (gasOzb+gaslzb*I) ...

((gasOz+gaslz*zb) *ha— (pasOz+paslzx*zb)) /...
(l+gal*zb+ga2+zb”2))/ (l+gqalxI+ga2+power (I,2));

270N blz,zb, x]
o 2, 2b, X ]

pbgb02=

(pbslz—(hb) xgbslz+ (gbsOzb+gbslzbxI)%. ..

((gbs0z+gbslz*zb) xhb— (pbs0z+pbslz*zb)) /. ..
(l+gbl*zb+gb2+zb”2) )/ (l+gqblxI+gb2+power (I,2));

if (abs(g2)>0.00001)
m=—ql/ (2%xq2) ;
else
m=Iu;
end
fm=1+glxmtg2+m"2;
fu=l+glxIu+g2+xIu”2;
fo=1l+gl+Io+g2xI0"2;
if (Tu<m<Io)
qu=min ([fm, fu, fol);

D

1At zung
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64 go=max ([fm, fu, fo]);

65 else

66 qgu=nin (fu, fo);
67 go=max (fu, fo) ;
68 end

69 g=infsup (qu, go) ;
70

71
72
73
74
75
76 if (operation==1)

7 a=paga0+pbgb0;

78 b=pagal+pbgbl;

79

80 c=a*g+ (hathb) xgs0z;
81 d=bxg+ (hat+hb) xgslz;
82

83 s0z=c—ps0z;

84 slz=d—pslz;

85

86 e=paqa02+pbgb02;

87 e=exqg+ (hathb) xgslz+ (a+b*zb) x (gs0zb+gslzb=I);
88

89 s0z2=e—pslz;

90
91 elseif (operation==2)

92 a=paga0—pbgb0;

93 b=pagal—pbgbl;

94

95 c=ax*qg+t (ha—hb) xgs0z;
96 d=bxg+ (ha—hb) xgslz;
97

98 s0z=c—ps0z;

99 slz=d—pslz;

100

101 e=paqa02—pbgb02;

102 e=exg+ (ha—hb) xgslz+ (a+b*zb) x (gsOz+gslzxI);
103

104 sO0z2=e—pslz;

105
106 elseif (operation==3)

107 a=paqalx* (pb0+pbl*I+pb2+power (I,2)+Ib)/ (l+gblxI+gb2+power (I,2) ) +haxpbgbl;
108 b=pagalx (pb0+pblxI+pb2+power (I,2)+Ib)/ (1+gblxI+gb2xpower (I,2))+ha*xpbgbl;
109

110 c=ax*qg+t (haxhb) xgs0z;

111 d=bxg+ (haxhb) xgslz;

112

113 s0z=c—ps0z;

114 slz=d—-pslz;

115

116 e=paqal2* (pb0+pbl*I+pb2+power (I,2)+Ib)/ (1+gbl*«I+gb2+power (I,2))+. ..

117 pbagb02+ha+ (pagal+pagalxzb) x (pbgb0+pbgbl«*I) ;
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e=exqg+t (haxhb) xgslz+ (atbxzb) x (gsOz+gslz=1I);

s0z2=e—pslz;

elseif (operation==4)

a= (paga0— (ha/hb) *pbgb0) / ( (pb0+pbl*I+pb2+power (I,2)+Ib) /
(l+gbl+xI+gb2+power (I,2)));

b= (pagal—(ha/hb) *xpbgbl) / ( (pb0+pbl*I+pb2*power (I,2) +Ib)/
(1+gbl*I+gb2+power (I,2)));

c=a*qg+ (ha/hb) xgs0z;

d=bxg+ (ha/hb) *xgslz;

s0z=c—ps0z;

slz=d—pslz;

e=(pagal02— (ha/hb) *pbgb02+ ( (pbgbzb0+pbgbzbl*I) * ( (ha/hb) * (pbgb0+pbgbl *zb)—
(pagal+pagal*zb) )/ (hbzb)))/ ((pb0+pbl+I+pb2+power (I,2)+Ib) /
(l+gbl*I+gb2+power (I,2)));

e=exqg+ (ha/hb) xgslz+ (at+b*zb) * (qsO0z+gslz+I);

s0z2=e—pslz;

end;

A.5 slopepoly.m

function [s0,sl]=slopepoly(el,el,e2, z)
sO=el+e2xz;
sl=e2x1;

A.6 einDfehler.m

function [u,o0] = einDfehler (pal,pal,pa2,gal,ga2,ua,oa,operation,
pb0, pbl, pb2,gbl, gb2,ub, ob,p0,pl,p2,9l,92, Iu, I0)

I=infsup (Iu, Io);

Ia=infsup (ua,oa);

Ib=infsup (ub, ob) ;

if (operation==1)
I1=((pal+palrI+pal*power (I,2)+Ia)/ (1l+gal+I+ga2+power (I,2))+

(pb0+pblxI+pb2+power (I,2)+Ib)/ (1+gbl*«I+gb2+power (I,2))) *
(l+glxI+g2+xpower (I,2))— (pO+pl*I+p2+xpower (I,2));
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elseif (operation==2)

Il=((pal+palxI+pal+power (I,2)+Ia)/ (l+gal*I+ga2+power (I,2))—
(pb0+pbl*I+pb2+power (I,2)+Ib)/ (1+gbl*I+gb2+power (I,2))) *
(l+gl*xI+g2xpower (I,2))— (pO0+tpl*I+p2+xpower (I,2));

elseif (operation==3)

Il=((pal+palxI+pal+power (I,2)+Ia)/ (l+galxI+ga2+power (I,2)) *
(pb0+pbl*I+pb2+power (I,2)+Ib)/ (1+gbl*I+gb2+power (I,2))) *
(l+gl*xI+g2xpower (I,2))— (pO0+tpl*xI+p2+xpower (I,2));

elseif (operation==4)

end;

I1=((pal+palrI+pal+power (I,2)+Ia)/ (1l+gal+I+ga2+power (I,2))/
(pb0+pblxI+pb2+power (I,2)+Ib)/ (1+gblxI+gb2+power (I,2)))
(l+gl*xI+g2xpower (I,2))— (pO0+tpl*xI+p2+xpower (I,2));

u=inf_(I1);
o=sup (I1);

A.7 einDFehlerzerteilung.m

function [u,o0] = einDFehlerzerteilung

(pa0,pal,pa2,qal,ga2,ua,oa, operation,

pb0,pbl,pb2,gbl,gb2,ub,ob,p0,pl,p2,9l,g2,Iul,Iol)

anzbox_x=10;

m=0;

kx=(Iol—Iul)/anzbox_x;

for

end;

for

k=1:anzbox_x

m=m+1;
Io(m)=Iol—(k—1) *xkx;
Tu(m)=Iol—k*kx;

i=1:anzbox_x
[u(i),o(i)]=einDfehlerslope (pal,pal,pa2,gal,ga2,ua, oa,operation,
pb0,pbl,pb2,gbl, gb2,ub, ob,
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p0,pl,p2,91,92,Iu(i),To(i));
end;

u=min (u);
o=max (0) ;

A.8 einDfehlermult.m

function [u,o0] = einDfehlermult
(pa0,pal,pa2,qgal,ga2,ua,oca,operation,
pb0,pbl,pb2,gbl, gb2,ub,ocb,p0,pl,p2,9l,92,Iu,Io)

Ix=infsup (Iu, I0);
Ta=infsup (ua,oa);
Ib=infsup (ub, ob) ;

[e0,el,e2,e3,e4,e5,e6,n0,nl,n2,n3,nd]=
eindimausmultipl ( palO+Ia,pal,pa2,qal,ga2,operation,
pb0+Ib, pbl ,pb2,gbl,gb2,p0,pl,p2,ql,92);

I=(eO+elxIxte2*power (Ix,2)+e3xpower (Ix, 3) +tedxpower (Ix, 4) +teSxpower (Ix,5)+
e6xpower (Ix,6))/ (n0+nl+Ix+n2+power (Ix,2) +n3+power (Ix, 3) +ndxpower (Ix,4));

u=inf_(I);
o=sup (I);

A.9 eindimausmultipl.m

function [e0,el,e2,e3,e4,e5,e6,n0,nl,n2,n3,n4d]=
eindimausmultipl (pa0,pal,pa2,gal,ga2, operation,
pb0, pbl ,pb2,gbl,gb2,p0,pl,p2,ql,g2)

if (operation==1)

e0=pal0+pb0—p0;

el=pal+pblpblxgal+pal+gbl—gal*p0—gbl*p0—pl+pal+gl+pb0xqgl;

e2=pa2 + pb2 + pbl * gal + pb0 * ga2 + pal * gbl + pal *gb2 — ga2xp0—
gal *gblx p0 — gb2xp0 — gal *pl — gbl *pl — p2 + pal *gl + pblxgl+
pb0 xgal x* gl + palO xgbl * gl + palOxg2 + pb0 xg2;

e3=pb2 *gal + pbl *ga2 + pa2 =*gbl + pal xgb2 —
ga2* gbl xpO—gal xgb2+p0 — gaZ+p —gal xgbl *pl —gb2*pl — gal*p2—
gblxp2 + pa2xgl + pb2xgl + pblxgal*gl + pbO0x ga2 *xgl+palxgbl*gl+
pal xgb2+ gl + pal *g2 + pbl* g2 + pb0 *gal *g2 + palx gbl* g2;

ed=pb2 xga2 + pa2 xgb2 —
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17 ga2x gb2* p0 — ga2+ gbl*x pl — gal* b2+ pl — ga2 *p2—galxgbl*p2—

18 gb2x p2 + pb2xgalx gl + pblx ga2xgl + pa2 xgbl *gl + palxgb2xgl+
19 pa2xg2 +tpb2xg2 +pblxgalx g2+pb0xga2xg2+pal xgblx g2 + palOxgb2xqg2;
20 eb=—qga2+gb2+pl— ga2x gbl *p2—gal *gb2xp2+ pb2xgal2rql+pa2x gb2 *gl +
21 pb2 xgal*g2+pblxgaZ2*g2 + palZ+gblx g2 + pal xgb2x g2;

22 eb=—qal* gb2xp2 + pb2 *gaz2x g2 + pal2x gb2x g2;

23 n0=1;

24 nl=gal + gbl;

25 nz2=qa2 + gal xgbl + gb2;

26 n3=ga2 *gbl + gal *gb2;

27 nd=ga2 *gb2;

28
29 elseif (operation==2)

30 e0= —p0 + pal0 — pb0;

31 el=—pl+pal —pbl + palOxgl —pbO0xgl-p0 xgal —pbOxgal —pO0x gbl + pal =xgbl;
32 e2=—p2+pa2 —pb2 + palxgl —pblxgl+pald *g2 —pbO0*g2 — pl xgal — pbl*x gal—
33 pb0xglxgal —pOxga2 — pbO0xga2 — plxgbl + palxgbl + paOxgl *gbl —

34 pOx galx gbl — p0 xgb2 + pal0 xgb2;

35 e3=pa2*ql — pb2+gl + pal*g2 — pbl+g2 — p2+gal — pb2+xgal — pblxglxgal —
36 pb0xg2x gal — pl *ga2 — pblxga2 — pbO0xgl *gaz2 — p2*gbl +palZ*gbl +

37 palxglxgbl + pal0 xg2 xgbl — pl xgalx gbl — p0 xga2* gbl — plxgb2+

38 pal* gb2 + pal0 x*gl *gb2 — p0 *galx gb2;

39 ed=pa2* g2 — pb2x g2 — pb2 xglxgal — pblxg2*xgal — p2* gaz2 — pb2 *gaz2 —
40 pbl xglx ga2 — pb0 xg2 *ga2 + pa2x gl *gbl + pal =

41 g2x gbl — p2 xgal *gbl — plx ga2 *gbl — p2 =*gb2 + pa2xgb2 +

42 palx gl gb2 + paO*x g2 xgb2 — plx gal *gb2 — p0 *gaz2 xgb2;

43 eb=—pb2* g2x gal — pb2x glx ga2 — pblx g2x ga2 + pa2 xg2 *gbl —

44 p2 xgaz2xgbl+pa2 xgl xgb2 +palx g2xgb2 — p2+x galx gb2 — plxga2xgb2;
45 eb=—pb2x g2 *ga2 + palZx g2 xgb2 — p2x ga2 *gb2;

46 n0=1;

47 nl=gal + gbl;

48 n2=ga2 + gal *gbl + gb2;

49 n3=qga2 *gbl + gal =*gb2;

50 nd=ga2 *gb2;

51
52 elseif (operation==3)

53 e0= —p0 + pal *pbl;

54 el=—pl + pal*x pb0 + palOx pbl + paO*x pbOx gl — p0 xgal — p0 xgbl;

55 e2=—p2 + pa2 *pb0 + pal *pbl + pal *pb2 + palxpb0 xgl + palOx pbl xgl +
56 palx pb0 *g2 — plxgal — pOx ga2 — plxgbl — p0 *galxgbl — pP0 =*gb2;
57 e3=pa2 *pbl + pal *pb2 +pa2 *pb0x gl + pal xpblx gl + paOx pb2xgl +

58 pal xpb0*xg2 + palx pbl xg2 — p2 xgal — plx ga2 — p2x gbl —

59 pl xgal*x gbl — pO*x ga2 xgbl — plx gb2 — p0 xgal *gb2;

60 ed=pal*pb2 + pa2 xpbl*x gl + pal *pb2x gl + pa2 xpb0*x g2 + palxpbl xg2+
61 palxpb2+xg2 — p2xga2 — p2xgal*x gbl — plxga2xgbl-p2+gb2—plrgal*gb2 —
62 p0 xga2* gb2;

63 eb=palZ*pb2xgl+paz2xpbl+g2+palxpb2+g2—p2xga2+«gbl—-p2+gal*gb2—pl+rga2*gb2;
64 eb=pal+* pb2xg2 — p2 xga2 *gb2;

65 n0=1;

66 nl=gal + gbl;

67 n2=ga2 + gal *gbl + gb2;

68 n3=ga2 *gbl + gal xgb2;

69 nd=ga2 *gb2;

70
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elseif (operation==4)

e0= pa0 — pOx pboO;

el=pal — plx pb0 — p0 *pbl + paO*x gl — pOxpb0 *gal + pal *gbl;

e2=pa2 — p2+pb0 — plxpbl — p0 *pb2 + palxgl + pal g2 — plxpbO*rgal—
PO *pbl*x gal — pO*x pb0 xga2 + pal xgbl + pal0 xgl* gbl + pa0 =*gb2;

e3=—p2* pbl — plxpb2 + pa2x gl + palx g2 —p2* pb0 xgal — plxpblrxgal—
p0 *pb2 *xgal — pl *pb0 x*ga2 — p0 *pbl *ga2 + pa2 *qgbl +
palx glx gbl + pa0 *g2 xgbl + palxgb2 + pal0 xglx gb2;

ed=—p2 *pb2 + pa2 *g2 —p2x pblxgal — pl *pb2+ gal — p2x pb0 *gaz2 —
plx pblxga2 — p0 xpb2 x*ga2 + pa2x gl *gbl + palx g2 *gbl +
paz2 xgb2 + palx gl*x gb2 + paO*x g2x gb2;

eb=—p2+pb2+xgal — p2*pblrga2—pl*pb2+xgaz2+pa2*g2+rgbl+pa2xglxgb2+palxg2xgb2;

eb=—p2+ pb2xgal2 + pa2x g2 *gb2;

nO0=pb0;

nl=pbl + pb0*x gal;

n2=pb2 + pbl *gal + pb0 *ga2;

n3=pb2 xgal + pblx gaZ2;

n4=pb2 *ga?2;

end;

A.10 zweiDmain.m

function [a00,a10,a01,a20,all,a02,b10,b01,b20,b11,b02,u,o]l=zweiDmain ()

AnzOp=2;
ArtOp=[3,1];

p00 (1)=1int (0) ;
pl0(1)=int (0);
p01(1)=1int (0);
pll (1)=int (0);
p20(1)=int (0);
p02 (1)=int (—1);
ql0(1)=int (0);
g0l (1)=int (0);
g20(1)=int (0);
qll(1l)=int (0);
g02 (1)=int (0) ;
u(l)=—0.0;
0(1)=0.0;
p00(2)=int (1) ;
pl0(2)=1int (1) ;
p01 (2)=int (0);
pll(2)=int (0);
p20(2)=1int (0) ;
P02 (2)=1int (0) ;
gl0(2)=int (0);
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29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
™
78
79
80
81
82

g0l (2)=int (0
g20 (2)=1int (0
gll (2)=int (2
g02 (2)=int (0
u(2)=0;

0(2)=0;

p00 (3)=int (3
pl0(3)=1int (0
p01(3)=1int (1
pll(3)=1int (2
P20 (3)=1int (0
P02 (3)=1int (0
glO (3)=int (0
901 (3)=int (0
g20(3)=int (1
gll (3)=int (2
g02 (3)=int (0
u(3)=0;

0(3)=0;

coeff=10"—-1;
JIx=1xcoeff;
Jy=1xcoeff;

Ix=max (Jx,0.1);
Iy=max (Jy,0.1);

a=1;

=0*Ix;

y(1)=0xTIy;
X (2)=axIx;
y(2)=0xTIy;
X (3)=0*1Ix;
y (3)=axly;
x (4)=—ax*1Ix;
y (4)=0xTIy;

X (6)=b*Ix;
y(6)=0%Ty;
x(7)=0xIx;
y (7)=bxIy;
x(8)=—Db*Ix;
v (8)=0%1y;
x(9)=0*1Ix;
y(9)=—Db+*Iy;

x(10)=c+xIx;
y(10)=c*Iy;
x(11l)=c*Ix;
y(1l)=—c*1y;

Ne N+ Ne Ne Ne Ne Ne N Ne N

~

e an dce
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83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107

109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136

X (12)=—c*Ix;
vy (12)=c*1Iy;

x(13)=—c*IXx;
y(13)=—cx*Iy;

for i=1:13

z (1) =mid ((p00 (1) +pl0 (1) *x (1) +p0Ll (1) »y (1)+pll (1) *x(1)*y (i)+p20(1l)*x (1) "2+
P02 (1) %y (1) ~2) / (14q10 (1) *x (1) +q01 (1) *y (i) +qll (1) *x (i) *y (i) +
g20 (1) *x (1) "2+g02 (1) xy (i) "2));

end;

for j=2:AnzOp+1

for i=1:13
if (ArtOp (j—1)==1)
z (1)=mid(z (1) + ((p00 (J) +pl0 (J) *x (1) +p01 (J) *y (1) +pll (J) *x (i) »y (1) +
P20 (J) *x (1) *2+p02 (J) *xy (1) ~2) / (1+g10 (J) »x (1) +g01 (J) »y (1) +
qll(j)*x(l)*y(1)+q20(j)*x(i)A2+q02(j)*y(i)A2)));
elseif (ArtOp (j— )
z (1)=mid(z (i ) ((pOO( )+p10 (J) *x (1) +p01 (3) »y (1) +pl1l (J) *x (1) »y (1) +
P20 () *x (1) ~2+4p02 (F) *y (1) 72) / (1+gl0 (J) *x (1) +q01 () *y (i) +
qll(J) *x (1) *y (1)+g20(J) *x (1) *2+q02 (J) »y (1) "2)));
elseif (ArtOp (j—1)==3)
z (1)=mid(z (1) * ((p00 (J) +p10 (J) *x (1) +p01 (J) *y (1) +pll (J) *x (i) »y (1) +
P20 (J) *x (1) "24p02 (F) xy (1) *2) / (1+gl0 (J) *x (1) +q01 (J) »y (i) +
gll(3) *x (1) »y (1) +920 (3) *x (1) *2+902 (F) »y (1) "2)));
elseif (ArtOp (j—1)==4)
z (1)=mid(z (1) / ((p00 () +p10 (J) *x (1) +p01 (J) »y (1) +pll (J) *x (i) »y (i)+
P20 (J) *x (1) *2+p02 (J) *xy (1) ~2) / (1+g10 (J) *»x (1) +g01 (J) »y (1) +
gll(3)*x(i)*y (1) +920(3)*x (i) *2+q02 (J)*xy(1)"2)));
end;
end;

[p00 (2+Anz0Op) ,pl0 (2+Anz0p) ,p01 (2+Anz0p) ,p20 (2+Anz0p) ,pll (2+Anz0Op) ,p02 (2+Anz0p) ,

gl0 (2+AnzOp) , g0l (2+AnzO0p) , g20 (2+Anz0p) ,gqll (2+Anz0p) ,g02 (2+AnzO0p) ] =

zweiDKoef fCVX

( x(1),x(2),x(3
y(1),y(2),y(3
z(1),z(2),z(3
—Jx,Jx,—Jdy,Jy

) x(4),x(5),x(6),x(7),x(8),x(9),x(10),x(11),x(12),x(13
),y (4),y(5),y(6),y(7),y(8),y(9),y(10),y(11),y(12),y(13)
)r2(4),2(5),2(6),2(7),2(8),2(9),2(10),z(11),2z(12),z(13)
)

’
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137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152

154
155
156
157

159
160
161
162
163
164
165
166

168
169
170
171
172
173
174
175

177
178
179
180
181
182
183
184

186
187

[u(2+Anz0Op), 0 (2+Anz0p) ]

(p00(1),pl0(1),p01
» 920
+ P01
;420 (3) , qll
2+Anz0Op) ,pl0 (2+AnzO0p) ,p01 (2+Anz0p) ,p20 (2+Anz0p) ,pll (2+Anz0p) ,
2+Anz0Op
2+AnzOp),—Jx,Jx,—Jy,dy) ;

qlo
r00
glo
r00
p02
q02

1),g01(
3),p10(
3),901(

)
)
)

1)
3)
3)

zweiDfehlerslope
,p20(1),pl1(1),p02(1),
,q11(1),902(1),u(l),o(1),ArtOp(j—1),
/P20 (3),p11(3),p02(3),
(3),902(3),u(3),o(3),

, 910 (2+Anz0p) , 901 (2+Anz0p) , 920 (2+Anz0p) ,gll (2+Anz0p) ,

f= (0 (2+AnzOp) +u (2+Anz0p) ) /2;
P00 (2+AnzO0p) =mid (p00 (2+Anz0Op) +£f) ;

0 (2+AnzOp) =0 (2+AnzO0p)—£f;
u (2+AnzO0p) =u (2+AnzO0p)—=£;

P00 (1)=p00 (2+AnzO0p) ;
pl0(1)=pl0 (2+AnzO0p) ;
P01 (1)=p01 (2+AnzO0p) ;
pll(1)=pll (2+AnzOp);
P20 (1)=p20 (2+Anz0p) ;
P02 (1)=p02 (2+AnzO0p) ;
gl0 (1)=gl0 (2+AnzOp) ;
g0l (1)=g01l (2+AnzOp) ;
20 (1)=g20 (2+Anz0Op) ;
gll(1l)=gll (2+Anz0Op) ;
qg02 (1)=g02 (2+Anz0Op) ;

u(l)=u(2+Anz0Op) ;
o (l)=0(2+Anz0p) ;

end;

a00=mid (p00 (2+Anz0Op)
alO0=mid (pl0 (2+Anz0Op)
al0l=mid (p01l (2+Anz0Op)
all=mid(pll (2+AnzOp)
az0=mid (p20 (2+Anz0Op)
a02=mid (p02 (2+Anz0Op)
b1l0=mid (gl0 (2+AnzOp)
b01=mid (g0l (2+Anz0p)
b20=mid (g20 (2+Anz0p)
bll=mid(gll (2+AnzOp)
b02=mid (gq02 (2+Anz0p)
u=u (2+Anz0p) ;
0=0 (2+Anz0p) ;

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’
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A.11

function
zweiDKoeffCVX (x1, x2,x3,x4,x5,%x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12,x13,

zwelDKoeffCVX.m

[p00,p10,p01,p20,p11,p02,910,901,920,911,q02] =

vi,v2,y3,vy4,¥5,v6,y7,y8,y9,y10,y11l,y12,y13,
z1,2z2,23,2z4,25,26,27,28,29,210,2z11,2z12,2z13,

Ixu, Ixo,Iyu,Iyo)

Ix=infsup (Ixu, Ix0);
Iy=infsup (Iyu, Iyo);

c=—0.1;

I=infsup(—1,0);

while (inf_ (I)<0)
c=c+0.1;

cvx_begin

variable a00
variable al0
variable a0l
variable all
variable a20
variable a02

variable bl0
variable b0l
variable bll
variable b20
variable b02

minimize (
a00+al0xx1+al0l+yl+allrxl+yl+a20xx1"2+a02xy1°2—(
1+b10xx1+b01lxyl+bllxxlxyl+b20%x1"2+b02xy172)) "2
a00+tal0*x2+al0lxy2+all+«x2xy2+a20%x2"2+a02xy2°2—(
1+b10*x2+b01lxy2+bl11+x2xy2+b204x272+b02%y272)) "2
a00+al0*x3+a0lxy3+all+«x3xy3+a20%x372+a02xy372—(
1+b10xx3+b01*xy3+bl1lxx3xy3+b20xx372+b02%y372)) "2
a00+al0xx4+a0l+yd+allrxd*y4+a20+xx4"2+a02xy4°2—(
1+b10xx4+b01xy4+b11+x4xy4+b20%x4°2+b02%y4°2) ) "2
a00+al0*x5+a0lxy5+all+«x5xy5+a20%x572+a02xy5°2—(
1+b10xx5+b01*y5+b11xx5xy5+b20xx572+b02%y57°2) ) "2

1+b10xx6+b01l*xy6+bllxx6xy6+b20xx672+b02%y672) ) "2
a00+al0xx7+a0lxy7+allxx7+y7+a20xx7"2+a02xy7"2— (
1+b10xx7+b01lxy7+b11+x7xy7+b20%x7°2+b02%y772)) "2
a00+al0*x8+al0lxy8+all+«x8xy8+a20%x872+a02xy872— (
1+b10xx8+b01*y8+b11xx8xy8+b20xx8"2+b02%y872)) "2
a00+al0*x9+al0lxy9+all+«x9xy9+a20%x972+a02xy972—(
14b10%x9+b01*xy94+b1l1lxx9xy9+b20xx972+b02%y972) ) "2

z1
+
z2
+
z3
+
z4
+
z5
+
z6
+
z7
+
z8
+
z9
+

a00+al0%x10+a0lxy1l0+allxx10xy10+a20*x1072+a02%y10"2—(
1+b10xx10+b01xyl10+bllxx10xy10+b20xx10"2+b02xy1072)) "2 +

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(a00+al0xx6+a0l*y6+allxx6+xy6+a20xx6°2+a02xy6°2— (
(
(
(
(
(
(
(
(
(
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51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92

Ut s W N =

end

p00=
pl0=
p0l=
p20=
pll=
p02=

a00+al0*x11+a0lxyll+allxx11lxyll1+a20xx1172+a02%y11"2—( z11 )=
1+b10xx114+b01xy11+b11xx11xy11+b20xx11"2+b02xy1172)) "2 +

a00+al0*x12+a0lxyl24+4all*x12xy124a20xx1272+a02*y1272—( z12 )=
1+b10xx12+b01+y12+b11+x124y12+b20%xx12"2+b02%y1272)) "2 +
a00+al0*x13+a01l%y13+all*x13xy13+a20%x1372+a02%y1372—( z13 )x*

(
(
(
(
(
(1+b10*x13+b01xyl13+bllxx13%xyl13+b20xx13"2+b02xy1372)) "2 )

subject to

(1+b10*x1+b01xy14+b11l*xx1xy1+b20%xx1724+b02xy17°2)>C
(1+b10*x2+b01xy2+b11+xx2xy2+b20%xx2"2+b02xy2"°2) >C
(14b10xx3+b01*y34+b1l1lxx3xy3+b20xx372+b02*y372) >cC
(1+b10*x4+b01+xy4+b11*xx4xy4+b20%xx4724+002xy47°2) >C
(1+b10*x5+b01xy5+bl1lxx5xy5+b20xx5724+b02xy5°2) >c
(14b10xx6+b01*xy6+bllxx6xy6+b20xx672+b02%y6"2) >C
(1+b10*x7+b01xy74+b11xx7Txy7+020%xx7"24+002xy772) >C
(1+b10*x8+b01xy8+bllxx8xy8+b20xx8"2+b02xy8"2) >c
(14b10xx9+b01*y94+b1l1lxx9xy9+b20xx972+b02%y9"2) >C
(1+b10*x10+b01xy104+b11xx10xy10+b20xx10"2+b02+xy10"2)>C
(1+b10*x11+b01xy114+bl1lxx11+y11+b20xx11"2+b02xy11"2)>cC
(1+b10%x124+b01*y12+4b11l*x12xy12+b20xx1272+b02xy1272)>C
(1+b10*x13+b01xy134+b11xx13*y13+b20xx13"2+b02+xy13"2)>cC

cvx_end

’

glO0=infsup (b10,b10)

g0l=infsup (b01,b01);

g20=infsup (b20,b20);
( )
( )

’

gll=infsup(bll, bll
g02=infsup (b02,b02

’

I=(1+gl0xIx+tg0l*xIy+g20xpower (Ix,2)+gll*xIxxIy+g02xpower (Iy,2));

infsup
infsup
infsup
infsup
infsup
infsup

a00,a00)

al0,alo);

a0l,a01);
)
)
)

r

r

a20,a20
all,all
a02,a02

’

’

A.12 zweiDfehlerslope.m

function [u,0] = zweiDfehlerslope

zal=

(pa00,pall,pall,pa20,pall,pal2,gall0,gall,ga20,g9gall,gal02,ua, 0a, operation,

pb00,pbl0, pb01, pb20,pbll, pb02,gbl0,gb01l, gb20,gbll, gb02, ub, ob,
p00,p10,p01,p20,p11,p02,910,9g01,920,91l1l,g02, Ixu, Ixo, Iyu, Iyo)

Ixu;
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7 za2=Iyu;
8 zbl=Ixo;
9 zb2=Ivyo;
10

11 Ix=infsup (Ixu, Ix0);

(
12 Iy=infsup(Iyu, Iyo);
13 Ta=infsup (ua,oa);
14 TIb=infsup (ub, ob) ;
15
16 $%Berechnung der Slopes erster und zweiter Ordnung (f[za,x],fl[za,zb,x])
17 [sa00za,sallza, saOlza sb00za, stlza sllza,sl2za, leza 5222a] =
18 slope2 (pa00,pall,pall, pa20,pall,pal2,gall0,gall,ga20,qgall, anZ Ia, ...
19 pb00,pbl0, pb01, pb20,pbll, pb02,gbl0, gb01, go20,gbll, go02,Ia, ...
20 p00,pl10,p01,p20,p11,p02,910,901,920,gll,g02,0peration, ...
21 zal,za2,zbl,zb2,Ixu,Ixo,Iyu,Ilyo);
22
23 $Berechnung der Slopes erster und zweiter Ordnung (f[zb,x],f[zb,za,x])
24 [sa00zb, salOzb sallzb, stOzb sb01zb, sllzb sl2zb,s21zb,s22zb] =
25 slope2 (pa00,pall,pall, pa20,pall,pad2,gall0,gall,ga20,q9all, qa02 Ia, ...
26 pb00, pbl0,pb0l, pb20,pbll, pb02, gbl0, go01l, gb20,gbll, gb02, Ib,
27 p00,p10,p01,p20,p1l1,p02,910,901,920,gll,g02,0peration, ...
28 zbl,zb2,zal, za2,Ixu,Ixo,Iyu, Iyo);
29
30 <%Berechnung von f[za,zb]
31 fzazb=[salOzat+sallzaxzbl+sallzaxzb2,sb00za+sb0lzaxrzb2];
32
33
34 if (operation==1) SAddition
35
36 fza=((pal0+palOxzal+pall+za2+pa20xzal”2+pallxzalxzal2+pal2+za2”2+Ia)/...
37 (1+galOxzal+galOlxza2+gaz20+xzal”2+gall+zalxza2+qal2+za2”2) +
38 (pb00+pbl0*zal+pb0lxza2+pb20+xzal”~2+pbll+zal*zal2+pb02+xza2”2+Ib) /. ..
39 (l+gbl0*zal+gb0lxza2+gb20xzal”2+gbllxzal+za2+gb02%za272)) *
40 (1+gl0xzal+g0lxza2+g20xzal”2+gllxzal+za2+q02xza2™2)—
41 (p00+pl0*zal+pO0l+xza2+p20xzal”2+pllrxzal*za2+p02+xza2"2);
42
43 fzb=((pal0+palOxzbl+pall+zb2+pa20xzbl*2+pallxzblxzb2+pal2+zb2”2+Ia)/...
44 (1+galOxzbl+galOl+zb2+ga20+xzbl”2+gall+zblxzb2+gqal2xzb2"2) +
45 (pb00+pbl0*zbl+pb0lxzb2+pb20+zbl"2+pbll+zbl+zb2+pb02+xzb2°2+Ib) /. ..
46 (1+gbl0*zbl+gb01lxzb2+gb20xzbl"2+gbllxzbl*zb2+gb02%zb272) ) *
47 (1+gl0*xzbl+g01lxzb24+4g20xzbl”"24+gllxzbl*zb2+q02x2zb2"2) —
48 (p00+p10%zbl+p01lxzb2+p20xzb1"2+pllxzbl+zb2+p02+x2zb2"2) ;
49
50 cEinsetzen des Defintionsbereiches in f(x)
51 ((paOO+palO*Ix+paOl*Iy+pa20*power(Ix 2)+pallxIxxIy+.
52 pal2xpower (Iy,2)+Ia)/. ..
53 (1+galO*Ix+gallxIy+ga20+xpower (Ix,2)+qall«IxxIy+gal2+«power (Iy,2))+. ..
54 (pb00+pbl0*Ix+pb0l+Iy+pb20+power (Ix,2) +pbllxIx*Iy+. ..
55 pb02xpower (Iy,2)+Ib) /...
56 (1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20xpower (Ix,2) +gqbll«IxxIy+gb02+power (Iy,2))) *. ..
57 (1+gl0xIx+g0lxIy+g20+power (Ix,2)+gll«Ix+«Iy+g02+power (Iy,2))—
58 (p00+pl0*Ix+p0lxIy+p20xpower (Ix,2) +pll*«IxxIy+p02+power (Iy,2));
59
60 tzen des Fehlerintervall ittel lopes erster Or
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I2=f
I3=f

I4=f

I5=1i

elseif (o

fza=

fzb=

I1=(

I2=f
I3=f
I4=f
I5=1i

elseif (o

fza=

fzb=

za+[sal0zatsalOzaxIx+sallza*xIy,sb00zatsb0lzaxIy]*[Ix—zal;Iy—za2];
zb+[sal00zb+salOzb*Ix+sallzb*xIy,sb00zb+sb0lzbxIy]*[Ix—zbl; Iy—zb2];

za+ (fzazb+ [Ix—zbl; Iy—zb2] '+ [sllza,sl2za;s2lza,s22za]) *[Ix—zal; Iy—za2];

ntersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,1I4));
peration==2)

(pa00+palOxzal+pallxzal2+pa20+zal”2+pall+zal+za2+pal2xza2”2+Ia)/
l+galOxzal+galOlxza2+gaz20xzal”2+gall+zalxza2+qal2+za2"2)—
pb00+pbl0+zal+pb0lxzal+pb20+zal”2+pbll+zal+zal2+pb02xza2”2+Ib) /
1+gblO0xzal+gb0lxza2+gb20xzal”2+gbllxzal*za2+gb02xza2"2))
1+gl0xzal+g0lxza2+g20xzal”2+gllxzal+za2+q02xza2"2)—
p00+pl0*zal+pO0l+xza2+p20xzal”2+pllrxzal*za2+p02+xza2"2);

(pal00+pallxzbl+pallxzb2+pa20*zbl*2+pallxzbl+zb2+pal2+zb2”2+Ia)/
1+galOxzbl+galOl+xzb2+gaz20xzbl”2+gall+zblxzb2+qal2+zb2"2) —
pb00+pbl0+zbl+pb01lxzb2+pb20xzbl”"2+pbllxzbl+zb2+pb02xzb272+Ib) /
1+gbl0*zbl+gb01+zb2+gb20xzbl"2+gbll*zbl*zb2+qb02+zb2°2)) *
1+gl0xzbl+g01lxzb2+g20%xzbl"2+gll+xzbl*zb2+q02+2zb272) —
P00+pl0xzbl+p01l*zb2+p20xzbl"24+4pllxzbl*xzb24+4p02x2zb2"2) ;

(pal00+pall*Ixt+tpall+Iytpaz20+power (Ix,2)+pallxIx*Iy+

palO2+power (Iy,2)+Ia)/

(1+galO0*Ix+gall+Iy+ga20+power (Ix,2)+gqall*xIxxIy+gal2+power (Iy,2))—
(pb00+pbl0*Ix+pb0l*Iy+tpb20+power (Ix,2) +pbllxIx*Iy+

pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0*Ix+gb01l+xIy+gb20xpower (Ix,2) +qbll*«IxxIy+gqb02+power (Iy,2))) *
(1+gl0xIx+g0lxIy+g20*power (Ix,2)+gll+Ix*Iy+g02+«power (Iy,2))—
(p00+pl0xIx+p0l*Iy+p20xpower (Ix,2)+pll*xIx*xIy+p02xpower (Iy,2));

za+[salO0zatsalOzaxIxt+tsallza*xIy,sb00zatsb0lzaxIy]*[Ix—zal;Iy—za2];
zb+[sa00zb+salOzb*Ix+sallzb*Iy,sb00zb+sb0lzb*Iy]*[Ix—zbl; Iy—zb2];
za+ (fzazb+ [Ix—zbl; Iy—zb2] '+ [sllza,sl2za;s2lza,s22za]l)*[Ix—zal; Iy—za2];

ntersect (intersect (I1,I2), intersect (I3,1I4));
peration==3)

((pal00+pallxzal+pallxzal2+pal20+zal*2+pallxzalrzal2+pal2+za2”2+Ia)/
(1+galOxzal+gaOlxza2+gaz20+«zal”2+gall+zalxza2+gqal2*xza2”2) *
(pb00+pbl0*zal+pb0lxza2+pb20+xzal”2+pbll+rzal+za2+pb02xza2”2+Ib) /
(1+gbl0*zal+gb0lxza2+gb20xzal”2+gbllxzal*za2+gb02+za272)) *
(1+gl0*xzal+qg0lxza2+g20xzal”2+gllxzalxza2+q02xza2”™2)—
(p00+pl0*zal+p0lxza2+p20xzal”2+pllrzal+za2+p02+xza2”™2);

((pa00+palO*zbl+pallxzb2+pa20+zbl 2+pall*zblxzb2+pald2+zb2”2+Ia)/
(1+galOxzbl+gallxzb2+ga20+xzbl”2+gall+zblxzb2+qal02+zb2"2) *
(pb00+pbl0+zbl+pb01lxzb2+pb20+zbl"2+pbll+zbl+zb2+pb02xzb272+1Ib) /
(1+gbl0*zbl+gb0l*xzb2+gb20xzbl"2+gbll+zbl*xzb2+gb02%zb272) ) *
(1+gl0xzbl+g01lxzb2+g20xzbl"2+gllxzblxzb2+q02+2b2°2) —
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115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162

164
165
166
167

I1=(

I2=f
I3=f
I4=f

I5=i

(p00+p1l0xzbl+p01l*zb2+p20xzbl"2+pllxzbl*zb2+p02x2zb2"2) ;

(pa00+pallxIx+pallxIyt+pa20*power (Ix,2)+pall+IxxIy+

palO2+power (Iy,2)+Ia)/

(1+galO0*Ix+gallxIy+ga20+power (Ix,2)+gall+xIxxIy+gal2+power (Iy,2)) *
(pb00+pbl0xIx+pb0lxIy+pb20*power (Ix,2)+pbll+IxxIy+

pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+power (Ix,2) +gqbll+«IxxIy+gb02+power (Iy,2))) *
(1+glO0xIx+g0l*xIy+g20xpower (Ix,2) +gllxIx*xIy+gO02xpower (Iy,2))—
(p00+p10*Ix+p0l+xIy+p20+power (Ix,2)+pll*«IxxIy+p02+power (Iy,2));

za+t[sal0zatsalOzaxIxt+tsallza*xIy,sb00zatsb0lzaxIy]*[Ix—zal;Iy—za2];
zb+[sal00zb+salOzbxIx+sallzb*Iy, sb00zb+sb0lzbxIy]*[Ix—zbl; Iy—zb2];
za+ (fzazb+ [Ix—zbl; Iy—zb2] '+ [sllza,sl2za;s21lza,s22za]) *[Ix—zal; Iy—za2];

ntersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,1I4));

elseif (operation==4)

end;

fza=

fzb=

I1=¢(

I2=f
I3=f
I4=f

I5=1i

(pa00+palOxzal+pallxzal2+pa20+zal”2+pall+zal+za2+pal2xza2”2+Ia)/
l+galOxzal+gaOlxza2+ga20+xzal”2+gqallxrzal+za2+qal02xza2"2)/
pb00+pbl0+zal+pb0lxzal+pb20+zal”2+pbll+zal+zal2+pb02xza2”2+Ib) /
1+gblO0xzal+gb0lxza2+gb20xzal”2+gbllxzal*za2+gb02xza2"2))
1+gl0xzal+g0lxza2+g20xzal”2+gllxzal+za2+q02xza2"2)—
p00+pl0*zal+pO0l+xza2+p20xzal”2+pllrxzal*za2+p02+xza2"2);

(pal00+pallxzbl+pallxzb2+pa20+zbl”*2+pallxzbl+zb2+pal2+zb2”2+Ia)/
1+galO+zbl+gall+zb2+qa20+zbl”2+gallxzblxzb2+gal2xzb272) /
pb00+pbl0+zbl+pb01lxzb2+pb20xzbl”"2+pbllxzbl+zb2+pb02xzb272+Ib) /
1+gbl0*zbl+gb01xzb2+gb20xzbl1"2+gbll*zbl*zb2+qgb02+zb272)) *
1+gl0xzbl+g01lxzb2+g20xzbl"2+gll+xzbl*zb2+q02+2zb272) —
p00+pl0xzbl+p01l*zb2+p20xzbl"24+4pllxzbl*xzb2+p02x2zb2"2) ;

(pal00+pall*Ixt+tpall+Iytpaz20+power (Ix,2)+pallxIx*Iy+

palO2+power (Iy,2)+Ia)/

(1+galO*Ix+gal0lxIy+ga20+power (Ix,2)+gall*Ix*«Iy+galO2+power (Iy,2))/
(pb00+pbl0*Ix+pb0l*Iy+pb20+power (Ix,2) +pbllxIx*Iy+

pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0*Ix+gb01lxIy+gb20+xpower (Ix,2) +qbll*«IxxIy+gqb02+power (Iy,2))) *
(1+gl0xIx+g0lxIy+g20*power (Ix,2)+gll+Ix*xIy+g02+«power (Iy,2))—
(p00+pl0*Ix+p0lxIy+p20*xpower (Ix,2) +pll+«IxxIy+p02+power (Iy,2));

zat[salO0zatsalOzaxIxt+tsallza*xIy,sb00zatsb0lzaxIy]*[Ix—zal;Iy—za2];
zb+[sal00zb+salOzb*Ix+sallzb*Iy, sb00zb+sb0lzb*Iy]*[Ix—zbl; Iy—zb2];
za+ (fzazb+ [Ix—zbl; Iy—zb2] '+ [sllza,sl2za;s2lza,s22za])*[Ix—zal; Iy—za2];

ntersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,1I4));

u=inf_ (I5);
o=sup (I5);
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A.13 slope2.m

function [sa00,sal0,sal0l,sb00,sb01,s11,s12,s21,s22] =
slope2 (pa00,pall,pall,pa20,pall,pal2,gall0,ga0l,ga20,g9all,gqal2, I4a,
pb00,pbl0, pb01, pb20,pbll, pb02,gbl0,gb01, gb20,gbll, gb02, Ib,
p00,p10,p01,p20,p1l1,p02,910,901,920,gll,g02, operation,
zal,za2,zbl, zb2,Ixu,Ixo, Iyu, Iyo)

Ix=infsup (Ixu, Ix0);
Iy=infsup (Iyu, Iyo);

[pazaal0,pazaall,pazaall,pazab00,pazab0l,pazall,pazal2,paza2l,paza22]=
slopepoly2 (pa00,pall,pall,pa20,pall,pal2,zal,za2);

[gazaa00,gazaall,gazaall, gazab00,gazab0l,gazall,gazal2,gaza2l,gazaz2]=
slopepoly2(l,gal0,qa0l,ga20,gall,ga02,zal, za2);

[gazba00,gazbal0,gazball, gazbb00, gazbb01l,gazbll, gazbl2,gazb2l,gazb22]=
slopepoly2(1l,gal0,ga0l,ga20,gall,qa02, zbl, zb2);

[pbzaal0,pbzaalld, pbzaall, pbzab00, pbzab0l, pbzall,pbzal2, pbza2l, pbza22]=
slopepoly2 (pb00,pbl0, pb0l, pb20,pbll, pb02, zal, za2);

[pbzbal0, pbzball, pbzball, pbzbb00, pbzbb01l,pbzbll, pbzbl2, pbzb2l, pbzb22]=
slopepoly?2 (pb00,pbl0, pb01,pb20,pbll,pb02, zbl, zb2) ;

[gbzaal00,gbzaall,gbzaall, gbzab00,gbzab01l,gbzall, gbzal2,gbza2l, gbzaz2]=
slopepoly2 (1,gbl0,gb0l,gb20,gbll,gb02,zal, za2);

[gbzbal0, gbzball, gbzball, gbzbb00, gbzbb01, gbzbll, gbzbl2, gbzb21l, gbzb22]=
slopepoly2 (1,gbl0,gb0l, gb20,gbll, gb02, zbl, zb2);

[pzaal00,pzaall,pzaall, pzab00,pzab0l,pzall,pzal2,pza2l,pza22]=
slopepoly2 (p00,p10,p01,p20,p11,p02,zal, za2);

[gzaa00,gzaal0,gzaall, gzab00,gzab0l,gzall,gzal2,gza2l,gzaz22]=
slopepoly2(1,9ql0,g01,920,9l1l1,g02,zal,za2);

[gzba00,gzbal0l, gzba0l, gzbb00, gzbb01,gzbll, gzbl2, gzb21l, gzb22]=
slopepoly2(1,gl0,901,920,gll,g02, zbl, zb2) ;

ha= (pa00+palO*zal+pallrzal2+pa20«zal”2+pall+zal*za2+pal2+za2”2+Ia)/
(l+galOxzal+galOl*za2+gaz20xzal”2+gallrxzalxza2+gqal2xza2"2);

hb= (pb00+pbl0*zal+pb0lxzal2+pb20+zal”2+pbll+zal*zal2+pb02+xza2”°2+Ib) /
(1+gbl0*zal+gb0l*za2+gb20+zal”2+gbll*zalxza2+qb02xza2"2);

pagqaal0= (pazaal00— (ha) *xgazaal0) / (1+gqal0+Ix+gall*Iy+ga20+power (Ix,2) +
gall*IxxIy+ga02+power (Iy,2));

pagaalOl= (pazaalO— (ha) xrgazaall)/ (1+gqal0+Ix+gal0l+Iy+ga20+power (Ix,2)+
qallxIxxIyt+tgaO2*power (Iy,2));

pagaall=(pazaall—(ha) *rgazaall)/ (1+galO+xIx+gall+Iy+ga20+power (Ix,2)+
gallxIxxIy+gaO2«power (Iy,2));

pagqab00= (pazab00— (ha) *gazab00) / (1+qal0+Ix+gall+Iy+ga20+power (Ix,2) +
gall*Ix*xIy+gaO2+power (Iy,2));

pagab0l=(pazab0l— (ha) xgazab01l)/ (1+qal0+Ix+gall+Iy+ga20+power (Ix,2)+
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51 gall*IxxIy+gaO2+power (Iy,2));

52
53 <%Berechnen der Koe enter e e

54 $Svon pb/gb an der Stelle za, anhand bekannter Rechenregeln flir Slopes

55 pbgbal0=(pbzaal00— (hb) xgqbzaa00) / (1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+power (Ix,2)+. . .
56 gbll*xIxxIy+gb02*power (Iy,2));

57 pbgball=(pbzaall— (hb) xgbzaall)/ (1+gbl0*Ix+gb0l+Iy+gb20+power (Ix,2)+. ..
58 gbll*Ix*xIy+gb02+power (Iy,2));

50 pbgball=(pbzaall—(hb)xgqbzaall)/ (1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+power (Ix,2)+. ..
60 gbll*Ix*Iy+gb02+power (Iy,2));

61 pbgbb00=(pbzab00— (hb) xgqbzab00) / (1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+power (Ix,2)+. ..
62 gbll*xIxxIy+gb02*power (Iy,2));

63 pbgbbl0l=(pbzab0l— (hb) *xgbzab01l)/ (1+gbl0*Ix+gb0l*Iy+gb20+power (Ix,2)+. ..
64 gbll*Ix*xIy+gb02+power (Iy,2));

65

66 r I

67 <Svon pb/ql n der Stelle zb, anl bekannter Re egeln filir Slopes

68 pbgbzbal0= (pbzbald0— (hb) *gbzba00) / (1+gqbl0+Ix+gb0l+Iy+gb20*power (Ix,2)+. ..
69 gbll*Ix*Iy+gb02+power (Iy,2));

70 pbgbzball= (pbzball— (hb) *gbzball) / (1+gqbl0*Ix+gb0l*«Iy+gb20*power (Ix,2)+. ..
71 gbll*xIxxIy+gb02*power (Iy,2));

72 pbgbzball= (pbzball— (hb) *gbzball)/ (1+gbl0+Ix+gb0l*Iy+gb20*power (Ix,2)+. ..
73 gbll*Ix*xIy+gb02*power (Iy,2));

74 pbgbzbb00= (pbzbb00— (hb) *gbzbb00) / (1+gqbl0*Ix+gb0l+Iy+gb20*power (Ix,2)+. ..
75 gbll*Ix*Iy+gb02+power (Iy,2));

76 pbgbzbb0l= (pbzbb0l— (hb) xgbzbb01l) / (1+gbl0*Ix+gqb0lxIy+gb20+power (Ix,2)+. ..
77 gbll*xIxxIy+gb02*power (Iy,2));

78

79

80 hbzb= (pb00+pbl0+zbl+pb0l+zb2+pb20+zbl"2+pbllxzblxzb2+pb02x2zb2"2+Ib) /. ..
81 (1+gbl0*zbl+gb01lxzb2+gb20xzbl"2+gbllxzbl*xzb2+gb02%zb2"2) ;

82

83 ne Koeffiziente e weiter (

84 Svon pa/qalza,zb,x]

85 pagazsll=(pazall—(ha)*gazall+(gazbalOO+gazbalOxIx+gazbalOlxIy) *...

86 ((gazaal0+gazaalO+zbl+gazaallxzb2) xha— (pazaalO0+pazaalO+zbl+pazaallxzb2)) /. ..
87 (1+galOxzbl+gall*zb2+ga20+zbl 2+gall*zbl*zb2+qal2xzb2°2)) /...

88 (1+galO0*Ix+gal0l+«Iy+ga20xpower (Ix,2)+gallxIxxIy+gal2+power (Iy,2));

89

90 padgazsl2=(pazal2—(ha)*gazal2+ (gazbalOO0+gazbalOxIx+gazball+Iy)*. ..

91 ((gazab00+gazab01l+zb2) xha— (pazab00+pazab0lxzb2)) /...

92 (1+galO0xzbl+gallxzb2+ga20+zbl”2+gall+zblxzb2+gal2+xzb272)) /...

93 (1+gal0*Ix+gal0l+Iy+ga20+power (Ix,2)+gall+xIx+Iy+gal2+power (Iy,2));

94

95 pagazs2l=(paza2l—(ha)+*gaza2l+ (gazbb00+gazbb0lxIy)*...

96 ((gazaalO0+gazaalO*zbl+gazaall*zb2) xha—. ..

97 (pazaal0+pazaallxzbl+pazaall*zb2)) /...

98 (1+galOxzbl+gallxzb2+ga20+zbl”2+gall+zblxzb2+gal2+xzb272)) /...

99 (1+gal0*Ix+gal0l+Iy+ga20+power (Ix,2)+gall+xIx+xIy+gal2+power (Iy,2));

100

101 paga2s22=(paza22—(ha)*gaza22+ (qazbb00+gazbb0lxIy) ...

102 ((gazab00+gazab01l+zb2) xha— (pazab00+pazab0l+zb2)) /...

103 (1+gqal0xzbl+gqall+zb2+ga20xzbl”2+gallxzblxzb2+qal2+zb272)) /. ..

104 (1+gal0*Ix+galOl«Iy+ga20+power (Ix,2)+gallxIxxIy+gqal2+power (Iy,2));
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pbgb2sll=(pbzall— (hb) xgbzall+ (gbzbalOO+gbzbalOxIx+gbzball+Iy) *. ..
((gbzaal00+gbzaall*zbl+gbzaal0lxzb2) xhb—. ..
(pbzaal00+pbzaall+zbl+pbzaall+zb2)) /...
(1+gb10xzbl+gb01lxzb2+qb20xzbl"~2+gbll*zbl*zb2+gqb02*zb272)) /...
(

b

1+gbl0*Ix+gb0l*xIy+gb20xpower (Ix,2) +gbllxIx*xIy+gb02xpower (Iy, 2

pbgb2sl12=(pbzal2— (hb) xgbzal2+ (gbzbalOO0+gbzbalOxIx+gbzball+Iy) *. ..
((gbzab00+gbzab01l+zb2) «hb— (pbzab00+pbzab01l+zb2)) /. ..
(1+gbl10*zbl+gb01l*zb2+gb20*zbl"2+gbll*zblxzb2+qb02xzb272)) /...

(1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+power (Ix,2) +gbllxIxxIy+gb02xpower (Iy, 2

pbagb2s21=(pbza2l— (hb) xgbza2l+ (gbzbb00+gbzbb01lxIy) *. ..
((gbzaal00+gbzaall*zbl+gbzaal0lxzb2) xhb—. ..
(pbzaal00+pbzaallxzbl+pbzaall*zb2)) /...
(1+gbl10*zbl+gb01*zb2+gb20+zbl"2+gbll*zblxzb2+qb02xzb272)) /...
(

1+gbl0xIx+gb0lxIy+gb20*power (Ix,2)+gbll*«IxxIy+gb02+power (Iy, 2

pbgb2s22=(pbza22— (hb) xgbza22+ (gbzbal00+gbzbal0xIx+gbzballxIy) *. . .
((gbzab00+gbzab01+zb2) xhb— (pbzab00+pbzab0l+zb2)) /...
(1+gbl0xzbl+gb01l+zb2+gb20xzbl"2+gbllxzblxzb2+qb02%2zb272)) /. ..

(1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+power (Ix,2) +gbllxIxxIy+gb02+power (Iy, 2

)) i

)) i

)) i

)) i

if (operation==1)
a00=pagaal00+pbgball;
alO=pagaalO+pbgball;
all=pagaall+pbgball;
b00=pagab00+pbgbb00;
b0l=pagab0l+pbgbbll;

c00=a00* (1+gl0*xIx+g0l*Iy+g20+power (Ix,2) +gqllxIxxIy+g02xpower (Iy,2))+. ..

(ha+hb) xgzaa00;

cl0=al0x (1+glO0*xIx+g0l*Iy+g20+power (Ix,2) +gqllxIxxIy+g02+xpower (Iy,2))+. ..

(ha+hb) xgzaal0;

c01=a0lx (1+gl0*xIx+g0l*«Iy+g20+power (Ix,2)+gqllxIxxIy+g02xpower (Iy,2))+...

(ha+hb) xgzaall;

d00=b00* (1+glO0*Ix+g0lxIy+g20xpower (Ix,2)+qll+«IxxIy+gO02+power (Iy,2))+...

(ha+hb) xgzab00;

d01=b01lx (1+glO0*Ix+g0lxIy+g20+xpower (Ix,2)+qll+«IxxIy+g02+power (Iy,2))+...

(ha+hb) xgzab01;

sa00=c00—pzaal0;
sal0=cl0—pzaal0;
sa0l=c0l-pzaall;
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159 sb00=d00—pzab00;

160 sb01=d01—pzab01;

161

162

163 E(1l,1)=paga2sll+pbgb2sll;
164 E(1,2)=paga2sl2+pbgb2sl2;
165 E(2,1)=paga2s2l+pbgb2s2l;
166 E(2,2)=paga2s22+pbgb2s22;
167

168

169

170 E=E* (1+gl0xIx+g0l+xIy+g20xpower (Ix,2)+qll«IxxIy+g02xpower (Iy,2))+

(

171 (ha+hb) *[gzall,gzal2;gza2l,gqza22]+

172 [a00+al0*zbl+a0lxzb2,b00+b01xzb2] " *
[

173 qzba00+gzbalOxIx+gzballxIy, gzbb00+gzbb0lxIy];
174

175 E=E—[pzall,pzal2;pza2l,pza22];

176

177 sl1=E(1,1);

178 sl2=E(1,2);

179 s21=E(2,1);

180 s22=E(2,2);

181
182 elseif (operation==2)

183
184

185 a00=pagaal00—pbgball;

186 alO=pagaalO—pbgball;

187 all=pagaal0l—pbgball;

188 b00=pagab00—pbgbb00;

189 b0l=pagab0l—pbgbbll;

190

191

192 c00=a00x* (1+gl0*xIx+g0l*Iy+g20+power (Ix,2) +gqllxIxxIy+gq02+power (Iy,2) )+
193 (ha—hb) xgzaa00;

194 cl0=al0x (1+gl0*xIx+g0l*Iy+g20+power (Ix,2)+gqll+xIxxIy+g02+power (Iy,2))+
195 (ha—hb) xgzaal0;

196 c01=a0lx (1+gl0*xIx+g0l*Iy+g20+power (Ix,2)+gqllxIxxIy+g02*xpower (Iy,2))+
197 (ha—hb) *gzaall;

198 d00=b00* (1+glO0*Ix+g0lxIy+g20*power (Ix,2)+gqll«IxxIy+g02+power (Iy,2))+
199 (ha—hb) xgzab00;

200 d01=b01lx (1+gl0*Ix+g0lxIy+g20+power (Ix,2)+gll«IxxIy+g02+power (Iy,2))+
201 (ha—hb) xgzab01;

202

203

204 sa00=c00—pzaal0;

205 salO=cl0—pzaal0;

206 sa0l=c0l-pzaall;

207 sb00=d00—pzab00;

208 sb01=d01—pzab01;

209

210 E=zeros (2);

211 E(1,1)=pagaz2sll-pbgb2sll;

212 E(1,2)=paga2sl2—pbgb2sl2;
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E(2,1)=paga2s2l—-pbgb2s21;
E(2,2)=paga2s22—pbgb2s22;

E=E* (1+gl0xIx+g0l+«Iy+g20xpower (Ix,2)+qll«IxxIy+g02xpower (Iy,2))+
(ha—hb) x [gzall,gzal2;qgza2l,gza22]+
[a00+al0*zbl+a0l*xzb2,b00+b01xzb2] " *

[

qzba00+gzbalOxIx+gzbal0lxIy, gzbb00+gzbb0lxIy];

E=E—([pzall,pzal2;pza2l,pza22];

elseif (operation==3)

a00=pagaal0* (pb00+pbl0*Ix+pb0lxIy+pb20xpower (Ix,2) +pbll+IxxIy+
pb02+power (Iy,2)+Ib)/ (1+gbl0xIx+gb0l+Iy+gb20+power (Ix,2)+
gbllxIx*Iy+gb02xpower (Iy,2))tha*xpbgball;

alO=pagaalOx (pb00+pbl0*Ix+pb0lxIy+pb20xpower (Ix,2) +pbll+IxxIy+
pb02+power (Iy,2)+Ib)/ (1+gqbl0xIx+gb0l+Iy+gb20+power (Ix,2)+
gbllxIx*Iy+gb02xpower (Iy,2))tha*pbgball;

all=pagaall* (pb00+pbl0*Ix+pb0lxIy+pb20xpower (Ix,2) +pbll+IxxIy+
pb02+power (Iy,2)+Ib)/ (1+gbl0xIx+gb0l+Iy+gb20+power (Ix,2)+
gbllxIx*Iy+gb02xpower (Iy,2))tha*pbgball;

b00=pagqab00* (pb00+pbl0*xIx+pb0lxIy+pb20*power (Ix, 2) +pbll+Ix*xIy+
pb02+power (Iy,2)+Ib)/ (1+gbl0xIx+gb0l+«Iy+gb20+power (Ix,2)+
gbllxIx*Iy+gb02xpower (Iy,2))tha*pbgbb00;

b0l=pagab0lx (pb00+pbl0*xIx+pb0lxIy+pb20+power (Ix, 2) +pbll+Ix*xIy+
pb02+power (Iy,2)+Ib)/ (l+gbl0+Ix+gqb0lxIy+gb20+power (Ix,2)+
gbll+«IxxIy+gb02+power (Iy,2))+haxpbgbb0l;

c00=a00x* (1+gl0*xIx+g0l*Iy+g20+power (Ix,2)+gqll+xIxxIy+g02+power (Iy,2))+
(haxhb) xgzaa00;

cl0=al0x (1+gl0*Ix+g0l*Iy+g20+power (Ix,2)+gqllxIxxIy+g02*xpower (Iy,2))+
(haxhb) xgzaalO;

c01=a0lx (1+gl0*xIx+g0l*Iy+g20+power (Ix,2)+gqllxIxxIy+g02+power (Iy,2) )+
(haxhb) xgzaall;

d00=b00* (1+gl0*Ix+g0l+xIy+g20+power (Ix,2)+gll+«Ix*xIy+g02+power (Iy,2))+
(haxhb) xgqzab00;

d01=b01lx (1+glO0*Ix+q0l+Iy+g20xpower (Ix,2)+gll«IxxIy+g02+«power (Iy,2))+
(haxhb) xgzab01;

sa00=c00—pzaall;
salO=cl0—pzaal0;
sal0l=c0l-pzaall;
sb00=d00—pzab00;
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sb01=d01—pzab01;

E=zeros(2);

E=E+[paga2sll,paga2sl2;paga2s2l,paqal2s22]* (pb00+pbl0xIx+pb0lxIy+
pb20*power (Ix,2) +pbll+Ix+Iy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0xIx+gb0l*xIy+gb20*power (Ix,2)+gbllxIxxIy+gb02*power (Iy,2))+
[pbgb2s1l, pbgb2s12;pbgb2s21, pbgb2s22] xha+
[pagaalO0+pagaalO+zbl+pagaall*zb2,pagqab00+pagqab0lxzb2] ' *
[pbgbal0+pbgbal0xIx+pbgball*Iy, pbgbb00+pbgbb0lxIy];

E=Ex (1+gl0*Ix+q0l*Iy+g20+power (Ix,2)+qllxIx+xIy+q02+power (Iy,2))+
(ha—hb) x [gzall,gzal2;gza2l,gza22]+
[a00+al0*xzbl+a0lxzb2,b00+b01l*xzb2] ' *
[gzbal00+gzbalO*Ix+gzballxIy, gzbb00+gzbb0l*Iy];

E=E—[pzall,pzal2;pza2l,pza22];

sll=E(1,1);
sl2=E(1,2);
s21=E(2,1);
s22=E(2,2);

elseif (operation==4)

a00=(pagaa00— (ha/hb) *pbgbal0) /
( (pb00+pbl0*xIx+pb0l*Iy+pb20+power (Ix, 2)+
pbll*xIx*Iy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+xpower (Ix,2) +qbll+xIxxIy+gb02+power (Iy,2)));
al0=(pagaalO— (ha/hb) *pbgball) /
((pb00+pbl0*xIx+pb0l*xIy+pb20+power (Ix,2)+
pbll+«IxxIy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+power (Ix,2) +gqbll+«IxxIy+gb02+power (Iy,2)));
a0l=(pagaal0l— (ha/hb) *pbgball) /
((pb00+pbl0*xIx+pb0l*Iy+pb20+power (Ix, 2) +
pbll+«IxxIy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0+Ix+gb0lxIy+gb20+xpower (Ix,2) +gbll+«IxxIy+gb02+power (Iy,2)));
b00= (pagab00— (ha/hb) xpbgbb00) /
( (pb00+pbl0*Ix+pb0l*Iy+pb20+power (Ix, 2)+
pbll*xIx*Iy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+xpower (Ix,2) +gqbll*xIxxIy+gb02+power (Iy,2)));
b01l=(pagab0l— (ha/hb) xpbgbb0l) /
((pb00+pbl0*xIx+pb0l*xIy+pb20+power (Ix,2)+
pbll+«IxxIy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+xpower (Ix,2) +gqbll«IxxIy+gb02+power (Iy,2)));
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end;

c00=a00* (1+gl0*xIx+g0l*Iy+g20+power (Ix,2) +gqllxIxxIy+g02+xpower (Iy,2) )+
(haxhb) xgzaal0;

cl0=al0x (1+glO0*xIx+g0l*Iy+g20+power (Ix,2) +gqllxIxxIy+gq02+power (Iy,2))+
(haxhb) xgzaal0;

c01=a0lx (1+glO0xIx+q0l*xIy+g20xpower (Ix,2)+gll*xIx*xIy+g02xpower (Iy,2))+
(haxhb) xgzaall;

d00=b00* (1+glO0*Ix+qg0lxIy+g20xpower (Ix,2)+gll«IxxIy+g02+power (Iy,2))+
(haxhb) xgzab00;

d01=b01lx (1+glO0*Ix+g0lxIy+g20*xpower (Ix,2)+qll«IxxIy+qg02+power (Iy,2))+
(haxhb) xgzab01;

sa00=c00—pzaalol;
salO=cl0—pzaal0;
sa0l=c0l-pzaall;
sb00=d00—pzab00;
sb01=d01-pzab01;

E=zeros (2);
E=E+ ([paga2sll,paga2sl2;paga2s2l,paga2s22]— (ha/hb) %
[pbgb2s1l, pbgb2s12;pbgb2s21, pbgb2s22]+
[pbgbzbal0+pbgbzbal 0xIx+pbgbzballxIy, pbgbzbb00+pbgbzbb0lxIy] '*
([pbgbal0+pbgball*zbl+pbgball*zb2, pbgbb00+pbgbb0l+zb2] * (ha/hb)—
[pagaal0+pagaallrzbl+pagaall+zb2, pagab00+pagab0lxzb2]) /
( hbzb))/
((pb00+pbl0*Ix+pb0lxIy+pb20*power (Ix,2)+
pbll*xIx*Iy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+xpower (Ix,2) +gqbll+xIxxIy+gb02+power (Iy,2)));

E=Ex (1+gl0*xIx+g0l*Iy+g20+power (Ix,2) +qllxIx+Iy+g02xpower (Iy,2))+
(ha—hb) x[gzall,gzal2;gza2l,gza22]+
[a00+al0*zbl+a0l+xzb2,b00+b01xzb2] "' *
[gzbal00+gzbalOxIx+gzballxIy, gzbb00+gzbb01lxIy];

E=E—[pzall,pzal2;pza2l,pza22];

A.14 slopepoly2.m

function [sa00,sal0,sal0l,sb00,sb01,s11,s12,s21,s22]=

slopepoly2 (e00,e10,e01,e20,e11,e02,21,22)
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sa00=el0+e20*z1;
sal0=e20;

sall=ell;
sb00=e01+e02%z2+ellxzl;
sb01=e02;

sll=e20;
s12=0;

s21l=ell;
s22=e02;

A.15 zweiDfehler.m

function [u,o0] = zweiDfehler

(pa00,pall,pall,pa20,pall,pad2,gal0,gall,ga20,g9gall,gal2,ua, 0a,operation,

pb00, pbl0, pb0l, pb20,pbll, pb02, gbl0,gb01, gb20,gbll, gb02, ub, ob,
p00,p10,p01,p20,p11,p02,910,901,920,gll,q02,Ixu, Ixo,Iyu,Iyo)

Ixu, Ix0);
Iyu, Iyo);
ua,oa);
ub, ob) ;

Ix=infsup
Iy=infsup
Ia=infsup
Ib=infsup

if (operation==1)

Il=((pal00+palO*Ix+pallxIy+pa20xpower (Ix,2)+
pallxIx*Iy+paO2xpower (Iy,2)+Ia)/
(1+galO0xIx+gall*xIy+ga20«power (Ix,2)+gall«IxxIy+ga02+power (Iy,2))+
(pb00+pbl0*Ix+pb0l*Iy+pb20+power (Ix,2) +
pbll*xIx*Iy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0*Ix+gb0l1+xIy+gb20+xpower (IxX,2) +qbll*«IxxIy+gqb02+power (Iy,2)) ) *
(1+gl0xIx+g0lxIy+g20*power (Ix,2)+gll+Ix*xIy+g02+«power (Iy,2))—
(p00+pl0xIx+p0l*Iy+p20xpower (Ix,2)+tpllxIx*Iy+p02xpower (Iy,2));

elseif (operation==2)

I1=((pal0+pal0xIx+pall+Iy+pa20+power (Ix,2)+
pall+«IxxIy+pal2+power (Iy,2)+Ia)/
(l+galOxIxtgall+xIy+gaz20*power (Ix,2)+tgall«IxxIy+tgal2+power (Iy,2))—
(pb00+pbl10*Ix+pb0l+Iy+pb20+power (Ix,2) +
pbll+«IxxIy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0xIx+gb0l*xIy+gb20*power (Ix,2)+gbll«IxxIy+gb02+power (Iy,2))) *
(1+gl0+Ix+g0l+xIy+g20*power (Ix,2)+qgll+Ix*Iy+g02+power (Iy,2))—
(p00+pl0*Ix+p0lxIy+p20xpower (Ix,2)+pll*«IxxIy+pO02+«power (Iy,2));

elseif (operation==3)
Il=((pal00+pall*Ix+pallxIy+pa20+«power (Ix,2)+

pall+«IxxIy+pal2+power (Iy,2)+Ia)/
(1+galO+Ix+gallxIy+ga20+power (Ix,2)+gall+xIxxIy+gal2+xpower (Iy,2)) *
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(pb00+pbl10xIx+pb0l+xIy+pb20+power (Ix,2)+

pbll*xIx*Iy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/

(1+gbl0xIx+gb0l*xIy+gb20*power (Ix,2)+gbll«IxxIy+gb02+power (Iy,2))) *
(1+gl10+Ix+g0l+xIy+g20+power (Ix,2)+qgll+Ix*Iy+g02+power (Iy,2))—
(p00+pl0*Ix+tp0lxIy+p20xpower (Ix,2) +pll*«IxxIy+p02+power (Iy,2));

elseif (operation==4)

I1l=((pal00+pall*Ix+pallxIy+pa20+«power (Ix,2)+
pallxIxxIy+pa02+power (Iy,2)+Ia)/
(1+galO0*Ix+gal0lxIy+ga20+power (Ix,2)+gall*«Ix*«Iy+galO2+power (Iy,2))/
(pb00+pbl0xIx+pb0lxIy+pb20*power (Ix,2)+
pbll*xIx*xIy+pb02+power (Iy,2)+Ib)/
(1+gbl0*Ix+gb0lxIy+gb20+xpower (Ix,2) +gqbll«IxxIy+gb02+power (Iy,2))) *
(1+glO0xIx+g0l*xIy+g20xpower (Ix,2) +gllxIx*xIy+g02xpower (Iy,2))—
(p00+p10*Ix+p0l+xIy+p20+power (Ix,2)+pll*IxxIy+p02+power (Iy,2));

end;

u=inf_ (I1);
o=sup (Il);

A.16 zweiDFehlerzerteilung.m

function [u,0] = zweiDFehlerzerteilung

(pa00,pall,paldl,pa20,pall,pad2,gqall0,gall,ga20,g9gall,gal02,ua, 0a,operation,

pb00,pbl0, pb01, pb20,pbll, pb02,gbl0,gb01l, gb20,gbll, gb02, ub, ob,
p00,p10,p01,p20,p11,p02,910,901,920,911,g02,Ixul, Ixol, Iyul,Iyol)

anzbox_x=5;

anzbox_y=5;

m=0;
kx=(Ixol—Ixul)/anzbox_x;
ky=(Iyol—Iyul)/anzbox_y;

for j=l:anzbox_y
for k=1l:anzbox_x
m=m+1;
Ixo(m)=Ixol—(k—1)xkx;
Iyo(m)=Iyol—(j—1)*ky;
Ixu(m)=Ixol—k*kx;
Iyu(m)=Iyol—ijxky;
end;
end;
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for (i=l:anzbox_yxanzbox_y)

[u(i),o(i)]l=zweiDfehlerslope
(pa00,pall,pall,pa20,pall,pal02,9al0,qall,ga20,gall,gal2,
ua,oa,operation,pb00,pbl0, pb0l,pb20,pbll, pb02,gblol,
gb01, gb20,gbll, gb02,ub, ob,p00,p10,p01,p20,pll,p02,
ql0,q01,g20,911,902,Ixu(i),Ixo(i),Iyu(i),Iyo(i));

end;

u=min (u) ;
o=max (0) ;

A.17 zweiDfehlermult.m

function [u,o0] = zweiDfehlermult
(pa00,pall,pall,pa20,pall,pad2,gal0,gall,ga20,g9gall,gal02,ua, 0a,operation,
pb00, pbl0, pb0l, pb20,pbll, pb02,gbl0,gb01, gb20,gbll, gb02, ub, ob,
p00,p10,p01,p20,p11,p02,910,9g01,920,9ll,g02, Ixu, Ixo, Iyu, Iyo)

Ix=infsup (Ixu, Ix0);
Iy=infsup (Iyu, Iyo);
Ta=infsup (ua,oa);
Ib=infsup (ub, ob) ;

[e00,e10,e01,e20,e11,e02,e30,e21,e12,e03,e40,e31,e22,el13,e04,
e50,e41,e32,e23,el14,e05,e60,e51,e42,e33,e24,el15,e06,
n00,n10,n01,n20,n11,n02,n30,n21,n12,n03,n40,n31,n22,n13,n04]=

zweidimausmultipl
(pal00+Ia,pall,pall,pa20,pall,pal2,qall,gall,ga20,gall,ga02,operation,
pb00+Ib,pbl0, pb01,pb20,pbll, pb02,gbl0, go0l,gb20,gbll, gbl02,
p00,p10,p01,p20,p11,p02,910,901,920,gll,g02) ;

I=(e00+el0*xIx+e0lxIy+te20*power (Ix,2)+ellxIxxIy+te02+power (Iy,2)+
e30xpower (Ix,3)te2lxpower (Ix,2) xIy+tel2xIxxpower (Iy,2)+
e03xpower (Iy, 3) ted0+power (Ix,4) +e3lxpower (Ix, 3) xIy+
ez2xpower (Ix,2) xpower (Iy,2)+tel3+«Ix*power (Iy,3)+eO4xpower (Iy, 4
e50xpower (Ix,5)tedlxpower (Ix,4) xIy+e32xpower (Ix, 3) xpower (Iy,2
e23xpower (Ix,2) xpower (Iy,3) teld«Ix*power (Iy,4)+e05+power (Ix,5
e60xpower (Ix, 6)teS5l+power (Ix,5) xIy+ted2+xpower (Ix, 4) xpower (Iy, 2
e33xpower (Ix, 3) xpower (Iy, 3) te24*power (Ix,2) xpower (Iy,4)+
el5xIxxpower (Iy,5)+e06+power (Iy,6))/
(n00+nl10*Ix+n0lxIy+n20xpower (Ix,2)+nll*«IxxIy+nO2«power (Iy,2)+
n30*power (Ix,3)+n2lxpower (Ix,2) xIy+nl2xIx*power (Iy,2)+n03«power (Iy,3)+
n40*power (Ix,4)+n31l+power (Ix, 3) xIy+tn22+xpower (Ix,2) xpower (Iy,2) +
nl3*Ixxpower (Iy, 3)+n04xpower (Iy,4));

)+
)+
)+
)+
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u=inf_(I);
o=sup (I);

A.18 zweidimausmultipl.m

function [e00,e10,e01,e20,el1l1,e02,e30,e21,e12,e03,e40,e31,e22,e13,e04,
e50,e41,e32,e23,el14,e05,e60,e51,e42,e33,e24,e15,e00,
n00,n10,n01,n20,n11,n02,n30,n21,n12,n03,n40,n31,n22,nl13,n04]=
zweidimausmultipl (a00,a10,a01,a20,al1ll1l,a02,b10,b01,b20,b11,b02,
operation,c00,c10,c01,c20,cl1,c02,d10,d01,d20,
di1,d02,y00,y10,y01,y20,vy11,y02,
z10,2z01,2z20,2z11,2z02)

if (operation==1)

e00=a00 + c00 — y00;
el0=al0 + bl0 %c00 + cl1l0 + a00 *xdl0 — bl0x y00 — d10x y00 — y10 +
a00* z10 + c00 =z10;
e01=a0l + b0l c00 + c01l + a00 »d01l — b0l xy00 — dO1l+ y00 — yO01 +
a00x z01 + c00 =xz01;
e20=a20 + b20 %xc00 + blOx cl0 + c20 + al0 %xd10 + a00 %*d20 — b20x y00 —
b10x d10*y00 — d20 *y00 — bl0* y10 — d10 xyl10 — y20 + alO* z10 +
b1l0 *c00x z10 + cl0xz1l0 + a00xdl0 xz1l0 + aOO0x z20 + c00%xz20;
ell=all + bll xc00 + bl0 xc0l + bO0lxcl0 + cll + al0 =d01 +
a0l %xd10 + a00x dll — bllx y00 — b10 »d0lx y00 — bO0lx dl0x y00 —
dllxy00— DblOxy0l — dl10% y0l — bOlx y10 — dO01 »yl0 — yll+alOxz01l+
b10* c00 %z01 + cl0 »z01 + a00 xdl0 =%z01 + aO0lx
z10 + 01 *c00% z10 + c01 *z10 + a00x dOl* z10 + a00 *zll + cO00% zl1l;
e02=a02 + b02%xc00 + b0l c01l + c02 + al0lx dO01 + a00%xd02 — b02xy00 —
b0lx d01 *y00 — d02 *y00 — b0l »y0l — d01% y01l —y02 + a0l »z01 +
b0l* c00 %z01 + c01 %z01 + a00 xd01 *z01l + a00 *z02 + c00 *z02;
e30=b20* cl1l0 + bl0 *c20 + a20 %d1l0 + alOx d20 — b20x d1l0x y00 —
bl0x d20 *y00 — b20x y10 — bl0Ox dl0 *yl0 — d20xy1l0 — bl0Oxy20 —dl0=*
v20 + a20% z10 + b20xc00+ z10 + b1l0 *clOxz1l0 + c20x z10 +
alO0x d10 *z1l0 + a00%d20 xz10 + al0 xz20 + bl0* c00 =z20 +
cl0 %xz20 + a00* d10x z20;
e21=b20x c01 + bllx cl0 + bl0 *cll + b01xc20 + a20 »d01 + allx d10 +
alO* dll + a0l %*d20 — b20% d0lx y00 — bll *dl0 »y00 — bl0 »dll*y00—
b0l *d20 *y00 — b20+y0l — bl0x dl0% y0l — d20xy0l — bll xyl0 —
bl0x dO01 *yl0 — bO0lx dlO0x y10 — dllxyl0 — blOx y11l — d10x yll —
b0l *y20 — d01lxy20 + a20x z01l + b20xc00%z01 + b1l0 *clOx z01 +
c20 %xz01 + al0 xd1l0xz01 +a00% d20x z01l + allx z1l0 + bllx c00x z1l0 +
10 xc01l %z10 + b0l xclO* z10 + cllx z10 + al0 =d0l* z1l0 +
a0l %xd10* z1l0 + a00 *dll xz10 + alOx z1ll + bl0 *cO0x
z11 + cl0x z1l1l + a00 xd1l0 %zll + a0l %z20 + bO0lx c00 %z20 +
c0l %xz20 + a00 =d01 %z20;
el2=bll *c0l + bl0 *c02 + b02%cl0 + b0l *cll + allx d01 + alOx d02 +
a02x d10 + a0l xdll — bll xd0lxy00 — bl0xd02xy00 — b02xd10*xy00 —
b0lx dll *y00 — bllx y01 — b10 *d01l xy0l — b0l dl0xy01l —
dllx y01l — bl0Ox y02 — d10x y02 — b02 xyl1l0 — b0l «d01l xyl0 —
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46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

d02x y10 — b0l »xyll — dO1lxyll + allxz01l + bll %cO0x z01l +
b1l0xc01xz01 + bO01lx cl0 %z01 + cllx z01l + al0 %xd01l »z01l +

a0l =d10 %z01 +

a00 xdl1lxz01 + al0 xz02 + bl0 xc00 =%z02 +

cl0 %xz02 + a00 *d10%z02 + a02xz10 + b02%xc00*z10 + bO01l*cO0l*z1l0 +
c02 xz10 + a0l %=d01x z10 + a00 %d02 *xz10 + aOl* z11l +

bO0l* cO00x z11l +

cO01l* z11 + a00 =d01 #*zl1l;

e03=b02 *c01 + b0l xc02 + a02 »d01l + a0l »d02 —b02 *»d0lx y00 —

b01l*x d02 xy00 —
d0l xy02 + al2x

b02 xy01l — b0l »d01l xy0l — d02 xy0l — b0l *y02 —
z01l + b02 %c00% z01l + bO0lx c0l xz01 + c02 »z01 +

a0l d01 *z01 +a00x d02% z01l + a0l *z02 + b01xc00%xz02 + c01lxz02+

a00 »d0l *z02;
e40=b20x c20 + a20«

d20 — b20 xd20* y00 — b20* dl0 »y1l0 —bl0xd20*yl0—

P20 *y20 — bl0xd1l0xy20 — d20+y20 + b20%cl0xz10 + b1l0xc20+ z1l0 +

az0x dl0* z1l0 +
bl0 *clOx z20 +

alOx d20x z10 + a20 %*z20 + b20 *c00 *z20 +
c20 xz20 + al0 =d10x z20 + a00x d20* z20;

e31=b20x cll + bll *c20 + a20 xdll + all *=d20 —

b20x dllx y00 —

bll*x d20x y00 — b20 »dl0 *y0l — bl0 %xd20 xy0l —

b20+d01 *yl0 — bll #d10% y10 — bl0 xdll +yl0 — b0l %d20+ yl0 —
P20 *y1ll — b1l0xd10* yl1l — d20 *yll — bll*x y20 — bl0 *xd01 *y20 —

b01lx d10 =*y20 —
a20x dl0x z01 +
bl10 *cll* z10 +
dllx z10 + aO0lx
c20x z11 + alOx
b10* c01 *=z20 +
a0l %xd10* z20 +

dll *y20 + b20% clOx z01l + bl0Ox c20 =%z01 +

al0 xd20x z01 + b20 %c0l %z1l0 + bll %clOx z10 +

b0l *c20%xz10 + a20%d01l* z10 + all*dl0 xz10 + alO=
d20 *z10 + a20% z1ll + b20 %c00 *zll + blO0*x clOxzll+
dl0 %xz1ll + a00 %d20 %xzll + all xz20 + bll*xc00%z20+
b0l *clO0x z20 + cl1lxz20 + al0 xd01l =z20 +

a0 dl1 =%z20;

e22=p20xc02 + bll xcll + b02 xc20 + a20+« d02 + allx dll + a02 xd20 —

b20x d02 %y00 —

bllx dl1l *y00 — b02 %xd20 xy00 — b20 *d01l xy0l —

b11%d1l0 xy0l — blO%x dllxy0l — b0l xd20 *xy0l — b20x y02 —
bl0 xdl0xy02 — d20x y02 — bll xd0l xy1l0 — bl0 xd02% y1l0 —

b02 xdl0x y10 —

P01l »dll* yl10 — bll*yll — b1l0 *d01 *yll —

b01%d1l0 xyll — dllx yll — b02% y20 — bO0lx dO0lx y20 — d02 *y20 +

b20 *xc01lx z01 +
a20 x=d01 *z01 +
a20 xz02 + b20x

bll %clO0*x z01l + bl0x cll %xz01 + b0l %xc20 %z01 +
allx d10xz01 + al0 xdllx z01l + a0l *d20 *z01 +
c00xz02 + bl0x cl0x z02 + c20%xz02 + al0 =dl10* z02 +

a00%xd20 *z02 + bll *c0lx z10 + b1l0 xc02 xz10 + b02x cl0%x z10 +

b0l* cll *z10 +
a0l =dll %zl1l0 +

allx d01x z10 + alOx d02 *z10 + a02% d10* z10 +
allx z11 +bll *xc00 xzl1ll + blOx c01 *zll +

b01lxcl0x z11 + cll xz11l + alOx dO0l %z1ll + a0l %d10* zll +

a00 =dllx zll +

a02+ z20 + b02 »c00 %*z20 + bO01lx c01 *z20 +

c02x z20 + a0l =d01lx z20 + a00 %d02 %z20;
el3=bll xc02 + b02xcll + all »d02 + al02 *dll —bllx d02x y00 —

b02 *dll *y00 —

bll «d01+y0l — bl0 #d02+ y0l — b02 xd10 *y0l —

b0lxdllx y0l — bllx y02 — bl0 xd01 *y02 — b0l xdl0 *y02 —
dll »xy02 — b02 *xd01 %yl0 — b01%xd02 xyl0 — b02% yll — b01xd0lxyll —
d02 *yll + bll %c01l xz01l +b1l0xc02 %z01 + b02xcl0 xz01 +

bO0l* cllx z01
a0l %xdl11l =z01
b0l xcl0 %z02
a00x dll *z02
a0l %xd02 %z10

+ + + + +

all xd01 %z01 + al0 %xd02 %z01l + a02 %dl0x z01l +
all %xz02 + bll *xc00%z02 + bl0 %*c01 »z02 +

cllx z02 + al0 »d01lx z02 + a0lx d10 *z02 +

b02% c01l xz10 + b01lxc02 xz10 + a02x d01lxz1l0 +
a02 %z11 + b02x c00%z11l + b0l %c0lx zll +

c02 %xz11 + a0l %xd01 *z1ll + a00 *d02 =xzll;

e04=b02x c02 + al02«

d02 — b02% d02x y00 — b02xd01 *y0l — b01xd02+xy01 —

b02 xy02 — b01xd01l *y02 — dO02 *y02 + b02 %c0lxz01 + b01lxcO02% z01l+
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101
102

104
105
106

108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
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123
124
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131
132
133
134
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138

140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
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153

a02 %xd01 %z01 + a0l *d02 xz01 + a02%xz02 + b02+ c00 xz02 +

b0l *c01xz02 + c02 xz02 + al0lx dOlx z02 + a00 xd02 *z02;
e50=—pb20« d20x y10 — b20x dl0x y20 — bl0 %d20* y20 + b20 *c20 xz10 +
a20+ d20x z10 + b20 xcl0 %z20 + b1l0 *xc20 *z20 + a20 *dl0 »z20 +

al0 =d20% z20;

e41=—p20 xd20x y01l — b20 xdll *yl0 — bllxd20 *yl0 — b20 *dl0 »xyll —

bl0 xd20* yll
b0l xd20x y20
bll xc20 =xz10
10 *c20 =z11
bll xcl0 %z20
allx dl10x z20
e32=—b20xd11+ y01
b20 *xd02* y10

bll xdl0xyll — b1l0 xdll *yll — bOlx d20 »xyll — bllxdO0lx y20 —

bl0 xd02 *y20
bll xc20 =z01
bl0 *c20x z02
bll* cll =z10
a02 %xd20 *z10

b0l *c20*xz1ll + a20%

+
+
+
+
+

+
+
+
+

P20xd01+y20 — bll *dl10x y20 — b1l0 »dll* y20 —

b20* c20x z01
a20« dllx z10
a20+« dl0x z11

b1l0 *cll
alld =dl1l
bll *d20

*220
*220
*yO01l

bllx dllx yl10

b02 *dl0

*y20

a20+ dllx z01
a20 xd1l0x z02
b02 *c20* z10

+

+
+
+
+

+
+
+

a20 *d20%z01 + b20 *cll *z10 +

allx

d20xz10 + b20%xcl0 xzl1ll +

al0 *d20 *zll + b20 *cO0l »z20 +
b0l *c20* z20 + a20 »d01 =*z20 +

a0lx

d20* z20;

b20%x d10 *y02 — bl0* d20x y02 —
b02 %d20 xyl0 — b20 %dO0lx yll —

b0lx dl1l *y20 + b20xcll xz01 +
all %xd20 »xz01 + b20%cl0 xz02 +
al0 xd20 %z02 + b20x c02 xz10 +
a20xd02 *z10 + allx dll* z10 +
20 *c0lxzll + bll *cl0 xz1ll + bl0 xcll *zl1ll +

dO0lx z11 + all xdl0 %zll + al0 %dll xzl1ll +

a0l *xd20% z1ll + bllxc01l *z20 + b1l0 *c02 xz20 + b02% cl0 xz20 +
b0l xcllx z20 + all %=d01lx z20 + al0 *d02% z20 + a02 »dl0x z20 +

al0l+ dl1l1 %z20;

€23=—b20% d02 *y0l — bll xdllx y0l — b02 %d20% y0l — b20 +d0l *y02 —

bl1lxdl0 *y02 — blO* dllx

b02 xdllx y10
b0l xdll =*yll
bll* cll =z01
a02x d20 %z01
b0l xc20%x z02
allx d20x z02
a02 xdll %z10

a0lxdll *z1ll + b02 *c0lx z20 + bO0lx c02 xz20 + a02xd01lx z20 +

a0lxd02+ z20;
eld=—pb1l1xd02 *y01
b02x d10 =*y02
b0l xd02x yll
a02 %=dll »z01
b0l xcllx z02
allx dllx z02
b01lx c02x z1l1l

+ o+ o+ o+ o+

+ o+ o+ o+ +

bllx dO1
b02+ doO1
b02+ c20
b20 *cO01
az0 =d01l

y02 — b01lx d20 xy02 — bllx d02% y1l0 —
bl0xd02 *yll — b02 %d1l0 *yll —
b20x c02 %z01 +
allx dl1l %z01 +
bl0* cllxz02 +
alOx dl1l *z02 +

*yll
*y20
*z01
*z02
*z02

bll *c02* z10
bllxcO0lx z11l + bl0O*xc02% z11l +
b0l*xcll »z11l + all »d01 =*z11l + al0 xd02 *zll + a02 *d10 *z1ll +

p02 xdllx yO01

b0lx dll
bll xc02

*y02
*z01

bll* c0lx z02
allx d01x z02
b02 xc02xz10 + al02 xd02 *z10 + b02 %c0lx zll +

a02 xd01l* z11l + a0l *d02+ zll;

+ o+ o+ o+

+
+
+

b01
azo
bl1l
all
b02

bll
b02
b02
bl0
alo

*d02x y20
*d02 xz01
*cl0 xz02
*d10 %z02
*cll* z10

*d01lx y02
*d02 *yl1l0
xcll* z01
xc02+ z02
*d02 xz02

+ o+ o+ o+ o+

b02% cl0 *xz11l +

+
+
+

allx d02% z10 +

P10 xd02 *y02

b02 xd01x
allx d02%
b02* cl0x
a02x dl0=

yll
z01
z02
z02

+ 4+ o+

e05=—b02+ d02x y01l — b02 xd0l *y02 — b01xd02 *y02 + b02 %c02 xz01 +
a02x d02* z01 + b02%c01 xz02 + b0l *xc02x z02 + a02 xd01l =*z02 +

allx d02 %z02;

e60=—b20+xd20 xy20 + b20 xc20x z20 + a20x d20 *z20;

e51=—pb20x d20* yll — b20* dll »y20 — bll »d20 *y20 + b20 xc20x zll +
a20 xd20% z1ll + b20 xcll xz20 + bll xc20x z20 + a20 *dll =%z20 +

allxd20 %z20;

ed2=—p20 xd20 *y02 — b20 *dll xyll — bll *xd20 =xyll — b20 xd02+y20 —
bll xdll* y20 — b02 *d20x y20 + b20 xc20%z02 + a20 xd20 xz02 +

20 xcll xz1l1l + bllx c20 *zl1ll + a20xdll *zll + allxd20% zll +

20 *xc02 %220 + bllx cll %z20 + b02 %c20* z20 + a20 *d02 xz20 +
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154 all xd11%z20 + a02 %=d20 *z20;

155 e33=—p20 xdll *y02 — bllx d20x y02 — b20 xd02 xyll — bllx dll »*yll —
156 b02x d20x yll — bll %xd02 *y20 — b02% dll xy20 + b20xcll xz02 +
157 b1l *c20 *xz02 + a20 xdll *z02 + allx d20* z02 + b20* c02 =*zl1l1l +
158 bll xcll xz11 + b02x c20% z1ll + a20%xd02%z11 + allx dllx zll +

159 a02xd20 xz1l1l + bll xc02% z20 + b02x cll xz20 + all xd02x z20 +
160 a02 =dllx z20;

161 e24=—p20 xd02+ y02 — bll %dllxy02 — b02 xd20 =*y02 — bll xd02+ yll —
162 b02x dllx yll — b02x d02 *y20 + b20x c02« z02 + bllx cllx z02 +
163 b02 *c20 %xz02 + a20 *xd02 *z02 + all *dll xz02 + a02* d20 *z02 +
164 bll *c02x z11 + b02 xcllx zl1ll + all *d02% z1ll + a02 »dll =zl1ll +
165 02+ c02 xz20 + a02 %=d02+ z20;

166 elb=—DPbllx dO02+ y02 — b02% dllx y02 — b02 »d02 xyll + bll xc02 *z02 +
167 b02%cll »z02 + all »d02 %z02 + a02 xdll *z02 + b02 *c02 *z1l +
168 a02 =d02x zl1l1;

169 e06=—b02+ d02 xy02 + b02x c02 %z02 + al02 %xd02 %z02;

170 n00=1;

171 nl10=b10 + d10;

172 n01=b01 + dO01;

173 n20=b20 + bl0 xd10 + dz20;

174 nll=bll + bl0 *d01 + bO01lx d10 + dl1;

175 n02=b02 + b0l »d01 + d02;

176 n30=b20+ d10 + bl0 *d20;

177 n21=p20* d01 + bll *dl10 + bl0x dll + b0l =%d20;

178 nl2=pllx d01 + bl0 *d02 + b02x d10 + b0l =dll;

179 n03=b02* d01l + b0l =d02;

180 n40=b20* d20;

181 n31=pb20* dl1l + bll %d20;

182 n22=p20+« d02 + bll xdll + b02+ d20;

183 nl3=pbll* d02 + b02 *dl1l;

184 n04=b02+ d02;

185

186 elseif (operation==2)

187

188 e00=a00 — c00 — yO00;

189 el0=al0 — bl0x c00 — cl0 + a00x d10 — bl0 *y00 — d10 *y00 — y10 +

190 a00x z10 — c00 =z10;

191 e0l=a0l — b0lx c00 — c01 + a00 %d01l — bOlx y00 — dO1lxy00 — yO01 +

192 a00 %z01 — c00 =z01;

193 e20=a20 — b20x c00 — b1l0 xcl0 — c20 + al0 %xd10 + a00 %*d20 — b20x y00 —
194 bl0 %xdl0xy00 — d20 *y00 — bl0 *yl0 — dl0x y10 —y20 + alOx z1l0 —
195 b10* c00 %210 — cl0*xz10 + a00 *d10 xz10 + a00 xz20 — c00 =*xz20;
196 ell=all — bllx c00 — b1l0 xc0l — b0l xcl0 — cll + al0 =d0l +

197 a0l %xd10 + a00 xdll — bllx y00 — bl0+xd01l xy00 — b0l xdl0x y00 —
198 dll »y00 — bl0 *y0l — d10x y01l — b0l *yl0 — d01 *yl0 — yll +

199 al0d %xz01 — bl0 %xc00 *z01 — cl0 %z01 + a00%xdl0 %z01] + a0l%xzl0 —
200 b0l*x c00 %xz10 — c01 %xz10 + a00 =d01lx z10 + a00 %zl1ll — cO00x zl1ll;
201 e02=a02 — b02 %c00 — bO0l* c0l — c02 + al0lx d01l + a00x d02 — b02 *y00 —
202 b0l xd01l %xy00 — d02 xy00 — b0l xy0l — d01 »y0l1l — y02 + a0lxz01 —
203 b0l*x c00 %z01 — cO0lx z01l + a00 xd01 %01 + a00 xz02 — c00 »xz02;
204 e30=—pb20x cl0 — bl0x c20 + a20 xd1l0 + al0 xd20 —b20x d10 =xy00 —

205 b1l0 *d20xy00 — b20xy1l0 — blO0x dl0x y10 — d20x y10 — bl0 »xy20 —
206 dl0* y20 + a20%z10 — b20* c00 *z10 — bl0 *cl0%xz1l0 — c20 =xz1l0 +
207 al0 %xd10 %z1l0 +a00% d20 xz1l0 + al0%z20 — bl0 *c00 xz20 — cl0%z20+
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208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
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230
231
232

234
235
236
237

239
240
241
242
243
244
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249
250
251
252
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254
255

257
258
259
260
261

a00 =d10 *z20;

e21=—p20* c01l — bll*x cl0 — bl0 *cll — b0l %xc20 + a20 %xd01 + all xdl0 +
alO0x dll + a0lx d20 — b20x d01l* y00 — bll* d10 »y00 — bl0xdllxy00—
b01xd20x y00 — b20 *y0l — bl0* dl0 »y0l —d20 »y0l — bllx y10 —
bl0x dO01l* y10 — b01%dl0 xy1l0 — dll »y10 —b1l0 »y1ll — d10x y11 —
b0l xy20 — d01 *y20 + a20 %z01] — b20%c00 *z01 — bl0 %clO0 xz01 —
c20 %xz01 + alOx dl0 %z01l +a00xd20%z01 + allxz1l0 — bllxc00%xz10 —
bl0x c01l %z10 — bO0lx cl0* z10 — cllx z10+ al0 %d01l %zl1l0 +
a0lxdl0 %xz10 + a00 %xdll %zl1l0 +al0 %xzll — blOx c00 %zll —
cl0 %xz11 + a00 %d10 *z1ll + a0l %z20 —b01l %c00% z20 — c01 %z20 +

a00 +d0lx z20;

el2=—bll *c0l — bl0 %*c02 — b02 *cl0 — b0l %cll + allx dOl + al0 %d02 +
a02 %xd10 + al0lx dll — bllx dO01l *y00 — bl0 %xd02 *y00 — b02+xd10xy00—

b0l *dll* y00

— bll

*y0l — bl0 %xd01l *y0l —b01l *dl0 xy0l — dllxyOl—

bl0x y02 — dl10x y02 — b02 %yl0 — bO0lx d01 xyl0 — d02xyl0 —
bO0lx y11 — dO0lx y11l + all xz01l — bll *c00x z01l — b1l0 xcO0l %z01 —

b0l* cl0 =z01

—cllx

a00xdll xz01 + alOx

a02 %xz10 — b02x c00% z10 — b0l %c0lx z10 — c02% z10 +a0l%xd01xz10+

a00x d02% z10 + a0lx zl1ll — b0l %c00 xz1ll — cOl* z11l + a00 »d01l =zl1ll;
e03=—b02x c0l — b0lx c02 + al02« d0O1 + alOlx d02 —b02xd01lxy00 —

b01l* d02x y00 — b02 »y01 — b0l xd01 *y0l — d02+ y01l — b0l *y02 —

dO0lx y02 + a02 xz01 — b02 xc00%x z01l — b0l xc0l %z01 — c02% z01 +

a0l xd01lx z01 + a00%

a00 %=d01 %z02;

z01 + alOx d01 %z01l + a01lxdl10% z01l +
z02 — blO0x c00%x z02 — cl0 %z02 + a00x dl10 xz02 +

d02x z01 + a0lx z02 — b01xc00 %xz02 — c01xz02 +

e40=—b20 *c20 + a20%d20 —b20%xd20+xy00 — b20%d1l0+xy1l0 — bl0*xd20xyl0 —
b20x y20 — bl0xdl0xy20 — d20 xy20 —b20 *clOx z1l0 — blOx c20 =%z10 +
a20 *d10x z10 + al0 xd20 %z10 + a20% z20 — b20 *c00* z20 —
10 *cl0 *z20 — c20xz20+ alOx d10x z20 + a00 »d20x z20;

e31=—p20* cll — bllx c20 + a20 *dll + allx d20 —b20xdll *y00 —
bllx d20% y00 — b20% dl0x y01l — bl0 xd20% y0l1 — b20x d01l »yl0 —
Pllx dl10x y10 — bl0 xdll *yl0 —b01l xd20 %yl1l0 — b20x yll —
bl0x dl10 xyll — d20 xyll — bll xy20 — b1l0xd01lxy20 — b01xdl0xy20 —
dll* y20 — b20 %cl0 xz01l — bl0 *c20 %z01 + a20x dl0x z01l +

— b20x c01l% z10 —bll %clO0 *z1l0 — bl0 *cllx z1l0 —

alOx d20« z01
b0l xc20 =xz10
allx d20 %z10
alOx dl10 *zl1l
b10 xc01 %z20
a0l %xd10* z20

b02x d10 *yl0
b0lx d10* yl1
b20x c01 %z01
az0x d0l =z01
a20%z02 — b20
a00 %xd20 %z02
b0l xcll =xz10
a0l %xdl1l *z10
b0l xcl0 =xzll

+ az20
+ az20
+ alo0
— b0l

*d01 xz10 + allxdl0 xz10 +alOx dllx z10 +

*z11 — b20%x c00 xz1ll — b1l0*cl0*z1ll — c20%z11 +
*d20 xz11l + all%xz20 — bll %c00x z20 —

*c10%z20 — cll* z20 + al0x d01 %z20 +

+ a00x dllx z20;

e22=—p20 xc02 — bllx cll — b02x c20 + a20 xd02 + allx dll + a02 %d20 —
b20 %xd02 *y00 — bllx dllxy00 — b02x d20 *y00 —b20 *d01lxy01l —
bll %xdl10 *y0l — b1l0 %dll »y0l — bO0lx d20 »xy0l — b20 xy02 —
P10 %xd10xy02 — d20 xy02 — bll xdO0lx yl0 — bl0 »d02 *yl0 —

—b01 *dll *yl0 — bllx y11l — bl0 *d0l* yll —

— dl1

xyll — b02 %y20 — b0lx dO1l *y20 — d02+ y20 —

— bllxcl0Oxz01 — b1l0 xcllx z01 — b01lx c20% z01l+

+ all

*d10 xz01 + al0 »dll xz01 + aO0lx d20x z01 +

*c00 %xz02 — 10 »clO0x z02 — c20 *z02 + al0Oxdl0xz02 +

—bllx
+allx
+ all
— cl1

a00xdll %zl1ll + a02%

cOlx z10 — bl1l0 xc02 %xz10 — b02 xclOx z1l0 —

dO0lx z10 + al0 %xd02 %z1l0 + a02 *d10 %zl1l0 +

*z11 —bllx c00 *zl1ll — b10 *cO0lx zll —
*z11 + al0 %*d01 *z1ll + a0l *d10 =»zll +
z20 — b02x c00 %*z20 — b0l *c01l »xz20 —
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262
263
264

266
267
268

270
271
272
273
274
275
276
277

279
280
281
282

284
285
286

288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315

c02 %xz20 + a0l d01 *z20 + a00 *=d02 *z20;

el3=—Dbl1l
bllx
b02*
b01x
b02*
b02*
a2
bl0*
a0l
a02x

xc02 — b02 xcll + all*xd02 + a02+ dll —
xy00 — b02 xdll *y00 — bll *d01l »y0l — blOx d02 =xy0l1 —

do2
d1o0
dlo0

yll — b01+xd01l »xyll — dO2xyll — bllx c01l xz01 —blO0x c02xz01 —

cl0
dl0=
c01
dlo
dol

*y0l —b01 *dllx y01l — bll xy02 — bl0 *d0lx y02 —

*y02 — dll* y02 — b02% dO0lx y10— b0l »d02xyl0 —

*z01 — b0l%xcll *z01 + all xd0lx z01 + al0 xd02x z01 +
z01 +all »z02 — bll*x c00x z02 —

z01 + a0lx
x*z02 — b01
*z02 + a00+«
*z10 + a0l

dllx
*cl0

dl1l
*d02

*z02 — cllx z02 + alo0

*z02 —b02 *c01 *z10 —

*z10 + a02% z11l — b02
z11l — b01lx c01l %zl1ll — c02% zl1ll + aOlx
e04=—b02+ c02 + a02 »xd02 —b02 *d02xy00 — b02 *dO01lx
b02x y02 — b01lx dO01 xy02 — dO02xy02 —b02 xcO0lx z01l — b0l xc02 %z01l +

d01lx z11

a02xd01 %xz01 + a0lx d02 %z01l + a02%xz02 — b02 %xc00 %z02 —
b01lx c01l %z02 — c02 %z02+ a0l
e50=—b20 xd20x y1l0 — b20x dl0xy20
d20x z10 — b20 xclO0x z20

a20x

al0oxd20 %z20;
ed1=—pb20x d20 *y0l — b20*dll xy1O0

bl0x d20+ yll — b20x*
b0l xd20 *y20 — b20=
bll xc20 %xz10 + a20x
bl0 *c20 xz1ll + a20«
bll *cl0 *z20 — bl1lO0x*
all %xd10 *z20 + alO«x

e32=—b20x dllxy0l — bllx
b20* d02x y10 — bllx
bllx d10* yll — bl0*
bl0x d02+ y20 — b02x*
bllx c20 %xz01 + a20x
bl0x c20 %xz02 + a20x
bll*x cllx z10 — b02x
a02x d20* z10 — b20«
b01lx c20%x z1ll + a20x
a0lx d20% z11l — bllx
b0l* cllx z20 + allx
a0lx dllx z20;

e23=—pb20 xd02 *y0l — bll
bll %xdl10* y02 — blO0
b02 *dllx y10 — bll
b0l *dllx y1l — b02
bll *cll xz01 — bO02
a02 %xd20 «z01 — b20
b0l xc20 %xz02 + a20
a0l %xd20 »z02 — bll
al02 %dll xz10 — bll
b0l xcll xz1ll + all
a0l xdl11l *zl1ll — b02
a0l =d02x z20;

dol
c20x
dllx
d10=
cll=
dllx
d20 =
dll«
dllx
d10=
dllx
dl0x*
c20x*
c01lx
d01x«
c01x
d01=

*d1l1
*d11
*d01
*d01
*c20
*c01
*d01
*c02
*c01
*d01
*c01

eld=—pbllx d02x y01l — b02x dll
b02 %xdl0 *y02 — bO0lx dllx
b0l %xd02 *yll — bll* c02x
al02 %dll »z01 — bllx cOlx

*d01l* z02 + a00

*d20
*c20

*d20

dio
*d20
*d20
*d20
*c20
*d20

*y20
%220

*y10
*y20
*z01
%210
*z11
*220
*220;

*d10* y02

*d20
*d20
*d11
*d20
*d20
*d02
xcl1l0
*d10
*c02
*d02

*y10
*y1ll
*y20
*z01
*z02
*z10
*z11
*z11
*z20
*220

*d02+ z02;
b20 xc20 xz10
a20 xd10 %z20

+

b20*
bl0*
b20*
b20*
b20*
az0x

b10
b20
bll
b20
b20
b20
all
bl0
alo
b02
a0z

dl0x
dllx
cllx
clOx*
cO0lx
d0lx«

*d20*
*d01
*d01
*cll
*cl10
*c02
*d1l1
*cll
*dll
*c10
*d10

*d01l xz02 +
b0l*x c02 xz10 +
*c00*
+ a00 =d02 =z11;
y0l — b01+d02 xy01 —

y1ll
y20
z10
z11
z20
220

y02
*y1ll
*y20
xz01
*z02
*z10
*z10
*z11
*z11
*220
*220

*y01l — b02 xd20 *y0l — b20 %xd01 »y02 —

— blo0
— bl0
— bll
*y20 — bllx
z01 + a20
z10 + all
z1l1l + alo0
z20 — b0l
z20 + a0l
y01l — b20
y1l0 — b02
y1ll — b0l
y20 — b0l
z01 + all
z02 + alo
z10 + a20
z11l — bll
z1ll + all
z20 — blo0
z20 + alo
*y02 — b0l
*yll — bl0
*y20 — b01
*z01 + a20
*z02 — bll
*z02 + all
*z10 — b02
*z11 — bl0
*z11 + alo0
*z20 — b0l

*d20
*d02
*d02
*d02
*c1l0
*d10
*cll
*c02
*d02
xc02

*xy02 — bll
xyll — b02
*y20 — b20
*z01l + all
*z02 — bl0
*z02 + alo0
*z10 + all
*z11 — b02
*z11 + a02
*z20 + a02

*d02
«d10
*c02
*d1l1l
*cll
*d11
*d02
*cl0
*d10
*d01

*y10
*yll
*z01
*z01
*z02
*z02
*z10
*z11
*z11
*220

+

+ +

+

*y01l — bllx dOlx y02 — bl0 *d02x y02 —
y02 — b02 xd02 *yl0 — b02 %xd01lx yll —
z01l — b02 #*cll xz01 + all »d02x z01 +
z02 — bl0 %c02 *z02 — b02 *clOx z02 —
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316 b0l xcll %z02 + allx dOl* z02 + al0 %xd02 %z02 + a02 *dl10x z02 +

317 a0l %xdll %z02 — b02% c02x z10 + a02 xd02 xz10 — b02 xcOlx zl1ll —
318 b0l *c02 xz11l + a02+ dO01lx zl1l + a0l »d02 =z1l1l;

319 e05=—b02+ d02x y01l — b02 xd0lx y02 — b0lx d02 »y02 — b02 %c02 xz01 +
320 a02 %02 %z01 — b02 %c01l xz02 — b0l c02 %xz02 + a02 xd0lx z02 +
321 al0l+ d02 %z02;

322 e60=—pb20* d20x y20 — b20xc20 %xz20 + a20 xd20 *z20;

323 e51=—p20x d20 *yll — b20%dll »y20 — bll xd20 =xy20 — b20 xc20 %zl1ll +
324 a20 xd20%xz11 — b20xcllx z20 — bllxc20 %z20 + a20 *dll* z20 +

325 allx d20 %z20;

326 e42=—p20x d20* y02 — b20 %dll xyll — bllxd20 =xyll — b20x d02 *y20 —
327 bll xdllx y20 — b02x d20 *y20 — b20x c20 *z02 + a20% d20 xz02 —
328 20 *cllx z11 — bllx c20 *zl1ll + a20% dll *xz1ll + all* d20 *zl11l —
329 b20 *c02%x z20 — bllx cll %z20 — b02x c20 *z20 + a20% d02 xz20 +
330 all xdllx z20 + a02x d20 xz20;

331 e33=—p20x dll+ y02 — bllx d20 xy02 — b20 xd02 xyll — bll xdll »*yll —
332 b02 %xd20* yll — bll %xd02 »y20 — b02x dll =xy20 — b20x cll *z02 —
333 bll xc20x z02 + a20 xdll %z02 + allx d20 xz02 — b20* c02 xz1ll —
334 bll *cllx z11 — 02 *c20 *zl1ll + a20% d02 *xz1l + all* dll =z1l +
335 a02 %xd20% z1ll — bll *c02 xz20 — b02x cll %z20 + allx d02 %z20 +
336 a02+dll =z20;

337 e24=—p20x d02 *y02 — bllx dllx y02 — b02 xd20x y02 — bllx d02 *yll —
338 b02 xdllx yll — b02 %d02 »y20 — b20 xc02 %z02 — bll xcll *z02 —
339 b02 xc20x z02 + a20 xd02 %z02 + all %dll xz02 + a02 xd20 xz02 —
340 b1l *c02x z11 — b02 *cll *zl1ll + all *d02 *xzl1ll + a02 »dll =*z1l1l —
341 b02 xc02x z20 + a02 xd02 =*z20;

342 el5=—pbllx d02 xy02 — b02x dll *y02 — b02 %xd02 xyll — bllx cO02x z02 —
343 b02 xcll %z02 + allxd02 *z02 + a02x dll *z02 — b02x c02 *z11 +
344 a02x d02 *zll;

345 e06=—b02« d02xy02 — b02 xc02 %xz02 + al02x d02 %z02;

346 n00=1;

347 nl0=b10 + d10;

348 n01l=b01 + dO1;

349 n20=b20 + bl0 »d10 + d20;

350 nll=bll + bl0 »d01l + bOlx d10 + dil1;

351 n02=b02 + b0l »d01 + d02;

352 n30=b20x d10 + bl0 =%d20;

353 n21=p20+ d01 + bll %dl0 + bl0Ox dll + b0l =%d20;

354 nl2=pll* d01 + bl0 *d02 + b02% d10 + b0l =dll;

355 n03=b02x d01 + b01 %d02;

356 n40=b20+ d20;

357 n31=b20x dll + bll *d20;

358 n22=p20+ d02 + bll *dll + b02x d20;

359 nl3=bllx d02 + b02 xdll;

360 n04=b02+ d02;

361
362 elseif (operation==3)
363

364 e00=a00 c00 — yO00;

365 el0=al0 xc00 + a00 xcl0 — bl0Ox y00 — dl0 »y00 — yl1l0 + a00x cO00 =%z1l0;
366 e01=a0l xc00 + a00 xc0l — bO0lx y00 — d01 *xy00 — y01l + a00x cO00 %z01;
367 e20=a20 xc00 + al0 *cl0 + a00x c20 — b20 =xy00 —

368 bl0x dl0xy00 — d20 *y00 — bl0 *yl0 — dl10 =*yl0 — y20 + alOxc00xz1l0+
369 a00x cl10 *z10 + a00%xc00 *z20;
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370
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399

401
402
403
404
405
406
407
408

410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420
421
422
423

e22=a20 c02 + all

ell=all* c00 + al0%c01l + a0l %cl0 + a00 =xcll —bll »y00 — b10 xd01lxy00—

b0l %xdl0 *y00 — dll %y00 — b1l0 xy0l — dl10xy0l — bOlx y10 —
dO0lx y10 — y11 + al0 %c00x z01l + a00x clO0x z01l + aOlx c00 %z1l0 +
a00x c01l* z10 + a00% c00 =zll;

e02=a02% c00 + a0lx c01l + a00x c02 — b02x y00 — bO0lx d0O1 xy00 —

d02 xy00 — b0l xy01l — d01 xy0l — y02 + aOlx c00x z01l + aO0O0=
cO0lx z01 + a00xc00 %z02;

e30=a20* cl0 + al0* c20 — b20% d10 »y00 — bl0 xd20 xy00 — b20x yl0 —

bl0 xd1l0x y10 — d20 xyl1l0 — bl0 xy20 — d10 xy20 + a20% cO00x z1l0 +
alOx cl0%xz10 + a00 *c20 *z10 + alOx c00 »z20 + a00%xclO0* z20;

e21=a20xc01 + allx cl0 + al0 xcll + aOlx c20 —b20x dOlx y00 —

bll %xd1l0 xy00 — blOx dll *y00 — b0l %xd20 xy00 — b20* y01l —

b10x d10*y0l — d20 *y0l — bll*yl0 — b10*d01lxy1l0 — b01xd10*yl0 —
dll *yl0 — bl0* y11 — dlO0xyll — bO0lx y20 — dO0lxy20 + a20xc00xz01+
al0 xcl0 %z01 + a00 %c20 xz01l +allx cO00% z10 + alO% cOlx zl1l0 +
a0l %xcl0 %z1l0 + a00% cllx z10 + al0 xc00 =xz1ll + aOOxclOx z11 +
a0lx c00x z20 + a00% c01l *xz20;

el2=all xc0l + al0 *c02 + a02 %clO0 + aOlx cll —bllx dOlx y00 —

b10 xd02x y00 — b02x d10 *y00 — bO0lx dll »y00 — bll* y01l —
b10xd01lx y01l — b0l %dl0 xy0l — dl1 xy0l — bl0Ox y02 — dl0* y02 —
b02xy10 — b0l xd01xyl0 — dO2%yl0 — bOlx yl1l — d01 =yll +

allx c00% z01 + alO* c01 »z01 + a0lxcl0 xz01l + aO0O0x cllxz01l +
alOx c00x z02 + a00xcl0%xz02 + a02x c00% z10 + a0l %cO0l =z10 +
a00* c02 %z10 + a0lxc00xz1l1l + a00 *c01l =*zll;

e03=a02% c01 + a0l xc02 —pb02 *d01lxy00 — bO0lx d02 »y00 — b02x y01l —

b0l *d01l xy01l — dO02x y01l — bO0lx y02 — d01lx y02 + a02+ cO00x z01 +
a0l c01l %z01 + a00 *c02 xz01 + a0l xc00x z02 + a00 *xc01 »xz02;

e40=a20% c20 — b20 *d20%y00 — b20+d10+yl0 — bl0%d20%y1l0 — b20%y20 —

bl0x dl10 *y20 — d20x y20 + a20x cl0 %z10 + al0 %c20%xz1l0 +
a20 xc00x z20 + al0 *cl0* z20 + a00x c20 *z20;

e31=a20xcll + allx c20 —b20xdllx y00 — bll xd20 xy00 — b20 xdl0 *y0l—

b1l0 *xd20* y0l — b20 *d01l »y1l0 — bllxdl0 *yl0 — bl0* dll »y1l0 —
b01l* d20 »yl0 — b20 »xyll — bl0 »dl0x yl1ll — d20 *yll — bllxy20 —
P10 *xd01lx y20 — b0l %dl0 »y20 — dllxy20 + a20xcl0 =%z01 +

al0 %*c20* z01 + a20% cO01lx z10 + all xcl0 %z10 + al0 =xcll *z1l0 +
a0l %c20 %z10 + a20 *c00 xzll +al0 *clOx zl1l + a00x c20% z11l +
allx c00* z20 + al0 *cO0lx z20 + a0l *cl0 xz20 + a00xcllx z20;

* cll + a02x c20 — b20 »d02% y00 — bllx dllx y00 —
b02% d20 xy00 — b20x d01xy0l — bll xdl0xy0l — b1l0 %dll =xy0l —yl0
— b10 *d02xy10 — b02 xd10 *yl0 — b0l *dllxyl0 — bll *yll —
b10+d01*yll — b01l* d10 xyll — dllx y1l — b02 »y20 — b0l »d01l *y20—
d02% y20 + a20%c0lx z01l + all %xcl0%xz01 + al0 =xcll %z01l +

a0lx c20 «z01 + a20 *c00 xz02 + alO*x cl0xz02 + a00xc20 *z02 +
all xc01lx z10 + al0 %c02 xz10 + a02 xcl0 %z1l0 + a0l =xcll *zl1l0 +
all %c00% z1l1l + al0 *c01l xz1ll + a0l xcl0 =xzl1ll + a00x cll %zll +
a02 %xc00 xz20 + a0l %c01xz20 + a00* cO02x z20;

el3=allx c02 + a02 xcll — bllxd02%xy00 — b02%xdllxy00 — bllxd01lxy0l —

bl0 %xd02 *y0l — b02% dl0 »y0l — b0l *dllx y01l — bll xy02 —

P10 *xd01*y02 — b0l *dl0x y02 — dl1l »y02 — b02 *d0l =xyl0 —

b0lx dO02% y10 — b02% yll — b0lx d01 »yll — dO02 *yll +

allx c0l* z01 +al0%c02+ z01 + a02 %clO0xz01 + a0l »xcll =xz01 +
allxc00 *z02 + al0 *c01l %02 + a0l *clOx z02 + a00x cllx z02 +
a02 %c0lx z10 + a0l %c02 xz10 + a02 xc00xz1ll + a0l xcOlx z1l1l +
a00 xc02 *zl11l;
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424
425
426
427
428
429
430
431
432
433
434
435

437
438
439
440
441
442
443
444
445
446
447
448
449
450
451
452
453
454
455
456
457
458
459
460
461
462

464
465
466
467
468
469
470
471
472
473
474
475
476
477

e04=a02 xc02 — b02x d02+ y00 — b02 %d0lx y01l — b0l xd02 =xy01l —
b02 xy02 — b0lx dOlx y02 —d02xy02 + a02 %c0l xz01l + aOlx
c02%z01 + a02+xc00 *z02 + a0l*x c0l *z02 + a00 *c02 *z02;

e50=—pb20+ d20 xyl0 — b20xd1l0xy20 — b10 *xd20% y20 + a20 %c20 »xz1l0 +
az20 %xclO0* z20 + al0 *c20x z20;

e41=-D020%d20+y01 — b20xd11l+yl0 — bll *d20% y10 — b20 %dl0 *yll —
b10x d20 *yll — b20 *xd01l *y20 — bll %d10 »y20 — bl0 *dll xy20 —
b0lx d20 *y20 + a20 %c20 xz01l + a20 xcll %z10 + all xc20 %z1l0 +
a20x cl0 %zl1ll + al0 %c20 xzl1ll + a20 xc01l %xz20 + all xcl0 %z20 +
alOx cll *z20 + a0l *c20 xz20;

e32=—p20x dll+y0l — bll *d20xy01l — b20 xd1l0 *y02 — b1l0 *d20 »y02 —
b20 %*d02+ y10 — bllx dl1l xyl0 — b02 *d20% y10 — b20 *d0l* yll —
bll %d10% y1l — bl0* dll xyll — b0l xd20% yll — bll *d0lx y20 —
bl0 xd02x y20 — b02x dl0 *y20 — b0l %dllx y20 + a20 *cllx z01l +
all xc20%x z01 + a20x cl0 »z02 + al0 xc20x z02 + a20 xc02x zl1l0 +
all xclls z10 + a02% c20 xz10 + a20 xcOlx z1ll + all =xclO* zll +
al0 xcll *zl1ll + a0l* c20 xz1l + all »cOlx z20 + al0 xc02* z20 +
a02 xcl0 *z20 + a0lx cll xz20;

e23=—p20x d02+y01l — bll *dll xy0l — b02 xd20 xy0l — b20x dO0lx y02 —
bll %xd10* y02 — bl0 *dll »y02 — b01xd20 *y02 — bll* d02x y10 —
b02 xdll* y10 — bll %d01l »yll — bl0Ox d02 xyll — b02 xdl0x yll —
b0l xdll* yll — b02 *d01 »y20 — b01lx d02% y20 + a20 xc02+ z01 +
all xcllx z01 + a02 *c20 xz01 + a20x cOlx z02 + all xclOx z02 +
all0 xcllx z02 + a0l *c20 »z02 + allx c02x z10 + a02 xcllx z1l0 +
all %xc01 %z1ll + al0 *c02 xz1ll + a02+ cl0x z1l1l + a0l =xcll* zll +
a02 xc01 *z20 + a0l *c02 *xz20;

el4=—pbll xd02x y01l — b02x dll *y0l — bllx dO0lx y02 — bl0x d02 xy02 —
b02 xdl0x y02 — b0lx dll »y02 — b02 xd02 xyl0 — b02x dO01l »yll —
b0l %xd02+ yll + all* c02 xz01l + a02 xcll %z01 + allx cO0l %z02 +
all0 xc02x z02 + a02% cl0 »z02 + a0l xcll xz02 + a02x c02 %z1l0 +
a02 %c0lx z1l1l + a0l* c02 xzll;

e05=—Db02+ d02x y01l — b02 xd0lx y02 — bO0lx d02 xy02 + a02 *c02 xz01 +
a02 xc0l %z02 + a0l *c02+ z02;

e60=—b20 xd20 =xy20 + a20 xc20 =*z20;

e51=—pb20 *d20xyll — b20 *dllxy20 — bll xd20 *y20 + a20 %c20x zll +
a20 xcll%z20 + all *c20 *z20;

ed42=—p20 xd20 *y02 — b20 *dllx y1ll — bll xd20xyll — b20x d02+x y20 —
bllx dll *y20 — b02%xd20 xy20 + a20 xc20 %z02 + a20xcll »z1ll +
all *xc20 *zll + a20% c02 »z20 + all xcll *z20 + a02x c20 *z20;

€33=—b20% dll+xy02 — bll xd20+ y02 — b20 %d02 xyll — bll xdll *yll —
b02 %xd20* yll — bll %xd02 xy20 — b02 xdllx y20 + a20x cllx z02 +
all %c20% z02 + a20 *c02 xz1l + all xcllx zl1ll + a02x c20 *zl1ll +
all %xc02% z20 + a02 *cll »xz20;

e24=—p20 xd02 *y02 — bll %dll »y02 — b02 xd20 xy02 — bll xd02 +yll —
b02 xdll *yll — b02% d02 »y20 + a20x c02%z02 + all xcllx z02 +
a02x c20%z02 + allx c02 xzl1ll + a02 *cll xz1ll + a02 xc02 =%z20;

elb=—Dbll xd02+ y02 — b02 %dll xy02 — b02x dO02% yll + all xc02 *z02 +
a02 xcllx z02 + a02 *c02 *zl1ll;

e06=—b02 xd02 xy02 + al02x c02x z02;

n00=1;

nl0=b10 + d10;

n01=b01 + dO1;

n20=p20 + bl0 xd1l0 + d20;

nll=bll + bl0 »d01 + bOl* d10 + dii;
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478
479
480
481
482
483
484

486
487
488
489

491
492
493
494
495
496
497
498

500
501
502
503
504
505
506
507
508
509
510
511
512
513
514
515
516
517
518
519
520
521
522
523
524
525
526
527
528
529
530
531

n02=pb02 + b0l *d01l

n30=b20x*
n21=p20x*
nl2=bllx
n03=b02x*
n40=b20x*
n31=b20%*
n22=pb20#*
nl3=bllx
n04=b02*

dlio +
dol +
dol +
dol +
d20;

dlil +
do2 +
doz +
do2;

bl0
bll
bl0
b0l

bll
bll
b02

+ d02;

*d20;

*d10 + bl0% dll + b0l xd20;
*d02 + b02x d10 + b0l xdl1l;
*d02;

*d20;
+*dll + b02x d20;
*dl1l;

elseif (operation==4)

e00=a00
el0=al0
e0l=a01l
e20=a20

bl0

a00 %d01
e30=a20x dl0
b20 *c00
clO* y20
a00xd10x*
e21=a20+ doO1

+
+
+

c00x y00;

a00 %dl10 — bl0 %c00 *y00 — cl0 *y00 — c00 =*ylO0
a00x d01 — b0l xc00 *y00 — cO0lx y00 — c00 =yO1
alOx d10 + a00xd20 — b20* c00 *y00 — bl0x clO=
*c00xy1l0 — cl0 *yl0 — c00* y20 + al0 %z1l0 + a00
a0 z20;
ell=all + al0%xd0l + a0l%xdl0 + a00%dll — bll*xc00xy00 — bl0xcO0lxy00 —
b01lx cl0 *y00 — cllxy00 — b1l0xc00xy01l — clO0xy0l — b01xcO00xyl0 —
cO0l* y10 — c00 »yll + alOx z01l + a00x dl0x z01l + a0l %z1l0 +
a00 =d01 *z1l0 + a00 =*zll;
e02=a02 + al0lx d01 + a00 xd02 — b02 xc00 xy00 — bO0lx cO01l *y00 —
c02xy00 — b01lx c00 *y0l — cO0lx y01l — cO00x y02 + a0l »z01 +

+ a20% z10 + alOx
z20;
+ allx d10 + alOx dll + a0l xd20 —b20*xc01l =xy00 —

*z01 + a00x z02;
+ al0 *d20 — b20x cl0x y00 — bl0 *c20 xy00 —

*y1l0 — bl0 %cl0 »yl0 — c20% y10 — bl0* c00x y20 —
dl0xz10 + a00 %xd20%z1l0 + al0 %z20 +

+ a00 =z10;

+ a00 %z01;
y00 — c20xy00—
*d1l0xz10 +

bll xcl0x y00 — bl0Ox cll*xy00 — b0l %c20xy00 — b20% c00 »xy0l —
bl0xcl0 xy01l — c20x y01l — bllx c00x y10 — blOx cOlx y10 —

P01l *cl0 *yl0 — cll*yl0 — b1l0*c00x y11l — clO0x y11l — b0lx c00xy20—
c0l *y20 + a20% z01 + al0%xdl0xz01 + a00 »d20%z01 + allx z1l0 +

alOx

d0l %z10 + a0l %dl10 *z1l0 + a00x

a00 %xd10% z1ll + a0l* z20 + a00 *d01 %z20;
el2=allx d01l + al0 xd02 + a02x dl10 + a0l xdll — bllx c0l xy00 —
bl0 xc02% y00 — b02%cl0 »y00 — b0l xcllx y00 — bllx c00 %01 —

P10 *cO0lx y0l — bO0lx clOx y01 —
— b02 xc00 *yl0 — bO0lx c01l *yl0 —
*yll — c01 xyll + allx z01l + alOx
*z01 + a00 *dllx z01 + alOx z02 +
+ al0lx
+ a0lx
*y00 — b0lx c02+ y00 — b02% c00 »y0l — b0l

clO* y02
b0l xc00
a0l =d10
a02x z10
e03=a02+ doO1
b02 *c01

dO0lx z10 + a00xd02 %z10 +
doz2 —

c02% y10
d0lx z01
a00 =d10
a0l =z11l

dll %z10 + alOx zl1l +

cll+x y01 — b10 xc00* y02 —

+
*z02 +
+ a00 *d0lx zl1l1l;

*c0l »y01 —

c02xy01l — b0l xc00%xy02 — cO0lx y02 + a02 xz01 + a0lxd0l =%z01 +

a00 =d02% z01 + a0lx z02 + a00 *=d01 *z02;
e40=a20 «d20 — b20 *c20x y00 — b20 xcl0 xyl0 — bl0 *xc20 *yl0 —

b20x c00 *y20 — bl0 xcl0 *y20 — c20%x y20 + a20 %xd10 %z1l0 +

alOx d20 *z1l0 + a20 *z20 + alOx d10 »z20 + a00* d20x z20;
e31=a20x dl1 + allx d20 — b20xcll*y00 — bll*xc20xy00 — b20xclO0xy01l —

b1l0 *c20%xy0l — b20 *cO0lxyl0 — bll xclO% y1l0 — blOxcll xyl0 —

b01lxc20xy1l0 — b20%xc00%xyll — bl0xclOxyll — c20xyll — bllxc00xy20 —
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532
533
534
535
536
537
538
539
540
541
542
543
544
545
546
547
548
549
550
551
552
553
554
555
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557
558
559
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564
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567
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570
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574
575
576
577
578
579
580
581
582
583
584
585

10 xcO0lx y20 — bO01lx
d20x z01 + a20«
a0lx d20%x z10 + a20%
all %xz20 + al0 =d01x

alOx

e22=a20x

a02x d20 — b20x c02% y00 — bllxcll xy00 — b02x c20x y00 —

b20
b20
b1l0*

alOx

a0l

a00x*
el3=all

bl0

allx z02 + al0xd01lx z02 + a0l xdl0 %z02 + a00 %xdll %z02 +

d02 + alls dll

*c01
*c00
c02

dllx z01 + aO0lx

*d1l1

dill
*d02
*c02

cl0 xy20 — cl1l xy20 + a20* dl10x z01l +
d01lx z10 + all %=d10 %z1l0 + al0 *dll »=z10 +
+ alOx dl10 xzl1ll + a00%xd20 =xzl1ll +

z11lx

z20 + a0lx d10* z20 + a00% dll* z20;

+

*y0l — bll %cl0
*y02 — bl0 %cl0
*y10 — b02x cl0
P10 *cO0l* yll— bO0lx clOx
b01lxc01l *y20 — c02%y20 +

+ a02 xdll —bll xc02 *y00 — b02 *cllxy00 — bllxcOlxy0l —

*y0l — bl0
*y02 — c20
*y10 — b0l
yll — cllx

x*cllxy0l — b0l xc20 »y01l —

*y02 — bllxc0l *»y1l0 —

x*cll *yl0 — bllx cO00x yll —

y1ll — b02x c00 *y20 —
a20 %xd01% z01l + allx d10 »z01 +

d20x z01 + a20 %z02 + alo0
a00x d20* z02 + all*d01l xz10 + alOx d02x z10 +
*z10 + all *z1ll + al0 »d0lx zl1ll + a0l
xz11 + a02x z20 + a0l %xd01%z20 + a00x

*d10xz02 +
a02 »d10xz10 +

*d10* z11 +
d02 %z20;

*y0l — b02% cl0x y01l — b0l *xcll xy0l — bll xc00 *y02 —
bl0x cO0lx y02 — b0l xcl0 *y02 — cll %xy02 — b02 xc0lx y1l0 —
b0lx c02 *yl0 — b02%c00 »yll — b01lxcO0l*yll — c02 *yll +
all »d01l %z01l + al0 %xd02 xz01 + a02x dl10x z01l + a0l *dll* zO0l +

a02x d0l* z10 + a0l *d02 xz1l0 + a02 *zll + a0l *d01 =*zll +

a00 =d02 =*zl1l;
e04=a02+ d02 — b02% c02x y00 — b02 xcO0lxy0l — b0l xc02xy01 —

b02x c00x y02 — b0l xc0l *y02 — c02% y02 + a02 xd0lx z01l +

allx d02 »z01 + a02 %z02 + alOlx

d01xz02 + a00 =d02 =%z02;

e50=—pb20*x c20 xy1l0 — b20x clO0x y20 — bl0 %c20 *y20 + a20% d20 xz1l0 +

z20;

*y1l0 — bll
y20 — bll
z01 + a20
z11 + a20
z20;

*c20

*cl0%*
*d1l1l=
*d01*

*y10
y20
z10
z20

+

b20x cl0* yll
— bl0 *cll xy20
all %xd20 %z10
all %xd10 *z20

+

e32=—p20x cllx y01l — bll %c20x y01l — b20 *clO0x y02 — b1l0 xc20 *y02 —
*c20x y10 — b20

az20x dl0* z20 + al0 %d20«
e41=—p20 xc20+xy01l — b20 =*cll
bl0x c20x y11l — b20 xcOlx
bO0lx c20+ y20 + a20 *d20x*
az0x dl0* z1ll + al0 %d20«
alOx dllx z20 + a0l %d20=
b20 *c02% y10 — bll xcll
bll xclO* yll — bl0 =cll
b1l0 xc02x y20 — b02 =xcl0
all «d20+ z01l + a20 =xdl10
all *dllx z1l0 + a02 xd20
al0d %xdll* z1ll + a0l %d20
al02 *dl0x z20 + a0l =dl1l
e23=—p20 xc02 *y0l — bllx cll
bll xcl0 *y02 — blOx cllx
b02 xcll *yl0 — bllx cOlx
b0l xcll *yll — bO02% cOlx
all %xdll %z01 + a02x d20«
al0 xdll %z02 + a0lx d20%
all +«d01 xzll + alOx dO2«
a02 %xd01 %z20 + al0lx d02«
eld=—Dbllx c02+x y0l — b02* cll
b02 xcl0 *y02 — b0lx cll
b0l xc02 *yll + all* do02
al0d xd02 *z02 + a02x dlo0
al02 %d01 xzll + a0lx dO2

*Cc20%*
*cllx
*d20*
*d01*
*d01*

yll
yv20
z02
z11
z20

+
+
+
+

bll
azo
azo
all
alo

*c01
*c01
*dl1l
*d02
*d10
*d02

xy01l — b02x c20% y0l — b20% c01l »y02 —

*y1l0 — b02
*yll — b01
*y20 — b0l
*z02 + alo
*z10 + a20
*z11 + all
*220;

y02 — b01lx
yll b1l0x*
y20 — b01lx
z01 + a20«
z02 + allx
z11l + a02«
z20;

c20
c02
c02
dol
doz
dio

*xy02 — bll
xyll — b02
xy20 + a20
*z02 + all
*z10 + a2
*z11 + a0l

*c02
*cl0
*d02
*d10
*d1l1l
*d1l1l

*y10
*yll
*z01
*z02
*z10
*z11

*y0l — bllx c01l *y02 — blO0* c02xy02
*y02 — b02% c02 *xy1l0 — b02 %c0l xyll
*z01 + a02% dl1l »z01l + all *d01l =xz02
dll %z02 + a02 %d02 %z10

*z02 + a0lx
*z11;
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587
588
589
590
591
592
593
594
595
596
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598
599
600
601
602
603
604
605
606
607
608
609
610
611
612
613
614
615
616
617
618
619
620
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e05=—b02 xc02 xy0l — b02 xc0l *y02 — b0lx c02% y02 + a02 *d02 xz01
a02xd01 %z02 + a0lxd02+ z02;
e60=—b20* c20xy20 + a20x d20 =%z20;
eb51=—p20x c20% yll — b20% cll *y20
az20xdll* z20 + all *d20x z20;
ed2=-—p20x c20x y02 — b20 xcllx yll
bll xcllxy20 — b02% c20x y20 +
allxd20 xzll + az20x*
e33=—Db20 *cllx y02 — bllx c20 *xy02 — b20 %xc02% yll — bll *cll xyll

b02x c20* yll
all xd20 %z02
all xd02 %z20
e24=—p20* c02xy02
b02 xcll »*yll

d02x z20 +

— bllx c20 »y20 + a20x d20 =xzll

— bllx c20 xyll — b20 xc02 =xy20

az20x d20 %z02 + a20% dll =»zll +
allx dll *z20 + a02 *d20 »xz20;

— bll *c02 »y20 — b02 xcll *y20 + a20 *d11%z02 +
d02+ z11 + all *dll* zll + a02 *d20 =zll

+
+

az0x
a02x*

dl1l%z20;

bllx cll *y02 — b02 %c20x y02 — bll *c02x yll
b02x c02+ y20 + a20% d02 xz02 + allx dllx z02
a02+d20+ z02 + all xd02xz11 + a02+xdll =xz1ll + a02 %=d02 *z20;

el5=—bllxc02 xy02 — b02
a02x dllx z02 + a02
e06=pb02+ c02 xy02 + al02

n00=c00;
nl0=b10
n01=b01
n20=b20
nll=bll
n02=b02
n30=b20
n21=b20
nl2=bll
n03=b02
n40=b20
n31=b20
n22=pb20
nl3=bll
n04=b02

end;

*c00
*c00
*c00
*c00
*c00
*c10
*c01
*c01
*c01
*c20
*cll
*c02
*c02
*c02

+ o+ o+ o+ o+ o+ +

+ o+ o+

~

clo0
c0l
b10
bl0
b01
b10
bll
b10
b01

bll
bll
b02

’

’

*c10
*c01
*c01
*c20;
*c10
*c02
*c02;

*c20;
xcll
*cll;

*cllx y02 — b02* c02 xyll + all xd02 %z02

*d02* z11;
*d02 =z02;

+ c20;
+ b0l %cl0
+ c02;

+ bl0 *xcll
+ b02 *cl0

+ b02 *c20;

+ cll;

+ b0l xc20;
+ b01 xcll;

A.19 zweiDfehlerslopemult.m

function [u,

Ix=infsup (Ixu, Ix0);
Iy=infsup (Iyu, Iyo);

(
(
Il=infsup(
I2=infsup (
I3=infsup (
(

(

0
0
Or
I4=infsup (0,

Ia=infsup (ua,oa);

0
,0);

0

0

o] =

)i

) .

)i

zweliDfehlerslopemult
(pa00,pall,pall,pa20,pall,pal2,gal0,qgall,ga20,qgall,
ga02,ua, o0a,operation, pb00,pbl0, pb01l, pb20,pbll, pb02,
gbl1l0, gb01, gb20,gbll, gb02,ub,ob,p00,p10,p01,p20,pll,
p02,910,901,920,911,902, Ixu, Ixo, Iyu, Iyo)
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14

Ib=infsup (ub, ob) ;

[e00,e10,e01,e20,e11,e02,e30,e21,e12,e03,e40,e31,e22,e13,e04,
e50,e41,e32,e23,el14,e05,e60,e51,e42,e33,e24,el15,e06,
n00,n10,n01,n20,n11,n02,n30,n21,n12,n03,n40,n31,n22,n13,n04]=

zweidimausmultipl
(pa00+Ia,palld,pall,pa20,pall,pad2,9al0,g9a0l,ga20,g9all,ga02, operation,
pb00+Ib,pbl0, pb01, pb20,pbll, pb02,gbl0, gb01l,gb20,gbll, go02,
p00,p10,p01,p20,p11,p02,910,901,920,gll,q02);

zal=Ixu;
za2=Iyu;
zbl=1x0;
zb2=1Iyo;

fza=(e00+elOxzal+e0lrza2+e20xzal”2+ell+rzalrzal2+e02+xza2”2+e30xzal”3+
e2lxzal”2xza2tel2+zalxza2"2+e03+xza2”3+ed0*zal"4+e31lxzal"3xza2+
e22xzal”2xza2”2+el3+zal*za2”"3+e04xza2”4+e50xzal"5+edl*zal"4xza2+
e32+zal”3xza2”2+e23+xzal”2xza2"3+eldrzal*xza2”4+e05xza2"5+e60+zal”6+
eS5lxzal”bxza2ted2+zal”4xza2"2+e33xzal"3*za2"3+e24xzal"2+xza2"4+
el5xzalxza2”5+e06xza2"6)/
(n00+nl10*zal+n0l*za2+n20xzal”2+nll*zal*za2+n02+xza2”2+n30*xzal”3+
n2lxzal”2+xzaz2+nl2+zal*za2”2+n03*za2”3+n40xzal”4+n31xzal"3*za2+
n22+xzal”2+«za2”"2+nl3+xzal*za2”3+n04*xza2"4);

fzb=(e00+el0xzbl+e0l*zb2+e20xzbl"2+ellxzbl*zb2+e02xzb2"2+e30+xzbl1"3+
e21l%zbl1"2xzb2+el2+zblxzb2"2+e03%2zb2"3+e40%zb1"4+e31xzb1l"3xzb2+
e22xzb1"2%xzb2"2+el3+zbl*zb2"3+e04x2zb2"4+e50xzb1"5+edl*xzbl"4xzb2+
e32%2zb1"3xzb2"2+e23%xzb1"2x2zb2"3+eldxzblxzb2"4+e05xzb2"5+e60xzbl"6+
e51xzbl1"5+xzb2+ed2xzbl1"4%zb2"2+e33xzb1"3xzb2"3+e24+zb1"2xzb2"4+
el5xzblxzb275+e06%2zb276) /
(n00+n10xzbl+n01lxzb24+4n20*zbl"2+nll*xzbl*xzb2+n02+xzb272+n30xzbl1"3+
n21%zb1"2xzb2+nl2%zblxzb272+n03*x2zb273+nd0%zb1"4+n31xzbl"3xzb2+
n22xzpb1"2%xzb272+nl13+zbl*zb2"3+n04xzb2"4) ;

[s1a00,s1al0,s1la0l,s1a20,sl1lall,sla02,s1a30,sla2l,slal2,s1a03,s1a40,

sla31l,sla22,slal3,sla04,s1ab50,sla4d4l,sla32,sla23,slal4,sla05,z1a00,

z1al0,z1a01,z1a20,z1all,z1la02,2z1a30,z1a21,z1al2,z1a03,z1a40,z1a31,

zla22,z1al3,z1a04,s1b00,s1b10,s1b01,s1b20,s1bll, slb02,s1b30,s1b21,

s1bl2,s1b03,s1b40,s1b31,s1b22,s1bl13,s1b04,s1b50,s1b4l,s1lb32,s1b23,

s1lbl4,s1b05,21b00,2z1b10, z1b01, z1b20, z1bll, z1b02, z1b30, z1b21, z1bl2,

z1b03,2z1b40, z1b31,2z1b22,2z1bl13, z1b04

1=

zweiDmultslope (e00,e10,e01,e20,el1l1,e02,e30,e21,el12,e03,e40,e31,e22,e13,e04,
e50,e41,e32,e23,el14,e05,e60,e51,e42,e33,e24,el15,e06,
n00,n10,n01,n20,n11,n02,n30,n21,n12,n03,n40,n31,n22,n13,n04,
zal,za2);

s1la60=0;
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68
69
70
71
72
73
74
75
76
™
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121

sla51=0;
slad2=0;
s1a33=0;
sla24=0;
s1al5=0;
s1a06=0;
s1b60=0;
s1lb51=0;
s1b42=0;
s1b33=0;
s1b24=0;
s1b15=0;
s1b06=0;

[s2a00,s2al10,s2a01,s2a20,s2all,s2a02,s2a30,s2a2l1,s2al2,s2a03,s2a40,

s2a3l,s2a22,s2al3,s2a04,s2a50,s2a4l1,s2a32,s2a23,s2al4,s2a05,z2a00,

z2al1l0,z2a01,z2a20,z2all,z2a02,z2a30,z2a2l1,z2al2,z2a03,z2a40,z2a31,

z2a22,z2al3,z2a04,s2b00,s2b10, s2b01,s2b20, s2b11,s2b02, s2b30, s2b21,

s2bl2,s2b03,s2b40,s2b31,s2b22,s52b13,s2b04, s2b50, s2b41l, s2b32,s2b23,

s2bl4,s2b05,2z2b00, z2b10, z2b01, z2b20, z2b11, z2b02, z2b30, z2b21, z2b12,

z2b03,2z2b40, z2b31, z2b22,2z2b13, z2b04

1=

zweiDmultslope (e00,e10,e01,e20,el11l,e02,e30,e21,el12,e03,e40,e31,e22,el13,e04,
e50,e41,e32,e23,el14,e05,e60,e51,e42,e33,e24,e15,e06,
n00,n10,n01,n20,n11,n02,n30,n21,n12,n03,n40,n31,n22,n13,n04,
zbl, zb2);

fzazb=[(s1a00+slalO*zbl+slal0l*zb2+sla20*zbl”2+slall*zbl+zb2+sla02+zb2"2+
s1a30xzbl"3+sla2l*xzbl”"2+xzb2+slal2*zbl*zb2"2+s1a03xzb2"3+
s1lad0xzbl”4+sla3lxzbl"3xzb2+sla22+zbl"2%xzb2"2+slal3*zbl*zb2"3+
sla04xzb2"4+s1ab50xzbl"5+sladlxzbl 4+xzb2+s1al32xzbl"3%zb2"2+
sla23xzbl"2+xzb2"3+slaldxzblxzb2"4+s1a05%xzb2"5+s1la60*xzbl"6+
s1la51xzbl"5+zb2+slad2+zbl"4xzb2"2+s1a33xzb1"3xzb2"3+
sla24xzbl”2xzb2"4+slalbxzblxzb275+s1a06%xzb2"6)/
(z1a00+z1al0*zbl+z1la0l*xzb2+z1a20xzbl"2+zlall*xzbl*xzb2+z1a02xzb2"2+
z1a30xzbl"3+z1a2lxzbl"2*zb2+z1al2+zbl*xzb2"2+21a03*xzb2"3+
z1ad40%xzb1"4+z21a31*zbl1"3xzb2+21a22xzbl1"2%zb2"2+z1al3*zbl*zb2"3+
z1a04+xzb274), (s1b00+s1bl0xzbl+s1lb0l+zb2+s1b20*zbl"2+slbllxzblxzb2+
s1b02xzb2"2+s1b30%xzb1"3+s1b21*zbl"2%xzb2+s1lbl2xzblxzb2"2+s1b03%xzb2"3+
s1b40xzb1"4+s1b31xzbl1"3%zb2+s1b22%x2zb1"2xzb2"2+s1bl3*xzblxzb2"3+
s1b04xzb2"4+s1b50%xzb1"5+s1b41l*zbl"4xzb2+s1b32xzb1"3%zb2"2+
s1b23xzbl1"2%xzb2"3+s1bldxzblxzb2"4+s1b05%2zb2"5+s1b60*zb1"6+
s1b51xzbl1"5%2zb2+s1b42%2zb1"4xzb2"2+s1b33xzb1"3%xzb2" 3+
s1b24xzbl"2+2zb274+s1b1l5%xzbl*zb2"5+s1b06*zb276) /
(z1b00+z1bl1l0*zbl+z1b01%xzb2+z1b20xzb1"2+z1bll*xzbl*xzb2+z1b02xzb2"2+
z1b30%zb1"3+2z1b21%zb1"2xzb2+21b12xzbl*xzb2"2+21b03xzb2" 3+
z1040xzb174+21b31xzbl1"3%zb2+z1b22x2zb1"2x2zb2"2+2z1b13xzbl*xzb2"3+
z1b04*xzb274)1;

[s3a00,s3a10,s3a01,s3a20,s3all,s3a02,s3a30,s3a21,s3al2,s3a03,s3a40,
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122 s3a31,s3a22,s3al13,s3a04,s3a50,s3a41,s3a32,s3a23,s3al4,s3a05,z3a00,
123 z3al10,z3a01,z3a20,2z3all,z3a02,2z3a30,z3a21,z3al2,2z3a03,z3a40,z3a31,
124 z3a22,z3al13,z3a04,s3b00,s3b10, s3b01,s3b20, s3bl1l,s3b02,s3b30,s3b21,

125 s3b12,s3b03,s3b40, s3b31,s3b22,s3b13,s3b04, s3b50, s3b41,s3b32,s3b23,
126 s3bl4,s3b05, z3b00,2z3b10, z3b01, z3b20, z3b11, z3b02, 23030, z3b21, z3b12,
127 z3b03,z3b40, z3b31, z3b22,z3b13, z3b04

128 =

129 zweiDmultslope (s1a00,s1al0,sla0l,sla20,slall,sla02,s1a30,sla2l,slal2,

130 s1a03,s1a40,s1a31,slaz22,sl1al3,sla04,s1a50,sl1la4l,sla32,
131 sla?23,slal4,sla05,0,0,0,0,0,0,0,21a00,2z1a10,2z1a01,z1a20,
132 zlall,zla02,z1a30,z1a2l,zlal2,z1a03,z1a40,z1a31,z1a22,
133 z1al3, z1a04, zbl, zb2) ;

134

135

136

137

139 [s3c00,s3c10,s3c01,s83c20,s3cll,s3c02,s3¢c30,83¢c21,s3cl2,s3c03,s3c40,
140 s3c31,s3¢c22,s3¢c13,s3c04,s3c50,s3c41,s3¢c32,s3¢c23,s3c14,s3c05,2z3c00,
141 z3¢10,2z3c01,23c20,2z3cll,2z3c02,2z3¢c30,2z3c21,2z3cl2,23c03,2z3c40,2z3c31,
142 z3c22,23cl13,23c04,s3d00,s3d10, s3d01,s3d20, s3d11,s3d02,s3d30,s3d21,
143 s3d12,s3d03,s3d40,s3d31,s3d22,s3d13,s3d04,s3d50,s3d41,s3d32,s3d23,
144 s3d1l4,s3d05,2z3d00,2z3d10,z3d01, z3d20,z3d11, z3d02, z3d30, z3d21, z3d12,
145 z3d03,2z3d40, z3d31,z3d22,23d13,2z3d04

146 =

147 zwelDmultslope (s1b00,s1bl10,s1b01,s1b20,s1bll,s1lb02,s1b30,s1b21,s1bl2,
148 s1b03,s1b40,s1b31,s1b22,s1b13,s1b04,s1b50,s1b4d1l,s1b32,
149 slb23,s1bl4,s1b05,0,0,0,0,0,0,0,2z1b00,2z1b10,2z1b01, z1b20,
150 z1bl1l,2z1b02, 21030, 2z1b21,21b12,2z1b03, 21b40,2z1b31, z1b22,
151 z1b13,2z1b04, zbl, zb2) ;

152
153
154 I1=I1+(e00+el0*xIx+e0l*Iy+e20+power (Ix,2)+ellxIxxIy+e02xpower (Iy,2)+

155 e30xpower (Ix,3)te2l+power (Ix,2) xIy+tel2xIxxpower (Iy,2)+e03*power (Iy,3)+
156 ed0xpower (Ix,4)te3l*power (Ix,3) xIy+te22xpower (Ix, 2) xpower (Iy,2)+

157 el3«Ixxpower (Iy, 3) +teO4d+power (Iy, 4) +e50xpower (Ix,5) +tedl«power (Ix,4) xIy+
158 e32xpower (Ix, 3) xpower (Iy,2) +te23*power (Ix,2) xpower (Iy, 3) +

159 eldxIx*power (Iy,4)+e05+«power (Ix,5)+teb60xpower (Ix, 6)+ eSlxpower (Ix,5)*xIy+
160 ed2+power (Ix, 4) xpower (Iy,2) +e33+power (Ix, 3) xpower (Iy, 3) +

161 e24+power (Ix, 2) xpower (Iy, 4) +elS+Ix*power (Iy, 5) +el6*power (Iy,6))/

162 (n00+nl0*Ix+n0lxIy+n20xpower (Ix,2)+nllxIxxIy+n02xpower (Iy,2)+

163 n30xpower (Ix,3)+n2lxpower (Ix,2) xIy+nl2xIxxpower (Iy,2) +n03+power (Iy, 3) +
164 n40+power (Ix,4)+n31l+power (Ix,3) xIy+n22+xpower (Ix,2) xpower (Iy,2) +

165 nl3*xIxxpower (Iy, 3) +n04xpower (Iy,4)) ;

166

167

168
169 I12=I2+(fza+[(slal0+slall0xIx+slal0lxIy+sla20+power (Ix,2)+slall+«IxxIy+

170 slaO2xpower (Iy,2) +sla30*power (Ix,3)+sla2lxpower (Ix,2) xIy+

171 slal2xIxxpower (Iy,2)+tsla03«power (Iy,3)+slad0xpower (Ix,4)+

172 sla3lxpower (Ix,3)xIy+slaz22+power (Ix,2) xpower (Iy,2)+slal3xIx*power (Iy,3)+
173 slaO4xpower (Iy,4) +slaS50+power (Ix,5)+sladlrpower (Ix,4) xIy+

174 sla32xpower (Ix,3) xpower (Iy, 2) +slaz23+power (Ix,2) xpower (Iy, 3)+

175 slaldxIxxpower (Iy,4)+sla05«power (Ix,5))/
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176
177
178

180
181
182

184
185
186
187

189
190
191
192
193
194
195
196

198
199
200
201
202
203
204
205

207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229

(z1a00+z1al0*xIx+n01lxIy+zla20*power (Ix,2)+zlallxIxxIy+zlalO2+xpower (Iy,2)+
zla30+power (Ix,3)+zlaz2lxpower (Ix,2)*xIy+tzlal2«Ixxpower (Iy,2)+

zla03*power (Iy, 3)+zlad0xpower (Ix,4)+zla3l*power (Ix,3) *xIy+

zla22xpower (Ix, 2) »power (Iy, 2)+zlal3xIx«power (Iy,3)+z1lal04dxpower (Iy,4)),
(s1b00+s1bl0xIx+slb0lxIy+slb20xpower (Ix,2)+slbll*«IxxIy+slb02xpower (Iy,2)+
s1lb30xpower (Ix,3) +tslb2lxpower (Ix,2) *xIy+slbl2xIxxpower (Iy,2)+

s1b03xpower (Iy, 3) +slbd0*power (Ix,4)+slb31lxpower (Ix,3) xIy+

slb22xpower (Ix, 2) xpower (Iy,2) +slbl3*xIx*power (Iy, 3)+slb04xpower (Iy,4)+
s1lb50xpower (Ix,5)+slbd4lxpower (Ix,4) *Iy+slb32xpower (Ix,3) xpower (Iy,2)+
slb23xpower (Ix, 2) *xpower (Iy, 3) +slbldxIxxpower (Iy, 4)+s1b05+xpower (Iy,5)) /
(z1b00+z1bl0xIx+z1b01lxIy+z1b20*xpower (Ix,2)+z1bll+«IxxIy+z1lb02xpower (Iy,2)+
z1b30*power (Ix, 3)+zlb2lxpower (Ix,2) xIy+tzlbl2+Ixxpower (Iy,2)+

z1b03*power (Iy, 3) +z1b40xpower (Ix,4)+z1lb31l*power (Ix,3) xIy+

z1b22+power (Ix, 2) xpower (Iy,2) +z1bl3xIxxpower (Iy,3)+z1lb04*power (Iy,4)) ]*
[Ix—zal; Iy—za2]);

I3=I3+(fzb+[(s2a00+s2al0xIx+s2a0lxIy+s2a20+xpower (Ix,2)+s2all+xIxxIy+
s2a02xpower (Iy,2) +s2a30*power (Ix, 3)+s2a2lxpower (Ix,2) xIy+
s2al2xIxxpower (Iy,2)+s2a03«power (Iy, 3) +s2ad40xpower (Ix,4)+
s2ad4lxpower (Ix,4)Iy+s2a32+power (Ix,3) xpower (Iy, 2) +
s2a23xpower (Ix,2) xpower (Iy, 3) +s2aldxIxxpower (Iy, 4)+s2a05+power (Ix,5))/
(z2a00+z2al0xIx+n0lxIy+z2a20+power (Ix,2)+z2all+«IxxIy+z2a02+power (Iy,2) +
z2a30+power (Ix, 3)+z2a2lxpower (Ix,2)xIy+tz2al2+«Ixxpower (Iy,2) +
z2a03*power (Iy, 3) +z2ad40xpower (Ix,4)+z2a3l*power (Ix,3) xIy+
z2a22xpower (Ix, 2) »power (Iy, 2) +z2al3xIxxpower (Iy, 3)+z2a04dxpower (Iy,4)),
(s2b00+s2b10*xIx+s2b01lxIy+s2b20+power (Ix,2) +s2bllxIxxIy+s2b02xpower (Iy,2) +
s2b30xpower (Ix, 3) +ts2b2lxpower (Ix,2) xIy+s2bl2xIxxpower (Iy,2)+
s2b03xpower (Iy, 3) +s2b4d0*power (Ix,4) +s2b31rxpower (Ix,3) xIy+
s2b22xpower (Ix, 2) xpower (Iy,2) +s2bl3*xIx*power (Iy, 3) +s2b04xpower (Iy,4) +
s2b50xpower (Ix,5) +s2bdlxpower (Ix,4) xIy+s2b32xpower (Ix, 3) xpower (Iy,2)+
s2b23xpower (Ix, 2) *rpower (Iy, 3) +s2bld+Ixxpower (Iy, 4) +s2b05+power (Iy,5)) /
(z2b00+2z2b10*xIx+z2b01lxIy+z2b20*power (Ix, 2) +z2bllxIxxIy+z2b02+xpower (Iy, 2) +
z2b30*power (Ix, 3)+z2b2lxpower (Ix,2) xIy+z2bl2+Ixxpower (Iy,2)+
z2b03*power (Iy, 3) +z2b40xpower (Ix,4) +z2b31l*power (Ix, 3) xIy+
z2b22+power (Ix, 2) xpower (Iy, 2) +z2bl3xIxxpower (Iy, 3) +z2b04«power (Iy,4)) ] *
[Ix—zbl;Iy—zb2]);

I4= T4+ (fza+((fzazb+[Ix—zbl;Iy—zb2]"'x*

[ (s3a00+s3al0xIx+s3a0lxIy+s3a20+power (Ix,2)+s3all+«IxxIy+
s3al02xpower (Iy,2) +s3a30*power (Ix,3)+s3a2lxpower (Ix,2)*xIy+
s3al2xIxxpower (Iy,2)+s3a03+power (Iy,3) +s3ad0xpower (Ix,4)+
s3a3lxpower (Ix, 3)xIy+s3a22+power (Ix, 2) xpower (Iy,2) +
s3al3xIxxpower (Iy,3)ts3al4xpower (Iy, 4) +s3a50xpower (Ix,5)+
s3adlxpower (Ix,4) xIy+s3a32+power (Ix,3) xpower (Iy,2)+
s3a23xpower (Ix, 2) *power (Iy, 3) +s3ald+Ixxpower (Iy, 4)+s3a05+xpower (Iy,5))/
(z3a00+4z3al0xIx+z3a0lxIy+z3a20*power (Ix,2)+z3all*«IxxIy+
z3a02+xpower (Iy,2)+z3a30xpower (Ix,3) +z3a2lxpower (Ix,2) xIy+
z3al2xIxxpower (Iy,2) +z3a03*power (Iy, 3)+z3ad40rpower (Ix, 4) +
z3a3lxpower (Ix, 3) xIyt+tz3a22+power (Ix,2) xpower (Iy,2)+
z3al3xIx*power (Iy, 3)+z3al04d+power (Iy,4)),
(s3c00+s3cl0xIx+s3c0lxIy+s3c20+power (Ix,2)+s3cll«IxxIy+
s3c02xpower (Iy,2)+s3c30*power (Ix,3)+s3c2lxpower (Ix,2)*xIy+
s3cl2xIxxpower (Iy,2)+s3c03+power (Iy, 3) +s3c40xpower (Ix,4) +
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230
231
232

234
235
236

238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254

256
257
258
259

261
262
263
264
265
266
267
268

0w N O o s W N =

s3c3lxpower (Ix,3)xIy+s3c22+power (Ix,2) xpower (Iy,2)+

s3cl3xIxxpower (Iy,3)+s3cO04xpower (Iy, 4) +s3c50xpower (Ix,5) +

s3cd4lxpower (Ix,4)xIy+s3c32+«power (Ix, 3) xpower (Iy,2)+

s3c23xpower (Ix,2) xpower (Iy,3) +s3cldxIx+power (Iy, 4) +s3c05+power (Iy,5))/
(z3c00+2z3cl0xIx+z3c0lxIy+z3c20*power (Ix,2)+z3cll+«IxxIy+
z3c02xpower (Iy, 2) +z3c30*power (Ix,3)+z3c2lxpower (Ix,2) xIy+
z3cl2xIxxpower (Iy,2)+z3c03+«power (Iy, 3)+z3c40xpower (Ix,4)+
z3c3lxpower (Ix, 3) xIy+z3c22+power (Ix,2) xpower (Iy,2) +
z3cl3xIxxpower (Iy,3)+z3c04*power (Iy,4));
(s3b00+s53al0xIx+s3b01lxIy+s3b20xpower (Ix,2) +s3bllxIxxIy+
s3b02+power (Iy, 2) +s3b30*power (Ix, 3) +s3b2lxpower (Ix,2) xIy+
s3bl2xIxxpower (Iy,2)+s3b03xpower (Iy, 3) +s3b40xpower (Ix,4)+
s3b31lxpower (Ix, 3) xIy+s3b22+power (Ix,2) xpower (Iy, 2) +
s3bl3xIxxpower (Iy,3) +ts3b04+power (Iy, 4) +s3b50xpower (Ix,5)+
s3b4lxpower (Ix,4) xIy+s3b32«power (Ix, 3) xpower (Iy,2)+
s3b23xpower (Ix, 2) xpower (Iy, 3) +s3bld+Ixxpower (Iy, 4) +s3b05+power (Iy,5)) /
(z3b00+z3bl0*xIx+z3b01lxIy+z3b20xpower (Ix,2)+z3bll+xIxxIy+
z3b02xpower (Iy, 2) +z3b30*power (Ix, 3)+z3b2lxpower (Ix,2) xIy+
z3bl2xIxxpower (Iy,2)+z3b03*«power (Iy, 3) +z3b40xpower (Ix,4)+
z3b31lxpower (Ix, 3) *xIy+z3b22+power (Ix, 2) xpower (Iy,2) +
z3bl3xIxxpower (Iy,3)+z3b04*power (Iy,4)),
(s3d00+53d10xIx+s3d01lxIy+s3d20xpower (Ix,2) +s3dll«IxxIy+
s3d02xpower (Iy, 2) +s3d30*power (Ix, 3) +s3d21lxpower (Ix,2) xIy+
s3dl2xIxxpower (Iy,2)+s3d03«power (Iy, 3) +s3d40xpower (Ix,4)+
s3d31xpower (Ix, 3) xIy+s3d22+power (Ix,2) xpower (Iy, 2) +
s3d1l3xIxxpower (Iy,3) +s3d04+power (Iy, 4) +s3d50xpower (Ix,5)+
s3d4lxpower (Ix,4) xIy+s3d32«power (Ix, 3) xpower (Iy,2)+
s3d23xpower (Ix, 2) xpower (Iy, 3) +s3dld+Ix+power (Iy, 4) +s3d05+power (Iy,5)) /
(z3d0042z3d10xIx+z3d01xIy+z3d20*xpower (Ix,2)+z3dll+«IxxIy+
z3d02xpower (Iy, 2) +z3d30*power (Ix,3)+z3d21xpower (Ix,2) xIy+
z3d1l2xIxxpower (Iy,2)+z3d03*«power (Iy, 3) +z3d40xpower (Ix,4)+
z3d31lxpower (Ix, 3) xIy+z3d22+power (Ix, 2) xpower (Iy,2) +
z3d1l3xIxxpower (Iy,3)+z3d04*power (Iy,4))]) =*
[Ix—zal;Iy—za2l]));

I5=intersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,1I4));

u=inf_ (I5);
o=sup (I5);

A.20 zweiDmultslope.m

function [sa00,sal0,sall,sa20,sall,sal02,sa30,sa2l1,sal2,sa03,sa40,sa3l,

sa22,sal3,sal04,sab50,sa4l,sa32,sa23,sal4,sa05,za00,zal0,zall,

za20,zall, za02,za30,za2l,zal2,za03,za40,za31,za22,zal3,zal4

sb00, sb10,sb01, sb20, sb11,sb02, sb30,sb21,sbl2,sb03,sb40, sb31,

sb22,sb13,sb04,sb50, sb41l,sb32,sb23,sbl4,sb05,zb00, zb10, zb01,
zb20,zbll, zb02, zb30,zb21, zbl12,2zb03, zb40, zb31, zb22, zb13, zb04]=
zweiDmultslope (e00,e10,e01,e20,el1l1,e02,e30,e21,el12,e03,e40,e31,e22,e13,
e04,e50,e41,e32,e23,el14,e05,e60,e51,e42,e33,e24,e15,e06,
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62

n00,n10,n01,n20,n11,n02,n30,n21,n12,n03,n40,n31,n22,nl13, ...
n04,z1,z2)

sa00=(el0 *n00 — e00 *nl0 + €20 *n00 *zl — e00%n20xz1 + e30*n00xz1"2 —

e00xn30%*z
e60 *n00«*
nl0 xz2 +
n30x z172
n0l *=z1"4
z2"2 — el
n02 xz1"2
ed0xn02+z

172 4+ e40x n00* z1"3 — e00* n40 xz1”3 + e50 *n00x z1"4 +
z1"5 + el0x n0l xz2 — e01lx

e20 *n0lxzl *z2 — e0lx n20x zlxz2 + e30xn01lxz1"2xz2—e01x...
* z2 + e40 *n01%z173 xz2 — e01l *nd40*x z1"3%z2 + 50«

* z2 + e1l2*xn00 %2272 + el0 *n02+ z272 — e02x nl0 *...
0 *nl2%z272 + e20 *n02% zl1l%xz2"2 — e02%n20*xz1 *z2"2 +e30%...
*22"2 — €02+ n30*xz1"2 %2272 +

1"3% 2272 — e02% nd40 »z1"3% z2"2 + el3 »n00 *z2"3 + el0 *...

n03xz2"3 — e03x nl0x z2"3 — e00% nl3x z273 + e23 *n00 *...

z1lx z2”3
z1l %2273
z2"4 + el
e24x n00«*
e04x n20«

+ e20% n03 xzl %2273 — e03 *n20+%*
+ e30 *n03 xz172 %273 — e03% n30* z172% z2”"3 + eld* n00x*
Ox n04x z2"4 — e04% nlO0x z2™4 +...
z1lx z2”4 + €20+« nO04x zlx z2"4 —. ..
z1lx z2"4 + el5% n00* z2"5 — e05% nl0* z2"5);

sal0=(e20x n00 — e00x n20 + e30* nO00* =zl +

e20%x nl0x
e30x nl0x
z1"2 + e5
z1"4 + eb
z2 + e30%
ellx n20%
e30x nllx
z172% z2

z2 + e50«*
z2"2 — el
e20x nl2x
n22 *zlx

nl2x z172
n40x z1"2
el2x nd0=
e20x n03«
nl0x zlx

e03% n30%
z1"2% z2"
nl3 %z1"3
n00 *z2"4
nl0x zlx

z1"2% 22"

z1l — el0x n20% z1 — e00%x n30* zl1 + e40%n00x z1"2 +
z172 — el0x n30% z1"2 — e00* n40x
0*n00x z173 + e40x nl0x z1"3 — el0%*n40* z173 + e60% nOO0x
Ox n10%xz174 + e60% nlO0x z1"5 + e20x nO0lx z2 — e0lx n20%
n0lx zlx z2 + e20x nllxzlx z2 + e2lx nllx zlx z2 —
z1lx z2 — e01lx n30% zl*x z2 + e40x nOl* z1"2x z2 +
z172% z2 —ellx n30% z1"2x z2 — e0lx n40x
+ e50% nO0lx z173% z2 + e40xnllxz1"3%z2 — ellx nd40x z1"3«
nllx z174 xz2 + e60% nll* z1"5%x z2 + e20x n02*
2% n20% z272 + e30x n02% zlx z2"2 + e31l* nlOxzl*xz2"2 +
z1lx z272 — el2x n20% zlx z2"2 — elOx
2272 — e02% n30* zlx 2272 + e40x n02* z1"2x 2272 + e30%
* 2272 — el2x n30xz1"2% z2"2 — e02%
* 2272 + ed40x nl2* z1"3x z2"2 —
z1"3% 2272 + e50* nl2xz1"4* 2272 + e23% n00x z2"3 +
z2"3 — e03% n20%z2"3 + e30% n03*x zlx z2"3 + e23x%
z2"3 + e20x nl3% zlx z2"3 — el3% n20x zlx z2"3 —
z1%xz273 4+ e33x nl0*x z1"2xz2"3 + e30x nl3x%
3 — el3* n30x z172% z2"3 + ed0x
* z2"3 — el3% nd40x z1"3%x z2"3 + e24x
+ e20% n04x z274 — e04x n20* z2"4 + e24x*
z2™4 — eldx n20% zlx z2"4 — eldx n30x%
4 — el5*« n20x zlx z275);

sal0l=(ell*n00 — e00*x nll + e2lx n00x zl1 — e00xn21lxzl + e31%x n00x zl1l"2 —

e00x n31%
n00x z174
e0lx n2lx
n3lxz1"2%
n02x z272
e2lx n02%
e02% n31%

z1"2 + ed4lx n00x z173 + e51%

+ ell*x nO0lx z2 — e0l* nllx z2 + €2l nO0lx zlx z2 —

z1lx z2 + e31lx n0lx z1"2% z2 — e0lx

z2 + edlx n0l* z173x z2 + e51x nOlx z1"4% z2 + ellx

— e02x nllx z272 +

z1lx 2272 — e02% n2l* zlx z272 + e31x n02% z1"2x z2"2 — ...
z1"2% 2272 + edlx n02x z1"3%z272+e51% n02% z1™4x z2"2 +...
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63 el3x n0lx z273 + ell* n03x z2"3 — e03x nllx z2"3 — e0lx nl3%

64 z2"3 + e21x n03% zl* z2"3 — e03*x n2lx zlx .

65 z2"3 + e31lx n03%z1"2x z27"3 — e23%x n30%z1"2x z27"3 — e03% n31l%

66 2172+ 22”3 + edlx n03x z173% 22”3 + eldx nO0lx z2"4 + ell* n04x*

67 z2"4 — e04xnllx z2"4 + e24% n0lx zlx z2™4 + e21x n04* zl1 »z2"4 —
68 e04x n2lx zlx z2"4 + e31l% n04x z1"2% z2"4 — e04xn31xz1"2%x z2"4 +
69 el5%x n0lx z275 — e05%« nllxz2"5—e05% n2lx zl*x z2"5 — e06% nllx z2"76);
70

71 sa20=(e30*n00 — e00* n30 + e40* n00x zl1 + e30x nl0* zl — el1l0% n30x zl — .
72 e00* n40%z1 + e50*n00* z172 + €40+ nlOx z1"2 + e30x n20* z1"2—e20%...
73 n30%x z1"2 — el0x n40x z172 + e60%n00x z1"3 + e50x nl0x z1"3 +

74 ed0x n20%x z1"3 — e20% n4d40x z173 + e60xnl0x z1"4 + e50%n20* z1"4 +
75 e60x n20%z1"5 + e30% nO0lx z2 — e0lx n30x z2 + e40x nOlx zl*x z2 +
76 e30x nllx zlx z2 — ellx n30% zl*x z2 — e0lx nd40* zlx z2 + e50*n01l%
7 z172% z2 + e40x nll* z1"2x z2 + e30x n2lx z1"2%x z2 — .

78 e2lx n30%x z1"2x z2 —ell* nd40* z1"2% z2 + e50x nll*x z1"3x z2 +

79 ed0x n2lx z1"3x z2 — e21%nd40* z1"3% z2 + e60x nll*x zl1"4x z2 +

80 e50x n2lx zl1™4x z2 + e60*x n2lx z175% z2 + e30% n02x z2"2 —

81 e02x n30* z272 + e40* n02x z1xz2"2 4+ e30xnl2*zl* 2272 — el2+n30%*
82 z1lx 2272 — e02% nd40* z1%xz2"2 + ed40+nl2%z1"2xz22"2 + e32xn20xz1"2%
83 2272 + e30x n22% z1"2x z2"2 — e22% n30%*

84 2172+ 2272 — el2x nd0x z1"2*x z272 + e50«

85 nl2x z173% z272 + e40*x n22% z1"3x 2272 — e22x nd40* z1"3x z2"2 +
86 e50x n22« zl1"4x z272 + e60x n22% z1"5% z2"2 +

87 e30% n03%z27"3 — e03% n30x z2"3 +

88 e33xnl0x zlx 2273 + e30% nl3* zlx .

89 z2"3 — el3%x n30% zlx z2"3 + e40x nl3x z1"2%

20 22”3 + e33%x n20* z1"2x 2273 — el3% nd40* z1"2% z2"3 — e23% nd0x*

91 z173% z2"3 — eldx n30x zlx z2"4 — e24% n30x z1"2% z2"4 — e24~%*

92 nd0* z1"3% z274);

93

94 sall=(e21l* n00 —e00%* n21 + e31* nO00x zl1 + e2l1l* nl0Ox zl1l — el0* n2l1x z1 —...
95 e00x n3lx zl + edlx nO00x z1"2 + e31% nlOx*

26 2172 — el0%x n31%z1"2 + e51% n00x

97 z17"3 + ed4lx nl0* z1"3 + e51xnl0*x z1"4 + e21lx nO0lx z2 — e0lx n2l*
98 z2 + e31x n0l*xzlx z2 + e2l% nllx zlx z2 — ellx n2lx zl*x z2 —

99 e0lx n3l*xzlx z2 + ed4lx nO0lx z1"2* z2 + e31l%

100 nllx z17"2% z2 — ell*n31%z172% z2 + e51% nO0lx z1"3% z2 + edlx nll%
101 z1"3% z2 + e51% nllxzl™4x z2 + e21xn02% 2272 — e02% n2lx

102 2272 + e31x n02% zl* 2272 — el2x n2lxzlx 2272 — e02% n31l* zlx*

103 2272 + edlx n02% z1"2x 2272 + e31lx nl2%*

104 z1"2% 2272 — el2% n31lx z1"2% 2272 + e51% n02x z1"3% z2"2 + edlx
105 nl2x z1°3%z2"2 + eb5l* nl2x z1%4% z2"2 + e2l*x n03x z2"3 —

106 e03x n2lx z2"3 +e31l%x n03* z1%xz2"3 + e23% nllx zlx z2"3 +

107 e2lx nl3% zlx z2"3 —el3% n2lxzlx 22”3 — e03*n31l*zlx z2"3 +

108 edlx n03%xz1"2% z2"3 + e31lx nl3xz1"2%

109 22”3 — el3%x n3l% z1"2x 22”3 + edlx nl3% z173% 22”3 + eb5l% nl3x
110 z1"* z2"3 + e24% n0lx z2"4 + e2l1lx n04* z2"4 — .

111 e04x n2lx z2"4 + e31l* n04x zlx z2™4 + e24% nll* zlx*

112 z2"4 — eldx n2l* zl* z2"4 — e04x n31lx zlx .

113 z2"4 — eldxnl3% z172x z274—e05+« n2lx z2"5 — el5%x n2l* zlx z2"5 =
114 — el5% n31x z1"2% z2"5);

115

116 sal02=(e22* n00*xzl — e00x n22x zl1 + e32x n00*x z1"2 + ed42x n00* z1"3 +
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117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132

134
135
136
137

139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155

157
158
159
160
161
162
163
164

166
167
168
169
170

el2x n0lxz2 — e0lx nl2+ z2 + e22% nO0lx zlx z2 — e0lx n22% zlx z2 +
e32x n0lx z1"2x z2 + ed2% n0lx z1"3% z2 +

el2x n02x z2"2 — e02% nl2x z272 + e22x n02+ zl*x z2"2 — €02 n22x
z1l*x 2272 + e32% n02x z172% 2272 + ed42+ n02+ z1"3%x z2"2 +

el2x n03% z2"3 —e03% nl2* z2"3 + e22x n03% zlx z2"3 — e03%*

n22x zlx z273 +e32x n03% z1"2x z2"3 + ed2x n03%z1"3x z2"3 + eldx
n02x z2"4 + el2x n04% z2"4 — e04% nl2x

z2™4 + e22% n04* zl* z2"4 — e04*x n22x zlx

z2™4 + e32% n04* z1"2x z2"4 + ed2+ n04dx z1"3%

z2™4 + el5%x n02% z2"5 — e05* nl2x 2275 — e05%xn22+%

z1lx 2275 — e06* nl2x z2"6 — e06x n22x zlx z276);

sa30=(e40+xn00 — e00* n40 + e50x n00x z1 + e40x nlO0x z1 — el0x nd40* z1 +

e60x n00%xz172 + e50% nl0* z1"2 + ed40x n20%x z1"2 — e20% nd40x z1"2 +
e60x nl0x z1"3 + e50% n20x z173 + e40xn30%x z1"3 — e30% nd40*x z1"3 +
e60x n20* z174 + e50% n30x z1°4 + e60x n30%xz1"5 + e40xn0l*x z2 —
e0lx n40* z2 + e50% nO0l* zlx z2 + e40* nllx zl* z2 —
ellxnd0xz1xz2+e50*nll*xz1"2x22+ed40xn21xz1"2%22—e21*nd0xz1"2%z2+
e60xnllxz1"3%z2 + e50*n21+z1"3%x 2 + e40+n31*xz1"3xz2 —e31*nd0%xz1"3%*
z2 + e60*x n2lx z174% z2 + e50% n31l* z1"4%x z2 + e60x n31lx z1"5%

z2 + e40% n02x z272 — e02xn4d40x 2272 + ed0% nl2xzlx z2"2 — el2x
nd0x zlx z272 + e50%nl2+ z1"2x 2272 + e40xn22% z1"2x z2"2 — e22x
n40xz1"2% z272 + e50% n22x z1"3% z2"2 +

ed2x n30%x z1"3x z272 — e32% nd0* z1"3%x 2272 + eb60%x n22« z1"4x

2272 + ed40x nl3* zl* z2"3 — el3x nd40x zlx z2"3 — e23% nd40*x z1"2%
z2"3 — e33%x nd40* z1"3%x 22”3 — e24% nd40x z1"2+ z2"4);

sa2l=(e31+*xn00 — €00 n31 + ed4lx n00x zl1 + e31x nl0x zl1 — el0x n31lx zl +

e51x n00%xz172 + ed4lx nl0*z1"2 + e31*n20* z1"2 — e20x n31lx z1"2 +
eS51lx nl0x z173 + edlx n20x z173 + e51x n20% z1"4 + e31l% nO0lx z2 —
e01xn31xz2 + e41+n01l%zl1l%xz2 + e31*nll*zl*z2 — ellxn31lxzlxz2 +e51x
n0lx z172% z2 + edlx nll*zl"2x z2 + e31lx n2lx z1"2%x z2 — e21*n31l%*
z172% z2 + e51lx nllx z1"3%x z2 +edlx n2lx z1"3% z2 +

eS51lx n2lx z1™4* z2 + e31l* n02x z272 — e02% n31l* z2"2 +

edlx n02« zlx 2272 +e31l% nl2* zlx 2272 — el2x n3lx zl*x z2"2 +
e51x n02%z172x 2272 + edlx nl2+ z1"2x z2"2 + e31xn22%z1"2%22"2 —
e22x n3lx z1"2x 2272 + e51% nl2% z1"3%xz22"2 + edlx n22+ z1"3«%

2272 + e51x n22% z1"4x 2272 + e31% n03x z2"3 — e03x n31lx

z2"3 + edlx n03* zlx z2"3 + e31lx nl3x zlx

2273 — el3% n31l* zl* z2"3 + edlx nl3%xz172%z22"3 + e33% n2l* z1"2%
z2"3 — e23% n31l* z1"2% 22”3 + e5l% nl3xz1"3%xz2"3 + e31xn04%z2"4 —
e04x n3l* z2™4 — eld* nl3x zlx z2"4 — e24x n31l* z1"2x

z2"4 — el5x n3lx zlx z2"5);

sal2=(e22x n00 — e00x n22 + 32+« n00*x zl1 + e42% n00x z1"2 +

e32x nl0x z1"2 + ed42+nl0* z1"3 + €22 n0lx z2 — e01lxn22x z2 +
e32xn01lx zlx z2 + €22 nllxzlx z2 — ell* n22x zlx z2 +

ed2+n0l* z172x z2 + e32xnllx z1"2% z2 +ed2+nllx z1"3%x z2 + e22x
n02x z272 — e02% n22* z2"2 + e32*n02* zlx z2"2 + e22x nl2+* zl*
2272 — el2x n22% zlx z272 + ed2x n02x z1"2x

z2"2 + e32% nl2* z172x z2"2 + ed2x nl2% z1"3x z2"2 + e22x n03x%
z2"3 — e03% n22* z2"3 + e32x n03% zlx z2"3 + e22% nl3x zlx z2"3 —
el3xn22xzlx z2"3 + ed2x n03% z1"2x z2"3 + e32+nl3% z1"2x z2"3 +
ed2+xnl3% z1"3x z2"3 +e22xn04x z2"4 — e04x n22+ z2"4 +
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171 e32% n04dxzlx z2"4 + e24x nl2x zlx z2"4 — eld* n22x zlx z2"4 +

172 ed2x n0dx z1"2x z2"4 — e05% n22+ z2"5 — el5x n22% zlx z2"5 — e06%*
173 n22+ z2"°6);

174

175 sa03=(e33*n00x z172 + e23* n0lx zlx z2 + e33* n0lx z1"2x z2 +

176 el3x n02x z2"2 — e02% nl3x z272 + e23x n02+ zlx z2"2 + e33«

177 n02x z17"2% z272 + el3% n03x z2"3 —e03x nl3% z2"3 +

178 e23% n03* zlx z2"3 + e33x n03x z1"2% z273 + el3x

179 n04x z274 — e04x nl3% z2"4 + €23 n04x zlx z2™4 + e33%

180 n04x z17"2%x z2”4 + el5% n03x z2"5 —e05x nl3% z2"5 — e06% nl3* z276);
181

182 sa40=(e50x n00 + e60* nO00x z1 + e50x nl0* zl + e60% nl0*x z1"2 +

183 e50% n20%z172 + e60% n20x z17°3 + e50x n30%x z1"3 + e60x n30% z1"4+
184 e50xn40x z17"4 + e60%x nd40* z1"5 + e50x n0lxz2 + €50« nllx zlx z2 +
185 e60xnllx z172% z2 + e50%n2l% z1"2x z2 + e60x n2lx z1"3x z2 +

186 e50x n31%xz173% z2 + e60* n31l*x z1%4% z2 + e50xnl2% zlx z2"2 +

187 e50x n22« z1"2x z272 + e60x n22% z1"3%x z2°2);

188

189 sal3l=(ed41+n00 + e51% n00*x zl + ed4l* nlOx zl + e5l* nlOxzl"2 +

190 edlx n20* z172 + e51% n20x z1"3 + e41+n30%xz1"3 + e51xn30% z1"4 +
191 edlx nO0lx z2 + e51lx nO0lx zlx z2 + edlxnllx zlx z2 + e51lx nllx

192 z17"2% 22 4+ edlx n2l* z1"2% z2 4+ e51lxn2lx z1"3x z2 +

193 edlx n31l%xz1"3% z2 + eb5lx n3lx z1"4% z2 + edlxn02x z2"2 +

194 eS51lx n02% zlx z2"2 + edlx nl2x zlx z272 + eb5lx nl2% z1"2%x z2"2 +
195 edlx n22+ z1"2x 2272 *+ e5l%x n22* z1"3% 22”2 + e41+n03* z2"3 +
196 edlx nl3% z1%z2"3 + eb5l% nl3x z1"2% z2"3);

197

198 sa22=(e32* n00 + ed42+ n00x z1 + e32% nlOx zl1l + e42+nl0*x z1"2 + ed2x

199 n20x z173 + e32*xn01lx z2 + ed2x nO0lx zl* z2 + e32% nll* zl*x z2 +
200 ed2x nllx z1"2x z2 + e32% n2lx z172% z2 + ed2xn2lx z1"3x z2 +

201 e32+xn02+ 2272 + e42+ n02+x zlx z2"2 +

202 e32x nl2x zlx z2"2 + ed2% nl2x z1"2%

203 2272 + e32% n22% z1"2x z2"2 + ed2+ n22xz1"3x z2"2 + e32% n03x

204 z2"3 + ed42x n03* zl* z2"3 + e32x nl3% zlx z2"3 +

205 ed2x nl3% z1"2x z2"3 +e32x n04x z274 + ed2+ n04dx zlx z2"4);

206

207 sal3=(e33+n00* z1 + e23% n0l* z2 + e33% nO0l*xzlx z2 + e33x nllx z1"2x z2+
208 e23xn02x z272 + e33% n02* zlx z272 + e23xnl2x zlx z2"2 +

209 e33% nl2* z172xz2"2 + e23xn03%x z2"3 + e33x n03%

210 z1lx 2273 + e23% nl3%zl* z2"3 + e33* nl3x

211 z172% z2"3 + e23x n04x z274 + e33%xn04«x zlx z2"4);

212

213 sal04=(e24xn02x zlx z2"2 + eld* n03x z2"3 + e24x n03* zl* z2"3 +

214 eld* n0dx z274 x+ e24x n04+ zl*x z274);

215

216 sab50=(e60* n00 +e60* nl0x zl + e60* n20* z1"2 + e60* n30x z1"3 + e60%*
217 nd0x z1"4 + e60%x nll* zlx z2 + e60*n2lx z1"2% z2 +

218 e60x n3lx z1"3x z2 + e60* n22x z1"2% z2"2);

219

220 sadl=(e51xn00 + e51x nlO0x z1l + e51lx n20x z172 + eb5l%x n30x z1"3 +

221 e51x nd40* z174 + e51% n0lxz2 + e51% 11lxzlxz2 + e51lxn2lxz1"2%z2 +
222 e51xn31x z173% z2 + e51%n02% z2"2 + e51l* nl2x zlx z2"2 +

223 e51l* n22x z172x z272 + e51% nl3*x zl*x z2"3);

224
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225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236

238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249

251
252
253
254

256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272

274
275
276
277
278

sa32=(ed42+xn00 + ed42+ nl0x zl + ed2x n20x z1"2 + ed42x n0lx z2 +
ed2x nllx zl*x z2 + ed2x n2l* z1"2x z2 + ed42x n31lx z1"3x z2 +
ed2x n02+ z2"2 + ed2% nl2x zlx z272 +

ed2x n22+ z1"2x 2272 + e42+xn03x 22”3 + ed2+ nl3* zlx z2"3 + ed2x

n04x z274);

sa23=(e33*n00 + e33x n0l* z2 + e33*nll* zlx z2 + e33x n02x
z2"2 + e33%x nl2* zlx z2"2 + e33x n22% z1"2* z2"2 +
e33% n03x z273+ e33%x nl3* zl* z2"3 + e33x n04+ z274);

sald=(e24x n02+ z2"2 + e24% n03x z2"3 + e24*nl3% zlx z2"3 +
e24* n04x z2"4);

sa05=(el5x n04xz2"4);

za00=n00* (n00+nl10*xz1+n01xz2+n20%z1"24nll*z1lxz22+n02%xz22"24+n30*xz1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%2z1%2272+n03%z2"3+
N40xz1"4+n31xz1"3%22+Nn22xz21"2%x22"2+nl3%z1xz2"3+n04xz2"4) ;
zal0=nl1l0* (n00+nl10%xz1+n01%z2+n20xz1"2+nll*z1%z22+n02%x22"24+n30*xz1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%z1%2272+n03%z2"3+
Nn40xz17"4+n31xz1"3%22+Nn22xz21"2x22"2+nl13%z1xz2"3+n04xz2"4) ;
za01l=n01* (n00+nl10%xz1+n01%z2+n20xz1"2+nll*z1%xz22+n02%x22"24+n30*xz1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%z1%2272+n03%z2"3+
N40xz17"4+n31xz1"3%22+Nn22xz21"2%x22"2+nl13%z1xz2"3+n04xz2"4) ;
za20=n20* (n00+n10%xz1+n01%z2+n20xz1"2+nll*z1%z22+n02%x22"2+n30*xz1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%2z1%2272+n03%z2"3+
N40xz1"4+n31xz1"3%22+Nn22x21"2%x22"2+nl13%z1xz2"3+n04xz2"4) ;
zall=nllx (n00+nl0%xz1+n01%z2+n20xz1"2+nll*z1%xz22+n02%xz22"24+n30*xz1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%2z1%2272+n03%z2"3+
N40xz1"4+n31xz1"3%22+Nn22xz21"2%x22"2+nl13%z1xz2"3+n04xz2"4) ;
za02=n02* (n00+n10%xz1+n01%z2+n20xz1"2+nll*z1%z22+n02%xz22"2+n30*xz1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%2z1%2272+n03%z2" 3+
N40xz1"4+n31xz1"3%22+Nn22xz21"2%x22"2+nl13%z1xz2"3+n04xz2"4) ;
za30=n30% (n00+nl10*z1+n01lxz2+n20%z1"24nll*z1xz22+n02%xz22"24+n30*z1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%2z1%2272+n03%z2"3+
n40xz1744n31%z1"3x224n22+21"2%x22"24nl13%z1%z2"3+n04xz2"4) ;
za21=n21x (n00+nl10%xz1+n01%z2+n20xz1"2+nll*z1%z22+n02%xz22"2+n30*xz1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%z1%2272+n03%z2"3+
n40xz1744n31%z1"3x224n22+21"2%x22"24nl13%z1%z2"3+n04xz2"4);
zal2=nl12+ (n00+nl10%xz1+n01%xz2+n20xz1"2+nll*z1%z22+n02%xz22"2+n30*xz1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%z1%2272+n03%z2"3+
n40xz1744n31%z1"3x224n22+21"2%x22"24nl13%z1%z2"3+n04xz2"4) ;
za03=n03* (n00+nl10*z1+n01lxz2+n20%z21"24nll*z1xz22+n02%xz22"24+n30*z1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%2z1%2272+n03%z2"3+
n40xz1744n31%z1"3x224+n22+21"2%x22"24nl13%*z1%z2"3+n04xz2"4);
za40=n40* (n00+nl10%xz1+n01%z2+n20xz1"2+nll*z1%z22+n02%xz22"2+n30*xz1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%2z1%2272+n03%z2"3+
n40xz1744n31%z21"3x224+n22+21"2%x22"24nl13%xz1%z2"3+n04+z2"4);
za31=n31* (n00+nl10%xz1+n01%z2+n20xz1"2+nll*z1%z22+n02%xz22"2+n30*xz1"3+
n21%z1"2xz2+nl2%2z1%2272+n03%z2"3+
n40xz1744n31%z21"3x224n22+21"2%x22"24nl13%xz1%z2"3+n04+z2"4);
za22=n22* (n00+nl10xz1+n01%z2+n20xz1"2+nll*z1%z22+n02%xz22"2+n30*xz1"3+
n21xz172%22+nl2%z1%xz2272+n03%z2"3+
n40xz1744n31%z1"3x224+n22+21"2%x22"24nl13%xz1%z2"3+n04xz2"4);
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279
280
281
282
283
284
285

287
288
289
290
291
292
293
294

296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332

zal3=nl13* (n00+nl10*xz14+n01lxz2+n20%z1"24nll*z1lxz2+n02%xz2"24+n30*xz1"3+. ..
Nn21xz1"2%22+nl12%z1%xz2272+n03%z2"3+. ..
N40xz1"4+n31xz1"3%22+Nn22xz21"2%x22"2+nl13%z1xz2"3+n04xz2"4) ;

za04=n04* (n00+n10xz1+n01%z2+n20xz1"2+nll*z1%xz22+n02xz22"2+n30*z1"3+. ..
Nn21xz1"2%22+nl12%z1%xz2272+n03%z2"3+. ..
Nn40xz1"4+n31xz1"3%22+Nn22x2z1"2%x22"2+nl13%z1xz2"3+n04xz2"4) ;

sb00=(e01lx*
e00x*
e00x*
e00x*
eb51«
e00x*
e22x
e00x*
e02x*
e02x
n00~*
e03x%

n00 — e00% n01l + ell*n00* z1 — el0%x nOlx zl + e0l%x nlOx zl —...

nllx z1 + e2l* n00x z1"2— e20x nO0lx z1"2 + e0l* n20x z1"2 —
n2lx z172 + e31x n00%xz1"3 — e30% nO0lx z17°3 + e0lx n30x zl1"3—

n3lx z17°3 + ed4lx n00%xz1"4 — e40% nO0lx z174 + e0lx nd40% z1"4+...

n00x z1"5 — e50% n01l%xz1"5 + e02% n00x z2 — ...

n02x z2 — el0* n02x zlx z2 + €02« nl0x zlx z2 +

n00x z172% z2 — e20%x n02% z1"2%x z2 + e02x n20x z1"2x z2 —
n22x z1°2% z2 +e32x n00% z1"3x z2 — e30* n02x z1"3% z2 +
n30x z173% z2 + e42+n00% z1"4x z2 — €40 n02x z1%4* z2 +
nd0x z1%4% z2 + e03%

z2"2 — e00%x n03%z2"2 — el0% n03*x zlx z2"2 +

nl0x zlx z2"2— e20x n03% z1"2x z272 + e03x n20%

z172% 2272 + e33% n00x z1"3%x z272 — e30x n03%x z1"3x z272 +...

e03x%

n30x z173% z2"2 + e04xn00x z27"3 — e00x n04* z2"3 — €10 nO04x...

z1lx z27"3 + e04% nl0* zlx z2"3 — e20x n04% z1"2x z2"3 +...

e04x
e05x%

n20x z172% z2”3 + €05« n00x z274 +
nl0xzl* z274 + e06* n00x z2"5);

sb1l0=(ellxnl0* zl1 — el0* nllx zl1 + e2lx nl0* z1"2 — e20* nllx z1"2 —

e2l~*
e30x%
ed0x
e60*
nl2x
el2x
n30x*

nllx z17°2 + ellx n20* z1"2 — el0x n2l1lx z1"2 + e31l* nlO0xz1"3—
nllx z17°3 + ellx n30* z1"3 — el0x n31lx z1"3 + edl* nlOxz1"4—
nllx z174 + ellx n40% z174 + e51x nlO0x z1"5 — e50% nllxzl1"5—
nllx z17°6 + el2x n00* z2 — e00«

z2 + el2x nl0x zlx z2 — el0x nl2xzlxz2 — e20%nl2%z1"2* z2 +
n20x z172% z2 + e32% nl0* z1"3%x z2 — e30xnl2xz1"3%z2 + el2x
z17"3% z2 + ed42% nl0*z1"4xz2 — ed40% nl2xz1"4%xz2 + el2+ nd0x

z174% z2 — e50%nl2+ z1"5xz2 + el3% n00x z2"2 — e00x nl3 *z2"2 +

el3x
22" 2

nl0x zl* z272 — el0* nl3x zlx z2"2 — e20*nl3% z1"2x%
+ el3% n20*x z172% z2"2 — e30* nl3x

z173% 2272 + el3x n30x z1"3x 2272 — e40x nl3% zl1"4x z2"2 + el3«%

n40x*
z2"3

z1"* z272 + eld* n00x z2"3 + edlx nl0x zlx
+ eld* n20x z172% z2"3 + eld* n30x

z1"3% 2273 + €15« n00x z2"4 + el5xnl0%xz1%z2"4 + el5% n20x z1"2+«
z274) ;

sb01l=(e02x*
e02x*
e02x*
z1"3
z1™4
e0lx
elOx

n00 —e00* n02 — el0* n02x zl +

nl0x z1 + e22x n00% z1"2 — e20% n02+ z1"2 +

n20x z17°2 — e00% n22% z1"2 + €32 n00x z1"3 — e30* n02«*

+ e02% n30x z173 + ed42x n00%x z1"4 — €40 n02xz1"4 +e02+xnd40~*
+ e03% n00x z2 + e02% nO0lx z2 — ..

n02x z2 — e00* n03x z2 + el2*x n0lxzl*xz2 — ell*n02+ zl*x z2 —
n03% zl*x z2 + e03% nl0x zlx z2 +

e02+ nllx zlx z2 — e0lx nl2x zl* z2 +

e22x
n20x
e33x%

n0lx z172% z2 — e21%x n02% z1"2% z2 — e20xn03xz1"2% z2 + e03«*
z172% z2 + e02% n2l* z1"2%x z2 — e0lx n22% z1"2*x z2 +
n00x z173% z2 + e32%n01x z173% z2 — e31xn02%z1"3%*
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333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386

z2 — e30xn03% z17"3% z2 + e03% n30x z1"3%x z2 + e02xn31l% z1"3%xz2 +
ed2x n0lx zl1™4x z2 — edl* n02x z1%4% z2 — .

eS51lx n02+ z1"5x z2 + e04% n00x z272 + e03%x nO0lx z2"2 —

e0lx n03% z2"2 — e00*x n04x z2"2 — ell* n03*x zlx z2"2 —

el0xn04x zlx 2272 + e04% nl0x zlx z272 + e03x nll*x zl*x z2"2 +
e23x n0lx z1"2x z272 — e21x n03% z1"2xz2"2 — e20x n04x

z1"2% z272 + e04* n20x z1"2% 2272 + e03* n2lx z1"2% 22”2 + e33%
n0lx z173% z272 — e31x n03%xz1"3% z2"2 + e23xn30xz1"3% z2"2 + e03%*
n3lx z173% 2272 — ed4lx n03%xz174%z2"2 + e05% n00x z273 + e04x nOlx
22”3 — e01lx n04* z2"3 — ell*n04*z1%z2"3 + e05+%nl0*zl* z2"3 +e04+%
nllx zlx z2"3 — e21l%x n04* z172% z2"3 + e04%n2l* z1"2% z2"3 —

e31lx n04x z1"3x z273 + e04x n31l% z1"3x z2"3 + e06% n00* z2"4 +
e05+xn01xz2"4 + e05+ nllx zlx z2"4+ e05% n2l* z1"2% z2"4 +

e06x nO0lx z2"5 + e06* nllx zlx z275);

sb20=(e21*n20%xz1"2 — e20%xn21%xz1"2 + e31%*n20%xz1"3 — e30*n2l1l% z1"3 + e2l=%*

n30x z17"3 — e20%x n31l* z1"3 + edlx n20x z1"4 — e40% n2l* z1"4 +
e2lx nd40xz174 + eb51lx n20% z1"5 — e50x n2lx z1"5 — e60* n2lxz1"6 +
e31lx nl0%x zl*x z2 — el0x n22* zl* z2 + e22%

n20x z172% z2 — e20% n22% z172% z2 — e30xn22x z1"3%xz2 + e22% n30%*
z173% z2 + ed2x n20% z1"4x z2 — ed40xn22xz1"4%z2 + e22xnd40xz1"4x%
z2 — e50* n22x z1"5% z2 — e60% n22%*

z176% z2 + e23% n00* z272 + e23x nl0x z1%xz2"2 + e23% n20* z1"2«%
2272 + e23% nd40% z1"4x z2"2 + e24% n00* z2"3 +

e24x nl0x zlx z2"3 + e24% n20x z1"2%*

z2"3 + e24% n30% z1"3% z2"3 + e24% nd40x z1"4% z2"3);

sbll=(el2+xn00 — €00 nl2 + el2x nl0x zl1l — el0*x nl2x zl1l —

e20x nl2%z172 + el2% n20* z1"2 + €32 nl0x z1"3 — e30%

nl2x z17°3 + el2x n30%z1"3 + e42%nl0%z1"4 — e40% nl2x z1"4 + el2x
n40x z1"4 — e50* nl2x z1"5 + el3x

n00x z2 — e00* nl3x z2 + el3% nlO0x zlx z2 + el2xnllxzl*xz2 — ellx
nl2x zlx z2 — el0x nl3xzlxz2 + e22xnllxz1"2%z2 — e20xnl3xz1"2%
z2 + el3% n20x z172% z2 + el2% n2l* z1"2%z22 — ell*n22xz1"2%xz2 +
e32x nllx z1"3x z2 — e31l* nl2x z1"3%z2 — e30x nl3% z1"3x z2 +
el3x n30* z1"3%x z2 + el2x n3lx z1"3%z2 + ed2+ nllx z1"4xz2 —edlx
nl2+ z1"4* z2 — ed40* nl3x z1%4* z2 +

el3x nd40x z1"4x z2 — e51l* nl2x z1"5% z2 + el4+n00%z2"2 + el3*n0lx
z2"2 — e0lx nl3% 2272 + edl* nl0x zlx z2"2 + el3x nll%

z1lx 2272 — ellx nl3* zl*x 2272 — e21x nl3«*

z172% 2272 + eldx n20x z1"2x z2"2 +

el3x n2lx z172x z2"2 + e33x nll* z17"3xz27"2 — e31*x nl3x z1"3%
2272 + eldx n30* z1"3% 2272 + el3*n31l* z1"3x 2272 — edlx nl3%*
z1™4% z272 — e51x nl3%x z1"5x z272 + elbx

n00x z2"3 + eldx n0l* 2273 + el5% nl0x zlx

z2"3 + eldx nll* zlx z2"3 + el5x n20%

z172% z273 + eldx n2lx z1"2x z2"3 + eldx

nl3x z17"3% z273 + el5+%n01lx z274 + elb5x nllx zl* 2274 + el5% n2lx
z1"2% z2”4 + el5% n31x z1"3% z274);

sb02=(e03x n00 —e00* n03 — el0x n03x zl 4+e03*nl0* zl — e20x n03* z1"2 +

e03% n20*« z172 + e33% n00x z1"3 — e30x n03% z1"3 +
e03x n30%x z1"3 + e04%n00%z2 + e03x nO0lx z2 — e01lx n03%x z2 — e00x
n04xz2 — ellx n03% zlx z2 — el0* n04xzlxz2 + e04xnl0xzlxz2 +
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387 e03% nllx zlx z2 + e23x n0lx z1"2% z2 — .
388 e2lx n03% z1"2x z2 — e20* n04x z1"2% z2 + e04+n20% z1"2xz2 + e03%*

389 n2lx z172% z2 + e33%xn0l%x z1"3x z2 — e31x n03x%

390 z1"3% z2 + e23% n30x z1"3% z2 +e03%x n31l* z1"3x z2 —. ..

391 edlx n03*z1%4x z2 + e05« n00x z2"2 + e04x n0l*z2"2 +

392 e03x n02x z2"2 — e02% n03x z27"2 — e0lx n04* z2"2 +

393 el3x n02% zlx 227”2 — el2% n03x zlx 2272 — ellx n04* zl* z2"2 +
394 e05+ nl0x zlx 227”2 + e04% nllx zlx z272 + e03%

395 nl2x zlx z27"2 — e02% nl3% zlx z2"2 + e23x

396 n02+xz1"2x z272 — e22* n03x z1"2x z2"2 —

397 e2lx n0d4x z1"2x z272 + e04x n2l* z1"2x 2272 + e03% n22* z1"2%

398 2272 + e33% n02%z1"3xz2"2 — e32xn03xz1"3%22"2 — e31%xn04%z1"3xz2"2
399 + e04% n31lx z1"3% z2"2 — €42+ n03x z1%4* z2"2 + e06+ n00x z2"3 +
400 e05+ n0lx z2"3 + e04% n02x z2"3 — .

401 e02x n04x z2"3 — el2%n04*zl* z2"3 + e05+«nllx zlx z273 + e04x nl2%
402 z1lx 2273 + e24% n02% z1"2x z2"3 — e22+%

403 n04x z172% z2"3 + €05« n2l1lx z172x z2"3 + e04x n22+ z1"2x z2"3 —
404 e32x n04x z1"3x z27"3 — ed2x n04* z1"4x z2"3 + e06% nOlx z2"4 +

405 e05+ n02+ z2"4 + e06* nllx zlx 2274 + e05% nl2* zlx*

406 z2™4 + e05% n22* z1"2% z2”4 + e06% n02x z2"5 + e06x nl2% zl*

407 z2"5 + e06% n22% z1"2+ z2"5);

408

409 sb30=(e31*n30* z1"3 — e30* n3lx z1"3 + e41+n30% z1"4 — e40x n31l* z1"4 +
410 e31xnd40x z174 + eb51lx n30% z1"5 — e50x n31%xz1"5 — e60%x n31lx z1"6 +
411 e32xn20x z172% z2 + e32% n30* z1"3% z2 + e32xnd40x z1™4% z2 + ...
412 e33% nl0* z1xz2"2 + e33x n20% z1"2% 2272 + e33% n30x z1"3% 2272 +...
413 e33*« nd0xz1"4« z2°2);

414

415 sb21=(e31%x nl0*x z1l — el0%x n22% zl + e22+% n20x z172 — e20x n22+ z1"2 —
416 e30x n22% z1"3 + e22% n30xz1"3 + e42xn20xz1"4 — e40xn22x z1%4 +
417 e22x nd40x z1"™4 — e50% n22xz1"5 — e60*x n22%x z1"6 + e23x n00* z2 +
418 e23x nl0xzlx z2 + e23x n20%x z1"2x z2 +

419 e22xn21x z172% z2 — e2l%x n22%xz1"2x z2 + e32xn21xz1"3%x z2 — e31x
420 n22+ z1"3x z2 + e22% n31lx z1"3% z2 + e4d42+xn21%xz1"4%z2 — edlx n22%
421 z1™4% z2 + e23% nd0x z174%xz2 — e51*n22x z1"5% z2 + e24x n00*

422 z2"2 + e24x nl0* zlx z2"2 + e23x nllx zl* 2272 + ...

423 e24x n20x z1"2x 2272 + e23+xn21%xz1"2% z2"2 + e24% n30x z1"3% 2272 +...
424 e23xn31xz1"3%22"2 + e24+nd40%z1"4xz2"2 + e24xn01lx z2"3 + e24x nllx
425 z1lx 2273 + e24% n2l* z1"2x 22”3 + e24% n3l*x z1"3% z2"3);

426

427 sbl2=(el3xn00 — e00* nl3 + el3x nl0x zl1 — el0x nl3% z1 — .

428 e20%x nl3* z172 + el3% n20x z1"2 — e30x nl3% z1"3 + el3x

429 n30* z17°3 — e40%nl3x z1"4 + el3% nd40x z1"4 + eldx n00 *z2 + el3x
430 n0lx z2 — e0lx nl3x z2 + ed4lx nl0x zlx

431 z2 + el3x nll% zlx z2 — ell* nl3xzlxz2 — e21xnl3x z1"2% z2 + eldx
432 n20xz172+ z2 + el3x n2l* z1"2x z2 +

433 e33x nllx z1"3x z2 — e31l* nl3x z1"3% z2 + el4+n30%z1"3x z2 + el3%*
434 n3l *z17"3% z2 — edl* nl3x z1"4% z2 — e51% nl3% z1"5%

435 z2 + el5% n00x z272 + eldx nO0l*x z2"2 + el5xnl0xz1*xz2"2 +eld* nllx
436 z1lx 2272 + el3% nl2% z1%xz2"2 — el2%nl3* zlx

437 z2"2 + e23%x nl2% z1"2x z2"2 — e22xnl3x%

438 z172% 2272 + el5x n20%x z1"2* z272 + eldx

439 n2lx z172% z272 + el3x n22x z1"2% z272 + e33xnl2x z1"3% z2"2 +
440 eldx nl3% z1"3x%
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468
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483
484
485
486
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488

490
491
492
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494

z2"2 — e32% nl3% z17"3x z2"2 — ed42x nl3% z1"4x z2"2 + el5x nO0lx
z2"3 + eldx n02%z2"3 + el5+nll*z1%z2"3 +eldx nl2* zl* z2"3 + el5x
n2lx z172% z2"3 + eldx n22x z1"2x z2”3 + elbx n3l%x z1"3x z2"3 +
el5x n02+ z2"4 + el5* nl2x zlx 2274 + elbx n22* z1"2x z2"4);

sb03=(e04+xn00 — e00x n04 — el10% nO04x z1 + e04* nl0x zl1 —

e20x n04* z172 + e04* n20x z172 + e23x n30x z1"3 + e05«

n00x z2 + e04%n0lx z2 — e0l*x n04%z2 — ell *n04* zl*z2 + e05xnl0x
z1xz2 + e04% nllx zlxz2 — e2l1lx n04% z172%xz2 + e04%n2lx z1"2%z2 —
e31lx n04* z1"3%x z2 + e04x n31lx z1"3x z2 + e06+ nO00x

2272 + e05% n0l*x z2"2 + e04* n02x z27"2 — e02+n04%z2"2 — el2+n04+%
z1lx z272 + e05% nllx zlx z272 + e04x nl2+ zl1l%xz2"2 + e24+n02%z1"2x*
2272 — e22+n04 *z1"2x 2272 + e05% n2lx z1"2x z2"2 +...

e04x n22+ z1"2x z27"2 — e32% n04* z1"3x%

2272 — ed2xn04x z1"4x z272 + e06x nO0lx z2"3 + €05« n02x z2"3 +
e04xn03%22"3 — e03%n04%2z2"3 + el4%n03xzl1lx z2"3 — el13xn04x2z1%2z2"3
+ e06* nllxzl*x z2"3 + €05« nl2x zlx z2"3 +

e04x nl3% zlx z2"3 + e24% n03x z1"2%

2273 — e23% n04* z1"2x 2273 + e05% n22% z1"2% z2"3 — e33% n04x*
z1"3% z273 + e06* n02x z2"4 + e05xn03%z2"4 + e06% nl2xzlxz2"4 +
e05x nl3% zlx z2"4 + e06* n22x z172% z2"4 + e06%*

n03 %z2"5 + e06x nl3% zlx z2"5);

sb40=(ed41xnd40*x z1"4 + e51x n40% z1"5 + e42* n30x z1"3%x z2 +

ed2x nd0x z1%4x z2);

sb31=(e32xn20* z1"2 + e32x n30% z1"3 + e32% nd40x z1"4 +

e33x nl0x zlx z2 + e33xn20%xz1"2% z2 + e33% n30* z1"3%x z2 +
e32xn31lx z173% z2 + ed42% n31l*xz1"4x z2 + e33xnd40* z1"4% z2 +
e33*«n2l1l* z1"2+ z272 + e33x n3l%x z1"3%x z272);

sb22=(e23x n00 +e23x nl0x zl1l + e23x n20%xz1"2 + e23% nd40* z1"4 + e24d~x

n00x z2 + e24%nl0x zlx z2 + e23% nllxzlxz2 + e24xn20xz1"2% z2 +
e23x n2l* z1"2x z2 + e24+«n30%xz1"3xz2 + e23*n31l* z1"3%x z2 + e24x
nd0x z1%4% z2 + e24% n0l* z2"2 + e24x nllx zlx z2"2 +

e24x n2lx z172% z2"2 + e23%x n22% z1"2x z2"2 +

e33x n22+ z1"3x 2272 + e24x n3l* z1"3«%

2272 + e24%x nl2* zlx z2"3 + e24x n22x z1"2x z2"3);

sbl13=(el4xn00 + ed4l*x nlO0x zl + eldx n20x z172 + eldx n30x z1"3 +

el5x n00x z2 + eldx nOlx z2 + el5x

nl0x zl* z2 + eldx nllx zlx z2 + elb5x n20% z1"2%x z2 + eld* n2lx
z172% z2 + eldx nl3* z1"3% z2 + el5x n0lx z2"2 + el4%n02%z2"2 +
el5x nll* zlx 2272 + eldx nl2% zlx*

z2"2 + el5x n2l* z172x z2"2 + eldx n22+ z1"2x z2"2 + elb5x n31lx
z173% 2272 + el5x n02x 2273 + el5% nl2% zl*x z2"3 + eldxnl3x

z1lx 2273 + e24% nl3% z17"2%x 22”3 + elb5% n22x z172% z2"3 + el5«
n03xz2"4 + el5x nl3x zlx z274);

sb04=(e05xn00 + e05« nl0x z1l + e06* n00x z2 + e05x n0lx z2 +

e05% nllxzlx z2 + e05% n2lx z1"2% z2 + e06% n0lx z272 + e05«
n02+ z2”2 + e06* nllx z1xz2"2 + e05xnl2xzl* 2272 + e05xn22xz1"2%
z2"2 + e06x n02+ z273 + e05% nO03x z2"3 +e06* nl2xzlx z2"3 +

e05% nl3* zlx z2"3 + e06x n22% z1"2xz2"3 + e06* n03x%
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z2"4 + e05% n04* z274 + el5% nO04xzlx
z2"4 + e06x nl3* zlx z2”4 + e06* n04x z2"5);

sb50=0;
sbd4l=(ed2x n30* z1"3 + ed42x nd0x z1"4);

sb32=(e33xnl10x zl1 + e33x n20%x z1"2 + e33% n30x z1"3 +
e33x nd40x z1"4 + e33*«n2l* z17"2% z2 4+ e33x n3l*x z1"3x z2);

sb23=(e24xn00 + e24* nl0x zl1 + e24x n20%x z1"2 + e24+n30* z1"3 +
e24x nd0x z1"4 + e24% n0lx z2 + e24% nllx zlx z2 +
e24x n2l%xz172% z2 + e24% n3lx z1"3% z2 + e24x
nl2x zlx 2272 + e24% n22% z1"2x z2"2);

sbl4=(el5x n00 + el5* nlOxzl 4+ el5% n20* z1"2 + el5x n0lx z2 +
elb5* nllx zlx z2 + elb5* n2lx z172x z2 + el5* n31lxz1"3%x z2 +
el5x n02« z2"2 + el5* nl2x zlx z2"2 +
elb* n22x z172x z272 + el5% n03x z2"3 + elb5* nl3x zlx z2"3);

sb05=(e06+n00 + e06* nO0lx z2 + e06*nll* zl* z2 + e06%x n02%xz2"2 +
e06x nl2x zlx z2"2 + e06* n22x z1"2% z272 + e06x n03%x z2"3 +
e06x nl3x z1lxz2"3 + e06+ n04x z2"4);

zb00=n00% (N00+nl10%z1+n01%xz2+n20xz1"2+nll*xz1%xz22+n02+xz22"2+n30xz1"3+. ..

n21xz172%z22+nl12%xz1%xz272+n03%z2"3+. ..
nd0xz174+n31%z21"3x22+n22x21"2%x22"2+nl13%z21%22"3+n04xz2"4);

zb1l0=nl1l0% (n00+nl1l0%z1+n01*xz2+n20xz1"2+nllxz1%xz22+n02xz22"2+n30*xz1"3+. ..

n21xz172%z22+nl12%xz1%xz272+n03%z2"3+. ..
n40xz174+n31%z1"3x22+n22x21"2%x22"2+nl13%z1%22"3+n04xz22"4) ;

zb01=n01% (n00+nl1l0*z1+n01*xz2+n20xz1"2+nll*xz1*xz22+n02+xz2"2+n30*xz1"3+. ..

n21xz172%z22+nl12%xz1%xz272+n03%z2"3+. ..
nd40xz174+n31%z21"3x22+n22x21"2%x22"2+nl13%z1%22"3+n04xz2"4) ;

zb20=n20% (N00+nl10%z1+n01*xz2+n20xz1"2+nll*xz1%xz22+n02+xz22"2+n30*xz1"3+. ..

Nn21xz1"2%z22+nl12%z1%xz2272+n03%z2"3+. ..
nd40xz174+n31%z1"3x22+n22x21"2%x22"24+nl13%z1%22"3+n04xz22"4);

zb1l1l=nl1l* (n00+nl10*z1+n01lxz2+n20%z1"24nll*z1lxz2+n02%xz22"24+n30*xz1"3+. ..

Nn21xz1"2%z2+nl12%z1%xz2272+n03%z2"3+. ..
nd0xz174+n31%z1"3x22+n22x21"2%x22"2+nl13%z1%22"3+n04xz22"4) ;

zb02=n02* (n00+n10xz1+n01xz2+n20%z1"24nll*z1lxz2+n02%xz2"24+n30*xz1"3+. ..

Nn21xz1"2%z22+nl12%z1%xz22"2+n03%z2"3+. ..
nd40xz1744n31%z1"3x22+n22xz21"2%x22"24+nl13%z1%22"3+n04xz2"4) ;

zb30=n30% (n00+n10xz1+n01xz2+n20%z1"24nll*z1lxz2+n02%xz2"24+n30*z1"3+. ..

Nn21xz172%z2+nl12%z1%xz2272+n03%z2"3+. ..
nd0xz174+n31%z1"3x22+n22x21"2%x22"2+nl13%xz1%22"3+n04xz2"4);

zb21=n21% (n00+nl10xz1+n01lxz2+n20%z1"24nll*z1lxz2+n02%xz2"24+n30*z1"3+. ..

Nn21xz172%z22+nl12%z1%xz22"2+n03%z2"3+. ..
Nn40xz1"4+n31xz21"3%22+Nn22x21"2%x22"2+nl3%z1xz2"3+n04xz2"4) ;

zb12=n12% (n00+nl10xz1+n01lxz2+n20%z1"24nll*z1lxz2+n02%xz2"24+n30*xz1"3+. ..

N21xz172%z22+nl12%z1%xz2272+n03%z2"3+. ..
Nn40xz1"4+n31xz21"3%22+Nn22x21"2%x22"2+nl3%z21xz2"3+n04xz2"4) ;

zb03=n03* (n00+n10xz14+n01xz2+n20%z1"24nll*z1lxz2+n02%xz2"24+n30*z1"3+. ..

Nn21xz172%z22+nl12%z1%xz2272+n03%z2"3+. ..
Nn40xz1"4+n31xz21"3%22+Nn22x21"2%x22"2+nl3%z1xz2"3+n04xz2"4) ;

zb40=n40% (n00+nl10xz14+n01xz2+n20%z1"24nll*z1lxz2+n02%xz2"24+n30*z1"3+. ..
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n21%z1"2xz2+nl2%z1%2272+n03%z2"3+
n40%z174+n31xz1"3%22+n22x21"2%2272+nl13%x2z1%z2"3+n04xz2"4) ;
zb31=n31% (n00+nl0*z14+n01*z2+n20xz21"24+nll*xz1*z2+n02xz22"24+n30%z1"3+
n21l*z1"2xz2+nl2%z1%z272+n03%z2"3+
n40%z174+n31%xz1"3%22+n22x21"2%2272+nl13%x2z1%z2"3+n04xz2"4) ;
zb22=n22* (Nn00+nl0*z14+n01*z2+n20xz21"°24nll*xz1*z2+n02xz22"24+n30%z1"3+
n2l*z1"2xz2+nl2%z1%z2272+n03%z2"3+
n40%z174+n31xz1"3%22+n22x21"2%2272+nl13%x2z1%z2"3+n04xz2"4) ;
zb1l3=nl13% (n00+nl0*z14+n01*z2+n20xz21"°24+nll*xz1*z2+n02xz22"24+n30%xz1"3+
n2l*z1"2xz2+nl2%z1%z272+n03%z2"3+
nd0xz174+4n31%z1"3x22+n22x21"2%x22"2+nl13%z1%22"3+n04xz22"4);
zb04=n04% (n00+nl0*z14+n01*z2+n20xz21"°24+4nll*xz1*z2+n02xz22"24+n30%z1"3+
n2l%z1"2xz2+nl2%z1%z2272+n03%z2"3+
Nnd0xz174+n31%z1"3x22+n22x21"2%x22"2+nl13%z1%z22"3+n04xz22"4) ;

A.21 dreiDmain.m

function [2000,a100,a4010,a2001,a2110,a011,a101,a200,a020,a002,
p100,b010,001,b110,b011,b101,b200,0020,0002,u,o]l=dreiDmain ()

AnzOp=1;
ArtOp=I[11];
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mult=10"—-2;
Jx=1+mult;
Jy=1lxmult;
Jz=1lxmult;
Ix=max (Jx,0.1);
Iy=max (Jy,0.1);
Iz=max (Jz,0.1);

)
v (1)=0xTIy;
z(1)=0xIz;
X (2)=axIx;
v (2)=0xTIy;
z(2)=0x1z;
X (3)=—axIx;
v (3)=0xTIy;
z(3)=0xIz;
x (4)=0*xIx;
y (4)=axly;
z(4)=0%x1Iz;
x(5)=0*xIx;
y(5)=—axIy;
z(5)=0%Iz;
x(6)=0*xIx;
v (6)=0xTIy;
z(6)=ax*xIz;
x(7)=0*xIx;
y (7)=0+Iy;
z(7)=—ax1z;
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x (8)=b*Ix;
v (8)=0xTIy;
z(8)=0%Iz;
X (9)=—bx*Ix;
v (9)=0xTIy;
z(9)=0%Iz;
X (10)=0%1Ix;
vy (10)=b*Iy;
z(10)=0x1Iz;
)

X (11)=0%1Ix;
y(11) =—b+Iy;
z(11)=0x1Iz;
x(12)=0+Ix;
y(12)=0%Iy;
z(12)=bxIz;
X (13)=0+1Ix;
y(13)=0*TIy;
z(13)=—Db+*Iz;
x(14)=c*Ix;
y(1l4)=cx*Iy;
z(14)=0x1Iz;
x(15)=cxIx;
y(15)=—cx*Iy;
z(15)=0x1Iz;
X (16)=—c*Ix;
y (16)=c*Iy;
z(16)=0xIz;
x(17)=—c*Ix;
y(17)=—cx*1y;
z(17)=0x1Iz;
x(18)=0+Ix;
y (18)=c*Iy;
z(18)=cx*Iz;
x(19)=0+Ix;
y(19)=—cx*Iy;
z(19)=c*Iz;
x(20)=0+Ix;
y (20)=c*1y;
z (20)=—c*1z;
x(21)=0+Ix;
y(21)=—cx*1y;
z(21)=—c*1z;
X (22)=c*1Ix;
y(22)=0+Ty;
z(22)=c*1z;
X (23)=—c#*1Ix;
y(23)=0x1y;
z(23)=c*1z;
X (24)=cxIx;
v (24)=0x1y;
z(24)=—c*1z;
X (25)=—c*1Ix;
y(25)=0x1y;
z (25)=—c*1Iz;
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174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
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for i=1:

end;

for j=2

for

25

:AnzOp+1

i=1:25

O 1) *x (1) +p010 (1) *y (1) +
pllO(l)*x(i)*y(i)+

2 (1) +p011 (1) *y (i) *z (1) +
A2+p020(1)*y(i)”\2+

2)/
( )+g010 (1) *y (1) +g001 (1) *z (1) +
*y (1) +
(1) +g011 (1) *xy (i) *z (1i)+
+q020(1)*y(i)A2+

v\_/vvo
+A

NI\)N

if (ArtOp (j—1)==1)

f(i)

=£ (1) +((p000 (J)+pl00 (J) *»x (1) +p010 (J) »y (1) +p001 (J) »z (1

pllO(j)*x(i)*y(i)+p101(j)*x(i)*z(1)+p011( ) xy (1) xz (1
p200(J) *x (1) 72+p020 (J) »y (1) "2+p002 (J) *z (1) " )/
(1+quO(j)*x(i)+quO(j)*y(i)+qOOl(j)*z(l)+

qllO( ) x(1)*y (1) +

P1l01 () *x (1) %z (1) +q011 (J) *y (1) *z (1) +g200 (J) *x (1) ~2+
qOZO( ) y(1)72+q002(3) 2z (1)"2));

=2)

elseif (ArtOp (j—1)=

£(i1)=£(1)—((p000 (3)+p100(J) *x (1) +p010(J)*y (1) +p001 (J) *z (1
Pl10(J) *»x (1) *xy (1) +p101 () *x (1L )*Z(l)+p01l( ) y(i)*z (1
pZOO(j)*X(i)A2+p020(j)*y(i)A2+p002( ) *z (1 )/
(1+q100(j)*X(i)+q010(j)*y(i>+q001(j)*2(l)+
gqllo(J)*x (i) *y(i)+
Pl01 () *»x (1) *z (1) +g011l (J)*y (i) *z (1)+g200(J)*»x (i) "2+
g020 () *y (1) "2+g002 (J) xz (1) ~2)) ;

elseif (ArtOp(j—1)==3)

f(i)=£f(i)~* (( 000 (3 )+p100(j)*X(i)+p010(j)*Y(l)+p001( ) z (1
pl10( x (1) xy (1) +pl01 (J) »x (1 )*Z(l)+p011 y(i)*z (1
p200( ) x(i)" 2+p020(j)*y(i)A2+p002( )%z (1) 72) /
(1+q100(j)*x(1)+q010(j)*y(i)+q001(j)*z(1)+
qll0(3)*x(1)*y (1
pl01 (7 ) X(l) z (1 )+qul( ) *y (1) xz (1) +g200 (J) »x (1) "2+

g020 (J) *y (1) *2+g002 (3) *z (1) *2)) ;
elseif (ArtOp(j—1)==4)
f(i)=£(1)/ ((p000 (J)+pl00(F) *x (1) +p010 (J) »y (i) +p001 () *xz (1

pl10(J) *»x (i) »y (i )+p101(j)*x(i)*z(1)+p011( ) y (1) *z (1
p200 () *x (1) "2+p020 (3) *y (1) *2+4p002 (J) xz (1) ~2) /
(l+quO(j)*x(1)+quO(j)*y(i)+qOOl(j)*z(1)+
qll0(3)*x (1) y (1) +

P101 (J) *x (1) *z (1) +g011 (J) *y (1) *z (1) +g200 (J) *x (1) *2+
g020 (J) *y (1) *2+g002 (3) xz (1) *2) ) ;
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197
198
199

201
202
203
204
205
206
207
208

210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235

237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250

end;
end;

[p000 (2+Anz0Op)
pl01 (2+Anz0Op)
ql00 (2+Anz0Op),g010
g011 (2+AnzOp) ,g200
dreiDKoeffCVX
(x(1),x(2),x(3
x(13),x(14),x
( )’y
)Iy
3,y

z
z

,pl00
,p011

2+AnzOp) ,
) (4) ,x(5
), x(16),
y(2),v(
)
)

), z (1

, X
(15
(1),
(13),y (14
(24),vy (25
11),z (12

) (22),z(23

[u(2+AnzOp), 0
(p000(1),p100 (1)
p020 (1), p002 (1),
q200(1),9020(1),
p010(3),p001(3),
gl00(3j),g010(3),g001 (7

q002(3),u(3),0(3),
(
(
(

gl00 (1),
q002 (

p001 (2+Anz0Op) ,pl10 (2+Anz0Op)
200 (2+Anz0Op) ,p020 (2+Anz0p)
g010 (2+AnzO0p) ,g001 (2+AnzO0p)
9011l (2+AnzOp) ,g200 (2+AnzOp)

—Jx,Jdx,—Jdy,dy,—Jdz,Jz);

f= (0 (2+Anz0p) +u (2+Anz0p) ) /2;
p000 (2+Anz0p) =p000 (2+AnzO0p) +£;
0 (2+AnzOp) =0 (2+Anz0Op)—£f;
u(2+AnzOp) =u (2+Anz0p) —

p000 (1)=p000 (2+Anz0Op) ;
pl00(1)=pl00 (2+Anz0Op) ;
p010(1)=p010 (2+Anz0Op) ;
p001 (1)=p001 (2+AnzOp) ;
pl10(1)=pll0 (2+Anz0Op) ;
p011(1)=p011 (2+AnzO0p) ;
pl01(1)=pl01 (2+Anz0Op) ;
200 (1)=p200 (2+Anz0Op) ;

2+AnzOp) ,p010 (2+Anz0p

) 1% (6
x(17),
3),y(4),y
y (15
),2(2),2(3),
z(13),z
) z(24),

1),
p110 (] ),p101(j)

)»,9q110(3),ql01(3),
000 (24+Anz0Op) ,pl00 (2+AnzO0p) ,
, 101 (2+Anz0p)
, 002 (2+AnzO0p)
,9q110 (2+Anz0Op) ,
, 9020 (2+Anz0p)

) x(7),x(8),

(5),y (6
),y (16),y(1

(14),z
z (25)

(2+AnzOp) ] = dreiDfehlerslope
,pP010(1),p001 (1)
quO(l),qOOl(l)

+p110 (1)

p011(3),
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), p001

2+Anz0Op) ,p200 (2+Anz0p) , p020

2+Anz0Op) ,g001 (2+Anz0Op) ,gll0
)

q020 (2+AnzO0p) , 002

X
x(18),x(19)

)

)

(4) ,z(5),2(6),z
(15),z
,—Jx,Jx,

,p101(1),p011 (1)
,q110 (1),
o(1l),ArtOp(j—1),p000(3)
p200(3),
q011(3),

2+Anz0Op
2+Anz0Op
2+Anz0Op
2+Anz0Op

),
)
) ’

)1 =

9),x(10),x(11),x(12),
x(20),x(21),x(22),x
y(7),y(8),y(9),y(10)
y(18),y(19),y(20),y
(7),z(8),
(16),2z(17),2z(18),2z(19),
—Jy,Jdy,—Jz,Jz);

,p200 (1),
gl0l(1l),g011(1),
,p100(3),
p020(3),p002(J),
g200(3),q020(3),
p010 (2+Anz0Op) ,

,p011 (2+Anz0Op),
, 9100 (2+Anz0Op) ,

qlO0l (2+Anz0Op) ,

, 9002 (2+Anz0Op) ,

pll0 (2+AnzOp),
, 002 (2+Anz0Op) ,
gl0l (2+AnzOp) ,

(23),

(21),



251
252
253
254
255
256
257

259
260
261
262

264
265
266

268
269
270
271
272
273
274
275

277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288

© 00 N Ot W N

=
(=]

020 (1)=p020 (2+AnzO0p) ;
002 (1)=p002 (2+Anz0p) ;
gl00 (1)=gl00 (2+Anz0Op) ;
g010 (1)=g010 (2+Anz0Op) ;
g001 (1)=g001 (2+Anz0Op) ;
gll0(1)=gll0 (2+AnzOp) ;
g011(1)=g011 (2+AnzOp) ;
gl01(1)=9l01l (2+AnzOp) ;
9200 (1)=g200 (2+Anz0Op) ;
020 (1)=g020 (2+Anz0Op) ;
g002 (1)=g002 (2+Anz0Op) ;

u(l)=u(2+Anz0Op) ;
o (1l)=0(2+AnzO0p) ;

end;

a000=p000 (2+Anz0p) ;
al00=pl00 (2+AnzOp) ;
a010=p010 (2+Anz0p) ;
a001=p001 (2+Anz0p) ;
all0=pll0 (2+AnzOp) ;
a011=p011 (2+AnzOp) ;
al0l=pl01 (2+Anz0Op) ;
a200=p200 (2+AnzOp) ;
a020=p020 (2+Anz0p) ;
a002=p002 (2+Anz0p) ;
p100=gl00 (2+AnzOp) ;
b010=g010 (2+AnzO0p) ;
b001=g001 (2+AnzOp) ;
p110=gl10 (2+AnzOp) ;
b011=g011 (2+AnzOp) ;
b101=gl01 (2+AnzOp) ;
b200=g200 (2+AnzO0p) ;
b020=g020 (2+Anz0p) ;
b002=g002 (2+AnzOp) ;
u=u (2+Anz0p) ;
0=0 (2+Anz0Op) ;

A.22 dreiDKoeffCVX.m

function [p000,p100,p010,p001,p110,p011,p101,p200,p020,p002,
ql00,g010,9001,9g110,9011,g101,9g200,g020,9g002] =
dreiDKoeffCVX
(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11,x12,x13,x14,x15,x16,x17,x18,x19,x20,
x21,x22,x23,%x24,x25,y1,v2,y3,v4,y5,v6,v7,y8,y9,vy10,vy11l,y12,y13,vy1l4,y1l5,
yleée,y17,vy18,y19,vy20,vy21,y22,y23,v24,vy25,21,22,23,24,25,26,27,28,29,210,
z11,212,213,214,215,216,217,218,219,220,221,222,223,224,225,
Ixu, Ixo,Iyu,Iyo,Izu,Izo)

Ix=infsup (Ixu, Ix0);
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11 Iy=infsup (Iyu, Iyo);
12 Iz=infsup(Izu,Izo0);
13

14 c=—0.1;

15 I=infsup(—1,0);

16

17 while (inf_ (I)<0) sPriift ob die Nebenbedingungen "streng genug" sind
18 c=c+0.1;

19

20 cvx_begin $L6sen des Optimierungsy le ittel

21 variable a000

22 variable al00

23 variable a0l1l0

24 variable a001

25 variable all0

26 variable a0ll

27 variable alOl

28 variable a200

29 variable a020

30 variable a002

31

32 variable b100

33 variable b010

34 variable b001

35 variable bl10

36 variable b011l

37 variable bl01

38 variable b200

39 variable b020

40 variable b002

41

42

43 minimize( (a000+al00%x1+a010*xy1+a001lxz1+all0xx1xyl+a0llxylxzl+...
44 al0lxx1%z1+a200%xx1"24+a020xy1°2+a002xz1"2—( z1 )x...
45 (1+b100%x1+b010*y1+b001xz1+b110xx1*yl+b01l1lxyl*zl+. ..

46 bl01lxx1xz1+b200xx1"2+b020xy172+b002x21"2)) "2 +. ..

47 (a000+a100%x2+a010%y2+a001*z2+all0*x2+y2+a0ll+y2*z2+. ..
48 al0l*x2%z2+a200xx2"24a020xy272+a002xz2"2—( z2 )*x...
49 (1+b100%x2+b010+y2+b001xz2+b110xx2xy2+b011xy2%z2+. . .

50 P101xx2*224+0200xx2"24+b020xy2"24+b002x22"2) ) "2 +. ..

51 (a0004+al00xx3+a010*y3+a001l%z34+all0xx3xy3+a0llxy3xz3+. ..
52 al01%x3%xz3+a200%x372+a020xy372+a002%z3"2—( z3 )*...
53 (1+b100%x3+b010+y3+b001xz3+b110xx3*y3+b011xy3*z3+. ..

54 b1l01xx3%xz3+b200*x372+b020*y372+b002%x23"2)) "2 +...

55 (a000+a100%x4+a010%y4+a001+z4+all0xxd*y4+a0ll«yd*zd+. ..
56 al0lxx4%z4+a200%xx4"2+a020xy4°2+a002xz24"2—( z4 )x...
57 (1+b100%x4+b010+*y4+b001xz4+b110xx4*y4+b011lxyd*z4+. ..

58 Pl01xx4xz4+b200xx4"2+b020xy472+b002x2472) ) "2 +. ..

59 (a000+al00xx5+a010xy5+a001l%z5+al110xx5xy5+a011lxy5xz5+. ..
60 al0l%x5%z5+a200xx5"24a020xy5°2+a002xz5"2—( z5 )*...
61 (1+b100%x5+b010+y5+b001xz5+b110xx5xy5+b011xy5+z5+. . .

62 P101xx5%x25+b200*x5%2+b020*y572+b002%x25"2)) "2 +. ..

63 (a0004+al00xx6+a010*y6+a001l*xz6+all0xx6xy6+a0llxy6xz6+. ..
64 al01%x6%xz6+a200%x672+a020+xy6°2+a002%26"2—( 26 )*x...
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65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
™
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118

(1+b100xx6+b010*y6+b001xz6+b110+x6xy6+b01l1l*y6*xz6+
b101xx6%xz26+b200*x672+b020*y6°2+b002%x26"2)) "2 +
(a0004al00xx7+a010*y7+a001l%xz74+all0xx7xy7+a0llxy7xz7+
al0lxx7+z7+a200xx7"2+a020xy772+a002%xz7"2—( z7 )=
(1+b100*x7+b010*y7+b001xz7+b110xx7*y7+b011lxy 727+
bLl01xx7xz7+b200xx7"2+b020xy7"2+b002x27"2)) "2 +
(a000+al1l00xx8+a010+y8+a001%xz8+all0xx8xy8+al0llry8xz8+
al0lxx8%z8+a200xx8"2+a020xy872+a002xz8"2—( z8 )=
(1+b100%x8+b010*y8+b001xz8+b110*x8xy8+b011l*y8*z8+
P101%x8%z8+b200xx8"2+b020+y8°2+b002%28"2)) "2 +
(a000+al00xx9+a010*y9+a001%xz9+all0xx9xy9+a0llxy9xz9+
al0l%xx9%z94+a200%xx9"24a020xy9°2+a002%xz9"2—( z9 )~
(1+b100%x9+b010+y9+b001+xz94+b110xx9+y9+b011xy9+z9+
b1l01xx9%xz29+b200*x972+b020%y9°2+b002%x29"2)) "2 +
(a0004+4al100%xx10+a010xy10+a001%z10+al110%*x10%xy10+a01llxyl0*xz10+
al0lxx10%z10+a200%x1072+a020xy107°2+a002x210%2—( z10 )=
(1+0100%x10+b010xy10+b001%z10+b110xx10xy10+b011xy10%xz10+
b1l01xx10%z10+b200*x10"2+b020+xy1072+b002%210%2)) "2 +
(a0004+a100%x11+a010%y11+a001%z11+al10+x11xy11+a0llxyllxzl11+
al0lxx11%z11+a200%x1172+a020xy117°2+a002x2z1172—( z1l1 )«
(1+b100%x11+b010%y11+b001xz11+b110xx11%yl1+b011*yllxzl1l+
P101xx11%xz11+b200xx11"2+b020xy11°2+b002x211"2)) "2 +
(a000+a100%x12+a010%y12+a001%z12+al10%x12xy12+a0llxyl2xz12+
al0lxx12%2z12+a200%x1272+a020xy12724+a002x2z12"2—( zl2 )«*
(1+b100*x12+b010*y12+b001+212+b110xx12%y12+b011*yl2x2z12+
b101xx12%x2124+4b200xx12"24+b020xy1272+b002x21272)) "2 +
(a0004+4al1l00xx13+a010+xy13+a001%z13+al110%xx13%xy13+a0llxyl3%xz13+
al0l%xx13%2z13+a200%xx1372+a020xy1372+a002x2z13"2—( z13 )=
(1+0100%x13+b010xy13+b001%z13+b110xx13xy13+b011xy13xz13+
bl01xx13%z13+b200*x13"2+b020+y1372+b002%213%2)) "2 +
(a000+2100%x14+a010%y14+a001%z14+al110+x14xy14+a0llxyldxz14+
al0lxx14%2z14+a200%x1472+a020xy1472+a002x2z1472—( z14 )«
(1+b100%x14+b010%y14+b001xz14+b110xx14%y14+b011*yldxz1l4+
P101xx14%x214+b200xx14"2+b020xy14°2+b002x21472)) "2 +
(a000+a100%x15+a010%y15+a001%z15+al110%x15xy15+a01llxy1l5xz15+
al01+x15%xz154+a200xx15%2+a020xy15°2+a002x2z15%2—( z15 )«
(1+b100xx15+b010*y15+b001%xz15+b110xx15%xy15+b011xy15%xz15+
bl01xx15%z15+b200+x15%2+b020*xy15°2+b002%2z15%2)) "2 +
(a000+a100%x16+a010%y16+a001%z16+all0+x16xyl6+a0llxyl6xz16+
al0lxx16%216+a200%xx1672+a020xy16°2+a002x216"2—( zl1l6 )=
(1+b100%x16+b010xy16+b001%z16+b110xx16xy1l6+b011lxyl6xzl6+
bl01xx16%z16+b200*x16"2+b020+y1672+b002%216%2)) "2 +
(a000+a100%x17+a010%y17+a001%z17+all0%x17xy17+a01llxyl7xz17+
al0lxx17%z17+a200%x1772+a020xy17"24+a002xz17"2—( z17 )%
(1+b100%x17+b010%y17+b001xz17+b110xx17+yl7+b011*yl7xz17+
P101xx17%xz17+b200xx17"2+b020xy1772+b002x217"2)) "2 +
(a000+a100%*x18+a010%y18+a001%z18+all0%x18xy18+a0llxyl8xz18+
al01+x18xz18+a200xx1872+a020xy1872+a002x2z18%2—( z18 )=«
(1+b100%x18+b010%y18+b001xz18+b110xx18%y18+b011lxyl8xz18+
bl101xx18%z18+b200*x18"2+b020+xy1872+b002%2z18"2)) "2 +
(a000+a100%x19+a010%y19+a001%z19+all0%x19xy19+a0llxy1l9xz19+
al0l%xx19%219+a200%x1972+a020xy1972+a002x219%2—( z19 )=*
(1+b100%x19+b010xy19+b001%2z19+b110xx19xy19+b011xy19x2z19+
b1l01xx19%219+b200*x19"2+b020+y1972+b002%219%2)) "2 +
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119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134

136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157

159
160
161
162
163
164
165
166

168
169
170
171
172

(a000+al00xx20+a010xy20+a001%z20+all10%xx20+y20+a0llxy20%z20+
al0l%xx20%z20+a200%xx20"2+a020xy20"°2+a002x2z20"2—( z20 )=
(1+b100%x20+b010%y20+b001*z20+b110xx20+y20+b011+y20xz20+
b1l01xx20%z20+b200*x20"2+b020+xy20°2+b002%22072)) "2 +
(a000+a100%x21+a010%y21+a001%z21+all0+x21xy21+a0llxy21lxz21+
al0l%xx21%z21+a200%x21"72+a020xy21"°24a002x2z21"2—( z21 )%
(1+b100*x21+b010*y21+b001+2z21+b110*x21*y21+b011+y21xz21+
b101xx21%x221+b200xx21"2+b020xy21°2+b002x221"2)) "2 +
(a0004al00xx22+a010+xy22+a001%z22+al1l10%x22%y22+a0llxy22%z22+
al0lxx22%222+a200%xx22"2+a020xy22"2+a002x222"2—( z22 )=*
(1+b100%x22+b010%y22+b001%z22+4b110*x224y22+b011*y22x222+
bl01xx22%222+b200*x22"2+b020+y2272+b002%22272)) "2 +
(a000+a100%x23+a010%y23+a001%z23+al10+x23xy23+a0llxy23xz23+
al0l%xx23%223+a200%x2372+a020xy23°2+a002x223"2—( 2z23 ) «*
(1+b100%x23+b010%y23+b001xz23+b110*x23%y23+b011*y23x2z23+
P101xx23%223+b200*x23"2+b020+y2372+b002%223%2)) "2 +
(a000+a100%x24+a010%y24+a001%z24+a110%x24xy24+a0llxy24xz24+
al01%xx24%2z24+a200%x24"2+a020xy24"2+a002x224"2—( z24 )«*
(1+b100%x24+b010*y24+b001+224+b110+x24%y24+0b011*y24+z24+
b101%*x24%x2244b200xx24"2+b020xy24°2+b002x22472)) "2 +
(a0004+al1l00xx25+a010xy25+a001%z25+al110%*x25xy25+a011lxy25%z25+
al0l%xx25%225+a200%x25%2+a020xy25°2+a002x225%"2—( z25 )=«
(1+b100%x25+b010xy25+b001%2z25+b110xx25xy25+b011xy25%x2z25+
bl01xx25%z225+b200%*x25"2+b020%y25°2+b002%225%2)) "2 )

subject to

(1+b100%x1+b010*y1+b001xz14+b110xx1*yl1+b011lxyl*z1+b101lxx1l*z1+
P200xx1"2+b020%y1"2+b002%21"2) >cC
(1+b100#x2+b010+y2+b001x2z2+b110xx2xy2+b011xy2%z2+b101*x2%2z2+
b200xx2"2+b020%y2"2+b002%22"2) >C
(1+b100%x3+b010*y3+b001xz3+b110xx3xy3+b011xy3xz3+b101xx3xz3+
b200%*x372+b020xy3°2+b002%2372) >C
(1+b100%x4+b010+xy4+b001x2z4+b110xx4*y4+b011xy4*z4+b101+xd*z4+
b200xx4"2+b020*xy4"2+b002%24"2) >C
(1+b100#x5+b010+y5+b001xz5+b110xx5+y5+b011xy5+z5+b101xx5%z5+
b200xx5"2+b020%y5°2+b002%25%2) >c
(1+b100%x6+b010+y6+b001xz6+b110xx6xy6+b011lxy6+xz6+b1l01lxx6%26+
b200%xx672+b020xy6°2+b002%26"2) >C
(1+b100%x7+b010*y74+b001xz7+b110xx7*y7+b011lxy7xz7+b101*x7*z7+
b200xx7"2+b020xy7"2+b002%27"2) >C
(1+b100%x8+b010+y8+b001xz8+b110xx8xy8+b011xy8+z8+b101xx8%z8+
p200xx8"2+b020xy8"2+b002%28"2) >c
(1+b100%x9+b010*y9+b001xz9+b110xx9*y9+b011xy9%z9+b101xx9%z9+
b200%*x972+b020xy9°2+b002%2972) >C
(1+b100%x10+b010xy10+b001%z10+b110*x10xy10+b011xy10%xz10+
P1l101xx10%z10+b200%x1072+b020%y10°2+b002%x210"2) >c
(1+b100%x11+b010%y11+b001xz11+b110xx11%yl11+b011*yllxzl1l+
P101*x11xz11+b200%x1172+b020*y1172+b002%211"2)>cC
(1+b100%x12+b010%y12+b001*xz12+b110xx124y12+b011*yl2x2z12+
bl01lxx12x212+b200%x12"2+b020%y12"2+b002%212"2) >C
(1+b100%x13+b010xy13+b001%z13+b110xx13xy13+b011xy13xz13+
P101xx13%213+b200%x1372+b020%y1372+b002%x213"2)>c

181



173
174
175

177
178
179

181
182
183
184

186
187
188

190
191
192
193
194
195
196
197

199
200
201
202

204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226

cvx_end

(1+b100%x14+b010xy14+b001%214+b110%x14%y14+b011+yl4xz14+
P101xx14%214+b200%x1472+b020%y14°2+b002%x214"2) >c
(1+b100%x15+b010xy15+b001%z15+b110%x15+y15+b011+y15+x2z15+
P101xx15%215+b200%x15%2+b020%y15°2+b002%x215"2) >c
(1+b100%x16+b010xy16+b001%2z16+b110xx16xy16+b011lxyl6xz16+
P101%x16%216+b200%x1672+b020+y16°2+b002x216"2) >C
(1+0100xx17+b010*y17+b001xz17+b110xx17xyl7+b011xyl7%xz17+
P1l01xx17%z17+b200%x1772+b020%y1772+b002%x217"2) >c
(1+b100%x18+b010xy18+b001%z18+b110%x18%y18+b011l+y18xz18+
P101%xx18%218+b200%x1872+b020+y1872+b002x218"2) >C
(1+b100%x19+b010xy19+b001%2z19+b110xx19xy19+b011xy19%xz19+
P101%x19%219+b200%x19%2+b020+y19°2+b002x21972) >c
(1+b100%x20+b010xy20+b001%2z20+b110xx20xy20+b011xy20%x2z20+
b1l01xx20%220+b200%x2072+b020%y2072+b002%x220"2) >c
(1+b100%x21+b010xy21+b001%z21+b110%x21+y21+b011+y21xz21+
P1l01xx21%221+b200%x2172+b020%y21°2+b002%x221"2) >C
(1+b100%x22+b010%y22+b001xz224b110*x22+y22+b011*y22x222+
P101%x22%222+b200%x22"2+b020+y2272+b002x222"2) >C
(1+b100%x23+b010xy23+b001%2z23+b110xx23xy23+b011xy23%x2z23+
P1l01xx23%223+b200%x2372+b020%y2372+b002%x223"2) >c
(1+b100%x24+b010xy24+b001%224+b110%x24%y24+b011+y24x224+
bl01xx24x224+b200%x24"2+b020%y24"2+b002%224"2) >C
(1+b100%x25+b010xy25+b001%2z25+b110xx25xy25+b011xy25%x2z25+
P101%x25%225+b200%x25%2+b020+y25°2+b002x225"2) >C

q100=b100;
q010=b010;
q001=b001;
ql10=b110;
q011=b011;
ql01=b101;
q200=b200;
q020=b020;
q002=b002;

I=(1+gl00#Ix+g010*Iy+g001xIz+gllO*Ix*Iy+q0llxIy*Iz+glO0l«Ix*«Iz+
g200*power (Ix,2)+q020+power (Iy,2)+gq002xpower (Iz,2));

end

p000=a000;
pl00=a100;
p010=a010;
p001=a001;
pll0=al110;
p011=a011;
pl01=al01;
p200=a200;
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p020=a02
p002=a00

A.23

function
(pal

gal

pb0

gbl

p00

qlo

Ix=infsu
Iy=infsu
Iz=infsu
ITa=infsu

Ib=infsu

if (opera

I1=(

elseif (o

I1=(

0;

2;
dreiDfehler.m
[u,0] = dreiDfehler

00,pal00,pa010,pal01,pall0,palll,palll, pa200,pal020,pal02,
00,9a010,9a001,gal1l0,9gal01l,ga011,9a200,9a020,ga002,ua, oa, operation,
00,pb100,pb010, pb001,pbl110,pbl01,pb011l,pb200,pb020,pb002,
00,9gb010,gb001,gbl110,gbl01,gb011,gb200,gb020, gb002, ub, ob,
0,p100,p010,p001,p110,p101,p011,p200,p020,p002,
0,g010,9001,9110,g101,9011,g200,9020,9002, Ixu, Ixo, Iyu, Iyo,Izu, Iz0)

p (Ixu, Ixo0);
p(Iyu,Iyo);
p(Izu,Izo);
p(ua,oa);
p (ub, ob) ;

tion==1)

(pa000+pal00*Ix+pal0l0xIy+pal0l+Iz+pallO*«Ix*xIy+palll*«IyxIz+
palOlxIxxIz+paz200+power (Ix,2)+pal20xpower (Iy,2)+

pal002xpower (Iz,2)+Ia)/
(1+gqal00xIx+qa0l0xIy+ga00l+Iz+qallOxIx*«Iy+qal0llxIy*xIz+gqalOl+xIxxIz+
gaz200+power (Ix,2)+gal020«power (Iy,2)+gal02xpower (Iz,2))+
(pb000+pbl00*Ix+pb010xIy+pb001l+Iz+pbll0*Ix*xIy+pb0llxIy*Iz+
pbl01lxIx*xIz+pb200+xpower (Ix,2) +pb020+xpower (Iy,2)+

pb002+power (Iz,2)+Ib)/
(1+gbl00xIx+gb010xIy+gb001*Iz+gbll0xIx*Iy+gqb0llxIy*xIz+gbl0lxIxxIz+
gb200*power (Ix,2)+gb020+power (Iy,2) +gb002+xpower (Iz,2))) *
(1+9gl00#Ix+g010xIy+g001lxIz+gllO*Ix*xIy+g0llxIy*Iz+gqlO0lxIx*Iz+
g200xpower (Ix,2)+q020*power (Iy,2)+g002xpower (Iz,2))

— (p000+pl00+Ix+p010*TIy+p001*xTz+pll0+xIx*xIy+p0llxIy*xIz+pl0l+xIxxIz+
p200+xpower (Ix, 2) +p020xpower (Iy,2)+p002+power (Iz,2));

peration==2)

(pa000+pal00*Ix+pall0xIy+pal0lxIz+pallO*Ix*xIy+palll«Iy*xIz+
pal0lxIx*xIz+pa200+power (Ix,2)+pal20xpower (Iy,2)+

pal02+power (Iz,2)+Ia)/
(1+gal00xIx+qa0l0xIy+gal0l*Iz+gallOxIx*Iy+qal0llxIy*xIz+gqalOlxIxxIz+
ga200xpower (Ix,2)+ga020+power (Iy,2) +gal02xpower (Iz,2))—
(pb000+pbl00*Ix+pb010xIy+pb001l*xIz+pbll0*Ix*xIy+pb0ll*xIy*Iz+
pbl01lxIxxIz+pb200xpower (Ix,2) +pb020*power (Iy,2)+

pb002+power (Iz,2)+Ib)/
(1+gbl00*Ix+gb010*Iy+gb001+Iz+gbll0xIx*Iy+gb0ll+Iy*Iz+gbl0l*«IxxIz+
gb200*power (Ix,2)+gb020xpower (1Iy,2) +gb002xpower (Iz,2))) *
(1+gl00+Ix+g010xIy+g001lxIz+gllO*xIx*xIy+g0llxTIyxIz+gql0l+xIx*Iz+
g200+power (Ix,2)+g020+«power (Iy, 2)+q002+power (Iz,2))
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— (P000+pl00*Ix+p010*Iy+p001l+xTIz+pllO0xIx*xIy+p0ll*Iy*Iz+pl0l«Ix*Iz+

p200+xpower (Ix, 2) +p020xpower (Iy,2) +p002+power (Iz,2));

elseif (operation==3)

I1=(

(pa000+pal00*Ix+pall0xIy+pal0lxIz+pallO*Ix*xIy+palll«IyxIz+
pal0lxIx*xIz+pa200+power (Ix,2)+pal20xpower (Iy,2)+

pal02+power (Iz,2)+Ia)/
(1+gal00xIx+qal0l0xIy+gal0l*Iz+gallOxIx*Iy+qal0llxIy*xIz+gqalOlxIxxIz+
ga200+power (Ix,2)+gal020+«power (Iy,2)+gqal02+xpower (Iz,2)) *
(pb000+pbl00*Ix+pb010xIy+pb001l+xIz+pbll0*Ix*xIy+pb0ll*xIy*Iz+
pbl01lxIxxIz+pb200xpower (Ix,2) +pb020*power (Iy,2)+

pb002+power (Iz,2)+Ib)/
(1+gbl00*Ix+gb010*Iy+gb001+Iz+gbll0xIx*Iy+gb0ll+Iy*Iz+gbl0l*«IxxIz+
gb200*power (Ix,2)+gb020«power (1y, 2) +gb002xpower (Iz,2))) *
(1+gl00+Ix+g010xIy+g001lxIz+gllO*xIx*xIy+g0llxTIy*Iz+gql0l+xIx*Iz+
g200xpower (Ix,2)+q020+power (Iy,2)+g002xpower (Iz,2))

—(p000+pl00*Ix+p010*Iy+p001lxTz+pllO*Ix*xIy+p0ll*Iy*Iz+pl0l*xIx*Iz+

elseif (o

I1=(

end;

u=inf_ (I
o=sup (Il

A.24

function
(pal

gal

pb0

abl

p00

qlo

p200+power (Ix,2) +p020xpower (Iy,2) +p002+power (Iz,2));
peration==4)

(pal000+pal00xIx+pall0xIy+pal0lxIz+pallO*xIxxIy+palllxIy*Iz+
pall0lxIxxIz+pa200xpower (Ix,2)+pal20*power (Iy,2)+

pal02+power (Iz,2)+Ia)/
(1+gal00*Ix+gal0l0+«Iy+gal0l+Iz+gallOxIx*Iy+ga0ll«IyxIz+
qal0l*Ix*Iz+ga200+power (Ix,2)+gqal20*power (Iy,2)+gqal02+power (Iz,2))/
(pb000+pb1l00xIx+pPb010xIy+pb001l*xIz+pbll0*xIxxIy+pb0llxIy*Iz+
pbl01lxIxxIz+pb200xpower (Ix,2) +pb020*power (Iy,2) +

pb002+power (Iz,2)+Ib)/
(1+gbl00*Ix+gb010+Iy+gb001+Iz+gbll0xIx*Iy+gb0ll+«IyxIz+
gbl01l*xIx*Iz+gb200*power (Ix,2)+gb020«power (Iy, 2) +gb002xpower (Iz,2))) *
(1+gl00xIx+g010*Iy+g001xIz+gllO+Ix*xIy+q0ll«Iy*xIz+glO0l*«Ix*Iz+
g200*power (Ix,2)+q020+power (Iy,2)+gq002+xpower (Iz,2))
—(p000+pl00+Ix+p0l0*Iy+p001lxIz+pll0*xIx*xIy+p0llxIy*Iz+pl0lxIx*Iz+
p200xpower (Ix,2) +p020+power (Iy,2) +p002+power (Iz,2));

1)

)i
dreiDfehlerslope.m
[u,0] = dreiDfehlerslope

00,pal00,pa010,pal01,pall0,palll,palll, pa200,pal020,pal02,
00,ga010,9ga001,gal1l10,9gal01,ga011,9ga200,9a020,9ga002,ua, oca, operation,
00, pb100,pb010, pb001,pbl110,pbl01,pb011l,pb200,pb020,pb002,

00,9b010, gb001,gb110,gbl01,gb011,gb200,gb020, gp002, ub, ob,
0,p100,p010,p001,p110,p101,p011,p200,p020,p002,
0,g010,9001,9110,g101,9011,g200,9020,9002, Ixu, Ixo, Iyu, Iyo,Izu, Iz0)

184



10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

zal=Ixu;
za2=Iyu;
za3=Izu;
zbl=1x0;
zb2=1Iyo;
zb3=Iz0;

Ix=infsup (Ixu, Ix0);
Iy=infsup (Iyu, Iyo);

Ia=infsup (ua,oa);

(

(
Iz=infsup(Izu,Izo);
(

(

Ib=infsup (ub, ob) ;

[sa000za, sal00za,sa010za,sa00lza, sb000za, sb010za,
sb001za, sc000za,sc00lza, s2za] =
slope3 (pa000,pal00,pal0l0,pal0l1,palll,palll,palll,pa200,pad020,pal02,

gal00,qa010,9a001,gall10,9al01,ga011,9a200,9a020,ga002, Ia,
pb000, pb100,pb010, pb001,pbl110,pbl01,pb011l,pb200, pb020,pb002,
gb100, gb010,gb001,gb110,9gbl101,gb011,gb200,gb020,gb002, Ib,
p000,p100,p010,p001,p110,p101,p011,p200,p020,p002,9100,9010,
g001,9110,9101,9011,g200,9020,9g002,

operation, zal,za2,za3, zbl,zb2,zb3,Ixu,Ixo,Iyu,Iyo,Izu,Izo0);

[sa000zb,sal00zb,sa010zb, sa001lzb, sb000zb, sb010zb,
sb001zb, sc000zb, sc001zb,s2zb] =
slope3 (pa000,pal00,pa010,pal001,pall0,palll,palll,pa200,pa020,pal02,

gal00,ga010,9a001,gal10,9al101,ga011,9a200,9a020,ga002, Ia,
pb000, pb100,pb010, pb001,pbl110,pbl01, pb011l,pb200, pb020,pb002,
qb100, gb010,gb001,gbl110,gbl01l,gb011,gb200, gb020,gqb002, Ib,
p000,p100,p010,p001,p110,p101,p011,p200,p020,p002,9g100,9010,
g001,9110,9101,9011,9200,9020,g002,

operation, zbl, zb2, zb3, zal, za2,za3, Ixu, Ixo,Iyu, Iyo,Izu, Iz0);

fzazb=[sal000za+sal00za*zbl+sa0l0zaxzb2+sa00lzaxzb3,
sb000za+sb010za*zb2+sb001zarzb3,sc000za+sc00lza*xzb3];

if (operation==1)

fza=

((pa000+pal00*zal+palllxza2+pal0lrza3+palllxzalrxza2+palllrza2xzal3+
pallOlxzalxza3+pa200xzal”2+pal020+za2”2+pal002+«za3"2+Ia)/
(1+galO00*zal+ga0l0*za2+gal00l+za3+gallO*zalxza2+galllxza2+za3+
galOlxzalxza3+gqa200xzal”2+ga020+xza2”2+qal002%za3"2) +
(pb000+pbl00*zal+pb010xza2+pb001lxza3+pbllOxzalxza2+pb0llrxza2xzal3+
pbl0lxzalxza3+pb200xzal”2+pb020xza2”2+pb002+za3"2+Ib) /
(1+gbl00xzal+gb010xza2+gb001l+za3+gbll0xzal+xza2+gb0ll*za2+xza3+
gbl0lxzalxza3+gb200xzal”2+gb020%xza272+gb002%xza3"2)) *
(1+gl00%zal+g010+xza2+q001l+xza3+gllOxzal+za2+g0ll+za2xza3+
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glO0lxzal*za3+g200xzal”2+gq020xza2"2+gq002xza3"2)—
(p000+p100xzal+p010xza2+p001l+xza3+pllO*zalxza2+p0ll*za2+xza3+
plO0lxzalxza3+p200xzal”2+p020xza2”2+p002xza3”2);

fzb=((pa000+pal00*zbl+pal0l0*zb2+pal0l+zb3+palll*zblxzb2+palllxzb2+zb3+

pal0lxzblxzb3+pa200xzbl”2+pa020xzb2°2+pa002+zb3"2+Ia)/
(1+gal00*zbl+gal0l0+zb2+gal00l+zb3+gall0*zblxzb2+gqalllxzb2+zb3+
gal0lxzblxzb3+gqa200xzbl”2+qa020+zb272+gal002%zb372) +
(pb000+pbl00*zbl+pb010xzb2+pb001xzb3+pbll0xzblxzb2+pb011lxzb2xzb3+
pPbl01lxzblxzb3+pb200xzbl"2+pb020x2zb2"2+pb002+zb3"2+Ib) /
(1+gbl00xzbl+gb010xzb2+gb001+zb3+gbl10%zbl*zb2+gb01l1l*xzb2+xzb3+
agbl01lxzbl*xzb3+gb200%zbl1"2+gb020%zb272+gb002%zb3"2) ) *
(1+gl00%zbl+g010xzb2+q001%zb3+gll0xzblxzb2+q011l*zb2xzb3+
gl01l%zblxzb3+g200xzbl"24+g020x2zb272+q002x2b3"2) —
(p000+p100xzbl+p010xzb2+p001xzb3+pll0*xzbl*zb2+p01l1l*xzb2xzb3+
Pl01lxzbl*zb3+p200+zb1"2+p020%2zb2°2+p002%2zb372) ;

I1=((pal00+pal00+Ix+pall0xIy+pal0lxIz+pallOxIx*Iy+palll«Iy*xIz+

pal0lxIxxIz+pa200xpower (Ix,2) +pal20+power (Iy,2)+

pal002+power (Iz,2)+Ia)/
(1+gal00*Ix+gal0l0+Iy+qal0l+Iz+gqallOxIx*Iy+qalll«Iy*«Iz+gal0l«IxxIz+
gaz200+power (Ix,2)+tgqal020+«power (1Iy, 2) +gal02xpower (Iz,2))+
(pb000+pbl00*Ix+pb010xIy+pb001l+Iz+pbll0*Ix*xIy+pb0ll*xIy*Iz+
pbl0lxIx*Iz+pb200+power (Ix,2) +pb020xpower (Iy,2) +

pb002+power (Iz,2)+Ib)/
(1+gbl00xIx+gb010xIy+gb001*Iz+gbll0xIx*Iy+gb0llxIy*xIz+gbl0lxIxxIz+
gb200*power (Ix,2)+gb020xpower (Iy, 2) +gb002+xpower (Iz,2))) *
(1+gl00%Ix+g010xIy+g001lxIz+gllO*xIx*xIy+g0llxIy*Iz+glO0lxIx*Iz+
g200*power (Ix,2)+g020+«power (Iy, 2)+q002+power (Iz,2))

— (p000+p100*Ix+p010+Iy+p001+xTz+pll0*xIx*xIy+p01l1lxIy*Iz+pl0l+xIx*Iz+
p200xpower (Ix,2)+p020xpower (Iy,2) +tp002+«power (Iz,2));

I2=fza+[sa000za+sall00zaxIx+sal0l0zarxIy+sal0lzaxIz, sb000za+sb01l0zaxIy+

sb001lzaxIz,sc000za+sc00lzaxIz]x[Ix—zal;Iy—za2;Iz—za3];

I3=fzb+[sa000zb+sal00zbxIx+sa0l0zbxIy+sa00lzb*Iz, sb000zb+sb010zb*Iy+

sb001zb*Iz, sc000zb+sc00lzbxIz]* [Ix—zbl; Iy—zb2;Iz—zb3];

I4=fza+ (fzazb+[Ix—zbl; Iy—zb2; Iz—zb3]'+*s2za) x[Ix—zal; Iy—za2; Iz—za3];

I5=intersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,I4));

elseif (operation==2)

fza=((pal000+pall00*zal+pal0l0*za2+pal0l*za3+palll*zalrxza2+palllrzal*za3+

pallOlxzalxza3+pa200xzal”2+pal020+za2”2+pal002+«za3”2+Ia)/
(1+galO00*zal+ga0l0*za2+gal00l+za3+gallO*zalxza2+gqalllxza2+za3+
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galOlxzal*xza3+ga200%zal”2+qa020%za272+qa002%za3"2)—
(pb000+pbl00*zal+pb010xza2+pb001lxza3+pbllOxzalxza2+pb0llrza2xzal3+
pbl0lxzalxza3+pb200xzal”2+pb020xza2”"2+pb002+za3"2+Ib) /
(1+gbl00%zal+gb010%za2+gb001l+za3+gbll0*zalxza2+gb0llxza2*za3+
gbl0lxzalxza3+gb200xzal”2+gb020+za272+gb002%xza3"2) ) *
(14gl00xzal+qg010*xza2+g001lxza3+gllOxzal*za2+g0llxza2*za3+
gl0l+zalxza3+gq200xzal”2+q020xza2”2+q002xza3"2)—
(p000+p100xzal+p010xza2+p001l+xza3+pllO*zalxza2+p0ll*za2+za3+
plO0lxzalxza3+p200xzal”2+p020xza2”2+p002xza3"2);

fzb=((pa000+pall00*zbl+pal0l0*zb2+pal0l+zb3+palll*zblxzb2+palllxzb2+zb3+

pal0lxzblxzb3+pa200xzbl”2+pa020xzb2°2+pa002+zb3"2+Ia)/
(1+gal00%zbl+gal0l0%zb2+gal00l+zb3+gall0*zblxzb2+gqalllxzb2+zb3+
gal0lxzblxzb3+ga200xzbl”2+qa020+xzb2"°2+gal002%zb3"2) —
(pb000+pbl00*zbl+pb010xzb2+pb001xzb3+pbll0xzblxzb2+pb01lxzb2xzb3+
pbl01lxzblxzb3+pb200xzbl”2+pb020x2zb2"2+pb002+zb3"2+Ib) /
(1+gbl00xzbl+gb010xzb2+gb001+xzb3+gbl10%zbl*zb2+gb01l1l*xzb2+xzb3+
agbl01lxzbl*xzb3+gb200%zbl1"2+gb020%zb272+gb002%zb3"2) ) *
(1+gl00%zbl+g010xzb2+q001%zb3+gll0xzblxzb2+g011l*zb2xzb3+
gl01l%zblxzb3+g200xzbl"24+4q020x2zb272+q002x2b3"2) —
(p000+p100xzbl+p010xzb2+p001+xzb3+pll0*xzbl*zb2+p01ll*xzb2xzb3+
Pl01lxzbl*zb3+p200+zb1"2+p020*2zb2°2+p002%2zb3"2) ;

I1=((pal00+pal00+Ix+pall0xIy+pal0l*Iz+pallOxIx*Iy+palll«Iy*xIz+

pall0lxIxxIz+pa200xpower (Ix,2) +pal20+power (Iy,2)+

pal002xpower (Iz,2)+Ia)/
(1+gal00*Ix+gal0l0+Iy+gal0l+Iz+gqallOxIx*Iy+galll«Iy*«Iz+gal0l«IxxIz+
gaz200+power (Ix,2)+gal020+«power (1Iy, 2) +gal02xpower (Iz,2))—
(pb000+pbl00*Ix+pb010xIy+pb001+Iz+pbll0*Ix*xIy+pb0ll*xIy*Iz+
pbl0lxIx*Iz+pb200+power (Ix,2) +pb020xpower (Iy,2) +

pb002+power (Iz,2)+Ib)/
(1+gbl00xIx+gb010xIy+gb001*Iz+gbll0xIx*Iy+gb0llxIy*xIz+gblO0lxIxxIz+
gb200*power (Ix,2)+gb020xpower (Iy, 2) +gb002xpower (Iz,2))) *
(1+gl00%Ix+qg010xIy+g001lxIz+gllO*xIx*xIy+q0llxIy*Iz+glO0l+xIx*Iz+
g200+power (Ix,2)+g020+«power (Iy, 2)+q002+power (Iz,2))
—(p000+p100*Ix+p010*Iy+p001+xTz+pll0*xIx*xIy+p01llxTy*Iz+pl0l+xIx*Iz+
p200xpower (Ix,2)+p020xpower (Iy,2) +p002+«power (Iz,2));

I2=fza+[sa000za+sal00za*xIx+sal0l0zaxIy+sa00lzaxIz,sb000za+sb010zaxIy+

sb00lzaxIz,sc000za+sc00lzaxIz]*[Ix—zal;Iy—za2;Iz—za3];

I3=fzb+[sa000zb+sal00zb*xIx+sa0l10zbxIy+sa00lzbxIz, sb000zb+sb010zb*Iy+

sb001zbxIz,sc000zb+sc001lzb*Iz]x[Ix—zbl; Iy—zb2;Iz—2zb3];

I4=fza+ (fzazb+[Ix—zbl; Iy—zb2;Iz—2zb3] "'+xs2za) *x[Ix—zal; Iy—za2;Iz—za3];
I5=intersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,I4));

elseif (operation==3)
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170
171
172

174
175
176

178
179
180
181
182
183
184
185

187
188
189
190
191
192
193
194

196
197
198
199

201
202
203
204
205
206
207
208

210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223

fza=((pa000+pall00*zal+pal0l0*za2+pal0l+zal3+palll*zalrza2+palllrzal2+za3+

palOlxzalxza3+pa200+xzal”2+pal020+za2”2+pal002+za3+Ia)/
(l+galO0xzal+gqa0l0+xza2+gal0l+za3+gallOxzal+xza2+galllxza2+«za3+
galOlxzalxza3+qa200xzal”2+gal020+za2°2+gal002%zal3)
(pb000+pbl00*zal+pb010xza2+pb001lxza3+pbllOxzalxza2+pb0llrxza2xzal3+
pbl0lxzalxza3+pb200xzal”2+pb020*xza2"2+pb002+za3+Ib) /
(1+gbl00%zal+gb010*za2+gb001l+za3+gbll0*zalxza2+gb0llxza2+za3+
gbl0lxzalxza3+gb200xzal”2+gb020xza2"2+gb002%za3) )
(1+gl00xzal+q010*xza2+g001lxza3+gllOxzal*za2+g0llxza2*za3+
glO0l*zalxza3+gq200xzal”2+q020xza2"2+q002*xza3)—
(p000+p100xzal+p010xza2+p001l+xza3+pllO*zalxza2+p0ll*za2xza3+
plO0lxzalxza3+p200xzal”2+p020+xza272+p002*za3);

fzb=((pa000+pall00*zbl+pal0l0*zb2+pal0l+zb3+palll*zblxzb2+palllxzb2+zb3+

pal0lxzblxzb3+pa200xzbl”2+pa020*xzb2"2+pa002+zb3+Ia) /
(1+gal00*zbl+gal0l0%zb2+gal00l+zb3+gall0*zblxzb2+gqalllxzb2+zb3+
gal0lxzblxzb3+gqa200xzbl1"2+qal020%zb2°2+ga002+zb3) *
(pb000+pbl00*zbl+pb010xzb2+pb001xzb3+pbll0xzblxzb2+pb01lxzb2xzb3+
Pbl01lxzblxzb3+pb200xzbl"2+pb020xzb2"2+pb002+zb3+1Ib) /
(1+gbl00xzbl+gb010xzb2+gb001+zb3+gbl10%zbl*zb2+gb01l1l*xzb2+xzb3+
agbl01lxzblxzb3+gb200%zbl1"2+gb020%zb272+gb002%2zb3) ) *
(1+gl00%zbl+g010%zb2+q001xzb3+gll0xzbl+zb2+g01l1l*zb2xzb3+
gl01l+zblxzb3+g200xzbl1"2+g020x2zb2"2+q002*x2zb3)—
(p000+p100xzbl+p010xzb2+p001+xzb3+pll0*xzbl*zb2+p01l1l*zb2xzb3+
Pl01lxzbl*zb3+p200+zb1"2+p020%2b2"2+p002+2zb3) ;

I1=((pal00+pal00+Ix+pall0xIy+pal0l+Iz+pallOxIx*Iy+palll«Iy*Iz+

pall0lxIxxIz+pa200xpower (Ix,2) +pal20+power (Iy,2)+

pal002+power (Iz,2)+Ia)/
(1+gal00*Ix+gal0l0+Iy+qal0l+Iz+gallOxIx*Iy+qalll«Iy*«Iz+gal0l«IxxIz+
gaz00*power (Ix,2)+gal020«power (1Iy, 2) +gal02xpower (Iz,2)) *
(pb000+pbl00*Ix+pb010xIy+pb001+Iz+pbll0*Ix*xIy+pb0ll*xIy*Iz+
pbl0lxIx*Iz+pb200+power (Ix,2) +pb020xpower (Iy,2) +

pb002+power (Iz,2)+Ib)/
(1+gbl00*Ix+gb010+Iy+gb001+Iz+gbll0+xIx*Iy+gb01l1l+Iy*«Iz+gbl0l+«IxxIz+
gb200*power (Ix,2)+gb020xpower (Iy, 2) +gb002xpower (Iz,2))) *
(1+gl00#%Ix+g010xIy+g001lxIz+gllO*xIx*xIy+q0llxIy*Iz+glO0lxIx*Iz+
g200+power (Ix,2)+g020+«power (Iy, 2)+q002+power (Iz,2))

— (p000+p100*Ix+p010*Iy+p001+xTz+pll0*xIx*Iy+p01llxTy*Iz+pl0l+xIx*Iz+
p200xpower (Ix,2)+p020xpower (Iy,2) +tp002+«power (Iz,2));

I2=fza+[sa000za+sal00za*xIx+sal0l0zaxIy+sal00lzaxIz,sb000za+sb010zaxIy+

sb00lzaxIz, sc000za+sc00lzaxIz]*[Ix—zal;Iy—za2;Iz—za3];

I3=fzb+[sa000zb+sal00zb*xIx+sa0l10zbxIy+sa00lzbxIz, sb000zb+sb010zb*Iy+

sb001zbxIz,sc000zb+sc001lzb*Iz]x[Ix—zbl; Iy—zb2;Iz—2zb3];

I4=fza+ (fzazb+[Ix—zbl; Iy—zb2;Iz—2zb3] "'+xs2za) *x[Ix—zal; Iy—za2;Iz—za3];
I5=intersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,I4));

elseif (operation==4)
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224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235

237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262

264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277

end;

fza=((pal00+pall0+zal+pal0llxza2+pal0lxza3+pallOxzalxza2+palll+za2+za3+
palOlxzalxza3+pa200xzal”2+pa020*xza2”2+pa002+za3+Ia)/
(1+galO00*zal+ga0l0*za2+gal00l+za3+gallO*zalxza2+gqalllxza2+za3+
qalOl*zalxza3+gqa200+zal”2+gqa020xza2”2+qal002+za3)/
(pb000+pbl00*zal+pb010xza2+pb001lxza3+pbllO0xzalxza2+pb0llxza2xzal3+
pbl0lxzalxza3+pb200xzal”2+pb020xza2"2+pb002+za3+Ib) /
(1+gbl00xzal+gb010xza2+gb001l+xza3+gbll0*xzal+xza2+gb0ll*za2+xza3+
gbl0lxzalxza3+gb200%zal”2+gb020%xza2”2+gb002%za3))
(1+gl00%zal+g010xza2+q001l*za3+gllOxzalxza2+g0ll*za2xza3+
glO0l+zalxza3+g200xzal”2+g020xza2"2+q002*xza3)—
(p000+p100xzal+p010xza2+p001lxza3+pllO*zalxza2+p0ll*za2+«za3+
pl0lxzal*za3+p200xzal”2+p020+za2”2+p002*za3);

fzb=((pa000+pal00+zbl+pal0l0*zb2+pal0lxzb3+palllxzblxzb24+palllxzb2xzb3+
pal0lxzblxzb3+pa200xzbl”2+pa020xzb2°2+pal002+zb3+Ia) /
(1+gal00xzbl+gqa0l0xzb2+gal0l+zb3+galll*zbl+zb2+galll*zb2+xzb3+
qal0l*zbl*xzb3+ga200+zbl"2+gqa020%zb272+qa002xzb3) /
(pb000+pbl100%zbl+pb010xzb2+pb001lxzb3+pbll0xzblxzb2+pb01lxzb2xzb3+
pbl01lxzbl*xzb3+pb200*zbl 2+pb020+2zb2"2+pb002+zb3+Ib) /
(1+gbl00xzbl+gb010+xzb2+gb001%zb3+gbl10*xzbl*zb2+gb011lxzb2+xzb3+
gbl01l*zblxzb3+gb200xzb1"2+gb020+x2b2"2+gb002*zb3) )
(1+gl00%zbl+g010%xzb2+q001xzb3+gll0xzbl*zb2+g01ll*xzb2xzb3+
gl0lxzbl*xzb3+g200%zbl1"2+g020xzb2"72+g002xzb3)—
(p000+p100xzbl+p010xzb2+p001+xzb3+pll0*xzbl*zb2+p01l1l*zb2xzb3+
Pl0lxzbl*zb3+p200+xzbl"2+p020%zb272+p002%2zb3) ;

I1=((pa000+pal00+Ix+pall0xIy+pal0l+Iz+pallOxIx*Iy+palll«Iy*Iz+
palO0lxIxxIz+pa200xpower (Ix,2)+pal20*power (Iy,2)+
pal02+power (Iz,2)+Ia)/
(1+gal00*Ix+qal0l0+Iy+qal0l+Iz+gallOxIx*Iy+ga0ll«IyxIz+
qal0l*Ix*Iz+ga200+power (Ix,2)+gqal20+power (Iy,2)+gqal02+power (Iz,2))/
(pb000+pb1l00xIx+pb010xIy+pb001l+xIz+pbll0*xIxxIy+pb0llxIy*Iz+
pbl01lxIxxIz+pb200xpower (Ix,2) +pb020*power (Iy,2)+
pb002+power (Iz,2)+Ib)/
(1+gbl00*Ix+gb010+Iy+gb001+Iz+gbll0xIx*Iy+gb0ll+«IyxIz+
gbl01l*xIx*Iz+gb200*power (Ix,2)+gb020«power (Iy,2) +gb002xpower (Iz,2))) *
(1+gl00+Ix+g010xIy+q001lxIz+gllO*Ix*xIy+g0llxIyxIz+ql0l+xIx*«Iz+
g200xpower (Ix,2)+q020+power (Iy,2)+gq002+xpower (Iz,2))
—(p000+pl00+Ix+p0l0xIy+p001lxIz+pll0*xIx*xIy+p0llxIy*Iz+pl0lxIx*Iz+
p200xpower (Ix,2) +p020+power (Iy,2) +p002+power (Iz,2));

I2=fza+[sa000za+sall0zaxIx+sal0l0zarxIy+sal0lzaxIz, sb000za+sb010zaxIy+
sb001zaxIz,sc000za+sc00lzaxIz]x[Ix—zal;Iy—za2;Iz—za3];

I3=fzb+[sa000zb+sal00zbxIx+sa0l0zbxIy+sa00lzb*Iz, sb000zb+sb010zb*xIy+
sb001zb*Iz, sc000zb+sc001lzbxIz]* [Ix—zbl; Iy—zb2;Iz—zb3];

I4=fza+ (fzazb+[Ix—zbl; Iy—2zb2; Iz—zb3]'+*s2za)x[Ix—zal; Iy—za2; Iz—za3];
I5=intersect (intersect (I1,I2),intersect (I3,1I4));
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u=inf_ (I5);
o=sup (I5);

A.25 slope3.m

function [sa000,sal100,sa010,sa001, sb000,sb010,sb001,sc000,sc001,s2] =

slope3 (pa000,pal00,pal0l0,pal00l,pall0,palll,palll,pa200,pal020,pall2,
gal00,ga010,9a001,gal10,9al01,ga011,9a200,9a020,g9a002, Ia,
pb000, pb100,pb010, pb001,pbl10,pbl01, pb011l,pb200, pb020,pb002,
gb100, gb010, gb001,gbl10,gbl101,gb011,gb200, gp020,gb002, Ib,
p000,p100,p010,p001,p110,p101,p011,p200,p020,p002,g100,9010,
q001,9110,9101,g011,9200,9020,g002, operation,
zal,za2,za3,zbl, zb2,zb3,Ixu, Ixo,Iyu,Iyo,Izu,Izo)

Ix=infsup (Ixu, Ixo0);
Iy=infsup (Iyu, Iyo);
Iz=infsup(Izu,Izo);

[pazaal000,pazaall0,pazaal0l0,pazaal0l, pazab000,
pazab010,pazab001,pazac000,pazac001l,paza2l=
slopepoly3 (pa000,pal00,pal0l0,pa00l,pall0,palll,palll,
pa200,pa020,pa002,zal, za2, zal);
[gazaa000,gazaal00,gazaa010,gazaa00l, gazab000,
gazab010,gazab001,gazac000,gazac001l,gazaz]=
slopepoly3(1l,gal00,9a010,ga001,9all0,ga011,9al01l,
ga200,9a020,9a002, zal, za2,za3);
[gazba000, gazbal00,gazba010, gazba00l, gazbb000,
gazbb010, gazbb001, gazbc000, gazbc001, gazb2]=
slopepoly3(1l,gqal00,9a010,ga001,9all0,ga011,9al0l,
gaz200,ga020,9a002, zbl, zb2, zb3) ;
[pbzaal000,pbzaall0,pbzaal0l0,pbzaal0l, pbzab000,
pbzab010, pbzab001,pbzac000, pbzac001, pbza2]=
slopepoly3 (pb000,pb100, pb010,pb001,pbl10,pb011l,pbl01,
pb200,pb020,pb002, zal, za2, zal3) ;
[pbzbal000, pbzball0, pbzbal0l0, pbzbal0l, pbzbb000,
pbzbb010, pbzbb001, pbzbc000, pbzbc001, pbzb2]=
slopepoly3 (pb000,pb100, pb010,pb001,pbl10,pb011,pbl01,
pb200,pb020, pb002, zbl, zb2, zb3) ;
[gbzaa000,gbzaal00,gbzaa0l10, gbzaa00l, gbzab000,
agbzab010, gbzab001, gbzac000,gbzac001, gbzaz]=
slopepoly3 (1, gqbl00,gb010, go001,gbl110,gb011,9gbl01,
gb200, gb020,gb002, zal, za2,za3);
[gbzba000, gbzbal00,gbzba010, gbzba001l, gbzbb000,
gbzbb010, gbzbb001, gbzbc000, gbzbc001, gbzb2]=
slopepoly3(1l,gbl00,gb010, gb001,gb110,gb011,9gbl01,
agb200, gb020, gb002, zbl, zb2, zb3) ;
[pzaa000,pzaall0,pzaa0l0,pzaal0l,pzab000,pzab010,
pzab001,pzac000,pzac00l,pza2]=
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slopepoly3 (p000,p100,p010,p001,p110,p011,p101,p200, ...
p020,p002, zal, za2, za3);
[gzaa000,gzaal00,g9gzaa010,gzaal001,gzab000,gzab010, . ..
gzab001,gzac000,gzac001l,gzazl=. ..
slopepoly3(1l,gql00,9010,9001,9g110,9011,gl01,9g200,9020, ...
q002, zal, zaz,za3);
[gzba000, gzbal00,gzba010, gzbal001l, gzbb000, gzbb010, . ..
gzbb001, gzbc000, gzbc001, gzb2]=. ..
slopepoly3(1l,gql00,9010,9001,9g110,9011,gl01,g200, ...
020,002, zbl, zb2, zb3) ;

ha=(pa000+pal00*zal+pal0l0*za2+pal0l+zal3+palll*zalxza2+palllxzal2+zal3+. ..
palOlxzalxza3+pa200+zal”2+pal020%za2”2+pal02xza3”2+Ia)/. ..
(1+gal00xzal+ga0l0*xza2+gal0l*za3+galllOxzal*za2+galllxza2+za3+. ..
galOlxzalxza3+ga200xzal”2+ga020+za2”2+ga002%za3"2);

hb= (pb000+pbl00*zal+pb010*za2+pb001l*za3+pbllO0*xzalxza2+pb01llxza2+«za3+. ..
pbl0lxzal*za3+pb200xzal”2+pb020*za2”2+pb002xza3”2+Ib) /. ..
(1+gbl00*zal+gb010%za2+gb001l*za3+gbll0*zalxza2+gb0llxza2+za3+. ..
gbl0l*zalxza3+gb200xzal”2+gb020+xza2"2+gb002%xza3"2) ;

opes
!

pagasl=([pazaal000,pazaall0,pazaalll0,pazaalll
pazac000,pazac001l]— (ha)*. ..

[gazaa000,gazaal00,gazaa010,gazaa00l, gazab000,gazab010,gazab001, ...
qazac000,gazac001]) /...

(1+gal00#Ix+gal0l0+Iy+gal0l+Iz+gallO«Ix*«Iy+ga0ll*«Iy*xIz+qalO0lxIxxIz+. ..

gaz00+power (Ix,2)+qal020+«power (1Iy, 2) +gal02xpower (Iz,2));

, pazab000, pazab010, pazab001, . . .

1
t
e

Jer St e

pbgbsl=([pbzaal000, pbzaall0, pbzaa0l0,pbzaal0l, pbzab000, pb
pbzac000,pbzac001]— (hb) x. ..
[gbzaal000,gbzaal00,gbzaa0l0, gbzaa00l, gbzab000,gbzab010, gbzab001, . ..
qbzac000,gbzac001]) /...

(1+gbl00#Ix+gb010*Iy+gb001+Iz+gbll0*Ix*Iy+gb0ll*«Iy*xIz+gqbl0lxIxxIz+. ..

gb200*power (Ix,2)+gb020«power (1Iy,2) +gb002xpower (Iz,2));

e nter Re egeln lopes

5} Je telle 2nh
pk zb, anhe

pbgbzbsl=([pbzbal00, pbzbal00, pbzbal010, pbzbal01, pbzbb000, pbzbb010, pbzbb001, . ..
pbzbc000, pbzbc001]— (hb) *. ..

[gbzba000,gbzbal00,gbzba010, gbzbal001l, gbzbb000, gbzbb010, gbzbb001, . ..

gbzbc000, gbzbc001]) /. ..

(1+gbl00*Ix+gb010*Iy+gb001+Iz+gbll0+Ix*xIy+gb0ll*«IyxIz+gqbl0lxIx*xIz+. ..

gb200+power (Ix,2)+gb020xpower (Iy, 2) +gb002+power (Iz,2));

hbzb= (pb000+pbl00*xzbl+pb010*xzb2+pb001lxzb3+pbll0xzbl*zb2+pb01ll+xzb2xzb3+. ..
pbl01lxzblxzb3+pb200xzbl"2+pb020xzb2"2+pb002%zb3"2+Ib) /. . .
(1+gbl100%zbl+gb010%zb2+gb001*zb3+gbll0*zblxzb2+gb0llxzb2+xzb3+. ..
agbl01lxzbl*xzb3+gb200%zbl1"2+gb020%zb272+gb002%zb3"2) ;
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(paza2—(ha) xrgaza2+ ([gazba000+gazbal00*xIx+gazball0xIy+gazbal0lxIz, . ..
qazbb000+gazbb010+Iy+gqazbb001%xIz, gazbc000+gazbc001lxIz] ") *. ..
([gazaa000+gazaalO0xzbl+tgazaal0l0xzb2+gazaal00lxzb3, . ..
gazab000+gazab010xzb2+gazab001xzb3,gazac000+gazac001lxzb3] xha—. ..
[pazaal000+pazaal00xzbl+pazaal0l0xzb2+pazaal0lxzb3, . ..
pazab000+pazab010+zb2+pazab001l+zb3,pazac000+pazac001lxzb3]) /. ..
(1+gal00xzbl+gqa0l0xzb2+qal0l+xzb3+gallO*zblxzb2+galll+zb2xzb3+. ..

qal0l+zblxzb3+gqa200+zbl"2+qa020xzb2"2+qa002+xzb372)) /...

pagaz=

(1+gal00*Ix+qal0l0+Iy+qal0l+Iz+gallOxIx*Iy+galll«Iy*Iz+galOl«IxxIz+. ..

qa200*power (Ix,2)+gal020xpower (Iy, 2)+gal02«power (Iz,2));

pbgb2=(pbza2— (hb) rgbza2+ ( [gqbzba000+gbzbal00+xIx+gbzbal0l0+xIy+gbzbal00lxIz, . ..
gbzbb000+gbzbb010*Iy+gbzbb001%xIz, gbzbc000+gbzbc001lxIz] ") *. ..
([gbzaal000+gbzaal00xzbl+gbzaal0l0xzb2+gbzaal00lxzb3, gbzab000+. ..
gbzab010*zb2+gbzab001+zb3,gbzac000+gbzac00lxzb3]xhb—. ..
[pbzaa000+pbzaal00xzbl+pbzaalllxzb2+pbzaal0lxzb3, pbzab000+. . .
pbzab010xzb2+pbzab001+zb3, pbzac000+pbzac001l%zb3]) /...
(1+gbl00%zbl+gb010%zb2+gb001+zb3+gbl10*zblxzb2+gb01l1lxzb2+zb3+. ..
qbl01+zblxzb3+gb200%zb1"2+gb020xzb2"2+gb002+x2zb372)) /. ..
(1+gbl00xIx+gb010xIy+gb001l*Iz+gbll0xIx*Iy+gb0llxIy*xIz+. ..

agbl01+IxxIz+gb200+power (Ix,2)+gb020*power (Iy,2)+gb002+«power (Iz,2));

if (operation==1)
a=pagasl+pbgbsl;
c=a* (1+gl00+Ix+g010xIy+q001l+Iz+gllOxIx*xIy+q0ll+xIy+Iz+glO0lxIx*Iz+. ..
g200*power (Ix,2)+g020+power (Iy,2)+gq002+xpower (Iz,2))+ (hathb) x. ..
[gzaa000,9zaal00,gzaa010, gzaa001, gzab000, . . .
gzab010, gzab001, gzac000, gzac001];
c=c—[pzaa000,pzaald0,pzaal0l0,pzaal0l,pzabl000, . ..
pzab010,pzab001,pzac000,pzac001];

’

sa000=c (1)
sal00=c (2)
sa010=c (3)
sa001=c(4);
sb000=c (5);
(6)
(7)
(8)
(9)

’

I

I

sb010=c
sb001=c
sc000=c
sc001l=c

’

’

I

E=pagal2+pbgb2;

E=Ex (1+gql00*Ix+g010%Iy+g001+Iz+gllO+Ix*Iy+g0ll«Iy*«Iz+glOl«Ix*xIz+. ..
g200*power (Ix, 2)+q020+power (Iy, 2) +g002xpower (Iz,2))+. ..
(ha+hb) xgza2+[a(l)+a (2) xzbl+a (3) xzb2+a (4) xzb3, . ..
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154
155
156

158
159
160
161
162
163
164
165

167
168
169

171
172
173
174

176
177
178

180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192

194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207

a(5)+a(6)*zb2+a(7)xzb3,a(8)+a(9) xzb3] "'«
[gzba000+gzbal00*Ix+gzba0l0xIy+gzbal00l+Iz,
qzbb000+gzbb010xIy+gzbb001xIz, gzbc000+gzbc001*Iz];

E=E-pza2;
s2=E;

elseif (operation==2)

a=pagasl—pbgbsl;
c=ax (1+gql00*Ix+g010xIy+g001xIz+gllO*Ix*Iy+g0ll*xIy*Iz+glO0lxIx*xIz+
g200+power (Ix,2)+g020+power (Iy,2)+gq002+xpower (Iz,2))+
(ha—hb) * [gzaa000, gzaal00,gzaa010,gzaal0l,
qzab000,gzab010, gzab001,gzac000, gzac001];
c=c—[pzaa000,pzaal00,pzaal0l0,pzaal0l, pzabl00,
pzab010,pzab001,pzac000,pzac001];

r

sa000=c (1)
sal00=c (2)
sa010=c (3)
sa001=c(4);
sb000=c (5);
(6)
(7)
(8)
(9)

’

’

7

sb010=c
sb001=c
sc000=c
sc001=c

I

’

’

E=paga2—pbgb2;

E=E* (1+gl00*Ix+g010xIy+g001l*Iz+gllOxIx*Iy+gq0ll+xIyxIz+glO0l+IxxIz+
g200+power (Ix,2)+g020+power (Iy,2)+gq002+xpower (Iz,2))+
(ha—hb) xgza2+[a(l) +a(2) xzbl+a (3) xzb2+a (4) xzb3,

a(5)+a(6)xzb2+a (7)*xzb3,a(8)+a(9) xzb3]"*
[gzba000+gzbal00*Ix+gzba0l0+Iy+gzbal00l+Iz,
qzbb000+gzbb010xIy+gzbb001xIz, gzbc000+gzbc001*Iz];

E=E-—pza2;
s2=E;

elseif (operation==3)

a=pagaslx (pb000+pbl00+Ix+pb010xIy+pb001l+Iz+pbll0+Ix*Iy+pb01llxIy*Iz+
pbl01lxIx*xIz+pb200+power (Ix,2) +pb020+power (Iy, 2) +pb002+power (Iz,2) +Ib) /
(1+gbl00*Ix+gb010*Iy+gb001+Iz+gbll0xIx*Iy+gb0ll«Iy*xIz+
gbl01*xIxxIz+gb200*xpower (Ix,2)+gb020+power (Iy,2)+gb002+power (Iz,2))+
ha*pbgbsl;

c=a* (1+gl00+Ix+g010+Iy+g001l+Iz+gllO*Ix*Iy+q0llxTIy*«Iz+gl0l«Ix*xIz+
g200+power (Ix,2)+g020+power (Iy,2)+q002+power (Iz,2))+
(haxhb) x [gzaa000,g9zaal00, gzaa010,gzaa001, gzab000,

gzab010, gzab001,gzac000, gzac001];

c=c—[pzaa000,pzaald0,pzaal0l0,pzaalll,
pzab000,pzab010,pzab001,pzac000,pzac001];
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208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232

234
235
236
237

239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255

257
258
259
260
261

I

sa000=c (1)
sal00=c (2)
sa010=c (3)
sa001=c(4);
sb000=c (5) ;
(6)
(7)
(8)
(9)

’

’

’

sb010=c
sb001=c
sc000=c
sc001=c

r

’

’

E=pagal+* (pb000+pbl00*Ix+pb01l0*xIy+pb001l+Iz+pbll0*Ix*xIy+pb0ll+xIyxIz+
pbl01+IxxIz+pb200+power (Ix,2)+pb020+power (Iy,2) +pb002+power (Iz,2)+Ib)/
(1+gbl00*Ix+gb010xIy+gb001xIz+gbll0xIx*Iy+gb0l1l+Iy*«Iz+gbl0l+«IxxIz+
gb200+power (Ix,2)+gb020xpower (Iy, 2) +gb002xpower (Iz,2) )+
pbgb2xha+ [pagasl (1) tpagasl (2) xzbl+pagasl (3) xzb2+pagasl (4) xzb3,
pagasl (5) +pagasl (6) xzb2+paqgasl (7) xzb3, pagasl (8) +pagasl (9) xzb3] '*
[pbgbsl (1) tpbgbsl (2) *xIx+tpbgbsl (3) xIytpbgbsl (4) xIz, pbgbsl (5) +
pbgbsl (6) xIy+pbgbsl (7) xIz, pbgbsl (8) +pbgbsl (9)xIz];

E=Ex (1+gl00+Ix+gq010%xIy+g001+Iz+gllO0+Ix*«Iy+qg011l+«Iy*xIz+qlO0l*«IxxIz+
g200*power (Ix,2)+g020«power (Iy,2)+g002xpower (Iz,2))+
(ha—hb) xgza2+[a(l) +ta(2) xzbl+a (3) xzb2+a (4) xzb3,a (5) +ta (6) xzb2+a (7) xzb3,
a(8)+a(9)«zb3]"'x[gzbal000+gzball0*Ix+gzbal0l0*xIy+gzbal0lxIz,
azbb000+gzbb010xIy+gzbb001xIz, gzbc000+gzbc001%Iz];

E=E-—pza2;
s2=E;

elseif (operation==4)

a= (pagasl—(ha/hb) *pbgbsl) / ( (pb000+pbl00*xIx+pb010+Iy+pb001lxIz+
Pbll10xIxxIy+pb011lxIyxIz+pbl0lxIxxIz+pb200*«power (Ix,2)+
pb020+power (Iy,2) +pb002+power (Iz,2)+Ib)/
(1+gbl00*Ix+gb010*Iy+gb001+Iz+gbll0xIx*Iy+gb0ll+Iy*Iz+gbl0l*IxxIz+
gb200+power (Ix,2)+gb020+«power (Iy, 2) +gb002+power (Iz,2)));

c=a* (1+gl00*Ix+g010+Iy+g001+Tz+gll0*xIx*Iy+g011l+Ty*Iz+gl0l+Ix*xIz+
g200+*power (Ix,2)+qg020«power (Iy,2)+g002xpower (Iz,2))+
(haxhb) * [gzaa000, gzaal00,gzaa010,gzaa001, gzab000, gzab010,
gzab001,gzac000,gzac001];

c=c—[pzaa000,pzaal00,pzaal0l0,pzaal0l, pzabl00,

pzab010,pzab001,pzac000,pzac001];

sa000=c (1)
sal00=c (2)
sa010=c (3)
sa001l=c (4);
sb000=c (5);
(6)
(7)
(8)
(9)

’
I

’

’

sb010=c
sb001=c
sc000=c
sc001=c

’

I

’

E=(paga2— (ha/hb) xpbgb2+ [pbgbzbsl (1) +pbgbzbsl (2) *Ix+pbgbzbsl (3) *Iy+
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pbgbzbsl (4) xIz, pbgbzbsl (5) +pbgbzbsl (6) *xIy+pbgbzbsl (7) *Iz, pbgbzbsl (8) +

pbgbzbsl (9) xIz]"* ([pbgbsl (1) +pbgbsl (2) xzbl+pbgbsl (3) xzb2+
pbgbsl (4) xzb3, pbgbsl (5) tpbgbsl (6) xzb2+pbgbsl (7) xzb3, pbgbsl (8) +
pbgbsl (9) *zb3]* (ha/hb) —[pagasl (1) +pagasl (2) xzbl+pagasl (3) xzb2+
pagasl (4) xzb3, pagasl (5) tpagasl (6) xzb2+pagasl (7) xzb3, pagasl (8) +
pagasl (9) »zb3])/ (hbzb))/ ((pb000+pbl00*Ix+pb010*Iy+pb001lxIz+
Pbll0xIx*Iy+pb011l+Iy*Iz+pbl0l+IxxIz+pb200+power (Ix,2)+
pb020+power (Iy,2) +pb002+power (Iz,2)+Ib) /

(1+gbl00xIx+gb010xIy+gb001l*Iz+gbll0xIx*Iy+gb0llxIy*xIz+gbl0lxIxxIz+

gb200+power (Ix,2)+gqb020xpower (Iy,2) +gb002+«power (Iz,2)));
E=E* (1+gl00*Ix+gq010xIy+g001l*Iz+gllOxIx*Iy+gq0llxIy*xIz+gqlO0l+IxxIz+
g200*power (Ix,2)+g020+power (Iy,2)+gq002+xpower (Iz,2))+
(ha—hb) xgza2+[a(l)+a(2)xzbl+a (3) xzb2+a (4) xzb3,a(5) ta (6) xzb2+
a(7)*zb3,a(8)+a(9) *zb3] '+« [gzba000+gzbal00*Ix+gzbal0l0xIy+
qzba001*Iz,gzbb000+gzbb010xIy+gzbb001+Iz, gzbc000+gzbc001l+Iz];

E=E-pza2;
s2=E;

end;

A.26 slopepoly3.m

function [sa000,sal100,sa010,sa001, sb000,sb010,sb001,sc000,sc001,s2]=

slopepoly3(e000,e100,e010,e001,e110,e011,e101,e200,e020,e002,21,2z2,23)

sa000=el1l00+e200*z1;
sal00=e200;
sa010=e110;
sa001=el101;

sb000=e010+e020%z2+e110xz1;
sb010=e020;
sb001=e011;

sc000=e001+e011*z2+el01%z1+e002%z3;
sc001=e002;

s2=zeros (3);
s2(1,1)=e200;

s2(2,1)=ell0;
s2(2,2)=e020;
s2(3,1)=el101;
s2(3,2)=e011;
s2(3,3)=e002;
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