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Kurzfassung

Diese Masterarbeit ist an der Schnittstelle von Geometrie und Gruppentheorie zu verorten.
Nach einigen gruppentheoretischen Grundlagen erfolgt sowohl eine Klassifikation der
Platonischen Korper als auch der Archimedischen Koérper. An die Erarbeitung moglicher
Eckenkonfigurationen basierend auf lokalen Kriterien schlieen die Existenznachweise
durch Konstruktionen an. Durch das Erarbeiten expliziter Isomorphismen zu Permutati-
onsgruppen endlicher Mengen erfolgt eine detaillierte Beschreibung der Symmetriegruppen
der Platonischen Korper. Beobachtungen zu ihrer Transitivitdt auf der Menge der Ecken,
der Kanten und der Flichen erméglichen den Ubergang zu einer dquivalenten Definition
anhand globaler Symmetrieeigenschaften. Fiir die Symmetriegruppen der Archimedischen
Kérper werden grofiteils Ubereinstimmungen zu jenen ihrer Platonischen Ausgangskorper
gefunden (Ausnahmen: Pseudorhombenkuboktaeder, Cubus Simus, Dodecaedron Simum).
Untersuchungen zu ihrer Transitivitdt auf der Menge der Ecken fithren zu einer Abspal-
tung uniformer Polyeder und streichen den Pseudorhombenkuboktaeder als Sonderfall
heraus.






Abstract

This master’s thesis is located at the interface of geometry and group theory. After some
group theoretical basics, both Platonic solids and Archimedean solids are classified. The
development of possible corner configurations based on local criteria is followed by proofs
of existence using constructions. By working out explicit isomorphisms to permutation
groups of finite sets, a detailed description of the symmetry groups of the Platonic solids
is given. Observations on their transitivity on the set of vertices, edges and faces enable
the transition to an equivalent definition based on global symmetry properties. The
symmetry groups of the Archimedean solids are largely found to coincide with those of
their corresponding Platonic solids (except: pseudo rhombic cuboctahedron, cubus simus,
dodecaedron simum). Investigations into their transitivity on the set of vertices lead to a
split-off of uniform polyhedra and emphasise the pseudo rhombic cuboctahedron as a
special case.!

'Translated with www.DeepL.com/Translator (free version)
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Vorwort

Die vorliegende Arbeit bildet den Schlussstein meines Masterstudiums fiir das Lehramt.
Im Zentrum steht die Untersuchung der Symmetriegruppen regulérer und semiregulérer
Polyeder, ein Thema, das sowohl eine tiefgehende Verbindung zwischen Geometrie und
Gruppentheorie offenbart als auch durch die Asthetik der behandelten Korper besticht. Die
Wahl dieses Themas wurde durch mein Interesse an der anschaulichen Geometrie motiviert,
die mir eine T{r zur abstrakten Gruppentheorie erdffnete. Besonders faszinierend ist fur
mich, wie sich abstrakte algebraische Strukturen in konkreten geometrischen Objekten
widerspiegeln und dadurch voneinander profitieren kénnen.

Ich danke Herrn Mag. Dr. Stefan Haller herzlich fiir die Betreuung dieser Arbeit und
seine wertvollen Anregungen in erkenntnisreichen und gelegentlich auch amiisanten
Sprechstunden. Mein Dank gilt aulerdem meiner Familie, meinem Partner und meinen
Freund*innen fiir ihre Unterstiitzung und Geduld wahrend des Entstehungsprozesses
dieser Arbeit.

Besonders hervorheben moéchte ich meine Taufpatin, die mir die Schénheit der Mathematik
bereits in meiner Kindheit in unzéhligen gemeinsamen Bastelstunden nahergebracht hat.
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1 Einleitung

Im Vergleich zu den Platonischen Kérpern bezeichnet Johannes Kepler die Archimedischen
Korper als “in geringerem Mafle perfekt” [14, S. 118]. Damit bezieht er sich auf die
Tatsache, dass bei den Platonischen Korpern keine zwei Ecken, Kanten und Fldchen
voneinander unterschieden werden kénnen, wohingegen dies bei den Archimedischen
Korpern nur mehr fiir die Ecken der Fall ist. Die vorliegende Masterarbeit baut auf
meine Bachelorarbeit zur Klassifikation der Platonischen Koérper auf.! Darin kann aus
verschiedenen Zugidngen nachempfunden werden, dass es nur genau diese fiinf Polyeder
gibt, die folgende vier Kriterien erfiillen [17, S. 33]:

(i

). Der Polyeder ist konvex.

(ii). Alle Seitenflachen sind regulédre Polygone.
).
).

(iii). Alle Seitenfléchen sind kongruent.
(iv
Lassen wir jedoch das Kriterium (iii) weg und erweitern somit unsere Definition dahinge-
hend, dass wir auch verschiedene reguldre Polygone zulassen, treten wir in die spannende
Welt der Archimedischen Korper ein. Gleichzeitig miissen wir auch das Kriterium (iv)
dahingehend prézisieren, dass wir nun die gleiche zyklische Anordnung der Fléchen um
jede Ecke fordern. Die Archimedischen Korper bilden gemeinsam mit den Platonischen
Korpern als Ausgangsbasis den Gegenstand der vorliegenden Untersuchung. Da diese
Polyeder schon seit der Antike studiert werden, iberrascht es, dass von Branko Griinbaum
im Jahr 2009 aufgedeckt wurde, dass viele Darstellungen zu diesem Thema gravierende
mathematische und logische Fehler aufweisen [10]. Die Wurzeln dieser Fehler liegen in
einer fortwiahrenden Verwirrung in der Terminologie, zu deren Aufklarung die vorliegende
Arbeit beitragen soll. Wahrend es bei den Platonischen Kérpern ndmlich keinen Unter-
schied macht, ob sie anhand der lokalen Betrachtung an jeder Ecke oder anhand globaler
Symmetrieeigenschaften definiert werden, macht dies bei den Archimedischen Kérpern
sehr wohl einen bedeutenden Unterschied. Diesbeziigliche Ungenauigkeiten fithren zu
Inkonsistenzen hinsichtlich der Angabe, ob sich die Anzahl der Archimedischen Kérper
auf 13 oder 14 belauft [10].

Den Kern dieser Arbeit bildet demnach die an der Schnittstelle zwischen Gruppen-
theorie und Geometrie zu verortende Auseinandersetzung mit den Symmetriegruppen
der Platonischen und Archimedischen Koérper. Um auch fiir Studierende des Lehramts

An jeder Ecke treffen dieselbe Anzahl von Seitenflichen zusammen.

'Bei Interesse stelle ich meine unversffentlichte Bachelorarbeit gerne per Mail zur Verfiigung:
info@mathematikerleben.at.



1 Einleitung

ein bestmdglich in sich geschlossenes Werk vorlegen zu konnen, beginnen wir mit einigen
gruppentheoretischen Grundlagen (Kapitel 2), die sich nach allgemeinen Betrachtun-
gen auf das Ziel der Untersuchung der Symmetriegruppen von Polyedern fokussieren
(z.B. [19]). Als néchstes folgt eine kurzgehaltene Klassifikation der Platonischen Kérper
(Kapitel 3), die im Unterschied zu jener in meiner Bachelorarbeit auf das gegenwértige Ziel
ausgerichtet ist. Dafiir leiten wir zunéchst alle moglichen Eckenkonfigurationen regulérer
Polyeder mithilfe der Eulerschen Polyederformel aus einem lokalen Kriterium ab (z. B. [5])
und weisen dann deren Existenz durch Konstruktionen nach (z.B. [7]). Fiir den Nachweis
der Eindeutigkeit verweisen wir auf den Starrheitssatz von Cauchy, dessen Beweis jedoch
nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit sein soll (siehe [24]). Daran kniipfen wir mit
einer ausfithrlichen Klassifikation der Archimedischen Kérper an (Kapitel 4). Dafiir
folgen wir zunéchst [27], um mithilfe geschickt aufgestellter lokaler Bedingungen an die
zyklische Sequenz der Seitengrade rund um eine Ecke auf eine Liste moglicher Ecken-
konfigurationen zu kommen und weisen dann deren Existenz durch Ableitung aus den
Platonischen Kérpern nach (z. B. [11]). Wir stellen dabei fest, dass eine der gefundenen
Eckenkonfigurationen auf zwei Arten realisierbar ist und 6ffnen damit die Tiir zur ndheren
Auseinandersetzung mit dem diskussionsumwobenen Pseudorhombenkuboktaeder [10].
Einen weiteren Sonderfall stellen die beiden “schiefen” Archimedischen Kérper Cubus
Simus und Dodecaedron Simum dar, weil wir diese nicht wie alle anderen durch klassische
Konstruktionen, sondern nur durch das algebraische Losen einer Gleichung dritten Grades
erhalten.

Anschliefend widmen wir uns einer detaillierten Beschreibung der Struktur der Sym-
metriegruppen der Platonischen Koérper (Kapitel 5), wobei wir sowohl geometrisch
argumentieren als auch die uns zur Verfiigung stehenden Mittel der Gruppentheorie
anwenden. Konkret weisen wir dabei jeweils nach einer geometrischen Beschreibung der
Symmetrien explizite Isomorphismen zwischen den Symmetriegruppen der Platonischen
Korper und den héufig als Vergleichsobjekte herangezogenen Permutationsgruppen endli-
cher Mengen nach (z. B. [8]). Dies machen wir bei jedem Platonischen Korper sowohl fiir
seine Drehgruppe der orientierungserhaltenden Symmetrien als auch fiir seine volle Sym-
metriegruppe inklusive der orientierungsumkehrenden Spiegelungen. Wir machen dabei
die zentrale Beobachtung, dass alle Platonischen Kérper auch die globale Eigenschaft
der Transitivitdt ihrer Symmetriegruppen auf der Menge der Ecken, der Kanten und der
Fléchen erfiillen.

Aufbauend auf diesen Resultaten erfolgt eine Auseinandersetzung mit den Symmetrie-
gruppen der Archimedischen Korper (Kapitel 6), bei der wir unser aus der bisherigen
Arbeit erlerntes Wissen anwenden und unsere Ergebnisse mithilfe der Ubersichtstabellen
in [13] kontrollieren. Einerseits untersuchen wir dabei die Vertraglichkeit der Konstruktio-
nen mit den Symmetrien der Platonischen Ausgangskorper und andererseits {iberpriifen
wir jeweils, ob das neu entstandene Objekt vielleicht noch weitere Symmetrien aufweist,
die nicht von seinem Ausgangskorper abstammen. Fir den Grofiteil der Archimedischen
Kérper erhalten wir dabei Ubereinstimmungen mit den Symmetriegruppen ihrer Platoni-
schen Ausgangskorper. Neben dem Pseudorhombenkuboktaeder stellen dabei nur Cubus
Simus und Dodecaedron Simum eine Ausnahme dar, da diese durch ihre auf dem Festlegen



einer Orientierung auf den Seitenflichen des Ausgangskérpers basierenden Konstruktion
nicht spiegelsymmetrisch, d. h. chiral, sind. Der Pseudorhombenkuboktaeder stellt sich
bereits im Zuge der Konstruktion als Sonderfall heraus, wobei auch gleich eine mogliche
Transitivitdt seiner Symmetriegruppe auf der Menge seiner Ecken ausgeschlossen werden
kann. Im Gegensatz zu allen anderen Archimedischen Korpern erfiillt dieser diese globale
Eigenschaft der (Ecken-)Uniformitdt nicht und ist somit als einziger Archimedischer
Korper nicht auch ein uniformer Polyeder. In dieser Feststellung schlieit sich der Kreis
zum Ausgangspunkt dieser Arbeit als Beitrag zur Aufklarung der von Branko Griinbaum
aufgedeckten terminologischen Verwirrung [10]. Fir den Pseudorhombenkuboktaeder
erarbeiten wir uns keine Permutationsdarstellung, sondern eine Beschreibung mithilfe
der Symmetriegruppen eines anderen geometrischen Objekts (reguldres Polygon), das
ebenfalls gerne als Vergleichsobjekt herangezogen wird.

Besonders spannend ist auch die Beobachtung, dass bei allen Archimedischen Kérpern
auler dem Kuboktaederstumpf und dem Ikosidodekaederstumpf sogar schon die Dreh-
gruppe die Transitivitdt auf der Menge der Ecken sicherstellt, wohingegen dafiir bei diesen
aufgrund ihrer nicht symmetrischen Sequenzen orientierungsumkehrende Symmetrien
notwendig sind. Dies macht zwar im Hinblick auf unsere Definition eines uniformen
Polyeders keinen Unterschied, weil diese ohnehin die (volle) Symmetriegruppe verwendet,
streicht aber erneut die Notwendigkeit eines achtsamen Umgangs mit definierenden
Formulierungen hervor.






2 Gruppentheoretische Grundlagen

Um eine moglichst in sich geschlossene Arbeit zu gewéhrleisten, beginnen wir mit einigen
gruppentheoretischen Grundlagen. Dies hat auch den Zweck, die in dieser Arbeit ver-
wendeten Notationen festzulegen. Als Grundlage fiir dieses Kapitel dienen [19] und [8],
wobei zusétzlich [1] fiir Unterkapitel 2.4, [6] und [22] fir Unterkapitel 2.5 und [9] und
[18] fiir Unterkapitel 2.6 herangezogen werden.'

2.1 Gruppen und Untergruppen
Zuerst halten wir fest, was wir unter einer Gruppe verstehen:

Definition. [19, S. 17] (Gruppe). Es sei G eine nichtleere Menge mit einer inneren

Verkniipfung
x:GxG—G,(a,b)—axb.

Es heifit (G, -) eine Gruppe, wenn:
o Assoziativgesetz: Fir alle a,b,c € G gilt
(axb)xc=ax*(bxc).
o Existenz eines neutralen Elements: Es existiert ein e € G mit
exa=a=axe fiir alle a € G.
Dabei heifit e neutrales Element von G.
o Jedes Element ist invertierbar: Zu jedem a € G existiert ein @’ € G mit
adxa=e=axd.
Dabei heifit o’ Inverses von a.
G heifit kommutativ (abelsch), wenn

axb=bxa fur alle a € G.

Tm Folgenden wird jeweils angegeben, welcher Quelle wir an entsprechender Stelle néher folgen. Wenn
nicht anders angegeben, stammt ein dazugehoriger Beweis im Wesentlichen aus derselben Quelle. Um
eine leichtere Lesbarkeit zu gewédhrleisten, werden die dortigen Ausfiihrungen jedoch bei Bedarf durch
Details ausgefiillt und implizite Zwischenschritte weitestgehend transparent gemacht.



2 Gruppentheoretische Grundlagen

Bemerkung. [19, S. 7, 9] Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt, denn fiir zwei
neutrale Elemente e und €’ folgt e = e x ¢/ = €/. Auch das Inverse a’ von a ist eindeutig
bestimmt. Wire namlich a” ein weiteres Element mit a” * a = e = a * a”, so erhilt man

d=dxe=dx*(axd")=(d"*a)xd" =exd" =d".

Bemerkung. [8, S. 4] In der vorliegenden Arbeit fassen wir, wenn nicht anders angegeben,
die Verkniipfung als Multiplikation auf, also a * b = a - b. Anstelle von a - b schreiben wir
kurz ab. Weiters setzen wir, wie bei Multiplikationen iiblich, e = 1. Fiir das Inverse von a
schreiben wir a~! anstelle von a’.

Als einfache Folgerungen aus den Gruppenaxiomen erhalten wir folgende beiden
Eigenschaften von Gruppen:

Lemma 2.1.1. [19, S. 18] Es sei G = (G,-) eine Gruppe.

(i). Fir a,b,c € G folgt aus ac = be stets a = b, und aus ca = cb folgt ebenfalls a = b,
d. h. in G gelten die Kiirzungsregeln.

(ii). Zu je zwei Elementen a,b € G gibt es genau ein x € G mit ax = b, ndmlich
x = a~'b, und genau ein y € G mit ya = b, ndmlich y = ba™', d. h. in G sind
lineare Gleichungen eindeutig losbar.

Beweis.  (i). Wir multiplizieren ac = bc von rechts mit ¢~! und erhalten a = (ac)c™! =
-1

(be)c™ = b. Analog wird die zweite Kiirzungsregel gezeigt.

(ii). Aus x = a~!b € G folgt ax = a(a™1b) = b, also existiert eine Lésung. Aus ax = b
und az’ = b folgt ax = az’ und somit nach der Kiirzungsregel z = 2/, also ist diese
Losung eindeutig. Analog wird die Gleichung ya = b behandelt.

]

Bemerkung. [19, S. 18] Wir werden spéter Abbildungen der Form
MG =Gz ax

betrachten, sogenannte Linksmultiplikationen. Diese sind nach Lemma 2.1.1 (ii) fiir jedes
a € G bijektive Abbildungen von G auf G, sogenannte Permutationen.

Fiir uns ist wichtig angeben zu kénnen, wie viele Elemente eine Gruppe hat:
Definition. [8, S. 28] (Gruppenordnung). Unter der Ordnung einer Gruppe G versteht

man die Anzahl der Elemente von G. Wir schreiben dafiir ord(G). Hat G unendlich viele
Elemente, so setzt man ord(G) = oco.

Bemerkung. Fiir die Anzahl der Elemente in einer Menge M werden wir im Hinblick auf
die Einheitlichkeit statt der sonst iiblicheren Notation |M| auch ord(M) schreiben.



2.1 Gruppen und Untergruppen

Insbesondere sind fiir uns auch die sogenannten Untergruppen einer Gruppe G be-
deutsam:

Definition. [8, S. 6] (Untergruppe). Sei G eine Gruppe und U C G eine Teilmenge. U
heifit Untergruppe von G, wenn gilt:

e Abgeschlossenheit: Mit a,b € U ist a-b € U.
o Gruppenaxiome: U bildet mit der von G induzierten Verkniipfung
UxU—=U,(ab)+—a-b
wieder eine Gruppe.
Wir schreiben dafir U < G.

Niitzlich fiir den Nachweis dieser Bedingungen ist folgendes Kriterium:

Lemma 2.1.2. [8, S. 7] (Untergruppenkriterium). Eine Teilmenge U # () einer Gruppe G
ist genau dann eine Untergruppe, wenn gilt:

a,belU=ab ' cl.

Beweis. Ist U eine Untergruppe und sind a,b € U, so gilt b~! € U und somit ab~' € U,
also ist die angegebene Bedingung notwendig. Sie ist auch hinreichend: Das Assoziativge-
setz gilt in G, also auch in U. Da U # (), gibt es ein a € U, also ist nach Voraussetzung
aa~!' = e € U, d.h. das neutrale Element liegt in U. Damit ist aber fiir jedes b € U nach
Voraussetzung auch eb™! = b~ € U, d.h. U enthilt auch die Inversen. SchlieSlich ist U
abgeschlossen, denn mit a,b € U ist

ab=a(b" el
O

Bemerkung. [8, S. 7] In jeder Gruppe G gibt es die trivialen Untergruppen {e} und G.

Weiters beschéftigen wir uns mit bestimmten Teilmengen einer Gruppe, den soge-
nannten Erzeugendensystemen:

Definition. [19, S. 30-31] (Erzeugendensystem). Sei G eine Gruppe und X C G eine
beliebige Teilmenge. Der Durchschnitt aller Untergruppen U von G die X enthalten,

Erz(X) := m U,
XCULG

wird die von X erzeugte Untergruppe von G genannt. Dabei heifit X ein Erzeugenden-
system der Gruppe G, wenn Erz(X) = G, wobei wir fiir X endlich von einer endlich
erzeugten Gruppe G sprechen. Weiters heifit eine Gruppe G zyklisch, wenn es ein a € G
gibt, so dass G = Erz(a), d.h. wenn G von einem Element erzeugt wird.



2 Gruppentheoretische Grundlagen

Nach folgendem Lemma ist Erz(X) eine Untergruppe von G:

Lemma 2.1.3. [19, S. 30] Seien G eine Gruppe, I eine beliebige Indexmenge und
(Us)ier < G eine Familie von Untergruppen der Gruppe G. Dann gilt

i€l

d. h. der Durchschnitt jeder Familie von Untergruppen einer Gruppe G ist eine Untergruppe
von G.

Beweis. Da e € U fir jedes i € I gilt e € (;c; Us =:U, d.h. U # 0. Sind a,b € U; fir
jedes i € I so ist wegen U; < G nach dem Untergruppenkriterium aus Lemma 2.1.2 auch
ab™! € U; und somit gilt ab~! € U. O

Bemerkung. [19, S. 30] Erz(X) ist die kleinste Untergruppe von G, die X enthélt, denn
X CErz(X) < G und Erz(X) C U fiir jede Untergruppe U von G, die X enthalt.

Die Definition von Erz(X) ist fiir die Bestimmung der erzeugten Untergruppe nicht gut
geeignet. Durch den folgenden Darstellungssatz erhalten wir eine expliziere Beschreibung:

Theorem 2.1.4. [19, S. 31-32] (Darstellungssatz). Fir jede Teilmenge X einer Grup-
pe G besteht Erz(X) aus allen endlichen Produkten von Elementen aus X und ihren
Inversen X1, d. h.

Erz(X) = {z 29 -z, | 21,22,...,2, € XUX 1 neN}

Dabei ist Erz(0) = e. Ist G abelsch und X = {aq,aq,...,a,} endlich, so vereinfacht sich
diese Darstellung zu

Erz(X) = {a’f1 -agz "-afT | a1, a9, ...,ar € X, k1, ko,... .k € Z},
speziell gilt fiir die von a € G erzeugte zyklische Untergruppe
Erz(a) = {a* | k € Z}.

Beweis. Durch wiederholte Anwendung des Untergruppenkriteriums aus Lemma 2.1.2
folgt, dass die Menge V = {x1 - 29+ 2, | 21,22,...,2, € X U X1 n € N} in jeder
Untergruppe, die X enthélt, liegt. Somit liegt V' aber auch in deren Durchschnitt,
d.h. V C Erz(X). Andererseits ist V nach dem Untergruppenkriterium aus Lemma 2.1.2
bereits selbst eine Untergruppe, denn mit w,v € V mit u = x1-x9-- -z, und v = y1-y2 - - - ys
gilt auch

1

w = (v @) (Y1 Y2 Ys)

_1.

- -1

Wegen X C V gilt also auch Erz(X) C V und somit die Gleichheit Erz(X) = V. Die zweite
Behauptung folgt aus der ersten, weil man wegen der Vertauschbarkeit gleicher Faktoren
zu Potenzen zusammenfassen kann. Die dritte Behauptung folgt aus der zweiten. O



2.1 Gruppen und Untergruppen

Neben der bereits definierten Ordnung einer Gruppe G ist fiir uns auch der Begriff
der Ordnung eines Elements a € G bedeutsam:

Definition. [19, S. 32-33] (Elementordnung). Unter der Ordnung eines Elements a € G
versteht man Ordnung der von a erzeugten zyklischen Untergruppe, d.h. ord(a) :=
ord(Erz(X)). Falls Erz(X) unendlich ist, so setzt man ord(a) = oco.

Das folgende Lemma ermoglicht uns die Ermittlung der (endlichen) Ordnung von
Gruppenelementen:

Lemma 2.1.5. [19, S. 33] Seien G eine Gruppe mit neutralem Element e und a € G.
Falls ord(a) € N, dann ist ord(a) = n mit der kleinsten natirlichen Zahl n fir die a™ = e
gilt. Weiters gilt dann Erz(a) = {e,a,a?,---a"1}.

Beweis. Fiir ord(a) endlich ist Erz(a) = {a* | k € Z} eine endliche Menge. Dann gibt es
Exponenten i # j, 0.B.d.A. sei i < j, mit a’ = o/ und wir erhalten somit ¢/~ = e (*).
Dann liegt 5 —4 > 0 in der Menge {k € Z | a* = e} # {0} und somit gibt es eine
kleinste natiirliche Zahl n mit a™ = e. Teilen wir ein beliebiges m € Z durch n mit
Rest r, d.h.m = gn + r mit 0 < r < n, dann sehen wir, dass jede beliebige Potenz
a™ = " = (a")9a" = ea” = a” bereits in {e,a,a?,---a""'} liegt. Somit gilt

Erz(a) = {a" | k € Z} = {e,a,a?,---a" '},

Da die ersten Potenzen a’, 0 < i < n — 1, von a wegen der Minimalitit von n alle
von e verschieden sind und wegen (*) auch alle paarweise verschieden sind, gilt ord(a) =
ord(Erz(a)) = n. O

Unser erster wichtiger Satz wird der Satz von Lagrange 2.1.8 sein. Dieser besagt,
dass eine endliche Gruppe mit n Elementen héchstens Untergruppen U haben kann,
deren Ordnungen Teiler von n sind. Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir spezielle
Teilmengen von G, die sogenannten Linksnebenklassen:

Definition. [19, S. 35] (Linksnebenklassen). Sei U < G eine Untergruppe von G und
a € G. Dann heift
aU :={au|ue U}

die linke Nebenklasse von a beziiglich U.

Bemerkung. Analog kénnen auch sogenannte Rechtsnebenklassen Ua von a beziiglich U
definiert werden. Fiir unsere Zwecke reicht jedoch die Betrachtung der Linksnebenklas-
sen aus.

Zwei Nebenklassen aU und bU koénnen gleich sein, ohne dass ihre sogenannten Repré-
sentanten a und b gleich sind [19, S. 35]:

Lemma 2.1.6. [19, S. 35-36] Fir U < G und a,b € G gilt:
(i). aU=U <acU.

(ii). aU =bU < a~ b eU.

(iii). aU NbU # 0 < aU = bU.
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Beweis. (i). Wegen e € U nach Definition einer Untergruppe folgt aus aU = U direkt
auch ae = a € U. Ist umgekehrt a € U, dann gelten aU C U und ¢~ 'U C U. Also
gilt auch a(a™1U) = U C aU und damit ist aU = U.

(ii). Wir multiplizieren aU = bU von links mit a~! und erhalten die dquivalente Dar-
stellung U = a~1bU. Nach (i) ist dies gleichbedeutend mit a=1'b € U.

(iii). Sind die Nebenklassen gleich, ist ihr Durchschnitt natiirlich nicht leer. Ist umgekehrt
c € aU NbU, dann gibt es u,u’ € U mit ¢ = au = bu’. Unter Multiplikation von
links mit a~! und von rechts mit «/~! folgt nach dem Untergruppenkriterium aus
Lemma 2.1.2

alb=w/"teU

und damit aU = bU nach (ii).
O

Die Linksnebenklassen aU, a € G, liefern eine Partition von G, d. h. sie zerlegen G in
nichtleere disjunkte Teilmengen [19, S. 36]:

Lemma 2.1.7. [19, S. 36] Sei U < G. Dann gilt
(i). G =UzeqalU, wobei zwei Nebenklassen aU,bU entweder disjunkt oder gleich sind.
(ii). ord(aU) = ord(U) fiir jedes a € G.

Beweis. (i). Wegen U < G gilt e € U und mit der Definition der Linksnebenklassen
erhalten wir a = ae € aU. Also liegt jedes a € G in einer Linksnebenklasse, weshalb
G = UgegaU gilt, d.h. G ist eine Vereinigung seiner Linksnebenklassen. Nach
Lemma 2.1.6 sind zwei Nebenklassen entweder disjunkt oder gleich.

(ii). Die Abbildung U — aU,u +— au ist wegen der ersten Kiirzungsregel aus Lemma
2.1.1 (i) eine Bijektion und somit gilt ord(aU) = ord(U).
[

Bemerkung. [8, S. 28] Wir erhalten also eine Zerlegung der Gruppe G in Linksnebenklassen
beziiglich U. Die Menge dieser Linksnebenklassen bezeichnen wir mit

G/U :={aU | a € G}.

Bemerkung. [8, S. 28] Eine andere Sichtweise wire es, die Linksnebenklassen beztiglich U
auf G als Aquivalenzklassen der folgenden Aquivalenzrelation auf G aufzufassen:

a~beatbel,

d. h. zwei Gruppenelemente a,b € G stehen genau dann in Relation zueinander, wenn
sie Représentanten derselben Linksnebenklasse von U in G sind bzw. in derselben
Linksnebenklasse von U in G liegen. Dass es sich dabei um eine Aquivalenzrelation
handelt, folgt unmittelbar aus den Bedingungen einer Untergruppe:
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o Die Relation ~ ist reflexiv, weil das neutrale Element e in der Untergruppe liegt,

d. h.

1

a~a<a a=eeU.

¢ Die Relation ~ ist symmetrisch, weil das Inverse jedes Untergruppenelements auch
in der Untergruppe liegt, d. h.

a~bsalbelU

=@ ) t=br e Y t=btacU
&b~ oa.

¢ Die Relation ~ ist transitiv, wegen der Abgeschlossenheit der Untergruppe und der
Assoziativitat:

a~bAb~cea beUND el
= (a )b le)=at (b ) e=ale=a"tceU
——

e

& a ~ cC.

Dadurch folgt erneut, dass die Linksnebenklassen aU, a € G, eine Partition von G liefern.

Fiir uns ist wichtig angeben zu kénnen, wie viele verschiedene Linksnebenklassen eine
Untergruppe U in G hat:

Definition. [8, S. 29] (Index von U in G). Fir U < G nennt man die Anzahl der
Linksnebenklassen von U in G, d.h. der Elemente in G/U,

ind(G : U) :=ord(G/U)
den Index von U in G.

Nun stehen uns alle Mittel zur Verfiigung, um den bereits angekiindigten Satz von
Lagrange zu formulieren und zu beweisen. Dieser Satz stellt uns eine hilfreiche Beziehung
zwischen der Ordnung einer Gruppe und den Ordnungen ihrer Untergruppen her. Wir
beschrianken uns dabei auf die Betrachtung endlicher Gruppen G:

Theorem 2.1.8. [19, S. 38-39] (Satz von Lagrange). Fir jede Untergruppe U einer
endlichen Gruppe G gilt
ord(G) = ord(U) - ind(G : U).

Insbesondere sind ord(U) und ind(G : U) Teiler von ord(G).

11
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Beweis. Nach Lemma 2.1.7 (i) bilden die Linksnebenklasse aU, a € U, eine Partiti-
on von (. Sei also U,a1U, asU,...,a,U diese Zerlegung von G in Linksnebenklassen.
Dann gilt

ord(G) = ord(U) + ord(a1U) + ord(aU) + - - - + ord(a,U)
= ord(U) + ord(U) + ord(U) + - - - + ord(U)
=ord(U) - ind(G : U).

Dabei geht in der zweiten Zeile ein, dass nach Lemma 2.1.7 (ii) alle Nebenklassen ord(U)
Elemente enthalten, und in der dritten Zeile die Definition des Index von U in G als
Anzahl der Linksnebenklassen von U in G. O

2.2 Homomorphismen zwischen Gruppen

Um die strukturbedingten Unterschiede von Gruppen untersuchen zu kénnen, die von der
Art der Beschreibung der einzelnen Gruppen unabhéingig sind, benétigt man strukturver-
tragliche Abbildungen zwischen Gruppen, sogenannte Homomorphismen [19, S. 25]:

Definition. [8, S. 21] (Homomorphismus). Seien (G, -) und (H, o) Gruppen. Eine Abbil-
dung ¢ : G — H heifit Homomorphismus, wenn fir all a,b € G gilt:

p(a-b) = p(a) o p(b).
Im Fall G = H nennen wir einen Homomorphismus auch Endomorphismus.

Bemerkung. [19, S. 25] Um zu verdeutlichen, wie Homomorphismen moglicherweise sehr
unterschiedliche Verkniipfungen miteinander in Beziehung bringen, wurden hier ausdriick-
lich die verschiedenen Multiplikationszeichen angegeben. Unter einem Homomorphismus
ist es also egal, ob man a,b € G zuerst in G verkniipft und dann nach H abbildet oder
ob man zuerst nach H abbildet und anschlieend dort verkniipft.

Besonders wichtig fiir unsere Zwecke sind bijektive Homomorphismen, sogenannte
Isomorphismen:

Definition. [8, S. 21] (Isomorphismus). Zwei Gruppen G und H heiflen isomorph, wenn
es einen bijektiven Homomorphismus ¢ : G — H gibt. Wir schreiben dafiir kurz G =2 H
und nennen ¢ einen Isomorphismus. Im Fall G = H nennen wir einen Isomorphismus
auch Automorphismus.

Bemerkung. [1, S. 32] Isomorphismen werden uns in der Anwendung auf die Symmetrie-
gruppen dabei helfen, die strukturelle Gleichheit verschiedener Gruppen nachzuweisen.
Sprechen wir also davon, dass zwei Gruppen “gleich” sind, meinen wir damit, dass ihre
Elemente in derselben Art und Weise verkniipft werden. Vereinfacht gesprochen handelt
es sich bei einem Isomorphismus also nur um eine Umbenennung der Gruppenelemente.

12
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Um die Bijektivitat eines Homomorphismus nachzuweisen, werden wir seinen Kern
und sein Bild betrachten:

Definition. [8, S. 21] (Kern und Bild). Seien G und H Gruppen, ¢ : G — H ein
Homomorphismus und ey € H das neutrale Element in H. Dann heif}t

Kerg :={a € G |p(a) =en}=¢ ' ({en})
der Kern? von ¢ und
Imy:=p(G) CH
das Bild von ¢.
Homomorphismen haben folgende Eigenschaften:

Lemma 2.2.1. [8, S. 21-22] Seien G und H Gruppen mit den neutralen Elementen eg
und efr, ¢ : G — H ein Homomorphismus und a € G. Dann gilt:

(i). v(eq) = em, d. h. ein Homomorphismus bildet das neutrale Element auf das neutrale
Element ab.

(ii). o(a=') = ¢(a)~t, d. h. die Bilder von Inversen sind die Inversen der Bilder.

(iii). Ist U < G, so ist auch o(U) < H, d. h. die Bilder von Untergruppen sind Unter-
gruppen.

(iv). Ist V. < H, so ist auch o~ (V) < G, d.h. die Urbilder von Untergruppen sind
Untergruppen.

1

(v). Ist @ invertierbar, so ist auch ¢~ : H — G ein Homomorphismus.

(vi). Sind ¢ : G — H und v : H — H' Homomorphismen, so ist auch ihre Verkniipfung
Yow:G— H' ein Homomorphismus.

Beweis.  (i). Wegen der Definition eines Homomorphismus erhalten wir p(eq) = p(egeg) =
¢(eq)p(eq). Durch Verkniipfen von links (oder rechts) mit ¢(eg)~! folgt die Be-
hauptung.

(ii). Mit (i) und wegen der Definition eines Homomorphismus erhalten wir e = ¢(eq) =
¢(aat) = ¢(a)p(at). Durch Verkniipfen von links mit ¢(a)~! folgt die Behaup-
tung.

(iii). Ist @’ = ¢(a),b’ = ¢(b) € ©(U) mit a,b € U, so ist
d ()7 = p(a)p(d) ™" = @(a)p(b™") = p(ab™") € (U),

weil ab~! € U nach dem Untergruppenkriterium aus Lemma 2.1.2. Bei der zweiten
Gleichheit geht (ii) ein und bei der dritten die Definition eines Homomorphismus.

20ft wird stattdessen Ker(p) = ¢~ ' (ex) geschrieben [19, S. 26]. Um zu betonen, dass es sich hierbei
um das Urbild einer Menge bzw. genauer gesagt der trivialen Untergruppe handelt, bleiben wir bei
der hier angefithrten ausfiihrlicheren Schreibweise.
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(iv). Fiir a,b € o= 1(V) ist p(a), p(b) € V. Damit erhalten wir

p(ab™!) = p(a)p(b™) = p(a)p(b) ' €V,

also ab~! € ¢~ 1(V) und mit dem Untergruppenkriterium aus Lemma 2.1.2 folgt die
Behauptung. Bei der ersten Gleichheit geht die Definition eines Homomorphismus
ein und bei der zweiten Gleichheit (ii).

(v). Ist ¢ invertierbar, so gibt es zu a’,/ € H auch a,b € G mit p(a) = d, ¢(b) =V’
und a = p~1(a’), b = = 1(t'). Damit, und weil ¢ nach Voraussetzung ein Homo-
morphismus ist, erhalten wir

P~ (dV) = o7 (p(a)p(b) = ¢ (p(ab)) = ab = ¢~ (a")p ™' (V),
d.h. auch ¢! ist ein Homomorphismus.
(vi). Fiir a,b € G gilt

(1 o @)(ab) = Y(p(ab)) = P (p(a)p(b)) = Y(p(a))y(p(b))
= (Y op)(a)(¥op)(b)

Dabei geht neben der Definition einer Verkniipfung von Abbildungen nur die Vor-
aussetzung ein, dass ¢, ¢» Homomorphismen sind. D. h. die behauptete Transitivitat
ist gegeben.

O

Bemerkung. [8, S. 21-22] Insbesondere folgt aus Lemma 2.2.1 (v), dass wenn ¢ ein Isomor-
phismus ist, auch ¢! ein Isomorphismus ist und aus (vi), dass wenn ¢, Isomorphismen
sind, auch ihre Verkniipfung ¢ o ¢ ein Isomorphismus ist.

Aus obenstehendem Lemma erhalten wir eine wichtige Eigenschaft des Kerns und des
Bildes eines Homomorphismus:

Lemma 2.2.2. [19, S. 26] Der Kern eines Homomorphismus ¢ : G — H ist eine
Untergruppe von G und sein Bild ist eine Untergruppe von H.

Beweis. Fiir den Kern gilt nach Definition Kerp = ¢~ '({eg}). Da {eg} < H eine
Untergruppe ist, folgt die Behauptung direkt aus Lemma 2.2.1 (iv). Fir das Bild gilt
nach Definition Im ¢ = ¢(G). Da G als eine Untergruppe ihrer selbst aufgefasst werden
kann, folgt die Behauptung direkt aus Lemma 2.2.1 (iii). O

Niitzlich fiir den Nachweis der Injektivitdt eines Homomorphismus ist nun folgendes
Kriterium:

Lemma 2.2.3. [19, S. 26] (Injektivitatskriterium). Ein Homomorphismus ¢ : G — H st
genau dann injektiv, wenn Ker ¢ = {eg}, wobei e € G das neutrale Element in G ist.

14
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Beweis. Fir a € Kero gilt p(a) = ey = ¢(eq), wobei wir die zweite Gleichheit aus
Lemma 2.2.1 (i) erhalten. Ist nun ¢ injektiv, so folgt a = eq, d.h. Kerp = {eq}.
Umgekehrt liefert p(a) = ¢(b) nach Verkniipfung von rechts mit ¢(b)~! fiir a,b € G' mit
Lemma 2.2.1 (ii) und wegen der Definition eines Homomorphismus

en = (a)p(b) ™" = p(a)p(b™") = p(ab),

d.h.ab™! € Kerp. Wegen der Voraussetzung Ker¢ = {eg} folgt daraus ab™! = eg,
d.h.a=hb. O

Mithilfe von Produkten kann man aus gegebenen Gruppen neue Gruppen konstruieren
[8, S. 39]. Fiir uns ist dabei eine bestimmte Art bedeutsam, das sogenannte duflere direkt
Produkt:

Definition. [8, S. 41] (AuBeres direktes Produkt). Seien G, Gy Gruppen und a;, b; € G;
fiir ¢ = 1,2. Man nennt GG; X G2 mit der Verkniipfung *, definiert durch

(a1,a2) * (b1, b2) :=(a1by, azba),
dufleres direktes Produkt von GG und Gs.
Diese komponentenweise definierte Verkniipfung hat folgende Eigenschaften:

Theorem 2.2.4. [8, S. 41] (Satz iiber das dufere direkte Produkt). Seien G1, Ga Gruppen.
Fiir G1 x G mit der oben definierten Verkniipfung * gilt:

(i). G1 x Gy ist eine Gruppe.
(ii). Firi=1,2 sind die Projektionen
i G1 X Go — Gy, (a1, a2) — a;,
auf die erste bzw. zweite Komponente Homomorphismen.

(iii). Sei H eine beliebige Gruppe mit Homomorphismen ¢ : H — G; firi=1,2. Dann
gibt es genau einen Homomorphismus ¢ : H — G X G2, sodass das folgende
Diagramm

G1

1

1

H**gG1XG2

RN,

Go

kommutiert, d. h. fir jedes ¢ € H gilt @;(c) = mi(¢(c)). Der Homomorphismus ¢
hat dabei folgende Gestalt: o(c) = (p1(c), p2(c)).

15
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Beweis. (i). Da das Assoziativgesetz in G; und G gilt, folgt seine Giiltigkeit in G x Gg

(ii).

2.3

direkt aus der komponentenweisen Definition der Verkniipfung *. Seien e; € G; die
neutralen Elemente und a; 1 e G, die Inversen von a; € G;. Somit ist (e1,e9) €
G x G neutrales Element und fiir die Inversen in Gy x Gg gilt (a1,a2)™' =

(a7 a3").

. Fiir die Projektionen ; gilt

mi((a1,a2) * (b1,b2)) = mi(ai1by, az, ba) = a;b; = m;i(a1, az)m;(b1, b2),

wobei nur die Definitionen der Verkniipfung und der Projektionen eingehen. Somit
erfiillen die beiden Projektionen die Definition eines Homomorphismus.

Fir ¢ € H gibt es wegen der Forderung ¢;(c) = mi(¢(c)) nur die Moglichkeit
w(e) = (p1(c), p2(c)), d. h. p;(c) muss die i-te Komponente von ¢(c) sein, weil m;
auf die i-te Komponente projiziert und die jeweils andere Komponente “vergisst”.
Diese Abbildung ist ein Homomorphismus, denn fiir ¢1,co € H gilt

p(cre2) = (p1(c1c2), pa(cica)) = (prler)pr(ca), pa(cr)pa(c2)) = @le)p(ca),
wobei nur bei der zweiten Gleichheit eingeht, dass ¢; fiir ¢ = 1,2 Homomorphismen

sind.

O]

Operationen von Gruppen auf Mengen

In diesem Unterkapitel arbeiten wir auf eine Abzéhlformel hin, die uns in der Anwen-
dung auf die Platonischen und Archimedischen Koérper helfen wird, die Méchtigkeiten
ihrer Symmetriegruppen zu ermitteln. Dafiir betrachten wir bestimmte Abbildungen,
sogenannte Operationen einer Gruppe auf einer Menge:

Definition. [8, S. 73] (Gruppenoperation). Eine Operation einer Gruppe G auf einer
Menge M # () ist eine Abbildung

A:G X M— M, (a,x) = XNa,x) =:A\g(2)

mit folgenden beiden Eigenschaften

(i)
(i)

Ae(x) = z fir jedes © € M und das neutrale Element e € G.

Aab(x) = Ag(Mp(2)) fiir alle a,b € G und = € M.

Man bezeichnet Gruppenoperationen auch als Gruppenwirkungen.

Bemerkung. [8, S. 73-74] Anstelle von A,(z) schreiben wir a(z), d.h. wir fassen jedes
Gruppenelement a € G als eine Bijektion

16
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auf. Bei dieser Abbildung wird also die erste Eintragung a von \(a, z) fixiert. Um die
Bijektivitat der Abbildung A\, auf M nachzuweisen, verwenden wir die als Konsequenz
folgende dritte Eigenschaft einer Gruppenoperation, dass A,-1 die Umkehrabbildung
von ), ist, d.h.dass (\,)™' = A,-1. Das bedeutet, dass die Umkehrabbildung der
Inversion in der Gruppe entspricht und folgt unter Verwendung der Eigenschaft (ii) einer
Gruppenoperation aus

A1 0de DA 1= A = Apet @ Ny 0N, (2.3.1)
Dabei folgen die zweite und dritte Gleichheit wegen a € G aus der Definition einer
Gruppe. Wegen Eigenschaft (i) einer Gruppenoperation gilt

Ae = Idps - (2.3.2)
Kombinieren wir die Gleichungen (2.3.1) und (2.3.2) erhalten wir
Ag-10Ag =Idps = Ag o A1,

d.h. \, ist bijektiv, also A\, € Bij(M).

Die durch unsere neue Notation (a statt A,) verursachte Doppelbedeutung (a € G und
a € Bij(M)) ist jedoch unproblematisch, weil die unserer neuen Notation zugrundeliegende
Abbildung von der Gruppe G in die Menge der Bijektionen von M, d.h.

v

A : G = Bij(M),a— Aa) = g,

wegen der aus Eigenschaft (ii) einer Gruppenoperation folgenden Gleichheit A\, o Ap(z) =
Aap(z) ein Homomorphismus ist.? Diese Feststellung ist zentral, weil wir somit jede
Gruppenoperation als Homomorphismus in die Bijektionen auffassen kénnen. Wir hétten
die Moglichkeit dieser Uminterpretation auch umgekehrt ausgehend vom Homomor-
phismus A nachweisen konnen, jedoch ist dies anhand der beiden Eigenschaften einer
Gruppenoperation einfacher zu iiberpriifen.

Mit unserer neuen Notation lauten die beiden obigen Eigenschaften einer Gruppen-
operation folgendermaflen:

e(r) ==z und (ab)(x) = a(b(x)).

Die daraus als Konsequenz folgende dritte Eigenschaft (\,)~! = \,-1 ldsst sich in der
neuen Notation nicht anschreiben, da mit a~' sowohl das Inverse des Gruppenelements
a € G als auch die Umkehrabbildung von A\, bezeichnet wird. Diese Doppelbedeutung ist
jedoch wegen der oben nachgewiesenen Vertréiglichkeit unserer neuen Notation mit der
Inversion unproblematisch.

3Wir greifen an dieser Stelle bereits auf Lemma 2.4.1 vor und verwenden, dass die Menge der Bijek-
tionen von M eine Gruppe bilden. Diese Gruppe werden wir in Unterkapitel 2.4 als die sogenannte
Permutationsgruppe kennenlernen.
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Fiir uns bedeutsam sind sogenannte transitive Gruppenoperationen:

Definition. [8, S. 74] Eine Operation von G auf M heifit transitiv, wenn es zu z,y € M
ein a € G gibt mit a(z) = y.

Unter der Operation einer Gruppe wird eine Menge in ihre sogenannten Bahnen
partitioniert [8, S. 75]:

Definition. [8, S. 75] (Bahn). Operiert eine Gruppe G auf einer Menge M und ist € M,
so heif3t
G(z) ={a(zr) e M |ac G} C M

die Bahn von z.

Lemma 2.3.1. [19, S. 85] Wenn die Gruppe G auf der Menge M operiert, ist die Menge
{G(z) : x € M} aller Bahnen eine Partition von M, d. h.

(ii). G(x)NG(y) # 0 <= G(z) = G(y).

Beweis. (i). Wegen (i) in der Definition der Gruppenoperation gilt = e(z) € G(x).
Also liegt jedes € M in einer Bahn von z, weshalb M = {J,c, G(z) gilt, d.h. M
ist eine Vereinigung der Bahnen von =.

(ii). Sind die Bahnen gleich, ist ihr Durchschnitt nattrlich nicht leer. Ist umgekehrt
2z € G(r) N G(y) # 0, dann gibt es a,b € G mit z = a(z) = b(y). Wenden wir die
Umkehrabbildung a~! an?, folgt mit (ii) in der Definition der Gruppenoperation
und der Definition der Bahn von y

z=a"'(b(y)) = (a”'b)(y) € G(y).

Es folgt G(z) C G(G(y)) € G(y). Aus Symmetriegriinden gilt auch G(y) C G(z)
und somit G(z) = G(y).
O

Bemerkung. [8, S. 75] Eine andere Sichtweise wiire es, die Bahnen G(x) als Aquivalenz-
klassen der folgenden Aquivalenzrelation auf M aufzufassen:

r~gy<e JaeG:a(r) =y,

d. h. zwei Mengenelemente x,y € M stehen genau dann in Relation zueinander, wenn sie
in derselben Bahn G(x) liegen bzw. Repréasentanten derselben Bahn sind. Dass es sich
dabei um eine Aquivalenzrelation handelt, folgt unmittelbar aus den Eigenschaften einer
Gruppenoperation:

“Es ist hier die unproblematische Doppelbedeutung zu beachten: Wir schreiben a~' sowohl fiir das

Inverse des Gruppenelements a € G als auch fir die Umkehrabbildung A, -1 von A, (siehe Bemerkung
nach der Definition einer Gruppenoperation). An dieser Stelle ist letzteres gemeint.
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o Das neutrale Element e € G erfillt nach Eigenschaft (i) e(z) = z, also ist die
Relation ~¢g reflexiv.

e Fiir z ~g y gibt es ein a € G mit a(x) = y. Mit den Eigenschaften einer Grup-
(i4) (1)

penoperation erhalten wir a=(y) = a!(a(z)) = (a7'a)(z) = e(x) = x. Wegen
a~! € G gilt somit auch y ~g x, also ist die Relation ~¢ symmetrisch.
o Fir z ~g y und y ~g z gibt es a,b € G mit a(z) = y und b(y) = z. Mit der

Eigenschaft (ii) einer Gruppenoperation erhalten wir (ab)(z) = a(b(z)) = z. Wegen
der Abgeschlossenheit einer Gruppe ist ab € G und somit gilt auch x ~g z, also ist
die Relation ~¢ transitiv.

Dadurch folgt erneut, dass die Bahnen G(x) eine Partition von M liefern.

Bemerkung. [8, S. 75] Ist die Operation von G auf M transitiv, gibt es nur eine Bahn,
d. h. es kann jeder Punkt in jeden anderen transportiert werden. Im Allgemeinen geht
das nicht. Als Beispiel dafiir betrachten wir fiir z € M und g € G die triviale Wirkung
g(z) = x, bei der jedes € M eine eigene einelementig Bahn hat.

Um Aussagen iiber die Méchtigkeiten der Bahnen treffen zu kénnen, benétigen wir
bestimmte Untergruppen von G, sogenannte Stabilisatorgruppen:

Definition. [8, S. 75] (Stabilisatorgruppe). Ist N C M, so heifit
Stag(N) :={a € G|a(N)=N} CG
die Stabilisatorgruppe von N beziiglich der Operation von G auf M.

Lemma 2.3.2. [8, S. 75] Die Stabilisatorgruppe von N beziiglich der Operation von G
auf M ist eine Untergruppe von G, d.h. Stag(N) < G.

Beweis. Seien a,b € Stag(N), d.h. a(N) = N und b(N) = N. Formen wir den zweiten
Ausdruck auf N = b~!(N) um und setzen in den ersten Ausdruck ein, erhalten wir
N =a(N) =a(b~'(N)) = (ab=1)(N). Also ist ab~! € Stag(N), d.h. das Untergruppen-
kriterium nach Lemma 2.1.2 ist erfiillt. O

Nun stehen uns alle Mittel zur Verfiigung, um die bereits angekiindigte Abzahlformel
zu formulieren und zu beweisen. Dieses sogenannte Bahn-Lemma nutzt die Tatsache, dass
eine Menge unter der Operation einer Gruppe in disjunkte Bahnen zerlegt wird (siehe
Lemma 2.3.1) und gibt uns somit eine gute Moglichkeit zur Abzahlung der Elemente in
einer Gruppe [8, S.75]:

Lemma 2.3.3. [8, S.75-76] (Bahn-Lemma). Operiert eine endliche Gruppe G auf einer
Menge M und ist x € M, so gilt

ord G(x) = ind(G : Stag(z)), d. h.
ord(G) = (ord G(z)) - (ord Stag(x)).

19
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Beweis. Wir setzen U :=Stag(x). Nach Lemma 2.3.2 gilt somit U < G. Wir zeigen, dass
die Abbildung
p:G(x) = G/Ua(x) — aU

bijektiv ist. Fiir a,b € G ist

a(z) = bw) & a M a(x)) = a~ (b)) & (@ a)(@) = (a7"b)(2)
Wy = (0 W)(2) e abelU s al = U,

also ist 1 wohldefiniert und injektiv. Dabei wird bei der ersten Aquivalenz von links mit ¢!
gewirkt, bei der zweiten und dritten werden die Eigenschaften einer Gruppenoperation
angewendet, bei der vierten geht die Definition der Stabilisatorgruppe von x ein und bei
der fiinften wird Lemma 2.1.6 (ii) angewendet. Fiir jedes aU € G/U gibt es offensichtlich
ein a(x) € G(x) mit p(a(x)) = aU, wodurch auch die Surjektivitit von p gegeben ist.
Also ist p eine bijektive Abbildung und somit haben wir nachgewiesen, dass in der Bahn
von x gleich viele Elemente sind, wie die Stabilisatorgruppe von = Linksnebenklassen
in G hat, d.h.

ord G(z) = ind(G : U). (2.3.3)

Wegen U < G gilt zudem nach dem Satz von Lagrange 2.1.8
ord(G) = ord(U) - ind(G : U). (2.3.4)

Setzen wir nun die Gleichung (2.3.3) in die Gleichung (2.3.4) ein erhalten wir die
Behauptung. O

2.4 Die symmetrische Gruppe S,

Urspriinglich beschéftigte sich die Gruppentheorie mit der Untersuchung von Permutati-
onsgruppen [19, S. 27]. Erst die Axiomatisierung des Gruppenbegriffs durch Arthur Cayley
im Jahr 1854 ermoglichte die Untersuchung abstrakterer Gruppen [19, S. 17, 27]. In
diesem Unterkapitel werden wir jedoch sehen, dass jede endliche Gruppe als Untergruppe
einer symmetrischen Gruppe auffassbar ist.

Bei einer Permutation handelt es sich um das Umordnen oder Vertauschen der
Elemente einer beliebigen Menge X:

Definition. [1, S. 26] (Permutation). Bei einer Permutation handelt es sich um eine
bijektive Abbildung o : X — X einer beliebigen Menge X auf sich selbst. Dabei nennen
wir 07! : X — X inverse Permutation und € : X — X,z — z fiir alle z € X identische
Permutation.

Die Menge aller Permutationen einer Menge X bildet zusammen mit der Verkniipfung
von Abbildungen die sogenannte Permutationsgruppe Sx|[1, S. 26]:
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Lemma 2.4.1. [19, S. 19] Fir jede nichtleere Menge X bildet Sx = {o | 0 : X — X bijektiv}
zusammen mit der Verknipfung von Abbildungen o eine Gruppe, die sogenannte Permu-
tationsgruppe.

Beweis. [1, S. 26] Seien o; : X — X mit ¢ = 1,2,3 Permutationen. Dann ist auch ihre
Verkniipfung o1009 : X — X mit o1009(x) = 01(02(x)) wieder bijektiv und somit eine Per-
mutation. Die Verkniipfung von Abbildungen ist wegen (o1002)003(x) = (01 (02(03(x))) =
o1 0 (09 0 03)(x) assoziativ und die identische Permutation € : X — X,z +— z fiir alle
x € X ist offensichtlich das neutrale Element. Weil jede Permutation o eine Bijektion ist,
hat sie ein eindeutig bestimmtes Inverses o~! : X — X, das wieder eine Permutation ist
und 0 oo =e=0o00"! erfiillt. U

Bemerkung. Im Zuge der Definition einer Gruppenoperation in Unterkapitel 2.4 haben
wir mithilfe einer Abbildung von der Gruppe G in die Menge der Bijektionen von M
eine Abbildung G — Bij(M),a — A, eingefiihrt. Statt der dort notdiirftig vorgegriffen
eingefithrten Schreibweise Bij(M) schreiben wir also von nun an Syy.

Somit definieren wir:

Definition. [19, S. 19] (Symmetrische Gruppe S,). Fiir eine endliche Menge X =
{1,...,n} nennen wir die Permutationsgruppe (Sx,o) symmetrische Gruppe von X.
Statt Sx schreiben wir in diesem Fall .S, und bezeichnen auch die Gruppe kurz mit S,,.

Bemerkung. [19, S. 19, S. 107-108] Bekanntlich gilt ord(S,,) = n! fiir n € N. Durch unsere
vorausgegangene Auseinandersetzung mit Gruppenoperationen konnen wir uns nun davon
tiberzeugen, indem wir die Operation der Gruppe S,, auf der Menge {1, ..., n} betrachten.
Dabei gibt es nur eine Bahn S,,(n) = {1,...,n} mit o € S, weil es sich um eine transitive
Gruppenoperation handelt, und somit gilt ord S,,(n) = n. Weiters gilt Stag, (n) = S,_1,
weil jede Permutation, die n fest ldsst, nur mehr eine Permutation von {1,...,n — 1}
und somit ein Element aus S,,_1 ist. Mit dem Bahn-Lemma 2.3.3 erhalten wir also
ord(S,) = (ord Sp(n)) - (ord Stag, (n)) = n - ord(S,—1). Da diese Rekursionsgleichung
jener der Faktoriellen entspricht, erhalten wir durch Induktion nach n, dass ord S,, = n!.

Fiir o € S, fithren wir statt der Schreibweise als 2-reihige Matrix, bei der das Bild o (4)
von i € {1,...,n} unter i steht

eine kompaktere Schreibweise ein, die sogenannte Zyklenschreibweise [19, S. 19]:

Definition. [19, S. 105-106] (Zyklus). Eine Permutation o € S,, heiit Zyklus der Lénge [
oder [-Zyklus, wenn es paarweise verschiedene ay,as,...,a; € I, :={1,2,... n} gibt,
sodass

(). o(ar) = a4 fir k=1,...,1 -1,
(ii).

(iii). o(z) = fur x € I, \ {a1,a2,...,a}.

Q

(@) = ay,
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2 Gruppentheoretische Grundlagen

Wir schreiben dafiir o = (ajaz...q;). Der einzige Zyklus der Lénge 1 ist die Identitét

Id = (1) = --- = (n). Zyklen (ajaz2) der Lange 2 heiflen Transpositionen. Man nennt
Zyklen 0 = (ajay...q;) und 7 = (biby...by,) elementfremd, wenn {aq,asg,...,a;} N
{b17b23"'7bm} = @

Bemerkung. [19, S. 106] Offenbar gilt (ajas...q;) = (ag...qa1) =+ = (qay ... a;—1).

Die Verkniipfung zweier Permutationen ist im Allgemeinen nicht kommutativ und es
gilt, wie bei Abbildungen tblich, “rechts vor links” [8, S. 12-13]. Wir veranschaulichen
dies an einen Beispiel:

Beispiel. [8, S. 12] In Zweizeilenform:

123o
31 2

/N
[N
= N
w W
-
Il
Y
— =
w N
N W
~_

LW =
— DN
N W
~_
Il
Y
W =
N DN
_ W

In Zyklenschreibweise:
(132) o (12) = (23)
(12) 0 (132) = (13)

Durch dieses Beispiel wird auch die Kompaktheit der Zyklenschreibweise im Vergleich
zur Matrixschreibweise verdeutlicht. Fiir Zyklen gelten folgende Rechenregeln:

Lemma 2.4.2. [19, S. 106-107] (Rechenregeln fiir Zyklen).

(i). Sind o und T elementfremde Zyklen, so ist o oT = T oo, d.h. die Zyklen sind
vertauschbar.

(ii). (araz...a;) = (a1az)(agas) ... (aj—1a;), d. h. jeder -Zyklus ist das Produkt von | —1
Transpositionen.

(iii). ord(aras...a;) =1, d.h. die Ordnung eines l-Zyklus ist .
(iv). (araz...a)) ' = (qay_1...a1), d. h. die Inversion kehrt die Richtung um.

Beweis. (i). Seien o = (ajag...a;) und 7 = (bibe...by,) elementfremde Zyklen,
d.h. {al, as, ... 7al} N {bl, bay. .., bm} = 0. Es gilt

a € {ay,as,...,a;} = co7(a) =0c(a) =7o0(a),
be{bi,ba,....,bn}=0c071(b)=7(b) =Toa(bh),
x ¢ {ai,a2,...,a;} U{b1,b2,...,bpn} = 0co7(x) =0 =To0(x),

und somit gilt c o7 =70 0.

(ii). folgt durch direktes Nachrechnen.
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2.4 Die symmetrische Gruppe Sy,

(iii). Ist o = (a1az...a;), so gilt offenbar ! = Id, also gilt ord(c) < I. Fiir r < [ gilt
andererseits 0" (a1) = ay41 # a1, d.h. 0" # 1d, also gilt auch ord(o) > [ und somit
ord(o) = 1.

(iv). folgt aus (a1az...a;) o (qpaj—1...a1) = 1d.
O

Wir wenden nun die in Lemma 2.3.1 nachgewiesene Tatsache, dass eine Menge unter
der Operation einer Gruppe in disjunkte Bahnen zerlegt wird, auf eine Permutation
o € S, an und stellen dabei fest, dass jede Permutation als Produkt elementfremder
Zyklen darstellbar ist [8, S. 78]:

Lemma 2.4.3. [8, S. 78-79] (Zyklenzerlegung einer Permutation). Fir n € N ist jedes
o € S, Produkt paarweise elementfremder Zyklen. Diese Produktdarstellung ist bis auf
die Reihenfolge der Faktoren eindeutiq.

Beweis. Wir betrachten die von einer Permutation o € .S, erzeugte zyklische Gruppe
G :=Erz(o)={c" |reZ} <S5,

und ihre Operation auf M = {1,...,n}. Nach Lemma 2.3.1 gibt es dann eine Partition
M = G(i1) UG(i2) U -+ U G(ip)

in m < n Bahnen, wobei i; € G(i;) fiir j = 1,...,m ein beliebiger Représentant ist. Ist
G (i) eine dieser endlichen Bahnen, so gibt es dazu r,l € Z, 0.B.d.A. [ > 0, mit

0" (i) = o"*(i), also i = ol (i).
Ist | € N minimal gewéhlt, so folgt, dass
G(i) = {i,0(i),...,0' 7 (3)} mit ord G(i) = L.
Zu dieser Bahn gehort der I-Zyklus
o; = (i,0(0),...,0'71(1)).

Insgesamt erhélt man m elementfremde Zyklen o1, 09,...,0,, der Langen Ily,lo,..., [
mit l; + ls + - - - + I, = n und nach Konstruktion gilt somit

0 =0100920:+:-00m,.

Hat man umgekehrt eine solche Darstellung der Permutation als Verkniipfung elementfrem-
der Zyklen, muss diese wiederum auch zu den Bahnen passen, d. h. auch die Eindeutigkeit
ist gegeben. O

Lemma 2.4.4. [19, S. 109] Jede Permutation Id # o € S,, (n > 2) kann als Produkt von
Transpositionen geschrieben werden, d. h. S, wird von den Transpositionen erzeugt.

23



2 Gruppentheoretische Grundlagen

Beweis. [8,S.79] Nach Lemma 2.4.3 ist o € S,, darstellbar als ein Produkt von Zyklen und
nach Lemma 2.4.2 ist jeder dieser Zyklen wiederum ein Produkt von Transpositionen. [

Bemerkung. [19, S. 110] Bei derartigen Darstellungen ist im Allgemeinen keine Eindeu-
tigkeit gegeben und die Faktoren sind im Allgemeinen nicht disjunkt.

Im Folgenden werden wir noch eine besondere Untergruppe der symmetrischen Grup-
pe S, kennenlernen, die sogenannte alternierende Gruppe A,,. Dafiir bendtigen wir das
sogenannte Signum einer Permutation:

Definition. [19, S. 110] (Signum). Fiir o € S,, nennt man

signo = H 70(j)_0(i>

1<i<j<n J 71
das Signum (oder Vorzeichen) einer Permutation o.

Bemerkung. [8, S. 24-25] Anschaulich gesprochen basiert das Signum auf der Anzahl der
Fehlstdnde in der Permutation, d.h. der Anzahl der durch die Permutation hervorgerufe-
nen Vertauschungen zweier Elemente: In der Folge (1), 0(2),...,0(n) liegt ein Fehlstand
vor, wenn i < j, aber o(i7) > o(j). In der obenstehenden Formel sind die Faktoren im
Nenner immer positiv und im Zéhler negativ bei jedem Fehlstand, sonst positiv. Ist k die
Gesamtanzahl der Fehlstdnde tiiber alle Paare 4, j mit ¢ < 7, soist 0 < k < (g), wobei das

Maximum () fiir
(1 2 ... n—1 n
“\n on-1 ... 2 1

2
auftritt. Damit kénnen wir die obenstehende Formel vereinfachen zu sign o :=(—1)*.

Fiir das Signum gelten folgende Regeln:
Lemma 2.4.5. [19, S. 110] (Regeln fiir das Signum).

(i). Die Abbildung sign : S, — {+1, —1},0 > signo ist ein Homomorphismus von Sy,
in die multiplikative Gruppe {+1,—1}.
(ii). Fir jede Transposition T € Sy, gilt signT = —1.
(iii). Falls o in s Transpositionen zerlegt wird, gilt signo = (—1)*.
(iv). Fiir jeden I-Zyklus o € S,, gilt signo = (—1)'71,

Beweis. (i). Fur o,7 € S, gilt

[ ) =t
1<)

ot — o) 1y 1) = 76)
-G —a U~=

=signo - signT,

sign(oc o) =

1<j
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(ii).

(iv).

2.4 Die symmetrische Gruppe Sy,

d. h. sign ist ein Homomorphismus. Dabei wird der Bruch in der zweiten Zeile mit
7(j) — 7(4i) erweitert und

[oO=oC@) [ 2=

i<j 7(j) — 7(3) 1<i<j<n j—1

weil der rechte und der linke Term bis auf die durch 7 permutierte Reihenfolge
der Faktoren gleich sind und sich etwaige dadurch verursachte negative Vorzeichen
im Nenner gegenseitig aufheben mit den dabei ebenso im Zéhler entstehenden
negativen Vorzeichen. Durch das Aufspalten des Produkts aus der Definition in die
Produkte des Zahlers und des Nenners erhalten wir

Hi<j o(j) —ol(i) _ Hi<j +(j —1)
Hi<jj_i Hi<jj_i

sign(o) = =41,

d.h.signo € {+1, —1} fiir jedes o0 € S),.

. Sei 7 = (rs) eine Transposition mit r # s, d.h. 7(r) = s,7(s) = r und 7(¢t) = ¢,

YVt # r, s, und sei 0.B.d.A. r < s. Dann gilt
I 7(j) — (i)
1<i<j<n J 1

o) -rl) T T =) T =)

signT =

s—r 1<i<j<n J— j=1 J—S j=1 J—-r
,J#T,8 J#Ts J#T,s
r—s R Ly
s—r mid—ms G-
j#rs J#rs

Die letzte Gleichheit kommt dadurch zustande, dass der Nenner des erstens Faktors
positiv ist wihrend sein Zahler negativ ist und die beiden Produkte sich aufgrund
ihrer gleichen Anzahl an Faktoren gegenseitig wegkiirzen.

Sei ¢ = 179 - - Ts mit Transpositionen 71, 79,...,7s. Da sign nach (i) ein Homo-
morphismus ist und weil nach (ii) gilt sign(r;) = —1,7 = 1,...,n, erhalten wir
sign(o) = sign(ri7e -+ 75) = sign(7y) - - - sign(7s) = (—1)°.

Weiters sehen wir hiermit erneut, dass signo € {41, —1} fir jedes o € S, weil

nach Lemma 2.4.4 jede Permutation als Produkt von Transpositionen geschrieben
werden kann.

folgt mit (iii) aus Lemma 2.4.2 (ii).
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2 Gruppentheoretische Grundlagen

Damit erhalten wir:

Lemma 2.4.6. (8, S. 25] Der Kern des Signums Ker(sign) = {0 € S,, | signo = +1} ist
eine Untergruppe von Sy,.

Beweis. Die Abbildung sign : S,, — {+1, —1} ist nach Lemma 2.4.5 (i) ein Homomor-
phismus und der Kern dieses Homomorphismus ist nach Lemma 2.2.2 eine Untergruppe
von S,. O]

Nach Lemma 2.4.5 (iii) haben genau jene Permutationen, die in eine gerade Anzahl
von Transpositionen zerlegt werden konnen, das Vorzeichen +1 und jene, die in eine
ungerade Anzahl von Transpositionen zerlegt werden konnen, das Vorzeichen —1 [19,
S. 111]. Folglich definieren wir:

Definition. [19, S. 111] (Gerade und ungerade Permutationen). Man nennt eine Permu-
tation o € S, gerade, wenn sign o = +1 und ungerade, wenn signo = —1.

Nun stehen uns alle Mittel zur Verfiigung, um wie bereits angekiindigt die alternierende
Gruppe A,, definieren zu kénnen:

Definition. [8, S. 25] (Alternierende Gruppe A;). Fiir den Kern
Ker(sign) = {0 € S, | signo = +1} =: 4, < 5,

d.h. die Menge A,, der geraden Permutationen aus S, nennen wir (A, o) alternierende
Gruppe vom Grad n, n > 2. Wir bezeichnen auch die Gruppe kurz mit A,,.

Fiir die Anzahl der Elemente der alternierenden Gruppe A,, gilt Folgendes:
Lemma 2.4.7. [19, S. 111] Fiir n > 2 gilt ord(A,) = 3n!.

Beweis. Nach Lemma 2.4.6 gilt A,, < S,. Mit dem Satz von Lagrange 2.1.8 erhalten wir
ord(S,) = ord(4,) - ind(S, : Ap). (2.4.1)

Um zu zeigen, dass A, nur zwei verschiedene Linksnebenklassen beziiglich S,, hat,
konstruieren wir eine Abbildung x : S, /A, — {+1,—1},0A4,, — sign(o), d.h. x ordnet
jeder Linksnebenklasse von A,, in 5, das Vorzeichen ihres Reprédsentanten zu, und weisen
nach, dass es sich hierbei um eine bijektive Abbildung handelt. Fiir 01,09 € S, ist

014, = 094, & Jflag €A, sign(aflag) = +1 < sign(oq) = sign(o9),

also ist x wohldefiniert und injektiv. Bei der ersten Aquivalenz geht Lemma 2.1.6 (ii) ein,
bei der zweiten die Definition von A,, und die dritte ergibt sich, weil das Signum nach
Lemma 2.4.5 (i) ein Homomorphismus ist. Die Surjektivitat von x folgt, weil Id € S,
mit sign(Id) = +1 und fiir n > 2 (nach Definition) existiert auch eine Transposition
T € S, fir die nach Lemma 2.4.5 (ii) sign7 = —1 gilt. Da die Menge der Linksneben-
klassen von A, in S, also bijektiv auf eine zweielementige Menge abgebildet werden
konnte, gilt ind(S,, : A,) = 2. Die Behauptung folgt somit wegen ord(S,,) = n! aus der
Gleichung (2.4.1).
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Alternativ ist auch ein Abzdhlargument méglich: Die symmetrische Gruppe S,, wirkt
transitiv auf {+1, —1} (iiber das Signum). Nach Definition der alternierenden Gruppe
gilt Stag, (+1) = A,. Wegen ord(S,,) = n! folgt die Behauptung nun direkt mithilfe des
Bahn-Lemmas 2.3.3. O

Lemma 2.4.8. [19, S. 111] Fir n > 2 wird A, von den Dreierzyklen erzeugt.

Beweis. [8, S. 79] Fiir jedes o € A, gilt nach Definition signo = +1. Da nach Lem-
ma 2.4.5 (ii) fiir jede Transposition sign 7 = —1 und nach Lemma 2.4.4 jede Permutation
als Produkt von Transpositionen geschrieben werden kann, muss o € A,, Produkt einer
geraden Anzahl von Transpositionen sein, d. h. A, wird erzeugt von Produkten der Form

(ab) o (ed) mit a # b und ¢ # d:
Erz A, ={(ab)o(cd) |1 <a<b<n,1<c<d<n}

Es geniigt also jedes Produkt von zwei Transpositionen als Produkt von Dreierzyklen dar-
zustellen. Hierbei miissen wir unterscheiden, ob diese beiden Transpositionen elementfremd
sind oder nicht: Sind a, b, ¢, d paarweise verschieden, dann ist (ab) o (cd) = (acb) o (acd).
Ist d = a und ¢ # b, dann ist (ab) o (ca) = (ach). Ist d = a und ¢ = b, dann ist
(ab) o (ab) = 1d. O

Eingangs haben wir folgendes Resultat bereits angekiindigt, das insbesondere auch
aus historischer Sicht erwdhnenswert erscheint:

Theorem 2.4.9. [8, S. 74] (Satz von Cayley). Jede Gruppe G ist isomorph zu einer
Untergruppe einer Permutationsgruppe Sg.

Fiir diesen Satz geben wir zwei Beweise. Der erste Beweis ist ausfiihrlicher und erlaubt
uns durch grundlegende Uberlegungen ein gutes Verstindnis fiir die vorliegende Tatsache
zu erlangen:

Beweis. [19, S. 27] Wir konstruieren eine Abbildung
A:G = Sg,a— A,

die die Gruppe G auf Permutationen ihrer eigenen Elemente abbildet. Dabei wéhlen wir
MG =Gz ax,

weil wir aus der Bemerkung nach Lemma 2.1.1 bereits wissen, dass Linksmultiplikatio-
nen )\, bijektiv sind, d.h. A\, € Sg. Wir wollen nun also zeigen, dass das Bild A\(G) eine
Untergruppe von Sg ist und weiters, dass G isomorph zu A(G) ist, d. h.

G=\G) < Sq.
Fiir beides bendtigen wir, dass A wegen

Aa 0 Xp(2) = a(b(x)) = (ab)(z) = Aap(2) fir alle a,b,x € G
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ein Homomorphismus ist. Somit und weil nach Lemma 2.2.1 (iii) die Bilder von Unter-
gruppen (wir fassen G hier auf als eine Untergruppe ihrer selbst) wieder Untergruppen
sind, ist A(G) < Sg. Um nun auch noch nachzuweisen, dass die Gruppe G isomorph zu
ihrem Bild A(G) ist, reicht es zu zeigen, dass der Homomorphismus X injektiv ist, weil
die Surjektivitidt auf sein Bild nach Definition automatisch gegeben ist. Dazu sei a € G
mit A\, = Id gegeben. Dann gilt a = A\,;(e) = Id(e) = e, d. h. Ker(\) = {e}. Nach dem
Injektivitdtskriterium aus Lemma 2.2.3 ist A somit injektiv und wir haben damit gezeigt,
dass G = \(G). O

Der zweite Beweis ist kompakter und erlaubt uns unser Vorwissen zu Gruppenope-
rationen anzuwenden und dabei ein elementares Beispiel fiir eine Gruppenoperation
kennenzulernen:

Beweis. [8, S. 74-75] Eine Gruppe G wirkt wegen ihrer Assoziativitat auf sich selbst
durch Multiplikation, d.h. A : G x G — G, \(a,b) = ab. Wegen der Bemerkung nach
der Definition einer Gruppenoperation bekommen wir dadurch einen Homomorphismus
A : G — S¢.5 Dann bleibt nur noch zu zeigen, dass dieser Homomorphismus injektiv ist,
indem man analog zu oben nachweist, dass sein Kern trivial ist. Wegen der Injektivitét
von A ist dann die Isomorphie der Gruppe G zu ihrem Bild A(G) in den Bijektionen
bereits nachgewiesen. ]

Bemerkung. [19, S.27] Somit ist auch jede Gruppe der endlichen Ordnung n zu einer
Untergruppe der symmetrischen Gruppe 5, isomorph.

Man kann dieses Resultat nun entweder so sehen, dass durch die abstrakte For-
mulierung des Gruppenbegriffs eigentlich gar nichts Neues dazugewonnen wurde [19,
S. 27], oder so, dass die kompliziertesten Situationen der Gruppentheorie innerhalb der
symmetrischen Gruppen auftreten konnen [8, S. 75]. Jedenfalls steht fest, dass es zu
miithsam ware, die jeweiligen isomorphen Untergruppen in den iiblicherweise riesigen
symmetrischen Gruppen S,, mit ord S,, = n! aufzusuchen [19, S. 27]. Bei unserer an-
stehenden Untersuchung der Symmetriegruppen der Platonischen und Archimedischen
Korper werden wir jedoch feststellen, dass hier Isomorphismen zu vollen symmetrischen
bzw. alternierenden Gruppen nachweisbar sind.

SWir verzichten an dieser Stelle auf die Schreibweise mit dem Hatschek, damit die Parallelitit zu
Beweis 1 gegeben ist. Dies ist jedoch unproblematisch, weil es sich bis auf eine unterdriicke Bijektion
um dieselbe Abbildung handelt (siehe Bemerkung nach der Definition einer Gruppenoperation).
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2.5 Die Gruppe der Isometrien Isom(R")

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, ist diese Arbeit an der Schnittstelle zwischen
Gruppentheorie und Geometrie zu verorten. Bisher haben wir uns neben der abstrakten
Definition des Gruppenbegriffs auch bereits mit den historischen Anfingen der Gruppen-
theorie als Untersuchung von Permutationsgruppen beschéftigt. In den néchsten beiden
Unterkapiteln wird nun endlich die Bedeutung der Gruppentheorie fiir die Geometrie
sichtbar, indem wir den Symmetriegehalt von Polyedern im R™ als Gruppen abstand-
serhaltender Bijektionen, sogenannter Isometrien (auch: Bewegungen), mathematisch
einfangen [6, S. 178].

Allem voran definieren wir also unsere Abstandsfunktion im R"™ und machen die
Menge R™ damit zu einem metrischen Raum [6, S. 157]:

Definition. [6, S. 157] (Abstand zweier Punkte, Euklidische Metrik). Fir z = (21, ..., x,),
y = (y1,...,Yn) € R" nennen wir

d(x,y) = \/(x1 = 10)? + -+ (@ — yn)?

den (Euklidischen) Abstand der Punkte z und y. Die Funktion d : R™ — R heifit
Euklidische Metrik auf R™. Weiter heift (R",d) der Euklidische Raum der Dimension n.

Um die zentralen Eigenschaften des Abstands nachzuweisen und uns davon zu iiber-
zeugen, dass die n-dimensionale Euklidische Metrik d tatséchlich eine Metrik auf R”™ ist,
verwenden wir das Euklidische Skalarprodukt und die Euklidische Norm:

Definition. [6, S. 158-159] (Euklidisches Skalarprodukt und Norm). Fir x = (x1,...,2z,),
y=(y1,...,Yn) € R" setzen wir

(z,y) = Z LiYi

1<i<n

und nennen die Funktion (.,.) : R” x R” — R das Euklidische Skalarprodukt auf R™.
Weiters heifit die Zahl
[ ==/ (2, 2)

die Norm (Lénge) von x.

Bemerkung. Wir erinnern uns im Folgenden an einige zentrale Eigenschaften des Skalar-
produkts und der Norm. Fiir das Skalarprodukt gilt mit z,2’,y,y’ € R” und ¢ € R [21,
S. 388]:

(i). (z,z) >0 und (x,x) =0« x = 0 (Positive Definitheit),
(ii). (z,y) = (y,z) (Symmetrie),

(iii). (x+2,y) = (x,y) + (', y) und (tx,y) = t{x,y) (Linearitit in der ersten Variable)
und

(iv). (z,y+v') = (z,y) + (z,y) und (z, ty) = t(z,y) (Linearitit in der zweiten Variable).
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Weiters gilt fiir die Norm mit =,y € R™ und ¢ € R [21, S. 386]:
(i). |lz|| > 0 und ||z|]| = 0 & x = 0 (Positive Definitheit),

(ii). ||tz| = |t|||=z|| (Homogenitét) und

(iii). ||z +y| < |l=|]| + ||ly|| (Dreiecksungleichung).

Bemerkung. [26, S. 124] Mit den Eigenschaften des Skalarprodukts aus der vorhergehenden
Bemerkung folgt:

le—ylP=—yr—1) D @o—y) = r—y) L (@1) — (@) — )+ @)

(i7)
= [lal® — 2(z,y) + llyll*.

Durch Umstellen nach dem Skalarprodukt erhalten wir die sogenannte Polarisierungs-
identitat, die wir spéter bendtigen werden:

(z,y) = %(Hfﬂll2+ lylI* = llz = y11*)- (2.5.1)

Bemerkung. [21, S. 386] Zwischen der Norm und dem Abstand besteht folgender zentraler
Zusammenhang: Fiir zwei Punkte z,y € R™ gilt

lo—yll = /o vz —y) = /@1 9>+ (20— 9a)? = d(z,).
Setzen wir y = 0 erhalten wir, dass fir alle x € R™ gilt ||z|| = d(z,0).

Somit folgt mit den Eigenschaften der Norm, dass die n-dimensionale Euklidische
Metrik d tatséchlich eine Metrik auf R™ ist:

Lemma 2.5.1. [21, S. 382] (Eigenschaften des Abstands). Fir z,y,z € R" und t € R
gilt:

(7). d(x,y) >0 und d(x,y) = 0 < x =y (Positive Definitheit),
(ii). d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie) und
(iii). d(x,z) < d(z,y)+ d(y, z) (Dreiecksungleichung).
Beweis.  (i). folgt direkt aus der positiven Definitheit der Norm.

(ii). folgt aus der Homogenitét der Norm: d(z,y) = ||lz—y|| = ||—(y—2)| = |-1||ly—=z| =
ly — [l = d(y, ).

(iii). folgt aus der Dreiecksungleichung der Norm: d(z,z2) = ||z — z|| = ||z —y+y — z|| <

e =yl +lly — 2] = d(z,y) + d(y, 2).
O
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Im vorherigen Unterkapitel haben wir die Permutationsgruppe Sy als Menge aller
bijektiven Abbildungen einer Menge X auf sich selbst kennengelernt. Nun interessieren
wir uns fiir besondere Bijektionen von R™ auf sich selbst, ndmlich jene, die Abstédnde
erhalten:

Definition. [6, S. 162] (Euklidische Isometrie). Eine bijektive Abbildung f : R" — R”
heiit (Euklidische) Isometrie auf R™, wenn fiir je zwei Punkte x,y € R gilt d(f(x), f(y)) =
d(z,y) (Abstandstreue). Man bezeichnet Isometrien auch als Bewegungen.©

Bemerkung. Mit dem zentralen Zusammenhang zwischen der Norm und dem Abstand
kénnen wir die Forderung der Abstandstreue auch folgendermaflen umformulieren:

1 () = F)ll = llz = yll.

Die Isometrien bilden ebenfalls mit der Verkniipfung von Abbildungen eine Unter-
gruppe der Permutationsgruppe, die sogenannte Isometriegruppe:

Definition. [6, S. 162] (Isometriegruppe Isom(R™)). Fiir die Menge
Isom(R") = {f € Sgn | f ist eine Isometrie} C Sgn
nennen wir (Isom(R"™), o) Isometriegruppe des R"”. Wir schreiben dafiir kurz Isom(R"™).

Bemerkung. Es handelt sich hierbei um eine Untergruppe der Permutationsgruppe Sgn,
weil Isom(R™) C Sg» und fiir f,g € Isom(R") gilt f o g~! € Isom(R™). Ersteres gilt nach
Definition und zweiteres, weil fiir alle z,y € R"

e aus d(g(x), g(y)) = d(z,y) durch Einsetzen von g~!(x) fiir z und g~ *(y) fiir y folgt
d(z,y) = d(g(g~(2)),9(97 () = d(g"(2), g (y)und

e aus d(f(w) ( )) = d(z,y) durch Einsetzen von g(x) fiir x und g(y) fiir y folgt
d(f og(x), fog(y)) = d(f(g(x)), f(9(y))) = d(g(x),9(y)) = d(z,y).

Die Behauptung folgt nun mit dem Untergruppenkriterium aus Lemma 2.1.2.

Beispiel. Folgende Abbildungen sind Beispiele fiir Isometrien des R? und des R?:
o eine Verschiebung (auch: Translation) um einen Vektor v € R™,
o eine Drehung um einen Punkt im R? oder um eine Gerade im R3,
e ecine Spiegelung an einer Geraden im R? oder an einer Ebene im R3.

In Unterkapitel 2.3 haben wir gesehen, das jede Operation einer Gruppe G auf einer
Menge M als eine Aquivalenzrelation auf M aufgefasst werden kann. Lassen wir nun
also die Isometriegruppe Isom(R"™) auf der Menge R™ operieren, erhalten wir unseren
Kongruenzbegriff fir Figuren im R™:

SEs ist zu beachten, dass es sich hierbei nicht nur um alltagssprachliche (orientierungserhaltende,
“starre”) Bewegungen (Verschiebungen, Drehungen) handelt, sondern auch (orientierungsumkehrende)
Spiegelungen umfasst sind.
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Definition. [6, S. 163] (Kongruenz). Fir A, B C R™ heiflen A und B kongruent, falls
A ~igom(rry B, d.h. falls ein f € Isom(R") existiert, sodass f(A) = B.

Bemerkung. [6, S. 163] Anschaulich gesprochen kénnen wir uns Kongruenz im R? bzw. R?
so vorstellen, dass zwei Figuren A und B kongruent sind, wenn sie durch einfaches oder
wiederholtes Verschieben, Drehen und (orthogonales) Spiegeln zur Deckung gebracht
werden kénnen. Da von unserem Kongruenzbegriff auch (orientierungsumkehrende) Spie-
gelungen umfasst sind, werden dabei auch Figuren miteinander identifiziert, die nicht
durch alltagssprachliche (orientierungserhaltende, “starre”) Bewegungen (Verschiebungen,
Drehungen) ineinander tibergefithrt werden kénnen. Beispielsweise sind demnach ein
linker und ein rechter Schuh kongruent.

Eine besonders hilfreiche Feststellung ist, dass Isometrien sogenannte affine Abbildun-
gen sind:

Definition. [3, S. 491] Sei A eine m x n-Matrix und b € R™ ein Verschiebungsvektor.
Eine Abbildung f : R" — R™ mit f(x) = Az + b wird affine Abbildung genannt.

Eine affine Abbildung setzt sich also zusammen aus einer linearen Abbildung = +— Ax
und einer Verschiebung (Translation) « +— « + b. Im Fall einer Isometrie handelt es sich
bei ihrem linearen Anteil um eine Isometrie, die den Nullpunkt festhélt, welche mithilfe
einer orthogonalen Matrix A dargestellt werden kann [22, S. 101-102]:

Theorem 2.5.2. [6, S. 165, 167] (Fundamentalsatz tiber Isometrien im R™). Ist f : R™ — R"
eine Isometrie des R™, dann existiert eine orthogonale Matriz A € O,, und ein Verschie-
bungsvektor b € R", sodass fir alle x € R™ gilt f(x) = Ax + b. Umgekehrt ist jede
Abbildung dieser Form eine Isometrie.

Bemerkung. [26, S. 127-128] Fiir den Beweis des Fundamentalsatzes verwenden wir die
Darstellung eines Vektors v € R™ beziiglich einer Orthonormalbasis by,...,b, von R".
Damit bq,...,b, eine Orthonormalbasis von R" bilden, verlangen wir nur, dass fiir

i,j=1,...,n gilt
=1 falls i=j
(bi, bj) = 0;5 = .,
=0 falls i#
denn diese Bedingung garantiert die lineare Unabhéangigkeit von by, ...,b, und aus der

linearen Algebra wissen wir, dass n linear unabhéngige Vektoren automatisch eine Basis
von R” bilden.” Wir erinnern uns nun: Fiir alle v € R" gilt

v = zn:@),biﬂ)i, (2.5.2)

i=1
denn es existieren Skalare s;, i =1,...,n, mit v = > ;" s;b; und wegen (b;, b;) = 0; ; gilt
n n

bi) = (Y s bi) = D (sibj bi) = D s5{bis bj) = Y s (bi, bj) +si {bi, bi) =
i=1 =1 ——

j=1 =1 T ~
i# = -

78;; wird als Kronecker-Delta bezeichnet.
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Beweis. [26, S. 152-153] Wir betrachten die Abbildung g : R" — R" mit g(x) = f(z) — f(0).
Weil f eine Isometrie ist, ist offensichtlich auch g eine Isometrie. Da fiir g somit g(0) = 0
gilt, ist g eine Isometrie, die den Nullpunkt festhélt. Im Folgenden zeigen wir, dass dann
eine orthogonale Matrix A mit g(x) = Az existiert.

Fir alle x € R™ gilt

lg(@) [l = llI], (2.5.3)
denn |[g(x)|| = d(g(x),0) = d(g(z), g(0)) = d(x,0) = ||z||, wobei bei der dritten Gleichheit

eingeht, dass g eine Isometrie ist. Weiters gilt fiir alle z,y € R"

l9(y) = g(@)|| = lly — ], (2.5.4)

denn ||g(y) — g(z)|| = d(g(y), 9(z)) = d(y,x) = ||y — ||, wobei bei der zweiten Gleichheit
eingeht, dass g eine Isometrie ist.

Mithilfe der Polarisierungsidentitat aus Gleichung (2.5.1) und den Gleichungen (2.5.3)
und (2.5.4) erhalten wir fir alle z,y € R”

(9(z),9(y)) = (z,v), (2.5.5)

denn

(9(x),9(y)) = %(Hg(ﬂll2 + lg@)I* = llg(y) — g(@)I1?)
= %(||$||2 +lyll* = lly — z|?) = (2, y),

d. h. Isometrien, die den Nullpunkt festhalten, erhalten das Skalarprodukt.

Wir bezeichnen mit ey, .. ., e, die Standardbasis von R™. Dann ist g(e1),. .., g(ey,) eine
Orthonormalbasis von R", denn nach Gleichung (2.5.5) gilt (g(e;), g(e;)) = (e, €5) = d; 5,
,5=1,...,n.

Stellen wir nun den Vektor v = g(x) beziiglich der Orthonormalbasis b; = g(e;),

i=1,...,n, dar, erhalten wir unter Verwendung von Gleichung (2.5.5) fir alle x € R"
n n
g(x) =Y (g(x), g(e))gle) =Y (w,eig(ei) = Az, (2.5.6)
i=1 i=1

d. h. Isometrien, die den Nullpunkt festhalten, sind linear und somit darstellbar als
Multiplikation mit einer Matrix A. Dabei ist A = (g(e1), ..., g(en)) jene Matrix, deren i-te
Spalte der Vektor g(e;),i = 1,...,n, bildet. Da die Spalten von A eine Orthonormalbasis
bilden, gilt AT A = E,, und daher ist A eine orthogonale Matrix.®

Nun beriicksichtigen wir auch noch eine etwaige Verschiebung aus dem Nullpunkt um
den Vektor b. Dafiir setzen wir b = f(0) und aus dem Vorausgegangenen folgt nun auch
f(x) = Az + b fur alle z € R™.

SWir bezeichnen mit AT die transponierte Matrix von A und mit F,, die n-dimensionale Einheitsmatrix.
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Gilt umgekehrt f(z) = Az + b, erhalten wir durch direktes Nachrechnen

d(f(x), f(y)) = [[f (@) = FW)ll = [[Az + b= (Ay + D)[| = [[A(z — )| = [l — ¢l = d(=,y),

d.h. f ist abstandstreu. Dabei geht bei der vorletzten Gleichheit ein, dass fiir eine
orthogonale Matrix A gilt ||Av|| = ||v|| fiir alle v € R™.? Weiters ist eine abstandstreue
Abbildung automatisch injektiv. Zudem gilt

Az+b=yoAz=y—-bosrz=A1(y—-b)

und weil A als orthogonale Matrix invertierbar ist mit A=! = AT gibt es fiir jedes y € R"
ein x € R", wodurch auch die Surjektivitidt von f gegeben ist. Also ist f bijektiv und
abstandstreu und somit eine Isometrie. O

Bemerkung. [6, S. 165-166] Wir bemerken an dieser Stelle, dass in diesem Beweis die von
einer euklidischen Isometrie geforderte Bijektivitat nicht gebraucht wird. Dieser Beweis
zeigt also, dass abstandstreue Funktionen f : R™ — R™ automatisch bijektiv sind und
wir somit die Forderung der Bijektivitat in unserer Definition einer Isometrie weglassen
konnten. Dabei ist darauf hinzuweisen, dass dies eine Besonderheit von Isometrien im R"
ist und fiir Isometrien im Allgemeinen nicht gilt.

Mithilfe dieser Darstellung beweisen wir nun einige zentrale Eigenschaften von Isome-

trien, die wir spater benotigen werden:

Lemma 2.5.3. (Isometrien und Geraden). Isometrien bilden Geraden auf Geraden ab
und bewahren die Anordnung von Punkten auf Geraden.

Beweis. Seien f € Isom(R™) mit f(z) = Az +0b, wobei A € O,, und b € R", und 4, B,C
drei paarweise verschiedene Punkte auf einer Geraden mit B = A+ t(C — A), t € (0,1),
d.h. B liegt im Inneren der Strecke AC. Dann gilt

f(B) = [(A+1(C - 4))

— (AA+D) +tA(C — A) (2.5.7)
— f(A) +t((AC +b) — (AA+1))
= f(A) +t(f(C) — f(A)), (2.5.8)

wobei wir in der vorletzten Zeile den Kunstgriff des gleichzeitigen Hinzufiigens und
wieder Abziehens von b verwenden. Da A, B, C' paarweise verschieden sind, sind auch
f(A), f(B), f(C) paarweise verschieden. Aus (2.5.7) erkennen wir bereits, dass Geraden
von Isometrien auf Geraden abgebildet werden, denn diese Gleichung gilt auch fir
allgemeines ¢ € R und A(C — A) ist wegen der Invertierbarkeit von A vom Nullvektor
verschieden und somit der Richtungsvektor der Bildgeraden. Aus (2.5.8) erfahren wir, dass
es sich dabei um die Gerade durch f(A) und f(C) handelt. Somit liegen f(A), f(B), f(C)
wieder auf einer Geraden und wegen t € (0, 1) liegt f(B) im Inneren der Stecke f(A)f(C),
d. h. auch die Anordnung wird bewahrt. O
Dies gilt, weil ||Az||? = (Az, Az) = (Az)T (Az) = 2TAT Az = (AT Az, z) = (z,2) = ||z||?, wobei
wir verwenden, dass mit z,y € R™ fir das Skalarprodukt (x,y) = Ty und fiir die Transposition
(Az)" = 2T AT gilt.
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Bemerkung. Aus dem obenstehenden Beweis erkennen wir, dass diese Eigenschaft sogar
flir eine affine Abbildung f gilt. Es ist also nicht notwendig zu fordern, dass f eine
Isometrie ist, d. h. die Matrix A muss nicht orthogonal sein.

Damit erhalten wir weiters:
Lemma 2.5.4. Isometrien bilden parallele Geraden auf parallele Geraden ab.

Beweis. Seien f € Isom(R"™) und g, h zwei parallele Geraden mit den Richtungsvektoren
v, w. Dann gibt es ein A € R, sodass v = Aw. Aus Gleichung (2.5.7) erkennen wir, dass der
Richtungsvektor der Bildgeraden durch Multiplikation mit der Matrix A entsteht. Wegen
Av = A(Mw) = Mw sind auch die Bildgeraden f(g), f(h) mit den Richtungsvektoren
Av, Aw parallel. O

Weiters ist filir uns wichtig, dass Isometrien Teilungsverhéltnisse von Strecken bewahren:

Lemma 2.5.5. (Isometrien und Teilungsverhéltnisse). Sei f € Isom(R"™). Liegt ein

Punkt B im Inneren der (orientierten) Strecke AC und teilt diese im Verhdltnis ggg’gg,

dann liegt f(B) im Inneren der (orientierten) Strecke f(A)f(C) und teilt diese im selben
Verhdltnis.

Beweis. Aus Lemma 2.5.3 folgt, dass die Bildpunkte f(A), f(B), f(C) ebenfalls in an-
gegebener Reihenfolge auf einer Geraden liegen. Da nach der Definition einer Isometrie
d(f(A), f(B)) =d(A,B) und d(f(B), f(C)) = d(B, C) gilt, erhalten wir fiir Teilungsver-
héltnis der Bildpunkte ebenfalls

d(f(A), f(B)) _ d(A,B)

d(f(B),f(C))  d(B,C)’
Alternativ konnen wir auch schon aus Gleichung (2.5.8) auf die Behauptung schliefien,

weil der Parameter ¢ € (0, 1) das Teilungsverhéltnis représentiert und durch Anwenden
von f € Isom(R") erhalten bleibt. O

Im Beweis des Fundamentalsatzes iiber Polyeder 2.6.3 haben wir gesehen, dass eine
Isometrie, die den Nullpunkt festhalt, mithilfe einer orthogonalen Matrix A dargestellt
werden kann. Die Menge der orthogonalen Matrizen bildet mit der Matrixmultiplikation
eine Gruppe, die sogenannte orthogonale Gruppe O,:

Definition. [8, S. 13] (Orthogonale Gruppe O,,). Fiir n € N sei Mat,, die Menge der
n x n-Matrizen iiber R"™. Wir nennen

On :={A € Mat, | ATA=E,}
die n-dimensionale orthogonale Gruppe.

Bemerkung. [6, S. 168] Die Gruppe O,, représentiert alle Isometrien, die den Nullpunkt
festhalten. Es handelt sich hierbei tatsachlich um eine Gruppe, weil das Assoziativgesetz
bei allen Matrizen gilt, also insbesondere auch bei den orthogonalen Matrizen. Das neutrale
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Element ist die Einheitsmatrix E,,, die bekanntlich orthogonal ist. Nach Definition ist A”
linksinvers. Aus der linearen Algebra wissen wir aber, dass fir A, B € Mat,, mit AB = F,
auch BA = E,, folgt und somit ist A7 auch rechtsinvers. Also ist fiir jedes A € O,, auch
AT = A=! € O,,. Auch das Produkt zweier orthogonaler Matrizen A, B € O,, ist wieder
orthogonal, denn (AB)T(AB) = BTATAB = BTB = E,,.

Bemerkung. Fir A € O,, gilt nach dem Determinantenmultiplikationssatz +1 = det(E,) =
det(ATA) = det(AT) det(A) = det(A) det(A). Daraus folgt det(A) € {+1,—1}, d.h. die
Determinante einer orthogonalen Matrix kann nur entweder den Wert +1 oder den
Wert —1 annehmen.

Die Determinante det : O,, — {+1, —1} ist ein Homomorphismus, dessen Kern die
sogenannte spezielle orthogonale Gruppe SO, bildet [8, S. 24]:

Definition. [8, S. 24| (Spezielle orthogonale Gruppe SO,,). Wir nennen
SO, :={A €0, |det(A) =1} <O,
die n-dimensionale spezielle orthogonale Gruppe.

Bemerkung. [6, S. 168] Die Gruppe SO,, ist nach Lemma 2.2.2 eine Untergruppe von O,,
und représentiert alle orientierungserhaltenden (“spiegelungsfreien”) Isometrien, die den
Nullpunkt festhalten, also alle Drehungen (Rotationen). Demnach wird SO,, auch als
Drehgruppe (Rotationsgruppe) bezeichnet. Es handelt sich hierbei tatsédchlich um einen
Homomorphismus, weil nach dem Determinantenmultiplikationssatz (ohne Beweis) die
Determinante eines Produkts von Matrizen gleich dem Produkt ihrer Determinanten ist.

Die Matrizen in O,, \ SO,, haben alle Determinante —1. Nach dem Determinantenmul-
tiplikationssatz liegt das Produkt zweier Elemente von O,, \ SO,, immer in SO,,, weshalb
Op \ SO, keine Gruppe bildet.

Wir erhalten dadurch eine Einteilung der Isometrien in positive (orientierungserhal-
tende) und negative (orientierungsumkehrende) Isometrien [22, S.106-107]:

Definition. [6, S. 167] (Positive und negative Isometrien). Wir nennen eine Isometrie
f:R" — R"” mit f(z) = Az + b positiv (orientierungserhaltend), falls det(A) = +1 gilt.
Gilt dahingegen det(A) = —1, nennen wir f negativ (orientierungsumkehrend).

Beispiel. Wir berechnen nun die Determinanten der Matrizen einiger Isometrien des R?
und des R3:

« Eine Drehung um den Winkel o an einem Punkt im R? kénnen wir durch folgende

Drehmatrix darstellen
cosa —sina
DRQ — ( . ) .
sina  cos«

det(Dgz2) = cos® a + sin® a = +1

Wegen

handelt es sich dabei um eine positive Isometrie.
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« Eine Drehung um den Winkel o an einer Geraden im R? kénnen wir durch eine
Drehmatrix der folgenden Gestalt darstellen

1 0 0
Dps =10 cosa —sina |,
0 sina cosa

da wir diese als eine Drehung um den Winkel « in der Ebene, die normal auf die
Geraden steht, auffassen kénnen. Durch Entwicklung nach der ersten Spalte bzw.
Zeile erhalten wir

det(Dgs) =1 - det(Dg2) = +1,

d. h. es handel sich auch hierbei um eine positive Isometrie.

« Eine Spiegelung an einer Geraden im R? kénnen wir durch eine Spiegelmatrix der
folgenden Gestalt darstellen
1 0
=1 9).

Wegen det(Sg2) = —1 handelt es sich dabei um eine negative Isometrie.

« Eine Spiegelung an einer Ebene im R? kénnen wir durch eine Spiegelmatrix der
folgenden Gestalt darstellen

0
0],

1
DR3 - 0
0 —1

S = O

da wir das Koordinatensystem geschickt so legen kénnen, dass zwei Richtungen in
der Ebene liegen und die dritte orthogonale dazu steht. Durch Entwicklung nach
der ersten Spalte bzw. Zeile erhalten wir

det(SRfi) =1- det(SRQ) = —1,
d. h. es handel sich auch hierbei um eine negative Isometrie.
« Dahingegen konnen wir eine Spiegelung an einer Geraden im R? als eine Drehung

um 180° = 7 in der Ebene, die normal auf die Geraden steht, auffassen, weshalb es
sich dabei um eine positive Isometrie handelt.

« Die Punktspiegelung am Ursprung im R? kénnen wir analog als eine Drehung um
180° = w am Ursprung auffassen, weshalb es sich dabei ebenfalls um eine positive
Isometrie handelt.
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2 Gruppentheoretische Grundlagen

« Die Punktspiegelung am Ursprung im R? kénnen wir durch folgende Matrix dar-
stellen

welche eine negative Determinante aufweist und somit eine negative Isometrie ist.

2.6 Symmetriegruppen von Polyedern im R"

Wenn wir in dieser Arbeit von Polyedern (auch: Kérpern) sprechen, meinen wir damit
immer konvexe Polyeder. Um diesen intuitiven Begriff mathematisch prézise zu fassen,
ist etwas Vorarbeit notwendig. Wir beginnen mit der Definition einer konvexen Menge:

Definition. [9, S. 8] (Konvexe Menge). Eine Menge K C R™ heifit konvex, wenn fiir alle
rz,y € Kund 0 < A <1 gilt
A+ (1— ANy € K.

Bemerkung. [18, S. 10] Eine konvexe Menge K enthilt also fiir je zwei (verschiedene)
Punkte z,y € K auch einen bestimmten Teil der Gerade durch x und y, ndmlich Ty =
{Az+(1—A)y | 0 < A <1}. Diesen Teil nennen wir die (abgeschlossene) Strecke zwischen
x und y. Unter dem Inneren einer Strecke verstehen wir {Az 4+ (1 — M)y |0 < A < 1}.

Eine zentrale Eigenschaft konvexer Mengen ist, dass der Durchschnitt beliebiger
konvexer Mengen ebenfalls konvex ist:

Lemma 2.6.1. [9, S. 8] Seien I eine beliebige Indexmenge, K; C R™ und (K;)icr eine
Familie konvexer Mengen. Dann ist ihr Durchschnitt (;c; K; ebenfalls konvex.

Beweis. Seien z,y € (;c; K;. Nach Definition des Durchschnitts ist dann x € K; und
y € K; fir alle i € I. Wegen der Konvexitit von K; gilt Ax + (1 — \)y € K, fiir alle
i€l und 0 < X< 1. Zu zeigen ist, dass Az + (1 — N\)y € ;7 K. Nach Definition des
Durchschnitts ist das aber eben genau dann der Fall, wenn Az + (1 — \)y € K; fiir alle
iel. O

Somit kénnen wir die sogenannte konvexe Hiille einer Menge X definieren als kleinste
konvexe Menge, die X enthélt:

Definition. [9, S. 14] (Konvexe Hiille). Die konvexe Hiille einer Menge X C R" ist der
Durchschnitt von allen konvexen Mengen K C R", die X enthalten, d. h.

Conv(X) := ﬂ K.
XCK

Bemerkung. Nach Lemma 2.6.1 ist die konvexe Hiille als Durchschnitt konvexer Mengen
selbst auch wieder eine konvexe Menge.
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Bemerkung. Die konvexe Hiille einer Menge X C R" ist grofler oder gleich grofi wie X,
da nach Definition X C Conv(X) gilt. Falls X selbst eine konvexe Menge ist, gilt sogar
Conv(X) = X, denn X ist dann bereits eine konvexe Menge, die X enthilt und da die
konvexe Hiille die kleinste solche Menge ist, muss X bereits mit ihr tibereinstimmen.

Aus den beiden obenstehenden Bemerkungen folgt, dass eine konvexe Menge X C R"
genau dann konvex ist, wenn Conv(X) = X gilt. Wir kénnen konvexe Mengen X also
mithilfe ihrer konvexen Hiille charakterisieren. Eine niitzliche Feststellung ist nun, dass
die konvexe Hiille einer Menge X als Menge aller sogenannten Konvexkombinationen von
Punkten aus X darstellbar ist:

Definition. [18, S. 11] (Konvexkombination). Fir z; € R und \; > 0 firi =1,2,...,k
und Zle A; = 1 nennen wir Zle Aiz; eine Konvexkombination von x; € R™.

Bemerkung. Bei einer Konvexkombination handelt es sich also um eine spezielle Art der
Linearkombination, bei der die Koeffizienten nicht negativ sind und sich zu 1 aufsummie-
ren.

Bemerkung. [18, S. 11] Eine konvexe Menge K C R™ enthélt nach Definition fir je zwei
Elemente x,y € K auch deren Konvexkombination A\x + Aoy € K mit A1, A2 > 0 und
A1+ A2 = 1. Durch Induktion nach der Anzahl n der an der Konvexkombination beteiligten
Elemente lasst sich nachweisen, dass eine konvexe Menge sogar alle Konvexkombina-
tionen ihrer Elemente enthélt. Dabei setzen wir voraus, dass eine Konvexkombination
von n Elementen in K liegt (Induktionsvoraussetzung) und zeigen, dass dann auch eine
Konvexkombination von n + 1 Elementen in K liegt (Induktionsschritt). Dazu schreiben
wir die Konvexkombination von n 4+ 1 Elementen durch entsprechendes Herausheben als
eine Konvexkombination von zwei Teilen um. Fir A\p11 Z1lund A=X 4+ -+ X\, #0
erhalten wir so

T =MT1+ . Ann + A p1Tn41
—)\(/\1 fogln >+(1—)\)
= )\ I )\ In Tn+1,

=Y

wobei y € K nach Induktionsvoraussetzung als Konvexkombination von n Elementen
und somit « € K nach Definition als Konvexkombination zweier Elemente aus K.

Damit kénnen wir die konvexe Hiille Conv(X) beschreiben als Menge aller Konvex-
kombinationen von Elementen aus X:

Lemma 2.6.2. [18, S. 12] Flir jede Menge X C R™ besteht die konvere Hiille Conv(X)
aus allen Konvexkombinationen von x; € X,1=1,...,k, d. h.

k k
Conv(X) = {Z)\zxz |z € X, )\ > O’Z)‘i — 1}.

i=1 =1
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Beweis. Da X C Conv(X), liegen laut der obenstehenden Bemerkung alle Konvex-
kombinationen von Elementen aus X in Conv(X). Umgekehrt betrachten wir zwei
Konvexkombinationen @ = Ajx1 + -+ - + Agxp und y = py1 + - - - + pyyr, wobei z;, y; € X.
Dann ist

Az + (1= Ny = Az + -+ Agzg + (1= Apayr + -+ (L= Ny

mit 0 < A < 1 eine andere Konvexkombination von Elementen aus X. Also ist die Menge
der Konvexkombinationen von Elementen aus X selbst eine konvexe Menge. Da diese X
enthilt und die konvexe Hiille die kleinste solche Menge ist, muss sie bereits mit ihr
iibereinstimmen. O

Um nun auch noch den intuitiven Begriff eines Eckpunkts mathematisch préazise fassen
zu konnen, charakterisieren wir diese als sogenannte extremale Punkte:!°

Definition. [9, S. 17] (Extremaler Punkt). Sei K € R" eine konvexe Menge. Ein Punkt
x € K heiit extremaler Punkt von K, wenn fir y,z € K, 0 < A< lund z = Ay+(1—\)z
folgt * = y = z. Wir bezeichnen die Menge aller extremalen Punkte von K mit Ext(K).

Bemerkung. Ein extremaler Punkt von K liegt also nicht im Inneren einer von K
beinhalteten Strecke.
Nun stehen uns alle Mittel zur Verfligung, um den intuitiven Begriff eines Polyeders

mathematisch prizise zu fassen:!!

Definition. [9, S. 31] (Polyeder). Ein Polyeder P ist eine kompakte konvexe Teilenge
von R"™ mit endlich vielen extremalen Punkten, d.h. Ext(P) ist eine endliche Menge.
Weiters wird V(P) :=Ext(P) die Menge der Eckpunkte von P genannt.

Aquivalent dazu kénnen wir einen Polyeder als konvexe Hiille einer endlichen Menge
von Punkten beschreiben, ndmlich genau der Menge seiner Eckpunkte:

Theorem 2.6.3. [9, 2.4.5], [2, 3.3.1(c)] (Fundamentalsatz iiber Polyeder).
(i). Ist X eine endliche Teilmenge von R™, dann ist Conv(X) ein Polyeder.
(ii). Ist P ein Polyeder, dann gilt Conv(V (P)) = P.

Beweis. (i). Um nachzuweisen, dass Conv(X) ein Polyeder ist, miissen wir nach De-
finition zeigen, dass Conv(X) eine kompakte (beschrankte und abgeschlossene)
konvexe Teilmenge von R™ mit endlich vielen extremalen Punkten ist:

o Conv(X) ist offensichtlich konvex (siche Bemerkung nach der Definition der
konvexen Hiille).

Genaugenommen ist eine Ecke ein spezieller extremaler Punkt, namlich ein sogenannter exponierter
Punkt [9, S. 17]. Da bei einem Polyeder die extremalen Punkte aber ohnehin genau mit den exponierten
Punkten iibereinstimmen und diese Charakterisierung von Ecken fiir unsere Zwecke ausreichend ist,
verzichten wir an dieser Stelle auf das Einfithren weiterer Konzepte und verweisen dafiir auf [9, S. 17].

"Ein Polyeder kann auch als beschriankter Durchschnitt endlich vieler abgeschlossener Halbraume
definiert werden. Dies ist jedoch fiir unsere Zwecke weniger hilfreich.
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e Da X eine endliche Menge ist, existiert ein Radius R > 0, sodass X in dem
Ball Bg(0) liegt, d.h. X C Br(0). Da ein Ball eine konvexe Menge ist und
Conv(X) nach Definition die kleinste konvexe Menge ist, die X enthilt, muss
auch Conv(X) C Bg(0) gelten. Also ist Conv(X) beschrankt.

o Wir betrachten eine Folge y; € Conv(X) und nehmen an, dass diese Folge
gegen y konvergiert, d. h.
lim yr = y.
k—o0

Um die Abgeschlossenheit von Conv(X) nachzuweisen, ist zu zeigen, dass der
Grenzwert y ebenfalls in der konvexen Hiille von X liegt, d. h. y € Conv(X).
Da y; € Conv(X) lasst sich y; fir X = {x1,...,2,} folgendermaflen als
Konvexkombination schreiben

n
Yk =Y Akiti,
i=1

wobei A\p; > 0 und Y i, A\p; = 1. Wir betrachten nun die Folgen A;; genauer.
Da es sich dabei fiir jedes ¢ = 1,...,n um eine Folge im abgeschlossenen
Intervall [0, 1] handelt, sind alle Folgen Ay ; beschrankt. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl besitzt also jede dieser Folgen Aj; (mindestens) eine
konvergente Teilfolge. Wir gehen zu einer gemeinsame Teilfolge iiber, fiir die
alle Folgen Ay ; gleichzeitig konvergieren, d. h. limy_,o Ak ; = w4, sieche hierzu
9, 2.3.4]. Somit gilt

n n
= lim vy, = lim ApiXi = i L.
y= limy k_m; T ;Nz i

Da im Grenziibergang die beiden Bedingungen fiir A ; erhalten bleiben, gilt
auch p; > 0 und Y ;" ; u; = 1. Die Folge yi konvergiert also gegen eine Kon-
vexkombination und dieser Grenzwert y liegt somit ebenfalls in der konvexen
Hiille von X. Also ist Conv(X) abgeschlossen.

e Um nun auch noch nachzuweisen, dass Conv(X) nur endlich viele extremale
Punkte hat, zeigen wir, dass Ext(Conv(X)) C X gilt. Dazu betrachten wir
ein x € Ext(Conv(X)) und weisen nach, dass x € X gilt. Wir konnen z als
Konvexkombination von z; € X schreiben, d.h. z = 71" ; Ajx; mit A\; > 0 fiir
1 =1,2,...,k und Zf‘:l)\i = 1. Ist \; = 1 fiir ein ¢, dann gilt x € X. Wir
kénnen also 0.B.d.A. 0 < A1 < 1 annehmen und x als Konvexkombination von
y=x1 € X C Conv(X) und z = ﬁ Yoimo Aizi € Conv(X) schreiben, also
x =My + (1 — A1)z. Wegen der Extremalitit von x folgt daraus z = y und
wegen y € X muss somit auch x € X gelten.

(ii). Der zweite Teil des Fundamentalsatzes tiber Polyeder ist ein Spezialfall des Satzes
von Krein-Milman (fiir endlich viele extremale Punkte). Fiir einen Beweis verweisen
wir auf [2, 3.3.1(c)] bzw. [9, 2.4.5]. O
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Nun betrachten wir noch einen wichtigen Punkt eines Polyeders P, seinen sogenannte
Schwerpunkt S(P):

Definition. [18, S. 12] Seien vy, ..., v, die Eckpunkte eines Polyeders P. Dann nennen
wir den Punkt

1 1 &
S(P) Z:E(Ul"i'""*'vn) = EZUZ
i=1

den Schwerpunkt von P.

Bemerkung. [18, S. 12] Der Schwerpunkt S(P) eines Polyeders ist also definiert als
eine Konvexkombination seiner Eckpunkte v1,...,v,, denn S = A\jv1 + - -+ + A\,v, mit
M=-=X=2>0und X0, N\ = 1.

n
Im Fundamentalsatz tiber Isometrien im R™ 2.5.2 haben wir festgestellt, dass es sich
bei Isometrien um affine Bijektionen handelt. Folgendes Lemma gibt uns Aufschluss
iiber die Vertraglichkeit affiner Abbildungen mit den in diesem Unterkapitel behandelten
Konzepten:

Lemma 2.6.4. [18], [9] Sei f : R™ — R" eine affine Abbildung der Form f(x) = Az +b
mit einer n X n-Matriz A und einem Verschiebungsvektor b € R™.

(i). Firz; € R und \; >0, i=1,2,...,k, und Y% ; \; =1 gilt

k k
f <Z /\ifﬂz’) =Y Aif (),
=1 =1

d. h. eine affine Abbildung bewahrt Konvexkombinationen.

(ii). Ist K C R"™ eine konvexe Menge, ist auch f(K) eine konvexe Menge, d.h. eine
affine Abbildung bildet konvexe Mengen auf konvexe Mengen ab.

(iii). Fir X C R™ gilt
Conv(f(X)) = f(Conv(X)),

d. h. das Bilden der konvexen Hiille ist mit der affinen Abbildung vertrdglich.

(). Ist f bijektiv und K eine konvexe Teilmenge von R™, dann gilt
Ext(f(K)) = f(Ext(K)),

d. h. eine affine Bijektion bildet extremale Punkte auf extremale Punkte ab.

(v). Ist f bijektiv und P ein Polyeder, dann ist auch f(P) ein Polyeder, d. h. eine affine
Bijektion bildet Polyeder auf Polyeder ab. Weiters gilt

d. h. das Bilden des Schwerpunkts ist mit der affinen Abbildung vertrdglich.
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Beweis.  (i). Folgt durch direktes Nachrechnen: > \; f(z;) = > Ai(Az;+b) = Y N Az +

(ii).

=1
Seien Z,§ € f(K). Dann gibt es z,y € K mit £ = f(z) und § = f(y). Unter
Verwendung von (i) erhalten wir damit Az 4+ (1 — \)g = Af(x) + (1 — N) f(y) 9
fAz + (1= A)y) € f(K).

—— —

eK

Nach Lemma 2.6.2 lasst sich die konvexe Hiille einer Menge X als Menge aller
Konvexkombinationen von Punkten aus X darstellen. Da Konvexkombinationen
nach (i) mit affinen Abbildungen vertraglich sind, folgt die Behauptung.

. Wir zeigen die Behauptung, indem wir gegenteilig nachweisen, dass nicht-extremale

Punkte auf nicht-extremale Punkte abgebildet werden, d.h. f(K \ Ext(K)) =
FEO\Ext(f(K)). Fir z € K\Ext(K) gibt es eine nicht-triviale Konvexkombination
x = Ax1 + (1 — A)zg zweier verschiedener Punkte x; # z9 € K mit 0 < A < 1. Da
affine Abbildungen nach (i) Konvexkombinationen bewahren und f injektiv ist, ist
f(z) = Af(xz1) + (1 — A) f(x2) auch eine nicht-triviale Konvexkombination zweier
verschiedener Punkte f(z1) # f(z2) € f(K) und somit kein extremaler Punkt
von f(K). Also gilt f(K\Ext(K)) C f(K)\Ext(f(K)). Umngekehrt wenden wir dies
auf die (affine) Umkehrabbildung f~! von f und die nach (ii) konvexe Menge f(K)
statt K an und erhalten f~1(f(K)\ Ext(f(K)) C K \ Ext(K). Dies gibt uns nach
Anwenden von f auch die umgekehrte Inklusion f(K)\Ext(f(K)) C f(K\Ext(K)).

. Sei P ein Polyeder. Da P konvex ist, ist nach (ii) auch f(P) konvex. Wegen der

Kompaktheit von P ist f(P) als stetiges Bild einer kompakten Menge ebenfalls
kompakt. Da P endlich viele extremale Punkte hat, hat auch f(P) nach (iv) nur
endlich viele extremale Punkte. Somit ist f(P) ein Polyeder. Weiters folgt die zweite
Behauptung direkt aus (iv), da die Menge der Eckpunkte von P genau mit den
extremalen Punkten von P iibereinstimmt. Schliellich folgt die dritte Behauptung
direkt aus (i), da der Schwerpunkt als Konvexkombination seiner Ecken definiert ist.

O

Nun stehen uns endlich alle Mittel zur Verfiigung, um den Symmetriegehalt von
Polyedern im R™ mithilfe von Isometrien mathematisch einzufangen [6, S. 178|:

Definition. [23, S. 231] (Symmetriegruppe). Sei P ein Polyeder. Fiir die Menge

Sym(P) :={f € Isom(R") | f(P) = P} <Isom(R"),

d. h. die Menge aller Isometrien, die den Polyeder auf sich selbst abbilden, nennen wir
(Sym(P), o) Symmetriegruppe des Polyeders P. Wir schreiben dafiir kurz Sym(P).

Bemerkung. Es handelt sich hierbei um eine Untergruppe der Isometriegruppe Isom(R"),
weil Sym(P) C Isom(R") und fiir f,g € Sym(P) gilt f o g~ € Sym(P). Ersteres gilt
nach Definition und zweiteres, weil
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e aus g(P) = P durch Anwenden von g~! auf beiden Seiten folgt P = g~ 1(g(P)) =
g1 (P) und

o aus ¢g(P) = P durch Anwenden von f auf beiden Seiten folgt fog(P) = f(g9(P)) =
f(P)=P.

Die Behauptung folgt nun mit dem Untergruppenkriterium aus Lemma 2.1.2.

Durch unsere dquivalente Beschreibung eines Polyeders P aus dem Fundamentalsatz
iiber Polyeder 2.6.3 als konvexe Hiille seiner Eckpunkte bekommen wir eine fiir uns sehr
praktische Beschreibung der Symmetriegruppe eines Polyeders als Menge aller Isometrien,
die seine Eckpunkte auf seine Eckpunkte abbilden:

Lemma 2.6.5. Fir die Symmetriegruppe eines Polyeders P mit Eckpunkten V(P) gilt
Sym(P) = {f € Isom(R") [ f(V(P)) = V(P)}.
Dariber hinaus gilt f(S(P)) = S(P) fir jedes f € Sym(P).

Beweis. Sei f € Isom(R"™). Zuerst setzen wir f(P) = P voraus. Da f nach dem Fundamen-
talsatz iiber Isometrien 2.5.2 eine affine Bijektion ist, erhalten wir nach Lemma 2.6.4 (v)
direkt f(V(P)) = V(f(P)) = V(P). Umgekehrt setzen wir f(V(P)) = V(P) voraus.
Durch unsere dquivalente Beschreibung eines Polyeders als konvexe Hiille seiner Eck-
punkte aus dem Fundamentalsatz tiber Polyeder 2.6.3 (ii) und nach Lemma 2.6.4 (iii)
erhalten wir dann f(P) = f(Conv(V(P))) = Conv(f(V(P))) = Conv(V(P)) = P.
Dariiber hinaus erhalten wir fiir den Schwerpunkt S(P) nach Lemma 2.6.4 (v) direkt
f(S(P))=S(f(P))=5(P), da f € Sym(P) und somit f(P)= P. O

Eine wichtige Eigenschaft der Symmetriegruppe eines Polyeders Sym(P) ist also,
dass sie den Schwerpunkt S(P) eines Polyeders P bewahrt. Bei unserer anstehenden
Untersuchung der Symmetriegruppen der Platonischen und Archimedischen Koérper
erleichtern wir uns damit die Arbeit, indem wir ihren Schwerpunkt jeweils im Ursprung
fixieren. Dann liegt ndmlich auch der Schwerpunkt der Bildpunkte im Ursprung und alle
Symmetrien sind darstellbar als Multiplikationen mit einer orthogonalen Matrix A € O:

Lemma 2.6.6. Sei Py ein Polyeder mit Schwerpunkt im Ursprung, d.h. S(Py) = 0.
Dann gilt
Syrn(Po) = {A € 0O, | A(P()) = P()} < O,.

Beweis. Sei f € Sym(Fp). Nach dem Fundamentalsatz tber Isometrien 2.5.2 ist f
darstellbar als f(xz) = Az + b, wobei A € O, und b € R". Nach Lemma 2.6.5 gilt
f(S(Py)) = S(Py) und wegen S(Py) = 0 folgt daraus f(0) = 0. Damit erhalten wir
0= f(0) =A-0+0b = b, d.h.der Verschiebungsterm b fillt weg. Alle Elemente in
Sym(Pp) sind also lineare Abbildungen der Form f(z) = Az mit A € O,,. Die andere
Inklusion gilt offensichtlich.
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Wegen der Gleichheit zu einer Gruppe handelt es sich bei der neuen Beschreibung
von Sym(PFy) automatisch auch um eine Gruppe. Zu zeigen bleibt nun, dass es sich
dabei um eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe O, handelt. Dafiir iberpriifen
wir, ob die Gruppenoperation von Sym(F), also die Verkniipfung von Abbildungen,
der Gruppenoperation von O, also der Multiplikation von Matrizen, entspricht. Wir
betrachten dafiir zwei Elemente aus Sym(Pp) mit f(z) = Az und f(z) = Az und
berechnen deren Verkniipfung (f o f)(z) = AAz. Daraus erkennen wir sofort, dass die
Verkniipfung von Abbildungen genau durch die Multiplikation von Matrizen gegeben ist.

O
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3 Klassifikation der Platonischen Korper

Die Beliebtheit der Platonischen Korper wurzelt in ihren als besonders dsthetisch emp-
fundenen Symmetrieeigenschaften. Vereinfacht gesprochen weist ein Platonischer Koérper
die “groftmogliche” Symmetrie auf, da keine zwei Ecken, Kanten und Flachen vonein-
ander unterschieden werden kénnen. Bei den Platonischen Koérpern handelt es sich um
sogenannte reguldre Polyeder. Wie auch urspriinglich iiblich, definieren wir diese wie folgt
anhand der lokalen Betrachtung an jeder Fcke:

Definition. [12, S. 446] (Regulérer Polyeder - lokales Kriterium). Ein konvexer Polyeder
ist regulir, wenn alle Seitenflichen kongruente regulire Polygone! sind und an jeder Ecke
immer dieselbe Anzahl von Seitenflichen (bzw. Kanten) zusammentreffen.

Bevor wir uns ndher mit den Symmetrien dieser Polyeder auseinandersetzen, zeigen
wir in diesem Kapitel, dass es genau die unten aufgelisteten fiinf Platonischen Korper
gibt [7, Buch XI, Definitionen]. Wir bezeichnen die Platonischen Kérper dabei mit dem
sogenannten Schlafli-Symbol {p,q}, wobei p die Anzahl der Ecken des verwendeten
Polygons und ¢ die Anzahl der an einer Ecke zusammenstolenden Polygone angibt [4,
S. 14]:

o Der Tetraeder {3,3} wird von vier kongruenten gleichseitigen Dreiecken begrenzt.
o Der Hexaeder (auch: Wiirfel) {4, 3} wird von sechs kongruenten Quadraten begrenzt.
o Der Oktaeder {3,4} wird von acht kongruenten gleichseitigen Dreiecken begrenzt.

o Der Ikosaeder {3,5} wird von zwanzig kongruenten gleichseitigen Dreiecken be-
grenzt.

o Der Dodekaeder {5,3} wird von zwolf kongruenten reguldren Fiinfecken begrenzt.

Wir leiten dafiir zunéchst alle moglichen Eckenkonfigurationen reguldrer Polyeder
aus der Eulerschen Polyederformel ab, wobei wir den Darstellungen in [5, S. 196] und
[17, S. 76-77] folgen. AnschliefSend weisen wir die Existenz der so gefundenen Polyeder
durch Konstruktion nach, wobei wir der Darstellung in Euklids Elementen [7, Buch XIII,
§13-17] folgen.?

Spéter werden wir die Beobachtung machen, dass die so gefunden Koérper auch alle
folgende stérkere Definition anhand globaler Eigenschaften erfiillen:

!Ein regulires Polygon ist ein Polygon, das sowohl gleichseitig als auch gleichwinkelig ist.

?Dieses Kapitel greift zentrale Erkenntnisse meiner Bachelorarbeit erneut auf, wodurch inhaltliche Uber-
schneidungen gegeben sind. Fir eine ausfithrliche Auseinandersetzung mit verschiedenen historischen
Zugédngen zur Klassifikation der Platonischen Korper ist auf ebendiese Arbeit zu verweisen.
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3 Klassifikation der Platonischen Kérper

Definition. [10, S. 90] (Regulédrer Polyeder - globales Kriterium). Ein konvexer Polyeder
ist regulér, wenn die (volle) Symmetriegruppe des Polyeders jeweils transitiv auf der
Menge der Ecken, der Kanten und der Fléachen wirkt, d. h. wenn sowohl alle Ecken, Kanten
als auch Fléchen jeweils nur eine Bahn unter den Symmetrien des Polyeders bilden.

Bemerkung. [10, S. 90] Genaugenommen ist bei einem regulédren Polyeder sogar die
noch striktere Bedingung der Transitivitat auf den sogenannten Flaggen gegeben. Eine
Flagge ist ein Tripel bestehend aus einer Fliche, einer Kante und einer Ecke, die alle
zusammentreffen.

3.1 Mogliche Eckenkonfigurationen

In diesem Unterkapitel wenden wir die Eulersche Polyederformel (ohne Beweis) an, um
alle moglichen Eckenkonfigurationen regulirer Polyeder zu erhalten:?

Theorem 3.1.1. [17, S. 66] (Eulersche Polyederformel). Seien E die Anzahl der Ecken,
K die Anzahl der Kanten und F die Anzahl der Flichen eines konvexen Polyeders, dann
gilt E— K+ F = 2.

Wir folgen nun [5, S. 196] und [17, S. 76-77] und betrachten einen reguléren Polyeder
nach dem lokalen Kriterium mit £ Ecken, K Kanten und F' Flichen, wobei die Anzahl
der an jeder Ecke zusammenstoflenden p-Ecke mit g bezeichnet wird.

Dann gilt pF' = 2K, denn es gibt insgesamt F' solche p-Ecke, wobei an jeder Kante
zwei von ihnen zusammentreffen. Durch Umformen erhalten wir:

2K
=

F (3.1.1)

Weiters gilt gF = 2K, denn an jeder Ecke E treffen ¢ Kanten zusammen, wobei jede
Kante K zwei Ecken verbindet. Durch Umformen erhalten wir:

2K
=

E (3.1.2)

Setzen wir die Gleichungen (3.1.1) und (3.1.2) in die Eulersche Polyederformel 3.1.1
ein, erhalten wir:

el (3.1.3)

q p
Durch Umformen auf K erhalten wir folgenden Ausdruck fiir K in Abhéngigkeit von

p und q: 20q
K= ) —pa (3.1.4)
Wir wissen, dass K und 2pq als Anzahlen beide positiv sind. Damit die Gleichung (3.1.4)
wahr ist muss also auch der Nenner positiv sein. Durch den Kunstgriff des gleichzeitigen

3Dieses Unterkapitel orientiert sich eng am Kapitel 4.3 meiner Bachelorarbeit.
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3.2 Existenznachweise durch Konstruktionen

Hinzufiigens und wieder Abziehens von 4 kann dieser Nenner folgendermafien umgeformt
werden:

20+q)—pg=2p+2¢—pg=4+2p+2q—pg—4
=4—(pg—2p—2¢+4)=4—(p—2)(¢g—2)

Folglich muss (p — 2)(q — 2) < 4 gelten. Weiters muss p > 3 gelten, damit es sich
iiberhaupt um Polygone handelt, und ebenfalls ¢ > 3, damit {iberhaupt Ecken gebildet
werden konnen. Diese Voraussetzungen werden nur von den eingangs dargestellten fiinf
Mboglichkeiten fiir {p, ¢} erfiillt.

Bemerkung. [17,S. 77-78] [5, S. 17] Wir bemerken an dieser Stelle, dass es in diesem kom-
binatorischen Beweis genaugenommen gar nicht notwendig ist, einen reguldren Polyeder
zu fordern, weil weder eingeht, dass die Seitenflichen kongruent sind, noch dass sie iiber-
haupt reguldre Polygone sind. Ausreichend ist die wesentlich schwéchere Forderung, dass
bei einem konvexen Polyeder alle Flidchen dieselbe Anzahl von Seiten haben und an allen
Ecken gleich viele davon zusammenstoflen. Wir erhalten dann aus obenstehendem Beweis
analog, dass es fiir einen derartigen Polyeder nur fiinf kombinatorische Moglichkeiten
gibt. Diese fiinf Arten von konvexen Polyedern haben dann jeweils dieselben Anzahlen
von Ecken, Kanten und Fléchen wie einer der fiinf Platonischen Korper.

3.2 Existenznachweise durch Konstruktionen

Da das Ableiten moglicher Eckenkonfigurationen natiirlich noch keine Garantie fiir deren
Realisierbarkeit ist, weisen wir nun die Existenz der flinf Platonischen Kérper durch
Konstruktionen nach. Wir folgen dabei im Wesentlichen [7, Buch XII, §13-17], jedoch
fiihren wir die Konstruktionen nicht so explizit aus wie Euklid. Dabei orientieren wir
uns an den vereinfachten Formulierungen von [12, S. 439-441] und nutzen wie auch dort
sogenannte Dualititen aus, um uns die Arbeit zu erleichtern:*

Bemerkung. [8, S. 398-399] (Dualitdten bei den Platonischen Koérpern). Den Dualkorper
eines gegebenen Korpers erhalten wir als konvexe Hiille seiner Flachenmittelpunkte. Der
Fundamentalsatz tiber Polyeder 2.6.3 stellt sicher, dass es sich dabei um einen Polyeder
handelt. Dadurch werden die Anzahlen der Fliachen und Ecken vertauscht, wahrend die
Anzahl der Kanten gleich bleibt. Eine Besonderheit der Platonischen Korper ist, dass der
Dualkorper eines Platonischen Korpers selbst wieder ein Platonischer Korper ist. Dabei
gelten folgende Dualitéten:

e Der Tetraeder ist zu sich selbst dual.
e Wiirfel und Oktaeder sind zueinander dual.

¢ Dodekaeder und Ikosaeder sind zueinander dual.

4Dieses Unterkapitel beleuchtet das Kapitel 2.1 meiner Bachelorarbeit aus einer neuen Perspektive und
geht bei der Konstruktion des Dodekaeders einen alternativen Weg.
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3 Klassifikation der Platonischen Kérper

Weiters ziehen wir fiir den Dodekaeder zusitzlich [8, S. 396-397] heran und vereinfachen
uns seinen Existenznachweis durch das Angeben und Uberpriifen expliziter Koordinaten
fir die Eckpunkte.

Um den Tetraeder {3,3} zu konstruieren, beginnen wir mit einem gleichseitiges
Dreieck ABC'. In dessen Mittelpunkt errichten wir eine Senkrechte auf die Ebene des
Dreiecks ABC. Jeder Punkt auf dieser Senkrechten ist gleich weit von den Eckpunk-
ten A, B, C entfernt. Wir wéhlen nun einen Punkt D auf dieser Senkrechten, fiir den
|DA| = |AB| gilt. Verbinden wir die Eckpunkte des Dreiecks ABC nun mit diesem
neuen Punkt D, erhalten wir den gesuchten von vier kongruenten gleichseitigen Dreiecken
begrenzten Korper, bei dem an jeder Ecke drei davon zusammenstoflen.

Um den Wiirfel {4, 3} zu konstruieren, beginnen wir mit einem Quadrat ABC'D. Durch
jeden Punkt A, B, C, D errichten wir eine Senkrechte auf die Ebene des Quadrats ABCD.
Auf der Senkrechten durch den Punkt A finden wir den Punkt A’, der eine Seitenlinge
des Quadrats ABC'D entfernt liegt, und verbinden diese beiden Punkte. Analog finden
wir auch die Punkte B’, C’, D’ in gleicher Hohe tiber der Ebene des Quadrats ABC' D und
verbinden auch diese entsprechend. Verbinden wir nun auch noch die Punkte A’, B’,C’, D',
erhalten wir ein weiteres Quadrat A’B’C’D’, das parallel zum Quadrat ABCD liegt. So
erhalten wir den gesuchten von sechs kongruenten Quadraten begrenzten Koérper, bei
dem an jeder Ecke drei davon zusammenstofien. Alternativ konnen wir fiir die Eckpunkte
des Wiirfels auch ganz leicht explizite Koordinaten angeben und wir erhalten den Wiirfel
dann als konvexe Hiille seiner Eckpunkte, d.h. W = Conv({(£1,£1,£1)}).

Um den Oktaeder {3,4} zu konstruieren, gehen wir von seinem bereits konstruierten
Dualkorper, dem Wiirfel, aus. Wie bereits in der Bemerkung am Beginn dieses Unterka-
pitels festgehalten, erhalten wir den Oktaeder als konvexe Hiille der Flachenmittelpunkte
des Wiirfels. Mit den oben angegebenen Koordinaten fiir den Wiirfel ergibt sich der
entsprechende Oktaeder als O = Conv({=*e1, teq, tes}), wobei ey, e9, e3 die Standardein-
heitsvektoren von R? bezeichnen. Geometrisch betrachtet verbinden wir an jeder Ecke
des Wiirfels die Mittelpunkte der drei an einer Ecke zusammentreffenden Quadrate zu
einem Dreieck. Da diese Mittelpunkte gleich weit voneinander entfernt sind, sind die
entstehenden Dreiecke gleichseitig und kongruent und wir erhalten den gesuchten von
acht kongruenten gleichseitigen Dreiecken begrenzten Korper, bei dem an jeder Ecke vier
davon zusammenstoflen.

Die Konstruktion des Dodekaeders {5, 3} gestaltet sich etwas aufwandiger, weshalb
wir mit expliziten Koordinaten fiir die Eckpunkte arbeiten werden. Dabei folgen wir [8,
S. 396-397] und benétigen dafiir allem voran den Goldenen Schnitt:

Bemerkung. [8, S. 396] Der Goldene Schnitt ® € R ist festgelegt durch die Bedingung
1 &-1

) 17

d.h. ®~! = & — 1. Durch entsprechendes Umformen erhalten wir ®> — ® — 1 = 0, was

P = 112—‘/5 ergibt. Wir wéhlen

1 5
o = +2\[.
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3.2 Existenznachweise durch Konstruktionen

Wir gehen auch hier wieder von dem bereits konstruierten Wiirfel aus. Die acht
Eckpunkte des Wiirfels sind 0.B.d.A. wie oben gegeben durch (+1,+1,41). Auf die
Seitenflaichen dieses Wiirfels setzen wir sechs “Walmdécher”, wodurch die zusédtzlichen
zwolf Eckpunkte des Dodekaeders entstehen, siche Abbildung® 3.1.

Abbildung 3.1: Konstruktion des Dodekaeders: Errichten der “Walmdéacher” (blau) auf
den Seitenflichen des Wiirfels. Eigene Darstellung nach [8, S. 397].

Um die Koordinaten dieser Punkte festzulegen, betrachten wir das auf die obere
Seitenfliche des Wiirfels aufgesetzte Walmdach und stellen folgende zwei Bedingungen
fir die beiden Endpunkte dieses “Walmdachfirsts” mit P = (0, —a,b) @ = (0, a,b) auf:

(i). Die Seitenldangen des Funfecks miissen alle gleich sein. Wir erhalten die erste
Bedingung also durch Gleichsetzen der Lange des “Firsts” (dunkelblau) mit der
Lénge einer weiteren Funfeckkante (hellblau). Wir wéhlen hierfiir ||PQ| = ||AP]|
mit A = (1,1, 1):

—3a%2 —2a—b(2—-b)+3=0. (3.2.1)

(ii). Die zu einem Fiinfeck gehérenden Punkte miissen in einer Ebene liegen. Dazu gentigt
es zu zeigen, dass der Mittelpunkt des “Firsts” M; = (0,0, b), der Mittelpunkt der
urspriinglichen Wiirfelkante Ms = (1,0, 1) und der Endpunkt des anschliefenden
“Firsts” P’ = (b,0,a) auf einer Geraden liegen (rot). Daraus erhalten wir die zweite
Bedingung:

b(2 —b) = a. (3.2.2)

SAlle eigenen Darstellungen in dieser Arbeit wurden mit GeoGebra Classic 5 erstellt.
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3 Klassifikation der Platonischen Kérper

Zusétzlich muss b > 1 gelten, damit der “First” wirklich auf den Wiirfel aufgesetzt
wird und weiters 0 < a < 1, damit die Lange des “Firsts” kiirzer als die urspriingliche
Wiirfelkante ist (die nun der Fiinfeckdiagonale entspricht). Setzen wir nun (3.2.2) in
(3.2.1) ein, erhalten wir durch entsprechendes Umformen

a>+a—1=0.

Unter Beriicksichtigung der Zusatzbedingung 0 < a < 1 ergibt sich daraus a = ®~1.
Setzen wir dies zuriick in (3.2.2) ein, bekommen wir b = ® unter Berticksichtigung der
Zusatzbedingung b > 1. Aus Symmetriegriinden erhalten wir daraus die Koordinaten der
gesuchten zusétzlichen zwolf Eckpunkte des Dodekaeders:

(0,071, +®), (£8,0,£d71), (=01, +8,0).

Um uns von der Regularitéit der entstehenden Fiinfecke zu tiberzeugen, bleibt nur noch
nachzuweisen, dass die drei verschiedenen Typen von Winkeln gleich groff sind. Wir wihlen
hierfir die Winkel ZAP'B, ZAPQ und Z/PAP’. Daftr geniigt es zu zeigen, dass die
entsprechenden Diagonalen (orange) AB, AQ und PP’ dieselbe Linge haben, d.h. dass
|AB]|| = ||AQ|| = ||PP'||. Da die Diagonale AB der urspriinglichen Wiirfelkante entspricht,
gilt nach Konstruktion |[AB|| = 2. Mit A = (1,—1,1) und Q = (0,®~!, ®) erhalten wir
auch ||AQ|| = V202 — 2® + 2 = 2 und mit P = (0, —®~1, ®) und P’ = (®,0,®!) analog
|PP’|| = 2. Die Gleichheit der Winkel ZAP'B, ZAPQ und ZPAP’ folgt nun aus dem
Kosinussatz.

Nach dem Fundamentalsatz tiber Polyeder 2.6.3 ist die konvexe Hiille der urspriingli-
chen acht Wiirfelecken zusammen mit den angegebenen zwolf Endpunkten der “Walm-
dachfirste” ein Polyeder. Diesen nennen wir Dodekaeder, d. h. es gilt

D = Conv({(£1,%1,+1), (0,071, £®), (+®,0,+d7"), (£, +8,0)}).

Geometrisch betrachtet erhalten wir aus diesen 20 Eckpunkten den gesuchten von zwolf
kongruenten reguldren Fiinfecken begrenzten Korper, bei dem an jeder Ecke drei davon
zusammenstoflen.

Um den Tkosaeder {5,3} zu konstruieren, gehen wir von seinem soeben konstruierten
Dualkorper, dem Dodekaeder, aus. Wie bereits in der Bemerkung am Beginn dieses
Unterkapitels festgehalten, erhalten wir den Tkosaeder als konvexe Hiille der Flédchen-
mittelpunkte des Dodekaeders. Geometrisch betrachtet verbinden wir an jeder Ecke des
Dodekaeders die Mittelpunkte der drei an einer Ecke zusammentreffenden Fiinfecke zu
einem Dreieck. Da diese Mittelpunkte gleich weit voneinander entfernt sind, sind die
entstehenden Dreiecke gleichseitig und kongruent und wir erhalten den gesuchten von
zwanzig kongruenten gleichseitigen Dreiecken begrenzten Koérper, bei dem an jeder Ecke
fiinf davon zusammenstoflen.

Nach unserem Nachweis der Existenz der fiinf Platonischen Koérper drangt sich nun
auch noch die Frage nach der Eindeutigkeit dieser durch Konstruktion gefundenen Kérper
auf. Um die Méglichkeit auszuschlieBen, dass diese verformt werden kénnten, verweisen
wir auf den Starrheitssatz von Cauchy:

5Die folgenden Uberlegungen orientieren sich eng an jenen in Kapitel 2.2 meiner Bachelorarbeit.
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3.2 Existenznachweise durch Konstruktionen

Theorem 3.2.1. [24, S. 386] (Starrheitssatz von Cauchy). Sind die zugehorigen Flichen
zweier konvexer Polyeder im R3 kongruent und in gleicher Weise benachbart, so sind
auch die Polyeder kongruent.

Im R? ist eine dhnliche Behauptung offensichtlich falsch, da jedes Polygon, auler ein
Dreieck, Verformungen zulésst, bei denen die Kantenldngen dieselben bleiben, die Winkel
sich aber dndern [24, S. 386]. Weiters ist zu betonen, dass der Starrheitssatz von Cauchy
nur fiir konvexe Polyeder gilt.” Als anschauliches Beispiel hierfiir verweisen wir auf einen
(konvexen) Tkosaeder und einen (nicht-konvexen) “eingedriickten” Tkosaeder [17, S. 48],
siehe Abbildung 3.2.

Abbildung 3.2: “Eingedriickter” Tkosaeder. Eigene Darstellung nach [17, S. 48].

Die zugehorigen Flachen dieser beiden Polyeder sind zwar kongruent und in gleicher
Weise benachbart, jedoch ist der “eingedriickte” Ikosaeder nicht konvex und somit auch
nicht kongruent zum Ikosaeder. Fiir einen Beweis des Starrheitssatzes von Cauchy verwei-
sen wir auf [24, S. 386-393]. Fiir Ecken, an denen genau drei Seitenflichen zusammenstofen,
gibt es aber auch ein schones elementargeometrisches Starrheitsargument:

Lemma 3.2.2. [12, S. 443] Wenn an einer Ecke E eines Polyeders drei Seitenfldchen
mit den Winkeln «, 8 und vy zusammentreffen, dann sind die drei Winkel zwischen den
Seitenflichen eindeutig durch «, B und y festgelegt.

Beweis. Wir betrachten drei Punkte A, B,C auf den drei an der Ecke E zusammentref-
fenden Kanten, die gleich weit, 0.B.d.A. 1 Einheit, von F entfernt sind. Fiir die folgenden
Uberlegungen fixieren wir das Dreieck AEB. Lassen wir nun das Dreieck AEC um die
Strecke AE rotieren, beschreibt der Punkt C einen Kreis auf der Einheitssphéiire mit
Mittelpunkt E. Analog lassen wir das Dreieck BEC um die Strecke BE rotieren, wodurch
der Punkt C ebenfalls einen Kreis auf der Einheitssphére mit Mittelpunkt E beschreibt.
Die beiden so entstandenen Kreise schneiden einander somit im Punkt C' (bzw. auch
dessen Spiegelung an der Ebene des Dreiecks AEB). Daraus folgt, dass die drei Winkel
zwischen den Seitenflachen eindeutig durch «, § und ~ festgelegt sind. O

"Ein Uberblick iiber flexible (nicht-konvexe!) Polyeder findet sich in [24, S. 395-411].
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3 Klassifikation der Platonischen Kérper

Somit haben wir ein weiteres Argument fiir die Starrheit von Tetraeder, Wiirfel und
Dodekaeder gefunden. Fiir vier oder mehr an einer Ecke zusammentreffende Seitenflachen
funktioniert dieses Argument aber offensichtlich nicht. Wahrend sich bei [12, S. 445] auch
ein elementargeometrisches Argument fiir die Starrheit des Oktaeders finden lésst, bleibt
uns beim Ikosaeder nur der Verweis auf den Starrheitssatz von Cauchy.
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4 Klassifikation der Archimedischen Korper

Lassen wir die Forderung der Kongruenz aller Seitenflichen wegfallen und erlauben somit
das Vorkommen verschiedener regulérer Polygone, gehen wir von den reguléren zu den
semireguldren Polyedern iiber. Wie auch hier urspriinglich iiblich, definieren wir diese
wieder anhand der lokalen Betrachtung an jeder Ecke [10, S. 91]:

Definition. [12, S. 460] (Semiregulirer Polyeder! - lokales Kriterium). Ein konvexer
Polyeder ist semiregulér, wenn alle Seitenflachen regulidre Polygone sind und die zyklische
Anordnung der Fliachen um jede Ecke gleich ist.

Bemerkung. [10, S. 91] Wir erinnern uns an dieser Stelle daran, dass von unserem
Kongruenzbegriff aus Kapitel 2.5 auch (orientierungsumkehrende) Spiegelungen umfasst
werden. Wir lernen in diesem Kapitel namlich zwei “schiefe” semiregulére Polyeder (Cubus
Simus und Dodecaedron Simum) kennen, in deren Konstruktion die Orientierung eingeht.
Dadurch sind sie genaugenommen jeweils in zwei “verschiedenen” Versionen realisierbar,
die wir unter unserem Kongruenzbegriff jedoch jeweils als “gleich” betrachten werden.

Bemerkung. [27, S. 117] Die zyklische Anordnung der Fléchen um eine Ecke bzw. die
Eckenkonfiguration werden wir im Folgenden mithilfe der sogenannten zyklischen Sequenz
S = (p1,p2, ..., pq) darstellen. Dabei bezeichnen py, p, ..., py die in zyklischer Reihenfolge
angeordneten Seitengrade? der an jeder Ecke zusammentreffenden Seitenflichen. Dabei
sind sowohl zyklische Vertauschungen als auch Spiegelungen der Sequenz als gleich zu
betrachten. Die Anzahl ¢ der an jeder Ecke zusammentreffenden Seitenflichen entspricht
somit der Lange der Sequenz S. Weiters verstehen wir unter einem Segment einer
zyklischen Sequenz S ein Tripel aufeinanderfolgender Zahlen in S, wobei auch wieder
gespiegelte Segmente als gleich betrachtet werden.

Man spricht in diesem Zusammenhang auch von den sogenannten Archimedischen Kor-
pern, bei denen aus historischen Griinden die Platonischen Korper, die die abgeschwéchte
Forderung natiirlich auch wieder erfiillen, sowie die beiden unendlichen Familien der
regelméfigen Prismen und Antiprismen, ausgeschlossen werden [10, S. 91]:

Definition. [10, S. 91] (Archimedischer Korper). Ein semiregulirer Polyeder, der weder
regulér ist noch zu den regelméfigen Prismen oder Antiprismen gehort, wird Archimedi-
scher Korper genannt.

'Branko Griinbaum [10, S. 91] setzt die Begriffe “semiregulir” und “uniform” gleich und bezeichnet
damit jene Polyeder, die das spéter angefiihrte globale Kriterium erfiillen. In dieser Arbeit verwenden
wir die Bezeichnung “semiregulédr” jedoch mangels anderer Begrifflichkeiten fiir alle Polyeder, die
dieses lokale Kriterium erfiillen, auch fiir die spéter unter dem Begriff “archimedisch” ausgeschlossenen
Prismen, Antiprismen und Platonischen Kérper.

2Als Seitengrad bezeichnen wir die Anzahl der Seiten eines Polygons, z. B. ein p-Eck hat den Grad p.
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4 Klassifikation der Archimedischen Kérper

Im Gegensatz zu den Platonischen Kérpern macht es bei den Archimedischen Kor-
pern einen bedeutenden Unterschied, ob diese lokal oder global definiert werden [27].
Obwohl in der Literatur haufig von 13 Archimedischen Korpern gesprochen wird, gibt es
neben den Prismen, Antiprismen und Platonischen Korpern genau 14 Kérper, die das
lokale Kriterium erfiillen [27]. Eine Auflistung der semireguliren Polyeder inklusive ihrer

Eckenkonfigurationen ist in Tabelle 4.1 zu finden.

Zyklische Sequenz Bezeichnung

(3,3,3) Tetraeder

(4,4,4) Hexaeder (Wiirfel)

(5,5,5) Dodekaeder

(4,4,n) n-seitiges Prisma, n > 3,n # 4

(3,6,6) Tetraederstumpf

(4,6,6) Oktaederstumpf

(5,6,6) Tkosaederstumpf

(3,8,8) Hexaederstumpf

(3,10, 10) Dodekaederstumpf

(4,6,8) Kuboktaederstumpf (Grofler Rhombenkuboktaeder)

(4,6,10) Tkosidodekaederstumpf (Grofier Rhombenikosidodekaeder)

(3,3,3,3) Oktaeder

(3,3,3,n) n-seitiges Antiprisma, n > 4

(3,4,3,4) Kuboktaeder

(3,5,3,5) Tkosidodekaeder

(3,4,4,4) (Kleiner) Rhombenkuboktaeder und
Pseudorhombenkuboktaeder

(3,4,5,4) (Kleiner) Rhombenikosidodekaeder

(3,3,3,3,3) Tkosaeder

(3,3,3,3,4) Cubus Simus® (Abgeschriigter (oder “schiefer”) Hexaeder)

(3,3,3,3,5) Dodecaedron Simum (Abgeschrégter (oder “schiefer”) Dodekaeder)

Tabelle 4.1: Die semireguldren Polyeder [12, S. 462].

Wir werden sehen, dass die zyklische Sequenz (3,4, 4,4) auf zwei Arten realisierbar
ist, wobei der sogenannte Pseudorhombenkuboktaeder zwar das lokale Kriterium erfiillt
und somit zu den Archimedischen Koérpern gezdhlt werden muss, das folgende globale
Kriterium jedoch nur von den anderen 13 Korpern erfiillt wird, die deshalb auch als
sogenannte uniforme Polyeder bezeichnet werden:

3Wir verwenden wie [25, S. 60] sowohl hier als auch in der nichsten Zeile die lateinische Bezeichnung,
um einer Verwechslung mit dem Hexaederstumpf bzw. dem Dodekaederstumpf vorzubeugen.
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4.1 Mégliche Eckenkonfigurationen

Definition. [10, S. 91] (Uniformer Polyeder - globales Kriterium). Ein konvexer Polyeder
ist uniform, wenn alle Seitenflachen regulire Polygone sind und die (volle) Symmetrie-
gruppe des Polyeders transitiv auf der Menge der Ecken wirkt, d. h. wenn alle Ecken nur
eine Bahn unter den Symmetrien des Polyeders bilden.

Bemerkung. Da bei den reguléren Polyedern die Transitivitdt der Symmetriegruppe auf
der Menge der Ecken ebenso gegeben ist, handelt es sich bei diesen auch um uniforme
Polyeder. Die Regularitét ist also eine stidrkere Forderung als die (Ecken-)Uniformitét,
weil fiir die Regularitdt zusédtzlich auch die Transitivitdt der Symmetriegruppe auf der
Menge der Kanten und der Menge der Fliachen gegeben sein muss. Vereinfacht gesprochen
miissen bei einem uniformen Polyeder nur mehr alle Ecken, und nicht mehr wie bei den
reguléren Polyedern auch alle Kanten und Fléchen, voneinander ununterscheidbar sein.

Branko Griinbaum [10] deckt auf, dass der Pseudorhombenkuboktaeder als 14. Archi-
medischer Korper wegen einer weit verbreiteten Ungenauigkeit bei der Unterscheidung
zwischen dem lokalen und dem globalen Kriterium oft vergessen wird. Auch kommt es
vor, dass der Pseudorhombenkuboktaeder wie bei [5, S. 91-92] nachtréglich aus &stheti-
schen Griinden ausgeschlossen wird, weil es genau die globale Uniformitdt der anderen
13 Archimedischen Korper ist, die als besonders “schén” empfunden wird und den
Pseudorhombenkuboktaeder auf unangenehme Weise unter ihnen herausstechen lésst.

Bevor wir uns ndher mit den Symmetrien dieser Polyeder auseinandersetzen, lei-
ten wir in diesem Kapitel zunéchst alle moglichen Eckenkonfigurationen semiregularer
Polyeder ab. Anschliefend weisen wir die Existenz der so gefundenen Polyeder durch
Konstruktionen nach.

4.1 Mogliche Eckenkonfigurationen

In diesem Unterkapitel leiten wir alle moglichen Eckenkonfigurationen semireguldrer
Polyeder aus drei Bedingungen ab. Als Grundlage dafiir ziehen wir [27] heran, wobei
uns auch [12, S. 461-462] als Ergédnzung dient. Vorab brauchen wir noch das sogenannte
Winkeldefizit:

Definition. [5, S. 186] (Winkeldefizit). Unter dem Winkeldefizit D verstehen wir jenen
Winkel, um den die Summe der Innenwinkel an einer Ecke kleiner als 27 ist.

Mithilfe des Winkeldefizits kénnen wir eine wichtige Eigenschaft konvexer Ecken
beschreiben, woraus wir spéter die zentrale numerische Einschrankung moglicher Ecken-
konfigurationen bekommen werden:

Lemma 4.1.1. An jeder Ecke eines konvexen Polyeders ist das Winkeldefizit positiv,
d. h.es gilt D > 0.

Beweis. Der wesentliche Punkt fiir den Nachweis dieser Behauptung ist folgendes Resultat
zur Monotonie des Umfangs kompakter konvexer Teilmengen der Einheitssphére, siehe
hierzu [15, Proposition 1.3]: Sind K und L zwei kompakte konvexe Teilmengen der
Einheitssphare und gilt K C L, dann gilt auch Px < Pp. Dabei bezeichnet Px den
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4 Klassifikation der Archimedischen Kérper

Umfang (Perimeter) von K und Pj, jenen von L. Insbesondere ist der Umfang jeder
kompakten konvexen Teilmenge der Einheitssphére strikt kleiner als 2.

Sei nun A ein Eckpunkt eines konvexen Polyeders. Wir betrachten die Einheitssphéire S
mit Mittelpunkt A. O.B.d.A. sei der Polyeder so grof}, dass alle anderen Eckpunkte
auflerhalb von S liegen. Die Seitenflichen des Polyeders, die bei A zusammentreffen,
schneiden S in Groflkreisbogen, die ein konvexes sphérisches Polygon auf S begrenzen.
Der Umfang dieses Polygons stimmt mit der Summe der bei A zusammentreffenden
Flachenwinkel iiberein. Da der Umfang strikt kleiner als 27 ist, muss das Winkeldefizit
positiv sein. ]

Nun stehen uns alle Mittel zur Verfiigung, um die bereits angesprochenen drei Bedin-
gungen zu formulieren und nachzuweisen:

Lemma 4.1.2. [27, S. 117] Ist die zyklische Sequenz S = (p1,p2, ..., pq) die Eckenkonfi-
guration eines semirequldren Polyeders, dann gilt:

(i). ¢ >3 und p; > 3 firi=1,...q, d. h. die Linge von S ist mindestens 3 und alle
Seitengrade miissen auch mindestens 3 sein,

(ii). folgende zentrale numerische Einschrinkung:

(iii). fiir jeden ungeraden Seitengrad p in der zyklischen Sequenz S muss in S ein Segment
b, p, b vorkommen.*

Beweis. (i). Fir ¢ < 2 konnen keine Ecken gebildet werden und ein konvexes Polygon
hat mindestens 3 Seiten.

(ii). Die zentrale numerische Einschrinkung moglicher Eckenkonfigurationen erhalten
wir daraus, dass nach Lemma 4.1.1 an einer konvexen Ecke D > 0 gilt. Vorab
bendtigen wir jedoch eine Formel fiir die Ermittlung des Winkeldefizits D. Nach
dem Innenwinkelsatz betrégt die Summe der Innenwinkel eines konvexen p-seitigen
Polygons (p — 2)7 [5, S. 183].% Da wir somit fiir die GréBe eines Innenwinkels eines

(p=2)7
p

reguldren p-Ecks erhalten, gilt an einer Ecke mit S = (p1, p2, ..., pg) fir die

“Es ist zu beachten, dass diese Bedingung nicht bedeutet, dass der betrachtete ungerade Seitengrad p
unmittelbar von zwei gleichen Seitengraden b umgeben sein muss. Diese Forderung wiirde namlich
bedeuten, dass jede Fliache mit ungeradem Grad p rundherum ausschlieflich von Flachen mit demselben
Grad b umgeben sein muss, was wiederum bedeuten wiirde, dass b gleich p sein miisste und somit
die ganze Sequenz ausschliellich von derselben ungeraden Zahl gebildet werden miisste. Dahingegen
bedeutet diese Bedingung nur, dass fir jeden ungeraden Seitengrad p an irgendeiner Stelle in S ein
Segment b, p, b vorkommen muss. Dabei muss p aber nicht ungleich b sein. Weiters miissen auch die
zu mehrfach vorkommenden gleichen ungeraden Seitengraden p gehérenden Segmente b, p, b weder
iiberschneidungsfrei noch tiberhaupt verschieden voneinander sein.

5Der Innenwinkelsatz folgt direkt daraus, dass die Innenwinkelsumme im Dreieck 7 betrigt, weil jedes
konvexe p-seitige Polygon durch seine Diagonalen in p — 2 Dreiecke zerteilt werden kann.
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4.1 Mégliche Eckenkonfigurationen

L?)“. Nach Definition erhalten wir nun folgende

Summe aller Innenwinkel >7_; ( -
Formel fiir das Winkeldefizit

q
2

D:QW_ZM_
=1 P

Die Behauptung folgt nun direkt aus D > 0 durch entsprechendes Umformen.

(iii). [27, S. 119-120] Wir nehmen nun eine andere Sichtweise auf die zyklische Sequenz S
rund um eine Ecke ein, indem wir daraus eine Seitenfliche mit Seitengrad p her-
ausgreifen und die Seitengrade b1, ...,b, der angrenzenden Flachen an den Kanten
dieses p-Ecks betrachten, siehe dazu Abbildung 4.1. An dieser Stelle ist hervorzuhe-
ben, dass es von der Wahl der p-eckigen Seitenfliche abhéngt, welche b;,1 <17 < p,

rundherum auftreten, d. h. rund um ein herausgegriffenes p-Eck miissen nicht alle
6

Segmente aus S vorkommen.

Abbildung 4.1: p-Eck mit angrenzenden b;-Ecken mit 1 < ¢ < p: Die drei Striche an den
Ecken deuten etwaige weitere Fliachen in der zyklischen Sequenz S rund
um eine Ecke an. Eigene Darstellung nach [27, S. 119)].

Das b;-Eck, das p-Eck und das b;+1-Eck sind dann aufeinanderfolgende Fliachen, die
einen gemeinsamen Eckpunkt umgeben. Also muss die zyklische Sequenz S fiir unser
herausgegriffenes p in S ein Segment b;, p, b;+1 enthalten. Da dies fiir 1 < i < p
gilt, wobei b,,1 offensichtlich wieder gleich b; ist, erhalten wir, dass die zyklische
Sequenz S fiir unser herausgegriffenes p in S die Segmente by, p, ba; ba, p, bs; .. . ;
bp—1,D, bp; by, p, by enthalten muss. Dabei ist zu beachten, dass diese Segmente nicht
unbedingt verschieden voneinander sein miissen und auch b; = p moglich ist.

SWir betrachten hierzu als Beispiel den Cubus Simus mit der Eckensequenz (3,3,3,3,4). Beim Cubus
Simus gibt es sowohl Dreiecke, die ausschliellich an andere Dreiecke angrenzen als auch Dreiecke, die
neben anderen Dreiecken auch an ein Quadrat angrenzen. Ein analoges Beispiel stellt der Dodecaedron
Simum mit der Eckensequenz (3, 3,3,3,5) dar.
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4 Klassifikation der Archimedischen Kérper

Wir setzen nun voraus, dass kein Segment b, p, b in .S vorkommt und zeigen, dass p
unter dieser Voraussetzung gerade sein muss. Damit weisen wir indirekt nach, dass
bei ungeradem p ein Segment b, p, b in .S vorkommen muss. Wir unterscheiden dabei
drei Félle nach der Anzahl der verschiedenen Segmente von S bei denen p in der
Mitte steht, d. h. die von der Form z, p, y sind:

Fall 1: Zunéchst betrachten wir den Fall, dass p in nur genau einem Segment
b1, p, bo mittig vorkommt. Wegen der Voraussetzung muss b; # by gelten. Damit p
in nur genau einem Segment vorkommt, miissen die Seitengrade abwechselnd gleich
b1 und bs sein. Also muss p in diesem Fall gerade sein.

Fall 2: Weiters betrachten wir den Fall, dass p in genau zwei verschiedenen
Segmenten by, p, bs und bo, p, b mittig vorkommt. Wegen der Voraussetzung muss
b1 # bs und by # b3 gelten. Damit diese beiden Segmente tatsédchlich verschieden
sind, muss auch b; # b3 gelten. Damit p in nur genau diesen beiden Segmenten
vorkommt, muss jedenfalls jedes zweite Segment gleich by sein, dazwischen kénnen
sowohl by als auch bz auftreten.” Also muss p auch in diesem Fall gerade sein.

Fall 3: SchlieBSlich betrachten wir noch den Fall, dass p in mindestens drei verschie-
denen Segmenten mittig vorkommt. Wir zeigen nun anhand eines Minimalbeispiels,
dass dies ohne ein Segment b, p, b aufgrund eines Widerspruchs zur Konvexitit gar
nicht moglich ist. Damit p in mindestens drei verschiedenen Segmenten vorkommt,
muss p in S mindestens dreimal vorkommen und in S miissen mindestens zwei
andere Seitengrade b, b’ verschieden voneinander und verschieden von p vorkommen.

Da wegen der Bedingung (i) jeder Seitengrad mindestens 3 sein muss, kénnen wir
das Winkeldefizit D mit

1 q 1
T i=1 Pi
maximieren, indem wir in unserer Sequenz p = 3 dreimal vorkommen lassen

und b = 4 und ¥ = 5 als die beiden anderen Elemente in S wihlen.® Unser
Minimalbeispiel ist also die Sequenz (3,4,3,5,3) mit ¢ = 5. Fir das Winkeldefizit
dieser Sequenz erhalten wir

5
RIS S
2 2 = Di

"Es ist hier wieder hervorzuheben, dass b; und by dabei nicht rund um jedes p-Eck auftreten miissen,

solange das jeweils andere an irgendeiner Stelle in der Sequenz vorkommt. Es konnte also z. B. auch
sein, dass rund um ein herausgegriffenes p-Eck immer nur b; und b2 abwechselnd auftreten, solange
rund um irgendein anderes p-Eck ein Segment ba, p, b3 auftritt.

8Dies ldsst sich durch eine elementare geometrische Uberlegung begriinden: Der 60°-Winkel eines
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gleichseitigen Dreiecks liefert unter den reguldren Polygonen den kleinstmdoglichen Beitrag zur Summe
der Winkel an einer Ecke und somit den grofitmoglichen Beitrag zum Winkeldefizit. Analog liefert
der 90°-Winkel des Quadrats den zweitgrofiten und der 108°-Winkel des reguldren Fiinfecks den
drittgroBiten moglichen Beitrag zum Winkeldefizit an einer Ecke.



4.1 Mégliche Eckenkonfigurationen

d. h. das Winkeldefizit ist negativ.? Das ist aber nach Lemma 4.1.1 an einer konvexen
Ecke nicht moglich. Da unser Minimalbeispiel das Winkeldefizit D maximiert, gilt
fiir jede von Fall 3 umfasste Sequenz D < —3= und somit ist Fall 3 ohne ein Segment
b, p, b gar nicht moglich.

Da unter der Voraussetzung, dass kein Segment b, p, b in S vorkommt, p in Fall 1
und 2 gerade sein muss und Fall 3 auf einen Widerspruch zur Konvexitat fiihrt,
haben wir indirekt nachgewiesen, dass fiir jedes ungerade p in .S ein Segment b, p, b
vorkommen muss.

O]

Nun leiten wir alle moglichen Eckenkonfigurationen semiregulédrer Polyeder aus den in
Lemma 4.1.2 aufgelisteten drei Bedingungen ab und folgen dabei eng [27, S. 121-123].
Wir betrachten vier verschiedene Félle nach der Lénge g der Sequenz S bzw. der Anzahl
der an einer Ecke zusammenstoflenden Seitenflachen:

Fall 1: Fur g = 3 lautet die Bedingung (ii)

1 1 1

R

1
o 5 (4.1.1)

und aus Bedingung (iii) folgt, dass wenn S einen ungeraden Seitengrad p beinhaltet, die
anderen beiden Seitengrade gleich sein miissen und zwar entweder gleich zu p oder gerade.
Damit erhalten wir:

(i). Fir 3 € S gilt S = (3,2, z) wegen Bedingung (iii), wobei z = 3 oder gerade, und
wegen (4.1.1) muss & < 12 gelten. Somit erhalten wir:

) Tetraeder,

) dreieckiges Prisma,
3,6,6) Tetraederstumpf,

) Hexaederstumpf und

)

Dodekaederestumpf.

9 Alternativ zu unserer Uberlegung anhand eines Minimalbeispiels ist auch folgende formale Abschéitzung
des Winkeldefizits moglich:

D_1+§:M—1+§:<>

D— —
<0
AV R 5.2 (1 1.1
< Z_ - Z_ =z - _Z _2 il o4
1+3< 2>+<b DH(r3) o5t oty
<3 <i+it:
<1-2+24i4201o Lo
=173 1757
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4 Klassifikation der Archimedischen Kérper

(ii). Sei nun 3 ¢ S. Kommt 4 mindestens zweimal vor, erhalten wir
(4,4,n) n-seitiges Prisma,

wobei die drei Bedingungen fiir jedes n > 3 erfiillt sind. Dabei erhalten wir
insbesondere fiir n = 4 auch

(4,4,4) Hexaeder (Wiirfel).

Kommt 4 genau einmal vor, miissen die beiden anderen Seitengrade gerade sein.
Fiir 6 € S muss wegen (4.1.1) der dritte Seitengrad < 12 sein. Somit erhalten wir:

(4,6,6) Oktaederstumpf,
(4,6,8) Kuboktaederstumpf und
(4,6,10) Ikosidodekaederstumpf.

Fir 6 ¢ S muss der zweitgrofite Seitengrad > 8 sein. Da dann aber wegen (4.1.1)
fiir den dritten Seitengrad < 8 gelten miisste, haben wir bereits alle méglichen
Eckenkonfigurationen gefunden, in denen 3 oder 4 vorkommt.

(iii). Seinun 3 ¢ S und 4 ¢ S. Fir 5 € S gilt S = (5, z,z) wegen Bedingung (iii), wobei
x =5 oder gerade, und wegen (4.1.1) muss = < 6% gelten. Somit erhalten wir:

(5,5,5) Dodekaeder und
(5,6,6) Tkosaederstumpf.

Fir 5 ¢ S miissen alle Seitengrade > 6 sein, was jedoch (4.1.1) widerspricht. Somit
haben wir bereits alle moglichen Eckenkonfigurationen fiir ¢ = 3 gefunden.

Fall 2: Fiir ¢ = 4 lautet die Bedingung (ii)

1 1 1 1
—F — 4+ —4+—>1. (4.1.2)
b1 b2 DP3 P4

Damit erhalten wir:

(i). Kommt 3 in S mindestens dreimal vor, erhalten wir
(3,3,3,n) n-seitiges Antiprisma,

wobei die drei Bedingungen fiir jedes n > 3 erfiillt sind. Dabei erhalten wir
insbesondere fiir n = 3 auch

(3,3,3,3) Oktaeder.
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(ii). Kommt 3 in S genau zweimal vor, konnen diese wegen Bedingung (iii) in S nicht
nebeneinander stehen und die anderen beiden Seitengrade miissen gleich sein. Also
gilt S = (3,z,3,z), wobei z > 4, und wegen (4.1.2) muss x < 6 gelten. Somit
erhalten wir:

(3,4,3,4) Kuboktaeder und
(3,5,3,5) Tkosidodekaeder.

(iii). Kommt 3 in S genau einmal vor, miissen die beiden angrenzenden Seitengrade
gleich sein und auflerdem gerade, weil sonst der vierte Seitengrad eine weitere 3 sein
miisste. Also gilt S = (3,y,x,y), wobei y gerade ist. Fiir y > 6 miisste wegen (4.1.2)
gelten = < 3, was Bedingung (i) widerspricht. Also muss y = 4 sein und somit
S =(3,4,z,4) gelten. Wegen (4.1.2) muss dann x < 6 gelten. Somit erhalten wir:

(3,4,4,4) Rhombenkuboktaeder und Pseudorhombenkuboktaeder und
(3,4,5,4) Rhombenikosidodekaeder.

(iv). Fur 3 ¢ S miissen alle Seitengrade > 4 sein, was jedoch (4.1.2) widerspricht. Somit
haben wir bereits alle moglichen Eckenkonfigurationen fir ¢ = 4 gefunden.

Fall 3: Fur g = 5 lautet die Bedingung (ii)

—+—+—F+—+=>

1 1 1 1 1 §
p1 p2 p3s pa ps 2

(4.1.3)

Damit erhalten wir:

(i). Kommt 3 in S mindestens viermal vor, ist die Bedingung (iii) automatisch erfiillt.*°
Also gilt S = (3,3,3,3, ) und wegen (4.1.3) muss = < 6 gelten. Somit erhalten wir:

(3,3,3,3,3) Tkosaeder,
(3,3,3,3,4) Cubus Simus und
(3,3,3,3,5) Dodecaedron Simum.

(ii). Kommt 3 in S hochstens dreimal vor, muss der zweitkleinste Seitengrad > 4 sein.
Wegen (4.1.3) kann 3 aber auch nicht weniger als dreimal vorkommen. Da dann
aber ebenfalls wegen (4.1.3) fiir den fiinften Seitengrad < 4 gelten miisste, haben
wir bereits alle méglichen Eckenkonfigurationen fiir ¢ = 5 gefunden.

10Man iiberzeuge sich davon durch Ausprobieren bei S = (3,3,3,3,z): Fiir die zweite und die dritte Drei
wahlt man das Segment b, p, b, wo die jeweilige Drei selbst in der Mitte steht. Fiir die erste und die
vierte Drei wahlt man die jeweils rechts bzw. links tibrigen drei Dreier als Segment b, p, b.

63



4 Klassifikation der Archimedischen Kérper

Fall 4: Fiir ¢ > 6 und wegen p; > 3 nach Bedingung (i) erhalten wir

D

i=1 pl

w\»a
NJ\»Q

—1, (4.1.4)

was Bedingung (ii) widerspricht. Somit sind sechs oder mehr Seitenflachen an einer Ecke
gar nicht méglich und wir haben bereits alle moglichen Eckenkonfigurationen semiregulérer
Polyeder gefunden. Eine iibersichtliche Auflistung ist in Tabelle 4.1 zu finden.

4.2 Existenznachweise durch Konstruktionen

Wie wir bereits angemerkt haben, ist das Ableiten moglicher Eckenkonfigurationen na-
tirlich noch keine Garantie fir deren Realisierbarkeit. In diesem Unterkapitel weisen
wir somit die Existenz der 14 Archimedischen Koérper durch Konstruktionen nach. Wir
beginnen dabei jeweils mit einem Platonischen Ausgangskorper und konstruieren die Eck-
punkte des entsprechenden Archimedischen Korpers auf dessen Kanten bzw. Seitenflachen.
Dabei unterscheiden wir zwei Vorgehensweisen [16]:11

(i). Entecken (auch: Abstumpfen der Ecken): Beim Entecken schneiden wir sdmtliche
Ecken des Ausgangskérpers in gleichem Mafle ab. Die Schnittebene steht dabei nor-
mal auf die Verbindungslinie von Eckpunkt und Mittelpunkt des Ausgangskorpers.
Ein Spezialfall ist das Entecken bis zur Kantenmitte.

(ii). Entkanten (auch: Abstumpfen der Kanten): Beim Entkanten schneiden wir sémtliche
Kanten des Ausgangskorpers in gleichem Mafle ab. Die Schnittebene steht dabei
normal auf die Verbindungslinie von Kantenmittelpunkt und Mittelpunkt des
Ausgangskorpers. Das Entkanten liefert nur in Kombination mit dem Entecken
semiregulare Polyeder.

Dies ist bei allen Archimedischen Kérpern durch klassische Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal méglich, nur nicht bei den beiden “schiefen” Archimedischen Kérpern Cubus
Simus und Dodecaedron Simum. Hierbei wird das algebraische Losen einer Gleichung
dritten Grades notwendig sein. Als Grundlage fiir dieses Kapitel ziehen wir [11] heran
und als Ergénzung dazu dienen uns [25, S. 49-63] und [12, S. 463].

"Bei [11] wird zwischen diesen Vorgehensweisen keine Unterscheidung getroffen und bei [25] wird
vom Zusammenwirken zweierlei bzw. dreierlei Formkraften gesprochen. Da es mir aber durchaus
sinnvoll erscheint, eine unterschiedliche Qualitdt in der Vorgehensweise auch in der Bezeichnung
widerzuspiegeln und wir bei der Strukturierung durch die angesprochenen Formkréfte nicht dariiber
hinweg kommen wiirden, uns genauer mit dem Rhombendodekaeder und dem Rhombentricontaeder
auseinanderzusetzen, habe ich mich dazu entschieden, mich mit den Bezeichnungen der Vorgehensweisen
und somit der Strukturierung dieses Kapitels an der angegebenen populdrwissenschaftlichen Quelle zu
orientieren.
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4.2.1 Durch Entecken

Zuerst widmen wir uns jenen Archimedischen Korpern, die durch Entecken der Platoni-
schen Korper entstehen. Dazu konstruieren wir jeweils die Eckpunkte des entsprechenden
Archimedischen Koérpers auf den Kanten eines Platonischen Ausgangskorpers, indem wir
das Teilungsverhéltnis der Kante explizit angeben. Wir priifen dabei die in [25, S. 2-3]
angegebenen Verhiltnisse durch elementare geometrische Uberlegungen nach, die dort
dem Publikum {iberlassen werden. Fir eine Beschreibung der Korper ziehen wir zuséatzlich
[25, S. 49-51] zu Rate.

Um den Tetraederstumpf ausgehend vom Tetraeder, den Oktaederstumpf ausgehend
vom Oktaeder und den Tkosaederstumpf ausgehend vom Ikosaeder zu erhalten, betrachten
wir vorab ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seitenldnge in drei Teile mit den Léngen
a, b, a geteilt wird, siehe Abbildung 4.2. Nach dem Strahlensatz gilt

a b
20+b 2a+1b

woraus wir direkt erkennen, dass a = b gelten muss und das Teilungsverhéltnis somit
1:1:1 betragt. Wir betrachten dieses Dreieck nun jeweils als Seitenflache des entspre-
chenden Ausgangskorpers. Die Seitenldnge nach dem Entecken betrigt dann also % der
Ausgangslinge.

Abbildung 4.2: Zu den Konstruktionen von Tetraederstumpf, Oktaederstumpf und Ikosa-
ederstumpf: Das Teilungsverhéltnis betrdgt 1:1: 1. Eigene Darstellung
nach [11, S. 2].

Wir konstruieren die Ecken des Tetraederstumpfs, indem wir die Kanten des Tetraeders
im Verhéltnis 1 : 1 : 1 teilen. Da auf den Seitenflichen des Tetraeders somit kongruente
reguléire Sechsecke entstehen und unter den Ecken kongruente gleichseitige Dreiecke zum
Vorschein kommen, erhalten wir den gesuchten Koérper mit der Eckensequenz (3,6,6) als
konvexe Hiille der Teilungspunkte.

Weiters konstruieren wir die Ecken des Oktaederstumpfs, indem wir die Kanten des
Oktaeders im Verhéltnis 1: 1 : 1 teilen. Da auf den Seitenflichen des Oktaeders wieder
kongruente regulire Sechsecke entstehen und unter den Ecken kongruente Quadrate zum
Vorschein kommen, erhalten wir den gesuchten Koérper mit der Eckensequenz (4, 6,6) als
konvexe Hiille der Teilungspunkte.
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Schliellich konstruieren wir die Ecken des Ikosaederstumpfs, indem wir die Kanten
des Tkosaeders im Verhéltnis 1 : 1 : 1 teilen. Da auf den Seitenflichen des Tkosaeders
wieder kongruente reguldre Sechsecke entstehen und unter den Ecken kongruente regel-
méafige Fiinfecke zum Vorschein kommen, erhalten wir den gesuchten Korper mit der
Eckensequenz (5, 6,6) als konvexe Hiille der Teilungspunkte.

Um den Hexaederstumpf zu erhalten, starten wir mit dem Hexaeder. Wir konstruieren
die Ecken des Hexaederstumpfs, indem wir die Kanten des Hexaeders in drei Teile mit
den Léngen a, b, a teilen, siche Abbildung 4.3. Mit dem Satz des Pythagoras erhalten wir

b =2d? = b=aV2,

woraus wir direkt erkennen, dass das Teilungsverhéltnis 1 : /2 : 1 betrigt. Da auf den
Seitenflichen des Hexaeders somit kongruente regulére Achtecke entstehen und unter
den Ecken kongruente gleichseitige Dreiecke zum Vorschein kommen, erhalten wir den
gesuchten Korper mit der Eckensequenz (3,8, 8) als konvexe Hiille der Teilungspunkte.

a

Abbildung 4.3: Zur Konstruktion des Hexaederstumpfs: Das Teilungsverhéltnis betragt
1:1/2: 1. Eigene Darstellung nach [11, S. 2].

Um den Kuboktaeder zu erhalten, konnen wir in gleicher Weise mit dem Hexaeder oder
mit dem Oktaeder starten. Wir konstruieren dabei jeweils die Ecken des Kuboktaeders,
indem wir die Kanten des Ausgangskorpers in der Mitte teilen. Das Teilungsverhéltnis
betragt also 1 : 1, sieche Abbildung 4.4.

Abbildung 4.4: Zur Konstruktion des Kuboktaeders (links und in der Mitte) und des
TIkosidodekaeders (rechts und in der Mitte): Das Teilungsverhéaltnis betragt
jeweils 1: 1. Eigene Darstellung nach [11, S. 2-3].
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Gehen wir vom Hexaeder aus, entstehen auf dessen Seitenflichen kongruente Quadrate
und unter den Ecken kommen kongruente gleichseitige Dreiecke zum Vorschein. Gehen wir
vom Oktaeder aus, entstehen auf dessen Seitenflichen kongruente gleichseitige Dreiecke
und unter den Ecken kommen kongruente Quadrate zum Vorschein. In beiden Féllen
erhalten wir somit den gesuchten Korper mit der Eckensequenz (3,4, 3,4), der auch als
Durchschnitt von Hexaeder und Oktaeder aufgefasst werden kann.

Um den Tkosidodekaeder zu erhalten, konnen wir in gleicher Weise mit dem Ikosa-
eder oder mit dem Dodekaeder starten. Wir konstruieren dabei jeweils die Ecken des
Ikosidodekaeders, indem wir die Kanten des Ausgangskorpers in der Mitte teilen. Das
Teilungsverhaltnis betrdgt also 1 : 1, siche Abbildung 4.4. Gehen wir vom Ikosaeder aus,
entstehen auf dessen Seitenflichen kongruente gleichseitige Dreiecke und unter den Ecken
kommen kongruente reguldre Fiinfecke zum Vorschein. Gehen wir vom Dodekaeders aus,
entstehen auf dessen Seitenflichen kongruente regulidre Fiinfecke und unter den Ecken
kommen kongruente gleichseitige Dreiecke zum Vorschein. In beiden Féllen erhalten wir
somit den gesuchten Korper mit der Eckensequenz (3,5,3,5), der auch als Durchschnitt
vom Ikosaeder und Dodekaeder aufgefasst werden kann.

Um schlie8lich auch noch den Dodekaederstumpf zu erhalten, starten wir mit dem
Dodekaeder. Wir konstruieren die Ecken des Dodekaederstumpfs, indem wir die Kanten
des Dodekaeders in drei Teile mit den Lingen a, b, a teilen, siche Abbildung 4.5. Vorab
erinnern wir uns, dass fiir die Lénge der Diagonale d eines reguldren Fiinfecks mit
Seitenldnge = gilt d = ®x. Nach dem Strahlensatz gilt

a b b

2a+b d_®(2a+b)

woraus wir durch entsprechendes Umformen erhalten, dass b = ®a gelten muss und das
Teilungsverhéltnis somit 1 : @ : 1 betrégt. Da auf den Seitenflichen des Dodekaeders somit
kongruente regulidre Zehnecke entstehen und unter den Ecken kongruente gleichseitige
Dreiecke zum Vorschein kommen, erhalten wir den gesuchten Koérper mit der Eckensequenz
(3,10,10) als konvexe Hiille der Teilungspunkte.

Abbildung 4.5: Zur Konstruktion des Dodekaederstumpfs: Das Teilungsverhéltnis betragt
1:®: 1. Eigene Darstellung nach [11, S. 3].
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4.2.2 Durch Entecken und Entkanten

Nun widmen wir uns jenen Archimedischen Korpern, die durch eine Kombination von
Entecken und Entkanten der Platonischen Korper entstehen. Dazu konstruieren wir
jeweils die Eckpunkte des entsprechenden Archimedischen Kérpers auf den Seitenflachen
eines Platonischen Ausgangskorpers.

Um den Rhombenkuboktaeder zu erhalten, starten wir mit dem Hexaeder und priifen
wieder das in [11, S. 2] angegebene Verhéltnis unter Zuhilfenahme von [25, S. 56-58]
und [12, S. 463] nach.'? Wir konstruieren die Ecken des Rhombenkuboktaeders auf den
Seitenflichen des Hexaeders, indem wir die Kanten des Hexaeders in drei Teile mit den
Lingen a, b, a teilen und zwar wieder wie beim Hexaederstumpf im Verhéltnis 1:v/2: 1.
Die dadurch entstehenden Punkte verbinden wir aber diesmal durch Parallelen zu den
Hexaederkanten, siehe Abbildung 4.6.

Abbildung 4.6: Zur Konstruktion des Rhombenkuboktaeders: Das Teilungsverhéltnis
betriigt 1: /2 : 1. Eigene Darstellung nach [11, S. 2] und [12, S. 463].

Auf den Seitenflichen des Hexaeders erhalten wir somit kleinere Quadrate. Verbinden
wir nun deren Ecken, entstehen unter den urspriinglichen Hexaederecken gleichseitige
Dreiecke und unter den Kantenmitten verbleiben dadurch Quadrate. Dies folgt, weil jede
Seite der kleineren Quadrate einen Teil eines Achtecks (rot) bildet und diese Achtecke we-
gen dem urspriinglichen Teilungsverhéltnis 1 : /2 : 1 regulir sind (siehe Hexaederstumpf

2Wir wahlen hier den Hexaeder als Platonischen Ausgangskorper, da sich dadurch die schénste Kon-
struktion des Rhombenkuboktaeders ergibt. Es wére aber auch moglich, den Rhombenkuboktaeder
ausgehend vom Oktaeder zu konstruieren [11, S. 11-12]. Nahe liegt somit die Vermutung, dass man
den Rhombenkuboktaeder auch ausgehend vom Kuboktaeder durch Entecken (bis zur Kantenmitte)
erhalten kann. Dies ist jedoch nicht direkt moglich, weil durch Entecken des Kuboktaeders immer
Rechtecke entstehen und nie Quadrate [25, S. 57]. In [20, S. 20-22] findet sich ein Beweis dafiir, dass
es aber eine Abbildung gibt, die den so entstehenden Zwischenkérper in den Rhombenkuboktaeder
iberfithrt. Im Kontext dieser Arbeit ist dieser Weg jedoch unpassend, weil dabei undurchsichtig bleibt,
warum durch die dazwischengeschaltete Abbildung keine Symmetrien verloren gehen.
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bzw. Abbildung 4.3).!3 Somit haben wir bereits einen Kérper mit der Eckensequenz
(3,4,4,4) erhalten. In Abbildung 4.6 ist erkennbar, dass dieser Korper neben einem
“dquatorialen Band” bestehend aus acht Quadraten auch noch zwei weitere derartige
“meridiale Bédnder” aufweist.

Trennen wir nun die obere “Kappe” des Rhombenkuboktaeders entlang des bereits
angesprochenen Achtecks (rot) ab und drehen diese um 45°, erhalten wir wieder einen
semireguldren Polyeder mit der Eckensequenz (3,4,4,4) [12, S. 463], siehe Abbildung 4.7.
Dieser ist jedoch offensichtlich nicht kongruent zum Rhombenkuboktaeder, weil durch das
Verdrehen der oberen “Kappe” die beiden “meridialen Béander” bestehend aus acht Qua-
draten verschwinden. Wir bezeichnen diesen Korper als Pseudorhombenkuboktaeder und
stellen fest, dass es also zwei Realisierungen der aus dem lokalen Kriterium abgeleiteten
zyklische Sequenz (3,4, 4, 4) gibt, die somit beide zu den Archimedischen Kérpern gehoren.
Das globale Kriterium erfiillt der Pseudorhombenkuboktaeder jedoch nicht und ist somit
kein uniformer Polyeder [10, S. 91-92]: Wahrend dieser Korper zwar noch das “dquatoriale
Band” bestehend aus acht Quadraten aufweist, sind die beiden “meridialen Béander”
jedoch wie bereits angemerkt nicht mehr vorhanden. Demnach ist dieses “dquatoriale
Band” ausgezeichnet und muss unter den Symmetrien des Korpers invariant bleiben, was
die Transitivitit seiner Symmetriegruppe auf den Ecken ausschlief3t.

Abbildung 4.7: Zur Konstruktion des Pseudorhombenkuboktaeders. Eigene Darstellung
nach [10, S. 92].

Um den Rhombenikosidodekaeder zu erhalten, starten wir mit dem Dodekaeder
und folgen dabei [11, S. 12-13], wobei wir jedoch an ausgewiesener Stelle eine schone
Abkiirzung nehmen, und ziehen zusitzlich [25, S. 59] heran.!? Wir konstruieren die Ecken
des Rhombenikosidodekaeders auf den Seitenflichen des Dodekaeders, indem wir die
Kanten des Dodekaeders im Verhéltnis 1: 1 : 1 teilen. Die dadurch entstehenden Punkte
verbinden wir wieder durch Parallelen zu den Dodekaederkanten, siehe Abbildung 4.8.

13Die Idee zur Betrachtung dieses Achtecks entstammt der analogen Vorgehensweise von [11, S. 11], dort
jedoch ausgehend vom Oktaeder.

4Wie beim Rhombenkuboktaeder kénnte man auch den Rhombenikosidodekaeder ausgehend vom
Dualkorper des Dodekaeder, dem Ikosaeder, konstruieren [11, S. 11-12]. Anzumerken ist, dass man
auch den Rhombenikosidodekaeder nicht ausgehend vom Ikosidodekaeder durch Entecken (bis zur
Kantenmitte) erhalten kann, weil durch Entecken des Ikosidodekaeders ebenso immer Rechtecke
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4 Klassifikation der Archimedischen Kérper

Abbildung 4.8: Zur Konstruktion des Rhombenikosidodekaeders: Das Teilungsverhéltnis
betrdgt 1:1: 1. Eigene Darstellung nach [11, S. 13].

Auf den Seitenflichen des Dodekaeders entstehen somit kleinere regulire Fiinfecke.
Verbinden wir nun deren Ecken, entstehen unter den urspriinglichen Dodekaederecken
Dreiecke und unter den Kantenmitten verbleiben dadurch Vierecke. Jede Seite A”B”
der kleineren Fiinfecke bildet nun einen Teil eines Zehnecks (rot), siehe Abbildung 4.9.15
Dieses Zehneck wird von einem Fiinfeck (orange) mit der Seite A’B’ umschlossen. Beim
Dodekaederstumpf haben wir festgestellt, dass das Teilungsverhéltnis auf den Seiten
eines reguldren Finfecks fiir das Entstehen regulirer Zehnecke 1 : ¢ : 1 betragt (siehe
Abbildung 4.5).

Um nachzuweisen, dass dieses Zehneck regular ist, geniigt es also zu zeigen, dass
die Strecke A’B’, durch die Punkte A” und B” im Verhiltnis 1 : ¢ : 1 geteilt wird.
Dazu argumentieren wir wie [11, S. 13] mithilfe eines durch Verldngerung der Seiten
des Fiinfecks gefundenen Punkts P und dadurch entstehender dhnlicher Dreiecke, siche
Abbildung 4.8. Offensichtlich gilt |AB| = 3| BB’| und wegen den dhnlichen Dreiecken ABP
und ACD (ZADC und ZPAB sind als Stufenwinkel gleich grof§ und weil die Dreiecke
gleichschenkelig sind, sind bereits alle Winkel gleich gro}) erhalten wir |PB| = d = ®|AB)|.

entstehen und nie Quadrate [25, S. 59]. In [20, S. 26| findet sich jedoch eine Anleitung fiir eine
Abbildung, die den so entstehenden Zwischenkdrper in den Rhombenikosidodekaeder iiberfiihrt. Dieser
Weg ist jedoch wieder wegen seiner Undurchsichtigkeit in Bezug auf die Erhaltung der Symmetrien
im Kontext dieser Arbeit unpassend.

15Mit der Betrachtung dieses Zehnecks weichen wir nun bedeutend von [11, S. 12-13] ab und gehen hier
einen schéonen Weg in Analogie zu unserer Argumentation beim Rhombenkuboktaeder. Im Unterschied
dazu betrachten diese namlich das von B” und zwei weiteren Ecken des Rhombenikosidodekaeders
gebildete Dreieck und weisen dessen Gleichseitigkeit nach. Ein Vorteil unserer Vorgehensweise ist,
dass wir nur ein Teilungsverhéltnis einer unmittelbar durch die Konstruktion auf der Seitenflache des
Dodekaeders entstehenden Strecke tiberpriifen miissen. Weiters tritt die Frage nach der Existenz eines
“Pseudorhombenikosidodekaeders” in natiirlicher Weise auf. Der Nachteil, dass dieses Zehneck auf
den ersten Blick nicht so leicht erkennbar ist, sei jedoch fairerweise auch ausgewiesen.
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Abbildung 4.9: Zur Konstruktion des Rhombenikosidodekaeders: Das rote Zehneck mit
der Seite A”B” wird vom orangenen Fiinfeck mit der Seite A’B’ um-
schlossen. Das griine Funfeck ist eine urspriingliche Seitenfliche des
Dodekaeders, auf der die Ecken des Rhombenikosidodekaeders wie in
Abbildung 4.8 konstruiert wurden. Eigene Darstellung.

Nach dem Strahlensatz gilt
|A'B'|  |PB|+ |BB|
AB] ~ |PB

und entsprechendes Umformen liefert

/ !
|A'B'| = (1 + BB ‘) -|AB| = (1 + 55| ) - |AB|

|PB| 3| AB|

1
=(1+-—)-3/BB'| = (2+®)|BB|.
( +3@) 3|BB| = (2 + )| BB

Offensichtlich gilt |A”B”| = |A’B'| — 2|B’B”| und wegen |BB’| = |B'B”| als Seiten einer
Raute erhalten wir daraus

|A"B"| = (2 + ®)|BB'| — 2|BB'| = ®|BB/|,
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woraus wir direkt erkennen, dass das Teilungsverhéltnis der Strecke A’B’ tatséchlich
1:®: 1 betragt. Folglich ist das angesprochene Zehneck (rot) reguldr und alle Kanten des
Rhombenkuboktaeders sind gleich lang. Somit haben wir bereits den gesuchten Kérper
mit der Eckensequenz (3,4, 5,4) erhalten.

An dieser Stelle driangt sich die Frage auf, warum es nicht in Analogie zum Rhomben-
kuboktaeder auch einen “Pseudorhombenikosidodekaeder” gibt, der durch Abtrennen
der oberen “Kappe” entlang des in der Konstruktion verwendeten Zehnecks und an-
schlieBender Verdrehung um 36° entsteht. Der Grund dafir ist, dass sich dadurch die
Eckensequenz bei den zu diesem Zehneck gehorenden Ecken zu (3,4, 4,5) dndern wiirde
und es sich somit schon nicht mehr um einen semireguldren Polyeder nach dem lokalen
Kriterium handeln kann.

Um den Kuboktaederstumpf zu erhalten, starten wir mit dem Hexaeder und priifen
wieder das in [11, S. 2] angegebene Verhéltnis unter Zuhilfenahme von [25, S. 58-59]
nach.'® Wir konstruieren die Ecken des Kuboktaederstumpfs auf den Seitenflichen des
Hexaeders, indem wir die Kanten des Hexaeders in fiinf Teile mit den Léangen a,b, ¢, b, a
teilen, sieche Abbildung 4.10.

Abbildung 4.10: Zur Konstruktion des Kuboktaederstumpfs: Das Teilungsverhéltnis be-
trigt 1:1:+/2:1: 1. Eigene Darstellung nach [11, S. 2].

Damit auf den Seitenflichen des Hexaeders kongruente regulére Achtecke entstehen,
erhalten wir mit dem Satz des Pythagoras

2 =2% = c=bV2.

1Entgegen der aus der Bezeichnung entspringenden Annahme ist es nicht méglich, den Kuboktaeder-
stumpf durch Entecken des Kuboktaeders zu erhalten, weil - wie wir bereits beim Rhombenkuboktaeder
bemerkt haben - durch Entecken des Kuboktaeders immer Rechtecke entstehen und nie Quadrate
[25, S. 59]. Kepler begriindet die Bezeichnung als Kuboktaederstumpf damit, dass diese Korper
grofie Ahnlichkeit aufweisen und durch Verzerren ineinander iibergefiihrt werden kénnen [14, Buch 11,
Proposition XXVIII]. Es ware jedoch auch moglich, den Kuboktaederstumpf ausgehend vom Oktaeder
zu konstruieren, siehe hierzu [11, S. 12].
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Damit unter den Kanten des Hexaeders kongruente Quadrate zum Vorschein kommen,
erhalten wir wieder mit dem Satz des Pythagoras

=2 < c=aV2.

Daraus erkennen wir, dass das Teilungsverhéltnis 1:1: /2 : 1 : 1 betrigt. Unter den
Ecken kommen somit kongruente regulére Sechsecke zum Vorschein und wir erhalten den
gesuchten Korper mit der Eckensequenz (4,6, 8).

Um den Ikosidodekaederstumpf zu erhalten, starten wir mit dem Dodekaeder und
folgen dabei eng [11, S. 13-14] und ziehen zusétzlich [25, S. 59] heran.!” Wir konstruieren
die Ecken des Ikosidodekaederstumpfs auf den Seitenflichen des Dodekaeders, indem
wir die Kanten des Dodekaeders in finf Teile mit den Langen a,b,c,b, a teilen, siche
Abbildung 4.11.

Abbildung 4.11: Zur Konstruktion des Ikosidodekaederstumpfs: Das Teilungsverhéltnis
betrdgt 1:1:1:1: 1. Eigene Darstellung nach [11, S. 13].

Dazu argumentieren wir in Analogie zu unserer Konstruktion des Rhombenikosidode-
kaeders mithilfe eines durch Verldngerung der Seiten des Fiinfecks gefundenen Punkts P
und dadurch entstehender dhnlicher Dreiecke, sieche Abbildung 4.11. Offensichtlich gelten
|AB| = 2a + 2b+ c und |BS| = a + b+ c und wegen den &hnlichen Dreiecken erhalten
wir wieder |PB| = d = ®|AB|. Nach dem Strahlensatz gilt

|A'B'|: |AB| = (|PB| + |BB'|) : |PB|

"TIn Analogie zum Kuboktaederstumpf ist es auch nicht méglich, den Ikosidodekaederstumpf durch
Entecken des Ikosidodekaeders zu erhalten, weil - wie wir bereits beim Rhombenikosidodekaeder
bemerkt haben - durch Entecken des Tkosidodekaeders immer Rechtecke entstehen und nie Quadrate
[25, S. 59]. Kepler begriindet die Bezeichnung als Ikosidodekaederstumpf wieder damit, dass diese
Kérper groBe Ahnlichkeit aufweisen und durch Verzerren ineinander iibergefiihrt werden kénnen [14,
Buch II, Proposition XXVIII]. Es wéare jedoch auch moglich, den Ikosidodekaederstumpf ausgehend
vom Ikosaeder zu konstruieren, siehe hierzu [11, S. 12].

73



4 Klassifikation der Archimedischen Kérper

und entsprechendes Umformen liefert

®|AB| +a
O|AB|

=aP—-a+2a+2b+c=aP+a+2b+c.

s = ( )-14B| = § + 4B

Offensichtlich gilt |A”"B"| = |A’B’| — 2|B’B”| und wegen |B’'B"| = b+ ¢ als Seiten eines
gleichschenkeligen Dreiecks erhalten wir daraus

|A"B" | =a® +a+2b+c—2(b+c)=aP+a—c.
Weiters gilt nach dem Strahlensatz

QS| :|BS|=d:|AB| < |QS|=®(a+b+c¢) und
|1B"Q|: QS| =a:|BS| < |B"Q|=a®.

Offensichtlich gilt |B”R| = |QS| — 2|B"Q)|. Setzen wir hier die beiden vorhergehenden
Gleichungen ein, erhalten wir daraus

|B"R| = ®(a+b+c) —2a® =®(b+c—a).

Die Punkte B” und R bilden mit vier weiteren Eckpunkten des Ikosidodekaederstumpfs
ein Sechseck. Dieses Sechseck ist nur genau dann regulir, wenn die Strecke SQ durch
die Punkte B” und R im Verhéltnis 1 : 1 : 1 geteilt wird (siehe Ikosaederstumpf
bzw. Abbildung 4.2). Dies ist genau dann der Fall, wenn |B"R| = |B"Q)| gilt, was
gleichbedeutend ist mit b + ¢ = 2a. Zusatzlich ist das Zehneck mit den Punkten A”, B”
und R nur genau dann regulér, wenn |[A”B”| = |B”R| gilt, was gleichbedeutend ist mit
a = c¢. Somit muss a = ¢ = b gelten und das Teilungsverhéltnis der Dodekaederkante
betragt also 1:1:1:1:1. Da auf den Seitenflichen des Dodekaeders somit kongruente
regulare Zehnecke entstehen und unter den Ecken kongruente reguldre Sechsecke zum
Vorschein kommen, verbleiben dadurch unter den Kantenmitten kongruente Quadrate
und wir erhalten den gesuchten Koérper mit der Eckensequenz (4, 6, 10).

4.2.3 Cubus Simus und Dodecaedron Simum

Wie bereits in den einleitenden Worten dieses Kapitels angesprochen, ist es nicht mdglich,
die beiden “schiefen” Archimedischen Kérpern Cubus Simus und Dodecaedron Simum
durch klassische Konstruktionen mit Zirkel und Lineal zu erhalten [11].'® Wir werden
diese beiden Kérper nun durch das algebraische Losen einer Gleichung dritten Grades
bekommen und folgen in unserem Vorgehen dabei eng [11].

Um den Cubus Simus zu erhalten, starten wir mit dem Hexaeder und platzieren
kleinere Quadrate auf dessen Seitenflichen, die wir (auf allen Seitenflichen gleich) leicht
entweder nach links oder nach rechts rotieren. Je nachdem fiir welche Richtung wir

8Tn [11] finden sich Anleitungen, wie man diese beiden Archimedischen Kérper durch Papierfalten
konstruieren kann.
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uns hier entscheiden, bekommen wir zwei “verschiedene” Versionen des Cubus Simus,
die wir unter unserem Kongruenzbegriff jedoch jeweils als “gleich” betrachten werden
(Spiegelbilder). Einen Polyeder, den wir nicht durch Drehung (oder Verschiebung) mit
seinem Spiegelbild zur Deckung bringen kénnen und der somit nicht spiegelsymmetrisch
ist, bezeichnen wir als chiral. Wie in Abbildung 4.12 erkennbar, haben wir uns fiir die
leichte Rotation der kleineren Quadrate nach links entschieden. Wir verbinden nun die
Ecken der kleineren rotierten Quadrate so, dass jeder Eckpunkt zu einem Quadrat und
vier Dreiecken gehort.

Abbildung 4.12: Zur Konstruktion des Cubus Simus. Eigene Darstellung nach [11, S. 4].

Wir normieren die Kantenldnge des Hexaeders 0.B.d.A. auf 1 Einheit und bezeichnen
mit x,y die Abstdnde des Eckpunkts A; von den Kanten des Hexaeders, wobei 0.B.d.A.
x > y gelten soll. Diese Absténde z, y miissen dann fiir alle Ecken des Cubus Simus gleich
sein. Wir fokussieren uns auf das orange markierte Dreieck A1 A5B1, denn wenn dieses
gleichseitig ist, miissen bereits alle Kanten des Cubus Simus gleich lang sein. Mit dem
Satz des Pythagoras stellen wir folgende drei Gleichungen auf:

A1 Ao* = (z —y)* + (1 —z — y)*,
|A1B1)? = (z —y)* + 2 + 92 und
‘A231|2 =(1- 2x)2 + y2 + yz.

Da das Dreieck A1 As B gleichseitig sein muss, erhalten wir die beiden Gleichungen

’A1A2|2 = |A131’2 und ’A1A2’2 = ’AgBl‘Q.
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Aus der ersten Gleichung erhalten wir (z — )2 + 22 +9? = (z —y)? + 1+ 22 +¢% —
2z — 2y + 2xy, was durch entsprechendes Umformen

1—-22x—-2y+22y=0 (4.2.1)

ergibt. Aus der zweiten Gleichung erhalten z? — 2zy +v? + 14 22 +y? — 22 — 2y + 22y =
1 — 4z + 422 + 2y%, was durch entsprechendes Umformen

y=zx—x° (4.2.2)
ergibt. Setzen wir nun (4.2.2) in (4.2.1) ein, erhalten wir die gesuchte kubische Gleichung
223 — 42’ +4x —1=0.

Bevor wir diese Gleichung mithilfe des Computer Algebra Systems (CAS) von GeoGebra
l6sen, tliberlegen wir uns, wie viele reelle Losungen sie hat. Dazu bilden wir die Ableitung
und formen durch quadratische Ergénzung entsprechend um auf

2\2 4
6 — = - > 0.
(5” 3) T3

Die Ableitung ist also strikt positiv und unsere kubische Gleichung muss somit genau
eine reelle Losung haben. Diese finden wir nun (niherungsweise)!'® mit GeoGebra CAS:

z ~ 0, 352201129
y ~ 0,228155494.

Somit haben wir die Position der kleineren rotierten Quadrate auf den Seitenflichen
des Hexaeders festgelegt und die Gleichseitigkeit der vier zu jeder Ecke des Quadrats
gehorenden Dreiecke sichergestellt. Somit haben wir bereits den gesuchten Koérper mit
der Eckensequenz (3,3, 3,3,4) erhalten.

Um den Dodecaedron Simum zu erhalten, starten wir mit dem Dodekaeder und plat-
zieren kleinere Fiinfecke auf dessen Seitenflichen, die wir wieder (auf allen Seitenflichen
gleich) leicht entweder nach links oder nach rechts rotieren. Je nachdem fiir welche
Richtung wir uns hier entscheiden, bekommen wir wieder zwei “verschiedene” Versionen
des Dodecaedron Simum, die wir unter unserem Kongruenzbegriff jedoch jeweils als
“gleich” betrachten werden (Spiegelbilder). Wie in Abbildung 4.13 erkennbar, haben wir
uns fiir die leichte Rotation der kleineren Fiinfecke nach links entschieden. Wir verbinden
nun die Ecken der kleineren rotierten Fiinfecke so, dass jede Ecke zu einem Fiinfeck und
vier Dreiecken gehort.

Fiir den exakten Wert ermittelt mithilfe der Cardanischen Formel verweisen wir auf [11, S. 5].
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4.2 Existenznachweise durch Konstruktionen

Abbildung 4.13: Zur Konstruktion des Dodecaedron Simum. Eigene Darstellung nach
[11, S. §].

Wir normieren die Kantenldnge des Dodekaeders 0.B.d.A. auf 1 Einheit. Da die
Vektoren ﬁ, @ und (ﬁ dadurch alle die Ldnge 1 haben und weiters alle Winkel bei O
die gleiche Grofle ZPOQ = ZPOR = ZQOR = 108° haben, erhalten wir mithilfe der
vektoriellen Winkelformel fiir die Skalarprodukte

(OD,00) = (0P, 01 = (00, OF) = cos 108° = —ﬁ, (4.2.3)
wobei wir im letzten Schritt den Kosinussatz im Dreieck bestehend aus zwei Seiten
des Fiinfecks mit der Lénge 1 und dessen Diagonale mit der Lénge ¢ angewendet und
®2 = 2 — 205 108° dann nach dem Einsetzen von ® = % entsprechend umgeformt
haben.

Wir verbinden den Eckpunkt A; des Dodecaedron Simum durch Strecken mit den
Léngen z,y derart mit den Kanten OP und OR des Dodekaeders, sodass sich ein
Parallelogramm mit dem Punkt O ergibt, wobei 0.B.d.A. x > y gelten soll. Diese
Absténde x,y miissen dann fiir alle Ecken des Dodecaedron Simum gleich sein. Da die
Diagonale PS der Seitenfliche des Dodekaeders die Lénge ® hat und parallel zu @ ist

erhalten wir
08 = 0P + @ OL
RS =08 - 0R=0P+(®—1)-OF,

wobei wir bei zweiterem bereits ersteres eingesetzt haben.

und weiters
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4 Klassifikation der Archimedischen Kérper

Wir fokussieren uns wieder auf das orange markierte Dreieck A;AsB71, denn wenn
dieses gleichseitig ist, miissen bereits alle Kanten des Dodecaedron Simum gleich lang sein.
Mit den bereits aufgestellten Gleichungen erhalten wir folgende Koordinaten ausgehend
von O fir diese Ecken des Dodecaedron Simum:

O—fli:x-O?%—y'O-}%,
O—A;:@—x-ﬁ+y-ﬁ:y-ﬁ+(l—x—y—i—y(I))-O? und
OB =z-OR+y-0Q.

Wir berechnen nun die Seitenldngen des betrachteten Dreiecks A1 A3 By unter Verwen-
dung dieser Koordinaten und erhalten nach dem Einsetzen des Werts fiir die Skalarpro-
dukte aus (4.2.3)

A A3|2 = [[(y — z) - OP + (1 — z — 2y + y®) - OF||2

=3-0) 2’ +3-0)y’ +(4—30)ay— 3—D)z — (3—B)y+1,
|4 Bi|2 = |~z -OP + (z — y) - Ok + y - O 2

= (14 ®)(z* + % — 2y) und
|BiAs|2 = ||y OP + (1 -2z —y +y®) - Ok — y - 002

=422 + 32 +4(1 — D)ay — 4z + 2(® — D)y + 1,

wobei wir jeweils zuerst die Norm als Skalarprodukt umgeschrieben haben, um an-

schlieflend die Eigenschaften des Skalarprodukts anzuwenden, und schliefflich nach dem

Einsetzen von & = 1‘*'2—‘/5 geschickt umgeformt haben.

Da das Dreieck A1 As By gleichseitig sein muss, erhalten wir die beiden Gleichungen
‘A1A2|2 == |A2B1|2 und |AlBl|2 = |A231|2,
woraus wir durch entsprechendes Umformen

y? = -2 4+ dx — Dy + xy und (4.2.4)
(®—-2)y*=3-0)z” —dx+ 1+ (5—3P)xy +2(® — 1)y

bekommen. Setzen wir nun (4.2.4) in (4.2.5) ein, erhalten wir

(4—2®)2% + (& —5)x +1

(4> —Tzx+1-® (4.2.6)

’y:

Setzen wir (4.2.6) wieder zuriick in (4.2.5) ein und formen entsprechend um, bekommen
wir folgende faktorisierte Form einer Gleichung vierten Grades:

((25® — 41)2® + (30 — 17®)2? — 52 + @) -z = 0.
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4.2 Existenznachweise durch Konstruktionen

Da sich fiir z = 0 jedoch y = —® ergibt, wodurch der Punkt A; nicht auf der Seitenfléche
des Dodekaeders liegen wiirde, muss x« # 0 gelten und wir erhalten die gesuchte kubische
Gleichung

(25® — 41)x3 + (30 — 17®)z? — 5z + & = 0.

Bevor wir diese Gleichung mithilfe von GeoGebra CAS losen, iiberlegen wir uns,
wie viele reelle Losungen sie hat. Dazu bilden wir die Ableitung und formen durch
quadratische Ergénzung entsprechend um auf

17 — 30 \ 2 1/30—179\2
d— 12 ) 5o (= .
u<x 75@-123) g 9(41@—25) <0
<0
<0

Die Ableitung ist also strikt negativ und unsere kubische Gleichung muss somit genau
eine reelle Losung haben. Diese finden wir nun (niherungsweise)?’ mit GeoGebra CAS:

z ~ 0,3944605378
y ~ 0,2604339436.

Somit haben wir die Position der kleineren rotierten Fiinfecke auf den Seitenflachen
des Dodekaeders festgelegt und die Gleichseitigkeit der vier zu jeder Ecke des Fiinfecks
gehorenden Dreiecke sichergestellt. Somit haben wir bereits den gesuchten Koérper mit
der Eckensequenz (3,3, 3, 3,5) erhalten.

Anschlieflend an die Konstruktionen von Cubus Simus und Dodecaedron Simum dréngt
sich die Frage nach einem “Tetraedron Simum” auf. Starten wir mit dem Tetraeder und
platzieren kleinere Dreiecke auf dessen Seitenflichen, die wir wieder (auf allen Seitenflichen
gleich) leicht entweder nach links oder nach rechts rotieren, werden wir diesmal durch
entsprechendes Verbinden der Ecken jeweils denselben bereits bekannten Korper erhalten:
den Tkosaeder, siche Abbildung 4.14. Da bei der “Simus-Konstruktion” jede Ecke des
entstehenden Korpers zu einer kleineren rotierten Fliache auf dem Ausgangskorper und
vier weiteren Dreiecken gehort, muss dabei ausgehend vom Tetraeder ein Kérper mit der
Eckensequenz (3,3, 3,3, 3) entstehen. Wenn wir nun also bei der “Simus-Konstruktion”
ausgehend vom Tetraeder eine Losung finden, muss es sich dabei bereits um den Tkosaeder
handeln.

Wir fithren nun also die “Simus-Konstruktion” ausgehend vom Tetraeder durch. Dazu
normieren wir die Kantenlénge des Tetraeders 0.B.d.A. auf 1 Einheit. Da die Vektoren
O.]->’ , Oﬁ und O.é dadurch alle die Lange 1 haben und weiters alle Winkel bei O die gleiche
Grofle ZPOQ = ZPOR = ZQOR = 60° haben, erhalten wir mithilfe der vektoriellen
Winkelformel fiir die Skalarprodukte

(OP,00) = (OB,08) = (00, 0B) = cos60° = ~. (4.2.7)

T2

20Fiir den exakten Wert ermittelt mithilfe der Cardanischen Formel verweisen wir wieder auf [11, S. 9].
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4 Klassifikation der Archimedischen Kérper

Wir verbinden den Eckpunkt A; des “Tetraedron Simum” durch Strecken mit den
Léngen z,y derart mit den Kanten OP und OR des Tetraeders, sodass sich ein Parallelo-
gramm mit dem Punkt O ergibt, wobei 0.B.d.A. z > y gelten soll. Diese Abstédnde x,y
miissen dann fir alle Ecken des “Tetraedron Simum” gleich sein. Weiters gilt

RP = 0P — OFR. (4.2.8)

Wir fokussieren uns wieder auf das orange markierte Dreieck A; AsBj, denn wenn
dieses gleichseitig ist, miissen bereits alle Kanten des “Tetraedron Simum” gleich lang sein.
Unter Verwendung von Gleichung (4.2.8) erhalten wir folgende Koordinaten ausgehend
von O fiir diese Ecken des “Tetraedron Simum?”:

O—Al>=m~0?+y-0-}>2,
O—A;:O—}%—x-O—fE%—y-ﬁ:y'O—}%—i—(l—w—y)-O? und

O—Bi:a:-OHR—i—y'(%.

Wir berechnen nun die Seitenldngen des betrachteten Dreiecks A1 A3 By unter Verwen-
dung dieser Koordinaten und erhalten nach dem Einsetzen des Werts fiir die Skalarpro-
dukte aus (4.2.7)

—
|41 4302 = |[(y — @) - OP + (1 — = — 29) - O
=322 +3y? + 32y — 3z — 3y + 1,
ey
|ALB|? = |~z OP + (¢ ~ y) - OF +y - OG)*
=22+ -y und
e
|B1As| = ly- OP + (1 - 20 —y) - O — y - OG)*
=d2? + 2% + oy — 4z — 2y + 1,
wobei wir jeweils zuerst die Norm als Skalarprodukt umgeschrieben haben, um anschlie-

Bend die Eigenschaften des Skalarprodukts anzuwenden.
Da das Dreieck A1As By gleichseitig sein muss, erhalten wir die beiden Gleichungen

‘A1A2’2 = ’A231‘2 und ‘AlBﬂQ = ’A2B1‘2,
woraus wir durch entsprechendes Umformen
V=x—c+y+ay und (4.2.9)
3z +y? —dx — 2y +5zy +1=0 (4.2.10)

bekommen. Setzen wir nun (4.2.9) in (4.2.10) ein, erhalten wir

4z —bz+1  (z—1)-(dz—1)

(4.2.11)
1-—6x 1—6x

Y
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4.2 Existenznachweise durch Konstruktionen

Setzen wir (4.2.11) wieder zurtick in (4.2.10) ein und formen entsprechend um, bekommen
wir folgende Gleichung:
4o 4 2z — 1
(6 —1)2
Da sich fiir x = 0 jedoch y = 1 und fiir x = 1 umgekehrt y = 0 ergibt, wodurch der
Punkt A nicht in der Seitenfliche des Tetraeders liegen wiirde, muss z # 0 und = # 1
gelten. Da wir auch den Nenner weglassen diirfen erhalten wir somit die Gleichung

(x—1)-z=0.

422 + 22— 1=0.

Mithilfe von GeoGebra CAS finden wir zwei Losungen dieser Gleichung, wovon eine
wegen ihrer Negativitdt ausgeschlossen werden kann. Somit gilt

V-1 &1
4 2
3-v6 2-0
42

~ 0,3090169944

~ 0,1909830056.

Wir haben also bei der “Simus-Konstruktion” ausgehend vom Tetraeder eine ein-
deutige Losung gefunden, bei der es sich wegen der Eckensequenz (3,3,3,3,3) nur um
den Tkosaeder handeln kann. Obwohl wir bei der Konstruktion mit dem Festlegen einer
Orientierung auf den Seitenflichen des Tetraeders gestartet sind, ist hierbei spannender-
weise wider Erwarten kein chiraler Polyeder entstanden. Wir stellen also fest, dass durch
eine Konstruktion, die die Orientierung verwendet, nicht schon automatisch ein chiraler
Polyeder entstehen muss.
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4 Klassifikation der Archimedischen Kérper

R

Abbildung 4.14: Zur Frage nach einem “Tetraedron Simum?”. Eigene Darstellung.
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5 Symmetriegruppen der Platonischen
Korper

Wir werden nun die Struktur der Symmetriegruppen der in Kapitel 3.2 durch Kon-
struktion gefundenen Platonischen Koérper mithilfe der uns zur Verfiigung stehenden
Mittel der Gruppentheorie untersuchen. Am Ende von Kapitel 2.4 haben wir festgestellt,
dass jede endliche Gruppe als Untergruppe einer symmetrischen Gruppe 5,, aufgefasst
werden kann (Satz von Cayley 2.4.9). Wéhrend es im Allgemeinen zu mithsam wére,
isomorphe Untergruppen in den iiblicherweise riesigen symmetrischen Gruppen auf-
zusuchen, werden bei unserer Untersuchung ausschliefSlich Isomorphismen zu vollen
symmetrischen bzw. alternierenden Gruppen auftreten. Dadurch erhalten wir einerseits
eine konkrete Beschreibung der Symmetriegruppen der Platonischen Koérper durch die
héufig als Vergleichsobjekte herangezogenen symmetrischen Gruppen und andererseits
auch eine anschauliche geometrische Interpretation der auftretenden symmetrischen und
alternierenden Gruppen.

Wie bereits am Ende von Kapitel 2.5 angekiindigt, fixieren wir den Schwerpunkt der
im Folgenden untersuchten Polyeder jeweils im Ursprung, damit alle Symmetrien als
Multiplikationen mit einer orthogonalen Matrix A darstellbar sind. Wir unterscheiden
dabei zwischen der (vollen) Symmetriegruppe eines Polyeders Py

Sym(Po) = {A € O, ‘ A(Po) = Po} <O,
und dessen Drehgruppe der orientierungserhaltenden Symmetrien
Sym_ (Py) = {A € Sym(F) | det(A) = +1} < SO,,.

Zwei zueinander duale Korper haben offensichtlich sowohl dieselbe Drehgruppe als
auch dieselbe Symmetriegruppe.! Deshalb werden wir vorab die Symmetrien des zu
sich selbst dualen Tetraeders untersuchen und anschliefend anhand der Symmetrien des
Wiirfels auf jene des Oktaeders schlieBen und schliellich anhand der Symmetrien des
Dodekaeders auf jene des Ikosaeders. Wir folgen dabei im Wesentlichen [8, S. 85-98],
schmiicken diese sehr knappen Darstellungen jedoch umfassend aus und teilen die dort
sehr kompakt formulierten Theoreme jeweils auf zwei Teile und ggf. weitere vorangestellte
Lemmata auf. Ergénzend dazu ziehen wir auch [12, S. 469-475], [22, S. 133-138] und [1,
S. 32-41] zu Rate.

"Wie wir in Kapitel 3.2 gesehen haben, entsteht ein Dualkorper als konvexe Hiille der Flachenmittelpunkte
des Ausgangskorpers, d. h. beim Bilden des Dualkérpers werden die Rollen von Flachen und Ecken
vertauscht. Da eine Symmetrie des Ausgangskorpers seine Flachenmittelpunkte permutiert, handelt es
sich dabei auch um eine Symmetrie der konvexen Hiille der Flachenmittelpunkte des Ausgangskorpers,
d. h. des Dualkérpers. Umgekehrt kénnen wir dieses Argument ebenso auf den Dualkérper anwenden,
da der Dualkérper des Dualkérpers (bis auf einen Streckungsfaktor) wieder der Ausgangskorper ist.
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5 Symmetriegruppen der Platonischen Kérper

Zur Veranschaulichung der (Dreh-)Symmetrien empfehlen wir wie [22, S. 138] transpa-
rente Platonische Korper mit Lochern fir Stdbe an den Eckpunkten, Kantenmittelpunkten
und Flachenmittelpunkten. Fiir die in Abbildung 5.1 dargestellten Modelle wurden trans-
parente Kunststoffplatten aus Polystyrol mit einer Dicke von 2mm verarbeitet. Um
das Erkennen der Zusammenhange zwischen diesen Koérpern zu unterstiitzen, wurde die
Kantenldnge des Tetraeders gleich lang wie die Diagonale der Seitenfliche des Wiirfels
gewdhlt und die Kantenlédnge des Wiirfels gleich lang wie die Diagonale der Seitenfliche
des Dodekaeders. Zudem sind Markierungen mit abwischbaren Markern auf den Modellen
moglich.

Abbildung 5.1: Modelle zur Veranschaulichung der (Dreh-)Symmetrien der Platonischen
Korper. Eigene Darstellung nach [22; S. 138].

5.1 Symmetrien des Tetraeders

Wir betrachten im Folgenden einen Tetraeder mit in beliebiger Reihenfolge durchnumme-
rierten Ecken v;,7 = 1,...,4, sieche Abbildung 5.2. Ein Tetraeder hat insgesamt sieben
Drehachsen, die sich in zwei Typen unterteilen lassen:

e Die vier Drehachsen, die jeweils durch einen Eckpunkt und den gegeniiberliegenden
Flachenmittelpunkt verlaufen, bezeichnen wir als Drehachsen vom Typ a. Wir
bezeichnen die Drehungen an diesen Achsen um die Winkel %’r und 2 - %’T mit a;jg,
wobei die Indizes ijk die Nummern der Ecken jener Fliche in zyklischer Reihenfolge?
beginnend mit der kleinsten Zahl® angeben, durch deren Flachenmittelpunkt die
jeweilige Drehachse verlduft. Da der Tetraeder bei den Drehungen an diesen Achsen
um den Winkel 3 - %" wieder in seine Ausgangsposition tibergeht, gilt ord(a;;;) = 3.

2Mit der Angabe der Nummern der Ecken in zyklischer Reihenfolge meinen wir, dass die Indizes ijk
auch festlegen, in welche Richtung gedreht wird: Die Drehung a;;, bildet die Ecke v; auf die Ecke v;
ab, wahrend v; auf vy und vy auf v; abgebildet wird.

3Damit stellen wir sicher, dass jede Drehung einen eindeutigen Reprisentanten in unserer Notation hat.
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5.1 Symmetrien des Tetraeders

¢ Die drei Drehachsen, die jeweils durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten
verlaufen, bezeichnen wir als Drehachsen vom Typ b. Wir bezeichnen die Drehungen
an diesen Achsen um den Winkel 7 mit b;j3;, wobei die Indizes ij und kl jeweils
die Nummern der an den Kanten anliegenden Ecken in aufsteigender Reihenfolge
angeben, durch deren Mittelpunkte die jeweilige Drehachse verlauft. Wegen bfj‘ W =€

Alle sieben Drehachsen verlaufen durch den Schwerpunkt des Tetraeders. Weiters hat
ein Tetraeder sechs Spiegelebenen, die jeweils durch eine Kante und den gegeniiberlie-
genden Kantenmittelpunkt verlaufen, siche Abbildung 5.2. Auch diese Spiegelebenen
verlaufen durch den Schwerpunkt des Tetraeders. Wir bezeichnen die Spiegelungen an
diesen Ebenen mit s;;, wobei die Indizes in aufsteigender Reihenfolge die Nummern
der Ecken an jener Kante angeben, durch deren Mittelpunkt die Spiegelebene verlauft.
Im Gegensatz zu allen anderen Platonischen Kérpern ist die Punktspiegelung am Ur-
sprung keine Symmetrie des Tetraeders, weil dieser keine parallel gegeniiberliegenden
Seitenflédchen hat [8, S. 91].

Abbildung 5.2: Symmetrien des Tetraeders: An Achsen vom Typ a (hier: aj23) drehen wir

um Vielfache von %“ und an Achsen vom Typ b (hier: 613|24) um Vielfache

von 7 (links). Die eingezeichnete Spiegelebene wird mit sj2 bezeichnet
(rechts). Eigene Darstellung nach [1, S. 34] und [8, S. 90].

Die beiden Gruppen

Sym(T) :={Ae€ O3 | A(T) =T} und
Sym, (T') :==Sym(T") N SO

bezeichnen wir als Tetraedergruppen [8, S. 89]. Sym  (T') bezeichnen wir auch als die
Drehgruppe des Tetraeders und bei Sym(7") sprechen wir von seiner (vollen) Symmetrie-

gruppe.
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5 Symmetriegruppen der Platonischen Kérper

Unsere Konstruktionen der Platonischen Korper in Kapitel 3.2 haben wir ausgehend
von ihrer Definition anhand des lokalen Kriteriums gemacht. Wir haben dort bereits
angekiindigt, dass die so gefundenen Korper auch eine stirkere Definition anhand des
globalen Kriteriums der Transitivitdt ihrer Symmetriegruppen auf der Menge der Ecken,
der Kanten und der Flédchen erfiillen werden. Fiir den Tetraeder folgt dies unmittelbar
aus der obenstehenden geometrischen Beschreibung seiner Symmetrien. Betrachten wir
beispielsweise die Drehungen vom Typ a, kénnen wir dadurch eine ausgewédhlte Ecke
auf jede andere Ecke transportieren. Analog kénnen wir durch diese Drehungen eine
ausgewdhlte Kante auf jede andere Kante abbilden und eine ausgewéhlte Flache auf
jede andere Flidche. Wir machen also die Beobachtung, dass sogar schon unter Sym (T°)
sowohl alle Ecken, Kanten als auch Flachen jeweils nur eine Bahn bilden und bemerken
somit:

Bemerkung. [10, S. 91] Die Tetraedergruppen wirken transitiv auf der Menge der Ecken,
der Kanten und der Flachen des Tetraeders, d.h. sowohl alle Ecken, Kanten als auch
Fléachen bilden jeweils nur eine Bahn unter seinen Symmetrien.

Fiir eine geeignete Beschreibung der Tetraedergruppen wollen wir vorab herausfin-
den, wie viele Elemente diese umfassen [8, S. 89-90]. Die Anzahl der Elemente in der
Drehgruppe des Tetraeders, d.h. die Ordnung von Sym (T'), erhalten wir durch eine
einfache geometrische Uberlegung: Wie viele Moglichkeiten gibt es, einen Tetraeder auf
ein aufgezeichnetes Dreieck zu stellen? Da ein Tetraeder aus vier Dreiecken besteht und
wir jedes auf drei Arten auf das aufgezeichnete Dreieck stellen konnen, erhalten wir

ord(Sym (7)) =4-3 =12.

Fiir einen formalen Nachweis steht uns das Bahn-Lemma 2.3.3 zur Verfiigung. Da die
Drehgruppe Sym , (1) =: G4 transitiv auf der Menge V(T') der Ecken des Tetraeders
operiert, gilt fiir eine Ecke v € V(T

ord(G4) = (ord G4 (v)) - (ord Stag, (v)) = 4-3 = 12,

wobei die Bahn G (v) die vier Ecken des Tetraeders umfasst und die Stabilisatorgruppe
Stag, (v) einer Ecke v aus jenen drei Drehungen vom Typ a besteht, die v fixieren.

Fiir die (volle) Symmetriegruppe des Tetraeders Sym(7T') :=G erhalten wir durch eine
analoge Uberlegung

ord(G) = (ord G(v)) - (ord Stag(v)) =4 -6 = 24,

wobei die Stabilisatorgruppe Stag, (v) neben den drei Drehungen vom Typ a, die v
fixieren, auch noch die drei Spiegelungen an den Ebenen, die jeweils durch eine an v
angrenzende Kante verlaufen und v somit fixieren, enthalt.

Nun suchen wir nach einer Permutationsdarstellung der Tetraedergruppen [8, S. 90]. Da
sich die Symmetriegruppe eines Polyeders nach Lemma 2.6.5 als Menge aller Isometrien,
die seine Eckpunkte auf seine Eckpunkte abbilden, beschreiben lasst und der Tetraeder
vier Ecken hat, erhalten wir fiir die Tetraedergruppen jedenfalls Isomorphismen zu
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5.1 Symmetrien des Tetraeders

Untergruppen von Sy. Da beim Tetraeder alle Paare von Ecken durch eine gemeinsame
Kante verbunden und somit gleichberechtigt sind, ist es vielversprechend, direkt bei
der Betrachtung seiner Ecken zu bleiben [8, S. 91]. Es ist also das Naheliegendste, jede
Symmetrie g : R? — R? des Tetraeders erstmal als eine Bijektion auf der vierelementigen
Menge seiner Eckpunkte V aufzufassen. Wir betrachten somit folgende Abbildung

¢ : Sym(T") — Bij(V)

g glv, (5.1.1)
wobei g|ly : V' — V die Einschrankung von g auf V' bezeichnet. Diese Abbildung ¢ ist
ein Homomorphismus, weil die Einschrankung einer Komposition die Komposition der
Einschrankungen ist, d. h. (go f)|v = g|v o f|v.

Da wir Sym(T") aber nicht mit Bij(V') sondern mit Sy identifizieren wollen, bilden wir
nun folgende Konjugation von g|y mit der Bijektion v : {1,2,3,4} — Vi — v;, die eine
(beliebige) Nummerierung der Eckpunkte festlegt,

@ : Sym(T) — Sy
gr—Hflog\Vov.
Diese Abbildung macht genau das, was wir mochten, denn sie ordnet zunéichst jeder
Zahl i =1,...,4 durch die Abbildung v einen Eckpunkt v; zu, bildet dann v; durch die
Abbildung g|y auf einen anderen Eckpunkt g(v;) ab und die Abbildung v~! sagt uns
schlieflich, welcher Zahl dieser neue Eckpunkt entspricht, d.h. (¢(g))(7) = v~ (g(v(i)) =

v™1(g(v;)). Wenden wir die Bijektion v auf diese Gleichung an, erhalten wir folgende
Formel fiir den Bildpunkt des Eckpunkts v; unter der Symmetrie g € Sym(7T'):

9(vi) = V(p(g)))-

Da die symmetrische Gruppe Sy auch wie Sym(7") genau 24 Elemente hat, ist folgendes
Resultat bereits naheliegend:

Theorem 5.1.1. (Permutationsdarstellung der Tetraedergruppen - Teil 1). [8, S. 90] [12,
S. 472] Die Abbildung

¢ :Sym(T') — Sy

gr—H)_log\Vov.

ist ein Isomorphismus, d. h. die Gruppe (aller) Symmetrien des Tetraeders ist isomorph
zur symmetrischen Gruppe Sy. Zudem gilt fir g € Sym(T)

sign(p(g)) = det(g). (5.1.2)
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5 Symmetriegruppen der Platonischen Kérper

Beweis. Zunéchst {iberzeugen wir uns davon, dass es sich bei der Abbildung ¢ um einen
Homomorphismus handelt. Unter Verwendung der Tatsache, dass ¢ ein Homomorphismus
ist (siehe (5.1.1)), erhalten wir nun

plgof)=v'o(gof)lvov=vloglyoflyov
=vtoglyovovto flyov=p(g)op(f),

wobei wir bei der Gleichheit am Zeilenwechsel durch einen Kunstgriff v o v=! = e

dazwischenschalten. Somit ist nachgewiesen, dass auch ¢ ein Homomorphismus ist.

Nun bleibt noch die Bijektivitat von ¢ nachzuweisen. Wegen ord(Sym(7')) = 24 =
ord(S4) wiirde es dafiir eigentlich geniigen, nur entweder die Injektivitidt oder die Sur-
jektivitdt von ¢ zu iberpriifen. Wir zeigen jedoch trotzdem beides, um ein besseres
Verstdndnis von ¢ zu erlangen. Da nur F3 € Os alle Ecken des Tetraeders invariant
lasst, gilt Ker p = {FE3}. Somit ist ¢ nach dem Injektivitatskriterium aus Lemma 2.2.3
injektiv. Nach Lemma 2.4.4 wird S4 von den Transpositionen erzeugt. Um nachzuweisen,
dass ¢ surjektiv ist, geniligt es somit, jede Transposition (ij) durch ein Element aus
Sym(7T') darzustellen. Wir betrachten dazu die sechs Spiegelungen s;; an den Ebenen,
die durch eine Kante und den gegenuberliegenden Kantenmittelpunkt verlaufen. Wie in
Abbildung 5.2 erkennbar, vertauscht jede der sechs Spiegelungen s;; genau die beiden
Ecken an jener Kante, durch deren Mittelpunkt die Spiegelebene verlauft, wihrend sie
alle anderen Eckpunkte unverdndert lésst, also gilt ¢(s;;) = (ij). Somit liegen alle (3) =6
Transpositionen von Sy im Bild von ¢, wodurch die Surjektivitéit dieser Abbildung gezeigt
ist. Demnach ist ¢ ein bijektiver Homomorphismus, d. h. ein Isomorphismus.

Zudem tiberzeugen wir uns von der Giltigkeit der Gleichung (5.1.2) fiir g € Sym(7).
Da das Signum nach Lemma 2.4.5 (i) ein Homomorphismus ist und Sym(7") von den
Spiegelungen s;; erzeugt wird, geniigt es zu zeigen, dass diese Gleichung fir g = s;;
gilt.? Wegen ¢(s;;) = (ij) gilt nach Lemma 2.4.5 (ii) sign(p(s;;)) = —1. Da auch die
Determinante einer Spiegelung an einer Ebene im R? negativ ist, d. h. det(s;5) = —1 gilt,
ist die Gleichung (5.1.2) fiir alle g € Sym(7T") erfiillt. O

Um nun auch noch eine Permutationsdarstellung der Drehgruppe des Tetraeders zu
finden, schréanken wir die Definitionsmenge unserer Abbildung auf Sym_ (T) ein. Da
die alternierende Gruppe A4 auch wie Sym , (7') genau 12 Elemente hat, ist folgendes
Resultat bereits naheliegend:

Theorem 5.1.2. (Permutationsdarstellung der Tetraedergruppen - Teil 2). [8, S. 90] [12,
S. 472] 22, S. 134] [1, S. 33-34] Die Abbildung

o4 :Sym  (T) — Ay

g—=v toglyou.

ist ein Isomorphismus, d. h. die Drehgruppe des Tetraeders ist isomorph zur alternierenden
Gruppe Ay.

*“Wenn zwei Homomorphismen ¢ : G — H und v : G — H auf einem Erzeugendensystem X, iiberein-
stimmen, sind sie bereits gleich. Beweis: Fiir g € G mit g = x1-x2 -z gilt ©(9) = (122 Tn) =

(1) - p(r2) -+ - p(Tn) = (w1) - p(w2) - - - p(T0) = P21 - 22 T0) = P(g).
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Beweis. Die Abbildung ¢ ist als Einschrankung von ¢ immer noch ein Homomorphismus.
Weiters ist ¢ als Einschrinkung einer injektiven Abbildung injektiv.®> Um nachzuweisen,
dass @4 surjektiv ist, miissen wir uns einerseits davon liberzeugen, dass tatséchlich nur
Elemente von A4 im Bild von ¢ liegen und andererseits auch davon, dass wirklich ganz A4
von der Abbildung getroffen wird. Ersteres folgt sofort mithilfe der Gleichung (5.1.2), denn
fir g € Sym  (T') gilt nach Definition det(g) = +1 und wegen sign(yp4(g)) = det(g) = +1
gilt 4 (g) € As.

Um uns von Zweiterem zu liberzeugen, geniigt es, jeden Dreierzyklus durch ein Element
aus Sym, (T") darzustellen, da A4 nach Lemma 2.4.8 von den Dreierzyklen erzeugt wird.
Wir betrachten dazu die Drehungen an den Achsen vom Typ a. Wie in Abbildung 5.2
erkennbar, transportieren die Drehungen a;;r um den Winkel %” jede Ecke an jener
Flache, durch deren Fliachenmittelpunkt die Drehachse verlauft, auf die jeweils nachste
dieser Ecken in Drehrichtung bzw. a?jk um den Winkel 2 - %” auf die jeweils iibernéchste,
wéahrend der Eckpunkt, durch den die Drehachse verlduft, unverdndert bleibt. Es gilt
also ¢(a;ji) = (ijk). Also liegen alle 2 - (g) = 8 Dreierzyklen von A4 im Bild von ¢,
wodurch die Surjektivitdt dieser Abbildung gezeigt ist. Somit ist auch ¢4 ein bijektiver
Homomorphismus, d. h. ein Isomorphismus. O

Um nun auch noch eine vollstédndige explizite Beschreibung der 24 Symmetrien des
Tetraeders zu erhalten, iiberlegen wir uns, wie wir die verschiedenen Symmetrien des
Tetraeders als Hintereinanderausfithrung von Spiegelungen darstellen kénnen. Dabei
bezeichnen wir mit ¢;;; die durch Drehspiegelungen entstehenden Vertauschungen aller
vier Ecken. Dabei bezeichnen die Indizes ijkl die Ecken des Tetraeders in zyklischer Rei-
henfolge beginnend mit der kleinsten Zahl. Man iiberzeuge sich mithilfe der Definitionen
am Beginn dieses Unterkapitels davon, dass gilt

Aijk = Sij © Sjk,
bijikt = Sij © Skis
Cijkl = Sij © Sjk © Ski-

Da wir wissen, dass ¢ die Spiegelungen auf die Transpositionen abbildet, d. h. ¢(s;5) = (ij),
erhalten wir daraus unter Verwendung der Tatsache, dass ¢ ein Homomorphismus ist,

plaijr) = ¢(sij) o p(sjk) = (ij) o (jk) = (ijk),
P(bijie) = p(sij) 0 p(s11) = (ig) o (kl),
p(cijir) = @(si5) © p(sjk) 0 p(sm) = (if) o (jk) o (k) = (ijkl).
Waéhrend wir uns bereits oben tiberlegt haben, dass wir durch die Drehungen vom Typ a die

Dreierzyklen von S4 bekommen, machen wir nun die Beobachtung, dass wir die Produkte
der Transpositionen von Sy durch die Drehungen vom Typ b erhalten und die Viererzyklen

*Wegen ord(Sym, (T')) = 12 = ord(A4) wiirde dies eigentlich schon geniigen, um auf die Bijektivitét
von ¢4 zu schliefen. Zum Zweck des Erlangens eines besseren Verstandnisses von ¢ zeigen wir jedoch
trotzdem auch noch ihre Surjektivitét.
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5 Symmetriegruppen der Platonischen Kérper

von Sy durch Drehspiegelungen. Unsere Erkenntnisse sind zusammengefasst in Tabelle 5.1
dargestellt. Zusétzlich ergdnzen wir dabei auch gleich mithilfe der Rechenregeln fiir
Zyklen aus Lemma 2.4.2 (iii) jeweils die Ordnung der Elemente von Sy und mithilfe der
Rechenregeln fiir das Signum aus Lemma 2.4.5 jeweils deren Signum.

Elemente von Sym(7T) Elemente von S, Anzahl | Ordnung | Signum

Es Id 1 1 +

Spiegelungen s;; (12), (13), (14), 6 2 -
(23), (24), (34)

Drehungen a;jx (123), (124), (132), (134), 8 3 +
(142), (143), (234), (243)

Drehungen b; ;i (12) 0 (34), (13) o (24), 3 2 +
(14) o (23)

Drehspiegelungen c¢;jx (1234), (1324), (1423), 6 4 -
(1243), (1342), (1432)

Summe 24

Tabelle 5.1: Explizite Beschreibung der 24 Symmetrien des Tetraeders [8, S. 81].

5.2 Symmetrien von Wiirfel und Oktaeder

Da Wiirfel und Oktaeder dual zueinander sind, haben sie sowohl dieselbe Drehgruppe als
auch dieselbe Symmetriegruppe. Wir betrachten im Folgenden den bereits aus Kapitel 3.2
bekannten Wiirfel W mit den 8 Ecken

p1 = (+17+17+1)7 p/l = —P1, P2 = (_17+17+1)7 p
p3 = (_17 _17+1)7 pg = —p3, P4 = (+17 _17 +1)7 p

siehe Abbildung 5.3. Der Schwerpunkt dieses Wiirfels liegt wie gewiinscht im Ursprung.
Ein Wiirfel hat insgesamt 13 Drehachsen, die jeweils durch seinen Schwerpunkt verlaufen
und sich in drei Typen unterteilen lassen:

e Die drei Drehachsen, die jeweils durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender
Seitenflachen verlaufen, bezeichnen wir als Drehachsen vom Typ a. Diese Drehachsen
entsprechen genau den drei Koordinatenachsen. Die Drehungen o an diesen Achsen

um den Winkel 7, sowie a? um 7 und o® um 2%, sind Symmetrien des Wiirfels.
Wegen o = e gilt ord(a) = 4.

2

e Die sechs Drehachsen, die jeweils durch die Mittelpunkte zweier diagonal gegen-
iiberliegender Kanten verlaufen, bezeichnen wir als Drehachsen vom Typ b. Die
Drehungen § an diesen Achsen um den Winkel 7 sind Symmetrien des Wiirfels.
Wegen (2 = e gilt ord(f) = 2.
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5.2 Symmetrien von Wiirfel und Oktaeder

e Die vier Drehachsen, die jeweils durch zwei diagonal gegeniiberliegende Ecken
verlaufen, bezeichnen wir als Drehachsen vom Typ c. Diese Achsen verlaufen durch
die vier Raumdiagonalen des Wiirfels. Die Drehungen + an diesen Achsen um %”

sowie 72 um %’r sind Symmetrien des Wiirfels. Wegen 3 = e gilt ord(y) = 3.

Weiters hat ein Wiirfel neun Spiegelebenen, die ebenfalls jeweils durch seinen Schwer-
punkt verlaufen und sich in zwei Typen unterteilen lassen, siehe Abbildung 5.3:

e Die drei Spiegelebenen, die jeweils durch vier Kantenmittelpunkte verlaufen und
die Drehachsen vom Typ a beinhalten, bezeichnen wir als Spiegelebenen vom Typ s.
Diese Spiegelebenen entsprechen genau den drei Koordinatenebenen.

¢ Die sechs Spiegelebenen, die jeweils durch zwei diagonal gegeniiberliegende Kan-
ten verlaufen und je zwei Drehachsen vom Typ c¢ beinhalten, bezeichnen wir als
Spiegelebenen vom Typ t.

Auch die Punktspiegelung —FE3 am Ursprung ist eine Symmetrie des Wiirfels [8, S. 91].

Abbildung 5.3: Symmetrien des Wiirfels. Eigene Darstellung nach [1, S. 39].

Die beiden Gruppen

Sym(W) :={A € O3 | AW) =W} und
Sym_ (W) :=Sym(W) N SO;3

bezeichnen wir als Wiirfelgruppen [8, S. 91]. Sym (W) bezeichnen wir auch als die Dreh-
gruppe des Wiirfels und bei Sym(W') sprechen wir von seiner (vollen) Symmetriegruppe.
Wir iiberlegen uns nun auch fiir den Wiirfel, dass dieser ebenfalls die stéarkere Definition
anhand des globalen Kriteriums erfiillt. Wie beim Tetraeder folgt dies fiir den Wiirfel
auch wieder unmittelbar aus der obenstehenden geometrischen Beschreibung seiner
Symmetrien. Betrachten wir beispielsweise die Drehungen vom Typ a, die den Drehungen
an den Koordinatenachsen entsprechen, konnen wir damit eine ausgewéhlte Ecke auf jede
andere Ecke transportieren. Analog kénnen wir durch diese Drehungen eine ausgewéhlte
Kante auf jede andere Kante abbilden und eine ausgewéhlte Fliche auf jede andere
Fléche. Wir machen also die Beobachtung, dass sogar schon unter Sym , (W) sowohl alle
Ecken, Kanten als auch Flachen jeweils nur eine Bahn bilden und bemerken somit:
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Bemerkung. [10, S. 91] Die Wiirfelgruppen wirken transitiv auf der Menge der Ecken, der
Kanten und der Flichen des Wiirfels, d. h. sowohl alle Ecken, Kanten als auch Fléchen
bilden jeweils nur eine Bahn unter seinen Symmetrien. Dasselbe gilt auch fiir seinen
Dualkérper, den Oktaeder.6

Fiir eine geeignete Beschreibung der Wiirfelgruppen wollen wir vorab herausfinden,
wie viele Elemente diese umfassen [8, S. 91]. Die Anzahl der Elemente in der Drehgruppe
des Wiirfels, d. h. die Ordnung von Sym , (W), erhalten wir wieder durch eine einfache
geometrische Uberlegung: Wie viele Moglichkeiten gibt es, einen Wiirfel auf ein aufge-
zeichnetes Quadrat zu stellen? Da ein Wiirfel aus sechs Quadraten besteht und wir jedes
auf vier Arten auf das aufgezeichnete Quadrat stellen kénnen, erhalten wir

ord(Sym, (W)) =6 -4 = 24.

Fiir einen formalen Nachweis steht uns wieder das Bahn-Lemma 2.3.3 zur Verfiigung. Da
die Drehgruppe Sym_ (W) =:G. transitiv auf der Menge V(W) der Ecken des Wiirfels
operiert, gilt fiir eine Ecke v € V(W)

ord(G4) = (ord G4 (v)) - (ord Stag, (v)) = 8 -3 = 24,

wobei die Bahn G (p) die acht Ecken des Wiirfels umfasst und die Stabilisatorgruppe
Stag, (v) einer Ecke v aus jenen drei Drehungen vom Typ c besteht, die v fixieren.

Fiir die (volle) Symmetriegruppe des Wiirfels Sym(W) :=G erhalten wir durch eine
analoge Uberlegung

ord(G) = (ord G(v)) - (ord Stag(v)) = 8 - 6 = 48,

wobei die Stabilisatorgruppe Stag, (v) neben den drei Drehungen vom Typ c, die v
fixieren, auch noch die drei Ebenenspiegelungen vom Typ t, die jeweils durch eine an v
angrenzende Kante verlaufen und v somit fixieren, enthélt.

Praktischerweise lassen sich alle Symmetrien des Wiirfels ganz einfach explizit durch
Matrizen beschreiben. Der Grund dafiir ist, dass unter einer Symmetrie des Wiirfels jeder
seiner Flachenmittelpunkte auf einen anderen seiner Flachenmittelpunkte abgebildet
werden muss. Bei unserem Wiirfel sind die sechs Flachenmittelpunkte ndmlich genau
durch die drei Standardeinheitsvektoren ei,es,e3 € R? und ihre drei Gegenvektoren
gegeben. Die Spalten der Matrix A € O3 werden also von e, e, e3 € R? gebildet, wobei
deren Reihenfolge durch die Bijektion = € S5 permutiert und unabhéngig voneinander mit
den Vorzeichen €1, €2, €3 € {£1} versehen werden. Konkret lassen sich die 48 Symmetrien”
des Wiirfels in folgender Darstellung schreiben

A = (€16(1); €26x(2); €36x(3))- (5.2.1)

6Aus der Transitivitit der Symmetriegruppe auf den Flachen des Wiirfels folgt sofort ihre Transitivitét
auf den Ecken des Oktaeders.

"Es gibt 23 = 8 Moglichkeiten, die Vorzeichen e, €2, €3 zu wéhlen, und die Anzahl der Permutationen
von S3 erhalten wir durch ord(S3) = 3! = 6. Insgesamt ergeben sich also 8 - 6 = 48 verschiedene
Matrizen A.
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Dabei hingt es vom Vorzeichen der Determinante von A ab, ob es sich um eine orientie-
rungserhaltende Symmetrie des Wiirfels handelt oder nicht. Es gilt

det(A) = eje9e3 - sign(w) = +1,

wobei A € Sym (W), wenn det(A) = +1.

Nun suchen wir nach einer Permutationsdarstellung der Wiirfelgruppen [8, S. 91]. Da
sich die Symmetriegruppe eines Polyeders nach Lemma 2.6.5 als Menge aller Isometrien,
die seine Eckpunkte auf seine Eckpunkte abbilden, beschreiben lasst und der Wiirfel acht
Ecken hat, erhalten wir fiir die Wiirfelgruppen jedenfalls Isomorphismen zu Untergruppen
von Sg. Im Gegensatz zum Tetraeder sind beim Wiirfel aber nicht mehr alle Paare von
Ecken durch eine gemeinsame Kante verbunden und somit nicht mehr gleichberechtigt [8,
S. 91], wodurch wir vermuten, noch eine geschicktere Beschreibung der Wiirfelgruppen
finden zu koénnen. Der Trick liegt nun darin, die vier Raumdiagonalen des Wiirfels
(enthalten in den Drehachsen vom Typ ¢) zu betrachten [8, S. 91]. Die vier Raumdiagonalen
des Wiirfels fassen namlich jeweils zwei diagonal gegeniiberliegende Ecken zusammen und
werden dadurch bei jeder seiner Symmetrien permutiert. Die Wiirfelgruppen wirken also
auf seinen vier Raumdiagonalen und wir versuchen demnach, die Wiirfelgruppen mit Sy zu
identifizieren. Es ist wieder das Naheliegendste, jede Symmetrie ¢ : R? — R3 des Wiirfels
erstmal als eine Bijektion auf der vierelementigen Menge seiner Raumdiagonalen D
aufzufassen. Wir betrachten somit folgende Abbildung

x : Sym(W) — Bij(D)
g+ glp, (5.2.2)

wobei g|p : D — D die Wirkung von g auf D bezeichnet.® Diese Abbildung 4, ist ein
Homomorphismus, weil wir in der Bemerkung nach der Definition einer Gruppenoperation
festgestellt haben, dass wir jede Gruppenoperation als einen Homomorphismus in die
Bijektionen auffassen konnen.

Da wir Sym(W) aber nicht mit Bij(D) sondern mit Sy identifizieren wollen, bilden
wir analog zur Vorgehensweise beim Tetraeder folgende Konjugation von g|p mit der
Bijektion d : {1,2,3,4} — D, i+ d;, wobei die Diagonale d; durch die beiden diagonal
gegeniiberliegenden Eckpunkte p; und p} = —p; verlauft,

s 1 Sym(W) — Sy
ng_log]Dod.
Diese Abbildung macht auch hier wieder genau das, was wir mochten, denn sie ordnet

zunéchst jeder Zahl i = 1,...,4 durch die Abbildung d eine Raumdiagonale d; zu, bildet
dann d; durch die Abbildung g|p auf eine andere Raumdiagonale g(d;) ab und die

8Wir verwenden hier wieder dieselbe Schreibweise wie beim Tetraeder, obwohl es sich dabei streng
genommen nicht um eine Einschridnkung handelt. Dies ist jedoch dadurch gerechtfertigt, dass wir
geometrisch beobachtet haben, dass g € Sym(W) auf den Raumdiagonalen wirkt und g|p soll diese
Wirkung bezeichnen.
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Abbildung d~! sagt uns schlieBlich, welcher Zahl diese neue Raumdiagonale entspricht.
Dies lasst sich auch folgendermaflen in Formeln ausdriicken:

9(di) = dip, (g))(3)-

Wie bei der Permutationsdarstellung der Tetraedergruppen ist auch diese Abbildung
ein Homomorphismus. Diese Abbildung ist jedoch sicher nicht injektiv, weil Sym(W)
genau doppelt so viele Elemente wie Sy hat. Wir untersuchen also zunéchst den Kern
der Abbildung ,:

Lemma 5.2.1. [8, S. 92-94] Es gilt Ker(p.) = {£Es}, d. h. die Identitit Es und die
Punktspiegelung am Ursprung —Fs sind die einzigen Symmetrien des Wiirfels, die seine
Raumdiagonalen invariant lassen.

Beweis. Wir verwenden hierbei die explizite Beschreibung der Symmetrien des Wiirfels
durch die Matrizen A aus (5.2.1) und die am Anfang dieses Unterkapitels aufgelisteten
Koordinaten der Eckpunkte unseres Wiirfels W. Damit ein A € O3 die Raumdiagonalen
invariant lasst und somit A € Ker(p.) gilt, muss jeder Eckpunkt p;, i = 1,...,4, unter
Multiplikation mit A entweder auf sich selbst p; oder den diagonal gegeniiberliegenden
Eckpunkt —p; = p} abgebildet werden. Aus A - p; = £p; folgt €1 = €2 = €3, d. h. alle
Vorzeichen miissen gleich sein. Deshalb und wegen A - ps = £ps muss 7(1) = 1 gelten, da
die erste Koordinate von ps in ihrem Vorzeichen von der zweiten und dritten abweicht.
Analog muss wegen A - p3 = +p3 gelten, dass 7(3) = 3, und wegen A - ps = £py, dass
7(2) = 2. Daraus folgt die Behauptung.’ O

Da die Punktspiegelung —FE3 jedoch nicht in Sym_ (W) liegt und diese auch wie Sy
genau 24 Elemente hat, schranken wir die Definitionsmenge der Abbildung ¢, auf
Sym_ (W) ein und iiberzeugen uns von folgendem Resultat:

Theorem 5.2.2. (Permutationsdarstellung der Wiirfelgruppen - Teil 1). [8, S. 92-94] [22,
S. 134-135] [1, S. 37-39] Die Abbildung

o4 : Sym, (W) — Sy
g*—)d_log\Dod

ist ein Isomorphismus, d. h. die Drehgruppe des Wiirfels ist isomorph zur symmetrischen
Gruppe Sy.

9Fin geometrisches Argument fiir die Giiltigkeit dieser Behauptung lautet wie folgt: Damit die Raum-
diagonalen invariant bleiben, muss jeder Eckpunkt p;, ¢ = 1,...,4, entweder invariant bleiben oder
auf den diagonal gegeniiberliegenden Eckpunkt —p; = p} abgebildet werden. Wird nun ein p; mit
—p; = p vertauscht, miissen jedoch auch bereits alle anderen gleichermafien vertauscht werden, weil
bei einer Symmetrie benachbarte Ecken in benachbarte Ecken iibergehen miissen. Also bleibt nur
mehr die Identitdt Es oder die Punktspiegelung am Ursprung — FEs.
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Beweis. Die Abbildung ¢ ist als Einschrinkung von ¢, immer noch ein Homomorphis-
mus. Nun bleibt noch die Bijektivitat von ¢, nachzuweisen. Wegen ord(Sym_ (W)) =
24 = ord(Sy) wiirde es dafiir eigentlich wieder geniigen, nur entweder die Injektivitat oder
die Surjektivitiat von ¢ zu iiberpriifen. Wir zeigen jedoch trotzdem analog zur Vorge-
hensweise beim Tetraeder wieder beides, um ein besseres Verstédndnis von ¢ zu erlangen.
Aus Lemma 5.2.1 folgt direkt, dass nur F3 € SO3 alle Raumdiagonalen des Wiirfels
invariant lasst, d. h. Ker ¢ = {E3}. Somit ist ¢4 nach dem Injektivitdtskriterium aus
Lemma 2.2.3 injektiv.

Nach Lemma 2.4.4 wird Sy von den Transpositionen erzeugt. Um nachzuweisen,
dass o4 surjektiv ist, geniigt es somit, jede Transposition (ij) durch ein Element aus
Sym_ (W) darzustellen. Wir betrachten dazu die Drehungen f;; an den sechs Drehachsen
vom Typ b, wobei die Indizes in aufsteigender Reihenfolge die Nummern der Raumdiago-
nalen angeben, die die Ecken an jenen diagonal gegeniiberliegenden Kanten verbinden,
durch deren Mittelpunkte die Drehachsen verlaufen. Wie in Abbildung 5.3 erkennbar,
vertauscht jede der sechs Drehungen f;; genau die beiden Raumdiagonalen an jenen
diagonal gegeniiberliegenden Kanten, durch deren Mittelpunkte die Drehachse verlduft,
wéahrend sie die beiden anderen Raumdiagonalen wieder in sich selbst iiberfiihrt, also
gilt ¢4 (Bij) = (ij). Somit liegen alle (;1) = 6 Transpositionen von Sy im Bild von ¢,
wodurch die Surjektivitdt dieser Abbildung gezeigt ist. Demnach ist ¢4 ein bijektiver
Homomorphismus, d. h. ein Isomorphismus. O

Wir haben nun durch die Betrachtung der Raumdiagonalen des Wiirfels bereits fiir die
Drehgruppe des Wiirfels Sym (W) einen Isomorphismus zur (gesamten) symmetrischen
Gruppe Sy erhalten. Nehmen wir nun im Ubergang zur (vollen) Symmetriegruppe des
Wiirfels Sym(1W') die Spiegelungen wieder dazu, stofien wir erneut auf das Problem, dass
die Abbildung ¢, : Sym(W) — Sy nicht injektiv ist. Die Abbildung ¢, ist jedoch ein Ho-
momorphismus und aus der Bemerkung nach der Definition von SO,, (Kapitel 2.5) wissen
wir bereits, dass auch die Determinante det : Sym(W) — {+1, —1} ein Homomorphismus
ist. Somit haben wir zwei Homomorphismen ausgehend von derselben Gruppe Sym(W) in
zwei verschiedene Gruppen Sy und Z; :={+1, —1} gefunden. Somit gibt es nach dem Satz
tiber das duBere direkte Produkt 2.2.4 (iii) genau einen Homomorphismus in das direkte
Produkt dieser beiden Gruppen, d.h. ¢ : Sym(W) — S4 X Zs mit ¢(g) = (¢«(g),det(g))
ist ein Homomorphismus. Wegen ord(Sy x Z2) = 24 -2 = 48 = ord(Sym(WW)) ist folgendes
Resultat bereits naheliegend:

Theorem 5.2.3. (Permutationsdarstellung der Wiirfelgruppen - Teil 2). [8, S. 92-94]
Die Abbildung

@ : Sym(W) — Sy X Zy
g (p«(g), det(g))

ist ein Isomorphismus, d. h. die Gruppe (aller) Symmetrien des Wiirfels ist isomorph zum
aufleren direkten Produkt der symmetrischen Gruppe Sy und der zyklischen Gruppe Zs.
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Beweis. Wir haben uns bereits davon iiberzeugt, dass ¢ nach dem Satz {iber das duflere
direkte Produkt 2.2.4 (iii) ein Homomorphismus ist. Damit g € Ker(¢) muss ¢(g) =
(Id, +1) gelten. Nach Lemma 5.2.1 folgt aus ¢.(g) = Id, dass g = £ F3. Wegen det(g) = +1
erhalten wir daraus Ker = {E3}. Somit ist ¢ nach dem Injektivitatskriterium aus
Lemma 2.2.3 injektiv.'® Nun zeigen wir auch noch, dass ¢ surjektiv ist. Nach dem ersten
Teil des Satzes erhalten wir durch die Elemente von Sym (W) in der ersten Komponente
von ¢ alle Elemente von Sy, wobei wegen Sym (W) = Sym(W) N SOz in der zweiten
Komponente fiir die Determinante immer +1 steht. Wegen

O3 = 505U SOs3 - (—Eg)

gilt
Sym(W) = Sym+(W) U Sym+(W) (—E3),

d.h. jedes orientierungsumkehrende Element g € Sym(W)\ Sym_ (W) lésst sich darstellen
als Produkt eines Elements g, € Sym (W) und der Punktspiegelung am Ursprung —FEs.
Wegen —FE3 € Ker(p,) nach Lemma 5.2.1 gilt

p(—E3) = (ps(—E3), det(=E3)) = (Id, -1),

und weil ¢ ein Homomorphismus ist, erhalten wir somit

©(9) = @(g+ - (—E3)) = p(g+) - p(—=E3) = (p«(g+), +1) - (Id, =1) = (px(g+), —1),

d.h. durch die orientierungsumkehrenden Elemente von Sym(W) erhalten wir also in
der ersten Komponente von ¢ wieder alle Element von Sy, jedoch steht diesmal in der
zweiten Komponente immer —1. ]

Um nun auch noch eine vollstdndige explizite Beschreibung der Symmetriegruppen des
Wiirfels zu erhalten, iiberlegen wir uns zuerst exemplarisch anhand von Abbildung 5.3,
welche Permutationen sich durch die dort dargestellten Lagen der Drehachsen und
Spiegelebenen ergeben, siehe Tabelle 5.2.

Da die Zyklenstruktur unabhéngig von der gewéahlten Achse ist [8, S. 97], machen
wir die Beobachtung, dass wir durch die Drehungen o und o? die Viererzyklen von Sy,
durch die Drehungen a? die Produkte von Transpositionen, durch die Drehungen /8
die Transpositionen und durch die Drehungen v und 42 die Dreierzyklen erhalten. Die
Spiegelungen vom Typ s ergeben erneut die Produkte von Transpositionen und jene
vom Typ t wieder die Transpositionen. Bei der Gesamtbilanz beschranken wir uns also
auf Sym_ (W), weil sich bei den Drehspiegelungen nur das Vorzeichen der Determinante
dndert. Da es insgesamt drei Drehachsen vom Typ a, sechs vom Typ b und vier vom
Typ ¢ gibt, kénnen wir bereits alle Elemente von S, explizit zuordnen und stellen
unsere Erkenntnisse zusammengefasst in Tabelle 5.3 dar. Zusétzlich ergénzen wir dabei
auch gleich wieder mithilfe der Rechenregeln fiir Zyklen aus Lemma 2.4.2 (iii) jeweils
die Ordnung der Elemente von S4 und mithilfe der Rechenregeln fiir das Signum aus
Lemma 2.4.5 jeweils deren Signum.

OWegen ord(Sym(W)) = 48 = ord(S, x Z2) wiirde dies eigentlich schon geniigen, um auf die Bijektivitét
von ¢ zu schliefen. Zum Zweck des Erlangens eines besseren Verstdndnisses von ¢ zeigen wir jedoch
trotzdem auch noch ihre Surjektivitat.
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Bezeichnung Drehwinkel | Permutation Signum
Drehung o 5 (1234) -
Drehung o? ™ (13) o (24) +
Drehung o3 3 (1432) -
Drehung 5 ™ (12) -
Drehung Z (243) +
Drehung +? z (234) +
Spiegelung Typ s (13) 0 (24) +
Spiegelung Typ t — (24) -

Tabelle 5.2: Explizite Beschreibung der in Abbildung 5.3 dargestellten Symmetrien des
Wiirfels [8, S. 93].

Elemente von Sym, (W) | Elemente von S, Anzahl | Ordnung | Signum
Es Id 1 1 +
Drehungen /8 (12), (13), (14), 6 2 -
(Anzahl der Achsen: 6) (23), (24), (34)

Drehungen v und ~2 (123), (124), (132), (134), 8 3 +
(Anzahl der Achsen: 4) (142), (143), (234), (243)

Drehungen o? (12) 0 (34),(13) o (24), 3 2 +
(Anzahl der Achsen: 3) (14) o (23)

Drehungen o und o3 (1234), (1324), (1423), 6 4 -
(Anzahl der Achsen: 3) (1243), (1342), (1432)

Summe 24

Tabelle 5.3: Explizite Beschreibung der 24 Drehsymmetrien des Wiirfels [8, S. 81, 93].
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5 Symmetriegruppen der Platonischen Kérper

5.3 Symmetrien von Dodekaeder und lkosaeder

Da auch Dodekaeder und Ikosaeder dual zueinander sind, haben sie analog zu Wiirfel und
Oktaeder sowohl dieselbe Drehgruppe als auch dieselbe Symmetriegruppe. Wir betrachten
im Folgenden den bereits aus Kapitel 3.2 bekannten Dodekaeder

D = Conv({(£1,£1,+1),(0,£d7 1, £), (+®,0, £~ 1), (£, +8,0)}),

den wir in unserer Konstruktion ausgehend vom Wiirfel als konvexe Hiille der urspriing-
lichen acht Wiirfelecken zusammen mit den zwolf Endpunkten der “Walmdachfirste”
erhalten haben. Der Schwerpunkt dieses Dodekaeders entspricht jenem des Wiirfels und
liegt somit wie gewiinscht im Ursprung. Die beiden Gruppen

Sym(D) :={A € Os | A(D) =D} und
Sym, (D) :=Sym(D) N SO3

bezeichnen wir als Dodekaedergruppen [8, S. 94]. Sym, (D) bezeichnen wir auch als
die Drehgruppe des Dodekaeders und bei Sym(D) sprechen wir von seiner (vollen)
Symmetriegruppe.

Allem voran tiberlegen wir uns, welche Symmetrien des Wiirfels mit der Konstruktion
vertréglich sind und somit auf den Dodekaeder iibertragen werden. Durch das Aufsetzen
der “Walmdécher” wird auf den Wiirfelflachen nédmlich eine Richtung festgelegt, die unter
diesen Symmetrien erhalten bleiben muss, siehe Abbildung 5.4. Diese Untergruppe von
Sym(W) bezeichnen wir mit Sym (W, D) und weiters den Durchschnitt von Sym(W, D)
und Sym_ (W) mit Sym_ (W, D).

N

-
X \

Abbildung 5.4: Vertraglichkeit der Symmetrien des Wiirfels mit der Konstruktion des
Dodekaeders. Eigene Darstellung.

Wir iiberlegen uns nun, welche Bedingungen wir zur Beschreibung der Elemente
von Sym(W, D) an die durch Matrizen angegebenen Symmetrien des Wiirfels aus (5.2.1)
stellen miissen. Mit den Vorzeichen €1, €3, €3 und dem Signum der Permutation = € S3 gibt
es dabei zwei Bestimmungsstiicke, die eine Rolle spielen kénnen. Da das Wechseln eines
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5.3 Symmetrien von Dodekaeder und Ikosaeder

Vorzeichens €1, €2, €3 nur der Komposition mit einer Spiegelung an den Koordinatenebenen
(Typ s) entspricht, wodurch die festgelegte Richtung ohnehin erhalten bleibt, kommt
es auf diese Vorzeichen jedenfalls nicht an. Also bleibt nur noch die Betrachtung des
Signums der Permutation 7w € Ss, d. h. sign (7).

Konzentrieren wir uns zunéchst auf die Drehachsen vom Typ ¢, machen wir die
Beobachtung, dass die Drehungen an diesen Achsen mit der Konstruktion des Dodekaeders
vertraglich sind. Das Signum der dazugehoérigen Permutation 7 € S5 ist dabei immer +1,
weil durch eine derartige Drehung immer alle drei Standardeinheitsvektoren eq, s, e3 € R?
bis auf ihre Vorzeichen zyklisch permutiert werden und es sich somit um die Dreierzyklen
(und die Identitdat) von S3 handelt. Jedes Element in Sym (W) mit sign(m) = +1 kann
daher als Produkt einer Drehung vom Typ ¢ und (mehreren) Spiegelungen vom Typ s
geschrieben werden. Diese Elemente liegen also alle in Sym(W, D).

Nun miissen wir uns noch davon iiberzeugen, dass das die einzigen Elemente von
Sym (W) mit positivem Signum sind. Dazu konzentrieren wir uns auf die Ebenenspie-
gelungen vom Typ t und machen die Beobachtung, dass die Spiegelungen an diesen
Ebenen nicht mit der Konstruktion des Dodekaeders vertréglich sind. Das Signum der
dazugehorigen Permutation m € S5 ist dabei immer —1, weil durch eine derartige Spie-
gelung immer genau zwei der drei Standardeinheitsvektoren ey, ez, e3 € R? bis auf ihre
Vorzeichen vertauscht werden und es sich somit um die Transpositionen von S3 handelt.
Jedes Element in Sym(W') mit sign(7m) = —1 kann daher als Produkt einer Spiegelung
vom Typ t und (mehreren) Spiegelungen vom Typ s geschrieben werden. Keines dieser
Elemente liegt also in Sym(W, D).

Da dies alle Symmetrien des Wiirfels abdeckt folgt, dass die Vertraglichkeit einer
Symmetrie des Wiirfels mit der Konstruktion des Dodekaeders genau dann gegeben ist,
wenn das Signum ihrer dazugehdrigen Permutation « € S3 positiv ist, d. h.

Sym(W, D) ={A = (€1€(1), €26(2), €3€x(3)) |
€1,€9,€3 € {£1},m € Az},

Da es 23 = 8 Moglichkeiten gibt, die Vorzeichen €1, €s, €3 beliebig zu wihlen und
ord(As) = 3 gilt, ergeben sich 8 - 3 = 24 Matrizen A, die diese Bedingungen erfiillen.
Somit haben wir 24 Symmetrien des Dodekaeders gefunden, die direkt von seinem
Ausgangswiirfel abstammen, d. h. ord(Sym(W, D)) = 24. Die Halfte davon weist zudem
eine positive Determinante auf und liegt somit im Durchschnitt von Sym(W, D) und
Sym, (W). Also gilt

Sym (W, D) =Sym(W, D) N Sym_ (W)
={A = (e16x(1); €26r(2); €365(3)) |
€1,€2,€3 € {£1} mit €1 - €3 - €3 = +1, 7 € As}.

mit ord(Sym_ (W, D)) = 12.
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Betrachten wir die Drehungen an den Wiirfelachsen vom Typ ¢ (enthalten seine
Raumdiagonalen) néher, stellen wir fest, dass diese jeweils transitiv auf der Menge der
Ecken, der Kanten und der Fléchen des Wiirfels wirken. Wegen der eindeutigen Zuordnung
der zwolf Wiirfelkanten zu den zwolf Dodekaederflichen als Fiinfeckdiagonalen wirkt
Sym, (W, D) somit auch bereits transitiv auf den Flichen des Dodekaeders.

Bemerkung. Mit den vom Ausgangswiirfel geerbten (Dreh-)Symmetrien ist also bereits
die Transitivitdt der Symmetriegruppen des Dodekaeders auf seinen Flichen sichergestellt.
Da der Ikosaeder als konvexe Hiille der Flachenmittelpunkte des Dodekaeders entsteht,
folgt daraus auch sofort die Transitivitit dieser Symmetriegruppen auf den Ecken des
Ikosaeders.

Diese durch Konstruktion ausgehend vom Wiirfel vererbten Symmetrien sind aber
nicht die einzigen Symmetrien des Dodekaeders. Wir werden nun bei der geometrischen
Beschreibung seiner Symmetrien jeweils von den bereits bekannten Symmetrien ausgehen
und alle weiteren daraus ableiten. Insgesamt hat ein Dodekaeder 31 Drehachsen, die
jeweils durch seinen Schwerpunkt verlaufen und sich in drei Typen unterteilen lassen,
siehe Abbildung 5.5.

Abbildung 5.5: Symmetrien des Dodekaeders. Eigene Darstellung nach [8, S. 95].

Wir beginnen mit den sechs Drehachsen vom Typ a, die jeweils durch die Mittel-
punkte zweier gegeniiberliegender Seitenflichen verlaufen. Da diese Drehachsen keine
Entsprechungen zu Drehachsen des Ausgangswiirfels haben, miissen wir uns erst davon
iiberzeugen, dass eine Drehung o™ an einer dieser Achsen um ein Vielfaches n des Win-
kels 2% tatséchlich eine Symmetrie des Dodekaeders ist. Dafiir stellen wir jene orthogonale
Matrix A auf, die die Drehung des in Abbildung 5.6 rot markierten Fiinfecks F' um %’r
beschreibt.
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(—1—-&' 1+ L)
1 ? 'r.,

Abbildung 5.6: Drehung der rot markierten Dodekaederfliche F um %’r Eigene Darstel-
lung.

Die Spalten der orthogonalen Matrix A werden dabei von den Bildern der drei Basis-
vektoren (1,0,0) (rot), (0,1,0) (griin) und (0,0,1) (blau) gebildet. Um uns die Arbeit
zu vereinfachen, verlingern wir diese Vektoren bis zum Mittelpunkt des entsprechenden
“Firsts” und erhalten das Bild des entsprechenden Basisvektors im Wesentlichen durch die
Koordinaten von dessen Bildpunkt unter dieser Drehung. Wir miissen den so ermittelten
Spaltenvektor dann nur mehr durch seine Lange ® dividieren, um die wir den entspre-
chenden Basisvektor zur Vereinfachung unserer Uberlegung vorhin verlingert haben. In
Abbildung 5.6 sind die den Basisvektoren zugeordneten “Firste” und ihre Bildkanten
unter der betrachteten Drehung entsprechend in gleicher Farbe markiert.!'! Weiters sind
in dieser Abbildung auch bereits die Koordinaten der entsprechenden Kantenmittelpunkte
angegeben. Fiir die gesuchte Matrix A erhalten wir also

) 1+ @ 1 —1—®1 1 1+® 1 —d
=33 1 1+t 1+® =5 1 o 1+
14 —1-d 1 d —-1-9 1

Die Orthogonalitit der Matrix A kann durch Nachrechnen iiberpriift werden. Ebenfalls
durch Nachrechnen stellen wir fest, dass unter Multiplikation mit A tatséchlich jeder
Eckpunkt des Dodekaeders wieder auf einen seiner Eckpunkte abgebildet wird und es sich
somit nach Lemma 2.6.5 um eine Symmetrie des Dodekaeders handelt. Die Drehungen o
dieses ausgewéhlten Fiinfecks F' um Vielfache n von %’r erhalten wir nun direkt durch

Multiplikationen mit A™ =: R.

"' Man iiberzeuge sich davon am besten durch entsprechende Markierungen auf einem Modell.
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Da wir die Drehungen o' aktuell nur fiir dieses ausgezeichnete Fiinfeck F' zur Verfiigung
haben, machen wir uns nun die Feststellung zu Nutze, dass Sym_ (W, D) transitiv auf den
Flachen des Dodekaeders wirkt. Wir bilden nun fiir B € Sym (W, D) die Konjugation
BRB™!, um diese Drehungen auch fiir jedes andere Fiinfeck F' = BF zu erhalten. Diese
Konjugation macht genau das, was wir mochten, denn sie fiihrt zunichst die Flache F’
durch Anwenden von B~' in das ausgezeichnete Fiinfeck F iiber, dreht dieses dann
entsprechend durch Anwenden von R und bringt es schliefllich durch Anwenden von B
wieder an seinen urspriinglichen Platz zuriick. Da durch diese Konjugation jeder Eckpunkt
des Dodekaeders wieder auf einen seiner Eckpunkte abgebildet wird, handelt es sich bei
den Drehungen o™ an den Drehachsen vom Typ a um Vielfache n des Winkels 2% nach
Lemma 2.6.5 um Symmetrien des Dodekaeders. Wegen o° = e gilt ord(a) = 5.

An dieser Stelle drangen sich bereits wichtige Zwischenbemerkungen zur Transitivitét
der Symmetriegruppen des Dodekaeders auf:

Bemerkung. Die Transitivitdt der Symmetriegruppen auf den Ecken ist beim Dodekaeder
aus unserer Konstruktion nicht so offensichtlich wie bei den bisher behandelten Polyedern.
Dieser weist ndmlich mit den acht urspriinglichen Wiirfelecken und den zwolf Endpunkten
der “Walmdachfirste” zwei nach Konstruktion qualitativ verschiedene Typen von Ecken
auf. Die orthogonalen Matrix A stellt jedoch bereits eine Verbindung zwischen diesen
beiden Bahnen qualitativ unterschiedlicher Ecken her und mit den bisher bekannten
Symmetrien des Dodekaeders ist nun bereits der Nachweis der Transitivitat der Symme-
triegruppen auf den Ecken moglich: Seien v,v" € V(D), wobei v € F und v’ € F’. Dann
gibt es ein B € Sym, (D, W) mit B(F) = F'. Somit gilt B~1(v) € F. Fiir F gibt es nun
ein R € Sym(D) mit R(B~(v')) = (Ro B~1)(v') = v. Analoges gilt fiir die Transitivitit
der Symmetriegruppen des Dodekaeders auf seinen Kanten.

Somit erfiillt der Dodekaeder ebenfalls die stirkere Definition anhand des globalen
Kriteriums:

Bemerkung. [10, S. 91] Die Dodekaedergruppen wirken transitiv auf der Menge der Ecken,
der Kanten und der Flachen des Dodekaeders, d. h. sowohl alle Ecken, Kanten als auch
Flachen bilden jeweils nur eine Bahn unter seinen Symmetrien. Dasselbe gilt auch fiir
seinen Dualkorper, den Ikosaeder.!?

Kommen wir nun zu den 15 Drehachsen vom Typ b, die jeweils durch die Mittelpunkte
zweier gegeniiberliegender Kanten verlaufen. Jene drei dieser Drehachsen, die durch
die Mittelpunkte gegeniiberliegender “Walmdachfirste” verlaufen, entsprechen den drei
Drehachsen vom Typ a des Ausgangswiirfels durch gegeniiberliegende Flachenmittelpunkte
bzw. den drei Koordinatenachsen, siche Abbildung 5.5. Wihrend jedoch beim Wiirfel
jede Drehung an diesen Achsen um ein Vielfaches n € {1,2,3,4} des Winkels 7 eine
Symmetrie ist, liegt nur jede zweite dieser Drehungen (d.h. um den Winkel 7 bzw. 27)
in Sym , (W, D) und ist somit auch eine Symmetrie des Dodekaeders. Wir miissen uns
nun auch noch davon iiberzeugen, dass jede Drehung um den Winkel 7 (bzw. 27) an
den tbrigen zwolf Achsen, die nicht durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender “Firste”

12 Aus der Transitivitdt der Symmetriegruppe auf den Flachen des Dodekaeders folgt sofort ihre Transiti-
vitdt auf den Ecken des Ikosaeders.
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verlaufen, eine Symmetrie des Dodekaeders ist. Da wir aber bereits festgestellt haben, dass
die bisher bekannten Symmetrien des Dodekaeders transitiv auf seinen Kanten wirken,
kénnen wir wieder durch eine Konjugation zuerst jeden “Nicht-First” in einen “First”
iiberfithren, diesen dort dann drehen und den gedrehten “First” schliefilich wieder an
seinen urspriinglichen Platz zuriickbringen. Da dadurch jeder Eckpunkt des Dodekaeders
wieder auf einen seiner Eckpunkte abgebildet wird, handelt es sich bei den Drehungen (5
an den Drehachsen vom Typ b um den Winkel 7 nach Lemma 2.6.5 um Symmetrien des
Dodekaeders. Wegen 32 = e gilt ord(3) = 2.

Schliellich betrachten wir noch die zehn Drehachsen vom Typ c, die jeweils durch zwei
gegeniiberliegende Ecken verlaufen. Jene vier dieser Drehachsen, die durch gegeniiber-
liegende urspriingliche Wiirfelecken verlaufen, entsprechen genau den vier Drehachsen
vom Typ ¢ des Ausgangswiirfels durch dessen Raumdiagonalen. Da die Drehungen
an diesen vier Achsen um den Winkel %” und v2 um den Winkel 4% somit bereits in
Sym, (W, D) liegen, miissen wir uns nur noch davon iiberzeugen, dass dies auch fiir die
sechs Achsen durch gegentiberliegende Endpunkte von “Firsten” der Fall ist. Da wir aber
auch bereits festgestellt haben, dass die bisher bekannten Symmetrien des Dodekaeders
transitiv auf seinen Ecken wirken, kénnen wir wieder durch eine Konjugation zuerst jeden
“First-Endpunkt” in eine urspriingliche Wiirfelecke iiberfithren, diesen dort dann drehen
und schlieSlich auf den entsprechenden “First-Endpunkt” zuriickbringen. Da dadurch
jeder Eckpunkt des Dodekaeders wieder auf einen seiner Eckpunkte abgebildet wird,
handelt es sich bei den Drehungen v an den Drehachsen vom Typ ¢ um den Winkel %’r
und 72 um den Winkel 4{ nach Lemma 2.6.5 um Symmetrien des Dodekaeders. Wegen
73 = e gilt ord(y) = 3.

Weiters hat ein Dodekaeder 15 Spiegelebenen, die jeweils durch zwei gegeniiberliegende
Kanten und zwei gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte verlaufen, sieche Abbildung 5.5.
Jene drei dieser Spiegelebenen, die zwei gegeniiberliegende “Walmdachfirste” beinhalten,
entsprechen genau den drei Spiegelebenen vom Typ s des Ausgangswiirfels durch jeweils
vier Kantenmittelpunkte bzw. den drei Koordinatenebenen. Durch die Transitivitat der
bisher bekannten Symmetrien auf den Kanten kénnen wir wieder durch eine Konjugation
sicherstellen, dass auch die Spiegelungen an den iibrigen zwolf Spiegelebenen Symmetrien
des Dodekaeders sind. Wegen —F3 € Sym(W, D) ist auch die Punktspiegelung am
Ursprung eine Symmetrie des Dodekaeders.

Anschliefend an diese Beschreibung der Symmetrien des Dodekaeders machen wir eine
zentrale geometrische Beobachtung: Wir finden durch die Konstruktion ausgehend von
dem gewéhlten Wiirfel genau einen eindeutigen Dodekaeder. Wie wir bereits angemerkt
haben, entsprechen dabei die zwolf Wiirfelkanten jeweils genau einer Fiinfeckdiagonale
in jeder der zwolf Dodekaederflichen. Da jedes dieser Fiinfecke jedoch finf Diagonalen
aufweist, vermuten wir, dass umgekehrt jeder dieser Diagonalen in eindeutiger Weise
ein Wiirfel zuordenbar sein muss und dem Dodekaeder somit fiinf derartige Wiirfel
eingeschrieben werden kénnen [8, S. 94-95]. Da wir jede Fiinfeckdiagonale durch Drehungen
vom Typ a in jene des Ausgangswiirfels iiberfithren kénnen, wodurch der zugehérige Wiirfel
bereits in eindeutiger Weise festgelegt ist, treten tatsédchlich genau die fiinf vermuteten
eingeschriebenen Wiirfel auf. Also liegt in jedem Fiinfeck des Dodekaeders als Diagonale
genau eine Kante von jedem der fiinf eingeschriebenen Wiirfel, siehe Abbildung 5.7.
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9 &

Typ b

Abbildung 5.7: Explizite Beschreibung der Symmetrien des Dodekaeders: Die Durchstof3-
punkte der jeweiligen Drehachsen sind in rot eingezeichnet. In jedem der
Finfecke liegt genau eine Kante von jedem der fiinf eingeschriebenen
Wiirfel. Eigene Darstellung nach [8, S. 96-97].

Fiir eine geeignete Beschreibung der Dodekaedergruppen wollen wir vorab herausfinden,
wie viele Elemente diese umfassen [8, S. 94]. Die Anzahl der Elemente in der Drehgruppe
des Dodekaeders, d. h. die Ordnung von Sym , (D), erhalten wir wieder durch eine einfache
geometrische Uberlegung: Wie viele Moglichkeiten gibt es, einen Dodekaeder auf ein
aufgezeichnetes Fiinfeck zu stellen? Da ein Dodekaeder aus zwolf Fiinfecken besteht und
wir jedes auf fiinf Arten auf das aufgezeichnete Fiinfeck stellen kénnen, erhalten wir

ord(Sym_ (D)) =12-5 = 60.

Fiir einen formalen Nachweis steht uns wieder das Bahn-Lemma 2.3.3 zur Verfiigung.
Da die Drehgruppe Sym, (D) =: G4 transitiv auf der Menge V(D) der Ecken des
Dodekaeders operiert, gilt fiir eine Ecke v € V(D)

ord(G4) = (ord G4 (v)) - (ord Stag, (v)) = 20 - 3 = 60,

wobei die Bahn G4 (v) die 20 Ecken des Dodekaeders umfasst und die Stabilisatorgruppe
Stag, (v) einer Ecke v aus jenen drei Drehungen vom Typ c besteht, die eine Ecke v
fixieren.

Fir die (volle) Symmetriegruppe des Dodekaeders Sym(D) :=G erhalten wir durch
eine analoge Uberlegung

ord(G) = (ord G(v)) - (ord Stag(v)) = 20 -6 = 120,
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wobei die Stabilisatorgruppe Stag, (v) neben den drei Drehungen vom Typ c, die v
fixieren, auch noch die drei Ebenenspiegelungen, die jeweils durch eine an v angrenzende
Kante verlaufen und v somit fixieren, enthélt.

Nun suchen wir nach einer Permutationsdarstellung der Dodekaedergruppen [8, S. 95].
Da sich die Symmetriegruppe eines Polyeders nach Lemma 2.6.5 als Menge aller Iso-
metrien, die seine Eckpunkte auf seine Eckpunkte abbilden, beschreiben ldsst und der
Dodekaeder 20 Ecken hat, erhalten wir fiir die Dodekaedergruppen jedenfalls Isomor-
phismen zu Untergruppen von Syg. Diese ist aber mit {iber 2,4 Trillionen Elementen
riesengrofl. Da beim Dodekaeder jedoch wie beim Wiirfel nicht alle Paare von Ecken
gleichberechtigt sind, vermuten wir auch hier noch eine geschicktere Beschreibung der Do-
dekaedergruppen finden zu kénnen [8, S. 91]. Eine Mdglichkeit wére, die zehn Drehachsen
vom Typ c zu betrachten, da diese jeweils zwei gegeniiberliegende Ecken zusammenfassen
und dadurch bei jeder seiner Symmetrien permutiert werden. Somit erhalten wir fiir
die Dodekaedergruppen jedenfalls schon einmal Isomorphismen zu Untergruppen zur
“kleineren” symmetrischen Gruppe Sig. Da diese mit iiber 3,5 Millionen Elementen jedoch
immer noch riesig ist, iiberlegen wir weiter, ob es noch eine geometrisch rechtfertigbare
Moglichkeit gibt, mehr als zwei Ecken zusammenzufassen. Dafiir haben wir jedoch oben
bereits eine zentrale geometrische Beobachtung gemacht: Die fiinf dem Dodekaeder ein-
geschriebenen Wiirfel fassen jeweils acht Ecken des Dodekaeders zusammen. Dabei ist
zu beachten, dass dies keine Partition der Ecken des Dodekaeders liefert, weil an jeder
Ecke des Dodekaeders zwei Wiirfel zusammenfallen, sieche Abbildung 5.7. Da diese fiinf
Wiirfel bei jeder Symmetrie des Dodekaeders permutiert werden [8, S. 94-95], erhalten
wir fiir die Dodekaedergruppen jedenfalls Isomorphismen zu Untergruppen der bedeutend
kleineren symmetrischen Gruppe Ss.

Die Dodekaedergruppen wirken also auf seinen fiinf eingeschriebenen Wiirfeln und
wir versuchen demnach, die Dodekaedergruppen mit S5 zu identifizieren. Es ist wieder
das Naheliegendste, jede Symmetrie ¢ : R? — R? des Dodekaeders erstmal als eine
Bijektion auf der fiinfelementigen Menge seiner eingeschriebenen Wiirfel VW aufzufassen.
Wir betrachten somit folgende Abbildung

g+ g, (531)
wobei glyy : W — W die Wirkung von g auf W bezeichnet.!® Diese Abbildung . ist ein
Homomorphismus, weil wir in der Bemerkung nach der Definition einer Gruppenoperation

festgestellt haben, dass wir jede Gruppenoperation als einen Homomorphismus in die
Bijektionen auffassen kénnen.

13Wie beim Wiirfel verwenden wir auch hier wieder diese Schreibweise, obwohl es sich dabei streng
genommen nicht um eine Einschréankung handelt. Dies ist jedoch wieder dadurch gerechtfertigt, dass
wir geometrisch beobachtet haben, dass g € Sym(D) auf den eingeschriebenen Wiirfeln wirkt und
glw soll diese Wirkung bezeichnen.
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5 Symmetriegruppen der Platonischen Kérper

Da wir Sym(D) aber nicht mit Bij(W/) sondern mit S5 identifizieren wollen, bilden
wir analog zur Vorgehensweise bei Tetraeder und Wiirfel folgende Konjugation von glyy
mit der Bijektion w : {1,2,3,4,5} — W, i — w;, die eine (beliebige) Nummerierung der
eingeschriebenen Wiirfel festlegt,

¢x 1 Sym(D) — S5

g— w1t oglyow.

Diese Abbildung macht auch hier wieder genau das, was wir mochten, denn sie ordnet
zunéchst jeder Zahl i = 1,...,5 durch die Abbildung w einen eingeschriebenen Wiirfel w;
zu, bildet dann w; durch die Abbildung g¢| auf einen anderen Wiirfel g(w;) ab und die
Abbildung w! sagt uns schlieSlich, welcher Zahl dieser neue Wiirfel entspricht. Dies
lésst sich auch folgendermaflen in Formeln ausdriicken:

9(wi) = Wi, (g))(i)-

Wie bei der Permutationsdarstellung der Tetraeder- und Wiirfelgruppen ist auch diese
Abbildung ein Homomorphismus. Auf den ersten Blick sieht es auch vielversprechend im
Hinblick auf die Bijektivitdt der Abbildung aus, weil Sym(D) genau gleich viele Elemente
wie S5 hat. Wir untersuchen nun jedoch den Kern der Abbildung ¢.:

Lemma 5.3.1. [8, S. 95-98| Es gilt Ker(p.) = {+E3}, d. h. die Identitit Es und die
Punktspiegelung am Ursprung —FEs sind die einzigen Symmetrien des Dodekaeders, die
seine fiinf eingeschriebenen Wiirfel invariant lassen.

Beweis. Lisst ein g € Sym(D) die beiden Wiirfel w;, w; mit i # j invariant, lasst sie
auch ihren Durchschnitt w; Nw; invariant. Aus Abbildung 5.7 wird erkennbar, dass jedes
Paar eingeschriebener Wiirfel genau zwei diagonal gegeniiberliegende Ecken gemeinsam
hat und somit in der entsprechenden Raumdiagonalen iibereinstimmt. Also ldsst g diese
gemeinsame Diagonale von w; und w; invariant und aus Lemma 5.2.1 folgt somit, dass
g € {£E3}. Auch die umgekehrte Inklusion gilt, weil jeder Wiirfel seinen Mittelpunkt im
Ursprung hat. O

Wegen ihrem zweielementigen Kern ist die Abbildung ¢, somit sicher nicht injektiv.
Da wir nun aber wissen, dass zumindest zwei Symmetrien des Dodekaeders (Identitét,
Punktspiegelung am Ursprung) von derselben (identischen) Permutation dargestellt
werden, Sym(D) und S5 jedoch gleich viele Elemente haben, kann diese Abbildung
auch nicht surjektiv sein, weil zumindest eines der Elemente S5 nicht getroffen wird.
Wir vermuten nun, dass das nicht das einzige Element ist, was nicht getroffen wird.
Diesbeziiglich schafft folgende Formel Abhilfe:

Lemma 5.3.2. [8, S. 95-98] Fir g € Sym(D) gilt folgende Gleichung:

sign(s(g)) = +1,

d. h. das Bild von @, besteht nur aus Elementen von As.
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5.3 Symmetrien von Dodekaeder und Ikosaeder

Beweis. Um unsere Argumentation analog zu jener fiir Gleichung (5.1.2) fithren zu
konnen, iiberzeugen wir uns vorab davon, dass Sym(D) von den Ebenenspiegelungen
erzeugt wird. Sei also G die von den Ebenenspiegelungen erzeugte Untergruppe von
Sym(D). Zu zeigen ist, dass G = Sym(D) gilt. Da benachbarte Eckpunkte durch die
Ebenenspiegelungen vertauscht werden konnen, wirkt G transitiv auf V(D). Die Bahn G(v)
einer Ecke v € V(D) umfasst somit die 20 Ecken des Dodekaeders, d. h. ord G(v) = 20.
Die Stabilisatorgruppe Stag(v) einer Ecke v umfasst neben den Spiegelungen an den drei
durch sie verlaufenden Spiegelebenen auch noch die drei durch Hintereinanderausfithrung
von je zwei dieser Spiegelungen erzeugten Drehungen, d. h. ord Stag(v) = 6. Nach dem
Bahn-Lemma 2.3.3 erhalten wir somit ord(G) = (ord G(v)) - (ord Stag(v)) = 20 - 6 = 120.
Somit gilt aufgrund der Gleichheit ihrer Ordnungen bereits G = Sym(D).

Da Sym(D), wie wir gerade gesehen haben, von den Ebenenspiegelungen erzeugt
wird und das Signum nach Lemma 2.4.5 (i) ein Homomorphismus ist, gentigt es wieder
zu zeigen, dass diese Gleichung fiir ebendiese gilt. Wie in Abbildung 5.5 erkennbar,
vertauscht jede Ebenenspiegelung genau zwei Paare von Fiinfeckdiagonalen (hier: (25)
und (34)), wéihrend sie jene, die normal auf die Ebene steht (hier: (1)), unverandert
lisst. Somit werden die Ebenenspiegelungen auf die 3 - (g) . (3) = 15 Produkte von
Transpositionen abgebildet. Da nach Lemma 2.4.5 (ii) das Signum einer Transposition —1
ist und das Signum nach (i) ein Homomorphismus ist, ist das Signum eines Produkts von
Transpositionen +1. Also gilt die Gleichung fiir die Ebenenspiegelungen und somit fiir
ganz Sym(D). Somit liegen nur Elemente von A im Bild von .. O

Fiir eine geeignete Permutationsdarstellung schrianken wir also einerseits wegen Lem-
ma 5.3.2 die Wertemenge der Abbildung ¢ auf die alternierende Gruppe As; ein. Ande-
rerseits schrianken wir wegen Lemma 5.3.1 bei dieser Abbildung auch die Definitionsmenge
auf Sym, (D) ein, weil die Punktspiegelung —FE3 nicht in Sym (D) liegt und Sym , (D)
auch wie As genau 60 Elemente hat. Nun iiberzeugen uns von folgendem Resultat:

Theorem 5.3.3. (Permutationsdarstellung der Dodekaedergruppen - Teil 1). [8, S. 95-98|
[12, S. 475] [22, S. 135-136] [1, S. 39-40] Die Abbildung

o4 : Sym, (D) = As

gHwilog\Wow

ist ein Isomorphismus, d. h. die Drehgruppe des Dodekaeders ist isomorph zur alternie-
renden Gruppe As.

Beweis. Die Abbildung ¢ ist als Einschrinkung von ¢, immer noch ein Homomorphis-
mus. Nun bleibt noch die Bijektivitdt von ¢4 nachzuweisen. Wegen ord(Sym_ (D)) =
60 = ord(As) wiirde es dafiir eigentlich wieder geniigen, nur entweder die Injektivitét
oder die Surjektivitdt von ¢y zu iiberpriifen. Wir zeigen jedoch trotzdem analog zur
Vorgehensweise bei Tetraeder und Wiirfel wieder beides, um ein besseres Verstidndnis von
@+ zu erlangen. Aus Lemma 5.3.1 folgt direkt, dass nur F5 € SO3 alle eingeschriebenen
Wiirfel invariant 1dsst. Somit ist ¢4 nach dem Injektivitatskriterium aus Lemma 2.2.3
injektiv. Da nach Lemma 5.3.2 tatséchlich nur Elemente von A5 im Bild von ¢ liegen und
As nach Lemma 2.4.8 von den Dreierzyklen erzeugt wird, geniigt es fiir den Nachweis der
Surjektivitat von ¢4, jeden Dreierzyklus durch ein Element aus Sym, (D) darzustellen.
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5 Symmetriegruppen der Platonischen Kérper

Wir betrachten dazu die Drehungen v an den zehn Drehachsen vom Typ ¢ um den
Winkel %’T und 72 an diesen Achsen um den Winkel %’T. Dafiir nehmen wir Abbildung 5.7
zu Typ c zu Hilfe und folgen eng der geometrischen Argumentation in [8, S. 97]. In
dieser Abbildung sind zehn der 20 Ecken des Dodekaeders dargestellt, wobei jede genau
einem Punkt einer der zehn Drehachsen entspricht. Wir erkennen somit, dass an jeder
Dodekaederecke (z.B. der rot markierte Punkt) zwei Wiirfelecken zusammenfallen (hier:
Wiirfel 1 und 3). Da diese beiden Wiirfel beide auf der gemeinsamen Drehachse liegenden
Ecken des Dodekaeders gemeinsam haben, bleiben sie bei den Drehungen an dieser Achse
invariant, wihrend die anderen drei Wiirfel entsprechend permutiert werden (hier: (2,5,4)
bei Drehung um 2* und (2,4,5) bei Drehung um 4°). Da in der Abbildung erkennbar
ist, dass zu verschiedenen Ecken verschiedene Paare von Wiirfeln gehéren und wir von
jeder Achse wiederum zwei Dreierzyklen bekommen, erhalten wir so alle 2 - (g) = 20
Dreierzyklen von As im Bild von ¢, , wodurch die Surjektivitit dieser Abbildung gezeigt
ist. Somit ist ¢ ein bijektiver Homomorphismus, d. h. ein Isomorphismus. ]

Im Ubergang zur (vollen) Symmetriegruppe des Dodekaeders Sym (D) stoBen wir nun
erneut auf das Problem, dass die Abbildung ¢ : Sym(D) — Ajs schon alleine wegen Lem-
ma 5.3.1 nicht injektiv sein kann. Die Abbildung ¢, ist jedoch als Einschrankung von ¢,
ein Homomorphismus und weil auch die Determinante det : Sym(D) — {41, —1} ein Ho-
momorphismus ist, gibt es analog zur Vorgehensweise beim Wiirfel wieder nach dem Satz
iiber das duBere direkte Produkt 2.2.4 (iii) genau einen Homomorphismus in das direkte
Produkt dieser beiden Gruppen, d.h. ¢ : Sym(D) — As x Zs mit ¢(g) = (p.(g),det(g))
ist ein Homomorphismus. Wegen ord(As x Z2) = 60-2 = 120 = ord(Sym(D)) ist folgendes
Resultat bereits naheliegend:

Theorem 5.3.4. (Permutationsdarstellung der Dodekaedergruppen - Teil 2). [8, S. 95-98]
Die Abbildung

(ol Sym(D) — A5 X ZQ
g = (pxx(g), det(g))

ist ein Isomorphismus, d.h. die Gruppe (aller) Symmetrien des Dodekaeders ist iso-
morph zum dufleren direkten Produkt der alternierenden Gruppe As und der zyklischen
Gruppe Zs.

Beweis. Wir haben uns bereits davon iiberzeugt, dass ¢ nach dem Satz iiber das &u-
Bere direkte Produkt 2.2.4 (iii) ein Homomorphismus ist. Damit g € Ker(p) muss
©(g) = (Id,+1) gelten. Nach Lemma 5.3.1 folgt aus ¢.(g) = Id, dass g = £E3. Wegen
det(g) = +1 erhalten wir daraus Ker ¢ = {FE3}. Somit ist ¢ nach dem Injektivitatskrite-
rium aus Lemma 2.2.3 injektiv.'* Nun zeigen wir auch noch, dass ¢ surjektiv ist. Nach
dem ersten Teil des Satzes erhalten wir durch die Elemente von Sym_ (D) in der ersten

MWegen ord(Sym(D)) = 120 = ord(As x Zs) wiirde dies eigentlich schon geniigen, um auf die Bijektivitét
von ¢ zu schlieen. Zum Zweck des Erlangens eines besseren Verstiandnisses von ¢ zeigen wir jedoch
trotzdem auch noch ihre Surjektivitéit.
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Komponente von ¢ alle Elemente von As, wobei wegen Sym (D) = Sym(D) N SO3 in
der zweiten Komponente fiir die Determinante immer +1 steht. Wegen

O3 = SO3 U SO3 - (—FE3)

gilt
Sym(D) = Sym+(D) U Sym+(D) - (—E3),

d.h. jedes orientierungsumkehrende Element g € Sym(D)\ Sym , (D) ldsst sich analog zur
Vorgehensweise beim Wiirfel wieder darstellen als Produkt eines Elements g4 € Sym (W)
und der Punktspiegelung am Ursprung —F3. Wegen —F3 € Ker(p,) nach Lemma 5.3.1
und weil ¢ ein Homomorphismus ist, erhalten wir somit

©(9) = o(9+ - (—E3)) = ¢(9+) - o(—E3) = (pax(9+), +1) - (Id, —1) = (psx(g+), 1),

d.h. durch die orientierungsumkehrenden Elemente von Sym(D) erhalten wir also in
der ersten Komponente von ¢ wieder alle Element von As, jedoch steht diesmal in der
zweiten Komponente immer —1. [

Um nun auch noch eine vollsténdige explizite Beschreibung der Symmetriegruppen
des Dodekaeders zu erhalten, iiberlegen wir uns zuerst exemplarisch anhand von Abbil-
dung 5.7, welche Permutationen sich durch die dort dargestellten Lagen der Drehachsen
(Durchstofpunkte rot eingezeichnet) ergeben, siche Tabelle 5.4. Dabei betrachten wir
flir die Spiegelung exemplarisch Abbildung 5.5. Mithilfe der Rechenregeln fiir das Si-
gnum aus Lemma 2.4.5 iiberpriifen wir auch gleich das positive Signum der auftretenden
Permutationen.

Da die Zyklenstruktur unabhéngig von der gewéhlten Achse ist [8, S. 97], machen
wir die Beobachtung, dass wir durch die Drehungen o”, n € {1,2, 3,4}, die Fiinferzy-
klen von As, durch die Drehungen § die Produkte von Transpositionen und durch die
Drehungen + und 42 die Dreierzyklen erhalten. Die Ebenenspiegelungen ergeben erneut
die Produkte von Transpositionen. Bei der Gesamtbilanz beschrdnken wir uns also auf
Sym, (D), weil sich bei den Drehspiegelungen nur das Vorzeichen der Determinante
dndert. Da es insgesamt sechs Drehachsen vom Typ a, 15 vom Typ b und 10 vom Typ ¢
gibt, konnen wir bereits alle Elemente von As explizit zuordnen und stellen unsere
Erkenntnisse zusammengefasst in Tabelle 5.5 dar. Zusétzlich ergénzen wir dabei auch
gleich wieder mithilfe der Rechenregeln fir Zyklen aus Lemma 2.4.2 (iii) jeweils die
Ordnung der Elemente von A5 und geben zum Zweck der Vollstdndigkeit auch erneut
deren positives Signum an.
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Bezeichnung Drehwinkel | Permutation Signum
Drehung « Z (12345) +
Drehung o =z (13524) +
Drehung a? &x (14253) +
Drehung o & (15432) +
Drehung 3 ™ (15) o (34) +
Drehung ~y Z (254) +
Drehung ~? = (245) +
Spiegelung — (25) o (34) +

Tabelle 5.4: Explizite Beschreibung der in Abbildung 5.7 bzw. Abbildung 5.5 dargestellten

Symmetrien des Dodekaeders [8, S. 96-97].

Elemente von Sym (D) | Elemente von Aj Anzahl | Ordnung | Signum
E3 Id 1 1 +
Drehungen v und ~? (123), (124), (125), (132), 20 3 +
(Anzahl der Achsen: 10) (134), (135), (142), (143),

(145), (152), (153), (154),

(234), (235), (243), (245),

(253), (254), (345), (354)
Drehungen /3 (12) o (34), (12) o (35), 15 2 +
(Anzahl der Achsen: 15) (12) o (45), (13) o (24),

(13) 0 (25), (13) o (45),

(14) 0 (23), (14) o (25),

(14) o (35), (15) o (23),

(15) 0 (24), (15) o (34),

(23) o (45), (24) o (35)

(25) o (34)
Drehungen o, (12345), (12354), (12435), 24 5 +
ne {1,234} (12453), (12534), (12543),
(Anzahl der Achsen: 6) (13245), (13254), (13425),

(13452), (13524), (13542),

(14235), (14253), (14325),

(14352), (14523), (14532),

(15234), (15243), (15324),

(15342), (15423), (15432)
Summe 60

Tabelle 5.5: Explizite Beschreibung der 60 Drehsymmetrien des Dodekaeders [8, S. 98].
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6 Symmetriegruppen der Archimedischen
Korper

In Kapitel 4.2 haben wir die Archimedischen Korper ausgehend von den Platonischen
Korpern konstruiert, indem wir die neuen Eckpunkte auf den Kanten (Entecken) bzw.
Seitenflachen (Entecken und Entkanten) basierend auf der Ermittlung entsprechender
Teilungsverhéltnisse auf den Kanten festgelegt haben. Neben dem Sonderfall des Pseu-
dorhombenkuboktaeders stellen nur die beiden “schiefen” Archimedischen Koérper Cubus
Simus und Dodecaedron Simum eine Ausnahme davon dar und konnten ausgehend von ih-
ren Platonischen Stammkdrpern nur durch das algebraische Lésen einer Gleichung dritten
Grades gefunden werden. In diesem Kapitel stellen wir uns nun die Frage, inwiefern unsere
Konstruktionen mit den Symmetrien der Platonischen Ausgangskorper vertréiglich sind
bzw. welche Symmetrien jeweils auf den neu entstandenen Archimedischen Koérper iiber-
tragen werden. Weiters untersuchen wir auch, ob das neu entstandene Objekt vielleicht
noch weitere Symmetrien aufweist, die nicht vom seinem Ausgangskorper abstammen,
um schlieflich eine Beschreibung der Symmetriegruppen aller Archimedischen Kérper zu
erhalten. Auflerdem untersuchen wir jeweils die Transitivitdt der Symmetriegruppe auf
der Menge der Ecken, um festzustellen, welche der (lokal definierten) Archimedischen
Korper auch das globale Kriterium erfiillen und somit als uniforme Polyeder bezeichnet
werden kénnen.!

Wir gliedern unser Kapitel dabei nach der Abstammung vom Tetraeder, Wiirfel
und Dodekaeder, da wir die Symmetriegruppen in Kapitel 5 ausgehend von diesen
Korpern beschrieben haben. In weiser Voraussicht haben wir auch bei der Auswahl der
Konstruktionen fiir Kapitel 4.2 bereits darauf geachtet, wenn moglich von diesen und
nicht ihren entsprechenden Dualkérpern auszugehen.? Wir wenden dabei unser aus der
bisherigen Arbeit erlerntes Wissen an und kontrollieren unsere Ergebnisse mithilfe der
Ubersichtstabellen in [13].3

'Fiir die Archimedischen Korper folgt bereits aus dem lokalen Kriterium, dass bei ihnen keine Transitivitét
der Symmetriegruppe auf den verschiedenartigen Flachen bzw. Kanten gegeben sein kann. Betrachten
wir beispielsweise den Hexaederstumpf, kann es offensichtlich keine Symmetrie geben, die ein Dreieck
in ein Achteck tiberfithrt. Dasselbe gilt fiir eine Kante zwischen zwei Achtecken und eine Kante
zwischen einem Achteck und einem Dreieck.

2Nur den Oktaederstumpf und den Ikosaederstumpf haben wir aus Griinden der Einfachheit ausgehend
von Oktaeder bzw. Ikosaeder konstruiert.

3In Tabelle II sind dort die (vollen) Symmetriegruppen der (konvexen) uniformen Polyeder gelistet.
Der Eintrag 37 in Tabelle III beinhaltet jene des Pseudorhombenkuboktaeders (“elongated square
gyrobicupola”). Die dort verwendete Notation fir die Symmetriegruppen ist auf S. 180 erklart.
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6.1 Abstammung vom Tetraeder

Nur der Tetraederstumpf mit der Eckensequenz (3, 6,6) stammt vom zu sich selbst dualen
Tetraeder ab. Wir bezeichnen diesen im Folgenden mit A(3¢ ). Bei seiner Konstruktion
durch Entecken entstehen auf den vier Seitenflichen des Tetraeders kongruente regulére
Sechsecke und unter seinen vier Ecken kommen kongruente gleichseitige Dreiecke zum
Vorschein, siche Abbildung 6.1.

Abbildung 6.1: Tetraederstumpf: Konstruktion ausgehend vom Tetraeder durch Entecken.
FEigene Darstellung.

Um die Ecken von A3 6) auf den Kanten des Tetraeders zu erhalten, werden diese
im Verhaltnis 1 : 1 : 1 geteilt. Die Menge dieser Teilungspunkte bezeichnen wir mit
T(3,6,6)- Da diese genau der Menge seiner Eckpunkte V(A3 ¢)) entspricht, kénnen wir
A(36,6) nach dem Fundamentalsatz {iber Polyeder 2.6.3 (ii) als konvexe Hiille von 73 )
auffassen, d. h.

ABee) = COHV(7'(3,6,6))-

Die (volle) Symmetriegruppe von A g6y bezeichnen wir mit Sym (A 66)) und die
Drehgruppe mit Sym, (A(366)). Es liegt die Vermutung nahe, dass diese Symmetrie-
gruppen mit jenen des Tetraeders libereinstimmen. Wir iiberzeugen uns von folgendem
Resultat:

Theorem 6.1.1. (Symmetriegruppen des Tetraederstumpfs). Die Symmetriegruppen
von A(z¢6) stimmen mit jenen des Tetraeders iberein, d. h. es gilt

Sym(A6,6)) = Sym(T) und
Sym_ (Az,6,6)) = Sym(T).

Zudem wirken diese Symmetriegruppen transitiv auf V(Ase6)) = T3.66), d-h- A66)
erfillt das globale Kriterium und ist somit ein uniformer Polyeder.
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Beweis. Um dies nachzuweisen, zeigen wir zunéchst, dass die Symmetrien des Tetraeders
bei der Konstruktion aus Kapitel 4.2.1 auf A3 ¢ 6) iibertragen werden. Diese basiert darauf,
dass die Kanten des Tetraeders im Verhaltnis 1: 1 : 1 geteilt werden. Wir betrachten also
eine (orientierte) Kante AB, die von T} € T(3,6,6) im Verhdltnis 1 : 2 und von Ty € 736 6)
im Verhéltnis 2 : 1 geteilt wird. Ein f € Sym(T') bildet A, B € V(T') nach Lemma 2.6.5 auf
f(A), f(B) € V(T) ab und weiters auch die (orientierte) Kante AB auf die (orientierte)
Kante f(A)f(B). Somit werden wegen Lemma 2.5.3 auch die Teilungspunkte T3, T € AB
auf die Bildpunkte f(T1), f(T2) € f(A)f(B) abgebildet. Wegen Lemma 2.5.5 folgt, dass
auch die (orientierte) Kante f(A)f(B) von f(71) im Verhéltnis 1 : 2 und von f(7%)
im Verhéltnis 2 : 1 geteilt wird. Also teilen auch f(711), f(T2) die Kante f(A)f(B)
im Verhéltnis 1 : 1 : 1 und es gilt f(T1), f(T2) € T(36,5)- Somit bleibt die Menge der
Teilungspunkte 736y unter Sym(7") invariant und in weiterer Folge auch deren konvexe
Hiille Conv(7(3,6))- Also gilt Sym(T) C Sym(A366)) =:G. Gehen wir auf beiden Seiten
dieser Inklusion zu den Untergruppen mit Determinante 41 iiber, erhalten wir daraus
direkt Sym  (T') C Sym,, (A(z66)) =:G+-

Nun verwenden wir diese vom Tetraeder abstammenden Symmetrien, um jeweils die
Gleichheit der beiden Gruppen durch ein Abzéhlargument nachzuweisen. Dafiir steht
uns wieder das Bahn-Lemma 2.3.3 zur Verfiigung. Da Sym  (T') transitiv auf der Menge
der vier Ecken des Tetraeders operiert, wirkt Sym, (T") transitiv auf der Menge der vier
Dreiecksflichen von A3 ). Die Bahn einer Dreiecksfliche f3 von Az ¢6) umfasst seine
vier derartigen Fliachen, d. h. ord G4 (f3) = ord G(f3) = 4. Ihre Stabilisatorgruppe besteht
hochstens aus den drei Drehungen um 2% am Mittelpunkt des Dreiecks. Da eine Drehachse
vom Typ a des Tetraeders durch den Mittelpunkt des Dreiecks verlauft, kommen diese
Drehungen tatséchlich alle von Sym, (7) und es gilt somit ord Stag, (f3) = 3. Damit
erhalten wir

ord(G1) = (ord G4 (f3)) - (ord Stag, (f3)) =4 -3 =12.

Fiir die (volle) Symmetriegruppe von A3 g ¢) kommen bei der Stabilisatorgruppe héchstens
noch die Spiegelungen an den drei Hohen der Dreiecksfliche dazu. Da diese genau von
den drei entsprechenden Ebenenspiegelungen des Tetraeders kommen, erhalten wir

ord(G) = (ord G(f3)) - (ord Stag(f3)) =4 -6 = 24.

Alternativ hétten wir auch verwenden konnen, dass Sym (T") wegen ihrer Transitivitét
auf der Menge der vier Flachen des Tetraeders transitiv auf der Menge der vier Sechsecks-
flichen von A3 ) wirkt. Die Bahn einer Sechsecksfliche fg von A3 6 ) umfasst seine vier
derartigen Fliachen, d.h. ord G4 (fs) = ord G(fs) = 4. Da an jede Sechsecksflédche alter-
nierend Dreiecke abwechselnd mit Sechsecken angrenzen, besteht ihre Stabilisatorgruppe
héchstens aus jeder zweiten der sechs Drehungen um % am Mittelpunkt des Sechsecks, bei
der eine Kante zwischen Sechseck und Dreieck wieder auf eine derartige Kante abgebildet
wird (und ebenso fiir eine Kante zwischen zwei Sechsecken). Da eine Drehachse vom Typ a
des Tetraeders durch den Mittelpunkt des Sechsecks verlauft, kommt tatsédchlich jede
zweite dieser Drehungen von Sym_ (T') und es gilt somit ord Stac, (fs) = $ = 3. Damit
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erhalten wir erneut ord(G+) = 12. Fiir die (volle) Symmetriegruppe von A3 ) kommen
bei der Stabilisatorgruppe hochstens noch die Spiegelungen an den drei Achsen durch
gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte der Sechsecksflichen dazu, da durch die Spiegelun-
gen an den drei an Achsen durch gegeniiberliegenden Ecken verschiedenartige Kanten
vertauscht werden. Da diese genau von den drei entsprechenden Ebenenspiegelungen des
Tetraeders kommen, erhalten wir erneut ord(G) = 24.

Aufgrund der jeweiligen Gleichheit ihrer Ordnungen stimmen die entsprechenden
Symmetriegruppen bereits wie behauptet iiberein. Zudem iiberzeugen wir uns noch
davon, dass diese Symmetriegruppen transitiv auf V(As66)) = T(3,6,6) Wirken. Wie wir
bereits festgestellt haben, folgt die Transitivitdt von Sym (7') auf der Menge der vier
Dreiecksflachen von A3 66) aus ihrer Transitivitdt auf der Menge der vier Ecken des
Tetraeders. Somit erreichen wir bereits alle Dreiecksflaichen. Nun konzentrieren wir uns
auf eine Dreiecksfldche f3 von A(366) und betrachten die dazugehorige Tetraederecke
v € V(T), siche Abbildung 6.1. Da Stagyy, , (7)(v) (enthélt die drei Drehungen an der
durch v verlaufenden Achse vom Typ a) transitiv auf den drei von v ausgehenden Kanten
wirkt, wirkt diese Stabilisatorgruppe auch transitiv auf den drei Ecken von f3. Somit
bilden sogar schon unter G alle Ecken von A3 ) nur eine Bahn. O

6.2 Abstammung vom Wiirfel

Vom Wiirfel stammen insgesamt sieben Archimedische Koérper ab: Hexaederstumpf,
Kuboktaeder, Oktaederstumpf, Rhombenkuboktaeder, Pseudorhombenkuboktaeder, Ku-
boktaederstumpf und Cubus Simus. Wir gliedern dieses Unterkapitel nach unserer Vor-
gehensweise bei der Konstruktion ihrer Eckpunkte auf den Kanten (Entecken) bzw.
Seitenflichen (Entecken und Entkanten) des Wiirfels. Die Sonderfélle Pseudorhombenku-
boktaeder und Cubus Simus behandeln wir gesondert. Unsere Notationen rund um diese
Archimedischen Korper wihlen wir dabei analog zum Tetraederstumpf A3 ¢ ).

6.2.1 Durch Entecken

Durch Entecken stammen vom Wiirfel der Hexaederstumpf, der Kuboktaeder und der
Oktaederstumpf ab. Bei der Untersuchung ihrer Symmetriegruppen gehen wir wie beim
Tetraederstumpf A3 66) vor, da auch dieser durch Entecken konstruiert wird. Es liegt
wieder die Vermutung nahe, dass ihre Symmetriegruppen mit jenen des Wiirfels tiberein-
stimmen. Wir beginnen mit dem Hexaederstumpf A3 g ) = Conv (73 g 8)) und iiberzeugen
uns von folgendem Resultat:

Theorem 6.2.1. (Symmetriegruppen des Hexaederstumpfs). Die Symmetriegruppen
von Az gg) stimmen mit jenen des Wiirfels iberein, d. h. es gilt

Sym(A(3,8,8)) = Sym(W) und
Sym+(A(3,8,8)) = Sym+(W)-

Zudem wirken diese Symmetriegruppen transitiv auf V(A gg)) = Ti3g,8), d-h. Az gg)
erfillt das globale Kriterium und ist somit ein uniformer Polyeder.
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Beweis. Wie bei A3 folgt mithilfe der Lemmata 2.5.3 und 2.5.5, dass unter Sym(W)
die durch das Teilungsverhéltnis 1 : /2 : 1 festgelegte Menge der Teilungspunkte T(3.8,8)
und in weiterer Folge auch deren konvexe Hiille Conv(7(3g3g)) invariant bleibt. Also
gilt Sym(W) C Sym(A(35s)) =: G. Daraus erhalten wir wieder direkt Sym (W) C
Sym, (A@zgg)) =G+

Nun verwenden wir diese vom Wiirfel abstammenden Symmetrien, um wieder mithilfe
des Bahn-Lemmas 2.3.3 jeweils die Gleichheit der beiden Gruppen nachzuweisen. Da
Sym (W) transitiv auf der Menge der acht Ecken des Wiirfels operiert, wirkt Sym , (W)
transitiv auf der Menge der acht Dreiecksflichen von A3 ). Die Bahn einer Dreiecksfla-
che f3 von A3 g g) umfasst seine acht derartigen Flichen, d. h. ord G (f3) = ord G(f3) = 8.
Thre Stabilisatorgruppe besteht hochstens aus den drei Drehungen um %’T am Mittelpunkt
des Dreiecks. Da die Drehachse vom Typ ¢ des Wiirfels durch den Mittelpunkt des
Dreiecks verlduft, kommen diese Drehungen tatséchlich alle von Sym , (W) und es gilt
somit ord Stac, (f3) = 3. Damit erhalten wir

ord(G) = (ord G4(f3)) - (ord Stag, (f3)) =83 = 24.

Fiir die (volle) Symmetriegruppe von A(3,8,8) kommen bei der Stabilisatorgruppe hochstens
noch die Spiegelungen an den drei Hohen der Dreiecksfliche dazu. Da diese genau von den
drei entsprechenden Ebenenspiegelungen vom Typ t des Wiirfels kommen, erhalten wir

ord(G) = (ord G(f3)) - (ord Stag(f3)) = 8 -6 = 48.

Aufgrund der jeweiligen Gleichheit ihrer Ordnungen stimmen die entsprechenden
Symmetriegruppen bereits wie behauptet iiberein. Zudem iiberzeugen wir uns noch
davon, dass diese Symmetriegruppen transitiv auf V(A3 gg)) = T(38.8) wirken. Wie
wir bereits festgestellt haben, folgt die Transitivitdt von Sym, (W) auf der Menge der
acht Dreiecksflichen von A3 gg) aus ihrer Transitivitiat auf der Menge der acht Ecken
des Wiirfels. Somit erreichen wir bereits alle Dreiecksflichen. Nun konzentrieren wir
uns auf eine Dreiecksfldche f3 von A(3g) und betrachten die dazugehorige Wiirfelecke
v € V(W). Da Stagyy,, (w)(v) (enthélt die drei Drehungen an der durch v verlaufenden
Achse vom Typ c) transitiv auf den drei von v ausgehenden Kanten wirkt, wirkt diese
Stabilisatorgruppe auch transitiv auf den drei Ecken von f3. Somit bilden sogar schon
unter G alle Ecken von A3 gg) nur eine Bahn. O

Nun widmen wir uns dem Kuboktaeder Az 434y = Conv(7(343.4)) und iiberzeugen
uns von folgendem Resultat:

Theorem 6.2.2. (Symmetriegruppen des Kuboktaeders). Die Symmetriegruppen von
A(3,4,3,4) stimmen mit jenen des Wiirfels iiberein, d. h. es gilt

Sym(A(3,4,3,4)) = Sym(W) und
Sym+(f4(3,473,4)) = Sym+(W)-
Zudem wirken diese Symmetriegruppen transitiv auf V(A3 43.4)) = T(3,4,3.4), d- b A(3.4.3.4)

erfillt das globale Kriterium und ist somit ein uniformer Polyeder.
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Beweis. Mit dem einzigen Unterschied, dass auf jeder Kante des Wiirfels nur ein Tei-
lungspunkt im Verhéltnis 1 : 1 konstruiert wird, folgt erneut wie bei A3 g ) mithilfe der
Lemmata 2.5.3 und 2.5.5, dass unter Sym(W) die Menge der Teilungspunkte 7(34 3 4)
und in weiterer Folge auch deren konvexe Hiille Conv(7(3434)) invariant bleibt. Al-
so gilt Sym(W) C Sym(A(343,4)). Daraus erhalten wir wieder direkt Sym (W) C
Sym, (A(3,4,3,4)). Die jeweilige Gleichheit der beiden Gruppen folgt mit genau denselben
Abzéhlargumenten mithilfe des Bahn-Lemmas 2.3.3 wie bei A(3g5). Bei der Konstruk-
tion von A3 434) entstehen unter den acht Ecken des Wiirfels nédmlich ebenso acht
Dreiecksflachen, wobei eine Dreiecksfliche sowohl dieselbe Bahn als auch dieselben Stabi-
lisatorgruppen aufweist wie bei A3 gg). Auch die Transitivitdt der Symmetriegruppen
auf V(A a34)) = T(34,34) folgt deshalb mit demselben Argument wie bei Aizgg). [

Schlieflich kommen wir noch zum Oktaederstumpf A g6 = Conv(7(46)), den wir
in Kapitel 4.2.1 aus Griinden der Einfachheit ausgehend vom Oktaeder konstruiert haben.
Da wir jedoch in Kapitel 5.2 festgestellt haben, dass Wiirfel und Oktaeder als Dualkérper
dieselben Symmetriegruppen aufweisen, iiberzeugen wir uns von folgendem Resultat:

Theorem 6.2.3. (Symmetriegruppen des Oktaederstumpfs). Die Symmetriegruppen
von A stimmen mit jenen des Wiirfels iberein, d. h. es gilt

Sym(A46,6)) = Sym(W) und
Sym (A(s,6,6)) = Sym, (W).

Zudem wirken diese Symmetriegruppen transitiv auf V(Auee)) = Ta66), d-h Auee)
erfillt das globale Kriterium und ist somit ein uniformer Polyeder.

Beweis. Da Oktaeder und Wiirfel als Dualkorper dieselben Symmetriegruppen aufweisen,
folgt auch hier wie bei A(3¢ ) mithilfe der Lemmata 2.5.3 und 2.5.5, dass unter Sym (W)
die durch das Teilungsverhéltnis 1: 1 : 1 festgelegte Menge der Teilungspunkte 74 6 )
und in weiterer Folge auch deren konvexe Hiille Conv(746)) invariant bleibt. Also
gilt Sym(W) C Sym(A(66) =: G. Daraus erhalten wir wieder direkt Sym_ (W) C
Sym+(A(4,6,6)) =:Gy.

Nun verwenden wir diese vom Wiirfel abstammenden Symmetrien, um wieder mithilfe
des Bahn-Lemmas 2.3.3 jeweils die Gleichheit der beiden Gruppen nachzuweisen. Da beim
bilden des Dualkorpers die Rollen von Fliachen und Ecken vertauscht werden, entsprechen
den Flichenmittelpunkten des Wiirfels die Ecken des Oktaeders. Da Sym , (W) transitiv
auf der Menge der sechs Flachen des Wiirfels und somit auf der Menge der sechs Ecken
des Oktaeders operiert, wirkt Sym_ (W) transitiv auf der Menge der sechs Quadratflichen
von Ay 66). Die Bahn einer Quadratfliche fy von Ay g6y umfasst seine sechs derartigen
Flachen, d. h. ord G4 (f4) = ord G(fs) = 6. Ihre Stabilisatorgruppe besteht hochstens aus
den vier Drehungen um 5 am Mittelpunkt des Quadrats. Da eine Drehachse vom Typ a
des Wiirfels durch den Mittelpunkt des Quadrats verlduft, kommen diese Drehungen

tatsdchlich alle von Sym (W) und es gilt somit ord Stag, (f4) = 4. Damit erhalten wir

ord(G1) = (ord G4(f4)) - (ord Stag, (f1)) =6 -4 = 24.
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Fiir die (volle) Symmetriegruppe von A4 ¢ ¢) kommen bei der Stabilisatorgruppe héchstens
noch die zwei Spiegelungen an den drei Achsen durch gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte
des Quadrats und die zwei Spiegelungen an den drei Achsen durch gegeniiberliegende
Ecken des Quadrats dazu. Da diese genau von den jeweils zwei entsprechenden Ebenen-
spiegelungen vom Typ s und Typ t des Wiirfels kommen, erhalten wir

ord(G) = (ord G(f3)) - (ord Stag(f3)) =6 -8 = 48.

Somit stimmen die entsprechenden Symmetriegruppen bereits wie behauptet {iberein.
Zudem iiberzeugen wir uns noch davon, dass diese Symmetriegruppen transitiv auf
V(Awuge) = Tae,6) Wirken. Wie wir bereits festgestellt haben, folgt die Transitivitét von
Sym_ (W) auf der Menge der sechs Quadratflichen von A4 ¢ ) aus ihrer Transitivitit auf
der Menge der sechs Ecken des Oktaeders. Somit erreichen wir bereits alle Quadratflichen.
Nun konzentrieren wir uns auf eine Quadratfliche fy von A(4¢6) und betrachten die
dazugehérige Oktaederecke v € V(0). Da Stagyy, w)(v) (enthélt die vier Drehungen
um 4 an der durch v verlaufenden Achse vom Typ a des Wiirfels) transitiv auf den
vier von v ausgehenden Kanten wirkt, wirkt diese Stabilisatorgruppe auch transitiv auf
den vier Ecken von fy. Somit bilden sogar schon unter G alle Ecken von A, ) nur
eine Bahn. O

6.2.2 Durch Entecken und Entkanten

Durch Entecken und Entkanten stammen vom Wiirfel der Rhombenkuboktaeder Az 44 4)
und der Kuboktaederstumpf A, g 5) ab. Die Ecken dieser Korper erhalten wir nicht wie
beim ausschlieBlichen Entecken auf den Kanten des Ausgangskorpers, sondern auf dessen
Seitenflichen. Dazu werden zusétzlich Parallelen zu den urspriinglichen Kanten gezogen
und deren Schnittpunkte ermittelt. Bei A(3444) entspricht die dadurch entstehende
Schnittpunktmenge S(34.4.4) bereits seiner Eckpunktmenge, sieche Abbildung 4.6. Es
gilt also

Sia4.4) = V(A@3,4,44))-

Bei A(46,8) handelt es sich bei der dadurch entstehenden Schnittpunktmenge Sy 6 g)
dahingegen um eine Obermenge seiner Eckpunktmenge, d. h. Sy 68) 2 V(A(4,6,8)). Wéhlen
wir daraus jedoch jene Schnittpunkte aus, die nicht auf den Diagonalen des Quadrats
liegen, erhalten wir genau jene Teilmenge S(*4,678), die der Menge der Eckpunkte von
As,6,8) entspricht, siche Abbildung 4.10. Es gilt also

5(*4,6,8) = V(A(476,8))'

Es liegt wieder die Vermutung nahe, dass die Symmetriegruppen dieser Archimedischen
Korper mit jenen des Wiirfels iibereinstimmen. Wir beginnen mit dem Rhombenkubokta-
eder A(34.44) = Conv(S(34,.4,4)) und iiberzeugen uns von folgendem Resultat:
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Theorem 6.2.4. (Symmetriegruppen des Rhombenkuboktaeders). Die Symmetriegruppen
von A 44,4y stimmen mit jenen des Wiirfels diberein, d. h. es gilt

Sym(A3,4.4,4y) = Sym(W) und
Sym, (A(,4,4,4)) = Sym (W).

Zudem wirken diese Symmetriegruppen transitiv auf V(A 4.4.4)) = S3,4,4,4), - h- A3.4,4.4)
erfillt das globale Kriterium und ist somit ein uniformer Polyeder.

Beweis. Wie bei A3 folgt mithilfe der Lemmata 2.5.3 und 2.5.5, dass unter Sym(W)
die durch das Teilungsverhiltnis 1 : /2 : 1 festgelegte Menge der Teilungspunkte
T(3,4,4,4) auf den Kanten des Wiirfels invariant bleibt. Um nun auf einer Seitenfliche des
Wiirfels die Ecken von A3 44 4) zu erhalten, werden durch diese Teilungspunkte Parallelen
zu den Kanten des Ausgangskorpers gezogen und deren Schnittpunkte ermittelt. Nach
Korollar 2.5.4 werden diese jedoch wieder auf entsprechende Parallelen mit entsprechenden
Schnittpunkten abgebildet. Somit bleibt die Menge dieser Schnittpunkte S(3 44 4) unter
Sym(W) invariant und in weiterer Folge auch deren konvexe Hiille Conv(S(3 4.4,.4)). Also
gilt Sym(W) C Sym(A44,4)) =: G. Daraus erhalten wir wieder direkt Sym_ (W) C
Sym (A3 444)) =G+

Nun verwenden wir diese vom Wiirfel abstammenden Symmetrien, um wieder mithilfe
des Bahn-Lemmas 2.3.3 jeweils die Gleichheit der beiden Gruppen nachzuweisen. Da
Sym_ (W) transitiv auf der Menge der sechs Flichen des Wiirfels operiert, wirkt Sym , (W)
transitiv auf der Menge jener sechs Quadratflichen von A3 44 4y, die auf den urspriingli-
chen Wiirfelfliichen entstanden sind.* Die Bahn einer derartigen Quadratfliche f; von
A(3,4,4,4) umfasst seine sechs derartigen Flichen, d.h. ord G4 (fs) = ord G(fs4) = 6. Thre
Stabilisatorgruppe besteht hochstens aus den vier Drehungen um § am Mittelpunkt
des Quadrats. Da eine Drehachse vom Typ a des Wiirfels durch den Mittelpunkt dieses
Quadrats verlduft, kommen diese Drehungen tatséchlich alle von Sym_ (W) und es gilt
somit ord Stac, (fs) = 4. Damit erhalten wir

ord(G) = (ord G4 (f4)) - (ord Stag, (fs)) =6 -4 = 24.

Fiir die (volle) Symmetriegruppe von Az 4 44) kommen bei der Stabilisatorgruppe héchs-
tens noch die Spiegelungen an den zwei Achsen durch gegeniiberliegende Seitenmittel-
punkte des Quadrats und die Spiegelungen an den zwei Achsen durch gegeniiberliegende
Ecken des Quadrats dazu. Da diese genau von den jeweils zwei entsprechenden Ebenen-
spiegelungen vom Typ s und Typ t des Wiirfels kommen, erhalten wir

ord(G) = (ord G(f4)) - (ord Stag(f1)) =6 -8 = 48.

Aufgrund der jeweiligen Gleichheit ihrer Ordnungen stimmen die entsprechenden
Symmetriegruppen bereits wie behauptet iiberein. Zudem iiberzeugen wir uns noch
davon, dass diese Symmetriegruppen transitiv auf V(A(374’474)) = S5(3,4,4,4) Wirken. Hierzu

“Es handelt sich hierbei um die in Abbildung 4.6 blau markierte Quadrate.

118



6.2 Abstammung vom Wiirfel

miissen wir anders argumentieren als bei den bisher behandelten Kérpern. Wie wir bereits
festgestellt haben, folgt die Transitivitdt von Sym_ (W) auf der Menge der sechs Quadrat-
flichen von A (34 44), die auf den urspriinglichen Wiirfelflichen entstanden sind, aus ihrer
Transitivitat auf der Menge der sechs Flachen des Wiirfels. Somit erreichen wir bereits
alle derartigen Quadratflichen. Nun konzentrieren wir uns auf eine derartige Quadratfla-
che f4 von A3 4.4 4) und betrachten die dazugehérige Wiirfelfliche f. Da die Mittelpunkte
dieser beiden Quadrate libereinstimmen und ihre Seiten entsprechend parallel sind, wirkt
Stasym+(W)( f) (enthalt die vier Drehungen an der durch den gemeinsamen Mittelpunkt
verlaufenden Achse vom Typ a) neben ihrer Transitivitit auf den vier Ecken von f auch
transitiv auf den vier Ecken von f4. Somit bilden sogar schon unter G alle Ecken von
A(3,4,4,4) nur eine Bahn. O

Nun widmen wir uns dem Kuboktaederstumpf A4 g) = ConV(Sa’ﬁ’S)). Wir haben
bereits die Besonderheit festgestellt, dass es sich bei der Menge der im Zuge der Konstruk-
tion entstehenden Schnittpunkte auf den Seitenflichen des Wiirfels um eine Obermenge
der Eckpunkte des neuen Objekts handelt. Im Zuge des anstehenden Beweises werden wir
eine weitere Besonderheit beobachten, némlich dass bei A(4¢g) im Unterschied zu allen
bisher betrachteten Korpern nur seine volle Symmetriegruppe Sym(Ay6.g)) transitiv auf
der Menge seiner Ecken wirkt, wohingegen diese unter der Wirkung seiner Drehgruppe
Sym_ (A(4,6,8)) in zwei Bahnen zerfillt. Hinsichtlich der Erfiillung des globalen Kriteriums
spielt dies jedoch keine Rolle, weil dieses ohnehin die (volle) Symmetriegruppe verwendet.
Wir iiberzeugen uns also von folgendem Resultat:

Theorem 6.2.5. (Symmetriegruppen des Kuboktaederstumpfs). Die Symmetriegruppen
von Ay stimmen mit jenen des Wiirfels iberein, d. h. es gilt

Sym(A(4,6,8)) = Sym(W) und
Sym_ (A(4,6,8)) = Sym_ (W).

Zudem zerfdllt V(Aueg)) = Sl165) unter der Wirkung von Sym (Aeg)) in zwei
Bahnen, wohingegen Sym(Ag.g)) transitiv auf dieser Menge wirkt. Somit erfiillt A4 )
trotzdem das globale Kriterium und ist ein uniformer Polyeder.

Beweis. Mit dem einzigen Unterschied, dass auf jeder Kante des Wiirfels insgesamt
vier Teilungspunkte im Verhéltnis 1 : 1 : v/2 : 1 : 1 konstruiert werden, folgt erneut
mithilfe der Lemmata 2.5.3 und 2.5.5, dass unter Sym(W) die Menge der Teilungspunkte
T(4,6,8) auf den Kanten des Wiirfels invariant bleibt. Um nun auf einer Seitenfliche des
Wiirfels die Ecken von A4 g) zu erhalten, werden durch diese Teilungspunkte Parallelen
zu den Kanten des Ausgangskorpers gezogen und deren Schnittpunkte ermittelt. Nach
Korollar 2.5.4 werden diese jedoch wieder auf entsprechende Parallelen mit entsprechenden
Schnittpunkten abgebildet. Somit bleibt die Menge dieser Schnittpunkte Sy 6 ) unter
Sym(W) invariant. Da die geometrische Beschreibung des Auswahlverfahrens mit Sym(W)
vertréaglich ist, bleibt auch deren Teilmenge 82‘47678) unter Sym (W) invariant und in weiterer
Folge auch deren konvexe Hiille Conv(S(*4’6’8)). Also gilt Sym(W) € Sym(A468)) =:G.
Daraus erhalten wir wieder direkt Sym (W) C Sym, (A(468)) =:G+.
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Nun verwenden wir diese vom Wiirfel abstammenden Symmetrien, um wieder mit-
hilfe des Bahn-Lemmas 2.3.3 jeweils die Gleichheit der beiden Gruppen nachzuweisen.
Da Sym, (W) transitiv auf der Menge der sechs Flachen des Wiirfels operiert, wirkt
Sym (W) transitiv auf der Menge der sechs Achtecksflichen von A(4¢g). Die Bahn
einer derartigen Achtecksfliche fs von A4 6s) umfasst seine sechs derartigen Flichen,
d.h.ord G4+ (fs) = ordG(fs) = 6. Da an jede Achtecksflache alternierend Sechsecke
abwechselnd mit Quadraten angrenzen, besteht ihre Stabilisatorgruppe héchstens aus
jeder zweiten der acht Drehungen um %“ am Mittelpunkt des Achtecks, bei der eine
Kante zwischen Achteck und Sechseck wieder auf eine derartige Kante abgebildet wird
(und ebenso fiir eine Kante zwischen Achteck und Quadrat). Da eine Drehachse vom
Typ a des Wirfels durch den Mittelpunkt dieses Achtecks verlauft, kommt tatsédchlich
jede zweite dieser Drehungen von Sym, (W) und es gilt somit ord Stag, (fs) = % = 4.
Damit erhalten wir

ord(G) = (ord G4(fg)) - (ord Stag, (fg)) =6 -4 = 24.

Fiir die (volle) Symmetriegruppe von A(4,6,8) kommen bei der Stabilisatorgruppe hochstens
noch die vier Spiegelungen an den vier Achsen durch gegeniiberliegende Seitenmittel-
punkte des Achtecks dazu, da durch die Spiegelungen an den vier an Achsen durch
gegeniiberliegenden Ecken verschiedenartige Kanten vertauscht werden. Da diese genau
von den jeweils zwei entsprechenden Ebenenspiegelungen vom Typ s und Typ t des
Wiirfels kommen, erhalten wir

ord(G) = (ord G(fs)) - (ord Stag(fs)) =6 -8 = 48.

Aufgrund der jeweiligen Gleichheit ihrer Ordnungen stimmen die entsprechenden
Symmetriegruppen bereits wie behauptet {iberein. Nun widmen wir uns der Transitivitat
der Symmetriegruppen auf V(A4 ¢5)). Betrachten wir hierbei ausschlielich die Dreh-
gruppe G werden wir feststellen, dass dadurch zwei verschiedene Bahnen von Ecken
entstehen, die ohne Zuhilfenahme einer Ebenenspiegelung nicht miteinander verbunden
werden kénnen. Der Wiirfel vererbt an Ay ) die Transitivitdt von Sym (W) jeweils
auf den seinen Fliachen entsprechenden Achtecken, auf den seinen Kanten entsprechenden
Quadraten und auf den seinen Ecken entsprechenden Sechsecken. Nun konzentrieren wir
uns nacheinander auf diese drei verschiedenen Fldchenarten:

¢ Durch den Mittelpunkt eines Achtecks von A4y verlauft eine Drehachse vom
Typ a des Wiirfels mit einem Drehwinkel von 5. Dadurch kénnen wir also eine ausge-
wahlte Ecke dieses Achtecks immer nur auf jede zweite seiner Ecken transportieren,
bis sie wegen der geraden Eckenanzahl wieder an ihrer Ausgangsposition landet.

 Durch den Mittelpunkt eines Quadrats von A(4¢g) verlduft eine Drehachse vom
Typ b des Wiirfels mit einem Drehwinkel von m, wodurch eine ausgewéhlte Ecke
dieses Quadrats ebenso immer nur auf jede zweite seiner Ecken transportiert werden
kann, bis sie wegen der geraden Anzahl der Ecken des Quadrats wieder an ihrer
Ausgangsposition landet.
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6.2 Abstammung vom Wiirfel

¢ Durch den Mittelpunkt eines Sechsecks von A4 g g) verliuft eine Drehachse vom

Typ c des Wiirfels mit einem Drehwinkel von 2%, wodurch auch hier eine ausgewéhlte
Ecke dieses Sechsecks ebenso immer nur auf jede zweite seiner Ecken transportiert
werden kann, bis sie wegen der geraden Anzahl der Ecken des Sechsecks wieder an

ihrer Ausgangsposition landet.

Somit kénnen wir zwei an einer gemeinsamen Kante (egal ob zwischen Achteck und
Quadrat, zwischen Achteck und Sechseck oder zwischen Quadrat und Sechseck) anliegende
Eckpunkte von Ay gy nicht durch Elemente von Sym, (W) miteinander vertauschen.
Dadurch ergeben sich unter G4 zwei getrennte Bahnen von Ecken.

Wir gehen also zur vollen Symmetriegruppe Sym(W) tiber und betrachten eine
Achtecksfliche fs von A(y¢g). Wie wir bereits festgestellt haben, erreichen wir mit einer
ausgewéhlten Ecke von A(4¢g) durch die Drehungen an der durch den Mittelpunkt des
Achtecks verlaufenden Achse vom Typ a des Wiirfels nur jede zweite Ecke. Schalten
wir nun jedoch einmal eine entsprechende Ebenenspiegelung vom Typ s oder Typ t des
Wiirfels dazwischen, erreichen wir auch noch alle anderen Ecken von fg. Somit wirkt
Sym (W) transitiv auf den acht Ecken von fs. Da wir bereits festgestellt haben, dass
Sym_ (W) transitiv auf der Menge der Achtecke wirkt, bilden unter G alle Ecken von
A(4,6,8) nur eine Bahn. O

Bemerkung. An der zyklischen Sequenz (4, 6, 8) fallt uns auf, dass diese nicht symmetrisch
ist. Dadurch sind schon rein geometrisch zwei verschiedene Typen von Ecken unterscheid-
bar, ndmlich jene mit positiver und jene mit negativer Orientierung. Diese verschiedenen
Typen von Ecken miissen unter G erhalten bleiben, weil diese die Orientierung nicht
dndert. Somit gibt es mindestens zwei getrennte Bahnen von Ecken. Aus der obenste-
henden geometrischen Beschreibung wird jedoch ersichtlich, dass diese nicht noch weiter
zerfallen und es somit genau diese zwei Bahnen gibt. Da bei einer Ebenenspiegelung
die Orientierung umgekehrt wird, werden diese beiden Typen von Ecken dadurch genau
vertauscht und die beiden getrennten Bahnen werden im Ubergang zu G somit zu einer
einzigen Bahn verbunden. Im Tabelle 4.1 fillt uns auf, dass (4,6, 10) die einzige weitere
nicht symmetrische Sequenz ist. Somit wissen wir bereits, dass wir dieses Phidnomen bei
der Untersuchung des Tkosidodekaederstumpfs A4 ¢ 10y erneut beobachten werden.

6.2.3 Pseudorhombenkuboktaeder

Fir den Pseudorhombenkuboktaeder AZ‘& 4,4,4) haben wir bereits in Kapitel 4.2.2 ein
geometrisches Argument betrachtet, das die Transitivitdt seiner Symmetriegruppe auf
den Ecken ausschliefit: Das “dquatoriale Band” muss unter den Symmetrien des Korpers
invariant bleiben. Demnach erfiillt AE‘& 4.4,4) im Gegensatz zu - wie wir teilweise erst noch
sehen werden - allen anderen Archimedischen Korpern nicht auch das globale Kriterium
und ist somit kein uniformer Polyeder.

Schneiden wir den Koérper nun entlang des “dquatorialen Bandes” mit einer durch den
Schwerpunkt verlaufenden Ebene, entsteht ein Achteck (rot), siche Abbildung 6.2. Dieses

Achteck muss von jeder Symmetrie des Korpers auf sich selbst abgebildet werden, weil
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das “dquatoriale Band” unter den Symmetrien des Korpers invariant bleiben muss. Da
jede Symmetrie des Korpers auf diesem Achteck wirkt, ist es naheliegend, ausgehend von
der (vollen) Symmetriegruppe eines Achtecks eine Beschreibung der Symmetriegruppen
von A’("374’474) zu bekommen. Im Unterschied zu den bisherigen Beschreibungen von
Symmetriegruppen erarbeiten wir uns hier also keine Permutationsdarstellung, sondern
eine Beschreibung mithilfe der Symmetriegruppen eines regulidren Polygons. Die (volle)
Symmetriegruppe eines reguldren n-Ecks, n > 3, wird als Diedergruppe D,, bezeichnet
und enthélt neben der Identitdt die n — 1 Drehungen um Vielfache von 27“ an seinem
Mittelpunkt und die Spiegelungen an seinen Symmetrieachsen (und deren Kompositionen)

[22, S. 120]. Fiir die Ordnung der Diedergruppe erhalten wir somit ord(D,,) = 2n.

Abbildung 6.2: Pseudorhombenkuboktaeder: Entstehendes Achteck (rot) beim Schnitt
mit einer Ebene entlang des “dquatorialen Bandes”. Eigene Darstellung.

Vorab listen wir auf, welche Symmetrien seines Ausgangskorpers der Pseudorhomben-
kuboktaeder trotz seiner verdrehten oberen “Kappe” noch aufweist.”> Wir beginnen mit
den orientierungserhaltenden Drehsymmetrien:

(i). Die Identitat Es.

(ii). Drei Drehungen a, o und o an der Achse vom Typ a des Wiirfels, die senkrecht
auf das Achteck steht (Vierteldrehungen: um die Winkel 2, 2%, 3T),

(iii). Die Hintereinanderausfiihrung einer Drehung o an einer der beiden anderen Achsen
vom Typ a des Wiirfels, die in der Ebene des Achtecks liegen, und einer Drehung
um den Winkel 7, %’r, %’r, %’r (ungerade Achteldrehungen) an der Achse vom Typ a,
die senkrecht auf das Achteck steht.

5Es ist zu beachten, dass wir hierbei systematisch die Symmetrien des Wiirfels durchpriifen und dabei
wiederholt dieselben Symmetrien von Af; 4 4 4y auftreten. Wie wir in der Bemerkung am Ende dieses
Unterkapitels festhalten, gilt ord(Sym_ (A{3 4,4.4))) = 8 und ord(Sym(Af; 4 4.4y)) = 16.
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6.2 Abstammung vom Wiirfel

(iv). Die Hintereinanderausfithrung einer Drehung § an einer der beiden anderen Achsen
vom Typ b des Wiirfels, die in der Ebene des Achtecks liegen, und einer Drehung
um den Winkel 7, 37”, ‘%r, %’r (ungerade Achteldrehungen) an der Achse vom Typ a,
die senkrecht auf das Achteck steht.
In Ubergang zur vollen Symmetriegruppen kommen noch folgende orientierungsum-
kehrende Symmetrien dazu:

(v). Vier Ebenenspiegelungen an den Ebenen vom Typ s und Typ t des Wiirfels, die
senkrecht auf das Achteck stehen.

(vi). Die Hintereinanderausfiihrung der Spiegelung an der Ebene vom Typ s des Wiirfels,
™ 3m 5m Iw

in der das Achteck liegt, und einer Drehung um den Winkel 7, F, 5%, 7 (ungerade

Achteldrehungen) an der Achse vom Typ a, die senkrecht auf das Achteck steht.
(vii). Die Hintereinanderausfithrung der Punktspiegelung am Ursprung —FE3 und einer
Drehung um den Winkel 7, %’T, %’r, %’r (ungerade Achteldrehungen) an der Achse
vom Typ a, die senkrecht auf das Achteck steht.

Auffallend dabei ist, dass die jeweils in Hintereinanderausfithrungen mit anderen
Drehungen oder einer Spiegelung auftretenden ungeraden Achteldrehungen keine Sym-
metrien des Ausgangskorpers sind. Weiters ist zu bemerken, dass weder die Spiegelung
an der Ebene vom Typ s des Wiirfels, in der das Achteck liegt, noch die ungeraden
Achteldrehungen fiir sich allein genommen Symmetrien des neuen Objekts sind, aber ihre
Kombinationen schon. Zudem stellen wir fest, dass keine der Drehungen an den Achsen
vom Typ ¢ des Wiirfels iibertragen werden, weil diese durch die Verdrehung der oberen
“Kappe” nun jeweils durch den Mittelpunkt eines Dreiecks und eines gegeniiberliegenden
Quadrats verlaufen.

Nun iiberzeugen wir uns von folgendem Resultat:

Theorem 6.2.6. (Symmetriegruppen des Pseudorhombenkuboktaeders - Teil 1). Es gibt
eine isomorphe Abbildung

©: Sym(A’EgAAA)) — Dg.

d. h. die (volle) Symmetriegruppe von A’(’<374’474) ist isomorph zur (vollen) Symmetriegruppe
etnes requldaren Achtecks.

Beweis. Da nur die Identitdt E3 das Achteck invariant ldsst, ist die Abbildung ¢ nach
dem Injektivitdtskriterium aus Lemma 2.2.3 injektiv. Das Achteck kénnte sonst nur noch
durch eine Spiegelung des Korpers an der Ebene des Achtecks invariant bleiben, jedoch
ist dies wegen der verdrehten oberen “Kappe” keine Symmetrie von A?& 4.4,4)"

Um die Surjektivitdt zu tiberpriifen, {iberlegen wir uns vorab, dass Dg von zwei
Spiegelungen verschiedenen Typs erzeugt wird. Ein Achteck weist zwei verschiedene
Typen von Spiegelachsen auf, vier verlaufen durch gegeniiberliegende Ecken und vier
durch gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte. Fithren wir je eine dieser Spiegelungstypen
hintereinander aus, ist das Ergebnis eine Drehung um ein Vielfaches des Winkels 7 am
Mittelpunkt des Achtecks.
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Somit geniigt es, diese zwei Spiegelungen des Achtecks durch Symmetrien von AE‘& 14,4,4)
zu realisieren. Betrachten wir die obenstehende Auflistung und iiberlegen, was dabei
jeweils mit dem Achteck passiert, stellen wir fest, dass die Spiegelungen des Achtecks an
den Achsen durch gegeniiberliegende Ecken durch (iii) bzw. (iv) realisiert werden und
jene an den Achsen durch gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte durch (v). Also liegt
von jedem der beiden Typen von Spiegelungen mindestens eine® im Bild von ¢, wodurch
die Surjektivitit dieser Abbildung gezeigt ist. O

Um nun auch noch eine Beschreibung der Drehgruppe von AE‘B’ 44,4) 20 erhalten,
iiberlegen wir uns, welche Symmetrien des Achtecks nun nicht mehr durch Symmetrien
von A’(*3, 4,4,4) realisierbar sind. In der obenstehenden Auflistung beobachten wir, dass die
Spiegelungen des Achtecks an den Achsen durch gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte
nur durch Ebenenspiegelungen von A’€3,47 1,.4) realisiert werden kénnen und somit bei
der Einschrankung auf die Drehgruppe wegfallen. Dahingegen kénnen die Spiegelungen
des Achtecks an den Achsen durch gegeniiberliegende Ecken durch Hintereinanderaus-
flihrungen von Drehungen von A?& 4,4,4) realisiert werden und bleiben somit bei der
Einschrankung auf die Drehgruppe erhalten. Wahlen wir nun jeden zweiten Eckpunkt
des Achtecks und verbinden diese zu einem Quadrat, fallt auf, dass dadurch genau die
richtigen Spiegelachsen wegfallen, wihrend die weiterhin bendtigten erhalten bleiben. Es
ist somit naheliegend, durch die (volle) Symmetriegruppe eines Quadrats eine Beschrei-
bung der Symmetriegruppen von A??), 4,4,0) 20 bekommen. Wir iiberzeugen uns also von
folgendem Resultat:

Theorem 6.2.7. (Symmetriegruppen des Pseudorhombenkuboktaeders - Teil 2). Es gibt
eine isomorphe Abbildung

Pt Sym+(A>(k374,4,4)) — Dy,

*

d. h. die Drehgruppe von A(3’474,4) ist isomorph zur (vollen) Symmetriegruppe eins Quadrats.

Beweis. Da die Abbildung ¢ injektiv ist, ist auch ihre Einschrénkung ¢ injektiv. Um
die Surjektivitat zu {iberpriifen, iiberlegen wir uns wieder vorab, dass auch D4 von zwei
Spiegelungen verschiedenen Typs erzeugt wird. Ein Quadrat weist zwei verschiedene
Typen von Spiegelachsen auf, zwei verlaufen durch gegeniiberliegende Ecken und zwei
durch gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte. Fiihren wir je eine dieser Spiegelungstypen
hintereinander aus, ist das Ergebnis eine Drehung um ein Vielfaches des Winkels § am
Mittelpunkt des Quadrats. Somit geniigt es wieder, diese zwei Spiegelungen des Quadrats
durch Symmetrien von A’(’<37 1,4,4) 20 realisieren. Wir haben bereits beobachtet, dass alle
Spiegelungen des Quadrats von jenen des Achtecks an den Achsen durch gegentiberliegende
Ecken abstammen. Wie wir bereits festgestellt haben, werden diese durch (iii) und (iv)
aus der obenstehenden Auflistung realisiert. Also liegt von jedem der beiden Typen
von Spiegelungen mindestens eine” im Bild von ¢, wodurch die Surjektivitit dieser
Abbildung gezeigt ist. O

5Es werden damit sogar schon alle Spiegelungen beider Typen realisiert.
"Es werden damit wieder sogar schon alle Spiegelungen beider Typen realisiert.
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Bemerkung. Bei den beiden Beweisen in diesem Unterkapitel hétten wir auch wieder mit
einem Abzédhlargument arbeiten konnen, jedoch muss man sich dabei vorab tiberlegen, dass
die Symmetriegruppen von A’(“& 4,4,4) transitiv auf den acht Quadraten am “dquatorialen
Band” wirken. Die Bahn eines derartigen Quadrats umfasst also 8 Elemente. Da an ein
derartiges Quadrat je drei Quadrate und ein Dreieck angrenzen, konnen keine Drehungen
in der Stabilisatorgruppe eines derartigen Quadrats sein. Neben der Identitit liegt
darin nur eine Ebenenspiegelung aus (v) der obenstehenden Auflistung, weil nur diese
die ausgezeichnete Kante zwischen Quadrat und Dreieck erhélt. Mithilfe des Bahn-
Lemmas 2.3.3 erhalten wir also

ord(Sym(A(3 4 4.4))) =82 =16 = ord(Ds) und

Wegen der Gleichheit der Ordnungen folgt die Behauptung bereits aus der Injektivitat
der jeweiligen Abbildung.

6.2.4 Cubus Simus

Wie bereits in den einleitenden Worten dieses Kapitels angesprochen, stellt der Cubus
Simus A3 333,4) eine Ausnahme dar, weil wir diesen nur durch das algebraische Losen
einer Gleichung dritten Grades konstruieren konnten. Fiir die Untersuchung seiner
Symmetriegruppen ist die Beobachtung zentral, dass wir bei der Konstruktion durch die
Entscheidung, ob wir die kleinen Quadrate auf den Seitenflichen des Stammwiirfels leicht
entweder nach links oder rechts rotieren, eine Orientierung auf den Seitenflichen des
Wiirfels festlegen, siche Abbildung 4.12. Diese festgelegte Orientierung kann nur durch
die orientierungserhaltenden Symmetrien des Wiirfels Sym (W) bewahrt werden und
die orientierungsumkehrenden Symmetrien des Wiirfels Sym(W) \ Sym_ (W) sind daher
sicher keine Symmetrien des neuen Objekts. Es liegt die Vermutung nahe, dass A3 333 4)
iiberhaupt keine Spiegelsymmetrien aufweist, d. h. chiral ist, und seine Symmetriegruppe
mit der Drehgruppe des Wiirfels {ibereinstimmt. Wir {iberzeugen uns also von folgendem
Resultat:

Theorem 6.2.8. (Symmetriegruppe des Cubus Simus). Die Symmetriegruppe von
A(3,3,3.3,4) stimmt mit der Drehgruppe des Wiirfels iberein, d. h. es gilt

Sym(A(3,3,373,4)) = Sym+(A(3,3,3,3,4)) = Sym_ (W),

und A3 333.4) ist somit ein chiraler Polyeder. Zudem wirkl seine Symmetriegruppe
transitiv auf V(A3 3334)), d-h. Az 3334 erfillt das globale Kriterium und ist somit ein
uniformer Polyeder.

Beweis. Die Konstruktion von A3 33 34) aus Kapitel 4.2.3 basiert auf dem Festlegen der
Absténde x < y von den Kanten des Wiirfels. Diese Absténde bleiben geméfl der Definition
einer Isometrie als abstandserhaltende Bijektion unter Sym(W') erhalten. Jedoch gibt es an
jedem Eckpunkt einer Seitenfliche des Wiirfels zwei mogliche Punkte mit den Abstédnden
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x < y von den an dieser Ecke anliegenden Kanten des Wiirfels. Die Entscheidung
dariiber, welcher davon in V(A(37373,374)) liegt, hédngt von der vorab festgelegten Richtung
ab, in die die kleinen Quadrate rotiert werden. Da diese Richtung jedoch nur unter
Sym, (W) erhalten bleibt, bleibt V(A3 33 34)) nur unter Sym (W) invariant und in
weiterer Folge auch deren konvexe Hiille Conv(V (A33334))) = A33334)- Also gilt
Sym (W) C Sym(A(333,3.4)) =:G und somit auch Sym (W) C Sym, (A(3333.4)) =G+

Nur weil eine Symmetrie nicht vom Stammkorper kommt, heifit es noch nicht, dass
das neue Objekt keine weiteren Symmetrien mehr aufweist. Wir verwenden also diese
vom Wiirfel abstammenden Symmetrien, um wieder mithilfe des Bahn-Lemmas 2.3.3
die Gleichheit dieser Gruppen nachzuweisen. Da Sym, (W) transitiv auf der Menge der
sechs Seitenflichen des Wiirfels operiert, wirkt Sym, (W) transitiv auf der Menge der
sechs rotierten Quadrate des Cubus Simus. Die Bahn eines rotierten Quadrats f; von
A(3,3,3,34) umfasst seine sechs derartigen Flichen, d.h. ord G4 (fy) = ord G(f4) = 6. Die
Stabilisatorgruppe eines rotierten Quadrats besteht héchstens aus den vier Drehungen
um 5 am Mittelpunkt des Quadrats. Da eine Drehachse vom Typ a des Wiirfels durch
den Mittelpunkt dieses Quadrats verlduft, kommen diese Drehungen tatséchlich alle von
Sym (W) und es gilt somit ord Stag, (f4) = 4. Damit erhalten wir

ord(G) = (ord G4 (f4)) - (ord Stag, (f1)) =6 -4 = 24.

Somit muss bereits Sym_ (W) = G gelten.

Nun iiberlegen wir uns, ob fiir die (volle) Symmetriegruppe von Az 3334y bei der
Stabilisatorgruppe des rotierten Quadrats noch etwas dazukommt. Einerseits haben
wir bereits festgestellt, dass darin mindestens die vier Drehungen am Mittelpunkt des
Quadrats sind. Andererseits hat ein Quadrat noch vier Spiegelsymmetrien, wobei zwei
Spiegelachsen durch gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte verlaufen und zwei durch
gegeniiberliegende Ecken. In der Stabilisatorgruppe sind somit mindestens vier und
héchstens acht Elemente. Eine Spiegelung in dem rotierten Quadrat miisste aber bereits
von einer Spiegelung des Korpers kommen. Um uns durch ein geometrisches Argument
davon zu iiberzeugen, dass dies bei A(33 334y nicht moglich ist, betrachten wir eine
Achse durch den Mittelpunkt des rotierten Quadrats und den Mittelpunkt des Wiirfels.
Diese verlauft auch durch den Mittelpunkt des gegentiberliegenden Quadrats (entspricht
einer Achse vom Typ a beim Wiirfel durch gegeniiberliegende Flachenmittelpunkte).
Schauen wir von auflen auf die Konstruktion, sind alle kleineren Quadrate auf den
Seitenflichen des Wiirfels in die gleiche Richtung rotiert. Wenn wir aber nun aus der
Perspektive des rotierten Quadrats entlang dieser Achse auf das gegeniiberliegende
Quadrat schauen, ist dieses genau in die entgegengesetzte Richtung rotiert und kann somit
nicht durch eine Raumspiegelung bewahrt werden. Deshalb hat die Stabilisatorgruppe
des rotierten Quadrats auch fiir die (volle) Symmetriegruppe von A 333 4) nur vier
Elemente, d.h. ord Stag(f1) = 4. Damit erhalten wir auch ord(G) = 24, wodurch bereits
Sym_ (W) = G und in weiterer Folge G = G gelten muss.
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Zudem {iiberzeugen wir uns noch davon, dass diese Symmetriegruppen transitiv auf
V(A(3,3,3,3,4)) wirken. Hierzu miissen wir erneut anders argumentieren als bei den bisher
behandelten Korpern. Wie wir bereits festgestellt haben, folgt die Transitivitdt von
Sym (W) auf der Menge der rotierten Quadrate von Az 3 33 4) aus ihrer Transitivitét
auf der Menge der sechs Fldchen des Wiirfels. Somit erreichen wir bereits alle rotierten
Quadrate. Nun konzentrieren wir uns auf ein rotiertes Quadrat f; von Az 444y und
betrachten die dazugehorige Wiirfelfliche f. Die Mittelpunkte dieser beiden Quadrate
stimmen zwar {iberein, jedoch ist das kleine Quadrat um den Winkel ¢ rotiert. Die
Stabilisatorgruppe Stasym+(w)( f) enthalt neben der Identitit die Drehungen um 7, 7, 37”
an der durch ihren gemeinsamen Mittelpunkt verlaufenden Achse vom Typ a und wirkt
transitiv auf den vier Ecken von f. Da dies genau mit Drehungen des kleinen Quadrats
um @+ 7,0+ 5,0+ 37” an der durch den gemeinsamen Mittelpunkt verlaufenden Achse
vom Typ a des Wiirfels iibereinstimmt, wirkt Stasym+(w)( f) auch transitiv auf den vier

Ecken von f;. Somit bilden unter G4 = G alle Ecken von A3 33 3 4) nur eine Bahn. [

6.3 Abstammung vom Dodekaeder

Vom Dodekaeder stammen insgesamt sechs Archimedische Koérper ab: Dodekaederstumpf,
Ikosidodekaeder, Ikosaederstumpf, Rhombenikosidodekaeder, Ikosidodekaederstumpf
und Dodecaedron Simum. Wir gliedern dieses Unterkapitel analog zum vorhergehenden
iiber die Abstammung vom Wiirfel und wéhlen unsere Notationen weiterhin analog
zum Tetraederstumpf A(3¢6). Da hier grofiteils analoge Beweisfithrungen zu jenen der
vorhergehenden Unterkapitel auftreten, verweisen wir wo moglich auf diese und behandeln
nur etwaige Unterschiede néher.

6.3.1 Durch Entecken

Durch Entecken stammen vom Dodekaeder der Dodekaederstumpf, Ikosidodekaeder und
Tkosaederstumpf ab. Es liegt wieder die Vermutung nahe, dass ihre Symmetriegruppen
mit jenen des Dodekaeders iibereinstimmen. Wir beginnen mit dem Dodekaederstumpf
A3,10,10) = Conv(T(310,10) und iiberzeugen uns von folgendem Resultat:

Theorem 6.3.1. (Symmetriegruppen des Dodekaederstumpfs). Die Symmetriegruppen
von Az 10,10) stimmen mit jenen des Dodekaeders iiberein, d. h. es gilt
Sym(A(s,lo,w)) = Sym(D) und
Sym+(A(3,10,10)) = Sym+(D)-
Zudem wirken diese Symmetriegruppen transitiv auf V(A 3,10,10)) = T(3,10,10), d- b A3,10,10)
erfillt das globale Kriterium und ist somit ein uniformer Polyeder.

Beweis. Analog zu A3 ) folgt, dass unter Sym(D) die durch das Teilungsverhiltnis
1:¢:1 festgelegte Menge der Teilungspunkte 73 19,10) und in weiterer Folge auch deren
konvexe Hiille Conv(7(3 19,10y) invariant bleibt. Also gilt Sym(D) C Sym(A3,10,10)) =: G-
Daraus erhalten wir wieder direkt Sym (D) € Sym (A3 10,10)) =:G+-
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Analog zu A(3gg) folgt die jeweilige Gleichheit der beiden Gruppen. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass bei der Konstruktion von A3 19,10y unter den 20 Ecken
des Dodekaeders 20 Dreiecksflichen entstehen und somit ord G4 (f3) = ord G(f3) = 20
gilt. Wir erhalten also

ord(Gy) = (ord G4(f3)) - (ord Stag, (f3)) =20-3 = 60 und
ord(G) = (ord G(f3)) - (ord Stag(f3)) =20 -6 = 120.

Analog zu A3 g g) folgt auch die Transitivitét der Symmetriegruppen auf V(A3 10,10)) =
7(3,10,10)- 0

Nun widmen wir uns dem Tkosidodekaeder A3 5 35y = Conv(7(35 35)) und iiberzeugen
uns von folgendem Resultat:

Theorem 6.3.2. (Symmetriegruppen des Ikosidodekaeders). Die Symmetriegruppen
von A(z535) stimmen mit jenen des Dodekaeders tiberein, d. h. es gilt

Sym(A(3,5,3,5)) = Sym(D) und
Sym+(A(3,5,3,5)) = Sym+(D)'

Zudem wirken diese Symmetriegruppen transitiv auf V(A(z535)) = T(35,35), d-h- Az535)
erfillt das globale Kriterium und ist somit ein uniformer Polyeder.

Beweis. Mit dem einzigen Unterschied, dass auf jeder Kante des Wiirfels nur ein Teilungs-
punkt im Verhéltnis 1 : 1 konstruiert wird, folgt erneut wie bei A3 g6y, dass unter Sym(D)
die Menge der Teilungspunkte 735 3 5) und in weiterer Folge auch deren konvexe Hiille
Conv(7(35,3,5)) invariant bleibt. Also gilt Sym(D) C Sym(A3535)). Daraus erhalten wir
wieder direkt Sym, (D) C Sym, (A(3535)). Die jeweilige Gleichheit der beiden Gruppen
folgt mit genau denselben Abzéhlargumenten wie bei A3 19,10). Auch die Transitivitéit
der Symmetriegruppen auf V(A3 535)) = T(353,5) folgt mit demselben Argument wie
bei A3 10,10) bzw. analog zu A3 g g).- O

SchlieBlich kommen wir noch zum Ikosaederstumpf A5 ) = Conv(7(56,)), den wir
in Kapitel 4.2.1 aus Griinden der Einfachheit ausgehend vom Ikosaeder konstruiert haben.
Da wir jedoch in Kapitel 5.3 festgestellt haben, dass Dodekaeder und Ikosaeder als
Dualkérper dieselben Symmetriegruppen aufweisen, iiberzeugen wir uns von folgendem
Resultat:

Theorem 6.3.3. (Symmetriegruppen des Ikosaederstumpfs). Die Symmetriegruppen
von A(s,6) stimmen mit jenen des Dodekaeders iberein, d. h. es gilt

Sym(As.6,6)) = Sym(D) und
Sym_ (A(s,6,6)) = Sym (D).

Zudem wirken diese Symmetriegruppen transitiv auf V(As66)) = T5.6,6), d-h A 6.6)
erfillt das globale Kriterium und ist somit ein uniformer Polyeder.
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Beweis. Da Tkosaeder und Dodekaeder als Dualkorper dieselben Symmetriegruppen auf-
weisen, folgt auch hier analog zu A (3¢ 6), dass unter Sym(D) die durch das Teilungsverhélt-
nis 1:1: 1 festgelegte Menge der Teilungspunkte 75 6 ) und in weiterer Folge auch deren
konvexe Hiille Conv (75 ¢6)) invariant bleibt. Also gilt Sym(D) C Sym(A(6¢)) =: G-
Daraus erhalten wir wieder direkt Sym (W) C Sym, (A5 66)) =G+

Die jeweilige Gleichheit der beiden Gruppen folgt zwar analog zu A, ¢), jedoch
handelt es sich bei den unter den Ecken des Tkosaeders entstehenden Fldchen nicht
um Quadrate sondern Fiinfecke, weshalb wir die Abzidhlargumente hier noch einmal an
diesen Unterschied anpassen. Da Sym (D) transitiv auf der Menge der zwo6lf Flichen
des Dodekaeders und somit auf der Menge der zwolf Ecken des Tkosaeders operiert, wirkt
Sym_ (D) transitiv auf der Menge der zwolf Fiinfecksflichen von A5 ). Die Bahn einer
Fiinfecksfliche f5 von A g 6) umfasst seine zwolf derartigen Flichen, d.h. ord G (f5) =
ord G(f5) = 12. Thre Stabilisatorgruppe besteht héchstens aus den fiinf Drehungen um 2%
am Mittelpunkt des Fiinfecks. Da eine Drehachse vom Typ a des Dodekaeders durch
den Mittelpunkt des Fiinfecks verlauft, kommen diese Drehungen tatséchlich alle von
Sym, (D) und es gilt somit ord Stag, (f5) = 5. Damit erhalten wir

ord(G4) = (ord G4(f5)) - (ord Stag, (f5)) = 12 -5 = 60.

Fiir die (volle) Symmetriegruppe von A(4,6,6) kommen bei der Stabilisatorgruppe hochstens
noch die fiinf Spiegelungen an den Achsen durch eine Ecke und den gegeniiberliegenden
Seitenmittelpunkt des Fiinfecks dazu. Da diese genau von den entsprechenden Ebenen-
spiegelungen des Dodekaeders kommen, erhalten wir

ord(G) = (ord G(f5)) - (ord Stag(f5)) = 12 - 10 = 120.

Analog zu Ay 6 6) folgt auch die Transitivitit der Symmetriegruppen auf V(A 66)) =
T5.6.6)- 0

6.3.2 Durch Entecken und Entkanten

Durch Entecken und Entkanten stammen vom Dodekaeder der Rhombenikosidodekaeder
A(3,4,5,4) und der Ikosidodekaederstumpf A4 10y ab. Die Ecken dieser Kérper erhalten
wir wieder nicht wie beim ausschlielichen Entecken auf den Kanten des Ausgangskorpers,
sondern auf dessen Seitenflichen, indem zusétzlich Parallelen zu den urspriinglichen
Kanten gezogen und deren Schnittpunkte ermittelt werden. Bei A3 45 4) entspricht die
dadurch entstehende Schnittpunktmenge S(3 45 4) Wieder bereits seiner Eckpunktmenge,
siehe Abbildung 4.8. Es gilt also

Sia54) = V(A@3454))

Bei A(46,10) handelt es sich bei der dadurch entstehenden Schnittpunktmenge S46,10) da-
hingegen wieder um eine Obermenge seiner Eckpunktmenge, d.h. Sy6.10) 2 V (A(4,6,10))-
Waiéhlen wir daraus jene Schnittpunkte aus, die durch das Schneiden der Parallelen durch
die ersten Teilungspunkte mit jenen durch die dritten Teilungspunkte entstehen, erhalten
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6 Symmetriegruppen der Archimedischen Kérper

wir genau jene Teilmenge S(*4 6,10) die der Menge der Eckpunkte von Ay 10) entspricht,
siehe Abbildung 4.11. Es gilt also

S(*4,6,10) = V(A(476,10))'

Es liegt wieder die Vermutung nahe, dass die Symmetriegruppen dieser Archimedischen
Korper mit jenen des Dodekaeders iibereinstimmen. Wir beginnen mit dem Rhombeniko-
sidodekaeder A3 45 4) = Conv(S(34;54)) und iiberzeugen uns von folgendem Resultat:

Theorem 6.3.4. (Symmetriegruppen des Rhombenikosidodekaeders). Die Symmetrie-
gruppen von A3 4 5.4) stimmen mit jenen des Dodekaeders tiberein, d. h. es gilt

Sym(A345,4) =Sym(D)  und
Sym, (A(3,4,54)) = Sym_ (D).

Zudem wirken diese Symmetriegruppen transitiv auf V(A 45.4)) = S3,4,5,.4), d- h- A3.45.4)
erfillt das globale Kriterium und ist somit ein uniformer Polyeder.

Beweis. Analog zu A3 44 .4) folgt, dass unter Sym(D) die auf Basis des Teilungsverhélt-
nisses 1 : 1 : 1 und durch das Ziehen entsprechender Parallelen festgelegte Menge der
Schnittpunkte S(3454) und in weiterer Folge auch deren konvexe Hiille Conv(S(3 4.5 .4))
invariant bleibt. Also gilt Sym(D) C Sym(A(3454)) =: G. Daraus erhalten wir wieder
direkt Sym_ (D) C Sym_ (A345.4)) =G+

Analog zu A3 44.4) folgt die jeweilige Gleichheit der beiden Gruppen. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass bei der Konstruktion von A3 45 4) auf den zwolf Flachen
des Dodekaeders zwolf Fiinfecke entstehen und somit fiir ein Fiinfeck f5 gilt ord G4 (f5) =
ord G(f5) = 20. Entsprechend ergibt sich fiir die Stabilisatorgruppen:

e Die Stabilisatorgruppe von f5 besteht héchstens aus den fiinf Drehungen um 2% am
Mittelpunkt des Fiinfecks. Da eine Drehachse vom Typ a des Dodekaeders durch
den Mittelpunkt dieses Fiinfecks verlduft, kommen diese Drehungen tatséchlich alle

von Sym , (D) und es gilt somit ord Stag, (f5) = 5.

e Fiir die (volle) Symmetriegruppe von A3 4 5 4y kommen bei der Stabilisatorgruppe
hochstens noch die fiinf Spiegelungen an den Achsen durch eine Ecke und den ge-
geniiberliegenden Seitenmittelpunkt des Fiinfecks dazu. Da diese genau von den ent-
sprechenden Ebenenspiegelungen des Dodekaeders kommen, gilt ord Stag(f5) = 10.

Wir erhalten also

ord(Gy) = (ord G4(f5)) - (ord Stag, (f5)) = 12-5 = 60 und
ord(G) = (ord G(f5)) - (ord Stag(f5)) = 12 - 10 = 120.

Auch die Transitivitdat der Symmetriegruppen auf V(A 345.4)) = S(3,4,5,4) folgt mit
demselben Unterschied analog zu A3 44 4)- O
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Nun widmen wir uns dem Tkosidodekaederstumpf A, 10y = Conv(S(*4,6710)). Dieser
weist analoge Besonderheiten zum Kuboktaederstumpf A, ¢ g) auf. Wir haben bereits
festgestellt, dass es sich auch hier bei der Menge der im Zuge der Konstruktion entste-
henden Schnittpunkte auf den Seitenflichen des Dodekaeders um eine Obermenge der
Eckpunkte des neuen Objekts handelt. Zudem haben wir in der Bemerkung nach der
Behandlung von A, 6 g) bereits vorausgesagt, dass auch bei A4 6 10y aufgrund seiner nicht
symmetrischen Sequenz nur seine volle Symmetriegruppe Sym(A46,10)) transitiv auf
der Menge seiner Ecken wirkt, wohingegen diese unter der Wirkung seiner Drehgruppe
Sym_ (A(4,6,10)) in zwei Bahnen zerféllt. Wir iiberzeugen uns also von folgendem Resultat:

Theorem 6.3.5. (Symmetriegruppen des Ikosidodekaederstumpfs). Die Symmetriegrup-
pen von Ay 10y stimmen mit jenen des Dodekaeders tiberein, d. h. es gilt

Sym(A(e10)) = Sym(D)  und
Sym+(A(4,6710)) = Sym+(D)-

Zudem zerfillt V(Ayg10)) = S(*46 10) unter der Wirkung von Sym_ (As,6,10)) in zwei
Bahnen, wohingegen Sym(A4,10)) transitiv auf dieser Menge wirkt. Somit erfillt A(4,6,10)
trotzdem das globale Kriterium und ist ein uniformer Polyeder.

Beweis. Analog zu Ay g folgt, dass unter Sym(D) die auf Basis des Teilungsverhalt-
nisses 1 : 1 : v/2 : 1 : 1 und durch das Ziehen entsprechender Parallelen festgelegte
Menge der Schnittpunkte Si4610) invariant bleibt. Da die geometrische Beschreibung
des Auswahlverfahrens hier ebenso mit Sym(D) vertréglich ist, bleibt auch deren Teil-
menge 8(176710) unter Sym(D) invariant und in weiterer Folge auch deren konvexe Hiille
Conv(S(*4’6710)). Also gilt Sym(D) C Sym(A6,10)) =: G. Daraus erhalten wir wieder
direkt Sym_, (D) C Sym (A(4,6,10)) =:G+-

Analog zu A(46g) folgt die jeweilige Gleichheit der beiden Gruppen. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass bei der Konstruktion von Ay 10) auf den zwolf Fla-
chen des Dodekaeders zwolf Zehnecke entstehen und somit fir ein Zehneck fio gilt
ord G4+ (f10) = ord G(f1p) = 12. Entsprechend ergibt sich fir die Stabilisatorgruppen:

e Da an jedes dieser Zehnecke alternierend Sechsecke abwechselnd mit Quadraten
angrenzen, besteht seine Stabilisatorgruppe hochstens aus jeder zweiten der zehn
Drehungen um % am Mittelpunkt des Zehnecks, bei der eine Kante zwischen
Zehneck und Sechseck wieder auf eine derartige Kante abgebildet wird (und ebenso
fiir eine Kante zwischen Zehneck und Quadrat). Da eine Drehachse vom Typ a des
Dodekaeders durch den Mittelpunkt dieses Zehnecks verlduft, kommt tatséchlich

jede zweite dieser Drehungen von Sym, (D) und es gilt somit ord Stag, (fi0) =

10 __
10 5.

o Fiir die (volle) Symmetriegruppe von A4 10y kommen bei der Stabilisatorgruppe
héchstens noch die fiinf Spiegelungen an den Achsen durch gegeniiberliegende
Seitenmittelpunkte des Zehnecks dazu, da durch die fiinf Spiegelungen an den Achsen
durch gegeniiberliegenden Ecken verschiedenartige Kanten vertauscht werden. Da
diese genau von den entsprechenden Ebenenspiegelungen des Dodekaeders kommen,
gilt ord Stag(fi0) = 10.
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Wir erhalten also

ord(G ) = (ord G4 (f10)) - (ord Stag, (f10)) = 12-5 = 60 und
ord(G) = (ord G(fi0)) - (ord Stag(fi0)) = 12 - 10 = 120.

Analog zu Ay 6 5) stellen wir fest, dass unter ausschlieBlicher Betrachtung der Dreh-
gruppe G4 zwei verschiedene Bahnen von Ecken entstehen, die ohne Zuhilfenahme einer
Ebenenspiegelung nicht miteinander verbunden werden kénnen. Der einzige Unterschied
besteht darin, dass bei der Konstruktion von Ay ¢ 10) auf den Dodekaederflichen Zehn-
ecke entstehen und nicht wie bei A4 5) auf den Wiirfelflichen Achtecke. Durch den
Mittelpunkt eines Zehnecks von Ay 10y verlduft aber ebenso eine Drehachse vom Typ a
des Dodekaeders mit einem Drehwinkel von %’r, wodurch eine ausgewéahlte Ecke dieses
Zehnecks wieder immer nur auf jede zweite seiner Ecken transportiert werden kann, bis
sie wegen der geraden Eckenanzahl wieder an ihrer Ausgangsposition landet. O

6.3.3 Dodecaedron Simum

Wie bereits in den einleitenden Worten dieses Kapitels angesprochen, stellt der Do-
decaedron Simum A3 3335 wie der Cubus Simus A3 33 34) eine Ausnahme dar, weil
wir diesen ebenfalls nur durch das algebraische Losen einer Gleichung dritten Grades
konstruieren konnten. Fiir die Untersuchung seiner Symmetriegruppen ist wieder die
Beobachtung zentral, dass wir bei der Konstruktion durch die Entscheidung, ob wir
die kleinen Fiinfecke auf den Seitenflichen des Stammdodekaeders leicht entweder nach
links oder rechts rotieren, eine Orientierung auf den Seitenflichen des Dodekaeders
festlegen, siehe Abbildung 4.13. Diese festgelegte Orientierung kann nur durch die ori-
entierungserhaltenden Symmetrien des Dodekaeders Sym (D) bewahrt werden und die
orientierungsumkehrenden Symmetrien des Dodekaeders Sym(D) \ Sym_ (D) sind daher
sicher keine Symmetrien des neuen Objekts. Es liegt wieder die Vermutung nahe, dass
A(3,3,33,5) Uberhaupt keine Spiegelsymmetrien aufweist, d. h. chiral ist, und seine Symme-
triegruppe mit der Drehgruppe des Dodekaeders iibereinstimmt. Wir iiberzeugen uns
also von folgendem Resultat:

Theorem 6.3.6. (Symmetriegruppe des Dodecaedron Simum). Die Symmetriegruppe
von A(33335) stimmen mit der Drehgruppe des Dodekaeders iiberein, d. h. es gilt

Sym(A(373,373,5)) = Sym+(A(373,3,3,5)) = Sym+(D),

und A33334) ist somit ein chiraler Polyeder. Zudem wirkl seine Symmetriegruppe
transitiv auf V(A3 3335)), d-h. Az 3335 erfillt das globale Kriterium und ist somit ein
uniformer Polyeder.

Beweis. Analog zu A3 333 4) folgt, dass die durch diese Konstruktionsweise ermittelte
Menge der Eckpunkte V(A3 33 35)) nur unter Sym (D) invariant bleibt, was in weiterer
Folge auch fiir deren konvexe Hiille Conv(V(A33335))) = A@33335) gilt. Also gilt
Sym_ (D) € Sym(A333,35)) =G und somit auch Sym (D) € Sym, (A3 3335)) =G+
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Analog zu A3 3334) folgt die jeweilige Gleichheit der beiden Gruppen. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass bei der Konstruktion von A3 333 5) auf den zwolf Flachen
des Dodekaeders zwolf Fiinfecke entstehen und somit fiir ein Fiinfeck f5 gilt ord G4 (f5) =
ord G(f5) = 12. Entsprechend ergibt sich fiir die Stabilisatorgruppen:

e Die Stabilisatorgruppe von f5 besteht héchstens aus den fiinf Drehungen um %’r am

Mittelpunkt des Fiinfecks. Da eine Drehachse vom Typ a des Dodekaeders durch
den Mittelpunkt dieses Fiinfecks verléduft, kommen diese Drehungen tatséchlich alle
von Sym, (D) und es gilt somit ord Stac, (f5) = 5.

e Fiir die (volle) Symmetriegruppe von A3 333 5) kommt bei der Stabilisatorgruppe
auch hier nichts mehr dazu, weil eine Spiegelung in dem rotierten Fiinfeck aus einem
analogen geometrischen Argument wie bei A3 33 34) bereits von einer Spiegelung
des Korpers kommen muss. Somit gilt auch ord Stag(f5) = 5.

Wir erhalten also

ord(G4) = (ord G4(fs5)) - (ord Stag, (f5)) =12-5 =60 und
ord(G) = (ord G(f5)) - (ord Stag(f5)) = 12 -5 = 60,

wodurch bereits Sym_ (W) = G+ = G gelten muss. Analog zu A3 333 4) folgt auch die
Transitivitit der Symmetriegruppen auf V(A3 33 5))- O
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