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Abstract

The question may arise as to whether there are connections among continued fractions, Farey
sequences, and the Diophantine approximation. This master’s thesis attempts to elaborate
the basics of these three mathematical concepts and explore their relations with one another.
Continued fractions and Farey sequences are useful tools for approximating real numbers,
especially those of the infinite, non-periodic decimal kind. One such number is that of m,
in which there has been a great deal of interest for thousands of years to learn about its
qualitatively good approximation. Diophantine approximation is a discipline of mathematics,
which has set itself the goal of making statements and inferences about the quality of
approximations. From that point of view, continued fractions and Farey sequences provide
good approximations with small margins for error.

The focus of this thesis is on Dirichlet’'s approximation theorem of 1842. This theorem
indicates that there is a sequence of good rational approximations for every real number. In
addition, it provides a necessary and sufficient condition for the irrationality of a number,
which can be derived from minor additions to the theorem.



Abriss

Auf den ersten Blick stellt sich moglicherweise die Frage, nach dem Zusammenhang zwischen
Kettenbriichen, Farey-Folgen und der diophantischen Approximation. In der Literaturarbeit
wird die Bedeutung von Kettenbriichen, Farey-Folgen und der Approximationstheorie erarbeitet,
und zuletzt in Relation zueinander gesetzt.

Kettenbriiche und Farey-Folgen sind namlich ein niitzliches Werkzeug, um reelle Zahlen
anzunahern, vor allem jene die unendlich viele nicht-periodische Nachkommastellen aufweisen.
Eine solche Zahl, fiir die es jahrtausendelang von groBem Interesse war, auf eine qualitativ
gute Naherung zuriickzugreifen, ist die Kreiszahl 7. Die diophantische Approximation ist ein
Teilgebiet der Mathematik, welche es sich zum Ziel gesetzt hat, Aussagen iber die Giite
einer Naherung zu treffen. Aus dem Blickwinkel der diophantischen Approximation liefern
Kettenbriiche und Farey-Folgen gute Naherungen an reelle Zahlen mit geringem Fehler.

Ein zentraler Satz der vorliegenden Masterarbeit ist der Approximationssatz von Dirichlet
aus dem Jahre 1842. Dieser liefert nicht nur die Erkenntnis, dass es zu jeder reellen Zahl
eine Folge guter rationaler Naherungen gibt, sondern es lasst sich auch eine notwendige und
eine hinreichende Bedingung fiir die Irrationalitat einer Zahl durch geringe Ergédnzungen des
Theorems ableiten.
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1 Einleitung

Kettenbriiche und Farey-Folgen zeichnen sich nicht nur durch ihre einzigartigen mathemati-
schen Eigenschaften aus, sondern sind auch ein wichtiges Hilfsmittel zur Approximation reeller
Zahlen. Bereits im frihen Jugendalter, in der Sekundarstufe 1 des osterreichischen Schulsys-
tems, werden Lernende mit der Tatsache konfrontiert, dass es reelle Zahlen gibt, die unendlich
viele, nicht-periodische Nachkommastellen besitzen. Stellvertretend dafiir, wird in diesem
Zusammenhang die Kreiszahl m und die Lange der Diagonale des Einheitsquadrats genannt.
Meist weisen Lehrende ausschlieBlich darauf hin, dass bei Berechnungen diverser Aufgaben
ein sinnvolles Runden reeller Zahlen ausreichend ist, um die Fragestellungen zufriedenstellend
zu beantworten. Der Lehrplan sieht nicht vor, entsprechendes Wissen zu vermitteln, das
es ermdglicht, reelle Zahlen mit vergleichsweise kleinem Fehler abzuschatzen. [4] Aus der
Sicht der diophantischen Approximationstheorie ist eine Darstellung reeller Zahlen, vor allem
jener mit unendlich vielen, nicht periodischen Nachkommastellen, mittels Kettenbriichen und
Farey-Folgen empfehlenswert, da diese exakter ist.

Das Ziel der Masterarbeit ist es, ein fundiertes Wissen tiber Kettenbriiche und Farey-Folgen
zu vermitteln und diese mit wichtigen Resultaten der diophantischen Approximation in Ver-
bindung zu bringen. Dazu behandelt Kapitel 2 die Grundlagen endlicher und unendlicher
Kettenbriiche mit den zugehdrigen wichtigsten Eigenschaften. Kapitel 3 nimmt Farey-Folgen
und deren Eigenschaften, den Stern-Brocot-Baum und Ford-Kreise genauer unter die Lupe.
Die Bedeutung von Kettenbriichen und Farey-Folgen im Rahmen der diophantischen Approxi-
mation wird im finalen Kapitel 4 der Literaturarbeit verdeutlicht. Ein kurzer Abschnitt der
drei groBen Kapitel soll auBerdem einer fachdidaktischen Analyse gewidmet sein, da diese
drei genannten mathematischen Objekte auch groBen schulischen Mehrwert haben kénnen.
So kénnen Kettenbriiche beispielsweise zahlentheoretisches Interesse anregen, Farey-Folgen
algebraische Fehler bei der Addition von Briichen in ein neues Licht mithilfe des Wissens liber
Mediantenbildung riicken, oder diophantische Approximation ein tiefergehendes Verstandnis
reeller Zahlen bedingen. [9, 15, 13] Zentrale Satze der vorliegenden Literaturarbeit sind der
Satz von Dirichlet, der Satz von Liouville und der Satz von Thue-Siegel-Roth, die in Kapitel

4 aufgegriffen werden.



Notation

In der Literaturarbeit wird folgende Definition fiir die Zahlenmengen verwendet:

N=1{1,2,3,...}
N* ={0,1,2,3,...}
Z={.,-2-1,012,...}

@={llpeznrscz\(0}}

Die Mengen R und R \ Q werden im Laufe der Masterarbeit eingefiihrt.



2 Kettenbriiche

2.1 Einfiihrung

In Kapitel 2 werden Kettenbriiche und deren Eigenschaften, Anwendungen und didaktische
Eignung im Detail beleuchtet. Kettenbriiche sind nicht nur als eigenstdndige mathematische
Objekte von groBem Interesse, sondern ihnen wird die wichtige Aufgabe zuteil, reelle Zahlen
mittels rationaler Naherungen zu approximieren, weshalb die genauere Auseinandersetzung
ein zentraler Aspekt der Literaturarbeit ist. Die theoretischen Grundlagen der Kettenbriiche
sind eine essentielle Basis fiir das finale Kapitel 4 ,, Diophantische Approximation®,

Hervorzuheben ist liberdies die lange historische Entwicklung, auf die in folgendem Kapitel

2.1.1 genauer eingegangen wird.

2.1.1 Historische Betrachtung

Die Verwendung des Kettenbruchkalkiils blickt auf eine lange Tradition in vielen Kulturen der
Erde zurlick. Bereits seit der Antike sind Vorlaufer von Kettenbriichen bekannt, mit denen
unter anderem die Gelehrten Archimedes und Diophantos von Alexandria durch die Anwen-
dung erster kurzer Kettenbriiche assoziiert werden. [1] Bemerkenswert ist, dass die indischen
Gelehrten Aryabhata der Altere und Bhaskara der Altere im 6. Jahrhundert nach Christus
Kettenbriiche verwendeten, um beispielsweise Losungen fiir lineare diophantische Gleichungen
zu finden. Diophantische Gleichungen sind Gleichungen, deren Lésungen ausschlieBlich im
Bereich der Zahlenmenge Z gesucht werden. [19]

Obwohl Kettenbriiche (iber viele Jahrzehnte gar Jahrhunderte hinweg Einsatz in diversen
mathematischen Bereichen hatten, dauerte es vergleichsweise lange bis zur Entwicklung einer
einheitlichen und ganzheitlichen Theorie. Cataldi, Schwentner und Huygens zéhlen zu den
namhaften Mathematikern, die erstmals Ansatze zur Theorie der Kettenbriiche lieferten.
[21] Der niederlandische Astronom und Mathematiker Christiaan Huygens beispielsweise
entwickelt im 17. Jahrhundert einen systematischen Ansatz der Kettenbruchtheorie, die er im
Zuge des Baues eines mechanischen Sonnensystemmodells formulierte. [19] Erst Leonhard
Euler gelang es aber, eine einheitliche Theorie der Kettenbriiche zu entwickeln. Eine Vielzahl
Eulerscher Abhandlungen zeugen von seiner intensiven Auseinandersetzung mit der Thematik
der Kettenbriiche. [21] Wie wichtig die historische Entwicklung der Kettenbruchtheorie ist,
wird unter anderem bei der Festlegung des Kalenders klar. Naheres zur Unterscheidung
zwischen julianischem und greorianischem Kalender wird in Kapitel 2.5 dargelegt.
Zusammenfassend kann jedoch ganz allgemein festgestellt werden, dass sich die Kettenbruch-

theorie aus der Notwendigkeit heraus entwickelte, Briiche mit groBen Nennern und Zahlern



durch simplere Briiche anzunihern. [24]

2.2 Definition: Kettenbriiche

Zunachst werden die wichtigsten Definitionen, Notationen und Sprechweisen fiir Kettenbriiche
eingefiihrt, die anschlieBend fir die Analyse der Eigenschaften herangezogen werden. Dieses
Kapitel folgt den Ausfiihrungen der Werke von Perron (1977) [21] und Bundschuh (2008) [5].

Definition (Kettenbriiche). Ein (endlicher) Kettenbruch hat die allgemeine Form

C1
bo + , (2.1)
C2
b1 +

by +

C3

. G

- .
wobei b,, und ¢, reelle Zahlen sind, die jedoch so gewahlt sein miissen, dass kein Nenner = 0
ist und 7 € N.
Die Elemente b,, werden in der Literatur oftmals auch als Teilnenner bezeichnet, wobei bg
schon durch die Bezeichnung Anfangsglied eine Eigenstellung erhalt. Denn ist das Anfangsglied
bo = 0, so kann es mitsamt des nachfolgenden Rechenzeichens weggelassen werden.
Die Elemente c¢,, werden Teilzahler genannt. Ferner wird der Bruch Z—Z als n-tes Glied oder als
n-ter Teilbruch bezeichnet. Diese Bezeichnungen sind fiir alle Kettenbrucharten anwendbar,
insbesondere auch bei den Spezialfallen. [21, 5]
Wir haben eben die allgemeine Form eines Kettenbruches anhand eines endlichen Kettenbru-
ches statuiert. Ein Kettenbruch kann jedoch auch unendlich, sprich nicht-abbrechend, sein.
Die Konvergenz unendlicher Kettenbriiche ist fiir weitere Uberlegungen und Ausfiihrungen
essentiell. Den unendlichen Kettenbriichen ist daher nachfolgend ein eigenes Kapitel gewidmet,

da sie unter anderem fiir die Darstellung irrationaler Zahlen herangezogen werden. [21, 5]

Wir betrachten nun einen wichtigen Spezialfall der Kettenbriiche, die regelméBigen Ket-

tenbriiche. Diese zeichnen sich dadurch aus, dass alle Teilzahler ¢,, den Wert 1 aufweisen.

Definition (RegelmaBige Kettenbriiche). Sei by € Z, i € N und by,bg,...,b; € N, so weist



ein endlicher regelmaBiger Kettenbruch die Form

1
bO + ’ (22)

b +
by +

. )
auf. Aufgrund der Ubersichtlichkeit kann man einen endlichen regelmiBigen Kettenbruch wie

folgt notieren:
[bo; bl, b2, ey bl]

Da es sich um einen endlichen Kettenbruch handelt, ist der Ausdruck (i + 1)-gliedrig, da das
Anfangsglied by mitgezahlt werden muss.

Lasst man die Konvergenz eines unendlich regelmaBigen Kettenbruches vorerst auBer Acht,
kann vorhergehende Notation auf unendliche regelmaBige Kettenbriiche umgemiinzt werden.

1
bo+ ———— (2:3)
b +
1

by + —

oder kurz
[bo; b1, ba,...]. [21, 5]

Bemerkungen:

(i). RegelmaBige Kettenbriiche werden in der Literatur oft als einfache oder regulare
Kettenbriiche bezeichnet. Im englischen Sprachraum sind sie unter dem Begriff regular

oder simple continued fractions bekannt.

(ii). Obwohl die ausfiihrlichere Notation der Kettenbriiche mehr liber die Gestalt preisgibt,
hat sich die Kurzschreibweise mittels eckiger Klammern aufgrund der Pragnanz ebenso

bewahrt.

(iii). Zusammenfassend zeichnet sich ein regelmaBiger endlicher oder unendlicher Kettenbruch

dadurch aus, dass alle Teilzihler den Wert 1 annehmen. [21, 5]



2.3 Endliche Kettenbriiche

Definition (Endliche Kettenbriiche). Fiir den endlichen Kettenbruch (2.1) wurde die pragnante

Schreibweise

eingefiihrt. [21]
In der Literatur findet man noch weitere Abwandlungen dieser gedrangten Schreibweise. Eine
Ausfiihrung dieser minimalen Veranderungen ist vernachlassigbar, kann jedoch im Werk von

Perron (1977) [21] eingesehen werden.

2.3.1 Naherungsbriiche und Matrixdarstellung endlicher regelmaBiger Kettenbriiche

Das Kapitel 2.3.1 beschéftigt sich zunichst mit Ndherungsbriichen endlicher Kettenbriiche.
Dabei handelt es sich, vereinfacht formuliert, um den Bruch, der entsteht, wenn man die
Kettenbriiche nach k Schritten abbricht. Die Bedeutung der Naherungsbriiche liegt vor
allem darin, dass sie Naherungsbriiche steigender Komplexitat liefern. Uberdies besitzen

N&herungsbriiche besondere Eigenschaften, die folglich nicht unterschlagen werden sollen.

Definition (Niherungsbriiche). Die zu dem Kettenbruch o = [bg; b1, ..., b;] gehdrenden
N&herungsbriiche %Z =a = [bo; b1, ..., by] heiBen Naherungsbriiche n-ter Ordnung fir
n € {0,1,2,...,i}. Bei endlichen Kettenbriichen sind der letzte Naherungsbruch und der
Kettenbruch per se identisch. C), wird als Naherungszahler und B, als Naherungsnenner
n-ter Ordnung bezeichnet. Beim n-ten Ndherungsbruch werden die ersten n + 1 Glieder

miteinbezogen. Die letzten i — n Glieder werden schlichtweg weggelassen. [21]

Wir wollen explorativ die Naherungsbriiche der Ordnung 0,1 und 2 angeben. Dazu sei « ein
regelmaBiger endlicher Kettenbruch der Form o = [bg; by, ..., b;].

Wir fassen nun den Kettenbruch « als rationale Funktion auf, und geben die Funktionswerte
fir n =0,1,2 an. [21]

o = [p] = bﬁ, (2.4)
1
1 boby +1
o) = [b;by] = by + — = AT (2.5)
by by
1 bob1bs + by + b
@) — [by: by. by = b St B N U 2.6
a [bo; b1, ba] O+b1+é bty t 1 (2.6)



Wie man ohnehin erkennen kann, gewinnen die Polynome des Quotienten zunehmend an
Komplexitat, wodurch die Berechnung weiterer Funktionswerte immens langwierig wird. Hierfiir
ist es praktischer, sich der Theorie zu bedienen, die durch Rekursion eine Moglichkeit zur
Berechnung des n-ten Ndherungsbruchs bietet. Die ausfiihrliche Herleitung mittels Rekursion
zur Entwicklung eines n-ten Naherungsbriichen ist im Werk von Perron (1977) [21] dargelegt.

Satz 2.1. Sei o = [bo; b1, ...,b;] ein beliebiger regelmaBiger Kettenbruch und sei alm =
[bo; b1,...,b,) fiirn € N* und 0 < n < i der zugehdrige Ndherungsbruch n-ter Ordnung,

dann gilt
CO = bg, Bg =1 firn =20
Cq :=boby + 1, By :=h firn=1
und Cyp :=b,, - Cp_1 + Cp_o, B, :=b, -B,_1+ B,_2 firn > 2. [24]

Beweis. Die Naherungsbriiche o(®) = g—g und o) = % wurden bereits zuvor explorativ

entwickelt und sind somit als giiltig zu klassifizieren. Mittels Induktionsbeweis soll gezeigt
werde, dass fiir alle Naherungsbriiche a(™ mit n > 2 gilt
Cn bn : Cn—l + Cn—2

p— pr— 2.7
Bn bn . Bn—l + Bn—2 ( )

o)

= Induktionsanfang: Der Fall n = 2, siehe (2.6), wurde ebenfalls bereits in den Voriiberle-

gungen verifiziert.

= Induktionsschritt: Es gelte die obige rekursive Formel zur Entwicklung des n-ten Nahe-
rungsbruchs eines allgemeinen Kettenbruchs. Zu zeigen ist, dass der Ausdruck (2.7) fiir
alle a(™*1) gilt. Wir verwenden dafiir die Identitit

1
bn—i—l

[bo;bl,...,bn,bn+1]: lbo;bl,...,bn—l- R
sprich, man kann jeden allgemeinen Kettenbruch mit n + 2 Gliedern durch einen Ket-

tenbruch mit n 4+ 1 Gliedern ausdriicken.

Wir setzen [bo;bl, . ,bn—&—ﬁ = [Bo; B1, .., Bn] mitb, = By furalle0 < v <n-—1.

AuBerdem ist ﬁ := B,. Wir erkennen, dass die ersten n Glieder der beiden Ketten-

briiche Gbereinstimmen, und somit auch deren Naherungsbriiche % firo < v < n.



Im nachsten Schritt betrachten wir den Niherungsbruch a("+1).

1
a(n+1):[bo;b1,~"7bn?bn+1]: bo;bl,...,bn+b ) =
n+

— (Boi By s ) = G Oz
By - Bp_o+ Bn_q

(bn + ﬁ) : Cnfl + Cnf2
(bn + 57) - Bu—1 + By

b 1Ch1 + G + b0 1 C 2

 bubni1Buo1+ Buo1+bpi1Bao

o bpy1 - (0Cro1 + Cr2) + Cpt

N bn+1 : (ann—l + Bn—2) + Bn—l B

b 1Cn+Crr G

"~ bpy1Bn+Bno1 Bnia

Somit wurde die rekursive Formel zur Ermittlung des (n + 1)-ten Naherungsbruchs
gezeigt, wodurch der Ausdruck auch fiir die Ermittlung von Naherungsbriichen der

Ordnung n zulassig ist. [24]

Bemerkungen:

(i). Die Beweisfilhrung mittels vollstandiger Induktion ist streng genommen nur zulassig,
wenn allgemeine Kettenbriiche betrachtet werden, da bei reguldren Kettenbriichen mit

by, b1 € N der Ausdruck 3, = b, + ﬁ nur fir b,+1 = 1 ganzzahlig ist. [24]

(ii). Der Ausdruck (2.7) zur Ermittlung von Naherungsbriichen regelméaBiger Kettenbriiche
kann durch eine simple Adaption Giltigkeit fiir alle Kettenbriiche erlangen. [24]
Cn bn ' Cn—l +cn - Cn—2

)= 22 = 2.8
“ Bn bn : Bn—l +cp - Bn—2 ( )

Beispiel. Bestimme alle moglichen Naherungsbriiche von 4@3 =[4;1,3,2].

Hierfiir eignet sich am besten folgende Tabelle zur Ubersichtlichkeit.

nol1]2]3
by |411] 3 | 2
C, 451943
B, 1|1 41|09

3



Es konnte an dieser Stelle die Frage auftreten, weshalb Cy = 19 ist. Diese Zahl wurde
durch Cy = by - C1 + Cy = 3-5+ 4 = 19 gefunden. Weiteres ist anzumerken, dass der
N&herungsbruch der 3. Ordnung, also % = 4@3, genau dem Ausgangsbruch %3 entspricht. [24]

Lemma 2.2 (Matrixdarstellung der N&herungsbriiche). Mit den vorhergehend verwende-
ten Bezeichnungen gilt: Die Formel (2.7) zur Bildung von Naherungsbriichen beliebiger
Kettenbriiche ergibt in Matrixdarstellung (beachte (C,, = 1))

Cnfl Cn72 bn 1 o Cn Cnfl
Bn1 Bao 1 0) \ By Bua )

c., C_ 0 1
( ! 2 > = < 0 ) , ergibt sich durch wiederholte Anwendung:

Mit

B, B_, 1
= . [16
(o o )1 o) o

Satz 2.3 (Eigenschaften von N&herungsbriichen). Es gelten folgenden Aussagen (mit vorheri-

gen Bezeichnungen):
(i). Cpy1 > Cp und Byt > B, fiir allen € Nyn > 2.

(ii). ggT(Cyp, Bn) = 1. Das heiBt die Niherungsbriiche o™ sind irreduzibel bzw. vollstandig
gekiirzt.

(iii). Cp, - Bp—1 — Cy—1 - By = (—1)"! fiirn € N*.

(iv). Cp - Bp_g — Chs - By = by - (—1)" fiirn € N*. [16]

Beweis.  (i). Fiur Cp41 =bpy1 - Cp+ Ch_q gilt byy1 - Cp + Crmg > Cp + Cy—q, da alle by,
positiv sind fiir n > 2. Da alle Zahler der Naherungsbriiche a("*1) positiv sind, gilt
Cpn41 > C,,. Der Beweis ist analog fir B,,11 > B,, durchzufiihren. [24]

(ii). Wir nehmen an, dass die Beziehung C,, - B,_1 — Cy,_1 - B,, = (—1)"*1 gilt, welches
anschlieBend in Punkt (iii) bewiesen wird. Da der ggT(C,,, B,,) auch Teiler von C,, -
Bn 1 —Cy_ 1B, = (—1)"*! sein muss, kann der ggT(C,,, B,,) nur den Wert +1 oder
—1 annehmen. Da die Naherungsbriiche somit alle relativ prim sind, liegen sie in ihrer

irreduziblen Form vor. [16]



(iii). Zu zeigen ist, dass C,, - B,—1 — Cp_1 - By, = (—=1)"*! gilt.

Cn Cnfl

Cn-Bp1—Cyh_1-B,=
n n—1 n—1 n ‘Bn Bn_l

— detﬁ ( bi 1 ) = ﬁ(—1) = (1)1, [16]

=0

(iv). Durch das Ersetzen von C), := b,Cp,—1 + Cy,—2 und B,, := b, B,,—1 + Bj—2, folgt aus

dem vorherigem Beweis:

Cn : Bn—Q - Cn—2 . Bn = (ann—l + Cn—Z) : Bn—2 - Cn—2 : (ann—l + Bn—2) -
= ann—an—Z + Cn—2Bn—2 - Cn—anBn—l - Cn—QBn—Q =
=by - (Cpn-1Bp—2 — Cp_9Bp_1=0b,-(—1)". [16]

0

Man benétigt das Wissen (iber Naherungsbriiche eines Kettenbruches unter anderem auch,
um einen Kettenbruch in einen gewdhnlichen Bruch umzuwandeln. Genauere Ausfiihrungen

dazu, folgen unmittelbar in Kapitel 2.3.2.

2.3.2 Kettenbruchdarstellung rationaler Zahlen

Um eine rationale Zahl in die Gestalt eines Kettenbruches umzuwandeln, ist es notwendig
sich zuallererst mit der Eindeutigkeit der Division mit Rest und anschlieBend mit einem der

altesten Algorithmen, dem Euklidischen Algorithmus, auseinanderzusetzen.

Satz 2.4 (Division mit Rest). Seia,b € N und b > 1, dann existieren eindeutig bestimmte
Zahlen q,r € Ny, mit
a=bg+rmit 0 <r<hb.

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zuerst wird die Existenz gezeigt und anschlieBend
wird die Eindeutigkeit von g und r bewiesen. Die Beweisfiihrung folgt im Wesentlichen den
Ausfiihrungen aus dem Buch Reiss und Schmieder (2014). [22]

(i). Existenz: Seien a,b € N beliebig und b # 1.
Fall I (a < b): Wir erhalten die offensichtliche Lésung ¢ = 0 und r = a ausa = b-0+a.
Fall Il (a > b): Sei 1 = a — bq das kleinste Element, das durch Division von a und

b entsteht. Angenommen r > b, dann folgt nach dem Umformen der Ungleichung
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r=a—qgb>b = a—(q+1)-b> 0. Das fihrt zum Widerspruch, dass r das
kleinste Element sein muss. Somit gilt 0 < r < b und folglich ist a = bg + r eine valide

Darstellung von a, wodurch die Existenz von ¢ und r bewiesen wurde. [22]

(ii). Eindeutigkeit: Seien ¢, G, r,7 € Ny und es gelte 0 < r, 7 < b.
Angenommen a = bG + 7 = bq + r. Durch Umformen erhdlt man b- (G —¢q) = r — 7.
Somit gilt ¢ > ¢. Da nun auBerdem (G—¢q) > 0 ist, folgt, dass der Ausdruck (G§—q)-b >0
sein muss, und daher auch r —7 > 0 gilt. Wir wissen laut Voraussetzung, dass r —7 < b
ist, da fur 7,7 nur Elemente der Menge {0,1,...,b — 1} herangezogen werden diirfen.
Daher ist auch b- (¢ —q) =7 —7 < b.
Es folgt aus b- (¢ — q) < b, dass (§ — q) = 0 ist. Somit gilt ¢ = ¢. Da nun r — 7 =
b-(G—q)=0 = r—7=0 = r =7, wodurch die Eindeutigkeit von ¢ und r gezeigt
wurden. [22]

O
Satz 2.5 (Der Euklidische Algorithmus). Seien a,b € N. Ohne Beschrinkung der Allgemein-

heit sei b < a und b t a. Durch wiederholtes Dividieren mit Rest wird der ggT(a,b), der
groBte gemeinsame Teiler von a und b, auf folgende Weise bestimmt:

a=qy-b+r mit 0 <ry <b
b=qi-rm1+r2 mit 0 < 1o <1
rL=qo-T9+ T3 mit 0 <173 <ro
Ti—2 = ¢i—1-Ti—1+Ti mit 0 <1y <11

Ti-1=4Gi"Tq
Dann ist r; = ggT(a,b). [22]

Beweis. Wir verwenden nun die Eindeutigkeit der Division mit Rest (Satz 2.4). Durch die
wiederholte Division mit Rest erhalt man eine Folge r1,79,...,7r; € N der Reste. Fiir diese
Folge gilt 0 < r; < rj—1 < -+ < ro < r1. Aufgrund der Existenz eines kleinsten Elements
in der Menge der natiirlichen Zahlen, muss der Euklidische Algorithmus nach endlich vielen
Schritten abbrechen. AuBerdem haben wir vorausgesetzt, dass b < a ist, wodurch unsere Folge
der Reste zumindest ein Element besitzt. Es folgt ggT(a,b) = ggT(b, 1) = ggT(r1,7r2) =
<o =ggT(ri—a,ri—1) = ggT(ri—1,7) = ggT(r;,0) = r;. Somit ist 7; € N der kleinste Rest

der Folge und schlieBlich der groBte gemeinsame Teiler von a und b. [22] O
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Beispiel. Gesucht ist der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen 85 und 242 durch Anwendung

des Euklidischen Algorithmus. Wir gehen nun folgendermaBen vor:

242 =2-85+ 72

8=1-724+13

72=5-1347

13=1-7T4+6
7T=1-6+1
6=6-1

Daraus folgt, dass ggT(242,85) = 1 ist.

Aus dem Euklidischen Algorithmus l3sst sich ein wichtiges Lemma, der sogenannte Satz von

Bézout folgern. Dieses Lemma wird zu einem spateren Zeitpunkt noch einmal aufgegriffen.

Lemma 2.6 (Satz von Bézout). Sei ax + by = c eine lineare Gleichung mit a,b, c € Z. Diese

Gleichung besitzt genau dann ganzzahlige Lésungen, wenn ggT(a,b) | c. [19]

Da nun das notige Vorwissen erarbeitet wurde, wird nun anhand von Beispielen erklart, wie

die Kettenbruchentwicklung mit der Darstellung einer rationalen Zahl zusammenhangt.

Beispiel (Umwandlung eines Bruchs in einen regelméBigen endlichen Kettenbruch). Zu Beginn
wollen wir den Bruch % mittels simpler Umformungen in einen reguldren Kettenbruch
verwandeln. AnschlieBend wollen wir tiberpriifen, ob durch die Verwendung des Euklidischen

Algorithmus ein effizienterer und schnellerer Losungsweg moglich ist.

= Variante 1:

7 1 1 1 1
4+ - =d+g=4+—5 =4+ =4+ —.
9 ? 142 1+ L

43
> =

oI~ =
—_
_l’_

in Kurzschreibweise entspricht der Kettenbruch [4;1, 3, 2].

= Variante 2: (Euklidischer Algorithmus) Wir bestimmen den groBten gemeinsamen
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Teiler von 43 und 9 mittels Euklidischem Algorithmus.

43=1[4]-9+7
9=[1]-7+2
7T=[3-2+1
2=[2-1+0

Dies fithrt unmittelbar zur Kettenbruchdarstellung [4; 1, 3, 2], welche mit obiger Darstel-
lung ident ist. [22]

Bemerkung: Obwohl| der Bruch einfach gehalten wurde, kann man bereits die Vorziige des
Euklidischen Algorithmus erkennen, vor allem die Fehleranfilligkeit aufgrund der Ubersicht-

lichkeit des Algorithmus ist immens reduziert.

Beispiel (Umwandlung eines Kettenbruchs in einen gewohnlichen Bruch). Es werden drei ver-
schiedene Varianten zur Umwandlung eines Kettenbruchs in einen Bruch angefiihrt. Variante
1 hat den Vorteil anschaulicher zu sein, wohingegen Variante 2 nicht nur fiir regelmaBige,
sondern fiir alle endlichen Kettenbriiche anwendbar ist und somit aufgrund der theoreti-
schen Bedeutsamkeit nicht vorenthalten werden soll. Variante 3 beruht auf Vorkenntnis des

Bildungsgesetzes von Naherungsbriichen.

= Variante 1: Hierbei wird der regulare Kettenbruch von "hinten nach vorne" bzw. "von

unten nach oben" umgewandelt, sprich

1 1 1
At —— =4+ —44
1+ 1+

w

+ =
=

oI~ =
—_
o

= Variante 2: Wir betrachten zunichst den allgemeinen bzw. theoretischen Weg, bevor
wir die Theorie durch ein Zahlenbeispiel veranschaulichen.
Gegeben sei der Kettenbruch
al el o ol

bo+ T e
O by b |b;

der in einen gewdhnlichen Bruch umgewandelt werden soll. Wir setzen zunachst b; = «;

und «p = by, + ZZE} 4+ % mit n = 0,1,...,7 — 1. Daraus folgt, dass man die
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gewlnschten ag, ..., a;_1 durch

C1 C2 C;
ap=byp+—, o0 =b+—,..., i1 =bi_1+ —
a1 (6% Q;
sukzessive berechnen kann, wobei g die gesuchte Darstellung des Kettenbruchs ist.
Wir wollen nun den Kettenbruch
4+ 7l + 9 + 4
35 N
in einen gewohnlichen Bruch umwandeln. Wie auch in Variante 1 zuvor, starten wir

von hinten mit der Entwicklung in einen gewohnlichen Bruch, so ist

4 9 723
a3=liog=5+7=903=3+ =3+1=dag=4+ =",

wodurch wir mit ag = 24—3 unsere gesuchte rationale Zahl in Form eines gewohnlichen

Bruchs gefunden haben. [21]

Variante 3: Zu einem endlichen Kettenbruch kénnen mittels Lemma 2.2 alle n 4+ 1
Naherungsbriiche fiir 0 < n < i gefunden werden, wobei der letzte Ndherungsbruch

genau dem urspriinglichem Bruch entspricht. [21]

Diese eben gewonnenen Erkenntnisse kdnnen nun in folgendem Satz festgehalten werden, der

des Weiteren auch eine wichtige Eigenschaft endlicher Kettenbriiche darstellt.

2.3.3 Eigenschaften endlicher Kettenbriiche

Satz 2.7. Jede rationale Zahl - kann in einen endlichen reguldren Kettenbruch entwickelt

werden. Weiteres gilt auch die Umkehrung der Aussage. Mit anderen Worten: Jeder endliche

reguldre Kettenbruch stellt eine rationale Zahl ;- dar. [21]

Beweis. (=) Das Vorgehen des Beweises dieser Richtung beruht auf dem Euklidischen

Algorithmus, der zuerst ausgefiihrt wird, um im nachsten Schritt zu zeigen, wie die Ketten-

bruchentwicklung einer rationalen Zahl erfolgt.

Sei ap = - eine rationale Zahl groBer 0, und der ggT(n, m) laute r;. Wir fiihren nun den
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Euklidischen Algorithmus fiir ¢ + 1 Schritte aus:
n=bgp-m+rimt0<ri<m

m=>by-r1+romit0<ry9g <nr

rie1 = bi -1
Um nun zu zeigen, dass eine rationale Zahl % in eine Kettenbruch ibergefiihrt werden kann,
setzen wir schrittweise ein.
71 1
*—b0+*:b0+ﬁz
T1
1
=by + — = =
b+ 72
1
b + 1
1
b“1+7';ﬁ1
1
= by +
b + L
- 1
bi—1+b%.

Dies fiihrt zur gesuchten endlichen regelmaBigen Kettenbruchform der rationalen Zahl .
(«=) Die Umkehrung der Aussage folgt aus der Definition endlicher regelmaBiger Kettenbriiche
O

und ist somit trivial. [21]
Satz 2.8. Jede rationale Zahl ;- kann auf eindeutige Weise durch einen endlichen Kettenbruch

dargestellt werden, deren letzter Teilnenner b; > 2 ist. [21]
Beweis. Sei o = [bg; b1, ...,b;] ein beliebiger endlicher regularer Kettenbruch mit b; > 2.
Die Existenz der Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl - wurde bereits in Satz 2.7

gezeigt. Offensichtlich ist o groBer als bg. Im nachsten Schritt setzen wir
"

Qp = [bp; b1, ..., b)) mitn € {0,1,.

und daraus folgt, dass
bi] = [bp_1; 0] mitne {1,2,...,i}

Qp—1 = [bnfl; bn
15



Wegen i =n muss ay, = a; = b; > 2 sein, dal <n <iistund a,, > 1firn e {1,2,...,i}.
AuBerdem gilt o, > b, > 1. Die Zahl b,,_; ist die groBte ganze Zahl, die in a,,_1 enthalten
ist, wegen der Gleichung (2.9). Daher ist by die groBte ganze Zahl in o und eindeutig. Dies
lasst sich nun fir alle b, aus «,, feststellen. [21] O

Lemma 2.9. Jede rationale Zahl - lasst sich auf eindeutige Weise in einen endlichen,

reguldren Kettenbruch mit gerader bzw. ungerader Anzahl an Gliedern entwickeln.

n

= [bo; b1, - -, bi] = [bo; b1 ..., b — 1,1]
Beweis. Die Behauptung ist korrekt, da

1
[bz—l,l]:bl—l—l—I:bz

Die Aussage ist trivialerweise auch fiir n = 0 giiltig. [21] O

2.3.4 Geometrische Deutung

Wie bereits vorhergehend mehrfach angewendet und gezeigt, kann durch den Euklidischen
Algorithmus der groBte gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen gefunden werden. Uberdies
bricht der Algorithmus ab, wenn die beiden gewahlten Zahlen ganz sind. Daher ist es von noch
groBerem Interesse, zu welchen Ergebnissen die Anwendung des Euklidischen Algorithmus bei
zwei Zahlen a,b € R, wenn a,b > 0 ist, fiihrt. Diese Betrachtung mit a,b € R wird vermutlich
den Beschreibungen Euklids am ehesten Gerecht, da die Entscheidung, ob zwei Strecken
als Vielfache derselben Grundeinheit gelten, sprich, ob sie kommensurabel sind, durch den
Euklidischen Algorithmus getroffen werden kann. Es muss jedoch angemerkt werden, dass

Euklid noch keine Kenntnis von reellen Zahlen hatte. [22]

Definition (Kommensurable Strecken). Zwei Strecken X7, X5 mit den zugehdrigen Léngen
21 bzw. zo heiBen kommensurabel, wenn zwei Zahlen a,b € N und eine Strecke L mit der

Lange | existieren, sodass gilt

x1=a-lund x9 =0-1. [22]

Ein Zugang den Euklidischen Algorithmus anschaulich darzustellen, wenn x1, o und [ beliebige
reelle Zahlen sind, ist das mehrmalige Abtragen auf der jeweils Iangeren Strecke. Angenommen
X ist langer als X5, dann tragt man X5 so oft wie moglich auf der Strecke X7 ab. Der dabei

entstandene Rest wird danach mehrfach auf der Strecke X5 abgetragen. Dieses Verfahren
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kann mehrmalig wiederholt werden. Es bleibt jedoch durch diese Vorgehensweise offen, ob es
sich hierbei immer um ein endliches Verfahren handelt oder nicht. Es ist aber offensichtlich,
dass der Rest immer kleiner werden muss. [22]

Wir wollen folglich betrachten, unter welcher Bedingung Strecken mit beliebiger Langen

kommensurabel sind.

Satz 2.10. Zwej Strecken X1, X2 mit den zugehérigen Lingen x1 bzw. xo sind genau dann

kommensurabel, wenn 1 € Q ist. [22]

Beweis. (=)Angenommen, die Strecken X1, X5 sind kommensurabel, somit gilt wegen der

Definition der Kommensurabilitat der Strecken

1 a-l «a

xy bl b

wobei a,b € N, da die Langen der Strecken positiv sind. Es folgt, dass % eine rationale Zahl
ist.

(<) Gilt § = £ € Q (mit a,b € N), dann folgt z1 = a- % und x5 = b- %2. Die Behauptung
ist erfillt, wenn [ = %2 ist. [22] O

Bemerkungen: Logischerweise fiihrt dieser Satz dazu, dass es Strecken gibt, die inkommen-
surabel sind. Ein Beispiel hierfiir ist die Diagonale des Einheitsquadrats mit der Lange v/2, da
2 =V2¢Q [22)

Um nun eine Entscheidung iiber die Kommensurabilitdt zweier Strecken treffen zu kon-
nen, bietet sich wiederum der Euklidische Algorithmus an. Anders als zuvor geometrisch
durch Abtragen auf der jeweils groBeren Strecke vorgestellt, verwendet man nun die Langen
x1, 9 € RT. [22]

Wir wenden nun den Euklidischen Algorithmus an. Im Falle 21 = x5 sind die beiden Strecken
kommensurabel und [ = 1 = x2. Angenommen x1 # x5, dann wird o. B. d. A. 1 > 29

vorausgesetzt. Somit ist

r1=¢q1 -T2+ x3 mit ¢t €E Nund 0 < 23 < 29,

To=¢qy T3+ x4 Mit o E Nund 0 < 24 < 3,
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Daraus folgt:

1 x3 1
— =g+t —=q+ 5,
T2 i) Z3

2 T4 1
— =@t =@t 5,
T3 I3 -

T4

Diese vorhergehende Struktur lasst bereits die Kettenbruchform fiir % erahnen:

T xs 1
T2 T2 2+ % 2]
T4
Bemerkung: Handelt es sich um kommensurable Strecken, also ist der Quotient % eine
rationale Zahl, dann bricht der Euklidische Algorithmus nach endlich vielen Schritten ab. Im

Ubrigen ist auch die Umkehrung dieser Aussage korrekt. [22]

Eine Moglichkeit zur Veranschaulichung endlicher regelmaBiger Kettenbriiche bietet die
Darstellung mittels Vierecken. Durch dieses grafische Verfahren kénnen die Teilnenner des
Kettenbruches gefunden werden. Hierfiir wird als Exempel %3 herangezogen, da die Kurzschreib-
weise fir diesen Bruch [4;1, 3, 2] bekannt ist und iberdies mehrfach durch unterschiedlichste
Verfahren (iberpriift wurde. Das grafische Verfahren lauft immer nach demselben Schema ab.
Dazu wird ein Rechteck mit den Langen a = 43 und b = 9 konstruiert. Nun versucht man so
viele Quadrate mit der Seitenldnge b = 9 wie moglich in das groBe Rechteck einzuschreiben.
Insgesamt gelingt das bei unserem Beispiel viermal und eine 7 x 9 groBe Rechtecksflache
bleibt (ibrig. Folglich schreibt man ein Quadrat mit der Seitenldnge 7 einmal ein, wodurch ein
7 x 2 groBes Rechteck noch ungenutzt bleibt. Das Verfahren wird so fortgesetzt, bis die ganze

Flache ausgefiillt wurde. Es ergibt sich die Darstellung in Abbildung 1. Um die prégnante

1
2
1

Abbildung 1: Grafisches Verfahren regelmaBiger Kettenbriiche
Schreibweise des endlich reguldren Kettenbruchs herauszufinden, muss man schlichtweg die
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Anzahl der gleich groBen Quadrate abzihlen und erhalt somit 4 = [4;1,3,2]. [14]

2.4 Unendliche Kettenbriiche

Ahnlich zur Definition endlicher Kettenbriiche werden die unendlichen Kettenbriiche eingefiihrt.
Alle reellen Zahlen kénnen mithilfe unendlicher Kettenbriiche dargestellt werden. Das gilt somit
auch fiir transzendente Zahlen, wie die Eulersche Zahl e und 7. Die Kettenbruchentwicklung
der beiden eben genannten transzendenten Zahlen kann in Kapitel 2.4.2 eingesehen werden.
Fiir die Mathematik sind vor allem unendliche regelmaBige Kettenbriiche von groBer Bedeutung,

weshalb sich die Ausfiihrungen im folgenden Kapitel auf diese beschrankt.

Definition (Unendliche Kettenbriiche). Ein formaler unendlicher regelmaBiger Kettenbruch

hat die allgemeine Form:

bo +
b1 +

1
by + —

mit byp € Z und b, € N mit n € N*. Die Bezeichnungen fiir allgemeine Kettenbriiche
behalten weiterhin ihre Giiltigkeit. Des Weiteren unterscheidet man zwischen unendlichen
nicht-periodischen und unendlichen periodischen Kettenbriichen. [21]
Periodische regelmaBige Kettenbriiche:
Wir beginnen mit dem Spezialfall der periodischen reguldren Kettenbriiche, bei dem alle
Teilnenner b gleich sind, also

ag = [b;b,b,b,0,...].

Etwas allgemeiner bezeichnet man als reinperiodischen Kettenbruch, einen Kettenbruch der
Gestalt

Bo = [bo; b1, b2, ..., bj—1,b0,b1,b2...bj_1,bp,...].

Die Teilnenner bg; by, b2, ...b;_1 bilden hierbei die sogenannte Periode. Der Kettenbruch f3

kann pragnanter notiert werden, durch

Bo = [bo; b1, b2, ..., bj_1].

Es gilt, dass by stets positiv ist, da es an spaterer Stellte wiederholt wird, und b,, = b, fiir
n € N*. Folglich sind alle Naherungsbriiche positiv.

Im Gegensatz zu reinperiodischen Kettenbriichen, beginnt bei gemischtperiodischen Ketten-

19



briichen die Periode beispielsweise erst bei b;, sprich

Y0 = [bo;bl, .. .,bjfl,bj,bj+1, .. .bn+]’,1,b]’,b]’+1 .. ] =

= [bo;bl, .. .,bjfl,bj,bj+1, .. -bn+jfl]-

Eine Periode heit imprimitv, wenn sie durch Zusammenfassen kleinerer Perioden gebildet

werden kann. Andernfalls wird die Periode als primitv bezeichnet. [21]

Die Konvergenz unendlicher Kettenbriiche wird als Nachstes behandelt.

2.4.1 Eigenschaften unendlicher Kettenbriiche

Definition (Konvergenz unendlicher Kettenbriiche). Ein unendlicher Kettenbruch [bg; b1, .. .],
mit der Folge (b,,)nen+ ganzer Zahlen mit b, > 1 fiir n > 1 als Teilnenner, konvergiert, wenn

die Folge der Naherungsbriiche B“ konvergiert. [16]

Um nun die Konvergenz unendlicher regelmaBiger Kettenbriiche zu zeigen, geniigt es, nach-
zuweisen, dass die Folge gerader Naherungsbriiche 7 % streng monoton wachst, und die

Folge ungerader Naherungsbriiche 3 ﬂ streng monoton fallt und die Differenz der beiden

C27L+1 o Czn
n41

also alternierend kIelner und groBer als der Grenzwert €. [16]

Naherungsbriiche & gegen O strebt Es sind die Folgenglieder der Naherungsbriiche

Lemma 2.11. Die Folge der Niherungsbriiche % C” ist konvergent, wenn die Folge der

2n+1

Naherungsbriiche CQ" streng monoton waéchst und d/e Folge der Naherungsbriche & .

streng monoton fallt und des Weiteren die Differenz 32211 — CQ" - gegen 0 strebt. [16]

Beweis. Wie schon in Satz 2.3 gezeigt, gilt folgender Zusammenhang fiir Naherungsbriiche
Cp-Bn1—Cpn_1-B, = (—1)"*! fiir n € N*. Durch Division von B,,B,,_1 erhalt man

Weitere Umformungen fiihren zu

Co Co (Ci Cia\ 4 ynt
Bn—Bo@(BfBz > Zl(BBn )

Nach dem Kriterium von Leibniz konvergiert die alternierende Reihe, da die Terme #_1 eine

streng monotone Nullfolge bilden. Folglich konvergiert auch die Folge der Naherungsbriiche

Cn
Bn-
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Nun muss noch die strenge Monotonie gezeigt werden. Wie ebenfalls in Satz 2.3 bewiesen,
gilt Cy, - By,—2 — Cp—o2 - By, = by, - (—1)™ fiir n € N*. Durch Division von B,, B;,_5 erhalt man

Cn N Can

Bn Bn72

bn
Ban72'

= (-1

Die Glieder b,,, By, By,—2 sind > 1 fiir alle n > 2, woraus folgt, dass

. . Cn Cnf2
fir n gerade gilt —_— > ,
& & Bn Bn72
.. . Cn Cn72
fiir n ungerade gilt — < . [16
g g B, < B, 1o
O
Satz 2.12. Sei [bo;b1,...| ein unendlicher Kettenbruch. Dann konvergiert die Folge der
Briiche %Z = [bo; b1, ...,by] fiirn € N*. Es gilt die Abschitzung
1 Cn : . Oy
BB > e — B, , wobei € = Tim_ B [16] (2.10)
Beweis. Sei € = [by; b1, ...,bn, €] mit €, € Ry und €, > b,11. So kann € durch
_ En- Cn +Ch
€n - By + Bpq
dargestellt werden. Durch Einsetzen erhalt man
_ & €n - Cn + C’n—l . & o Cn—an - Can—l - (_1)n+1
By, €n - Bpn + Bn1 By, By, - (Ean + Bn—l) By - (Gan + Bn—l) .
Wegen ¢, > b,41, folgt
Cn| 1 - 1 - 1
Bn Bn : (Gan + Bn—l) Bn : (xn—i—an + Bn—l) Ban—l.
Es lasst sich daraus ablesen, dass die Folge der Briiche g—z gegen ¢ konvergiert. [16] O

Korollar 2.13. Jeder unendlich reguldre Kettenbruch konvergiert. Es gilt [bo;b1,...] =
[bo; b1, ..., by [16]

lim
n—o0

Bemerkung: Wegen Satz 2.12 werden die Briiche g—z als Naherungsbriiche bezeichnet. [16]
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Satz 2.14. Ein unendlicher regelmaBiger Kettenbruch stellt eine irrationale Zahl € dar. Des
Weiteren gilt auch die Umkehrung, dass jede irrationale Zahl e auf eindeutige Weise durch

einen unendlichen regelméaBigen Kettenbruch dargestellt werden kann. [21]

Beweis. (=) Zu zeigen ist, dass ein unendlicher regelmaBiger Kettenbruch eine irrationale
Zahl e darstellt.
Wie bereits in Satz 2.4.1 und 2.12 nachgewiesen, konvergiert ein unendlicher regelmaBiger

Kettenbruch gegen einen Grenzwert .

Sei nun € = [bo;b1,...] ein unendlicher Kettenbruch und B!, = [by;bp+1,...] der n-te
vollstandige Quotient, das bedeutet, dass die Teilnenner by, ..., b,_1 weggelassen wurden.
Daher ist

/87/1 = ]\}L}oo[bru bn+17 .. 7bN] =
1 1

=b,+ lim —m——=b, + —
" N—o0 [bn—i-l;;bN] " ;H*l
und folglich ist

1
€:b0+l671:/66

Also gilt

bn, < Bn,
0<bpi1 <pBn+1,

0< <1,

/
n+1

und somit ist [3]] = by,. Sei nun € eine irrationale Zahl, dann wissen wir bereits, dass der

Euklidische Algorithmus nicht abbricht und durch dessen fortgesetzte Durchfiihrung eine un-

endliche Reihe ganzer Zahlen bg, by, ... entsteht. Wie zuvor kénnen wir nun € folgendermaBen
ausdriicken,
€= [bo; B1] =+ = [bo; b1, .-, b, Brypals
Cﬂ/
wobei byi1 < 341 = bpy1 + Wiz ist. Wenn man nun den Naherungsbruch 5+ bestimmt,
erhalt man "
CB;H _ 7/1+1 i Cn + C'n,1 —

hi1 Bnt Baoy

/
n+1
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Daraus folgt

6_&: Bri1 - Cn4Crt _Ga
Bn ';H-l : Bn + Bn—l Bn
Cn—an - Can—l

-~ Bu(B,,1Bn+ Bpt1)
I o
Bn(ﬂqll+1Bn + Bn+1)

Fir n — oo, geht gegen 0, wegen

Ch - 1 1 - 1 50
6 [ pr— .
By Bn(bn+an + Bn+1) BnBny1 — n(n + 1)
SchlieBlich ist
Oy
€= nh_}rgloB— = [bo; b1, ...],

n
wodurch die Existenz gezeigt wurde. [10]

(«=) Jede irrationale Zahl € kann auf eindeutige Weise durch einen unendlichen regelmaBigen
Kettenbruch dargestellt werden

Zunachst wird die Existenz einer solchen Kettenbruchentwicklung gezeigt und danach deren
Eindeutigkeit.

Existenz: Die Existenz ist aufgrund des nicht-abbrechenden Euklidischen Algorithmus gegeben.
Wiirde der Kettenbruchalgorithmus an einer gewissen Stelle abbrechen, wére € € Q.
Eindeutigkeit: Sei € = [bo; b1, ...] € I. Wir setzen €, = [bn; b, +1,...] mitn € {1,2,...}.
Somit kann €,_1 durch €,_1 = [bp—1;bn,bn+1,...] ausgedriickt werden. Es folgt, dass
€n—1 = |[bn—1;€n] = bp_1 + e% Folglich ist b,_1 die groBte ganze Zahl von €,_1, wegen
1 < b, < €,, und als solche eindeutig bestimmt. Diese Argumentation ist entsprechend fiir
alle weiteren Teilnenner weiter zu fiihren, wodurch eine irrationale Zahl € auf eindeutige Weise

durch einen unendlichen reguldren Kettenbruch dargestellt wird. [21] O

2.4.2 Beispiele unendlicher Kettenbriiche

Kettenbruchdarstellung von quadratischen Irrationalzahlen

Gesucht sei die Kettenbruchdarstellung von = /2. Dazu ist die bereits bekannte Anwendung
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des Euklidischen Algorithmus notwendig, wodurch

1
( ) V2+1
1 1 1
=14+ =14 =14
24+ (V2-1) 2+ 5 24—

24

oder in pragnanter Notation = = [1;2], entsteht. [10]
Bemerkung: Die Kettenbruchdarstellung von quadratischen Irrationalzahlen ist stets peri-

odisch, siehe dazu Satz von Lagrange (Lemma 4.6).

Kettenbruchdarstellung des goldenen Schnitts

Die positive Lésung der quadratischen Gleichung 22 —x — 1 = 0 bzw. x = xTH entspricht
T = % - (v/5+1). Dieses Ergebnis ist iiberdies die Losung des Teilungsverhaltnisses 1= %“1
des goldenen Schnitts. Durch Umformen des Verhaltnisses © = ITH =1 —i—% lasst sich
bereits im letzten Term eine Kettenbruchstruktur erkennen. Dadurch lasst sich die Zahl
z = 5 - (v/5+1) bzw. der goldene Schnitt durch den unendlichen periodischen Kettenbruch
[1;1,1,...] darstellen. [24]

Subtrahiert man vom unendlichen, periodischen Kettenbruch [1;1,1...] die Zahl 1, so erhalt
man den Kettenbruch [0;1, 1, ...], wodurch man zur Kehrzahl von = £-(v/5+1), 3-(v/5-1),
gelangt. [24]

Betrachtet man nun die Folge der Naherungsbriiche von [0;1,1,...],

genauer, so fallt unmittelbar auf, dass die Folge der Teilzadhler und die Folge der Teilnenner

jeweils der Fibonacci-Folge entsprechen. [22]

Kettenbruchdarstellung transzendenter Zahlen
Bevor man sich mit der Kettenbruchdarstellung von 7 und der Eulerschen Zahl e beschaftigt,

ist eine Begriffserklarung von transzendenten Zahlen unumganglich.

Definition (Transzendenz). Eine Zahl z heiBt transzendent, wenn z keine Losung einer
algebraischen Gleichung der Form apz? + ajz! + agz® + -+ + apz™ = 0 mit a; € Q
fir £ = 0,1,2,...,n ist. Ist = hingegen eine Losung einer solchen Gleichung, wird x als
algebraische Zahl bezeichnet. [23]

Obwohl die folgenden Kettenbruchentwicklungen nicht periodisch sind, sind die Zahlen, die
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sie beschreiben zentral fiir mathematische Berechnungen und daher von groBer Bedeutung.

(i). Kettenbruchentwicklung von :

Die Kreiszahl m kann durch einen unendlichen Kettenbruch der Gestalt
T =[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,...]

dargestellt werden. Durch die Ermittlung von Naherungsbriichen von 7 kdnnen gute
Approximationen an die Kreiszahl gefunden werden. Berechnet man beispielsweise den

N&herungsbruch der 3. Ordnung, erhalt man

1 16
=34 — =3+ g ~ 3, 14150202

Die Wahl, den Naherungsbruch der Ordnung 3 zu bestimmen, war keinesfalls zufallig.
Die nachfolgende Zahl 292, die fiir den Naherungsbruch 4. Ordnung herangezogen
werden muss, ist namlich vergleichsweise groB. Man erhalt daher schon durch den
3. Naherungsbruch eine exzellente Approximation an 7. Auf diese Thematik wird in

Kapitel 4 noch einmal genauer eingegangen. [23]

(ii). Kettenbruchentwicklung von e:

Die Eulersche Zahl e kann in folgenden unendlichen Kettenbruch entwickelt werden:
e=102;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,...]

Obwohl die Kettenbruchdarstellung der Eulerschen Zahl e nicht periodisch ist, l3sst sich
ein Muster zur Fortsetzung erkennen. [23]
Bemerkung: Die Kettenbruchentwicklung der Eulerschen Zahl e kann zum Beweis der

Transzendenz von e verwendet werden.

2.5 Anwendungen

Kettenbriiche finden Anwendung in vielerlei unterschiedlichen Gebieten, darunter Astronomie,
Technik oder Physik. Besonders interessant, und vermutlich fiir jeden zuganglich, ist die
Festlegung von Schaltjahren. Ein Jahr hat bekanntlich mehr als 365 Tage, um genau zu sein

365d 5h 48m 45, 8s, oder anders notiert hat ein Jahr genau 365 + iggggg Tage. Dieser Bruch

104629
432000

werden. Im Laufe der Geschichte wurden unterschiedliche Naherungsbriiche herangezogen,

kann in den endlichen reguldren Kettenbruch [0;4,7,1,3,6,2,1,170] umgewandelt

um ein Kalenderjahr festzulegen. Im alten Agypten wurden Schaltjahre nicht beriicksichtigt.
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Diese Festlegung entspricht den Naherungsbruch der Ordnung 0. Es war jedoch (iblich, dass
in einem groBeren Abstand einige Tage zusatzlich hinzugefiigt wurden. [24]

Julius César fiihrte im Jahre 46 vor Christus den julianischen Kalender ein, der alle 4 Jahre ein
Schaltjahr mit 366 Tagen vorsieht. Hierfiir wird der Nherungsbruch 1. Ordnung mit [0;4] = 1
verwendet. Bald stellte sich heraus, dass diese Form des Kalenders ebenfalls unzureichend ist,
da der Kalender der Jahreszeit um 10 Tage hinterherhinkte. [24]

Aus diesem Grund flihrte 1582 Papst Gregor X/II. den sogenannten gregorianischen Kalender
ein. Dieser Kalender beriicksichtigt den Naherungsbruch [0;4,7,1,3,6] = £33 ~ 1 — 5 und
ist auch zum heutigen Zeitpunkt noch giltig. Dabei gilt die Schaltjahrregelung, dass alle 4
Jahre ein Schaltjahr ist, auBer in den Jahren, die durch 100, aber nicht durch 400 teilbar sind.
So war beispielsweise das Jahr 1900 kein Schaltjahr, 2000 hingegen war ein Schaltjahr, weil

die Zahl 2000 durch 400 teilbar ist. [24]

2.6 Kettenbriiche im schulischen Kontext: Eine fachdidaktische Analyse

Kettenbriiche werden im schulischen Setting nur selten behandelt, obwohl eine Auseinander-
setzung mit dieser Thematik viele Vorteile fiir Lernende mit sich bringen konnte. Bereits 1962
wies Moore darauf hin, dass die Beschaftigung mit Kettenbriichen im Unterricht das kreative
Denken der Schiiler:innen anregen kann. AuBerdem kann die Aufarbeitung der wichtigsten
Eigenschaften der Kettenbriiche Interesse an wichtigen Propositionen der Zahlentheorie we-
cken. Moore richtet sich in seinem Artikel gezielt an Lehrende hoherbildender Schulen und
pocht darauf im Unterricht auf verkiirzte Schreibweisen der Kettenbriiche zu verzichten,
damit Neugier aufgrund des neuen Schemas geweckt und die Thematik anschaulicher wird.
Ein weiterer positiver Aspekt bei der Behandlung von Kettenbriichen im Schulunterricht
ist, dass Schiiler:innen selbststandig Muster entdecken lernen. Hierfiir soll folgendes Beispiel

stellvertretend herangezogen werden. Wie in Kapitel 2.3.1 bereits erlautert, kénnen alle

moglichen Naherungsbriiche von % = [4;1,3,2] am Ubersichtlichsten durch eine Tabelle der
Form

nol1]2]3

b |4 11| 3 | 2

Cn | 4155|1943

B,|1|1]4]9
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dargestellt werden. Bildet man nun die Kreuzprodukte der aufeinanderfolgenden C,, und B,

erhalt man:

5-1-4-1=1
19-1-5-4=-1
43-4-19-9=1

Dies liefert bereits einen Hinweis auf die Giiltigkeit von C,, - B, 1 — Cy,_1 - B, = (—1)"+!
fur n € N*, [15] Es soll jedoch an dieser Stelle angemerkt sein, dass eine groBere Tabelle das
Muster selbstverstandlich besser erkennen lassen wiirde, aber das Wesen des didaktischen
Konzeptes ist auch an diesem pragnanten Beispiel ersichtlich.

Moore proklamiert, dass durch die Beschaftigung mit Kettenbriichen und irrationalen Zahlen
im Unterricht, Lernende ein tiefgreifendes Verstandnis fiir die Verbindung zwischen rationalen
und irrationalen Zahlen gewinnen. Es wird empfohlen, auf quadratische Irrationalzahlen
zuriickzugreifen und diese mithilfe einer rationalen Zahl zu approximieren. AnschlieBend
ware ein Vergleich der Dezimaldarstellung der rationalen und der irrationalen Zahl sinnvoll,
da man erkennt, dass die irrationale Zahl sehr gut durch Naherungsbriiche approximiert
werden kann. [15] Ein weiterer und offensichtlicher Vorteil, der sich durch die Arbeit mit
Kettenbriichen ergibt, ist, dass Schiiler:innen routinierter im Umgang mit Briichen werden, so

wird beispielsweise das Umformen von Briichen zur Selbstverstandlichkeit. [20]
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3 Farey-Folgen

3.1 Einfithrung

In Kapitel 3 werden Farey-Folgen mitsamt deren wichtigsten Eigenschaften eingefiihrt. Grund-
satzlich liefern Farey-Folgen, genauso wie Kettenbriiche, eine weitere Moglichkeit zur Dar-
stellung reeller Zahlen, weshalb sie in vorliegender Arbeit aufgegriffen werden. Inwiefern
Farey-Folgen und die Diophantische Approximation zusammenhangen, wird abschlieBend in
Kapitel 4 ausfiihrlich erértert. Kapitel 3 soll sich voll und ganz den Farey-Folgen als solche

widmen und deren historische und theoretische Grundlagen darlegen.

3.1.1 Historische Betrachtung

Die Bezeichnung Farey-Folgen geht auf den Geologen John Farey zuriick. Der britische
Geologe Farey wies im Jahre 1816 in seinem Bericht "On a curious Property of vulgar
Fractions."[6] auf Besonderheiten von spezifischen echten Briichen hin. Erst Cauchy, der
bekannte franzésische Mathematiker, gab Beweise fiir die von Farey erkannten Eigenschaften
und Zusammenhange. Es stellte sich jedoch heraus, dass schon 14 Jahre zuvor, also 1802,
Haros ein mathematisches Konstrukt beschrieb, dass den Farey-Folgen im Wesentlichen
gleicht. Haros veroffentlichte ndmlich einen Artikel zur Approximation von Dezimalbriichen
durch echte Briiche und beschrieb darin die Farey-Folge fiir n = 99. [18] Haros bewies bereits
zwei wichtige Eigenschaften der Farey-Folgen, die wir unter anderem in Kapitel 3.3 genauer

beleuchten.

(i). Sind g und T zwei aufeinanderfolgende Briiche einer Farey-Folge F},, dann gilt [rg—ps| =

1.

(ii). Wenn g << % drei aufeinanderfolgende Briiche einer Farey-Folge F;, sind, dann gilt
r _ ptt [29]
s q+u”

3.2 Definition

Definition (Farey-Folgen). Die Farey-Folge F), fiir n € N ist eine der GroBe nach geordnete
Liste aller gekiirzten Briiche mit Nenner < n im Intervall [0; 1]. Als Menge aufgefasst, gilt
also:
p _ o
F, = {f €Q:0<p<qg<nundp,q relativ prlm}. [19]
q
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Bemerkungen:

(i). Wenn zwei Zahlen p,q € Z\{0} relativ prim sind, bedeutet das, dass der ggT(p,q) =1
ist. Man sagt auch, dass die beiden Zahlen p, ¢ teilerfremd sind.

(ii). Im englischen Sprachraum werden Farey-Folgen als Farey sequence oder Farey series

bezeichnet, wobei letzter Begriff irrefiihrend ist, da die Briiche nicht summiert werden.

(iii). Auch im deutschsprachigen Raum gibt es diese Ungenauigkeit bei der Bezeichnung, da
Farey-Folgen haufig mit den Begriffen Farey-Briiche oder Farey-Reihen gleichgesetzt
werden. [19]

Beispiel. Wir betrachten folglich die ersten 5 Farey-Folgen. [19]

Bemerkung: Durch obige Ausfithrungen ist unmittelbar erkennbar, dass F,, C Fj,+1 gilt. Ab
einem gewissen Index n ist jede rationale Zahl des Intervalls [0, 1] in der Farey-Folge F,, mit
n € N enthalten. Die Menge der rationalen Zahlen ist bekannterweise abzahlbar und die

Definition der Farey-Folgen liefert:

U F.=Qnlo,1]. [19]

neN

Die Vereinigung entspricht wegen F,, C F,, 1 gerade

lim F),. [19]

n—oo
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Definition (Benachbarte Elemente). Zwei Elemente derselben Farey-Folge F),, n € N, die

aufeinander folgen, werden benachbart genannt. [19]

3.3 Eigenschaften

Satz 3.1. [Nachbarbriiche] Es gilt qr — ps = 1, wenn % < L benachbarte Elemente der
Farey-Folge F,, mit n € N sind. [19]

Beweis. Wir betrachten die lineare Gleichung gx — py = 1. Da p und ¢ laut Definition
teilerfremd sind, besitzt die gegebene Gleichung nach dem Satz von Bézout (sieche Lemma
2.6) ganzzahlige Lésungen z,y. Aus der Gleichung ergibt sich, dass auch die Lésungen
x,y € Z teilerfremd sind. Division durch qy ergibt:

r T xS Ty IS—TY
y s ys ys  ys
und dadurch ist
s —ry 1
ys ys
Weiters ist )
r_p_re=sp 1
S q sq sq
Folglich ist . )
X € T T + n
rop_*r T *—22*4-*:(1 y>—.
Yy q 'y s s q ys sq s5qy s5qy

Das fiihrt dazu, dass s > n, welches einen Widerspruch zu % € F}, erzeugt. Dadurch muss
L > Z gelten. Laut Voraussetzung gilt, dass £ < ~ Nachbarbriiche sind, weshalb £ = £ sein
S Yy q S S Yy

muss, also ist gz — py = gs — pr = 1. [19] O

Definition (Mediante). Seien % und = zwei Elemente der Farey-Folge F},, dann heiBt f]%

Mediante von % und £. [19]
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Satz 3.2 (Mediante). Sei %Z die Mediante von % und 7 und £ <%, dann gilt

<

S k]

PHT T g

q+s s

Beweis. Die Gleichheit ist offensichtlich nur dann zutreffend, wenn g = T ist. [25] Wir
p p+r T . p+r T p x r

betrachten nun den Fall q < T+s < 5 Wir ersetzen nun o+s durch ot also q < v <t

Wegen Satz 3.1 gilt fir zwei Nachbarbriiche gz — py = 1 und ry — sz = 1. Multipliziert

man nun mit p und 7, erhdlt man durch anschlieBende Addition z(qr — ps) = p + r. Die

Multiplikation mit ¢ und s mit darauffolgender Addition liefert y(qr — ps) = ¢ + s. Daraus

folgt

_ x(qr — ps) _p+tr [19]

X
y ylgr—ps) q+s

Bemerkungen:

i). Die Farey-Folge F,, mit n € N kann durch wiederholte Mediantenbildung aus ¥ und %
1 1

erzeugt werden. [19]

(ii). Fir zwei Elemente g und © aus der Farey-Folge F;, mit n € N ist die Mediante aus
Fyis. [25]

(iii). Die Mediante entspricht einem Mittelwert und ist nicht monoton. Das kann durch

einfache Zahlenbeispiele iiberpriift werden, zum Beispiel ist

Log2 .2 1423 24 3 142
—und — < -, aber = — =
136 S 3 5+36 41

7 4+3
Dieses Phanomen wird Simpson-Paradoxon genannt und es gibt unendlich viele Zah-
lenbeispiele fiir dieses Paradoxon. [19] Vor allem im Bereich der Statistik ist das

Simpson-Paradoxon haufig anzutreffen. [25]

Lemma 3.3. Seien g <:< % drei aufeinanderfolgende Briiche einer Farey-Folge F,, mit

n € N, dann gilt & = %. [29]

Bemerkung: Lemma 3.3 ist im Wesentlichen lediglich eine Umformulierung des Satzes 3.2,

denn zwischen zwei aufeinander folgenden Briichen g < % liegt die Mediante der Form
r._ ptt

g = q+u.
Nicht nur die Eigenschaften der Mediante und die der Nachbarbriiche sind bemerkenswert und
von besonderem Interesse, sondern auch die Lange der Farey-Folge F, mit n € N, da es eine

Verbindung zur Eulerschen Phi-Funktion ¢(n) gibt. Die Lange der Farey-Folge F,, mit n € N,
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und somit die Anzahl der Briiche, wird als | F},| bezeichnet. Der Zusammenhang zwischen
der Lénge der Farey-Folge |F},| und der Eulerschen Phi-Funktion ¢(n) kann folgendermaBen
dargestellt werden: [26]

T=1+1+142+2]

n
1
2
3 5=1+1+1+
4
5 11=1+1+1+2+2+4]

Satz 3.4 (Lange der Farey-Folge F),). Die Linge der Farey-Folge F,, mit n € N ist:

(i)-
[Fo| = [Fnoa| + ¢(n), (3.1)

(ii). anders formuliert:
n
[Ful =1+ (k)
k=1
wobei p(n) der Eulerschen Phi-Funktion entspricht.
(iii). Die Lange der Farey-Folge F,, kann durch

3n?
|F| ~ 2

approximiert werden. [10] [26]

Beweis. (i). Sei E,, die Menge der Elemente der Farey-Folge F,, mit n € N, die nicht in
der Folge F,,—1 enthalten sind, also ist |F},| = |Fy—1| + |En|.
Es bleibt zu zeigen, dass |E,| der Eulerschen Phi-Funktion ¢(n) entspricht. Dazu sei
fir jeden Bruch ¢ € E, mit ggT(a,b) = 1 der Nenner b = n, da ansonsten { € F;, 1
ware. Die Machtigkeit der Menge FE,, entspricht der Anzahl der natirlichen Zahlen
a zwischen 1 und n, fiir die der Bruch & irreduzibel ist, also der ggT(a,n) = 1 ist.
Daraus folgt, dass somit |E,| = ¢(n) ist. [27]

32



(ii).

(iii).

3.4

Wir haben schon in der Tabelle oberhalb des Satzes 3.3 intuitiv festgestellt, dass dieser
Zusammenhang zwischen der Machtigkeit der Farey-Folge F,, mit n € N und der
Eulerschen Phi-Funktion ¢(n) besteht. Es gilt |F;| = 14 (1) = 1. Es soll nun gezeigt
werden, dass dieser Zusammenhang fiir jede Farey-Folge F,, mit n > 1 gilt. Hierfiir
bendtigen wir die Notation aus Satz 3.3 (i):

[Fnl = [Fna| + ¢(n)
= [Fn—a| +p(n—1) +¢(n)

=[F1[ +¢(2) + ¢(3) + ¢(4) + - + p(n)
=1+0(1)+¢2)+-- +¢(n)

=1+ Xn: o(k). [27]
k=1

Eine genauere Auseinandersetzung mit der Eulerschen Phi-Funktion ¢(n) wiirde den
Rahmen sprengen, daher kdnnen genauere Informationen liber diese Funktion dem Werk
von Hardy und Wright (2008) [10] entnommen werden. An dieser Stelle ist es wichtig
zu erwahnen, dass fiir die Summenfunktion der Eulerschen Phi-Funktion
3n?
©(n) = ¢(1) +¢(2) + - +¢(n) = —5 + O(nlogn)
gilt, wobei O das Landau-Symbol bezeichnet. Da die Farey-Folge F,, mit n € N genau

®(n) + 1 Elemente enthalt, kann die Kardinalitat von F;, durch 37%2 angenahert werden,

mit einem Fehler, der nicht groBer ist als eine Konstante mal nlogn. [10]

Stern-Brocot Baum

Der Stern-Brocot Baum wird grundsatzlich dazu verwendet, um alle Briiche einer Farey-

Folge F,, mit n € N zu finden. Wie der Name Stern-Brocot Baum vermuten ldsst, waren

der deutsche Mathematiker Moritz Stern und der franzdsische Uhrmacher Achille Brocot

Entdecker des unendlich fortsetzbaren Baumes. AuBergewdhnlich ist aber, dass die beiden

diese Darstellung unabhangig voneinander innerhalb von wenigen Jahren entwickelten und
verdffentlichten. [3]

Um den Aufbau des Stern-Brocot Baumes zu verstehen, ist einzig das Wissen lber die
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Mediantenbildung notwendig, sprich die Mediante zweier Briiche % und * ist %. So entsteht
aus den Briichen % und % die Mediante % Eine essentielle Eigenschaft der Medianten wird
tberdies tragend, und zwar, dass die Mediante zweier Briiche immer zwischen den beiden
Briichen selbst liegt. [3]

=
o =

1

T
N N
l/ \E E/ \E E/ \E E/ \i

5 5 4 3 3 2 1

Abbildung 2: Stern-Brocot Baum [3]

Obwohl zu Beginn der unzulassige Quotient % herangezogen wird, stellt es eine gute Moglich-

keit dar, alle gesuchten positiven Briiche zu ermitteln.

Satz 3.5 (Stern-Brocot Baum). Im Stern-Brocot Baum tritt jeder mégliche positive Bruch

in seiner reduzierten Form nur ein einziges Mal auf. [3]

Beweis. Aus Satz 3.1 ist bekannt, dass fiir zwei Nachbarbriiche g < ¢ gilt:
gr—ps=1 (3.2)

Prift man diese Relation fiir die beiden Ausgangsbriiche % und %, fihrt diesmit 1-14+0-0=1

zu einer wahren Aussage. Auch die Mediante muss diese Aussage erfiillen, also gilt fur
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[l

p ptr
q < q+s <

w

Da fiir %’ < L gilt, dass % < 2% < L ist, wird die natiirliche Ordnung der Briiche eingehalten.

Das bedeutet aber auch, dass kein Bruch zweimal oder 6fter vorkommen kann.

Nun bleibt zu zeigen, dass jeder vorkommende Bruch im Stern-Brocot Baum in seiner
reduzierten Form vorkommt. Sei hierfiir ¢ ein Bruch mit ggT(a,b) = 1, sprich der Bruch
ist irreduzibel. Wir wollen zeigen, dass der Bruch § an irgendeiner Stelle des Stern-Brocot

Baumes auftritt. So lange dies nicht der Fall ist, gilt folgende Relation

< =<

» |

SIS
[l S

fiir einige Briiche % und %, die die Gleichung 3.2 erfiillen. Durch Umformungen von g <g <z
um, erhalt man

0<aq—pbund 0 <rb— sa.

Das impliziert
1<aq—pbund 1 <rb— sa.

Die Multiplikation von p + ¢ bzw. r + s und anschlieBender Addition der beiden Ausdriicke
fuhrt zu
(r+s)(ag—pb)+ (p+q)(rb—sa) >p+q+r+s.

Durch Umformungen und Anwendung von (3.2) erhalt man
a+b>p+q+r+s

mit der Folgerung, dass nach maximal a + b Schritten der Mediantenbildung ein Bruch dem
Bruch £ entspricht. [3] O

Eine weitere Besonderheit des Stern-Brocot Baumes bemerkte der Kanadier Pierre Lamothe
wahrend seiner Forschungen im Bereich der Musik. Wie eben gezeigt, haben wir es bei den
Briichen des Stern-Brocot Baumes ausschlieBlich mit reduzierten Briichen zu tun. Wenn man
nun die Reihen des Baumes einzeln betrachtet und jeden Bruch 7 der gewahlten Reihe durch
ﬁ ersetzt, ergibt die Summe stets 1. Betrachtet man nun die ersten 3 Reihen, kann die

Behauptung vorerst verifiziert werden. [3]
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Reihe n | Briiche % der Reihe n | Summe der Briiche i
1

1 _
0 11y 1TT1
1 12 1yl
71
1%33 1 % % 1 __
2 3321 sTetsts=1

Um zu beweisen, dass diese Behauptung auch fiir alle weiteren Reihen gilt, miissen wir auf die

Tatsache zuriickgreifen, dass von einem Bruch ¢ jeweils zwei Briiche der nachfolgenden Reihe

ausgehen, die die Form ai—&—b und “TH’ haben. Der Beweis dieser Eigenschaft ist langwierig,
diffizil und im Wesentlichen wenig relevant fiir diese Abhandlung und wird deshalb ausgespart.

Wenn man die Briiche aL—i-b und “TH’ wie zuvor umformt, erhalt man

1 1 a+b 1

a(a+b) - bla+b)  abla+b) ab

Mit anderen Worten bedeutet das, dass wenn die Behauptung fiir eine Reihe gilt, sie auch fir
die nachste stimmt. [3]

Nun bleibt zu zeigen, dass die Summe den Wert 1 ergibt, dazu muss man die Briiche gewichten.
Reihe 0 enthalt den Bruch % also definieren wir N(%) = 0. Fir die folgende Reihe 1 setzen
wir N(3) =1 und N(2) =1, et cetera. Die Funktion X der gewichteten Briiche ist definiert

durch )
G\ _ 1 5-N(§)-1
X(b> N,

Bildet man nun die Summe der gewichteten Briiche, so erhalt man stets 1. Wie bereits zuvor
erwahnt, muss der reduzierte Bruch 7 des Stern-Brocot Baumes in die Form % Ubergefiihrt
werden, um die Eigenschaft zu erfiillen. Dieser Schritt ist auch in der Funktion X ersichtlich.
Des Weiteren ist anzumerken, dass immer zwei Briiche innerhalb einer Reihe des Stern-Brocot
Baumes denselben Wert besitzen, wenn sie nach ﬁ umgewandelt wurden, mit Ausnahme der

Reihe 0. [3]

3.5 Darstellung von Farey-Folgen: Ford-Kreise

Sogenannte Ford-Kreise beruhen auf der Idee Briiche als Kreise darzustellen und wurden von
Lester R. Ford, der namensgebend ist, entwickelt.

Wir betrachten folglich echte Briiche, die entlang der xz-Achse in einem kartesischen Koordi-
natensystem als Punkte dargestellt werden kénnen. Sei nun - ein solcher irreduzibler Bruch
auf der 2-Achse mit n,m € Z\{0}, dann kénnen wir durch diesen Punkt ™ einen Kreis mit

Radius 515 tangential zur z-Achse im oberen Quadranten konstruieren. [8]
2m
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Abbildung 3: Darstellung einer rationalen Zahl als Kreis. [8]

Bemerkung: Fiir ganze Zahlen hat der Kreis stets einen Radius von % und Briiche, deren

Nenner 3 ist, zum Beispiel %, % et cetera, kdnnen durch Kreise mit Radius Tls dargestellt

werden. [8]

Satz 3.6 (Ford-Kreise). Seien - und % zwei verschiedene Briiche, die in ihrer reduzierten
Form vorliegen. Die Ford-Kreise dieser beiden Briiche sind entweder tangential oder vollstindig

voneinander getrennt, siehe Abbildung 4. [8]

B
D
/ C
n N
m M

Abbildung 4: Lage zweier Ford-Kreise. [8]

Beweis. Um Aussagen liber die Lage der beiden Kreise machen zu kdénnen, miissen wir
den Abstand der beiden Kreismittelpunkte AB genauer betrachten. Der Abstand von AC
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entspricht |% — |. Die Distanz zwischen den Punkten B und C ist der Radienunterschied

]ﬁ — ﬁ| Durch Anwendung des Pythagoraischen Lehrsatzes folgt

1 1 N n

2 _ (- T 2 SV TP N2
AB*(zMZ 2m2)+(M m2)

Im Falle [Nm — nM| > 1 sind die beiden Kreise vollstindig voneinander getrennt, da
AD + EB < AB.

Fir den Fall, dass [Nm — nM| = 1 ist, sind die beiden Kreise tangential, sprich sie beriihren
sich und AD + EB = AB.

Es ist jedoch nicht méglich, dass [Nm —nM| < 1, da (Nm —nM) € Z ist und somit Nm —
nM = 0 ist. Daraus folgt, dass - = % ist, wodurch eine Kontradiktion zur Voraussetzung
1o I erzeugt wird. [8] O

Definition. Ein Bruch % heiBt Nachbarbruch zu % wenn die beiden Ford-Kreise der Briiche

sich beriihren, sprich tangential zueinander sind. Die Bedingung |[Nm — nM| = 1 wird erfiillt.

[8]

Satz 3.7. Jeder Bruch - besitzt einen benachbarten Bruch. [8]

Beweis. Es existieren zwei Zahlen N, M € Z, die die Bedingung |[Nm — nM| = 1 erfillen,

sieche Satz 3.1. Der Beweis erfolgt induktiv. Sei |m| = 1, dann ist der Nachbarbruch zu %

1
(n+1)
1

trivialerweise und die Bedingung ist wegen |1 - (n+ 1) —n - 1| = 1 erfullt. Wir setzen

fir den Bruch > voraus, dass alle Briiche deren Nenner < |m| ist, Nachbarbriiche besitzen.

Dazu sei x € Z, die zu ;> am nachsten ist, und y € Z, so ist

n
—:a:+£, mit 0 < |y| < |m|
m m

Aufgrund von |y| < |m|, besitzt der Bruch % ebenfalls einen benachbarten Bruch der Form

7, mit [mb — ya| = 1.

Der Bruch

N

Vi =T+ —
erfilllt die Bedingung |[INm —nM| = |(za+0b)-m — (xm +y) - a| = |[mb — ay| = 1, und ist
daher ein Nachbarbruch von . [8] O
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Satz 3.8. Wenn % ein Nachbarbruch von % ist, dann sind alle Briiche der Form

N, N+an

—— =———— mitx €Z
M, M+axm mitx

benachbart zu J-. [8]

Beweis. Durch Einsetzen in die Bedingung |Nm — nM| = 1 kann unmittelbar Gberpriift

Ny _ N+zn

werden, ob die Briiche der Form - = tem

Nachbarbriiche zu % sind.

|INgm — nMy| = |(N + zn)m — (n(M + xm))| = |[Nm —nM| = 1.

Die Bedingung ist auBerdem erfiillt fiir die beiden Briiche % und NZ“

Moi1
ebenfalls benachbart sind. [8] O

, welche somit

Bemerkung: Die Ford-Kreise der Briiche 1\%: bilden einen Ring um den Bruch >. Diese

Kreise sind iiberdies allesamt tangential zum Ford-Kreis von . Aus

& N+ zn E—i— Nm —nM E:ﬁ: 1
M, M+4zm m mM+zm) m m2(x+%)'

folgt, dass - komplett vom Ring der Nachbarbriiche umgeben ist, da sich fiir n gegen —oo

die Nachbarbriiche von der linken Seite an - nahern und fiir n gegen +o0 nahern sich die
Ny
M,

Briiche von der anderen Seite an > an. [8]
Korollar 3.9. Zusammenfassend kann aus Satz 3.1 und Satz 3.6 folgender Schluss gezogen

werden: Seien ;- < % zwei benachbarte Briiche mit [Nm — nM| = 1, dann gilt fiir die

zugehérige Mediante dieser beiden Briiche

n n+ N N

< < —,
m m+M M

und der Ford-Kreis der Medianten beriihrt die Ford-Kreise der beiden Briiche ;- und % 2]
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n n+ N
m m+ M

N
M

Abbildung 5: Ford-Kreise und der Zusammenhang mit Farey-Folgen. [2]

e +N _ _ +N _ N
Beweis. Fiir I < To=m folgt [m(n+N)—n(m+M)| = [Nm—nM| = 1und aus =57 < 47

m+M m+M
erhdlt man |(m + M)N — (n+ N)m| = [Nm —nM| = 1, daher ist gi]]& ein Nachbarbruch
der beiden Briiche und weil die Bedingung |Nm — nM| = 1 erfillt ist, sind die Ford-Kreise
tangential. [2] O

Bemerkung: Aus Korollar 3.9 folgt, dass dieses Verfahren wiederholt angewendet, und somit

die Farey-Folge F), fiir n € N konstruiert werden kann. [2]

3.6 Anwendungen

Farey-Folgen finden Anwendung in der Mechanik, die sich unter anderem mit dem Antrieb
durch Zahnréder befasst.

Wie bereits zuvor erwdhnt, wurde der Stern-Brocot Baum unabhéngig vom Mathematiker
Stern und dem Uhrmacher Brocot entwickelt. Es mag iiberraschend sein, dass sich ein Uhrma-
cher mit Zahlentheorie beschaftigt, jedoch war es fiir seine Arbeiten mit Zahnrader notwendig
ein Verhaltnis anzundhern, wodurch er einen Algorithmus zur Approximation rationaler Zahlen
entwickelte. [11]

Zahnrader werden grundsatzlich dazu verwendet, um die Antriebswelle, in diesem Fall, die
des Zeigers, zu reduzieren und zu takten. Angenommen man hat eine Antriebswelle, mit
einer Zeitspanne von einer Minute, will jedoch, dass der Stundenzeiger nur eine vollstandige
Umdrehung pro Tag zuriicklegt, dann entspricht das Verhéltnis der Geschwindigkeiten 1440 : 1.
Laut mechanischem Gesetz wiirde das bedeuten, dass man dafiir ein kleines Zahnrad, auch

Ritzel genannt, mit einem Zahn und ein groBes Rad mit 1440 Zahnen bendtigt, um den
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Stundenzeiger taglich einen vollen Kreis zuriicklegen zu lassen. Da Zahnrader mit einem Zahn
schwer zu konstruieren sind, miisste man sogar auf die zehnfache VergroBerung zurlickgreifen,
dabei wird aber das groBere Rad mit 14400 Zahnen zu groB. Eine Moglichkeit dieses Dilemma
zu beseitigen, ist das Hintereinandersetzen mehrerer Ritzel (a,b,...) und Rader (A, B, ...),
wodurch das Verhaltnis durch die Multiplikation 5 - % errechnet werden kann. An dieser
Stelle stellt sich jedoch die Frage, wie die Anzahl der Zdhne dieser Rader gefunden werden
kann. Brocot fand hierfiir einen simplen Algorithmus, um gewiinschte Verhaltnisse so gut wie
moglich anzunahern. Er konstruierte zur Erklarung das Beispiel eines Verhaltnisses von %.

Da 191 und 23 beide Primzahlen sind, kénnen Zahnrader das Verhaltnis nur anndhern. Durch

Division erkennt man, dass 8 < 12%1 < 9 ist. Das heiBt, dass das Verhaltnis zwischen 8 : 1
und 9 : 1 liegen muss. [11]
Fir das Verhaltnis 8 : 1 liegt der Fehler bei —7, weil der Unterschied zwischen % und

% — %1 = 5—37 ist, und fur 9 : 1 liefert es einen Fehler von +16, daher schreibt man:
8 1 -7
9 1 +16.

Um die Tabelle nun zu vervollstdndigen, wird in die mittleren Spalte der Tabelle die Zeilen-
summe eingetragen. Der errechnete Fehler wird mit der Zahl in der Mitte multipliziert. Die
neu gewonnene Zeile wird immer an der Stelle eingefiigt, bei der der Fehler verringert wird.
So entsteht folgende Tabelle: [11]

8 1 -7
33 4 -5
58 7 =3
83 10 -1
191 23 0
108 13 +1
25 3 +2
17 2 +9
9 1 +16.

Fasst man nun die erste Spalte als Zahler und die zweite Spalte als Nenner auf, erhilt man
einen kleinen, aber vollstandigen Ausschnitt des Stern-Brocot Baumes. [11]

Um noch bessere Approximationen des Verhaltnisses zu bekommen, muss man dem Objekt
mehrere Zahnrader hinzufiigen. AbschlieBend muss jedoch angemerkt werden, dass dieses
Verfahren aufgrund moderner Technologien entbehrlich wurde, da ein Computer nur wenig

Zeit bendtigt, um die besten Kombinationen mit dem geringsten Fehler zu berechnen. [11]
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3.7 Farey-Folgen im schulischen Kontext: Eine fachdidaktische Analyse

Farey-Folgen eignen sich hervorragend fiir den Einsatz im Unterricht, speziell das Entdecken
neuer Strukturen steht bei dieser Thematik im Vordergrund. Des Weiteren kann die Beschafti-
gung mit Farey-Folgen zu ersten Kontakten mit Beweisen fiihren. Ein Vorteil fiir das Arbeiten
mit Farey-Folgen ist, dass kein komplexes mathematisches Vorwissen notwendig ist, denn
es beschrankt sich auf elementare Bruchrechnungen. Geeignet fiir den schulischen Kontext
ist auBerdem die Auseinandersetzung mit Nachbarbriichen und Medianten, da die Begriffe
im Wesentlichen bekannt sind. Schiiler:innen wissen namlich bereits in der 5. Schulstufe,
was benachbarte natirliche Zahlen sind, sprich, sie kennen Vorganger und Nachfolger einer
Zahl n € N. So ist intuitiv verstandlich, wie der Begriff auf Briiche ausgedehnt werden
kann. Um nun die Kreativitat der Schiler:innen zu férdern, kédnnte man den Lernenden
eigene Begriffe fir Nachbarbriiche entwickeln lassen und anschlieBend die Strukturen durch
Ausprobieren erfahrbar machen. Der Einsatz von Leitfragen ist eine didaktische Moglichkeit,
um den Schiiler:innen Hilfestellung beim Erkunden und Entdecken der fiir sie neuartigen
Objekte zu geben. [13]

Auch die Beschaftigung mit Medianten hat ihre Berechtigung im Unterricht, denn vielfach

passiert es, dass Schiiler:innen Fehler bei der Addition zweier Briichen % < 5 machen, und

unwissentlich die Mediante % bilden. Oftmals kommt es zur Verwechslung mit dem Prinzip
der Multiplikation von Briichen, sprich es wird Zahler mit Zahler und Nenner mit Nenner
addiert. Es kénnte der Vermeidung von Fehlern dienlich sein, eine gedankliche Briicke zu
Medianten zu schlagen. Denn durch das Bewusstsein, dass die Mediantenbildung ein Mittel
zum Finden eines dazwischenliegenden Bruches zweier Nachbarbriiche ist, kdnnte hilfreich
sein diese zwei Vorgangsweisen nicht zu vertauschen. [13]

Eine mogliche didaktisches Herangehensweise ware es, Phdanomene der Farey-Folgen am
Beginn der Auseinandersetzung zu thematisieren, um dadurch das Interesse zu wecken und
die Motivation der Lernenden zu erhéhen. Durch das Arbeiten mit Farey-Folgen kann unter
anderem erreicht werden, dass Mathematik mehr als Prozess betrachtet wird. Wichtig ist es,
auf das Niveau und das Alter der Lernenden einzugehen, da das Thema reichlich Potential

fur Differenzierung bietet, sollte dies kein Problem darstellen. [13]
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4 Diophantische Approximation

4.1 Einfiihrung

Die ,,Diophantische Approximation® beschéftigt sich mit der Approximation von reellen Zahlen
durch rationale Zahlen. Da die Darstellung reeller Zahlen in Form von Dezimalzahlen oft
unzureichend aufgrund der approximativen Komponente und in vielen rechnerischen Belangen
unhandlich ist, existiert das Bestreben reelle Zahlen durch rationale Zahlen anzunahern. Das
folgende Kapitel beschéaftigt sich daher mit der Giite der Approximationen durch rationale
Zahlen, die unter anderem durch Kettenbriiche oder Farey-Folgen erzielt werden konnen.
Zentrale Satze des Kapitels 4 sind der Satz von Dirichlet, der Satz von Liouville und der Satz
von Thue-Siegel-Roth.

Satz 4.1. Rationale Zahlen und irrationale Zahlen liegen dicht in der Menge der reellen
Zahlen, oder kurz: Q und Q \ R liegen dicht in R. [12]

Beweis. Der Beweis gliedert sich in drei Teile, wobei (iii) eine Zusammensetzung der beiden

zuvor gefiithrten Abschnitte des Beweises ist.

(i). Zu zeigen ist, dass zwischen zwei reellen Zahlen immer zwei rationale Zahlen liegen.
Seien a, b reelle Zahlen, und ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei b < a. Daraus
folgt, dass 0 < a —b und 0 < ﬁ. Die Menge N ist unbeschrinkt in der Menge R
nach dem archimedischen Axiom. Daher gibt es eine Zahl k € N, sodass

1

k.
a—b<

Setzt man n := 2 - k, ergibt das

2
a—>
nb+ 2 < na.

<n,

Sei |a] € Z, die groBte Zahl, die kleiner oder gleich a ist. Es gilt:
[nb] +1>nb> |nb].
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(iii).

Daraus folgt, dass

na >mnb+2> [nb| +2 > [nb| +1 > nb,
b] +2 b +1

b2 b+

n n

> b.

Bei den beiden Zahlen W, % handelt es sich um zwei verschiedene rationale

Zahlen, die zwischen a und b liegen. [12]

. Zu beweisen ist, dass zwischen zwei rationalen Zahlen beliebig viele Zahlen aus Q \ R

liegen.
Seien x,y rationale Zahlen, und ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte x < y.
Wir wissen, dass 1 < /2, wegen 12 < 2. Somit gilt die folgende Ungleichung fiir jedes
keN:

O<y—z<V2-k-(y—=z).

Durch Umformungen erhalt man

y—x
0< <y—=zx
V2 -k Y
3:<:U+y_ <.

V2-k

. . . y— y—z . .
Wir definieren z := 2 + ik Falls der Ausdruck z + 3 €ine rationale Zahl ware, so

miisste auch ﬁ = /2 eine rationale Zahl sein, was zu einem Widerspruch fiihrt.
[12]

Zu zeigen ist, dass zwischen zwei reellen Zahlen stets eine irrationale Zahl liegt.

Wie bereits zu Beginn des Beweises erwahnt, handelt es sich bei Punkt (iii) um eine
Aneinanderreihung der beiden vorhergehenden Teile des Beweises. Zunachst bildet man
zwischen zwei irrationalen Zahlen zwei rationale Zahlen und danach eine irrationale

Zahl, die zwischen den beiden rationalen Zahlen liegt. [12]

O]

Reelle Zahlen kénnen beliebig gut durch rationale Zahlen angendhert werden. Die Giite der

Approximation, also wie groB der Fehler der Naherung im Vergleich zur Komplexitat des

Naherungsbruchs ist, spielt dabei aber eine wesentliche Rolle. Bereits bei der Approximation der

Kreiszahl m wurde darauf verwiesen, dass es je nach Wahl des Naherungsbruchs Unterschiede
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bei der Glte der Approximation gibt.

Wir wissen, dass die Kreiszahl 7 dem unendlichen Kettenbruch = = [3;7,15,1,292,1,1,...]
entspricht. Bildet man nun den N&herungsbruch der 3. Ordnung, erhalt man 3 + %. Das
bedeutet, dass der Wert des Fehlers 3+ % — 7w~ 2,7-1077 ist. Im Vergleich dazu, ergibt sich
fir den Naherungsbruch 2. Ordnung ein Fehler von m— 3 + % =8,3-107°. An dieser Stelle
lasst sich bereits vermuten, dass der 3. Naherungsbruch eine ausgezeichnete Approximation
an 7 liefert, obwohl der Nenner noch sehr klein ist. Durch Bestimmen des 4. Naherungsbruchs
wird ein groBer Teilnenner mit 292 dem Kettenbruch hinzugefligt. Folglich erhalt man 3+%
und einen Fehler von rund 5,8 - 10~19, Der Fehler nimmt zwar kontinuierlich ab, jedoch wird
der Nenner unentwegt groBer. [19]

Schlussendlich kénnen folgende Erkenntnisse zusammengefasst werden: Da rationale und
irrationale Zahlen dicht in R liegen, ist die Approximation reeller Zahlen durch rationale
Zahlen stets mit beliebiger Genauigkeit moglich. Werden irrationale Zahlen durch rationale
Zahlen immer besser angenéhert, wird der Nenner der Approximierenden stets groBer. Je
groBer dieser Nenner ist, desto genauer kann die Ndherung sein. Aber auch Naherungsbriiche
mit kleinen Nennern liefern brauchbare Ergebnisse. Die oben angefiihrten Ndherungen an

7 entsprechen den sogenannten besten Approximationen. So gibt es beispielsweise keine

16
133"

Der Mathematiker Lagrange formulierte und bewies dazu im Jahre 1770 das Gesetz der

rationale Zahl deren Nenner kleiner gleich 113 ist, die = besser anndhern wiirde als 3 +

besten Approximation. Da dieses Gesetz mit der Verwendung von Kettenbriichen einhergeht,
widmet sich das Kapitel 4.2.1 "Diophantische Approximation und Kettenbriiche" diesem

Zusammenhang genauer. [19]

4.1.1 Historische Betrachtung

Der Begriff "Diophantische Approximation" geht auf den antiken Mathematiker Diophantos
von Alexandria zurilick, dessen mathematischen Beitrdge zur Zahlentheorie und Algebra
dadurch Wiirdigung erfahren sollten. Genauso verhilt es sich mit den sogenannten "Diophan-
tischen Gleichungen®. Doch wer war dieser Mathematiker? Diophantos, hat ahnlich zu den
Elementen des Euklids, einen 13-teiligen Band namens Arithmetica verfasst, der sich unter
anderem mit der Losung algebraischer Gleichungen auseinandersetzt. Die Biicher dienten
vielen Generationen an Mathematikern als Standardwerk und hatten enormen Einfluss auf
die Entwicklung der Mathematik. Es muss jedoch an dieser Stelle angemerkt werden, dass
europaische Mathematiker erst im 17. Jahrhundert Zugang zum Werk Arithmetica hatten,
da erst 1621 eine lateinische Ubersetzung erschien. Diophantos von Alexandria wird oftmals

als Vater der Algebra betitelt, obwohl es keinen Zweifel daran gibt, dass viele Passagen der
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Biicher dem verbreiteten Wissensstand der babylonischen Mathematik entsprechen. Uber das
Leben des Diophantos selbst, ist nahezu nichts bekannt. Selbst seine Lebensdaten kénnen
nur zwischen 100 vor Christus und 350 nach Christus geschatzt werden. [17]

Da nun die Namensherkunft geklart ist, stellt sich die Frage, wie es zur Entwicklung der
diophantischen Approximationen per se kam. Grundsatzlich stieB man in den unterschiedlichs-
ten Bereichen auf das Problem, reelle Zahlen, so gut wie mdglich, durch rationale Zahlen
anndhern zu missen. Ein Beispiel hierfiir ist die Kreiszahl 7, die durch geometrische oder
algebraische Verfahren angendhert wurde. Die erste (iberlieferte Annidherung an 7w stammt von
einer Keilschrift-Tafel aus altbabylonischer Zeit um 500 vor Christus. Bei dieser Approximation
entspricht m dem Wert 3, 125. Bereits 100 nach Christus wurde durch das Vergleichen von
Streckenziigen die Kreiszahl auf 3,14167 ... angenahert, deren Fehler nur minimal ist. Diese
Approximation geht auf den Astronomen Ptolemdos zuriick. Im Laufe der Zeit entwickelten
sich immer bessere Annaherungen und das Zeitalter der Technologie beschleunigte diese
Entwicklung immens. Ahnliche Entwicklungen gab es auch bei anderen reellen Zahlen, wie
dem goldenen Schnitt. [23]

4.2 Grundlegendes

Satz 4.2 (Approximationssatz von Dirichlet, 1842). Sei o € R beliebig und Z € N (mit
1< Z), dann existieren x € Z und y € N mit 1 <y < Z, sodass

Ist v eine Irrationalzahl, dann gibt es unendlich viele reduzierte Zahlen § € Q, sodass gilt

X
o — —

1
< —.[19
2 1

Beweis. Wir definieren zunachst den gebrochenen Teil bzw. die Nachkommastellen von
a € R durch {a} := a — |a]. Im nachsten Schritt wird das Einheitsintervall [0;1] in
gleich groBe Teilintervalle der Lange % unterteilt. Das bedeutet, dass folglich die Intervalle
{0; %}, [%, %} - [%, 1} im Detail untersucht werden. Wir betrachten nun die (Z + 1)
Zahlen der Gestalt 1 und {a-t} mitt € {0,1,2,...,Z—1}. Es gibt zumindest ein Teilintervall

in welchem mindestens zwei der (Z + 1) Zahlen liegen. Wir unterscheiden nun zwei Falle:

(i). 1. Fall: Die Zahlen, die im Teilintervall liegen, haben die Gestalt {a - ¢} mit ¢ €
{0,1,2,...,Z—1}. Sind {a-t1} und {a-t2} zwei solche Zahlen und ohne Beschrankung
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der Allgemeinheit ¢; < t9, dann gilt

o 12}~ fa-ti}] < .

Aus

Ha-to} —{a-t1}|=|a-to—|a-ta] — (a-t;1 — |a-t1])| =
=la-(—t) = (la-ta] ~ [a-u]) < 5
und Ersetzen von = := (|a-t2| — @ -t1]) und y := (t2 — t1) folgt die Behauptung. [5]

(ii). 2. Fall: Die Zahl 1 und eine Zahl der Gestalt {a -t} mit t € {0,1,2,..., 2 — 1}
liegen im Unterintervall. Da aufgrund der Voraussetzung von Z > 1 die Zahl 0 nicht
im Teilintervall liegen kann, muss ¢t > 0 gelten. Die erste Aussage des Dirichletschen

Approximationssatzes ist erfillt, wenn man fir t = |- t] + 1 und y = t setzt. [5]
Es gibt also zu jedem Z € N, Z > 1 ein Loésungspaar der Form (2(Z),y(Z)) € Z x N fir das

das Kriterium erfillt ist:

- y(2) - 2(2)| < mit y(Z) < Z. (4.1)

N~

Laut Voraussetzung sind auch (z(Z),y(Z)) teilerfremd. Angenommen, es gabe nur endlich
viele Losungspaare der Form (z(Z),y(Z)) mit Z € N, Z > 2, dann wiirde ein Paar (xq, o)
existieren, sodass fiir unendlich viele Z gelten wiirde, dass z9 = z(Z) und yo = y(Z) ist.
Da fiir diese natiirlichen Zahlen Z das Kriterium (o - y(Z) — 2(Z)| < %) erfilllt sein muss,
wiirde daraus folgen, dass a = z—g € Q ware, entgegen der Voraussetzung des 2. Teils des
Satzes. Daher folgt aus (4.1), dass

1
Ia~y(Z)—:E(Z)\§M mit Z €N, Z > 2

gilt, wodurch der zweite Teil des Satzes gezeigt wurde. [5] O

Bemerkungen:

(i). Der obige klassische Beweis des Dirichletschen Approximationssatzes folgt dem soge-
nannten Schubfachprinzip. [5] In den folgenden Kapitel wird der Beweis noch einmal

mithilfe von Farey-Folgen und mit Kettenbriichen gefiihrt.

(ii). Mit anderen Worten, besagt der Approximationssatz von Dirichlet, dass es zu jeder
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reellen Zahl « eine Folge qualitativ guter rationaler Naherungen an « gibt. [5]

(iii). Das Irrationalitatskriterium, das sowohl notwendig als auch hinreichend ist, kann durch

Erganzung des Dirichletschen Approximationssatzes gewonnen werden. [5]

Korollar 4.3 (Irrationalitatskriterium). « € R ist genau dann eine Irrationalzahl, wenn das

Kriterium ’a — %‘ < y% fir unendlich viele teilerfremde Lésungen (x,y) € Z x N erfiillt ist.

[5]

Beweis. Sei v € QQ, dann kann « durch o = g dargestellt werden, wobei p, ¢ € Z teilerfremde

Zahlen sein missen und ¢ > 0 gelten muss. Durch Einsetzen und Umformen des Kriteriums

erhalt man
x 1
‘Od—* <72
Y Y
2y <)
q
lpy — qz| < =

Ware nun x = p und y = ¢, wiirde die rechte Seite des Kriteriums verschwinden, wodurch
aus (z,y) # (p,q) folgt, dass ¢ > y und daraus 1 + |p| > |z|. Die Ungleichung hat folglich
endlich viele teilerfremde Losungen (z,y), wenn o € Q. Umgekehrt sei o € R\ Q, dann

besitzt die Ungleichung unendlich viele teilerfremde Lésungen. [5] O

Bereits im antiken Griechenland war bekannt, dass es reelle Zahlen gibt, die nicht durch
rationale Zahlen dargestellt werden kénnen, die sogenannten irrationalen Zahlen. Man un-
terscheidet zwei Arten von irrationalen Zahlen: algebraische und transzendente Zahlen. [5]
Die Definition der beiden Begriffe wurde bereits in Kapitel 2.4.2 gegeben. Nachfolgende
Abschnitte behandeln nun die Approximierbarkeit der algebraischen Zahlen.

Definition (Grad einer algebraischen Zahl ). Das kleinste n > 1, zu dem ein normiertes
Polynom P von Grad n mit rationalem Koeffizienten existiert, dessen Nullstelle « ist, heiBt
der Grad der algebraischen Zahl «. Dieses n ist zugleich der Grad des Minimalpolynoms von

«. Der Grad von « wird in der Literatur oftmals durch das Symbol 9(«) dargestellt. [5]

Satz 4.4 (Approximationssatz von Liouville). Sei o € C eine algebraische Zahl und x,y € Z
mity > 0 und o # % Dann existiert eine Konstante c(«) := ¢ > 0, sodass die folgende
Ungleichung gilt.

o= 2 ele) . o]
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Beweis. Wir betrachten zunachst das Minimalpolynom der algebraischen Zahl «, welches in
Form von P, := ay(a) - X0() 4 ag(a)—1 C X014 g X 4 ag gegeben ist und P, €
x

Z[X]. Nach Voraussetzung darf P(g) nicht 0 sein. Daher folgt aufgrund der ganzzahligen

Koeffizienten, dass

X — «
’Pa<§) .ya(m’ — lagay - 2% + agay_1 - 22@1 g+ o+ ag - 2| > 1.

Aufgrund von

~Fol(y) = Pale) = Pu(7) =
) e
“ Yo (- ())-
(o= (2) v (27
y//) = y y ’

kann die Aussage getroffen werden, dass fiir jene x, y, fur die 1 > |a—§| > 0ist, 14+ |a| >

x
Yy
sein muss, und die Abschatzung

o) n—1
) = ‘_Pa(g)’ < o g’ ’ n;l i .mzzl ol (el

8(0&) n—1
gilt. Betrachtet man nun den Faktor Y |a,| 3 |a|™- (1 4+ |a])®~t~™, erkennt man, dass
n= m=1

8(0’) n—1
dieser > 1, und von « abhingig ist. Setzt man nun c(a)™! == Y |a,| - X |of™- (1 +
n=1 m=1

z
Y

|a)"~1=™, so erhilt man fiir jene x und y, fiir die 1 + |a| > gilt, die Abschatzung

‘a — % > c(a) -y~ Firr jene Zahlen z,y, fir die 1 < ‘a — % gilt, ist trivialerweise
‘a — % > y9(@) wodurch der Approximationssatz von Liouville bewiesen ist. Es gilt jedoch
unbedingt zu beachten, dass 0 < ¢(a) < 1 eingehalten wird. [5] O

Bemerkung: Durch den Satz von Liouville wurde gezeigt, dass sich algebraische Zahlen
nur maBig gut durch rationale Zahlen approximieren lassen. Mithilfe dieses Satzes lasst sich
eine notwendige Bedingung fiir die Algebraizitdt und eine hinreichende Bedingung fir die
Transzendenz einer Zahl formulieren. [5]

Des Weiteren zeigt der Approximationssatz von Liouville auch, dass der Satz von Dirichlet

fir O(a) = 2 im Exponenten bestmoglich ist.
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Der folgende Satz von Thue-Siegel-Roth ist eine bestmogliche Verscharfung des Approximati-

onssatzes von Liouville: [28]

Satz 4.5 (Satz von Thue-Siegel-Roth). Sei o € R\ Q eine algebraische Zahl und ¢ > 2.
Dann existiert eine Konstante c(c, €) > 0, sodass fiir alle Paare (x,y) € Z x N die folgende

Ungleichung erfiillt wird:
o — g\ > c(aye) -y [5]

Da nun die Grundlagen der Approximationstheorie erarbeitet wurden, soll in den beiden
nachsten Kapiteln erarbeitet werden, wie nitzlich das Wissen iiber Kettenbriiche und Farey-

Folgen zur Approximation reeller Zahlen ist.

4.2.1 Diophantische Approximation und Kettenbriiche

Kettenbriiche sind ein nitzliches Werkzeug, um reelle Zahlen anzundhern. Die Giite der
Approximation spielt auch in diesem Zusammenhang eine groBe Rolle. Das Gesetz der besten
Approximation von Lagrange (1770) ist ein zentraler Satz, der die Qualitit der Approximation

reeller Zahlen durch Kettenbriiche in Relation zueinander setzt.

Lemma 4.6. Sei « eine beliebige irrationale Zahl mit der Kettenbruchdarstellung o =

[bo; b1, ...] und zugehérigen Niherungsbriichen %Z' VYn € {0,1,...}, dann gilt
Cy 1
P —
“ B, < b1 - B2 9]

Folgende Abschitzung wurde bereits in Kapitel 2, Satz 2.12 gezeigt.

Satz 4.7 (Gesetz der besten Approximation). Sei o € R beliebig, dann existieren Naherungs-
briiche der Kettenbruchdarstellung %Z' sodass fiir n > 2 und zwei natiirliche Zahlen p und ¢
mit Eigenschaft g—z # IT; und By, > q > 0 gilt:

la-q—p| > |a- B, —Cy| (4.2)

Da B,, > q vorausgesetzt wurde, folgt unmittelbar

;‘a-q—p‘>B:ln’a-Bn—Cn

)

‘a—§‘>’a—gn [19]

n
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Beweis. Angenommen wird, dass die beiden natiirlichen Zahlen p und ¢ teilerfremd sind. Da
die Ungleichung

|a - Bp_1— C’n,1| > |o¢ - B, — Cn|

gilt, muss die Aussage lediglich fiir die Annahme, dass B,, > q > B,,_1 ist, gepriift werden. Die

allgemeingiiltige Aussage kann dann einfach durch vollstandige Induktion verifiziert werden.

(i). 1. Fall: Angenommen B,, = g, dann muss p # C,, sein, und es gilt

Lp_Cn
B, q Bn
Aufgrund des Lemmas 4.6 ist
1 - 1 < Cn
— > —=>la— =]
2B, =~ B2~ B,

Des Weiteren ist 3 < B, 11, da fiir n > 2 gilt. Durch Anwendung der Dreiecksunglei-
chung erhalt man schlieBlich

Ch
o — -2

B,

1
2B,

p
a— —|.

q

<

<
By |~

Nach Multiplikation mit B,, = ¢ erhalt man die zu beweisende Aussage (4.2). [19]

. 2. Fall: Wir betrachten den Fall B,, > ¢ > B,_1. Durch Lésen des linearen Gleichungs-

systems

p:Cn‘X+Cn—1'Y
q=B,- X+ B, 1Y,

erhalt man fur

p'Bn—l_Q'Cn_l
. C, -B,1—C,_1-B, (P Bp-1—¢q-Ch1)

Cn . anl - Cn,1 : BTL

Y= =x(p-Bp—q-Cyp).

Die Losung ist aufgrund der Cramerschen Regel eindeutig und es gilt z,y € Z \ {0}.
Wegen Bpy1 > q = B, -+ Bp—1 -y > B,_1 haben die beiden ganzen Zahlen =
und y unterschiedliche Vorzeichen, wodurch auch a- B,, — C,, und - B,,_1 — Cj,_1
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entgegengesetzte Vorzeichen aufweisen. Daher sind die Vorzeichen bei z(a - B,, — C,)
und y(a - Bp—1 — Cy—1) dieselben. Es folgt

.’IJ(CE - Bp — Cn) +3/(Oé -Bpq1 — Cn—l) =&-q—=p,
wodurch sich die zu beweisende Behauptung ergibt

|oz-Bn—C'n| < |a-Bn,1 —Cn,1| < |oz'q—p|. [19]
O

Bemerkung: Zusammengefasst, besagt das Gesetz der besten Approximation, dass durch die
Naherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung die besten rationalen Approximationen erzielt

werden.

Im vorhergehenden Abschnitt wurde bereits der Approximationssatz von Dirichlet (1842)
(siehe Satz 4.2) klassisch, durch das Schubfachprinzip, bewiesen. Nun soll dieser zentrale
Satz mithilfe von Kettenbriichen gezeigt werden.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die Ungleichung |oz — g"’ﬂ < le
n— n—1

mit den Voraussetzungen

von Satz 4.2 gilt. Wir wissen, dass « in Form von

bn . Cn—l + Cn—2

bn . Bn—l + Bn—2
dargestellt werden kann. Durch Einsetzen erhalt man fiir

Cn—1 o b - Cn—1 + Cp2 Cn-1 o Cn—2Bn-1—Cn_1By 2

Bn—l N bn : Bn—l + Bn—2 Bn—l B Bn—l : (ann—l + Bn—l—?) .

Wegen Satz 2.3 ((iii)) ergibt sich fir

Cn—QBn—l - Cn—an—Q o (_1)n—1
Bn—l : (ann—l + Bn+2) Bn—l : (ann—l + Bn+2).

Es folgt wegen (3,, < b,, folgende Abschatzung

Crn1| (—1)nt - 1 1 _ 1
anl anl . (annfl + Bn+2) - anl . (annfl + Bn+2) Ban,1 B%_l
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wodurch der Approximationssatz von Dirichlet mittels Verwendung von Kettenbriichen gezeigt
wurde. [10] O

Bemerkung: Im Gegensatz zum Beweis mittels klassischem Schubfachprinzip beruht der
eben dargelegte Beweis auf ein groBeres zahlentheoretisches Vorwissen, vor allem Wissen (iber
Kettenbriiche und Naherungsbriiche. Die Beweisfiihrung unter Verwendung der Kettenbriiche

ist dann durch simples Einsetzen moglich, wodurch sie kiirzer erscheinen mag.

4.2.2 Diophantische Approximation und Farey-Folgen

Farey-Folgen sind nicht nur als abgegrenzte mathematische Objekte betrachtet von groBer
Bedeutung und durch ihre besonderen Eigenschaften hervorzuheben. Sie sind auch als
Hilfsmittel zur diophantischen Approximation unerlasslich. Durch das Finden von Briichen der
Farey-Folge F),, mit n € N, die der anzundhernden reellen Zahl bereits nahe kommen, kdnnen
gute Annaherungsergebnisse erzielt werden. Durch fortlaufende Mediantenbildung wird diese

Naherung an die reelle Zahl immer praziser.

Ein weiteres Mal soll nun der Approximationssatz von Dirichlet, 1842 (Satz 4.2) bewiesen
werden. Hierfiir werden nun Farey-Folgen als Instrument der Beweisfiihrung verwendet.
Beweis. Erstens ist zu zeigen, dass fir eine reelle Zahl «v die Abschitzung |o — §| < in mit
x,y€Z,ZeN,Z>1undy < Z, gilt.
Wir nehmen an, dass die Abschatzung fir o € (0, 1] erfillt wird. Seien nun % und
Elemente der Farey-Folge F}, mit n € N. Dabei sei % der obere Nachbarbruch von % der
Folge F),. Der Bruch % sei maximal und o > %. Des Weiteren wird vorausgesetzt, dass
q+ s> Z > max{q+ s} gilt. Fir die Mediante fl% gelte folglich, entweder

p <P +r

—<a<s ,
q q—+s

oder

p+r
qg+s

r
<a< —.

S
Wegen gr — ps = 1 fiir zwei Nachbarbriiche %,g € F, aus Satz 3.1 folgt aus

p+r p _ qr—ps 1

g+s q qlg+s) qlg+s)
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und

r p+r _qr+ps 1
s q+s  s(g+s) s(g+s)
Setzt man nun £ = 2 oder £ = L, erhalt man
v q y s
T . p+r pr p+r . 1 1
a——| < min - = - — = min ; .
y qg+s q's q+s q(q+s) s(qg+s)

Liegt o ndher bei %, dann wahlt man fiir y = ¢, ansonsten setzt man y = s. Das fiihrt dann
zu Z > y und

. 1
V" mm{@l(quS)’ 8(q+8)}‘

Somit wurde mit % eine rationale Approximation an « konstruiert, die die Abschatzung
erfullt. Mit groBer werdendem Nenner ¢ oder s folgt dann der erste Teil der Aussage des
Dirichletschen Approximationssatzes fiir Z > 1.

Es bleibt der zweite Teil des Approximationssatzes 4.2 zu zeigen. Wenn « irrational ist, dann

gilt die Ungleichung: y% > ’a -5

Sei « irrational und es gelte: 0 < % < ‘a — Z| fiir hinreichend groBe | € N. Da fiir zwei

x
y
Nachbarbriiche g < % der Farey-Folge F; gilt, dass der Abstand der beiden Zahlen maximal

% sein darf, ergibt sich nach Satz 3.1

E_E_M_L<1<‘ -2
= « y.

S Q QS QS — 1
Liegt nun o zwischen den beiden Nachbarbriichen 5 < %, dann

R P - 1 - ’ :c‘
——aa— =< - <|a——|.
S Q 1 y

Die Briiche g und % sind zwei voneinander verschiedene Briiche zur bereits bekannten
Naherungen % Das vorher gefiihrte Argument aus dem Beweis von Teil 1 kann nun nach

und nach fur g statt £ und £ statt - fortgesetzt werden. [19] O

Bemerkungen:

(i). Wie auch schon beim Beweis des Dirichletschen Approximationssatzes durch Ketten-
briiche ist auch beim Beweis mit Farey-Folgen einiges an Vorwissen notwendig. Ist das
mathematische Werkzeug jedoch bekannt, kann diese Art der Beweisfiihrung abermals

einfacher als das Schubfachprinzip erscheinen.
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(ii). Nun soll eine niitzliche Anwendung des bereits erworbenen Wissens vom Dirichletschen
Approximationssatz und den Farey-Folgen dargelegt werden. Das Ziel der folgenden
Ausfiihrungen ist es, zu zeigen, dass der goldene Schnitt durch fortlaufende Median-
tenbildung sehr gut approximiert werden kann. Wir wissen, dass der goldene Schnitt
z=1-(V5+1)=1,618033... entspricht. Da vor allem der Bereich nach dem
Komma fiir unsere weiteren Uberlegungen von groBem Interesse ist, betrachten wir
folglich statt z: X := a2 —1=10,618033.... Wiirde man nun eine rationale Naherung
durch willkiirliches Abtrennen des Dezimalbruches gewinnen, erhalt man beispielsweise
fur % einen relativ groBen Fehler von X — 1%10 ~ & - 1073, obwohl der Nenner des
Bruches im Vergleich zu den Briichen der Farey-Folge groB ist. [19]

Wenn man nun die Elemente einer Farey-Folge F}, mit n € N genauer untersucht, erhalt
man fiir die beiden Nachbarbriiche % < % bereits gute Naherungen mit vergleichsweise

kleinem Fehler

3

X -2 ~1.8-1072

5 )
5 -3
g—X;w.m . [19]

Wie zuvor erwahnt, sollen durch fortwadhrende Mediantenbildungen immer bessere

Ergebnisse erzielt werden. Die Mediante der Briiche % < g ist 18—3, und man erhalt den

Fehler <
X - —=x3-1072[19
13 [19]
Bemerkenswert ist an dieser Stelle, dass durch einen Bruch mit kleinem Nenner 1 +
5 13

3 = & eine bessere Naherung an den goldenen Schnitt erzielt wurde, als durch die
Approximation durch willkiirliches Abtrennen des Dezimalbruches. [19]

Wie auch schon in Kapitel 2, als der goldene Schnitt mit Kettenbriichen in Verbindung
gesetzt wurde, kann auch hier ein Konnex zur Fibonacci-Folge gefunden werden. Die
besten rationalen Approximationen an den goldenen Schnitt werden namlich durch die
Quotienten von aufeinanderfolgenden Fibonacci-Zahlen gefunden. Die Erklarung fir
dieses Phanomen kann in Oswald und Steuding (2015) nachgelesen werden. [19]

4.2.3 Zusammenfassung

Bevor zur didaktischen Analyse der diophantischen Approximation libergegangen wird, sollen
an dieser Stelle die wichtigsten Erkenntnisse aus Kapitel 4 zusammengetragen werden.
Die diophantische Approximation ist ein Teilgebiet der Mathematik, welches sich mit der

Giite von Naherungen reeller Zahlen beschéaftigt. Wie bereits gezeigt wurde, liefert das
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willkiirliche Abbrechen der Dezimalbruchentwicklung einer reellen Zahl mit unendlich vielen
nicht-periodischen Nachkommastellen eine Naherung mit vergleichsweise groBem Fehler. Bes-
sere mathematische Werkzeuge zur Approximation reeller Zahlen sind hingegen Kettenbriiche
oder Farey-Folgen. Bei genauerer Betrachtung dieser mathematischen Objekte stéBt man
auch immer wieder auf Zusammenhange zwischen den beiden.

Ein zentraler Satz der Theorie der diophantischen Approximation ist der Dirichletsche Appro-
ximationssatz aus dem Jahre 1842, aus welchem sogar das Irrationalitatskriterium gewonnen
werden kann. [5] Diese Abschatzung, die durch den Approximationssatz von Dirichlet fest-
gelegt wurde, kann auf verschiedene Weise gezeigt werden, unter anderem mithilfe von
Farey-Folgen und Kettenbriichen. Diese Tatsache zeigt, wiederum welch auf den ersten Blick
unscheinbarer Zusammenhang zwischen der diophantischen Approximation, Kettenbriichen

und Farey-Folgen verborgen liegt.

4.3 Diophantische Approximation im schulischen Kontext: Eine fachdidakti-
sche Analyse

Schon in der Sekundarstufe 1 dsterreichischer Schulen wird man als Schiiler:in mit der Tatsache
konfrontiert, dass die Menge der rationalen Zahlen Q nicht ausreichend und somit unvollstan-
dig ist. Denn mochte man beispielsweise die Diagonale d eines Quadrats mit der Seitenlange
a = 1 berechnen, erhilt man mittels Satz des Pythagoras fiir d = v/2 = 1,414213562. . ..
Diese Zahl mit nicht-periodischen, unendlichen Nachkommastellen l&sst sich auf keine Weise
exakt durch einen Bruch darstellen. Daher muss eine Erweiterung der bekannten Zahlenmen-
gen vollzogen werden und der Begriff der reellen Zahlen R riickt in den Fokus der Lernenden.
Intuitiv ist bereits seit dem Unterrichtsthema Zahlenstrahl klar, dass die Menge der Zahlen
nicht nur aus N, Z und Q bestehen kann, da sonst Liicken im Zahlenstrahl auftreten wiirden.
Mathematisch ist nun festzustellen, dass die Menge der reellen Zahlen R vollstandig ist. [9]
Im schulischen Kontext wird erfahrungsgemaB oft mit gerundeten Werten irrationaler Zahlen
weitergearbeitet. Wie es um die Giite solcher Naherungen durch willkiirliches Abbrechen der
Dezimalbruchentwicklung reeller Zahlen beschaffen ist, kann zum Beispiel in Kapitel 4.2.2 im
Vergleich zur Naherungen mittels Farey-Folgen noch einmal nachempfunden werden.

Auch im Unterricht der Sekundarstufe 1 vorgesehen ist, die Beschaftigung mit der Kreiszahl 7
im Zusammenhang mit der Kreisflichen- und Kreisumfangsberechnung. Wie schon mehrmals
erwahnt, handelt es sich bei der Kreiszahl um eine transzendente Zahl, die ebenfalls ein
Element der irrationalen Zahlen R\ Q ist. [9] Hervorzuheben ist auBerdem, dass der Lehrplan
osterreichischer Mittelschulen vorsieht, dass Schiler:innen in der 8. Schulstufe Ndherungswerte

oder Schranken fiir irrationale Zahlen angeben kénnen, auch unter Verwendung elektronischer
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Hilfsmittel. [4]

Des Weiteren wird auch gefordert, dass Lernende selbststandig Entscheidungen dariiber treffen
kénnen, mit welchen Naherungswerten nachfolgend gerechnet und welche Genauigkeit der
Zahlenwerte fiir die jeweilige Aufgabe sinnvoll ist. [4] Im Wesentlichen miissen die Schii-
ler:innen also bereits in jungen Jahren mit der Giite von Approximationen hantieren, und
bewegen sich somit im Fachbereich der diophantischen Approximation, ohne in den meisten
Fallen entsprechendes Hintergrundwissen dariiber zu besitzen.

Um das Kapitel zu finalisieren, soll an einem konkreten Beispiel nachvollzogen werden, wie
das Thema diophantische Approximation im Unterricht nach dem Spiralprinzip der Mathema-
tikdidaktik Eingang finden kann. Dazu soll die Kalenderrechnung und deren Problematik im
Laufe der Geschichte aufgearbeitet werden. Das Spiralprinzip der Mathematikdidaktik besagt,
dass Schiiler:innen in ihrer Schullaufbahn immer wieder mit derselben Thematik konfrontiert
werden, sich die Komplexitat nach der Wiederholung des bereits erworbenen Wissens jedoch
fortlaufend steigert. [7]

In Gsterreichischen Schulen wird man als Lernender bereits in der Primarstufe mit den Begriffen
und einfachen Uberlegungen zu Tagen, Wochen, Monaten, Jahren und Schaltjahren vertraut.
Dieses Wissen wird in der Sekundarstufe 1 im Zusammenhang mit GréBen und natiirlichen
Zahlen noch einmal wiederholt und vertieft. [4] An dieser Stelle des Lernfortschrittes wer-
den einfache Berechnungen mit natiirlichen Zahlen durchgefiihrt. Es wiirde sich zu diesem
Zeitpunkt eignen mit den Schiiler:innen Uberlegungen anzustellen, welche Griinde es fiir das
Beriicksichtigen von Schaltjahren haben kann. Dazu ist ein kurzer Exkurs in die Physik bzw.
Astronomie notwendig. Es kann unter anderem erklart werden, dass die Dauer eines Tages
darauf zuriickzufiihren ist, dass sie der Dauer einer Drehung der Erde um die eigene Achse
entspricht. Auf weitere Ausfiihrungen wird nun verzichtet, da das Vorwissen der Schiiler:innen
sehr unterschiedlich sein kann und demnach unterschiedlichste Erlauterungen notig waren, die
in diesem Kontext den Rahmen sprengen wiirden. Wichtig ist es jedoch aufmerksam darauf zu
machen, dass ein Jahr 365 d 5 h 48 m 45,8 s dauert. Wenn bereits Dezimalzahlen eingefiihrt
wurden, kann eine Ubersetzung dieser Zahl in rund 365, 2422 d geschehen. [24] Auch auf die
historische Entstehung des Kalenders kann zu diesem Zeitpunkt eingegangen werden, die in
Kapitel 2.5 bereits ausfiihrlich dargelegt wurden. Um die didaktische Reduktion sollte man
als Lehrender in diesem Konnex allerdings bemiiht sein, da Kettenbriiche fiir den GroBteil der
Schiiler:innen der betroffenen Altersgruppe zu komplex erscheinen mogen.

In der Sekundarstufe 2 kann das Thema altersadaquat ein weiteres Mal aufgegriffen werden.
Nach theoretischer Hinflihrung und geschichtlicher Einbettung sind folgende Aufgaben zur
Bearbeitung in chronologischer Reihenfolge denkbar [24, 19]:
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Stellen Sie 365 d 5 h 48 m 45,8 s in Form von Tagen dar.
Losung: =~ 365, 2422 d

Stellen Sie die Nachkommastellen der vorhergehenden Losung als Bruch dar.

- . 104629
Losung: 139000

Entwickeln Sie einen endlichen regelmaBigen Kettenbruch zum eben gefundenen
Bruch.
Losung: [0;4,7,1,3,6,2,1,170]

= Berechnen Sie die ersten 6 Naherungsbriiche des vorher entwickelten Ketten-

bruchs.

N _

1. 7.C0s _ 8.Cy _ 31.C5 _ 194.Cs _ 419
' By~ 4’ By 29’ Bs ~ 33" By ~ 128" Bs ~— 801’ Bg ~ 1730°

Losung: g—g =0

» Der julianische Kalender beriicksichtigte alle 4 Jahre ein Schaltjahr. Uberlegen
und argumentieren Sie, worauf diese Berechnung zuriickzufiihren ist und worin
mogliche Schwachen liegen.

Losungserwartung: Es wurde der Naherungsbruch erster Ordnung verwendet. Der Zahler
steht fir die Schaltjahre und der Nenner fir die gewdhnlichen Jahre mit 365 Tagen.
Sprich: Eines von insgesamt 4 Jahren ist ein Schaltjahr. Ein Problem ist, dass die
Verwendung des ersten Naherungsbruchs im Vergleich zu Naherungsbriichen héherer

Ordnung einen relativ groBen Fehler mit sich bringt.

= Der gregorianische Kalender, der den julianischen Kalender abloste, und heu-
te noch giiltig ist, geht auf einen Nadherungsbruch héherer Ordnung zuriick.
Recherchieren Sie weitere Regeln fiir Schaltjahre und iiberlegen und argumen-
tieren Sie auf welchen N@herungsbruch der Kalender von Papst Gregor XIII.
zuriickzufiihren ist.
Losungserwartung: Vereinfacht man den Naherungsbruch 5. Ordnung % ~ 51;%3 = %070'
erhalt man die Aussage, dass innerhalb von 400 Jahren 97 Schaltjahre stattfinden. Das
bedeutet, dass 3 Schaltjahre ausgelassen wurden, da 100 — 97 = 3 ist. Dies deckt
sich mit der Regel fiir Schaltjahre, die in unzdhligen Quellen nachgelesen werden kann,
dass Jahre, die durch 100 teilbar, Schaltjahre sind. Ausnahme fiir diese Regelung sind
Jahre, die durch 400 teilbar sind. Auch diese Regelung kann aus dem N&aherungsbruch

abgelesen werden. [19]

Bemerkung: Eine ausfiihrliche Beschaftigung mit den theoretischen Grundlagen zu Ketten-
briichen ist fir die Durchfiihrung dieses Beispiels im Schulkontext ratsam, um die Lernenden

nicht zu Uberfordern. Ist das mathematische Konstrukt bekannt, bietet diese Thematik mit
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Sicherheit eine Moglichkeit an das Alltagswissen der Schiiler:innen anzukniipfen und Neugier
an zahlentheoretischen Grundlagen zu generieren. Uberdies ist eine Erweiterung des obigen

Beispiels moglich, dabei sollte bestenfalls auf die Interessen der Lernenden eingegangen

werden.
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