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Abstract

This master thesis deals with the use of epidemiological models in mathematics
education on the basis of SARS-CoV-2. In order to gain an understanding of
transmission mechanisms as well as to make predictions about disease spread,
epidemiologists resort to mathematical models. These mathematical models can
provide guideline recommendations for the handling and management of an epi-
demic as well as description of the current health situation in detail.

The branch of mathematics to which modeling can be assigned is that of app-
lied mathematics. Applied mathematics plays an important role in mathematics
education: In school mathematics, everyday as well as application references of
mathematics are to be established in order to promote the motivation of the
learners on the one hand, but also to ensure the formation of responsible citizens
on the other hand. The examination of aspects of the SARS-CoV-2 pandemic in
mathematics lessons therefore offers a current everyday and application reference,
especially in the present time.

However, typical open modeling tasks are on the one hand often very overexten-
ding for school students. On the other hand, these modeling tasks are often very
time-consuming. In everyday school lessons there is not much time to devote to
these intensive modeling processes due to the dense curriculum and the compe-
tence catalog for the standardized school-leaving exams. Therefore, in the context
of this work, tasks — including solutions — are designed that can be precisely assi-
gned to the mathematics curriculum as well as to the competence catalog. These
tasks only contain individual aspects of the modeling process and are therefore
less time-consuming than typical, open modeling tasks.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem Einsatz von epidemiologischen
Modellen im Mathematikunterricht der Sekundarstufe IT anhand von SARS-CoV-
2. Um ein Verstandnis fiir Ubertragungsmechanismen sowie Vorhersagen iiber
Krankheitsausbreitungen treffen zu konnen, greifen Epidemiolog:innen auf ma-
thematische Modelle zurtick. Diese mathematischen Modelle kénnen Richtlinien-
Empfehlungen zum Umgang und Management einer Epidemie liefern sowie die
aktuelle Gesundheitssituation detailliert beschreiben.

Jener Teilbereich der Mathematik, dem das Modellieren zugeordnet werden kann,
ist jener der angewandten Mathematik. Diese spielt auch in im Mathematikun-
terricht eine wichtige Rolle: In der Schulmathematik sollen Alltags- und Anwen-
dungsbeziige der Mathematik hergestellt werden, um einerseits die Motivation der
Lernenden zu férdern, aber auch um die Ausbildung miindiger Biirger:innen si-
cherzustellen. Die Auseinandersetzung mit Aspekten der SARS-CoV-2-Pandemie
im Mathematikunterricht bietet daher gerade in der jetzigen Zeit einen aktuellen
Alltags- und Anwendungsbezug.

Typische, offene Modellierungsaufgaben sind jedoch einerseits oftmals fiir die
Schiiler:innen der Sekundarstufe II sehr iiberfordernd. Andererseits sind ebendie-
se Modellierungsaufgaben héufig auch sehr zeitintensiv. Im alltdglichen Schulun-
terricht bleibt aufgrund des dichten Lehrplans und des Grundkompetenzkatalogs
fir die standardisierte Reifepriifung nicht viel Zeit, sich diesen intensiven Model-
lierungsprozessen zu widmen. Daher werden im Rahmen dieser Arbeit Aufgaben-
stellungen inklusive Musterlosungen konzipiert, die passgenau dem Mathematik-
Lehrplan der Sekundarstufe II sowie dem Grundkompetenzkatalog zugeordnet
werden konnen. Die konzipierten Aufgabenstellungen beinhalten jeweils nur ein-
zelne Teilaspekte des Modellierungsprozesses und sind somit weniger zeitintensiv
als typische, offene Modellierungsaufgaben.
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Kapitel 1 Einleitung

1.1 Motivation und Zielsetzung

Fachdidaktische Diskussionen im Bereich der Schulmathematik thematisieren im-
mer wieder die soziokulturelle Bedeutung der Mathematik: Mathematik als Hilfs-
mittel im Alltag und in den Naturwissenschaften aber auch die Ausbildung miin-
diger Biirger:innen mithilfe von Mathematikunterricht. Jener Teilbereich, der dies
leisten kann, wird auch als angewandte Mathematik bezeichnet [1]. In diesem
Teilbereich spielt das mathematische Modellieren eine grofie Rolle. Die Kompe-
tenz des mathematischen Modellierens beriicksichtigt die Ausbildung der Schii-
ler:innen zu demokratischen Entscheidungstréger:innen [2].

Der Ausbruch der SARS-CoV-2-Pandemie zu Beginn des Jahres 2020 riickte die
mathematische Epidemiologie sowohl in den wissenschaftlichen als auch in den
gesellschaftlichen Fokus. Die Aufgabe der mathematischen Epidemiologie besteht
unter anderem darin, mathematische Modelle zu entwickeln, um Krankheitsaus-
briiche zu identifizieren. Dartiber hinaus sollen Vorhersagen tiber den epidemi-
schen Verlauf getroffen, sowie Mafinahmen zur Einddmmung analysiert werden
[1]. Im Zuge dessen tauchten viele mathematische und epidemiologische Fachbe-
griffe in sémtlichen Medien und Nachrichten auf. Daher steckt in der SARS-CoV-
2-Thematik ein grofles Potenzial, um der soziokulturellen Bedeutung des Mathe-
matikunterrichts gerecht zu werden. Das Aufgreifen der SARS-CoV-2-Pandemie
im Mathematikunterricht ermoglicht es, einen Bezug zur angewandten Mathema-
tik mit gesellschaftlicher Relevanz herzustellen. Dabei kann einerseits die mathe-
matische Modellierung und andererseits die Ausbildung miindiger Biirger:innen
gezielt gefordert werden. Dariiber hinaus kann die Herstellung von alltagsbezo-
genen Verbindungen im Mathematikunterricht zu einer gréferen Motivation bei
den Lernenden fiithren.

Ziel dieser Arbeit ist es, aufzuzeigen, wie die aktuelle Thematik der SARS-CoV-2-
Pandemie im Mathematikunterricht der Sekundarstufe II lehrplanbezogen aufge-
griffen werden kann. Dafiir werden im Rahmen dieser Arbeit Aufgabenstellungen
entwickelt, die im alltdglichen Mathematikunterricht der Sekundarstufe II praxis-
nah einsetzbar sind. Dafiir missen die Aufgabenstellungen ein realistisches und
fir die Lernenden schaffbares Anforderungsniveau haben. Denn viele Modellie-
rungsaufgaben aus der angewandten Mathematik sind fiir Schiiler:innen oftmals
zu schwierig und umfangreich in der Bearbeitung. Ein weiterer wichtiger Punkt
fir die Praxistauglichkeit ist auch der zeitliche Aspekt. Viele offen gehaltene Mo-
dellierungsaufgaben sind im Unterricht sehr zeitintensiv und eignen sich nur im
Rahmen eines langerfristigen Projektunterrichts.
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1.1 Motivation und Zielsetzung

Um die grundlegende Idee dieser Masterarbeit zu motivieren, wurde am 26.11.2021
ein personliches Interview mit dem Mathematiker und Simulationsforscher Dr.
Popper gefiihrt. Anhand eines von mir erstellten Interviewleitfadens wurde der
Mathematiker unter anderem zu folgenden Themen befragt:

o Modellierung der SARS-CoV-2-Pandemie

o Bisherige personliche Erfahrungen in der Kommunikation zwischen
Expert:innen und Politiker:innen

o Spezielle Anforderungen an die Schulmathematik

Im Zuge dieses Interviews gab Dr. Popper an, dass ihm aus personlicher Erfah-
rung mit seinen Kindern die zeitliche Limitation im Schulunterricht sehr bewusst
ist. Daher liege der Fokus der Schulmathematik auf der Vermittlung von Grund-
lagen und das sei auch in jedem Fall notwendig. Gleichzeitig ist er aber auch
iiberzeugt, ,,dass das Interesse fiir Mathematik hoher wére, wenn man die Zeit
hatte, spannende Dinge zu erzdhlen, beispielsweise wie dynamische Prozesse funk-
tionieren, z.B. epidemiologische Prozesse“ (Popper, Niki, personliches Interview,
Wien, 26.11.2021). Fur ihn wére es wichtig, dass man bei Kindern vor allem die
Kompetenz Daten zu interpretieren und zu lesen, fordert. Moglich ware das aller-
dings nicht nur in Mathematik, sondern auch in anderen Schulfachern, wie etwa
Geografie, Biologie oder Geschichte. Dr. Popper betont allerdings, dass das ein
Wunschdenken ist, da ihm die zeitlichen Ressourcen im Unterricht sehr bewusst
sind. Um den aktuellen Corona-Diskussionen in den Medien folgen zu konnen,
ware es fur Absolvent:innen einer allgemeinbildenden héheren Schule aufierdem
wichtig, Begriffe der Systemdynamik und der Statistik zu kennen (vgl. Popper,
Niki, personliches Interview, Wien, 26.11.2021).

Aus diesem Grund wurden im Rahmen dieser Masterarbeit eigene Aufgabenstel-
lungen entwickelt, die Aspekte der SARS-CoV-2-Pandemie aufgreifen und dabei
Begriffe der Systemdynamik und Statistik beinhalten'. Aufgrund der zeitlichen
Ressourcen im Schulunterricht wurden die Aufgabenstellungen so konzipiert, dass
sie jeweils nur einen Teilaspekt des umfangreichen Modellierungskreislaufs ab-
decken. Des Weiteren wurden die Aufgaben so entwickelt, dass sie sowohl dem
Lehrplan als auch dem Grundkompetenzkatalog fiir die standardisierte Reifeprii-
fung passgenau zugeordnet werden konnen. Dadurch kénnen lehrplanrelevante
Inhalte und mathematische Kompetenzen anhand ebendieser Aufgaben gelernt
und gefordert werden, wahrend gleichzeitig der Lehrplan erfiillt wird und matu-
rarelevante Kompetenzen trainiert werden. Somit erlaubt diese Zuordnung eine
zielgerichtete Einbettung der Aufgaben in den Mathematikunterricht der Sekun-
darstufe II einer allgemeinbildenden hoheren Schule.

L Aufgrund der Dynamik und des Andauerns der Pandemie muss hervorgehoben werden,
dass sich diese Arbeit auf aktuelle Forschungsergebnisse und Daten vom Zeitraum 02/2019 bis
05/2021 bezieht.
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1.2 Gliederung der Arbeit

1.2 Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 werden zuerst fiir diese Arbeit relevante, mathematische Grund-
lagen der Epidemiologie erlautert. Anschlieend werden in Kapitel 3 einige ak-
tuelle Forschungsergebnisse, relevante Begriffe und auch politische Mainahmen
in Bezug auf die SARS-CoV-2-Pandemie prisentiert und zusammengefasst. In
Kapitel 4 wird die Relevanz des Modellierungsaspektes fiir den Mathematikun-
terricht herausgearbeitet. Aulerdem werden verschiedene Teilaspekte des ma-
thematischen Modellierens und unterschiedliche Modellierungskreislaufe erklért.
In Kapitel 5 wird die Schulmathematik der Sekundarstufe II thematisiert: vom
osterreichischen Lehrplan iiber den Grundkompetenzkatalog fiir die standardi-
sierte Reifepriifung bis hin zu mathematischen Inhalten, die fiir die im Rahmen
dieser Arbeit entwickelten Aufgabenstellungen relevant sind. Dem Kapitel 6 sind
schliefllich die im Zuge dieser Arbeit entwickelten Aufgaben samt Musterlésungen
zu entnehmen.
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Kapitel 2 Epidemiologische Modelle

2.1 Die Entstehung der mathematischen Epidemiologie

Bereits Aristoteles hatte die Idee eines unsichtbaren, lebenden Erregers, der zur
Ausbreitung von Krankheiten fithrt. 1662 wurde erstmals von John Graunt begon-
nen, Infektionskrankheiten anhand von gesammelten Daten zu untersuchen. Im
18. Jahrhundert entwickelte Daniel Bernoulli ein erstes mathematisches Modell
der Epidemiologie, welches den Einfluss einer moglichen Inokulation auf die Aus-
breitung der Pocken abschétzte. Dem folgten etwa Mitte des 19. Jahrhunderts
eine Untersuchung der zeitlichen sowie raumlichen Strukturen der Cholerafille
wahrend der Londoner Epidemie durch John Snow, sowie eine dhnliche Vorge-
hensweise von William Budd in Bezug auf Typhus. William Farr untersuchte
ebenfalls etwa zu jener Zeit die Gesetze, die dem Auftreten und Verschwinden
von Epidemien zugrunde liegen. Gleichzeitig wurde zum ersten Mal die Theo-
rie von Krankheitskeimen behandelt und schliefSlich bis ins frithe 20. Jahrhundert
weiterentwickelt. Das fithrte zur bis heute giiltigen Ansicht, dass sich viele Krank-
heiten durch Kontakt mit einem Virus oder Bakterium ausbreiten.

Die ersten Beitrage zur modernen mathematischen Epidemiologie entstanden zwi-
schen 1873 und 1894 von P.D. En’ko, gefolgt von Ross, Hamer, McKendrick und
Kermack zu Beginn des 20. Jahrhunderts. W.H. Hamer argumentierte schon da-
mals, dass die Ausbreitung einer Infektion von der Anzahl der anfilligen bzw.
empfénglichen Individuen sowie der Anzahl der infektiosen Individuen abhéngt.
Sir R. A. Ross fithrte im Rahmen seiner Untersuchungen der Malariakrankheit
erstmals die Reproduktionszahl ein, welche bis heute eine zentrale Kennzahl von
Epidemien darstellt [3]. Kermack und McKendrick lieferten in den Jahren 1927
bis 1933 erste grundlegende Modelle zur mathematischen Beschreibung von iiber-
tragbaren Krankheiten [4].

Mehrere Krankheitsausbriiche zu Beginn des 21. Jahrhunderts, wie z.B. die SARS-
Epidemie von 2002, die H5N1 Influenza-Epidemie 2005, die HIN1 Influenza-
Pandemie 2009, sowie der Ebola-Ausbruch 2014 haben schliefilich das Interes-
se und die Bedeutung von epidemiologischen Modellen fiir die Gesellschaft neu
erweckt [3]. Die gesellschaftliche Relevanz des Themas gipfelt aktuell im Aus-
bruch der SARS-CoV-2-Pandemie, welche 2019 als Krankheit in China begann
und schon im Mérz 2020 von der WHO als Pandemie eingestuft wurde, die inzwi-
schen weltweit das gesellschaftliche Leben stark beeinflusst. Durch den globalen
Ausbruch dieser Pandemie sind epidemiologische Modelle und deren Relevanz
vermehrt in den Fokus der breiten Offentlichkeit geriickt [5]. Im Zeitraum von
weniger als einem Jahr fiithrte die SARS-CoV-2-Pandemie weltweit zu mehr als
33 Millionen Infektionen und forderte mehr als eine Million Todesopfer [6].
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2.2 Die Mathematik hinter Epidemien

2.2 Die Mathematik hinter Epidemien

Um Erreger von Krankheitsausbriichen zu identifizieren oder auch um Mafinah-
men zu planen, welche die Ausbreitung von Krankheiten verhindern, greifen Epi-
demiolog:innen auf Daten, Beobachtungen, Wissenschaft und Theorie sowie vieles
mehr zuriick. Das Verstindnis von Ubertragungsursachen bzw. -modi ist essen-
ziell, um Vorhersagen tiiber die Krankheitsausbreitung treffen zu kénnen. Dabei
spielen mathematische Modelle eine entscheidende Rolle und sind ausschlagge-
bend fiir die Kontrolle und das Verstandnis einer Krankheitsdynamik sowohl auf
kurzer als auch langer Zeitskala. Ein wichtiges Ziel solcher mathematischen Mo-
delle ist es, Richtlinien-Empfehlungen zum Umgang und Management der Epide-
mie auszusprechen. Dafiir miissen die Modelle ausreichend detailliert sein, um eine
akkurate Beschreibung der Gesundheitssituation zu liefern. Dabei ist aber auch
zu betonen, dass Mathematiker:innen vor allem ein breites und fundiertes Allge-
meinverstandnis der Epidemie zum Ziel haben, wohingegen gerade Expert:innen
des offentlichen Gesundsheitswesens praktische Ziele verfolgen, wie etwa die oben
erwahnten Handlungsempfehlungen und Richtlinien zum Management der Epi-
demie.

Um nun ein Modell, welches die Ausbreitung einer Krankheit beschreibt, zu erhal-
ten, miissen Annahmen iiber den Ubertragungsmodus getroffen werden. Aktuell
geht man davon aus, dass sich viele Krankheiten durch den Kontakt mit einem
Virus oder Bakterium verbreiten. Schon zu Beginn des 20. Jahrhunderts hat W.
H. Hamer behauptet, dass die Ausbreitung einer Krankheit auch von der Anzahl
der gefihrdeten bzw. anfélligen Individuen sowie der Anzahl der infektiosen In-
dividuen abhéngt, und formulierte als Folge davon ein Massenwirkungsgesetz fiir
die Rate der Neuinfektionen. Dieser Ansatz war grundlegend fiir die Formulie-
rung und Entwicklung von sogenannten Klassen-Modellen (engl. compartement
models), im Rahmen derer die Individuen einer Population in verschiedene Klas-
sen eingeteilt werden (zum Beispiel infektios im Gegensatz zu gefihrdet /anfillig)

13].

2.3 Klassen-Modelle

Die ersten Klassen-Modelle gehen unter anderem auf Kermack und McKend-
rick zuriick und wurden schliellich weiterentwickelt sowie neu formuliert, um
die Epidemie-Ausbriiche des anfanglichen 21. Jahrhunderts zu beschreiben. In
Klassen-Modellen wird die Population unterteilt und einzelne Individuen werden
zu Klassen zusammengefasst. Dabei werden Annahmen tiber die Zeitrate fir den
Ubergang von einer Klasse in die andere getroffen [3]. Die Einteilung der Indivi-
duen in die jeweiligen Klassen erfolgt nach ihren Krankheitsstadien. Je nachdem
welches Klassen-Modell betrachtet wird, gibt es unterschiedliche Klassen. Folgen-
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2.3 Klassen-Modelle

de Klasseneinteilungen konnen dabei im Rahmen der Modellierung beispielsweise
herangezogen werden:

a) S (engl. susceptible) bezeichnet all jene Individuen, die nicht von der Krank-
heit betroffen sind aber potentiell gefdhrdet bzw. anféllig sind.

b) E (engl. exposed) besteht aus denjenigen Individuen, die schon mit der
Krankheit angesteckt sind, aber noch nicht infektios auf Gesunde wirken (je
nach Dauer dieser Zeitspanne spielt diese Klasse nicht fiir alle Krankheiten
eine Rolle).

c) I (engl. infectious) bezeichnet diejenigen Individuen, die die Krankheit ver-
breiten und wird im deutschen oft mit infektios benannt.

d) R (engl. removed/recovered) beinhaltet all jene Individuen, welche entweder
wieder genesen sind und nun Immunverhalten zeigen, oder aber verstorben
sind.

Je nach Krankheit miissen verschiedene Klassen im Modellierungprozess zuge-
lassen werden und auch unterschiedliche Uberginge zwischen den Klassen er-
moglicht werden. Ist zum Beispiel die Zeitspanne, in der sich ein Individuum in
der E-Klasse befindet, vernachldssigbar klein, so kann man zum Modellieren der
Krankheit ein SIR-Modell verwenden. Das bedeutet, dass Individuen aus der S-
Klasse in die I-Klasse iibergehen konnen und anschliefend dann in die R-Klasse
iiberlaufen. Bei einem SIS-Modell kénnen Individuen aus der S-Klasse ebenfalls
in die I-Klasse tuberlaufen, genesen dann allerdings ohne Immunitéit gegeniiber
einer Neuinfektion und gehen somit wieder in die S-Klasse iiber. Solche Modelle
eignen sich daher zur mathematischen Beschreibung von all jenen Epidemien, bei
denen die Krankheit weder todlich verlauft, noch eine Immunisierung stattfindet.
[7] Um weitere Charakteristika der jeweiligen Infektionskrankheit im epidemiolo-
gischen Modell einzubeziehen, kann die Population in weitere Klassen unterteilt
werden.

Im Rahmen des SEIR-Modells wird das SIR-Modell etwa um die E-Klasse er-
weitert. Diese Klasse beinhaltet jene Individuen, die schon mit der Krankheit
infiziert sind, aber noch nicht infektios auf anféllige Individuen wirken. An der
Heiden und Buchholz [8] etwa modellieren Szenarien der SARS-CoV-2 Epidemie
in Deutschland 2020 mit Hilfe eines angepassten SEIR-Modells.

Im SIRD-Modell beispielsweise werden all jene Individuen, welche genesen und
immunisiert sind in der R-Klasse und all jene, welche an der Krankheit verstorben
sind in der D-Klasse (engl. Dead Individuals) zusammengefasst. Im SIRD-Modell
wird somit jedes Individuum nur einmal vom Krankheitserreger infiziert. Danach
ist das Individuum entweder immunisiert oder verstorben [9].

Je nach Eigenschaften und Charakteristika der Krankheit stehen somit verschie-
dene Klassen-Modelle zur Verfiigung.
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2.3 Klassen-Modelle

2.3.1 SIR-Modell

Bereits 1927 haben erstmals Kermack und McKendrick [4] die Gleichungen des
SIR-Modells aufgestellt, welches aktuell von mehreren Forschungsgruppen heran-
gezogen wird, um die SARS-CoV-2-Pandemie zu modellieren [10, 11].

Fragen, die mit Hilfe eines SIR-Modells beantwortet werden kénnen, sind etwa
die folgenden:

a) Welche Voraussetzungen miissen gegeben sein, damit es zu einer Ausbrei-
tung der Krankheit kommt?

b) Wie grofl ist die Maximalanzahl an erkrankten Individuen zu einem be-
stimmten Zeitpunkt? Wodurch wird diese Anzahl bestimmt und wann tritt
sie auf?

c) Wie groff wird das Gesamtausmafl der Krankheit sein? (D.h.: wie viele In-
dividuen der Gesamtpopulation werden betroffen sein?)

Abbildung 1 zeigt, wie schon in Kapitel 2.3 erwdhnt, die fiir das SIR-Modell
relevanten Klassen und Ubergénge. Gefahrdete Individuen gehen im Falle einer
Ansteckung in die Klasse der infektiosen Individuen tiber. Nach der Genesung mit
Immunitit (oder aber dem Tod) findet der Ubergang in die Klasse der entfernten
Individuen statt.

S I R

susceptible / gefahrdet infectious / infektids removed / entfernt

Abbildung 1: Die Klassen S, I und R des SIR-Modells sowie die méglichen Ubergiinge
zwischen den Klassen.

Fiir das SIR-Modell wird angenommen, dass sich die Klassen S, I und R in einer
homogenen Population mit konstanter Grofie N befinden. Geburten und Todesfal-
le (ausgenommen Todesfélle im Sinne der R-Klasse) spielen fiir den betrachteten
Zeitraum keine Rolle. Aufgrund der zeitlichen Abhéngigkeit des Krankheitsver-
laufs werden die Anzahlen der Individuen in den jeweiligen Klassen mit S(t), I(t)
sowie R(t) bezeichnet. Es gilt daher:

S(t)+ I(t)+ R(t) = N (1)

Des Weiteren wird angenommen, dass pro Zeiteinheit ein konstanter Anteil an
Individuen die I-Klasse verlasst und in die R-Klasse iibergeht. Dies geschieht fiir
ein Individuum mit einer konstanten Wahrscheinlichkeit, unabhangig davon, wie
lange das Individuum schon in der [-Klasse verweilt. Dariiber hinaus wird die

Seite 7



2.3 Klassen-Modelle

Annahme getroffen, dass zu Beginn des Krankheitsausbruchs eine kleine Anzahl
I(0) = Iy von Infizierten in die Gesamtpopulation eingebracht wird. Da es zu
Beginn des Ausbruchs keine Individuen in der R-Klasse gibt, gilt folgende An-
fangsbedingung: R(0) = 0. Fur die S-Klasse gilt jedoch S(0) = S, da von Beginn
an Individuen potenziell gefihrdet sind. Es gilt daher:

S(0) + I(0) + R(0) = S+ Iy = N . (2)

Beim SIR-Modell wird der Ansatz gewéhlt, dass sich die Anzahl der Individu-
en in der S-Klasse pro Zeiteinheit proportional zur Anzahl der infizierten und
gefahrdeten Individuen adndert. Aulerdem nimmt als Folge der Ansteckung die
Anzahl S(t) der Gefahrdeten mit der Zeit ab. Es gilt daher:

dsS

= -B8SL (8>0), 3)

mit der Proportionalitdtskonstante (/).

Die einzelnen Individuen verlassen demnach als Folge der Ansteckung die S-Klasse
und gehen in die [-Klasse iiber. Des Weiteren konnen Individuen aufgrund einer
Gesundung (oder eines Todesfalls) die I-Klasse aber auch wieder verlassen. Daher
wird fiir die zeitliche Anderung der Anzahl der Infektiosen I(t) folgender Ansatz
getroffen:

df
= BSI=1 (7>0). (4)

Der Parameter v kann dabei als Gesundungsrate interpretiert werden.

Die Anzahl der Individuen in der R-Klasse dndert sich nur dann, wenn Individuen
die I-Klasse verlassen, daher gilt:

dR
— =~1. 5
7 =" ()
Der Kehrwert % der Gesundungsrate kann als Mafl fiir die durchschnittliche
Krankheitsdauer interpretiert werden [12].

Die Gleichungen (3) - (5) bilden die Differentialgleichungen des SIR-Modells. Ein
beispielhafter Verlauf einer Epidemie, der aus den Gleichungen des SIR-Modells
resultiert, ist in Abbildung 2 zu sehen.
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Abbildung 2: Beispielhafte zeitliche Entwicklung der relativen Modellklassen S/N, I/N
und R/N im Falle eines einzigen infizierten Individuums und einer voll-
stdndig gefdhrdeten Population zu Beginn einer Epidemie. Parameter-
werte: § = 1,428 pro Tag, % = 7 Tage und infolge Ry = 10 [13]. (Die
Definition von Ry folgt in Gleichung 18.)

Um das Differentialgleichungssystem des SIR-Modells (3) - (5) zu losen, wird
Gleichung (4) durch Gleichung (3) dividiert und es folgt:

dI ST —~I v 1

s~ —psr - ttase (6)

Diese Differentialgleichung kann mittels Trennung der Variablen analytisch gelost
werden:

/d]:/(—ugé)ds. (7)

Integration auf beiden Seiten liefert:

[(S):—S—l—glnS—i—c, (8)

mit der Integrationskonstante c. Diese kann mit Hilfe von Gleichung (2) und
Gleichung (8) wie folgt bestimmt werden:

Seite 9



2.3 Klassen-Modelle

So+1Iy=N (9)
A%+(—Sw+gm&ﬁm):N (10)
glnSo—l—c:N (11)
c:N—glnSO. (12)

Somit erhalt man als vollstandige Losung von Gleichung (8):

gl gl ¥ S
I(S):—S+Bln5+N—Blnso:—S+Bln(§0). (13)

Eine direkte Antwort auf die zu Beginn dieses Kapitels gestellte Frage b) ist bisher
noch nicht moglich. Jedoch kann nun untersucht werden, wo das Maximum der
Funktion I(S) aus Gleichung (13) eintritt. Daftir wird die erste Ableitung der
Funktion (Gleichung (6)) Null gesetzt:

v 1

1+L= =0 14
und nach S aufgelost:
g
S=-. 15
5 (15)

Mit Hilfe der zweiten Ableitung wird tiberpriift, ob an der Stelle S = % tatséchlich
ein Maximum vorliegt:

d2r v 1

FTRREYE (16)
d2r1 v 1 v
— | =Ll __—_=_1cy. 17
a?lyy T RGP 1)

Die Funktion I(5) besitzt daher an der Stelle S = 7 ein Maximum.
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2.3 Klassen-Modelle

Dieses Verhéltnis von Gesundungsrate v und Ansteckungsrate § fithrt zur Defi-
nition der Basisreproduktionszahl Ry:

1
S:%::Ro. (18)

Mittels Division von Gleichung (3) durch Gleichung (5) kann S in Abhéngigkeit
von R ausgedriickt werden:

ds  —pBSI
_ P RS, 1
dR A1 Fo5 (19)

Diese Differentialgleichung kann durch Trennung der Variablen analytisch gelost
werden:

/;dS - —RO/dR (20)
IHS:—RU'R—FC (21)
S(R) = e foft. &, (22)

Die Integrationskonstante ¢ wird mit Hilfe der Anfangsbedingungen R(0) = 0
und S(0) = Sy ermittelt:

S(0) = e RoRO) .z L 5 (23)

Se=9. (24)

Dabher folgt fiir S(R) folgender Ausdruck [7]:
S(R) = Sy -e ot (25)

Mittels Gleichungen (1) und (25) kann (5) folgendermaflen angeschrieben werden:

dR
Ezyfzy(N—R—S)zy(N—R—SO.e*RoR). (26)
Bei moderaten epidemischen Verlaufen ist Ry - R < 1 und Gleichung (26) kann
durch Taylorentwicklung des exponentiellen Terms bis zur zweiten Ordnung ver-
einfacht werden:

2 D2
(mzv[N—R—So-(l—RoR+ROR )} =
:’}/[N—SQ—F(SoRo—l)'R—OZORZ] .
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2.3 Klassen-Modelle

Diese Differentialgleichung kann geldst werden, indem die rechte Seite faktorisiert
wird. Integration und algebraische Umformungen liefern schlieflich:

2
Rt =2 {(SORO ~1)+a-tanh (a’” _ cp)] . mit
So 2
1
a = |:<SORO — 1)2 + 2SOR8<N — S(]) ? und <28)

) :(11 tanh™! (ROSO — 1) )

Somit kann man im Fall von moderaten Epidemien % folgendermaflen approxi-
mieren:

sech? (Vgt — <I>) — py sech? (p;t — pg) ) (29)

di _ qe’
dt — 2SR

wobei die sech-Funktion wie folgt definiert ist:

sech(z) := coslll(:z:) : (30)

Aufgrund von Gleichung (5) kann nun eine Approximation fiir /(¢) angegeben
werden:

2

_ Jat
- 2S50R,

2

- CI>> — py sech? (p—zt - pg) . (31)

I(t) sech? ( 5

mit den drei unbekannten Parametern p;, po und ps3. Diese folgen aus der Ansatz-
funktion /(t) (31) mittels einer Parameterschitzung anhand von realen Gesund-
heitsdaten [12]. Abbildung 3 zeigt den epidemischen Verlauf der approximierten
Losung () fir die Pest in Bombay von 1905 bis 1906.
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Abbildung 3: Epidemischer Verlauf der Pest in Bombay vom 17. Dezember 1905 bis
zum 21. Juli 1906. Die Kreise stellen die wochentlichen Todesfélle dar.

Die durchgezogene Linie ist die approximierte Losung des SIR-Modells,
gegeben durch: I(t) = 890sech?(0,2t — 3,4) [13].

2.3.1.1 Der Beginn einer Epidemie

Um den Beginn einer Epidemie zu modellieren, wird im folgenden zur Betrach-
tung von relativen Haufigkeiten tibergegangen. Es gilt daher: S(¢)+I(t) + R(t) =
1. Zu Beginn der Epidemie kann vereinfacht angenommen werden, dass S ~ 1
gilt. Somit vereinfacht sich Gleichung (4) zu:

df
A=)l (32)

Diese Differentialgleichung kann durch Trennung der Variablen gelost werden und
liefert folgende Néaherung:

I(t) = et ¢ (33)

mit der Integrationskonstante c. Einsetzen der Anfangsbedingung 1(0) = I lie-
fert: ¢ = Ip. Somit kann die Zahl der Infizierten zu Beginn einer Epidemie expo-
nentiell approximiert werden [11]:

I(t) ~ Le#=t (34)
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2.4 Statistiken einer Epidemie

2.3.1.2 Die Basisreproduktionszahl R,

Diese wurde schon in Gleichung (18) definiert und kann als die durchschnittliche
Anzahl derjenigen Individuen, die von einem infizierten Individuum angesteckt
werden, verstanden werden®. Ry ist eine wichtige Kenngrofie zur Quantifizierung
von Krankheitsiibertragungen und ist mafigeblich fiir das dynamische Verhalten
des Systems:

1. Die Epidemie-Schwelle wird erreicht, wenn Sy > Rio’ mit 0 < S(0) < 1,
gilt. In diesem Fall kommt es zur epidemischen Ausbreitung der Krankheit,

unabhéngig von der Anfangsanzahl an infektiosen Individuen I,.

2. Das Ausmaf} der Epidemie hédngt nicht von der Anfangsanzahl an infekti-
osen Individuen I ab, sondern nur von den anfangs gefahrdeten Individuen
So und von der Basisreproduktionszahl Ry [14].

Erst wenn Ry > 1 gilt, kommt es zum Ausbruch einer Epidemie. Typische Werte
fiir die Basisireproduktionszahl Ry fiir einige Infektionskrankheiten finden sich in
Tabelle 1 [15].

Infektionskrankheit Basisreproduktionszahl R,

Keuchhusten 17.5
Masern 15.6
Mumps 11.5
Roteln 7.2

Diphtherie 6.1

Tabelle 1: Typische Werte fiir die Basisireproduktionszahl Ry einiger Infektionskrank-
heiten [15].

2.4 Statistiken einer Epidemie

2.4.1 Herdenimmunitat

Herdenimmunitét entsteht, wenn ein grofier Anteil der Population entweder durch
eine Infektion oder eine Impfung bereits immun gegen den Krankheitserreger
ist. Sie ist somit eine Form des indirekten Schutzes fiir die noch gefihrdeten
Individuen in der Population [9]. Wie schon beschrieben, kommt es zum Ausbruch
der Epidemie sobald Sy > R%' Infolgedessen kommt es nicht zum Ausbruch der

?Dies gilt unter der Vorraussetzung, dass die Gesamtpopulation vollstindig gefihrdet ist, es
also vor einer Infektion keine Immunitét gibt.

Seite 14



2.4 Statistiken einer Epidemie

Epidemie, wenn Sy < Rio. Unter der Annahme, dass zu Beginn eine Person infiziert
ist (I = 0 und daher Sy ~ N) und mit relativen Haufigkeiten ausgedriickt, fithrt
das zu: 1 < R%)'

Der Anteil der gefahrdeten Individuen, der geimpft wird, wird im folgenden mit
p bezeichnet. Demnach ist p der Anteil an geimpften Individuen, der aus der
S-Klasse in die R-Klasse iibergeht. Somit betriagt der Anteil an gefahrdeten Indi-
viduen in der S-Klasse nur mehr (1 — p). Um eine Epidemie zu verhindern, muss
daher gelten:

1
1—p) < —. 35
(1=p) < & (35)
Umformen auf p fithrt zu
>1-— S (36)
p — RO °

Welcher Anteil der Population geimpft werden muss, damit ein Herdeneffekt auf-
tritt und die Epidemie nicht weiter ausbricht, kann somit mithilfe von Ry be-
stimmt werden.

2.4.2 Genauigkeit von Tests

Mit Hilfe eines diagnostischen Tests soll zwischen Erkrankten und Nicht-Erkrankten
unterschieden werden [16]. Der Begriff der Validitit eines Tests beschreibt eben-
diese Fahigkeit zur Unterscheidung. Die Validitat setzt sich aus der Sensitivitét
und der Spezifitat des Tests zusammen:

« Die Sensitivitéit gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass der Test bei einer
erkrankten Person ein positives Ergebnis liefert. Im Sinne von bedingten
Wahrscheinlichkeiten bedeutet das: P(Test positiv | Person erkrankt).

o Die Sperzifitdat gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass der Test bei einer
nicht-erkrankten Person ein negatives Ergebnis liefert. Im Sinne von be-
dingten Wahrscheinlichkeiten bedeutet das: P(Test negativ | Person nicht-
erkrankt).

In der praktischen Anwendung von diagnostischen Tests kann es zu falschen Er-
gebnissen kommen. Dabei gibt es zwei mogliche falsche Testergebnisse:

i) Der Test ist falsch-negativ, d.h. eine erkrankte Person erhélt ein negatives
Testergebnis: P(Test negativ | Person erkrankt).
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2.4 Statistiken einer Epidemie

ii) Der Test ist falsch-positiv, d.h. eine gesunde Person erhélt ein positives
Testergebnis: P(Test positiv | Person nicht-erkrankt).

Ein Ma#B fiir die Giite eines diagnostischen Tests ist der sogenannte Likelihood-
Quotient. Der positive Likelihood-Quotient LH, ist definiert als:

LH. — P(Test positiv | Person erkrankt) ~  Sensitivitét (37)
* 77 P(Test positiv | Person nicht-erkrankt) 1 - Spezifitét

Der negative Likelihood-Quotient LH_ ist definiert als:

LH — P(Test negativ | Person erkrankt) 1 - Sensitivitat (38)
" " P(Test negativ | Person nicht-erkrankt)  Spexzifitét

Nimmt einer der beiden Quotienten einen Wert nahe 1 an, so ist der Test un-
brauchbar. Als Orientierung fiir die Praxistauglichkeit eines Tests (im Sinne der
Giite) gilt [16]:

LH, >3 A LH <}. (39)
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Kapitel 3 Die SARS-CoV-2-Pandemie

Im Folgenden werden die in Kapitel 2 vorgestellten mathematischen Modelle und
Statistiken, die relevant sind um eine Epidemie zu charakterisieren, konkret auf

die SARS-CoV-2-Pandemie angewandt.

3.1 Ein SIR-Modell fiir Osterreich

Die in Kapitel 2.3.1 aus dem SIR-Modell erhaltene Ansatzfunktion I(t) (Glei-
chung (31)) wird an die Corona-Daten von Osterreich aus dem Zeitraum vom
26.02.2020 bis zum 24.04.2021 angepasst. Damit soll verdeutlicht werden, dass je
nach Modellierungszweck selbst auch das einfachste Klassen-Modell den Epide-
mieverlauf womoglich geniigend gut approximiert und beschreibt. In Abbildung
(4) sind sowohl die realen Gesundsheitsdaten fir die Anzahl der Neuinfizierten
I(t) als auch die beiden Ansatzfunktionen I (¢) und I5(t) fir den ersten und zwei-
ten epidemischen Hochpunkt Osterreichs zu sehen. Dabei bezeichnet ¢t = 0 den
26. Februar 2020 und ¢ = 450 den 24. April 2021.

10000 ‘ ‘ :
x  Reale Gesundheitsdaten
9000 I1(t) = 738.07 - sech(=%2% + 3.20)2 X
—— I(t) = 6085.43 - sech(=%2 4 9.15)2

= 8000
— x X
=} X

7000 »
£ 6000 :
£
‘= 5000
<]
Z,
5 4000 xx
o
= xx &
5 3000 yxxﬁé%%
N XXX X%
2 2000 T e

X
1000 ) N
0 P R
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Zeit t (d)

Abbildung 4: Reale Corona-Daten von Osterreich im Zeitraum vom 26.02.2020 bis zum
24.04.2021. Mit Hilfe der im Kapitel 2.3.1 im Rahmen des SIR-Modells
hergeleiteten Naherungsfunktion fiir 7(¢) wurden die ersten beiden epi-
demischen Peaks jeweils mit I1(t) bzw. Io(t) gefittet.
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3.2 Basisreproduktionszahl fiir SARS-CoV-2

Betrachtet man die Gesundheitsdaten, so ist zu erkennen, dass die Zahl der Neu-
infektionen nach dem ersten Hochpunkt wieder nahe an Null gesunken ist, bis
es schliellich zum Beginn der zweiten Infektionswelle kam. Nach diesem zweiten
Ausbruch konnte die Zahl der Neuinfektionen kaum mehr auf unter 1000 tag-
liche Neuinfektionen gedriickt werden und es kam zur Ausbildung eines dritten
Hochpunkts.®

In Tabelle 2 sind fiir beide epidemischen Hochpunkte der jeweilige Approxima-
tionszeitraum sowie die aus der Parameterschétzung erhaltenen Werte fiir py, po
und ps gelistet.

Approximationszeitraum D1 D2 D3

Peak 1  26.02.2020-05.06.2020 738.07 -0.20 -3.20
Peak 2 06.06.2020-10.02.2021  6085.43 -0.07 -9.15

Tabelle 2: Jeweiliger Zeitraum, in dem die 6sterreichischen Corona-Daten mit Hilfe von
Gleichung (31) gefittet wurden sowie die erhaltenen Parameterwerte fiir py,

p2 und ps.

3.2 Basisreproduktionszahl fiir SARS-CoV-2

D’Arienzo und Coniglio [17] erhalten anhand von Daten aus dem Zeitraum vom
25. Februar bis zum 12. Marz 2020 im Rahmen eines SIR-Modells die folgenden
Basisreproduktionszahlen R, fiir acht italienische Stédte, welche von der SARS-
CoV-2-Pandemie betroffen waren, sowie auch fiir ganz Italien:

Rahman et al. [18] erhalten im Rahmen eines SIR-Modells fiir Lénder des Nahen
Ostens anhand von Daten der WHO eine durchschnittliche Basisreproduktions-
zahl von Ry = 3.76 fiir SARS-CoV-2. Zum Vergleich nennen etwa Biggerstaff M.
et. al. [19] eine Basisreproduktionszahl von 1.19-1.37 fiir die saisonale Influenza.

3.3 Herdenimmunitat bei SARS-CoV-2

Unter Verwendung der typischen Werte fir Ry aus Abbildung 5, erhalt man fir
die Herdenimmunitat folgendes Intervall:

L1
2,527 3,10

o=l ] ~ [60%;68%} (40)

3Hier ist ein Fit allerdings nicht sinnvoll, da der Datenzeitraum nicht ausreichend lang ist.
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3.4  Genauigkeit der PCR-Tests zum Nachweis einer SARS-CoV-2 Infektion

City Population Ry

Bergamo 122,161 2.52
Lodi 45,872 3.09
Cremona 72,680 2.93
Brescia 198,536 2.61
Piacenza 103,942 2.76
Milano 1,389,834 2.70
Pavia 73,195 2.43
Parma 197,499 2.46
Italy 60,483,973 3.10

Abbildung 5: D’Arienzo und Coniglio nennen folgende Ry Werte fiir SARS-CoV-2 in
acht italienischen Stéddten sowie fiir ganz Italien. Daten aus dem Zeitraum
vom 25. Februar bis zum 12. Méarz 2020 wurden mit einem SIR-Modell
gefittet [17].

Damit unter der Annahme der Basisreproduktionszahlen aus Abbildung 5 ein
Herdeneffekt gegeniiber dem Erreger von SARS-CoV-2 auftritt, miissen also in
etwa 60% bis 68% der Gesamtpopulation immunisiert sein [9]*.

3.4 Genauigkeit der PCR-Tests zum Nachweis einer SARS-
CoV-2 Infektion

Die Krankheit COVID-19 kann mittels des Nachweises von SARS-CoV-2-RNA
diagnostiziert werden. Dabei konnen die Erreger-Viren mit Hilfe der Methode
der Polymerase-Kettenreaktion (PCR) nachgewiesen werden. Unter der Annahme
einer Spezifitit von 100% fir den diagnostischen PCR-Test nennen Kanji et.
al [20] eine falsch-negativ Rate von 9.3% sowie eine Sensitivitdt von 90.7%°.
Die falsch-negativ Rate eines PCR-Tests héngt von mehreren Faktoren ab und
weist fiir Rachenabstrich-Proben einen anderen Wert auf als fiir Nasenabstrich-
Proben. Ebenso spielt der Zeitraum der Probenentnahme eine essentielle Rolle.
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen positiven PCR-Test eines infizierten Patienten
sinkt mit der Anzahl der Tage ab Beginn der Symptome (siche Abbildung 6) [21].

3.5 Dunkelziffer

Wie grof§ die Dunkelziffer von COVID-19 Erkrankten tatsachlich ist, ist nicht
eindeutig zu beantworten. Da die Zahl der unentdeckten Fille eine grofie Rolle

4Mittlerweile ist jedoch bekannt, dass dieser Wert zu gering ist.
°Im Rahmen dieser Studie wurden 100 001 SARS-CoV-2 PCR-Tests von 95 919 Patienten
in Alberta, Kanada, untersucht.
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3.5 Dunkelziffer
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Abbildung 6: Zeitabhingigkeit (ab Symptombeginn) der Wahrscheinlichkeit eines po-
sitiven PCR-Tests eines infizierten Patientens unter Verwendung von (A)
Nasenabstrichen und (B) Rachenabstrichen (n = 95). Der farblich hinter-
legte Bereich um die Kurve zeigt das 95%-Konfidenzintervall. Die schwar-
zen Streifen oben zeigen positive, jene unten negative Tests [21].

fiir die Ausbreitung der Krankheit spielt, ist die Frage nach der Dunkelziffer von
grofler Bedeutung. Welcher Wert fiir die Dunkelziffer angegeben werden kann,
hangt einerseits von der Teststrategie aber auch vom Anteil der asymptomati-
schen Krankheitsverldufe ab. Studien aus Island beispielsweise schétzen Letzte-
res auf 43% aller positiven Falle. Um einen Schétzwert fir die Dunkelziffer zu
erhalten, konnen Studien mittels PCR-Tests oder Antikérper-Tests durchgefiihrt
werden. Wichtig dabei ist, dass solche Studien zwar einen Schéatzwert liefern,
aber nur fiir einen gewissen Zeitraum im Infektionsgeschehen. Das Verhéaltnis
von entdeckten zu unentdeckten Féllen hangt stark vom Zeitpunkt innerhalb des
Epidemie-Verlaufs ab. Schitzwerte aus Screening-Studien miissen somit immer
im Hinblick auf die jeweilige epidemische Phase interpretiert werden. In Oster-
reich wurden bisher drei verschiedene Préavalenz-Screening Studien durchgefiihrt,
um einen Naherungswert fiir die Dunkelziffer zu erhalten [22].

Ogris G. und Oberhuber F. [23] erhalten im Rahmen der SORA-Studie einen An-
teil von 0.33% an positiv getesteten Personen in der gewichteten Stichprobe, mit
einem 95%-Konfidenzintervall von [0.12%;0.77%]|. Das entspricht einem Anteil
von 10200 bis 67400 infizierten Personen in der Gesamtbevélkerung.

Bohning D. et. al. nennen die in Abbildung (7) gelisteten Zahlen an unentdeck-
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3.6 Politische Mafinahmen

Institut Zeitraum Stichprobengrofle Positive Tests
SORA 01.-06. April 2020 1544 6
Statistik Austria 22.-25. April 2020 1432 1
Statistik Austria  26.-30. Mai 2020 1279 0

Tabelle 3: Bisher in Osterreich durchgefiihrte Screening-Studien zur Schitzung der
COVID-19 Dunkelziffer [22].

ten COVID-19 Fallen sowie Fallen insgesamt und geben dafiir ebenfalls ein 95%-
Konfidenzintervall an, sowie das Verhaltnis von Gesamtfillen zu entdeckten Fal-
len (am 18.04.2020) [24].

Country Hidden cases Total cases 95% CI Total/observed
Italy 211,768 384,201 381,649-386,762 2.23
Germany 178,451 315,890 312,429-319,350 2.30
Spain 232,057 423,783 421112-426,454 2.21
UK 149,150 257,842 255,482-260,202 2.37
Greece 2,901 5,108 4,718-5,499 2.31
Austria 17,264 29,560 28,412-30,709 2.40

Abbildung 7: Geschitzte unentdeckte COVID-19 Félle und Fille insgesamt (mit 95%-
Konfidenzintervall) nach Land, sowie das Verhaltnis von Gesamtféllen zu
entdeckten Fillen (am 18.04.2020) [24].

Fiir das Verhéltnis von Gesamtfillen zu entdeckten Féllen zeigt sich eine tiber-
raschende Stabilitdt um den Wert 2.3. Dieses Verhaltnis bedeutet, dass fiir jeden
entdeckten Fall statistisch betrachtet 1.3 Félle unentdeckt bleiben [24].

3.6 Politische Maflnahmen

Solange keine Virostatika zur Behandlung von COVID-19 oder ein Impfstoff vor-
liegen, setzen Regierungen weltweit Mainahmen, die zur Einddmmung der Pan-
demie fithren sollen. Ziel dabei ist es, die Ubertragungsrate zu verlangsamen
und so weit zu minimieren, dass Gesundheitssysteme (vor allem Intensivstatio-
nen) nicht tberlastet werden. Mogliche Manahmen, die daher von Regierun-
gen gesetzt wurden und werden sind Social-Distancing Mafinahmen, Isolation
von einzelnen erkrankten Personen und QuaranténemafBnahmen (fir womoglich
infizierte Personen, aber auch ganze Stadte oder Gebiete). Ersteres kann etwa
durch SchlieSungsmafinahmen wie beispielsweise SchulschlieBungen oder durch
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Lock-Down Strategien erreicht werden. Mittels contact tracing konnen aulerdem
Infektionen zuriickverfolgt werden.

3.6.1 Quarantadnemaflinahmen und Schulschlielungen

Chang S. et. al. [25] modellieren den Effekt von diversen politischen Mafinah-
men auf die Ausbreitung der SARS-CoV2-Epidemie in Australien. Dabei werden
konkret folgende Mainahmen untersucht:

i) Isolation von bestétigten Féllen (case isolation, CI)

ii) hausliche Quaranténe von Haushalten, die Kontakt zu bestatigten Féllen
hatten (home quarantine, HQ)

iii) Schulschliefungen in Kombination mit i) und ii) (school closures, SC)

Dabei wird angenommen, dass sich 50% der Personen an die hausliche Quaran-
tanemafBnahme halten. Die SchulschlieBungen werden im Modell zu 100% einge-
halten. Abbildung 8 zeigt die Ergebnisse dieser Untersuchung. Eine Kombination
aus Isolation von bestatigten Féllen und héuslicher Quarantidne verschiebt den
Hohepunkt der Epidemie zeitlich nach hinten und verringert gleichzeitig auch
die Auspriagung dieses Hochpunkts. Werden weiters noch SchulschlieBungen hin-
zugezogen, so verschiebt sich der epidemiologische Hohepunkt noch weiter nach
hinten, die Langzeiteffekte sind jedoch gering. Alle Mainahmen zeigen deutliche
Effekte im Vergleich zu keiner Intervention (no intervention, NI).

5 6
10
3 x10 ' ‘ 12 X
———NI —NI
—ci ] @ —oa
G amasc ! =L p—
3
@ 2F = gl
g £
@
° @ 6}
.E E
£t v/ 1 ) 4t
y = 1
\ E 1
S H 1
\ 3 2 !
0 i ‘ 0 . ! :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
03-Feb 24-Mar 13-May 02-Jul 21-Aug 03-Feb 24-Mar 13-May 02-Jul 21-Aug
(a) (b)

Abbildung 8: Inzidenz (a) sowie kumulierte Inzidenz (b) fiir Australien im Zeitraum von
Anfang Februar bis Mitte August 2020 in Abhéngigkeit von verschiedenen
Mafnahmen, wie case isolation (CI), home quarantine (HQ) und school
closing (SC) im Vergleich zu keiner Intervention (NI) [25].
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Abdollahi E et. al. [26] betrachten im Rahmen eines mathematischen Modells
ebenfalls die Auswirkungen von SchulschlieBungen (school closures, SC) auf die
COVID-19 Falle im Jahr 2020 in Ontaria, Kanada. Dabei werden SchlieSungs-
mafinahmen iiber einen Zeitraum von drei Wochen bis hin zu 16 Wochen un-
tersucht. Ebenfalls beriicksichtigt wird der Effekt von zuséatlicher Isolation von
einzelnen Erkrankten, die Symptome zeigen (self isolation, SI). Die Ergebnisse
sind in Abbildung (9) zu sehen. In A bis D wurde angenommen, dass sich durch
die SchulschlieBungen die Anzahl der Kontake unter Schulkindern im Alter von
fiinf bis 19 Jahren um 60% reduzieren, in E bis H wurde eine Reduktion um 80%
zu Grunde gelegt.
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Abbildung 9: Auswirkungen von SchulschlieBungen (SC) unterschiedlicher Dauer sowie
verschiedener Einhaltungsquoten von Isolation einzelner Erkrankter (SI)
auf die tégliche Inzididenz von COVID-19 Fillen pro 10 000 Einwoh-
ner:innen in Ontaria, Kanada. In A bis D fithren Schulschliefungen zu
einer Kontaktreduktion unter Schulkindern um 60%, in E bis H um 80%
[26].

Ohne jegliche Einddmmungsmafinahmen nennen Abdollahi et. al. eine Erkran-
kungsrate von 60% in der Gesamtbevolkerung (unter der Annahme einer Basis-
reproduktionszahl von Ry = 2.5).

Unter der Annahme, dass Schulschliefungen die Kontakte unter den Schulkindern
um 60% reduzieren, fithrt eine Verlangerung der Schulschliefungen von drei auf
16 Wochen zu einer zeitlichen Verschiebung des epidemiologischen Hohepunkts
um eine Woche und einer Reduktion der Hohe des Hochpunkts um 24.4%, sowie
der Erkrankungsrate um 8.1%. Weiters prognostiziert diese Mafinahme eine Ab-
nahme der Zahl der Intensivpatient:innen um 4.6%. Wenn sich dartiber hinaus
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noch 10% aller symptomatisch Erkrankten in Einzelisolation begeben, wird der
epidemiologische Hohepunkt durch die 16-wochige SchulschlieBung im Vergleich
zur dreiwdchigen um zwei Wochen nach hinten verschoben. Abbildung (9) ist
auch zu entnehmen, dass die Mafinahme von SchulschlieBungen ohne Isolation
einzelner Erkrankter nur beschrinkt Wirkung zeigt. Zu betonen ist auch, dass
unter der Voraussetzung von 50%-iger Einzelisolation schon eine Schulschliefung
von drei Wochen den epidemiologischen Hohepunkt deutlich verringert und auch
zeitlich nach hinten verschiebt.

3.6.2 Social Distancing und Lockdown

Chang S. et. al. [25] untersuchen nicht nur den Einfluss von Quarantdnemafinah-
men und Schulschliefungen auf die COVID-19 Fallzahlen in Australien, sondern
auch den Effekt von social distancing (SD). Wenn ein Individuum die social di-
stancing Mafinahmen einhélt, werden infolgedessen im Modell alle Arbeitskontak-
te entfernt und alle weiteren sozialen Kontakte, die nicht aus dem Haushalt stam-
men, um die Hélfte reduziert. Da sich nicht alle Individuuen vollsténdig an die
social distancing Mafinahmen halten werden, zeigt Abbildung 10 den Effekt von
social distancing (zusétzlich zur Isolation von bestatigten Féllen, Quarantédne-
maBnahmen von Kontaktpersonen sowie Reisebeschriankungen) auf die Inzidenz®
sowie die kumulierte Inzidenz fiir unterschiedliche Einhaltungsstufen. Werden die
Mafinahmen zu 80% oder mehr eingehalten, kann dadurch die Epidemie wahrend
dieser Einhaltsungsdauer unter Kontrolle gehalten werden. Im Falle einer 70%-
igen Einhaltung ist das bereits nicht mehr der Fall.
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Abbildung 10: Einfluss von social distancing (SD) MaBnahmen (in Kombination mit
Isolation von bestétigten Féllen, Quarantédnemafinahmen von Kontakt-
personen sowie Reisebeschrankungen) fiir verschiedene Einhaltungsstu-
fen (70%, 80%, 90%) jeweils tiber 13 Wochen hinweg (grau hinterlegt)
[25].

6Die Inzidenz einer Krankheit beschreibt die Zahl der Neuerkrankungen, die in einem Jahr
pro 100.000 Menschen auftreten.
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3.6.3 Contact Tracing

Bicher M. et. al. [27] modellieren verschiedene contact tracing Mafinahmen fiir
Osterreich. Contact tracing ist eine mogliche Mafinahme, um die COVID-19 Fall-
zahlen gering zu halten. Dabei konnen potenziell infizierte Personen erfasst und
vorsichtshalber isoliert werden. Geschieht das, bevor die Person tatséchlich infek-
ti0s wird, konnen so Ansteckungsketten unterbrochen und weitere Krankheitsféalle
vermieden werden. Der Nachteil dabei ist jedoch die womdglich sehr grofie An-
zahl an Personen, die aus Vorsichtsgriinden in Isolation geschickt werden. Das
wiederum kann zu wirtschaftlichen Einbuflen aber auch zu Auswirkungen auf die
individuelle, psychische Gesundheit fithren. Bicher et. al. untersuchen daher fir
Osterreich den Effekt von sechs moglichen tracing Varianten:

i) keine Nachverfolgung von Kontaktpersonen (no tracing)

ii) Nachverfolgung im Haushalt (household t.)

)
)

iii) Nachverfolgung am Arbeitsplatz (workplace t.)

iv) Nachverfolgung im Haushalt und am Arbeitsplatz (combined t.)
)

v) Nachverfolgung von individuellen Kontaktpersonen: 50% aller Personen niit-
zen Gerate/Apps zu Nachverfolgung (individual t. 50%)

vi) Nachverfolgung von individuellen Kontaktpersonen: 75% aller Personen niit-
zen Gerate/Apps zu Nachverfolgung (individual t. 75%)

Die Nachverfolgung der Kontaktpersonen kann beispielsweise tiber Tracing-Apps
oder Geréte aber auch tiber Patientenbefragung stattfinden. Abbildung 11 zeigt
die Anzahl der (vorsichtshalber) tdglich neu unter Quarantéane gestellten Personen
in Abhéngigkeit von der jeweiligen tracing-Variante fiir Osterreich im Zeitraum
von Mitte April bis Mitte Juni 2020. Dabei ist zu sehen, dass diese Anzahl fiir
die Variante individual t. 75% am grofiten ist.
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Abbildung 11: Anzahl der (vorsichtshalber) téglich neu in Quaranténe geschickten Per-
sonen pro Tag in Abhéngigkeit von der jeweiligen tracing-Variante fir
Osterreich im Zeitraum von Mitte April bis Mitte Juni 2020 [27].

Abbildung 12a zeigt, dass jedoch auch die Anzahl der téglichen Neuinfizierten
fiur die Variante individual t. 75% am geringsten ist. Weiters ist aus Abbildung
12b zu entnehmen, dass die Anzahl der taglich neu in Quarantine geschickten
Personen fiir die Variante individual t. 75% zwar zu Beginn der tracing-Strategie
am grofiten ist, ab einem gewissen Zeitpunkt jedoch starker fallt als fiir jede
andere tracing-Variante. Dariiber hinaus sinkt aulerdem die Anzahl der téglich
neu unter Quarantiane gestellten Personen bei dieser Variante unter die Anzahlen
der jeweiligen anderen Varianten.
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Abbildung 12: (a) Anzahl der téglich Neuinfizierten in Abhéngigkeit von der jeweiligen
tracing Methode fiir Osterreich von Mitte April bis Anfang November
2020.
(b) Anzahl der (vorsichtshalber) téglich neu unter Quarantéine gestellten
Personen in Abhéingigkeit von der jeweiligen tracing Variante fiir Oster-
reich im Zeitraum von Mitte April bis Anfang November 2020 [27].

Die Ergebnisse, die Bicher M. et. al. im Rahmen der Simulationen erhalten, fin-
den sich in Abbildung 13. Dabei ist hervorzuheben, dass die kumulierte Anzahl
der Infizierten fiir die Methode des individual t. 75% am geringsten ist, wobei
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gleichzeitig die kumulierte Zahl der in Quarantdne geschickten Personen hierfiir
maximal ist. Um die verschiedenen tracing Varianten miteinander vergleichen zu
konnen, wird die folgende Grofle definiert:

Unter Quarantine gestellte Personen

@plp: Verhinderte Infektionen (41)
Tracing strategy cumulative difference to cumtlative quarantined
infected agents | no-tracing preventively per infection
(May 15% - strategy quarantined prevented
Nov 15th) agents (May 15" | (Qplp)
- Nov 15th)
no-tracing 371709 - - -
household tracing 220 046 151 663 104 182 0.69
workplace tracing 244 092 127 616 530 078 4.15
combined tracing 165 167 206 542 458 006 2.22
30% individual tracing 141 822 229 887 735792 32
75% individual tracing 119 826 251 883 970 461 3.85

Abbildung 13: Simulationsergebnisse von Bicher M. et. al. fiir sechs verschiedene tra-
cing Varianten in Osterricht im Jahr 2020 [27].

Strengere und umfangreichere tracing Mafinahmen fithren demnach zu einer stér-
keren Abnahme der kumulierten Infektionszahlen, jedoch unter in Kaufnahme ei-
ner hohen Anzahl an vorsichtshalber unter Quarantane gestellten Personen. Die
dargestellten Ergebnisse zeigen, dass eine gut durchgefithrte Nachverfolgung von
Kontakten zu einer Infektiositdtsreduktion von bis zu 5.18 % beitragen kann [27].
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Kapitel 4 Modellierung im Mathematik-
unterricht

4.1 Der Begriff des Modellierens in der didaktischen
Diskussion

Laut Loos und Ziegler steht die Frage nach der Natur der Mathematik aktuell
in enger Relation zu ihrer Einbettung in die Gesellschaft. Dies wird oft auch
als soziokulturelle Bedeutung der Mathematik bezeichnet. Diese Bedeutung der
Mathematik betrifft nicht nur ihre Anwendung als Hilfsmittel im Alltag oder als
Werkzeug in den Naturwissenschaften und der Technik, sondern auch die Aus-
bildung miindiger Biirger:innen. Der Teilbereich der Mathematik, der dies alles
leisten kann, wird auch als angewandte Mathematik bezeichnet. Im Alltag und
von der Gesellschaft aus wird meist nur die Verwendung von mathematischen
Werkzeugen — vor allem fir die Industrie — wahrgenommen. [1] Um einen zeit-
gemafen Mathematikunterricht, der auch die oben angesprochene soziokulturel-
le Bedeutung der Mathematik fordert, zu ermoglichen, spielen Realitatsbeziige
eine wesentliche Rolle. Schon Freudenthal forderte 1973 in Bezug auf den Ein-
satz von realitdtsbezogenen Problemstellungen, dass Schiiler:innen Mathematik
selbst anwenden sollen und nicht nur angewandte Mathematik erlernen sollen. Da
Schiiler:innen im Wesentlichen jenes Bild der Mathematik, welches in der Schule
gepragt wird, spater mit auf ihren weiteren Lebensweg nehmen, muss das An-
wenden von Mathematik auf Problemstellungen der realen Welt in der Schule
erlernt werden. Die Kompetenz mathematisches Modellieren beriicksichtigt die-
sen Aspekt zur Ausbildung von miindigen Biirger:innen, die im erwachsenen Al-
ter unsere Gesellschaft als demokratische Entscheidungstriger mitgestalten [28].
Mathematische Modelle konnen als Verbindungen zwischen der realen Welt und
der mathematischen Welt verstanden werden. Diese Verbindung kann laut Henry
Pollak (1979) entweder durch simultane Betrachtung oder aber durch mehrfache
wechselseitige Betrachtung geschehen (siehe Abb. 14).
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N

Reale Welt — Reale Welt

S

Abbildung 14: Die Verbindung zwischen realer Welt und Mathematik mittels Modellen
kann entweder durch simultane Betrachtung (linke Darstellung), oder
aber durch stéandige wechselseitige Betrachtung stattfinden (rechte Dar-
stellung).

Die Definition bzw. das Verstandnis des Begriffs der Modellierung im mathema-
tischen Kontext héngt von der jeweiligen theoretischen Stromung ab, aus der
die Ziele fiir den Mathematikunterricht abgeleitet werden. So unterschied Kaiser-
MefBimer 1986 folgende didaktische Stromungen: Einerseits die wissenschaftlich-
humanistische Stromung, deren Ziel die Vermittlung von Sichtweisen und Gei-
steshaltungen ist, und andererseits die pragmatische Stromung, deren Hauptziel
darin besteht, aulermathematische Probleme mit Hilfe von mathematischen Mo-
dellen zu 16sen [29, 30]. Kaiser und Sriraman ergénzten 2006 [31] die beiden oben
genannten Stromungen weiter, um schliellich zu folgenden Perspektiven in Bezug
auf das Modellieren zu kommen:

» Realistisches Modellieren

» Kontextuelles Modellieren
« Padagogisches Modellieren
» Sozio-kritisches Modellieren
o Theoretisches Modellieren

o Kognitives Modellieren

Vor allem die Perspektive des sozio-kritischen Modellierens adressiert die von
Loos und Ziegler erwahnte soziokulturelle Bedeutung der Mathematik, da hierbei
die gesellschaftliche Rolle der Mathematik im Vordergrund steht. Weiters wird die
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Notwendigkeit des kritischen Denkens in Bezug auf die Rolle von mathematischen
Modellen sowie mathematische Modellierung fiir die Gesellschaft hervorgehoben
[31].

4.2 Der Modellierungskreislauf

Grundsatzlich findet man in der Literatur viele verschiedene Darstellungen des
Modellierungsprozesses als idealisierten Kreislauf (vgl. Borromeo [29]). Eine mog-
liche Darstellung des Modellierungsprozesses findet sich etwa in [32] und ist in
Abbildung 15 zu sehen. Dabei wird eine Problemstellung aus der realen Welt
mittels Modellierung in ein mathematisches Problem tibergefiihrt. Dieses wird
mittels mathematischer Methoden gelost. Schliellich wird die Losung interpre-
tiert und die so erhaltene Beschreibung des realen Problems wird iiberpriift.

mathematisches Analyse mathematische
Problem Simulation Losung
Modellierung .
- Interpretation
Mathematisierung
reales Problem/ Uberpriifung reale Losung/
Phiinomen Beschreibung

Abbildung 15: Mogliche Darstellung des Modellierungsprozesses: ein reales Problem
wird durch Modellierung in ein mathematisches Problem {ibergefiihrt,
welches mit mathematischen Methoden gelost wird. Diese Losung wird
interpretiert und die so erhaltene Beschreibung des realen Problems wird
iiberpriift [32].

Der Schritt der Mathematisierung kann dabei {iber unterschiedliche Modelle —
je nach realem Problem — getatigt werden. Heute unterscheidet man grundsatz-
lich zwischen sogenannten normativen und deskriptiven Modellen. Erstere bieten
eine Vorschrift, wie in der realen Welt vorzugehen ist, wohingegen letztere ein
bestimmtes Problem aus der realen Welt wiedergeben.
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In diesem Sinne konnen deskriptive Modelle weiter unterschieden werden in Mo-
delle, die

o beschreiben,
« und/oder vorhersagen,

« und/oder erkldren [1].

Oftmals ist das reale Problem, welches modelliert werden soll, so komplex, dass es
zunachst auf der Sachebene vereinfacht werden muss, bevor es iiberhaupt mathe-
matisiert werden kann. Diese Vereinfachung fithrt zum sogenannten Realmodell,
welches dann schliefllich mathematisch modelliert werden kann (siehe Abbildung

16) [33].

Reale Welt Mathematik

Mathematisches
Modell

Realmodell

Reales Problem

athematisches
Resultat

Abbildung 16: Ist das reale Problem zu komplex, so muss es zuerst in der Sachebene
vereinfacht werden und in ein Realmodell iiberfiihrt werden. Dieses kann
dann im Laufe des Modellierungsprozesses mathematisiert werden.

Blum und Leif8 erstellen einen noch detaillierteren Modellierungskreislauf, in-
dem sie bisherige Darstellungen um das Situationsmodell erweitern. In diesem
Kreislauf spielt das Individuum, welches modellierend arbeitet, eine groles Rolle:
Das Situationsmodell entspricht der mentalen Darstellung der Situation durch
die modellierende Person. Das Individuum versteht die Realsituation, erstellt ein
Situationsmodell, welches anschliefend zum Realmodell vereinfacht, und schluss-
endlich mathematisiert wird. Das mathematische Modell liefert mathematische
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Resultate, welche im Hinblick auf die Realsituation interpretiert und validiert
werden miissen. Im Kreislaufdiagramm sind mehrere mathematische Fertigkeiten
beinhaltet, wie etwa vereinfachen und strukturieren, mathematisch arbeiten, in-
terpretieren, validieren, vermitteln und verstehen. Dieser Modellierungskreislauf
ist in Abbildung 17 zu sehen [33].

mathe-
matisieren

Real-

vereinfachen modell
strukturieren 5O

mathematisches
O Modell

verstehen
Real- Zﬁ' ) Situations-
situation | S modell

vermitteln

mathematisch
arbeiten

validieren

D mathematische
Resultate

reale
Resultate

Rest
der
Welt

interpretieren

Mathematik

Abbildung 17: Ein detaillierter Modellierungskreislauf von Blum und Leif}. Das model-
lierend arbeitende Individuum erstellt ein Situationsmodell, welches der
individuellen, mentalen Darstellung der Realsituation entspricht [33].

4.3 Teilkompetenzen und Ziele des Modellierens

Der Modellierungskreislauf in Abbildung 17 ldsst darauf schlieflen, dass durch
die Tatigkeit des Modellierens umfangreiche mathematische Kompetenzen und
Fertigkeiten trainiert werden konnen. Eine Liste von Teilkompetenzen des Mo-
dellierens findet sich in Abbildung 18 [33].

Durch den Einsatz von Modellierungsaufgaben im Mathematikunterricht haben
Schiiler:innen einerseits die Moglichkeit, ihre Lebenswelt mit mathematischen
Mitteln zu erschlieen und dabei Begebenheiten der Umwelt wahrzunehmen und
zu verstehen. Andererseits werden mathematische Kompetenzen gefordert, sowie
die Féahigkeit zum Kommunizieren und Argumentieren wird trainiert. Model-
lierungsaufgaben konnen zum besseren Verstehen und langerfristigen Behalten
der mathematischen Inhalte fiihren, aber auch zur Steigerung von Interesse und
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Teilkompetenz Indikator

Verstehen Die Schiilerinnen und Schiiler konstruieren ein eigenes mentales Modell
zu einer gegebenen Problemsituation und verstehen so die Fragestellung

Vereinfachen Die Schiilerinnen und Schiiler trennen wichtige und unwichtige Infor-
mationen einer Realsituation

Mathematisieren Die Schiilerinnen und Schiiler iibersetzen geeignet vereinfachte Real-
situationen in mathematische Modelle (z. B. Term, Gleichung, Figur,
Diagramm, Funktion)

Mathematisch arbeiten | Die Schiilerinnen und Schiiler arbeiten mit dem mathematischen Modell

Interpretieren Die Schiilerinnen und Schiiler beziehen die im Modell gewonnenen
Resultate auf die Realsituation und erzielen damit reale Resultate
Validieren Die Schiilerinnen und Schiiler iiberpriifen die realen Resultate im Situa-

tionsmodell auf Angemessenheit
Die Schiilerinnen und Schiiler vergleichen und bewerten verschiedene
mathematische Modelle fiir eine Realsituation

Vermitteln Die Schiilerinnen und Schiiler beziehen die im Situationsmodell ge-
fundenen Antworten auf die Realsituation und beantworten so die
Fragestellung

Beurteilen Die Schiilerinnen und Schiiler beurteilen kritisch das verwendete mathe-
matische Modell

Realisieren Die Schiilerinnen und Schiiler ordnen einem mathematischen Modell
eine passende Realsituation zu bzw. finden zu einem mathematischen
Modell eine passende Realsituation

Abbildung 18: Liste an Teilkompetenzen sowie deren Indikatoren, welche sich aus dem
Modellierungskreislauf von Blum und Leif8 ableiten lassen [33].

Motivation im Mathematikunterricht. Des Weiteren wird den Schiiler:innen ein
ausgewogenes und moglichst reales Bild von Mathematik als Wissenschaft und
Kulturgut vermittelt. Die Relevanz von Mathematik fiir Technik, Industrie, Wirt-
schaft und Gesellschaft kann verdeutlicht werden. Das wiederum unterstiitzt die
Ausbildung miindiger und verantwortungsvoller Biirger:innen einer demokrati-
schen Gesellschaft.

Natiirlich ist ein grofles Ziel von alltagsbezogenen Modellierungsaufgaben die Stei-
gerung von Motivation und Interesse an der Mathematik. Schiiler:innen sollen und
koénnen sich im Rahmen von Modellierungsaufgaben mit ihrer Umwelt beschafti-
gen sowie diese mit mathematischen Mitteln beschreiben. Des Weiteren kénnen
allgemeine Problemléseféhigkeiten trainiert werden und sprachliche Kompeten-
zen, wie etwa Argumentieren und Begriinden, gefestigt werden. Auflerdem hat die
gemeinsame Arbeit an Modellierungsaufgaben das Ziel, soziale Kompetenzen zu
stédrken und das Sprechen iiber Mathematik zu férdern [34]. Laut Kaiser-Mefmer
lernen die Schiiler:innen auch, aulermathematische Kontexte besser zu verstehen,
sowie Mathematik auf Realsituationen anzuwenden. Viele von ihnen entwickeln
des Weiteren eine adaquate Vorstellung von Mathematik und zeigen vermehr-
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4.4 Modellierungsaufgaben

tes Interesse sowie Motivation. Jedoch weisen nur einige von ihnen langfristig
erworbene Kompetenzen im Bereich des Modellierens auf [35].

4.4 Modellierungsaufgaben

Den gesamten Modellierungskreislauf im Rahmen des Mathematikunterrichts zu
durchlaufen ist oft vor allem aufgrund von Zeitmangel eine Herausforderung. Da-
her werden im Schulunterricht haufig spezielle Modellierungsaufgaben herangezo-
gen, die zumindest Teile des Modellierungsprozesses anregen sollen. Die Katego-
risierung solcher Modellierungsaufgaben ist nicht immer eindeutig, grundsétzlich
spricht man jedoch von eingekleideten Aufgaben, Textaufgaben und Sachproble-
men bzw. -aufgaben. Vor allem erstere und zweitere findet man vorrangig in den
Schulbiichern. Unter eingekleideten Aufgaben versteht man meist Aufgabenstel-
lungen ohne wirklichen Realitdtsbezug. Der Sachkontext wird um das mathema-
tische Problem herum konzipiert. Ziel ist in erster Linie das Uben von Rechenfer-
tigkeiten. Auch bei Textaufgaben ist der Sachkontext oft austauschbar und die
Realitdt haufig schon von vornherein vereinfacht dargestellt. Die Schwierigkeit
der sogenannten Mathematisierung stellt hier fiir viele Schiiler:innen die grof3-
te Herausforderung dar. Erst die oben genannten Sachprobleme bieten tatséch-
lich einen konkreten Realitdtsbezug. Um ein Sachproblem vollstandig bearbeiten
zu konnen, miissen oft facheriibergreifende Recherchen getétigt und reale Daten
miteinbezogen werden. Folglich bietet eine Sachaufgabe das grofite Potenzial fiir
Modellierungsprozesse im Unterricht. Abbildung 19 bietet einen Uberblick iiber
die vorgestellte Kategorisierung [34].

Eingekleidete Aufgabe  Textaufgabe Sachaufgabe
Schwerpunkt  rechnerisch mathematisch sachbezogen
Ziel Anwendung und Ubung Forderung mathemati- ~ Umwelterschliefung mit
von Rechenfertigkeiten  scher Fahigkeiten Hilfe von Mathematik
Darstellung in einfache Sachsituatio- in (komplexere) Sach- reale Daten und Fakten
nen eingekleidet situationen eingekleidet ~ bzw. offene Angaben
Kontext kein wirklicher Realitits- kein wirklicher Realitits- echter Realititsbezug
bezug bezug
Tatigkeiten Rechnen Ubersetzen, Rechnen, Recherchieren, Vereinfa-
Interpretieren chen, Mathematisieren,
Rechnen, Interpretieren,
Validieren

Abbildung 19: Mégliche Kategorisierung fiir Modellierungsaufgaben. Die Sachaufgabe
bietet das grofite Potenzial im Hinblick auf tatsdchliche Modellierung
im mathematischen Sinne [34].
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Kapitel 5 Schulmathematik in der
Sekundarstufe II

5.1 Forderungen an den Mathematikunterricht laut oster-
reichischem Lehrplan

Der allgemeine Teil des 6sterreichischen Lehrplans fiir die AHS Oberstufe (Fas-
sung vom 01.09.2018) [36] stellt umfangreiche Forderungen an den Mathema-
tikunterricht. Im folgenden wird aufgezeigt, welches Potenzial in der Arbeit mit
epidemiologischen Modellen in Bezug auf die Erreichung der geforderten Aspek-
te liegt. Im Lehrplan des Fachs Mathematik wird nicht nur der mathematische
Lehrinhalt festgelegt, sondern es werden unter anderem auch Beitrige zu den
Bildungsbereichen, Didaktische Grundsdtze, sowie Mathematische Kompetenzen
definiert.

Die Arbeit mit epidemiologischen Themen kann wichtige Beitrdge zum Erreichen
der im Lehrplan geforderten Aspekte und Ziele liefern. Abbildung 20 zeigt, welche
Aspekte mithilfe epidemiologischer Themen adressiert werden kénnen.

Beitrige zu den Bildungsbereichen

Mensch und Gesellschaft: Aufzeigen, dass.Mathemat}k‘ in vielen Bereichen des Lebens eine Rolle spielt,
unter anderem in der Medizin
Gesundheit und Bewegung: Phéanomene aus dem Gesundheitswesen mathematisch beschreiben
Didaktische Grundsiitze
Lernen in anwendungsorientierten Anwendungsorientiere Aufgaben- und Problemstellungen, Reflexion des
Kontexten: Modellbildungsprozesses hinsichtlich Grenzen

Informationsbeschaffung, eigenstiindige Abfassung und Présentation

Lernen mit medialer Unterstiitzung: mathematischer Texte

Lernen mit technologischer

- Darstellung von Funktionen und Kurven
Unterstiitzung:

Mathematische Kompetenzen

Darstellend-modellierendes Arbeiten: Ubersetzen von Alltagssprache in die
Sprache der Mathematik

Interpretierend-dokumentierendes Arbeiten: Ubersetzen von mathematischen

Handlungsdimension: Darstellungen, Zusammenhéngen und Sachverhalten in die Alltagssprache

Kritisch-argumentatives Arbeiten: Argumentieren, Hinterfragen, Ausloten von
Grenzen, Begriinden und Beweisen

Komplexitétsdimension: Problemldsen und Reflektieren

Abbildung 20: Die Auseinandersetzung mit epidemiologischen Themen bietet umfang-
reiche Moglichkeiten, verschiedene Teile des Mathematik-Lehrplans der
Sekundarstufe II zu adressieren.
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5.1 Forderungen an den Mathematikunterricht laut osterreichischem Lehrplan

Des Weiteren konnen viele Teilgebiete des inhaltlichen Lehrstoffs durch das Arbei-
ten mit epidemiologischen Modellen adressiert werden, sodass der Einsatz dieser
Thematik in jedem Jahrgang der Sekundarstufe II berechtigt ist (siehe Abbildung
21).

5. Klasse
Zehnerpotenzen zum Erfassen von sehr grofien Zahlen in anwendungsorientierten
Mengen, Zahlen und Bereichen einsetzen koénnen
Rechengesetze

Mit Naherungswerten sinnvoll umgehen kénnen

Mit Funktionen in anwendungsorientierten Bereichen arbeiten und als mathematische
Modelle auffassen kénnen

6. Klasse

Exponentialfunktionen: typische Graphen skizzieren, sowie charakteristische
Eigenschaften angeben und im Kontext deuten kénnen

Anderung von Gréfien durch AnderungsmafBe (relative Anderung, absolute Anderung,
mittlere Anderungsrate, Anderungsfaktor) beschreiben kénnen
Exponentialfunktionen in aufermathematischen Situationen anwenden kénnen;
Funktionen als Modelle auffassen, Modelle vergleichen und ihre Grenzen reflektieren
kénnen

Funktionen

Reelle Funktionen

Reelle Funktionen in mehreren Variablen kennen

Zahlenfolgen durch explizite und rekursive Bildungsgesetzte darstellen und in
auBermathematischen Bereichen anwenden kénnen

Darstellungen und Kennzahlen der beschreibenden Statistik kennen und damit arbeiten
kénnen

Folgen

Beschreibende Statistik
und Wahrscheinlichkeit Bedingte Wahrscheinlichkeiten kennen

Den Satz von Bayes kennen und anwenden kénnen

7. Klasse
Diskrete ) . 3 . .
Wahrscheinlichkeits- Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung einer diskreten Zufallsvariable kennen
verteilungen und deuten kénnen

8. Klasse
Stetige Konfidenzintervalle ermitteln und interpretieren kénnen
Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, Einfache statistische Hypothesentests durchfiihren und deren Ergebnisse interpretieren
beurteilende Statistik kénnen

Diskrete Verdnderungen von GréBen durch Differenzengleichungen beschreiben und diese
im Kontext deuten kénnen

Differenzen- und Kontinuierliche Verinderungen von GréBen durch Differentialgleichungen beschreiben

Differentialgleichungen,  und im Kontext deuten kénnen
Grundlagen dE,:l' Einfache Differentialgleichungen 16sen kénnen
Systemdynamik

Einfache dynamische Systeme mit Hilfe von Diagrammen oder Differenzengleichungen
beschreiben und untersuchen kénnen

Abbildung 21: Teilgebiete des Lehrstoffes, die sich insbesondere dafiir eignen, im Rah-
men epidemiologischer Themen adressiert zu werden.

Quer zum inhaltlichen Lehrstoff, der im Lehrplan zu finden ist, miissen die Schii-
ler:innen im Rahmen des Mathematikunterrichts auch sogenannte Grundkompe-
tenzen fir die standardisierte Reifepriifung erwerben. Dadurch soll sichergestellt
werden, dass die Schiiler:innen zur aktiven und selbststindigen Wissensaneig-
nung sowie zur kritischen Auseinandersetzung mit ihrem eigenen Wissensstand
ermutigt werden.
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5.2  Wachstumsmodelle

Die mathematischen Grundkompetenzen werden vier Inhaltsbereichen zugeord-
net [37]:

o Algebra und Geometrie

Funktionale Abhéngigkeiten
o Analysis

o Wahrscheinlichkeit und Statistik

In Kapitel 6 finden sich zu den vier oben genannten Inhaltsbereichen Aufgaben-

stellungen mit Bezug zu epidemiologischen Modellen beziechungsweise der SARS-
CoV-2-Pandemie.

5.2 Wachstumsmodelle

Wachstumsmodelle, die in der Schulmathematik der Sekundarstufe II laut Lehr-
plan unterrichtet werden, sind Lineare Modelle (5. Klasse), exponentielle Modelle
sowie (optional) das Logistische Wachstum (beides 6. Klasse).

5.2.1 Lineare Modelle

Charakteristisch fiir lineare Modelle ist die konstante Zunahme k einer Grofie
N(t) pro Zeitschritt At = 1. Das hat zur Folge, dass die mittlere Anderungsrate
der Grofle in jedem Zeitintervall konstant ist:

N(t1) — N(to)
t1 — 1o

=k mit k € R konstant. (42)

Durch Grenzwertbildung erhalt man fiir den Differenzialquotienten folgenden

Ausdruck:

lim (N(tl) — N(to)) = N'(t) = k mit k € R konstant. (43)

t1—to t1 —to

Fiir lineare Modelle ist daher die momentane Anderungsrate fiir alle Zeitpunk-
te ¢ konstant. Die Funktionsgleichung N (t) kann direkt mittels Integration von
Gleichung 43 erhalten werden:
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5.2  Wachstumsmodelle

Can @) = [ ki (44)
N(t) = N(O)=k-t (45
N(t) =k -t + N(0) (46

Ein lineares Modell mit Startwert N(t = 0) = Ny kann daher mittels folgender
Funktionsgleichung beschrieben werden:

N(t)=k-t+ N, (47)

Dabei gilt £ > 0, damit lineares Wachstum vorliegt. Eine wichtige Eigenschaft
des linearen Wachstums ist, dass es sich um unbegrenztes Wachstum handelt.
Somit sind lineare Modelle eine hinreichend giiltige Naherung fiir viele Prozesse,
jedoch nur in einem gewissen Zeitraum.

5.2.2 Exponentielle Modelle

Bei vielen Wachstumsprozessen ist die Zunahme einer Grofie N(t) pro Zeitinter-
vall At = 1 haufig proportional zum derzeitigen Wert dieser Grofie: N(t 4 1)
N(t). Die Proportionalitdtskonstante wird meist als Wachstumskonstante A be-
zeichnet. Fiir die mittlere Anderungsrate der Gréfie in jedem Zeitintervall bedeu-
tet das:

N(t+ At) — N(t)

- — - N(t) (48)

Durch Grenzwertbildung erhalt man den Differenzialquotienten:

L (Nt A = N
o ( At

) — N'(t) = A- N(t) mit A € R konstant.  (49)

At—0

Die Funktionsgleichung N (t) kann mittels Integration von Gleichung 49 erhalten
werden:

/ AN () = / "\ N (50)
/OtNl({)dN(f):/ot)\df (51)
In(N(t) — N(0)) = A -t (52)
(53)

(54)

N(t) = N(0) - e

N(E) _
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5.2  Wachstumsmodelle

Dabei gilt fiir exponentielles Wachstum, dass A > 07. So wie auch beim linearen
Wachstum handelt es sich beim exponentiellen Wachstum ebenfalls um eine un-
begrenzte Zunahme. Auch hier ist also zu beachten, dass exponentielle Modelle
im Anwendungskontext nur in einem gewissen Zeitrahmen sinnvolle Ndherungen
liefern.

5.2.3 Logistisches Wachstum

Das logistische Wachstum berticksichtigt die Tatsache, dass unbegrenztes Wachs-
tum zu unrealistischen Modellierungsergebnissen fithrt und fiir die meisten Pro-
zesse der Natur nur im ersten Zeitrahmen eine gute Naherung darstellt. Natiirli-
che Wachstumsprozesse sind meist beschrankt durch Ressourcen- und Nahrungs-
knappheit, Platzmangel, Seuchen, Kriege, etc. Mathematisch kann diese Tatsache
durch die Einfithrung einer Kapazitiatsgrenze K beriicksichtigt werden, die eine
obere Schranke fiir den Wachstumsvorgang darstellt. Des Weiteren wird ange-
nommen, dass die momentane Anderungsrate der GroBe proportional zum der-
zeitigen Bestand ist aber gleichzeitig auch immer kleiner wird, je ndher man der
Schranke K kommt — d.h. je kleiner die Differenz K — N(t) wird. Die momentane
Anderungsrate ist daher proportional zu N(t) - (K — N(t)):

N'(t)=c-N(t)- (K — N(t)) mit c € R konstant. (55)

Die Funktionsgleichung N () kann durch Losen der Differentialgleichung 55 mit-
tels Trennung der Variablen erhalten werden:

dN

== e N(D) - (K = N(D) (56)

SO (‘;{N_ N i (57)
/OtN(f)‘(;_N(f))dN:/otc-df (58)
In(N () —Q(N@ ~K) et (59)

Durchfiihren der algebraischen Umformungen und Einsetzen der Anfangsbedin-
gung N(0) = Ny fithrt zur Funktionsgleichung des logistischen Wachstums:
B Ny - K

"~ No+ (K — Np)-eKet?

N(t) (60)

mit der Kapazitatsgrenze K, dem Anfangswert Ny sowie ¢ € RT.

"Im Falle A < 0 liegt eine exponentielle Abnahme vor.
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5.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Baumdiagramme

5.2.4 Anderungsmafle

In 6sterreichischen Schulbiichern sind folgende Anderungsmafe fiir eine allgemei-
ne reelle Funktion f wie folgt definiert:

absolute Anderung im Intervall [a;b]: f(b) — f(a)

o relative Anderung im Intervall [a; b]: %
bzw. prozentuelle Anderung im Intervall [a; b]: L&-1(2) . 100%

f(a)

« mittlere Anderungsrate im Intervall [a; b]: w, mit b # a

o Anderungsfaktor im Intervall [a; b]: %2, mit f(a) # 0.

5.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Baumdiagramme

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) gibt die Wahrscheinlichkeit dafir an,
dass das Ereignis A eintritt, unter der Bedingung, dass das Ereignis B schon
eingetreten ist. Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist wie folgt definiert:

P(ANB)

P(AIB) = =55

(61)

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit (61) folgt der Multiplikati-
onssatz fiir zwei Ereignisse A und B:

P(ANB) = P(A|B) - P(B) . (62)

Bedingte Wahrscheinlichkeiten sowie Wahrscheinlichkeiten fiir das gemeinsame
Eintreten von zwei Ereignissen A und B konnen z.B. auch im zweistufigen Baum-
diagramm dargestellt werden (siehe Abbildung 22).
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5.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Baumdiagramme

P(-A

| pisla) | | Pesla | BTN
G
P(AUB) P(AU-B) P(-AUB) P(-AU-B)

Abbildung 22: Bedingte Wahrscheinlichkeiten im Baumdiagramm.
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Kapitel 6 Aufgaben fiir den Mathematikunter-
richt

Auf den folgenden Seiten finden sich die im Rahmen dieser Masterarbeit ent-
wickelten Aufgabenstellungen, die eine Moglichkeit bieten, die SARS-CoV-2- The-
matik im Mathematikunterricht der Sekundarstufe II aufzugreifen. Dafiir werden
zu jeder Aufgabe die passende Schulstufe, der Lehrplanbezug sowie die Grund-
kompetenzen laut Grundkompetenzkatalog angegeben. Auflerdem wird aufge-
listet, welche Aspekte des mathematischen Modellierens im Zuge der jeweiligen
Aufgabe besonders gefordert werden. Des Weiteren ist jeder Aufgabenstellung
auch eine Losungserwartung beigelegt.

Wie schon in Kapitel 1 erwdhnt, war es das Ziel, Aufgabenstellungen zu konzi-
pieren, die praxistauglich sind und ein realistisches Anforderungsniveau fir die
Lernenden der Sekundarstufe 1T aufweisen.

Die oben genannten Zeile werden dadurch erreicht, dass jede Aufgabe dem Lehr-
plan und dem Grundkompetenzkatalog zugeordnet werden kann. Das realistische
Anforderungsniveau wird gewéhrtleistet, indem im Rahmen einer jeden Aufgabe
nur Teile des Modellierungskreislaufs beinhaltet sind. Umgesetzt wurde letzteres
durch klare, operative Formulierungen in den Aufgabenstellungen.
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6.1 Mengen und Zahlen: Erhaltene Impfdosen in Osterreich

6.1 Mengen und Zahlen: Erhaltene Impfdosen in Oster-
reich

Schulstufe: 5. Klasse AHS
Lehrplanbezug: Mengen, Zahlen und Rechengesetze

- Zehnerpotenzen zum Erfassen von sehr kleinen und sehr groflen Zahlen
in anwendungsorientierten Bereichen einsetzen koénnen; Rechenregeln fiir
Zehnerpotenzen kennen.

- Mit Naherungswerten sinnvoll umgehen kénnen.

Grundkompetenzen:
Bezeichnung Beschreibung
AG 1.1 Wissen tiber die Zahlenmengen und -bereiche N, Z, Q,

R, C verstédndig einsetzen kénnen

Das soll gefordert werden:

- Mathematisch argumentieren, beschreiben und begriinden; Sprachkompe-
tenz

- Versténdnis fiir Prozentwerte und groie Zahlen im Alltag

Aufgabenstellung:

Laut dem Gesundheitsministerium® wird damit gerechnet, dass bis zur Kalender-
woche (KW) 24 des Jahres 2021 insgesamt ca. 7 Millionen Impfdosen in Osterreich
angekommen sind. Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Verteilung
der verschiedenen Impfstoffe:

Impfstoff in Summe erhaltene Dosen bis KW 24
BioNTech/Pfizer 4728395
Moderna 750000
AstraZeneca 1430400
Janssen (Johnson & Johnson) 180900

Aktuell (Juni 2021) umfasst die impfbare Bevolkerung in Osterreich 7872174
Personen. Osterreich hat jedoch ca. 8,86 - 10° Einwohner:innen.

8https://info.gesundheitsministerium.at/, abgerufen am 11.06.2021
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6.1 Mengen und Zahlen: Erhaltene Impfdosen in Osterreich

1. Welcher Prozentsatz der Osterreichischen Bevolkerung zéhlt zur impfbaren
Bevolkerung? Woran konnte es liegen, dass nicht alle Einwohner:innen unter
die Kategorie impfbar fallen?

2. Bestatige oder widerlege die vom Gesundsheitsministerium genannte Zahl
von 7 Millionen Impfdosen mithilfe der Tabelle.

3. Bei allen Impfstoffen aufler Janssen ist es notwendig, dass jeder Person fiir
eine vollstandige Impfung zwei Dosen geimpft werden. Wie viele Personen
konnen daher mit den bis zur KW 24 gelieferten Impfdosen vollstiandig
geimpft werden? Runde dabei sinnvoll und gib die Zahl in Gleitkommadar-
stellung an! Wie grof} ist der Prozentsatz der 6sterreichischen Bevolkerung,
der zu diesem Zeitpunkt noch auf weitere Impfdosen warten muss?

Losungserwartung:

1. Den Prozentsatz p kann man auf folgende Weise berechnen:

A 7872174
— 2 1009 = 02
p=g 100% = 5 108

- %100 = 88, 85...% =~ 89% (63)
Von den 8,86 Mio. Einwohnern zahlen ca. 89% zur impfbaren Bevolkerung.
Grund dafur ist, dass derzeit (Juni 2021) Kinder unter 12 Jahren noch nicht
fiir die Impfung in Betracht gezogen werden.

2. Summiert man die Werte aus der Tabelle so erhalt man als Ergebnis 7089695
Impfdosen. Die Aussage des Gesundheitsministeriums von ca. 7 Millionen
gelieferten Impfdosen bis KW 24 kann daher bestéatigt werden.

3. Betrachtet man alle Impfstoffe aufler Janssen, so sind bis zu KW 24 vor-
aussichtlich 6908795 Impfdosen vorhanden. Von diesen Impfstoffen benotigt
jede Person allerdings zwei Dosen. Somit kénnen mit diesen Dosen 3454397
Menschen vollstandig geimpft werden. Dazu kommen nun noch die Impf-
dosen von Janssen. Das ergibt eine vollstdndige Impfung fir ca. 3635297
Personen in Osterreich. Das entspricht ca. 3,6 - 105 bzw. 3,6 Mio. Men-
schen.

Der Prozentsatz p, der voll immunisiert werden kann, kann auf folgende
Weise berechnet werden:

A 3635297
p=—-100% =

Daher miissen noch ca. 54% der impfbaren Bevolkerung auf weitere Dosen
warten.
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6.2 Ungleichungen und Statistik: Die Corona-Schutzimfpung

6.2 Ungleichungen und Statistik: Die Corona-Schutzimfpung

Schulstufe: 6. Klasse AHS

Lehrplanbezug: Beschreibende Statistik; Wahrscheinlichkeit

- Darstellungen und Kennzahlen der beschreibenden Statistik kennen und
damit arbeiten konnen

Lehrplanbezug: Ungleichungen

- Mit Ungleichungen in einer Variablen arbeiten und diese losen kénnen

Grundkompetenzen:
Bezeichnung Beschreibung
AG 1.1 Wissen tiber die Zahlenmengen und -bereiche N, Z, Q,
R, C verstédndig einsetzen kénnen
AG 24 lineare Ungleichungen aufstellen, interpretieren, umfor-

men/losen, Losungen (auch geometrisch) deuten kénnen

Das soll gefordert werden:

- mathematisch argumentieren, beschreiben und begriinden; Sprachkompe-
tenz

- Versténdnis fiir Prozentwerte und grofie Zahlen im Alltag

Aufgabenstellung:

In Zusammenhang mit der Corona-Pandemie ist immer wieder von Durchimp-
fungsrate und Herdenimmunitit zu lesen. Wissenschaftler:innen gingen zuerst
davon aus, dass eine Durchimpfungsrate von ca. 60% ausreicht, damit Herde-
nimmunitat vorliegt. Herdenimmunitit bedeutet, dass der immunisierte Anteil
in der Bevolkerung so grofl ist, dass auch die nicht-immunisierten Personen ge-
schiitzt sind und die Krankheit ausstirbt. Aufgrund neuartiger Mutationen des
Virus gehen Expert:innen mittlerweile (Stand Ende Oktober 2021) jedoch von
einer Durchimfpungsrate von ca. 80% aus. Der ORF gibt am 25.10.2021 an, dass
5 576 204 Personen in Osterreich laut elektronischem Impfpass vollstindig im-
munisiert sind”.

Ynttps://orf.at/corona/daten/impfung, abgerufen am 25.10.2021

Seite 46


https://orf.at/corona/daten/impfung

6.2 Ungleichungen und Statistik: Die Corona-Schutzimfpung

1. Begriinde, ob diese Anzahl an vollstandig immunisierten Personen ausreicht,
um Herdenimmunitat zu erreichen.

2. Interpretiere die Ungleichung

T

8.6 100 > 0,8 (65)

im Kontext von Herdenimmunitit und Durchimpfungsrate. Lose dann die
Ungleichung.

3. Das Gesundheitsministerium Osterreich veroffentlicht folgende Grafiken zum
Thema Corona-Impfung:

7-Tages Inzidenz symptomatischer Fille 18-59 Jahre Stand 17.10.2021; Quelle: AGES

@ nicht geimpft @ geimpft

Abbildung 23: 7-Tages Inzidenz unter geimpften und nicht geimpften Personen in
Osterreich.

Symptomatische Erkankungen Stand 19.10.2021; Quelle: AGES

Nicht geimpft Geimpft

Abbildung 24: Symptomatische Corona-Erkrankungen in Osterreich.

Die Uberschriften zu diesen beiden Grafiken auf der Homepage des Ge-
sundheitsministeriums lauten: ,,Das Risiko, mit Symptomen an Corona zu
erkranken, wird durch die Schutzimpfung erheblich reduziert“ fiir Abbil-
dung 23 sowie ,90% aller symptomatischen Erkrankungen treten in der
Gruppe der ungeimpften Bevolkerung auf“ fiir Abbildung 24.
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6.2 Ungleichungen und Statistik: Die Corona-Schutzimfpung

a) Begriinde, ob du diesen beiden Uberschriften zustimmen wiirdest. Er-
klare die Vorteile einer Corona-Impfung anhand der beiden Grafiken.

b) Gehe auf die Qualitdt der beiden statistischen Darstellungen ein und
erlautere Verbesserungsvorschlage!

Losungserwartung:

1.

3a)

3b)

In Osterreich leben ca. 8,86 Mio. Menschen, davon sind 5 576 204 Personen
immunisiert. Das entspricht einer Durchimpfungsrate von ca. 62,29%. Somit
ist die Herdenimmunitét in Osterreich aktuell noch nicht erreicht.

. Die Variable x in der Ungleichung steht fiir die Anzahl an Personen, die

immunisiert sind. Die Ungleichung beschreibt, welcher Anteil der Gesamt-
bevolkerung mindestens immunisiert sein muss, damit Herdenimmunitat
erreicht wird. Lost man die Ungleichung, so erhélt man x > 7088000. Es
miissen also mindestens knapp 7,1 Mio. Menschen geimpft sein.

Die Abbildung 23 zeigt, dass die 7-Tages Inzidenz der Personen, die Sym-
ptome zeigen, fir Nicht-Geimpfte hoher ist als fiir Geimpfte. Es gibt aber
trotz Impfung Personen, die symptomatisch erkranken. Auf jeden Fall ist
die Uberschrift problematisch, da den 7-Tages-Inzidenzen der geimpften
Personen und der nicht geimpften Personen andere Grundgesamtheiten zu
Grunde liegen. Zur zweiten Uberschrift ist zu sagen, dass der Prozentstrei-
fen keine Prozentangaben beinhaltet. Daher kann nicht abgelesen werden,
ob es sich tatsidchlich um 90% handelt. AuBerdem liegen auch hier fir die
beiden Personengruppen unterschiedliche Grundgesamtheiten vor. Ein Bei-
spiel: Wenn alle geimpft wéiren, dann wére der Anteil der Geimpften unter
allen Personen mit Symptomen gleich 100 Prozent. Woraus man allerdings
nicht schliefen kann, dass die Impfung nicht wirkt.

Bei beiden Darstellungen fehlen die Achsenbeschriftungen, die Skalierun-
gen der Achsen sowie auch die GroBle der Grundgesamtheit. Um die Stati-
stik in Abbildung 23 zu verbessern, miisste man die x-Achse mit ,Zeit (in
Tagen)* und die y-Achse mit Anzahl ,7-Tages Inzidenz“ beschriften, sowie
skalieren. Auch in Abbildung 24 muss die Grundgesamtheit ergénzt werden
und der Prozentstreifen mit Prozentwerten ergénzt werden.
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6.3 Lineare Modelle: Infektionszahlen in Osterreich

6.3 Lineare Modelle: Infektionszahlen in Osterreich

Schulstufe: 5. Klasse AHS

Lehrplanbezug: Gleichungen und Gleichungssysteme

- Lineare Gleichungssysteme in zwei Variablen losen kénnen

- Gleichungssysteme auf inner- und auflermathematische Probleme anwenden
kénnen

Lehrplanbezug: Funktionen

- Abhéngigkeiten, die durch reelle Funktionen in einer Variablen erfassbar
sind, mittels Termen, Tabellen und Graphen beschreiben und iiber den
Modellcharakter von Funktionen reflektieren kénnen.

- Lineare Funktionen beschreiben und untersuchen kénnen.

- Mit Funktionen in anwendungsorientierten Bereichen arbeiten konnen; Funk-
tionen als mathematische Modelle auffassen konnen.

Grundkompetenzen:

Bezeichnung Beschreibung

AG 2.5 lineare Gleichungssysteme in zwei Variablen aufstellen,
interpretieren und umformen/lésen kénnen

FA 1.3 zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen
funktionaler Zusammenhénge wechseln kénnen

FA 1.7 Funktionen als mathematische Modelle verstehen und
damit verstédndig arbeiten konnen

FA 2.1 verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung

(Formel) gegebene lineare Zusammenhénge als lineare
Funktionen erkennen bzw. betrachten kénnen; zwischen
diesen Darstellungsformen wechseln kénnen

FA 2.2 aus Tabellen, Graphen und Gleichungen linearer Funk-
tionen Werte(paare) sowie die Parameter k und d ermit-
teln und im Kontext deuten koénnen

FA 2.5 die Angemessenheit einer Beschreibung mittels linearer
Funktion bewerten kénnen
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6.3 Lineare Modelle: Infektionszahlen in Osterreich

Das soll gefordert werden:

- mathematisch argumentieren, beschreiben und begriinden; Sprachkompe-
tenz

- Umgang mit dem PC: Tabellenkalkulation und Erstellung von Diagrammen

Aufgabenstellung:

Die Erkrankung COVID-19 wird hervorgerufen durch den Erreger SARS-CoV-2
(auch bekannt unter Corona-Virus). Ubertragen wird das Virus hauptséchlich
durch Tropfcheninfektion. Da es im Vergleich zu schon lange bekannten Viren
weniger Erfahrungswerte beziiglich der Ausbreitung dieser Erkrankung gibt, sind
mathematische Modelle und computergestiitzte Simulationen von essenzieller Be-
deutung, um abschatzen zu konnen, wie schnell sich das Virus ausbreiten wird.
Auch in Wiener Forschungsgruppen wird der Verlauf der Virus-Erkrankung auf
Grundlage von mathematischen Berechnungen analysiert. Die Gruppe um Dr.
Niki Popper von der Technischen Universitit Wien arbeitet an entsprechenden
Computer-Simulationen'’. Am 26.02.2020 wurde in Osterreich der erste Fall einer
COVID-19 Infektion bestétigt. Der osterreichische Bildungsminister behauptete
am 11.3. das Folgende: ,Wir sind noch in einem linearen Anstieg der bestétig-
ten Falle* Bearbeite mit Hilfe der in der Abbildung (25) angefiihrten Daten'!
folgende Fragen:

1. Arbeite mit Excel und vervollstandige in der Tabelle die Spalte der Neuin-
fizierten. Stelle die Daten der Infizierten und auch der Neuinfizierten in
einem Liniendiagramm graphisch dar. Beschreibe die Verlaufe der beiden
Graphen und vergleiche sie miteinander!

2. Nimm Bezug auf die Aussage des Bildungsministers! (Bestétige oder wider-
lege sie mit Hilfe der Daten.)

3. Betrachte nun die Daten von Tag 0 bis Tag 18. Wiirdest du die Anzahl der
Infizierten mit einer linearen Funktion modellieren? Begriinde! Beschreibe
auch, was dieser Verlauf im Vergleich zu einer linearen Funktion fiir die
Gesellschaft zu bedeuten hat.

4. Betrachte nun den Zeitraum von Tag 12 bis zum Tag 18 und stelle mit-
hilfe der Datenpunkte dieser beiden Tage eine lineare Funktion auf, die in

Ohttps://www.derstandard.at/story/2000115331525/computermodell-simuliert-
corona-ausbreitung-in-oesterreich, abgerufen am 11.06.2021.

1Quelle der Daten: https://web.archive.org/web/20200101000000%/https://www.
sozialministerium.at/Informationen-zum-Coronavirus/Neuartiges-Coronavirus-
(2019-nCov) .html, abgerufen am 20.03.2022.
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6.3 Lineare Modelle: Infektionszahlen in Osterreich

diesem Zeitraum die Anzahl der Infizierten in Osterreich modelliert. Gib au-
Berdem zwei weitere Zeitraume an, in denen eine Modellierung der Anzahl
der Infizierten mit einer linearen Funktion fir dich sinnvoll erscheint.

Tag ab der Anzahl der Anzahl der
ersten Infektion | Infizierten in AUT | Neuinfizierten in AUT
0 2 0
1 2 0
2 4 2
3 5 1
4 10 5
5 10 0
6 18 8
7 27
8 41
9 47
10 74
11 99
12 112
13 157
14 206
15 302
16 428
17 602
18 300

Abbildung 25: Anzahl der mit COVID-19 infizierten Personen und Neuinfizierten in
Osterreich im Zeitraum von 26.02.2020 bis 14.03.2020.
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6.3 Lineare Modelle: Infektionszahlen in Osterreich

Losungserwartung:

1. Die Tabelle kann z.B. mit Hilfe von Excel vervollstandigt werden:

Tag ab der Anzahl der Anzahl der
ersten Infektion | Infizierten in AUT | Neuinfizierten in AUT

0 2 0

1 2 0

2 4 2

3 5 1

4 10 5

5 10 0

6 18 8

7 27 9

8 41 14
9 47 6
10 74 27
11 99 25
12 112 13
13 157 45
14 206 49
15 302 926
16 428 126
17 602 174
18 800 198

AuBlerdem konnen die beiden Verldufe mit Hilfe von Excel in Form eines
Liniendiagramms grafisch dargestellt werden:

Corona-Zahlen in AUT (26.02.2020-14.03.2020)
900
800
700
600
500

400

Anzahl

300

200

100

20

Zeit t (in Tagen)

Anzahl der Infizierten in AUT =~ ====- Anzahl der Neuinfizierten in AUT

Die Anzahl der Infizierten nimmt zu. Diese Zunahme verlauft wahrend der
ersten Tage sehr langsam. Gegen Ende hin steigt die Anzahl der Infizierten
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6.3 Lineare Modelle: Infektionszahlen in Osterreich

immer steiler an. Die Anzahl der Neuinfizierten verlduft zu Beginn anné-
hernd konstant und steigt erst ca. ab dem 12. Tag leicht an.

. Der Bildungsminister behauptete am 11.03.2020, dass wir uns noch in einem
linearen Anstieg der bestéitigten Fille befinden. Der 11.03.2020 entspricht
dem Tag 15 in der obigen Darstellung. Der Verlauf der Kurve sieht allerdings
nicht mehr aus wie der Graph einer linearen Funktion. In dem Fall ware der
Graph nédmlich eine Gerade. Bei einer linearen Zunahme wiirde die Anzahl
der Infizierten téglich um denselben Wert steigen. Das ist hier nicht mehr
der Fall. Daher ist der Aussage des Bildungsministers nicht zuzustimmen.

. Betrachtet man die Daten von Tag 0 bis Tag 18, so kann man die Anzahl der
Infizierten in diesem Zeitraum nicht mit einer linearen Funktion modellie-
ren, da die Anzahl der Infizierten immer mehr zunimmt. Bei einer linearen
Zunahme wiirde die Anzahl der Infizierten jeden Tag um den gleichen Wert
ansteigen. Daher wiirde ich diese Daten nicht mit einer linearen Funktion
modellieren. Fiir die Gesellschaft bedeutet dieser Verlauf, dass immer mehr
und mehr Menschen erkranken werden, bis die Krankenh&user im schlimm-
sten Fall irgendwann iiberlastet sind. Je nachdem, wie schnell die Zahlen
steigen, konnte das auch sehr schnell gehen.

. Eine lineare Funktion f mit f(z) = kx + d fir den dritten Zeitraum
kann mithilfe von zwei Datenpunkten aufgestellt werden: f(12) = 112 und
f(18) = 800. Mit diesen Informationen erhdlt man ein Gleichungssystem
mit zwei unbekannten:

I: k-124+d=112
IT: k-18+d =800

Dieses Gleichungssystem kann z.B. mittels Additionsverfahren gelost wer-
den. Multipliziert man die zweite Gleichung mit (-1) und addiert sie zur
ersten, erhédlt man folgendes:

—6k = —688

k= 344

3

Setzt man den Wert fiir k£ beispielsweise in Gleichung I ein, so erhélt man
fiir den y-Achsenabschnitt d folgenden Wert:

d = —1264
Den Zeitraum von Tag 12 bis Tag 18 konnte man daher ndherungsweise mit
der linearen Funktion f mit f(z) = %2 — 1264 modellieren. Man konnte

zum Beispiel auch die Daten von Tag 0 bis Tag 5 und von Tag 6 bis Tag
11 mithilfe einer linearen Funktion modellieren.
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6.4 Exponentielle Modelle: Anzahl der Neuinfektionen in Osterreich und den
USA

6.4 Exponentielle Modelle: Anzahl der Neuinfektionen in
Osterreich und den USA

Schulstufe: 6. Klasse AHS
Lehrplanbezug: Reelle Funktionen

- Exponentialfunktionen (f(x) = a - b*) definieren und darstellen kénnen;
typische Formen ihrer Graphen skizzieren konnen; charakteristische Eigen-
schaften angeben und im Kontext deuten kénnen.

- Insbesondere Exponentialfunktionen, in aufflermathematischen Situationen
anwenden konnen; Funktionen als Modelle auffassen, Modelle vergleichen
und Grenzen von Modellbildungen reflektieren kénnen.

Grundkompetenzen:
Bezeichnung Beschreibung
FA 5.3 Die Wirkung der Parameter a und b (bzw. e**) kennen

und die Parameter in unterschiedlichen Kontexten deu-
ten konnen.

FA 5.6 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels Expo-
nentialfunktion bewerten konnen.
FA 2.5 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels linearer

Funktion bewerten koénnen.

Das soll gefordert werden:

- Gesundheitsdaten in einen mathematischen Kontext setzen.

- Die Auswirkungen politischer MaBlnahmen mathematisch begriinden.

Aufgabenstellung:

Gerade der Beginn einer Epidemie lasst sich meist gut durch ein exponentielles
Modell abbilden. In der folgenden Abbildung sind die Ausbriiche der Corona-
Epidemie in Osterreich sowie den USA zu sehen. Die Anzahlen der Neuinfek-
tionen (blau) wurden in beiden Féllen durch eine Exponentialfunktion f mit
f(t) = Np - exp(A - t) angendhert.

Fiir die Daten aus den USA gilt: fi(x) = 0,0227 - exp(0, 2117 - t).

Fiir die Daten aus Osterreich gilt: fo(x) = 0,1217 - exp(0, 1411 - ¢).
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6.4 Exponentielle Modelle: Anzahl der Neuinfektionen in Osterreich und den
USA
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6.4 Exponentielle Modelle: Anzahl der Neuinfektionen in Osterreich und den
USA

1. Berechne fiir beide Linder den Anderungsfaktor a und interpretiere diese
Werte im Kontext.

2. Berechne mithilfe der Funktionsgleichungen die Zahl der Neuinfektionen
am hundertsten Tag nach dem Ausbruch der Epidemie und vergleiche die
Werte der beiden Lander miteinander. Erlautere anhand deiner Ergebnisse
auch die Sinnhaftigkeit dieser mathematischen Modellierung!

3. Berechne fiir beide Lander die Verdopplungszeit .

4. Um die Epidemie in den Griff zu bekommen, wurden in Osterreich Ma8-
nahmen zur Einddmmung des Infektionsgeschehens (z.B. social distancing,
Lockdowns usw.) gesetzt. Erlautere den Einfluss dieser Mainahmen auf die
beiden Parameter Ny und A bzw. a des exponentiellen Modells. Recherchie-
re, ob auch die USA politische MaBnahmen zur Einddimmung der Epidemie
gesetzt haben.

Losungserwartung:

1. Es gilt der Zusammenhang a = e”.

Daher gilt fiir die USA a = %217 ~ 1,2358. Die Zahl der Neuinfektionen
steigt daher in den USA in den ersten 64 Tagen um ca. 23,58% pro Tag.
Fiir Osterreich gilt a = €% ~ 1,1515. In Osterreich steigt daher die Zahl
der Neuinfektionen in den ersten 64 Tagen um ca. 15,15% pro Tag.

2. Fir die USA gilt: f(100) = 0,0227 - exp(0,2117 - 100) = 35484610.
Fiir Osterreich gilt: f(100) = 0, 1217 - exp(0, 1411 - 100) ~ 163375.
In den USA gibt es am Tag 100 nach Ausbruch der Epidemie laut dem
exponentiellen Modell schon ca. 217-mal mehr Neuinfektionen als in Oster-
reich. Hervorzuheben ist, dass diese Zahlen fiir beide Lander unrealistisch
erscheinen und zeigen, dass hier das exponentielle Modell keine geeignete
Néherung mehr darstellt.

3. Die Verdopplungszeit wird wie folgt berechnet:

2-Ny=Ny-e” (66)
2 =eT (67)
In(2) = A-7-1In(e) (68)
In(2)
= — 69
S (69)
Daher gilt fiir die Verdopplungszeit in den USA:

)

T = 02117 3,27 (70)
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6.4 Exponentielle Modelle: Anzahl der Neuinfektionen in Osterreich und den

USA
Und fiir die Verdopplungszeit in Osterreich:
In(2)
= ~ 4,91 1
T= 0 o (1)

Die Verdopplungszeit in den USA betragt im betrachteten Zeitraum ca.
3,27 Tage und in Osterreich 4,91 Tage.

4. Mafinahmen wie etwa social distancing, Lockdowns, Schulschliefungen usw.
beeinflussen den Parameter \ bzw. a des exponentiellen Modells. Der Wert
dieses Parameters wird dadurch kleiner. Der Startwert Ny kann damit je-
doch nicht beeinflusst werden. Auch in den USA gab es in allen Bundesstaa-
ten Schulschliefungen, jedoch gab es keinen landesweiten Lockdown. Hier
wurden die Entscheidungen von den einzelnen Staaten separat getroffen.
Das hatte auch zur Folge, dass es einige wenige Staaten gibt, in denen Bars
und Lokale weiterhin ge6ffnet blieben.
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6.5 Exponentielle Modelle: Infektionszahlen in Deutschland

6.5 Exponentielle Modelle: Infektionszahlen in Deutsch-
land

Schulstufe: 6. Klasse AHS
Lehrplanbezug: Reelle Funktionen

- Exponentialfunktionen (f(x) = a - b*) definieren und darstellen konnen;
typische Formen ihrer Graphen skizzieren konnen; charakteristische Eigen-
schaften angeben und im Kontext deuten kénnen.

- Insbesondere Exponentialfunktionen in auflermathematischen Situationen
anwenden konnen; Funktionen als Modelle auffassen, Modelle vergleichen
und Grenzen von Modellbildungen reflektieren konnen.

Grundkompetenzen:
Bezeichnung Beschreibung
FA 5.3 Die Wirkung der Parameter a und b (bzw. ) kennen

und die Parameter in unterschiedlichen Kontexten deu-
ten konnen.

FA 5.6 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels Expo-
nentialfunktion bewerten kénnen.
FA 2.5 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels linearer

Funktion bewerten koénnen.
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6.5 Exponentielle Modelle: Infektionszahlen in Deutschland

Aufgabenstellung:
Gerade der Beginn einer Epidemie kann haufig durch exponentielle Modelle ange-
nahert werden — das gilt auch fiir den Beginn der Corona-Pandemie in Deutsch-
land im Jahr 2020. In der folgenden Tabelle sind die Anzahlen der Neuinfek-
tionen in Deutschland zu Beginn der Corona-Pandemie (Tag 1 entspricht dem
26.02.2020) gelistet!'?:

Tag Anzahl der Neuinfektionen
1 3
2 7
3 21
4 42
5 23
6 35
7 37
8 63
9 143
10 174
11 160
12 140
13 111
14 307
15 517
16 685
17 916
18 1317
19 1187
20 961
21 2054

Abbildung 26: Anzahl der Neuinfektionen pro Tag in Deutschland ab dem 26.02.2020.

1. Ubertrage die Daten in GeoGebra und erstelle eine Liste von Punkten.
Nutze dann den Befehl TrendEzp2, um eine exponentielle Trendlinie zu
erhalten, die die Daten bestmoglich mit einer Funktion der Form N (t) =
Ny - a' anndhert. Lies die beiden Parameter N, und den Anderungsfaktor a
ab und interpretiere die Werte im Kontext.

2. Berechne mithilfe der erhaltenen exponentiellen Funktion die Anzahl der
Neuinfektionen am 01.04.2020. Vergleiche den Wert des Modells mit dem
tatsachlichen Datenpunkt und gib an, ob dieser Zeitraum sinnvoll durch ein
exponentielles Modell angenahert werden kann.

12Quelle der Daten:
https://interaktiv.morgenpost.de/corona-virus-karte-infektionen-deutschland-
weltweit/, abgerufen am 20.03.2022.
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6.5 Exponentielle Modelle: Infektionszahlen in Deutschland

Losungserwartung:

1. Die geloste Aufgabe in GeoGebra sieht wie folgt aus:

¥ Grafik = [X|| v Tabelle
Mv A~ |F K Wil ~| A F kBEE=~E~
Neuinfektionen pro Tag A ‘ B
2200 1 Tag Anzahl der Neuinfektionen
;\'(.’I,‘) =6.09-1.33" 2 1 3
2000 ° i 2 7
4 3 21
1800 Z 4 42
6 5 23
| 7 | 6 35
e 8 | 7 37
| o | 8 63
10 10 | 9 143
11 | 10 174
1200 12 | 11 160
13 | 12 140
100 14| 13 111
15 | 14 307
800 16 | 15 517
|17 | 16 685
800 18 | 17 916
19 | 18 1317
am | 20 | 19 1187
[ 21| 20 961
200 | 22 | 21 2054
Zeit t (in Tagen) | o4
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 g

Das exponentielle Modell liefert die Parameter Ny ~ 6,098 und a = 1, 33.
Das bedeutet, dass sich am 26.02.2022 in Deutschland ca. 6 Personen neu
infiziert haben und die Anzahl der Neuinfektionen in dem betrachteten
Zeitraum um ca. 33% pro Tag zunimmt.

2. Der 31.03.2020 entspricht dem Tag 35.
Daher gilt: f(35) = 6,09-1,33% ~ 131651. Laut dem exponentiellen Modell
gabe es demnach am 31.03.2020 in Deutschland 131 651 Neuinfektionen.
Der tatsédchliche Wert der Neuinfektionen am 31.03.2020 in Deutschland lag
jedoch bei 3802. Somit ist das exponentielle Modell keine gute Naherung
fiir den gesamten Bereich bis hin zum 31.03.2020.

Seite 60



6.6 Logistisches Wachstum: Coronazahlen in Deutschland

6.6 Logistisches Wachstum: Coronazahlen in Deutschland

Schulstufe: 6. Klasse AHS

Lehrplanbezug: Ungleichungen; Reelle Funktionen

- Mit Ungleichungen in einer Variablen arbeiten und diese 16sen kénnen

- Reelle Funktionen in auflermathematischen Situationen anwenden konnen;
Funktionen als Modelle auffassen, Modelle vergleichen und Grenzen von
Modellbildungen reflektieren kénnen

Grundkompetenzen:
Bezeichnung Beschreibung
AG 24 lineare Ungleichungen aufstellen, interpretieren, umfor-
men/l6sen, Losungen deuten kénnen
FA 1.7 Funktionen als mathematische Modelle verstehen und

damit verstédndig arbeiten konnen

Das soll gefordert werden:

- mit tabellarischen Daten umgehen kénnen

- Grenzen der Modellbildung reflektieren kénnen

Aufgabenstellung:
Die folgende Tabelle zeigt die Anzahl der mit Corona infizierten Personen in
Deutschland ab dem 10. Marz 2020 :

t | 0 1 2 3 4 5 6

N(t) ‘ 1140 1300 1570 2370 3060 3800 4840

Die Anzahl der Infizierten kann auch mithilfe der folgenden logistischen Wachs-
tumsfunktion modelliert werden: N(t) = % , wobei N die Anzahl der

Infizierten beschreibt und ¢ die Zeit ab dem 10. Mérz 2020 in Tagen [38].

1. Vergleiche grafisch die obigen Datenpunkte mit den Werten der Modell-
funktion fiir ein logistisches Wachstum!
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6.6 Logistisches Wachstum: Coronazahlen in Deutschland

2. Berechne die Anzahl der Infizierten fur den Zeitraum vom 17. bis zum 21.
Marz 2020 in Deutschland mithilfe der Modellfunktion.

3. Berechne jenen Zeitpunkt, ab dem sich mehr als 25000 Personen infiziert
haben werden.

4. Erlautere, warum sich langerfristig eine logistische Wachstumsfunktion bes-
ser fir die Modellierung der Anzahl der Infizierten eignet, als eine exponen-
tielle Wachstumsfunktion!

Losungserwartung:

1. Abbildung 27 zeigt den Verlauf der logistischen Modellfunktion sowie die
Datenpunkte fiir die ersten 6 Tage. Ein grafischer Vergleich zeigt, dass die
Datenpunkte in diesem Zeitraum gut mit den Werten der Modellfunktion
iibereinstimmen.

Anzahl der Infizierten
50000
45000
40000
35000
30000
25000
20000
15000

10000
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N
— Zeit t (in Tagen)
0 5 10 15 20 2 30 35 40

Abbildung 27: Logistische Wachstumsfunktion NV sowie die tatsdchliche Anzahl der mit
Corona infizierten Personen in Deutschland fiir die ersten 6 Tage ab dem
10. Méarz 2020.
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2. Mithilfe der logistischen Modellfunktion erhilt man fiir den Zeitraum vom
17. bis zum 21. Mérz 2020 folgende Werte fiir die Anzahl der Corona-
Infizierten in Deutschland:

Datum | 17.03. 18.03. 19.03. 20.03. 21.03
Anzahl der Infizierten | 5900 7360 9060 11050 13330

3. Um den Zeitpunkt zu berechnen, ab dem sich mehr als 25000 Personen mit
Corona infiziert haben werden, muss folgende Ungleichung gelost werden:

N (t) > 25000
48600
1+ 41,4 - e~0.25t
48600 > 25000 - (1 + 41,4 - e~*)
1,92 > 1+41,4-¢ %%

0,92 > 41,4 - %%

0,92 —0,25¢
a4~ €

In (@) > —0, 25¢

41,4

In (%)
—0,25 <t
t > 15,2266... =~ 16

> 25000

16 Tage nach dem 10. Mérz werden sich mehr als 25000 Personen mit Co-
rona infiziert haben. Das entspricht dem Datum des 26. Marz 2020.

4. Bei einer Modellierung durch ein exponentielles Wachstum wiirde im Rah-
men dieses Modells die Anzahl der Infizierten beliebig hoch steigen. In der
Realitét ist das jedoch keineswegs der Fall, da die Anzahl der Personen, die
sich potenziell infizieren kénnen, begrenzt ist. Da das logistische Wachs-
tum ein begrenztes Wachstum darstellt, eignet sich dieses besser fiir die
Modellierung dieser Situation.
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6.7 Anderungsmafe: Corona-Neuinfektionen in Osterreich
Schulstufe: 6. Klasse AHS

Lehrplanbezug: Reelle Funktionen:

- Anderungen von Gréflen durch Anderungsmafle beschreiben konnen (abso-
lute und relative Anderung, mittlere Anderungsrate, Anderungsfaktor).

Grundkompetenzen:
Bezeichnung Beschreibung
AN 1.1 absolute und relative (prozentuelle) Anderungsmafle un-
terscheiden und angemessen verwenden kénnen
FA 14 aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Funktionen
Werte(paare) ermitteln und im Kontext deuten kénnen
FA 1.7 Funktionen als mathematische Modelle verstehen und

damit verstédndig arbeiten konnen

Das soll gefordert werden:

- Mathematisch argumentieren und begriinden.

- Ergebnisse in einen Kontext setzen und interpretieren konnen.

Aufgabenstellung:

Im Oktober 2021 stiegen die Zahlen der Corona-Neuinfektionen abermals an. Die
folgende Tabelle zeigt einen Ausschnitt der neuen Coronafille fiir Osterreich im
Oktober 2021:

Datum Anzahl der Corona-Neuinfektionen
12.10.2021 1309
14.10.2021 2169
16.10.2021 2397
19.10.2021 2590
20.10.2021 3727
23.10.2021 3756
26.10.2021 3369

1. Berechne die mittlere Anderungsrate in der Zeit von (1) 12.-14.10.2021, (2)
19.-20.10.2021 und (3) 23.-26.10.2021. Interpretiere diese Werte jeweils im
Kontext und vergleiche sie miteinander.
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2. Argumentiere mithilfe der Differenzenquotienten aus 1., ob es sinnvoll wére,
diesen Datenbereich mit einer linearen Funktion zu modellieren.

Losungserwartung:

1. Die mittlere Anderungsrate wird mithilfe folgender Formel berechnet:

1)~ fia)
Somit erhélt man fir (1) {O=1() = 2169-1309 — 430 fijy (2) 372122590 — 1137

und fiir (3) 29923756 — —129. Die Zahl der Corona-Neuinfektionen stieg da-
her von 12.-14.10.2021 durchschnittlich um 430 neue Falle pro Tag an und
von 19.10. auf 20.10. um durchschnittlich 1137 an. Von 23.10.-26.10.2021
nahm die Zahl der Neuinfektionen um durchschnittlich 129 Falle pro Tag ab.
Die mittlere Anderungsrate weist in diesem kurzen Zeitraum von ca. zwei
Wochen grofie Schwankungen auf. Sie ist daher kein geeignetes Anderungs-

mafl zur Beschreibung der Entwicklung der Anzahl der Neuinfektionen.

2. Aufgrund der grofen Schwankungen der mittleren Anderungsrate in 1. ist
es nicht sinnvoll, diesen Datenbereich mit einer linearen Funktion zu model-
lieren. Die Modellierung mit einer linearen Funktion ist dann sinnvoll, wenn
die mittlere Anderungsrate in etwa konstant ist, weil diese der Steigung der
linearen Funktion entspricht.
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6.8 Statistiken und Umfragen: Impfbereitschaft in Oster-
reich und Deutschland

Schulstufe: 6. Klasse AHS
Lehrplanbezug: Beschreibende Statistik:

- Darstellungen und Kennzahlen der beschreibenden Statistik kennen und
damit arbeiten konnen

- Bestimmung eines relativen Anteils

Grundkompetenzen:

Bezeichnung Beschreibung

WS 1.1 Werte aus tabellarischen und elementaren grafischen
Darstellungen ablesen (bzw. zusammengesetzte Werte
ermitteln, d. h. aus den Grafiken ablesbare Daten zur
Berechnung weiterer Kennzahlen verwenden koénnen)
und im jeweiligen Kontext angemessen interpretieren
konnen

Das soll gefordert werden:

- Interpretieren und Vergleichen von Statistiken.

- Reflektierter Umgang mit Informationen aus den Medien.

Aufgabenstellung:
Betrachte die beiden Statistiken zum Thema Coronavirus-Impfung und bearbeite
die nachfolgenden Aufgabenstellungen:

Mehrheit méchte sich gegen .
Coronavirus impfen lassen Impfbereitschaft der Osterreicher

Anteil der Befragten, die bereit sind, sich gegen Wirden Sie sich mit einem Impfstoff gegen das
das Coronavirus (COVID-19) impfen zu lassen boronavirus impfen lassen?* P 9eg

Auf keinen Fall 19% Auf jeden Fall 21 %
226]
auf jeden Fall

Eher nein 27 % Eher ja 33 %

auf gar keinen Fall

wahrscheinlich
nicht

wahrscheinlich

Umfrage September/Oktober 2020, 545 Befragte

Basis: 1.004 Befragte (ab 18 Jahren) in Deutschland; 09. bis 10. November 2020
Quelle: ARD-DeutschlandTREND Grafik: © APA, Quelle: Wiener Stadtische Am
@®6 statista %

Seite 66



6.8 Statistiken und Umfragen: Impfbereitschaft in Osterreich und Deutschland

1. Berechne, wie viele Personen unter allen Befragten in Osterreich sowie auch
in Deutschland angeben, dass sie sich gegen das Coronavirus impfen lassen
werden. Erklare auch, warum es sinnvoll ist die Ergebnisse der beiden Um-
fragen in relativen und nicht in absoluten Héaufigkeiten anzugeben.

2. Nimm an, dass die Umfrageergebnisse der Stichprobe das Meinungsbild der
Grundgesamtheit aller Osterreicher:innen widerspiegeln. Wie viele Personen
in ganz Osterreich wiirden sich demnach dann auf keinen Fall impfen lassen?

3. Beim Vergleichen und Interpretieren von Umfrageergebnissen ist immer
Vorsicht geboten. Gib an, welche Informationen zur Durchfithrung der bei-
den Umfragen bekannt sind und beschreibe auch, welche Informationen
noch offen sind bzw. nicht angegeben sind. Begriinde, warum es wichtig ist,
diese Aspekte zu beachten.

Losungserwartung:

1. In Deutschland geben 1004 - 0,37 ~ 371 der befragten Personen an, sich
auf jeden Fall impfen zu lassen. Unter allen Befragten in Osterreich geben
545 - 0,21 ~ 114 Personen an, sich auf jeden Fall impfen zu lassen. Eine
Angabe der relativen Héufigkeiten ist hier sinnvoller, da man die relativen
Hiufigkeiten direkt miteinander vergleichen kann: In Osterreich wiirden sich
21% und in Deutschland 37% der Befragten auf jeden Fall impfen lassen.
Die Impfbereitschaft in Deutschland ist somit hoher. Der Vergleich der ab-
soluten Haufigkeiten wére nur sinnvoll, wenn auch der Stichprobenumfang
angegeben wird.

2. Wenn man annimmt, dass die Umfrageergebnisse tatsachlich das Meinungs-
bild aller Osterreicher:innen widerspiegeln, und dass in Osterreich derzeit
ca. 8,917 Mio. Menschen leben, so wiirden sich 8,917-10°-0,19 ~ 1,6 Mio.
Menschen nicht impfen lassen.

3. In Osterreich wurden 545 Personen im September/Oktober 2020 befragt.
Es gibt keine Informationen zum Alter der Befragten, zur Geschlechterver-
teilung oder zum Durchfiihrungsort der Umfrage. In Deutschland wurden
1004 Personen ab 18 Jahren befragt. Auch hier gibt es keine Informatio-
nen zur Geschlechterverteilung oder zum Durchfithrungsort der Umfrage.
Fiir einen Vergleich und auch eine Interpretation der Umfrageergebnisse ist
es wichtig, solche Informationen zu beachten. Eine Umfrage in ldndlichen
Gebieten kann ganz anders ausfallen als in stadtischen Gebieten, ebenso
konnen die Ergebnisse sehr von der Altersverteilung der Befragten abhan-
gen. Um eine Stichprobe zu erhalten, die reprisentativ fiir ganz Osterreich
steht, ist es wichtig, alle Teile der Bevolkerung widerzuspiegeln.
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6.9 Bedingte Wahrscheinlichkeiten: SARS-CoV-2 Antigen
Schnelltest

Schulstufe: 6. Klasse AHS
Lehrplanbezug: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Grundbegriffe:
- Den Begriff bedingte Wahrscheinlichkeit kennen und verstandig einsetzen.

Grundkompetenzen:

Bezeichnung Beschreibung

WS 2.2 Relative Haufigkeit als Schatzwert von Wahrscheinlich-
keit verwenden und anwenden koénnen

Das soll gefordert werden:

- Arbeiten mit tabellarischen Darstellungen

Aufgabenstellung:

In Osterreich sind SARS-CoV-2 Antigen (Ag) Schnelltests von mehreren Firmen
am Markt erhaltlich. Die Firma VivaChek Biotech gibt im Beipackzettel zum
Viva-Diag™ SARS-CoV-2 Antigen Schnelltest unter Anderem folgende Infor-

mation:

Insgesamt 533 Proben wurden mit dem VivaDiag™ SARS-CoV-2 Ag Schnelltest getestet. Diese
Proben bestanden aus Nasopharynxabstrichen von symptomatischen Patienten. Die Leistung des
VivaDiag™ SARS-CoV-2 Ag Schnelltests wurde mit einem kommerziellen molekularen Assay
verglichen.

Tabelle: Zusammenfassung der Sensitivitat/Spezifitat des VivaDiag ™ SARS-CoV-2 Ag Schnelltest
im Vergleich zur PCR.

VivaDiag™ PCR
Pro SARS-CoV-2
Ag Schnelltest positiv negativ Gesamt
positiv 99 0 99
negativ 3 431 434
Gesamt 102 431 533

Abbildung 28: Ausschnitt aus dem Beipackzettel des Viva-Diag™ SARS-CoV-2 Anti-
gen (Ag) Schnelltest der Firma VivaChek Biotech.

Des Weiteren wird im Beipackzettel behauptet, dass der Viva-Diag™ SARS-
CoV-2 Antigen (Ag) Schnelltest eine klinische Sensitivitét von 97,06% sowie eine
klinische Spezifitat von 100% aufweist.
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(Anmerkung: Bei einem medizinischen Test bezeichnet die Sensitivitat die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass eine infizierte Person durch den durchgefiihrten Test
auch tatsichlich als infiziert erkannt wird. Die Spezifitdt bezeichnet die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass eine gesunde Person auch tatsachlich als gesund erkannt
wird.)

1. Bestatige oder widerlege die oben genannten Behauptungen!

2. Angenommen, du machst einen Schnelltest der Firma VivaChek Biotech

und er fallt negativ aus. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass du
dennoch mit dem Corona-Virus infiziert bist?

. Wie grof ist laut obiger Tabelle die Wahrscheinlichkeit fiir ein falsch-positives
Schnelltest-Ergebnis?

. Fasse nochmals in eigenen Worten zusammen, was man aufgrund der Infor-
mation aus dem Beipackzettel iiber die entnommene Stichprobe weifl. Gibt
es Informationen, die ebenfalls relevant waren, aber nicht genannt werden?
Argumentiere anschliefend, wie man noch genauere Schétzwerte fir die
jeweiligen Wahrscheinlichkeiten erhalten konnte!

Losungserwartung:

1. Aus der Tabelle ist zu entnehmen, dass der Viva-Diag™ SARS-CoV-2 An-

tigen (Ag) Schnelltest in 99 von insgesamt 102 positiven Féllen ein ein
ebenfalls positives Ergebnis liefert. Daher gilt:

P(Schnelltest positiv|PCR positiv) = 19092 =0,970588... ~ 97,06% (72)

Analog kann entnommen werden, dass der Viva-Diag™ SARS-CoV-2 Anti-
gen (Ag) Schnelltest in 431 von insgesamt 431 negativen Fallen ein ebenfalls
negatives Ergebnis liefert. Daher gilt:

431
P(Schnelltest negativ|PCR negativ) = yeTi 1 = 100% (73)

Die Behauptungen aus dem Beipackzettel konnen daher bestatigt werden:
Der Viva-Diag™ SARS-CoV-2 Antigen (Ag) Schnelltest weist eine klinische
Sensitivitat von 97,06% sowie eine klinische Spezifitit von 100% auf.

. Unter insgesamt 102 positiven Fallen zeigte der Schnelltest in 3 Fallen ein
negatives Ergebnis an. Daher ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein negati-
ves Schnelltest-Ergebnis zu erhalten, aber dennoch mit dem Corona-Virus
infiziert zu sein:

3
P(Schnelltest negativ|PCR postiv) = 103 = 0,02941... ~ 2,94% (74)
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3. Laut Tabelle lieferte der Schnelltest in Null von 431 PCR-negativen Fallen
ein positives Ergebnis. Daher gilt:

0
P(Schnelltest postiv|PCR negativ) = Bl 0 = 0% (75)

4. Es wurden Proben von 533 symptomatischen Patient:innen entnommen.
Diese Patient:innen wurden sowohl einem Viva-Diag™ SARS-CoV-2 Anti-
gen (Ag) Schnelltest als auch einem PCR-Test unterzogen. Genauere Infor-
mationen zum PCR-Test fehlen (Sensitivitdt und Spezifitdt). Um genauere
Werte zu erhalten, konnte man den Stichprobenumfang deutlich vergroern.
Auflerdem waren unter 533 Personen nur 102 positive Patient:innen. Inter-
essant wére es, vor allem diesen Anteil zu vergroBlern. Des Weiteren fehlt
auch die genaue Definition des Begriffs symptomatisch: inwiefern waren die
Patient:innen symptomatisch und welche Symptome hatten sie? Waren die
auftretenden Symptome iiber die gesamte Stichprobe hinweg vergleichbar?
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6.10 Baumdiagramme und bedingte Wahrscheinlichkeiten:
SARS-CoV-2 Antigen Schnelltest

Schulstufe: 6. Klasse AHS
Lehrplanbezug: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Grundbegriffe:

- Den Begriff bedingte Wahrscheinlichkeit kennen und verstdndig einsetzen.

- Additionsregel und Multiplikationsregel fiir Wahrscheinlichkeiten anwenden
und interpretieren

- Situationen mit Hilfe von Baumdiagrammen darstellen und diese Darstel-
lungen interpretieren

Grundkompetenzen:
Bezeichnung Beschreibung
WS 2.2 Relative Haufigkeit als Schéatzwert von Wahrscheinlich-
keit verwenden und anwenden kénnen
WS 2.3 Additionsregel und Multiplikationsregel anwenden und

interpretieren konnen

Das soll gefordert werden:

- Mathematisch argumentieren, beschreiben und begriinden

- Komplexe Zusammenhéange erkennen und den Einfluss einzelner Parameter
einschatzen konnen

Aufgabenstellung:

,Probleme mit der Statistik bei positiven Schnelltests® lautet eine Schlagzeile
des Norddeutschen Rundfunks (NDR) am 24.04.2021. Denn laut dem Hambur-
ger Senat,, lag die Rate der falsch positiven Schnelltest-FErgebnisse” in den Wo-
chen vom 22. Mérz bis zum 11. April bei 31,5%." Worum geht es hierbei? Die
Antigen-Schnelltest-Ergebnisse miissen im Hinblick auf das gesamte Infektionsge-
schehen betrachtet werden. Die Aussagekraft der Testergebnisse hingt nicht nur
von Sperzifitat und Sensitivitat des Tests ab, sondern auch vom Infektionsgesche-
hen, d.h. vom Anteil der Infizierten unter allen Getesteten. Die Abbildung 29 soll
den Einfluss der tatséchlich infizierten Personen auf die Testergebnisse zeigen.

Bhttps://www.ndr.de/nachrichten/hamburg/coronavirus/Probleme-mit-der-
Statistik-bei-positiven-Schnelltests,schnelltests166.html, abgerufen am
25.06.2021.
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Antigen Schnelltest

1. Erginze die fehlenden Werte in den weilen Késtchen der Grafik!

2. Zufallig horst du eine Gruppe von Eltern vor dem Schulgebdude disku-
tieren: ,Ich halte nicht viel von diesen Schultests, immerhin sind sowieso
immer so viele Tests falsch-positiv!“, meint einer der Viter. Vergleiche die
beiden Baumdiagramme und tiberlege, wodurch eine hohe falsch-positiv Ra-
te hervorgerufen wird. Was koénntest du im Falle einer solchen Diskussion

antworten?

5 von 10.000 Getesteten
sind tatsachlich infiziert

Antigen-Schnelltest 1

10.000
MENSCHEN
INFIZIERT NCHT INFIZIERT
negativer Test

Richtig Positiv  Falsch Negativ  Falsch Positiv  Richtig Negativ

Ich habe ein positives
Testergebnis: wie wahrscheinlich
bin ich akut infiziert?

Ich habe ein negatives
Testergebnis: wie wahrscheinlich
bin ich doch akut infiziert?

1.000 von 10.000 Getesteten
sind tatsachlich infiziert

Antigen-Schnelltest L

10.000

MENSCHEN

A

NICHT INFIZIERT

@

Richtig Positiv

Annahmen:
Sensitivitit: 80%
Spezifitit: 8%

INFIZIERT

Falsch Negativ  Falsch Positiv  Richtig Negativ

Ich habe ein positives
Testergebnis: wie wahrscheinlich
bin ich akut infizi

negatives
Testergebnis: wie wahrscheinlich
bin ich doch akut infiziert?

Quelle: Robert Koch-Institut

Abbildung 29: Einfluss der tatséchlich infizierten Personen auf die Testergebnisse der

Antigen-Schnelltests.
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Antigen Schnelltest

Losungserwartung:

1. Die Grafik wird wie folgt erganzt:

5 von 10.000 Getesteten
sind tatsachlich infiziert

*

Antigen-Schnelltest i!‘i“

10.000

MENSCHEN

75 B

INFIZIERT 'NICHT INFIZIERT

5 9.995
e
negativer Test JR positiver Test R negativer Test
1 200 9.795

Falsch Negativ  Falsch Positiv ~ Richtig Negativ

Annahmen:
Sensitivitit: 80%
Spezifitit: 8%

Richtig Positiv

n positives
e wahrscheinlich
akut infizi

Z8~0,01%

Testergebnis: wie wahrs:
bin ich doch akut infiziert?

1.000 von 10.000 Getesteten
sind tatsachlich infiziert

”“‘

Antigen-Schnelltest NL

10.000

MENSCHEN

A TN

INFIZIERT NICHT INFIZIERT

1.000 9.000

d
negativer Test J positiver Test JI negativer Test
200 180 8.820

Falsch Negativ Falsch Positiv  Richtig Negativ

Richtig Positiv

Ich habe ein positives
Testergebnis: wie wahrscheinlich

bin ich akut infiziert?

negatit
Testergebnis: wie wahrscheinlich [ 2'2%
bin ich doch akut infiziert?

Quelle: Robert Koch-Institut

2. Wie viele Tests falsch-positiv sind, hangt stark vom Infektionsgeschehen ab.
Man erkennt anhand der beiden Baumdiagramme, dass in beiden Darstel-
lungen jeweils 10000 Personen getestet wurden, im linken Baumdiagramm
allerdings 200 falsch-positive Tests auftreten und im rechten Baumdia-
gramm 180 wohingegen jedoch auch 800 Ergebnisse richtig-positiv sind.
Anders gesagt: Im linken Diagramm sind 200 von insgesamt 204 positiven
Tests falsch. Im rechten Diagramm sind jedoch nur 180 von insgesamt 980
positiven Tests falsch. Die falsch-positiv Rate hédngt somit auch davon ab,
wie grofl der Anteil der tatsédchlich Infizierten unter den Getesteten ist.
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6.11 Differentialgleichungen: Der Beginn einer Epidemie
im SIR-Modell

Schulstufe: 8. Klasse AHS

Lehrplanbezug: Differenzen- und Differentialgleichungen; Grundlagen der Sy-
stemdynamik

- Kontinuierliche Verdnderungen von Groflen durch Differentialgleichungen
beschreiben und diese im Kontext deuten konnen.

- Einfache Differentialgleichungen 16sen kénnen.

- FEinfache dynamische Systeme mit Hilfe von Diagrammen oder Differenzen-
gleichungen beschreiben und untersuchen kénnen.

Grundkompetenzen:
Bezeichnung Beschreibung
AN 1.4 Das systemdynamische Verhalten von Grofien durch Dif-

ferenzengleichungen beschreiben bzw. diese im Kontext
deuten konnen

Das soll gefordert werden:

- Mathematisch argumentieren, beschreiben und begriinden

- Komplexe Zusammenhéange erkennen und den Einfluss einzelner Parameter
einschatzen konnen

Aufgabenstellung:

Eine Epidemie kann vereinfacht mit dem SIR-Modell mathematisch modelliert
werden. Dabei bezeichnet S(t) den relativen Anteil an gefihrdeten Personen der
Gesamtbevolkerung, I(¢) den relativen Anteil an inifizierten Personen der Ge-
samtbevolkerung und R(t) den relativen Anteil an genesenen Personen der Ge-
samtbevolkerung. Es gilt daher: S(t)+I(t)+ R(t) = 1. Zu Beginn einer Epidemie
kann die zeitliche Verdnderung (¢ in Tagen) des Anteils der Infizierten vereinfacht
mithilfe der folgenden Differentialgleichung beschrieben werden:
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L1, (76)

Der Parameter —f kann dabei als Infektionsrate und ~ als Gesundungsrate in-
terpretiert werden.

1.
2.

Lose diese Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung 1(0) = I,.

Setze nun = 0,136 und v = 0,079 [39] und stelle die Funktion I mithilfe
der Software GeoGebra grafisch dar. Erstelle fiir I einen Schieberegler mit
Startwert 0 und Endwert 1 und beschreibe in eigenen Worten, wie sich 7(0)
auf den Funktionsverlauf auswirkt. Tipp: Auf der y-Achse ist der relati-
ve Anteil der Infizierten dargestellt. Wahle daher in der Grafikeinstellung

Ymaz = 1.

. Nimm nun an, dass zu Beginn in einer Grundgesamtheit von 100 Perseo-

nen genau eine Person infiziert war. Berechne mithilfe der in 1. erhaltenen
Funktion I und den Parameterwerten aus 2., wie viel Prozent der Popula-
tion nach 30 Tagen bereits infiziert sind.

. Verwende weiterhin die Werte aus 2. und 3. und gib nun an, ab welchem

Zeitpunkt dieses Modell auf jeden Fall keine sinnvolle Ndherung mehr dar-
stellt. Begriinde deine Antwort!

Losungserwartung:

1.

Zu losen ist die folgende Differentialgleichung:

L1 (77)

Diese Differentialgleichung kann durch Trennung der Variablen gelost wer-
den:

*dl ~ (B —)dt (78)

/]dIN/5 ~)dt

(79)

In(I(t)) = (B—7)-t+c (80)
I(t) = B tHe (81)

I(t) m Pt e (82)

(83)
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mit der Integrationskonstante c. Einsetzen der Anfangsbedingung 7(0) = I,
liefert: e¢ = Iy. Somit erhélt man ndherungsweise fiir die Zahl der Infizierten
zu Beginn einer Epidemie:

I(t) = IelP=Mt (84)

. Man erkennt, dass der Parameter Iy der Anteil der Infizierten zum Zeit-
punkt £ = 0 ist. Je grofler Iy, desto hoher der Startwert der Funktion und
desto grofer der relative Anteil der Infizierten zum Zeitpunkt ¢ = 0.

. Wenn man annimmt, dass zu Beginn eine Person von 100 infiziert ist,
gilt: Iy = 0,01. Beispielsweise erhilt man dann mithilfe von GeoGebra
1(30) = 0,055. Daher sind laut diesem Modell nach 30 Tagen ca. 5,5% der
Population infiziert.

. Wie man am Graphen in der Grafikansicht von GeoGebra erkennt, wachst
die Modellfunktion I unbegrenzt exponentiell. Das ist jedoch kein sinnvolles
Modell, da auf der y-Achse der relative Anteil der Infizierten aufgetragen
ist. Dieser kann den Wert 1 jedoch nicht iiberschreiten.

Lost man die Gleichung 1 = 0,01 - exp((0, 136 — 0,079)t), so erhélt man
t = 80,79... = 80. Somit liefert jenes Modell spétestens nach ca. 80 Tagen
keine sinnvolle Naherung mehr, voraussichtlich jedoch schon frither, da laut
Angabetext nur der Beginn der Epidemie sinnvoll angenahert werden kann.
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Kapitel 7 Schluss

7.1 Personliches Fazit

Da ich personlich das Masterstudium Lehramt Mathematik und Physik berufsbe-
gleitend absolviere, war es mir moglich, die Aufgabenstellungen 6.3, 6.8, 6.9 und
6.10 auch tatsdchlich im Rahmen meines Mathematikunterrichts einzusetzen. Da-
bei konnte ich feststellen, dass sich diese vier Aufgaben als praxistauglich erwie-
sen haben. Sowohl der zeitliche Aspekt als auch das Anforderungsniveau waren
fiir meine Schiiler:innengruppe adéiquat. Die Aufgabenstellung 6.3 haben meine
Schiiler:innen im Rahmen einer Haustibung bearbeitet, die ausnahmslos von allen
piinktlich, ordentlich und vollstandig abgegeben wurde. Die Aufgabenstellung 6.8
wurde im Rahmen einer Partnerarbeit im Unterricht bearbeitet. Aus dieser heraus
ist dann aufgrund des hohen Interesses der Schiiler:innen ein Projekt zum Thema
Statistik entstanden. Im Zuge dieses Projekts haben die Lernenden ein kurzes
Portfolio erstellt, in dem sie Statistiken zur Corona-Thematik préasentiert und
reflektiert haben. Ebenso wurde die Aufgabenstellung 6.9 im Unterricht behan-
delt und im Anschluss daran die Aufgabenstellung 6.10 in Form einer Hausiibung
bearbeitet. Auch der Einsatz dieser beiden Aufgabenstellungen hat dazu gefiihrt,
dass angeregte Gesprache und Diskussionen tiber Mathematik im Klassenraum
entstanden sind. Zu betonen ist jedoch, dass die Schiiler:innenlésungen bei Hand-
lungsaufforderungen der Form begrinde, erkldire, beschreibe sowie interpretiere
meist deutlich kiirzer und weniger genau als in der Losungserwartung ausfielen.
Was mich als Lehrperson dennoch besonders erfreut hat, war, dass vor allem
Aufgabenstellung 6.10 auch in den Pausen und in anderen Unterrichtsstunden
von den Schiiler:innen wieder aufgegriffen bzw. angesprochen wurde. Ich person-
lich schliefe daraus, dass man durch das Einbringen aktueller Themen und das
Aufzeigen der Relevanz von Mathematik einen lebendigen Unterricht erméglichen
kann. Ich habe den Eindruck gewonnen, dass die Motivation meiner Schiiler:innen
beim Bearbeiten dieser Aufgabenstellungen hoher war, als beim Bearbeiten her-
kommlicher Aufgabenstellungen aus dem Schulbuch. Des Weiteren glaube ich,
dass sie trotz der anfianglichen Schwierigkeiten bzw. Unsicherheiten in Bezug auf
die Handlungsaufforderungen begriinde, erkldre, beschreibe sowie interpretiere im
Laufe der Zeit ihre Selbstsicherheit ausbauen konnten und sich mittlerweile auch
zutrauen, solche Aufgabenstellungen ausfiihrlicher zu bearbeiten.

Natiirlich bietet die SARS-CoV-2-Pandemie noch weitere unzéhlige Einsatzmog-
lichkeiten im Mathematikunterricht, daher wurde im Zuge dieser Masterarbeit ein
erster Einblick in mogliche Aufgabenstellungen geboten. Dabei hat sich gezeigt,
dass sich der Lehrplan der Sekundarstufe II sowie der Grundkompetenzkatalog
fiir Mathematik sehr gut eignen, um epidemiologische Modelle konsequent im
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7.2  Schlusswort

Mathematikunterricht der Sekundarstufe II von der 5. bis zu 8. Klasse zu thema-
tisieren.

7.2 Schlusswort

Die im Zuge dieser Arbeit konzipierten Aufgaben sind mit dem Ziel erstellt wor-
den, dass sie im alltédglichen Mathematikunterricht der Sekundarstufe II gut ein-
setzbar sind. Sie sollen gewéhrleisten, dass sowohl der Mathematik-Lehrplan er-
fillt als auch die mathematischen Grundkompetenzen trainiert werden. Im Zuge
dieser Arbeit ist deutlich geworden, dass der Mathematik-Lehrplan der Oberstu-
fe umfangreiche Moglichkeiten fiir das Aufgreifen von epidemiologischen Themen
bietet. Des Weiteren zeigte sich, dass auch im Rahmen von epidemiologischen
Aspekten und Modellierungsaufgaben die mathematischen Grundkompetenzen
aus dem Grundkompetenzkatalog trainiert und geférdert werden kénnen.

Der Einsatz dieser Aufgabenstellungen soll die Kernkompetenzen des mathemati-
schen Modellierens fordern, ohne die Lernenden dabei zu tiberfordern. Es wurde
versucht, im Rahmen der Aufgabenstellungen die Schiiler:innen immer wieder
zur Reflexion anzuregen und sie aufzufordern, Erklarungen und Erlauterungen
zu liefern. Das soll dazu beitragen, die soziokulturelle Bedeutung der Mathema-
tik hervorzuheben und so die Jugendlichen zu miindigen, demokratischen Ent-
scheidungstriager:innen auszubilden. Gerade im Hinblick auf die SARS-CoV-2-
Thematik sollen diese Aufgabenstellungen auch dazu beitragen, ein Verstindnis
fiir die Begriffe und Zusammenhénge zu entwickeln, die uns seit Beginn der Pan-
demie tagtaglich in den Medien begleiten. Diese Materialien sollen dazu fiihren,
dass die Jugendlichen den Diskussionen, Berichten und Expert:inneninterviews
in den Medien folgen, und womdoglich sogar mathematische Ungereimtheiten oder
Falsch-Aussagen entlarven konnen.
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