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0. Grundlagen

« was zu beweisen war »
Euklid von Alexandria, griechischer Mathematiker (um 300 v. Chr.)

Worum geht es?

Im ersten Abschnitt werden grundlegende Begriffe, die in den spateren Satzen, Beweisen und
Beispielen fiir das Verstandnis nétig sind, beschrieben.

Zunachst werden Mengen, in denen Abstandsfunktionen definiert sind, die sogenannten Me-
trische Raume, vorgestellt. Darauf folgen typische Arten von Mengen, das Prinzip der Inter-
vallschachtellung, sowie weiteren Definitionen von Folgen, Grenzwerten, Normen, Raumen und

speziellen Matrizen.
Dieser Abschnitt orientiert sich hierbei an [LA1], [LA2], [AGB], [GM2] und [A12].

Bemerkung.

Der griechische Mathematiker Euklid von Alexandria schloss seine Beweise mit den Worten
"hoper édei déixai”. In das Lateinische libersetzt bedeutet das "quod erat demonstrandum”,
bzw. im Deutschen sinngemaB "was zu beweisen war”. Im Folgenden werden Beweise stets
mittels des Symbol [, mit eben dieser Bedeutung, abgeschlossen.

1. Die Metrik

Um mit den reellen Zahlen R arbeiten zu konnen, werden der Abstandsbegriff und somit Metri-
ken benétigt. Dabei ist die Metrik (auch Abstandsfunktion) eine Funktion, die je zwei Elementen
des Raums einen nicht negativen reellen Wert zuordnet, der als Abstand der beiden Elemente
voneinander aufgefasst werden kann. Im R? ist dieser die Euklidische Norm (0.19, S. 19) und
kann als Betrag des Abstandsvektors der beiden Punkte gesehen werden. Ein Raum, in dem
eine Abstandsfunktion definiert ist, wird im Folgenden als metrischer Raum bezeichnet.



0. Grundlagen

Der Abstand zweier reeller Zahlen ergibt sich aus der Differenz von der groBeren weniger der
kleineren Zahl und ist stets positiv (> 0):

DEFINITION 0.1: Abstand vgl. A12, §.37

Seien a,b € R. Der Abstand zwischen den Elementen a und b ist definiert durch

a—>b, fallsa>b,

d(a,b) := maz(a,b) —min(a,b) = {b —a. fallsa<bd

Die folgenden metrischen Axiome werden zur Definition der Metrik und des metrischen Raumes
verwendet. Sie sagen aus, dass der Abstand zweier Elemente stets positiv oder null ist (Defi-
nitheit) und sich der Wert nicht dndert, wenn die Elemente vertauscht werden (Symmetrie).
Verkiirzen lasst er sich auch nicht, wenn der Gesamtabstand zweier Elemente als Summe der
Abstande der Elemente zu einem dritten ermittelt wird (Dreiecksungleichung).

SATZ 0.1: Die metrischen Axiome vgl. AlL2, .37
(M1) d(a,b) >0, wobei d(a,b) =0 < a=10 (Definitheit)

(M2) d(a,b) =d(b,a) (Symmetrie)

(M3) d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) (Dreiecksungleichung)

Beweis.

Bei naherer Betrachtung der Bedeutung von (M1) und (M2) erscheinen die beiden Aus-
sagen trivial. Fir das Axiom (M3) geniigt es, die Fallunterscheidungen durchzufiihren
(siehe nachfolgende Abbildungen)

a b
[ [ LV]
Ea LA ral

X.

a b b a
(¥ (¥ (w3 (v
Fa Ca L ral

[
ra

In den Abbildungen ist zu erkennen, dass der Abstand zwischen a und b stets klei-
ner (oder gleich) als die Summe der Abstande von a zu ¢ und ¢ zu b ist. O




1. Die Metrik

Bemerkung.
(M1) Der Abstand zweier verschiedener Punkte ist positiv. Der Abstand eines Punktes zu sich

selbst ist Null.
(M2) Der Abstand eines Punktes a zu einem Punkt b ist gleich dem Abstand von b zu a.

DEFINITION 0.2: Metrik, metrischer Raum vgl. A12, $.37

Ist je zwei Elementen a, b einer beliebigen nichtleeren Menge A eine reelle Zahl d(a, b)
zugeordnet, sodass die metrischen Axiome (M1), (M2) und (M3) erfiillt sind, so heiBt
d(a,b) die Metrik auf A. A sei somit ein metrischer Raum.

Bemerkung.
Die Elemente eines metrischen Raumes werden haufig Punkte genannt.

Die Zahl d(a, b) heiBt Abstand zwischen den Punkten a und b.
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2. Mengen, Folgen und Grenzwerte

2.1. Mengen

Fir eine Vielzahl von Satzen und Beweisen ist es notig, sich eine Umgebung um einen Punkt
zu definieren. Haufig wird diese e-Umgebung genannt, die meist ein moglichst minimaler Ab-
standsbereich sein soll, und haufig mit ¢ bezeichnet wird.

DEFINITION 0.3: Umgebung, e-Umgebung vel. A12, 5.166

Sei (X, dx) ein metrischer Raum und U(a) = {z € X : d(x,a) < €}. Eine Teilmenge
U von X heiBt Umgebung von a € X bzw. e-Umgebung von a, falls ein € > 0 existiert,
sodass U.(a) C U.

Oftmals ist fiir die Definitionsmenge einer Funktion eine offene Menge zweckmaBig, da der sog.
Rand nicht fiir die Definition nicht sinnvoll ist.

DEFINITION 0.4: Offene Menge vel. LAL, 5.217

Eine Teilmenge GG von eines metrischen Raumes X heiBt offen, wenn jedes ¢ € GG eine
e-Umgebung besitzt, die noch ganz in GG enthalten ist.

Bemerkung.
Der Rand einer Menge (0.6, S. 11) ist folglich nicht Teil der offenen Menge, da dort keine
Umgebung existiert, die zur Ganze in der Menge liegt.

Beispiel.

Ist die leere Menge () offen?

Gabe es einen Punkt &, € (), der eine e-Umgebung U, (&) besitzt, die nicht ganz in () enthalten
ist, so ware diese Menge nicht offen. Da () jedoch keine Punkte besitzt, kann solch ein Punkt
nicht existieren. o

Beispiel.

Ist die Menge der reellen Zahlen R offen?

Beh.: Jedes offene Intervall (a,b) ist eine offene Menge:

Ist namlich & € (a,b) und € := min(§ — a,b — &), folglich € die kleinste Zahl des Intervalls, so

10



2. Mengen, Folgen und Grenzwerte

liegt U. € (a,b). Entsprechend ist ersichtlich, dass alle Intervalle der Form (—o0, a), (a, +00)
offen sind. o

Der Rand einer Menge sind jene Elemente der Menge die wegfallen, wenn aus ihr eine offene
Menge gebildet wird. Daher kann mit der Differenzmenge aus der Menge und ihrer offenen
Menge der Rand gebildet werden.

DEFINITION 0.5: Differenzmenge vel. LAL, 5.20

Die Differenzmenge M \ N ist die Menge aller Elemente von M, die nicht in N liegen.

DEF'N'T'ON 06 Randpunkt; Rand vgl. GM2, S.14

Sei X ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge und x € X. Der Punkt x heiBt
Randpunkt von Y, wenn in jeder Umgebung von x sowohl ein Punkt von Y als auch
ein Punkt von X \ Y liegt. Die Menge aller Randpunkte von Y™ heiBt Rand.

Weitere nitzliche Begriffe sind beschrankte, abgeschlossene und kompakte Menge.

DEFINITION 0.7: Beschrankte Menge vel. LAL, 5.70

Eine Menge M C R heit nach unten beschrankt , wenn es ein a € R gibt, so dass
a < x fur alle x € M ist. a heiBt dann untere Schranke von M.

Hingegen heiBt M nach oben beschrankt, wenn er ein b € R gibt, so dass b > x fiir
alle x € M ist. b heiBt dann obere Schranke von M.

Eine Menge M heiBt beschrankt, wenn sie nach unten und nach oben beschrankt ist.

Beispiel.
Die Intervalle [0, 1], [—3, 3] und [—m, 7] sind beschrankt.
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DEFINITION 0.8: Beschrankte Mengen in metrischen Raumen  a. 1a1, 585

Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes X heiBt beschrankt, wenn es ein R > 0
und ein a € X gibt, sodass M C Ug(a) gilt.

Bemerkung.
Fir Teilmengen von R stimmen die Definitionen (0.7, S. 11) und (0.8, S. 12) tberein.

DEFINITION 0.9: Abgeschlossene Menge vel. A12, 5.166

Eine Teilmenge G eines metrischen Raumes X heiBt abgeschlossen, wenn X \ G, die
Differenzmenge von G, offen ist. Zudem ist G’ genau dann abgeschlossen, wenn der
Grenzwert jeder konvergenten Folge in G wieder in G liegt.

Beispiel.
Die leere Menge (), die reelle Zahlenmenge R, sowie zum Beispiel das Intervall [0, 1] sind abge-
schlossen.

Als nachstes wird die kompakte Mengen definiert, allerdings wird diese Eigenschaft in diesem
Zusammenhang Ublicherweise folgenkompakt genannt. Fiir metrische Raume kann beweisen
werden, dass das aquivalent zur (iblichen Definition von kompakt ist:

DEFINITION 0.10: Kompakte Menge vel. LAL, 5.225

Eine Menge M heiBt kompakt, wenn jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge
besitzt, deren Grenzwert wieder in M liegt.

Fir den Beweis des anschlieBenden Satzes, der Auskunft dariiber gibt, wann eine Menge kom-
pakt ist (0.3, S. 13), ist nun folgender fundamentaler Satz fir die Beschranktheit einer Folge
notig:

12



2. Mengen, Folgen und Grenzwerte

SATZ 0.2: Satz von Bolzano-Weierstral3 vgl. LAL, S.156

Jede beschrankte Folge (a,) enthalt eine konvergente Teilfolge.

Abbildung 0.1.: Bernhard Bolzano, tschechischer Mathematiker (1781 - 1848)

Quelle (abgerufen am 22.08.2019): de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Bolzano

Abbildung 0.2.: Karl WeierstraB, deutscher Mathematiker (1815 - 1897)

Quelle (abgerufen am 22.08.2019): de.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstraf

SATZ 0.3: Wann ist eine Menge kompakt? vel. LAL, 5.225

Eine Teilmenge M C R™ ist genau dann kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlos-
sen ist.

Beispiel.
Das Intervall [0, 1] ist abgeschlossen und beschrankt und somit kompakt.

Bemerkung.

Halboffene und Offene Intervalle der Formen [a, ], ]a, b], ]a, b sind nicht abgeschlossen und da-
her nicht kompakt.

13



0. Grundlagen

Die reellen Zahlen sind zwar abgeschlossen, aber nicht beschrankt und daher auch nicht kom-
pakt.

Beweis.

Sei M eine kompakte Menge. Ware sie unbeschréankt, so wiirde sie eine Folge (z,,) mit
|z,| > n enthalten und jede Teilfolge derselben ware unbeschrankt und somit divergent.
WID!

Die Menge M ist abgeschlossen, denn wenn die Folge (z,) aus M gegen x strebt,
strebt auch eine Teilfolge von (z,) gegen ein Element aus M, aber auch, wie jede
Teilfolge von (z,,), gegen x. Folglich liegt x in M.

Sei nun umgekehrt M eine abgeschlossene und beschrankte Menge, dann ist jede Folge
in M ebenfalls beschrankt und besitzt nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB (0.2,
S. 13) eine konvergente Teilfolge. Weil M abgeschlossen ist, gehort der Grenzwert der
Folge zu M. Somit ist M kompakt. O

14



2. Mengen, Folgen und Grenzwerte

2.2. Folgen und Grenzwerte

Fir den Grenzwert einer Funktion wird zunachst der Haufungspunkt einer Menge definiert,
jedoch ist dazu der Begriff der konvergenten Folge nétig.

DEFINITION 0.11: Konvergenz einer Folge vel. LAL 5.144

Eine Zahlenfolge (a,) konvergiert gegen a, wenn es zu jeder positiven Zahl ¢ einen
Index ng(e) gibt, sodass

fur alle n > ng(e) stets d(an,a) < ¢
ist. a heiBt Grenzwert der Folge (a,) und wird wie folgt ausgedriickt:

lim a, = a
n—0o0

Beispiel. Nullfolge

Fiir gegebenes € > 0 gibt es ein ny mit nlo < €. Sei jetzt n > ng, dann ist [+ — 0] < nlo < e.
Deshalb konvergiert die Folge gegen 0.
(Solche Folgen werden Nullfolgen genannt.)

DEFINITION 0.12: H&ufungspunkt einer Menge vel. LAL, 5.234

Sei (x,) aus M eine Teilmenge eines metrischen Raum X eine gegen & konvergente
Folge, deren Glieder alle # £ sind. So heiBt & Haufungspunkt der Menge M.

Bemerkung.

Der Haufungspunkt einer Menge sollte nicht mit dem Haufungspunkt einer Folge verwechselt
werden. Obwohl die beiden Begriffe eng verwoben sind, haben sie dennoch andere Bedeutungen.
So versteht sich unter ersterem ein Punkt, der von unendlich vielen Punkten der Menge umge-
ben ist. Ein Haufungspunkt einer Folge (auch Haufungswert) ist hingegen ein Punkt, der der
Grenzwert einer unendlichen Teilfolge der Folge ist.

15



0. Grundlagen

DEFINITION 0.13: Grenzwert einer Funktion vgl. LA1, $.235

Sei f eine auf X definierte Funktion und & ein Haufungspunkt von X. Die Funktion f
besitzt den Grenzwert n fir x — &, wenn fir jede Folge (z,,) aus X, die gegen &
strebt und deren Glieder alle # ¢ sind, stets f(x,) — n konvergiert.

flz) — n fir £ — £ bzw. lingf(x) =1

Eine unverzichtbare Art von Folgen sind die Cauchy-Folgen, die eine zentrale Rolle bei Konver-
genzeigenschaften spielen:

DEFINITION 0.14:  Cauchyfolge 1 005, G5

Die Folge (a,,) heiBt Cauchyfolge, wenn es zu jedem e>0 einen Index ng = ng(€) gibt,
so dass fir alle m,n > ng stets |a,, — a,| < € bleibt.

Bemerkung.
Hierbei werden im Verlauf der Folge die Abstande der Folgenglieder beliebig klein.

16



3. Normen und Raume

3. Normen und Raume

Zuvor wurde der sog. metrische Raum vorgestellt (0.2, S. 9), der als Menge, in der eine Ab-

standsfunktion (Metrik) definiert ist, verstanden wird.

Sind zusatzlich die Summe und das Vielfache festgelegt und die nachfolgend definierten Vek-

torraumaxiome gelten, so handelt es sich um einen linearen Raum bzw. Vektorraum.

DEFINITION 0.15: Linearer Raum, Vektorraum vgl. LA, S.118

Sei E eine beliebige nichtleere Menge. Diese Menge heiBt linearer Raum (Vektorraum),
wenn fiir zwei Elemente a,b aus E und jede Zahl « (Skalar) eine Summe a + b und
ein Vielfaches aa so definiert sind, dass a + b und aa wieder in E' liegen und folgende
Vektorraumaxiome erfillt sind:

(i) Assoziativgesetz: a+ (b+c¢) = (a+b)+c

(ii
(iii

(iv) Additives Inverses: Vo € E 3 —a € F, sodass a + (—a) =0

Kommutativgesetz: a +b=b-+a

Neutrales Element der Addition: 30 ¢ Emita+0=a Va€FE

Skalares Distributivgesetz: (a + ()a = aa + Sa

(vi
(vii) Skalares Assoziativgesetz: (af)a = a(fa)

)
)
)
)
(v) Vektorielles Distributivgesetz: a(a +b) = aa + ab
)
)
) la=

(viii

Beispiel.

Die zweidimensionale euklidische Ebene (R?) und der Raum (R?) sind Vektorraume, hingegen
sind die natirlichen Zahlen N kein Vektorraum, da in ihnen kein additives Inverses Element

existiert.

17



0. Grundlagen

Um in der mehrdimensionalen Analysis besser mit Funktionen arbeiten zu kénnen, werden Nor-
men benotigt. Diese sind Abbildungen, die einem Element eines Vektorraums eine positive reelle
Zahl zuordnen und dabei zusatzlich bestimmte Eigenschaften aufweisen miissen:

DEF'N'T'ON 016 Norm vgl. AGB, S.452; vgl. LA2, S.11

Sei X ein Vektorraum tber R mit Elementen f, g, ... . Eine Abbildung ||-|| : X — [0; 00)
heiBt Norm auf X, wenn die folgenden drei Bedingungen (Normaxiome) gelten:

1. Positivitat: |[f|| >0und ||f||=0< f=0
2. Homogenitit: |af|| = || || f]|

3. Dreiecksungl.: || f + g[| < [[f]| + [|g]l

Konkrete Normen sind zum Beispiel Vektornormen wie die p-Normen, die fiir reelle Zahlen p > 1
definiert sind. Dazu zahlen unter anderem die Summennorm mit p = 1, die euklidische Norm
mit p = 2 und die Maximumsnorm mit p — oc:

DEFINITION 0.17: p-Normen vgl. LA2, .12

Sei X € R" und z € X ein Vektor.
So wird ||z, = (i, ((z:)")? als p-Norm bezeichnet.

DEFINITION 0.18: 1-Norm; Summennorm vgl. AGB, 5.452

Sei X € R" und x € X ein Vektor.
So wird |[z]|1 := > ., |z;| als Summennorm bezeichnet.

18



3. Normen und Raume

DEFINITION 0.19: 2-Norm; Euklidische Norm vgl. AGB, 5.295

Sei X € R" und z € X ein Vektor.
So wird |[z]| = />, (x:)? als euklidische Norm bezeichnet.

Bemerkung.

Die Eukidische Norm, oder 2-Norm, kann im zwei- und dreidimensionalen euklidischen Raum
als Lange von Vektoren verstanden werden. Zur Berechnung wird der Satz des Pythagoras
verwendet (siehe Beispiel).

Beispiel.
Die Lange des Vektors (x,y) berechnet sich durch ||(z,y)| = /22 + y%.

DEFINITION 0.20: Maximumsnorm vel. LA2, S.11

Sei X € R" und x € X ein Vektor.
So wird [|z||e := max (|z1], ..., |,|) als Maximumsnorm bezeichnet.

Beispiel.

I(1, =2, 0, =5) | (maz) = max([1], | = 2], |0[,| = 5[) = 5

Besitzt der zuvor vorgestellte lineare Raum (0.15, S. 17) eine ihm zugeordnete Norm, so heiBt
dieser Normierter Raum. Als Beispiele fiir Normierte Raume sollen der Normierte Raum R”, der
Euklidische Raum und der Banachraum dienen:

DEFINITION 0.21: Normierter Raum vgl. LA2, 5.11

Ein linearer Raum E mit Elementen f, g, ... heiBt normierter Raum, wenn jedem f € E

eine reelle Zahl || f|| (die Norm von f), so zugeordnet ist, sodass die Normaxiome (0.16,
S.18) gelten.

19



0. Grundlagen

Bemerkung.
Ein normierter Raum ist auch ein metrischer Raum, die Umkehrung gilt nicht!
(Eine Norm kann eine Metrik induzieren.)

DEFINITION 0.22: Der Normierter Raum R” vel. LA2, 5.12

Sei r > 1 eine reelle Zahl und = := (21, ..., x,).

Dann ist R” mit ||z| = (321_,; |a:k|r)% ein normierter Raum.

DEFINITION 0.23:  Skalarprodukt / Inneres Produkt vel. LAG, 5.274

Seien x,y zwei Elemente des R” mit z = (x1,...x,) und y = (Y1, ..., Yp)-
Das (kanonische) Skalarprodukt ist definiert durch

<$7y> =r1y1+ ... + TplYp

wobei (, ) :R" xR" — R mit (z,y) — (x,y) ist.

DEFINITION 0.24: Eukidischer Raum/ reeller Skalarproduktraum .. cac, s.27a

Ein reeller Vektorraum E, in dem das Skalarprodukt (inneres Produkt) (A.9, S. 37)
definiert ist, heit euklidischer Raum.

Beispiel.
Der Vektorraum der reellen Zahlen R bildet mit dem Skalarprodukt (z,y) = xy einen euklidi-
schen Raum.

20



3. Normen und Raume

Abbildung 0.3.: Stefan Banach, polnischer Mathematiker (1892 - 1945)

Quelle (abgerufen am 22.08.2019): de.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach

Abbildung 0.4.: Augustin-Louis Cauchy, franzésischer Mathematiker (1789 - 1857)

Quelle (abgerufen am 22.08.2019): de.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_Cauchy

Fur die Definition des Banachraumes wird der Begriff der Cauchyfolge (0.14, S. 16) benétigt:

DEFINITION 0.25: Banachraum vgl. LA2, 5.16

Ein normierter Raum FE heiBt vollstindig oder Banachraum, wenn jede Cauchyfolge
aus E gegen ein Element aus F konvergiert.
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0. Grundlagen

4. Intervallschachtellung

Ein bekanntes Hilfsmittel fiir Beweise ist das nun folgende Prinzip der Intervallschachtelung:

DEFINITION 0.26: Intervallschachtelung vel. LA1, 5.157

Eine Folge abgeschlossener Intervalle I,, := [a,,, b,| heiBt Intervallschachtelung, wenn
I D I, D I3 D ... ist und weiters die Folge der Intervalllangen b,, — a,, gegen 0 strebt.

SATZ 0.4: Prinzip der Intervallschachtelung vel. LAL, 5.158

Fir jede reelle Intervallschachtelung gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢ € R mit a €
[an,b,] firalle n € N,

Beweis.

Da die beiden Folgen (a,) und (b,,) monoton und beschrénkt sind, gilt a := lim a,, und
b := limb,. Da weiters b, — a,, gegen b — a bzw. 0 strebt, muss a = b sein. Und da
fur alle n nun a,, < supay = a = b = infb, < b, ist, liegt a in jedem Intervall [a,, b,].
Ist dies auch fir die Zahl ¢ der Fall und a,, < ¢ < b, fiir alle n, so muss auch a < ¢ <b
und daher ¢ = a sein. O
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5. Matrizen

5. Matrizen

Matrizen finden sich in vielen Teilgebieten der Mathematik, so auch in der ein- und mehrdimen-
sionalen Analysis. Bekannte Beispiele hierfiir sind die spater folgende Jacobi-Matrix

(B.2, S. 64) und die Hesse-Matrix (B.15, S. 75).

Dariiber hinaus werden fiir einige der spater folgenden Beweise die Begriffe Einheitsmatrix und
Abbildungsnorm einer Matrix, sowie die Definitheit einer Matrix benotigt.

DEFINITION 0.27: Einheitsmatrix vgl. LA2, S.54

Die (g, q)-Einheitsmatrix ist eine Matrix mit ¢ Spalten und ¢ Zeilen, folglich eine qua-
dratische Matrix, deren Hauptdiagonalelemente 1 und sonst 0 aufweist:

1 0 0
0 1 0
1= _
0 .
0 0 1

DEFINITION 0.28: Unterdeterminante vgl. LA2, S.300fF

Werden aus einer (g, p)-Matrix

r < q Zeilen und s < p Spalten gestrichen, wobei r und s so gewahlt sind, dass die
verbleibende Matrix B quadratisch ist (¢—r = g—s), so wird detB als (q—r)-reihige
Unterdeterminante von A bezeichnet.

Beispiel. Zweireihige Unterdeterminante

1 2 3 3
L ist eine zweireihige Unterdeterminante von |7 6 5 4|, die durch Streichung der
05 0 8 45

zweiten Zeile und zweiter und dritter Spalte entsteht.
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0. Grundlagen

DEFINITION 0.29: Abbildungsnorm einer Matrix vel. LA2, $.556F

Sei (a;)) eine Matrix aus der Menge aller ¢, p-Matrizen M(q,p), R” und R mit
beliebigen (festen) Normen ausgestattet. Es gelte A : R” — R’ und es sei (a;x) = [4]
die Darstellungsmatrix von A. Die Abbildung A besitze eine Norm ||A||, sodass die
Abbildungsnorm der Matrix definiert ist durch: ||A|| := supl|| Az|| fur alle z mit ||z|| = 1

Beispiel. Abbildungsnorm vel- LA2, 558, Aufgabe 4
Im folgenden sei A € G(R?), p > 2.
Zeige:  Wird R? mit der [*°- Norm versehen, so ist ||A|| = |[A]]o
I
Sei [A] = (ajp) und z := | : |, dann ist

Lp

p p
[A7||oo = m%X!Z%kxk\ < m%XZ |lajil | 17|
=l =

somit gilt

p
Es gibt einen Index m mit |[A]loc = > |amkl-
k=1

Werden die Komponenten zy, ..., 2, des Vektors z durch

1, falls a,,, > 0,
Zp =
—1, falls a,,, <0

p p
bezeichnet, so ist ||z]|cc = 1 und > amrzk = Y. |@mk| = |[A]|. Daher gilt
k=1 k=1

[Az]loo o [IA2]lo0

[A[l = sup > > |[Afoo-
w20 [[Zlloe 2]l
Daraus folgt mit der obigen Abschatzung von || A|| die Behauptung. o
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5. Matrizen

Bei spateren Untersuchungen von Matrizen wird die Invertierbarkeit einer Matrix notig sein:

DEFINITION 0.30: Inverse Matrix vel. LA2, 5.306
Sei A eine quadratische (p,p)- Matrix. Die Matrix A~! heiBt Inverse Matrix von A,
wenn gilt:
AA ' =A71A=1
Bemerkung.

Die Gleichung in obiger Definition gilt nur mit Matrizenmultiplikation.
I ist die Einheitsmatrix.

Um einfach (berpriifen zu kénnen, ob eine Matrix eine Inverse besitzt ist folgendes Kriterium
hilfreich:

SATZ 0.5: Invertierbarkeitskriterium vgl. LA2, 5.306

Eine quadratische Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante nicht
verschwindet (0 ist).
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A. Differenzialrechnung im
Eindimensionalen

«« Von allen, die bis jetzt nach Wahrheit forschten,

haben die Mathematiker allein eine Anzahl Beweise finden konnen,
woraus folgt, dass ihr Gegenstand der allerleichteste gewesen sein miisse. »

René Descartes, franzésischer Mathematiker (1596-1650)

Worum geht es?

Im Kapitel A wird die Differentialrechnung im Eindimensionalen veranschaulicht. Dabei werden
Begriffe wie Stetigkeit, Monotonie und einige besondere Punkte von Funktionen erlautert, die
notig sind, um diese untersuchen und beschreiben zu kénnen. Ebenso werden die Voraussetzun-
gen fir differenzierbar Funktionen gezeigt. AbschlieBend werden einige Differentiationsregeln,
die fiir den praktischen Gebrauch sinnvoll sind, beschrieben.

1. Grundbegriffe

Zunachst werden die Begriffe Stetigkeit, Differenzierbarkeit und die wesentlichen Satze der
Differentialrechnung vorgestellt.

1.1. Stetigkeit

Eine grundlegend Eigenschaft von Funktionen in metrischen Raumen (0.2, S. 9) ist die Stetig-
keit. Dazu werden auBerdem die verschiedenen Stetigkeitsdefinitionen betrachtet und bewiesen.
Das Folgenkriterium soll dabei als praktisches Hilfsmittel zur Uberpriifung auf Stetigkeit vorge-
stellt werden.

Dieser Abschnitt orientiert sich hierbei an [LA1] und [A12].

DEFINITION A.1: ¢5-Definition der Stetigkeit in R’ vgl. GM2, S.27ff

Eine Funktion f : X — Y mit X C R, Y C R" heiBt stetig in £ € R, genau dann
wenn es fiir jedes € > 0 ein 6. > 0 gibt, so dass || f(£) — f(z)|| < € fir alle z € X mit
Hg - ZL’H < 55-

Ist die Funktion f stetig in allen Punkten £ € X, so heiBt f stetig.
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A. Differenzialrechnung im Eindimensionalen

Bemerkung.
Alternativ kann der Satz auch mit folgenden Metriken definiert werden:
dy (f(z), f(§)) < efiralle z,£ € X mit dx (z,§) <9

Eine alternative Formulierung der obigen Definition anhand von Umgebungen liefert der nun
folgende Satz tber die Umgebungs-Definition der Stetigkeit:

DEFINITION A.2: Umgebungs-Definition der Stetigkeit vel. LA2, 5.32

Eine Funktion f : X — R” mit X C R heiBt stetig in £ € R, genau dann wenn
es zu jeder e-Umgebung U, von f() stets eine 6-Umgebung V von x gibt, sodass
fVNX)cCU, ist.
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1. Grundbegriffe

SATZ A.1: Folgenkriterium der Stetigkeit vel. A12, 5.81

Sei f: X — R? mit X C RP. Die Abbildung f ist genau dann in £ stetig, wenn gilt:
Fir jede gegen & konvergente Folge (z,,)nen in X konvergiert die Bildfolge (f(25))nen

in Y gegen f(§).

Beweis.
Seien f stetig in £ € X und (z,,)nen eine Folge in X mit £ = lim z,,.

n—o0

Zu € > 0 gibt es dann ein § > 0, sodass dy(f(z), f(€)) < € fur alle z € X mit
dx(z,&) < § gilt. Weiter existiert zu § ein N € N mit dy (z,,,§) < 0 fur alle n > N.

Damit folgt dy ((f(z,), f(£)) < € fiir alle n > N, d.h. nll_)rlolo flzn) = f(&).

Fir die umgekehrte Implikation sei nun vorausgesetzt, dass f nicht stetig in & ist.
Das heiBt, es gibt ein ¢ > 0, sodass fiir jedes 6 > 0 ein Punkt x € X existiert mit
sowohl dx (x,&) < § als auch dy (f(z), f(£)) > €. Insbesondere gibt es dann zu jedem
n € N einen Punkt z,, € X mit dx(z,,§) < + und dy (f(,), f(£)) > €.

Damit ist (x,,)nen konvergent gegen & in X, aber (f(x,))nen konvergiert nicht gegen

FE)inY. O

DEFINITION A.3: GIeichm'aiBige Stetigkeit vgl. LA1, 5.226

Eine Funktion f : X — Y mit X € R, Y € R” heiBt gleichmaBig stetig auf X, wenn
es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir alle z1, 25 € X mit dx(x1,22) < § immer

dy (f(z1), f(z2)) < € ist.

Bemerkung.
Eine gleichmaBig stetige Funktion ist stetig, umgekehrt nicht!
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A. Differenzialrechnung im Eindimensionalen

1.2. Monotonie und Beschranktheit

Um Funktionen besser beschreiben zu kénnen, werden die Begriffe fiir das Wachstum (Mono-
tonie), die Beschranktheit, sowie fiir die kleinsten bzw. groBten Werte (Extrema) benétigt.
Dieser Abschnitt orientiert sich hierbei an [LA1], [ABG] und [TA1].

Die Monotonie gibt Auskunft (iber den prinzipiellen Verlauf einer Funktion als Ganzes oder
abschnittsweise:

DEFINITION A.4: Monotonie vgl. LA, $.115

Sei X C R. Eine reelle Funktion f : X — R heiBt
monoton wachsend auf X, wenn fir z; < x5, stets f(z1) < f(x9)
streng monoton wachsend auf X, wenn fir z; <z, stets f(x;) < f(xa),

monoton fallend auf X, wenn fir z; < zy, stets f(x1) > f(x2),
streng monoton fallend auf X, wenn fiir z; < xo, stets f(z1) > f(z2) ist.

Wenn eine Funktion einen Zahlenbereich nicht verlasst, folglich beschrankt ist, so muss sie die
Randwerte nicht zwingend annehmen:

DEFINITION A.5: Beschranktheit vel. LAL 5.116

Sei X CR und f: X — R eine reellwertige Funktion.

Die f heiBt nach oben (unten) beschrinkt, wenn ihr Wertebereich f(X) nach ober
(unten) beschrankt ist. Das heiBt, es gibt Zahlen a bzw. 3, sodass f(z) < a bzw.
f(z) > B fur alle x € X ist. Somit heiBen

sup f(x)das Supremum von f
zeX

mlg)f(f(x)das Infimum von f

Die Funktion muss hierbei Supremum und Infimum nicht annehmen.
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1. Grundbegriffe

1.3. Nullstellensatz und Zwischenwertsatz

Diesem Abschnitt beschaftigt sich mit weiteren besonderen Punkten des Funktionsgraphen,
namlich jenen, die die x-Achse schneiden (Nullstellen). Daraus wird dann der sogenannte Zwi-
schenwertsatz hergeleitet.

Dieser Abschnitt orientiert sich hierbei an [LA1] und [A12].

Zunichst wird der Spezialfall des Zwischenwertsatzes, der Nullstellensatz, betrachtet:

SATZ A.2: Nulistellensatz (Bolzano) vel. LAL 5.223

Ist die Funktion f auf dem Intervall [a,b] stetig und ist f(a) < 0 und f(b) > 0 (oder
umgekehrt), so besitzt die Funktion mindestens eine Nullstelle.

Beweis.

Seien [a,b] = Iy, und oBdA f(a) < 0, f(b) > 0. Die Menge A := {x € [a,b] : f(z) <
0} ist nichtleer und beschrankt. Mit Hilfe des Intervallschachtelungsprinzips wird wie
folgt vorgegangen:

Sei (I)nen, Mit I, € [an,by), fla,) <0, f(by) > 0 und |I,| = 5=|Io|. Sei I, mit
obigen Eigenschaften bereits gefunden. Nun wird m := %(an + b,) betrachtet und
folgendes definiert:

| lan,m] falls f(m) >0,
[an+1, bn—i-l] T {[m7 bn] falls f(m) <0

Somit gibt es Dank der Intervallschachtelung ein o mit {zo} = [ 1.
n€Ng

Nun gilt lim a, = o = lim b, und da f stetig ist, folgt nach dem Folgenkriterium
n—oo n—oo

fir Stetigkeit:
0= lim f(an) = f(zo) = lim f(ay) =0
n—oo n—oo

somit ist f(zg) =0 O
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A. Differenzialrechnung im Eindimensionalen

Ein weiterer hilfreicher Satz von Bolzano ist der Zwischenwertsatz:

SATZ A.3: Zwischenwertsatz (Bolzano) vel. LAL, 5.223

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an

Beweis.

Gilt f(a) = f(b) gibt es nichts zu beweisen.

Andernfalls sei oBdA f(a) < f(b) und 7 ein beliebiger Punkt aus |f(a), f(b)[. Dann
folgt die Behauptung, indem der Nullstellensatz auf die Funktion g(z) := f(z) —
angewendet wird. (f(a) > f(b) analog). D
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2. Umbkehrsatz

2. Umkehrsatz

SATZ A.4: Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen vel. LA1, 5.231

Sei f eine auf dem Intervall I definierte, streng monoton wachsende Funktion, dann ist
ihre Umkehrfunktion f~! auf f(I) vorhanden, streng monoton wachsend und stetig.
Fir streng monoton fallende Funktionen analog.

Beweis.

Da f streng monoton wachst, gilt fir x1,20 € I : 27 < 19 & f(x1) < f(x2). Daraus
folgt, dass f injektiv und die Umkehrfunktion f~! streng monoton wachsend auf ihrem
Definitionsbereich f(I) ist. Weiter wird & := f~!(n) definiert und gezeigt, dass f~! an
einer beliebigen Stelle € f~1 stetig ist:

1.Fall:

Ist £ € I und & kein Randpunkt von I, dann existiert ein abgeschlossenes Intervall
[ —r, &+ r] mit r > 0, das noch ganz in I liegt.

Fir 0 < € < r gehdren die Punkte £ — e und & + € zu I, und wegen des strengen
Wachsens von f gilt f({ —¢€) <n < f({+¢€). Infolge dessen gibt es ein § > 0, so dass
auch f(é—e)<n—0<n+d6<f(E+e) ist

Fur jedes y € Us(n) N f(I) gilt erst recht f(§ —¢€) <y < f(£ + €), und wegen des
strengen Wachsens von f~! folgt daraus sofort £ — e < f~'(y) < £+ € und somit
[ y) =&l <e

Da & = f~!(n) ist, |auft dies auf die Abschatzung |f~*(y) — f~(n)| < € hinaus, die
gerade besagt, dass f~! an der Stelle 7 stetig ist.

2.Fall:

Ist £ € I und &£ ein Randpunkt von I, oBdA der linke Randpunkt, so ist I links
abgeschlossen und es existiert ein Intervall [, + 7] C I mit r > 0.

Ist 0 <e<r, soist ((+¢€)€lundesgilt f(§) =n< f(€+e).

Infolgedessen gibt es ein § > 0, so dass f(§) <n+0 < f(+¢€) ist.

Fir jedes y € Us(n) N f(I) gilt erst recht f(&) <y < f(£+n), und somit, dass f~*
in £ stetig ist. (Fur £ ist rechter Randpunkt von I analog) 0
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A. Differenzialrechnung im Eindimensionalen

3. Differenzierbarkeit im Eindimensionalen

Worum geht es?
Bei der Suche nach der Ableitung (geometrisch gesehen, die Tangentensteigung in einem Punkt)
werden die Bedingungen fiir die Differenziebarkeit geklart.

DEFINITION A.6: Differenzierbarkeit in einem Punkt vgl. LA1, $.261

Sei f eine auf dem (véllig beliebigen) offenen Intervall I definierte reellwertige Funk-

tion. f ist differenzierbar im Punkt & € I, wenn der Grenzwert lirré% bzw.
T—

lim £&+R=F(©)

h—0 h

Ableitung von f an der Stelle £ genannt.

Ist die Funktion in jedem Punkt & € I differenzierbar, so heiBt f differenzierbar auf I.

existiert und endlich ist; dieser Limes wird mit f’(£) bezeichnet und die

Bemerkung.

Weitere Bezeichnungen fiir f'(£) sind dfd—(f) bzw. L f(¢)

DEFINITION A.7: stetig differenzierbar vel. LA1, 5.285

Sei f eine auf dem Intervall I definierte Funktion. f heiBt stetig differenzierbar , wenn
ihre Ableitung f’ auf I vorhanden und stetig ist.

f heiBt n-mal stetig differenzierbar auf I, wenn die n-te Ableitung (™ auf I existiert
und stetig ist.

Bemerkung.
Die Menge aller auf I stetig differenzierbaren Funktionen werden oft als C'*(I) bezeichnet.
Hohere Ableitungen analog.
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3. Differenzierbarkeit im Eindimensionalen

DEFINITION A.8: Ableitungsfunktion vel. LAL, 5.261

Sei f eine auf dem (vollig beliebigen) offenen Intervall I definierte reellwertige Funktion.
Ist weiter f € C', dann heiBt die Funktion f’ : = — f’(x) Ableitungsfunktion (od.
Ableitung von f).

SATZ A.5: Satz iiber die Umkehrfunktion vgl. LAL, $.272

Sei f eine stetige, streng monotone Funktion auf dem Intervall I, sodass ihre Umkehr-
funktion f~! auf dem Intervall f(I) existiert.

Ist in & € I die Ableitung f’(£) vorhanden und # 0, so kann f~! in n := f(§)
differenziert werden und es gilt:

)00 = 5 = 7o)

Beweis.

Ist (y,)nen eine beliebige Folge aus f(I), die gegen 7 strebt und deren Glieder alle # 7
sind, so liegen die z,, := f~(y,) alle in I, sind # £ und wegen der Stetigkeit von f~!
strebt 7, — f~1(n) = £. Daher konvergiert

o) —fm) - wa—m 1 1
b T @ @ oy -

SATZ A.6: Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit vel. LAL, 5.262

Sei f eine auf dem (vollig beliebigen) offenen Intervall I definierte reellwertige Funktion,
die in einem (beliebigen) Punkt £ € I differenzierbar ist. Dann ist sie dort auch stetig.
Die Umkehrung des Satzes gilt nicht!
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A. Differenzialrechnung im Eindimensionalen

Beweis.
Zu zeigen: lim f(z) = f(§) bzw. lim (f(z)— f(§)) =0
T—¢ x—E
Somit lim (f(x) — f(£)) = lim 22L& (2 — ¢) = f/(2) x 0 = 0 O
z—€ r—E
Beispiel.
Sei f:R — RT mit f(z) = |z|. fist stetig im Nullpunkt, dort aber nicht differenzierbar.
1 1 —1 1

z.B.: —E':OO =4 — 1, aber 'g'_‘oo =2 - —1
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4. Extremwerte

4. Extremwerte

Besondere Punkte der Funktion sollten bei ihrer Beschreibung nicht fehlen. Solche sind zum
Beispiel lokale und globale Extrema.

DEFINITION A.9: Kritischer Punkt, stationarer Punkt vgl. TAL, S.175

Sei f: D — R differenzierbar, so heiBt die Stelle £ € D mit f/'(£) = 0 kritischer bzw.
stationdrer Punkt.

4.1. Lokale Extrema

DEFINITION A.10: Lokale Extrema vgl. LA, S.266

Sei f: X — R mit X C R eine reelle Funktion. Eine Stelle £ € X heiBt lokales
Maximum bzw. Minimum, wenn es eine 0-Umgebung U von & gibt, sodass

fur alle z € U N X stets f(z) < f(&) bzw. f(x) > f(&) ist.

Lokale Maxima und Minima heiBen auch lokale Extrema.

Notwendige Bedingung

SATZ A.7: Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema vel. LA1, 5.266

Die Funktion f : X — R besitze im inneren Punkt & von X ein lokales Extremum und
sei Uberdies in ¢ differenzierbar. Dann ist notwendig f/(£) = 0.

Bemerkung.
Der Satz sagt aus, dass die Funktion an jeder lokalen Extremstelle eine horizontale Tangente
besitzt. Die Umkehrung des Satzes gilt nicht!
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A. Differenzialrechnung im Eindimensionalen

Beweis.

Obiger Satz wird fiir Maxima gezeigt (Minima analog):

f besitze in £ ein lokales Maximum und sei dort auch differenzierbar. Zu zeigen ist,
dass f/(§) = }lgéw =0 ist.

Da f in & differenzierbar ist, gilt, dass linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert des
Differenzialquotienten, den selben Wert ergeben:

lim LEHN=FE© _ preey _ i LEN-SE
i s = SO = i T
Weiter besitzt f in £ laut Voraussetzung ein lokales Maximum, daher gilt fiir 9, > 0
mit h € (0,9,):

o h)—

FE+R) <€) < fE+R)—f(€) <0 und somit ist auch LEHITE <

=1 <

Fir den rechtsseitigen Grenzwert gilt demnach: f/(§) = hlim+ !
—0

Andererseits gilt auch fiir 6; > 0 mit h € (—4§;,0):

fE+h) < f(§) = f(E+h) = f(§) <0
Es ist somit f/(§) = hli%l, w > 0. Daher ist f/(¢) <0 < f'(§) und somit ist

bewiesen, dass f'(£) = 0 ist. O

Hinreichende Bedingung

SATZ A.8: Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema (1) vgl. ABG, 5.323

Sei f an der Stelle £ und in einer Umgebung U (¢) differenzierbar.

Wenn f/(£) = 0 ist und f’ an der Stelle £ einen Vorzeichenwechsel von + nach — hat,
dann ist f'(£) ein lokales Maximum.

Wenn f'(§) = 0 ist und f’ an der Stelle £ einen Vorzeichenwechsel von — nach + hat,
dann ist f'(£) ein lokales Minimum.

SATZ A.9: Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema (2) vel. LAL, S.281

Die Funktion f sei an der Stelle £ zweimal differenzierbar.
Wenn f'(§) =0 und (&) < 0 ist, so liegt ein lokales Maximum vor.
Wenn f'(§) =0 und f”(£) > 0 ist, so liegt ein lokales Minimum vor.
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4. Extremwerte

Bemerkung. Da fiir den Beweis des Satzes unter anderem der Mittelwertsatz nétig ist, folgt
dieser erst spater. (5, S. 43)

Der Extremalsatz

SATZ A.10: Satz von Maxima und Minima / Extremalsatz vgl. LAL, 5.225

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit kompakten Definitionsbereich X = [a, b].
Dann besitzt f ein Minimum und ein Maximum.
Es gibt somit in X eine Minimalstelle z; und eine Maximalstelle x5, so dass

fz) < f(x) < f(xo) fur allex € X ist.

Bemerkung.
Der Satz gibt nur Auskunft (iber die Existenz von Extrema, liefert aber kein Verfahren zum
bestimmen.

Beweis.

Angenommen f ist nach oben beschrankt. Ware das nicht der Fall, dann wiirde fiir
jedes n € N ein z, € [a, ] existieren, sodass f(z,) > n.

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB (vgl. 0.2, S. 13) hat die Folge (z,)nen auf
[a, b] eine konvergente Teilfolge (2, )nen, sodass der Grenzwert s = klggo(znk) € [a, b
liegt.

Da f stetig ist, folgt klgrolo f(zn,) = f(s).

Das ist ein Widerspruch dazu, dass f(x,) > n. Somit muss f nach oben beschrankt
sein.

Weiters sei zu zeigen, dass sup(f) ein Funktionswert ist. Dann existiert eine Folge
(Yn)nen mit y, € fla,b] fur alle n, die gegen sup(f) konvergiert. Da y,, € fla, b] liegt,
ist jedes y, ein Funktionswert der Form vy, = f(z,) fir x, € [a.b]. Deshalb gibt es
nun eine Folge (z,,)nen Mit z,, € [a.b] fiir alle n, sodass die Folge der Funktionswerte
(Yn)nen gegen sup(f) konvergiert.

Nach dem Satz von Bolzano WeierstraB (vgl. 0.2, S. 13) hat die Folge (x,,)nen €ine
konvergente Teilfolge (2, )nen, sodass der Grenzwert s = kli}ngo(a:nk) existiert. Da f

stetig ist gilt, klim (xn,) = f(s). Da nun jede konvergente Teilfolge einer Folge gegen
—00

den selben Grenzwert konvergiert, gilt, klim (n,) = sup(f). Somit gilt nun f(s) =
—00

39



A. Differenzialrechnung im Eindimensionalen

sup(f) und sup(f) ist ein Funktionswert. Da nun gezeigt ist, dass f(z) < sup(f) fir
alle x € [a, b], sind Supremum und Maximum identisch.
(der Beweis fiir das Minimum erfolgt analog mit dem Infimum) U

4.2. Globale Extrema
DEF'N'T'ON A.11: Globale Extrema vgl. LA1, S.116

Wird das Supremum angenommen, dann gibt es ein xy € X mit f(z) = supf(z) und
max f(z) wird Maximum von f auf X genannt. z, heiBt dann Maximalstelle.
xe

Wird das Infimum angenommen, dann gibt es ein 27 € X mit f(z¢) = inff(z) und
l’nl)I(l f(z) wird Minimum von f auf X genannt. z; heiBt dann Minimalstelle.
HAS

Minimum und Maximum heiBen Extremwerte (Extrema),
Minimalstelle und Maximalstelle heiBen Extremstellen.

Bemerkung.
Um festzustellen, ob es sich bei lokalen Extrema sogar um globale Extrema handelt, missen
auch die Definitionsbereichsgrenzen, Polstellen und Unstetigkeitsstellen untersucht werden.
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5. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

5. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Zunachst wird einen Spezialfall, der Satz von Rolle, definiert und damit einen der zentralen
Satze der Differenzialrechnung, der Mittelwertsatz beweisen.
Dieser Abschnitt orientiert sich hierbei an [LAL].

SATZ A.11: Satz von Rolle vel. LA1, 5.279

Ist die Funktion ¢ auf dem kompakten Intervall [a,b] stetig, auf (a,b) differenzierbar
und die Funktionswerte der Intervallendpunkte stimmen iiberein, somit ¢(a) = ¢(b),
so verschwindet ihre Ableitung an mindestens einer Stelle £ € (a,b).

Michel Rolle, franzésischer Mathematiker (1652 - 1719)

Beweis.

Fir konstantes ¢ ist der Satz trivial. Ist ¢ nicht konstant, dann existiert ein zy €
(a,b) mit p(zo) > @(a) oder ¢(zo) < ¢(a). Dann existiert eine Maximalstelle (bzw.
Minimalstelle) der Funktion in einem Punkt £ € (a, b). Laut der notwendigen Bedingung
fur lokale Extrema(A.7, S. 37) gilt ¢(£)'=0 O

SATZ A.12: Mittelwertsatz der Differentialrechnung vel. LAL, 5.279

Ist die Funktion f auf dem kompakten Intervall [a, b] stetig und im inneren des Intervalls
differenzierbar, so gibt es mindestens einen Punkt £ in (a,b), an dem

F1(€) = LU= by, f(b) — f(a) = f/(€)(b— a) ist.
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A. Differenzialrechnung im Eindimensionalen

Beweis.
Der Mittelwertsatz folgt, indem der Satz von Rolle auf folgende Funktion anwendet
wird:

F:la,b] > R mit F(z):= f(z)—

F ist stetig in [a, b] und differenzierbar in Ja,b[. Da F(a) = f(a) = F(b) ist, existiert
nach dem Satz von Rolle ein £ €]a, b mit F(¢) = 0.
Es folgt die Behauptung, da

Da nun der Mittelwertsatz bewiesen ist, kann nun der Beweis fir den Satz Hinreichende Be-
dingung fiir Lokale Extrema (2) (A.9, S. 38) gefiihrt werden. Dazu wird jedoch noch folgender
Satz bendtigt:

SATZ A.13: Monotonie vel. LA1, S.281

Sei f : I — R auf einem Intervall I stetig und im Inneren Punkt £ des Intervalls auch
differenzierbar, dann ist f

streng monoton steigend, falls f/(£) > 0 fiir alle &.

streng monoton fallend, falls f'(£) < 0 fir alle &.

Beweis.
Fir zwei beliebige Punkte 1 < x5 aus [ ist bei geeignetem & € (x1, z5) stets
f(za) — f(x1) = f(§)(x2 — x1). Daraus folgen obige Behauptungen. O

42
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Nun folgt der Beweis fiir den Satz Hinreichende Bedingung fiir Lokale Extrema (2):

Beweis.

Es wird gezeigt, ob ein lokales Maximum vorliegt (Minimum analog).

Seien f : [a,b] — R, f"(§) < 0 und f'(§) = 0. Dann folgt, dass 0 > f"(§) =
lim LEHN=L"© _ 13 LE+h)

h—0 h h—0 h

Es existiert ein 6 > 0, sodass @ < 0 fir alle x € (a,b) mit |h| <.

Daher folgt fiir den linksseitigen Grenzwert f’(£) > 0 und firr den rechtsseitigen f'(§) >
0 und f ist auf ({—4, &) streng monoton wachsend, sowie auf (£, £+9) streng monoton

fallend. Daraus folgt, dass in & ein lokales Maximum vorliegen muss. ([l
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6. Differentiationsregeln fiir Eindimensionale Funktionen

Fir den Praktiker sind folgende Differentiationsregeln ein notwendiges Hilfsmittel, um schnell
an die Ableitung(-sfunktion) zu kommen. Daher werden sie hier kurz definiert und mittels
Differentialquotienten und den Rechenregeln fiir Grenzwerte beweisen.

6.1. Faktorregel vel. GML, 5.170

Sei f:V — R in az € V differenzierbare Funktion und A € R, dann ist Af : V — R
differenzierbar und es gilt:

(Ag)' (x)=Af"(x)

Beweis.
Fiir £ € V gilt:
/ R T /\f(a:)_)‘f(é)_ . f(x)_f(g)_ /
(Ag)'(§) = lim —f Ailfé—x—g = Af'(¢)
([l
6.2. Summenregel aMm1; 5.170

Seien f,g : V — Rin x € V differenzierbare Funktionen, dannist f+g¢ : V — R differenzierbar
und es gilt:

(f+g) () =f'(x)+&'(x)

Beweis.
Far £ € V gilt:

[f(2) + g(2)] = [f(©) +9()] _ .

xr—£& T—E T — =€ X —

(F+9)(§) = lim
= F(©O+4©)
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6.3. Produktregel GML; 5.170

Seien f,g: V — R in z € V differenzierbare Funktionen, dann ist fg : V' — R differenzierbar
und es gilt:

(f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

Beweis.
Fir ¢ € V gilt:

(f-9)(x)—(f-9)(&)

(f9)'(§) = lim

z—E T —g
_ i J@9(2) — f(€)9(E) _
r—E€ X —f

(Hinzufiigen des folgenden Termes: — f(&)g(x) + f(§)g(x) = 0)
f(x)g(x) = [(€)g(x) + f(E)g(x) — F(E)g(E)

...= lim

z—§ xr—£
— i (L ®)9(2) — f(©g(2) | f(©)g(z) — F(€)9(E)
- < T—¢ ' r—¢ )
_gim L@@ = f©g(@) S (©)g(x) = J(E)g(E)
z—E x—E& T—E x—¢&
L f(x) = f(§) : g(z) —g(§)
= ilgég(x)x—_f + Im f(f)x—_é

Da fir lin}é g(x) = g(&§) und die Grenzwerte der Quotienten jeweils die Ableitungen
T—

an der Stelle ¢ sind, folgt obige Differentiationsregel. O

6.4. Quotientenregel GM1; 5.170

Seien f,g: V — R in x € V differenzierbare Funktionen, und ist g(§) # 0 fir alle £ € V, so
ist auch die Funktion (f/g) : V' — R differenzierbar und es gilt:
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Beweis.
Fir £ € V gilt:

/ f@)) _ (£©
(£ -t L) = )
1

65 Kettenregel vgl. LA1, S.271ff

Vorgelegt seien die Funktionen ¢: [, CR—R und f:I;CR—=R mit I; D g(l,).
g seiin &, fin g(&) differenzierbar. Dann ist f o g in £ differenzierbar, und es gilt

(fo g)(§) =f'(eé)) g'(§)

Fir den Beweis der Kettenregel wird der nun folgende Satz verwendet:

SATZ A.14: Alternative Darstellung differenzierbarer Funktionen vel. LAL 5.268

Die Funktion f : I — R ist genau dann in ¢ € [ differenzierbar, wenn das Inkrement
f(&+h)— f(&) in folgender Form dargestellt werden kann:

f(E+h)—f(§)=ah+r(h) mit lim r(h) _ 0

h—0 h

Bemerkung.
In diesem Fall ist a = f/(). r ist der Fehler der Approximation.
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Beweis. vgl. LA1, S.267ff
Ist die Funktion f : I — R in £ € I differenzierbar, so strebt

p(h) = LEZIE ey 0 far h— 0.

Wird r(h) = p(h)h gesetzt, gilt die Gleichung f(§ + h) — f(§) = f'(§)h + r(h) mit
lim "% = 0.

h—0 P
Wenn weiters f(§ + h) — f(§) = ah + r(h) zu w =a+ T(:) umgeformt und

fE+R)—f(E) r(h)
h

davon nun der Grenzwert gebildet wird, folgt, das lim =a+ lim~ =
h—0 h—0

a+ 0 = a. Somit ist gezeigt, dass a die Ableitung an der Stelle £ ist (vgl. A.6, S. 34).
OJ

Nun folgt der Beweis der Kettenregel:

Beweis.
Fir £ € V wird n := g(&) gesetzt und gemaB der Differenzierbarkeit in einem
Punkt (A.6, S. 34) gilt nun:

o€+ 1)~ gl€) = g ©h+m(h) , P = o) 0 e h 0
fn+h)—gn) = fnk+r(k), ”ff’) =: 0o(k) — 0 fiir k — 0.

Aus diesen Darstellungen folgt

(fog)§+h) = (fog)&) = flg(€+h)) = fg(§))
= ' g(€+h) = g(&)] + r2(g(€ + h) — 9(€))
= 'y (©)h + ri(W)] + r2(g' (A — r1(h)))
= ['(ng' (€)h+r(h)
mit (k)= f(n)ri(h) + ra(g' (E)h + ri(h))
= f'(Mhoi(h) + [g'(O)h + ri(h)]o2(g'(§)h + ri(h)).
Offenbar strebt "2 — 0 fiir b — 0, und daraus folgt mit der Alternativen Darstel-

lung dlfferenZIerbarer Funktionen (A.14, S. 46) die Behauptung.
O
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66 Potenzfunktionen vgl. LA1, §.273

Sei f:V — R eine in x € V differenzierbare Funktion, dann gilt fiir n € N und alle z # 0:
f@) = (@) =n 2"

Insbesondere gilt diese Ableitungsregel auch fiir:

() =-n 27" firneNundalle z#0und (1) =@ =-127%=-1%
Beweis.
Fur £ € V gilt:
ey - i € O a4+ )
f(ﬁ)—igx_fn —g% p—

=lima" ' a2+ = e =t

r—E€
O
Bemerkung.
Fiir obigen Beweis wird verwendet, dass 2" — " = (z — &) (a1 % 2772 + ...) ist.
Dieser Zusammenhang lasst sich mittels Polynomdivision finden.
6.7. Polynomfunktionen vl LAL, 5.273

Bei Anwendung von Kettenregel, Faktorregel und der Ableitungsregel fiir Potenzfunktionen,
lasst sich die Ableitung eines beliebigen Polynoms bestimmen:

(aop + a1z + asx® + ... + a,2") = ay + 2as7 + ..na,z"t | fir alle x

Bemerkung.
Fir den Beweis, siehe Summenregel und Ableitungsregel fiir Potenzfunkionen.
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68 Exponentialfunktion vgl. LA1, S.274

Sei f: R — R mit z — a®, a € R eine Feste Zahl und f eine in x differenzierbare Funktion,
dann gilt fur alle x:

(a*) = a® In(a) bzw. wenna=e¢ (") =¢€"

Beweis.
. T . z+h T . h
lim £=¢° = |jm 00" — o= lim <~ = a® In(a) O
z—g T8 h—0 h—0

Bemerkung.

. . . h .
Hierbei wurde verwendet, dass ]lllrr(lJ =1 = In(a) ist. In(e) =1
—
69 Logarithmus Funktion vgl. LA1, S.274

Sei f:V — R, wobei V' C R*, mit x — [n(x), eine in x differenzierbare Funktion, dann gilt:

(In(z))' =1 firalle z > 0.

Bemerkung.
Die natirliche Logarithmusfunktion in(z) ist die Umkehrfunktion der e-Funktion.

Beweis.

Da e” auf dem gesamten Definitionsbereich positiv ist, folgt aus dem Umkehrsatz fiir
streng monotone Funktionen (A.4, S. 33) und der Ableitungsregel der Exponentialfunk-
tion (6.8, S. 49), dass (Inz) = -l ist. O

eln(z
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6.10. Trigonometrische Funktionen vl GM1, 5273

Fur die nun folgenden Winkelfunktonen sei x € R im BogenmaB.
Weiter werden bei der Beweisfiihrung folgende Aussagen verwendet:

sin(z) und cos(x) sind stetige Funktionen auf R lim = 2@ —

Additionstheoreme:

sin(z +y) = sin(x)cos(y) + cos(x)sin(y)

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)

Da sin(x) eine ungerade und cos(z) eine gerade Funktion sind, folgt

sin(—x) = —sin(x) und cos(—z) = cos(z).
Daraus folgen weiter

sin(x —y) = sin(z)cos(y) — cos(x)sin(y)

cos(x —y) = sin(x)sin(y) + cos(x)cos(y)

Und daher kann folgendermaBen umgeformt werden:

sin(x) = sin (x+y+x—y) = sin (x—i—y) cos (x—y) + cos (fb‘—l—y) sin (:L'—y)
2 2 2 2 2 2

sin(y) = sin <x ty_z- y> = sin (ﬂ) cos <u) — cos (x_—i—y) sin (x _ y)
2 2 2 2 2 2

Werden die beiden Gleichungen subtrahiert, ergibt sich folgender Zusammenhang:

sin(x) — sin(y) = 2 cos (%y) sin (w = y)

Und analog dazu:  cos(z) — cos(y) = —2 sin <x ;_ y) sin <x ; y)
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Die Sinusfunktion:

Sei f:V — R die in z € V differenzierbare Sinusfunktion mit f : x — sin(z), dann gilt:

sin(x) = cos(x)

Beweis.

sin(x) — sin(§) 2 cos (QJ—H) sin (%5)

lim = lim

z—§ :L“—f T—E :E—f
i (2=
= lim cos Tre sm(_2 ) = cos(§)

Hierbei wurde verwendet, dass fiir x — £ der Ausdruck fog gegen 0 geht und daher

lim = 5@ — 1 st O
a—0 a

Die Cosinusfunktion:

Sei f:V — R die in z € V differenzierbare Cosinusfunktion mit f : z — cos(z), dann gilt:

cos(x) = —sin(x)

Beweis.

. cos(x) — cos(§)
:}011}‘1{ xTr — 5 T—E€ Tr — f
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Die Tangensfunktion:

Sei f:V — R die in z € V differenzierbare Tangensfunktion mit f : z — tan(x), dann gilt:

tan(z) =1+ tan*(z)

Beweis.

Da tan(&) = ZZES folgt die Behauptung mittels Anwendung der Quotientenregel. [
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B. Differentialrechnung im
Mehrdimensionalen

«« Es gibt Dinge, die den meisten Menschen unglaublich erscheinen,

die nicht Mathematik studiert haben. »

Archimedes von Syrakus, griechischer Mathematiker (um 287 v. Chr.)

Worum geht es?

In Kapitel B werden, wie auch schon im Kapitel A, die Differenzierbarkeit (hier mehrdimensio-
nal) und charakteristische Punkte von Funktionen erlautert, jedoch nun allgemein giiltig und
somit auch fir mehrere Dimensionen. Der Umkehrsatz, der Hauptsatz liber Implizite Funktio-
nen, sowie das Lagrange-Verfahren werden ebenso vorgestellt.

Was ist mehrdimensionale Analysis?

In der mehrdimensionalen Analysis werden Abbildungen zwischen hoherdimensionalen euklidi-
schen Raumen (0.24, S. 20) betrachtet. Solche Funktionen, die von mehreren Variablen abhan-
gen, konnen wie folgt allgemein dargestellt werden:

T fl(x)
f:RP DD —RY r= ||~ fla,...,zp) = :
Tp fQ(x)

Beispiel.

An diesem Beispiel ist ersichtlich, wie der
Ebene (R?) reelle Funktionswerte (R)
zugeordnet werden:

[ R2 SR, f(r,y) =22+ y?

Abbildung B.1.: 3D-Grafik der Funktion

Bemerkung.
Abbildungen von R? nach R sind noch dreidimensional vorstellbar.
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1. Grundbegriffe

Wie konnen die verschiedenen Funktionsarten eingeteilt werden?

Grundsatzlich kénnen Funktionen darin unterschieden werden, von und in welche Raume sie
abbilden.

Eine reellwertige Funktion, ein- oder mehrdimensional, ordnet einer beliebigen Menge reelle
Zahlen zu. Handelt es sich bei der Ausgangsmenge um R”, wird diese Skalarfeld genannt.
Wenn die Funktion in einen Vektorraum abbildet, heiBt diese vektorwertige Funktion, bzw. ist
von einem Vektorfeld die Rede, wenn es sich um den Vektorraum RP handelt.

DEFINITION B.1: Reellwertige Funktionen vel. GM1, 5.104

Sei D eine Teilmenge von R?.
Eine Abbildung f : D — R heiBt reellwertige Funktion auf D.
Die Menge D heiBt Definitionsbereich von f.

Beispiele fiir reellwertige Funktionen...

in einer Variable (p=1): f(z) =22 flx)=2+1 f(z) =22
T2

mehrerer Variablen (p>1): f(z1,22) = a1 + 22 f(21,29,23) = 221 + —
Z3

Bemerkung.
Reellwertige Funktionen werden haufig als reelle Funktionen bezeichnet.

Beispiel.
Sei f:R? = R mit f(x1,12) =21 - 2o

Abbildung B.2.: Beispiel einer reelwertigen
Funktion
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1. Grundbegriffe

DEFINITION B.2: Skalarfeld

vgl. LA2; S.380

Sei X eine nichtleere Teilmenge des RP. Eine Funktion f : X — R heiBt Skalarfeld.

Bemerkung.
Ein Skalarfeld ordnet jedem Punkt des Raumes einen Wert (Skalar) zu.

Beispiel.

Die Temperaturverteilung im Raum als Skalarfeld, kann mit Farben dargestellt werden, die fiir
die entsprechenden Werte stehen:

< Abweichung zum Bezugszeitraum 1981-2010 >

Minimum Flachenmittel Maximum

+1,6c +6,4c +10,3

Tageswerte x

< 30. Juni >

Abbildung B.3.: Tagesmittel der Lufttemperatur fiir den 30. Juni 2019 (ZAMG)

Quelle (abgerufen am 01.07.2019):

zamg.ac.at/cms/de/klima/klima-aktuell/klimamonitoring/?param=t&period=period-ymd-2019-06-30&ref=3

55
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DEFINITION B.3: Vektorwertige Funktionen vel. GM2, 5.85

Sei D eine Teilmenge von R. Eine Abbildung f : D — V bei der die Zielmenge V ein
Vektorraum ist, heiBt vektorwertigen Funktion auf D. Oftmals ist V' der Vektorraum
RP.

Beispiel. Einheitskreis in der Ebene

Sei f : [0,27[— R? eine Funktion, die = auf den Vektor der Form (g;‘;gg) abbildet.

Beispiel (Schraubenfeder).
cos(x)
Sei f:]0,4.57] = R mit f(z) := [ sin(z)

z
10

Nachstehende Abbildung zeigt die hier definierte vektorwertige Funktion, die an eine Schrau-
benfeder erinnert:

Abbildung B.4.: Schraubenfeder
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1. Grundbegriffe

DEFINITION B.4: Vektorfeld vgl. LA2; 5.380

Sei X eine nichtleere Teilmenge des RP. Eine Funktion f : X — R? heiBt Vektorfeld.

Bemerkung.
Ein Vektorfeld ordnet jedem Punkt des Raumes einen Vektor zu.

Beispiel.

Folgende Abbildung zeigt die grafische Darstellung eines Vektorfeldes, welches mit Hilfe des
Programmes Mathematica (Wolfram) erstellt wurde.

Es wurde nachstehender Befehl verwendet, um somit ein Vektorfeld von R? nach R? darzustellen.

VektorPlot[x,y,x,-3,3,y,-3,3]

Vergleiche hierzu die Dokumentation (aufgerufen am 15.06.2019):
https:/ /reference.wolfram.com/language /howto/PlotAVectorField.html
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Abbildung B.5.: VektorPlot eines Vektorfeldes
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1.1. Banachscher Fixpunktsatz

Der nun folgende Banachsche Fixpunktsatz kann dazu verwendet werden, um die Existenz und
Eindeutigkeit eines Fixpunktes zu zeigen. Uberdies erméglicht er mittels Iteration, einem nume-
rischen Verfahren, die naherungsweise Bestimmung von Fixpunkten.

Damit der Satz giiltig ist und damit ein Fixpunkt mit ¢(§) = £ gegeben ist, miissen eine Teil-
menge des Banachraums (0.25, S.21) und eine kontrahierende Selbstabbildung (B.8, S. 60)
vorliegen.

Dieser Abschnitt orientiert sich hierbei an [LA1], [LA2] und [GM2].

Zunachst werden die Voraussetzungen und der Begriff Fixpunkt definiert:

DEFINITION B.5: Fixpunkt vel- LAL, 5.150

Sei f: X — X eine Funktion wobei X eine nichtleere Menge ist.
Ein Punkt £ € X heiBt Fixpunkt von f, wenn f(&) = .

DEF'N'T'ON B.ﬁ: Selbstabbildung vgl- LA1, S.106

Sei f: X — X wobei X eine nichtleere Menge ist.
Die Funktion f heiBt Selbstabbildung auf X, wenn f die Menge X in sich selbst abbildet
und daher f(X) C X gilt.

Beispiel. Identische Abbildung, Identitat
Die Identische Abbildung bildet jedes Element der Definitionsmenge auf sich selbst ab:

idyx : X CR — X ist definiert durch idx := =z fur alle z € X.

Beispiel. Das Zahlen
Beim Zahlen einer natirlichen Zahl (n € N) ihr Nachfolger zugeordnet:

f:N— N ist definiert durch f(z):=z+1 fur alle z € X.

Bemerkung. Selbstabbildungseigenschaft monotoner Funktionen
Sei f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion.
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= fl(x)#0 fur alle z € [a, 0]
Sind nun die Randpunkte f(a), f(b) € [a,b], so ist die Funktion eine Selbstabbildung.

= f(z)=0 fir ein oder mehrere x € [a, b
Die Funktion hat ein oder mehrere Extrema, deren Funktionswerte neben denen der
Randpunkte in [a, b] liegen miissen, damit die Funktion selbstabbildend ist.

Kontrahierende Funktionen, sind eine besondere Form der dehnungsbeschrinkten Funktionen
mit einen Dehnungsschranke, die kleiner 1 ist:

DEFINITION B.7: Dehnungsbeschrankte Funktion vel. LA1, 5.136

Sei f: X — R. Die Funktion f heit dehnungsbeschrinkte Funktion auf X C R,
wenn es eine Dehnungsschranke ¢ gibt, sodass

|f(x) = fy)] < qlv—y| firalle z,y € X

Da diese Art von Funktionen auch stetig ist, werden sie auch Lipschitz-stetige Funktio-
nen genannt und dazu die Dehnungsschranke ¢ als Lipschitz-Konstante bezeichnet.

Abbildung B.6.: Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, deutscher Mathematiker (1832 - 1903)

Quelle (abgerufen am 22.08.2019): de.wikipedia.org/wiki/Rudolf_Lipschitz

Beispiel.
Sei f: X — R mit f(x) = x. Die Funktion f ist Lipschitz-stetig mit ¢ = 1, denn es gilt

F@) = f@)l = le—yl < 1o —y| firalle z,ye X
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Beispiel.

Sei f:[a,b] = R mit f(z) = 2? und a,b € R mit a < b. Dann ist die Funktion f Lipschitz-
stetig fur alle z,y € [a, b], denn

|f@) = fly) =" =y’ =z +yllz —y| < (z|+ |y]) - |z —y| <
2 maz{|z|, |y} - |z — y| < 2 maz{|a|, |b]} - |z — y]

Als Lipschitz-Konstante kann g = 2 maxz{|a/|, |b|} gewahlt werden.

Beispiel.
Sei f:R — [0,1] mit f(z) := Z5. Die Lipschitz-Konstante ist zu berechnen.

Umformen ergibt:  f(z) =1+ xLH

Mittels der Definition (B.7,S.59) folgt: |f(z)—f(y)| = |x+r1—ﬁ| = % < qlx—y]

und somit ist die Funktion dehnungsbeschrankt mit ¢ = sup Wl(yﬂ)l =1
z,y€[0,1]

Bemerkung.
Ware im vorigen Beispiel das Intervall [1,2] die Zielmenge, dann wiére die Funktion
kontrahierend mit ¢ = %

DEFINITION B.8: Kontrahierende Funktion vel. LAL, §.221

Sei f: X —R.
Eine dehnungsbeschrankte Funktion mit einer Dehnungsschranke ¢ < 1 wird
kontrahierend genannt.

Bemerkung. Uberpriifung der Kontraktionseigenschaft

Um zu Uberpriifen, ob es sich bei der differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R um eine
kontrahierende Funktion handelt, muss lediglich gezeigt werden, dass sie Dehnungsschranke
q := max{|f'(z)| : x € [a,b]} < 1 ist.

Beispiel.

Sei f:[0,1] = R mit f(z) = 2*.
Die Funktion f ist selbstabbildend auf [0, 1], da f steigend ist und

min(f(x)) = f(0) =0 und maz(f(x)) = f(1) = 1.
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1. Grundbegriffe

Mit Hilfe der Differentialgleichung kann die Kontraktionseigenschaft Gberpriift werden.
Ist die Funktion einmal stetig differenzierbar auf der Definitionsmenge und
|f(z)| <1 furalle x € 0,1],

so handelt es sich um eine kontrahierende Funktion.
Somit ergibt sich fir f/(1) = 2, weshalb die Funktion f keine kontrahierende Funktion ist.

Da nun alle Voraussetzungen bekannt sind, folgt der Banachsche Fixpunktsatz und die dazu
gehorige Beweisfiihrung:

SATZ B.1: Banachscher Fixpunktsatz vel. LA2, 5.35

Sei X eine (nichtleere) abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes und f eine
kontrahierende Selbstabbildung von X, fiir alle z,y € X gelte somit

IIf(x) = fy)] <qllz—y mit einem festen positiven ¢ < 1,

dann besitzt f genau einen Fixpunkt x in X.

Fir differenzierbare Funktionen gilt insbesondere:

If' ()] <q fur ¢ < 1.

Das selbe kann iterativ gewonnen werden:
Wird ein beliebigen Startpunkt xy € X gewahlt und z,.; = Az,(n = 0,1,2,...)
gesetzt, so konvergiert x,, — .

Uberdies gilt die Fehlerabschatzung

n

q
lzn = 2ll < 37— Ilz1 — 2ol
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Die Beweisfiihrung des Satzes unterteilt sich in den Nachweis der Eindeutigkeit und der Existenz,
sowie der Konvergenz der lteration:

Beweis.
Eindeutigkeit:
Seien z,y € X zwei Fixpunkte von f und q<1. Dann gilt

le =yl = 1f(x) = F)ll < qllz =yl

woraus folgt: ||z —y| =0, d.h. z=y.

Existenz:

Sei xg € X beliebig und =) := Axy_; firalle £ > 1.

Es gilt [[zn1 — 2l = [ f(2) — flar-0)ll < allew — 2]l < Pl — 22| < .
< ¢*llar — o] =: gte

Daraus folgt fir m > k
— _ _ . k
[m — 2kl = || Z;Zkl(IH-l — ;)| < Z;ikl (@it — z)|| < Zyikl q'c < %

Dies zeigt, dass die Folge (xx)ren eine Cauchy-Folge in X ist und wegen der Voll-
standigkeit von X gegen ein Element = konvergiert. Weil X abgeschlossen ist, liegt =
sogar in X.

xpy1 = f(xy) folgt durch Grenziibergang k — oo

x= f(x) O

Beispiel.

Sei f:[0,1] = R mit f(z) = %.

Die Funktion f ist selbstabbildend auf [0, 1], da die Funktion f steigend ist, min (f(z)) = 0
und maz (f(z)) = 1 .
Hier ist fiir f'(1) = 3 < 1, weshalb die Funktion f eine kontrahierende Funktion ist.

Der Fixpunkt lasst sich durch Iteration finden:
Beliebiger Startpunkt xy = % und somit z; = f(zg) = %,
Der gesuchte Fixpunkt ist x = 0, da f(0) = 0.

Ty = % usw.
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2. Differenzierbarkeit in R®

2. Differenzierbarkeit in R’

Eine Funktion, die einen Vektor auf eine reelle Zahl (reellwertige Funktion) bzw. auf einen Vektor
(vektorwertige Funktion) zuordnet, kann nicht mehr wie in eindimensionalen Fallen abgeleitet
werden. Hier kann nur jeweils nach einer Veranderlichen abgeleitet werden, indem die Ablei-
tung einer Funktion mehrerer Veranderlicher mit Hilfe von Richtungsableitungen bzw.partieller
Ableitungen durchgefiihrt wird.

2.1. Differenzierbarkeit in einem Punkt

DEFINITION B.9: Differenzierbarkeit in einem Punkt vgl. LA2, 5.259

Eine Funktion f : I — RY heiBt differenzierbar im Punkt & € I, wenn es eine (g, p)-
Matrix A gibt, so dass fiir alle £ + h aus eine e-Umgebung U C G von £ das Inkrement
f(&+ h) — f(&) die folgende Darstellung gestattet

fE+h)—f(&) =Ah+r(h) mit limwzo

2.2. Partielle Ableitung

Wie bereits zuvor erwahnt, sind partielle Ableitungen eine besondere Form der Richtungsablei-
tungen, namlich in Richtung der Koordinatenachsen. Partiellen Ableitungen sind somit entspre-
chend Ableitungen eindimensionaler Funktionen nur nach einen Variable durchzufiihren, wobei
die jeweils anderen Variablen als Konstanten aufgefasst werden:

DEFINITION B.10: Partielle Ableitung vel. LA2, 5.247fF

Sei X die offene Definitionsmenge der reellwertigen Funktionen f von mehreren
Veranderlichen: f : X C R — R.

Ist (&1, ..., €p) ein Punkt aus X, und besitzt die partielle Funktion xy — f(x1,&1, ..., &p)
in & eine Ableitung, deren Wert «; ist, so ist die Funktion f in (1, ...,&,) partiell nach
x differenzierbar. Ihre partielle Ableitung nach x; im Punkt (&1, ...,&,) ist as:

le(gh ...761)) = bzw. M =

g

Partielle Ableitungen nach x5, ..., z, analog.
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Beispiel.

Sei f(z,y,2) = zy + z eine differenzierbare Funktion.
Es sind die partiellen Ableitungen zu bestimmen:

of . or_, o,
8x_y oy 0z

DEFINITION B.11: Partielle Ableitung héherer Ordnung vel. LA2, 5.248fF

Sei X die offene Definitionsmenge der reellwertigen Funktionen f von mehreren Ver-
inderlichen: f: X C R — R.

Existiert iiberdies die partielle Ableitung Dy f an der Stelle (&1, ...,&,) und es sei mog-
lich, an der Stelle (&1, ...,&,) nach z; partiell zu differenzieren, so folgt fiir die partielle
Ableitung zweiter Ordnung von f an der Stelle (&1, ..., &,):

9
D;Dyf(&, ..., &) = %

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung nach z,, ..., z, analog.

Jacobi-Matrix

SATZ B.2: Die Jacobi-Matrix vgl. LA2; S.260

64

Die Funktion f: G C R? — R? (G offen) sei im Punkt ¢ differenzierbar und habe die
Komponenten fi, ..., f,. Es sei somit

fi
f=1: mit Funktionen f; : G —+ R
fq
Dann ist jedes f; an der Stelle £ nach allen p Veranderlichen z4, ..., z,, partiell differen-
zierbar, und die (g, p)-Matrix A aus Definition (B.9, S. 63) ist eindeutig bestimmt. A




2. Differenzierbarkeit in R®

ist die sogenannte Jacobi-Matrix (Funktionalmatrix) von f an der Stelle £ mit:

af1(&) 9f1(§)
o1 et Oxp
Jr(€) =1
0fq(8) 0fq(&)
o1 ot Oz

Bemerkung.
Die Jacobi-Matrix J; wird auch Ableitung von f an der Stelle £ genannt und oftmals mit

(&) bzw. Df(§) bezeichnet.

Beweis.
Da f im Punkt ¢ differenzierbar ist, gilt laut Definition f({ + h) — f(§) = Ah + r(h)
mit hm 7|"|(h” =0 und
51 hl a1 ... Qip Tl(h)
5 — - , h — . , A — . , T(h) — .
&p hy, Qg1 - Qgp rq(h)

Dannist fur j =1,...,q

i€+ D) — f;(8) = ajihy + ... + ajphy + ... + ajph, +7j(h)  mit lim rih) _ —0.

h—=0 |||

Nun wird die j-te Komponente von f(£ + h) betrachtet:
p
[il€+h) = fi(§) + 32 aijhi +r;(h)

k=1

Wird nun h mit dem Einheitsvektor e, multipliziert, sodass hie, dann ist nur die j-te
Komponente ungleich Null und es ergibt sich:  f;(§+hyer) = f;(&)+anhe+71;(hiey)

Mit lim ’"(:) = 0 lasst sich nun die partielle Ableitung der j-ten Komponente berech-
nen: £i( )=1i (&) rj(hiek)

of; Ethier)—f; hye

x—j(f) }Lli% kh: B2 = aj, + hi% h’; B = aj O
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Gradient

Der Spaltenvektor, der alle partiellen Ableitungen der Funktion enthélt, wird Gradient genannt:

DEFINITION B.12: Gradient vel. LA2, 5.273

Sei f eine reellwertige Funktion mit f;G C R? — R (G offen).

Weiters besitze f an der Stelle & partielle Ableitungen nach allen ihren Veranderlichen
x1,...,o, (ohne notwendigerweise in ¢ differenzierbar zu sein), dann heiBt

folgenden Vektor der Gradient von f an der Stelle &:

grad f(§) =

Bemerkung.
Werden kartesische Koordinate verwendet, so bezeichnet V f den Gradienten.

Beispiel.

Sei f(z,y,2) = xy + z eine differenzierbare Funktion.
Es ist der Gradient zu bestimmen:

Y

grad f=Vf=|x
1

06




2. Differenzierbarkeit in R®

2.3. Mittelwertsatz (verallgem.)

SATZ B.3: Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen vel. LA2, $.278f

Die Funktion f : G C R” — R’ (G offen) sei stetig differenzierbar, und xq, xo + h
seien Punkte, die mitsamt ihrer Verbindungsstrecke S in g liegen. Dann gilt

1
Flo +h) — f(zo) = / (2o + thdz | &
0
Hierbei ist das Integral in der Klammer eine Matrix, die auf A angewendet werden soll.

Ist |-| irgend eine mit den Normen von R” und R” vertragliche Matrixnorm auf (g, p),
dann kann folgendermaBen abgeschatzt werden:

1f (o + h) = f(wo)| < MI|Rll - M 2= maz | f(2)|(+)

Beweis.
fi hy
Sei f= ol pi(t) = fi(zo+th) fir0<t<1 und h= :
fq hp
Da es sich hier um eine C'*-Funktion handelt, sind die partiellen Ableitungen aller f;

auf GG stetig, und es ist
1

i+ 1) = fan) = p3(1) = 25(0) = [ g} (e)dt = jf;(xo T thyhdr,

Infolgedessen gilt
1

S filzo th)hat fi(xo + th)hdt

flzo+h) — f(xo) = E :b} : =

q
0

fl (a0 + th)hdt = ( fl Flxo + th)dt) h.
0 0

Da h ein fester Vektor ist, kann dieser hier aus den Riemannschen Summen des Inte-
grals herausgezogen werden.
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Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

masxlf’(x)\ existiert, da « — |f’(x)| eine reellwertige Funktion auf der kompakten
xre

Menge S ist. Da die Matrixnorm || - || mit den Normen von R” und R vertraglich sein

sollte, ergibt sich mit der Gleichung (x) in Verbindung mit der Dreiecksungleichung die
Abschatzung

1 1
Vertf(zo + h) — f(zo)]| = | / f(zo+ thydt | b < | / J'80 + thydb)|[|h] <
0 0

IA

1
[ 1o+ emjar | [ < a1l
0
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2. Differenzierbarkeit in R®

2.4. Differentiationsregeln fiir Mehrdimensionale Funktionen

Fa ktorregel vgl. LA2, 5.266

Sei f: G C R? — RY (G offen) eine in & € G differenzierbare Funktion und A € R, dann ist

A G C RP — R differenzierbar und es gilt:

(AF) () =AF'(€)

Beweis.
Nach Voraussetzung ist f(§ 4+ h) — f(&) = f'(§)h + r(h) mit }ngg)% -0
daher gilt  Af(€+h) — Af(€) = A (f/(€)h +r(h)

da mf — 0 strebt fiir b — 0 existiert die Ableitung und = A ()

Summenregel

Seien f,g: G C R? — R? (G offen) in £ € G differenzierbare Funktionen, dann ist
f+g:GCRP — R? differenzierbar und es gilt:

(f+g)' (§)=f"()+&'(§)

LA2; S.266

Beweis.

Nach Voraussetzung ist

FE+h) = F(€) = F(©h+m(h) mit lim 7"|1|]{L’ﬁ> o,
g€+ h) = 9(€) = g (©h+ro(h) mit lim ﬁ -
Somit folgt

(f +9)E+h) = (f +9)(&) = [f'(€) + g (Ol +r(h), r(h)=ri(h)+rsh)
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Und da r(h)/||h|| — O strebt fir h — 0, ist die Ableitung (f + g)(§) tatsachlich
vorhanden und = f'(£) + ¢'(£). O

Produktregel LA2; 5.269

Seien f,g : G C R? — R (G offen) in & € G differenzierbare Funktionen, dann ist fg in £
differenzierbar und es gilt:

(f9)' (&) = J'(£)g(&) + f(£)g'(£)

Beweis.
Fur hinreichend kleine ||A|| # 0 ist

(f9)(€ +h) = (f9)(&) = F(E+ h)g(&+h) — F(E)g(E)
= [f(©) + F(©Oh+ri(W)][g(&) + g'(Oh + ra(h)] — f(£)g(&)
= (€)' (&) + () f'()]h+r(h)

mit (k) == [f(§) + f/(§)R] ro(h) + [9(§) + ¢'(&)h] ri(R)
+71(h) r2(h) + [f(E)N] [g'(§)R]

Jeder Summand auf der rechten Seite strebt bei Division durch ||h| gegen 0, wenn
h — 0 geht.

Wird folgende Gleichung betrachtet, wird das beim letzten Summanden ebenso klar
ersichtlich:

FOWOR o [ B
B G [(f (thn]

Infolgedessen strebt r(h)/||h|| — O fir h — 0, womit die Behauptung iiber das Produkt
bewiesen ist. O
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2. Differenzierbarkeit in R®

Quotientenregel LA2; 5.260

Seien f,g: G C R? — R (G offen) in £ € G differenzierbare Funktionen, und ist g(&) # 0 fur
alle £ € GG, so ist auch die Funktion (f/g) an der Stelle ¢ differenzierbar und es gilt:

g g9(z)?

(f)’ (z) = L@e@)—f @)y @)

Beweis.

Mit Hilfe der Produktregel (2.4, S. 70) lasst sich die Quotientenregel herleiten. Dazu
wird der Quotient 5 zu f - g~ 1 umgeschrieben und dann der Beweis dhnlich dem der
Produktregel durchgefiihrt:

N @) = (Fg™) (@) = P - 1 @) ()
)

g 9() 9(x)
_ @) | f@)(=g(@) _ fx)g(r) - f@)g' (@)
9(x) 9*(x) 9*(x)
O
Kettenregel vel. LA2, 5.267

Vorgelegt seien die Funktionen

g : G C R? — R? mit offnenem G
f:U CR?— R" mit offnenem U D ¢(G)

g seiin &, fin g(&) differenzierbar. Dann ist f o g in £ differenzierbar, und es gilt

Bemerkung.
Der Beweis der Kettenregel im Merdimensionalen erfolgt analog zu dem aus der eindimensio-
nalen Analysis, jedoch unter Verwendung von ||A|| und ||k||.
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2.5. Richtungsableitung

DEFINITION B.13: Richtungsableitung vel. LA2, S.272ff

Sei f(z,y) eine reellwertige, mehrdimensionale Funktion auf einer Menge G C R” und

|v| = 1 (Richtungsvektor mit Betrag 1).
Wenn der Grenzwert 8](;_5)5) = %ir%w
—>

die Richtungsableitung von f im Punkt £ in Richtung v.

mit £ € (G existiert, so bezeichnet dieser

Bemerkung.
Weitere Schreibweisen fiir %Ef) sind: D, f(£) bzw. g—v(f)
Bemerkung.

Werden Richtungsableitungen in Richtung der Koordinatenachsen gebildet, so werden diese par-
tielle Ableitungen genannt (siehe B.10, S. 63).

Richtungsableitungen von f(§) fir den Richtungsvektor v werden oft auch mit 0, f(&) bezeich-
net.

Beispiel.

Sei f:]0,5] x [0,5] = R mit f(z,y) =z +y.
Unter der Annahme, dass sie existiert, ist die Richtungsableitung im Punkt P(1,2)

in Richtung v = C);) zu bestimmen:

Of(P) _ . J(LD+1(3.4) ~ f(L2) . (L430+ Q24— (142) . 7t

ov t—0 t t—0 t t—0 t

Die Ableitung der Funktion im Punkt P in Richtung v ist 7.
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2. Differenzierbarkeit in R®

SATZ B.4: Existenz der Richtungsableitung vel. LA, $.272f¢

Die Funktion f : G C Rp — R (G offen) sei in £ € G differenzierbar. Dann existiert
die Rlchtungsableltung 5) fur jeden Richtungsvektor v, und es ist

Ct
agf) = f'(&)v = éggf)vl + ... ag;f) furv:= | :
Up
Beweis.
Da G offen ist gibt es ein § > 0 mit Us({) € G. Sei nun u : (—=6,6) — G durch
u(t) = €+ to.
Dann ist nach der Kettenregel (2.4, S. 71) (f o u)'(0) = f'(&)v.
Andererseits ist af(é) = H%M (fou)'(0) = f'(&)wv. O
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

3. Extremwerte

Lokale und globale Extrema sind auch bei mehrdimensionalen Funktionen Punkte, die es wert
sind, untersucht zu werden.

3.1. lokale Extrema

Bei der Suche nach einem lokalen Extremum einer mehrdimensionalen reellwertigen Funktion, ist
es sinnvoll, so wie schon beim eindimensionalen Fall (siehe Abschnitt A.11, S. 40), notwendige
und hinreichende Bedingungen fiir Extremwerte zu definieren. Dabei ist es nicht zwingend, dass
ein solches Extremum auch existiert:

DEFINITION B.14: Lokale Extrema vgl. ABG; S.318fF

Sei X C R? und f: X — R. Dann heiBt (x¢,yo) € X lokales Maximum (bzw. lokales
Minimum) von f, falls ein § > 0 existiert, sodass f(z,y) < f(zo, o)
(bZW' f<$7y) = f(xoay())) fir alle (a:,y) € U5($07y0)'

Bemerkung.
Ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) von f liegt dann vor, wenn eine Umgebung um
(w0, yo) existiert, in der kein Punkt einen gréBeren (bzw. kleineren) Funktionswert annimmt.

Notwendige Bedingung

Analog zum eindimensionalen Fall, bei dem die erste Ableitung der Funktion =0 als notwen-
dige Bedingung (A.7, S. 37) fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums sein muss, wird im
mehrdimensionalen der Gradient (B.12 , S.66) der Funktion untersucht:

SATZ B.5: Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema vel. LA2, $.311

Die Funktion f : X C R? — R besitze in dem inneren Punkt & von X ein lokales
Extremum und sei (iberdies in & nach allen Veranderlichen partiell differenzierbar.
Dann ist notwendig grad f(£) = 0.

Ist f in & sogar differenzierbar, so muss f'(£) = 0 sein.
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Beweis.

&
st &= [ | und i) = Flrn, &, &)i i gplay) = Fla1, 600 &),

&p
so besitzt die partielle Funktion g im Punkt &, ein lokales Extremum. Und da & ein
innerer Punkt des Definitionsbereichs von g; und die Ableitung g,’c(ﬁk) vorhanden und
= 0f(§)/0xy ist, ergibt sich nun die Behauptung ohne weitere Umstande aus Satz
(A.7,S. 37). O

Hinreichende Bedingung

Als hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums einer mehrdimensionalen
reellwertigen Funktion wird die sogenannte Hesse-Matrix auf ihre Definitheit untersucht:

DEFINITION B.15: Hesse-Matrix vgl. LA, §.312
Pf@)  f(z) 2 f(z)
81% Oxo0x1 " OxpOx1
Pf(x)  9f(z) % f(x)
Hf (x) - Ox10x2 6$§ e OxpOxa
Ox10xp  Oz20zp T 3x§

Abbildung B.7.: Ludwig Otto Hesse, deutscher Mathematiker (1811 - 1874)

Quelle (abgerufen am 22.08.2019): de.wikipedia.org/wiki/Otto_Hesse
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

DEFINITION B.16: Definitheit einer Matrix vel. A12, 5.207

Sei A eine symmetrische (p, p)-Matrix. Die Matrix heiBt

1. positiv definit, wenn 2' Az > 0,

2. negativ definit, wenn z'Ax < 0

fir alle p-zeiligen Spaltenvektoren mit z € R? und = # 0. 2! ist der Zeilenvektor, der
durch transponieren (somit werden Spalten Zeilen) aus dem Spaltenvektor = entsteht.

Damit nun die Definitheit einer Matrix mit Hilfe dem Kriterium von Sylvester untersucht werden
kann, muss eine symmetrische Matrix vorliegen:

DEFINITION B.17: Symmetrische Matrix vel. LA2, 5.308

Eine quadratische Matrix (a;x) heiBt symmetrisch, wenn a;;, = ay; fir alle j, k gilt.

Folgendes Kriterium bietet eine Moglichkeit, eine Matrix auf ihre Definitheit zu untersuchen:

SATZ B.6: Kriterium von Sylvester vel. LA2, 5.300

Sei A := (aj;) eine symmetrische (p, p)-Matrix und

apy - Qi
Ak =
Qg1 - Ak

ihr k-ter Hauptminor (k =1,...,p). Dann gilt:

= A ist positiv definit < alle Ay sind positiv

= A ist negativ definit < die Vorzeichen der A, alternieren, beginnend mit
negativem A,

= A ist die Nullmatrix (bei linearen Funktionen) < alle Ay sind gleich Null
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Bemerkung.
Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit, wenn ihre filhrenden Hauptminoren

positiv sind.

Abbildung B.8.: James Joseph Sylvester, britischer Mathematiker (1814 - 1897)

Quelle (abgerufen am 22.08.2019): de.wikipedia.org/wiki/James_Joseph_Sylvester

SATZ B.7: Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema vel. GM2; 5.95

Sei U C R? offen, f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und x € U
ein Punkt mit grad f(z) = 0.

1. Ist Hy(x) positiv definit, so besitzt f in = ein striktes lokales Minimum.
2. Ist Hy(x) negativ definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Maximum.

3. Ist Hy(z) indefinit, so besitzt f in = kein lokales Extremum.

Beweis. vgl. LA2; 5.313

Sei () : R? — R die quadratische Form der Hessischen Matrix H¢(¢). da f'(§) ver-
schwindet, ist fur alle hinreichend kleinen h € R?

FErm)—f© 1 (b IR
[l ‘2Q<nhn)”(h> b e =0.

Ist nun H (&) positiv definit, so gibt es ein a > 0 mit Q(h/||h|]) > alpha fir alle
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Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

h # 0. Zu diesem « existiert wegen }llirr(l)p(h) =0 ein § > 0, so dass fiir ||h| < delta
_>

stets [p| < § bleibt. § darf so klein gewahlt werden, dass die —Umgebung U von ¢
noch ganz in G liegt. Da jedes = € U in der Form £ 4+ h mit ||h|| geschrieben werden
kann, ergibt sich aus obiger Gleichung sofort, dass fiir alle x € U stets f(z)— f(£) > 0
ist. f(§) erweist sich so als lokales Minimum in engeren Sinne von f.

Ganz entsprechend ergibt sich, dass f(¢) ein lokales Maximum ist, wenn H () negativ
definit ist.

Nun sei H¢(£) indefinit. Dann gibt es von 0 verschiedene Vektoren hy, kg, sodass
Q(ho) >0 und Q(k’o) <0

ist. Fiir alle Zahlen X\ # 0 gilt somit

Mo Mo 22 Q(ho)
AL _ ho) = e >0
Q<|wz0||) Q(MIHhoH) o4 = g T

und ganz entsprechend

Ao\  Q(ko)
< (nmu) TR 2 <Y

Wird in obiger Gleichung nun h durch Ahg bzw. durch \kg ersetzt, so ergibt sich fiir

hinreichend kleines A # 0, dass f(£+ Ahg) > f(§), aber f(£+ Mko) < f(£). f(§) kann
daher kein lokales Extremum sein. O
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3. Extremwerte
3.2. Beispiele

Beispiel.
Es ist zu untersuchen, ob die folgende Funktion lokale Extrema besitzt:

flr,y) = -2+ +ay —y* +1

Abbildung B.9.: Extrema-BSP-1

1.Schritt: Die Funktion f partiell ableiten

of (z,y)
ox

0
— 2yl f(;’y):—Qy—l—x—i—l
y

2.Schritt: Partielle Ableitungen gleich Null setzen und das Gleichungssystem l6sen

r=1 y=1 und somit den stationaren Punkt P(1,1)

3.Schritt: Hesse-Matrix bestimmen
Dazu werden die 2. partiellen Ableitungen gebildet:

0f(z,y) _ of(x,y) _
0x? 0xy
0f(x.y) _ Of(x.y) _
Oyox 0y?

Daraus ergibt sich die folgende Hesse-Matrix:

Hy(x,y) = <_12 _12)

4.Schritt: Definitheit der Hesse-Matrix bestimmen

Laut dem Kriterium von Sylvester (vgl. B.6, S. 76) ist die Matrix negativ definit, da der erste
Hauptminor negativ und der zweite positiv ist: A} =—-2<0, Ay =3>0

Die Funktion besitzt daher ein lokales Maximum in (1,1).
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Beispiel.
Es ist zu untersuchen, ob die folgende Funktion lokale Extrema besitzt:

fla,y) =2 +y°

T

Abbildung B.10.: Extrema-BSP-2
1.Schritt: Die Funktion f partiell ableiten

Of(x,y) _ _
9 2x ay =2y

2.Schritt: Partielle Ableitungen gleich Null setzen und das Gleichungssystem l6sen

x =0 y=20 und somit den stationaren Punkt P(0,0)

3.Schritt: Hesse-Matrix bestimmen
Dazu werden die 2. partiellen Ableitungen gebildet:

of(ry) of () _
0x? 0xy
0f(x.y) _ Oftr.y) _,
Oyox Oy?

Daraus ergibt sich die folgende Hesse-Matrix:

Hian = (3 )

4.Schritt: Definitheit der Hesse-Matrix bestimmen
Die Matrix ist positiv definit, da die Hauptminoren positiv sind: A1 =2>0, Ay =4>0
Die Funktion besitzt daher ein lokales Minimum in (0, 0).
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4. Hauptsatz iiber Implizite Funktionen

Der Hauptsatz iiber implizite Funktionen dient dazu, festzustellen, ob und wo ein Gleichungs-
system nach einer Veranderlichen eindeutig auflosbar ist:

SATZ B.8: Hauptsatz iiber Implizite Funktionen vel. LA2, 5.202f

Die Mengen G C R” und H C R" seinen nichtleer und offen und die Funktion

F:G x H— R" sei stetig differenzierbar. Ferner seien £ € G und n € H Punkte, fiir
die F'(¢,m) =0 und %z’") invertierbar ist.

Dann gibt es eine 6-Umgebung U = Us(¢) C G, eine e-Umgebung V = V.(n) C H
und genau eine stetig differenzierbare Funktion f : U — V mit f({) =n und

F(z,f(x)) =0 furallez e U.

Bemerkung.
Fir jedes feste x € U ist f(z) sogar die einzige in V' liegende Lésung der Gleichung F'(x,y) = 0.

Bemerkung.
Im Fall p=¢q =1 st ‘Z—I; die "gewodhnliche”partielle Ableitung.

Bemerkung.
Hierbei sind folgende Bezeichnungen verwendet worden:

1 (%1
x=\1:1, y=1:1, GXH:{(:;):I'GG,Z/EH}CRH‘Z mit G C RP, H C RY
Lp Yq
Fy
F ist eine R%-wertige Funktion der Form F = | : mit reellwertigen Funktionen Fi,..., [}
F,

q
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Beweis.

.__ OF(m)
Setze D := B -

Falls eine Funktion f mit f : U — V' mit f(&£) = n existiert, verschwindet nicht nur
F(z, f(z)), sondern auch D™'F(z, f(z)) auf U, und damit ist trivialerweise
f(x) =D ' F(z, f(x)) = f(x) firalle z € U.

Geniigt umgekehrt eine Funktion f dieser Gleichung - einer Fixpunktgleichung -, so ist
fur alle einschlagigen x auch F(x, f(x)) = 0.

Daher liegt es nahe, die Existenzaussage des Satzes wie folgt durchzufiihren:

Es werden zunachst Fixpunkte der Abbildung A gesucht, die auf einer noch geeigne-
ten festzulegenden Menge M von R’-wertigen Funktionen der Veranderlichen = € R”
durch

(Ag)(z) := g(x) — D7'F(z, g(x)) definiert wird.

Da F stetig differenzierbar ist, sind F' und alle in OF /0y auftretenden partiellen Ab-
leitungen stetig, ferner ist gewiss D‘l%g’") = I := (q, q)-Einheitsmatrix.

Nun ist ersichtlich, dass es aus Stetigkeitsgriinden eine d-Umgebung U C G von &
und eine e-Umgebung von V' C H von 1 mit folgenden Eigenschaften gibt:

F 1
||I—D_1W||§§ fir ze€U, yeV,
Y (B.1)
1
| D! F(:p,n)HSZ—Le far e U,

dabei ist die in der ersten Abschatzung auftretende Norm die Abbildungsnorm auf
M (q,q). Nachdem die Umgebungen U,V festgelegt sind, wird die Menge M erklart:
Sie bestehe aus allen stetigen Funktionen g¢:U — R” mit

1
g(&)=n und |g(x)—n| < 3¢ fir jedes z € U. (B.2)

Die Werte eines jeden g € M liegen alle in V.
M st nicht leer, da die konstante Funktion n: z — n (z € U) zu M gehért.

Wegen g(U) C V ist jedes ¢ € M auf U beschrankt, liegt in dem Banachraum
B(U,R"), der mit der Supremumsnorm || := sup ||io(x)|| versehen ist.
zeU

Dariiber hinaus ist M eine abgeschlossene Teilmenge von B(U,R").
Fir jedes g € M ist
Ag stetigund (Ag)(&) =n. (B.3)

82




4. Hauptsatz iiber Implizite Funktionen

Ferner gilt wegen der Abschatzung ||[D7'F(z,n)| < fe firz € U:

1
4

1(An)(z) —n| = [|D*F(z,n)|| < ~¢ fiir jedes x € U. (B.4)

1
4
Fiir beliebiges festes # € U wird die Funktion ® : V' — R erklart durch

O(y) ==y — D" Fla,y), (B.5)

soist ®(y)=1—D"! %ﬁj’y).

Aus der Abschatzung in (B.1) folgt nun mit der Abschitzung aus dem Mittelwert-
satz fiir vektorwertige Funktionen (siehe B.3, S. 67) die Ungleichung:

1
19(y) = @(2)]| < 5lly — 2, fiir beliebige y, 2 € V. (B.6)

Insbesondere gilt

1 (g1(2)) — @(ga2(2))[| < %Hgl(x) —ga(z)|| firalle g1,92 € M. (B.7)

Wegen ®(g;(x)) = gj(x)—D 'F(z, g;(x)) = (Ag;)(z) lauft dies auf die Abschatzung

1(Ag) () — (Ag2) (@) < ngl(ﬂf) — g2(x)|| fiir g1, 9, € Mundallez € U, (B.8)

somit auf .
|Agr — Aga| < §| g1 — go| fiir beliebige g1,92 € M (B.9)

hinaus. (B.8) liefert zusammen mit (B.4), dass fiir jedes g € M und = € U gilt:

[(Ag)(x) €] < 1(Ag) ()~ (AE) @) |+ (AE) ()€ < 3llg(w)—Ell+5e < jetye = e

Diese Abschatzung besagt in Verbindung mit (B.3), dass A die (abgeschlossene) Menge
M C B(U,R") insich abbildet, und (B.9) dass A dariiber hinaus sogar eine Kontrakti-
on ist. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz (siehe B.1, S. 61) besitzt folglich A einen
Fixpunkt f in M, es gibt somit eine stetige Funktion

f:U—=V mit f(§)=n und Af =f, somit F(c, f(x)) =0 firalle z € U.
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Bei vorgegebenen = € U sei nun y € V eine Lésung der Gleichung F(x,y) = 0.

Aus (B.6) folgt dann
1
ly = F@)ll = l[2(y) = 2(f(2))I] < 5lly = F(2)ll
Diese Ungleichung kann aber nur bestehen, wenn ||y — f(x)|| = 0 und daher y =

f(z) gilt. Damit ist sowohl die Schlussbehauptung des Satzes als auch die eindeutige
Bestimmtheit von f bewiesen. 0
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4. Hauptsatz iiber Implizite Funktionen

Beispiele

Diese Beispiele zeigen, wie der Hauptsatz iiber Implizite Funktionen zum Auflésen von konkreten
Funktionen nach y verwendet werden kann:

Beispiel. vgl. ABG, 5.67, 5.350
Sei f:R? — R mit f(z,y) := zye” @+,

Wird die partielle Ableitung nach y mit  f,(z,y) = x(1 — y)e~@+¥) gebildet,

so ist ersichtlich, dass fiir die Werte x = 0 bzw. y = 1, keine Invertierung der partiellen
Ableitung der Funktion moglich ist.

Wird (&€,7) € R mit £ # 0, n # 1 gewahlt, so lasst sich die Gleichung zye~ (%) = ¢ fiir jedes
¢ € R lokal nach y in der Form z f(x)e~®*/@) = ¢ auflésen.

Beispiel. vgl. LA2, $.295, Al
Fiir hinreichend kleine ,y kann @) + 22 — 2y — 1 = 0 nach y aufgelést werden.

Beispiel. vgl. LA2, $.295, A2
Fiir hinreichend kleine z, y und geniigend nahe bei —1 liegende 2 kann 2% +1y?+22+cosh(zyz) =
0 nach z aufgelost werden.

85



B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Beispiel. vgl. LA2, $.295, A3
Fiir geniigend nahe bei 1 liegende x,y, 2 kann das Gleichungssystem —2z2 4 y? + 22 = 0,
2%+ e¥~1 — 2y = 0 durch stetige Funktionen y = (), z = ¥ (z) aufgelést werden.

Das folgenden Beispiel soll nun zeigen, dass eine globale Auflésung der Funktion oftmals nicht
moglich ist, aber dennoch lokale Losungen gefunden werden kann:

Beispiel. vgl. ABG, Bsp.5.65, S.349
Sei f:R* = R mit f(x,y) := 2?+y?—1 der Einheitskreis im R? um den Koordinatenursprung.
Wird versucht die Funktion f(x,y) global nach z, bzw. y aufzulésen, d.h. sie explizit durch
f(z) bzw. g(y) darzustellen, wird ersichtlich, dass es zu jedem x bzw. y je zwei Werte gibt.
Somit ist eine globale Auflésung nicht moglich!

Lokal lasst sich jedoch fiir y > 0 die Funktion f; : (—1,1) = R mit fi(z) = v/1 — 22 und fir
y < 0 die Funktion fy : (=1,1) = R mit fy(z) = —v/1 — 22 finden. Fir y = 0 existiert jedoch
keine entsprechende Funktion.(Uberlegungen fiir Funktionen g(y) analog).
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5. Umkehrsatz

Der Umkehrsatz beschreibt welche Bedingungen eine Funktion f : R? — RP erfiillen muss um
umkehrbar zu sein und die Eigenschaften der Umkehrfunktion ¢ .

SATZ B.9: Umkehrsatz vel. LA2, A1, 5.300

Sei f: G C R — RP (G offen) eine stetig differenzierbare Funktion, und in einem
gewissen Punkt & € G sei f'(§) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung
W C G von £ und eine e-Umgebung V' von n := f(£), so dass f die Umgebung W
bijektiv auf V' abbildet. Die Umkehrung

0: V=W wvon f|W

ist stetig differenzierbar, und ihre Abbildung berechnet sich nach der Formel

) =(f(x)" mit y=f(z), zW.

Beweis. vgl. GM2; S.111
Der Umkehrsatz wird auf den Satz (iber Implizite Funktionen zuriickgefiihrt.
Dazu wird folgende Funktion definiert:

F:GxRP - RP durch F(z,y):=f(z)—y

Es gilt F(¢,1) = 0. Da %(m,y) = —f'(y) und f'(&) invertierbar ist, kann der Satz
uber Implizite Funktionen angewendet werden.

Es gibt folglich eine offene Umgebung V' von 7, eine Umgebung U C G von £ und eine
stetig differenzierbare Abbildung ¢ : V' — U mit folgenden Eigenschaften:

= Sei 0= F(p(x),y) = f(p(z)) —y, dh. f(p(z)) =yfiralleyeV
w st (z,y) € V x U mit F(z,y) =0, d.h. y = f(x), so folgt z = p(y).

Auf Grund der Stetigkeit von f gibt es eine offene Umgebung f~1(V) C U von & mit
f(W) C V. Wegen der zweiten Eigenschaft gilt sogar V := f(IV).

Da ¢ stetig ist, ist V' eine offene Umgebung von 7. Daher ist f : U — V bijektiv mit
der Umkehrung . 0
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Bemerkung. Der Satz macht nur Aussagen liber die lokale Umkehrbarkeit der Funktion.

SATZ B.10: Satz iliber die Umkehrfunktion (alternativ) vgl. GM2, §.111

Sei U C R” offen und f : U — R" eine stetig differenzierbare Funktion. Sei a € U
und b := f(a). Die Jacobi-Matrix J¢(a) sei invertierbar (d.h. detJ¢(a) # 0).

Dann gibt es eine offene Umgebung U, C U von a und eine offene Umgebung 1/}, von
b, sodass f die Menge U, bijektiv auf V}, abbildet und die Umkehrfunktion

g:ffl:Vb—>Ua

stetig differenzierbar ist. Es gilt ~ J,(b) = (Jy(a)) ™.

Beweis.
Betrachte F'(z,y) = f)x) — y = 0. Dies stellt ein Gleichungssystem in R*" dar:

Fl(l’l, vy Ty Y1, yn) = fl(xla "'7$n) — U
Fy(xy, oo, Tny Y1y Yn) = fr1(z1, oy ) — 42

Fn(xl’ oo Ty Y1,y yn) - fl(xla ”vxn) —Yn

Laut Voraussetzung gilt F'(a,b) = 0 und F(z,y) ist stetig differenzierbar auf einer
Umgebung von (a,b).

oFy OFy of of1
or; Oxn, ory °° Ozn
Wegen | : = | #0€a
OF, oF.| |0t 0fn
ory Oz or; Orn

lasst sich das Gleichungssystem F'(x,y) = 0 lokal nach z auflésen, d.h. es existiert
eine offene Umgebung V}, von b und eine stetig differenzierbare Funktion g auf V;, mit
x = g(y) auf V;, und y = f(g(y)). Dies bedeutet aber, dass g = f~!.

Mit der Kettenregel und f~' o f =idy, (vgl. 1.1, S. 58) folgt sofort, dass

TN y) = (Jr (M) firy e V(b) O
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Beispiele
Beispiel. vgl. GM2, S.114, Aufg. 8.1

Sei F:R?*— R? eine Funktion mit F(X,y) := (2 — y?, 2zy).
Es ist die Jacobi-Matrix von F' und, wo sie existiert, ihre Inverse zu berechnen:

Die zu F' zugehorige Jacobi-Matrix lautet:
_(2r 2y
Da, wenn die Jacobi-Matrix invertierbar ist, gilt, dass ihre Determinante ungleich 0 ist, folgt fir

det (Jp(z,y)) = 42 + 49/°

die inverse Jacobi-Matrix mit

X Yy
e

2(z24y2%)  2(22+y?)

Beispiel.
Sei f(z,y):= (

e*cos(y)
e*sin(y)
e*cos(y) —e*sin(y)
e*sin(y) —e®cos(y)

) eine auf R? stetig differenzierbare Funktion

mit der Ableitung < ) die Gberall invertierbar ist.

Dann ist die Inverse Ableitungsfunktion fiir alle z,y € R

)l — ( e“cos(y) exsm(y))

—esin(y) e*cos(y)
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6. Das Lagrange-Verfahren - Eine Methode zur Losung
von Optimierungsproblemen
Wenn Extremstellen von mehrdimensionalen Funktionen mit einer Nebenbedingung gesucht

sind, ist das Lagrange-Verfahren eine praktisches Hilfsmittel, obwohl es nur notwendige Bedin-
gung flir das Vorliegen eines Extremums ist:

SATZ B.11: Lagrange-Multiplikatorenregel vel. LA2, $.320fF

X sei eine offene Teilmenge des R”, die Funktionen
g1
f:X—>R und g=|:]|: X>R? (¢g<p)
9q

seien stetig differenzierbar, und f besitze in £ ein lokales Extremum unter der Neben-
bedingung g(x) = 0. Ferner gebe es in

991(§) 991(§)
o1 e Oxp
gl<€) = :
agq(f) 89q(§)
ox1 T Oxp

eine ¢-reihige Unterdeterminante, die nicht verschwindet. Dann existieren ¢ Zahlen
A1, -..; Aq (Lagrange-Multiplikatoren), mit denen die folgende Gleichung gilt:

Abbildung B.11.: Joseph-Louis de Lagrange, italienischer Mathematiker (1736 - 1813)

Quelle (abgerufen am 22.08.2019): de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
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6. Das Lagrange-Verfahren - Eine Methode zur Lésung von Optimierungsproblemen

Beweis.
Nach Voraussetzung gibt es in der (¢, p)-Matrix ¢’(£) eine g-reihige Unterdeterminante
# 0. O.B.d.A kann angenommen werden, dass bereits

g1 (&) 0g1(¢)
o1 te 0xq
89q(§) 8gq(5)
dr1 T dzg
ist. Nun werden
L1 Lg+1 &1 S Ear1
y = ) Z = : b é- :: : ) T} = . ) C :: :
Lq Lp &p &q &p

gesetzt und
f(z,y) bzw. g(z,y) an Stelle von f(x) bzw. g(z) geschrieben.

Da f in £ ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0 besitzt, ist

9(n,¢) = 0.
Ferner folgt aus der oben erwahnten Unterdeterminante und dem Invertierbarkeitskri-

terium (siehe 0.30, S. 25), dass

991 (n,Q) 991 (n,Q)
o0x1 ot oz
8 q
8_9(?7’ () = : invertierbar ist.
Yy 994(1,¢) 994(1,¢)
Ox1 e Oxq

Nach dem Hauptsatz iber Implizite Funktionen (siehe B.8, S. 81) und dem Satz iiber
die stetige Differenzierbarkeit folgt nun, dass ¢(y,z) = 0 stetig differenzierbar nach
y aufgelost werden kann.

Genauer: Es gibt eine 9-Umgebung U C RP~? von ( und eine stetig differenzierbare
Funktion

k:U—R? mit g(h(z),2) =0 firalle zeU.

Auf einer hinreichend kleinen §;-Umgebung W C RP~? von ( ist dann die reellwertige
Funktion

&(2) := f(h(2),z) differenzierbar.

Ihre partiellen Ableitungen an der Stelle ( lassen sich gemaB der mehrdimensionalen
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Kettenregel (siehe 2.4, S. 71) berechnen. Mit

0O (U A g U (O 06

Oy dxy 7 Oz, 0z \Org’ " O,

folgt somit

af§) ., af ()
8—yh(0+ 9,

¢'(¢) =

Aus den Voraussetzungen iiber das Extremalverhalten von f an der Stelle £ ergibt sich
nun sofort, dass ¢ in ( ein lokales Extremum ohne Nebenbedingungen besitzt. Nach
dem Satz Uber lokale Extrema (siehe B.14, S. 74) ist somit ¢/({) = 0 und daher

of () ., af(&)
a—yh <€)+ 5, = 0.

Weiters gilt

W) = (agyg))‘l a%f)

Wird dies in obige Gleichung eingesetzt, so folgt

L Of(©) (ag@))‘l 99(¢) , 91(&)

oy dy 0z oy =0

Fir die (1, g)-Matrix

O - 200 (20

ist trivialerweise

0
&), 090 _
y dy
Andererseits |asst sich dies auch in der Form
1 (¢) + Lag(§> = (0 schreiben .
0z 0z
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt die die Gleichung im obigen Satz. 0J
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6. Das Lagrange-Verfahren - Eine Methode zur Lésung von Optimierungsproblemen

Beispiele

Beispiel. LA2, Al S.329
Es sind die Extremwerte der Funktion f(x,y) := zy auf der Geraden x + y = 1 zu berechnen.

Diese Aufgabe konnte zum Beispiel ein moglichst groBes Rechteck mit Flache x - y sein, dessen
halber Umfang x +y = 1 ist. Dann gilt 0 < x < 1 und 0 < y < 1, da es keine negativen
Langen gibt und die Nebenbedingung erfiillt sein soll.

Nun kann das Lagrange-Verfahren genutzt werden um mogliche Kandidaten fiir das Maximum
zu finden:

Dazu ist zunachst die Nebenbedingung auf die Form g(x,y) = 0 zu bringen:

gz, y)=x+y—1=0
Das Lagrange-Gleichungssystem lautet nun:
L(z,y,\) =2y + Nz +y—1)
Die partiellen Ableitungen des Gleichungssystems werden gebildet und = 0 gesetzt:

L,=%=y+Ax=0 Ly=%=2+A=0 Ly=2+y—1=0
Es wird die erste Gleichung nach x bzw. die zweite nach y umgeformt und in die dritte Glei-
chung eingesetzt. Daraus folgt, dass A = —% ist und somit ist mit (%, %) ein stationarer Punkt
gefunden, der das Gleichungssystem |0st.

AbschlieBend kann nun die notwendige Bedingung fiir ein Extremum uberprift werden (vgl.
B.5, S. 74):

Dazu wird nun die erste Ableitung der mit Hilfe der Nebenbedingung auf eine Variable reduzier-
ten Funktion f(z) = x(1 — z) gebildet und gleich 0 gesetzt. Dies liefert f'(z) = —2x+1 =0,
woraus r = % folgt.

Nun sind noch die Randpunkte zu priifen, die jedoch fiir z =1 mity =0 bzw. z =0 mity =1
keine Maxima der Funktion f liefern.

Somit ist obiger stationdre Punkt das Maximum.
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Beispiel. LA2, A7, $.329
Es sind die Extremwerte der Funktion f(z,y) := = + y unter der Nebenbedingung ¢(z,y) :=
2% +y* — 1 = 0 zu berechnen.

Das Lagrange-Gleichungssystem lautet nun:

L(z,y,\) =z +y + Ma® +y* = 1)

Die partiellen Ableitungen des Gleichungssystems werden gebildet und = 0 gesetzt:

Lx:a—Lzl—i—Q)\x:O
ox
oL
L,=—=14+2X\y=0

Ly=2>+4y>-1=0

Es wird die erste Gleichung nach x bzw. die zweite nach y umgeformt und in die dritte Gleichung
eingesetzt. Daraus folgt, dass \; o = i\/% ist und somit sind mit

1 1 1 1
—_ und — — zwei Punkte gefunden, die das Gleichungssystem |6sen.
( V2 \/§> (\/5 \/§> ¢ .

Da es sich bei der Nebenbedingung um den Einheitskreis (kompakte Menge) handelt und
somit Extrema existieren missen, sind die gesuchten Extremwerte das lokale Minimum mit

f (—J%, —%) — /2 und das lokale Maximum mit f (% V%) — 2
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6. Das Lagrange-Verfahren - Eine Methode zur Lésung von Optimierungsproblemen

6.1. Modifizierte Hesse-Matrix

Da bei der Suche nach Extremstellen von mehrdimensionalen Funktionen mit einer Nebenbe-
dingung und unter Anwendung des Lagrange-Verfahrens die libliche Hesse-Matrix oftmals nicht
angewendet werden kann, gibt es die sog.

DEFINITION B.18: Modifizierte Hesse-Matrix vgl. MMO, 5.221
i 991 Og1 ]
0 0 o1 OxTn
Agm .. 9gm
]:.] ()\ {L‘) _ 0 0 oz Ozn
A _O9n ... _9m 9L . _9L
oz ozt 0221 0x10Tn
_%n ... _0gm _O°L . 9L
L Ozn Oxrn  Oxndx 02z, 4

Mit ihr kann nun eine hinreichende Bedingung fiir Extrema unter Nebenbedingungen formuliert
werden:

SATZ B.12: Extrema unter Nebenbedingungen vel. MMO, 5.221

Sei (A", &) ein stationarer Punkt (A.9, S. 37) der Lagrangefunktion. Dann hat die
Funktion f unter den Nebenbedingungen g;(x) =0, ..., gm(z) = 0 im Punkt £ ein

1. lokales Minimum, wenn A;(A\*,€) > 0 firi =2m+1,...,m+n ,

2. lokales Maximum, wenn (—1)iAi()\*,§) >0firi=2m+1,...m+n
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen

Beispiel.

Sei f(x1,29,73) = 23 + 19 — 213 eine Funktion in drei Variablen mit den

beiden Nebenbedingungen ¢i(x1,22,x3) =21+ 22 =0 und go(x1, T9, x3) = 229 + 23 = 0.
Es ist die Funktion nach Extrema zu untersuchen! (n=3; m=2)

Zunachst wird das Lagrange-Gleichung aufgestellt:
L(fl, Xo,T3, )\17 )\2) = SL’% + To — 2$3 + )\1 (.%1 + ZEQ) + /\2 (25(,’2 -+ LL’3)

Mit Hilfe der partiellen Ableitungen (= 0) wird das Lagrange-Gleichungssystem aufgestellt:

Lm:g—i: 201+ =0
L“:g_gi: I+XA+X=0
ngzg—i: —24+X =0
Lhzg—)i: 1+ 29 =0
L,\ng—i: To+ 123 =0

Daraus kénnen nun ein Stationarer Punkt in (21,22, z3) = (2, —2,5) und

die Lagrangen Multiplikatoren \; = —5 und Ay = 2 gefunden werden.

Somit lautet die Hesse-Matrix:

HL<)\,LU) =

O = = OO
_ N O OO
O O N O
O OO N =
o O O = O

Wegen der zwei Nebenbedingungen werden die Vorzeichen der beiden ersten Spalten gedndert,
um die modifizierte Hesse-Matrix zu erhalten:
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6. Das Lagrange-Verfahren - Eine Methode zur Lésung von Optimierungsproblemen

0 0 110
0 0 021
H(M\z)=|-1 0 200
-1 =2 00 0
0 -1 00 0

Da die Anzahl der Variablen n = 3 und die Anzahl der Nebenbedingungen m = 2 ist, sind
somit n — m = 1 Minoren zu (iberpriifen:

detHp(\, x) =2

Da alle relevanten Hauptminoren positiv sind ist der oben gefundene Stationare Punkt ein
lokales Minimum.
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B. Differentialrechnung im Mehrdimensionalen
. .. . . . P
7. Weitere Beispiele zur Differentialrechnung im R

Hinweis: Die bei den folgenden Beispielen verwendeten Grafiken und Diagramme wurden mit
der Internetseite www.wolframalpha.com/widgets erstellt.

BE'SP'EL Bl vgl. LA2, Aufgabe 12, 5.265

—24, fallsxz #0
L $2_’_y27 9

z,y) =
fz.y) {0, falls = 0

Zu zeigen ist, dass f im Nullpunkt unstetig ist, alle partiellen Ableitungen besitzt, aber dennoch
nicht differenzierbar ist.

-04  -0.2 0.0 0.2 04

Abblldung B.12.: 3D—Graf|k der Funktion Abblldung 813 Schnitt—Grafik der Funktion

Existieren die partiellen Ableitungen? = Ist f partiell diffbar in (0,0)?

h*0
91(00) _ [jy LOHhO)—F(00) _ ;o 0-0356 0 _
Oz h—0 h h—0o b h

Der Grenzwert existiert, daher existiert die partielle Ableitung von z im Punkt (0,0) (y analog)

Ist f/ im Nullpunkt stetig? = Existiert somit lim f(x,y)?
0

(z,y)—

Das ist anhand des Folgenkriterium fiir Stetigkeit zeigbar:
Setze z, := (%) , Y :=(2):

n

*

1
+n2

S =
= =

|-

lim f(l l) = lim

’
n—00 non n—00

7 (1im (2,1)) = f(0,0) =0

n—oo

)
N

Daher ist f in (0,0) nicht stetig.

Aus Unstetigkeit folgt Undifferenzierbarkeit:
Da f in (0, 0) nicht stetig ist, ist f dort auch nicht differenzierbar und somit nicht diffbar.
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7. Weitere Beispiele zur Differentialrechnung im R”

BEISPIEL B.2. vgl. LA2, Aufgabe 13, 5.275

2

Fany) = %, falls x # 0,
o, falls z =0

Zu zeigen ist, dass f im Nullpunkt nicht stetig ist und weiters nicht differenzierbar ist, aber
dennoch Ableitungen in alle Richtungen besitzt.

Abbildung B.14.: 3D-Grafik der Funktion
Abbildung B.15.: Schnitt-Grafik der Funktion

Existieren Ableitungen in alle Richtungen? = Ist f partiell diffbar in alle Richtungen?
f(x,y) ist eine reellwertige, mehrdim. Fkt auf einer Menge G € R* und 0 # v = (r,s) € R”:

f((070)+tv)_f(070) — f(tr,ts)—() — l t37'82 — 7‘82
. o _ t Tt ettt T r244264
zwei Mogliche Falle:
i 2 2 .
» r#0, dann gilt: e o fir t -0
. 2 _ Oxs? o ..
» 7=0, dann gilt: T = 02::254 =0—0 fur t —0

Da es fiir jedes v eine Richtungsableitung gibt, ist f partiell differenzierbar in alle Richtungen.

Ist f im Nullpunkt unstetig? = Existiert daher ( lir)n Of(a:,y) nicht?
ZT,Y)—r

Wird @, :=(Z5) , yn:= (%) gesetzt, ist anhand des Folgenkriterium die Stetigkeit zeigbar:

im £ (L. 1) = lim 3252 — ( ;1>_ _
Jm fGn) = Jim g =1 f(JimGa)) = £0.0) =0

Daher ist f in (0,0) nicht stetig.

Aus Unstetigkeit folgt Undifferenzierbarkeit:
Da f in (0, 0) unstetig ist, ist f dort nicht differenzierbar. Somit ist f nicht differenzierbar.

99






Abbildungsverzeichnis

0.1. Bernhard Bolzano
0.2. Karl WeierstraB

B.1. 3D-Grafik der Funktion . . . . . . . ... ..o
B.2. Beispiel einer reelwertigen Funktion . . . . . . . .. ... ...

B.3. Tagesmittel der Lufttemperatur fur 30. Juni 2019 . . . . ... ... ... ..

B.4. Schraubenfeder

B.10. Extrema-BSP-2

Fir die Erstellung folgender Grafiken wurde wolframalpha.com/widgets verwendet:
B.1, B.5, B.12, B.13, B.14, B.15

Fur die Erstellung folgender Grafiken wurde GeoGebra Classic (5.0.295.0) verwendet:
B.2, B.4, B.9, B.10

0.3. Stefan Banach . . . . . . . . ..
0.4. Augustin-Louis Cauchy . . . . . . . ..

B.5. VektorPlot eines Vektorfeldes . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
B.6. Rudolf Otto Sigismund Lipschitz . . . . . ... ... ... ... ... ....
B.7. Ludwig Otto Hesse . . . . . . . . . . . . . . ...
B.8. James Joseph Sylvester . . . . . . . . ...
B.9. Extrema-BSP-1 . . . . . . . ...
B.11.Joseph-Louis de Lagrange . . . . . . . . . .. ...
B.12.3D-Grafik der Funktion . . . . . . . . . ..
B.13.Schnitt-Grafik der Funktion . . . . . . . . . . ...
B.14.3D-Grafik der Funktion . . . . . . . . . ...
B.15.Schnitt-Grafik der Funktion . . . . . . . . . . ... ...

101






Symbolverzeichnis

d(a,b) Abstand zwischen a und b
max(a,b) groBere Zahl von a, b
min(a,b) kleinere Zahl von a, b
MW (a,p) Menge aller (g, p)-Matrizen
Hy Hesse-Matrix
ﬁf Modifizierte Hesse-Matrix
I Einheitsmatrix
idx |dentische Abbildung (Identitat)
Jy Jacobi-Matrix
[A] Darstellungsmatrix von A
A; Hauptminor
L Lagrange-Gleichungssystem
Yy Lagrange-Multiplikator
S Menge aller linearen Abbildungen des linearen Raumes
\Y% Nabla-Operator, Gradientsymbol bei kartesischen Koordinaten
(X,dx) metrischer Raum mit Abstandsfunktion dx
- die erste Menge ist Untermenge der zweiten
) die erste Menge ist Obermenge der zweiten
(an) Folge
grad Gradient
| - Betrag
I Norm
(,) Skalarprodukt (inneres Produkt)
O g.e.d., Ende des Beweises
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Anhang

Abstract (in English)

This diploma thesis deals with topics from the lectures analysis in one variable (« Analysis in
einer Variablen ») and analysis in several variables (« Analysis in mehreren Variablen ») from
the diploma program for teaching candidates. The basic theorems and definitions for multi-
dimensional metric spaces are generalized,but since these concepts are well known, they can
only be discussed in more detail and not newly developed. With the help of extensive literature
research this diploma thesis tries to give a common thread through the topic and to provide a

good overview by using motivating examples.

This academic paper is split up into the following 3 chapters. First the necessary basics for
analysis (see Chapter 0) and the properties of one-dimensional functions (see Chapter A) are
discussed. The concepts for one-dimensional functions are generalized for multidimensional func-
tions in the last chapter (see Chapter B).

Furthermore the implicit function theorem, the inverse function theorem, and the method of

Lagrange multipliers are presented.
The literature used for the preparation of this diploma thesis is documented by shortcuts (see

« Literaturverzeichnis »= bibliography).

Many of the graphics used are created by using WolframAlpha and GeoGebra.
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Anhang

Abstract (in German)

Die vorliegende Diplomarbeit behandelt unter anderem Themengebiete aus den Vorlesungen
Analysis in einer Variablen und Analysis in mehreren Variablen aus dem Diplomstudium fir
Lehramtskandidatinnen. Dabei werden die grundlegenden Satze und Definitionen fiir mehrdi-
mensionale metrische Raume verallgemeinert und anhand von Beispielen untersucht.

Da diese Konzepte jedoch wohlbekannt sind, konnen sie nur naher besprochen, jedoch nicht neu
entwickelt werden. Dennoch versucht diese Diplomarbeit mit Hilfe einer umfangreichen Litera-
turrecherche einen roten Faden durch die Thematik zu geben und mit motivierenden Beispielen

einen guten Uberblick zu verschaffen.

Die Arbeit ist in 3 Kapitel unterteilt. Zunachst wird auf die fiir Analysis nétigen Grundla-
gen (siehe Kapitel 0) und die Eigenschaften von eindimensionalen Funktionen (siehe Kapitel
A) eingegangen. Im darauffolgenden Kapitel Differenzialrechnung im Mehrdimensionalen (siehe
Kapitel B) werden die Konzepte aus dem Eindimensionalen fiir mehrdimensionale Funktionen
verallgemeinert.

Dariiber hinaus werden der Hauptsatz iber Implizite Funktionen, der Umkehrsatz, sowie eine
Methode zur Lésung von Optimierungsaufgaben (Lagrange-Verfahren) mit dazu passenden Bei-
spielen vorgestellt.

Die furr die Erstellung dieser Diplomarbeit verwendete Literatur ist anhand der Kirzel (siehe

Literaturverzeichnis) nachzuvollziehen.

Viele der verwendeten Grafiken wurden mit WolframAlpha und GeoGebra erstellt.
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