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[ EINLEITUNG

Im Zuge meiner Tatigkeit als Lehrkraft in einem Nachhilfeinstitut betreue ich seit vielen
Jahren Schiiler! verschiedenster Schulstufen und Schularten, wobei mein besonderer
Fokus auf dem Bereich der Maturavorbereitung liegt. Die Einfithrung der Standardisierten
Reife- und Diplompriifung im Schuljahr 2014 /2015 brachte neben Anderungen beziiglich
der Prifungsmodalitidten auch grof3e Modifikationen und Erneuerungen hinsichtlich der
Aufgabenformate mit sich, wodurch der Unterricht und somit auch der Lernprozess
mafdgeblich beeinflusst wurden. Hierbei galt es dem oftmals ,rezeptartigen” Losen von
Beispielen nach einem vorgegebenen Schema F durch eine Ausbildung von Kompetenzen
als ,langerfristig verfligbare kognitive Fahigkeiten und Fertigkeiten“ ( [1], S. 18)
entgegenzuwirken. Besonderer Aufmerksamkeit kam in den AHS dabei den sogenannten
Grundkompetenzen zu, welche einen Teilbereich derartiger Kompetenzen beschreiben,
der ,aufgrund fachlicher und gesellschaftlicher Relevanz als grundlegend und
unverzichtbar gilt“ (ebd., S. 18).

Neben dieser neuen Aufgabengestaltung wurde der Mathematikunterricht durch den
immer grofer werdenden (mittlerweile verpflichtenden) Einsatz von Technologie
grundlegend verandert. In meiner taglichen Arbeit mit den Schiilern hat sich gezeigt, dass
sowohl im Schulunterricht als auch bei der Hausiibung nun haufig das ,Durchackern”
maturarelevanter Aufgaben unter moglichst effizientem Einsatz von Technologie im
Vordergrund stehen. In meinen Augen besteht dabei eine grofde Gefahr, dass einem
verstandigen Wissensaufbau durch die Auslagerung samtlicher operativer Tatigkeiten
sowie auch durch die oftmals unzureichend entwickelten Fahigkeiten im Umgang mit
diesen technologischen Hilfsmitteln entgegengewirkt wird.

Meine Intention ist es daher, mit dieser Arbeit aufzuzeigen, dass sich die Einfithrung der
neuen Zentralmatura nicht nur auf das Auftreten neuer Aufgabentypen beschrankt und
der Einsatz von Technologie in diesem Zusammenhang von grofdter Bedeutung sein kann.
Dem Konzept des kompetenzorientierten Unterrichts liegt eine Bildungstheorie
zugrunde, welche die Basis fiir die Entwicklung inner- und aufdermathematischer
Kompetenzen bildet und deren Kernaussage meiner Meinung nach im derzeit
vorherrschenden Mathematikunterricht zu wenig Beachtung geschenkt wird. Durch
einen sinnvollen Einsatz von Technologie eréffnen sich dabei wertvolle Moglichkeiten,
mathematischen Inhalten dieser Bildungstheorie entsprechend zu begegnen. Um die
(Grund)kompetenzentwicklung durch einen Technologieeinsatz zu unterstiitzen, braucht
es allerdings entsprechende Kompetenzen bei der Anwendung dieser Hilfsmittel sowie
auch eine zielgerichtete Unterrichtsplanung, innerhalb welcher deren Einsatz an die
jeweiligen Lernphasen anpasst wird.

1 Aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird im Folgenden stets die grammatikalisch ndher liegende Form
gewdhlt, die Angaben beziehen sich jedoch stets auf VertreterInnen aller Geschlechter.
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[ DIE NEUE  STANDARDISIERTE  REIFE-  UND
DIPLOMPRUFUNG

1 KRITIK AM URSPRUNGLICHEN SYSTEM

4Eine in Klasse A erfolgreich bewidltigte Abituraufgabe kann man in keiner anderen
osterreichischen Klasse zum Abitur geben, ohne dort eine Katastrophe auszuldsen.
(Dem hoch differenzierten oOsterreichischen Mathematikunterricht mangelt es an
sichtbaren Gemeinsamkeiten bzw. Verbindlichkeiten. )2

([2], S.213)

Nachdem der Ruf nach einer Reformierung des Maturawesens immer lauter wurde,
betraute das Unterrichtsministerium im Sommer 2008 das Osterreichische
Kompetenzzentrum fiir Mathematikdidaktik am Institut flir Didaktik der Mathematik der
Alpen-Adria-Universitat Klagenfurt mit der Aufgabe, ein Konzept fiir eine zentrale
kompetenzorientierte schriftliche Reifepriifung in Mathematik zu entwickeln. Im
Rahmen dieses Projekts erfolgte ein Schulversuch an 20 Schulen, in welchen im Mai 2012
eine Reifepriifung nach eben diesem Konzept durchgefiihrt wurde. (Vgl. [2], S. 211)

Unter Berticksichtigung der dabei erhaltenen Informationen fiihrte man schliefdlich im
Schuljahr 2014/2015 erstmals flichendeckend die standardisierte Reife- und
Diplompriifung? in den allgemeinbildenden hoheren Schulen (AHS) durch.

Die Kritik am urspriinglichen System der schriftlichen Reifeprifung umfasste unter
anderem folgende Punkte, die zum Grof3teil auf die Gegebenheit zuriickgefiihrt werden
konnten, dass Lehrer und Priifer von einer Person dargestellt wurden (vgl. [3], S. 132):

» Die fehlende Objektivitdt bei der Beurteilung. (Vgl. [4], S.11)

* Das Dominieren von Aufgaben, bei denen eine rezeptartige Wiedergabe genligte,
wodurch tatsiachliche Problemlosefahigkeiten in den Hintergrund gerieten. Die
Ursache lag vor allem darin, dass im Unterricht ein paar unterschiedliche
Aufgabentypen eingeiibt wurden, von welchen die Lehrperson einige bei der
Schulbehorde einreichte. Vier dieser Aufgabentypen wurden dann schlussendlich
den Schiilern bei der schriftlichen Matura vorgelegt. (Vgl. [3], S. 132; [4], S. 11)
Diese Vorgehensweise begiinstigte das sogenannte teaching to the test, einem
»,mechanische[n] Uben von Aufgaben, die so oder so ahnlich in den
Vergleichsarbeiten drankommen® ( [5], S. 63), etwas spitzer formuliert, kdnnte
man es auch ,Dressur des Unverstandenen“ nennen (vgl. [6], S.49). Dadurch wirkte
man einer Ausbildung von langerfristig verfligbaren Befdahigungen, kurz
Kompetenzen, entgegen und priifte lediglich iiberwiegend kurzfristig verfiigbare
Fahigkeiten und Fertigkeiten ab (vgl. [3], S. 132; [4], S.11).

2 In Osterreich: Abitur = Matura
3 Statt des offiziellen Terminus wird im Folgenden die Bezeichnung Zentralmatura verwendet.
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Der Vorteil dieses Konzepts liegt nattirlich auf der Hand: auch schwache Schiiler
waren so in der Lage, ohne tieferes Verstindnis die Matura positiv zu bestehen.
Reinhard Winkler, der in der Steuergruppe des Projekts AHS-Zentralmatura
mitwirkte, fasst diesen Sachverhalt, zugegebenermafien etwas polemisch,
folgendermafden zusammen: ,Unweigerlich entstanden Potemkinsche Dorfer, wo
als Fassade eine Komplexitat mathematischen Wissens vorgetauscht wurde, der
keinerlei fachliche Substanz entsprach ( [3], S.131).

» Die fehlende Auskunft iber tatsachliches Fachwissen oder Konnen, da bedingt
durch die Missstande, die im vorhergehenden Kritikpunkt angefiihrt wurden, die
Matura als Priifung lediglich zum Selbstzweck diente (vgl. [3], S. 135).

* Der Mangel an einer Vergleichbarkeit der Leistungen iiber den Klassenraum
hinweg, welcher auch mit dem Fehlen verpflichtender, gemeingiiltiger
Mindeststandards einherging (vgl. [4], S. 11; [3], S. 132).

* Die Bemangelung von mangelhaften Kenntnissen der Studienanfdnger vonseiten
der Lehrenden an Universitaten (vgl. [3], S. 131).

2 VERBESSERUNGEN IM NEUEN SYSTEM

»Das wesentliche Ziel einer standardisierten Reifepriifung in Mathematik ist die
Sicherung mathematischer Grundkompetenzen fiir alle Osterreichischen AHS-
Maturantinnen und -Maturanten.”

([1],S.7)

Dem alten Maturasystem stand die neue standardisierte schriftliche Reifepriifung als
grofder Hoffnungstrager gegeniiber. Folgende Merkmale zeichneten diese neue Form der
Reifeprifung aus und versprachen eine fortschrittliche Umgestaltung des Systems:

= Die optimierte Vergleichbarkeit der Abschlussnoten zwischen verschiedenen
Schulen und Klassen (vgl. [3], S. 132).

» Die bundesweite Vereinheitlichung der Leistungsanforderung durch die
Konzentration auf sogenannte Grundkompetenzen (vgl. [4], S. 11),

»die auf wesentliche inhaltliche Bereiche der Oberstufenmathematik
fokussieren und aufgrund ihrer fachlichen sowie gesellschaftlichen Relevanz
grundlegend und unverzichtbar sind [..] und zugleich einer punktuellen
schriftlichen Uberpriifung zugdnglich sind.” ([7], S.7)

= Die Definition gewisser Mindestanforderungen durch die Einfiihrung oben
genannter Grundkompetenzen, wodurch Studienginge, in denen Mathematik von
Bedeutung ist, einen Anhaltspunkt beziiglich ihrer Curricula erhalten (vgl. [3], S.
132).



= Das Bestreben, ein tieferes Verstdndnis und nicht die Reproduktion
mathematischer Inhalte und Ablaufe sowie die in diesem Zusammenhang
notwendigen Fertigkeiten in den Mittelpunkt zu stellen (vgl. [3], S. 133).

* Ein Gewinn an Aussagekraft der Priifungsergebnisse, da der Lehrperson die
Priifungsfragen nicht bekannt sind und somit einem teaching-to-the-test
vorgebeugt werden kann. Dies fiihrt in weiterer Folge dazu, dass einer punktuellen
Abdeckung des Lehrstoffes entgegengewirkt werden soll (vgl. [3], S.136; [8], S. 29).

» Der verstdrkte Einsatz des Computers, der als didaktisches Hilfsmittel fungieren
kann und dessen Nutzung aus einem modernen Unterricht einfach nicht mehr
wegzudenken ist (vgl. [8], S. 54).

= Eine verstdrkte Objektivierung der Beurteilung und der Leistungsanforderung -
einerseits durch vorgegebene Beurteilungsschemata, an die sich jeder Lehrer bei
der Korrektur und Benotung gleichermafien zu halten hat, und andererseits durch
die zentral erstellten Aufgaben, die auch den Lehrpersonen vor der Priifung nicht
bekannt sind (vgl. [4], S. 11f).

» Ein bildungstheoretisches Konzept, das der Frage nach den Erwartungen der
Gesellschaft an das Fach Mathematik nachgeht. Auf dieses Konzept méchte im
Folgenden genauer eingehen, da es mafdgeblich fiir die Ausrichtung der
Zentralmatura und infolgedessen fiir die Aufgaben- und Unterrichtsgestaltung ist.

3 BILDUNGSTHEORETISCHES KONZEPT

Das bildungstheoretische Konzept, auf dem die Zentralmatura beruht, stellt das
y<Individuum und dessen Rolle in unserer hochdifferenzierten, arbeitsteilig organisierten,
demokratischen Gesellschaft und nicht die (objektive Seite der) Mathematik“ ( [9], S. 35)
in den Mittelpunkt. Es ist auf eine Bildungstheorie von Roland Fischer zurtickzufiihren, in
welcher er die Fahigkeit zur Kommunikation mit Experten und der Allgemeinheit als
mafigebendes Ziel einer Allgemeinbildung, Fischer nennt diese Fdcherorientierte (hdhere)
Allgemeinbildung, herausstreicht. Als Grundlage solider Urteile und Entscheidungen
werden fachliches Grund- und Reflexionswissen bzw. Reflexionsfahigkeit genannt. (Vgl.
[3],S.132-133; [10],S. 1)

Nach Fischer werden die meisten Entscheidungen im Alltag liber Sachverhalte getroffen,
bei denen der Entscheidungstrager auf die Expertise anderer angewiesen ist, da er selbst
nur oberflachlich oder auch gar nicht tiber das notwendige Wissen verfiigt. (Vgl. [10], S.
1-3)

Derlei Uberlegungen sind im Zusammenhang mit dem Mathematikunterricht insofern
von Bedeutung, als dass gerade diesem oft vorgeworfen wird, kaum Praxisbezug oder
auch -relevanz aufzuweisen. Hier setzt Fischer mit seinem Bildungskonzept an und sieht
Lernbereiche, die in ihrer Anwendung iiber Alltagshandlungen hinausgehen, als
mafdgeblich fiir die Entwicklung der Fahigkeit, liber den eigenen Tellerrand
hinauszublicken, an. Dies sei nach Fischer genau dann von grofer Relevanz, wenn es zur
Interaktion mit anderen Personen komme, bei welcher die Kommunikation in Form einer
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Informationsbeschaffung, des Fragen-stellens, oder auch des Verstehens eine zentrale
Rolle spielen. In weiterer Folge werde man dabei auch oft damit konfrontiert,
Problemldseangebote zu beurteilen und somit auch Entscheidungen zu treffen. (Vgl. [10],
S.1-3)

Dem Erlernen einer entsprechenden Kommunikationsfahigkeit liegen laut Fischer
folgende drei Bereiche zugrunde (vgl. [10], S. 4-5):

» Grundkenntnisse: Die Kenntnisse tiber und das Verstehen von grundlegenden
Konzepten, Begriffen und Darstellungsformen und die Befahigung, mit Hilfe dieser
einfache Handlungen ausfiihren zu kénnen.

» Operieren: Die Kompetenz unter Anwendung der oben genannten Grundkenntnisse
auch komplexere Handlungen durchzufiihren und dartiber hinaus auch kreative
Problemldsungen zu entwickeln. Dies fiihrt oftmals auch dazu, dass neues Wissen
erschaffen oder auch Probleme anhand von speziellen Methoden gelost werden.

» Reflexion: Das Interpretieren von Wissen und Handlungen angesichts der
Anforderungen im jeweiligen (Problem)Kontext, das Einordnen in grofiere
Zusammenhange sowie das Bewerten konkreter Situationen.

Grundkenntnisse

~ N

Laie als Entscheider e Operieren E— Experte/Expertin

s
e
e
e
e
-

Reflexion

Abb. 1: Facherorientierte Allgemeinbildung, ( [10], S. 5)

Abb.1 zeigt, welche Gewichtung Fischer diesen drei Bereichen in Hinblick auf den Laien
als Entscheidungstrager auf der einen und den Experten auf der anderen Seite zukommen
lasst. Seiner Meinung nach kommen weder der Laie noch der Experte ohne
Grundkenntnisse aus, wobei diese natiirlich beim Experten tiberwiegen wiirden. Anhand
besagter Grundkenntnisse sei es die Aufgabe des Experten, zu operieren, spezielle
Methoden zur Problemlosung anzuwenden und auch neues Wissen zu schaffen. Dem
Laien falle die Aufgabe des Beurteilens und Bewertens zu, wofiir neben den
Grundkenntnissen Reflexion von grofier Bedeutung sei. Natiirlich kénne es auch fiir den
Lernprozess nutzbringend sein, dass auch der Laie Operationen durchfiihrt, da dies ein
tieferes Verstandnis sowie auch die Motivation fordere. (Vgl. [10], S.5)

Fischer betont jedoch: ,Aus der Sicht des langfristigen Zieles von Unterricht kommt dem
fachlichen Operieren aber ein geringerer Stellenwert zu als der Reflexion.“ ( [10], S. 5)



4 KONZEPT DER MATHEMATIK-ZENTRALMATURA

Im Sinne der bildungstheoretischen Orientierung liegt der Fokus der
standardisierten Reifepriifung auf dem reflektierten Grundwissen und dessen
flexibler Nutzung in Kommunikationssituationen.

([1],S.18)

Im Zuge der Erstellung eines Konzepts zur Zentralmatura orientierte man sich bei der
Auswahl von Inhalten an der oben genannten Fahigkeit zur Kommunikation mit Experten
und der Allgemeinheit. Diese wird als grundlegend fiir die Lebensvorbereitung
angesehen, da sie die Schiiler dazu befdhigt ,passende Fragen an Expertinnen und
Experten zu stellen, Antworten zu gewichten und daraus Schliisse zu ziehen, sowie eine
Vermittlerrolle zwischen Expertinnen und Experten und der Allgemeinheit auszuftllen.”

([1],S.6)

Im Sinne Fischers wird auch hier im Zusammenhang mit Allgemeinbildung ein ,liber-den-
Tellerrand-schauen® in Form einer Weltorientierung ([11], S. 149) propagiert. Die Schiiler
sollen in der Lage sein, unterschiedliche Perspektiven einnehmen zu kénnen und
»,Mathematik als eine mogliche Art der Weltbegegnung erfahren, eine spezifische Brille
erhalten, um die Welt um sich herum zu sehen bzw. zu modellieren.” ( [1], S. 6)

Die Fahigkeit zur Kommunikation mit Experten und der Allgemeinheit in Bezug auf
mathematische Inhalte fufdt - der oben genannten Bildungstheorie entsprechend - auf
einem soliden Grund- als auch Reflexionswissen. Durch den zunehmenden Einsatz von
Technologie im Mathematikunterricht fallt dieser Reflexionsfahigkeit eine immer grof3er
werdende Rolle zu, da eine Verschiebung des Fokus weg vom eigenstandigen Operieren
hin zum Hinterfragen von Ergebnissen, die nicht selbst produziert wurden, stattfindet.
(Vgl. [9], S. 38) Rainer Schmid-Zartner (vgl. [12], S. 111) weist jedoch darauf hin, dass sich
die Reflexion im mathematischen Kontext nicht allein auf die Mathematik beschranken,
sondern als Mittel dienen sollte, die Verbindungen zwischen dem Individuum, der Welt
und der Gesellschaft besser zu verstehen. Dieser Ansatz entspricht wiederum auch der
bereits erwahnten Weltorientierung im Zuge einer facherorientierten Allgemeinbildung.

Wie eine derartige Reflexion im Unterricht ausschauen kénnte, wurde im Rahmen eines
Projekts zum Thema Messung im sozialen Kontext, das in einer Bildungsanstalt fiir
Kindergartenpadagogik durchgefiihrt wurde, veranschaulicht. Hierbei wurde aufgezeigt,
dass ,Anspruchsvolle Reflexion gesellschaftlicher Verhaltnisse mit Hilfe der Mathematik
im Sinne authentischen Philosophierens der Schiilerinnen und Schiiler” ( [12], S. 114)
moglich ist und infolgedessen den Schiilern die Relevanz der Mathematik im alltaglichen
Leben nahergebracht werden konnte. (Vgl. [12], S. 114)

Etwas konkreter und fiir den Unterricht anschaulicher wird am Beispiel des
arithmetischen Mittels in Reflektieren und Reflexionswissen im Mathematikunterricht
(siehe Tab. 1) von Peschek, Prediger und Schneider ( [13], S.5) auf das Reflexionswissen
eingegangen. Hier finden sich auch die beiden anderen, nach Fischer fiir die Ausbildung
einer Kommunikationsfahigkeit notwendigen, Bereiche Grundwissen und Operieren
wieder.



Kompetenzbereich Beispiel ,,arithmetisches Mittel“

Grundwissen = Den Begriff (Definition) des arithmetischen Mittels als
Modellierung von ,Durchschnitt“ kennen.

=  Wichtige Eigenschaften (wie metrische Daten,
AusreifRerempfindlichkeit u. A.) und Anwendungsgebiete
des arithmetischen Mittels kennen.

Operatives Wissen und = Das arithmetische Mittel aus einer Liste von Daten (auch
Koénnen Haufigkeitstabellen) berechnen kénnen.
Reflexion(swissen) = Nachdenken dariiber, warum man eine ganze Liste von

Daten durch eine Kennzahl (z.B. arithmetisches Mittel)
reprasentieren will.

= Nachdenken dartber, ob das arithmetische Mittel ein
geeignetes Durchschnittsmaf fiir die Kérpergrofie von
Schiilerinnen und Schiilern sein kann.

=  Wissen, warum das arithmetische Mittel zur Mittelung von
Noten kaum geeignet ist.

Tab. 1: Kompetenzbereiche am Beispiel des arithmetischen Mittels, ( [13], S. 5)

Aufierdem wird auch der Wunsch nach Reduktion der Anspriiche in Bezug auf das
Operieren-Konnen als Bildungsziel zugunsten einer Erhohung der Anforderungen
hinsichtlich einer Reflexionstatigkeit angefiihrt. Natiirlich sei es notwendig, dass Schiiler
die Berechnung des Mittelwertes beherrschten. Umso wichtiger ware jedoch eine
Auseinandersetzung mit der Sinnhaftigkeit und Aussagekraft im jeweiligen Kontext. (Vgl.
[13],S.6)

Um Prozesse des Reflektierens im Unterricht besser forcieren zu konnen, wird auf eine
Differenzierung innerhalb dieser hingewiesen. Die Autoren beziehen sich hierbei auf die
Systematisierung von Skovsmose (vgl. [14], S. 199f) und unterscheiden vier verschiedene
Arten der Reflexion (vgl. [13], S. 5-9):

Mathematisch orientiertes Reflektieren: Dies umfasst unter anderem folgende
Aufgabenformate: Uberpriifen auf Korrektheit der mathematischen Operationen,
Aufsuchen von Denkfehlern, Begriindungs - und/oder Verbalisierungsauftrage.
Welche Veranderung durchlauft beispielsweise das arithmetische Mittel bei
Vergrofderung oder Verkleinerung eines Wertes der zugrundeliegenden Datenreihe?

Modellorientiertes Reflektieren: Hierbei stehen unter anderem Fragen hinsichtlich der
Qualitat und der Grenzen mathematischer Modelle im Mittelpunkt. Macht es zum
Beispiel Sinn, das arithmetische Mittel zur Beschreibung der facheriibergreifenden
Leistung eines Schiilers zu verwenden?

Kontextorientiertes Reflektieren: In diesen Bereich fallt das Hinterfragen der
Auswirkungen auf den Kontext durch die Mathematisierung. Welche Rolle spielt das
gewahlte mathematische Modell in einem bestimmten Zusammenhang, welche
Folgen hat es in Bezug auf die Argumentation und welche Bedeutung kommt ihm
selbst dabei zu? Welchen Zweck hat beispielsweise das arithmetische Mittel in der
Realitdt, wenn es als Mittel zur Selektion bei der Aufnahme zu einem Studium gewahlt
wird? Ist man mit einem Notendurchschnitt von 1,3 wirklich schlechter fiir ein
Studium geeignet als mit einem Durchschnitt von 1,27



= Lebensweltorientierte Reflexion: Besonders herausgestrichen wird der Aspekt, dass
ein Reflektieren nicht notwendigerweise fundamentaler mathematischer Kenntnisse
bedarf, sondern moglichst schiilernah stattfinden soll. Man bezieht sich auch hier auf
Fischer und betont, dass es in unserer arbeitsteiligen Gesellschaft von enormem Wert
sei, ,Ergebnisse von Expertinnen und Experten zu bewerten, ohne selbst Expertin
oder Experte zu sein“. ([13],S. 10)

Der Ruf nach einer Intensivierung der reflexiven und kommunikativen Tatigkeiten im
Unterricht ist jedoch nicht ganzlich neu - Heinrich Winter spricht zum Beispiel bereits
1995 von folgenden drei Grunderfahrungen, die im Mathematikunterricht nicht fehlen
sollten:

»(1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen sollten, aus
Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu
verstehen,

(2) mathematische Gegenstdinde und Sachverhalte, reprdsentiert in Sprache,
Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige Schépfungen, als eine deduktiv
geordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begreifen,

(3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemldsefdhigkeiten, die liber die
Mathematik hinaus gehen, (heuristische Fdhigkeiten) zu erwerben.
([15],S.37)

Des Weiteren bricht auch Hans Werner Heymann im selben Jahr eine Lanze fiir einen
Mathematikunterricht, der eine Anleitung zum kritischen Vernunftgebraucht bietet und
pladiert dafir, die Mathematik den Schiillern in Form einer Unterstiitzung im
Alltagsdenken naher zu bringen (vgl. [15], S. 25).

4.1 GRUNDKOMPETENZEN

Zu allererst stellt sich die Frage, was man unter Kompetenz im Allgemeinen und im
Speziellen auf die Mathematik bezogen verstehen kann. Peschek und Heugl liefern in
ihrem Standardkonzept folgende Definition:

,Unter Kompetenzen werden hier ldngerfristig verfiigbare kognitive Fdhigkeiten
verstanden, die von Lernenden entwickelt werden konnen und sie befihigen,
bestimmte Tdtigkeiten in variablen Situationen auszuiiben, sowie die Bereitschaft,
diese Fdhigkeiten und Fertigkeiten einzusetzen. Mathematische Kompetenzen
beziehen sich auf mathematische Tdtigkeiten, auf mathematische Inhalte sowie
auf die Art und Komplexitdt der erforderlichen Vernetzungen.”

([16],5.9)



Um eigenstdndig operieren und reflektieren zu kdénnen, sind neben einem fundierten
Grundwissen  dementsprechend grundlegende mathematische  Kompetenzen
erforderlich, die in diesem Zusammenhang als Grundkompetenzen bezeichnet werden:

~Mathematische  Grundkompetenzen meinen hier somit grundlegende,
gesellschaftlich relevante mathematische Fdhigkeiten, die allen dsterreichischen
Maturant(inn)en ldngerfristig verfiigbhar sein sollten und einer produkt- bzw.
zustandsorientierten Uberpriifung zugdnglich sind.” ( [4], S. 13)

Bei der Auswahl derartiger Grundkompetenzen galt es somit einiges zu beachten.
Einerseits sollten sie wesentliche Inhaltsbereiche der Oberstufenmathematik abdecken,
die sowohl aufgrund der gesellschaftlichen als auch fachlichen Relevanz grundlegend und
unabdingbar sind (vgl. [17], S. 4). Andererseits mussten sie einer punktuellen
(schriftlichen) Uberpriifung und (internationalen) Vergleichbarkeit geniigen. Es sollte
sich also um Leistungen handeln, welche die Schiiler langerfristig aufweisen und anhand
,einer produkt- bzw. zustandsorientierten (schriftlichen) Uberpriifung” ( [18], S. 7)
evaluiert werden konnten. Des Weiteren galt der Lehrplan fiir den Mathematikunterricht
in der AHS als inhaltlicher Wegweiser. Die dort angefiihrten Inhalte und Bildungsziele
dienten somit als Grundlage bei der Festlegung der Grundkompetenzen (vgl. [7], S. 7).

Zu alledem galt es auch noch den bereits angesprochenen bildungstheoretischen Aspekt
in die Uberlegungen miteinzubeziehen. Der Mathematikunterricht in den
weiterfiihrenden Schulen sollte sich deutlich vom Unterricht in der Pflichtschule
unterscheiden. Dies wollte man anhand neuer Inhalte, eines verstarkten
Technologieeinsatzes und ganz besonders durch eine Schwerpunktsetzung auf die
Ausbildung eines Kommunikations- und Reflexionsvermégens (im Rahmen der
Mathematik) erreichen. Der Fokus lag - der Bildungstheorie Fischers folgend - auf einem
soliden Grundwissen und im Speziellen auf der Reflexionsfahigkeit, da diese mafdgeblich
fiir das Entwickeln eines tieferen inhaltlichen Verstandnisses ist. Sie bildet somit die Basis
fiir eine gelungene Kommunikation mit der Allgemeinheit und befahigt die Schiiler dazu,
bestimmte Begriffe oder auch Verfahren kontextbezogen anzuwenden oder auch zu
hinterfragen. (Vgl. [17], S. 4) Das Grundwissen umfasste dabei ,fundierte Kenntnisse
hinsichtlich grundlegender (mathematischer) Begriffe, Konzepte, Darstellungsformen
und Anwendungsgebiete [...]“ ([17], S. 4).

Der Mathematikunterricht sollte neben dem fachspezifischen Aspekt demnach Schiiler
vor allem dazu befdhigen, in die Rolle eines Vermittlers zwischen Experten und
Allgemeinheit treten zu konnen (vgl. [18], S. 10). Bei der Auswahl der relevanten
Kompetenzen wurden daher die Kommunikations- und Reflexionsfahigkeit in den
Mittelpunkt gestellt, wobei der Lehrplan und die Natur einer standardisierten
schriftlichen Priifung die Auswahl etwas eingrenzten (vgl. [18], S.13).

Man einigte sich schlussendlich auf vier wesentliche Inhaltsbereiche, die auf Basis dieser
bildungstheoretischen Uberlegungen hinsichtlich der zugrundeliegenden
Grundkompetenzen konkretisiert wurden (vgl. [17], S.4):

= Algebra und Geometrie

» Funktionale Abhdngigkeiten

= Analysis

=  Wahrscheinlichkeit und Statistik



Die einzelnen Bereiche wurden dahingehend gegliedert, dass die grundlegenden
Kompetenzen aufschienen, die (erganzend zum giiltigen Lehrplan) im Unterricht gelehrt
werden sollten (vgl. [17], S.3). Dabei wurde darauf geachtet, verschiedenste
Gesichtspunkte unterzubringen, unter anderem jene der

sGeneralisierung und operative Beweglichkeit, der verstindige Umgang mit
grundlegenden  Begriffen und Konzepten sowie deren geometrische
Veranschaulichung, die Verwendung von Funktionen als (mathematisches)
Werkzeug sowie die Bereitstellung von Konzepten zur formalen und operativen
Beschreibung diskreter und stetiger Anderungsverhalten oder die Verwendung von
Darstellungsformen und (grundlegenden) Verfahren der Statistik und
Wahrscheinlichkeitstheorie.”

([17],5.5)

4.2 INHALTSBEREICHE

Ich werde im Folgenden mein Hauptaugenmerk auf die bildungstheoretische Ausrichtung
der einzelnen Bereiche legen, den gesamten Grundkompetenzkatalog kann man unter
[17] einsehen.

4.2.1 ALGEBRA UND GEOMETRIE

Algebra, als die Sprache der Mathematik, stellt im Zusammenhang mit Kommunikation
natiirlich ein unerlassliches Mittel dar. Ein grundlegendes Verstdandnis, sprich
Grundwissen, iiber die Begriffe und Konzepte ist dabei zweifelsfrei zwingend
erforderlich, um angemessen mit diesen operieren und kontextbezogene
Interpretationen sachgerecht durchfithren zu kénnen. Durch die Algebra wird unter
anderem die Reflexion iiber beispielsweise die Anzahl verschiedener Losungsfille, die
Losbarkeit von Gleichung(ssystemen), die Sinnhaftigkeit abstrakter Formulierungen oder
auch die Eignung bestimmter Konzepte ermdglicht. Sie bietet weiters einen Wechsel
zwischen einer geometrisch-anschaulichen und einer algebraischen Ebene an, sodass ein
Problemlésen auf verschiedene Arten erfolgen kann. Die Fahigkeit, Inhalten auf
verschiedenen Ebenen zu begegnen und zwischen Darstellungen wechseln zu konnen, ist
fiir den Unterricht aus bildungstheoretischer Sicht unerlasslich, da sie in Reflexions- und
Kommunikationssituationen ebenfalls eine grof3e Rolle spielt. (Vgl. [17], S. 6)

4.2.2 FUNKTIONALE ABHANGIGKEITEN

Funktionen eignen sich hervorragend, um die angefiihrten vier Reflexionsarten in den
Unterricht einzubringen. Mathematisch orientiertes Reflektieren kann etwa in Form von
Begriindungsaufgaben (z.B. Zusammenhang zwischen Variablen in einer

10



Funktionsgleichung, Auswirkungen durch Anderung einer oder mehrerer Variablen)
stattfinden. Das Wissen iiber die verschiedenen Funktionstypen und deren situative
Verwendung flihrt unweigerlich zu modellorientiertem Reflektieren. Kontextorientierte
Reflexion ist notwendig, wenn das Verstdndnis um die Eignung oder auch die Grenzen
bestimmter Modelle eine Rolle spielt. Durch den immer weiter fortschreitenden
Technologieeinsatz kommt die lebensweltorientierte Reflexion im Zusammenhang mit
Funktionen fast schon automatisch ins Spiel, da durch die Frage nach der Sinnhaftigkeit
bestimmter Operationen (z.B. handisches Zeichnen eines Funktionsgraphen) ein
Reflektieren iiber typische mathematische Vorgehensweisen stattfindet. (Vgl. [13], S. 9)

Das Grundwissen, das eine solche Reflexion iiberhaupt erst ermdglicht, setzt sich in
diesem Bereich aus der Kenntnis der verschiedenen Funktionstypen, der typischen
Verlaufe der zugehorigen Graphen, sowie der -charakteristischen Eigenschaften
zusammen. Zudem ist es auch unabdingbar fiir eine verstandige Kommunikation, die zum
Beispiel in Form von Begriindungs-, Verbalisierungs- oder Interpretationsaufgaben
auftritt. Zusatzlich spielt der Wechsel zwischen Darstellungsformen, wie auch in der
Algebra, ebenfalls eine grofde Rolle. (Vgl. [17], S. 9)

4.2.3 ANALYSIS

In diesem Bereich kommt die Rolle der Kommunikation mit der Allgemeinheit und mit
Experten besonders zum Tragen. Das Wissen tiber mathematische Begriffe, wie zum
Beispiel des Differenzen- und des Differentialquotienten, ist in der Kommunikation auf
Experten-Ebene das Um und Auf. Stellt sie doch die Basis einerseits flir das Erkennen von
Zusammenhingen bestimmter Fachbegriffe und andererseits fiir das Deuten in
Anwendungssituationen, die unter Umstidnden auch iber die reine Mathematik
hinausgehen (z.B. in der Physik), dar. Das Verstandnis tiber diese Fachbegriffe sollte sich
jedoch nicht allein auf die Kommunikation mit Experten reduzieren, da viele dieser
Bezeichnungen auch im alltdglichen Sprachgebrauch auftauchen. Man denke nur an
Ausdriicke wie Momentangeschwindigkeit, Beschleunigung oder auch
degressives/progressives Wachstum. Um an einer Kommunikation mit der Allgemeinheit
teilnehmen zu konnen, ist es also von grofder Wichtigkeit, ein Gefiihl fiir die konkrete
mathematische Bedeutung dieser Begriffe zu entwickeln. Nur so ist es auch maglich, die
unterschiedlichen Anderungsmafie kontextbezogen (qualitativ und quantitativ)
einzuordnen und im Idealfall zur Bildung neuer Begriffe zu nutzen. (Vgl. [17], S. 13)

Im Zusammenhang mit dem Integral bewegt man sich hingegen vornehmlich auf der
Ebene der Kommunikation mit Experten. Hierbei sollte das Konzept des bestimmten
Integrals sowohl als Grenzwert einer Summe von Produkten als auch als probates Mittel
in Anwendungssituationen bekannt sein. (Vgl. [17], S. 13)

Im Sinne der Reflexionsfahigkeit ist es sowohl in der Differential- als auch der
Integralrechnung von grofder Bedeutung, zwischen den unterschiedlichen symbolischen
und auch graphischen Darstellungsformen wechseln (z.B. Leibniz'sche Schreibweise,
verschiedene Darstellungen des Differenzen- und Differentialquotienten, bestimmtes
Integral als Differenz der Funktionswerte der Stammfunktion) und diese auch selbst als
Darstellungsmittel nutzen zu kénnen. Der Bildungstheorie nach Fischer folgend, wird von
einem allzu kalkiilhaften Operieren abgesehen und zum Beispiel auf das selbstiandige
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Berechnen komplexer Differentiale verzichtet. Stattdessen wird der Fokus auf ein
inhaltliches Verstdndnis, das Wissen iiber die wesentlichen Eigenschaften und
Zusammenhinge, sowie die Kenntnis iiber die verschiedensten Darstellungsformen
gelegt. (Vgl. [17], S.13)

4.2.4 WAHRSCHEINLICHKEIT UND STATISTIK

In diesem Bereich kommt dem Wissen iiber die verschiedenen Begriffe und
Darstellungsformen die grofdte Bedeutung zu, da es zur Ausbildung einer
Kommunikations- und Reflexionsfahigkeit besonders wichtig ist, stochastische und
statistische Bezeichnungen und auch Darstellungen kontextbezogen interpretieren und
deren Giite abschdtzen zu kdnnen. Das Durchfiihren von komplexen Berechnungen spielt
diesbeziiglich nur eine untergeordnete Rolle, weshalb davon im Unterricht abgesehen
werden kann und auf grundlegende Vorgadnge reduziert werden sollte. (Vgl. [17], S. 16)

So betonen Borneleit et al. zum Beispiel bereits 2001 in ihrer Expertise zum
Mathematikunterricht in der gymnasialen Oberstufe:

LZum Aufbau von Grundvorstellungen ist es notwendig, dass bewusst die kalkiil-
orientierten Teile in Zeitaufwand und Wertigkeit zu Gunsten der inhaltlich
orientierten Teile reduziert werden.”

([19],S. 14)

Das Ausbilden dieser Grundvorstellungen kommt nach Hauer-Typpelt insbesondere dann
zum Tragen, wenn es darum geht, stochastische Inhalte auch aufierhalb des
Mathematikunterrichts auszumachen und bewerten zu kénnen (vgl. [20], S. 2). Gerade in
diesem Zusammenhang gibt es einige Begriffe, wie zum Beispiel Zufall oder auch
Wahrscheinlichkeit, die durch den haufigen umgangssprachlichen Gebrauch eine im
mathematischen Sinn falsche oder unzureichende Konnotation erhalten. Deshalb sei es in
diesem Bereich nach Hauer-Typpelt besonders wichtig, im Unterricht solch unpassende
Vorstellungen aufzugreifen und im Rahmen des Lernprozesses durch angemessene
Anschauungen zu ersetzen (vgl. [20], S. 3).

Diese Uberlegungen dienen als Grundlage dafiir, die Wahrscheinlichkeit den Schiilern als
eine Modellierung und Quantifizierung des Zufalls, sowie als Bindeglied zwischen
beschreibender und schliefdender Statistik ndher zu bringen. Im Bereich der
schlieflenden/beurteilenden Statistik fallt die Deutung und Bewertung von
Konfidenzintervallen besonders ins Gewicht, da diese im Hinblick auf die
Kommunikationsfahigkeit (zum Beispiel im Rahmen von Hochrechnungen) einen nicht zu
vernachlassigenden Faktor darstellen. (Vgl. [17], S. 18)
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4.3 KONTEXTE

Grundsatzlich werden die fiir ein Beispiel notwendigen Begriffe und Kontexte innerhalb
des Angabetextes ndher ausgefiihrt und erkldrt. Folgende Inhalte und ihre
Zusammenhange werden jedoch als bekannt vorausgesetzt und in der Aufgabenstellung
nicht weiters erlautert (vgl. [17], S. 18):

Einheiten und Grofsen

Grofdenverhaltnisse und physikalische Einheiten, deren Zusammenhéange und auch deren
symbolische Darstellung sind im technisch-naturwissenschaftlichen Kontext notwendig,
um Kausalititen erkennen, um damit operieren sowie auch, um eine
Kommunikationsfahigkeit in diesem Bereich entwickeln zu kénnen. Diese findet man
jedoch grofdtenteils auch in der Formelsammlung fiir die standardisierte
kompetenzorientierte schriftliche Reifepriifung ( [21]), sodass ein Auswendiglernen nur
teilweise notwendig ist.

Zu den nicht angefiihrten Inhalten gehoren laut den Inhaltlichen und organisatorischen
Grundlagen  zur  Sicherung  mathematischer =~ Grundkompetenzen, die vom
Bundesministerium fir Bildung, Wissenschaft und Forschung ausgegeben wurden (vgl.
[17],S.19):

* 1Prozent=10-2=10000 ppm = Teile pro Hundert=1 %
1 Promille = 103 =1 000 ppm = Teile pro Tausend = 0,1 % = 1 %o
1 ppm (parts per million) = 10-¢ = Teile pro Million = 0,0001 %

* Die Bedeutung der Symbole bzw. Vorsilben laut SI-Einheitensystem:

Bedeutung Symbol Bedeutung Symbol
Billion T Zehntel d
Milliarde G Hundertstel C
Million M Tausendstel m
tausend k Millionstel 1
hundert h Milliardstel n
zehn da Billionstel p

Tab. 2: Vorsilben

Finanzmathematische Grundlagen: Neben naturwissenschaftlich-technischen Inhalten,
werden im Lehrplan auch wirtschaftliche Inhalte behandelt. Die dafiir bendtigten
Grundlagen beziehen sich rein auf das Wissen iliber die Zinseszinsrechnung. Die
zugehorige Formel ist in der Formelsammlung angefiihrt.

Kosten- und Preistheorie: Die Begriffe, die es diesbeziiglich zu kennen gilt, kénnen
ebenfalls in der Formelsammlung nachgeschlagen werden. Genauere Erkldrungen oder
Definitionen werden hier allerdings (bis auf die Erlauterung des Break-Even-Points) nicht
angefiihrt. Einzig die Beziehungen zwischen variabler, fixer und Gesamtkostenfunktion,
zwischen Gewinn-, Erlos- und Kostenfunktion und Erlés- und Nachfragefunktion sind
angegeben.
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4.4 KOMPETENZMODELL

Kompetenzen koénnen nicht allein auf einen inhaltlichen Bereich reduziert werden,
sondern zeichnen sich dadurch aus, dass bestimmte Handlungen innerhalb dieses
Inhaltsbereichs mit einer gewissen Komplexitat durchgefiihrt werden. Im Praxishandbuch
Mathematik AHS Oberstufe [1] dienen daher die drei Bereiche Handlung, Inhalt und
Komplexitdt als Grundlage fiir die Charakterisierung und Spezifikation einzelner
mathematischer Kompetenzen. (Vgl. [1], S. 18)

Diese werden folgendermaf3en unterteilt:

Handlungsbereiche Inhaltsbereiche

H1: Darstellen, Modellbilden [1: Algebra und Geometrie

H2: Rechnen, Operieren [2: Funktionale Abhédngigkeiten

H3: Interpretieren [3: Differential- und Integralrechnung

H4: Argumentieren, Begriinden [4: Wahrscheinlichkeit und Statistik
Komplexitditsbereiche

K1: Einsetzen von Grundkenntnissen und Grundfertigkeiten
K2: Herstellen von Verbindungen
K3: Einsetzen von Reflexionswissen, Reflektieren

Abb. 2: Kompetenzbereich

Wahrend die Inhaltsbereiche durch den Grundkompetenzkatalog und den Lehrplan
ausfithrlich beschrieben werden, gilt es den Handlungs- und Komplexitatsbereichen
etwas mehr Aufmerksamkeit zu schenken.

44,1 HANDLUNGSBEREICHE

In einem kompetenzorientierten Mathematikunterricht ist es essenziell, den Schiilern im
Lernprozess den Wechsel vom Inhalt hin zur Handlung naher zu bringen. Deshalb ist es
bei der Analyse von mathematischen Kompetenzen von grofier Bedeutung, die dabei
auftretenden Handlungen anhand unterschiedlicher Handlungsdimensionen zu
spezifizieren, die naturgemaf? in konkreten Anwendungssituationen natiirlich eher selten
isoliert in Erscheinung treten werden. (Vgl. [1], S. 20)

In [1] findet man diesbeziiglich folgende Charakterisierung:

H1: DARSTELLEN, MODELLBILDEN

Darstellen bezieht sich auf den Vorgang, vorgegebene mathematische Inhalte in andere
Reprasentationsformen zu tlibertragen. Das Modellbilden erfordert dariiber hinaus die
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Fahigkeit, mathematische Zusammenhidnge und Beziehungen innerhalb der vorgelegten
Sachverhalte zu erkennen, sodass diese dann - unter Umstidnden auch mithilfe von
Vereinfachungen oder auch Idealisierungen - in geeigneter mathematischer Form
reprasentiert werden konnen. Aufgabestellungen, die in diesen Tatigkeitsbereich fallen,
konnen zum Beispiel das Ubersetzen von alltagssprachlichen Formulierungen in
mathematische Sprache oder auch Darstellungen, sowie das Wechseln zwischen
verschiedenen Darstellungsformen verlangen. Das Erstellen, Nutzen oder auch
Interpretieren eines oder auch verschiedener adaquater mathematischer Modelle fallt
ebenso in diesen Bereich. Aufderdem spielen die Auswahl geeigneter Darstellungsformen
und der passenden Technologie hierbei ebenfalls eine Rolle. (Vgl. [1], S.21)

H2: RECHNEN, OPERIEREN

Mit Rechnen ist sowohl das Ausfiihren von Rechenoperationen auf Zahlenebene als auch
das Umformen mit Variablen gemeint. Operieren beschreibt etwas ausfiihrlicher den
Vorgang der Planung und der exakten Ausfilhrung von Rechen- und
Konstruktionsvorgangen, die zum Beispiel in Form von Konstruktionen in der Geometrie
oder auch dem Erstellen und Nutzen von Tabellen und Grafiken auftreten kénnen.
Zusatzlich schliefst dies auch die zweckmafdige Verwendung von Technologie als
Unterstiitzung auf operativer Ebene mit ein. Die fiir diesen Bereich typischen Handlungen
sind neben der Durchfiihrung und Planung grundlegender Rechenoperationen auch das
Abschatzen und Runden von Ergebnissen, das Arbeiten mit Tabellen und Grafiken, das
(geometrische) Konstruieren sowie die Auswahl des richtigen Losungswegs. (Vgl. [1], S.
21)

H3: INTERPRETIEREN

Interpretieren schliefdt das Erkennen, Deuten und Wiedergeben von Daten und
Beziehungen aus mathematischen Darstellungen mit ein. Die Schiiler sind dazu
angehalten, Informationen und Zusammenhange aus Tabellen und Grafiken herauslesen
und kontextbezogen analysieren zu konnen. Tatigkeiten, die in diesen Bereich fallen, sind
unter anderem ein bewusster Umgang mit sowie das Schlief3en von Informationen aus
Termen, Gleichungen, Formeln und auch Ungleichungen. Kontextbezogenes Bewerten
von Rechenergebnissen und Deuten unterschiedlicher Darstellungen (Tabellen, Grafiken,
Symbole) sind aufderdem von grofder Wichtigkeit. Dazu kommt das Einschitzen der
Sinnhaftigkeit und Giltigkeit verschiedener mathematischer Auslegungen und
Formulierungen. (Vgl. [1], S. 22)

H4: ARGUMENTIEREN, BEGRUNDEN

Mit Argumentieren ist das Abwagen und Darlegen von konkreten Betrachtungsweisen
und Standpunkten im mathematischen Kontext gemeint. Dies bedarf einer angemessenen
Nutzung mathematischer Eigenschaften und Regeln sowie einer fachspezifischen
Sprache. Beim Begriinden geht es darum, logische Argumente vorzubringen, die zu
gewissen Schlussfolgerungen fiihren. Aufgaben, die diesen Bereich auszeichnen, kénnen
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zum Beispiel das Darlegen der Griinde, weshalb man sich fiir eine bestimmte Darstellung
oder Vorgehensweise ausspricht, beinhalten. Aufierdem koénnen Herleitungen oder
Beweise von mathematischen Formeln und Satzen verlangt werden. Weiters treten das
Untersuchen von Argumentationen auf deren Richtigkeit und infolgedessen die
Ausformulierung einer Begriindung auf. (Vgl. [1], S. 22)

4.4.2 KOMPLEXITATSBEREICHE

Die Anforderungen, die eine Aufgabenstellung an Schiiler stellt, kénnen nicht nur nach
inhaltlichen und operativen Blickpunkten differenziert werden. Ganz mafigeblich fiir die
konkrete Einordnung eines Beispiels innerhalb der Anspruchsdimension ist die
Unterscheidung nach Komplexitatsgraden. Diese werden in Grofdteils vom Fach
unabhangigen Merkmalen wie Reproduktion, zum Beispiel in Form einer Durchfithrung
von grundlegenden mathematischen Operationen, Transfer, wie etwa beim Kombinieren
von Verfahren oder Begrifflichkeiten und Reflexion, beispielsweise beim Abschatzen der
Glite eines Modells, abgebildet (vgl. [22], S. 15). In Richtlinien und Beispiele fiir Themenpool
und Priifungsaufgaben werden die Komplexitatsbereiche folgendermafien charakterisiert
(vgl. [22], S. 16):

K1: EINSETZEN VON GRUNDKENNTNISSEN UND GRUNDFERTIGKEITEN

In diesen Bereich fallen Aufgaben, die durch das Kennen und Anwenden von wesentlichen
mathematischen Fertigkeiten und theoretischen Grundlagen gel6st werden kénnen. Diese
Art des Problemlésens kann sowohl in Form einer Reproduktionsleistung als auch durch
konkretes Nutzen von Informationen, die unmittelbar aus dem Vorgegebenen gewonnen
werden konnen, auftreten.

K2: HERSTELLEN VON VERBINDUNGEN

Um Beispiele dieser Kategorie 16sen zu koénnen, bedarf es der Fahigkeit, Beziehungen
zwischen unterschiedlichen mathematischen Gebieten zu kennen und fiir die Anwendung
zu nutzen. Ebenso kann eine Verkniipfung verschiedener Ausdriicke, Vorgehensweisen
oder auch Darstellungsformen gefordert werden.
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K3: EINSETZEN VON REFLEXIONSWISSEN; REFLEKTIEREN

Beim Reflektieren handelt es sich um den Vorgang des Betrachtens, Bewertens und
Abschatzens von Informationen und Wechselbeziehungen, die nicht direkt ersichtlich
sind. Es geht beispielsweise darum, das Fiir und Wider bestimmter Losungsverfahren,
Darstellungsformen, Deutungen oder auch Begriindungen abzuwaigen. Das dadurch
erhaltene Reflexionswissen dufdert sich infolgedessen zum Beispiel durch passende
Argumentation, Begriindung oder auch Beschreibung einer Losungsstrategie.

An dieser Stelle ist es wichtig, auf die unterschiedlichen Bedeutungen von Komplexitdt
und Schwierigkeit hinzuweisen. Schwierigkeit bezieht sich im schulischen Kontext auf die
relative Losungshaufigkeit, die ein Beispiel aufweist. So erfordern die Additionen 3 + 5
und 3,452 + 12, 087 dieselbe kognitive Leistung, werden also demselben
Komplexitatsbereich zugeordnet, unterscheiden sich jedoch im Schwierigkeitsgrad.

Im Unterricht ist es somit von grof3er Bedeutung, bei der Aufgabenstellung nicht nur den
Schwierigkeitsgrad als Mittel der Differenzierung oder auch Forderung im Kopf zu
behalten. Gerade schwachere Schiiler konnen zum Beispiel im Lernprozess von einer
Aufgabe, die eine hohere Komplexitat, aber einen niedrigen Schwierigkeitsgrad aufweist,
profitieren. (Vgl. [23], S. 1f); [22], S. 15)

4.4.3 EXEMPLARISCHE ANWENDUNG DES KOMPETENZMODELLS

Im Folgenden wird die Anwendung des Kompetenzmodells anhand von zwei
Aufgabenstellungen demonstriert.

Parameterdarstellung einer Geraden
Die zwei Punkte A = (-1|-6|2) und B = (5|-3|-3) liegen auf einer Geraden g in R®.

Aufgabenstellung:

Geben Sie eine Parameterdarstellung dieser Geraden g unter Verwendung der konkreten Koordi-
naten der Punkte A und B an!

g X=

Abb. 3: Aufgabe 4.1, [137]
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Hierbei kommen folgende Kompetenzbereiche zum Tragen:

= H2: elementare Rechenoperationen in den jeweiligen Inhaltsbereichen planen
und durchfiihren

= J1: Beschreiben von Geraden durch Parameterdarstellungen

= K1: Einsetzen von Grundkenntnissen und Grundfertigkeiten

Bei dieser Aufgabe wird somit die Handlung des Rechnens bzw. Operierens innerhalb
des Inhaltsbereichs Algebra und Geometrie unter Einsatz von Grundkenntnissen und -
fertigkeiten verlangt. Das Zusammenspiel der einzelnen Kompetenzbereiche wird in der
nachfolgenden Graphik dargestellt:

H2

= Ha

Abb. 4: Kompetenzbereiche - Aufgabe 4.1

Bezogen auf das Konzept der standardisierten Reifepriifung, kurz SRP-Konzept, spiegelt
das Beispiel die folgende Grundkompetenz wider:

Grundkompetenzbezug

AG Algebra und Geometrie
AG3 Vektoren
AG3.4  Geraden durch (Parameter-)Gleichungen in R? und R® angeben kénnen

Tab. 3: Grundkompetenzbezug - Aufgabe 4.1, vgl. [24]

Im Unterricht ist es selbstverstindlich wichtig, sich nicht ausschlief3lich auf
Fragestellungen zu beschranken, die nur eine (Grund)kompetenz ansprechen. Innerhalb
des Lernprozesses kommt der Vernetzung (siehe Kap. III) auf verschiedenen Ebenen
eine grofde Bedeutung zu. Einerseits ist es fiir den Schiiler beim Auffinden einer
Losungsstrategie von grofiem Nutzen, eine Aufgabe aus verschiedenen Perspektiven
betrachten zu kdénnen, wofiir es einer Kenntnis iiber die Verbindungen der einzelnen
Inhaltsbereiche bedarf. Andererseits spielt das Erkennen von Zusammenhangen bei der
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Ausbildung eines grundlegenden Verstindnisses eine grofie Rolle, da dies unter
anderem auch ein Ubertragen von bereits Gelerntem auf neue Inhalte erméglicht.
Dadurch wird zudem das Konzept eines nachhaltigen Lernens unterstiitzt, bei dem es
nicht mehr nur um das Aneignen automatisierter Handlungsabfolgen geht. (Vgl. [1], S.
126) Nicht zuletzt kommt auch hier wieder die zugrundeliegende Bildungstheorie ins
Spiel. Um zum Beispiel angemessen reflektieren zu konnen, ist es wichtig, das Vorgelegte
aus verschiedenen Blickwinkeln betrachten zu kénnen.

Die folgende Aufgabe weist ein solches Vernetzen von Kompetenzen auf:

Grafisches Lésen einer quadratischen Gleichung
Gegeben ist die quadratische Gleichung x* + x -2 =0.

Man kann die gegebene Gleichung geometrisch mithilfe der Graphen zweier Funktionen fund g
I6sen, indem man die Gleichung f(x) = g(x) betrachtet.

Aufgabenstellung:

Die nachstehende Abbildung zeigt den Graphen der quadratischen Funktion f, wobei gitt: fix) € Z
fur jedes x € Z. Zeichnen Sie in dieser Abbildung den Graphen der Funktion g ein!

Abb. 5: Aufgabe 4.2, [133]

Lésungserwartung

fx), glx)
6 -

Abb. 6: Aufgabe 4.2 - Losung, [133]
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Hier findet eine Vernetzung von Funktionenlehre und Algebra statt. Beim Losen der
Aufgabe muss der Schiiler einerseits in der Lage sein, zwischen verschiedenen
Darstellungsformen zu wechseln, um aus dem Graphen die Funktionsgleichung von f{(x)
zu erhalten. Andererseits muss er auf algebraischer Ebene erkennen, dass die
Funktionsgleichung, f{x) = x% einem Teil der gegebenen quadratischen Gleichung
x?+x -2 = 0 entspricht. Zudem muss er den restlichen Teil der Gleichung in Verbindung
mit der gesuchten Funktion g(x) bringen, wobei er davor auch noch die Gleichung
entsprechend umzuformen vermag, um die gesuchte Funktionsgleichung zu erhalten. Im
letzten Schritt muss dann wieder zwischen zwei Darstellungen - der als Gleichung und
jener als Graphik - gewechselt werden, um den Graphen der linearen Funktion
entsprechend in das Koordinatensystem einzuzeichnen. Uber all dem steht natiirlich das
grundlegende Verstandnis dariiber, dass das Umformen bzw. Losen einer Gleichung
dem geometrischen Schneiden zweier Funktionsgraphen entspricht.

Grundkompetenzbezug

FA Funktionale Abhingigkeiten
FA1 Funktionsbegriff, reelle Funktionen, Darstellungsformen und Eigenschaften

Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen grafisch und rechnerisch ermitteln und im
FA1.6
Kontext interpretieren kénnen

FA 2 Lineare Funktion f(x) = k-x+d

Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene lineare
FA 2.1 Zusammenhidnge als lineare Funktionen erkennen bzw. betrachten kénnen;

zwischen diesen Darstellungsformen wechseln kénnen
FA 3 Potenzfunktion mit f(x) =a-x*+b, z €Z; f(x) = a- x> +b

Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene
FA3.1 Zusammenhinge dieser Art als entsprechende Potenzfunktionen erkennen bzw.

betrachten konnen; zwischen diesen Darstellungsformen wechseln kénnen
AG Algebra und Geometrie
AG 2 (Un-)Gleichungen und Gleichungssysteme

AG23 Quadratische Gleichungen in einer Variablen umformen/l6sen, tiber Losungsfalle
' Bescheid wissen, Losungen und Losungsfalle (auch geometrisch) deuten kénnen

Tab. 4: Grundkompetenzbezug - Aufgabe 4.2, [25]

Hinsichtlich des Kompetenzmodells findet in dieser Aufgabenstellung eine starke
Vernetzung innerhalb der verschiedenen Bereiche statt:

* Handlungsbereich:
Die Aufgabe verlangt ein Ubertragen von Gleichungen in Graphen (und
umgekehrt), dazu ist das Erkennen von mathematischen Beziehungen notwendig
- H1 Darstellen, Modellbilden
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Grundlegend fiir das Entwickeln einer Losungsstrategie sind hierbei das
Umformen von Gleichungen, sowie das Planen und Ausfiihren von
Konstruktionsvorgangen = H2 Rechnen, Operieren

* Inhaltsbereich:
11 Algebra und Geometrie
12 Funktionale Abhangigkeiten

» Komplexitdtsbereich:
Unter dem Einsatz von Grundkenntnissen und Grundfertigkeiten (= K1) werden
Verbindungen hergestellt (= K2), sodass ein Reflexionswissen genutzt werden
kann (= K3).

4.5 DAS O-M-A-MODELL

Neben dem oben beschriebenen Modell, das auch in der Sekundarstufe 1 zur Verwendung
kommt, wird bei der Erstellung der Zentralmatura-Aufgaben auf ein weiteres
Kompetenzmodell zuriickgegriffen. Dieses wurde im Auftrag des Bundesinstitut fiir
Bildungsforschung, Innovation und Entwicklung des o&sterreichischen Schulwesens
(BIFIE) erstellt und dient vor allem der Untersuchung der einzelnen Aufgaben hinsichtlich
ihrer Klassifizierung und Komparabilitat. (Vgl. [26], S. 68)

Sattelberger und Kramer beschreiben die Einsatzgebiete des Modells folgendermafien:

= Formulierung von Kompetenzstufen, um Testleistungen inhaltlich
vergleichbar zu interpretieren

= Orientierungsgrundlage fiir die Entwicklung und Einstufung von (Lern- und)
Priifungsaufgaben

= Theoretisch und empirisch begriindeter Erwartungshorizont fiir die
Performanz von Schiilerinnen und Schiilern
([26], S. 68)

Wie man anhand der nachfolgenden Tabelle erkennen kann, erfolgt eine Unterteilung der
Handlungsdimensionen Operieren, Modellieren und Argumentieren hinsichtlich ihrer
Komplexitatsstufen, weshalb dieses Modell in der Literatur auch als
Kompetenzstufenmodell aufscheint.
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und bereits
verfiigbare Makros
neu zusammenfiigen

Reflexion der Losungsvarianten
bzw. der Modellwahl und
Beurteilung der Exaktheit bzw.
Angemessenheit zugrunde
gelegter Losungsverfahren

Stufe Operieren Modellieren Argumentieren
1 ¢ [dentifizieren der ¢ [dentifizieren eines « einfache fachsprachliche Begriindung
Anwendbarkeit eines Darstellungswechsels zwischen | ausfiihren (realisieren), durch die
gegebenen bzw. Kontext und mathematischer Verwendung eines Begriffs, Zusammenhangs
vertrauten Verfahrens | Reprasentation und umgekehrt | oder Verfahrens um ein Ergebnis zu
« Abarbeiten / « Realisieren eines begriinden bzw. eine Aussage zu verifizieren
Ausfiihren einer Darstellungswechsels zwischen | e verstandliche/vertraute Aussagen (iiber
gegebenen bzw. Kontext und mathematischer Zusammenhdnge oder Verfahren) auf eine
vertrauten Vorschrift Reprasentation und umgekehrt | gegebene innermathematische Situation
priifen und entscheiden
« die Passung eines Begriffs auf eine
gegebene (innermathematische) Situation
priifen (Verwendung von Operatoren)
« Beispiele und Gegenbeispiele zu
mathematischen Aussagen finden
2 e Abarbeiten / » Verwendung vertrauter und » Nachvollziehen mathematischer Begriffe,
Ausfiihren direkt erkennbarer Standard- Sétze, Verfahren, Darstellungen in
mehrschrittiger Modelle unter der Argumentationsketten und Kontexten
Verfahrgn / Berucksmhtlgung (dem Setzen) ¢ Erldutern mathematischer Begriffe, Satze,
Vorschriften von Rahmenbedingungen .
Verfahren, Darstellungen in
e Nutzung von ¢ Erkennen unter welchen Argumentationsketten und Kontexten
Technologie zum Voraussetzungen die erzielten
Abarbeiten/Ausfiithren | Ergebnisse unter Einsatz des
mehrschrittiger mathematischen Standard-
Verfahren/ Modells zur Situation passen
Vorschriften wird ¢ Deuten der math. Resultate im
erwartet
gegebenen Kontext
¢ (deskriptive) Beschreibung
der vorgegebenen Situation
durch mathematische
Standardmodelle
3 « Erkennen ob ein ¢ Anwenden von Standard- « fachlich und fachsprachlich korrekte
bestimmtes Verfahren | Modellen auf neuartige Formulierung und Erklarung von
/ eine bestimmte Situationen mathematischen Sachverhalten
Vorschrlft'fur emne e Finden einer Passung ¢ mehrschrittige mathematische
gegeben Situation . . . N
passt zwischen geelgnetem Argumen:catllonen punktuell priifen bzw.
mathematischen Modell und vervollstandigen
* das Ve'r fahren / die realer Situation e mehrschrittige mathematische Standard-
Vorschrift passend . -
machen und Argumentationen durchful}ren und analog
N zu bekannten Mustern notieren
ausfithren
¢ unterschiedliche Begriindungen eines
Sachverhaltes vergleichen und beurteilen
4 * Makros* * komplexe Modellierung einer | eigenstindige Argumentationsketten
entwickeln/bilden vorgegebenen Situation; aufbauen

« eine Beweisidee bzw. Vorgehensstrategie
einer Herleitung erldutern

« Begriindung von Resultaten und
Entscheidungen (z.B. auch iiber ein
gewdhltes Beweisverfahren; Unterscheidung
z.B. zwischen Existenz- und Allaussagen)

« Erkldren von Giiltigkeitsbereichen
bestimmter Aussagen

Tab. 5: Kompetenzstufenmodell O-M-A ( [26], S. 68)

4 aggregierte mathematische Vorschriften
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Beziiglich der drei Dimensionen Operieren, Modellieren und Argumentieren knipft das
Modell inhaltlich an die Handlungsdimensionen des unter Kap. 4.4 genannten
Kompetenzmodells an.

Mit Hilfe des O-M-A-Modells ist es moglich, die Verknilipfung der einer Grundkompetenz
zugehorigen mathematischen Teilhandlung zu erkennen und zu beschreiben (vgl. [27], S.
373). Somit erhdlt die Lehrperson zum einen ein Hilfsmittel, um den Kenntnis- und
Kompetenzstand der Schiiler einordnen zu kénnen. Zum anderen wird ihr dadurch die
passende Aufgabenauswabhl (fiir Ubungs- und Priifungsaufgaben) erleichtert. AuRerdem
bietet sich das Modell als diagnostisches Instrument an, mit dessen Hilfe die Aufgaben der
verschiedenen Priifungstermine hinsichtlich der geforderten Handlungs- und
Komplexitiatsanforderungen untereinander verglichen und bei der Erstellung neuer
Beispiele dementsprechend angeglichen werden kénnen. (Vgl. [26], S. 69f)

Typ-1-Aufgaben charakterisieren sich dadurch, dass sie nur einem Kompetenzbereich
zugeordnet werden koénnen und die Komplexitatsstufe 1 selten verlassen (vgl. [28], S.
1136). Bei Typ-2-Aufgaben kdnnen mehrere Bereiche hingegen auch vernetzt und iiber
die Stufen 1 bis 3 verteilt auftreten (vgl. [29], S. 591). Aufgaben, die der Stufe 4 zugeordnet
werden konnen, finden in Prifungssituationen kaum Anwendung, da diese eine
selbststandige Ausbildung von Prozessen erfordern. Diesbeziiglich sollte dafiir Sorge
getragen werden, dass eine derartige Prozessentwicklung im Unterricht Platz findet. (Vgl.
[30], S. 36)

4.5.1 EXEMPLARISCHE ANWENDUNG DES 0-M-A-MODELLS

Eine Klassifizierung anhand des 0-M-A-Modells wird exemplarisch an einer Typ-1- und
einer Typ-2-Aufgabe gezeigt:

Bei einem Versuch ist eine bestimmte Wassermenge flr eine Zeit t auf konstanter Energie-
stufe in einem Mikrowellengerét zu erwarmen. Die Ausgangstemperatur des Wassers und
die Temperatur des Wassers nach 30 Sekunden werden gemessen.

Zeit (in Sekunden) =0 t=30

Temperatur (in °C) 35,6 41,3

Ergénzen Sie die Gleichung der zugehdrigen linearen Funktion, die die Temperatur T(f) zum
Zeitpunkt t beschreibt!

(M) = - t+35,6
Abb. 7: Typ-1-Aufgabe [153]
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Grundkompetenzbezug

FA 2 Lineare Funktion f(x) =k'x +d
FA22 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen linearer Funktionen Werte(paare) sowie die
' Parameter k und d ermitteln und im Kontext deuten kénnen

Tab. 6: Grundkompetenzbezug ( [24], S.10)

Bezug zum 0-M-A-Modell

Stufe 1

Realisieren eines Darstellungswechsels zwischen Kontext und mathematischer Repréasentation

und umgekehrt
Tab. 7: 0-M-A - Bezug ( [26], S. 68)

TYP-2-AUFGABE

Intercity-Express (ICE)

Als ICE werden verschiedene Baureihen von Hochgeschwindigkeitsziigen der Deutschen Bahn
bezeichnet. Mit einer Hochstgeschwindigkeit von bis zu 330 kmv/h (rund 91,7 m/s) handelt es sich
dabei um die schnellsten Ziige Deutschlands. Sie sind ca. 200 Meter lang und ca. 400 Tonnen
schwer und bestehen aus jeweils acht Wagen. Im Rahmen von Zulassungsfahrten miissen
Beschleunigungs- und Bremstests absolviert werden. Ergebnisse dieser Tests kdnnen grafisch

dargestelit werden.

Aufgabenstellung:

a) Die Daten eines Beschleunigungstests vom Stillstand bis zur Héchstgeschwindigkeit (die Ge-
schwindigkeit v.(f) ist in Metern pro Sekunde und die Zeit t in Sekunden angegeben) sind im
nachstehenden Zeit-Geschwindigkeit-Diagramm naherungsweise dargestelit.

e e i i A

v nm/s

I
el
I
'
'
r

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700

Bestimmen Sie die mittlere Anderungsrate der Geschwindigkeit im Zeitintervall [0 s; 700 s]
und geben Sie einen Zeitpunkt an, zu dem die momentane Anderungsrate der Geschwindig-
keit groBer ist als die ermittelte mittlere Anderungsrate!

Interpretieren Sie das bestimmte Integral I:m v,(t) dt im gegebenen Kontext!

Abb. 8: Typ-2-Aufgabe ( [154], S.5)
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b) Bei einem Bremstest werden Daten aufgezeichnet. Diesen Daten kann man fir den zurtick-
gelegten Weg s(t) entnehmen: s(t) = 70 - t — 0,25 - t2 mit t in Sekunden und s(t) in Metern ab
Bremsbeginn.

Geben Sie die Zeit-Geschwindigkeit-Funktion v, fiir den Bremstest in Form von
v,(t) =k - t + d an und deuten Sie die auftretenden Parameter k und d im gegebenen Kontext!

Bestimmen Sie die Lénge derjenigen Strecke, die der ICE vom Bremsbeginn bis zum Still-
stand zurlicklegt!

Abb. 9: Typ-2-Aufgabe ( [154], S.5)

Grundkompetenzbezug

AN Analysis
AN1  Anderungsmafle

Den Zusammenhang Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate) - Differentialquotient
(momentane Anderungsrate) auf der Grundlage eines intuitiven Grenzwertbegriffes
kennen und damit (verbal und auch in formaler Schreibweise) auch kontextbezogen
anwenden konnen

AN 1.2

Den Differenzen- und Differentialquotienten in verschiedenen Kontexten deuten und
AN 1.3  entsprechende Sachverhalte durch den Differenzen- bzw. Differentialquotienten
beschreiben kdnnen

Den Zusammenhang zwischen Funktion und Ableitungsfunktion (bzw. Funktion und

AN 3.2 Stammfunktion) in deren grafischer Darstellung erkennen und beschreiben kdnnen
AN 4 Summation und Integral

AN 4.3 Das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten deuten und entsprechende
) Sachverhalte durch Integrale beschreiben kénnen

FA Funktionale Abhingigkeiten

FA 2 Lineare Funktion f(x) =k-x+d

Die Wirkung der Parameter k und d kennen und die Parameter in unterschiedlichen
Kontexten deuten kénnen
Tab. 8: Grundkompetenzbezug ( [24], S.10, 14f)

FA 2.3

Bezug zum 0-M-A-Modell

Aufgabe Handlungsbereich Stufe
a Operieren 1
Modellieren 1
b Modellieren 1
Operieren 2

Tab. 9: 0-M-A-Bezug (vgl. [30], S. 43)
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4.5.2 DAS O-M-A-MODELL IN DER ZENTRALMATURA

Die folgende Graphik zeigt die Verteilung der Typ-1- und Typ-2-Aufgaben des
Haupttermins der Zentralmatura vom 11.05.2015 nach dem Kompetenzstufenmodell.
Hierbei kann man sehr gut erkennen, dass sich Typ-1-Aufgaben fast ausschlief3lich in
Stufe 1, Typ-2-Aufgaben ziemlich gleichmafig tiber die ersten beiden Komplexitatsstufen
verteilt einordnen lassen.

O-M-A-Verteilung der Teil 1-Aufgaben

Dimension
Stufe

0-M-A-Verteilung der Teil 2-Aufgaben

Dimension
Stufe

Operieren Modellieren Argumentieren Operieren Modellieren Argumentieren

Abb. 10: O-M-A-Verteilung [155]

Da bei der Erstellung von Klausurheften ein Konstanthalten des Schwierigkeitsgrades
( [26], S. 69) der verschiedenen Priifungstermine, sowie auch eine gleichmaflige
Verteilung der Aufgaben iiber alle Handlungsdimensionen innerhalb eines Termins
anvisiert wird, bietet die Einordnung der Aufgaben nach dem 0-M-A-Modell auch hier ein
probates Mittel, um diesbeziiglich vergleichende Aussagen treffen zu kénnen. (Vgl. [26],
S. 69f)

Wie so ein Vergleich ausschauen konnte, kann man in der nachfolgenden Abbildung
sehen, die die Einstufung der Priifungsaufgaben aus den Maturaterminen vom 11.05.2015
und 10.05.2016 darstellen:

Dimension

Dimension
Stufe

Operieren Modellieren Argumentieren

3=

QOperieren Modellieren Argumentieren

Stufe

Abb. 11: 0-M-A-Verteilung ( [26], S. 69)

Christina Fuchs stellte im Rahmen ihrer Diplomarbeit [30] fest, dass die Zuordnung nach
dem Kompetenzstufenmodell durch Lehrpersonen nicht immer eindeutig ausfallt und
oftmals auch von der des Bundesministeriums fiir Bildung abweicht. Grofie
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Ubereinstimmungen gibt es beim Handlungsbereich Operieren und bei der Identifikation
der Komplexitdtsstufe, wohingegen die Handlungsbereiche Argumentieren und
Modellieren beziiglich der konkreten Zuordnung stark divergieren. Eine alleinige
Einordnung der Aufgaben mit Hilfe des O-M-A-Modells ist in der Schulpraxis somit eher
unzureichend. (Vgl. [30], S. 65ff)

4.6 ENTWICKLUNG VON KLAUSURAUFGABEN

Bei der Entwicklung von Klausuraufgaben wird bei der Einordnung und Uberpriifung der
Qualitat (beispielsweise hinsichtlich der Verhaltnismafdigkeit und Streuung des
Komplexitiatsgrades, der Verstandlichkeit der Fragestellung und/oder Anweisungen oder
auch psychometrischer Aspekte) allerdings nicht nur auf Kompetenzmodelle
zuriickgegriffen (vgl. [31], S. 25). Potentielle Aufgaben durchlaufen einen mehrstufigen
Qualitatssicherungsprozess, der damit beginnt, dass diese nach der Erstellung zur
Durchsicht an eine Kleingruppe weitergegeben werden, die sich auf fachliche oder
didaktische Mangel konzentriert (vgl. [30], S. 15). Danach wird im Zuge von Feldtestungen
die Qualitat der Aufgaben hinsichtlich der oben genannten Anhaltspunkt untersucht und
die daraus erhaltenen Erkenntnisse in Form einer statistischen Auswertung und Analyse
festgehalten, welche auch bei der Entwicklung weiterer Aufgaben als Grundlage dient.
Schlussendlich wird in einem Approbationsverfahren durch Experten der Bezug zum
aktuellen Lehrplan und den (allgemeinen und fachlichen) Bildungszielen tiberpriift, sowie
eine Einordnung der Aufgaben anhand des O-M-A-Modells durchgefiihrt. Die an dem
gesamten Uberpriifungsprozess beteiligten Personen kommen sowohl aus dem
universitdren als auch aus dem schulischen Bereich, wodurch weitgefachertes
Expertenwissen aus der Fachdidaktik bis hin zur Schulpraxis Anwendung findet. (Vgl. [9],
S.10; [32],S.96)

4.7 LEHRPLAN VS. GRUNDKOMPETENZMODELL

,Fiir den Bildungsauftrag des Faches Mathematik ist der Lehrplan mafigebend. Die
SRP-Grundkompetenzen driicken den unverzichtbaren Kernbereich aus, der bei der
standardisierten, kompetenzorientierten schriftlichen Reifepriifung verlangt wird.”

([1], 5. 23)

Der Mathematikunterricht muss inhaltlich in erster Linie am derzeit giiltigen Lehrplan
ausgerichtet werden. Der fiir die Zentralmatura verbindliche Grundkompetenzkatalog
beschreibt denjenigen Teilbereich an Begrifflichkeiten, Fahig- und Fertigkeiten, der den
wesentlichen Schwerpunkt des Lehrstoffes bildet und somit maf3geblich fiir das Bestehen
der Matura ist. (Vgl. [31],S. 1)
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Die Gestaltung des Unterrichts sollte also derart erfolgen, dass dem im Lehrplan
festgelegten Bildungsauftrag nachgekommen wird und im Zuge dessen eine Ausbildung
der im Katalog angefiihrten Grundkompetenzen stattfindet (vgl. [1], S. 6). Herbei ist es
wichtig, dass Lehrpersonen in Hinblick auf die Reifepriiffung den Fokus nicht
ausschliefdlich auf eben jene Grundkompetenzen richten und die Bereiche, die exklusiv
Teil des Lehrplans sind, zugunsten einer Maturavorbereitung vernachlassigen oder gar
streichen (vgl. [17], S. 1). So meint auch Werner Peschek, der neben anderen die
Projektleitung bei der Erstellung des der Zentralmatura zugrundeliegenden Konzepts
innehatte:

»Ein  Mathematikunterricht, der sich der Sicherung von wohl begriindeten
Grundkompetenzen entzieht, ist bildungstheoretisch wie gesellschaftlich
inakzeptabel und weitgehend obsolet. Ein Mathematikunterricht, der sich auf die
Vermittlung von Grundkompetenzen beschrdnkt (sofern dies iiberhaupt méglich ist),
ist armselig und ebenso inakzeptabel.”

([1],S.6)

Es gilt also neben den grundlegenden Kompetenzen, die von der Allgemeinheit der
Schiiler ldngerfristig abruf- und abpriifbar sein sollten, auch jene mathematischen
Fertigkeiten und Fahigkeiten im Auge zu behalten, die nur iiber einen kurzen Zeitraum
prasent sind und sich durch spezielleres fachspezifisches Kénnen auszeichnen.

Sowohl kurz- als auch ldngerfristig verfligbare Kompetenzen kénnen anhand einer
punktuellen (schriftlichen) Leistungsiiberpriifung gemessen werden kénnen. Die Art der
Uberpriifung kann bei ersteren, den Grundkompetenzen, in Gestalt zentraler
Vergleichstest (wie etwa der Zentralmatura) durchgefiihrt werden. Bei zweiteren, den
spezifischeren Kompetenzen, handelt es sich um Befahigungen, deren Auspragung zum
Beispiel auf Unterschiede im Schultyp, im Klassenniveau oder auch der individuellen
Schwerpunktsetzung durch die Lehrkraft zuriickzufiihren ist. Die Leistungskontrolle
kann hier mittels Schularbeiten, schriftlichen oder miindlichen Arbeiten (beispielsweise
Referaten) oder auch anhand von Arbeitsblattern erfolgen. (Vgl. [18], S. 7)

Dem gegeniliber stehen Leistungen, die sich iiber einen ldngeren Zeitraum hinweg
ausbilden und sich zum Beispiel in Form von mathematischer Kreativitat,
Reflexionsfahigkeit oder auch Sozialkompetenz dufiern. Diese Fahigkeiten geniigen
jedoch keiner punktuellen Uberpriifung und bediirfen einer Evaluierung, die sich
ebenfalls iiber einen lingeren Zeitraum erstrecken muss. Uberpriifbar sind etwa
Handlungsweisen und auch Entwicklungsverldaufe, die innerhalb des Lernprozesses
entstehen und beobachtet werden konnen. Eine Feststellung erfolgt iiber ebendiese
Beobachtungen oder zum Beispiel auch in Form von Portfolios oder Protokollen, die von
den Schiilern erstellt werden. (ebd., S. 7)

Der Lehrplan sollte in diesem Zusammenhang nicht als notwendiges Ubel oder
zusatzliche Belastung, sondern als Moglichkeit zur Differenzierung durch die dadurch
entstehenden Freiraume betrachtet werden. Derartige Spielrdume entstehen durch die
unterschiedlichsten Voraussetzungen, denen man in einer Schulklasse begegnet und
bieten der Lehrperson eine gewisse Autonomie in der Fokussierung auf bestimmte
Inhalte, die liber das reine Aneignen der Grundkompetenzen hinausgehen. Als Grundlage
dafiir konnte etwa der Leistungsstand der Klasse, der Schultyp oder auch eine individuelle
Differenzierung innerhalb der Klasse dienen. Eine reine Reduktion der Schularbeiten auf
den Inhalt des Grundkompetenzkatalogs wiirde diesbeziiglich dazu fiihren, dass
Leistungen, die in den zuletzt genannten Bereich fallen, aus Schiilersicht keine
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entsprechende Anerkennung finden und in deren Augen somit obsolet sind. (Vgl. [18], S.
6)

In [33] wird der Inhalt des Lehrplans und des Grundkompetenzkatalogs exemplarisch am
Beispiel der 7. Klasse gegeniibergestellt, wobei sich die Aufzdhlung nach der Einteilung
der Inhalte laut Lehrplan richtet (siehe Tabelle EINFUGEN).

Anmerkung: Die kursiv gesetzten Teile des Lehrplans gelten als verpflichtend fiir die

Schulstufen, die mit mehr als drei Wochenstunden festgesetzt sind. (Vgl. [34])

Lehrplan 7. Klasse

SRP-Grundkompetenzen

Algebraische Gleichungen und komplexe
Zahlen

 Abspalten reeller Linearfaktoren von
Polynomen

« Reflektieren iiber die Zweckmafligkeit des
Erweiterns der reellen Zahlen

» Rechnen mit komplexen Zahlen

e Kennenlernen des Fundamentalsatzes der
Algebra

Differentialrechnung

« Definieren des Differentialquotienten
(Anderungsrate), ausgehend vom
Differenzenquotienten (mittlere
Anderungsrate), Deuten dieser Begriffe als
Sekantensteigung bzw. Tangentensteigung,
weiteres Deuten in aufdermathematischen
Bereichen

AG Algebra und Geometrie
AG 1 Grundbegriffe der Algebra

» Wissen liber algebraische Begriffe angemessen einsetzen konnen:
Variable, Terme, Formeln, (Un-)Gleichungen, Gleichungssysteme,
Aquivalenz, Umformungen, Losbarkeit

» Wissen lber die Zahlenmengen N, Z, Q, R, C verstdndig einsetzen
kénnen

.--
Anmerkung: Bei den Zahlenmengen soll man die
Mengenbezeichnungen und die Teilmengenbeziehungen kennen,
Elemente angeben sowie zuordnen kénnen und die reellen Zahlen
als Grundlage kontinuierlicher Modelle kennen. Zum Wissen iiber
die reellen Zahlen gehort auch, dass es Zahlenbereiche gibt, die
iber R hinausgehen. Die algebraischen Begriffe soll man anhand
von einfachen Beispielen beschreiben, erklaren und verstandig
verwenden kénnen.

FA Funktionale Abhangigkeit
FA 4 Polynomfunktion f(x) = ¥, a; - x! mitn € N

¢ Den Zusammenhang zwischen dem Grad der Polynomfunktion
und der Anzahl der Null-, Extrem- und Wendestellen wissen

AN Analysis
AN 1 Anderungsmafie

» Den Zusammenhang Differenzenquotient (mittlere
Anderungsrate) - Differentialquotient (,momentane”
Anderungsrate) auf der Grundlage eines intuitiven
Grenzwertbegriffes kennen und damit (verbal und auch in
formaler Schreibweise) auch kontextbezogen anwenden kénnen
¢ Den Differenzen- und Differentialquotienten in verschiedenen
Kontexten deuten und entsprechende Sachverhalte durch den
Differenzen- bzw. Differentialquotienten beschreiben kénnen

Anmerkung: Der Fokus liegt auf dem Darstellen von Anderungen
durch Differenzen von Funktionswerten, durch prozentuelle
Verdanderungen, durch Differenzquotienten und durch
Differentialquotienten, ganz besonders aber auch auf der
Interpretation dieser Veranderungsmafie im jeweiligen Kontext.
Die Ermittlung des Differentialquotienten aus
Funktionsgleichungen beschrankt sich auf Polynomfunktionen,
Potenzfunktionen sowie auf die Falle [sin(k - x)]' = k - cos(k - x),
[cos(k - x)]'=-k-sin(k - x) und [ek*]" = k - ekx,

Tab. 10: (Teil 1) Lehrplan & Grundkompetenzkatalog ( [33], S. 14-18)
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Lehrplan 7. Klasse

SRP-Grundkompetenzen

Kennen des Begriffes Ableitungsfunktion,
Berechnen von Ableitungen elementarer
Funktionen

» Deuten der zweiten Ableitung in inner- und
auflermathematischen Bereichen

« Herleiten von Differentiationsregeln zur
Ableitung von Polynomfunktionen, Kennen
weiterer Differentiationsregeln (sofern sie
fiir Funktionsuntersuchungen verwendet
werden)

e Untersuchen einfacher und im Hinblick auf
Anwendungen sinnvoller Funktionen
beziiglich Monotonie und
Kriimmungsverhalten, Ermitteln von
Extrem- und Wendestellen

AN 3 Ableitungsfunktion/Stammfunktion

¢ Den Begriff Ableitungsfunktion/Stammfunktion kennen und zur
Beschreibung von Funktionen einsetzen kénnen

Den Zusammenhang zwischen Funktion und Ableitungsfunktion
(bzw. Funktion und Stammfunktion) in deren grafischer
Darstellung erkennen und beschreiben kénnen

FA Funktionale Abhangigkeiten
FA 2 lineare Funktion f(x) =k - x +d

¢ Charakteristische Eigenschaften kennen und im Kontext deuten
komnen: f(x + 1) = () + k; LE2LED < o= p(x)
2741

FA 5 Exponentialfunktion f(x) = a - bx bzw.
f(x) =a-erxmita,be R, AR

o Charakteristische Eigenschaften f(x + 1) = b - f(x); (ex)' =ex
kennen und im Kontext deuten kénnen

FA 6 Sinusfunktion, Cosinusfunktion
» Wissen, dass gilt: [sin(x)]' = cos(x), [cos(x)]" = -sin(x)

AN Analysis
AN 1 Anderungsmafie

» Den Differenzen- und Differentialquotienten in verschiedenen
Kontexten deuten und entsprechende Sachverhalte durch den
Differenzen- bzw. Differentialquotienten beschreiben kdnnen

AN 2 Regeln fiir das Differenzieren

¢ Einfache Regeln des Differenzierens kennen und anwenden
koénnen: Potenzregel, Summenregel, Regeln fiir [k - f(x)]" und
[f(k - x)]' (vgl. Inhaltsbereich Funktionale Abhdngigkeiten)

Anmerkung: Im Teil Vernetzung von Grundkompetenzen konnen
mit Hilfe technologischer Werkzeuge auch komplexere
Differentiationsmethoden angewandt und umgesetzt werden.

AN 3 Ableitungsfunktion/Stammfunktion

¢ Eigenschaften von Funktionen mit Hilfe der Ableitung(sfunktion)
beschreiben kénnen: Monotonie, lokale Extrema, Links- und
Rechtskriimmung, Wendestellen

FA Funktionale Abhédngigkeiten
FA 1 Funktionsbegriff, reelle Funktionen, Darstellungsformen und
Eigenschaften

« Eigenschaften von Funktionen erkennen, benennen, im Kontext
deuten und zum Erstellen von Funktionsgraphen einsetzen
konnen: Monotonie, Monotoniewechsel (lokale Extrema),
Wendepunkte, Periodizitat, Achsensymmetrie, asymptotisches
Verhalten, Schnittpunkte mit den Achsen

« Funktionen als mathematische Modelle verstehen und damit
verstdndig arbeiten kénnen

Tab. 11: (Teil 2) Lehrplan & Grundkompetenzkatalog ( [33], S. 14-18)
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Lehrplan 7. Klasse

SRP-Grundkompetenzen

¢ Losen von Extremwertaufgaben

» Prazisieren einiger Grundbegriffe und
Methoden der Differentialrechnung
(insbesondere des Begriffes Grenzwert)
unter Einbeziehung des Begriffes Stetigkeit

» Kennenlernen weiterer Anwendungen der
Differentialrechnung

Nichtlineare analytische Geometrie

 Beschreiben von Kreisen, Kugeln und
Kegelschnittslinien durch Gleichungen

e Schneiden von Kreisen bzw.
Kegelschnittslinien mit Geraden, Ermitteln
von Tangenten

¢ Beschreiben von ebenen Kurven durch
Parameterdarstellungen

e Beschreiben von ebenen Kurven durch
Parameterdarstellungen

Stochastik

 Kennen der Begriffe diskrete
Zufallsvariable und diskrete Verteilung

» Kennen der Zusammenhdnge von relativen
Haufigkeitsverteilungen und
Wahrscheinlichkeitsverteilungen; von
Mittelwert und Erwartungswert sowie von
empirischer Varianz und Varianz

* Arbeiten mit diskreten Verteilungen
(insbesondere mit der Binomialverteilung)
in anwendungsorientierten Bereichen

FA 4 Polynomfunktion f(x) = Y™, a; - x'mitn € N

« Typische Verldufe von Graphen in Abhdngigkeit vom Grad der
Polynomfunktion (er)kennen

WS Wahrscheinlichkeit und Statistik
WS 3 Wahrscheinlichkeitsverteilung(en)

« Die Begriffe Zufallsvariable, (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung,
Erwartungswert und Standardabweichung verstandig deuten und
einsetzen kdnnen

WS 2 Wahrscheinlichkeitsrechnung

 Binomialkoeffizient berechnen und interpretieren kénnen

WS 3 Wahrscheinlichkeitsverteilung(en)

 Binomialverteilung als Modell einer diskreten Verteilung kennen
- Erwartungswert sowie Varianz/Standardabweichung
binomialverteilter ZufallsgrofRen ermitteln kdnnen,
Wahrscheinlichkeitsverteilung binomialverteilter Zufallsgrofien
angeben konnen, Arbeiten mit der Binomialverteilung in
anwendungsorientierten Bereichen

« Situationen erkennen und beschreiben kénnen, in denen mit
Binomialverteilung modelliert werden kann

Tab. 12: (Teil 3) Lehrplan & Grundkompetenzkatalog ( [33], S. 14-18)
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Man kann hier gut erkennen, dass die inhaltlichen Bereiche durch den Lehrplan in Form
von Uberbegriffen abgedeckt werden. Der Grundkompetenzkatalog bietet oftmals eine
exaktere Definition oder auch Ausformulierung bestimmter Teilbereiche, wodurch
einerseits die Lehrplaninhalte erganzt werden, aber andererseits auch teilweise eine
starkere Fokussierung einzelner Punkte stattfindet. (Vgl. [35], S. 84) Durch die exakte
Formulierung der zu erreichenden Kompetenzen, liegt es nicht mehr (nur) an den
Lehrkraften, anhand der Lehrplaninhalte die Zielvorgaben des Unterrichts zu bestimmen.
Sie erhalten so hingegen den Auftrag, anhand der vorgegebenen Kompetenzen die
Unterrichtsinhalte dementsprechend zu wahlen, dass auf Schiilerseite eine Entwicklung
eben dieser Kompetenzen im Rahmen des Lernprozesses stattfindet.

Es fallt allerdings auf, dass Lehrplan und Grundkompetenzkatalog inhaltlich nicht
ganzlich Ubereinstimmen, da nicht alle Bereiche des Lehrplans auch durch den
Grundkompetenzkatalog abgedeckt werden. In der Oberstufe betrifft dies folgende
Kapitel der Schulmathematik (ich beziehe mich hierbei auf den Teil des Lehrplans, der fiir
alle Schultypen gleichermafien gilt):

Funktionen
e Abschnittsweise definierte Funktionen

Trigonometrie

» Berechnungen an allgemeinen Dreiecken, an Figuren und Kérpern (mittels Sinus- und Cosinussatz) durchfiihren
konnen
« Polarkoordinaten verwenden kénnen

Vektoren und analytische Geometrie in R3

« Lineare Gleichungssysteme in drei Variablen l6sen kénnen

« Ebenen durch Parameterdarstellungen bzw. Gleichungen (Normalvektordarstellungen) beschreiben kénnen
Wahrscheinlichkeit & Statistik

« Bedingte Wahrscheinlichkeiten und (stochastische) Unabhangigkeit von Ereignissen kennen

« Die Normalverteilung in anwendungsorientierten Bereichen verwenden kénnen

« Einfache statistische Hypothesentests durchfiihren und deren Ergebnisse interpretieren konnen
Differentialrechnung

» Extremwertaufgaben

« Den Begriff Stetigkeit kennen und erldutern kénnen

Komplexe Zahlen

* Komplexe Zahlen in der Form a + b-i kennen; mit ihnen rechnen und sie zum Lésen von Gleichungen verwenden
konnen
¢ Den Fundamentalsatz der Algebra kennen

Nichtlineare analytische Geometrie
Folgen und Reihen

Differentialgleichungen & Grundlagen der Systemdynamik
Tab. 13: Lehrplan [36]
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Diese Diskrepanz zwischen Grundkompetenzkatalog und Lehrplan fiihrt aus meiner
Erfahrung oftmals dazu, dass viele Lehrkrafte durch die alleinige Orientierung an
maturarelevanten Inhalten die restlichen Gebiete nur streifen oder tiberhaupt nicht
ansprechen.

5 STRUKTUR DER ZENTRALMATURA

5.1 DIE SCHRIFTLICHE REIFEPRUFUNG

5.1.1 AUFBAU & INHALT

Innerhalb der Aufgabenstellung findet eine Unterscheidung nach Typ-1-Aufgaben und
Typ-2-Aufgaben statt:

TYP-1-AUFGABEN

Bei der Bearbeitung dieser Aufgaben liegt es an den Schiilern, zu zeigen, dass sie die im
Katalog aufgelisteten Grundkompetenzen beherrschen. Die Aufgabenstellungen folgen
einer reinen Kompetenzorientierung und erfordern keinerlei dariiberhinausgehendes
Wissen oder Konnen, das eigenstiandig angewendet werden muss. (Vgl. [37], S. 23) Das
Losen einer Aufgabe dieses Typs erfordert die Anwendung bzw. das Wissen iiber eine
spezifische Grundkompetenz aus dem zugrundeliegenden Katalog. (Vgl. [17], S. 22)

TYP-2-AUFGABEN

Hierbei wird ein vernetzter Einsatz der Grundkompetenzen verlangt, der sich auch durch
die selbsttitige Nutzung von theoretischem Wissen und praktischem Koénnen dufiert.
Diese Aufgaben unterscheiden sich auch strukturell von Typ-1-Aufgaben, da nicht nur der
Umfang des Losungswegs, sondern auch der des Angabetextes weitaus grofder ausfallt.

Dieser Text dient zundchst als Einleitung, in welcher die Thematik der Aufgabe und
allenfalls notwendige Zusatzinformationen, wie Begriffe, inhaltliche Zusammenhange
oder auch Grofden, erlautert werden. Hierbei konnen allerdings auch Fakten, Aspekte,
Begriffe oder auch Zahlen angefiihrt werden, die keinerlei Bewandtnis fiir den
Losungsweg haben. Im Gegensatz zu den Aufgaben aus dem ersten Teil gilt es (innerhalb
eines Beispiels) nicht nur eine, sondern durchaus auch eine Mehrzahl von
kontextbezogenen Fragen zu beantworten. Die einzelnen Teilaufgaben sind jedoch nicht
voneinander abhangig, sodass Losungsschwierigkeiten bei einer Teilaufgabe nicht zur
Unldsbarkeit des ganzen Beispiels fithren. Der Fokus auf das Operieren ist bei der
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Beantwortung der Fragen hier wesentlich grofier als bei den Typ-1-Aufgaben, bei
welchen das Anwenden von theoretischem Wissen oft im Vordergrund steht. Aufderdem
wird in den Typ-2-Aufgaben auch der bildungstheoretische Aspekt der Zentralmatura
ganz besonders aufgegriffen. Dies erfolgt durch ein breites Spektrum an
Aufgabenstellungen, welche sich auf die Anwendung, den Kontext oder auch
innermathematische Fragen beziehen kénnen, wobei die ,hohere Allgemeinbildung” im
Sinne der zugrundeliegenden Bildungstheorie im Mittelpunkt steht. (Vgl. [37], S. 23; [33],
S. 21f)

Demzufolge kénnen Aufgabenstellungen zum Beispiel gemafd eines Strukturierens und
Darstellens mathematischer Themengebiete auftreten, bei welchem das Einordnen,
Gliedern, Verkniipfen und Ausfiihren von Grundwissen zu einem gegebenen Thema,
welches sich auch auf mehrere Inhaltsbereiche beziehen kann, verlangt wird. Auch die
oftmals geforderte Kommunikation mit Experten kann bei dieser Art von Aufgabe zum
Tragen kommen. Hierbei erhalten die Schiiler die mathematische Beschreibung von
Sachverhalten, aus welchen sie die wesentlichen Aspekte ausmachen, im
Sachzusammenhang entsprechend bewerten und die Schlussfolgerungen daraus fachlich
korrekt reprasentieren miissen. Eine weitere mogliche Aufgabenstellung kann sich in
einer Reflexion von Expertenwissen und der Erzeugung von weiterfiihrenden Informationen
aufdern. Auch hier wird den Schiilern eine mathematische Thematik vorgegeben, aus
welcher sie die relevanten Informationen ermitteln und anhand von Reflexionsarbeit
und/oder operativen Tatigkeiten weitere Informationen generieren miussen. (Vgl. [4], S.
28)

5.1.2 RAHMENBEDINGUNGEN

Die Priifung besteht aus 24 Typ-1-Aufgaben und vier bis sechs Typ-2-Aufgaben, von
welchen jede wiederum zwei bis sechs Teilaufgaben beinhaltet. Die Maturanten kénnen
von insgesamt 270 Minuten reiner Arbeitszeit Gebrauch machen.

Urspriinglich wurden die unterschiedlichen Aufgabentypen auf zwei Teile aufgeteilt, die
separat an die Schiiler ausgegeben wurden. Der erste Teil bestand aus 18 bis 25 Teil-1-
Aufgaben, die innerhalb von 120 Minuten gelost und danach abgegeben werden mussten.
Danach erhielten die Maturanten den zweiten Teil, in welchem vier bis sechs Typ-2-
Aufgaben in 150 Minuten zu bearbeiten waren. Seit dem Haupttermin 2019 werden beide
Teile gemeinsam ausgeteilt, sodass die Schiiler in der Reihenfolge der Abarbeitung der
Fragen vollig frei agieren konnen und auch zeitlich keine Einschrankung beziiglich eines
bestimmten Teils erfolgt.
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5.1.3 ANTWORTFORMATE

In [33] werden die unterschiedlichen Antwortformate charakterisiert, wobei es
diesbeziiglich 2019 eine Anpassung gab ( [17]):

A. OFFENE FORMATE

a) Offenes Antwortformat

Hierbei erfolgt die Antwort abhingig von der Fragestellung frei und in eigener
Formulierung.

Gleichung einer Geraden aufstellen

Die Punkte A =(7|6), M =(-1|7) und N = (8|1) sind gegeben.
Eine Gerade g verlauft durch den Punkt A und steht normal auf die Verbindungsgerade durch die
Punkte M und N.

Aufgabenstellung:

Geben Sie eine Gleichung der Geraden g an.

Abb. 12: Offenes Antwortformat [132]

Vorteile: Bei dieser Art von Antwortformat stehen das Reproduzieren von Wissen und die
fachlich korrekte Formulierung im Vordergrund. So ist es fiir die Lehrperson wesentlich
einfacher, den Gedankengang der Schiiler nachzuvollziehen, womit sie auch einen guten
Eindruck tiber den Leistungs- und Wissenstand in Bezug auf das Grundlagewissen und -
kénnen des Schiilers bekommt. Auflerdem ist ein Losen der Aufgabe nach dem
Zufallsprinzip so gut wie unmoéglich. (Vgl. [33], S. 22; [38], S. 41)

Nachteile: Bei diesem Format ist der zeitliche Aufwand im Vergleich zu den anderen
Antwortformaten sowohl bei der Beantwortung von Seiten der Schiiler als auch beim
Korrigieren durch die Lehrer meist am grofdten. Zudem biifdt man hierbei unter
Umstdnden etwas an Objektivitat bei der Auswertung ein. Ein weiteres Manko konnten
auch eventuell vorhandene Mehrdeutigkeiten innerhalb der Antwort darstellen.
Zusatzlich spielt das Artikulationsvermogen der Schiiler hier eine sehr grofde Rolle,
sodass Defizite diesbeziiglich auch bei vorhandenem fachlichem Wissen zu Nachteilen
fithren konnen. (Vgl. [38], S. 41)
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b) Halboffenes Antwortformat

Lineares Gleichungssystem

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem in den Variablen x, und x,. Es gilt: a, b € R.

Es werden beispielsweise Formeln, L 8-x-4-x,-a
N =X+ X_‘ =a
Funktionen, Variablen, etc. angegeben, P
. . . . ufgabenstellung:
in welche die richtige Antwort - ‘
. Bestimmen Sie die Werte der Parameter a und b so, dass fir die Lésungsmenge des Gleichungs-
eingesetzt werden muss. systems L = {(2: -2)} st

a=

b=

Abb. 13: Halboffenes Antwortformat [156]

Vorteile: Ein Vorteil gegeniiber dem offenen Antwortformat ist hier sicherlich die prazise
Ausformulierung des Gefragten. Konnte es bei der offenen Variante eventuell
Unklarheiten diesbeziiglich geben, werden hier exakt jene Variablen angegeben, die
gesucht sind. Durch diese Prazisierung in der Fragestellung wird auch der Inhaltsumfang
der Antwort eingegrenzt und einer falschen Formulierung von Seiten der Schiiler
vorgebeugt. (Vgl. [39], S. 31)

Nachteil: Man konnte das Wegfallen des eigenstandigen Formulierens (wie bei allen
geschlossenen Formaten natiirlich auch) als Nachteil beziiglich der Uberpriifung und
Festigung der Kommunikationsfahigkeit ansehen.

c) Konstruktionsformat

Vektoraddition
Die unten stehende Abbildung zeigt zwei Vektoren v, und v.

Aufgabenstellung:

Bei dieser Art von Aufgabenstellung, ist das
Eintragen oder Ergidnzen von (zum Beispiel)
Punkten, Geraden, Vektoren, Graphen oder auch der
Skalierung in ein vorgegebenes Koordinatensystem
oder eine angegebene Grafik erforderlich.

Ergénzen Sie in der Abbildung einen Vektor v, so, dass v, + v, = v ist!

Abb. 14: Konstruktionsformat [144]

Vorteil: Antworten dieses Formats sind schnell und einfach auszuwerten und auch
eindeutig einzuordnen (vgl. [40], S. 86). Zusatzlich bieten sie den Vorteil, dass ein Losen
nach dem Zufallsprinzip kaum moglich ist und dass hierbei, wie auch beim offenen
Format, ein Nachvollziehen des Gedankengangs ermoglicht wird und die fiir den
Losungsweg notwendigen Grundkenntnisse und -fertigkeiten zu Tage treten. (Vgl. [33], S.
22)
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B. GESCHLOSSENE FORMATE

a) Multiple-Choice-Antwortformat

Mittlere Anderungsrate interpretieren

- 2 a LlS 5 Gegeben ist sine Polynomfunktion f dritten Grades. Die mittlere Anderungsrate von f hat im Inter-
vall [x,; x,] den Wert 5.
Aufgabenstellung:
. v Welche der nachstehenden Aussagen kinnen iiber die Funktion f sicher getroffen werden?
ZWEI der funf angegebenen Kreuzen Sie die be[\den 7mreffenda-gn Aussagen an! ‘ -
Antwortmog]'l(:hkelten Slnd rlChtlg und Im Intervall [x,; x,] gibt es mindestens eine Stelle x mit f{x) = 5. |
miissen vom Schiiler angekreuzt werden. S -
Die Funktion f ist im Intervall [x,; x,] moncton steigend. O
) = 5 fir alle x € [x,; x,] |
fix)=flx)=5-(x,-x) [l
Abb. 15:2 aus 5 [136]
= Jausé6

Winkel mit gleichem Sinuswert

Gegeben sei eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1. Fir die zwei unterschiedlichen Winkel @ und £ sol
gelten: sin(@) = sin(B) = c.
Dabei soll & ein spitzer Winkel und 3 ein Winkel aus dem Intervall (0°; 360°) sein.

Eine der sechs angegebenen | asgaensising

Antwortmogllchkelten lst r]chtlg und Welche Bgzieljung besteht zwisghen den Winkeln @ und 37
. Kreuzen Sie die zutreffende Beziehung an.

muss vom Schiiler angekreuzt werden.

a+ [=90°

a+f=180°
a+ f=270°
a+ 3=2360°

B-a=270°

Oooo o

B-a=180°

Abb. 16: 1 aus 6 [145]

b) Zuordnungsformat

Zellkulturen

Im Rahmen eines biologischen Experiments werden sechs Zellkulturen ginstigen und unglns-
tigen AuBeren Bedingungen ausgesetzt, wodurch die Anzahl der Zellen entweder expcnentiell
zunimmt oder exponentiell abnimmt.

Dabei gibt N,(t) die Anzahl der Zellen in der jeweiligen Zellkultur t Tage nach Beginn des Experi-
mentsan (i=1,2, 34,5,

Bei diesem Aufgabenformat geht es um die = Asebensienr:

Ordnen Sie den vier beschriebenen Verénderungen jeweils die zugehdrige Funktionsgleichung

Auswahl von vier aus sechs Aussagen und | Ziih%

deren passende Zuordnung Zu Sy ————— A [no-no ors
. M M verdoppelt sich pro Tag.
vorgegebenen Antwortmaoglichkeiten. s — " P
pro Tag um 85 % zu. N .
Die Anzahl der Zelien nimmt C | Nn=N{0)- 085
pro Tag um 85 % ab.
Die Anzahl der Zellen nimmt D [N@=N0O-15

pro Tag um die Hélfte ab.

E |min=no- 185

F | N =N0)-2

Abb. 17: Zuordnungsformat [147]

Vorteil: Auf diese Weise kann ein Inhalt grofderen Umfangs auf sehr kleiner Flache
untergebracht und abgefragt werden. Ein richtiges Losen durch zufalliges Ausfiillen ist
schwer moglich - sofern die Anzahl der Antwortmoglichkeiten die der Aussagen
libersteigt. (Vgl. [41], S. 43)
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c) Liickentext

Quadratische Funktion

Gegeben ist eine quadratische Funktion : R — R mit f(x)=a-x*+b-x+cC
(a,b,c € R und a = Q).

Hierbei geht es darum, in zwei
LUCken’ dle €in vo rgegebener SatZ Ergénzen Sie die Textliicken im folgenden Satz durch Ankreuzen des jeweils richtigen Satzteils so,
aufweist, die passende Antwort | s enekorsie Ausage enisicht

Aufgabenstellung:

bzw. Aussage einzutragen. Pro  Wewm © g sohatdieFundionfautjeden Fal

Liicke stehen drei ) ®
Antwortméglichkeiten, aus denen | |- | [PEegpeaen o O
die richtige ausgewdhlt werden Bt 0| |cisenumsms O
muss, zur Verfligung. ol O | | eniokaies Minimum O

Abb. 18: Liickentext [139]

Vorteile aller geschlossenen Formate: Antworten, die auf diese Weise gegeben werden,
sind sehr einfach, schnell und mit hoher Objektivitat auszuwerten und bediirfen keiner
lingeren Uberpriifung auf ihre Richtigkeit (vgl. [40], S. 86). Bei diesem Formattyp ist es
moglich, die Bandbreite der Besonderheiten und Charakteristika, die einer bestimmten
Grundkompetenz innewohnen, moglichst grofd zu gestalten. Durch den Einsatz von
Distraktoren wird das Reflexionswissen der Schiiler angesprochen, welches notwendig
ist, um diese gezielt erkennen und ausschliefden zu kénnen. (Vgl. [33], S. 22)

Nachteil aller geschlossenen Formate: Hierbei findet wenig bis gar keine Leistung auf
Reproduktions- sondern hauptsachlich auf Rekonstruktionsebene statt. Zusatzlich nimmt
die Ratewahrscheinlichkeit mit der Anzahl der richtig zugeordneten/ausgewahlten
Antwortalternativen zu. (Vgl. [38], S. 44; [33], S. 22) Um diesem Phdnomen vorzubeugen,
ist es, wie bereits an anderer Stelle erwahnt, wichtig, dass die Anzahl der
Antwortmoglichkeiten gegeniiber der der angegebenen Aussagen liberwiegt und diese
Distraktoren in ihren Aussagen hinsichtlich der Komplexitdt untereinander dquivalent
sind. (Vgl. [41], S. 44) Nicht zuletzt aufgrund der optimalen Wahl der geeigneten
Distraktoren liberwiegt der Aufwand beim Erstellen von Aufgaben des geschlossenen
Formats sicherlich dem der offenen Aufgabenformate.

Bei Typ-2-Aufgaben stehen der vernetzte Gebrauch der Grundkompetenzen, das
Operieren, sowie der Einsatz von Reflexionswissen im Mittelpunkt, weshalb grofdtenteils

offene und halboffene Formate Verwendung finden (vgl. [33], S.22)

Ein Beispiel einer Typ-2-Aufgabe, in welcher ein offenes und ein halboffenes Format
auftreten, ist in Abb. 19 zu sehen.
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Die nachstehende Abbildung zeigt den Bitcoin-Euro-Kurs vom 11. Mérz 2015 bis zum
11. Mérz 2016. Die linke Skala zeigt dabei den absoluten Wert eines Bitceins in Euro, die
rechte Skala zeigt die Veranderung in Prozent bezogen auf den 11. Marz 2015.

Bitcoin-Eurc-Kurs (BTG - EUR)

450

L+50 %
400 4
350 L +25 %
3004

Lo
250 4
i L-25 %
150

Mz Apr Mai Jun Jul Aug Sep Okt Nov Dez Jan Feb

Datenquelle: hitp:/fwww. finanzen.net/devisen/bitcoin-euro-lars [11.03.2017] (adaptiert).
a) Geben Sie an, in welchem der Monate von April 2015 bis Dezember 2015 der Bitcoin-
Euro-Kurs jeweils vom Monatsantang bis zum Menatsende absolut am stérksten gefal-
len ist, und geben Sie diesen Kursverlust in Euro an!

Monat:
Kursverlust:

Es sei K, der Bitcoin-Euro-Kurs zum Beginn des betreffenden Monats, Kz der Bitcoin-
Euro-Kurs am Ende des betreffenden Monats sowie AT die Anzahl der Tage des betref-
fenden Monats.

; " K,-K - : :
Berechnen Sie den ungefahren Wert des Ausdrucks JAT—' und interpretieren Sie das
Ergebnis im gegebenen Kontext!

Abb. 19: Offenes und halboffenes Typ-2-Aufgabenformat [114]

Selten kommt bei Typ-2-Aufgaben auch das Konstruktionsformat zur Anwendung:

Hopfen ist eine schnell wachsende Kletterpflanze. Die Modelifunktion h: R, — R' mit
h(t) :ﬁ mit a, b € R* k € R gibt ndherungsweise die Pflanzenhdhe einer be-

stimmten Hopfensorte zum Zeitpunkt t an, wobei A(t) in Metern und ¢ in Wochen angege-
ben wird.

In der nachstehenden Tabelle sind die gemessenen Héhen einer Hopfenpflanze ab Anfang
April (t = 0) zusammengefasst.

Zeit (in Wochen) o2
Héhe (in m) 06|12

4
23

6
42

8
59

10 12
70 76

Anhand dieser Messwerte wurden flr die Modellfunktion h die Parameterwerte a = 8,

b =15 und k =-0,46 ermittelt.

b) Wird das Wachstum der Pflanze mithilfe der Funktion h modelliert, gibt es einen Zeit-
punkt t,, zu dem sie am schnelisten wéchst, Geben Sie eine Gleichung an, mit der
disser Zeitpunkt berechnet werden kann, und ermitteln Sie diesen Zeitpunkt!

Berechnen Sie die zugehdrige maximale Wachstumsgeschwindigkeit und skizzieren Sie
im nachstehenden Kocrdinatensystem unter Beriicksichtigung des von Ihnen ermittel-
ten Maximums den Verlauf des Graphen derjenigen Funktion g, die basierend auf der
Modellfunktion h die Wachstumsgeschwindigkeit der Hopfenpflanze in Abhangigkeit
von t beschreibt!

gt)in Meterr;\ pro Woche

| tin Wochen
T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Abb. 20: Konstruktionsformat einer Typ-2-Aufgabe [115]
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5.1.4 BEURTEILUNGSSYSTEM

Bei der Beurteilung der Leistungen haben sich Lehrpersonen an die in der
Leistungsbeurteilungsverordnung (LBVO) [42] angefiihrten Anleitungen und
Anweisungen zu halten.

A. BEURTEILUNG DER AUFGABENBEREICHE

Die Gesamtnote setzt sich aus den Leistungen, die in beiden Aufgabenbereichen erbracht
werden, zusammen.

a) Typ-1-Aufgaben

»Die Typ-1-Aufgaben (,Grundkompetenzen”) stellen den gemdfS LBVO definierten
,wesentlichen Bereich’ dar und decken verschrdinkt Grundkompetenzen ab. Dazu
kommen einzelne Komponenten von Typ-2-Aufgaben, die ebenfalls noch fiir die
Uberpriifung der Grundkompetenzen herangezogen werden.”

([31],S.33)

Hierbei findet demgemafd die Prifung iiber die Anwendungsleistung der
Grundkenntnisse- und -fertigkeiten gemaf3 der Auflistung im Grundkompetenzkatalog in
dafiir charakteristischen Aufgabestellungen statt (vgl. [17], S. 24).

Eine Bewertung der Aufgaben aus diesem Bereich erfolgt liber eine Punktevergabe
mittels 0 oder 1 Punkten bzw. 0, %2 oder 1 Punkten. Die jeweils zu erreichende
Punkteanzahl ist bei der Aufgabenstellung angegeben und somit fiir den Schiiler
ersichtlich, wie man an den nachfolgenden Abbildungen (Abb. 21 und 22) erkennen kann
(vgl. ebd., S.24).

Trefferwahrscheinlichkeit

Bei einem Training wirft eine Basketballspielerin einen Ball sechsmal hintereinander zum Korb. -
Falit der Ball in den Korb, spricht man von einem Treffer. Die Trefferwahrscheinlichkeit dieser Lésungserwartung:
Spielerin betragt bei jedem Wurf 0,85 (unabhéngig von den anderen Wiirfen)

Die Spielerin trifft genau einmal E 5
Aufgabenstellung: P 9 A 1-0,85
Die Spielerin trifft héchstens einmal. B 6
Ordnen Sie den vier Ereignissen jeweils denjenigen Term (aus A bis F) zu, der die Wahrscheinlich- B |015°+(°) 085015
keit des Eintretens dieses Ereignisses beschreibt! Die Spielerin trifit mindestens einmal. c ' \) '
i I Die Spi it F Cc |1-015
Die Spielerin trifft genau einmal. A 1-0,85° ie Spielerin trifft genau zweimal.

Die Spielerin trifft hdchstens einmal.

(6)
16\ J . 5 5!
B |o15%+(,)-085'-0.15° D085+ \1) 085-0,15
Die Spielerin trifit mindestens einmal !

G |1-015° E |6-085-0,15

Die Spielerin trifft genau zweimal.

D oasw(?:\ 0,85°- 0,15' F (’2'}-0‘857-0.15‘

E |6-085-015 ) ~
Losungsschllssel:

(8)
F | (,) 085 -0.15

Ein Punkt ist genau dann zu geben, wenn jedem der vier Ereignisse ausschiieBlich der laut
Lésungserwartung richtige Buchstabe zugeordnet ist. Bei zwei oder drei richtigen Zuordnungen
{0/v:/1 Punkt] | | ist ein halber Punkt zu geben.

Abb. 21: Bewertung der Typ-1-Aufgaben [122]
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Ungleichungen I6sen Losungserwartung:

Gegeben sind zwei lineare Ungleichungen. mogliche Vorgehensweise:
[ 7-x+67>-17 = x>-12
I: 7-x+67>-17 [:-25-4-x>7 > x<-8

II: 25-4-x>7

Menge aller reellen Zahlen x, die beide Ungleichungen erfiillen: (-12; -8)
Aufgabenstellung:

Lasungsschlissel:

Gesucht sind alle reellen Zahlen x, die beide Ungleichungen erflillen.
Geben Sie die Menge dieser Zahlen als Intervall an! Ein Punkt fiir das richtige Intervall. Andere Schreibweisen der Losungsmenge sind ebenfalls als
richtig zu werten. Bei Angabe eines halboffenen oder geschlossenen Intervalls ist der Punkt nicht
[0/ 1 Punkt] 2u geben

Abb. 22: Bewertung der Typ-1-Aufgaben [143]

Es gibt jedoch auch Typ-1-Aufgaben, bei welchen im Falle eines Rechenfehlers bei
korrektem Ansatz trotz eines falschen Ergebnisses die Losung als richtig gewertet wird,
da dem Nachweis der dem Beispiel zugrundeliegenden Grundkompetenz mehr Gewicht
zukommt als dem formal richtigen Rechenergebnis. Eine solche Aufgabenstellung und
den bei der Korrektur anzuwendenden Losungsschliissel kann man in der folgenden
Graphik sehen:

Wurfhéhe eines Kérpers

Ein Kdrper wird aus einer Hohe von 1 m Uber dem Erdboden senkrecht nach oben geworfen.
Die Geschwindigkeit des Korpers nach t Sekunden wird modellhaft durch die Funktion v mit
v(t)=15-10 -t beschrieben (v(t) in Metern pro Sekunde, t in Sekunden).

Aufgabenstellung:

Geben Sie diejenige Hohe (in Metern) tiber dem Erdboden an, in der sich der Kérper nach 2 s
befindet.

[0/1 Punkt]

Lésungserwartung:
mogliche Vorgehensweise:

vit)=15-10-t
s(f) = 15 t75 t2+h,
s(0) = h,
s(t)=15 t-5-1+1
s(2)=30-20+1=11

Der Kérper befindet sich nach 2 s in einer Hoéhe von 11 m tiber dem Erdboden.

Lésungsschliissel:

Ein Punkt fUr die richtige Losung, wobei die Einheit ,m* nicht angefiihrt sein muss.
Die Aufgabe ist auch dann als richtig gelost zu werten, wenn bei korrektem Ansatz das Ergebnis
aufgrund eines Rechenfehlers nicht richtig ist.

Abb. 23: Bewertung von Rechenfehlern [146]
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b) Typ-2-Aufgaben

»Die Typ-2-Aufgaben (,Anwendung und Vernetzung von Grundkompetenzen’) stellen
die ,(weit) iiber das Wesentliche hinausgehenden Bereiche‘ dar und sind auch als
Ausgleich fiir Mdngel in der Durchfiihrung von Typ-1-Aufgaben heranzuziehen.
Einige dieser Aufgaben enthalten Komponenten, die auch noch den ,wesentlichen
Bereichen” zuzuordnen sind’,

([31],S.33)

Wie bereits an anderer Stelle erwdhnt, wird bei dieser Art von Aufgabe tberpriift, ob
Schiiler Grundkenntnisse und -fertigkeiten auch in komplexeren, vernetzten und fiir sie
teilweise unbekannten Situationen anwenden und als Hilfsmittel zur Reflexion
verwenden konnen (vgl. [31], S. 25).

Fiir jede Teilaufgabe, aus denen sich eine Typ-2-Aufgabe zusammensetzt, werden 0, 1
oder 2 Punkte vergeben. Jene Teilaufgaben, die mit einem (sogenannte
Ausgleichspunkte) gekennzeichnet sind, werden mit 0 oder 1 Punkt bewertet und zdhlen
zum wesentlichen Bereich, der den Typ-1-Aufgaben zugeordnet wird (vgl. [17], S. 25).

Eine derartige Aufgabenstellung und die dazugehorige Korrekturanweisung samt
Losungsschliissel zeigen die nachfolgenden Abbildungen:

Kino

Ein Kino hat drei Sale. Im ersten Saal sind 185 Sitzplatze, im zweiten Saal 94 und im dritten Saal 76.
Neue Filme starten Gblicherweise an einem Donnerstag. Der Kinobetreiber nimmt modellhaft an,
dass an so einem Donnerstag bei einer Vorstellung eines neuen Films in allen drei Sélen jeder
einzelne Sitzplatz mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % belegt ist.

Aufgabenstellung:

a) Es sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n = 355 und p =0,95.

1) Beschreiben Sie die Bedeutung des Terms 1 - P(X < 350) im gegebenen Kontext.

Zum Schulschluss mietet eine Schule alle drei Sale fur denselben Film zur selben Beginnzeit.
Alle Sitzplatze werden vergeben, jede Besucherin/jeder Besucher bekommt ein Ticket flr
einen bestimmten Sitzplatz in einem der drei Séle. Alle Tickets haben zusétzlich zur Platznum-
mer noch eine fortlaufende, jeweils unterschiedliche Losnummer. Unmittelbar vor der Vor-
stellung werden zwei Losnummern ausgelost. Die beiden Personen, die die entsprechenden
Tickets besitzen, erhalten jeweils eine groBe Portion Popcorn.

2) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, dass diese beiden Personen Tickets fiir denselben
Saal haben.
b

Der Betreiber des Kinos méchte wissen, wie zufrieden seine Kundschaft mit dem gebotenen
Service (Buffet, Sauberkeit etc.) ist. Bei einer Umfrage geben von 628 Besucherinnen und
Besuchern 515 Besucher/innen an, dass sie mit dem gebotenen Service im Kino insgesamt
zufrieden sind.

1) Bestimmen Sie auf Basis dieser Befragung ein symmetrisches 95-%-Konfidenzintervall
fUr den relativen Anteil aller Besucher/innen dieses Kinos, die mit dem gebotenen Service
insgesamt zufrieden sind.

Bei einer zweiten Befragung werden viermal so viele Personen befragt, wobei der relative An-
teil der mit dem gebotenen Service insgesamt zufriedenen Besucher/innen wieder genauso
groB wie bei der ersten Befragung ist.

2) Geben Sie an, wie sich diese VergroBerung der Stichprabe konkret auf die Breite des aus
der ersten Befragung ermittelten symmetrischen 95-%-Konfidenzintervalls auswirkt.

Abb. 24: (Teil 1) Punkteverteilung einer Typ-2-Aufgabe [116]
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a) Losungserwartung:
al) mogliche Beschreibung:
Der Term beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Vorstellung eines neuen Films
(in allen drei Sélen zusammen) mindestens 350 Sitzplatze belegt sind.
a2) Anzahl der Sitzplatze insgesamt: 355

_185 184 94 93 76 75

~ - oy
T 355 354 355 354 355 354 0.3858 = 38,58 %

LoésungsschlUssel:

al) Ein Punkt fir eine korrekte Beschreibung des Terms im gegebenen Kontext.

a2) Ein Punkt fUr die richtige L&sung. Andere Schreibweisen des Ergebnisses sind ebenfalls
als richtig zu werten.
Die Aufgabe ist auch dann als richtig geldst zu werten, wenn bei korrekiem Ansatz das
Ergebnis aufgrund eines Rechenfehlers nicht richtig ist.

b

Lésungserwartung:
b1) mogliche Vorgehensweise:
5156

n:628,h:@m0,82

0,82+ 1,96 - J% ~0,82+003 = [0,79;0,85]

b2) mégliche Interpretation:

Eine Erhdhung der Anzahl der Befragten auf das Vierfache fiihrt (bei gleichem relativem
Anteil h) zu einer Halbierung der Breite des Konfidenzintervalls.

Lésungsschliissel:

b1) Ein Ausgleichspunkt fir ein richtiges Intervall. Andere Schreibweisen des Ergebnisses (als
Bruch oder in Prozent) sind ebenfalls als richtig zu werten.
Toleranzintervall fir den unteren Wert: [0,76; 0,80]
Toleranzintervall fir den oberen Wert: [0,83; 0,86]
Grundkompetenz: WS 4.1
Die Aufgabe ist auch dann als richtig gelost zu werten, wenn bei korrektem Ansatz das
Ergebnis aufgrund eines Rechenfehlers nicht richtig ist.

b2) Ein Punkt fir die Angabe der richtigen Auswirkung auf die Breite.

Abb. 25: (Teil 2) Punkteverteilung einer Typ-2-Aufgabe [116]

B. GESAMTBEURTEILUNG

In der Handreichung Inhaltliche und organisatorische Grundlagen zur Sicherung
mathematischer Grundkompetenzen [17]werden folgende Richtlinien zur Beurteilung der
Klausurarbeit vorgegeben, die sich nach § 38 Abs. 3 SchUG (BGBI. Nr. 472/1986 i.d.g.F.)
und (BGBL. Nr. 371/1974 i.d.g.F.) richten.

Die Punkte innerhalb eines Klausurbogens werden wie folgt verteilt:

Punkte
24 Typ-1-Aufgaben 24
4 Ausgleichsaufgaben [A] als Teil der Typ-2-Aufgaben 4
Typ-2-Aufgaben ohne Ausgleichspunkte 20

Tab. 14: Punkteverteilung [17]
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Die Gesamtnote wird gemafd des folgenden Beurteilungsschliissels bestimmt, der
zwischen zwei verschiedenen Beurteilungswegen unterscheidet:

Genuigend Befriedigend Gut Sehr gut

Grundkompetenzpunkte

(Typ-1&[A]) 216 16 - 23,5 24-32,5 33-40,5 41-48
Grundkompetenzpunkte

(Typ-1 &[A]) < 16 aber 24 - 28,5 29-35,5

insgesamt (Typ-1 & Typ-2) = 24
Tab. 15: Notenschliissel [17]

Wenn weniger als 16 Grundkompetenzpunkte (aus den Typ-1-Aufgaben und den
Ausgleichsaufgaben) und insgesamt weniger als 24 Punkte erreicht werden, wird die
Arbeit mit ,,Nicht genligend“ bewertet.

5.2 EINSATZ ELEKTRONISCHER HILFSMITTEL

Neben den iublichen Hilfsmitteln, wie Zirkel, Geo-Dreieck oder auch Lineal, sowie der
bereits erwdhnten Formelsammlung [21], werden bei der Zentralmatura auch
elektronische Gerdte als zusatzliche Arbeitshilfen zugelassen und sind seit dem
Haupttermin 2018 sogar verpflichtend (vgl. [17], S. 22).

In § 18 Abs. 3, Priifungsordnung AHS [43], werden die Systemanforderungen, die ein
solches elektronisches Hilfsmittel zumindest aufweisen muss, angefiihrt:

»,Die Minimalanforderungen an elektronische Hilfsmittel sind grundlegende
Funktionen zur Darstellung von Funktionsgraphen, zum numerischen Ldsen von
Gleichungen und Gleichungssystemen, zur Ermittlung von Ableitungs- bzw.
Stammfunktionen, zur numerischen Integration sowie zur Unterstiitzung bei
Methoden und Verfahren in der Stochastik.”

In den meisten Schulen kommen hierbei die kostenlose Software GeoGebra, die neben
einer dynamischen Geometrieoberfliche auch mit einer algebraische Schnittstellte
aufwartet, oder auch das TI-Nspire™ CX CAS Handheld, das ebenfalls ein
Computeralgebrasystem und eine Graphikfunktion bereitstellt, zur Anwendung. Diese
Hilfsmittel werden in Kapitel IV genauer betrachtet.
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5.3 KOMPENSATIONSPRUFUNG

Im Falle einer negativen Beurteilung der schriftlichen Klausurarbeit steht es dem Schiiler
frei, sich diese Note mittels einer mindlichen Priifung, der sogenannten
Kompensationspriifung, auszubessern. Dazu muss der Kandidat bis spatestens drei Tage
nach Verkiindung der negativen Beurteilung einen Antrag stellen (vgl. [44], S. 1). Fiir den
Fall, dass keine Kompensationspriifung beantragt wird, gilt die negative Beurteilung der
schriftlichen Klausur. Der Schiiler erhalt jedoch die Méglichkeit, bei einem der folgenden
Klausurtermine wiederholt anzutreten, wobei auch hier wieder im Falle einer negativen
Beurteilung eine Kompensationspriifung abgelegt werden kann (vgl. [45]). Dieser
Vorgang kann bis zu drei Mal wiederholt werden und ist in der folgenden Graphik
dargestellt:

Miindliche Kompensationspriifung - Modell

Haupttermin
Schiilerin o

A
°_f 1. Wiederholung .
Herbstiermin
(ko 08
-

A 2. Wiederhol
e (DM =
wrbsttermin Tuhjahrstermin
B Miand. Kempensation |

‘ A 3. Wiederholung
a Sommarntermin
.",»";a 1 B Mind. Kompensation ’ |
~

v

Sommartarmin Miind. Kompensation _“n
o
".,!", -

(K = Klausur; WH 1 = 1. Wiederholung im Herbst; WH 2 = 2. Wiederholung im Frihjahr;
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Abb. 26: Kompensationspriifung [140]

5.3.1 AUFGABENSTELLUNG

Eine Kompensationspriifung umfasst fiinf voneinander unabhangige Aufgaben, die dem
Nachweis der (dem Grundkompetenzkatalog fiir die schriftliche Reifepriifung
entsprechenden) Grundkompetenzen dienen. Eine Aufgabe besteht aus einer
Aufgabenstellung, die sich auf eine Grundkompetenz bezieht, und einer Leitfrage, die
wiederum auf diese Grundkompetenz Bezug nimmt (vgl. [46], S. 1). Wie auch die
Aufgaben der schriftlichen Reifeprifung werden die der Kompensationspriifung ebenfalls
vom Bundesministerium fiir Bildung, Wissenschaft und Forschung (BMBWF) erstellt.
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Die nachfolgende Abbildung zeigt die Aufgabe einer Kompensationspriifung:

Vierecke

Gegeben ist ein Quadrat ABCD mit den Eckpunkten A = (0|0]0), B = (6|-2|3), C und
D=(3]6|z,).

Aufgabenstellung:
Ermitteln Sie die fehlende Koordinate des Eckpunkts D und die Koordinaten des Eckpunkts C!
Leitfrage:

Gegeben ist ein weiteres Viereck PQRS mit den Eckpunkten P = (0]0]0), Q = (7]y,|-4).
R=(8[15]0) und S =(x,|8]4).

Bestimmen Sie die fehlenden Koordinaten der Punkte Q und S so, dass dieses Viereck ein Paral-
lelogramm ist!

Uberpriifen Sie, ob das Parallelogramm auch ein Rechteck, eine Raute oder ein Quadrat ist, und
erlautern Sie jeweils Ihre Vorgehensweise!

Abb. 27: Aufgabe einer Kompensationspriifung ( [135], S.3)

5.3.2 FACHDIDAKTISCHER ASPEKT

Grundsatzlich spielt bei mindlichen Priifungen die Kommunikation naturgemaf$ eine
grofde Rolle, wobei ihr bei der Kompensationspriifungen neben dem fachlichen Aspekt
eine besonders grofie Bedeutung zu kommt. Der Kandidat muss einerseits seinen
Losungsweg zu der Aufgabenstellung beziiglich der gefragten Grundkompetenz
selbstdandig prasentieren. Andererseits wird die Beantwortung der Leitfrage in einem
Dialog mit dem Priifer abgehalten, sodass der Schiiler seine Kommunikationsfahig in
einem Beispiel in zwei unterschiedlichen Situationen unter Beweis stellen kann. Erstere
bezieht sich grundsatzlich auf das Kommunizieren mit und iiber mathematische
Kompetenzen in Form einer Prasentation, zweitere bietet dem Kandidaten die
Moglichkeit, seine Reflexions- und Transferfahigkeit im Dialog zu demonstrieren. Im
Gegensatz zur schriftlichen Reifeprifung kommen hauptsachlich offene Antwortformate
zur Anwendung, da geschlossene Formate den kommunikativen Charakter der Priifung
wenig beglinstigen wiirden (vgl. [46], S. 1f).

5.3.3 BEURTEILUNG

»Die Kandidatinnen und Kandidaten miissen liber den Nachweis der jeweiligen
Grundkompetenz hinaus durch die kommunikativen Elemente in der miindlichen
Priifungssituation  entsprechende  Reflexionsaspekte = nachweisen.  Jede
Aufgabenstellung bzw. jede Leitfrage stellt einen Indikator fiir die Erfiillung der
Anforderungen gemdf3 LBVO dar und ist daher mit jeweils null Punkten oder einem
Punkt zu bewerten. Somit ist fiir jede Aufgabenstellung ein Grundkompetenzpunkt
und fiir jede Leitfrage ein Leitfragenpunkt zu erreichen. Insgesamt kénnen maximal
zehn Punkte erreicht werden.”

([46],5.3)
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Dadurch ergibt sich folgendes Beurteilungsschema:

| Note erreichte Punkte
,Genligend“ 4 Grundkompetenzpunkte + 0 Leitfragenpunkte
3 Grundkompetenzpunkte + 1 Leitfragenpunkt
,Befriedigend“ 5 Grundkompetenzpunkte + 0 Leitfragenpunkte
4 Grundkompetenzpunkte + 1 Leitfragenpunkt
3 Grundkompetenzpunkte + 2 Leitfragenpunkte
»Gut” 5 Grundkompetenzpunkte + 1 Leitfragenpunkt
4 Grundkompetenzpunkte + 2 Leitfragenpunkte
3 Grundkompetenzpunkte + 3 Leitfragenpunkte
,Sehr gut” 5 Grundkompetenzpunkte + 2 (oder mehr) Leitfragenpunkte
4 Grundkompetenzpunkte + 3 (oder mehr) Leitfragenpunkte
Tab. 16: Beurteilungsschema ( [47], S.3)

Fiir die Gesamtbeurteilung der Reifepriifung in Mathematik wird sowohl das Ergebnis der
schriftlichen Prifung als auch das der Kompensationspriifung berticksichtigt, wodurch
der Schiiler insgesamt keine bessere Beurteilung als ,Befriedigend” erreichen kann (vgl.
[46], S. 3).

5.4 MUNDLICHE MATURA

Im Rahmen der miindlichen Matura gibt es auch die Moglichkeit in Mathematik
anzutreten. Die Aufgaben werden hierbei im Gegensatz zu schriftlicher Reifeprifung und
Kompensationspriifung nicht vom BMBWEF bereitgestellt, sondern standortspezifisch von
Fachlehrern ausgearbeitet. Auf Grundlage des Lehrplans werden sogenannte
Themenpools bzw. Themenkorbe fixiert, aus welchen der Kandidat bei der Priifung
(blind) zwei ziehen und im Anschluss einen auswéahlen muss. Pro Themenpool sind vom
Kandidaten mindestens zwei Aufgabenstellungen vorzubereiten. Das Lehrerteam, das fiir
die Erstellung der Aufgaben zustandig ist, hat dabei ebenfalls der Kompetenzorientierung
zu folgen (vgl. [48]). Wie bei Kompensationspriifungen kommen auch bei der miindlichen
Matura der Reflexions- und Transferleistung grofde Bedeutung zu, weshalb sich die
Aufgabenstellungen nicht auf reines Grundwissen und Grundfertigkeiten beschranken
dirfen (vgl. [49], S.6). Ebenso wenig ist die Reduktion auf einen einzigen
Handlungsbereich erwtinscht (vgl, [49], S. 36). Daneben werden vom Schiiler auf3erdem
noch Reproduktionsleistung, beispielsweise in Form einer fachspezifischen Anwendung
von Begriffen oder auch Techniken, sowie auch Problemlosefahigkeit verlangt (vgl. [50],
S.12).

Bei der Erstellung der Aufgaben sollte nicht nur der Lehrplan, sondern auch das bereits
mehrfach erwdhnte Kompetenzmodell beachtet werden. Demzufolge zeichnet sich eine
kompetenzorientierte Aufgabenstellung in diesem Zusammenhang durch eine Vielzahl an
Kriterien aus. Neben dem Inhaltskriterium, das den inhaltlichen Bezug zum Lehrplan
garantiert, gilt es auch das Handlungskriterium, welches die Einbindung aller vier
Handlungsbereiche (laut Kompetenzmodell) fordert, einzubeziehen. Des Weiteren muss
bei der Aufgabenerstellung auch noch das Vernetzungskriterium bertiicksichtigt werden.
Dieses bezieht sich einerseits darauf, dass ein Themengebiet Inhalte verschiedener
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Schulstufen enthalten kann. Andererseits koénnen auch aufeinander aufbauende
Themenbereiche in vernetzter Form innerhalb eines Themenpools behandelt werden.
Aufierdem sollte gewadhrleistet sein, dass die Relevanz mathematischer Inhalte in
Anwendungssituationen aufscheint. Dieses Anwendungskriterium bietet zusatzlich die
Moglichkeit, eine standortspezifische Schwerpunktsetzung einzubringen, welche im
Rahmen der standardisierten (schriftlichen) Reifepriifung keinerlei Raum findet. Zu guter
Letzt gilt es auch zu beachten, dass der Einsatz von Technologie die Aufgabenstellung
mafdgeblich beeinflusst. Somit gilt es das Technologiekriterium in die Erstellung
miteinzubinden sowie auch innerhalb der Themenbeschreibung den Einsatz
technologischer Hilfsmittel zu konkretisieren (vgl. [49], S. 19f).

Die nachfolgende Graphik zeigt eine mogliche Formulierung eines Themenpools und
wurde als Orientierungshilfe fiir die Ausformulierung der Themenbereiche vom BMBWF
veroffentlicht:

Thema 2b: Quadratische Gleich und quadratische Funkti
Inhalt und Handlung Vernetzung und Anwendung
Quadratische Funktionen beim Modellbilden nutzen Vemetzung quadratische Funktion < quadratische Gleichung
» Quadratische Gleichungen losen; Reflektieren (iber Lésungsstrategien und
Lasungsflle Nutzen von quadratischen Funktionen beim anwendungsorientierten
Zusammenhang Gleichung <> Funktion fir die grafische Interpretation von Problemltsen; reflektieren iiber Grenzen des Modells, iiber die Sinnhaf-
Lasungen der Gleichung nutzen tigkeit von Lésungen beziiglich des gestellten Problems

Losungsformeln fir die quadratische Gleichung herleiten

Den Einfluss von Parametern auf die Lésungsfille einer quadratischen Glei-
chung untersuchen

Den Einfluss von Parametemn auf die Lage eines Funktionsgraphen untersu-
chen

Gleichungen mit Hilfe von Technologie algebraisch und grafisch l6sen; Lésun-

gen grafisch interpretieren
Funktionen mit Hilfe von Technologie darstellen (Graph, Term, Tabelle)

Abb. 28: Beispiel eines Themenpools ( [49], S. 23)

Wie in der ersten Spalte zu sehen ist, werden Schulen dazu angehalten, neben einer
Auflistung der themenrelevanten Inhalte auch die in diesem Zusammenhang vom Schiiler
auszufiihrenden Handlungen anzugeben. Auflerdem werden die Einsatzmoglichkeiten
technologischer Hilfsmittel angefiihrt. Dariiber hinaus wird in der zweiten Spalte auf die

Vernetzung der Themenbereiche sowie auf mogliche Anwendungsfelder hingewiesen
(vgl. [49], S. 20).

Wie eine Aufgabenstellung bei der miindlichen Matura aussehen kénnte, sieht man in der
folgenden Abbildung, die ebenfalls als Hilfestellung fiir die Entwicklung passender
Aufgaben vorgegeben wird. Man kann hierbei auch den Bezug zu den
Komplexitiatsbereichen des zugrundeliegenden Kompetenzmodells erkennen.
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Thema 17: Die Ableitungsfunktion und ihre Nutzung

Ein Radrennfahrer startet bei einem Einzelzeitfahren. Sein zuriickgelegter Weg in den

ersten neun Sekunden lidsst sich annihernd durch die Funktion s: t ~ s(t) mit
3

t t
s(t) = — +— modellieren (t in Sekunden, s in Meter).
30 20

(1) Ermitteln Sie die Geschwindigkeitsfunktion v und die Beschleunigungsfunktion a.
(Reproduktion, Transfer)

2

Stellen Sie diese beiden Funktionen jeweils in einem passenden Koordinatensys-
tem im Zeitintervall 0 <t <9 graphisch dar. (Reproduktion)

(3

Welche Schlisse in Bezug auf die Bewegung des Radrennfahrers kénnen aus dem
Verlauf der beiden Graphen gezogen werden? (Reflexion)

(4) Berechnen Sie die mittlere Geschwindigkeit des Radrennfahrers in den ersten neun
Sekunden und seine Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t = § Sekunden!
Geben Sie die beiden Ergebnisse in km/h an und erklaren Sie die Begriffe mittlere
Geschwindigkeit und Momentangeschwindigkeit! (Reproduktion, Transfer)

Abb. 29: Aufgabenstellung - miindliche Matura ( [49], S. 44)

Wie bereits erwadhnt, dient bei der miindlichen Matura der Lehrplan - und nicht wie bei
der schriftlichen Reifepriiffung der Grundkompetenzkatalog - als Grundlage fiir die
inhaltliche Auswahl der Themenpools. Somit kdnnen im Rahmen der miindlichen Klausur
auch diejenigen Themengebiete in den Priifungsstoff fallen, die zwar im Lehrplan jedoch
nicht im Grundkompetenzkatalog aufscheinen. Dies bietet neben dem oben genannten
Anwendungskriterium eine weitere Moglichkeit, standortspezifische Schwerpunkte zu
setzen. Dennoch ist es im Rahmen der miindlichen Matura wichtig, trotz fehlender
Standardisierung bzw. Zentralisierung eine objektive und auch vergleichbare Priifung zu
gewahrleisten. Es wird versucht, dieser Forderung durch die Kompetenzzentrierung der
Aufgabenstellungen und das Ziehen der Themenpools durch den Maturanten Folge zu
leisten (vgl. [50], S. 6).
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[II DER KOMPETENZORIENTIERTE UNTERRICHT

«Was will ich eigentlich machen? Warum mache ich das? Was soll bei den
Schiilerinnen und Schiilern hingen bleiben?»; also nicht einfach: «Jetzt nehmen wir
die Romer durchy, sondern: «Was sollen die Schiilerinnen und Schiiler - fachlich und
liberfachlich - lernen, wenn wir uns mit den R6mern beschdftigen?»

([51], S.333)

Eine Kompetenzorientierung bedeutet nicht automatisch, den herkémmlichen Unterricht
und die bekannten Aufgabenstellungen liber Bord zu werfen und von Grund auf neu zu
erfinden. Es geht vielmehr darum, das Hauptaugenmerk weg von den Inhalten hin zu den
(mathematischen) Handlungen zu richten. Als Anhaltspunkt dienen hierbei die
Handlungen, die im Grundkompetenzkatalog bei den jeweiligen Inhalten angefiihrt
werden, sowie die Handlungsbereiche, des zu Beginn beschriebenen Kompetenzmodells.
Es gilt somit den Unterricht und die Aufgabenstellung daran auszurichten und die
Handlungsdimension als grundlegend fiir die Ausbildung des Lernprozesses zu verstehen
(vgl. [1], S. 20). Dies fihrt in weiterer Folge weg von einer reinen Input- zu einer
Outputorientierung und der Fokussierung auf den Schiiler statt auf den Lehrenden (vgl.
[52],S.1).

Um einer solchen Orientierung gerecht zu werden, heif3t es neben didaktischen
Uberlegungen, die einen durchdachten Einsatz von Unterrichts- und
Evaluationsmethoden einschliefden, auch lernpsychologische Aspekte miteinzubeziehen.
Einen besonders hohen Stellenwert hat in diesem Zusammenhang zudem die
Aufgabengestaltung, welche ein wichtiges Instrument in der Unterrichtsgestaltung
darstellt und im Rahmen der Kompetenzorientierung in den Mittelpunkt gertickt wurde.

1 DIDAKTISCHE ASPEKTE

Folgende Aspekte werden unter anderem als wesentlich fiir eine Unterrichtsgestaltung,
die sich an Kompetenzen orientiert, angefiihrt ( [1], S. 44):

» Kognitive Aktivierung des Lernenden

= Vernetzung

» Festigung und individuelle Lernbegleitung

» Entwicklung tiberfachlicher Kompetenzen

» Kompetenzorientierte Leistungsfeststellung und -beurteilung
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1.1 KOGNITIVE AKTIVIERUNG DER LERNENDEN

Es gilt die Schiiler dabei zu unterstiitzen, eine eigenverantwortliche und autonome
Arbeitsweise zu entwickeln. Eine gute Moglichkeit dafiir bieten das gelenkte Entdecken
oder auch selbst entdeckende Lernen (vgl. [1], S. 44), da diese im Gegensatz zu
schematisch ausgefiihrten Routineoperationen einen nachhaltigen und auch aktiven
Lernprozess beglinstigen. Hierbei ist es besonders wichtig, dass Schiiler auf ein
gefestigtes Basiswissen zuriickgreifen konnen, da dieses unabdingbar ist, um neuen
Inhalten und Aufgabenstellungen auf theoretischer und praktischer Ebene zu begegnen.
In diesem Zusammenhang spielen somit Grundkompetenzen ebenfalls eine grofde Rolle.
Das Wiederholen und immer wieder Nutzen derselben fithrt zu einem nachhaltigen
Wissensaufbau und einer langfristigen Verfiigbarkeit, weshalb dieser Wiederholung auch
im Unterricht unbedingt Sorge getragen werden sollte. So liegt es an der Lehrperson, eine
Unterrichtskultur zu entwickeln, die zum Erkunden und Erforschen aber auch
Reproduzieren von bereits Gelerntem anregt. (Vgl. [1], S. 44, 47)

Leuders (vgl. [53], S. 103) spricht sich dafiir aus, zugunsten eines solch anregenden
Unterrichts auf eine Methodenmonokultur zu verzichten und das selbstgesteuerte Lernen
der Schiiler zu stiarken. Dazu braucht es Unterrichtsformen, in welchen der Lehrer eine
moderierende und der Schiiler eine aktive Rolle einnimmt, wodurch auch die Fahigkeit zu
eigenverantwortlichem, selbstindigem Arbeiten und elaborativem Lernen geférdert
werden (vgl. [53], S. 121; [1], S. 48).

Dies kann einerseits in Form von unterschiedlichen Aufgabenstellungen (siehe Kap. 2)
oder aber auch durch die Art der gewadhlten Unterrichtsmethode bzw. Sozialform
(Gruppenarbeit, Einzelarbeit, Partnerarbeit, Lernen im Klassenverband) realisiert
werden. Beispiele hierfiir waren etwa Projektarbeiten, Stationenbetrieb, Freiarbeit,
Referate/Prasentationen oder auch Portfolios (vgl. [53], S. 121ff).

Im Sinne einer Kompetenzorientierung bedarf es passender Aufgaben- bzw.
Problemstellungen sowie auch einer Uberpriifbarkeit des dabei entstehenden Outputs,
beispielsweise in Form von Prasentationen oder auch geeigneter Dokumentationen.

Ebenso wichtig ist die lenkende Rolle der Lehrperson wahrend der schiilerzentrierten
Einheiten, die sich einerseits in Form einer unterstiitzenden und moderierenden
Funktion dufiert, andererseits aber auch fiir die Steuerung der Lernprozesse
verantwortlich ist (vgl. [1] S. 48).

Bei all diesen Uberlegungen sollte der Fokus auf dem (selbst)entdeckenden Lernen der
Schiiler liegen, welches nach Winter

,weniger die Beschreibung einer Sorte von beobachtbaren Lernvorgdngen (wenn so
etwas tiberhaupt direkt méglich ist), sondern ein theoretisches Konstrukt, die Idee
ndmlich, dass Wissenserwerb, Erkenntnisfortschritt und die Ertiichtigung in
Problemlosefihigkeiten nicht schon durch Information von aufSen geschieht,
sondern durch eigenes aktives Handeln unter Rekurs auf die schon vorhandene
kognitive Struktur, allerdings in der Regel angeregt und somit erst ermdglicht durch
dufSere Impulse,” ([54], S. 3)

ist.
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Besonders herausstreichen mochte ich in diesem Zusammenhang auch den Nutzen, den
Hausiibungen darstellen konnen, da diese als eigenstandige Unterrichtsmethode oftmals
in Vergessenheit geraten oder auch einfach nur als notwendiges Ubel angesehen werden.
Dabei sind Hausaufgaben ein besonders gutes Mittel, um selbstindiges Lernen und
Selbstorganisation zu féordern. Zudem bieten sie die Mdglichkeit, Lernstoff zu reflektieren,
zu festigen und auch zu vernetzen (vgl. [53], S. 124).

Fir die Aneignung mathematischer Kompetenzen sind eine selbstindige
Auseinandersetzung mit Inhalten und ein eigenstindiges Losen von Aufgaben
unentbehrlich (vgl. ebd., S. 81). Das Potential, das in Hausiibungen steckt, hangt jedoch
sehr stark von den ausgewdhlten Aufgaben, der Form der Kontrolle und auch der
Regelmafdigkeit, mit der sie aufgegeben werden, ab (vgl. ebd, S. 80f). Es konnte
beispielsweise in einer Untersuchung im Rahmen des Projekts Unterrichtsqualitdt und
mathematisches Verstdndnis in verschiedenen Unterrichtskulturen festgestellt werden,
dass nicht das Ausmaf3, sondern die Haufigkeit der Hausiibungen relevant fiir eine
Leistungssteigerung ist (vgl. [55], S. 260). Ein weiterer wichtiger Aspekt, der sich im Zuge
der Untersuchung herausstellte, bezog sich auf die Art der Haustibungskontrolle. So zeigte
sich,

J[je] stirker die Schiilerinnen und Schiiler der Ansicht sind, dass sich ihr
Mathematiklehrer bzw. ihre Mathematiklehrerin fiir ihre Lésungswege bei den
Hausaufgaben interessiert und je deutlicher die Schiilerinnen und Schiiler einen
positiven Umgang des Lehrers mit Schwierigkeiten und Fehlern im Kontext der
Hausaufgabenpraxis wahrnehmen®,

([53] S.261)

desto besser wurden die erbrachten Leistungen.

Es gilt aufderdem nicht aufder Acht zu lassen, welchen Einfluss die Motivation auf die
Bereitschaft, sich selbstindig mit Inhalten zu beschiftigen, hat. Demzufolge sollte der
notige Arbeitsaufwand und die Wahl der Aufgaben bei der Vergabe von Hausiibungen im
Auge behalten werden (vgl. ebd., S. 82). Ein reines Wiederholen von Aufgaben aus dem
Unterricht, die sich nur in der Auswahl der benoétigten Zahlen unterscheiden, sollte im
Sinne der Kompetenzorientierung vermieden und den Schiilern auch die Moglichkeit
gegeben werden, Uiber Neues nachdenken zu diirfen (vgl. [55], S. 263).

Ebenso muss den Schiilern die Sinnhaftigkeit der Hausiibungen kommuniziert werden,
sodass diese den Nutzen darin erkennen und Motivation dafiir entwickeln konnen. Bruder
und Komorek sprechen in diesem Zusammenhang unter anderem das Uben, Anwenden,
Vertiefen, Sammeln persénlicher Problemléseerfahrungen und Lernen lernen als mogliche
Funktionen einer Hausiibung an (vgl. [53], S. 82).

Weiters ist fiir die Entwicklung einer Leistungsmotivation wichtig, dass Schiiler bei der
Erledigung der Haustlibung Erfolgserlebnisse haben und sich nicht einer stdndigen
Uberforderung ausgesetzt sehen (vgl. ebd., S. 84). Dies kann beispielsweise durch eine
differenzierte Aufgabenstellung, die sich nach dem individuellen Leistungsstand richtet,
erreicht werden (vgl. ebd., S. 90). ,[D]ass eigenstandige Leistungen nur dann verlangt
werden diirfen, sofern dafiir keine aufserschulische Unterstiitzung notwendig ist“ ( [1], S.
137), wird bei der Vergabe von Hausiibungen in meinen Augen oftmals nicht
beriicksichtig oder schlicht und einfach unterschitzt. Eine derartige (regelmafdige)
Uberforderung der Schiiler ist jedoch immens kontraproduktiv und kann auf lange Sicht
dazu fiihren, dass Motivation und Lernwille verloren gehen.

Da es zudem auch auf fachlicher Ebene keinen Wissenszuwachs gibt, ware es meiner
Ansicht nach sehr wichtig, als Lehrperson die Vorgehensweise diesbeziiglich griindlich zu
reflektieren und wenn méglich auch anzupassen. Zumal eine wohliiberlegte Vergabe von
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Haustibungen die Chance bietet, Informationen iiber den aktuellen Leistungsstand der
Schiiler zu erhalten, sowie die Vorbereitung der Klasse auf weitere Unterrichtsstunden
und -inhalte zu gewahrleisten. (Vgl. [53], S. 82)

Ich personlich habe die Erfahrung gemacht, dass eine Hausiibung, die aus Typ-1-Aufgaben
besteht, welche die Schiiler nicht blof3 16sen, sondern ausarbeiten miissen, viele der oben
angefiihrten Aspekte berticksichtigt und fiir die Schiiler von grofem Nutzen sein kann.
Die Schiiler werden dabei dazu angehalten, Rechenwege anzugeben und im Falle eines
Technologieeinsatzes, die einzelnen Schritte und verwendeten Befehle anzufiihren. Die
Auswahl der falschen und richtigen Antworten bei Multiple-Choice-Aufgaben muss in
beiden Fallen begriindet werden. Zudem sollen benétigte Formeln und eine kurze
Ubersicht iiber die wichtigsten inhaltlichen Grundlagen des einem Beispiel
zugrundeliegenden Themas beschrieben werden. Auf diese Weise erhalten die Schiiler im
Laufe des Schuljahres eine Art Grundkompetenz-Mappe, die stindig erweitert werden
kann und eine gute Ubersicht und Lerngrundlage fiir Schularbeiten und schlussendlich
auch die Matura bietet.

Je nach Leistungsstand der Schiiler ist es auch moéglich, Typ-2-Aufgaben zu inkludieren,
welche in weiterer Folge fiir den gesamten Klassenverband kopiert und eine Hilfestellung
bei der Maturavorbereitung darstellen konnen.

Unerlasslich ist hierbei (bei jeder Art von Aufgabe) natiirlich eine genaue Kontrolle der
Ausarbeitungen durch die Lehrperson und eventuell auch ein Besprechen im
Klassenplenum. Weiters bietet es sich auch an, einzelne Schiiler die ausgearbeiteten
Beispiele der Klasse zu prasentieren, wodurch Kommunikations- und
Prasentationskompetenz, die tiblicherweise im Unterricht meist zu kurz kommen,
geschult werden.

Bei all der Methodenvielfalt ist aber auch die Lehrerzentrierung nicht aus dem
Unterrichtsgeschehen weg zu denken, da sich beispielsweise nicht jedes Thema dafiir
eignet, um es selbst entdeckend erarbeiten zu koénnen. Zudem entscheidet das
Leistungsvermogen einer Klasse iiber die Notwendigkeit oder auch das Ausmafd der
Anleitung und Einweisung durch den Lehrer. (Vgl. [1], S. 48)

Um Schiiler bei der Entwicklung einer selbstiandigen Lernkompetenz zu unterstiitzen,
braucht es im Vorfeld oftmals einen Frontalunterricht, der durch gezielte Anleitung den
Lernprozess in Richtung eines selbstgesteuerten Lernens fiihrt und die Grundlage fiir das
Erlangen der dafiir notwendigen Problemlésekompetenzen darstellt (vgl. [56], S. 163; S.
182). Wie bereits erwahnt, tragen Lernmotivation und Selbstkompetenz mafdgeblich zum
Erlangen solcher Problemlésekompetenzen bei - auch hier kann nach Gudjons ein
dementsprechend gestalteter Frontalunterricht eine gute Unterstiitzung bieten:

,In einem Frontalunterricht, der durch das Vorbild der Lehrkraft Modelle fiir
angemessenes, erfolgreiches Handeln vermittelt, der Schiiler und Schiilerinnen
methodische Kompetenzen fiir das eigenes Lernen und Arbeiten lehrt, kénnen sie
Vertrauen und Sicherheit fiir die Losung schwieriger Aufgaben lernen [...]“

( [56], S. 85).

Neben einem reinen Instruieren oder Vortragen, sollte eine Lehrerzentrierung auch in
Form eines fragend-entwickelnden Gesprachs in den Unterricht integriert werden.
Hierbei erfolgt die Erarbeitung einer neuen Thematik oder Methode im Rahmen eines
durch den Lehrer gelenkten Unterrichtgesprachs, wodurch Schiiler zu eigenen
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Uberlegungen, Antworten aber auch Fragen angeregt werden sollen. Gudjons beschreibt
ein solches Unterrichtsgeschehen folgendermafien:

,Die Lehrkraft lenkt die Interaktion direkt, Lehrerfragen und Schiilerantworten
wechseln sich ab, die Lehreraktivitdten zeigen ein breites Spektrum, das von offenen
Impulsen tiber eine Fiille unterschiedlicher Fragearten bis zu sehr engen suggestiven
Fragen mit Ein-Wort- oder Ein-Satz-Antwortmdglichkeiten reicht. Interaktionen
unter den Schiilern werden zugelassen, soweit sie dem Unterrichtsziel der Lehrkraft
dienen. Insgesamt geht es darum, die Denkschritte der Lehrkraft nachzuvollziehen.
Beim Erarbeiten eines Unterrichtsthemas wechseln in der Regel wohl dosierte
Informationen der Lehrkraft mit Fragen an die Schiiler und Schiilerinnen ab. Dabei
diirften die AufSerungen der Lehrkraft den weitaus gréf3ten Anteil ausmachen, - eine
Art Mini-Lehrervortrdge im Laufe des Erarbeitens.”
([56], S.59)

Dabei gilt es jedoch darauf zu achten, den Schiilern gentigend Zeit zum Nachdenken,
Ausprobieren und auch Fehler machen zu gewadhren. Ebenso wichtig ist es auch, einen
fragend-entwickelnden Unterricht nicht zu einer ,Liickensatz-vervollstindigung”
verkommen zu lassen, sondern - ganz im Sinne der Entwicklung einer
Kommunikationskompetenz - Wert auf eine eigenstiandige Formulierung vonseiten der
Lernenden zu legen (vgl. [1], S. 48). Andernfalls besteht die Gefahr, dass vermeintliche
Erfolgserlebnisse tatsachlich nur auf Lehrerseite eingefahren werden, den Schiilern durch
Suggestivfragen oder auch ,vorgekaute“ Formulierungen jedoch der Vorteil eines
eigenstiandigen, entdeckenden Lernens verwehrt bleibt. (Vgl. [56], S. 61)

Es obliegt somit der Lehrkraft, die der Klasse, der Thematik und auch dem gewliinschten
Output entsprechende Methode zu finden und dabei im Sinne des (selbst) entdeckenden
Lernens die Worte Freudenthals im Hinterkopf zu behalten: , Telling a kid a secret he can
find out himself is not only bad teaching, it is a crime.” ( [57], S. 424)

1.2 VERNETZUNG

Wie bereits angesprochen, kommt der Vernetzung im Rahmen eines wirksamen
Kompetenzaufbaus grofde Bedeutung zu. Diese kann in unterschiedlicher Form in den
Unterricht einflief3en:

» Vernetzung auf fachlicher Ebene in horizontaler (beispielsweise zwischen
Funktionenlehre und Algebra) oder vertikaler (etwa zwischen Folgen und
Differentialrechnung) Weise, welche es erfordert, auf Zusammenhange zwischen
Themengebieten im Unterricht dezidiert hinzuweisen und diese nicht als isolierte
Einheiten abzuhandeln (vgl. [1], S. 45).

» Vernetzung unterschiedlicher Handlungsbereiche: bei der Bearbeitung einer
Aufgabenstellung bedarf es meist keiner gesonderten Nutzung der bereits erwahnten
Bereiche (Darstellen, Modellbilden, Rechnen, Operieren, Interpretieren,
Argumentieren, Begriinden). So wird etwa beim Modellbilden ebenfalls oft eine
Interpretationsfahigkeit bendtigt. Auch hier liegt es an der Lehrperson,
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Aufgabenstellungen in den Unterricht zu integrieren, die diesen Sachverhalt
aufzeigen. (Vgl. [1], S. 45)

» Vernetzung zu anderen Fach- und Lebensbereichen: der Bildungstheorie Fischers
folgend, gilt es den Schiilern den Nutzen und die Anwendungsmoglichkeiten der
Mathematik in verschiedenen Lebenssituationen und -bereichen in Form einer
besonderen Art von Weltbegegnung naher zu bringen, sodass auch Motivation und
Volition im Rahmen des Lernprozesses gezielt angesprochen und ausgebildet werden.
(vgl. ebd,, S. 45).

Fiir einen nachhaltigen Aufbau von Kompetenzen bedarf es einer besonderen
Konzentration auf die vertikale inhaltliche Vernetzung, sodass Schiiler die
Zusammenhange zwischen den Themengebieten in Form von Lernlinien erkennen und
verinnerlichen kdnnen (vgl. [1], S. 45). Im Spiralprinzip des Psychologen Jerome Bruner
werden die Entwicklung eines derartigen lerntheoretischen Geriists und die dafir
notwendigen Bedingungen beschrieben:

Spiralprinzip

= Inhalte immer wieder aufgreifen, ausdifferenzieren und mit
neuen Vorstellungen anreichern

= Beachten von Vorwissen und Vorverstandnis
- Prinzip der Fortsetzbarkeit
- Prinzip des vorwegnehmenden Lernens 5
- Prinzip der Vereinfachung

Beispiel: Zahlbegriffsentwicklung 3 -

0. Vorschulische Erfahrungen mit Zahlen AV
1. Zahlbegriff in der Grundschule: N 1‘.‘ _
2. Sekundarstufe I: N - Q+ [

3. Sekundarstufe I: Q+— Q 0

4. Sekundarstufe : Q - R

5. Sekundarstufe II: evtl. R— C

6. Mathematikstudium, Lehre, ...

Abb. 30: Spiralprinzip nach Bruner ( [150], S.2)

Um dem Prinzip Folge zu leisten, ist es auch in diesem Zusammenhang wichtig,
Wiederholung und operatives Nutzen von bereits Gelerntem in den Unterricht
einzubauen und vom separierten Abhandeln neuer Themen in Form von einzelnen
»,Happchen" Abstand zu gewinnen (vgl. [1], S. 46). Nur so ist es mdglich, dass Schiiler ein
inhaltliches Basiskonzept entwickeln, das

die strukturierte Vernetzung aufeinander bezogener Begriffe, Theorien und
erkldrender Modellvorstellungen, die sich aus der Systematik eines Faches zur
Beschreibung elementarer Prozesse und Phdnomene als relevant herausgebildet
haben, ([58], S.125)

nutzt.
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Um einen solchen Vorgang der Vernetzung gewahrleisten zu konnen, liegt es an der
Lehrperson, den Wissenshorizont der Schiiler im Auge zu behalten. Eine entsprechende
strukturelle Aufbereitung des Lehrstoffes spielt zudem fiir eine sinnvolle Einordnung der
Inhalte auf Schiilerseite eine grofie Rolle. (Vgl. [59], S. 13)

1.3 FESTIGUNG UND INDIVIDUELLE LERNBEGLEITUNG

In einem kompetenzorientieren Unterricht versteht man unter Festigung nicht (nur) das
altbekannte Einiliben von bereits durchgenommenem Lehrstoff, sondern das Erzeugen
eines Grundkompetenzbewusstseins sowie die variable Anwendung des Gelernten. Die
Variabilitdit kann sich dabei sowohl auf den Kontext als auch auf die Fragestellung
beziehen. Eine grofde Rolle spielt in diesem Zusammenhang die Aufgabengestaltung, auf
welche in Kap. 2 nadher eingegangen wird. Besonders wichtig ist hierbei die individuelle
Lernbegleitung, die bediirfnisgerecht auf den jeweiligen Schiiler abgestimmt werden
sollte. Dies kann zum Beispiel in Form von Hausiibungen oder auch Ubungsaufgaben
geschehen, die nicht einheitlich, sondern nach Leistungsstand des jeweiligen Schiilers
aufgegeben werden. (Vgl. [1], S. 46)

1.4 ENTWICKLUNG UBERFACHLICHER KOMPETENZEN

Bei der Ausbildung von Kompetenzen bedarf es keiner alleinigen Beschrankung auf
fachliche Bereiche, sondern ebenso einer Berticksichtigung tiberfachlicher Aspekte (vgl.
[1], S. 46). Unter besonderer Beachtung der bereits erwdhnten Schiilerzentrierung gilt es
etwa auch den Erwerb von personalen und sozialen Kompetenzen im Auge zu behalten.
In diesen Bereich fallen nach Bruder et al. etwa ein kritisches Urteilsvermdgen, die
Fdhigkeit zur Selbstverwirklichung, eine gesellschaftliche Verantwortung, ein selbstdndiges
Gestalten des eigenen Lernens oder auch ein Kooperationsvermégen (vgl. [53], S. 14). Dazu
gehort somit auch die Entwicklung einer Selbstkompetenz der Schiiler, welche sich auf
die Fahigkeit zu selbstverantwortlichem Handeln bezieht (vgl. [60], S. 1). Unabhédngig von
fachlichen Inhalten ist auch die Methodenkompetenz, zum Beispiel in Form einer kritisch
hinterfragenden Informationsbeschaffung aus dem Internet, zu schulen (vgl. [1], S. 46).

1.5 KOMPETENZORIENTIERTE LEISTUNGSFESTSTELLUNG UND -
BEURTEILUNG

Der Lernprozess und das Lernverhalten von Schiillern werden nicht nur durch die
Gestaltung des Unterrichts, sondern auch durch Leistungsfeststellung und -beurteilung
mafdgeblich beeinflusst. Auf Grundlage der Leistungsbeurteilungsverordnung (LBVO)
[42], der Lehrplanverordnung (LPVO) [36] und des Schulunterrichtsgesetzes (SchUG)
[61] kommt der Lehrperson die Aufgabe zu, eine adidquate, kompetenzorientierte
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Lernumgebung mithilfe  unterschiedlicher = Unterrichtsmethoden und einer
dementsprechend angepassten Priifungskultur zu schaffen. (Vgl. [1], S. 134)

Ich mochte im Folgenden nicht auf die Leistungsbeurteilung im Allgemeinen eingehen, da
dies den Rahmen der Arbeit sprengen wiirde, und gehe deshalb nur auf die Aspekte ein,
die im Zusammenhang mit der Kompetenzorientierung eine Rolle spielen.

Im Fach Mathematik kann eine Leistungsfeststellung anhand von Schularbeiten,
miindlichen Priifungen, miindlichen Ubungen und natiirlich Mitarbeit erfolgen. Bei all
diesen Feststellungsvarianten hat auch eine Uberpriifung der Grundkompetenzen zu
erfolgen, wobei es jedoch im Vorfeld einer Anwendung oder Wiederholung derselben
bedarf (vgl. ebd., S. 137). Hierbei gilt es aufderdem zu beachten, dass ein Einblick in den
aktuellen Lernstand - und fortschritt der Schiiler nicht nur am Ende, sondern auch
wahrend einer Lern- und Aneignungsphase stattfinden sollte. Dahingehend bieten
Hausiibungen, Prasentationen oder auch Gruppenarbeiten ein hilfreiches Mittel (vgl. [53],
S. 155ff).

Im kompetenzorientierten Unterricht darf sich die Evaluation zudem nicht allein auf
fachliche Kompetenzen beschrianken, sondern muss auch tberfachliche Kompetenzen
miteinbeziehen. Da eine solche Evaluation aufgrund der Voraussetzungen und
verfiigharen Evaluationsmethoden im Schulalltag nur ,die Spitze des Eisbergs“ abbilden
kann, féllt es der Lehrperson zu, durch gezielte Unterrichtsplanung und
Lernprozessbeobachtung die elementaren Aspekte des zugrundeliegenden
Kompetenzmodells auszumachen und abzubilden.

Evaluierte
Kompetenz

Selbstkompetenz
Sozialkompetenz
Methodenkompetenz

Fachkompetenz

Abb. 31: Relation entwickelter
und iiberpriifter Kompetenzen
([123],S.57)

1.5.1 MITARBEIT

Im Rahmen der Mitarbeit kann ein Ermitteln des derzeitigen Wissenstand bezogen auf die
Grundkompetenzen, die im aktuellen Unterricht zu Anwendung kommen, beispielsweise
in schriftlicher Form geschehen. Diese Art der Leistungsfeststellung muss sich jedoch
beziiglich des zeitlichen und inhaltlichen Umfangs stark von einem Test abgrenzen,
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welcher in einem Schularbeitsfach nicht durchgefiihrt werden darf. Zudem erfolgt die
Beurteilung nicht anhand von Ziffernnoten, sondern einer vom Lehrer eigens erstellten
,Benotungsform®. Weiters zdhlen auch Hausiibungen zur Mitarbeit und diirfen nicht
separat benotet werden. In einem kompetenzorientierten Unterricht gilt es aufderdem,
den Fokus nicht allein auf eine reine produktorientierte Leistungsbeurteilung zu richten,
sondern auch den Lernprozess, der zu diesem Produkt fiihrt, zu bewerten. Dies bedeutet,
dass neben den Schularbeits- und Priifungsnoten auch der Mitarbeit eine ebenso grofie
Gewichtung zukommen sollte. Der bereits erwahnte schiilerzentrierte Unterricht bietet
eine gute Grundlage fiir eine diesbeziiglich notwendige Mitarbeitsbeobachtung, die
beispielsweise anhand erbrachter Leistungen im Zusammenhang mit der Erarbeitung
neuen Lernstoffes, praktischer und graphischer Leistungen oder auch Leistungen in
Gruppenarbeiten erfolgen kann. (Vgl. [1], S. 137f; [42], § 4)

1.5.2 MUNDLICHE UBUNGEN

Miindliche Ubungen kénnen zum Beispiel in Form von Referaten durchgefiihrt werden,
bei welchen ein Thema in hochstens 15 Minuten der Klasse prasentiert wird (vgl. [42], §
6). Dadurch entsteht einerseits die Moglichkeit der Férderung und Evaluation der
Prasentationskompetenz, andererseits gilt es den Vortragenden dazu anzuhalten, auf die
korrekte Anwendung der Fachsprache zu achten, sodass der Entwicklung einer
Kommunikationsfahigkeit mit Experten, welche ja einen Schwerpunkt im Bildungsauftrag
bildet, ebenfalls Sorge getragen wird. In einer nachfolgenden Diskussion des
Vortragenden mit der Klasse oder auch durch Fragen der Lehrperson an den
Referierenden konnen zusatzlich Argumentations- und Diskurskompetenzen geschult
und tberprift werden. (Vgl. [1], S. 138; [42], § 6)

1.5.3 MUNDLICHE PRUFUNGEN

Weiters muss auch bei der Durchfiihrung von mindlichen Priifungen den
Grundkompetenzen verstiarkt Beachtung zukommen. Der Gepriifte hat genau dartiber in
Kenntnis gesetzt zu werden, welche Teile der Priifung auf Grundkompetenzen Bezug
nehmen. Sollte sich die gesamte Priifung auf Grundkompetenzen beschrdanken, kann
hochstens die Note ,Befriedigend” vergeben werden. (Vgl. [1], S. 138)

1.5.4 SCHULARBEITEN

Eine der grofdten Auswirkungen, welche die Einfiihrung der Zentralmatura mit sich
gebracht hat, betrifft jedenfalls den Aufbau und die Durchfithrung der Schularbeiten.
Diese sollten von der flinften bis zur siebten Klasse immer mehr an das Priifungsformat
der Reifepriifung angeglichen werden, um eine gezielte Vorbereitung auf die Matura zu
ermoglichen (vgl. [62], S. 5).

Das bedeutet im Detail, dass eine Zweiteilung der Schularbeiten in der flinften und
sechsten Klasse optional, in der siebten und achten Klasse obligatorisch ist (vgl. [63], S.
2). Angelehnt an die Reifepriifung miissen hierbei im ersten Teil Grundkompetenzen in
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Form von Typ-1-Aufgaben und im zweiten Teil die Vernetzung von Grundkompetenzen
anhand von Typ-2-Aufgaben abgepriift werden. Lehrplankonforme Inhalte, die iiber den
Grundkompetenzkatalog hinausgehen, finden ebenso in beiden Teilen ihren Platz,
missen jedoch strukturell an den jeweiligen Aufgabentyp angepasst werden (vgl. [63], S.
2f). Somit setzt sich der Schularbeitsstoff aus Grundkompetenzen, die auf die vor der
Schularbeit durchgenommenen inhaltlichen Bereiche Bezug nehmen und im
Grundkompetenzkatalog angefiihrt sind, sowie aus Themengebieten, die dariiber
hinausgehend den Lehrplan abdecken, zusammen. Auch in diesen Themengebieten
missen im Priifungsstoff Grundkompetenzen, die sich auf die grundlegenden Inhalte
beziehen, angegeben werden. (Vgl. [62], S. 8)

Als Hilfestellung kann hierbei eine Art Erweiterter Grundkompetenzkatalog [64] dienen,
wie ihn etwa die ARGE Mathematik AHS OO auf ihrer Seite bereitstellt.

Zusatzlich zu den Themengebieten, die vor der Schularbeit Inhalt des Unterrichts waren,
konnen auch Grundkompetenzen zu Bereichen eines vorangegangenen Schuljahres in
den Priifungsstoff aufgenommen werden, sofern diese ,zur Feststellung der
Nachhaltigkeit des Kompetenzerwerbs dienen“ ( [63], S. 1) und ,mit dem aktuellen
Priifungsstoff in Beziehung stehen und im Unterricht wiederholt wurden ( [62], S. 8).

In Anlehnung an die Zentralmatura sollen Schiiler im Rahmen von Schularbeiten den
expliziten Nachweis von Grundkompetenzen (und deren Vernetzung) erbringen, weshalb
sich Priifungsaufgaben von Ubungsaufgaben insofern zu unterscheiden haben, als diese
nicht dem Einiiben neuen Wissens bzw. neuer Fertigkeiten oder auch dem
Verstandnisaufbau dienen, sondern nur die Funktion eines reinen
,Beurteilungsinstrumentes” tibernehmen. Anhand der Aufgaben soll festgestellt werden
konnen, ob der Schiiler eine spezifische Grundkompetenz (und deren Vernetzung)
aufweist, oder nicht. Insofern ist es wichtig, dass sich Lehrpersonen bei der Erstellung von
Schularbeitsaufgaben an Maturaaufgaben orientieren und vor allem bei Typ-1-Aufgaben
die wichtigsten Aspekte im Auge behalten, sodass dieser Aufgabentyp eine ,moglichst
punktgenaue Uberpriifung einer einzelnen Grundkompetenz“ ( [62], S. 8) erméglicht, eine
seinfache Struktur der Aufgabenstellung, die in der Regel nur einen Ldsungsschritt
erfordert und in relativ kurzer Zeit zu bearbeiten ist“ ( [62], S. 8) aufweist, sowie auch
Antwortformate verwendet, die jenen der Zentralmatura entsprechen (vgl. [62], S. 8f).

Um die Schiiler auf einen solchen Nachweis der Grundkompetenzen vorzubereiten,
bedarf es auch einer expliziten Thematisierung dieser Inhalte im Unterricht. Somit
miissen Grundkompetenzen auch isoliert und nicht nur im Zusammenhang mit
komplexeren Fragestellungen oder Inhalten angesprochen und behandelt werden. Nur so
ist es moglich, den Schiilern den grundlegenden Charakter dieser Kompetenzen nahe zu
bringen, und deren Anwendbarkeit in unterschiedlichen Kontexten und
Aufgabenstellungen aufzuzeigen. (Vgl. [62], S. 8; [42],§ 7

Bei der Erstellung der Typ-2-Aufgaben erhalten Lehrer einen gewissen Freiraum, um
klassenspezifische und inhaltliche Schwerpunkte setzen zu kénnen. Jedoch gilt es auch
hier den kompetenzorientierten Aufgabencharakter im Auge zu behalten, sodass
erkennbar sein muss, welche Kompetenzen abgefragt werden sollen. Je nach Komplexitat
der Fragestellung erfordert dies auch eine Aufspaltung in Teilaufgaben, sodass die
Bewertung des Beispiels nicht im Gesamten, sondern anhand der Teilantworten erfolgt.
(Vgl. [62], S. 9) Das BMBWF empfiehlt, in der siebten und achten Klasse die Typ-2-
Aufgaben der Schularbeit stark angelehnt an die Typ-2-Aufgaben der Zentralmatura zu
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erstellen, sodass die Schiiler bestmoglich auf das Bearbeiten und Losen dieses
Aufgabentyps vorbereitet werden konnen (vgl. [62], S. 10).

Bei Schularbeiten gelten beziiglich des Technologieeinsatzes dieselben Bestimmungen
wie bei der Zentralmatura (siehe [17], S. 22). Dies setzt allerdings eine regelmafdige
Verwendung der Technologie im Unterricht und auch bei Hausiibungen voraus, damit die
Schiiler einen selbstandigen und versierten Umgang damit entwickeln kénnen (vgl. [62],
S. 12). Auf diesen Sachverhalt wird in Kapitel IV noch genauer eingegangen.

Die Beurteilung erfolgt grundsatzlich nach dem beschriebenen Beurteilungsschema der
Matura, wobei ein Gestaltungsfreiraum beziiglich der Anzahl der Aufgaben (Typ-1 und
Typ-2), der Gewichtung hinsichtlich Typ-1- und Typ-2-Aufgaben, der Punkteverteilung
auf die einzelnen Aufgaben und auch der fiir ein ,Gut” bzw. ,Sehr Gut“ zu erreichenden
Mindestpunkteanzahl besteht.

Das BMBWEF hat den Leitfaden zur Erstellung von Schularbeiten in der Sekundarstufe 2 -
AHS [62]sowie Hinweise und Empfehlungen zur Erstellung von Mathematikschularbeiten in
der AHS-Oberstufe [63] als Orientierungshilfen fiir die Erstellung von Schularbeiten in
einem kompetenzorientierten Unterricht herausgegeben. Durch diese werden
verpflichtende Rahmenbedingungen festgelegt, wobei darauf hingewiesen wird, dass den
Lehrpersonen auch ein gewisser Gestaltungsspielraum bei der Erstellung der
Schularbeiten obliegt. Durch Aufgaben, die tiber den GK Katalog hinausgehen, sowie eine
variable Benotung erhalten Lehrpersonen einen gewissen didaktischen Freiraum, der zu
einer klassenspezifischen Adaption und Schwerpunktsetzung genutzt werden soll. (Vgl.
[63],S.5)

1.6 LERNPSYCHOLOGISCHE ASPEKTE

Ergebnisse von Vergleichsarbeiten zeigen, dass jene Schiiler/innen, die neuen Stoff
mit bereits gelerntem zu vernetzen versuchen, bessere Leistungen erbringen als
solche, die sich auf oftmaliges Einiiben und Auswendiglernen verlegen. Dies gilt vor
allem im Hinblick auf die Nachhaltigkeit der erworbenen Kompetenzen. Unterstlitzt
wird das Lernen auch durch eine positive Wahrnehmung der eigenen
Leistungsfdhigkeit und echte, nicht durch Druck erzeugte Motivation.

([1], S. 35)

Lernmotivation ist ein wichtiger Faktor, der mafdgeblich zum Lernerfolg der Schiiler
beitragt, dem jedoch im ,althergebrachten®, oftmals lehrerzentrierten Unterricht wenig
Aufmerksamkeit geschenkt wurde (vgl. [1], S. 35). Neben der Art und Weise, mit der neue
Inhalte an Schiiler herangetragen werden, spielen Lernstrategien eine grofde Rolle, da
diese grundlegend fiir die Verstandnisbildung, fiir das (aktive) Beibehalten von Methoden
und Informationen, sowie fiir einen nachhaltigen Wissensaufbau sind (vgl. [65], S. 2) und
zusatzlich Einfluss auf die Entwicklung von Motivation im Lernprozess haben (vgl. [1], S.
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37). Innerhalb dieser Strategien erfolgt eine sehr grobe Unterteilung in elaborative und
repetitive Strategien (vgl. [1], S. 35).

Elaborationsstrategien dienen nach Friedrich und Mandl ( [65], S. 2) dazu, ,neue
Informationen in bestehende Wissensstrukturen [...] zu integrieren, was den spateren
Abruferleichtert”. Neue Informationen und Themen werden den Schiilern ndhergebracht,
indem auf vertraute Techniken und bekannte Inhalte zuriickgegriffen und darauf
aufgebaut wird. Das Herausstreichen und -arbeiten von Parallelen und Unterschieden soll
dabei zu einer Vernetzung von Bekanntem und Neuem fiihren.

Repetitionsstrategien zielen hingegen darauf ab, durch mehrmalige Wiederholung Inhalte,
Ablaufe oder auch Methoden auswendig zu lernen bzw. ein zu iben.
(Vgl. [1], S. 36) Es konnte gezeigt werden, dass sich elaborative Lernstrategien positiv auf
die Lernmotivation und Leistung der Schiiler auswirken, wohingegen bei repetitiven
Lernstrategien in beiden Bereichen das Gegenteil der Fall ist (vgl. ebd., S. 36ff).
Auflerdem spielen die beiden Strategien auch eine grofde Rolle im Zusammenhang mit der
Entwicklung des mathematischen Selbstkonzeptes, sprich der Einschiatzung der eigenen
Leistung. Hier hat sich ebenfalls herausgestellt, dass elaborative Lernstrategien eher zu
einem hoheren mathematischen Selbstbildnis fithren. (Vgl. [1], S. 37)

Ein Trennen der Strategien ist vielfach nicht méglich, sodass diese oftmals in vermischter
Form im Unterricht auftreten, wobei Elaborationsstrategien dabei liberwiegen sollten.
Nur so kann gewdhrleistet werden, dass eine Lernkultur entsteht, die zu nachhaltigen
Ergebnissen fiihrt, da ein reines Auswendiglernen (durch Wiederholung) zu keiner
intensiven Auseinandersetzung mit neuen Lerninhalten fiihrt (vgl. ebd. S. 36). Auch
Biichter und Leuders sprechen sich fiir den ,Aufbau tragfahiger individueller
Vorstellungen und Begriffe [...] auf Kosten [...] des Trainierens“ ( [53], S. 161) aus, sodass
in einem verstehensorientierten Unterricht das , unreflektierte Anwenden von Verfahren*“
(ebd., S. 162) an Prasenz verliert.

Weiters kommt hier den Grundkompetenzen ebenfalls eine grofie Bedeutung zu, da diese
das notige Basiswissen darstellen, aufgrund dessen Schiiler das Verstindnis fiir neue
Inhalte entwickeln und Vernetzungen zu altem Wissen aufbauen konnen.

Zudem zeigt sich in diesem Zusammenhang auch die Wichtigkeit einer ausgepragten
Kommunikationsfahigkeit. In einem verstindnisorientierten Unterricht ist diese
unerlasslich, da Aufgabenstellungen weg vom kalkiilhaften Abarbeiten bzw. Anwenden
von auswendig eingelernten Schemata hin zum Beschreiben von Zusammenhéangen oder
auch dem Begriinden fiihren sollten.

Um diesen Vorgaben gerecht zu werden, braucht es im kompetenzorientierten Unterricht
eine Aufgabenkultur, welche sich nicht allein auf ein Eintrainieren von mathematischen
Verfahren beschrankt, sondern die Moglichkeit bietet, Schiiler auf unterschiedlichen
Ebenen im Lernprozesses anzusprechen.

All diese angefiihrten Aspekte im Hinterkopf behaltend, kann man zusammenfassen, dass
in einem kompetenzorientierten Unterricht an die Lehrkrafte folgende Anforderungen
gestellt werden (vgl. [66], S. 19):

» Uberblick und Fachwissen iiber den aktuellen Stand des Grundkompetenzkatalogs
und die zur Verfiigung gestellten Ubungsaufgaben

» dementsprechende Adaption oder auch Gestaltung von Unterrichtsaufgaben
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= Methodenkompetenz

» Diagnostische Fahigkeiten hinsichtlich des Kompetenzaufbaus der Schiiler
» Kenntnis von Kompetenzmodellen

» Beachtung der im Lehrplan angefiihrten iiberfachlichen Kompetenzen

2 AUFGABENGESTALTUNG

Die Wahl und der Einsatz geeigneter Aufgaben spielen im Mathematikunterricht eine
oftmals sehr unterschitzte Rolle. Grundsatzlich kann das breite Spektrum an
Aufgabenstellungen in Lernaufgaben und Leistungsaufgaben unterteilt werden (vgl. [67],
S. 4). Lernaufgaben dienen in einem kompetenzorientierten Unterricht dem Aufbau,
Leistungsaufgaben der Uberpriifung von Kompetenzen, weshalb in [68] auch von
Aufgaben zum Kompetenzaufbau und Uberpriifungsaufgaben die Rede ist. Nach Luthiger
(vgl. [67], S. 4) dienen erstere dazu, sowohl eine grundlegende als auch eine vertiefende
Kompetenzaneignung zu realisieren. Zweitere haben den Zweck, die Auspragung dieser
Kompetenzen zu erheben und zu veranschaulichen.

Eine Unterscheidung nach Lern- und Leistungsaufgaben ist fiir den Unterricht essenziell,
da der Vorgang des Wissenserwerbs anderen lernpsychologischen Prinzipien folgt als der
der Wissensdiagnose. So konnen beispielsweise Fehler im Lernprozess durchaus zu
einem Erkenntnisgewinn fiithren, wohingegen Priifungssituationen maoglichst fehlerfrei
ablaufen sollten. (Vgl. [69], S. 4)

Weitere Unterschiede werden in der folgenden Abbildung aufgezeigt:

zum Kompetenzaufbau zur Uberpriifung

Leistungserwartung und -erleben stehen

fordern selbstandiges Entdecken, im Vordergrund

Kreativitdt und Neugier
Erlauben Fehleranalysen und den Aufbau Fehler fiihren zu schlechteren Leistungen
einer Fehlerkultur
1
haben Aufforderungscharakter und von aufen veranlasst
Problemorientierung

Unmissverstandlicher Einsatz von

Ausbildung einer Bildungssprache Sprache

. meist produktorientiert
oft prozessorientiert

Abb. 32: Unterscheidung zw. Leistungs- und Lernaufgaben ( [68], S. 116)
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Wie bereits beschrieben, dienen Typ-1-Aufgaben der Kontrolle bzw. Messung von
einzelnen Grundkompetenzen und werden daher als Leistungsaufgaben kategorisiert.
Singer ist jedoch zu dem Ergebnis gekommen, dass Lehrkrifte Typ-1-Aufgaben im
Unterricht in hohem Ausmaf als Ubungsaufgaben verwenden (vgl. [40], S. 184-188) -
eine Erkenntnis, die sich mit meinen Beobachtungen aus der Arbeit mit Schilern deckt.

Um dieser Entwicklung der reinen Ausrichtung des Unterrichts auf die Matura (und in
weiterer Folge einem teaching-to-the-test) hin entgegenzuwirken, pladiert Bruder fiir
eine Erweiterung des Aufgabenbegriffs (vgl. [53], S. 18f) und beschreibt Aufgaben als
Aufforderungen zum Ausfiihren von Lernhandlungen:

,Dazu gehéren Aufforderungen zum (elementaren) Identifizieren und Realisieren
von mathematischen Begriffen, Zusammenhdngen und Verfahren sowie von
Anwendungen und Problemlésestrategien ebenso wie Aufforderungen zum
Erkennen von Zusammenhdngen, Beschreiben, Verknlipfen, Ausfiihren, Begriinden
und Interpretieren bis hin zu solch komplexen Handlungen wie Planen einer
mathematischen Projektbearbeitung, Suchen nach geeigneten mathematischen
Werkzeugen einschliefslich Softwaretools fiir ein Problemfeld, Kommunizieren und
Beurteilen verschiedener Losungsansdtze bis hin zu den Wirkungen von Mathematik
in der Gesellschaft.”

(53], S.19)

Dieses breitgefacherte Spektrum an Lernhandlungen bietet die besten Voraussetzungen,
um im Unterricht eine nachhaltige Kompetenzentwicklung in unterschiedlichen
Bereichen zu gewdhrleisten und den Vorgaben des zugrundeliegenden
Kompetenzmodells zu entsprechen.

In der Aufgabengestaltung nach Bruder spielen eine Offnung der Aufgaben, ein Hinfiihren
der Schiiler zur Reflexion der eigenen Lerntdtigkeit, sowie das Betrachten eines
Sachverhaltes aus verschiedenen Blickwinkeln eine zentrale Rolle (vgl. [53], S. 31). Dazu
erfolgt eine Unterteilung in acht Aufgabentypen, welche sich in den Gegebenheiten der
Ausgangssituation (z.B. Voraussetzungen, Informationen, gegebene Grofden), des
Losungsweges (z.B. Methoden, Modelle, Beweise) und der Zielsituation (z.B. Gesuchtes,
Ergebnis, Schlussfolgerungen) unterscheiden (vgl. [53], S. 28; [1], S. 116f).

In Tabelle 17 werden die verschiedenen Moglichkeiten angefiihrt, die sich durch die
Kombination der bekannten (v') und unbekannten (%) Komponenten (Start, Weg, Ziel)
ergeben.
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Start Weg Ziel
Gegebenes, Methode, Ergebnis, Bezeichnung des Beispielaufeabe
Situation, Verfahren, Losung, Aufgabentyps p &
Information | Beweiskette | Gesuchtes
geloste Aufgabe; Finde den Fehler:
Musteraufgabe; x%2+5x—50=0
v v v Aufgabe zur 5 |25
Fehlersuche X12 =73 + 7 50
L={]
einfache Lose die Gleichung:
v v x Bestimmungsaufgabe 3x2—x=7
(Grundaufgabe)
einfache Gib eine quadratische
x v v Umkehraufgabe Gleichung an, die -4 und 3
als Losung hat.
schwierige Gib eine Gleichung zweiten
x x v Umkehraufgabe; Grades an, die genau eine
Modellierungsaufgabe | reelle Losung hat.
mit Zielvorgabe
Beweisaufgabe Begriinde, weshalb die
v % v Gleichung x2+c-x+4=0
fiir c=4 genau eine Losung
hat.
Problemaufgabe; Beschreibe anhand eines
Entwickeln von selbst gewahlten Beispiels,
v x x Losungswegen wie man die Skizze des
Graphen einer solchen
Funktion erstellt:
fx) =x*+px+gq
Erfinden einer Gib eine quadratische
Aufgabe zu einem Gleichung an, die sich
X v X vorgegebenen unter Verwendung des
Losungsweg oder Produkt-Null-Satzes l6sen
Ergebnis ldsst.
Problemsituation mit | Beschreibe einen Fehler,
offenem Ausgang der oftmals beim Lésen
quadratischer Gleichungen
auftritt. Gib dazu eine
x x x Beispielaufgabe an, anhand
welcher du die
Problematik deinen
Schulkollegen erklarst.

Tab. 17: Aufgabengestaltung nach Bruder (Vgl. [53], S. 28f; [1], S. 117 - 125)

Durch eine Erweiterung des Aufgabenrepertoires und eine Variation der Aufgabentypen
erhalten die Lernenden die Méglichkeit, ein tiefergehendes Verstandnis, welches liber das
reine Anwenden hinausgeht, zu entwickeln. Das Bearbeiten von Aufgaben
unterschiedlicher Typen innerhalb einer Unterrichtseinheit fiihrt zu einem
Perspektivwechsel sowie einer Vernetzung innerhalb des Themas und bietet (je nach
Aufgabenstellung) zudem einen hohen Grad an Reflexionstatigkeit. (Vgl. [53], S. 30ff)

Die tiblichen Routineaufgaben, die meist eine reine Reproduktionsleistung der Schiiler
verlangen, sollen daneben auch weiterhin einen Platz im Unterrichtsgeschehen finden,
ermoglichen jedoch allein keine weitgefacherte Kompetenzentwicklung (vgl. [1], S. 118).
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Durch eine Offnung der Aufgaben(stellungen) werden die Schiiler zu elaborativen
Tatigkeiten angeregt (vgl. [1], S. 116), durch das Ausformulieren von mathematischen
Zusammenhangen in ihrer Kommunikationskompetenz gefordert (vgl. ebd., S. 118) und
daneben auch innerhalb von Umkehraufgaben zu Reflexionstatigkeiten angeleitet (vgl.
[53], S. 31).

Dass eine solche Art der Aufgabenkultur einen erhéhten Aufwand - sowohl bei der
Erstellung als auch bei der Kontrolle der Aufgaben - mit sich bringt, darf natiirlich nicht
aufder Acht gelassen werden. Man sollte sich jedoch vor Augen fithren, dass neben den
Schiilern auch man selbst als Lehrkraft profitiert, da bei der Beantwortung von offenen
Fragestellungen ein besserer Einblick in die Gedankenginge und somit auch Defizite der
Lernenden gewahrleistet wird (vgl. [1], S. 124).
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IV TECHNOLOGIEEINSATZ

Zum Lernen mit technologischer Unterstiitzung findet man im Lehrplan der AHS-
Oberstufe folgenden Absatz [34]:

»Technologische Hilfsmittel sollen in allen Kompetenzbereichen sinnvoll zum Einsatz
kommen. [...] Sachgerechtes und sinnvolles Nutzen technologischer Hilfsmittel durch
geblantes Vorgehen ist sicherzustellen. Die minimale Realisierung besteht im Einsatz
entsprechender Hilfsmittel beim Ldsen von Aufgaben und dem gelegentlichen
Einsatz als didaktisches Werkzeug beim Erarbeiten neuer Inhalte. Die maximale
Realisierung ist der sinnvolle Einsatz derartiger Technologien als Werkzeug beim
Modellieren, Visualisieren und Experimentieren.”

Anhand dieser Formulierung kann man bereits das breitgeficherte Einsatzgebiet
technologischer Hilfsmittel erkennen. Die Einsatzmoglichkeiten gehen von der
Auslagerung komplexer/zeitintensiver Rechenoperationen (z.B. Losen von Gleichungen,
Umformen von Formeln, Berechnen von Wahrscheinlichkeiten), tiber das Modellieren
passender Funktionsgleichungen und das Visualisieren verschiedener
Darstellungsformen, bis hin zum Einsatz in Form eines ,,Experimentierwerkzeugs®.

Neben der Einfiihrung neuer Aufgabenformate hat der (mittlerweile verpflichtende)
Einsatz technologischer Hilfsmittel den Mathematikunterricht gravierend beeinflusst. Er
fiihrt den Fokus weg vom reinen Operieren hin zum reflektierten Nutzen von
(Grund)kompetenzen und ermdoglicht somit eine Schwerpunktverlagerung zugunsten
anderer Handlungsbereiche wie etwa dem Argumentieren oder auch Interpretieren (vgl.
[70], S.9). Zudem konnte festgestellt werden, dass sich ein wohlbedachter
Technologieeinsatz vorteilhaft auf die Lernmotivation der Schiiler auswirkt und einen
nachhaltigen Kompetenzaufbau unterstiitzt (vgl. [1], S. 42f; S. 75).

Neben all diesen positiven Aspekten werden aber auch immer wieder Kritikpunkte, wie
der drohende Verlust von Rechenfertigkeiten, hohe Anschaffungskosten der Gerate oder
auch eine starkere Heterogenisierung innerhalb der Klasse angefiihrt (vgl. [71], S. 44). In
diesem Zusammenhang gilt es die Betonung auf den wohlbedachten Technologieeinsatz
zu legen - wie ein solcher ausschauen kénnte, wird in weiterer Folge betrachtet.

1 DER TECHNOLOGISCHE WERKZEUGKASTEN

Folgende Anforderungen werden an technologische Hilfsmittel, die im Unterricht
eingesetzt werden sollen, laut Lehrplan gestellt [34]:

»Technologische Hilfsmittel [...] miissen zumindest iiber grundlegende Funktionen
zur Darstellung von Funktionen, Kurven und anderen geometrischen Objekten, zum
symbolischen Umformen von Termen und Ldsen von Gleichungen und
Gleichungssystemen, zur Ermittlung von Ableitungs- und Stammfunktionen, zur
Integration sowie zur Unterstiitzung bei Methoden und Verfahren in der Stochastik
verfiigen.”
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Im Laufe der letzten Jahre haben sich technologische Hilfsmittel zu einer Art
»Technologieumgebung” entwickelt, die ein weites Spektrum an unterschiedlichen
Werkzeugen zur Verfligung stellt. Diese lassen sich grob in folgende Kategorien
unterteilen:

» Computer-Algebra-System (CAS)

» Grafik- und Geometriesoftware, Funktionenplotter
= Tabellenkalkulation

=  Wabhrscheinlichkeitsrechner

Da vom BMBWEF keine geratespezifischen Vorgaben, sondern nur funktionsbezogene
Mindestanforderungen (siehe Kap. 11, 5.2) ausgegeben wurden, findet kein einheitlicher
Einsatz technologischer Systeme in den dsterreichischen Schulen statt. Dabei hat sich auf
Softwareebene das Programm GeoGebra und auf Hardwareebene die zwei Handhelds TI-
Nspire™ CX CAS und Casio ClassPad Il durchgesetzt. Alle drei Varianten erfiillen die vom
Ministerium vorgegebenen Anforderungen und warten auch allesamt mit einem CAS,
einem Funktionsplotter und einer Tabellenkalkulation auf, weshalb ich nur sehr kurz auf
die jeweilige Funktionsweise eingehen werde.

A. GEOGEBRA

Die kostenlose Software ist fiir alle gangigen Betriebssysteme, sowie auch als App fur
mobile Gerate verfligbar. In Laptop-Klassen wird die dafiir zusatzlich benétigte Hardware
vonseiten der Schiiler in Form eines Laptops oder Tablets bereitgestellt und kann somit
jederzeit im Mathematikunterricht verwendet werden. Andernfalls muss der Unterricht
in den EDV-Raum der Schule verlegt werden, wodurch ein regelméafiiger Einsatz selten
gegeben ist.

B. HANDHELDS

Die Handhelds TI-Nspire™ CX CAS und Casio ClassPad II erinnern an den klassischen
Taschenrechner, der um ein grofieres Display erweitert wurde. Im Gegensatz zu
GeoGebra werden hierbei Software und Hardware in einem vergleichsweise kleinen Gerat
vereint, sodass dieses jederzeit im Unterricht verwendet werden kann. Die Beschaffung
und somit auch Finanzierung fallen hierbei den Schiilern zu.

In weiterer Folge werde ich in dieser Arbeit das Programm GeoGebra verwenden, da es in
meinen Augen sowohl durch die Darstellungs- als auch Eingabemdglichkeiten eine
grofdere Benutzerfreundlichkeit als Hendhelds aufweist. Aufierdem habe ich die
Erfahrung gemacht, dass Schiilern der Umgang damit wesentlich einfacher fallt, wodurch
sie einen weitaus groferen Nutzen ziehen kdnnen. Die angefiihrten Aufgaben kénnen
jedoch in gleicher (oder sehr dhnlicher) Weise auch mit Hilfe von Handhelds gel6st bzw.
bearbeitet werden.
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1.1 COMPUTER-ALGEBRA-SYSTEM

Unter Computer-Algebra-Systemen versteht man Programme, welche eine Verarbeitung
von Termen oder Gleichungen in Form von Berechnungen oder auch graphischen
Darstellungen erméglichen. In der Literatur finden sich verschiedene Beschreibungen
derartiger Systeme.

Barzel fiihrt als grundlegende Funktionen eines CAS etwa diese an (vgl. [72], S. 74):

Numerisch: exaktes Ausgeben einer Losung (z.B. 2v/3), sofern der Naherungswert nicht
gefordert wird

Symbolisch: algebraisches Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen

Graphisch: Zeichnen von Funktionsgraphen in verschiedenen Koordinatensystemen und
Formen

Algorithmisch: Implementation von Algorithmen (z.B. spezielle Funktionen, Prozeduren),
sowie Mdglichkeit zu Entwicklung neuer Algorithmen

Durch Computer-Algebra-Systeme erhalt man die Moglichkeit, einer Dominanz des
Operativen ( [73], S. 29), wie sie im herkommlichen Mathematikunterricht oftmals
beobachtet werden kann, entgegenzuwirken und stattdessen die Handlungsbereiche
Argumentieren, Begriinden und Interpretieren verstarkt in den Unterricht zu integrieren
(vgl. ebd., S. 30). Dies fiihrt in weiterer Folge auch zu einem intensiveren Einsatz von
Grundkenntnissen, Grundfertigkeiten und Reflexionswissen, wodurch wiederum die
Grundlage fiir eine Vernetzung des bereits Gelernten mit neuen Inhalten entsteht.

Somit bietet der Einsatz von Technologie ein probates Mittel, um der zu Beginn
beschriebenen Bildungstheorie im Sinne einer allgemeinbildenden Lebensvorbereitung
gerecht zu werden. Eine Auslagerung des Operativen entspricht auch Fischers
Fdcherorientierten Allgemeinbildung, in der er dem Operieren eine geringere Relevanz als
der Reflexion zukommen lasst (vgl. [10], S. 5). Durch die Auslagerung der fachlichen
Operationen an CAS wird dem Laien Zeit und Raum fiir Uberlegungen gegeben, die eine
Kommunikation mit Experten in vielen Fallen iiberhaupt erst ermdglichen (vgl. [73], S.
26ff).

Zusatzlich stellt sich die Frage, inwieweit das sture Einliben von Rechenschritten bzw.
Umformungen in einer unbindigen Fiille von Ubungsaufgaben dem Verstindnis
tatsachlich zutraglich ist. Der bereits erwahnten ,Dressur des Unverstandenen” (vgl. [6],
S. 49) konnte man durch ein Reduzieren von Routineaufgaben ebenfalls entgegenwirken,
indem man die dadurch gewonnenen Freirdume zur Ausbildung eines echten
Verstandnisses nutzt (vgl. [73], S. 29f).
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Diese Idee dahinter ist allerdings nicht ganzlich neu, da sich Peschek bereits 1999 fiir eine
Nutzung zeitgemafder Mittel zur Auslagerung operativer Handlungen ausspricht:

»Die mathematische Ausbildung sollte sich bei der Einfiihrung wie auch bei der
Anwendung mathematischer Konzepte zeitgemdfSer Mittel bedienen; sie sollte
insbesondere auch versuchen, operatives Wissen und operative Fertigkeiten an diese
auszulagern, soweit dies didaktisch sinnvoll méglich ist.”

([74], S.407)

Wie auch von Peschek angesprochen, gilt es also die didaktische Sinnhaftigkeit des
Technologieeinsatzes im Auge zu behalten. Eine Auslagerung operativer Tatigkeiten ist
erst dann als sinnvoll anzusehen, wenn zuvor operative Grundkompetenzen und
Grundlagenwissen durch ,technologiefreies” Operieren entwickelt werden konnten.
Denn nur so ist es etwa moglich, eine Strukturerkennungskompetenz auszubilden, die es
bei der Eingabe und Kontrolle von Befehlen im CAS braucht. Des Weiteren ist sowohl die
Interpretation als auch die Reflexion der durch Technologieeinsatz erhaltenen Ergebnisse
ohne ein zuvor erworbenes Grundlagenwissen nur sehr bedingt moglich.

Der Einsatz von CAS sollte also sehr bedacht geschehen und sich vor allem auch an der
Lernphase ausrichten, in der sich die Lernenden befinden. Steht der Erwerb neuer
Methoden und Begriffe im Vordergrund, sollte Technologie als Kontroll- oder auch
Experimentiermittel verwendet werden. Befindet man sich allerdings in der Phase des
Ubens und Anwendens bereits bekannter Inhalte und Algorithmen, kann das Operieren
an die Technologie ausgelagert werden und die dadurch eingesparte Zeit fiir einen
nachhaltigen Kompetenzerwerb durch beispielsweise Reflexion und Interpretation
genutzt werden. (Vgl. [70], S. 16)

1.2 GRAFIK- UND GEOMETRIESOFTWARE, FUNKTIONENPLOTTER

Das Erstellen von Konstruktionen mithilfe einer Dynamischen Geometriesoftware bietet
im Gegensatz zum hdndischen Arbeiten mit Zirkel und Lineal den Vorteil, dass bei
Anderungen (etwa beziiglich der Position oder auch Grofe) einzelner geometrischer
Objekte die Beziehungen zwischen den Objekten beibehalten werden (vgl. [75], S. 132).
Im sogenannten Zugmodus koénnen beispielsweise Punkte in der Grafikansicht
verschoben werden - alle davon abhdngigen Objekte werden automatisch angepasst.
Unter Zuhilfenahme des Spurmodus kann man sich den Weg anzeigen lassen, den ein
bestimmtes Objekt zuriicklegt.

Derartige Konstruktionsaufgaben werden allerdings eher in der Unterstufe durchgefiihrt,
in der Oberstufe findet der Einsatz meist nur beim Arbeiten mit Vektoren und Geraden im
Rahmen der analytischen Geometrie statt (vgl. [70], S. 30). Der Themenbereich
Kegelschnitte wiirde sich aber auch in der Oberstufe anbieten, um etwa die Konstruktion
einer Ellipse mithilfe der Software durchzufiihren, oder auch Eigenschaften der Kurven
zu untersuchen.
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Neben der dynamischen Geometriesoftware bietet GeoGebra auch einen Funktionsplotter
samt grafischer Werkzeuge an, welche im Gegensatz zur konstruktiven Geometrie weitaus
grofdere Verwendung in der Oberstufe finden. Hier stehen vor allem die Darstellung und
Analyse von Graphen im Vordergrund, bei denen beispielsweise die Nutzung von
Schiebereglern ein experimentelles Lernen ermdoglicht.

Durch eine solche entdeckende Arbeitsweise erfahren Schiiler eine kognitive Aktivierung,
wodurch nach Bruder der Lernprozess und die dadurch gewonnenen Erkenntnisse mit
positiven Emotionen verbunden werden (vgl. [76], S. 361) und zu einem
Kompetenzaufbau auf fachlicher und tiberfachlicher Ebene fiihren (vgl. [77], S. 159).

Der kombinierte Einsatz der Algebra- und Grafikfunktion ermdglicht es, denselben
Sachverhalt aus zwei unterschiedlichen Perspektiven zu betrachten. Da die Anzeige der
Algebra- und Grafikansicht in zwei benachbarten Fenstern erfolgt, werden
,Visualisierungen und das Prinzip der Interaktion von Darstellungsformen“ ( [78], S.
174ff) unterstiitzt.

Ein Beispiel dafiir wird in der nachfolgenden Abbildung dargestellt:

/ GeoGebra \

- Modell €
symbolisch (mathematische Objekte) ikonisch

~ Gerade _—F
@ f:1.02912x - 8.4818y = -73.49764 e
@ g:7.17312x - 4.6418y = 32.48641 gekoppelte /
~ Kegelschnitt ‘
@ ki(x-3)P+(y-52=16 \ . ’

Punkt Darstellungsformen |\ /
~® M=(3,5) ™ A
@ P=(11,10) -

Algebrafenster Geometrie- und
Grafikfenster

enaktiv (Maus)

enaktiv (Tastatur)

Lerner

Abb. 33: Ikonische und symbolische Darstellung (vgl. [78], S. 174ff)

Der Kreis kann sowohl durch Eingabe im Algebrafenster, als auch durch direkte
Manipulation (Verschieben) im Grafikfenster verandert werden. Ebenso konnen
Tangenten unter Verwendung der Maus in der Grafikansicht konstruiert oder mithilfe
eines Befehls im Algebrafenster erstellt bzw. deren Funktionsgleichungen eingegeben
werden. Durch eine derartige Interaktion der Darstellungsformen ( [78], S. 174ff) erfolgt
ein Lernprozess auf enaktiver (handlungsbezogener), ikonischer (bildhafter) und
symbolischer Ebene (vgl. ebd., S. 174ff), wodurch ein Kompetenzerwerb durch die von
Winter (siehe Kap. I, 4) beschriebenen Grunderfahrungen erméglicht wird.
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1.3 TABELLENKALKULATION

Wie der Name es schon vermuten lasst, werden in einem Tabellenkalkulationsprogramm
(numerische und alphanumerische) Daten in Form einer Tabelle eingegeben, verwaltet
und verarbeitet. Es besteht die Mdglichkeit, die Daten auf unterschiedliche Arten
graphisch aufbereiten und statistische Parameter dazu berechnen zu lassen. (Vgl. [79])

Die interaktive Verkniipfung mit Funktionsgraphen bietet einen weiteren grofden Vorteil,
da Anderungen am Graphen zeitgleich in der Tabelle aufscheinen (und umgekehrt) und
somit eine zusatzliche Moglichkeit der Interaktion der Darstellungsformen ( [78], S. 174ff)
gegeben ist.

Der Einsatz (relativer) Beziige erlaubt zudem einen neuen Blickwinkel auf den
Themenbereich rekursiver Modelle (vgl. [70], S. 28), da den Schiilern zeitaufwandige
Rechenarbeit abgenommen und durch die graphische Darstellung ein Untersuchen des
Modells erleichtert wird. Das Nutzen von Schiebereglern erméglicht eine Simulation bei
Anderung einzelner Parameter und bietet somit auch in diesem Bereich ein entdeckendes
Lernen anhand experimenteller Zugange. (Vgl. ebd., S. 75).

Weiters werden im Bereich der Statistik den Schiilern zeitintensive Berechnungen bzw.
das Erstellen von Diagrammen abgenommen, wodurch eine intensive
Auseinandersetzung mit den Inhalten stattfinden kann und somit der von Fischer
propagierten Lebensvorbereitung und Allgemeinbildung in die Hande spielt. Fischer
bezieht sich in seinem Konzept auf eine Formulierung Heymanns der unter anderem
meint,

J[es] werden im iiblichen Mathematikunterricht viele Qualifikationen, die im
beruflichen und privaten Alltag sehr hilfreich sind, nur unzureichend vermittelt: im
beruflichen und gesellschaftlichen Alltag spielen zunehmend ,weichere”
mathematiknahe Qualifikationen eine Rolle. Das ,harte” Rechnen kann in vielen
Fillen Maschinen (Taschenrechnern, Computern) liberlassen werden. Aber es
kommt in vielen Situationen darauf an, ein ,Feeling” fiir Zahlen und quantitative
Zusammenhdinge entwickelt zu haben, sich Gréfsenordnungen vorstellen zu kénnen,
Abschitzungen und Uberschldge vornehmen zu kénnen. Und da Mathematik als
Kommunikationsmittel eine immer griéfSere Bedeutung erlangt, ist es wichtig,
Zahlenangaben (etwa zu Wahrscheinlichkeiten), Tabellen, Statistiken und
graphische Darstellungen sachangemessen interpretieren zu kénnen. Weiter kann
der mathematisch verstdndige Umgang mit elektronischen Hilfsmitteln (die vielen
Mathematiklehrern noch immer suspekt sind) im Alltag grofsen Nutzen bringen. Und
last but not least ist dem Umsetzen einfacher Sachverhalte in mathematische
Modelle und umgekehrt erheblich mehr Aufmerksamkeit zu schenken”.

([11],S.150f)
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1.4 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNER

Aufler der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mittels CAS bieten alle der oben
genannten Software- und Hardwarel6sungen auch einen Wahrscheinlichkeitsrechner an,
der unter anderem Berechnungen zu verschiedenen Verteilungen, das Ermitteln von
Konfidenzintervallen, das Testen von Hypothesen und (mit Einschrankungen) das Losen
von Umkehraufgaben ermdglicht.

7 Wahrscheinlichkeitsrechner - O x
o c
-]
T T A =
Verteilung Statistik
kK PX=k)
0 00008 A
1 0.00684
2 0.02785
3 00716
4 013042
5 0.17886
6 019164
7 0.16426
8 0.1144
9 0.08537
10‘0‘03052
11‘00‘!201
12 0.00386
13‘000102
[) 2 4 1] 8 10 1. 16 18 20 14‘000022
p=6 o=204s39 |12 000004
/" Binomial ~ ~
n 20 p o3
HEHE
P(X=8 )= 0.88667 v
Abb. 34: GeoGebra: Wahrscheinlichkeitsrechner
- Binomialverteilung
€7 Wahrscheinlichkeitsrechner - [m] x £} Wahrscheinlichkeitsrechner - o X
po ] [=d o c
= -
TIAlz = TAlG a
Verteilung Statistik Verteilung  Statistik
i
08
06
04
02
i
=12 o=03 p=12 o=03
/" Normal v ~ [A normai v ~
w12 ¢ (0.3 p 12 g 03
HIBE HIEE
P(X <118 )= 0.25249 v P(X <118 )= 0.25249 v

Abb. 35: GeoGebra: Wahrscheinlichkeitsrechner - Normalverteilung
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Neben den bereits mehrfach angefiihrten Vorteilen der unterschiedlichen
Darstellungsmodi, liegt die Starke der Programme zweifellos in der raschen Berechnung
(ohne miihselige Verwendung von Tabellen) auf der Hand, wodurch auch in diesem
Bereich ein exploratives Lernen ermdoglicht wird. Natiirlich kommt auch hier die Frage
auf, inwieweit bestimmte Inhalte bzw. Methoden (wie etwa die Approximation der
Binomial- durch die Normalverteilung) durch den Einsatz von Technologie eventuell
liberholt sein mogen - dies zu hinterfragen obliegt jedoch den Erstellern des Lehrplans.

1.5 WERKZEUGKOMPETENZ

»,Wenn im Prozess bestimmte notwendige Operationen nicht durchgefiihrt werden
kénnen, weil die dazu erforderlichen Werkzeuge nicht beherrscht werden, so
beeinflusst das den Lernprozess. Der Umgang mit dem Werkzeug wird nun
Gegenstand der Handlung.” ([80],S.23)

Die Betonung des Werkzeugcharakters macht hier insbesondere deutlich, dass diese
Hilfsmittel im Mathematikunterricht einem ganz spezifischen Zweck unterliegen: Sie
werden genutzt bzw. konnen genutzt werden, um in kompetenter Weise Mathematik
zu betreiben. ([81],S.10)

Der Einsatz der oben genannten Werkzeuge verlangt von Schiilern eine zielgerechte
Handhabung, eine Werkzeugkompetenz also, die neben mathematischen Kompetenzen
im (kompetenzorientierten) Unterricht ebenfalls einen hohen Stellenwert einnehmen
sollte. Im Zuge dessen kommt den bereits mehrfach erwahnten Grunderfahrungen nach
Winter eine grofée Bedeutung zu, die alle drei bei der Entstehung und Schulung solcher
Kompetenzen ins Gewicht fallen (vgl. [81], S. 11).

Werkzeugkompetenzen, die einen versierten Umgang mit technologischen Hilfsmitteln
ermoglichen, setzen sich nach [81] aus folgenden Teilkompetenzen zusammen (vgl. ebd.,
S.22):

» der kontextgerechten Auswahl des Werkzeuges

» der Befdhigung das ausgewahlte Werkzeug nutzen und einsetzen zu kdnnen

» der Reflexionsfdhigkeit Uiber den sinngerechten Einsatz und die Grenzen des
Werkezugs

» der entsprechenden Dokumentation hinsichtlich des Bearbeitungsvorgangs und
der daraus erhaltenen Ergebnisse und Erkenntnisse

Das Austrian Center for Didactics of Computer Algebra (ACDCA) fiihrte im Auftrag des
Bildungsministeriums zwischen 1992 und 2005 Forschungsprojekte durch, in deren
Rahmen die ,Frage nach unverzichtbaren Grundkompetenzen beim Einsatz von
Technologie” ( [82], S. 5) untersucht wurde. Dabei stellte man fest, dass sogenannte
»Werkzeughandlungen in allen vier Handlungsbereichen des eingangs beschriebenen
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Kompetenzmodells auftreten, weshalb man diese Handlungen in die bereits bestehenden
Bereiche eingliederte. Angelehnt an die Handlungsbereiche formuliert Heugl ( [83], S. 36)
folgende vier ,Unterbereiche“, die den jeweiligen Bereich hinsichtlich seines
Technologiecharakters beschreiben (Vgl. [82], S. 5f):

| H1: Darstellen, Modellbilden | | H2: Rechnen, Operieren

= Strukturerkennungskompetenz:

= Modellkompetenz: < :
Mathematische Modelle kennen und /" Durch Strukturerkennung Eingabe und
nutzen Rechenweg entscheiden

¥ = (Hand)kalkiilkompetenz:

;'v = Textiibersetzungskompetenz: P 3 . .
Texte zuerst in , Textkonzentrate" und — - Operationen ohne Technologie ausfithren
Modellbilden, dann in die Sprache der Mathematik Rechnen !
Darstellen tibersetzen e
T ~ Operationen mit Hilfe der Technologie
» Werkzeugkompetenz: \ ausfiihren
Das Modellangebotder Technologie \‘
kennen und nutzen = Kontrollkompetenz:
Eingaben und Ergebnisse iiberpriifen
= Modulare Kompetenz:
Module nutzen, entwickeln,
verkniipfen
H3: Interpretieren | H4: Argumentieren, Begriinden
- Interpretatlopskomperenz: = Induktive Schlusskompetenz
Innermathematisches und p B «
s . (plausibles Schliefsen”)
problembezogenes Interpretieren
¥ = Visualisierungskompetenz: = Deduktive Schlusskompetenz
Graph. Darstellungen nutzen u. /' (,logisch exaktes SchlieRen)
Interpretieren interpretieren
u. -~ Argumentieren
LR = Werkzeugkompetenz: u. — = Werkzeugkompetenz: _
i Nutzen des Werkzeugs zur Interpretation Begriinden Unterstiitzen der Argumentation
N durch Technologie
e Dokumentations- und
Prisentationskompetenz: = Kontrollkompetenz:
Léftlng;wege und Ergebnisse darstellen und Korrektheit von Losungswegen und
prasentieren Ergebnissen tiberpriifen

Abb. 36: Handlungsbereiche - Technologieeinsatz ( [148], S. 35-39)

Heugl spricht sich fiir einen genetischen Zugang aus, der einen Erwerb der
Werkzeugkompetenz anhand passender Problemstellungen innerhalb bestimmter
Themen und nicht entkoppelt als ,Werkzeugkompetenz auf Vorrat” vorsieht (vgl. [70], S.
15).

Ich bekomme bei der Arbeit mit Schiilern regelmafdig aufgezeigt, dass derartige
Werkzeugkompetenzen meist nur sehr rudimentar ausgebildet sind. Dies fiithrt dazu, dass
Technologie entweder zur Ginze abgelehnt oder aber in Form eines reinen
Ausprobierens angewandt wird. Auch, wenn ein explorativer Zugang grundsatzlich seine
Vorteile bringen kann, ist es nicht das Ziel, samtliche Arbeitsschritte auf diese Weise
durchzufiihren, da dies einerseits den Zeitrahmen sprengen wiirde und andererseits auch
den eigentlichen Arbeits- und Lernprozess unterbrechen oder stéren kann.

Im Folgenden werden einige Aufgabenstellungen vorgestellt, anhand welcher
Werkzeugkompetenzen in den jeweiligen Bereichen vermittelt werden kénnen. Dabei
liegt das Hauptaugenmerk auf dem Arbeiten mit dem CAS, da Schiilern dieses
erfahrungsgemaf? die grofdten Schwierigkeiten bereitet.
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Die angefiihrten Trainingsaufgaben zielen darauf ab, ein grundlegendes Verstindnis fiir
die vielfaltigen Einsatzmoglichkeiten des Programms zu entwickeln. Sie diirfen daher
nicht (bzw. nur bedingt) als Aufgaben verstanden werden, die dem
Grundkompetenzaufbau auf inhaltlicher Ebene dienen. Da jedoch fiir einen solchen
Aufbau der zielgerichtete und verstdandliche Umgang mit der Software unabdingbar ist,
bieten sie die Basis fiir das Bearbeiten von weiterfithrenden Aufgaben, weshalb ihnen in
meinen Augen besondere Bedeutung zukommen sollte. Die angegebenen
Losungsmoglichkeiten konzentrieren sich auf die Vorgehensweise auf technologischer
Ebene und entsprechen nicht dem ausformulierten Losungsweg, der in diesem
Zusammenhang von den Schiilern erwartet wird. Zudem setzen sie voraus, dass bereits
im Vorfeld der Einsatz der Werkzeuge besprochen wurde. Falls die Aufgaben nicht im
Rahmen des Unterrichts mit dementsprechender Instruktion tiber das zu verwendende
Werkzeug zur Anwendung kommen, muss die Angabe um die Anweisung daruber
erweitert werden.

Anhand der Praxisbeispiele soll gezeigt werden, inwiefern die vorgestellten
Werkzeugkompetenzen bei Aufgaben im Schulalltag Anwendung finden. Die Aufgaben
sind meist Schulbiichern oder den Beispielsammlungen 5 zu Typ-1-Aufgaben des
Bundesministeriums fiir Bildung, Wissenschaft und Forschung entnommen und spiegeln
den Zugang der Schiiler, welchen ich in der Arbeit mit diesen regelmafdig beobachten
kann, wider. Auch hier geht es nicht in erster Linie um die Entwicklung eines
Grundkompetenzaufbaus, sondern darum, den Einsatz von Technologie, wie er in der
Praxis (vor allem in Priifungssituationen) meist stattfindet, sowie die dabei oftmals
auftretenden Schwierigkeiten darzustellen.

5 aufgabenpool.at und aufgabenpool.srdp.at
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1.5.1 CAS-WERKZEUGKOMPETENZ

EERRATNEERND
Abb. 37: Werkzeugleiste

Neben einer Leiste (siehe Abb. 37), iiber welche man Werkzeuge aus dem Bereich der
Analysis und der Algebra auswahlen kann, bietet GeoGebra auch die Moglichkeit, Befehle
direkt in die Eingabezeile (Abb. 38) einzugeben. Alle verfiigbaren Befehle werden in der
Eingabehilfe (Abb. 38) aufgelistet, die man in den beiden derzeit gebrauchlichen
Versionen des Programms folgendermafien findet:

Eingabehiife

Mathematische Funktionan ~
+ Alle Befehle
+/3D
+| Algebra
+/CAS spezifische Befehle
+| Diagramm
+/ Diskrete Mathematik
+| Finanzmathematik
- +| Funktionen & Analysis
X , + GeoGebra
| Eingabe: ( ) | + Geometrie
. - + Kegelschnitt
Version 5 3 e
+| Logik
+ Optimierungsbefehle
+| Skripting
+| Statistik
+ Tabelle
+| Text
+| Transformation
g +| vektor & Matrix
| 123 fx) ABC By ( )>< | + Wahrscheinlichkeit .
; - sqri(x) chrt(x) =
Version 6 avstn) onts
alt((x, y, 2)) arg(x)
konjugiere(x) fioor(x)
ceil(x) round(x)
log(b,x) expix)
In(x) lg(x)
Id(x) sin(x)
arcsin(x) cosix)
arccos(x) tan(x) v

Abb. 38: Eingabezeile und Eingabehilfe

A. HAUFIGE EINGABEFEHLER

Neben der richtigen Strukturerkennung bei der Eingabe, auf die ich im Folgenden noch
genauer eingehe, konnte ich folgende Eingabefehler der Schiiler hiufig beobachten:

» FEingabe von Dezimalzahlen

b CAS
] 3.4x-2=8 <::< Falsche Eingabe
—+ Uberpriifen Sie bitte Ihre Eingabe mittels Komma
b CAS
1 | 34x-2=8 Korrekte Eingabe
v 34x—-2=8 mittels Punkt

Abb. 39: Eingabe von Dezimalzahlen
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Eingabe von (Form)Variablen

Das Produkt zweier (oder mehrerer) Variablen erfordert die Eingabe
Multiplikations- oder Leerzeichens:

) CAS
; A=ab Falsche Eingabe: ab wird nicht als Produkt, sondern eine
/v A=ab einzige Variable aufgefasst
A=a'b . . . . . .
2 . A b Korrekte Eingabe mittels Multiplikationszeichens ,* “
=a
A=abh . . .
3 . A b Korrekte Eingabe mittels Leerzeichens
=a

Abb. 40: Eingabe eines Produkts zweier Variablen

Das Produkt aus einer Zahl und einer Variablen kann jedoch intuitiv erfolgen:

b CAS
1 | 5x-25=20
-+ 5x—25=20 Die Eingabe von 5x kann sowohl mit als auch ohne
5 | 5x25520 Multiplikations- bzw. Leerzeichen erfolgen
-+ 5x—25=20

Abb. 41: Eingabe eines Produkts einer Zahl und einer Variablen

Eingabe von Wurzeln

) CAS
1 sqrt(4x-3)
+ Jix—3 Die Eingabe der Quadrat- und Kubikwurzel kann
mittels Befehl sqrt und cbrt erfolgen und bereitet
2 | chr(d-20) meist keine Probleme
-+ &/—2x4+9

Abb. 42: Eingabe der Quadrat- und Kubikwurzel

Wurzeln mit anderen Wurzelexponenten werden liber den Befehl

eines

NteWurzel(Radikand,Wurzelexponent) eingegeben, wobei Schiiler oftmals Radikand

und Wurzelexponent vertauschen:

P CAS
1 NteWurzel(4, 6)

v Va
2 | NteWurzel(s, 4 )

. 6
/e <::: Falsche Eingabe von V4

Abb. 43: Eingabe von Wurzeln

Korrekte Eingabe von Y4
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* Definieren von Variablen und Funktionen

b CAS o ) CAS

1 | r=a Das Definieren von 3245

' Variablen oder 1 | foo=3x
vori=4 Funktionen erfolgt -+ f(x) :=3x2+5
V=r'2* 11 *h/3 mittels ,, ;= “ 2 | 1@
2
-+ V= E h=x -+ 53
3
} CAS )} CAS
_ Falsche Eingabe:

1 r=4 Schiiler vergessen oft . f(x)=3x"2+5
s or=4 den Doppelpunkt + f(x) =3x*+5
\=ph2* 11 *h/3 und kénnen so nicht

2 1 auf die Variable bzw. ) f(4)
»V=3h ¥ Funktion zugreifen - f(4)

» CAS
R Falsche Eingabe:
=3xM2+

L X Bei der Definition von
@ f:=3x"+5 Funktionen wird héufig

5 |14 f:= statt f{x):= verwendet
-+ 3x245

Abb. 44: Definieren von Variablen und Funktionen

B. STRUKTURERKENNUNG BEI DER EINGABE

Die sequentielle Eingabe von Termen, die von den meisten CAS verlangt wird, erfordert
eine hohe Strukturerkennungskompetenz, welche somit bereits vor dem Einsatz von
Technologie ausreichend geschult werden muss (vgl. [70], S. 17). Erfahrungsgemaf treten
die meisten Probleme bei der Eingabe von Briichen und Exponenten auf:

v CAS v CAS
—_— T
(2-7x)/(y+2)
L 274 Korrekte 1 3%(2%) Korrekte
y+2 Eingabe v B2 Eingabe
2-Txly+2
2 g . Fehlerhafte 2 | ' Fehlerhafte
v 2=T- y +2 Eingabe v B2y Eingabe

Abb. 45: Strukturerkennungskompetenz bei der Eingabe
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WERKZEUGKOMPETENZTRAINING
TRAININGSAUFGABE 1

Gib die Ausdriicke ein und iiberpriife deine Eingabe mit Hilfe von v :

a) (2a—b)3* 4
X
- e) 3=5x
b) 3x—4y? 8y
c) 47* 1_6?31
f) _—
3-2b (3-y)~2
d)
4a+1

Anmerkung: Das Werkzeug Behalte Eingabe ~  ermoglicht die Ausgabe eines
Ausdrucks in unverdanderter Form (es werden keine Vereinfachungen durchgefiihrt)

[+ cas (3a-2b)/(4a+1)
T} 4 3a-2b
(2a-b)"(3c) da+1
1
v (2a—-b)* (4IX)/((3-2x)/(8Y))
5
XAd/(3x-dy)2 1
2 v 3—2x
, x* By
(Bx—4y)’ (1-6YV3)(3y)-2)
3| 4 ° —Y
v —x v 3 -2
4 3-vy)

Abb. 46: Trainingsaufgabe 1 - Losungsweg

DIDAKTISCHER ASPEKT

Wie bereits erwahnt, ist es fiir ein problemloses Arbeiten mit CAS unerlasslich, den
Umgang mit Termen bereits im Vorfeld eingehend zu tben. Nur so ist es fiir Schiiler
moglich, die ,vorliegende Termstruktur zu erkennen und mit der Hierarchie von
Rechenoperationen vertraut zu sein® ( [73], S. 194). Ich habe aufierdem die Erfahrung
gemacht, dass die Eingabe eines Terms in ein CAS durchaus dazu anregen kann, iiber
Termstrukturen nachzudenken. Auch Weigand, Weth ( [84], S. 67) und Schneider ( [73],
S. 194) sprechen von einer Schulung der Strukturerkennung, welche etwa in Form eines
,Trial-and-Error-Prinzips“ auf explorative Weise in den Lernprozess eingebaut werden
kann bzw. gezwungenermafien durchaus von selbst stattfindet.
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Die Version 6 des Programms GeoGebra wartet mit einigen Anderungen auf, sodass
bereits wahrend der Eingabe des Terms die Darstellung in Bruchschreibweise oder auch
in Form von hochgestellten Exponenten erfolgt. Dadurch wird beispielsweise ein
Eingeben von Hochzahlen erleichtert, das korrekte Setzen von Klammern bei der Eingabe
von Briichen fallt aber auch hier nicht weg. Die Schiiler erhalten auf diese Weise jedoch
schon wahrend des Eingabeprozesses eine Riickmeldung tiber die Richtigkeit des
Eingetragenen, wodurch der Arbeitsvorgang vereinfacht wird.

Ein moglicher Losungsweg zu Trainingsaufgabe 1)a)d)f) mit Version 6 schaut
folgendermaf3en aus:

T £ =
(2a — b)*
1
/ (2a—b)*
i — 211) Bereits wahrend der
2 at Eingabe erfolgt die
y 3-2b Darstellung nicht mehr
4a+1 sequentiell.
_ by
3
3 B-y)°
v 1_%2
B-y)

Abb. 47: Losungsweg mit Version 6

C. STRUKTURERKENNUNG BEI DER AUSGABE

Eine Strukturerkennungskompetenz ist nicht nur bei der Eingabe, sondern auch bei der
Interpretation der ausgegebenen Ausdriicke vonnoten, da CAS Ergebnisse meist in
vereinfachter oder auch faktorisierter Form darstellen (vgl. [70], S. 18).

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING

Zeige mithilfe geeigneter Werkzeuge/Befehle, dass diese drei Ausdriicke
iibereinstimmen:

= 4% — 16ab + 16b?
= (2a — 4b)?

(4a—8b)?
4
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P CAS

(2a-4b)r2

! Multipliziers: 4 a2 — 16 a b+ 16 b?
Vereinfache((2a-4b)"2)

2 (a—2hb)’
(4a-8b)r2/4

: Multipliziere: 4 a2 — 16 a b+ 16 b?
Vereinfache((4a-8b)"2/4)

Yl (a—2b)?
Faktorisiere(4a*2-16a"b+16b42)

* s (a—2b)’

Abb. 48: Trainingsaufgabe 2 - Losungsweg

Ausmultiplizieren mittels @

Vereinfachte Darstellung mittels
Befehl Vereinfache

Ausmultiplizieren mittels @

Vereinfachte Darstellung mittels
Befehl Vereinfache

Faktorisieren des Ausdrucks mittels
Befehl Faktorisiere

DIDAKTISCHER ASPEKT

Bei der Interpretation und dem Vergleich von Ergebnissen, die nicht selbst durch
Umformungen, Berechnungen und Vereinfachungen hervorgebracht wurden, braucht es
einen geschulten Umgang mit den geeigneten Befehlen und Werkzeugen (vgl. [70], S. 18).
Zudem sind grundlegende Kenntnisse beziiglich der Strukturerkennung und dem
Arbeiten mit Termen ohne Technologieeinsatz unabdingbar.

BEISPIELE AUS DER PRAXIS

PRAXISBEISPIEL 1

Aufgabennummer: 1_038

Prifungsteil: Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: Multiple Choice (1 aus 6)

Grundkompetenz: AN 4.2

keine Hilfsmittel
erforderlich

besondere Technologie

méglich D erforderfich

[ gewohnte Hiffsmitte! ‘

Aufgabenstellung:

Gegeben sind Aussagen Uber die Lésung eines unbestimmten Integrals. Nur eine Rechnung ist
richtig. Die Integrationskonstante wird in allen Fallen mit ¢ = 0 angenommen.

Kreuzen Sie die korrekte Rechnung an!

fa-(2x+5)dx= (6x + 5

[ 8- (2x + 5)dx = 32 + 5x

Jfa-(z;u S)dx = (6x + 152

[3-(20+ Bjax = 31 + 5x)

[3:(2x + B)ax = 367 + 15

ofo|jo|Oo|(oO|D

[3-(2x + B)dx = 62 + 15¢

Abb. 49: Praxisbeispiel 1 [142]

Magliche Probleme bei der Bearbeitung

In der Praxis hat sich gezeigt, dass Schiiler bei
dieser Aufgabe zwar oft den richtigen Einsatz
der Befehle Integral oder auch Ableitung
beherrschen, die dabei erhaltenen Ergebnisse
jedoch aufgrund von Defiziten bei der
Strukturerkennung nicht auf  deren
Ubereinstimmung liberpriifen kénnen.



Die nachfolgende Aufgabe ist ein Beispiel dafiir, dass durch den Einsatz eines CAS der
Vorgang des Umformens zwar ausgelagert werden kann, der Arbeitsvorgang durch die
dabei auftretenden Probleme bei der Strukturerkennung (sowohl bei der Ein- als auch bei
der Ausgabe) jedoch nicht immer erleichtert oder beschleunigt wird.

Ein Flichenstiick, das vom Kegelschnitt4x? + 9y? = 16 und der x-Achse
eingeschlossen wird, rotiert um die x-Achse. Berechne das Volumen des dabei
entstehenden Drehkoérpers (vgl. [85], S. 57).

Mogliche Probleme bei der Bearbeitung
Da fiir die Berechnung des Rotationsvolumens im Intervall [a;b] um die x-Achse
V=m: f:(f(x))zdx = f:yzdx gilt,
bedarf es einer Umformung der Kegelschnittgleichung nach y2.

Dies ist jedoch im CAS nicht méglich, weshalb Schiiler die Gleichung tiblicherweise
nach y umformen lassen:

b CAS
Lése(4x"2+9y"2=16,y)
1
— y= —-2- 3 sy = 2. 3

Abb. 50: Umformung nachy

Es treten beim Quadrieren des erhaltenen Ausdrucks mittels CAS in weiterer Folge
meist grofde Probleme hinsichtlich der richtigen Struktureingabe auf. Zudem ist der
Zeitaufwand wesentlich grofder als bei einer Umformung, die ohne Technologieeinsatz
erfolgt. Die Schwierigkeiten, die durch den CAS-Einsatz auftreten, flihren meinen
Beobachtungen nach auflerdem oftmals dazu, dass Schiiler sich nur noch auf den
Umgang mit dem Programm konzentrieren, der Inhalt des Beispiels und somit auch das
grundlegende Verstandnis dafiir hingegen weitgehend auf der Strecke bleiben.

In meinen Augen ist es enorm wichtig, die Auslagerung von Rechenvorgingen im
Unterricht sehr durchdacht einzusetzen, um einen Verstandnisaufbau auf Schiilerseite
gezielt zu unterstiitzen. Aufderdem ist es nur so moglich, dass Fertigkeiten wie
beispielweise das elementare Umformen nicht verloren gehen. Leider geht der Trend -
meinen Beobachtungen aus der Arbeit mit Schiilern zufolge - jedoch eher in die Richtung,
dass der Grofiteil der Rechenarbeit an CAS iibergeben wird, wodurch Maturanten oftmals
nicht mehr in der Lage sind, einfachste Gleichungen hdndisch zu lésen. Mangelt es
zusatzlich noch an technologischen Werkzeugkompetenzen, verkommt das Losen einer
Aufgabe haufig zu einem reinen Ausprobieren, welches einem Wissensaufbau unter
Umstanden nur bedingt zutraglich ist.
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Schneider spricht sich etwa dafiir aus,

,dass es bei der Auslagerung keineswegs darum geht, auf mathematisches
Verstdndnis zu verzichten, [sondern] das Gegenteil der Fall [ist]: Operatives Wissen
und operative Fertigkeiten sollen nur soweit an CAS ausgelagert werden, als dies
didaktisch sinnvoll erscheint (was in jedem Einzelfall abzuwdgen, zu konkretisieren
und - allenfalls auch mit den Schiiler/inne/n - auszuhandeln ist).”

([73],S.36)

Auf diese Problematik geht auch das nachfolgende Beispiel aus der Praxis ein:

Algebraische Begriffe
Aufgabennummer: 1_001 Prafungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (x aus 5) Grundkompetenz: AG 1.2
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich U maoglich O erforderlich

Fur die Oberflache O eines Zylinders mit dem Radius r und der Hohe h gilt O = 2r2m + 2rmh.
Aufgabenstellung:

Welche der folgenden Aussagen sind im Zusammenhang mit der gegebenen Formel zutreffend?
Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!

O = 2rm - (r + h) entsteht durch Umformung aus O = 2r?m + 2rnh. O

Abb. 51: Praxisbeispiel 3 [129]

Mogliche Probleme bei der Bearbeitung

Bei der Aufgabe geht es unter anderem darum, die Richtigkeit der oben angefiihrten
Aussage zu untersuchen. Dabei gehen Schiiler oftmals wie folgt vor:

) CAS
2r* mA(r#h)==2r2* w42 m*h | Mittels ,==“ wird die Aquivalenz der
LR true beiden Ausdriicke Uberprift

Abb. 52: Uberpriifen der Aquivalenz

Natiirlich fiihrt dieser Weg — unter der Voraussetzung der strukturell korrekten Eingabe
- aus Sicht der Schiiler zu einem richtigen Ergebnis. Aus Perspektive der Lehrperson
kann aber weder Uberprift werden, ob der Schiiler den mathematischen Hintergrund
der Aufgabe verstanden hat, noch bietet diese Vorgehensweise die Moglichkeit einer
Kompetenzentwicklung auf inhaltlicher Ebene.

Die zuletzt angefiihrte Problematik ist ein Paradebeispiel dafiir, dass sich der Einsatz von
Technologie zum Aufbau von Wissen und Kompetenzen oftmals vom Einsatz bei der
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Wissensiiberpriifung (bei Schularbeiten oder der Matura) unterscheiden sollte. Dass
Schiiler in Priifungssituationen anhand gezielt eingesetzter Befehle oder Werkzeuge
Abkirzungen auf dem Weg zum Ergebnis nehmen, ist nicht zu dndern - innerhalb des
Lernprozesses ist es jedoch wichtig, darauf zu achten, dass Technologie nicht
ausschliefdlich als Mittel zum Zweck sondern auch als hilfreiche Unterstiitzung zur
Ausbildung eines Verstindnisses eingesetzt wird. Dazu kann es allerdings auch in
manchen Fillen notwendig sein, die Bearbeitung einer Aufgabe ganzlich ohne
Verwendung der Technologie zu verlangen.

Bei der oben genannten Aufgabe (Praxisbeispiel 3) ware eine Moglichkeit, die Schiiler im
Rahmen einer Hausiibung nicht nur die richtigen Antworten ankreuzen, sondern zu jeder
Aussage eine Begriindung formulieren zu lassen.

D. LOSEN EINER GLEICHUNG VS. BERECHNEN EINES AUSDRUCKS

In der Werkzeugleiste der CAS-Ansicht findet man unter anderem die Werkzeuge:
» Berechne symbolisch: liefert eine exakte Berechnung des Ausdrucks
» Berechne numerisch: gibt eine numerische Approximation des Ausdrucks aus
» Lése: bestimmt eine exakte Losung der Gleichung

» Lése numerisch: bestimmt eine numerische Losung der Gleichung

Lose

\

=1 Al e ra

N
Berechne / \ B
. Berechne Lose
symbolisch ) .
numerisch numerisch

Abb. 53: Werkzeugleiste der CAS-Ansicht

In der Praxis hat sich gezeigt, dass es enorm wichtig ist, die Schiiler auf die
unterschiedlichen Bedeutungen dieser Werkzeuge hinzuweisen und deren Einsatz in
verschiedenen Anwendungssituationen zu iliben, sodass das Lése-Werkzeug nicht zur
Berechnung eines Ausdrucks bzw. das Berechne-Werkzeug nicht zum Losen einer
Gleichung verwendet wird.

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING

a) Berechne den Ausdruck 4 - (—1)3 + § exakt und ndherungsweise.

b) Lose die Gleichung: 3 — 2x = x + 1 exakt und naherungsweise.
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3a)

1. Methode - Einsatz von Werkzeugen

) CAS
4*(-1)"3+1/3
1 11 Exakte Berechnung
— mittels | =
3
2 | 4(-1)'3+173 Niaherungsweise
~ —3.66667 Berechnung mittels

Abb. 54: Einsatz von Werkzeugen (3a)

2. Methode - Einsatz von Befehlen

Multipliziere(4*(-1)"3+1/3)

L 1 Befehl Multipliziere

3

2 | Numerisch(4*(-1)"3+1/3)

Abb. 55: Einsatz von Befehlen (3a)
3b)

1. Methode - Einsatz von Werkzeugen

v CAS
T 4
3-2x=x+1
1
i { 2 } Exaktes Losen mittels x=
Lose: 4 X =2
3
2 | 3-2Ex+ Niherungsweises Losen
NLése: {x = 0.66667} mittels | x~

Abb. 56: Einsatz von Werkzeugen (3b)

2. Methode - Einsatz von Befehlen

Lose(3-2x=x+1)
1
N {x — E} Exaktes Losen mittels Befehl Ldse
3
2 | NLOse(3-2x=x+1) Niherungsweises Lésen mittels
-+ {x=0.66667} Befehl NLdse

Abb. 57: Einsatz von Befehlen (3b)
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Im Folgenden werden Fehler aufgezeigt, welche bei der Eingabe von Schiilern in
diesem Zusammenhang haufig zu beobachten sind:

Falscher Losungsweg zu Aufgabe 3a)

» CAS
1 Y1341 Versuch, die Rechnung mittels Lisewerkzeug
Lése: {} zu berechnen x=

Abb. 58: Falscher Losungsweg (3a)

Falsche Lésungswege zu Aufgabe 3b)

) CAS
1 | 3-2x=x+ Versuch, die Rechnung mittels Werkzeug zur
= —2x+4+3=x+4+1 numerischen Berechnung = zulosen
) CAS Oft wird auch versucht, durch betitigen der
1 | 3-2x=x+1 Enter-Taste eine Gleichung zu 16sen. In diesem
W x4 3=x+1 Fall setzt Ge.oGebra das zuletzt verwendete
Werkzeug ein.

Abb. 59: Falsche Losungswege (3b)

In dieser Aufgabe geht es rein um den zielgerechten Einsatz der Befehle bzw. Werkzeuge
und nicht um eine kompetenzorientierte Aufgabengestaltung. Eine solche sollte
erfahrungsgemaf? erst dann zum Einsatz kommen, wenn die Schiiler eine ausreichende
Werkzeugkompetenz entwickelt haben. Andernfalls wird eine Aneignung fachlichen
Wissens durch eine Uberforderung auf technischer Ebene iiberlagert, da sich die
Lernenden rein auf den korrekten Technologieeinsatz konzentrieren. Das Lésen von
Gleichungen muss von den Schiilern natiirlich bereits davor ohne Zuhilfenahme von
Technologie beherrscht werden - der Einsatz der Befehle/Werkzeuge sollte hier nach
dem White Box/Black Box-Prinzip (siehe Kap. IV, 2.2) erfolgen (vgl. [70], S. 19).
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Die Hohe einer brennenden Kerze wird naherungsweise durch folgende Funktion
beschrieben:

h(t) = —-1,5t + 13 h(t) ... Hohe der Kerze zur Zeit t in cm
t..Zeit inmin

a) Aufwelche Hohe ist die Kerze nach 3 Minuten abgebrannt?
Lass dir die Losung als Dezimalzahl und als Bruch anzeigen.

b) Nach welcher Zeit ist die Kerze nur noch 8 cm hoch?
Lass dir auch hier wieder die Losung als Dezimalzahl und als Bruch anzeigen.

4a)
¥ CAS
T i
1| -1.5"3+13
85 Naherungsweise Berechnung mittels =
2 S Die Ausgabe als Bruch erhalt man, indem man in
L 17 die nachste Zeile wechseltund | = | auswahlt.
2 Der Zugriff auf die erste Zeile mittels $7 ist in
Abb. 60: Losungsweg (4a)  diesem Fall optional.
4b)
1. Methode
~ CAS
T i
8=-1.5t+13
1
e {t _ 1_30} Exaktes Losen mittels x-
5, | §1 Die Ausgabe als Dezimalzahl erhilt man, indem
_ {t=333333) man in die nachste Zelle w_echselt unq -
auswahlt. Der Zugriff auf die erste Zeile ~ ttels $1
Abb. 61: Methode 1 - ist in diesem Fall optional.
Losungsweg (4b)
2. Methode
8=-1.5t+13
1
o f,_10
Lése: =3
2 | ¥ Die Ausgabe als Dezimalzahl kann auch
NLsse: {t=3.33333} mittels x~ erfolgen.

Abb. 62: Methode 2 - Losungsweg (4b)
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Nachdem die Werkzeugkompetenz zunadchst anhand einfacher Aufgaben geilibt wurde,
kann man dazu iibergehen, den Schwierigkeitsgrad der Beispiele zu steigern.

Auf eine Bearbeitung der Aufgaben unter Verwendung der Funktionsschreibweise wird
hier absichtlich verzichtet, da es nur um die Werkzeugkompetenz bei der
naherungsweisen und exakten Berechnung von Ausdriicken bzw. dem naherungsweisen
und exakten Losen von Gleichungen geht. Meiner Erfahrung nach ist es wichtig, die
Schiiler darauf hinzuweisen, dass eine Losung auch im Nachhinein in ,andere Form“
(exakt/naherungsweise) gebracht werden kann, da diese tiblicherweise bei Auswahl des
falschen Werkzeugs die gesamte Eingabe l6schen und mit der Bearbeitung von vorne
beginnen.

Das Losen der Aufgaben ware natiirlich auch mithilfe von Befehlen moglich gewesen. Da
dies aber bereits in Trainingsaufgabe 3 beschrieben wurde und zudem der Einsatz von
Werkzeugen meist zeitsparender und auch weniger fehleranfallig ist, wird hier von einer
Losungsangabe abgesehen.

Ermittle die Losungen der Gleichung a) iber R, b) tiber C sowohl durch Faktorisieren
als auch mithilfe des geeigneten Lose-Befehls:

x*— x3— 2x>— 4x-24=0

b CAS
4 | Faktorisiere(x? - x* - 2x* - 4x - 24) Faktorisieren mittels Befehl
+ (x—3) (x+2) (x*+4) Faktorisiere

KFaktorisiere(x? - x* - 2x - 4x - 24) Faktorisieren tiber C mittels Befehl

+ (x—3)(x+2) (x+2i) (x—21)  FKaktorisiere

3 | Lése(x*-x*-2x*- 4x-24)

D {x=—2,x=3} Losen iiber R mittels Befehl Lése

4 | KLose(x4-x®-2x7 - 4x - 24)

G o{x=-2,x=3,x=20x=—2(} Losen tiber C mittels Befehl KLdse

Abb. 63: Losungsweg - Trainingsaufgabe 5

Anmerkung: mit Faktorisiere wird liber den rationalen, mit IFaktorisiere liber den
irrationalen Zahlen faktorisiert
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TRAININGSAUFGABE 6

Zeige, dass 5 eine Losung der Gleichung x* — 7x* + 3x + 35 =0 ist und ermittle die
weiteren Losungen durch Abspalten des Linearfaktors x — 5.

b CAS
1 | Ersetze(x® - 7x2 + 3x + 35=0 x,5) Mittels Befehl Ersetze wird x in der
5 0=0 Gleichung durch 5 ersetzt
2 | Faktorisiere(x'3-7x"2+3x+33) Abspalten des Linearfaktors durch
+ (x=5) (xX*—2x—17) Faktorisiere
g | oselcZ2eT) Berechnen der restlichen Lésungen
N {x:_2ﬂ+1,x:2¢§+1} mittel Lose

Abb. 64: Losungsweg - Trainingsaufgabe 6

’ erfolgen:

Das Ersetzen eines Ausdrucks kann auch mithilfe des Werkzeugs

yix=ix= f & @
< v v
» chs y
|£ | Ersetze - Zeile 1 X
1 X3-Tx2+ 3x + 35=0
2 Alter Ausdruck Neuer Ausdruck I- 1
Eingeben der Gleichung
A
[2]

Auswahl des Werkzeugs

3]
E| E Eintragen, wodurch

die Variable x ersetzt
werden soll

b CAS E

X3 - Tx2 + 3x + 35=0 .
1 Man erhalt folgende
Ersetze x=5' 53 _7.5243.5435 =0 €] Ausgabe

|l [5]

Berechnung mittels E

Abb. 65: Ersetzen eines Ausdrucks
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Anhand von Trainingsaufgabe 5 und Trainingsaufgabe 6 wird den Schiilern gezeigt, dass
das Losen einer Gleichung auch auf anderem Weg als durch reinen Einsatz eines Lose-
Befehls erfolgen kann. Zusatzlich wird von ihnen in Aufgabe 5 verlangt, die Losungen
anhand der erhaltenen Linearfaktoren ablesen zu kénnen. Man bewegt sich bei diesen
Aufgaben also einen Schritt weg von der Nutzung der Befehle als reine Black Box (siehe
Kap. 1V, 2.2) und leitet die Schiiler stattdessen dazu an, mithilfe des CAS nur einzelne
Schritte der hdandischen Berechnung zu ,iberspringen®.

Dies soll ihnen aufzeigen, dass ein CAS einerseits auch in Form einer Ergdnzung oder
Begleitung der eigenen Berechnungen bzw. Arbeitsschritte, andererseits aber auch als
Kontrollwerkzeug verwendet werden kann (vgl. [70], S. 16).

E. ZEILENBEZUGE

Der Einsatz von Zeilenbeziigen kann die Eingabe im CAS vereinfachen und beschleunigen,
wird jedoch von Schiilern erfahrungsgemaf nicht gerne verwendet.

Der Losungsweg zu Trainingsaufgabe 5 unter Einsatz von Zeilenbeziigen konnte
folgendermafien aussehen:

P CAS
1 | X*-X-2x2-4x-24 Eingabe des Ausdrucks, auf den spiter

S o 32 _A4x—24 zugegriffen werden soll

5 | Faktorisiere($1) —
+ (x—3) (x+2) (X +4)

KFaktorisiere($1)

5 (x=3)(x+2) (x+20) (x—210) Durch $1 wird ein Bezug zur Ausgabe
™ vonZeile 1 eingefiigt

4 | Lose(s1=0)
+ {x=-2,x=3}

5 | KLése($1=0)

+ {x=-2,x=3,x=20i,x=-2{} |-~

Abb. 66: Zeilenbeziige

Anmerkung: In dieser Aufgabe wird ein dynamischer Zeilenbezug $1 verwendet.
Anderungen in Zeile 1 wirken sich auch auf alle Berechnungen aus, in denen auf diese
Zeile Bezug genommen wird.

Sollen Anderungen in der Bezugszeile in weiterer Folge keine Auswirkungen haben,
muss man einen statischen Zeilenbezug #1 verwenden.
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BEISPIEL AUS DER PRAXIS

In der Praxis konnte ich beobachten, dass beispielsweise die folgende Aufgabe sowohl
beziiglich der Strukturerkennung bei der Eingabe, der sinnvollen Ergebnisausgabe sowie
auch des Einsatzes von Berechnungs- und Losewerkzeugen ein gewisses Fehlerpotential
aufweist.

PRAXISBEISPIEL 4

Aufgabennummer: 1_554 Aufgabentyp: Typ 1 B Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: FA 5.5

Das radioaktive Isotop Cobalt-60 wird unter anderem zur Konservierung von Lebensmitteln
und in der Medizin verwendet.

Das Zerfallsgesetz fir Cobalt-60 lautet N(t) = N, - e™%'2'*¢* mit t in Jahren; dabei bezeich-
net N, die vorhandene Menge des Isotops zum Zeitpunkt ¢ =0 und N(f) die vorhandene
Menge zum Zeitpunkt t = 0.

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie die Halbwertszeit von Cobalt-60!

Abb. 67: Praxisbeispiel 4 [134]

PRAXISBEISPIEL 4 - MOGLICHER LOSUNGSANSATZ

Methode 1 Methode 2
P CAS » CAS
0.5=e"(-0.13149t) 0.5=e%(-0.13143) Exaktes Losen
1 1 _ BLas, ;
T, %:e"ﬁ#"t o g = e mlttelsE
, st ) _ 2 | ¥ Ausgabe als
) Naherungsweises Lose: {t= % In(Z)} Dezimalzahl
Nugse: {t=15.27T148} [ ssen mittels mittels E
3 |82
~ {t=5.27148}
Abb. 68: Methoden zur Losung von Praxisbeispiel 4
PRAXISBEISPIEL 4- HAUFIGE FEHLER
> CAS Bei der » CAs Die exakte Ausgabe der
0.5=e(-0.13149t) . .

0_5=__> Eingabe des ) L, Losung fuhr‘t oft zu der

1 1 e Exponenten G og=em Annahme, ein falsches
T o =te wird auf die $1 Ergebnis erhalten zu haben.

Klammer : . {t _ looo00 (2)} Viele Schiiler brechen die
vergessen 13149 Bearbeitung der Aufgabe
1 hier ab.
I

> Abb. 69: Haufige Fehler (Praxisbeispiel 4, Teil 1)
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v

) CAS
Die Gleichung wird im Vorhinein
0.5"N_0=N_0"e"(-0.13145t . . .
E ( ) nicht ausreichend vereinfacht
1
N % No = Np e_l:mt

2 | 0.5"N_0=N_07e'(-0.1314%Y) | \fjttels erhilt man dadurch
Lese: {No =0} keine Losung

Abb. 70: Haufige Fehler (Praxisbeispiel 4, Teil 2)

F. UMFORMEN EINER GLEICHUNG

Ich sehe haufig, dass Schiiler Gleichungen in einer Variablen problemlos mithilfe des CAS
l6sen konnen, jedoch das Umformen einer Gleichung oder Formel nach einer bestimmten
Variablen meist nicht beherrschen.

Anhand des Befehls Ldse( <Gleichung>, <Variable> ) wird eine Gleichung bzw. Formel nach
der angegebenen Variable umgeformt.

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING
TRAININGSAUFGABE 7

2
Hier siehst du, wie mithilfe des CAS die Formel V = % nach der Variable h

umgeformt wurde:

» CAS
Lése(V=(r2* 1 *h)/3, h)

re

Abb. 71: Umformung nach Variable h

1

2
Forme im CAS die Formel 4 = % zuerst nach r und danach nach ¢ um!

» CAS

Lése(A=(r"2" T *a)/360.r)

> {r=6\/10.7“l‘;”’,r=_6\/10.7”22”r}

1

Lése(A=(r"2" T *a)/360,a)

- {a:BGO-L}
¥

Abb. 72: Lésungsweg - Trainingsaufgabe 7
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DIDAKTISCHER ASPEKT

Auch in diesem Fall ist es unerldsslich, dass Schiiler bereits im Vorfeld das Umformen von
Gleichungen bzw. Formeln ohne Technologieeinsatz beherrschen. Es geht auch in dieser
Aufgabe wieder einzig um das Erlernen der korrekten Eingabe - die Interpretation der
dabei erhaltenen Ergebnisse spielt in Anwendungsaufgaben natiirlich eine grofde Rolle
und erfordert weitere technologie-unabhdngige Kompetenzen, denen neben den
Werkzeugkompetenzen im Unterricht unbedingt Aufmerksamkeit geschenkt werden
muss.

Da den Schiilern hier nicht der Befehl mitsamt der korrekten Syntax, sondern eine
exemplarisch geloste Aufgabe vorgegeben wird, werden diese dazu angehalten, sich
selbststandig mit der korrekten Eingabe auseinanderzusetzen, wodurch zusatzlich auch
der Fokus auf die Strukturerkennung gerichtet werden muss.

G. LOSEN EINES GLEICHUNGSSYSTEMS

Das Losen eines Gleichungssystems kann unter Verwendung der bereits bekannten
Werkzeuge und oder auch des Befehls Ldse( <Liste von Gleichungen>, <Liste von
Variablen> ) erfolgen.

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING
TRAININGSAUFGABE 8

Lose das Gleichungssystem ;3. 4y =10

II1 2y =-5
X =2y ==

a) unter Verwendung eines Befehls aus der Werkzeugleiste

b) mithilfe des Befehls Ldse

8a) -
» CAS 1 [|3x-4y=10 2
1| 3x-4y=10 - 3x—4y=10

Markieren der
1/2x-2y=-5 Zeilen

I %x—Zy:—S

- 3x—4y=10 ¢ Eingeben

der
Gleichungen

1/2x-2y=-5

d %x—2y=—5

3 | {51.82) 3
Lose {{x=10,y=5}} < Losen mittels

Abb. 73: Losungsweg - Trainingsaufgabe 8a
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8b)

b CAS

-+ {{x=10,y=5}}

1 | Lése({3x-4y=10,1/2x-2y=-5}, {x,y})

Losen des Gleichungssystems mittels Befehl
Lése( <Liste von Gleichungen>, <Liste von Variablen> )

Abb. 74: Losen mittels Befehl

Das Losen unter Verwendung von Zeilenbeziigen ist natiirlich ebenfalls méglich:

} CAS

1 | 3x-4y=10
-+ 3x—4y=10

1/2x-2y=-5

nd 1x—2y=—5

2
-

3 | Losq({$1. 3214 v}

- {{x=10,y =5}}

Zugriff auf die Gleichungen iiber
dynamische Zeilenbeziige

Abb. 75: Losen mittels Zeilenbezug

TRAININGSAUFGABE 9

Ermittle im CAS die Funktionsgleichung der abgebildeten Funktion f{x):

)

-8 7

-5 -4 -3 2 -1 o 1 2 3 a4 5 [

Abb. 76: Graph - Trainingsaufgabe 9

P CAS

a"(-2)"2+b*(-2)+c=1
1
+ 4a—2b+c=1

a*3"2+b*3+c=3
+ 9a+4+3b+4+c=3

» Herauslesen von drei Punkten auf f(x) aus
der Grafik

a*6"2+h*6+c=6
—+ 36a+6b+c=6

= Einsetzen der Koordinaten in
f(x) =ax*+bx+c

{$1. %2, $3}

a3 a1
Lose: T R T R T

Losen des Gleichungssystems mittels
}} (Vergleiche Losung zu Aufgabe 8a)

Abb. 77: Lésungsweg - Trainingsaufgabe 9

94



DIDAKTISCHER ASPEKT

Die Verwendung der Funktionsschreibweise wurde bei der Losung zu Trainingsaufgabe
9 vermieden, da einzig das Losen des Gleichungssystems geiibt werden soll. Zusatzlich
bietet diese Art der Losung den Vorteil, dass Schiiler auf dem Weg das - oft
problembehaftete - Einsetzen von Koordinaten in Funktionsgleichungen bewerkstelligen
missen.

Das Verwenden von Befehlen oder Werkzeugen zum Ldsen von Gleichungssystemen ist
ebenfalls erst dann sinnvoll, wenn Schiiler den Losungsvorgang handisch beherrschen.
Der Einsatz des CAS als Black Box (siehe Kapitel IV, 2.2) dient der Bearbeitung von
Aufgaben, in welchen das Losen des Gleichungssystems nicht im Mittelpunkt steht, und
Schiiler durch das Auslagern der operativen, teilweise zeitaufwendigen Handlungen den
Fokus auf den eigentlichen Inhalt der Aufgabe (z.B. das Interpretieren von Sachverhalten)
richten kénnen.

Das folgende Beispiel aus der Praxis zeigt, wie eine derartige Aufgabenstellung aussehen
kann.

BEISPIEL AUS DER PRAXIS
PRAXISBEISPIEL 5

Ermittle die Lage der drei Ebenen:
gix—y—z=-1
& 2x—2y+z=4
&3:—2x+2y+5z=18

(vgl. [86], S.195)

» CAS
1 | Xy-z=-1 B
+ x—y—z=-1
2 | 2x-2y+z=4
+ 2x—2y+4+z=4 - : . —
L Losen d.es Glelllchungssystems mittels
3 | -2xe2y+52=8 (Vergleiche Losungsweg zu Aufgabe 8a)

- —2x+2y+5z=8

4 | (51,5253}
Lose: {{x=y+1l,y=y,z=2}}

_—

Abb. 78: Losungsweg - Praxisbeispiel 5

Hier kommt den Schiilern die Aufgabe zu, das durch Technologieeinsatz erhaltene
Ergebnis (geometrisch) korrekt zu deuten. Es kommt somit zu einer Verschiebung des
Schwerpunktes weg vom Operieren hin zum Interpretieren (vgl. [70], S. 22).
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H. ARBEITEN MIT FUNKTIONEN

Durch das Definieren von Funktionen werden beispielsweise ein rasches Aufsuchen von
Funktionsgleichungen, ein effizientes Arbeiten mit sowie das Untersuchen von
Funktionen (auch in mehreren Variablen) ermdéglicht.

b CAS
1 | f(x):=3x"2+5 Das Definieren von Funktionen
S of(x) i= 3245 erfolgt mittels ,, :=
2 | 14) Dadurch kann danach auf diese
-+ 53 Funktion zugegriffen werden

Abb. 79: Definieren von Funktionen

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING

Wie bereits erwahnt, kann Trainingsaufgabe 9 auch unter Verwendung der
Funktionsschreibweise gel6st werden:

TRAININGSAUFGABE 10

Ermittle im CAS die Funktionsgleichung der abgebildeten Funktion f{x).
Definiere dafiir zuerst die allgemeine Funktionsgleichung und erstelle danach das
passende Gleichungssystem, indem du auf diese Funktionsgleichung zurtickgreifst.

6

5

)

-8 =i -6 -5 -4 -3 =2 -1 1) 1 2 3 4 5 6

Abb. 80: Graph - Trainingsaufgabe 10

o [

1 fx=arx2+bix+e Definieren der allgemeinen Losen des Gleichungssystems
- f(x) i=ax’+bx+c Funktionsgleichung mittels
f-2)=1 _ (Vergleiche Losungsweg zu

2 L 4a—2btc=1 E Aufgabe 8a)
- Das Einsetzen der l

® L Qat3b4c=3 — [ Koordinaten erfolgt unter

Verwendung der zuvor 52,53, 54}

4 fer=e definierten Funktion Lose: {{a = % ,b= % o= %}}

-+ 36a+6b+c=86 _

Abb. 81: Aufsuchen der Funktionsgleichung
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Um die erhaltenen Koeffizienten méglichst unkompliziert in die Funktionsgleichung
einzusetzen, hat sich folgende Vorgehensweise in der Praxis bewahrt:

» CAS

f(x):=a"x"2+b"x+c
1
-+ f(x) ;=ax’*+bx+c¢

A

f(-2)=1
+ d4a—2b+c=1

f(3)=3
<+ 9a+4+3b+4+c=3

1(6)=6
-+ 36a+6b+c=6

Zeile 5 in Zeile 1 ,ziehen“:

{82, 33, 54}

i - auf Zeile 5 Klick
Lése; {{a:%,b:g’c:%}} aur Zeile icken

- zu Zeile 1 ziehen und dariiber
,loslassen”

20 "3 20

3
- . $1
| Man erhalt diese Ausgabe —> | s \ 5 a7
|:| Ersetze, {a=3/40,b=13/40. ¢ =27/20} P x4

4
Durch Klicken auf den
kleinen Kreis wird
automatisch eine
Funktion mit
entsprechenden g(x):=Ersetze($1,Reduzieren({$5})
Koeffizienten erstellt
(und auch im Grafik- ® - g(x):= 3 e B2
. 40 40 20
Fenster angezeigt)

Abb. 82: Einsetzen der Koeffizienten

Das Einsetzen der berechneten Werte in die allgemeine Funktionsgleichung kann
alternativ auch tiber die Verwendung des Befehls Ersetze erfolgen:

Das Ergebnis aus Zeile 6 wird mittels Zeilenbezug
in den allgemeinen Funktionsterm von f{x)

® - g(x) :=3x+3x"—x | eingesetzt. Der Graph der Funktion wird dabei
automatisch im Grafikfenster angezeigt.

7 | 9(x):=Ersetze(f,$5)

Abb. 83: Einsatz des Zeilenbezugs

Folgende Probleme konnte ich haufig bei der Bearbeitung von Aufgaben dieser Art
beobachten:

fix)=a"x"2+b"x+c Bei der Definition der Funktion wird
+ f(x) =ax’+bx+c auf den Doppelpunkt vergessen

Abb. 84: Fehlerhafte Eingabe (Doppelpunkt)
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P CAS
f(x):=ax"2+bx+c Bei der Eingabe der Variablen wird auf das

b F(x) = ax’ +bx+c Multiplikationszeichen vergessen

b CAS

f(x):=a"x"2+b"x+c
1
-+ f(x) ;= ax’+bx+c

f(-2)=1
+ da—2b+c=1

f(3)=3
-+ %9a4+3b+c=3

1(6)=6
+ 36a+6b+c=6

5 | {55253 $4)
t’:se: {}

Beim Losen des Gleichungssystems
wird die erstle Zeile ebenfalls markiert

Abb. 85: Fehlerhafte Eingabe (Multiplikationszeichen)

Das Arbeiten mit Funktionen ist fiir viele Schiiler problembehaftet, da oftmals die
grundlegenden Vorstellungen, welche fiir eine funktionale Denkweise notwendig sind,
unzureichend entwickelt wurden.

In [87] wird funktionales Denken folgendermaf3en charakterisiert:

e Phdnomene, denen funktionale Zusammenhinge zugrunde liegen (z.B. zeitliche
Entwicklungen, Kausalzusammenhange, willkiirlich gesetzte Abhingigkeiten
zwischen Grofien), erfassen, beschreiben sowie die gefundenen
Zusammenhdnge interpretieren und fiir Problemlésungen verwenden,

e (Grundvorstellungen Zu Funktionen (Zuordnungsvorstellung,
Kovariationsvorstellung, Objektvorstellung) situationsangemessen nutzen
und zwischen verschiedenen Grundvorstellungen flexibel wechseln,

e Darstellungsformen von Funktionen (z.B. Tabelle, Term, Graph) verstehen,
erstellen, interpretieren, ineinander transformieren und problemlésend

nutzen. [[87], S.70]

Durch den Einsatz von Technologie erhalt man die Moglichkeit, alle drei angefiihrten
Aspekte in den Unterricht zu integrieren, wobei die Darstellung und der Wechsel
zwischen den Darstellungsformen sicherlich besonders ins Gewicht fallen.

Bei der Arbeit mit Funktionen im CAS ist es meiner Meinung nach unerldsslich, dass
Schiiler bereits im Vorfeld ausreichende Grundvorstellungen auf diesem Gebiet
entwickelt haben. Nur so ist es moglich, durch den Technologieeinsatz neues Wissen und
zusatzliche Fertigkeiten generiert zu konnen, da andernfalls die fehlenden Kompetenzen
und in diesem Zusammenhang vor allem der korrekte Einsatz der Funktionsschreibweise
ein Arbeiten im CAS erschweren oder sogar verhindern.

98



BEISPIELE AUS DER PRAXIS
PRAXISBEISPIEL 6

s(t) = —0,5t> + 2t + 0,7
s(t) ...in Metern, t ...in Sekunden

» CAS

1

s(t) :=-0.5t+ 2t + 0.7

- s(t) :=7%t2+2t+:—0
s(0
2 (0)
7
-5
10
1
3 s(1)
11
-+ —
5
s(t)=2
4 1, 7
nd _Et+2t+ﬁ_2

$4

NLgse: {t = 0.81678,t = 3.18322}

Die Flugbahn eines Balles wird durch die Funktion s(t) beschrieben:

a) Berechne, aus welcher Hohe der Ball weggeworfen wird.
b) Berechne, in welcher Hohe sich der Ball nach einer Sekunde befindet.

c) Berechne, nach welcher Zeit der Ball eine Hohe von 2 Metern erreicht.

Berechnen der gesuchten
Funktionswerte zu a) und b)

Losen der Gleichung (zu c))

mittels

Abb. 86: Losungsansatz - Praxisbeispiel 6

Ublicherweise gehen Schiiler bei der Berechnung folgendermafien vor:

2=-0.5t"2+2t+0.7

1., 7
©2=—sP42t4gn

Abb. 87: Umstandliche Eingabe

$4

NLese: {t = 0.81678,t = 3.18322}

Trotz Definition der Funktion zu
Beginn wird nicht auf diese
zuriickgegriffen und die Gleichung
zur Ganze neu eingegeben.

Nattrlich ist auch diese Art der Berechnung legitim - im Gesprach mit Schiilern hat sich
jedoch gezeigt, dass die Vorgehensweise auf mangelhaftes Verstiandnis im funktionalen
Denken hinweisen kann.
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Im Schulbuch Mathematik verstehen 7 findet man folgendes Beispiel:

Der Graph einer Polynomfunktion f vom Grad 3 geht durch den Ursprung. Die
Tangente an den Graphen im Ursprung hat eine negative Steigung und schliefst mit
der positiven ersten Achse einen Winkel von 135° ein. Im Punkt (1/5) hat die
Tangente die Steigung 14. Gib eine Termdarstellung der Funktion f an!

([88],S.63)

} CAS
f(x):=a*x*3+b*x"2+c*x+d

1 5 ) Definition der Funktion
= f(x) :=ax’+bx"+cx+d

f(0)=0

2 | d—0 fgeht durch den Ursprung
f(0)=tan(135°) Steigungswinkel der Tangente im
3 ..
= c=—1 Ursprung betragt 135°
1w ht durch (1/5
¢ ~ a+b+c4+d=5 Jgehtdurch (1/5)
s f(1)=14 Steigung der Tangente an der
~ 3a4+2b+c=14 Stelle 1 ist 14
5 | {82, 83, 54, 5} Losen des Gleichungssystems

Lose: {{a=3,b=3,c=-1,d=0}} (siehe Aufgabe 8a)

7 | 9(x):=Ersetze($1.Reduzieren({$6})) Einsetzen der erhaltenen Koeffizienten in
® - g(x):=3x+3x—x die Funktionsgleichung (siehe Aufgabe 10)

Abb. 88: Losungsansatz - Praxisbeispiel 7

Bei dieser Art von Aufgabe konnte ich haufig folgende Vorgehensweisen der Schiiler

beobachten:

b CAS
iy =are3+bh2ec Statt direkt auf die 1. Ableitung zuzugreifen, wird

1 ) ) diese in einem Zwischenschritt ausgerechnet und
= f(x) :=ax’+bx"+cx+d v 1 « -
danach ,handisch” eingesetzt.

Ableitung(f)
2 Dies fiihrt zu Problemen beim Ldsen des

=~ 3ax*+2bx+ . , )

ax e Gleichungssystems mittels Werkzeug, da Schiiler
meist die Zeile, in welcher sie die Ableitung
= 3a+2b+c=14 berechnet haben, ebenfalls markieren.

3a"1"2+2b*"1+c=14

Abb. 89: Problematische Eingabe - Praxisbeispiel 7
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P CAS

f(x) :

f(x):=a"x*3+b™x*2+c"x+d

=ax’+bx’+cx+d

f(0)=tan(4
A

c=1

E)
61978

Bei der Eingabe des Winkels wird auf das
Grad-Symbol (°) vergessen

Abb. 90: Fehlerhafte Eingabe - Praxisbeispiel 7

PRAXISBEISPIEL 8

Eine ehemalige Klausuraufgabe (Matura, 9.5. 2014) lautet wie folgt:

Aufgabennummer: 1_348

Aufgabentyp:  Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format

Grundkompetenz: AG 2.1

Aufgabenstellung:

Punktladungen halbiert wird!

Der Betrag F der Kraft zwischen zwei Punktladungen g, und g, im Abstand r wird be-
schrieben durch die Gleichung F=C q‘r—fe (C ... physikalische Konstante).

Geben Sie an, um welchen Faktor sich der Betrag F der Kraft andert, wenn der Betrag der
Punktladungen g, und g, jeweils verdoppelt und der Abstand r zwischen diesen beiden

Abb. 91: Praxisbeispiel 8 [117]

» CAS

F(g_1.9_2.r):=C*q_1"q_2/r2

PRAXISBEISPIEL 8 - MOGLICHER LOSUNGSANSATZ

Definieren der Funktion

Schiler tibersehen hierbei oft,
dass die Funktion von qs, gz
und r abhdngen muss.

-+ F(an,qu.r) = Cq1~%
F(20_1.2¢_2.1/2)

2 R
+ 16 Cq - 2

3 %2/%1 <::
-+ 16

Falls Probleme beim Ablesen des Faktors auftreten,
kann dessen Berechnung beispielsweise anhand von
Zeilenbeziigen erfolgen.

Abb. 92: Lésungsansatz - Praxisbeispiel 8
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1.5.2 GRAFIK/GEOMETRIE-WERKZEUGKOMPETENZ

Wie bereits erwahnt, findet das Erstellen geometrischer Konstruktionen mithilfe von
Technologie hauptsachlich in der Unterstufe statt - in der Oberstufe kommen derartige
Verfahren meist nur in der analytischen Geometrie zur Anwendung (vgl. [70], S. 30).
Stattdessen kommt bei der Verwendung von Grafikwerkzeugen und -ansichten vor allem
der Darstellung und Analyse von Funktionen grofie Bedeutung zu, weshalb sich die
folgenden Trainingsaufgaben auch zum Grof3teil darauf beziehen.

Bei GeoGebra sind Algebra - und Grafik -Ansicht eng miteinander verkniipft:
‘ \

NRE Sl s AN E R
—» | Eingabe: I
b Algebra X||» Grafik X
&
4_
5
4
=

-4 -3 12 -1 0 1 2 3 4 5 [} T

Abb. 93: Algebra- und Grafik-Ansicht

\
Zu Eingaben, die in der Eingabezeile getatigt werden, erfolgt (falls mathematisch moglich)

eine Anzeige der zugehorigen Darstellungen im Grafikfenster. Zu Konstruktionen, die im
Grafikfenster durchgefiihrt werden, werden im Algebrafenster die algebraischen oder
numerischen Beschreibungen aufgelistet. (Vgl. [89], S. 5)

Objekte konnen entweder mithilfe der Werkzeuge, die in der Werkzeugleiste der Grafik-
Ansicht aufgelistet sind, oder anhand von Befehlen direkt in der Eingabezeile erstellt
werden.

R A~ D OO L) N =2 3

Abb. 94: Werkzeugleiste der Grafik-Ansicht
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Werkzeuge fiir Punkte

2]~ % > old

i o™ Punkt

Punkt auf Objekt

‘f Punkt anh@ngen / loslésen

>( Schneide

L* Mittelpunkt

,Z Komplexe Zahl

N Extremum
(\} Nullstellen

Punkt: durch Klicken in die Grafikansicht wird ein
Punkt erstellt

Schneide: zeigt den Schnittpunkt bzw. die
Schnittpunkte zweier ausgewahlter Objekte (die
Auswahl kann sowohl im Algebra- als auch im
Grafikfenster erfolgen) an

Extremum: bestimmt die lokalen Extremstellen einer
Funktion

Nullstellen: bestimmt die Nullstellen einer Funktion

Abb. 95: Werkzeuge fiir Punkte

Werkzeuge fiir Geraden

A0l 4]
/ Gerade
" Strecke

~”  Strecke mit fester Lénge
~~ Strahl
S Polygonzug

/ Vektor

-;'; Vektor von Punkt aus abtragen

Gerade: durch Auswahl zweier Punkte wird eine
Gerade durch diese Punkte erstellt

Vektor: erzeugt einen Vektor zwischen zwei Punkten

Vektor von Punkt aus abtragen: ermittelt jenen Punkt,
der durch Anhingen eines Vektors an einen Punkt
entsteht

Abb. 96: Werkzeuge fiir Geraden

Werkzeuge fiir Messungen

<]
& Winkel
'

Winkel mit fester GréRe

AN

Abstand oder Lénge

2
4

ﬂ Flache
/A Steigung
{1.2}

?

Liste

a=h Beziehung

Fj Funktionsinspektor

Winkel: bestimmt den Winkel zwischen zwei Objekten

Steigung: zeigt die Steigung und das Steigungsdreieck
einer Geraden an

Funktionsinspektor: Analyse eine Funktion in einem
vorgegebenen Intervall - z.B. Hoch- und Tiefpunkt,
Nullstelle, Integral, Funktionswerte, ...

Abb. 97: Werkzeuge fiir Messungen
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Werkzeuge fiir Aktionsobjekte

a=2
——

2.2 Schieberegler

ABC Text
M sid
Schaltflache

a=1| Eingabefeld

Kontrollkéstchen

Schieberegler: erstellen eines
Schiebereglers, der die Beobachtung
dynamischer Veranderungen
(hinsichtlich verschiedener Objekte
oder auch Berechnungen) ermoglicht

Abb. 98: Werkzeuge fiir Aktionsobjekte

= Allgemeine Werkzeuge

VergréRere

(&
Q
a

Verkleinere

Beschriftung anzeigen / ausblenden

A
&  Ubertrage Format

B Loschen

Verschiebe Grafik-Ansicht

Objekt anzeigen / ausblenden

Verschiebe Grafik-Ansicht: verschieben des angezeigten
Bereichs und skalieren der Achsen

Vergroéfsere/Verkleinere: vergrofiert bzw. verkleinert
den dargestellten Bildausschnitt

Abb. 99: Allgemeine Werkzeuge

€2 GeoGebra Classic 5

Eingabe
b Algebra

X

b Grafik

= m} X

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe [ﬁ
DR%ENoERNEE l

Riickgdngig/Wiederherstellen:

In der rechten oberen Ecke findet

4 man die Schaltflachen, mithilfe
s derer man die zuletzt
2 durchgefiihrten Aktionen

| riickgdngig machen bzw.
wiederherstellen kann.

Abb. 100: Riickgangig/Wiederherstellen
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A. DARSTELLUNG UND ANALYSE VON GRAPHEN

Bei der Darstellung von Graphen kommt es oft zu Problemen hinsichtlich der
Einstellungen des dargestellten Bildbereichs, wodurch in weiterer Folge die Analyse
erschwert oder sogar verhindert wird.

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING

a) Gegeben ist die Funktion fi R - R mit f(x) = x> — 9x% + 15x + 13
1) Stelle den Graphen der Funktion in einem geeigneten Koordinatensystem dar.
2) Bestimme die Nullpunkte graphisch und zeichne diese ein.

3) Bestimme die lokalen Extrempunkte graphisch und zeichne diese ein. Beschrifte
den Hochpunkt mit H, den Tiefpunkt mit 7.

b) Stelle den Funktionsgraphen der Funktion aus a) in einem zweiten Grafik-Fenster
dar.

1) Berechne die Nullpunkte sowohl unter Verwendung eines Befehls als auch
mithilfe eines Werkzeugs. Blende die Punkte in der Grafik-Ansicht aus, die du
anhand des Befehls erhalten hast!

Vergleiche die erhaltenen Werte mit jenen aus a)2)!

2) Berechne die lokalen Extrempunkte anhand eines Befehls sowie unter Einsatz
eines Werkzeugs. Blende die Punkte in der Grafik-Ansicht aus, die du anhand des
Befehls erhalten hast!

Vergleiche die erhaltenen Werte mit jenen aus a)3)!

3) Ermittle den Schnittpunkt mit der zweiten Achse anhand einer Methode deiner
Wahl. Beschrifte diesen mit S.

» Algebra X | » Grafik

a) Funktien

) f(x) = x*—9x2 4+ 16x 413
2unkt
) A= (-0.62008, 0) i H

) B=(3.33651,0)
15
/
5
J
-1 -05 0 (2] 1 15 2
5

) C=(6.28357, 0)
Abb. 101: Graph zu Trainingsaufgabe 11

105

) T=(5,-12)




Dafiir benétigte Werkzeuge:

Einzeichnen der Punkte:

o™ Punkt

Punkt auf Objekt anhand des Werkzeugs Punkt und Auswahl
‘/' Punkt anhangen / loslbsen (durch Klicken) direkt in der Grafik

® b= Punkt D
Polarkoordinaten
Objekt anzeigen Umbenennen von Objekten:
A% Beschriftung anzeigen
# Spurein durch Rechtsklick auf den Punkt im Algebra- oder

Zometicolein Grafikfenster und den Mentipunkt Umbenennen
|| Umbenennen

// Léschen

..+ Eigenschaften ...

Abb. 102: Fiir Trainingsaufgabe 11 benoétigte Werkzeuge

Eine weitere Moglichkeit, um bestimmte Punkte auf einem Funktionsgraphen zu
bestimmen, stellt das ,Abfahren” des Graphen dar:

Durch Auswahl des Werkzeugs * punit und anschliefiendes Klicken auf den
Funktionsgraphen wird ein Punkt auf dem Graphen erzeugt. Mithilfe des Werkzeugs
Bewege & kann man den Punkt entlang des Graphen bewegen und die Koordinaten
der gesuchtén Punkte im Algebra-Fenster ablesen.

b Algebra X | b Grafik
Funktion 1
® f(x) =x*—9x’+15x+13 bl |
Punkt

> | ® A=(1.61017, 17.99331)

Die Koordinaten des

Punktes dndern sich  —

automatisch bei der _—

Bewegung entlang des

Graphen b Algebra X | » Grafik
Funktion

® fx) =x*—9x2+15x+13

Punkt
P> | @ A =(4.49006, -10.57236)

30

Abb. 103: Bewegen des Punktes entlang des Graphen
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b)

Offnen eines zweiten Grafik-Fensters:
Ansicht Einstellungen Werkzeug

Im Meniipunkt Ansicht findet man den Unterpunkt Grafik 2, Bl Aigetra
welcher ein zweites Grafik-Fenster 6ffnet. Die Anzeige der " Tabelle
Objekte, die anhand von Befehlen oder Werkzeugen erstellt x= CAS
werden, erfolgt im jeweils aktiven Fenster. @ Grafik
@ Graflk 2
» Algebra Um den Graphen derselben Funktion in beiden
v Fenst i der Funktionsterm
@ () = X' 90X 4 15 +13 enstern anzuzeigen, muss der Fun
® h(x) =x’—0x"+15x+13 zweimal mit unterschiedlicher Bezeichnung in
die Eingabezeile eingegeben werden.
/
L /\\ |
TN ”,yf \\ |
/ \\\ “r' \ /
{ e = / [ \\\ /
Ny / A
{ A | Nl
| N
|
Abb. 104: Offnen eines zweiten Grafik-Fensters
Dafiir bendétigte Werkzeuge:
» Grafik 2
1) Nullpunkte:

= Befehl Nullstelle(h(x))
= Werkzeug {\/ Nulstelien
= Eine weitere Moglichkeit stellt das

Schneiden der Funktion mit der x-Achse
mittels > Schneide dar

Abb. 105: Einzeichnen der Punkte

2) Lokale Extrempunkte: 3) Schnittpunkt mit y-Achse:
= Befehl Extremum(h(x)) =  Befehl schneide(h(x),x=0)
=  Werkzeug [N/ Extremum »  Werkzeug > Schneide

Ein- bzw. Ausblenden von Objekten:

Durch Aktivieren bzw. Deaktivieren des kleinen Kreises im Algebra-Fenster, wird ein
Objekt im Grafik-Fenster ein- bzw. ausgeblendet

- B wird angezeigt: - ® B = (3.33651, 0) - B wird nicht angezeigt: - B=(3.33651, 0)
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Ein nicht zu vernachlassigender Aspekt bei dieser Aufgabe ist es, die passenden Fenster-
und Achseneinstellungen zu finden, sodass der Graph entsprechend angezeigt und
analysiert werden kann. Hierbei ist es hilfreich, den Lernenden auch die Moglichkeit der
Achsenanpassung anhand des Zusammen- oder Auseinanderziehens der Achsen
nahezubringen, da sonst meist nur auf das Zoom-Werkzeug zuriickgegriffen wird. Es
kommt sehr oft vor, dass Schiiler einen Arbeitsauftrag aufgrund ungeeigneter
Einstellungen nur teilweise oder auch gar nicht durchfilhren koénnen. In diesem
Zusammenhang kommt somit haufig fehlendes Wissen iiber Eigenschaften von
Funktionen und iiber das Aussehen der entsprechenden Graphen zum Vorschein. So ist es
beispielsweise moglich, dass durch einen unpassenden Bildausschnitt der Funktion
dritten Grades keinerlei Extremwerte zugeschrieben werden:

Ungeeignete Geeignete
Fenstereinstellungen Fenstereinstellungen

Abb. 106: Fenstereinstellungen

Fehlendes Grundlagenwissen fiihrt jedoch auch dazu, dass die Darstellung nicht
hinterfragt wird. Hier zeigt sich, dass der sinnvolle Gebrauch von Technologie oft auch die
notwendigen Grundkompetenzen auf inhaltlicher Ebene erfordert.

Der Einsatz von Technologie zur Analyse von Graphen hangt sehr stark von der
Lernphase, in welcher sich die Schiiler befinden, ab. Beim ersten Kennenlernen des
Themas kann es sinnvoll sein, das Programm in Form einer Black-Box zu verwenden, um
an die notwendigen Informationen zu gelangen. Dies ermdéglicht einen experimentellen
und intuitiven Zugang zur Materie fernab von Kalktlorientierung oder ,trockenem*
Theoriewissen (vgl. [84], S.90). In weiterer Folge liegt es an der Lehrperson, die
Arbeitsauftrage dementsprechend anzupassen, dass der Technologieeinsatz in Form
einer reinen Black-Box nicht mehr ausreicht (z.B. durch Einfordern von Rechenwegen
oder Begriindungen) (vgl. [70], S. 25).

Neben dem Anpassen der Fenstereinstellungen kommt der tibersichtlichen Gestaltung in
dieser Trainingsaufgabe grofde Bedeutung zu, denn auch das Ein- bzw. Ausblenden sowie
Beschriften von Objekten spielt hinsichtlich einer strukturierten Darstellung eine grof3e
Rolle. Auf der einen Seite wird dadurch eine nachtragliche Kontrolle der Aufgaben durch
die Lehrkraft erleichtert, auf der anderen Seite hilft es den Schiilern, die erhaltenen
Informationen und durchgefiihrten Aktionen zu einem spateren Zeitpunkt
nachzuvollziehen.

Das Arbeiten mit zwei Grafik-Fenstern, die nebeneinander aufscheinen, erleichtert den
Vergleich, bietet aber auch eine gute Moglichkeit, den Schiilern aufzuzeigen, dass der
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Graph derselben Funktion durch unterschiedliche Achseneinstellungen voneinander
abweichende Formen annehmen kann.

Gegeben ist die Funktion f: [-3; 3] » R mit f(x) = — %x“ + x? +%
a) Stelle den Graphen der Funktion im angegebenen Definitionsbereich dar.

b) Ermittle die Schnittpunkte mit den Achsen auf zwei Arten und zeichne diese ein.
Blende mehrfach angezeigte Punkte aus.

c) Bestimme alle lokalen und globalen Extremstellen - markiere und beschrifte diese
in der Grafik.

globale LB 5 P ¢ globale
Mirhmumstelie, % 1 0 1 % 4 Minimumstelle
globale und lokale globale und lokale
Maximumstelle 05 Maximumstelle

f

Abb. 107: Graphik zu Trainingsaufgabe 12

a) Mittels Befehl Funktion( <Funktion>, <Startwert>, <Endwert> ) wird der
Funktionsgraph nur im angegebenen Intervall angezeigt:

‘ Eingabe: (-1/8x 4+x"2+1/2, -3, 3)

b) Ermitteln und Ausblenden der Schnittpunkte: siehe Trainingsaufgabe 11

c) Das Ermitteln der Extremstellen erfolgt entweder graphisch oder aber auch
konstruktiv (z.B. liber senkrechte Geraden, die mit der x-Achse geschnitten
werden).

Anhand des Werkzeugs #ec ¢  wird die Beschriftung eingefiigt. Mittels
Rechtsklick auf den Text kann man iiber den Menlipunkt . Eigenschatten...  die
farbliche Gestaltung vornehmen.

109



Die Aufgabenstellungen sind in diesem Fall relativ offengehalten, sodass die Schiiler in
ihrer Arbeitsweise nicht allzu stark eingeschrankt und zu einer gewissen Kreativitit
angeleitet werden. Dadurch erhalt die Lehrkraft die Moglichkeit, Einblick in die
Denkweise der Schiiler und Informationen iiber den Stand der Werkzeugkompetenzen zu
erhalten. Dies setzt natiirlich voraus, dass der Einsatz von Werkzeugen und Befehlen
vorab ausreichend eingeiibt wurde.

Wie in Trainingsaufgabe 11 kommt auch hier der tlibersichtlichen Formatierung und
Darstellung grofde Bedeutung zu. In c) wurde auflerdem absichtlich nicht darauf
hingewiesen, die Extremstellen auf der x-Achse einzuzeichnen. So ermdglicht diese
Aufgabe, den Wissenstand bzw. die Existenz von Grundkompetenzen nicht nur auf
technologischer Ebene zu iiberpriifen.

17 5
x24+=x—-1

Gegeben ist die Funktion f: R > Rmit f(x) = —x* +— -

a) Ermittle graphisch und rechnerisch den Funktionswert an der Stelle 2.

b) Kennzeichne den Funktionswert an der Stelle -1 in der Grafik. Achte auf eine
passende Beschriftung!

c) Bestimme alle Stellen fiir die gilt: f(x) = 0.

d) Beschreibe das Monotonieverhalten, indem du die notwendigen Informationen
aus der Grafik abliest.

a) Eine Moglichkeit zur graphischen Ermittlung des Funktionswerts:

e = Erstellen des Punktes A=(2/0): | Eingabe:|(2,0)

B =  Konstruieren der Senkrechten durch A auf die x-
Achse mittels j\( Senkrechte Gerade

= Schnittpunkt B zwischen Funktion und

A senkrechter Gerade anhand von | > schneide
-2 -1 0 1 E 4 .
\, bestimmen

2 = y-Koordinate des Punktes B, der nun im

Algebrafenster angezeigt wird, entspricht dem
Abb. 108: Ermittlung des Funktionswerts Funktionswert an der Stelle 2: B = (2, 4)

Die rechnerische Ermittlung des Funktionswerts erfolgt beispielsweise durch
folgende Eingabe in die Eingabezeile: ‘ Eingabe: (2)

Der berechnete Wert wird danach im Algebrafenster angezeigt: a=4
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b) Eine Moglichkeit zur Ermittlung und Kennzeichnung des Funktionswerts:

=  Gerade x = —1 einzeichnen: ‘ Eingabe: x=-1 C ,
= Schnittpunkte (C und D) dieser Geraden o
mit der x-Achse und der Funktion 2 1 \i/ ) 2

bestimmen: S sehneide

= Ausblenden von x=-1:
®gl:x=A gl:x=-

&

=  Erstellen der Strecke zwischen den

Punkten C und D:

=  Ausblenden der Punkte C und D

=  Beschriften von f(—1): 4aBc Text L 5 \i/ i ?

i
s

Abb. 109: Kennzeichnung des Funktionswerts

c) Ermitteln der Nullstellen beispielsweise durch Schneiden der Funktion mit der
x-Achse:

RGP \

Abb. 110: Ermitteln der Nullstellen

d) Ablesen der Monotonieintervalle anhand der Koordinaten der zuvor bestimmten
Extremstellen mit Hilfe von A/ exremum

-1 0 i 2
H
-2

Abb. 111: Ermitteln der Extremstellen
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Durch den konstruktiven Zugang bei der Ermittlung des Funktionswertes werden Schiiler
zu einer intensiven Auseinandersetzung mit der Thematik angehalten. Das Arbeiten mit
Funktionen erweist sich in der Praxis haufig als sehr problembehaftet, da Schiiler neben
fehlendem theoretischem Wissen oftmals keine ausreichende Vorstellung beziiglich des
Funktionswerts an einer Stelle haben. Umso wichtiger ist es in meinen Augen, diesem
Sachverhalt besondere Bedeutung zukommen zu lassen und auf verschiedenen Ebenen
zu begegnen.

So fithrt der Einsatz von Technologie oft dazu, dass durch Berechnung des Funktionswerts
im CAS (z.B. durch Eingabe von f{2)) das Ergebnis nicht mehr mit einem , Einsetzvorgang"”
verbunden wird, wodurch auch ein Verstandnis auf inhaltlicher Ebene verloren geht.
Dieser Problematik kann beispielsweise durch regelmafiiges hdndisches Berechnen
entgegengewirkt werden.

Daneben spielt aber meiner Ansicht nach auch die graphische Interpretation zur
Ausbildung eines Grundverstindnisses eine grofde Rolle, weshalb diese in der
Trainingsaufgabe im Mittelpunkt steht. Die exakte Bestimmung und Kennzeichnung des
Funktionswerts setzt allerdings ein Mindestmafd an Wissen liber den Einsatz der
Konstruktionswerkzeuge voraus, weshalb auch dieser im Vorfeld (meist in der
Unterstufe) genug Beachtung im Unterricht finden sollte. Andernfalls kann ein
Unvermoégen im konstruktiven Vorgang die eigentliche Thematik liberlagern und auf
Schiilerseite zu Frustration anstelle eines Wissenszuwachses fiihren.

Die Berechnung des Funktionswerts tiber die Eingabezeile und die Darstellung des daraus
erhaltenen Ergebnisses sollte meines Erachtens nach ebenfalls thematisiert werden. In
meinen Augen ist diese nur bedingt sinnvoll, da sich durch die uniibersichtliche Ausgabe
im Algebra-Fenster zum Beispiel das Zuriickgreifen auf das Ergebnis im Nachhinein oft
als problematisch erweist. In diesem Zusammenhang ist ein Berechnen im CAS wesentlich
tibersichtlicher und dadurch zu einem spateren Zeitpunkt auch besser nachvollziehbar.
In dieser Aufgabe geht es jedoch einzig um das Einiiben von Werkzeugkompetenzen in
der Grafik- und Algebra-Ansicht, weshalb die Mdéglichkeit der Berechnung auf diese Art
der Vollstandigkeit halber aufgezeigt wird.
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BEISPIEL AUS DER PRAXIS
PRAXISBEISPIEL 9

Aufgabennummer: 1_463 Aufgabentyp: Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: Multiple Choice (x aus 5) Grundkompetenz: FA 1.5

Gegeben sind fiinf Funktionsgleichungen.
Aufgabenstellung:

Welche dieser Funktionen hat/haben eine waagrechte Asymptote?
Kreuzen Sie die zutreffende(n) Funktionsgleichung(en) an!

2
=2 a
fx) =2 O
fX=% O
e
w=(3) | O
100 =x* 0

Abb. 112: Praxisbeispiel 9 [130]

Sollte die Darstellung der Funktionsgraphen nicht ausreichen, kann durch folgenden
Befehl die Existenz der Asymptoten tiberpriift werden: = Eingabe: Asymptote(r)

Etwaige Asymptoten werden danach sowohl im Algebra- als auch im Grafik-Fenster
angezeigt:

) Algebra }» Grafik
Funktion

2
‘.f(x)=; 10

Liste

® N1={y=0,x=0} 5

fis -10 j 5 10
-5

=10

Abb. 113: Asymptoten

Obwohl diese Aufgabe zu Beginn meist zu groféen Problemen fiihrt, finden viele Schiiler
durch Ausprobieren den notwendigen Befehl heraus. So wird das Beispiel oft korrekt
beantwortet - bei einem nachfolgenden Gesprach dartiber stellt sich allerdings haufig
heraus, dass dies ohne Verstandnis iiber den Sachverhalt geschieht.
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B. EINSATZ VON SCHIEBEREGLERN

Schieberegler bieten die Moglichkeit, auf experimentelle und dynamische Weise den
Einfluss von Parameteranderungen auf grafischer, algebraischer und numerischer Ebene
zu untersuchen. Um diese gezielt einsetzen konnen, braucht es auch in diesem Bereich
eine Werkzeugkompetenz, welche sich vor allem auf die der jeweiligen Aufgabe
entsprechenden Einstellungen des Schiebereglers bezieht.

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING

Gegeben ist eine Funktion f(x) = ax? + bx + c mita,b,c € Runda # 0.

a) Untersuche den Einfluss der Parameter a, b und c auf den Graphen von f.

b) Wie miissen a, b und c gewahlt werden, damit die Funktion 1) eine, 2) zwei bzw.
3) keine Nullstelle hat? Gib jeweils mindestens zwei verschiedene Funktionsterme
an.

Um auf einfache Weise Schieberegler zu erhalten, wird die allgemeine
Funktionsgleichung in die Eingabezeile eingegeben. Man wird direkt nach der Eingabe
von GeoGebra gefragt, ob man fiir a, b und ¢ Schieberegler erstellen mochte:

Erstelle Schieberegler X

? Erstelle Schieberegler fiur: a, b, ¢

Abb. 114: Schieberegler

Alternativ kann man Schieberegler auch mithilfe von | =2 schiebereger erstellen.
Nach Auswahl des Werkzeugs wird durch Klicken in die Grafikansicht der Schieberegler
an der gewiinschten Stelle platziert.

O fe) =1 ﬂ‘ , ——==] Durch Aktivieren des Spurmodus hinterlasst der
unktionf: f(x)=ax?+bx+c | .
o ! omrert ari Funktionsgraph bei Anderung des Schiebereglers eine
®b=1 jekt anzeigen ] . .
® oo A% Beschriftung anzeigen Spur, anhand derer man die Auswirkungen auf den
& Spurein

Graphen gut erkennen kann.
Abb. 115: Spurmodus
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Mit Hilfe der Schieberegler werden die Werte der Parameter verandert und so deren
Einfluss auf das Aussehen des Graphen untersucht:

Variation von a: Variation von b: Variation von c:

Abb. 116: Variation der Parameter

Aspekte, die bei der Bearbeitung der Aufgabe beachtet werden sollten:

» Die Schrittweite des Schiebereglers sollte relativ grof gewdhlt werden, da
andernfalls die Anzeige im Spurmodus sehr untibersichtlich werden kann.

Durch Rechtsklick auf den Schieberegler kommt man iiber das
Untermenti Eigenschaften zu den wichtigsten Einstellungsmoglichkeiten

Zahin

“.| Objekt anzeigen

A7 Beschriftung anzeigen Grundeinstellungen Schieberegler Farbe Position Algebra Ei
Animation ein

Intervall
Objekt fixieren

# Absolute Position am Bildschirm >

b/ Umbenennen
/. Léschen

2 min: -5 max: 5 Schrittweite:

* ., Eigenschaften ...

Abb. 117: Einstellungen des Schiebereglers

* Die Spur wird durch Verschieben oder Zoomen der Ansicht wieder ausgeblendet.

* Der Parameter a nimmt bei Variation des Schiebereglers auch den Wert 0 an,
wodurch eine lineare Funktion angezeigt wird.

= Bei der Eingabe der allgemeinen Funktionsgleichung wird oft auf das
Multiplikationszeichen vergessen: | Eingabe: f{x)=a*xA2+b*x+c

= Schiiler haben oft das Problem, den unterschiedlichen Darstellungen im Nachhinein
die passenden Parameterwerte zuzuordnen. Sie sollten daher dazu angehalten
werden, die Variation des Schiebereglers ,schrittweise vorzunehmen und die dabei
erhaltenen Graphen sofort zu beschriften.

115



» Bei Einsatz eines Schiebereglers wird meist auf die Einstellungsoptionen vergessen.
Je nach Aufgabenstellung sollte deshalb thematisiert werden, welche Werte
bestimmte Parameter (nicht) annehmen diirfen und wie die Schrittweite zu wahlen
ist.

* Um aussagekraftige Informationen beziiglich eines Parameters zu erlangen, ist es
auch wichtig, die anderen beiden fest zu halten und sich auf die Variation eines
einzigen Parameters zu konzentrieren - Schiiler tendieren jedoch dazu, alle drei
Parameter ,gleichzeitig” zu variieren.

Bei dieser Art von Aufgabe geht es darum, Schiillern auf experimentelle Weise die
Parametervariation und deren Auswirkung auf den Funktionsgraphen naher zu bringen.
Auch, wenn dieser Zugang eine aktive und anschauliche Auseinandersetzung mit der
Thematik ermoglicht, sollte der Lehrperson bewusst sein, dass dieser meist nicht zu
allgemeingiltigen Aussagen hinsichtlich des Zusammenhangs der Anzahl der Nullstellen
und der Werte der Parameter flihrt. Sollte dieser Aspekt ein Lernziel einer solchen
Aufgabe sein, kann es sinnvoll sein, dies im Nachhinein genauer zu thematisieren. Heugl (
[70], S. 27) spricht sich hier ebenfalls dafiir aus, dass der experimentellen Phase ein
algebraisches Begriinden folgen sollte.

In meiner Arbeit mit Schiilern hat sich gezeigt, dass ein Einsatz von Schiebereglern
vielfach dann erfolgt, wenn Probleme beim Losen einer Aufgabe (nicht nur hinsichtlich
grafischer Aspekte) auftreten. Auf diese Art wird erstaunlich oft die richtige Losung
bestimmt - im Gesprach mit den Schiilern stellt sich jedoch haufig heraus, dass dies durch
ein Ausprobieren und nicht aufgrund des notwendigen Verstandnisses geschehen ist. Ein
solcher Zugang ist innerhalb bestimmter Lernphasen dem Prozess des Verstehens
zutraglich - es darf aber nicht auf3er Acht gelassen werden, dass dadurch oftmals nur der
Anschein eines verstandigen Losevorgangs erweckt wird.
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BEISPIELE AUS DER PRAXIS
PRAXISBEISPIEL 10

Aufgabennummer: 1_716 Aufgabentyp: Typ1 B Typ2 O

Aufgabenformat: Lickentext Grundkompetenz: FA 1.5

Gegeben ist eine quadratische Funktion f: R — R mit f(x)=a-x*+b-x+c¢
(a,b,c € R und a=0).

Aufgabenstellung:

Ergénzen Sie die Textllicken im folgenden Satz durch Ankreuzen des jeweils richtigen Satz-
teils so, dass eine korrekte Aussage entsteht.

Wenn @ gilt, so hat die Funktion f auf jeden Fall @ .
0] @
el E
b=0 O 2zwei reelle Nullstellen O
c>0 O ein lokales Minimum O

Abb. 118: Praxisbeispiel 10 [138]

PRAXISBEISPIEL 10- HAUFIGE FEHLER/PROBLEME

Durch Erstellen von Schiebereglern fiir a, b und ¢ werden die Auswirkungen der
Parametervariationen auf den Graphen beobachtet. Dabei wird oft vergessen, dass nicht
nur der in der linken Box angefiihrte Parameter isoliert, sondern auch das
Zusammenspiel aller Parameter untersucht werden muss.

Dies flihrt beispielsweise dazu, dass folgende Antwortmoglichkeit ausgewahlt wird:
Wenn a < 0 gilt, so hat die Funktion fauf jeden Fall zwei reelle Nullstellen.

Der Parameter a wird variiert, b %
und ¢ werden aufer Acht gelassen

~

Alle dadurch erhaltenen .
Funktionen haben zwei - @@
reelle Nullstellen \\\

v

o
n
-

o
n

L 2

Abb. 119: Probleme - Praxisbeispiel 10
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PRAXISBEISPIEL 11

Aufgabennummer: 1_240 Prifungsteil:  Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (x aus 5) Grundkompetenz: FA 1.2
= keine Hilfsmittel 0 gewohnte Hilfsmittel 0 besondere Technologie
erforderlich maoglich erforderlich

Gegeben ist die Formel r = "%?' fur s, t,u>0.

Aufgabenstellung:
Wenn u und s konstant sind, dann kann r als eine Funktion in Abhéngigkeit von t betrachtet

werden. Kreuzen Sie denjenigen/diejenigen der unten dargestellten Funktionsgraphen an,
der/die dann flr die Funktion r moglich ist/sind!

2 Achse 2 Achse
A
f
] m]
1. Achse 1. Achsa
2. Achsa 2 Achse
r
O 1, O
1. Achse 1.Achse
2. Achsa
A
m]
1.Achse

Abb. 120: Praxisbeispiel 11 [124]

PRAXISBEISPIEL 11 - MOGLICHER LOSUNGSANSATZ

1]

Durch Eingabe von

» Algebra » Grafik | Eingabe:|r[t]=25"‘2"tfu |
~ Funktion

]
-]

» t s werden automatisch
® r(t)=2-082. ) , .
L7 =17 < Schieberegler fiir u und
Zahl ®
s erstellt

Lo ueir LA
2]

g Bei Variation von u und s dndert

sich der Graph nur hinsichtlich
seiner Steigung und man kann

/| . .

/ erkennen, dass es sich um eine
homogene lineare Funktion

pd

handeln muss

e

Abb. 121: Losungsansatz - Praxisbeispiel 11

PRAXISBEISPIEL 11- HAUFIGE FEHLER/PROBLEME

Bei dieser Aufgabe wird haufig iibersehen, dass s und u positiv gewahlt werden miissen.
Da aber bei den Antwortmoglichkeiten keine fallende homogene lineare Funktion zur
Auswahl steht, fallt diese Problematik meist nur im direkten Gesprach mit Schiilern auf.
Insofern halte ich es fiir sinnvoll, Aufgaben mit Antwortmoglichkeiten zu (er)stellen,
welche die Schiiler auch diesbeziiglich zum Nachdenken anregen.
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Eine derartige Aufgabenstellung kénnte zum Beispiel folgendermaf3en aussehen:

Durch V = r? - - h wird das Volumen eines Drehzylinders mit Radius r und
Hohe h beschrieben. Kreuze diejenige Abbildung an, welche die Abhdngigkeit
des Volumens vom Radius bei konstanter Hohe darstellt!

/\D O O
\D O O

Abb. 122: Formel als Funktion

C. ARBEITEN MIT VEKTOREN

Aufgrund des visuellen Aspekts bietet GeoGebra ein hervorragendes Mittel zur
Darstellung von und zum Arbeiten mit Vektoren — sowohl in der Ebene als auch im Raum.

Die Eingabe eines Vektors erfolgt entweder iiber den Befehl Vektor( <Anfangspunkt>,
<Endpunkt> ) oder lber die direkte Eingabe der Koordinaten, dhnlich der Eingabe eines
Punktes, jedoch durch Benennung anhand eines Kleinbuchstabens:

» Algebra
Punkt

Eingabe: A=(2,3) -@ A=(2,3)
Vektor

Eingabe: a=(2,3) ®a= (g)

Abb. 123: Eingabe Punkt und Vektor

Alternativ kann mit Hilfe des Werkzeugs .~ vewr  und Auswahl des Anfangs- und
Endpunktes im Grafik-Fenster ebenfalls ein Vektor erstellt werden.

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING

Von einem Parallelogramm sind die Eckpunkte A(2/—3), B(6/—1) und C(5/5)
gegeben.

a) Bestimme grafisch mit Hilfe von Vektoren den fehlenden Eckpunkt D.

b) Zeichne die Gerade g durch A und B ein. Gib eine Parameterdarstellung, die
Steigung sowie einen Normalvektor von g an.

c) Konstruiere die Gerade h, die auf g normal steht und durch den Punkt C geht. Gib
die zugehorige Gleichung in der Formy = k- x + d an.
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| Erstellen des Vektors BC mittels " Vektor

-1 0 1 2 3 4 5 a 7
B
-1

1

Abb. 124: Losungsweg — Trainingsaufgabe 15a

b)

» Algebra

X

» Grafik

Bestimmen des Eckpunkts D durch

Anhdngen des Vektors BC an den
Punkt A mittels /j Vektor von Punkt aus abtragen

Ceraue

® g:X=(2,-3)+A(4,2)

FUnKt

® A=(2,-3)
® B=(6-1)
®c=(55)
®D=(1,3)
Vektor
_ (-2
.- (9
)
u=
6
()
v =
6
i = (g)
Zahl
® a=05

Abb. 125: Losungsweg - Trainingsaufgabe 15b

6

P
«

5

4

2]

Durch Rechtsklick auf die

Funktionsgleichung erhalt man
eine Parameterdarstellung von g

S =

Punkt Gerade g: Linie A, B
® A=(2 )
+by=
® 5= Gleichungax+by=c

~@ C=(5, Parameterdarstellung

3]
Anhand von ‘ ,éf Steigung
Anzeige des Steigungsdreiecks

und der Steigung von g

{1]

Einzeichnen der Gerade durch A
und B mittels | .~ cerace

b Algebra

X|| » Grafik

Gerade

® h:y=-2x+15

Abb. 126: Lésungsweg - Trainingsaufgabe 15c¢

@

A

1

Konstruktion der
Normalen auf g durch C
mittels lj\/ Senkrechte Gerade

2]
Durch Rechtsklick auf die
Funktionsgleichung erhalt man
die gewiinschte Geradengleichung

[ ] F.;:zx_u— AR I |

Punkt Gerade h: Gerade durch C s¢
-@ A=(2,-
® B=(5,- Gleichungy =k x +d

®c=(55
®D=(1,3

Parameterdarstellung
Gleichungax+by+c=0

\Maktnr




Im Gegensatz zu den meisten anderen Aufgaben, kommt dem Vorgang des Konstruierens
- vor allem beim Erstellen von Geraden und deren Gleichungen - hier eine grofie
Bedeutung zu. Man sollte sich jedoch als Lehrkraft vor Augen halten, dass diese
Vorgehensweise zwar so gut wie immer zum Ziel fithrt, jedoch das verstandige Arbeiten
mit Vektoren kaum noch eine Rolle spielt. Derartige Aufgaben sollten bei der Einfithrung
des Themas deshalb nur zur besseren Visualisierung der Sachverhalte herangezogen
werden, der Rechenweg aber von Hand stattfinden. Schiiler tendieren erfahrungsgemaf3
in der Arbeit mit Geraden grundsatzlich dazu, den konstruktiven anstelle des
algebraischen Wegs zu nehmen. In meinen Augen ist es daher sinnvoll, bei Aufgaben, die
etwa im Rahmen einer Hausiibung gegeben werden, auszuformulieren, welcher Weg
gewiinscht ist oder auch beide Wege zu verlangen.

Zu einem spateren Zeitpunkt erhdlt man durch diese Art von Aufgabe allerdings die
Moglichkeit, Geraden und deren Eigenschaften genauer zu untersuchen. Hier wiirden sich
etwa Fragestellungen beziiglich der Zusammenhdnge von Richtungs- und
Normalvektoren der vorkommenden Geraden und auch deren Beziehung zur Steigung
anbieten. Weiters konnte man nicht nur eine, sondern mehrere Parameterdarstellungen
derselben Geraden einfordern. Da es in dieser Aufgabe jedoch nur um die
Werkzeugkompetenz geht, wurde auf derlei Fragen verzichtet.

Bei Aufgaben dieses Formats sollte dem tbersichtlichen Darstellen des Losungswegs
besondere Aufmerksamkeit geschenkt werden. Bei der Abgabe solcher Beispiele ist es
sinnvoll, Screenshots zusatzlich zur Dokumentation anzugeben. Hierbei sollten Schiiler
auf eine exakte Benennung der Objekte achten und die flir den jeweils behandelten
Unterpunkt der Aufgabe unwichtigen Informationen ausblenden lassen.

BEISPIELE AUS DER PRAXIS

H *
Geradengleichung
Aufgabennummer: 1_392 Aufgabentyp: Typ1 H Typ2 O
Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: AG 3.4

Gegeben ist eine Gerade g mit der Gleichung 2 - x -5 -y = -6.
Aufgabenstellung:

Geben Sie die Gleichung der Geraden h an, die durch den Punkt (0|0) geht und zur
Geraden g parallel ist!

Abb. 127: Praxisbeispiel 12 [118]
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PRAXISBEISPIEL 12 - MOGLICHER LOSUNGSANSATZ

b Algebra » Grafik
Gerade 2

@ g:2x-5y=-6 " .
® h:2x-5y=0 ‘ Mittels konstruieren

Punkt ~ von h durch (0/0) parallel zu g

® A=(0,0)

% " 1
ﬁ/ — 1 [1]

L Erstellen des Punktes (0/0)

Abb. 128: Losungsansatz - Praxisbeispiel 12

DIDAKTISCHER ASPEKT

Dies ist eine der Aufgaben, die im Normalfall schnell und auch richtig beantwortet wird,
bei der jedoch viele Schiiler hinsichtlich der eigentlich zu erbringenden Grundkompetenz
(AG 3.4) grofde Verstandnisprobleme und inhaltliche Liicken aufweisen. Das handische
Aufstellen der Geradengleichung wird dadurch in vielen Fallen nicht beherrscht.

PRAXISBEISPIEL 13

Aufgabennummer: 1_514 Aufgabentyp: Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: halboffenes Format Grundkompetenz: AG 3.4

Die Gerade g ist durch eine Parameterdarstellung g: X = (g) +t- (_35) gegeben.
Aufgabenstellung:

Geben Sie mogliche Werte der Parameter a und b so an, dass die durch die Gleichung
a-x+b-y=1 gegebene Gerade h normal zur Geraden g ist!

a=

b=

Abb. 129: Praxisbeispiel 13 [119]

Vv
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Bei dieser Aufgabe konnte ich haufig folgende Losungsstrategie beobachten:

b Algebra X | » Grafik
.GE):?C;(Z (5.6, 0) + 1 (3, -5) G—— %z_'o"? : Y A
Ok byl = b Eingabe von g
® A=(2,6) £
.le:'flzm" 4 2
.Za:'= 26 . Durch ‘ Eingabe: ":.H- *y=1
®b=1 werden automatisch
: Schieberegler fiir a und b erstellt
/
L S R ETEENEEE SEREETRNEETRRET IRENY T
y/ i >
,2 T Mittels | < wrkel | wird der
Winkel zwischen den
Geraden ausgegeben
4

Durch Variieren der Parameter iiber die Schieberegler kann man den gewiinschten
Winkel und somit mégliche Werte fiir @ und b erhalten

Abb. 130: Losungsansatz - Praxisbeispiel 13

Nach Eingabe der Parameterdarstellung | Eingabe: x=(z,8)+*3.5)  kommt es oftmals zu einer

veranderten Ausgabe: = Gerade
® X: X=(5.6,0)*t(3,-5)

Viele Schiiller haben Probleme damit, zu erkennen, dass die ausgegebene
Parameterdarstellung ebenfalls korrekt ist.

Unabhdngig davon, dass dies eigentlich anhand der Graphik ersichtlich sein sollte, fiihrt
die Eingabe der Parameterdarstellung tiber den Befehl Gerade( <Punkt>,
<Richtungsvektor> ) meist zu weniger Problemen. Dazu muss allerdings zuvor der
Richtungsvektor erstellt und danach dessen Bezeichnung in den Befehl eingesetzt
werden.

Dadurch erhilt man diese Ausgabe: \ Eingabe: 2.6, a), welche mittels Rechtsklick auf die
gewiinschte Parameterdarstellung gebracht wird: | g . x = (2, 6)+A (3, -5)

Bei dieser Aufgabe zeigt sich, dass aufgrund von Verstindnisproblemen bzw.
unzureichend entwickelter Grundkompetenzen von vielen Schiilern der eigentlich
wesentlich arbeitsaufwendigere (und oftmals nicht exakte) experimentelle Weg tiber
den Einsatz von Schiebereglern genommen wird.

123



1.5.3 TABELLENKALKULATION-WERKZEUGKOMPETENZ

Durch den Einsatz von Tabellenkalkulationsprogrammen erhalt man die Moglichkeit der
schnellen und auch anschaulichen Bearbeitung und Analyse von Datenmengen -
unabhingig von deren Umfang. Zudem vereinfacht es den Zugang zum Thema der
rekursiven Modelle, welche mit Hilfe des Technologieeinsatzes beispielsweise auch schon
in der Unterstufe behandelt werden koénnen. Zusatzlich erhdlt man ein weiteres
Werkzeug, das ein Arbeiten mit funktionalen Abhdngigkeiten erleichtert und
Beobachtungen hinsichtlich dynamischer Anderungen erméglicht. (Vgl. [70], S. 28)

A. STATISTISCHE DATENANALYSE

Die Analyse von Daten hinsichtlich statistischer Kennzahlen oder auch das Erstellen von
Diagrammen kann sowohl liber Befehle als auch mit Hilfe von geeigneten Werkzeugen
erfolgen. Erfahrungsgemaf? ist der Einsatz von Werkzeugen dabei ,benutzerfreundlicher”
und dadurch meist auch weniger fehleranfallig. Soweit moéglich, wird im Folgenden
deshalb die Nutzung der Werkzeuge aufgezeigt und nur in Ausnahmefallen auf Befehle
zuruckgegriffen.

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING

Gegeben ist die Datenliste:

8,8,10,12,12,12,12, 15,16, 16, 21, 23, 23, 23, 23, 27, 28, 28

Bestimme:
a) Arithmetisches Mittel d) Minimum und Maximum
b) Median e) Standardabweichung
c) erstes und drittes Quartil f) Modus
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A A

1 8 1 8

2| 8 l2]| s

3 10 la | 10

4| 12 ERR

| 5 | 12 ’—V ls | 12

6 12 6 12

1 7 12 2 [ 7| 12
i ; 8 15 8 | 15

Eingabe der Daten in R Markieren der Spalte | [ s | s
der Tabellenansicht | |10 s 10| s
1 21 1| 21

12| 2 l12 | 23

13 23 (13| 23

14| 23 l1a | 23

15| 23 l15 | 23

16| 27 l16 | 27

17 28 {17 | 28

18| 28 |18 | 28]

Aktivieren der
Werkzeugs : Analyse

Auswahl des

¥ Datenquelle >

“dll Analyse einer Variablen

|—> : |—> e
Hdﬂ] Analyse einer Variablen AT:A18

15 ~

Abbrechen vAns\yse

5
| Klicken auf Statistik anzeigen
| €3 Datenanalyse X

a Gl alx|= s

- | EEl=! o
Ablesen der gesuchten 12 =
Werte: Statistik Balkendiagramm «.00
n 18
Mittelwert | 17.61111 | |4

Arithmetisches Mittel - 671783
Standardabweichung—| s 591238

Minimum = 317
Erstes Quartil 25 6395 ||,

v

@

; \‘b Min 8

Me_dlan » at |12

Drittes Quartil \" Median |16 !

Maximum a3 23 ; H ” H H
7l Max 28 10 15 20 25 30

Abb. 131: Lésungsweg - Trainingsaufgabe 16 a)-e)

Anmerkung: Bei Anderung eines oder mehrerer Werte in der Tabelle, erfolgt eine
automatische Anpassung der Datenanalyse
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Das Ermitteln des Modus bzw. Modalwerts kann nicht mit Hilfe der Datenanalyse,
sondern muss Uber eine Verkniipfung von Tabellenkalkulation und Algebra/Grafik-
Fenster erfolgen. Der Vollstandigkeit halber gehe ich trotzdem bereits an dieser Stelle
darauf ein:

1

2| s i Erstellen einer Liste

e M?rkleren der Spalte 0.2y | I
"4 | 12| | mitden zuvor
5 12 3

e eingegebenen Daten I_> {12} Liste
7| 12

ls | 15

o <—| 3

o
o)

X

Die Liste wird danach im

)
N
@

13| 2 Algebra-Fenster angezeigt

[1a | 23

l15 | 23

[16 | 27 I_’ b Algebra »
| R Liste

e ® 12={8,8,10,12, 12, 12, 12, 15, 16, 16, 21, 23, .

Nach Eingabe des Befehls —> Eingabe: 12)
Modalwert wird dieser (bzw.

werden diese) im Algebra- l

Fenster angezeigt

13 = {12, 23}

Abb. 132: Losungsweg — Trainingsaufgabe 16 f)

In der folgenden Tabelle ist das Ergebnis der Mathematik-Schularbeit einer Klasse
angegeben. Du kannst also ablesen, wie oft die jeweilige Note erreicht wurde.

Note 112314
Haufigkeit | 2 | 4 | 7 | 3 | 4

Tab. 18: Schularbeitsnoten

Ul

Erstelle einen passenden Boxplot!

1 2
Eingabe der Daten 7 = Markieren der =
in die Tabelle 1 2 Datenliste (Noten) r I
2 4 2 4
3 7 3 7
— 4 3 — 4 3
5 4 5 4

Abb. 133: Losungsweg - Trainingsaufgabe 17 (Teil 1)
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3 4

Auswahl des Werkzeugs Bei Einstellungen ~.# | den
Unterpunkt Daten mit
Hdufigkeiten auswahlen

> o2 X

ﬁdﬂ] Analyse einer Variablen |
€7 Datenquelle X

ﬁdﬂ] Analyse einer Variablen

5 F v Zzahl
. A1:A5 Text
Markieren der 7
+ Rohdaten
i 2
Datenliste (NOten) A B 3 Daten mit Haufigkeit
1 2 4 Klasse mit Haufigkeit
|_> 2 4 5 Kopfzeile als Titel verwenden
3 7 '
4 3
5 4
Durch Klicken auf
O Datenauelie Auswahl hinzufiigen wird | © Datenausle X
. o die Spalte mit den | TR
dﬂ] Analyse einer Variablen Héufigkeiten hinzugefiigt = F =
% Ap:as [E785 |
1 2
¢ —
a14s | Aktivi
— 7" | |Auswahl hinzufiigen 1vieren
: S der Anal
2 er Analyse
3
4
5 Abbrechen

B0

Durch Auswahl des Boxplot hd
. Histogramm
gewilnschten

. - e Boxplot
Diagrammtyps wird —
der Boxplot angezeigt

Abb. 134: Losungsweg - Trainingsaufgabe 17 (Teil 2)

Schiiler tendieren bei Angabe einer Haufigkeitsliste dazu, nur diese zur Ermittlung der
gefragten Werte zu nutzen. Bei dieser Aufgabe besteht beispielsweise die Gefahr, dass
die Schularbeitsnoten nicht in die Berechnung mit einbezogen werden.
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Erstelle zur gegebenen Urliste ein Histogramm:

18, 2, 29,11, 8,18, 19, 15, 24, 7, 16, 20, 7, 26, 22, 14, 19, 27, 27, 9.

Verwende dazu folgende Klasseneinteilung: [0;10), [10;15), [15; 25), [25;30).

{1]

Eingabe der Daten in
die Tabelle: in einer
Spalte wird die Urliste,
in der anderen werden
die Klassenbereiche
eingetragen

Auswahl des

{4]

¥ Tabelle
S F K
A B

Markieren einer
Spalte

2

18

29
"

@~ s W
@

[s 24
[0 7
[ 16
12
13 7
14
15
16
[
[18
[19
[ 20 9

1
18|
19

15
24

16|
20|

26
22
14
19
27|
27

Anwenden der Schritte 2 und

Werkzeugs 3 auch auf die zweite Spalte. | » Agsbra X
Liste
; ® 11={18,2,29,11,8, 18, 19,15, 24,7, *
S Die Ausgabe der dadurch ® 12= {0, 10, 15, 25, 30)
g == erhaltenen Listen erfolgt im
2 Algebra-Fenster. J
| 5 !
Mittels Befehl

Histogramm( <Liste von Klassenbereichen>, <Liste von Rohdaten>, <Wahrheitswert Dichte>)
wird das entsprechende Histogramm erstellt: Eingabe:

Der Wahrheitswert true sorgt dafiir, dass der Flacheninhalt eines Rechtecks der absoluten
Haufigkeit der zugehorigen Klasse entspricht. Im Normalfall entspricht dies den
Standardeinstellungen und muss nicht extra eingegeben werden.

(12, I1,true)

Die Flache des Histogramms
entsprich der Anzahl der
Werte der Urliste.

Abb. 135: Losungsweg - Trainingsaufgabe 18
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Bei einer Befragung von fiinfzehn Personen nach der Anzahl der Geschwister ergab
sich folgende Liste:

2,4,0,53,1,2,1,0,3,2,1,2,2,0

Erstelle eine Tabelle, in welcher die absoluten und relativen Haufigkeiten der
Geschwisterzahlen aufscheinen.

1 & | 3 !
Mittels Befehl Hdaufigkeitstabelle
| Eingabe: (11)

Eingabe der Daten in
die Tabelle

erhilt man eine Tabelle mit den zur Liste I1
zugehorigen absoluten Haufigkeiten

o
2

Erstellen der zugehorigen
Liste I1: siehe Lésung zu

ON N =N WO 2N W oo RN

0 3
Aufgabe 18, Schritt 2 und 3 § 3
3 2
4 1
Durch die Eingabe j
Eintragender | 2 =Summe(D2:D7)|
Anzahl  Abs. H.
erhaltenen 0 3 . — = B
Haufigkeiten in . s (in einer beliebigen Zelle) Anzahl | Abs. H.
die Tabelle 2 s wird die Summe der ‘1’ z
3 2 Geschwisterzahlen, welche . s
4 1 in der Spalte D in den 3 2
5 ! Zeilen 2 bis 7 stehen, 4 1
ausgegeben. 5 L
Gesamt: 15
{o] {7]
Um die relativen Haufigkeiten zu Durch Kopieren des —¢
I erhalten, muss die jeweilige absolute Zellinhalts .
[c [ ol & Haufigkeit durch die soeben (Hinabziehen des Rel.H
Anzahl | Abs. H. |Rel. H ermittelte Summe dividiert werden. kleinen blauen =
0o 3 . . . :
13 Dies erreicht man durch die Quadrats) erfolgt die
z : Verwendung absoluter und relativer Berechnung der
a1 Zellbeziige: restlichen relativen
Gl — Haufigkeiten. l
e Relativer Bezug: Absdtuter Bezug:
bei Kopie der Durch Einfiigen [ c [ o] E ]
Zelle Anderung des Symbols $ Anzahl0 Abs H3 Rel. H —
der Beziige in erfolgt bei Kopie 1 3 02
Relation zur der Zelle der 5 5| 033333
. Bezug 3 2 013333
Ergebniszelle unverandert auf : : ZEZ:Z:
die Zelle D9
Gesamt: 15

Abb. 136: Losungsweg - Trainingsaufgabe 19
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Auch in diesem Bereich sollte der Einsatz von Technologie erst dann in Form einer Black
Box (LINK) stattfinden, wenn ein grundlegendes Verstindnis iiber die Kennzahlen und
Diagrammformen entwickelt wurde. Auf dem Weg dorthin konnen aber einzelne
Funktionen - wie etwa das Sortieren einer Liste anhand des Befehls Sortiere - in
unterstiitzender Weise genutzt werden. Haben die Schiiler bereits notwendige
Grundkenntnisse erworben, erhilt man durch die Tabellenkalkulation ein hilfreiches
Mittel, um beispielsweise sehr umfangreiche Datenmengen zu analysieren, graphisch
aufzubereiten oder Auswirkungen von Anderungen in der Urliste auf bestimmte
Kennzahlen zu untersuchen.

Besondere Aufmerksamkeit sollte man dabei auf folgende Punkte legen:

= Schiiler tendieren dazu, auf der Suche nach der Standardabweichung mittels
Datenanalyse s anstelle von o abzulesen: Statistik

nMitteIwer‘t :Ilgi'???ﬂ

o 7.35267

S 7.56583

ZX_ 302

Abb. 137: Datenanalyse

* Die Definition der Rechteckshéhe eines Histogramms als Quotient aus absoluter
Haufigkeit und Klassenbreite bereitet vielen Schiilern Probleme. Umso wichtiger ist
in meinen Augen ein anschaulicher Zugang, welcher vor dem Einsatz von
Technologie zur Erstellung eines Histogramms gewahlt werden sollte. Folgende
Aufgabe bietet sich dafiir durch die graphische Aufmachung und die gewahlten
Werte sehr gut an:

Beladung von LKWs* Korrekte Lésung

Aufgabennummer: 1_475 Aufgabentyp:  Typ 1 w20

60

Aufgabenformat: Konstruktionsformat Grundkompetenz: WS 1.2

50

Bei einer Verkehrskontrolle wurde die Beladung von LKWs Uberpriifi. 140 der Uberpriiften
LKWs waren Uberladen. Details der Kontrolle sind in der nachstehenden Tabelle zusam- 40

mengefasst.
30—

Uberladung U in Tonnen U<t 1tsU<3t | 3tsU<bt 20

Anzahl der LKWs 30 50 60 10

Aufgabenstellung: ") 1 2 3 4 5 6

Stellen Sie die Daten der obigen Tabelle durch ein Histogramm dar! Dabei sollen die abso-
luten Haufigkeiten als Fldcheninhalte von Rechtecken abgebildet werden.

Losung, die viele Schiiler wéhlen

60

50

Die absolute
Haufigkeit wird
als Rechtecks-
hoéhe gewahlt.

Ubertadung in Tonner

Abb. 138: Histogramm - fehlerhafte und korrekte Darstellung [131]

Da die absolute Haufigkeit der dritten Klasse exakt doppelt so grof3 ist wie jene der
ersten Klasse, kann anhand eines Vergleichs der Flacheninhalte des ersten und
dritten Rechtecks hier sehr gut verdeutlicht werden, weshalb die Schiiler-Lésung
falsch ist bzw. die Wahl der absoluten Haufigkeit als Rechteckshohe die Darstellung
verzerrt.
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= Schiiler sollten daraufhin gewiesen werden, dass Datenlisten nicht (der Grof3e nach)
geordnet in die Tabelle eingegeben werden miissen. Dies ist ihnen oft nicht klar,
weshalb die Bearbeitung der Aufgabe durch das Sortieren der Daten sehr viel Zeit in
Anspruch nimmt.

* Beim erstmaligen Verwenden von Zellbeziigen sollte geniigend Zeit eingeplant
werden, da haufig Verstandnisprobleme hinsichtlich des korrekten Einsatzes und
der Unterscheidung von relativen und absoluten Beziigen auftreten. Es sollte jedoch
nicht auf deren Einsatz verzichtet werden, da diese in vielen Bereichen (z.B.
funktionale Abhangigkeiten, rekursive Modelle) zur Anwendung kommen kénnen.

BEISPIEL AUS DER PRAXIS
PRAXISBEISPIEL 14
Aufgabennummer: 1_068 Prifungsteil: Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (1 aus 6) Grundkompetenz: WS 1.2
:ffigﬁj girilllfgnminel O gme_dv;tlagﬂte Hilfsmittel o I:eﬁzcr)ggm Technologie

Ein Test enthalt finf Aufgaben, die jeweils nur mit einem Punkt
(alles richtig) oder keinem Punkt (nicht alles richtig) bewertet wer-
den. Die nebenstehende Grafik zeigt das Ergebnis dieses Tests fir
eine bestimmte Klasse.

Aufgabenstellung:

Welches der folgenden Kastenschaubilder (Boxplots) stellt die Er-
gebnisse des Tests richtig dar?

Anzahlder Schilerinnen
O ANWEO®O N OO

Kreuzen Sie das zutreffende Kastenschaubild an!

012345

erzielte Punkte
- | ° | e C
—_ ) | NP S S S |
= e Nk
| ISP SR S SR —— | ISP IR SR - ——
- | ° T —m C

Abb. 139: Praxisbeispiel 14 [128]

¢} Datenquelle pe

Eintragen % Erstellen des “‘ Analyse einer Variablen
i AEIE o
e Al B | Boxplots unter = -
Werte in 1 0 0 Verwendung der A onEe
1 [ a | I - . .
die Tabelle 2 T3 Haufigkeitsliste: ! : v
| % 2 ; siehe Trainings- 3 3
5 4 s aufgabe 17 5 5
6 5 5

Abbrechen
Abb. 140: Lésungsansatz - Praxisbeispiel 14
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B. REGRESSION

Mit Hilfe der Tabellenkalkulation erhdlt man ein Werkzeug, mit welchem man auf sehr
unkomplizierte Weise Funktionsgleichungen erstellen bzw. die Giite der dadurch
erhaltenen Modelle untersuchen kann.

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING

TRAININGSAUFGABE 20

Nutze zur Bearbeitung der folgenden Aufgaben die Tabelle:

a) Bestimme die Funktionsgleichung der linearen Funktion g durch A(-1/3) und
B(3/8).

b) Bestimme die Termdarstellung der quadratischen Funktion f, deren Graphen du

hier abgebildet siehst:

-4 L3 -2 -1 0 1 2

P )

Abb. 141: Graph - Trainingsaufgabe 20

c) Ermittle zur angegebenen Wertetabelle die Funktionsgleichung der zugehorigen

Exponentialfunktion h in der Form h(x) = a - b* und h(x) = a - e**:

X 1 3
h(x) | 4,5 10,125
Tab. 19: Exponentialfunktion

a)

Eintragen der

Koordinaten 2 3
in die Tabelle Markieren der Zellen Auswahl des Werkzeugs

sy L L

EE}." Analyse zweier Variablen

E‘ Analyse einer Variablen ‘

Abb. 142: Losungsweg - Trainingsaufgabe 20 (Teil 1)
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(v Datenanalyse - (3)

€7 Datenquelle X 5

Auswahl des passenden ¥ = =

31 * Analyse zweier Variablen
¥ 7] xx X5Y

L Regressionsmodells

Streudiagramm

Y: B1:B2

Regressionsmodell

Keines b

Aktivieren
der Analyse

25/71 05 0 05 1 15 2 25 3

Abbrechen X ATA2
Linear ~ I y=125x+4.25 I
Berechne symbolisch: x = y=
6 |
Ablesen der
Funktionsgleichung
Eintragen der [#} Datenanalyse - (3) X
Koordinaten in S'chrltte..Z, 3und 4 RlalE-= 57
die Tabelle siehe Losung zu a) GE e =
Streudiagramm ~ (] ]
q Y: B1.B3
A
N 4
-3 0
4
-1 4 1,
1 0
o 35 3 25 =2 15 1 0 0 as 1 15
X ATAZ
Regressionsmodell
Polynom ~ z? - E
I 280 Berechne symbolisch: x = y=
Auswahl des passenden
Regressionsmodells und 6
Angabe des gewlinschten Ablesen der _
Funktionsgrades Funktionsgleichung
¢
Eintragen der Durch Auswahl des passenden
Koordinaten in Schritte 2, 3 und 4 Regressionsmodells erfolgt die
die Tabelle siehe Losung zu a) Ausgabe entweder in der Form
h(x) = a-b* oder h(x) = a- e
1 45
3 10125 -
Regressionsmodell Regressionsmodell
Wachstum “ 1y = 3.15 T Exponentiell o y= 3 e[J.J[J"n-l'F.a

Abb. 143: Losungsweg - Trainingsaufgabe 20 (Teil 2)
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Erfahrungsgemafd kommt diese Methode zur Erstellung von Funktionsgleichungen bei
Schiilern selten zur Anwendung. In Phasen, in denen GeoGebra als reine Black-Box zum
Einsatz kommt, stellt sie allerdings einen schnellen und vor allem wenig fehlerbehafteten
Weg dar, auf den nicht verzichtet werden sollte.

Folgende Aspekte konnte ich beim Einsatz der Tabellenkalkulation zur Bestimmung von
Funktionsgleichungen und Regressionsmodellen beobachten:

= x-und y-Koordinaten werden vertauscht in die Tabelle eingetragen.

= Anstelle des Werkzeugs Analyse zweier Variablen wird das Werkzeug Analyse einer
Variablen verwendet.

= Das Ablesen von Koordinaten der Punkte aus einem vorgegebenen Funktionsgraphen
erfolgt sehr ungenau.

= Es wird eine Funktionsgleichung zu einem gegebenen Graphen erstellt, obwohl die
Aufgabe auch ohne diese zu l6sen ware. Schiiler erhalten so oftmals ebenfalls die
korrekten Losungen, jedoch fithrt ein derartiges Vorgehen wahrend der
Ubungsphasen dazu, dass an der Entwicklung und Ubung entsprechender
Grundkompetenzen vorbei gearbeitet wird.
Dieses Vorgehen konnte ich beispielsweise bei folgender Aufgabe beobachten:

Ableitung*

Aufgabennummer: 1_358 Aufgabentyp: Typ1 B Typ2 O

Aufgabenformat: offenes Format Grundkompetenz: AN 3.2

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der 1. Ableitungsfunktion 7* einer Polynom-
funktion f dargestelit.

)

) X
7{-3-2-1 0!:3\&
-1
-2

Aufgabenstellung:
Bestimmen Sie, an welchen Stellen die Funktion f im Intervall (-5; 5) jedenfalls lokale

Extrema hat! Die fir die Bestimmung relevanten Punkte mit ganzzahligen Koordinaten
konnen der Abbildung entnommen werden.

Abb. 144: Aufgabe ,Ableitung” [120]

Mit Hilfe der Tabellenkalkulation wird die Funktionsgleichung der abgebildeten
Ableitungsfunktion erstellt. Durch Berechnung und Darstellung einer zugehorigen
Stammfunktion konnen die lokalen Extremstellen abgelesen werden.
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BEISPIELE AUS DER PRAXIS

PRAXISBEISPIEL 15

Aufgabennummer: 1_340 Aufgabentyp: Typ1 & Typ2 O
Aufgabenformat: halboffenes Format Grundkompetenz: FA 5.2

Die Funktion f beschreibt einen exponentiellen Wachstumsprozess der Form f{t) = ¢ - a*
in Abhéngigkeit von der Zeit t.

Aufgabenstellung:

Ermitteln Sie fir t =2 und t = 3 die Werte der Funktion f!

t (1)
0 400
1 600
2 7(2)
3 1(3)
2) =
1(3) =

Abb. 145: Praxisbeispiel 15 [121]

PRAXISBEISPIEL 15 - MOGLICHER LOSUNGSANSATZ

Eintragen der Werte 2 3
in die Tabelle Markieren der Zellen Auswahl des Werkzeugs
| »|| ™ Tabelle | p | Tavetle L,H W o | %
Sl F k|EIEIE S| F «|EEE ! =
| A B fﬁl Analyse einer Variablen
]
0 400 G
2 1 600 1

€2 Datenanalyse X
Glraii= g
¥ O Exsy =
Streudiagramm o] &
Y: B1:.B2
600

4

Auswabhl des 00

passenden

Regressionsmodells a0

o 02 04 0E 08 1
X ATA2
Regressionsmodell
Wachstum  ~| | v = 400157
e T T

/5] |
Durch Eingabe des Arguments
wird der zugehorige

Funktionswert berechnet

Abb. 146: Losungsansatz - Praxisbeispiel 15

)
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Hierbei wird oft libersehen, dass die Berechnung der Funktionswerte auch ohne
vorherige Ermittlung der Funktionsgleichung erfolgen kann. Meist birgt die Berechnung
der Werte auch nach Aufstellen der Funktionsgleichung noch grofde Schwierigkeiten.

Im Schulbuch Mathematik verstehen 6 findet man folgende Aufgabe ( [86], S. 231):

Eine Wohnung wird mit Erdgas beheizt. Der Gasverbrauch hingt im Allgemeinen
von der Aufientemperatur ab. Um den ungefdhren Gasverbrauch vorhersagen zu
koénnen, werden wahrend einer Heizperiode (September - Juni) der
durchschnittliche tagliche Gasverbrauch (in Kubikdezimeter) sowie die
Durchschnittstemperatur gemessen:

Monat Okt. | Nov. | Dez. | Jan. | Feb. | Mar. | Apr. | Mai | Jun.
Temperatur 97 |34 -27 1-19 [ -14 |80 9,8 13,9 | 9,7
Gasverbrauch | 147 | 173 | 246 | 241 | 249 | 139 | 127 |71 31

Tab. 20: Gasverbrauch

Aufgabenstellung (adaptiert, vgl. ebd. S. 231):

= Kannstdueinen (tendenziellen) Zusammenhang zwischen der Temperatur und dem
Gasverbrauch erkennen?
= [Ist es moglich, zur zugehorigen Punktwolke eine Passgerade einzuzeichnen?

1
;"I|'a:ell: i Eintragen der Werte & Datenaralyse - () ) ' x|
X = . I i H o8 || I
’ A | s in die Tabelle dl
il XsY -

1 | Temperatur Verbrauch
1 P Streudiagramm o] K
2 9.7 147
— Y: B2:B10
3 34 173
4 27 248 1 et
i 2 200

5 -1.9 241

18 4] 209 Durch Vorgehen wie in ~2__

7 8 139 .. i N
| 08 127 Aufgabe 19)a) erhalt man das — e T
o 139 4l zugehorige Streudiagramm X: AZA10

10 9.7 31 . . . Regressionsmodell . )

— sowie die Gleichung der Unowr v = —lL4493 2+ 2199211
. Berechne symbolisch: x = y=
Regressionsgerade
Statistik ~
3 MittelwertX [5.3889
) ) MittelwertY | 158.2222
Sollte das Thema im Unterricht besprochen werden, 2X 61694
As]

gabe es die Moglichkeit, sich tiber die Datenanalyse | — | ] -0.9092

(siehe Trainingsaufgabe 16) den Wert des S 333.74985256

Korrelationskoeffizienten anzeigen zu lassen Sxy -3486.1778

R2 0.8267
SQA 8365.3388

Abb. 147: Loésungsansatz - Praxisbeispiel 16
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C. REKURSIVE MODELLE

Wie bereits angesprochen, bietet die Tabellenkalkulation eine Mdoglichkeit, rekursive
Modelle bereits in der Unterstufe zu behandeln. Dabei steht nicht das Erstellen der
konkreten Termdarstellung, sondern das Formulieren des Wachstumsprozesses anhand
von ,Ubersetzungsregeln, die bereits im Zusammenhang mit dem Thema Terme und
Gleichungen behandelt werden, im Vordergrund (vgl. [70], S. 80). Da derartige
Ubersetzungsvorginge auch in der Oberstufe oft noch fiir Probleme sorgen, ist es meiner
Ansicht nach sinnvoll, das intuitive Beschreiben der Vorgdnge mithilfe des
Technologieeinsatzes zu tliben, bevor es zur Ausformulierung mathematischer Modelle
kommt.

Dabei gilt es folgende Begriffe und Zusammenhange zuvor zu wiederholen und in die
Aufgabenstellungen einfliefden zu lassen (vgl. ebd., S. 80):

= Abnahme/Zunahme um p % » Lineare(s)/exponentielle(s)

= Abnahme/Zunahme auf p % Wachstum/Abnahme

= Abnahme/Zunahme auf das r-fache = Falls bereits besprochen:

= Abnahme/Zunahme um das r-fache beschrankte(s)/logistische(s)
» Relative/absolute Anderung Wachstum/Abnahme

= Direkte Proportionalitit

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING

Raucher nehmen pro Zigarette ca. 1,5 mg Nikotin auf. Innerhalb einer Stunde baut der
Korper rund 30 Prozent des vorhandenen Nikotingehalts ab. Wie hoch ist der Gehalt im
Korper einer Person nach 7 Stunden, wenn diese stiindlich eine Zigarette raucht und
sich zu Beginn der Messung bereits 0,8 mg Nikotin im Korper befinden? (Vgl. [90])

[1]
Um die Stundenzahlen nicht
alle einzeln eintragen zu
miissen, werden die ersten A
beiden Zellen markiert.
Durch Herabziehen werden
die restlichen Zellen
automatisch ausgefiillt.

.o o

o —> | of| —»
1 1

= Eintragen der Anfangsmenge von 0,8 mg in
Zelle B1

» Eintragen des Bildungsgesetzes in Zelle B2
unter Verwendung eines relativen Bezugs

| A B
08

~N R W N = O

~N O e W N = O

Abb. 148: Losungsweg - Trainingsaufgabe 20 (Teil 1)
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_E A B

0.8

. 1 0
Kopieren der Formel und 2 ; —
automatisches Ausfillen der 3 P 2022
restlichen Zellen durch 4 3 2.1066
Markieren und Herabziehen il 4 2
des Inhalts von Zelle B2. o ° 2.13959

7 6 2.14188
8 7 2.14256

Abb. 149: Losungsweg - Trainingsaufgabe 20 (Teil 2)

DIDAKTISCHER ASPEKT

Die Ubersetzung des Textes in ein entsprechendes mathematisches Modell spielt bei
dieser Art von Aufgabe eine zentrale Rolle, weshalb davon abgesehen wurde, die
Bildungsvorschrift anzugeben.

Vor der Behandlung des Themas ist es notwendig, den Einsatz relativer und absoluter
Beziige zu wiederholen. Die Verknilipfung der Tabellenkalkulation mit der Grafik-Ansicht
ermoglicht weitere Untersuchungen und wird in Kap. 1.5.5 naher dargestellt.

BEISPIEL AUS DER PRAXIS
PRAXISBEISPIEL 17

Eine Aufgabe im Buch Mathematik verstehen: Maturatraining lautet folgendermafien
([91],S.58):

In einer bestimmten Region leben zwei Vogelpopulationen, die einander im Bestand
wechselseitig beeinflussen. Bei der Bestandsaufnahme am Ende des ersten
Beobachtungsjahres umfasst die eine Population V;(1) = 120 Tiere, die andere
Population V,(1) = 80 Tiere. Fiir die Entwicklung der Bestinde der beiden
Populationen haben Forscher folgendes Modell entwickelt, bei dem V;(n) und
V,(n) die Bestdnde am Ende des n-ten Beobachtungsjahres angeben:

Vl(n + 1) = 1,2 ) Vl(n) - 0,5 ) Vz(n)
V,(n+1)=10,2-V;(n) + 0,9 V,(n)
Aufgabenstellung:

Ermitteln Sie den Bestand beider Vogelpopulationen am Ende des dritten Jahres!
(Runden Sie, wenn nétig, auf eine ganze Zahl!)

A\
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¥ Tabelle

Ll F k|EEE =~ B>

Al B8 | ¢

1
Eintragen von V1(1) in Zelle B2, V(1) in Zelle C2

1

V4 Vo

2

Eingabe der jeweiligen Formel:

- in Zelle B3:

> in Zelle C3:

3

4

t 120 80

Durch Kopieren der Zellen B3 und C3 (markieren und herabziehen) werden

anhand der relativen Zellbeziige die Bestande berechnet

’—’ | v
120

Va

80

104

96

R W N

Abb. 150: Losungsansatz - Praxisbeispiel 17

EIES A

1
Vi

120

I
Va

80

104
76.8
38.56
-9.648

96
107.2
111.84
108.368

Ich habe die Erfahrung gemacht, dass einige Schiiler beim handischen Berechnen dieser
Aufgabe grofie Probleme haben, den Uberblick zu behalten. Hier kann es helfen, das
Beispiel zundchst mit Hilfe von GeoGebra zu lésen und danach die Zellinhalte und
jeweiligen Formeln sowie durch Kopie entstandenen relativen Beziige zu betrachten.
Eine derartige Aufgabenstellung sollte jedoch nicht zu Beginn des Themas und erst nach
Wiederholung des Einsatzes von Zellbeziigen durchgenommen werden.

Der Einsatz von relativen und absoluten Zellbeziligen kann bereits in der Unterstufe bei
der Erstellung von Wertetabellen zu gegeben Funktionsgleichungen erfolgen. Der
Vorteil gegeniiber der Berechnung der entsprechenden Funktionswerte im CAS liegt
hierbei darin, dass der ,Einsetzungscharakter beim Ausrechnen dieser Werte nicht
verloren geht, sondern durch das Beziehen auf bestimmte Zellen in den Fokus riickt.
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1.5.4 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNER-WERKZEUGKOMPETENZ

Das Berechnen von Wahrscheinlichkeiten kann sowohl anhand von Befehlen in der CAS-
oder Algebra-Ansicht als auch tiber den Wahrscheinlichkeitsrechner erfolgen.

€7 Wahrscheinlichkeitsrechner — O X
%]
TIAIG E
1 Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe Verteilung  Statistik
.
-, Algebra Strg+Umschalt+A
18" Tabelle Strg+Umschalt+S
x= CAS Strg+Umschalt+K
@ Grafik Strg+Umschalt+1 p 2 0 2 ]
@ Grafik 2 Strg+Umschalt+2 p=0 o=1
& 3D Grafik Strg+Umschalt+3 /" |Normal v
s Konstruktionsprotokoll Strg+Umschalt+L "R[s} o1
<& Wahrscheinlichkeitsrechner Strg+Umschalt+P g H [
P(-1 <X=<1 )= 068268

Abb. 151: Wahrscheinlichkeitsrechner

Da mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsrechners ein sehr intuitives Arbeiten ermdéglicht wird,
stellt dieser meist die ,schiilerfreundlichere® Variante der Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten, Darstellung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen sowie auch
Durchfiihrung statistischer Testverfahren dar (vgl. [92]).

€2 Wahrscheinlichkeitsrechn..  — O X
Uberlagern der Grafik
'A|  mit der GauRschen MAPNIE ‘ [%  Exportieren in Grafik-Ansicht
Verteilung Statistik
Glockenkurve

-4 -2 0 2 4

Wechsel zwischen

Uber das Menii erfolgt die

/| Verteilungs- und L/ Normal -
Nommal | .
Dichtefunktion Student Auswahl der gewiinschten
_] IChi-Quadrat .
F-Verteilung Vertellung
Exponential
L |Cauchy
(Weibull
‘Gamma
LogNormal

LogistischeVerteilung
Binomial

Pascal

Poisson
Hypergeometrisch

Abb. 152: Wahrscheinlichkeitsrechner — wichtige Funktionen
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A. BINOMIALVERTEILUNG

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING
TRAININGSAUFGABE 21

X sei eine binomialverteilte Zufallsvariable mit n =20 und p = %

Gib den Erwartungswert und die Standardabweichung an.

Berechne aufierdem folgende Wahrscheinlichkeiten:

a) P(X = 4) PG <X <9)
b) P(X < 13) e) P(X <7)

Q) P(X > 4) f) P(X > 12)

a)

Verteilung Statistik

P(X = k) 3

1 K
Auswahl der S joat 2 1. Methode:
entsprechenden 3 |0.04286 Ablesen aus der
Verteilung e Verteilungstabelle

0 5 10 15 20 6 0.18213
p=66666 0=210818 |7 |0.18213 Vv
Z Binomial »
N
Eingabe 4B E 2. Methode:
von nund p P4 |=x=h )= o000107 [ Berechnung durch
Eingabe der
Intervallgrenzen
b) c)
AIHE A 5B
P(X=13  |)=099912 | Pl |=X)= 0.93955
d) 5 /)
AHE HHH AH[H
P(5 |=x=9  |)= 075659 P(X<p  |)= 047935 P13 =x)=|o.00372

Abb. 153: Loésungsweg - Trainingsaufgabe 21
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DIDAKTISCHER ASPEKT

Bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten zur Binomialverteilung sollte der
Wahrscheinlichkeitsrechner erst dann zum Einsatz kommen, wenn eine handische
Berechnung mittels Formel reibungslos funktioniert. Zudem sollte auch danach nicht
ausschliefllich der Rechner verwendet, sondern auch immer wieder handische
Berechnungen eingefordert werden, da Schiiler erfahrungsgemaf’ grofde Schwierigkeiten
bei der Interpretation von Umkehraufgaben aufweisen, welche meist auf fehlende
Kenntnisse im Einsatz der Formel zurtiickzufiihren sind (siehe Praxisbeispiel 19).

Bei dieser Aufgabe ist auf eine Einbettung in eine Anwendungssituation verzichtet
worden, da hier der Einsatz des Werkzeugs im Vordergrund steht. Die Tatsache, dass fiir
viele Schiiler das ,Ubersetzen“ von Begriffen wie hdchstens und mindestens Probleme
bereitet, darf dabei nicht iibersehen werden und sollte dementsprechend im Unterricht
zur Sprache kommen.

Aufderdem fiihrt die Darstellung von P(X > 4) in der Form r¢  =<x ebenfalls dfters zu
Verwirrungen, weshalb auch dieser Sachverhalt thematisiert werden sollte.

BEISPIELE AUS DER PRAXIS
PRAXISBEISPIEL 18

Aufgabennummer: 1_186 Priifungsteil: Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (x aus 5) Grundkompetenz: WS 2.3
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
B erforderlich méglich O erforderich

In einer Schachtel befinden sich ein roter, ein blauer und ein gelber Wachsmalstift. Ein Stift wird
zuféllig entnommen, dessen Farbe notiert und der Stift danach zurtickgelegt. Dann wird das
Experiment wiederholt.

Aufgabenstellung:

Beobachtet wird, wie oft bei zweimaligem Ziehen ein gelber Stift entnommen wurde. Die Werte
der Zufallsvariablen X beschreiben die Anzahl der gezogenen gelben Stifte.

Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!

P(X=0)>PX=1)

P(X =2) =

PX<2) =

1
9
g
9
5
PiX>0) =z

[ I I A O B

P(X <3) =1

Abb. 154: Praxisbeispiel 18 [125]

A%
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€3 Wahrscheinlichkeitsrechner ..~ — [}

0

%A X

Tl T | A2

a

Verteilung Statistik

k P(X=kK)
0/0.44445
1]0.44444
2011111

B

1. Methode:
Ablesen der fiir

-« . .
o 1 2 die weiteren
p=066666 a=0.66666 Berechnungen
o notwendigen
Eintragen von —»nz2  |p g
1 _| HE Werte
n=2undp=<
3 rosz =1 |
A
2. Methode:
direkte
Berechnung

Abb. 155: Loésungsansatz - Praxisbeispiel 18

Diese Aufgabe bereitet den Schiilern erfahrungsgemafd grofde Probleme - meist wird

iibersehen, dass die Binomialverteilung zugrunde liegt.

Im Zusammenhang mit dem Thema Binomialverteilung konnte ich beobachten, dass dem
hdndischen Berechnen im Unterricht hdufig nur sehr wenig Aufmerksamkeit geschenkt
wird. Dies flihrt dazu, dass Aufgaben wie die Folgende fiir viele Schiiler eine grofde
Herausforderung darstellen und - wenn Uberhaupt - nur auf sehr umstindliche,

zeitintensive Weise gelost werden.

PRAXISBEISPIEL 19

Aufgabennummer: 1_708

Aufgabentyp: Typ 1

T2 O

Grundkompetenz: WS 3.

Aufgabenformat: Zuordnungsformat

2

Bei einem Training wirft eine Basketballspielerin einen Ball sechsmal hintereinander zum
Korb. Félit der Ball in den Korb, spricht man von einem Treffer. Die Trefferwahrscheinlichkeit
dieser Spielerin betragt bei jedem Wurf 0,85 (unabhangig von den anderen Wirfen).

Aufgabenstellung:

Ordnen Sie den vier Ereignissen jeweils denjenigen Term (aus A bis F) zu, der die Wahr-

scheinlichkeit des Eintretens dieses Ereignisses beschreibt!

Die Spielerin trifft genau einmal. A

1-0,85°

Die Spielerin trifft héchstens einmal.

6
B ]015%+ (1) -0,85'-0,15°

Die Spielerin trifit mindestens einmal.

Die Spielerin trifft genau zweimal.

Cc 1-0,15°

5. (6
D 0,85% + (1) -0,85°-0,15'

E 6-0,85-0,15°

6
2

F ( ) -0,85%- 0,15

Abb. 156: Praxisbeispiel 19 [122]
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Da, wie bereits erwahnt, viele Schiiler Probleme beim handischen Berechnen der
Binomialverteilung (mittels Formel) haben, ist es fiir sie umso schwieriger, die Terme
den vorgegebenen Ereignissen zuzuordnen. Oft wird die Berechnung dieser Ereignisse
iiber GeoGebra durchgefiihrt, die vorgegebenen Terme ausgerechnet und im Anschluss
die Ergebnisse verglichen. Um dieser Problematik vorzubeugen, ist es in meinen Augen
wichtig, den Einsatz von GeoGebra bei der Einfiihrung des Themas auf eine
Kontrollfunktion der eigenen Berechnungen zu beschranken.

B. NORMALVERTEILUNG

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING
TRAININGSAUFGABE 22

X sei eine normalverteilte Zufallsvariable mit u = 10 und 0 = 0,7.

1) Berechne folgende Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsrechners:

a) P(X <9,1) d) P(X < 10,2)
b) P(X = 10,5) e) P(X = 9,3)
¢)P(5<X <9) AP9,8<X<10,7)

2) Lose die Aufgaben 1)a)b)c) auch im CAS.

1)a)
¢ Wahrscheinlichkeitsrechner - O X
c
® %
TINEG =
Verteilung Statistik
Auswahl der
entsprechenden
Verteilung
p=10 =07
2 _’ENormal b
: b o _@
Eingabe HHE 1 .
von g und o rxepr = : Berechn.ung der Wahrscheinlichkeit
durch Eingabe der Intervallgrenze

Abb. 157: Losungsweg - Trainingsaufgabe (Teil 1)
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Die Berechnung der Aufgaben 1)b) bis 1)f) erfolgt auf analog:

1)b) |98[E )c) a@EE
P05 |=X)= 023753 p(5 <x <o )= 0.07656
PiX =02 )= |0.61245 P(93  =X=[o3 =

DY) 3 e
pilos  =x<[107 )= 0.4538

2)a) b CAS 2]b) P CAS 2)C) P CAS

1- Normal(10, 0.7, 10.5)
~ 0.23753

1 Normal(10, 0.7, 9.1)

= 0.09927

1

1 | Normal(10, 0.7, 9)-Normal(10, 0.7, 5)

~ 0.07656

Die Berechnung erfolgt anhand des Befehls:
Normal( <Mittelwert>, <Standardabweichung>, <Wert der Variablen> )

Dadurch wird die Wahrscheinlichkeit berechnet, dass die Zufallsvariable
kleiner oder gleich dem angegebenen Wert der Variablen ist.

Abb. 158: Losungsweg - Trainingsaufgabe (Teil 2)

Die Tatsache, dass (im Gegensatz zur Binomialverteilung) bei normalverteilten
Zufallsvariablen keine Unterscheidung zwischen P(X < a) und P(X < a) (bzw. P(X = a)
und P(X > a)) stattfindet, bereitet haufig Probleme.

Da im Wahrscheinlichkeitsrechner (bis auf die Skalierung der Achse) kein Unterschied
hinsichtlich der Graphen der Dichtefunktionen mit unterschiedlichen Erwartungswerten
und Standardabweichungen aufscheint, sehe ich es aufderdem als wichtig an, regelmaflig
handische Skizzen beim Losen der Aufgaben von den Schiilern einzufordern:

! Verteilung  Statistik Verteilung  Statistik

¥=50 oc=005 p=3 o=1
/"~ Normal ~ / Normal
p 50 o 0.05 B3 a1

Abb. 159: Losungsweg - Vergleich zweier Glockenkurven

Auch, wenn der Vergleich der Kurven tiber das Exportieren in die Grafik-Ansicht ebenso
moglich ist, hat sich in der Praxis gezeigt, dass Skizzen, die vor dem Ldsen der Aufgabe
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per Hand erstellt werden, zu einem besseren Verstindnis fiihren konnen. Dazu gilt es
allerdings auch die diesbeziiglich zugrunde liegenden Eigenschaften, wie etwa P(p — o <
X <p+o0) = 0,683 oder auch die Bedeutung der Wendepunkte des Graphen in diesem
Zusammenhang, zu besprechen und bei der Erstellung der Skizzen mit einflief3en zu
lassen. So erhalten die Schiiler die Moglichkeit, bereits vor der Berechnung abzuschatzen,
in welchem Bereich das gesuchte Ergebnis liegen muss.

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit im CAS gehort genau genommen nicht in den
Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechner-Werkzeugkompetenz, jedoch ist ein Ermitteln
des Erwartungswerts und der Standardabweichung nur auf diese Weise moglich. Meist
kommt der Gebrauch des CAS-Befehls Normal im Unterricht erst bei der Bestimmung
dieser beiden Werte zum Einsatz, wodurch oftmals Verstindnisschwierigkeiten
hinsichtlich der Tatsache, dass die Flache ,auf der linken Seite“ des angegeben
Variablenwerts berechnet wird, auftreten. So macht es in meinen Augen Sinn, die
Verwendung von  Anfang parallel zur Berechnung mit Hilfe des
Wahrscheinlichkeitsrechners zu iiben.

X sei eine normalverteilte Zufallsvariable mit y = 25 und o = 2,3.
1) Ermittle a naherungsweise, sodass gilt:
a) P(X <a)= 0,75
b)P(X =a) =0,18

2) Ermittle ein um p symmetrisches Intervall, in welchem 90% aller Werte liegen!

1)a) B
©¥ Wahrscheinlichkeitsrechner — [} X
TIAG =
Verteilung Statistik
12]
74 16 18 20 20 24 26 28 30 32 34 38 Durch Eingabe der
#=25 923 | entsprechenden
Normal R . . . .
Eingabe von | N s Wahrscheinlichkeit wird
yund o TE3 E l der.Wert der zugehorigen
pix < zessiss y=[ors ] Variable ausgegeben

Abb. 160: Lésungsweg — Trainingsaufgabe 23 (Teil 1)
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Die Berechnung der Aufgaben 1)b) und 2) erfolgt auf dieselbe Weise:

1)b)
1HE

P(27.1053¢ < X)= 0.18

2)
HIE E 1H[M

P(X </21.21684 )= |p.05 P(28.7831¢ < X) = .05

Abb. 161: Losungsweg — Trainingsaufgabe 23 (Teil 2)

Auch bei dieser Art von Aufgabe hat sich das Erstellen einer Skizze per Hand bewahrt, da
Schiiler so einerseits ein besseres Verstdandnis hinsichtlich der zugrundeliegenden
Fragestellung (nicht die Wahrscheinlichkeit, sondern der Wert der Zufallsvariable ist
gefragt) erhalten, und andererseits bereits vor der tatsidchlichen Berechnung den
Wertebereich des gesuchten Ergebnisses eingrenzen konnen. Besonderer
Aufmerksamkeit sollte hierbei der Berechnung des um den Erwartungswert
symmetrischen Intervalls zukommen, da dessen Berechnung haufig problembehaftet ist.

Neben dem Eintragen der gegebenen Wahrscheinlichkeit, kann der gesuchte Wert auch
durch Verschieben der Intervallgrenze auf experimentelle Weise erfolgen:

1
Verschiebung der Grenze entlang der x-Achse mit der Maus

14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 3 14 16 18 20 2 24 26 28 30 32 34 36
=25 0=23 =25 0=23

/" Normal ¥ _/~ Normal v

M 25 g 23 M 25 c 23

HHH HIHE

P(X < 27.3 )= 0.84134 P(X <(25.93969 )= 065857

[2]

Dynamische Anderung der Intervallgrenze und Wahrscheinlichkeit

Abb. 162: Experimentelles Bestimmen der Intervallgrenzen
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a) X sei eine normalverteilte Zufallsvariable mit 6 =1,8 und P(X < 12) = 0,75.
Ermittle den Erwartungswert!

b) X sei eine normalverteilte Zufallsvariable mit x = 8,5 und P(X > 9) = 0,22.
Bestimme die Standardabweichung!

1
Eingabe des Befehls Normal( <Mittelwert>,
<Standardabweichung>, <Wert der Variablen> ),
wobei der unbekannte Erwartungswert durch eine » CAS
Variable ersetzt wird.

Normal(x, 1.8, 12)=0.75
NLsse: {x = 10.78592}

1

2
Gleichsetzen mit der entsprechenden
Wabhrscheinlichkeit und 16sen der
Gleichung mittels  x~

b)
I
s Vorgehen wie in Aufgabe a), wobei hier die
1| Normal(8.5.x,9)=0.78 unbekannte Standardabweichung durch eine
NLsse: {x = 0.64751} Variable ersetzt wird.

Abb. 163: Losungsweg - Trainingsaufgabe 23

Neben den bereits erwahnten Schwierigkeiten, die bei Berechnungen mit dem Befehl
Normal auftreten kdénnen, gibt es Aufgaben, deren Losung man nicht anhand der soeben
beschriebenen Methode erhilt.

Wie man in so einem Fall vorgehen kann, wird im Folgenden an einem Beispiel, das dem
Schulbuch Mathematik verstehen 8 ( [93], S. 91) entnommen ist, dargestellt:

Von Tintenrollern des Typs LongRun gibt der Hersteller an, dass 97% der
produzierten LongRun-Tintenroller eine Schreibleistung von mindestens
2450 m besitzen. Wie grof3 ist die mittlere Schreibleistung eines LongRun-
Tintenrollers, wenn man voraussetzt, dass die Angaben des Herstellers
zutreffen und die Schreibleistung normalverteilt mit 0 = 375m ist?
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b CAS

1 Normal(x, 375, 2450)=0.03

Lose: <

Das Vorgehen nach dem oben
beschriebenen Weg fiihrt in diesem
Beispiel zu keinem Ergebnis.

Abb. 164: Berechnung des Erwartungswerts nicht méglich

Eine Moglichkeit der Berechnung stellt das Losen der Gleichung tiber den Befehl NLédse
(Numerisches Losen) dar, wobei hier ein Startwert fiir die zugrunde liegende Iteration
angegeben werden muss:

- {x = 3155.2076}

3 | NLése(Normal(x, 375, 2450)=00E,x = 3000)

Bei der Angabe eines Startwerts kommt den
yy Schiilern die Aufgabe zu, anhand der
angegebenen Informationen (Schreibleistung
und Standardabweichung) einen sinnvollen

Naherungswert zu bestimmen

Abb. 165: Berechnung des Erwartungswerts iiber NLose

Alternativ kommt man auch auf graphischem Weg zu einer Losung. Genau genommen
kommt fallt diese Variante eigentlich in den Bereich der Verkniipfung mehrerer
Werkzeuge, wird aber der Vollstdndigkeit halber bereits an dieser Stelle beschrieben.
Hierbei empfiehlt es sich, mit den Schiilern bereits davor Aufgaben zur Normalverteilung

im Grafik-Fenster bearbeitet zu haben.

{1]

v

f(x):=Normal(x, 375, 2450)
1

® - f(x):= ; erf(m

2

(7\@x+2450 ﬁ)) +%

Definieren einer Funktion, abhangig
vom Erwartungswert

Durch Schneiden von f{x) und der
Geraden y=0,03 erhdlt man den

gesuchten Erwartungswert (als x- 05
Koordinate des Schnittpunkts)

Gerade
-@ p:y=0.03
Punkt
-@ C =(3155.2976, 0.03)

T

\

I
1] 0 500 1000 1500 2000 2500 S[IEII 3500 4000

Abb. 166: Graphisches Ermitteln des Erwartungswerts
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BEISPIEL AUS DER PRAXIS

Folgende Aufgabe aus dem Schulbuch Mathematik verstehen 8 stellt flir Schiiler haufig
eine Herausforderung dar ( [93], S. 84):

Bei der Produktion von Stromkabeln ist die Lange des aufgerollten Kabels
anndhernd normalverteilt mit p = 50 und o = 0,05 (Angaben in Meter). Wie grof3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dass die Lange des Kabels auf einer zufillig aus der
Produktion herausgegriffenen Rolle aufderhalb des Intervalls [49,95; 50,10] liegt?

£ Wahrscheinlichkeitsrechner - O X

o =
TInG -
Verteilung Statistik

75 498 4985 499 4995 50 5005 501 5015 502 -D

=50 o=005 Berechnung der Wahrscheinlichkeit:
/" Normal = P(49,95 < X < 50,1)

M |50 g 0.05
2
1EE LZ]

Weitere Berechnung liefert
das gesuchte Ergebnis:
1-0,81859=0,18141

P(4985 |=X=<]0.1 )= 081859

Abb. 167: Losungsansatz - Praxisbeispiel 20

Anmerkung: Das Summieren von P(X < 49,95) und P(X = 50,1) ist nattirlich ebenfalls
moglich.

Bei dieser Aufgabe habe ich die Erfahrung gemacht, dass vielen Schiilern die
grundlegende Vorstellung tiber den gefragten Bereich fehlt. Auch hier kénnen das
Erstellen einer handischen Skizze (vor der Eingabe in GeoGebra!) und Markieren der
gesuchten Flache Abhilfe schaffen. Eine weitere Hiirde stellt die Berechnung dar, da
diese nicht ausschliefdlich iiber den Wahrscheinlichkeitsrechner erfolgen kann. In
diesem Zusammenhang finde ich es wichtig, den Schiilern verschiedene Losungsansitze
sowie auch (nicht nur bei dieser Thematik) immer wieder Alternativen zum
Technologieeinsatz aufzuzeigen und auch einzufordern.
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C. KONFIDENZINTERVALLE

Die Berechnung des Konfidenzintervalls erfolgt entweder iiber den
Wahrscheinlichkeitsrechner:

Unter dem Meniipunkt Statistik findet man den Gauf3-Schdtzer eines Anteils

€7 Wahrscheinlichkeitsrechner - (1) O X ‘ &3 Wahrscheinlichkeitsrechner - (1) — [m]
— [:]
® 1=
v o = —
| Verteilung Statistik
Verteilung Statistik
| GauR-Schétzer eines Anteils =

GauR-Test des Mittelwerts

GauR-Test des Mittelwerts . | Konfidenzniveau 0.95

T Test eines Mittelwertes Stichprobe

GauR-Test, Differenz der Mittelwerte | Erfoige ?

T Test, Differenz der Mittelwerte N7

'GauB-Test flr Anteile

GauRk-Test, Differenz von Anteilen | Ergebnis

GauB-Schétzer des Mittelwerts GauB-Schatzer eines Anteils

T Schétzung eines Mittelwerts

Gauf-Schétzer, Differenz der Mittelwerte Erfolge 2

T Schétzer, Differenz der Mittelwerte | N ?
e || G2UB-Schétzer eines Anteils = i

GauB-Schétzer, Differenz von Anteilen Limes inferlor | ?

Anpassungstest | | LUmes superior] 2

Chi-Quadrat-Test v Intervall 7227

Abb. 168: Konfidenzintervall - Wahrscheinlichkeitsrechner

Oder durch Eingabe des folgenden Befehls im CAS:

» CAS
1 ‘ GauBRAnteilSchéatzer( <Stichprobenanteil>, <Stichprobengroéfie>, <Signifikanzniveau> )

Abb. 169: Konfidenzintervall - Befehl

WERKZEUGKOMPETENZTRAINING
TRAININGSAUFGABE 24

Bei einer Umfrage unter 450 Personen gaben 120 Personen an, bei der kommenden
Wahl die Partei A wihlen zu wollen. Bestimme ein 99%-Konfidenzintervall fir den
unbekannten relativen Anteil der Wahler der Partei A dieser Gemeinde!

Berechnung im CAS: I

Hierbei gilt es zu beachten, dass die
relative und nicht die absolute Haufigkeit
der Wahler eingesetzt werden muss

b cAS v

GauBAnteilSchétzer[120/450,]450, 0.99)
- {0.21297,0.32036}

1

Abb. 170: Lésungsweg - Trainingsaufgabe 24 (CAS)
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Berechnung mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsrechners:

€2 Wahrscheinlichkeitsrechner - (1) - (m] X

1
e cuna : Eingabe des Konfidenzniveaus, der
Gaus-Scnatzer sines Antsls > »Erfolge” und des Stichprobenumfangs N
Konfidenzniveau u.Sﬂ
Stichprobe e
Erfolge 120 B
N 450
Ergebnis
GauB-Schét: I Anteil
aul chatzer eines Anteils 2
Erfolge 120 . i X
N a50 Ausgabe der unteren (Limes inferior) und

Limes nferior | 0.21257 | oberen (Limes superior) Intervallgrenze

Limes superior 0.32036
[ Intervall | 0.26667 £ 0.05.

Abb. 171: Lésungsweg - Trainingsaufgabe 24 (Wahrscheinlichkeitsrechner)

Bei der Ermittlung von Konfidenzintervallen kommt es meist nur hinsichtlich der
korrekten Eingabe der relativen oder auch absoluten Haufigkeit des untersuchten
Merkmals zu Problemen. Erfahrungsgemaf’ ist eine Berechnung mittels Befehl im CAS
weniger fehlerbehaftet als jene im Wahrscheinlichkeitsrechner, da den Schiilern das
Berechnen der relativen Haufigkeit (bei gegebener absoluter Haufigkeit) oft einfacher
fallt, als das Ermitteln der absoluten Haufigkeit (bei gegebener relativer Haufigkeit).

Die Analyse von Konfidenzintervallen hinsichtlich bestimmter Eigenschaften stellt im
Gegensatz zur Berechnung der Intervalle liblicherweise die grofiere Herausforderung dar
(siehe Praxisbeispiel 21). Hier kann beispielsweise der Einsatz von Schiebereglern dazu
anregen, den Sachverhalt auf experimentelle Weise zu untersuchen und daraus auf
Gesetzmafligkeiten zu schlief3en.
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BEISPIEL AUS DER PRAXIS
PRAXISBEISPIEL 21

Aufgabennummer: 1_308 Priifungsteil: Typ 1 Typ2 O
Aufgabenformat: Multiple Choice (x aus 5) Grundkompetenz: WS 4.1
keine Hilfsmittel gewohnte Hilfsmittel besondere Technologie
erforderlich moglich i erforderlich

Bei einer Umfrage in einem Bezirk werden 500 Personen befragt, ob sie Linkshander sind.
Als Ergebnis der Befragung wird das 95-%-Konfidenzintervall [0,09; 0,15] fir den Anteil der
Linkshander in der Bezirkszeitung bekanntgegeben.

Aufgabenstellung:

Welche der nachstehenden Aussagen kdnnen Sie aufgrund dieses Ergebnisses tatigen?
Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!

Ungefahr 60 Personen haben angegeben, Linkshander zu sein.

Hatte man 10000 Personen befragt, ware das 95-%-Konfidenz-
intervall schméler geworden.

Das Konfidenzintervall ware breiter, wenn der Anteil der Links-
hénder in der Umfrage kleiner gewesen waére.

Der Anteil der Linkshénder im gesamten Bezirk liegt jedenfalls
zwischen 9 % und 15 %.

Das entsprechende 99-%-Konfidenzintervall ist breiter als das
95-%-Konfidenzintervall.

Oo|o|o|o|o

Abb. 172: Praxisbeispiel 21 [126]

Das Uberpriifen der ersten und vierten Aussage kann nicht mit Hilfe von GeoGebra
erfolgen. Allen anderen Aussagen begegnen Schiiler meist durch Einsetzen geeigneter
Werte und Vergleichen der dadurch erhaltenen Ergebnisse im CAS. Die grofite
Schwierigkeit bei dieser Aufgabe stellt meist die Bestimmung des Anteils der Personen,
die angegeben haben, Linkshander zu sein, dar.

Uberpriifen der zweiten Aussage:

» CAS

4 | GauRAnteilSchatzer(0.12, 10000, 0.85) |:> = Breite des Intervalls bei
- {0.11363,0.12637} Stichprobenumfang 500: 6 %

= Breite des Intervalls bei
Stichorobenumfane 10 000: =1.27 %

Uberpriifen der dritten Aussage:
|» cas

1 | GauRAnteilSchatzer(0.03. 500, 0.95) = Breite des Intervalls bei Anteil 0,12: 6 %
- {0.01505,0.04495} |:> = Breite des Intervalls bei kleinerem
Anteil (z.B. 0,03): 2,99 %

Uberpriifen der fiinften Aussage:

P CAS

1 | GauBAnteilSchétzer(0.12, 500, 0.99) |:> = Breite des 95-%-Konfidenzintervalls: 6%
-+ {0.08257,0.15743} = Breite des 99-%-Konfidenzintervalls: =~ 7,49%

Abb. 173: Lésungsansatz - Praxisbeispiel 21
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1.5.5 VERNETZUNG DER WERKZEUGE

Auch, wenn bereits durch die Nutzung einzelner Werkzeuge der Grofsteil der Aufgaben
gelost werden kann, eroffnet die Verkniipfung dieser Werkzeuge weitaus mehr
Moglichkeiten und stellt somit den grofdten Vorteil des Technologieeinsatzes dar. Durch
das Darstellen eines Sachverhalts auf unterschiedliche Arten, wird ein vernetztes Lernen
auf mehreren Ebenen ermdglicht.

Ganz im Sinne der unter (einfiigen) beschriebenen Handlungsdimensionen kdnnen
Schiiler auf diesem Weg ,verschiedene mathematische Modelle fiir ein Problem
entwickeln ( [1], S. 21), werden dazu angehalten, diese auf ihre ,Problemadaquatheit
ab[zu]wéagen“ (ebd. S. 21), und erhalten dabei ein Mittel, um ,einen gegebenen
mathematischen Sachverhalt in eine andere (tabellarische, grafische, symbolische,
rekursive oder werkzeugspezifische) Darstellungsform [zu] libertragen“ und ,zwischen
Darstellungen oder Darstellungsformen [zu] wechseln“ (ebd., S.21).

Anmerkung: Die im Folgenden angefiihrten Aufgaben gehen teilweise - im Gegensatz zu
den (meisten) bisher vorgestellten Werkzeugkompetenz-Trainingsaufgaben - iiber das
reine Eintiben der Technologiekompetenz hinaus. Es kommen zudem auch Beispiele aus
der Schulpraxis (aus Schulbiichern oder auch den Beispielsammlungen des
Bildungsministeriums) zur Anwendung, die dementsprechend adaptiert wurden. Einige
Aufgaben sind zudem themeniibergreifend, sodass sie gute Ubungsbeispiele zur
technologieunterstiitzten Maturavorbereitung darstellen und je nach Schulstufe gekiirzt
bzw. angepasst werden miussen. Auf den Einsatz von Werkzeugen, der bereits im Rahmen
der Werkzeugkompetenz-Trainingsaufgaben thematisiert wurde, wird nicht mehr
gesondert eingegangen.

Die unter [94] einsehbare Aufgabe Reisekosten lautet wie folgt:

Die Tarife bei Fahrten mit dem Zug hangen normalerweise von der zuriickgelegten
Fahrtstrecke ab. Die in dieser Aufgabe verwendeten Bezeichnungen sind:

x ... Fahrtstrecke in Kilometern (km)
T(x) ... Tarif in Euro (€) fiir die Fahrtstrecke x

In der nachstehenden Tabelle sind die 2012 giiltigen Tarife fiir eine Fahrt mit der
OBB (2. Klasse ohne Vorteilsticket) ausgehend vom Bahnhof Wien West zum
angegebenen Endbahnhof angefiihrt.
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Bahnhof | Fahrtstrecke xin km | Tarife in €
St. Polten | 60 11,00
Linz 190 31,20
Salzburg | 317 47,50
Innsbruck | 572 58,30
Landeck 647 58,70
Bregenz 770 64,30

Tab. 21: Tarife

a) Ubertrage die Daten in eine Tabelle und zeichne die entsprechenden Punkte in
ein Koordinatensystem ein.

b) Uberlege anhand des in a) erstellen Punktediagramms, um welche Art von
Funktion es sich bei T(x) handeln konnte und bestimme eine Funktionsgleichung,
welche die Abhangigkeit des Tarifs (in €) von der Fahrtstrecke (in km) moglichst
gut beschreibt. Lass dir diese ebenfalls im Koordinatensystem anzeigen.

c) Berechne den durchschnittlichen Preiszuwachs pro Kilometer fiir die
Fahrtstrecke zwischen St. P6lten und Linz mit Hilfe der Funktionsgleichung aus

b).

d) Bestimme graphisch unter Verwendung der entsprechenden Punkte aus a) den
durchschnittlichen Preiszuwachs pro Kilometer zwischen St. Pélten und Linz.
Weshalb stimmt dieser nicht mit dem berechneten Wert aus c) tiberein?

1
r Eintragen der Werte in die Tabelle

¥ Tabelle
£ F kBB E
SR el
1 km €

2 e 1 Durch Markieren der Zellen und

% ;f: j;; anschliefendes Aktivierendes | —» a2 3

|5 | 512 s8a3 Werkzeugs Liste von Punkten 1.2] Liste

|6 647 587 wird im Algebra-Fenster eine

| 7| 70 e4s Liste der zugehorigen Punkte L _l
erstellt und diese im Graphik-
Fenster angezeigt & ]

60 e ®

40

20

0 200 400 600 800

Abb. 174: Lésungsweg - Trainingsaufgabe 25 (Teil 1)
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b)
3
Durch Markieren der Zellen in der Tabelle und anschliefdendes Aktivieren des
Werkzeugs 42* Anaiyse zweiervaraven | Wird die Gleichung einer Polynomfunktion
dritten Grades erstellt

{4]
Durch Klicken auf

| €2 Datenanalyse X
|

B
=

:d]] 5= : In die Grafik-Ansicht kopieren
T X5y E ~ Kopiere in die Zwischenablage
303 & Export als Bild...

'Slreumagramm o
Y: B2:B7

1 werden der
- Funktionsgraph in der
" Grafik-Ansicht und die
e Funktionsgleichung in
E der Algebra-Ansicht

: Regressionsmodell ) o angeZe]gt

Polynom ~ y =0z - 0.0004 2% + 0.2557 = — 3.5482

3 v Berechne symbolisch: x = y=
L

b —%
T(x) = 0.0000002069875 x’ — 0.000377688816 x” + 0.2556704551594 x — 3,5482021060296

= c

a

»

100 20 ETIERTT] 500 600 700 B0

¢
5 » CAS
Berechnung des Differenzenquotienten im , 1 | (T(190)-T(60))/(190-60)
Intervall [60,190] I ~ 0.17183

d)

6

= Konstruktion der Geraden durch die
Punkte (60/11) und (190/31,20)

= Bestimmen der Steigung dieser
Geraden

Abb. 175: Losungsweg - Trainingsaufgabe 25 (Teil 2)

Aspekte, die es bei dieser Aufgabe zu beachten gilt:

= Nach dem Erstellen der Punkte-Liste (Schritt 2), muss die Darstellung des
Koordinatensystems (durch Zoomen oder Ziehen entlang der Achsen) angepasst
werden, um die Punkte sehen zu konnen.
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b)

Im Anschluss an das Kopieren in die Grafik-Ansicht (Schritt 4), wird die
Funktionsgleichung meist in dieser Form angezeigt: T(x) = 0x’— 0x*+0.256 x — 3.548

Um eine sinnvolle Darstellung der Koeffizienten zu erhalten, muss die Anzahl der
angezeigten Nachkommastellen angepasst werden (iiber das Menii: Einstellungen
- Runden).

Bei der Berechnung des Differenzenquotienten (Schritt 5) wird meist darauf
vergessen, dass auch im CAS auf Funktionen zugegriffen werden kann, deren
Gleichung im Algebra-Fenster angezeigt wird. Schiiler tendieren dazu, die
Funktion erneut im CAS (anhand derselben Bezeichnung) zu definieren. Die
Tatsache, dass GeoGebra automatisch eine andere Bezeichnung wahlt, fithrt im
Anschluss oftmals zu Schwierigkeiten bei der weiteren Berechnung.

Die Ausgabe des Differenzenquotienten (Schritt 5) erfordert eine numerische
Berechnung mittels
Es besteht auflerdem (wie bereits an anderer Stelle erwdhnt) die Gefahr, dass
anstelle eines Rechenwerkzeugs ein Werkzeug zum Losen einer Gleichung
verwendet wird.

Erstelle 4 Schieberegler u1, yz, 01und o2 mit den folgenden Eigenschaften:
U1, U2
Minimum: 20, Maximum: 50, Schrittweite: 5
01, 02:
Minimum: 5, Maximum: 10, Schrittweite: 1

Definiere mithilfe des Befehls Normal( <Erwartungswert>, <Standardabweichung>,
<Wert der Variablen>, false) die Funktionen f und g so, dass fiir f der
Erwartungswert pz und die Standardabweichung o7, fiir g der Erwartungswert 2
und die Standardabweichung o2verwendet werden

Betrachte die Veranderung der beiden Graphen bei Variation der Schieberegler.
Beschreibe deine Beobachtungen in eigenen Worten!

Erstellen der Schieberegler
Einstellungen der Schieberegler
anpassen

Definieren der Funktionen: —
5 o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
0.02
flx)= =35 0,=8
x) (1_1,0_1, X, false) ™ RN st L)
Wy =25 0,=6
0.06 ° ———
gix)= (H_2, 0_2, X, )

Abb. 176: Losungsweg — Trainingsaufgabe 26
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Aspekte, die es bei dieser Aufgabe zu beachten gilt:

= Die Beschriftung anhand der griechischen Buchstaben kann entweder iiber das
kleine Symbol @« am Ende der Eingabezeile \ Eingabe: « : oder Uiber folgende
Tastenkombinationen erfolgen:
U...Alt+m
o..Alt+s

= Bei der Definition der Funktionen muss auf den Wahrheitswert false geachtet
werden. Andernfalls wird anstelle der Dichte- die Verteilungsfunktion dargestellt.

* Um aussagekraftige Informationen tiber das Aussehen der Graphen zu erhalten,
muss die y-Achse dementsprechend skaliert werden.

Folgende Aufgabe ist zum Teil dem Aufgabenpool® entnommen [95]:

Ein Patient, der an Bluthochdruck leidet, muss auf arztliche Empfehlung ab sofort
taglich am Morgen eine Tablette mit Wirkstoffgehalt 100 mg zur Therapie einnehmen.
Der Korper scheidet im Laufe eines Tages 80 % des Wirkstoffs wieder aus. Derzeit sind
bereits 100 mg Wirkstoff im Kérper des Patienten vorhanden.

a) Stelle mit Hilfe geeigneter Berechnungen (oder Darstellungen) Uberlegungen
hinsichtlich der langfristigen Entwicklung der Wirkstoffmenge im Korper des
Patienten an und kreuze im Anschluss in der ersten und zweiten Spalte die jeweils
passende Aussage an:

Die Wirkstoffmenge im Korper des Patienten wird langfristig , weil .

unbeschrankt wachsen der Korper des Patienten mit steigendem

beschrinkt wachsen Wirkstoffgehalt im Kdérper absolut immer mehr

wieder sinken abbaut und damit der Abbau letztlich die Zufuhr
iibersteigt

dem Korper taglich zusatzlicher Wirkstoff zugefiihrt
wird, der nur zu 80 % abgebaut werden kann, und

somit die Zufuhr im Vergleich zum Abbau iiberwiegt
der Korper des Patienten mit steigendem
Wirkstoffgehalt im Korper absolut immer mehr

davon abbaut, auch wenn der Prozentsatz gleich
bleibt

Tab. 22: Wirkstoffmenge

b) Gib eine Differenzengleichung an, anhand welcher man die Wirkstoffmenge Whn
im Korper des Patienten nach n Tagen (rekursiv) aus der Menge des Vortags Whn-1
bestimmen kann.

6 aufgabenpool.srdp.at
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¥ Tabelle
Sl F k|EE

A

)

1

‘:‘i‘t_ Eingeben der Wirkstoffmenge Wy in Zelle B1

1
| 2 |
3

10

-y

n

w

~

0
1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
1"
12
13

120

124

1248
124.96
124.992
124.9984
124.99968
124.99994
124.99999
125

125

125

125

2

Durch Eintragen des Bildungsgesetztes in
Zelle B2 |=0.281 + 100 und Kopieren der
Formel (herabziehen) werden weitere
Werte berechnet

'El

Mit Hilfe des Werkzeugs
| {#es} Liste von Punkten
R R T TR S werden die zugehorigen
Punkte im Grafik-Fenster
angezeigt

Abb. 177: Losungsweg — Trainingsaufgabe 27

In der Originalaufgabe ist das zugrunde liegende rekursive Modell angegeben - die
Schiiler sind nur dazu angehalten, inhaltlich zu reflektieren. Zum Aufbau eines
Grundverstidndnisses flir derartige Zu- oder Abnahmemodelle ist die intensive
Auseinandersetzung mit dem Ubersetzen der Informationen in ein passendes
mathematisches Modell jedoch unerldsslich, weshalb dieser ,,Ubersetzungsprozess“
regelmafdig in den Unterricht integriert werden sollte. Das Erstellen der passenden
Differenzengleichung fallt {iblicherweise leichter, nachdem der Wachstums-bzw.
Abnahmevorgang mit Hilfe der Tabelle und dem Einsatz von Beziigen modelliert und in
gewisser Weise auch visualisiert wurde.

Gegeben ist die Funktion f(x) = x? — %x -3

1

a) Bestimme die Stammfunktion von f{x) und erstelle fiir die Integrationskonstante

einen Schieberegler.

b) Versuche durch Verdandern der Integrationskonstante (mit Hilfe des
Schiebereglers) die Lage der Stammfunktion so anzupassen, dass diese durch den
Punkt P(1/4) geht.

c) Uberpriife dein Ergebnis durch Berechnung im CAS.
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a)

» CAS X

b Algebra X
1 Funktion
| —e_ 1, !
Eingabe VOl‘lf(X]'/' S
g .h(x)=%x3—%x2—§x—5
und Punkt P N Bunkt
o P=(1,4)
Zahl
®c=5
c,=0

.

Erstellen des
Schiebereglers ¢

Integral(f)

1 1 1 .
3¢ -3¥-3*ta +«—— | Stammfunktion

h(x):=1 /3¢ - 1/4x2 - 1/3x

1

2
15 1, 1
.-'h(x)._ax i 3x5
4

Definieren der Stammfunktion
mit c als Integrationskonstante

b)
5
Durch Experimentieren mit dem Schieberegler:
‘ Verschieben der Stammfunktion, sodass diese durch P geht
=0T Pz
14
12
10
&
P
. 6
P,
10 8 6 4 2.0 2 4 [
2
-2
B 0 8 6 4 f2 0 2 4
-2
-4
6]
c) K(O=1 /360 - 1432 - /3% + b Definieren der Stammfunktion mit
3 1. 1 1 | (unbelegter) Integrationskonstante
+ k(x) =5 X -2 x®+b—3 x
3% 74 3
k(1)=4 _| 7 !
A IR S <+—— | Einsetzen der Koordinaten von
N P in die Stammfunktion
$4
5
17 .| 8 !
oo (o=} - .
- { 4 | Tosen der Gleichung
6 |%5
= {b=4.25} 9

Abb. 178: Losungsweg — Trainingsaufgabe 28

Ausgabe als Dezimalzahl, um das Ergebnis
mit dem aus c) besser vergleichen zu konnen
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Aspekte, die es bei dieser Aufgabe zu beachten gilt:

= Beim Ermitteln der Stammfunktion tiber die Eingabezeile oder im CAS wird die
Integrationskonstante gleich 0 gesetzt.

= Die Einstellungen des Schiebereglers (Min., Max., Schrittweite) miissen
dementsprechend angepasst werden.

* Fir die Berechnung der Aufgabe c¢) muss die Stammfunktion unter anderem
Namen und unter Verwendung einer neuen (unbelegten) Integrationskonstante
definiert werden.

= Wie bereits erwdhnt, neigen Schiiler dazu, Schieberegler als das Losungswerkzeug
anzusehen. Im Rahmen dieser Aufgabe sollte thematisiert werden, dass ein
Auffinden von Losungen auf experimentelle Weise oft nicht zu exakten Losungen
filhrt und erst die Berechnung das gewiinschte Ergebnis liefert. (Vgl. [70], S. 37)

Durch die Kombination verschiedener Werkzeuge und Ansichten erfolgt eine
grundlegende Modifikation der mathematischen Denk- und Handlungsweise. Vor dem
Einsatz von Technologie wurden Aufgaben seriell abgearbeitet, wohingegen jetzt ein
paralleler Zugang zur Materie ermdglicht wird. Heugl spricht in diesem Zusammenhang
von der Window Shuttle Methode, die sich auf das Pendeln zwischen den verschiedenen
Ansichten -insbesondere der Graphik- und Algebra-Ansicht - bezieht. (Vgl. [70], S. 36)

Anhand dieses verdnderten Zugangs zu mathematischen Sachverhalten kénne eine
qualitative Anderung des Wissens sowie auch die Entwicklung neuer Kompetenzen bzw.
Befdhigungen unterstitzt werden (vgl. [96], S. 164). Heugl (ebd., S. 164) bezieht sich in
diesem Zusammenhang auf Doérfler, der bereits 1991 iiber den Einsatz des Computers
schreibt:

"Allgemeinbegriffe bzw. Kategorien werden mittels prototypischer Reprdsentanten
oder Vertreter kognitiv verfiighar gemacht fiir kognitive Funktionen wie Geddchtnis,
Problemlosen, Herstellen von Beziehungen zwischen Klassen. Es wird also i.a. mental
nicht abstrakt mit definierten Eigenschaften oder Biindeln von Eigenschaften
operiert, sondern gegenstdndlich mittels der mentalen Vorstellung
charakteristischer Exemplare oder sogar direkt an materiellen prototypischen
Reprdsentanten.” ( [97] zit. n. [96], S. 164)

Uber den Wechsel zwischen den unterschiedlichen Darstellungen sowie auch der
dynamischen Anpassung aller Darstellungsformen bei Anderung in einer von diesen, wird
die Entwicklung eines inhaltlichen Begriffsverstdndnisses beglinstigt (vgl. [84], S. 81). Im
Sinne der eingangs erwahnten Bildungstheorie, erhalten Schiiler auf diese Weise die
Moglichkeit, iiber Sachverhalte auf unterschiedlichen Ebenen zu reflektieren und bei
entsprechender Aufgabengestaltung auch zu kommunizieren.
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Die angefiihrten Aufgaben zeigen, dass technologische Werkzeuge unterschiedliche
Rollen im Rahmen des Lernprozesses und somit bei der Entwicklung von Kompetenzen
einnehmen konnen, die in( [70], S. 9) folgendermafden eingegrenzt werden:

= Visualisierungsfunktion
=  Modellierungsfunktion
= Experimentierfunktion
= Rechenfunktion

Durch den Technologieeinsatz ist es nun moglich, relativ miihelos und in sehr kurzer Zeit
mathematische Inhalte graphisch darzustellen. Dies fiihrt zu einer Veranschaulichung
bzw. Visualisierung von (fuir Schiiler) abstrakten Sachverhalten, wodurch der Aufbau von
(Grund)kompetenzen sowie die Entwicklung von Losungsstrategien in vielen Fallen
tiberhaupt erst realisiert werden kénnen. (Vgl. [70], S. 10)

Aufgrund der Tatsache, dass komplexe oder miithsame Berechnungen sowie
Losungsvorgange vom Programm libernommen werden, kommt es zu einer Verschiebung
im Bereich der Modellierung. Durch die vereinfachte Nutzung der Modelle kommt der
Reflexion liber die Modellwahl sowie der Analyse und Interpretation zugrunde liegender
Eigenschaften grofdere Bedeutung zu. (Vgl. ebd., S. 9)

Vor dem Einsatz von technologischen Hilfsmitteln dieser Art war ein Experimentieren im
Unterricht kaum moglich. Schiiller kénnen - zum Beispiel durch das Nutzen von
Schiebereglern - Effekte von Parametervariationen beobachten oder auch Lésungen
durch Ausprobieren finden bzw. eingrenzen (vgl. ebd., S. 11). Dieser Zugang spielt im
Bereich der Lernphasen (siehe Kap. IV, 2.1) eine grof3e Rolle und sollte dementsprechend
gentigend Platz im Unterricht finden.

Das Auslagern von komplexen operativen Vorgangen auf Werkzeuge bedeutet keinesfalls,
dass handische Berechnungen grundsatzlich nicht mehr durchgefiihrt werden sollten (vgl.
ebd., S. 13). Im Sinne Fischers und somit der der Zentralmatura zugrunde liegenden
Bildungstheorie, gilt es jedoch der Reflexion im Unterricht zugunsten einer
Kommunikationsfahigkeit mehr Bedeutung zukommen zu lassen als dem fachlichen
Operieren (vgl. [10], S. 5). Auch Heugl sieht diesbeziiglich keine

,Verarmung mathematischer Kompetenzen - ganz im Gegenteil: Es werden andere
Kompetenzen damit unterstiitzt und neue Kompetenzen im Bereich des Operierens
gewinnen an Bedeutung, wie etwa die Strukturerkennungskompetenz. Die
Lernenden miissen Ergebnisse interpretieren, die sie nicht selbst produziert haben.
Es ist also eine neue Art von Kontrollkompetenz erforderlich.” ( [70], S. 13)

Aus meiner Erfahrung ist es in diesem Zusammenhang jedoch wichtig, ein ,gesundes”
Mafs an Auslagerung des Operativen zu finden, sodass Schiiler auch regelmafiig dazu
angehalten werden, gewisse operative Tatigkeiten ohne Zuhilfenahme von Technologie
durchzufiihren.

Um mit Hilfe einer Vernetzung der Werkzeuge all die oben genannten Funktionen zur
(Grund)Kompetenzentwicklung einsetzen zu konnen, bedarf es zuallererst aber einer
ausreichenden Werkzeugkompetenz, deren Ausbildung somit geniigend Zeit und Raum
im Unterrichtsgeschehen zugestanden werden muss.
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1.6 DOKUMENTATIONSKOMPETENZ

Neben dem korrekten Einsatz der Werkzeuge spielt die Dokumentation der dabei
durchgefiihrten Arbeitsschritte und der dadurch erhaltenen Ergebnisse eine bedeutende
Rolle, da diese einerseits wichtig fiir einen nachhaltigen Wissensaufbau und andererseits
auch maf3geblich fiir die Ausbildung einer Kommunikationsfahigkeit (im Sinne Fischers)
ist.

Zusatzlich zum Erstellen der zugehorigen GeoGebra-Dateien hat sich hierbei bewahrt,
dass Schiiler in einem Textverarbeitungsprogramm Screenshots, etwaige
Vorgehensweisen und weiterfithrende Erklarungen, Begriindungen oder auch
Schlussfolgerungen abspeichern. Eine solche Dokumentation sollte bereits wahrend des
Werkzeugkompetenztrainings eingefordert werden, da auch dieses Vorgehen oft eine
Herausforderung fiir die Schiiler darstellt und sozusagen als eigene Kompetenz erst
entwickelt werden muss.

Neben der Entwicklung kommunikativer Kompetenzen auf Schiilerseite erhilt die
Lehrperson durch die Dokumentation der Arbeitsschritte zusatzlich die Moglichkeit, die
Gedankengdnge der Schiiler nachzuvollziehen. Wie bereits erwdhnt, sind Schiiler oft sehr
geschickt darin, Losungen experimentell zu ,generieren”, sodass bei unzureichender
Kontrolle der Anschein eines tatsdchlich nicht vorhandenen Verstindnisses erweckt
werden kann.

Das Dokumentieren von Arbeitsschritten und daraus resultierenden Ergebnissen kommt
aufderdem auch dann zum Tragen, wenn Schiiler der Bearbeitung und Erkldrung einer
Aufgabe durch die Lehrperson folgen und die wichtigsten Informationen dazu
verschriftlichen miissen. Bevor Technologie im Unterricht zum Einsatz kam, wurden
relevante Inhalte von der Lehrkraft ausschliefilich auf der Tafel festgehalten und von der
Klasse mit- bzw. abgeschrieben.

Im Gesprach mit Schiillern konnte ich feststellen, dass heutzutage durch den
Technologieeinsatz diesbeziiglich haufig Probleme auftreten. Wahrend Lehrer iiber einen
Beamer die notwendigen Arbeitsschritte, die mit Hilfe der Technologie durchzufiihren
sind, vorzeigen, werden Schiiler entweder nur dazu angehalten, zuzusehen oder aber es
wird ihnen zu wenig Zeit eingerdaumt, um das Gesehene festzuhalten. Auch, wenn die
zugehorigen Dateien den Schiilern zur Verfiigung gestellt werden, haben diese oftmals
Schwierigkeiten, die Abfolge der durchgefiihrten Arbeitsschritte und auch den Einsatz der
verschiedenen Werkzeuge und Befehle im Nachhinein nachzuvollziehen.

In diesem Zusammenhang hat es sich als niitzlich erwiesen, den Schiilern die Moglichkeit
zu geben, die vorgezeigten Arbeitsschritte simultan (oder auch etwas zeitversetzt) am
eigenen Gerat durchzufiihren, Screenshots anzufertigen und in ein Textdokument samt
notwendiger Zusatzerklarungen zu erstellen. Dies erfordert allerdings auch einiges an
zeitlichen Ressourcen, die in der Unterrichtsplanung nicht tibersehen werden diirfen.

Hierbei méchte ich auf den praktischen Einsatz von Freihandgleichungen, die etwa vom
Textverarbeitungsprogramm Word zur Verfiigung gestellt werden, hinweisen. Diese
ermoglichen den Schiilern die Eingabe von mathematischen Formeln, Zeichen oder auch
Operatoren entweder tiber die Maus, das Touchpad oder den Touchscreen, wodurch der
oft miihsame, zeitintensive Einsatz der Formeleditoren in vielen Fallen umgangen werden
kann.
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Durch Eingabe in den Freihandeditor (links) erfolgt die entsprechende Ausgabe (rechts)
in der Datei:

7x? dx

L
RETRPS
=

Abb. 179: Freihandeditor

N—

Ebenso kann der Einsatz von Erklarvideos eine grofie Hilfe darstellen. Diese Videos
konnen Schiiler beispielsweise zur Wiederholung von bereits besprochenen
Arbeitsschritten, die wadhrend des Unterrichts nicht zur Ganze verstanden bzw.
mitverfolgt werden konnten, nutzen. Sie bieten aber auch die Méglichkeit, in Form einer
Flipped-Classroom-Sequenz im Unterricht eingesetzt zu werden, bei welcher die Schiiler
im Rahmen der Hausiibung neue technologische Einsatzmdéglichkeiten bzw. Werkzeuge
kennen lernen, um diese in der darauffolgenden Stunde selbstdndig anzuwenden.
Derartige Videos konnen zwar relativ schnell anhand einer Screencast-Software erstellt
werden, man kann jedoch als Lehrkraft auch auf das grofse Angebot, das es bereits online
(z.B. auf YouTube) gibt, zurtickgreifen.”

7 Unter https://www.youtube.com/watch?v=9BLgzkl6hwI&t=6s findet man ein solches Video, das von
mir erstellt wurde.
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2 DIDAKTISCHE ASPEKTE EINES KOMPETENZORIENTIERTEN
TECHNOLOGIEEINSATZES

2.1 LERNPHASEN

Lernen in Phasen: Unter Beachtung der Vorkenntnisse sind Begriffe in der Regel in
einer ersten Phase auf einer konkret-anschaulichen, intuitiven oder heuristischen
Ebene zu behandeln, bei einfachen Anwendungen zu erproben und erst in einer
spdteren Phase zu vertiefen, ergdnzen, verallgemeinern oder exaktifizieren. Die
minimale Realisierung besteht in der Orientierung am Vorwissen der Studierenden
und der Einfiihrung von Begriffen tiber intuitive und heuristische Ansdtze mit
exemplarischen Exaktifizierungen, die maximale Realisierung in einer weit
reichenden Prdzisierung mathematischer Begriffe, Sdtze und Methoden.(Lehrplan
AHS, [98])

Bei der Planung eines kompetenzorientierten technologiegestiitzten Unterrichts sollten
ausgehend vom Inhalt auch Uberlegungen beziiglich der Auswahl der zu verwendenden
Technologiewerkzeuge und der Lernphase, in welcher der Lernprozess stattfindet,
angestellt werden (vgl. [33], S. 91).

Nach [33] wird in diesem Zusammenhang eine kompetenzorientierte Inhaltsanalyse
empfohlen, welche folgende Punkte in die Betrachtungen miteinbezieht:

» Uberlegungen zu Vorerfahrungen

= Analyse der erforderlichen Grundkompetenzen (frither erworbene, neue)

= Entwicklung neuer Begriffe und Algorithmen

= erforderliche Exaktifizierungsmafinahmen

= Bertcksichtigen aller Handlungsbereiche (Modellieren, Operieren, Interpretieren,

= Argumentieren)

» Uberlegungen zur Anwendbarkeit und zu Vernetzungen (innermathematisch und
anwendungsbezogen) (ebd., S. 91)

Nachdem inhaltliche Uberlegungen konkretisiert wurden, gilt es sich dariiber klar zu
werden, an welcher Stelle des Lernprozesses man sich in der zu planenden
Unterrichtssequenz befindet. Heugl geht von einem spiralféormigen Weg der Lernenden in
die Mathematik ( [70], S. 93) aus, wobei er sich auf das Spiralprinzip von Bruno
Buchberger [99] bezieht. Ausgehend von dessen Uberlegungen iiber die Entwicklung der
Mathematik als Wissenschaft, beschreibt er die Stationen, die entlang eines
Lernprozesses durchlaufen werden, anhand der sogenannten Buchbergerschen
Kreativitdtsspirale (vgl. [96], S. 65), die in Abb. 180 dargestellt ist.
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Abb. 180: Kreativitatsspirale ( [70], S. 39; [33], S.91)

Waihrend einer ,Runde“ entlang der Spirale kann der dabei durchlaufene Lernprozess
grob in drei, sich teilweise Uiberschneidende, Phasen unterteilt werden (vgl [70], S. 40).:
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qu Einfiihrende Aufgaben la Y (S}
Ny Beobachtungen ep
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Q ) m ) P, 5, ‘7,3*
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S Intuitive Begriffsvorstufe
erste [deen fiir Regeln
Formeln 5
Regeln 2
&F
28
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&DQ'Y Theoretische Absicherung <
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%'hg'gﬁ‘ren Theorie
- Definitionen
Satze

Exaktifizierende Phase

Abb. 181: Lernphasen ( [70], S. 40)
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2.1.1 HEURISTISCHE, EXPERIMENTELLE PHASE

Am Beginn der Spirale steht ein Problem, welches auf Beobachtungen, Datenmaterial oder
auch verbal formulierten Informationen beruht (vgl. [70], S. 39). Auf der Suche nach
Losungen fiir dieses Problem, gilt es bereits bekannte Algorithmen herauszugreifen oder
auch neue zu generieren (vgl [33], S. 92). Anhand von experimentellem und
analysierendem Vorgehen erfolgt das Anstellen von Vermutungen, Formulieren von
Satzen, Entwickeln von Beweisideen oder auch Bilden von Modellen (vgl. ebd., S.92; [70],
S. 39).

Dieser Phase kommt im kompetenzorientierten Unterricht besonders grofie Bedeutung
zu, da Schiulerzentrierung und kognitive Aktivierung im Rahmen eines entdeckenden
Lernens sowie das Zuriickgreifen auf bereits gefestigtes Basiswissen bezeichnend fiir eine
derartige  Unterrichtsgestaltung und  mafdgeblich fiir eine  verstdndige
Kompetenzentwicklung sind. Dass ein experimenteller, heuristischer Zugang in vielen
Fdllen erst durch den Einsatz von Technologie ermdéglicht wird, zeigt die Relevanz und
Bedeutsamkeit eines solchen auf (vgl. [70], S. 40).

Nach Heugl (ebd. S. 40) sind ,plausibles, induktives Schliefien®, ,experimentelles
Arbeiten durch systematisches Probieren”sowie ein Vorgehen nach der ,Versuch-
Irrtums-Methode“ kennzeichnend fiir die heuristische, experimentelle Phase. Mit Hilfe
des Technologieeinsatzes kann dies etwa anhand folgender, teilweise bereits
beschriebener Tatigkeiten und Funktionen umgesetzt werden ( [70], S. 41; [96], S. 70f):

= Visualisierung

= Experimentieren (durch Ausprobieren werden Annahmen tiberpriift und Modelle
auf deren Giiltigkeit untersucht)

=  Wechseln der Darstellungsarten (Window Shuttle Methode)

* Untersuchung der Konsequenzen durch Parametervariationen

= Zoomen (v.a. im Zusammenhang mit Funktionsgraphen von Bedeutung)

= Beleuchten von Spezialfillen, wodurch in weiterer Folge ein Generalisieren
ermoglicht wird

» Einsatz von Technologie als Kontrollwerkzeug

BEISPIELAUFGABEN

(Vgl. [81], S. 109)

Offne das dynamische Arbeitsblatt funktionenlupe.gghb®.
Variiere mit Hilfe des Schiebereglers die Seitenlange 2h des eingezeichneten Quadrats!

a) Wie musst du h dndern, um etwas iiber die Steigung des Graphen von fim Punkt A
aussagen zu kdnnen?

8 Zu finden unter: www.geogebra.org/m/pdgY55Gg
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b) Lass dir nun die Sekanten und deren Steigungsdreiecke anzeigen. Was kannst du
beziiglich deren Verhalten bei Anderung der Seitenlinge des Quadrats

beobachten?

Das Arbeitsblatt ist in zwei Fenster untergliedert. Im linken Fenster werden die Funktion, ein
Punkt A auf der Funktion sowie ein Quadrat mit Seitenlange 2h angezeigt. Die Seitenlange dieses
Quadrats kann iiber einen Schieberegler h verandert werden. Im rechten Fenster wird die
quadratische Umgebung des Punktes dargestellt. Bei Verkleinerung von h anhand des
Schiebereglers erfolgt eine Ubertragung der kleiner werdenden quadratischen Umgebung um
den Punkt A in der rechten Ansicht. Da sich die Grofde des rechten Fensters nicht dndert, wird
somit in die Ansicht ,hinein gezoomt“ und man erhdlt eine Art Funktionenlupe oder auch

Funktionenmikroskop. (Vgl. [81], S. 108ff; [100])

Heintz et al. (20]17): Werkzeugkos
Kompetent mit gigitalen Werkzeugen M;

Elschenbroich, Seebach & Schmjdt: Die digitale Funktionenlupe

atik betreiben (1) T

[] sekantensteigungen abertragen

h=0.2151 [ Aufgabe

f(x) =0.5x* - x

Abb. 182: Funktionenlupe

SHigungsdreiscks zeigen O *‘ﬁ(‘“” ! (] steiungscireleske zeigen | sekanten zeigen
/

SEEv > //

= | Steigungsdreiecke zeigen [] sekanten zeigen

Sekanten zelgen

-

und die Steigung abgelesen werden kann.

Durch schrittweises Verkleinern von h wird so lange in das Quadrat bzw.
die Funktion ,hinein gezoomt®, bis der Graph anndhernd linear verlauft

Abb. 183: ,Hineinzoomen*

Anmerkung: alle Bilder auf dieser Seite sind durch Anwenden der Funktionenlupe®

entstanden.

9 www.geogebra.org/m/pdg¥55Gg
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b)

] Steiqungsareiecke zeigen /] Sekanten zeiger

] Steigiingadreiscke zeiger (] Seftanien 2eigan
ARG h=0.9301 4
o ?\ =05 |
—— Sl o :
’ Al nkssertiae =0.0001

Linksseitige 7 Rechtsséitige Linksseftige Rechtsseitige _ eitige Rechtsseitige.
=483 sguing = =013 =1.448 =05

Flir grofdes h unterscheiden sich die Graphen der Sekanten und deren
Steigung. Bei schrittweiser Verkleinerung von h ndhern sich aber sowohl
die Graphen als auch die Steigungen an, bis sie schlussendlich nahezu
iibereinstimmen und die Sekanten tangential an der Funktion anliegen.

Abb. 184: Schrittweises Verkleinern von h

Anmerkung: alle Bilder auf dieser Seite sind durch Anwenden der Funktionenlupe 10
entstanden.

Diese Aufgabe ermoglicht einen kalkulfreien Zugang zum Thema Steigung einer Funktion
an einer Stelle und in weiterer Folge der Steigung der Tangente (vgl. [81], S. 110ff). Im
Sinne Arnold Kirschs, der die Idee des Funktionenmikroskops aufbrachte, wird nicht nach
einer Geraden gesucht, die sich an den Graphen ,anschmiegt, sondern der Graph der
Funktion selbst in einer kleinen Umgebung betrachtet (vgl. [101], S. 322). Die Schiiler
miissen dazu lediglich Vorwissen iliber die Steigung einer Geraden, Steigungsdreiecke
sowie Sekanten (als Geraden durch (mindestens) zwei Punkte einer Kurve) aufweisen -
durch die rein graphische Betrachtung kommt es zu keiner Berechnung von Grenzwerten
(vgl. [81], S. 110) . Im Vordergrund steht der Aufbau eines Grundverstandnisses, welches
als Basis fiir nachfolgende Uberlegungen hinsichtlich des Differentialrechnungskalkiils
dienen soll (vgl. ebd., S. 112).

Durch die Moglichkeit, den Punkt (mit der Maus) entlang der Funktion zu bewegen,
konnen auch weitere Punkte auf dem Graphen, wie etwa die lokalen Extrempunkte, oder
auch andere Funktionen (die Gleichung kann direkt eingegeben werden) durch die Lupe
betrachtet werden. Hierbei bietet sich beispielsweise die Analyse der Funktionf (x) = |x|
im Koordinatenursprung an. Anhand dieser graphischen Uberlegungen kann somit eine
anschauliche Einfiihrung in das Thema Differenzierbarkeit erbracht werden. (Vgl. [81], S.
110)

An dieser Aufgabe zeigt sich, dass der Einsatz von GeoGebra auch in Form bereits
vorgefertigter dynamischer Arbeitsblitter stattfinden kann, wodurch einerseits die
Gefahr minimiert wird, dass ein Mangel an Werkzeugkompetenzen die Schiiler von der
eigentlichen Thematik ablenkt, und andererseits die mitunter zeitintensive Eingabe

10 www.geogebra.org/m/pdgY55Gg
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wegfdllt und die Schiiler die dadurch gewonnene Zeit zum Experimentieren nutzen
konnen. Dabei kann die Lehrkraft derartige dynamische Arbeitsblatter im Vorfeld
selbstgestalten oder aber auch aus einem breiten Pool 11 an bereits erstellten
Arbeitsmaterialien schopfen.

(Vgl. [70],S.57; [102], S. 53f)
Die Hohe h(t) eines lotrecht nach oben geworfenen Korpers zum Zeitpunkt ¢ wird
annahernd durch die Funktionsgleichung
h(t) = 9t — 5t2 h(t) ... in Metern, t ... in Sekunden

beschrieben.

Versuche in der Tabelle anhand der mittleren Geschwindigkeit einen Naherungswert
fir die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt 2 zu finden.

{1]
Definieren der Funktion durch Eingabe in die
Eingabezeile: h(t) = 23t — 5+’

Alternativ kann die Definition auch tiber das

CAS erfolgen: h(t):=23t-5t'2
-+ h(t) := -5t 423t
3]
< Tabele Eintragen der Formel in
i F KEEE=~ b —Zelle D2 zur Berechnung
Eingabe der A | B | ¢ D \ der Durchschnitts-
Intervallgrenzen 1 |rechts: geschwindigkeit im
- . .. 2 2 3 -2 .
fiir die Annaherung | | ;| . ve — gegebenen Intervall:
von rechts | 4 | 2 2.1 25 =(h(B2)-h(A2))/(B2-A2)
L_> 2 2.01 2.95
i 2 2.001 2.995
7 2 2.0001 2.9995
& | 2 2.00001 2.99995 _E ]
5 | Durch Kopieren der
5 10 | links: Formel werden die
Durchfiihren der s 2 - Durchschnitts-
Schritte 2 - 4 3 | 19 5 15 geschwindigkeiten in den
(unter 14 [ 1ee 2 3.05 restlichen Intervallen
Beriicksichtigung | 15 ) 1999 2 3.005 berechnet
. 16 || 1.9999 2 3.0005
der Zellbeziige), 17 || 1.99999 2 3.00005
um sich von links S
anzundhern — 1

Abb. 185: Losungsansatz - Aufgabe 2

11 https://www.geogebra.org/materials
170


https://www.geogebra.org/materials

Im Vorfeld dieser Aufgabe gilt es den Aspekt der Durchschnittsgeschwindigkeit und deren
Berechnung mit Hilfe des Differenzenquotienten bereits durchgenommen zu haben. Der
Vorgang des Anndherns sollte in den meisten Fillen ebenfalls vor Durchfiihrung der
Aufgabe zumindest kurz angesprochen werden.

Der in diesem Beispiel gewihlte Zugang zur lokalen Anderungsrate hat gegeniiber dem
klassischen Einstieg anhand von Tangenten und deren Steigung den Vorteil, dass tiber den
Alltagsbezug die Frage nach dem Warum wegfallt. Das Ankniipfen an die Erfahrungswelt
der Schiiler (Sport, Auto/Moped,...) ermoglicht einen intuitiven Einstieg, der wie auch in
Aufgabe 1 ohne ein Vorwissen iiber Grenzwerte und deren Berechnung erfolgt. (Vgl.
[102], S. 50,55) Dies entspricht auch der Grundkompetenz AN 1.2, die wie folgt im
Grundkompetenzkatalog angegeben ist:

,den Zusammenhang Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate) -
Differenzialquotient (,momentane“ bzw. lokale Anderungsrate) auf der Grundlage
eines intuitiven Grenzwertbegriffs kennen und diese Konzepte (verbal sowie in
formaler Schreibweise) auch kontextbezogen anwenden kénnen“ ( [103], S. 14)

Zusatzlich erhélt man auf diesem Weg ein Universalmodell, welches ,iiberall dort, wo ein
Anderungsverhalten punktuell beschrieben werden soll“ ( [102]., S. 56) angewandt
werden kann.

Gegeben ist die Funktion f(x) = — %x3 + %xz + 4x + 1.

a) Stelle den Graphen von fim Koordinatensystem dar.

b) Zeichne die Tangenten an den Stellen x; = —4, x, = =2, x3=0,%X, =3 und
X5 =4 ein.

c) Bestimme die Steigungen der Tangenten aus b).

d) Zeichne folgende Punkte in das Koordinatensystem ein:

A(-4/Steigung der Tangente an der Stelle -4), B(-2/Steigung d. Tangente a. d. Stelle -2),

C(0/Steigung d. Tangente a. d. Stelle 0), D(3/Steigung d. Tangente a. d. Stelle 3),
E(4/Steigung d. Tangente a. d. Stelle 4)

e) Blende die Tangenten und falls vorhanden auch die zugehorigen Steigungsdreiecke
aus.

f) Uberlege, welche Art von Funktion durch die eingezeichneten Punkte beschrieben
wird und erstelle die zugehorige Funktionsgleichung. Lass dir danach den Graphen
dieser Funktion ebenfalls anzeigen.
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(s}

B = D
® ®
-5 E -3 2 1 0 1 2 4 5 6
E
12 @
-4
A
L2 -6

1
Nach Eingabe der Funktion werden
mittels Tangente( <x-Wert>, <Funktion> )
die Tangenten eingezeichnet

{2]
Die zugehorigen Steigungen werden

entweder iiber das Werkzeug | seigung
oder Steigung( <Gerade> ) bestimmt

3

Nach dem Erstellen der Punkte werden die
Tangenten und deren Steigungsdreiecke
ausgeblendet. Man kann nun erahnen, um
welchen Funktionstyp es sich bei der durch
die Punkte vorgegebenen Funktion handelt.

= CAS:

p(x):=a"x"2+b"x+¢

-+ p(x) ;= ax’+bx+c

Verschieden Methoden zur Bestimmung der zugehorigen Funktionsgleichung:

» Eingabezeile = Befehl TrendPoly( <Liste von Punkten>, <Grad des Polynoms>),
hier: p(x)=TrendPoly({A, B, C, D, E},2)

PE)=1
+ 9a+3b+4+c=1

p(-4)=6
-+ 16a—4b+c=—-6

p(4)=-2
-+ 1l6a+4b+c=-2

{84, 85, $6, $7, 58}

2 v

Polynom b

p(-2)=1 o
< 1 1
S fa—2b4c=1 Lsee {{.—,.=_E,|,=E,c=4}}
p(0)=4
6
-+ c=4
= Tabelle: .
«7 Datenanalyse X
o '
A | B | ) X, |
1 -4 -6 Streudiagramm 1] B
2 -2 1 ¥Y: B1:BS
4 3 1 _
3 4 -2 X ATAS

Regressicnsmodell

y=-052"+05z+4

Berechne symbolisch: x =

Abb. 186: Losungsansatz — Aufgabe 3 (Teil 1)
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> \ A \
Einzeichnen des Graphen in das i /
Koordinatensystem \ T NG \

Abb. 187: Losungsansatz - Aufgabe 3 (Teil 2)

Bei dieser Aufgabe erfolgt eine relativ detaillierte Angabe der Schritte, die im Programm
durchzufiihren sind, sodass der inhaltliche Fokus nicht durch Probleme bei der
Durchfithrung aufgrund fehlender Werkzeugkompetenzen in den Hintergrund gerat. In
leistungsstarken Klassen konnte man die Angabe dementsprechend anpassen, dass
weniger Informationen diesbeziiglich aufscheinen.

Im Mittelpunkt dieser Aufgabe steht das Ausbilden eines Verstidndnisses dartiber, dass die
Steigungen der Tangenten den Funktionswerten der ersten Ableitung entsprechen. Dies
sollte explizit auch beim Bearbeiten der Aufgabe im Klassenverband oder der
Nachbesprechung, falls in Einzelarbeit vorgegangen wurde, von der Lehrkraft
angesprochen werden. In der Praxis konnte ich beobachten, dass dieser
Abstraktionsschritt meist nicht vollzogen wird und Schiiler haufig eigene (oft falsche)
Gesetzmafdigkeiten beziiglich des graphischen Ableitens entwickeln. Da ein Wissen iiber
diesen Sachverhalt aber notwendig fiir einen grundlegenden Kompetenzaufbau im
Bereich der Differentialrechnung ist, sollte dem Uben und Besprechen (anhand von
anschaulichen Aufgaben) gentigend Zeit eingerdaumt werden.

Hier kommt neben dem heuristischen Zugang beziiglich des graphischen Ableitens auch
noch eine Wiederholung des Wissens tber Funktionstypen, der Bestimmung der
Funktionsgleichung und somit auch eine Vernetzung dieser Inhalte zur Anwendung. Die
1. Ableitung wird hierbei absichtlich nicht verwendet - der Zusammenhang zwischen der
Steigung der Tangente und der ersten Ableitung sollte dabei dennoch schon im Vorfeld
besprochen worden sein und eine Verbindung durch eine passende (nachfolgende)
Aufgabenstellung hergestellt werden. Diese konnte wie folgt aussehen:

a) Bestimme an den Stellen x; = —4,x, = =2, x3 = 0,x4 = 3 und x5 = 4 vier
Punkte auf dem Graphen der 1. Ableitung der Funktion aus Aufgabe 3, indem du
folgendermafien vorgehst:

Punkt an der Stelle -1: | Eingabe: A=(-1,r(-1))

b) Vergleiche das Ergebnis mit dem aus Aufgabe 3.
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Im Anschluss daran sollten die Aufgaben im Klassenverband besprochen und weitere
Zusammenhange zwischen den Graphen von f{x) und f(x) analysiert werden.

Eine Aufgabenstellung, die entweder alternativ zu Aufgabe 4 oder auch zusatzlich zur
Untersuchung weiterer Funktionen herangezogen werden kann, konnte folgendermafien
lauten:

Gegeben ist die Funktion f(x) = — %x3 + ixz + 4x + 1.

a) Stelle den Graphen von fim Koordinatensystem dar.
b) Zeichne mit Hilfe des Werkzeugs ' «* einen Punkt A auf dem Graphen ein.

c) Erstelle einen weiteren Punkt B, dessen x-Koordinate mit der des Punktes A
libereinstimmt und dessen y-Koordinate der Steigung von fan dieser Stelle
entspricht. Gib dazu folgendes in die Eingabezeile ein: ‘ Eingabe: B=(x(A), F{x(A))

d)Aktiviere den Spurmodus von B.
x-Koordinate von Punkt A wird

e) Bewege den Punkt 4 entlang des Graphen - was | verwendet
kannst du beobachten?

Durch Bewegen des Punktes A entlang
des Graphen von fwird gleichzeitig die
zugehorige Spur - und somit Punkte auf
dem Graphen von f(x) - eingezeichnet

Abb. 188: Losungsansatz - Aufgabe 5
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Trainingsaufgabe 28a)b) (siehe Kap. IV, 1.5) ist ebenfalls dieser Lernphase zuzuordnen.
Hierbei kann sehr gut erkannt werden, dass man durch rein heuristische Methoden oft
auch an Grenzen stof3t (vgl. [33], S. 95), weshalb es auf diese Phase aufbauend einer
weiteren Phase bedarf, in welcher ein hoherer Grad an Exaktheit (vgl. [70], S. 44) erreicht
werden soll.

2.1.2 EXAKTIFIZIERENDE PHASE

Aufbauend auf die Vermutungen, die wahrend der heuristischen Phase aufgestellt
wurden, gilt es in der exaktifizierenden Phase diese durch Begriinden und Beweisen
abzusichern. Zu dieser Phase zdhlen Vorgadnge, wie das Priifen der Giite von Modellen
oder auch die Entwicklung und das Eintiben von Algorithmen und Programmen, welche
fiir weitere Problemlésungsstrategien erforderlich sind. (Vgl. [33], S. 92) Schiiler sollen
dabei die Moglichkeit erhalten, Beziehungen und Abhangigkeiten zu entdecken, logische
Schlussfolgerungen zu ziehen und das selbstindige Anwenden mathematischer
Methoden zu schulen und auszubauen (vgl. [96], S. 91). Der Einsatz von Technologie
erlaubt uns dabei, komplexe operative Tatigkeiten auszulagern, sowie auch auf schnellem
Weg zu hilfreichen Visualisierungen zu gelangen (vgl. [33], S. 97). Man erhalt so ein
Hilfsmittel, das eine Ablenkung, durch fiir den eigentlich zu untersuchenden Inhalt
vorrangig nicht relevanten Vorgange, vermindert (vgl. [96], S. 94).

BEISPIELAUFGABE

(Vgl. [33], S. 97; [70], S. 58f)

4y

Bestimme den Differenzenquotienten s LA g die gegebenen Funktionen.

h
Vereinfache danach die Terme und ermittle den Grenzwert fir h-—-0 .

Kannst du eine Regel erkennen? Falls ja, formuliere diese!

a) fi(x) = x5, fo(x) = x°
b) f5(x) =x71, f(x) =x73

c) fs(x) = Vx
a) P CAS
4| f1Exes
® |- fi(x) =X 1
, | CHIA =TG- 100y Definieren des
_ 5 . .
® |- dgf(x,h) == W < Differenzenquotienten von fi(x)
2
daf_1(x.h) e 1. .
3 Multipliziere” h* 4+ 5 h3 x4+ 10h2 x2+ 10 hx® + 5 x* <+ Ausmultlptheren

Abb. 189: Losungsansatz a) (Teil 1)
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4 Grenzwert($3,h,0)

3
<4— | Bestimmen des Grenzwerts

-+ 5x!
5 | 200=x9 1
® - b=
dgf_200:=(_2(x+h)-F_2(x))'h Durchfiihren
* - g = 7**”'(1"“)9 - der Schritte
o 1- 3 fiir fo(x)

Muttipliziere: h® +0h’ x+36h° x> + 84 h® X’ + 126 h" x" + 126 h* X’ + 84 h® x® + 36 hx” + 9 x°

g | Grenzwert($7,h,0)

]
- 0x T

Abb. 190: Losungsansatz a) (Teil 2)

Der Einstieg in diese Aufgabe kann beispielsweise anhand der hdndischen Berechnung
des Differentialquotienten fiir f (x) = x? erfolgen.

Nach Definition des Grenzwerts fiir f1(x) erhalt man durch Ausmultiplizieren (Schritt 2)
einen Ausdruck, anhand dessen der Grenzwert ebenfalls ohne Technologieeinsatz
bestimmt werden kann. Zur Berechnung des Grenzwerts mit Hilfe des Programms (z.B.
als Kontrolle der handischen Berechnung) ist ein Ausmultiplizieren nicht notwendig.
Dies gilt ebenso fiir die Funktion f2(x).

Anhand der erhaltenen Ergebnisse kann bereits eine Vermutung beziiglich der
Ableitungsregeln einer Potenzfunktion angestellt werden.

Moglicher Losungsansatz fiir b):

> CAS daf_4(x):=(f_d(x+h)-T_4(x))h
£ 3(x):=xM-1) 1 1
g X T g =
® - f3(x) = ; w h
dgf_4(x)
daf_3(x.h):=(f_3(x+h)-F_3(x))h
2 6 —h? —3hx—3x%
& dafs(x,h) == — -1 R T 3 h X 3 h o 4 x°
x2+hx
Grenzwert(cgf_3, h, 0) . Grenzwert(dgf_4(x), h, 0)
3 3
- 1 T a
-3 X
T 4(x):=x"(-3
4 |- (x):=x(-3)
1
® |-+ fiy(x) := a

Abb. 191: Losungsansatz b)

Auch bei dieser Aufgabe ist eine hdandische Berechnung des Grenzwerts anhand des
durch das CAS ausgegebenen Terms (Zeile 2 und Zeile 6) moglich. Das Erkennen einer
Gesetzmafligkeit hinsichtlich der gesuchten Ableitungsregeln fiir Potenzfunktionen
erfordert allerdings wesentlich héhere algebraische Kompetenzen der Schiiler als es in
Aufgabe a) der Fall war (vgl. [70], S. 59).
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Moglicher Losungsansatz fiir c):

> CAS

1 15:=sart()

® | - fy(x) 1= Vx
daf_5(x):=(f_S5(x+h)-f_5(x))/h

- daf(o = M Weder Multiplizieren noch
daf_504 Vereinfachen fiihrt zu einer Ausgabe

P plizere VX +h«/m — | eines Terms, anhand welcher der

Grenzwert ohne Technologieeinsatz

verenere s Rt berechnet werden kann

41, \/Wh —vx -

g | Crenaweri(l/san(xshy+san(), h0) Berechnen des Grenzwerts anhand des Terms, der
- 2—1/; “— | handisch bestimmt wurde (siehe didaktischer Aspekt)

Abb. 192: Lésungsansatz c)

Bei der Bestimmung eines Differentialquotienten von Potenzfunktionen mit rationalen
Exponenten werden noch grofiere algebraische Fertigkeiten bendétigt, weshalb diese
Aufgabe eher fiir leistungsstarkere Schiiler geeignet ist. Nachdem man weder iiber das
Werkzeug Multipliziere noch ilber den Befehl Vereinfache zu einer gilinstigen
Termausgabe gelangt, braucht es eine gewisse Strukturerkennungskompetenz, um aus
dem erhaltenen Term auf den Einsatz von binomische Formeln zu schlieflen, sowie
algebraische Kompetenzen, um diese ohne Technologieeinsatz richtig anzuwenden. (Vgl.,
[70], S.59)

Durch das handische Erweitern des Ausdrucks erhilt man einen Term, der das
Bestimmen des Grenzwerts auch ohne Hilfe des Computers ermdoglicht:

(—\/§+Vh+x)-(—\/§—\/h+x)_ x—(h+x) —h 3 1
h(—Vx —Vh + x) Ch(—Vx—vhtx) —h(Vx+vhtx) Vi+Vhtx

Das Herauslesen einer Ableitungsregel aus dem erhaltenen Grenzwert ist hierbei
allerdings noch komplexer als es bei Aufgabe b) der Fall war.

2.1.3 ANWENDUNGSPHASE

,S0 wie ein Sportler grofse Anstrengungen beim Kraft- oder Konditionstraining auch
nur dann akzeptieren wird, wenn er erkennen kann, dafs ihm diese Plage in seiner
Sportart etwas bringt, sollte auch der Schiiler erleben konnen, dafs der entwickelte
Algorithmus und der neue Begriff anwendbar sind, und zwar nicht nur im Sinne einer
leichten Abpriifbarkeit bei der ndchsten Priifung, sondern um Probleme ldsen zu
kénnen, die vorher nicht lésbar waren.”

([96], S. 95)
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Hier kommt es zur Nutzung der in den zuvor durchlaufenen Phasen der Spirale
hergeleiteten Begriffsvorstellungen, Regeln und auch Algorithmen, anhand welcher
Losungsstrategien zur Bearbeitung von Anwendungsproblemen entwickelt werden
sollten (vgl. [70], S. 45). Durch den Einsatz von Technologie stellen grofie Datenmengen
und komplexe oder auch zeitaufwandige Operationen keine Hiirde mehr dar, weshalb es
nun moglich ist, auch umfangreichere, praxisbezogene Aufgaben zu lésen (vgl. [33], S. 98)
und samtliche Handlungsbereiche (Darstellen, Modellbilden, Rechnen, Operieren,
Interpretieren, Argumentieren, Begriinden) aus dem der Matura zugrunde liegenden
Kompetenzmodell einfliefden zu lassen (vgl. [70], S. 40).

BEISPIELAUFGABEN

Aufgaben aus dem Bereich der Kosten- und Preistheorie stellen in meinen Augen sehr
gute (realititsnahe) Anwendungsbeispiele fiir diese Phase dar, da sie die Moglichkeit
bieten, saimtliche Begriffe, Zusammenhange und Algorithmen, die den Lernenden im Zuge
der Behandlung des Themas Differentialrechnung nahe gebracht wurden, in
praxisrelevante Aufgabenstellungen einzubauen. Zudem habe ich die Erfahrung gemacht,
dass vielen Schiilern bei Aufgaben aus diesem Themenbereich der sprichwortliche Knopf
aufgeht und haufig erst dabei der Sinn derartiger Berechnungen ,eingesehen” wird.

Anmerkung: Bei der Aufgabengestaltung wurde neben einer Orientierung an Lehrplan

und Grundkompetenzkatalog darauf geachtet, den Grofdteil der in Kap. Il angefiihrten
Aufgabentypen nach Bruder einflief3en zu lassen.

Uber die Produktionskosten eines Herstellers kennt man folgende Daten:

Stiickzahl

xin STK 0 3 10 17 20 27
Kosten

K(x) in € 250 396,7 550 620 680 1019,5

Tab. 23: Produktionskosten

X ... Produktionsmenge in Stiick (STK)
K(x) ... Produktionskosten in Euro (€)

a) Lass dir den zugehorigen Punktgraphen zeichnen und erstelle eine passende
Funktionsgleichung der zugehorigen Kostenfunktion K(x). Runde die Koeffizienten
auf 4 Nachkommastellen.

b) Bestimme die Gesamtkosten bei einer Produktion von 100 Stiick. Wie viel Stiick
konnen bei einer Investition von 900€ produziert werden?

c) Berechne die Grenzkosten bei einer Produktion von 10 Stiick und interpretiere
das Ergebnis im Sachzusammenhang.
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d) Ermittle unter Verwendung der Differentialrechnung diejenige
Produktionsmenge, bei der die Grenzkosten am kleinsten sind. Um welche
besondere Stelle von K(x) handelt es sich? (vgl. [104], S. 67)

e) Begriinde, weshalb der im Folgenden dargestellte Graph nicht zu der
Grenzkostenfunktion einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion gehdren kann: (vgl.
[104], S. 69)

80

60
\

20

0 2 —— 1 12 "

Abb. 193: Graph - Aufgabe 1

a)
¥ Tabelle
£ F K[EET 1
AL B Nach Einzeichnen des Punktgraphens

! 0| 250 mittels ¢4 Listevonpunken Kann anhand des
2 3| 3%7 Verlaufs vermutet werden, dass es sich
3 10| S50 um eine kubische Funktion handelt.
4 17 620
5 20 &80
5 27 1019.5 @

2

Mit Hilfe der Analyse zweier Variablen wird
das passende Regressionsmodell erstellt:

K(x) = 0.1088 x* — 4.1147 x? + 60.2647 x + 250

I 1500

1000

500

B

a 5 10 15 20 25 30

Abb. 194: Losungsansatz - Aufgabe 1 (Teil 1)
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» CAS
1 K(x) := 0.1088x* - 4.1147x* + 60.2647x + 250

® - K(x) := 0.1088 X’ — 4.1147 x® + 60.2647 x + 250 _@

K(100 i
2| K(100) Gesamtkosten bei

~ 7302047 <— ) ;
Produktion von 100 Stiick
3 K(0=900
= 0.1088 x* — 4.1147 x* 4 60.2647 x 4+ 250 = 000 Menge, die mit einem

Kostenaufwand von 900€

4 33 .
produziert werden kann

Lose: {x = 25.25302}

5 | K(10)
~ 10.6107 = c)

e | K= Eine Stel.gerung der
~ D0.6528 x — 5.2204 = D PrPdukFlon Von.10 auf 11

Stick fiihrt zu einer
7 | 36 .
o Iy — 12.60631 Kostensteigerung von

Nidee: {x = 12.6063%) annihernd 10,61€ / Stiick

d)
In der Wendestelle der Kostenfunktion ist der
Kostenzuwachs am geringsten und die Grenzkosten
somit am kleinsten.

Abb. 195: Losungsansatz — Aufgabe 1 (Teil 2)

e)

Der dargestellte Funktionsgraph kann nicht zu der Grenzkostenfunktion einer
ertragsgesetzlichen Kostenfunktion gehoren, da diese keine lokalen Extremstellen und
die Grenzkostenfunktion daher keine Nullstellen hat. (Alternativ: Begriindung tliber
Monotonieverhalten der Kostenfunktion)

Von einer Kostenfunktion dritten Grades sind folgende Eigenschaften bekannt:

- die Gesamtkosten bei einer Produktion von 10 ME betragen 300 GE
- die Kostenkehre liegt bei 35 ME

- das Betriebsoptimum wird bei 60 ME angenommen

- die Grenzkosten bei einer Produktion von 20 ME betragen 6 GE/ME

ME ... Mengeneinheiten, GE ... Geldeinheiten

a) Bestimme die Funktionsgleichung K(x) der zugehorigen Kostenfunktion.

b) Gib die Bereiche an, in welchen K(x) degressiv bzw. progressiv verlauft und
interpretiere deine Beobachtungen im (wirtschaftlichen) Sachzusammenhang.

c¢) Das Produkt wird um 20 GE/ME verkauft. Bestimme die gewinnmaximierende
Menge sowie den maximalen Gewinn.
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b)

d) Wie hoch miisste der Verkaufspreis fiir das Produkt angesetzt werden, damit das
Gewinnmaximum bereits bei 70 ME angenommen wird?

e) G(x) sei die zugehorige Gewinnfunktion (x ... in ME, G(X) ... in GE)
Ordne den Beschreibungen (links) die jeweils richtige Gleichung (rechts) zu:

Der Break-Even-Point liegt bei x, ME A K(x;) =0
Die Kostenkehre liegt bei x; ME B G'(xx) =0
C K,(.xl) = 0
D| G'(x)=0
Tab. 24: Zuordnung E G(xy,)=0

f) Versuche nun anhand von selbst gewdhlten Eigenschaften (dhnlich wie in der
Angabe) die Gleichung einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion dritten Grades
aufzustellen. Uberpriife nach dem Bestimmen der Funktionsgleichung, ob diese alle
Bedingungen, die an eine ertragsgesetzliche Kostenfunktion gestellt werden, erfillt.

Aufstellen der Funktionsgleichung: siehe Trainingsaufgabe 10 (LINK)

b CAS

Kix):=a"x*3+b"x*2+¢ x+d

Definieren der Kostenfunktion

+ K(x):=ax+bx®+cx+d

S{x):=K(x)x

2 L g = bR Hoxtd Definieren der Stiickkostenfunktion
K(10)=300
® . 1000a+100b+10c+d =300 Gesamtkosten
K*(35)=0
4L 20a+2b=0 Kostenkehre
S'(60)=0 - -
* o 10atbo o d=0 Betriebsoptimum
Ki(20)=6
& 1200a440b+c=6 Grenzkosten
(53, 54, 55, 56)
T _ 12 252 2334 25020
Alemamr T T =)
o | Ri=Ersee(St Recuzeren(S7)
12, 252 , 2334 25020
® 0 f0) =gy X 75 Xt a0 *t a0

Um die Kriimmungsbereiche zu bestimmen, kann die Kostenkehre entweder
im CAS mit Hilfe der Differentialrechnung berechnet oder im Grafik-Fenster
mittels Befehl Wendepunkt(f) bestimmt werden.

» Algebra X | » crafik
Funktion o

_ 12, 252
£()=0 S =omT L
S Punkt i s
l — y = @ A=(35,445.97315)
3725 745~ 400
10 | %9 300
Lose: {x =35} -

Abb. 196: Losungsansatz - Aufgabe 2 (Teil 1)
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11 | E(x):=20x -
® - E(x):=20x 1
b | CO=EEHO ~ | Aufstellen der Gewinnfunktion
12 252 646 25920
® G =gy Xty X T g0 X 1ae |
" G'(x)=0 -
- leﬁ (—36 x” + 2520 x + 16150) =0 2
10 | $13 | | Bestimmen der
NLgse: {x = —5.90979, x = 75.90979} geWinnmaXimierenden Menge
15 | G'(75.90979)

~ —0.79074 -

d)

G(75.90979)
= 695.15705

3
—> | Berechnen des maximalen Gewinns

E_1(x):=p™

=~ Ei(x) :==px
G_1(x):=E_1(x)-f(x)

18 = Gi(x) := —0.00322 x° 4+ 0.33826 x? + p x — 15.66443 x — 173.95973
G_1'(70)=0

., ., _ 156644205302049 _
P~ "10000000000000

Berechnung des

20

$19
NLose: {p =15.66443}

Abb. 197: Loésungsansatz — Aufgabe 2 (Teil 2)

e)

Nach der Auswahl der Eigenschaften kann im CAS probiert werden, eine passende
Funktionsgleichung zu erstellen. Dies erfordert sowohl Grundkompetenzwissen tiber
Polynomfunktionen als auch kontextbezogenes Wissen tiber Kostenfunktionen. Die
dabei gefundene Funktion muss auf das Erfiillen folgender Eigenschaften kontrolliert

Der Break-Even-Point liegt bei 38 ME

Die Kostenkehre liegt bei 46 ME

Tab. 25: Lésung - Zuordnung

werden (vgl. [105], S. 6-41):

Verkaufspreises
A K(46)=0
B G'(38) =0
C K'(46) =5
D G¢'(38) =0
E G(38) =0
F K'"(46) =0

die Funktion ist streng monoton steigend fiir x > 0

die Funktion hat keine lokalen Extremstellen
die Funktion besitzt einen Wendepunkt im 1. Quadranten und weist davor ein

negative und danach eine positive Krimmung auf
der Ordinatenabschnitt der Funktion ist positiv (selten auch 0)
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(vgl, [104],S.71)
Die Gesamtkosten, die bei einer monatlichen Produktion von x Mengeneinheiten (ME)
eines bestimmten Produktes anfallen, werden durch folgende Funktion beschrieben:

K(x) =8x+17 X ... in Mengeneinheiten (ME), K(x) ... in Geldeinheiten (GE)
Innerhalb eines Monats kénnen nicht mehr als 33 ME produziert werden.

a) Erklare, weshalb das Betriebsoptimum bei 33 ME liegen muss.

b) Begriinde, warum man in diesem Fall das Betriebsoptimum nicht anhand der
Nullstelle der ersten Ableitung bestimmen kann.

c) Auf der Suche nach der Funktionsgleichung einer (anderen) kubischen
Kostenfunktion werden folgende Berechnungen im CAS durchgefiihrt:

b CAS

K(x):=a"x"3+b™x"2+c"x+d
1
+ K(x) == ax>+bx’ +cx+d

K(0)=6000
-+ d = 6000

K"(13)=0
-+ 78a+2b=0

K'(10)=43
-+ 300a4+20b+c=143

K(30)=8000
~ 27000 a+ 900 b + 30 ¢ + d = 8000 Abb. 198: Berechnung im CAS

K(x) .... in Geldeinheiten (GE), x ... in Mengeneinheiten (ME)

Interpretiere die Eingaben in den Zeilen 2 bis 5 im Sachzusammenhang - welche
Informationen wurden hier verwendet?

e L= 17 . .
a) Da die Stiickkostenfunktion K (x) = 8 + — it zunehmender Produktionsmenge
abnimmt, ist sie beim Erreichen der Kapazititsgrenze am kleinsten.

b) Die Stiickkostenfunktion ist im gesamten Definitionsbereich (x > 0) streng monoton
fallend, nimmt also kein lokales Minimum an. Die erste Ableitung ist somit stets negativ,
weshalb man statt deren Nullstelle den rechten Rand des Definitionsbereichs
(Kapazitatsgrenze) betrachten muss (siehe Losung zu a)).
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P CAS

K(x):=a"x*3+b*x"2+c"x+d
1
- K(x):=ax’+bx’>+cx+d

K(0)=5000

2 Die Fixkosten betragen 6000 GE
- d =6000

3 it Die Kostenkehre liegt bei 13 ME
-+ 78a+2b=0

. K(10)=43 Bei Produktion von 10 ME betragen
- 300a+20b+c=143 die Grenzkosten 43 GE/ME

5 | 20700 Bei Produktion von 30 ME betragen

- 27000 a+900b + 30 c + d = 8000

die Gesamtkosten 8000 GE

Abb. 199: Losungsansatz — Aufgabe 3

(vgl. [70], S. 46)
Gegeben ist die Kostenfunktion

K(x) = 0.017x® — 0.87x* + 17x + 56
X ...in Mengeneinheiten (ME), K(x) ... in Geldeinheiten (GE)

a) Zeichne den Graphen der zugehdrigen Stiickkostenfunktion ein.
b) Berechne das Betriebsoptimum und zeichne es in der Graphik ein.

c) Konstruiere eine Gerade durch den Koordinatenursprung, welche K(x) beriihrt.
Bestimme die Koordinaten dieses Beriihrpunkts.

d) Kannst du einen Zusammenhang zwischen dem Ergebnis aus b) und der
Konstruktion aus c) erkennen?

e) Begriinde, weshalb die Tangente an den Graphen der Kostenfunktion an der
Stelle des Betriebsoptimums durch den Koordinatenursprung gehen muss.

» Algebra X | b Grafik
Funktion 2
~@ K(x) = 0.017 x> — 0.87 x> 4+ 17 x + 56
0.017 x? — 0.87 x> + 17 x + 56 2
X

“® K(x) =

Abb. 200: Losungsweg - Aufgabe 4a)
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b)

» CAS X 250
. K_s'(x)=0
L 17 435 — 28000 _ Berechnung des i
500 Betriebsoptimums 190
2 | ¥
Lose: {x = 27.73016} < | 100

50 5 10 15 20

Einzeichnen in Graphik

Abb. 201: Losungsweg - Aufgabe 4b)

c)

Das Konstruieren der Tangente kann auf mehrere Arten durchgefiihrt werden. Hier
werden im Folgenden drei Methoden aufgezeigt:

1. Methode

Gerade mittels |~ cerade
i | durch A an die Gerade
: »anlegen“, um den

Beriihrpunkt B (so gut es
geht) zu bestimmen.

Hier: B =(27.83901, 221.78793)

> .
| ' 5 10 15 20 25 30

1
| Einzeichnen des Punktes (0/0) (hier: A)

2. Methode
250 IT'

Einzeichnen eines beliebigen Punktes auf dem
Graphen der Kostenfunktion mittels |2 punkt aut objekt
& . (hier: B)

100 |
250

5

200

200

150

2 1.

100

Konstruktion der Tangente in B an
den Graphen mittels ' O rangenten

il

Abb. 202: Losungsweg — Aufgabe 4c) (Teil 1)
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Durch Bewegen von B entlang des Graphen wird
versucht, die Tangente zu finden, die durch den
100 Koordinatenursprung geht. Dadurch konnten
hier fiir B folgende Koordinaten bestimmt
werden: B =(27.73143, 220.92443)

3. Methode
Einzeichnen von A(0/0) | S E—
und eines beliebigen ; 3
Punktes auf dem : )
Graphen (hier: F) Bes.tlmmen der Schnlt'Fpunkte
zwischen Kostenfunktion und

_@ Gerade. In der Graphik ist nur
Konstruieren der 5 der relevante Schnittpunkt G
Geraden durch A und F L e e Zu sehen.

e Der Punkt F wird so lange an der Kostenfunktion
verschoben bis er mit dem Schnittpunkt G
150 zusammenfillt und aus der Sekante eine Tangente wird.

Hier wurden dadurch fiir F und G folgende Koordinaten

bestimmt: g = (57 72274, 220.85525)
s ramn Aameemns = = G = (27.73758, 220.9735)

Abb. 203: Losungsweg - Aufgabe 4c) (Teil 2)
d)

Auch, wenn der durch die Konstruktion ermittelte Punkt nicht ganz exakt dem
Beriihrpunkt der Tangente entspricht, kann man vermuten, dass dessen x-Koordinate
mit dem Betriebsoptimum libereinstimmt.
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e)
Die Begriindung kann beispielsweise graphisch erfolgen (vgl. [104], S. 80):

Die Steigung k jeder Geraden g, die durch den
Ursprung und einen beliebigen Punkt
P(xs/K(xs)) der Kostenfunktion K(x) geht,
entspricht gerade den Stiickkosten K(x) an
kish dieser Stelle xs:

K A_y Kk = K(x)
J * Ax X

= I?(xs)

Abb. 204: Losungsweg - Aufgabe 4e) (Teil 1)

Bewegt man den Punkt P so lange entlang
des Graphen der Kostenfunktion bis die
Gerade den Graphen von K(x) nur noch in P
beriihrt, erhdlt man jene Gerade mit
kleinster Steigung k und somit auch die Koo
Stelle xopt mit den geringsten Stiickkosten -
das Betriebsoptimum.

K(xs)

0 ¥s= Xopt

Abb. 205: Losungsweg — Aufgabe 4e) (Teil 2)

Weiters kann die Begriindung auch anhand der Differentialrechnung erfolgen (vgl.
[106], S. 154; [70], S. 48): Falls das Betriebsoptimum nicht am Rand des
Definitionsbereichs der Kostenfunktion K(x) liegt, kann dieses iiber die Nullstellen der
ersten Ableitung der Stiickkostenfunktion K (x) bestimmt werden.

Fiir die Stiickkostenfunktion gilt: K(x) = X% = K (x) - x~1

X

Die Ermittlung der Ableitung von K (x) erfolgt mit Hilfe der Produktregel:

— K'(x) K(x
R =K x4 K (-1 a2 = 120 KD
Berechnung der Nullstellen von K’ (x):
K' K
) K@ _ /-x2
X x?
K'(x)x—K(x)=0 /+ K(x)
K'(x) - x = K(x) / ' X
K'(x) = KO die Steigung der Tangente an K(x) im Betriebsoptimum entspricht somit

X
der Steigung der linearen homogenen Funktion an dieser Stelle.
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In der Anwendungsphase zeigt sich deutlich, dass die einzelnen Phasen der
Kreativitatsspirale nicht immer getrennt voneinander auftreten. Der Einstieg in den
Modellierungsprozess erfolgt einerseits oft auf experimentelle Weise, bedarf jedoch
andererseits auch haufig einer Reflexion oder auch Begriindung. Im Zuge des
Problemldsungsprozesses muss bei der Durchfiihrung operativer Tatigkeiten ebenfalls
oftmals zwischen experimentellem und exaktem Vorgehen abgewogen werden. (Vgl. [33],
S.93)

Besonderer Bedeutung kommt in dieser Phase - der Bildungstheorie nach Fischer
entsprechend - dem Interpretieren und Begriinden zu, welche durch den Einsatz von
Technologie und der Auslagerung zeitintensiver oder komplexer Vorgange liberhaupt
erstin diesem Mafde ermoglicht werden. Um ein exaktes Begriinden, wie es beispielsweise
bei Aufgabe 4)e) der Fall ist, von den Schiilern einfordern zu kénnen, braucht es
regelmaflige exaktifizierende Phasen, innerhalb derer ein derartiges Arbeiten aufgebaut
und gefestigt wird (vgl. [70], S. 48).

Im Sinne eines Lernprozesses nach den in Kap. Il angefiihrten Lernlinien unterstiitzen
Aufgaben in der Anwendungsphase die intensive Auseinandersetzung mit neuen Inhalten,
wahrend welcher aber auch auf bereits bekanntes Grundlagenwissen und -kénnen
zuriickgegriffen wird und in weiterer Folge eine Vernetzung von Neuem und Altem
stattfindet. Dies ist allerdings nur moglich, wenn im Vorfeld ausreichende
Werkzeugkompetenzen entwickelt wurden, da Schiilern sonst das notwendige Riistzeug
fur einen sinnbringenden Einsatz der Technologie fehlt.

2.2 WHITE BOX UND BLACK BOX

Um den Lernprozess gemafs der Kreativitatsspirale durch den Einsatz von Technologie
nicht zu unterbrechen, indem gewisse Stationen ausgelassen bzw. libersprungen werden,
braucht es ein Bewusstsein dartber, in welcher Entwicklungsphase des Lernens sich die
Schiiler befinden (vgl. [107], S.18). Hierbei findet eine Unterscheidung zwischen der
White-Box-Phase und der Black-Box-Phase statt, die jeweils zwei unterschiedliche Stadien
der zugrunde liegenden Lernphasen beschreiben (vgl. [96], S 130 ff).

2.2.1 WHITE BOX

In der White-Box-Phase als Phase des verstehenden Lernens (ebd., S. 130) geht es darum,
Schiiler mit ,,einem Begriff, einem Algorithmus, einem mathematischen Konzept“ (ebd., S.
130) vertraut zu machen. Die auf dem Weg dorthin ausgefiihrten operativen Tatigkeiten
werden ohne technologische Hilfe durchgefiihrt und durch regelmifiige Anwendung
eingeiibt. Technologie kommt hierbei nur zum Einsatz, wenn der Lernprozess auf
experimentellem Weg stattfinden soll oder bereits bekannte Zusammenhange und Inhalte
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in Form einer Black-Box (die zuvor ebenfalls in einer White-Box-Phase erarbeitet wurde)
zum Wissenserwerb genutzt wird. (Vgl. [96], S. 130f)

2.2.2 BLACK BOX

Das in den White-Box-Phasen entwickelte Wissen und die zugehdrigen operativen
Fahigkeiten werden in der Black-Box-Phase, der Phase des erkennenden und
begriindenden Anwendens ( [70], S. 98), gezielt eingesetzt, wobei die Ausfiihrung der
Operationen der Technologie liberlassen werden und den Schiilern das Entwickeln eines
Konzepts zur Losung der Aufgabenstellung und das Begriinden der getroffenen
Entscheidungen zukommt (vgl. [96], S. 131). Ganz im Sinne der Fdcherorientierten
Allgemeinbildung nach Fischer wird somit durch Auslagern des Operativen Zeit und Raum
fiir Reflexion und somit einer intensiven verstdndnisorientierten Auseinandersetzung
und in weiterer Folge auch fiir eine Kommunikation mit Experten gegeben (vgl. [10], S. 5;
[70], S. 98).

Der Einsatz von White- und Black-Boxes erfolgt daher auf rekursive, ,verschachtelte”
Weise - in einer White-Box-Phase werden bereits bekannte Konzepte in Form einer
Black-Box angewandt, die wiederum davor in einer White-Box-Phase angeeignet wurden
(vgl. [70], S. 98). Dieser Vorgang entspricht somit dem Aufbau eines Lernprozesses nach
dem Spiralprinzip des Psychologen Jerome Bruner.

2.2.3 WHITE-BOX/BLACK-BOX PRINZIP

In dieser Phase kommen technologische Werkzeuge erst dann zum Einsatz, wenn die
zugrundeliegenden Verfahren vom Schiiler auch ohne Technologieeinsatz beherrscht
werden (vgl. [108], S. 105). Nachdem ausreichende Kompetenzen auf ,hdndischem Weg*“
in der White-Box-Phase ausgebildet wurden, erfolgt eine Auslagerung der Tatigkeiten an
das Programm, sodass sich Schiiler in der Black-Box-Phase auf einer anderen Ebene mit
der Problemstellung auseinandersetzen konnen (vgl. ebd., S. 105 f).

2.2.4 BLACK -BOX/WHITE-BOX PRINZIP

Hierbei erfolgt eine Umkehr der White- und Black-Box-Phasen, sodass Schiiler anhand
technologischer Black-Boxes neue Inhalte durch Experimentieren und im Sinne eines
entdeckenden Lernens kennenlernen und analysieren. Die dadurch erhaltenen
Vorstellungen und Vermutungen werden in der darauffolgenden White-Box-Phase
behandelt und abgesichert (vgl. [96], S. 145).

So konnte beispielsweise beim Thema Quadratische Gleichungen anhand von
Schiebereglern der Zusammenhang zwischen der Anzahl der Losungen, der Koeffizienten
sowie in weiterer Folge dem Wert der Diskriminante untersucht und danach die dadurch
erhaltenen Vermutungen durch handische Berechnungen untermauert werden:
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b CAS X[

a"x"2+b*x+c=0

+ = x2=0

5

D:=b"2-4*a*c

Grafik

» CAS

1

a"x"2+b*x+c=0

-+ D:=0 <«

v

NL&se($1)
-+ {x=0}

NL&se($1)
- {x =—0.64031,x = 3.5404}

Bei Anderung der Koe|
Schieberegler konnen
auf den Wert der Disk
Anzahl der Losungen beobachtet werden

ffizienten anhand der
die Auswirkungen

riminante und die

Abb. 206: Black-Box-Phase - Quadratische Gleichung

Dies kann auch im Zusammenhang mit quadratischen Funktionen unter Einbindung der

Grafik-Ansicht als Black-Box geschehen:

1
®

b CAS

f(x):=a"x"2+b*x+¢

3, 17 23

*f(x):zﬁx—ﬁx 10

X/ | » Grafik

D:=b"2-4*a*c
13

” D= 100

Nullstelle(f)
= {x=2.23241,x = 3.43426}

U

5 D:=b*2-4*a*c
1019
-+ = -
100
3 | NLose($1)
- {}

Bei Anderung der Koeffizienten iiber die Schieberegler kénnen die
Auswirkungen auf den Wert der Diskriminante und die Anzahl der Nullstellen
sowohl im CAS-Fenster als auch in der Grafik-Ansicht untersucht werden

Abb. 207: Black-Box-Phase - Quadratische Funktion

Anmerkung: In beiden Varianten sollte der Fall a=0 thematisiert werden.
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BEISPIELAUFGABE ZUR WHITE-BOX-PHASE
LOSUNGSMETHODEN LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

(Vgl. [70], S. 106)

Lose das Gleichungssystem mit Hilfe des CAS tliber die a) Komparationsmethode, b)
Substitutionsmethode und c¢) Eliminationsmethode:

I 4x—-3y =9
II. 5x +2y =17

||» cas
1 4x-3y=9
+ 4x—-3y=9

2 | Sx+2y=17
-+ 5x+4+2y=17

Lése(4x - 3y = 9,y)

-+ {y:%x—S}

Lése(5x + 2y =17.y)

5,17
-+ e —
y==3 2

4/3x-3=-5/2x+17/2

. | Umformen der Gleichungen nach y

N g ‘e 3= _g .t g Gleichsetzen der Terme

5 %5
e {x =3} Losen der entstandenen Gleichung mittels

7 | Ersetze(4x-3y=9, x,3) i " . :
L _3y412=0 Einsetzen der erhaltenen Lésung in Gleichung /

g | %7

s {y =1} Losen der Gleichung mittels

b)

P CAS
1 4x-3y=9
-+ 4x—3y=9

o | Sx+2y=17
-+ 5x4+2y=17

Ldse(4x -3y =9.y)

{ _4 } Umformen von Gleichung I nach y
- Jy= 3 x—3

Abb. 208: Losungsweg (Teil 1)
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Ersetze(5x+2y=17, v,4/3x%-3 . .
4 ©rs2y=ity ) Ersetzen von y in Gleichung II durch
23
v g x-6=17 den erhaltenen Term
5 |94 . . .
Losen der Gleichung mittels = x=
Lese: {x =3}

6 | Ersetze(y=4/3x-3,x3)

Ly=1 Einsetzen der ermittelten Losung in den Term aus Zeile 3

b CAS
1 4x-3y=9
+ 4x—3y=9

2 | Bx+2y=17
+ 5x4+2y=17

3 | 2%(4x-3y=9)
+ 8x—6y=18

Multiplizieren der Gleichungen, um die

4 Fxt2y=17) entsprechenden Koeffizienten fiir y zu erhalten

+ 15x+6y =51

5 | (8x-6y = 18)+(15x + By = 51)

-+ 23x =69 Addieren der Gleichungen
6 9
Lose: {x =3} Losen der Gleichung mittels | x=

7 | Ersetze(dx -3y =9, x,3)
-+ —3y+12=9

Einsetzen der erhaltenen Lésung in Gleichung /

g | §7
Lese: {y =1}

Losen der Gleichung mittels x=

Abb. 209: Losungsweg (Teil 2)

Alternativer Lésungsweg tliber Nutzung der Zeilennummern
» CAS

1 | 4x-3y=9
-+ 4x—3y=9

2 | Sx+2y=17
Das Zusammenfassen v Sxr2y=17
mehrerer Schritte ist 3 2%1+3%2
ebenfalls méglich: U Bx= 6;\ Auf die Gleichungen
Lése(2$1 + 352,%) 4 % wird tiber
S {x=3) Lose {x =3} / $Zeilennummer
5 | Ersetze(sixy) X zugegriffen

-+ —3y+12=9

s | %5
Lose: {y =1}

Abb. 210: Alternativer Lésungsweg
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Im Mittelpunkt dieser White-Box-Lernphase liegt die Auseinandersetzung mit
Losungsstrategien beim Arbeiten mit Gleichungssystemen. Das Umformen der Terme und
Losen der Gleichungen wird dabei von der Technologie als Black-Box iibernommen, da
die Durchfilhrung dieser Operationen bereits in einer friheren White-Box-Phase
erarbeitet wurde. Durch die Auslagerung dieser Handlungen erhalten Schiiler die
Moglichkeit, die zuvor auf hdndischem Weg eingeiibten Methoden zur Loésung von
Gleichungssystemen auf relativ schnellem Weg anzuwenden, den Fokus auf die
Verfahrensweisen zu legen und dadurch die Durchfiihrung der notwendigen Schritte zu
festigen. (Vgl. [70], S. 106)

Im Vergleich zum rein handischen Operieren findet hierbei eine Veranderung der
Perspektive und Wahrnehmung statt:

Wurde also beim traditionellen Weg ,in den Gleichungen” operiert, so arbeitet man
jetzt ,mit den Gleichungen®. Ein weiterer Abstraktionsschritt ist dann, ,mit den
Namen der Gleichungen“ zu arbeiten. Hier zeigt sich deutlich, dass Technologie
nicht nur Kognition unterstiitzt, sondern Kognition verdndert. Es werden neue
mathematische Sprachelemente entwickelt, mit denen dann gearbeitet wird. (ebd.,
S. 106)

Um dem Thema auf diese Weise zu begegnen, braucht es zuvor ein grundlegendes
Verstandnis hinsichtlich des Einsatzes der Losungsmethoden auf ,herkommlichem” Weg
und dazu eine ausreichende Ausbildung von technologischen Werkzeugkompetenzen. Die
Verwendung der Technologie als Black-Box zum direkten Losen von Gleichungssystemen,
sollte erst nach einer angemessenen Ubungsphase und Verinnerlichung dieser Vorginge
stattfinden.

Die Frage, wann Technologie in Form einer Black-Box zum Einsatz kommt, ist eine der
wichtigsten, die bei der Planung von technologiegestiitzten Unterrichtseinheiten
angestellt werden sollte. Kann es in manchen Fallen hilfreich sein, anhand einer solchen
Black-Box operative Tatigkeiten, die fiir den Wissensgewinn in einer bestimmten
Lernphase irrelevant oder sogar stérend sind, auszulagern, besteht in anderen
Situationen die Gefahr, durch deren Einsatz gewisse ,Stationen” der Kreativitatsspirale zu
tiberspringen und dadurch den Aufbau eines grundlegenden Verstdndnisses bzw.
grundlegender Fertigkeiten zu gefahrden.
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V FAZIT

Der Einsatz von Technologie im Mathematikunterricht bietet ganzlich neue Zugénge,
durch die ein Erwerb von (Grund)kompetenzen im Sinne der bildungstheoretischen
Orientierung nach Fischer unterstiitzt und in manchen Bereichen uberhaupt erst
ermoglicht wird.

Durch das Auslagern komplexer oder auch zeitintensiver Tatigkeiten kann eine
Schwerpunktverlagerung in Richtung der Handlungsbereiche Darstellen, Modellbilden,
Interpretieren, Argumentieren und Begriinden erfolgen (vgl. [70], S. 9), welche
grundlegend fiir eine Kommunikation mit Experten und der Allgemeinheit sind und in
weiterer Folge die Basis fiir eine Lebensvorbereitung in Form einer héheren
Allgemeinbildung schaffen. Dies entspricht somit der Forderung, ,dass der Fokus der
standardisierten schriftlichen Reifepriifung auf reflektiertem Grundwissen und dessen
flexibler Nutzung in Kommunikationssituationen“ ( [24], S.3) liegen sollte. Sowohl der
Aufbau als auch die Anwendung des dazu notwendigen Grundlagenwissens kann durch
einen Einsatz von Technologie mafdgeblich geférdert und verbessert werden. Dazu bedarf
es allerdings einiger Aspekte, die es zu beachten gilt.

In meinen Augen ist in diesem Zusammenhang einer der wichtigsten Punkte, bei der
Unterrichtsplanung zwischen Leistungs- und Lernaufgaben zu unterscheiden.
Lernphasen, in welchen anhand von Lernaufgaben der Aufbau von Kompetenzen im
Mittelpunkt stehen sollte, werden meiner Erfahrung nach im Unterricht oft
vernachlassigt. Dabei erhdlt man durch den Einsatz von Technologie die Chance,
experimentelle Lernphasen in den Unterricht zu integrieren und anhand dieser einen
kompetenzorientierten Lernprozess durch die kognitive Aktivierung der Lernenden und
verstarkte Schiilerzentrierung zu ermoglichen.

Ich beobachte jedoch haufig, dass diese Lernphase umgangen und den Schiilern das
Jfertige Produkt” etwa in Form eines vorgegebenen Rechenwegs prasentiert wird. Dies
kann dazu fiihren, dass wichtige Stationen beim Durchlaufen der Buchbergerschen
Kreativitdtsspirale ibersprungen werden, wodurch einem vernetzten und nachhaltigen
Wissensaufbau entgegengewirkt wird. Hier gilt es meiner Meinung nach anzusetzen und
technologische Werkzeuge nicht als reine Black-Boxes zu verwenden, welche samtliche
Arbeitsschritte tibernehmen und dadurch zu reinen ,Ergebnisgeneratoren” verkommen.

In der Praxis zeigt sich allerdings auch, dass ein Grundkompetenzaufbau oftmals mit dem
Losen von Typ-1-Aufgaben anhand der durch Technologie bereitgestellten Black-Boxes
gleichgesetzt wird. Dieser Aufgabentypus entspricht jedoch dem einer Leistungsaufgabe,
welche in Priifungssituationen Anwendung finden sollte. Um einen Kompetenzaufbau zu
gewahrleisten, bedarf es entweder einer Adaption der Fragestellung (z.B. durch
Einfordern von Begrindungen oder auch Dokumentation der durchgefiihrten
Arbeitsschritte) oder auch einer Integration solcher Beispiele in (die im Unterricht meist
schwer vernachlassigten) Anwendungsaufgaben.

Durch den oft rigorosen, undurchdachten Einsatz von Technologie als Black-Box kommt
neben der experimentellen auch der exaktifizierenden Phase oft wenig Beachtung zu,
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wodurch einem grundlegenden Verstiandnisaufbau und dadurch in weiterer Folge dem
Entwickeln von Problemldsestrategien entgegengewirkt wird. Insofern ist es besonders
wichtig, auch gentigend White-Box-Phasen in der Unterrichtsplanung zu berticksichtigen
und zudem auch zu liberlegen, wann ein Verzicht auf technologische Unterstiitzung Sinn
macht. Hinsichtlich der oft zitierten Kommunikationskompetenz lauft man sonst Gefahr,
dass Schiiler eine Sprache nutzen, die sie nicht verstehen (vgl. [109], S. 89).

Um samtliche Vorziige, die der Technologieeinsatz unbestritten mit sich bringt, auch
nutzen kénnen, muss man sich jedoch im Klaren sein, dass durch diesen Einsatz auch eine
neue Form von Kompetenz, eine Technologiekompetenz im Allgemeinen und
Werkzeugkompetenz im Speziellen, im Unterricht Einzug halt. Ein technologiegestiitzter
Kompetenzerwerb auf inner- und aufiermathematischer Ebene ist erst dann maglich,
wenn durch Ausbilden ausreichender Werkzeugkompetenzen das Arbeiten damit kein
Hindernis mehr darstellt.

Schenkt man all diesen Aspekten geniigend Aufmerksamkeit, erhdlt man durch
Technologie ein wirklich hervorragendes Hilfsmitte, um den Unterricht
kompetenzorientiert zu gestalten und dadurch einen Grundkompetenzerwerb zu
begiinstigen und zu unterstiitzen.
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VI ZUSAMMENFASSUNG/ABSTRACT

ZUSAMMENFASSUNG

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Frage, inwieweit der mittlerweile verpflichtende
Technologieeinsatz im kompetenzorientierten Mathematikunterricht der AHS zu einem
nachhaltigen Grundkompetenzerwerb beitragen kann. Dazu wird zu Beginn das Konzept
der oOsterreichischen standardisierten Reife- und Diplompriifung mit besonderem Fokus
auf die zugrundeliegende Bildungstheorie beleuchtet, da dieses die Aufgabengestaltung
und somit die Entwicklung von Grundkompetenzen im Unterricht mafdgeblich
beeinflusst. Im Anschluss daran wird ein Blick auf den kompetenzorientierten Unterricht
samt den dabei zu bertucksichtigenden didaktischen Aspekten und der Gestaltung
passender Aufgaben geworfen. Das Hauptaugenmerk liegt auf dem letzten Kapitel, in
welchem auf den gewinnbringenden Einsatz von Technologie im kompetenzorientierten
Unterricht eingegangen wird. Dem Aufbau addquater Werkzeugkompetenzen kommt
dabei besonders grofde Bedeutung zu, weshalb dieser sehr ausfiihrlich und anhand
passender Aufgabenstellungen beschrieben wird. Zu guter Letzt wird der Einsatz
derartiger Werkzeugkompetenzen anhand von unterrichtsrelevanten Beispielaufgaben
in unterschiedlichen Lernphasen dargestellt.

ABSTRACT

This paper revolves around the question of in how far the now mandatory use of
technology in competence-orientated math lessons in secondary school (AHS)
contributes to a sustainable acquisition of basic skills. First, there will be a close look on
the austrian standardised competence-orientated written school-leaving examination
with focus on the underlying education theory since it profoundly unfluences the given
tasks and therefore the development of basic skills within the lessons. Subsequently there
will be a section on competence-orientated teaching including the didactical aspects and
the process of designing of appropriate tasks for students. The main focus of this thesis
lies on the last chapter, in which the profitable use of technology in competence-
oriantated teaching will be illustrated. The development of an adequate set of
technological skills will be of considerable importance, which is why it will be illustrated
in detail by means of relating tasks. Finally, the use of said set of technological skills will
be shown through lesson-relevant examplary tasks concerning different phases of
learning and teaching.
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GeoGebra: Wahrscheinlichkeitsrechner - Binomialverteilung.........ccccc...... S.
GeoGebra: Wahrscheinlichkeitsrechner - Normalverteilung........ccccecveuneee. S.
Handlungsbereiche - Technologieeinsatz ( [148], S. 35-39) ..cccvenirneerinns S.
WETKZEUGLEISTE ... S.
Eingabezeile und Eingabehilfe........cconnnssesessessesssseens S.
Eingabe von Dezimalzahlen....... e S.
Eingabe eines Produkts zweier Variablen ... S.
Eingabe eines Produkts einer Zahl und einer Variablen........ccoonninnir. S.
Eingabe der Quadrat- und Kubikwurzel.........cncnencnercseeseereeseeseeseeeens S.
EIngabe VON WUIZEIN ... sesssssssssssaens S.
Definieren von Variablen und Funktionen ... S.
Strukturerkennungskompetenz bei der Eingabe........ccoovnnerineennencessennnnns S.
Trainingsaufgabe 1 — LOSUNGSWEE.......ccocrmeenersessssessessssssssesssssssssssssesssssssssesans S.
LOSUNZSweg MIt VEISION 6 ... sesssssssessssssesssssens S.
Trainingsaufgabe 2 — LOSUNGSWEE.......ccouureremereensssessessssssssesssssssssssssesssssssssesaas S.
PraxisSbeispiel 1 [142] .rrsnesensisesesssessessssessssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssans S.
UmfOrmung NACKH Y. ssssssssssssessssssssssssssssens S.
Praxisbeispiel 3 [129] .. sssssssssssssssssssssssssans S.
Uberpriifen der AQUIVALENZ ....ov.uueeeesssseeesssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnnns S.
Werkzeugleiste der CAS-ANSIChE ... S.
Einsatz von Werkzeugen (3@) ....cereremeressesesessesessessessessessessessessessessessessessens S.
Einsatz von Befehlen (3a).....cccemneessiessesesssssessssssssessessssssssssssesssssssssens S.
Einsatz von Werkzeugen (3D) ... sesesessessessessenens S.
Einsatz von Befehlen (3D) .o S.
Falscher LOSUNGSWEZ (3@)...cueurrerrererssersersessesssessesessssssesssessssssessessssssssssssesssssssssens S.
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59: Falsche LOSUNZSWEZE (3D) ..cuvrereerererrerrerresressessessessessessessesssssessessesssssesssssessessesssssesnes S.86
60: LOSUNZSWEEZ (4:2) ceereureererreeremresressessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessenes S.87
61: Methode 1 - LOSUNZSWES (4D) .o sesssssssssssssssssssssssssesssens S.87
62: Methode 2 - LOSUNZSWEEZ (4D) ..ceeereereereererrenresressesressessessessessessessessessessessessessessessessenses S.87
63: Losungsweg - Trainingsaufgabe 5. S.88
64: Losungsweg - Trainingsaufgabe 6.........oenneenernsensessessessesessessesssessesssesssens S. 89
65: Ersetzen eines AUuSAIUCKS ... S.89
66: ZEIENDEZUGE ...t s S.90
67: PraxiSbeiSpiel 4 [134] ....unrnisesssssessssssessssessesssessssssesssssssssssssssssssssssesans S.91
68: Methoden zur Losung von Praxisbeispiel 4 ... S.91
69: Haufige Fehler (Praxisbeispiel 4, Teil 1) ..ccoonreeneneeneereeneereeneeseesesseesesseesenseens S.91
70: Haufige Fehler (Praxisbeispiel 4, Teil 2) ... S.92
71: Umformung nach Variable N........sssesesssssssessesnns S.92
72: Losungsweg - Trainingsaufg@abe 7 ... rererenesesesesesesesessesessessessessenes S.92
73: Losungsweg - Trainingsaufgabe 8a ... S.93
74: Losen mittels Befehl ... S.94
75: Losen mittels Zeilenbezug......cenineninresssse s S.94
76: Graph — Trainingsaufgabe 9. s S.94
77: Losungsweg - Trainingsaufg@abe ... S.94
78: Losungsweg — Praxisbeispiel 5. S.95
79: Definieren von FUNKLIONEN ... sssssssssssssssssssssssessnns S.96
80: Graph - Trainingsaufgabe 10 ... S.96
81: Aufsuchen der FunktionsgleiChung ... S.96
82: Einsetzen der Koeffizienten......inssssssssssssssssennss S.97
83: Einsatz des ZeileNbDezZUZS ... sssssssssssssenaas S.97
84: Fehlerhafte Eingabe (Doppelpunkt)......ceenenrenreeereeeeeeeeeeeeeesesesseseessenes S.97
85: Fehlerhafte Eingabe (Multiplikationszeichen)........ccoonnnenseneessenseseennenne. S.98
86: Losungsansatz — PraxiSbeispiel 6. S.99
87: Umstandliche EINGabe ...t sessssees S.99
88: Losungsansatz — Praxisbeispiel 7 ... S.100
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Abb.
Abb.
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89: Problematische Eingabe — Praxisbeispiel 7. S.
90: Fehlerhafte Eingabe — Praxisbeispiel 7 ......oenennenseneenerneesesseeseesseeseesnees S.
91: Praxisbeispiel 8 [L17] . sesssssssssssens S.
92: Losungsansatz — Praxisbeispiel 8. S.
93: Algebra- und Grafik-AnSiCht......cvnn S.
94: Werkzeugleiste der Grafik-AnsSiCht......ooeneneneneesnerneeseeseeseseseessesesseeens S.
95: Werkzeuge flil PUNKEE ...t ssssssesssssssssessnees S.
96: Werkzeuge fir GETaden ... sesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens S.
97: Werkzeuge flil MESSUNZEN.......cc.rwurmeereeeesserssssessesssesssssesssssssssssssesssessssssssssssssssessees S.
98: Werkzeuge fir AKtIONSODJEKLE......o it S.
99: Allgemeine WETKZEUEGE .......coeeeererereeeeeeeeeeeseesessesessessessessessessessessessessessessensens S.
100: Riickgangig/Wiederherstellen........ssssssesssssesennes S.
101: Graph zu Trainingsaufgabe 1 1. S.
102: Fir Trainingsaufgabe 11 benotigte Werkzeuge.......ooveveverereresensensensenes S.
103: Bewegen des Punktes entlang des Graphen ..., S.
104: Offnen eines zweiten Grafik-FENSTETS ........uummmmmmmmmmsssssssssssssssssssasssssssssssssees S.
105: Einzeichnen der PUNKEE.......c.ccnnenin s S.
106: FenstereinStellUNGen ... sssssesssssseens S.
107: Graphik zu Trainingsaufgabe 12....... e S.
108: Ermittlung des FUNKtIONSWETITS ..o sesssssssssesssesssssssssenaes S.
109: Kennzeichnung des FUNKtIONSWETLS .......ccrerecereneeeecereeneeneeeesessesseeseesesseneeees S.
110: Ermitteln der NUIIStEllen ... S.
111: Ermitteln der Extremstellen ... S.
112: Praxisbeispiel 9 [130] .crrnrrininenensssesesssssssssssessssssesssssssssssssssssssssssssssssssnsens S.
113: ASYMPLOLEN et S.
114: SChIEDETEGIET ... S.
3 TN 0109 00 016 L E PSP S.
116: Variation der Parameter........ s S.
117: Einstellungen des Schiebereglers ... S.
118: Praxisbeispiel 10 [138]...ccuemrnererreesessessesseseesssssesssessssssessssssssssssesssessssssessesaes S.
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119:
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123:
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128:
129:
130:
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132:
133:
134:
135:
136:
137:
138:
139:
140:
141:
142:
143:
144:
145:
146:
147:
148:

Probleme - Praxisbeispiel 10.....cccrnennessinesisres s S.
Praxisbeispiel 11 [124] .. nesisssesssssesssssssesssessessssesssssssessssssssssssssssssnns S.
Losungsansatz - Praxisbeispiel 11 ... S.
Formel als FUNKEION ... S.
Eingabe Punkt und VeKtOr ... S.
Losungsweg — Trainingsaufgabe 152 ......enneennesneeseseesesssessessessessens S.
Losungsweg — Trainingsaufgabe 15b.......ncneneeeseseesesseeseeseseens S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 15C ... S.
Praxisbeispiel 12 [118]..rnrresinsisessssssesssssssesssesesssesssssssessssssssssssssssses S.
Losungsansatz - Praxisbeispiel 12 ... S.
Praxisbeispiel 13 [119]..nesinssessssssesssssssessssssessssesssssssessssssssssssssssssens S.
Losungsansatz - Praxisbeispiel 13 ... S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 16 a)-€)......oonensenerneessssssesssssessennes S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 16 ) ......onenceneenceneereneeseeseeseeseeseeseenees S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 17 (Teil 1) .o S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 17 (Teil 2) .o S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 18 ... S.
Losungsweg — Trainingsaufgabe 19.........nnneneeessessesssssesennes S.
DateNaANAlYSe. ..o S.
Histogramm - fehlerhafte und korrekte Darstellung [131] .....cccouurvernenne. S.
Praxisbeispiel 14 [128]....ccmnrinsnesnssssssssssssssssesssessssssesssssssssssssssssns S.
Losungsansatz - Praxisbeispiel 14 ... S.
Graph - Trainingsaufgabe 20 ... S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 20 (Teil 1) ..o S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 20 (Teil 2) ... S.
Aufgabe ,Ableitung” [120] ..o ssessessessessessessessessens S.
PraxiSbeispiel 15 [121] rerereerersersesssssssssessessssssesssessssssssesssssessesssesssssssssesans S.
Losungsansatz - Praxisbeispiel 15 ... S.
Losungsansatz - Praxisbeispiel 16......corerenenesenseseseseseeesessessessessenns S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 20 (Teil 1) ..o S.
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165:
166:
167:
168:
169:
170:
171:
172:
173:
174:
175:
176:
177:
178:

Losungsweg - Trainingsaufgabe 20 (Teil 2) ..o S.
Losungsansatz — Praxisbeispiel 17...... e S.
WahrscheinlichKeitSreChner. ... S.
Wahrscheinlichkeitsrechner — wichtige Funktionen ... S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 2 1. S.
Praxisbeispiel 18 [125]..nsssiesssssessssssesssesessssessssssesssssssessssssssssnns S.
Losungsansatz - Praxisbeispiel 18 ... S.
Praxisbeispiel 19 [122] ... ssssssssssssssssass S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe (Teil 1)....coeneneenseneeneeseeseesesseesesseenes S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe (Teil 2).....cornnenrneessneessnsesnennes S.
Losungsweg - Vergleich zweier Glockenkurven .........cooooenennennerenenn. S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 23 (Teil 1) ..o S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 23 (Teil 2) ... S.
Experimentelles Bestimmen der Intervallgrenzen.........ccoooeererererenenn. S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 23.........comnnnenesssessessssesnennes S.
Berechnung des Erwartungswerts nicht moglich ..., S.
Berechnung des Erwartungswerts Uber NLOSE .......couvemrnereeneesesnsnsessennes S.
Graphisches Ermitteln des Erwartungswerts.......umeenesesnsssesnennes S.
Losungsansatz — Praxisbeispiel 20......corerenereseseeeseseseeesesesessesenns S.
Konfidenzintervall - Wahrscheinlichkeitsrechner ..., S.
Konfidenzintervall — Befehl.......coonsssssenne, S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 24 (CAS) ... S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 24 (Wahrscheinlichkeitsrechner).......S.
Praxisbeispiel 21 [126]..nresinssnessssssessssssssssssssessssesssssssesssssssssssssssssns S.
Losungsansatz - Praxisbeispiel 21 ... S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 25 (Teil 1) .o S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 25 (Teil 2) ..o S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 26........ooreerenrenenseseseeeeeeeseseeeeeenne S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 27........ e S.
Losungsweg - Trainingsaufgabe 28..........cccovvnnenrennnseneneesesessesssssesennes S.
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191:
192:
193:
194:
195:
196:
197:
198:
199:
200:
201:
202:
203:
204:
205:
206:
207:
208:

Freihandeditor ... ———— S.
Kreativitatsspirale ( [70], S. 39; [33], S. 91)orrnrrreereeeneeseeesessesssesseeens S.
Lernphasen (([70], S. 40) . ssssssssssssssssass S.
FUNKEIONENIUPE ..o S.
I3 BT 0 T3 00140 Y0) 06 1<) o L S.
Schrittweises Verkleinern von h.....nnne, S.
Losungsansatz — Aufgabe 2 ... S.
Losungsansatz — Aufgabe 3 (Teil 1) .o S.
Losungsansatz — Aufgabe 3 (Teil 2) ..ovenerneerereereseeeeserseesessessessssseseenes S.
Losungsansatz — Aufgabe 5 ... S.
Losungsansatz @) (Teil 1) .. ssessessessessessensenns S.
Losungsansatz @) (Teil 2) ... S.
LOSUNGSANSALZ D)..covveerrirersrieesesssses s ssssssssssssssssssssssesaas S.
LOSUNGSANSALZ €) ceveureueurerrerresressesressessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessenss S.
Graph — Aufgabe L. s S.
Losungsansatz — Aufgabe 1 (Teil 1) .o S.
Losungsansatz — Aufgabe 1 (Teil 2) ..o S.
Losungsansatz — Aufgabe 2 (Teil 1) .o S.
Losungsansatz — Aufgabe 2 (Teil 2) ..o S.
Berechnung im CAS ... ssssss s S.
Losungsansatz — Aufgabe 3 ... S.
Losungsweg — Aufgabe 4a) ... S.
Losungsweg — AUfgabe 4D) ... S.
Losungsweg — Aufgabe 4¢) (Teil 1) e S.
Losungsweg — Aufgabe 4¢) (Teil 2) ..o S.
Losungsweg — Aufgabe 4€) (Teil 1) .o S.
Losungsweg — Aufgabe 4€) (Teil 2)..onemeneenereesessseesessessessessesssssessennas S.
Black-Box-Phase — Quadratische Gleichung ... S.
Black-Box-Phase - Quadratische Funktion.......nccccencccnescnenenens S.
LOSUNGSWEG (TEIl 1) uueuierirceiriereeserseeeesseseesses s ssssssssssssessssssssesssssns S.
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Abb. 209: LOSUNGSWEE (T1] 2).uerierrerrerierireirsinsississsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns S.192
Abb. 210: Alternativer LOSUNZSWES ......corereererresresresresressessessessessessessessessessessessessessessessessenses S.192
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IX TABELLENVERZEICHNIS

Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.

1: Kompetenzbereiche am Beispiel des arithmetischen Mittels, ( [13], S. 5).....S. 7
Y0 531 =) o TP S.13
3: Grundkompetenzbezug - Aufgabe 4.1, vgl. [24]...ccnneinincesinenresneens S.18
4: Grundkompetenzbezug - Aufgabe 4.2, [25]...ccremneneneenneseeneesessessessesssesseens S.20
5: Kompetenzstufenmodell 0-M-A ( [26], S. 68) c.cvorerecreirerennerenesesesessessessessesnens S.22
6: Grundkompetenzbezug (( [24], S.10) . S.24
7: 0-M-A = BeZUG ([26], S. 68).eeeeiecereieererreesesseseesssssesssessssssssesssssssssssssssssssessssssssssssens S. 24
8: Grundkompetenzbezug ( [24], S.10, 14f) wvinnerereesesseseses s S.25
9: 0-M-A-Bezug (VgL [30], S. 43) e rererererererrersessesressessessessessessessessessessessessessessessessenns S.25
10: (Teil 1) Lehrplan & Grundkompetenzkatalog ( [33], S. 14-18) ..ocoveeveverennen. S.29
11: (Teil 2) Lehrplan & Grundkompetenzkatalog ( [33], S. 14-18)...ccccvurrverennees S.30
12: (Teil 3) Lehrplan & Grundkompetenzkatalog ( [33], S. 14-18) ..cveoreeveverennen. S.31
G 1= oDy o] =0 o T 1 1 PPN S.32
14: PUNKteVETrteilUNG [17] cooccereereereererreeseeseesessessessessessessssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssens S.43
15: NOteNSChIUSSE] [17 ] ssssssessssssssens S. 44
16: Beurteilungsschema (([47], S.3) e ssssssssssssssssssesens S.47
17: Aufgabengestaltung nach Bruder (Vgl. [53], S. 28f; [1], S. 117 - 125) ........ S. 64
18: SChUlArDEItSNOTEN ...ttt S.126
19: EXponentialfunKktion ... sssssssssssssssssssssesssssssssssssens S.132
20: GASVEIDIAUCK ...ttt S.136
1 I U g 1 =PSSOSR S. 155
22 WITKSTOffMENEE ..o ssessessessessessesens S.158
23: ProdUKtiONSKOSTEN ...ceceueeeeeeeereereeeseesessesseess e sseseas S.178
247 ZUOTAINIUIE «.ooereeeereereeresressessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessesssssessessessessessessens S.181
25: LOSUNE — ZUOTANUNE ..ccoevrererrerscessessenssessssssessesssesssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssens S.182
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