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Einleitung

Die Zahlengerade. Das hier ist Null, Eins, Zwei, Drei - die natiirlichen
Zahlen. Es gibt ganze Zahlen, da sind auch die negativen dabei. Es gibt
Briiche, die rationalen Zahlen, es gibt Wurzeln, die irrationalen Zahlen.
Immer ergeben sich neue Zahlen aus Rechenaufgaben; immer muss der
Bereich erweitert werden.

C. F. Gauf3, Die Vermessung der Welt (Film, 2012)

Zahlen zdhlen zu den grof3ten Entdeckungen der Menschheit. Es ist unklar, was unsere
steinzeitlichen Vorfahren dazu bewegt hat, mit dem Zdhlen zu beginnen - dass sich aus
ihren gekerbten Knochen eine der ertragreichsten Wissenschaften entwickeln wiirde,

wire ihnen allerdings vermutlich niemals eingefallen.

Thema dieser Diplomarbeit sind Zahlen, oder besser gesagt: die verschiedenen Zahlen-
bereiche, von denen einige im vorigen Zitat genannt wurden. Die natiirlichen Zahlen,
mit denen alles seinen Anfang nahm, reichten einige tausend Jahre spiter fiir die ersten
Hochkulturen nicht mehr zur Losung praktischer Probleme aus, und wurden auf die
rationalen Zahlen erweitert. Im antiken Griechenland erkannte man, dass auch die ratio-
nalen Zahlen - im wahrsten Sinne des Wortes - nicht vollstidndig sind, und erweiterte sie
um die irrationalen Zahlen. Ein paar Jahrhunderte spéter wurden in China zur Losung
neuer Probleme erstmals negative Zahlen verwendet, wahrend man im 17. Jahrhundert
erneut an die Grenzen der bisherigen Zahlenbereiche stief3, und so zu den komplexen

Zahlen gelangte.

Zu jedem Zahlenbereich in dieser Arbeit wollen wir unter anderem folgende Fragen

beantworten:
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« Wie ldsst sich der Zahlenbereich aus dem vorherigen konstruieren, sodass wir

moglichst viele Eigenschaften mitnehmen konnen (Operatoren, Notation, ...)?
« Welche Griinde gab es historisch fiir die Erweiterung?
« Welche Eigenschaften besitzt der Zahlenbereich?
« Wodurch zeichnet sich der Zahlenbereich von anderen ab?

In Kapitel 1 konstruieren wir die natiirlichen Zahlen aus den Axiomen der Mengenlehre
nach Zermelo und Fraenkel. Wir starten mit einem Abriss iiber den Ursprung der
natiirlichen Zahlen, gehen weiter zur Mengenlehre, bis wir die natiirlichen Zahlen
und bekannte Operationen auf ihnen definieren. Wir schlief3en das Kapitel mit einem

Beweis der Wohlordbarkeit der natiirlichen Zahlen.

In Kapitel 2 fiihren wir die erste Zahlenbereichserweiterung auf die ganzen Zahlen
durch. Wir beginnen wieder mit einem historischen Uberblick, und widmen uns im
Anschluss der Definition bekannter Operationen. In Abschnitt 2.4 werden wir der Frage
nachgehen, was eine Zahlenbereichserweiterung formal gesehen ist. Wir beenden das

Kapitel mit einem Beweis des Hauptsatzes der elementaren Zahlentheorie.

Kapitel 3 widmet sich den rationalen Zahlen, wobei wir analog zu den vorherigen
Kapiteln vorgehen. Das Hauptresultat dieses Kapitels wird sein, dass die rationalen

Zahlen den kleinsten Korper iiber den ganzen Zahlen bilden.

Das arbeitsintensivste Kapitel dieser Arbeit stellt Kapitel 4 dar, in welchem wir die
reellen Zahlen konstruieren. Zu Beginn zeigen wir, wie man im antiken Griechenland
erkannt hat, dass es Zahlen gibt, die sich nicht durch Briiche ausdriicken lassen. Wir
formalisieren das Problem der rationalen Zahlen mit Hilfe von Intervallschachtelungen
und Cauchyfolgen, und gelangen so zum Begriff der Vollstdndigkeit und zur Menge
der reellen Zahlen. Zum Schluss des Kapitels beschéftigen wir uns mit der Grofe der
Zahlenbereiche, und erhalten so einige bekannte, unserer Intuition widersprechende

Resultate iiber unendlich grofie Mengen.

In Kapitel 5 erweitern wir, auf der Suche nach Nullstellen von Polynomen, die reellen

Zahlen auf die komplexen Zahlen. Wieder werden wir Antworten auf die zuvor gestellten
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Fragen geben, wobei das Hauptresultat dieses Kapitels ein Beweis des Fundamentalsatzes

der Algebra ist.

Auf eine exotischere Zahlenmenge fiihrt Kapitel 6, in welchem wir die komplexen Zah-
len auf die Quaternionen erweitern. Wir werden in diesem Kapitel erstmals schmerzlich
feststellen, dass Zahlenbereichserweiterungen stets einen Preis haben - so ist etwa die
Multiplikation in den Quaternionen nicht mehr kommutativ. In Abschnitt 6.4 werden
wir mit Hilfe des Satzes von Frobenius und eines weiteren Resultats zeigen, dass Zah-

lenbereichserweiterungen bestimmte Grenzen gesetzt sind.

Noch bizarrer wird Kapitel 7, in welchem wir die Oktonionen als achtdimensionale
Zahlen erhalten - allerdings zu einem hohen Preis: Die Multiplikation ist hier weder

kommutativ noch assoziativ, was den Umgang mit Oktonionen sehr miihsam macht.

Die Arbeit schlie3t mit einigen Bemerkungen zur Didaktik der Zahlenbereichserweite-
rungen. Wir fassen zudem einige weitere Resultate {iber Zahlenbereichserweiterungen
zusammen und skizzieren eine Beweisidee fiir den Satz von Hurwitz iiber endlichdi-

mensionale reelle Divisionsalgebren.

Eine ausfiihrliche Ubersicht iiber verwendete Quellen befindet sich am Ende dieser
Arbeit. Wo immer ich bei Resultaten, Formulierungen von Sitzen oder Beweisideen
Fremdquellen verwendet habe, wird das direkt im Text, oder bei Sitzen in der Klammer
nach der Bezeichnung, durch Angabe der Quelle deutlich. Separat mochte ich an dieser
Stelle hervorheben, dass einige Ideen zur Definition der natiirlichen Zahlen aus dem
Buch Einfiihrung in das mathematische Arbeiten von Univ.-Prof. Dr. Hermann Schichl
und Univ.-Prof. Dr. Roland Steinbauer stammen, wihrend ich Grundideen fiir die Defi-
nition der reellen Zahlen aus der Vorlesung Einfiihrung in die Analysis, gehalten von
Dr. Bernhard Kron im Sommersemester 2013 an der Universitdt Wien, habe. Einige
Konzepte aus der Vorlesung Zahlenbereichserweiterungen, gehalten von Univ.-Prof. Dr.
Giinther Karigl im Wintersemester 2017/18 an der Technischen Universitidt Wien, sind
ebenfalls in dieser Arbeit verwebt.

An vielen Stellen werden Begriffe und Resultate der Algebra und Analysis als bekannt
vorausgesetzt, und nur dann bewiesen oder hervorgehoben, wenn sie fiir einen Zah-
lenbereich von Interesse sind. Das betrifft unter anderem Rechenregeln in Ringen, die

Potenzschreibweise, aber auch Definitionen und Eigenschaften von Grenzwerten.
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1 Die natiurlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen, also die bekannten Zidhlzahlen Null, Eins, Zwei, Drei, ..., sind in
mehrerlei Hinsicht der grundlegende Zahlenbereich. Zum einen lassen sich von ihnen
ausgehend alle wichtigen Zahlenbereiche der Mathematik konstruieren, wie es in dieser
Diplomarbeit gezeigt wird. Zum anderen sind die natiirlichen Zahlen historisch gesehen
der erste Zahlenbereich, der von Menschen verwendet wurde. Auch in der Entwicklung
von Kindern spielen das Erkennen von Anzahlen und die natiirlichen Zahlen in Form
der Zdhlzahlen eine herausragende Rolle (vgl. dazu [51, S. 344-345; 10, S. 118]).

1.1 Ursprung der natiirlichen Zahlen

Es ist unbekannt, wann Menschen zum ersten Mal gezidhlt haben. Es gibt allerdings
Hinweise darauf, dass der Mensch in seiner Entwicklung eine lange Periode durchlief,
in der er nicht zdhlen konnte [31, S. 23-27]. Als Vorlidufer des Zdhlens findet sich nach
Dantzig beim Menschen, wie auch bei vielen Tieren, ein Gefiihl fiir Anzahlen (number
sense) [17, S. 1]. Dieses Gefiihl erlaubte es dem Menschen eine Menge auf intuitive Weise
zahlenméfig zu erfassen, wodurch er dazu in der Lage war zu erkennen, ob einer kleinen
Menge ein Element hinzugefiigt oder weggenommen wurde. Auch einige Tierarten, wie
etwa Vogel, verfiigen iiber ein solches Gefiihl, und kdnnen so beispielsweise feststellen,

ob eine kleine Futtermenge grofier als eine andere ist [31, S. 21].

Das Gefiihl fiir Anzahlen ist bei Tieren, wie auch bei Menschen, sehr beschrankt. Mengen
von bis zu vier Elementen kénnen relativ problemlos voneinander unterschieden werden,
ab fiinf oder mehr Elementen wird eine intuitive Erfassung jedoch schwierig. Als Beispiel

fiir diese Schwierigkeit nennt Ifrah verschiedene Stimme von Eingeborenen in Afrika



1 Die natiirlichen Zahlen

und Ozeanien, in deren Sprachen fiir Anzahlen ab vier Elementen Ausdriicke wie ,,viel“
oder ,,unzidhlig® verwendet werden [31, S. 25]. Dantzig spricht die Doppeldeutigkeit von
,thrice” im Englischen an, das sowohl fiir ,,drei®, als auch fiir ,,viel“ steht [17, S. 5]. Auch
die grammatikalischen Zahlformen (Singular, Dual, Paukal, Plural) weisen auf diese

Grenze hin.

Die intuitive Zahlenwahrnehmung hat sich bis heute kaum verbessert. So gruppieren
wir beispielsweise Strichlisten in Fiinfergruppen, wobei der fiinfte Strich zur besseren
Ubersicht iiblicherweise nicht neben die anderen vier, sondern quer dariiber gesetzt

wird.

Abbildung 1.1: Der fiinfte Strich wird quer iiber die anderen vier gesetzt.

Da das intuitive Gefiihl fiir Anzahlen auch in der Entwicklungspsychologie eine wich-
tige Rolle spielt, geht man davon aus, dass sich das Konzept des Zdhlens aus diesem
entwickelt hat [51, S. 344; 17, S. 5].

Die frithesten Funde, die menschliches Zidhlen belegen, sind zwischen 20 000 und 30 000
Jahre alt, und liegen in Form von Einkerbungen in Knochen oder an Felswanden neben
Zeichnungen vor [31, S. 14]. In Bilzingsleben wurden von Homo erectus absichtsvoll
gekerbte Knochen gefunden, die etwa 370 000 Jahre alt sind — deren Deutung als Hilfs-
mittel fiirs Zédhlen ist aber nicht belegt [56, S. 12].

Der Mensch diirfte mit dem Zihlen begonnen haben um feststellen zu kénnen, ob
Anzahlen gleich oder unterschiedlich sind [56, S. 7]. Fiir solche Vergleiche war noch
keine abstrakte Zdhltechnik notwendig, wie wir sie heute verwenden, ndmlich unter

Abbildung 1.2: Gekerbter Knochen, etwa 370 000 Jahre alt [14].
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Verwendung abstrakter Zahlworter. Ifrah nennt als Beispiel fiir ein konkretes Zdhlver-
fahren einen Hirten, der wissen mochte, ob Abends all seine Tiere vollzdhlig sind. Dieser
konnte am Morgen fiir jedes Tier, das an ihm vorbeigeht, eine Kerbe in einen Knochen
schnitzen. Am Abend wiirde er fiir jedes Tier, das er sieht, mit seinem Finger eine Ker-
be weiterwandern. Ist er mit dem letzten Tier gleichzeitig auch bei der letzten Kerbe

angelangt, wire die Herde vollzdhlig [31, S. 28].

Die grundsitzliche Idee dieses konkreten Zdhlverfahrens ist, fiir das Zdhlen zunichst
eine Hilfsmenge heranzuziehen (Steine, Kerben, ...). Anschlieffend werden paarweise
aus der zu zdhlenden Menge und der Hilfsmenge Elemente entfernt. Sind am Ende in
der Hilfsmenge noch Elemente iibrig, war diese urspriinglich grofler als die zu zdhlende
Menge. Reichen umgekehrt die Elemente der Hilfsmenge fiir eine paarweise Zuordnung
nicht aus, war die zu zdhlende Menge grofier als die Hilfsmenge. Falls sich jedoch
paarweise alle zu zihlenden Elemente der gesamten Hilfsmenge zuordnen lassen, dann

sind beide Mengen gleich grof3.

Dieses konkrete Zdhlen mit Hilfsmengen war tatsdchlich tausende Jahre in Verwendung,
wie ein Fund aus Mesopotamien zeigt. Dort wurde 1928/29 ein Gefif} aus Ton entdeckt,
auf dem aufien eine Inventarliste aufgeschrieben war. Innen befanden sich entsprechend
der aufien notierten Gesamtanzahl viele kleine Tonkiigelchen [31, S. 29]. Oppenheim
schildert eine Episode wahrend der Grabungsarbeiten, durch welche die Bedeutung des
Funds als Hilfsmenge zum Zihlen klar wurde [41, S. 123]:

A servant of the expedition was sent to market to buy chickens. On his
return, owing to some accident, the chicken he had bought in town mingled
with those kept in the court yard of the expedition house. Since the servant’s
arithmetic was somewhat insufficient, it seemed for a moment impossible
to settle the accounts of the money he was given for his purchases. But he
produced a number of pebbles which he had put aside, one for each chicken
he had bought [...].

In der Sprache der Mathematik kann man dieses konkrete Zahlverfahren so formulieren:
Gegeben seien zwei Mengen A und B. Falls es moglich ist, eine Zuordnung zwischen
diesen Mengen zu finden, die jedem Element aus A genau ein Element aus B zuord-

net, und jedem Element aus B dann ein Element aus A zugeordnet ist, dann haben die
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A B
1- -
2- bk
3- @
4- #

Abbildung 1.3: Beispiel fiir eine bijektive Zuordnung. Da es eine solche gibt, haben beide
Mengen A und B gleich viele Elemente [13].

Mengen gleich viele Elemente. Anders formuliert: Die Mengen A und B sind gleichmdich-
tig. Eine Zuordnung, welche diese Eigenschaften erfiillt, wird bijektiv genannt (siehe
Abbildung 1.3).

Dieses skizzierte Verfahren hat Georg Cantor im 19. Jahrhundert benutzt, um die Gleich-
maichtigkeit von Mengen zu definieren. Dadurch gelangte er zu seinen erstaunlichen
Erkenntnissen iiber unendlich grofie Mengen (siehe Abschnitt 4.7). Jene tausende Jahre

alte Idee lebt damit in der Basis der modernen Mathematik weiter.

Aus der konkreten Form des Zdhlens kann sich nun der abstrakte Begriff der Anzahl
entwickelt haben. Mit der Zeit wird man bemerkt haben, dass man mit fiinf Kerben
genauso zdhlen kann wie mit fiinf Steinen oder den Fingern an einer Hand. Es wurde
erkannt, dass es eine Eigenschaft gibt, welche diesen verschiedenen Objekten gemein-
sam ist: die Anzahl. Diese Erkenntnis war ein wichtiger Schritt hin zum abstrakten
Zahlbegriff. [31, S. 35-36].

Dank dieser Erkenntnis reicht es aus, beim konkreten Zdhlen - anstatt eine Hilfsmenge
speziell fiir diese Situation anzufertigen - bereits im Voraus fiir jede Anzahl eine be-
stimmte, naheliegende Hilfsmenge zu definieren, etwa die Hand fiir ,,flinf“. Dantzig
vermutet, dass diese Einschriankung der Hilfsmengen zur Bildung von Zahlwortern, und
damit letztendlich zum abstrakten Zahlbegriff gefiihrt hat [17, S. 7-8]. Ist es ndmlich
moglich, mit fiinf Fingern, also einer Hand, stets die Anzahl ,,fiinf“ zu erfassen, bietet
es sich an, fiir diese Anzahl eben einen Begriff zu verwenden, der mit ,,eine Hand“ in

Beziehung steht. Unterstiitzt wird diese Vermutung durch Studien an verschiedenen
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Naturvolkern [vgl. 31, S. 40]. So verwenden beispielsweise die Lengua-Indianer in Para-
guay fiir die Zahl Fiinf den Ausdruck ,,eine Hand®; fiir Zehn sagen sie ,,beide Hiande

voll®, wihrend fiir Zwanzig der Ausdruck ,,Fiifie voll* benutzt wird [31, S. 38].

Die Darstellung von Zahlen ist somit wesentlich dlter als der abstrakte Zahlbegriff.
Durch die Entwicklung der Schrift dnderte sich diese. An die Stelle konkreter Kerben
traten abstraktere Darstellungen, wie sie etwa die Agypter und Sumerer vor rund 5 000
Jahren erstmals verwendeten [31, S. 545; 17, S. 22]. Neu war hier die Idee der Biindelung:
Zahlen von Eins bis Neun wurden durch Hintereinanderschreiben des selben Symbols
dargestellt, ab der Zehn wurde ein neues Symbol verwendet. Die Agypter biindelten
anschlieflend weitere Potenzen von Zehn (100, 1000, 10 000, ...), wihrend die Sumerer
die Sechzig als Ausgangswert fiir weitere Blindelungen verwendeten: 60, 600 = 60 - 10,
3600 = 60% und 36 000 = 602 - 10 [31, S. 210-231].

Einen Meilenstein in der Darstellung von Zahlen stellt die Entwicklung des ersten
Stellenwertsystems durch die Babylonier vor etwa 4 000 Jahren dar. Hier waren fiir den
Wert einer Zahl erstmals die Positionen der Ziffern von Bedeutung, und nicht deren
grafische Darstellung. Als Basis fiir ihr Zahlensystem wihlten die Babylonier die Zahl 60.
Dieses Sexagesimalsystem war zwar fiir Berechnungen duf3erst leistungsfdhig, aufgrund
der hohen Basis allerdings sehr unhandlich zu benutzen (das ,,Kleine 1x1“ besteht aus
60 - 60 = 3600 Eintrdgen) [31, S. 411; 56, S. 128-130].

Weitere Zahldarstellungen der Antike sind etwa durch die griechischen Systeme und
das romische System gegeben ([vgl. 31, S. 165; 56, S. 153]). Die heute von uns benutzten
Ziffern gehen auf die Inder zuriick, und gelangten iiber den arabischen Raum nach
Europa [31, S. 540-544].

1.2 Axiomatische Mengenlehre

Die Mengenlehre wurde von Georg Cantor in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts
entwickelt [19, S. 10]. Im Zentrum der Mengenlehre steht die Untersuchung von Mengen,
die Cantor folgendermaf3en definiert [7, S. 481]:
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Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres

Denkens (welche die ,Elemente‘ von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Beispiele fiir Mengen nach dieser Definition wiiren etwa die Menge aller geraden Zahlen,
die Menge aller Katzen oder auch die Menge aller Ideen. Das letzte Beispiel ist insofern
interessant, weil diese Menge sich selbst als Element enthilt — denn schlief3lich ist sie
ebenfalls eine Idee. Umgekehrt muss sich nicht jede Menge selbst enthalten: Die Menge
aller Katzen ist keine Katze.

Die Frage, welche Objekte zu Mengen zusammengefasst werden diirfen, wurde von
Cantor nicht eindeutig beantwortet. Thm war allerdings klar, dass der Bildung von
Mengen Grenzen gesetzt sind, etwa wenn die Zusammenfassung von Elementen auf
Paradoxa fiihrt [19, S. 187-189]. Daher entwickelte er bereits 1898 Axiome fiir die Bildung
von Mengen, die er allerdings nur brieflich David Hilbert mitteilte [19, S. 443].

Ein beriihmtes Paradoxon der Mengenlehre wurde von Bertrand Russell im Jahr 1902
entdeckt. Russell betrachtete die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten,
und stellte die Frage, ob sich diese Menge selbst enthilt. Enthilt sie sich selbst, muss sie
sich laut Definition nicht selbst enthalten. Falls sie sich allerdings nicht selbst enthilt,

muss sie sich aufgrund der Definition selbst enthalten - Widerspruch [19, S. 184-185].

Das Paradoxon von Russell zeigte, dass genauer definiert werden musste, welche Zu-
sammenfassungen als Mengen betrachtet werden diirfen. Um das Problem zu 16sen,
entwickelte Russell zwischen 1902 und 1908 seine Typentheorie, die sich jedoch nicht
allgemein durchsetzen konnte. Parallel dazu erarbeitete Ernst Zermelo sieben Basisaxio-
me fiir die Mengenlehre, die er 1908 verdffentlichte. Diese wurden 1922 von Abraham
Fraenkel ergiinzt, und von Thoralf Skolem im Jahr 1929 in der Sprache der Pradikaten-
logik formuliert. Heute bilden diese Axiome, abgekiirzt ZFC genannt, die Basis fiir die
Mengenlehre [19, S. 417].

ZFC lost die bekannten Paradoxa auf. Aus dem Aussonderungsaxiom leitet sich bei-
spielsweise ab, dass Mengen wie jene von Russell nicht gebildet werden diirfen. Kann
es noch weitere, unentdeckte Widerspriiche geben? Ist es moglich zu beweisen, dass es
in ZFC keine Widerspriiche gibt? Die Antwort auf diese Frage hat Kurt Godel im Jahr

10
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1931 gegeben: Nach dem zweiten Godelschen Unvollstidndigkeitssatz l4sst sich die Wi-
derspruchsfreiheit von ZFC nicht innerhalb von ZFC beweisen, vorausgesetzt dass ZFC
widerspruchsfrei ist [24, S. 196-197]. Es besteht damit prinzipiell die Moglichkeit, dass

auch in ZFC Paradoxa auftreten konnen. Bis heute wurden allerdings keine entdeckt.

1.2.1 Die Axiome von Zermelo und Fraenkel

Die urspriinglichen sieben Basisaxiome wurden von Zermelo im Jahr 1908 vorgestellt:
Extensionalitdtsaxiom (im Original: ,,Axiom der Bestimmtheit“ [57, S. 263]), Leermen-
genaxiom und Paarmengenaxiom (im Original zusammengefasst unter dem ,,Axiom
der Elementarmengen® [57, S. 263]), Aussonderungsaxiom, Potenzmengenaxiom, Vereini-
gungsaxiom, Auswahlaxiom und Unendlichlichkeitsaxiom. Diese Axiome wurden 1922
von Fraenkel um das Ersetzungsaxiom erganzt [23, S. 231]. Den Abschluss bildet das von

Zermelo im Jahr 1930 hinzugefiigte Fundierungsaxiom [19, S. 434-436].

Die folgende Darstellung der Axiome beruht auf [19, S. 422-436, 454-456; 50, S. 183—
185].

Axiom 1 (Extensionalititsaxiom). Zwei Mengen X und Y sind genau dann gleich, wenn

sie die gleichen Elemente enthalten.
VX: VY. X=YeVZ. ZeXsZeY)
Axiom 2 (Leermengenaxiom). Es gibt eine Menge X, die keine Elemente hat.
dX:VY:Y¢&X

Diese Menge X wird mit @ oder {} angeschrieben.

Axiom 3 (Paarmengenaxiom). Fiir zwei Mengen X und Y gibt es eine Menge Z, die

genau X und Y enthilt.
VX:VY:3Z:VU: UeZsU=XVvU=Y))

Wir notieren die Menge Z als {X, Y} und {X, X} als {X}.
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1 Die natiirlichen Zahlen

Axiom 4 (Vereinigungsaxiom). Fiir jede Menge XX gibt es eine Menge Y, welche genau

die Elemente aller Elemente von XX enthailt.
VX:3Y:VZ: (ZeYoIU: (UeXAZel))

Diese Menge Y wird als [ X geschrieben, und ist aufgrund des Extensionalititsaxioms

eindeutig.

Axiom 5 (Aussonderungsaxiom). Das Aussonderungsaxiom erlaubt es, mit Hilfe eines
Pridikates ¢ all jene Elemente einer Menge X auszuwdhlen, fiir die ¢ wahr ist. Es wird

also eine Teilmenge Y aus einer gegebenen Menge konstruiert.
VX:Vpy,ouDp: Y VU: (UeY & U eXAp(U,py,-,Pn))

Die Menge Y wird als {U € X | ¢(U)} angeschrieben.

Axiom 6 (Unendlichkeitsaxiom). Es gibt eine Menge X, welche die leere Menge enthilt.
FiirjedesY € XistauchY U{Y} € X.

AX:VY: (@eXA(YeX=>YUui{YleX))

Die Menge X hat also @, {@}, {@, {@}}, {@, {B}, {D, {@}}}, ... als Elemente. Das Un-
endlichkeitsaxiom wird bei der Konstruktion der natiirlichen Zahlen eine wichtige Rolle

spielen.

Axiom 7 (Potenzmengenaxiom). Das Potenzmengenaxiom garantiert zu jeder vorhan-
denen Menge X die Existenz ihrer Potenzmenge, also der Menge all ihrer Teilmengen.
Bezeichnet wird diese mit P(X).

VX:3P:VP: PePoVY:(YEP=>Y €X))

Axiom 8 (Auswahlaxiom). Fiir jede Menge XX von nichtleeren, paarweise disjunkten

Mengen gibt es eine Menge Y, die aus jeder Menge in X genau ein Element enthilt.

VX: (@ EXAN(VUV:UEXANVEXAU#V)>
VW.: WeU=>We¢V)=>3Y:VX: XeX=>3Z: (ZeYAZeX))

12



1.2 Axiomatische Mengenlehre

Axiom 9 (Ersetzungsaxiom). Das Ersetzungsaxiom sagt, salopp ausgedriickt, dass fiir
jede Menge X und eine Zuordnung f das Bild von X unter f wieder eine Menge ist.
Angeschrieben wird diese neue Menge als f(X) oder {f(x) | x € X}.

Axiom 10 (Fundierungsaxiom). Jede nichtleere Menge X enthélt ein Element Y, welches

zu X disjunkt ist.

VX: X#2=>3Y: (YEXANAZ: (ZEXANZEY)))

Uber die Axiome lassen sich die bekannten Operationen auf Mengen (Durchschnitt,
Vereinigung) definieren [19, S. 423-426].

Russells Paradox wird durch ZFC insofern aufgeldst, als da die Axiome, insbesondere
das Aussonderungsaxiom, die Definition der ,,Menge aller Mengen, die sich nicht selbst
enthalten nicht zulassen. Denn die Definition dieser Menge fiihrt auf den Ausdruck
{X | X ¢ X}. Das Aussonderungsaxiom erlaubt allerdings nur die Konstruktion einer
Teilmenge aus einer gegebenen Menge. In der Definition {X | X ¢ X} steht nicht, aus
welcher Menge die Elemente X kommen — und damit ist die Definition nicht zuldssig
[19, S. 426].

Mit Hilfe des Fundierungsaxioms konnen wir zeigen, dass es keine Menge gibt, die sich
selbst enthdlt. Es gilt sogar allgemeiner, dass es keine beliebig verschachtelte Mengen-
kette A; € A, € ... € A, mit A,, € A, geben kann (der Fall der Menge, die sich selbst
enthilt, ldsst sich auf n = 1 zuriickfithren).

Proposition 1.2.1. Es gibt keine Mengen A, € A, € ... € A, mit A,, € A;.

Beweis. Angenommen, es gdbe eine solche verschachtelte Mengenstruktur. Dann be-
trachten wir die Menge X = {A;, A,, ..., A,}, deren Existenz aus Axiom 3 und Axiom 4
folgt. Diese Menge ist durch ihre Konstruktion nichtleer, weswegen es nach Axiom 10

ein Y € X geben muss, sodass Y zu X disjunkt ist.

Dieses Y kann nun nicht A, sein, denn wegen A, € A, ist X N A; nichtleer. Wegen
A;_1 € Aimussauch Y # A; fiir 1 < i < n sein. Es gibt daher kein derartiges Y - ein

Widerspruch zum Fundierungsaxiom.

Somit kann es keine derartige verschachtelte Mengenkette geben. ]
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1 Die natiirlichen Zahlen

1.3 Konstruktion der naturlichen Zahlen

Die Axiome nach Zermelo und Fraenkel garantieren die Existenz bestimmter Mengen
(wie beispielsweise das Nullmengenaxiom und das Unendlichkeitsaxiom), und erlauben
Methoden, mit denen weitere Mengen konstruiert werden kdnnen. Wie aber entstehen

aus Mengen die uns bekannten Zahlen Null, Eins, Zwei, Drei, ...?

Betrachten wir zunéchst folgende einfache Rechnungen:

1=0+1
2=1+1
3=2+1

(1.1)
4=3+1
5=4+1

Das Beispiel zeigt naiv, dass sich jede natiirliche Zahl n mit Ausnahme von Null als
Summe einer anderen natiirlichen Zahl plus Eins anschreiben ldsst: n = (n — 1) + 1.
Wir nennen n auch den Nachfolger von n — 1: Eins ist der Nachfolger von Null, Zwei ist
der Nachfolger von Eins, und so weiter. Der Nachfolgerbegriff steht im Zentrum unserer

Definition der natiirlichen Zahlen.

Eine dhnliche Eigenschaft besitzt die Menge, deren Existenz uns das Unendlichkeits-
axiom garantiert. Diese enthilt fiir jedes Element X die Menge {X, {X}}. Da zusétzlich
auch die leere Menge @ enthalten ist, kann man - analog zum Beispiel mit den Zahlen -
auch hier fortgesetzt beliebig viele Element der Menge anschreiben, indem man diese

Eigenschaft auf @ anwendet, und dann sukzessive auf die erzeugten neuen Elemente:

@ - {2} - 12, {oh - {2, {2}, {2, {T} — .. (1.2)

Es ldsst sich also {@} gewissermafien als ,,Nachfolger” von @ ansehen. Das wird durch

folgende Definition formalisiert.
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1.3 Konstruktion der natiirlichen Zahlen

Definition 1.3.1 (|50, S. 288]). Sei X eine Menge. Dann ist der Nachfolger S(X) von X
definiert durch
SX) :=XUi{X}

Falls X eine Menge ist, so existiert S(X) wegen Axiom 3 und Axiom 4. Die Eigenschaft,
dass eine Menge M die leere Menge @ enthdlt und jedes Element X € M einen Nachfol-

ger besitzt, wollen wir Nachfolgereigenschaft nennen.

Definition 1.3.2 ([50, S. 288]). Fiir eine Menge M definieren wir die Nachfolgereigen-
schaft §(M) durch

M) :=geMANVNXeM: S(X)eM).

Vergleichen wir Beispiel 1.1 mit Beispiel 1.2, zeigen sich (gewollte) Parallelen. So gibt es
in beiden Beispielen ein ausgezeichnetes Element, das am Anfang der Kette steht: In
Beispiel 1.1 ist das Null, wiahrend diese Position in Beispiel 1.2 von der leeren Menge &
tibernommen wird. In beiden gibt es zudem eine Vorschrift, wie aus einer gegebenen
Menge ihr Nachfolger erzeugt werden kann. Wurde in 1.1 Eins als Nachfolger von Null
angesehen, ist in 1.2 die Menge {&} der Nachfolger von @. Es ldge also nahe, die leere

Menge als Null zu definieren, ihren Nachfolger als Eins, und so weiter.

Es reicht allerdings nicht aus, die Menge der natiirlichen Zahlen einfach als jene Menge
zu definieren, deren Existenz das Unendlichkeitsaxiom sicherstellt. Dieses Axiom ga-
rantiert lediglich die Existenz einer Menge, welche die Nachfolgereigenschaft besitzt —
iiber die Eindeutigkeit oder eventuelle weitere Elemente der Menge trifft es keine Aus-
sagen. Wiirden wir also einfach N : = X setzen (mit X aus Axiom 6), wire die Existenz

,,exotischer® natiirlicher Zahlen nicht auszuschliefien.

Ziel ist also eine Menge der Gestalt {&, {@}, {@, {@}, {@, {B}, {D, {B}}}, ...}. Um diese
zu erhalten, bilden wir den Durchschnitt {iber alle Teilmengen der Menge X aus Axiom 6,
fiir welche die Nachfolgereigenschaft gilt. Das Resultat definieren wir als die Menge der

natiirlichen Zahlen N.
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1 Die natiirlichen Zahlen

Definition 1.3.3 ([50, S. 289]). Sei X die Menge aus Axiom 6. Dann ist die Menge der

natiirlichen Zahlen N definiert als

N = [ {Y € 2(X) | 6(V)}.

Die Definition von N ist wegen Axiom 5 zuldssig.

Proposition 1.3.4 ([50, S. 289]). Die Menge der natiirlichen Zahlen N erfiillt die Nachfol-
gereigenschatft.

Beweis. Zur Vereinfachung setzen wir N :={Y € P(X) | 8(Y)}. Dafiiralle Y € NV die
Nachfolgereigenschaft gilt, ist stets @ € Y, und damit auch @ € [V, also @ € N.

Seinun X € N. Dannist X € Y fiiralle Y € V. Da Y die Nachfolgereigenschaft erfiillt,
miissen alle Y auch S(X) enthalten. Damit ist S(X) € [V, also S(X) € N. O

Proposition 1.3.5 ([50, S. 289]). Falls Z die Nachfolgereigenschaft erfiillt, so ist N C Z.
Die natiirlichen Zahlen sind somit die kleinste Menge, fiir welche die Nachfolgereigenschaft

gilt.

Beweis. Angenommen, die Menge Z erfiillt die Nachfolgereigenschaft. Sei X wie in
Axiom 6 und N wie in Proposition 1.3.4. Dann ist jedenfalls @ € (Z n X). Fiir ein
Ue (ZnX)ist S(U) € Zsowie S(U) € X da Z und X die Nachfolgereigenschaft
besitzen. Damit ist S(U) € (Z N X). Es erfiillt also auch Z n X die Nachfolgereigenschaft.

Auflerdem ist (ZNX) C X, und da ZnX die Nachfolgereigenschaft besitzt, gilt (ZNX) €
N.WegenN = | NistN C (ZnX).

Insgesamt ist daher N C (Z n X) C Z, woraus N C Z folgt. O]

Die iibliche Schreibweise der natiirlichen Zahlen erhalten wir durch folgende Definitio-

nen.

0:=9@
1:={x}
2:=1{g, {o}
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1.3 Konstruktion der natiirlichen Zahlen

3:={g, {3},{D, {o}}}

Ein weiteres Axiomensystem, durch welches die natiirlichen Zahlen beschrieben wer-
den konnen, sind die Peano-Axiome. Diese wurden von Giuseppe Peano im Jahr 1889
vorgestellt, und charakterisieren die natiirlichen Zahlen durch fiinf Axiome [47]. In

unserem Modell werden die Peano-Axiome zu beweisbaren Aussagen.

Satz 1.3.6 ([50, S. 290; 34, S. 2]). Die Menge der natiirlichen Zahlen N erfiillt die Peano-

Axiome:
(1) Null ist eine natiirliche Zahl: @ € N.
(2) Jede natiirliche Zahl hat einen natiirlichen Nachfolger: Vn € N : (S(n) € N).
(3) Null ist Nachfolger keiner Zahl: Vn € N : (S(n) # @).

(4) Jede natiirliche Zahl ist Nachfolger hichstens einer Zahl:

Vn,m e N: ((S(n) =S(m))=>n =m).

(5) Enthdlt eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen die Null, und mit jeder Zahl ihren
Nachfolger, so entspricht diese Menge den natiirlichen Zahlen (Induktionsprinzip):

VNeP(N): (3ENAVREN: S(n) EN)=> N =N).

Beweis. (1) und (2) folgen direkt aus Proposition 1.3.4.

Angenommen, es gibe eine natiirliche Zahl n mit S(n) = @. Dann wire n € n U {n} =
S(n) = @, also n € @ - Widerspruch. Somit kann es kein solches n € N geben.

Zu (4): Seien n,m € N mit S(n) = S(m). Angenommen m = @, dann wire {@} =
S(@) = S(m) und m € S(m), also m € {@}, woraus m = @ folgt. Es ist also m = n.

Analog zeigt sich im Fall n = @, dass m = n ist.

Nehmen wir daher an, dass m # @ und n # @ sind. Sei k € n,dannistk € nu {n} =
S(n) = S(m) = m U {m}. Es ist demnach entweder k € m oder k = m.
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1 Die natiirlichen Zahlen

Angenommen k = m. Dannistn € nU{n} = S(n) = S(m) = S(k) = kU {k},alson € k
oder n = k. Im Fall n = k folgt nach der Definition von k, dass n € n ist, was nach
Proposition 1.2.1 nicht sein kann. Auch der Fall n € k mit k € n fiihrt deswegen auf

einen Widerspruch.

Somit bleibt nur, dass k € m ist, und da k beliebig in n war, ist n C m. Durch Vertauschen

von m und n im obigen Beweis ldsst sich zeigen, dass m C n ist, woraus n = m folgt.

Zu (5): Da N die Nachfolgereigenschaft erfiillt, ist N C N wegen Proposition 1.3.5.
Weiters gilt N C N, woraus N = N folgt. l

Das Induktionsprinzip verwenden wir kiinftig in der gewohnten Form, wobei wir die

Menge N implizit verwenden, und die Nachfolgereigenschaft beweisen.

1.4 Rechenoperationen auf N

Fiir das Addieren in den natiirlichen Zahlen verwenden wir eine Idee, die vielen Schiilern
in der Volksschule geldufig ist: Lautet die Aufgabe zum Beispiel, 5 + 4 zu berechnen,
halten viele Kinder zunéchst fiinf Finger hoch, und strecken der Reihe nach vier weitere
Finger aus, wihrend sie dabei leise mitzdhlen. Sind auf der zweiten Hand dann vier
Finger ausgestreckt, ist das Ergebnis der Addition die zuletzt leise mitgesprochene
Zahl.

Der Vorgang ,,Finger der Reihe nach ausstrecken® ldsst sich in unserem Modell dadurch
ausdriicken, sukzessive die Nachfolger einer Zahl zu bestimmen - und zwar so oft, wie
es der zweite Summand in der Addition angibt. Ziel ist es also, die Rechnung 5 + 4 auf
(S o S o S o S)(5) zuriickzufiihren, wo vier Mal die Funktion S hintereinander auf 5
angewendet wird. Das gelingt, indem wir einen rekursiven Ansatz fiir die Definition
wihlen. Wir legen zuniéchst fest, dass n + S(m) = S(n + m) sein soll. Dadurch, dass sich
n + m fiir m # 0 wieder als n + S(m’) anschreiben ldsst (mit S(m’) = m), kann man
erneut in die Definition einsetzen, und erhilt so eine Kette von Funktionen. Damit diese

Kette ein Ende findet, legen wir zudem fest, dass n + 0 = n sein soll.
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1.4 Rechenoperationen auf N

Formal ausgedriickt verwenden wir fiir die Definition des Additionsoperators eine
zweistellige Funktion + : N X N — N, wobei wir +(n, m) in der {iblichen Infixnotation
als n + m anschreiben.

Definition 1.4.1 ([50, S. 293]). Seien n, m € N. Die Addition auf den natiirlichen
Zahlen ist definiert durch + : N X N — N, mit

n+0:=n
n+S(m) :=Sn + m).

Aus der obigen ,,Definition“ wird aber nicht klar, ob es tatsichlich eine solche Funktion
+ : NXN — Ngibt, oder sie eindeutig ist - denn schliefilich wurden nur wiinschenswerte
Eigenschaften dieser Funktion angeschrieben. Der Dedekindsche Rekursionssatz zeigt,

dass diese und dhnliche rekursive Definitionen moglich sind.

Satz 1.4.2 ([34, S. 8-10]). Sei A eine Menge, a € Aund g : A — A eine Funktion. Dann
gibt es genau eine Abbildung f : N - A mit f(0) = aund f(S(n)) = g(f(n)) fiir alle
neN.

Beweis. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten. Zunéchst zeigen wir, dass eine solche
Funktion f, wenn sie existiert, eindeutig ist. Anschlieflend zeigen wir die Existenz dieser

Funktion.

Zur Eindeutigkeit: Angenommen, es gibe zwei Funktionen f; : N - Aund f, :
N — A mit den geforderten Eigenschaften. Sei N :={n € N | f;(n) = f,(n)}, also die
Menge aller natiirlichen Zahlen, fiir welche f; und f, die selben Werte haben. Dann ist
f1(0) = a = f,(0), und somit 0 € N.

Seinun n € N, dann ist

F18(m) = g(f1(n)) = g(f2(n)) = f>(S(n)),

und somit auch S(n) € N. Aufgrund des Induktionsprinzips folgt, dass N = N sein

muss. Es ist daher f, = f5.
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1 Die natiirlichen Zahlen

Fiir den Beweis der Existenz der Funktion f arbeiten wir mit der Definition einer

Funktion als Teilmenge des kartesischen Produkts von Definitions- und Wertebereich:
f=(N,A G)mitG C NXA.

Wir betrachten die Mengenfamilie G C P(N X A) mit den folgenden Eigenschaften:
(1) VG e G: (0,a) eG
2) VG e §G: (n,b)e G= (S(n),g()) €G.

Ein Beispiel fiir eine Menge mit diesen Eigenschaften wire N A: Diese enthilt jedenfalls
(0,a),da a € Aist, und fiir ein (n, b) in dieser Menge ist auch (S(n), g(b)) enthalten, da
die Funktion g von A nach A abbildet. Nicht erfiillt ist hingegen die Rechtseindeutigkeit.
Damit es sich bei dem Tupel G’ = N X A um eine Funktion handelt, miisste gelten,
dass jedem Element aus N genau ein Element aus A zugeordnet wird. Das ist hier nicht

notwendigerweise erfiillt.

Wir gehen daher dhnlich vor wie bei der Konstruktion der natiirlichen Zahlen, und
bilden den Durchschnitt iiber die Menge G. Anschliefiend zeigen wir iiber Induktion,

dass es sich bei dieser Menge um eine Funktion handelt.

SeialsoG :=()GundN :={n e N |3!b € A: (n,b) € G}. Nachdem (0, a) in allen
Elementen von G enthalten ist, muss es auch im Durchschnitt, also G enthalten sein. Da
es sich bei G um den Durchschnitt aller Mengen mit der Eigenschaft (2) handelt, erfiillt
auch G diese Eigenschaft.

Angenommen, es wire (0,c) € G mit ¢ # a. Dann ist die Menge G’ := G \ {(0, ¢)} eine
echte Teilmenge von G, fiir die ebenfalls die Eigenschaften (1) und (2) gelten (das folgt
daher, dass diese Eigenschaften wie zuvor gezeigt fiir G gelten, und wir aus G’ nur ein
Element entfernen, was keine Auswirkungen auf die Implikation in (2) hat). Es ist also
G' € G,und damit G C G’, also (0, c) € G’ — ein Widerspruch. Somit ist 0 € N.

Sei nun n € N. Per Definition von N gibt es genau ein b € A, sodass (n,b) € G ist.
Aufgrund von Eigenschaft (2) folgt, dass auch (S(n), g(b)) € G ist. Fiir den Beweis der
Eindeutigkeit nehmen wir wieder an, dass es ein ¢ # g(b) gidbe, sodass (S(n),c) €

G.Dann ist G' := G \ {(S(n), c)} eine echte Teilmenge von G, und mit den selben
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Argumenten wie zuvor folgt, dass auch G’ die Eigenschaften (1) und (2) erfiillt. Wir
erhalten daher wieder G C G, also (S(n), c¢) € G’ - ein Widerspruch. Damit ist auch die
Eindeutigkeit fiir S(n) gezeigt, und S(n) € N. Aufgrund des Induktionsprinzips folgt,
dass N = N ist.

Wir haben daher gezeigt, dass G C N X A die Rechtseindeutigkeit erfiillt. Somit ist
f = (N, A G) die gesuchte Abbildung. O

Wir kdonnen nun iiber Rekursionssatz beweisen, dass die Addition eindeutig definiert
ist.

Proposition 1.4.3 ([20, S. 16; 18, S. 42]). Es gibt genau eine Funktion + : N XN — N
mit den Eigenschaften aus Definition 1.4.1.

Beweis. Sein € N beliebig, aber fest. Setzen wirg := S, A := Nund a := n, so folgt

aus dem Rekursionssatz, dass es genau eine Funktion f,, : N — N gibt, fiir die

fn(o) .=n,
fn(S(m)) 1= S(f,(m))

erfiillt ist. Definieren wir +(n, m) := f,(m), so ist +(n,0) = f,(0) = nund
+(n, S(m)) = fr(S(m)) = S(fp,(m)) = S(+(n, m)),

also genau die Eigenschaften aus Definition 1.4.1. O

Um zu zeigen, dass es sich bei den natiirlichen Zahlen mit der Addition um ein kommu-

tatives Monoid handelt, benotigen wir folgenden Hilfssatz.

Lemma 1.4.4 ([50, S. 295; 34, S. 4]). Seien n, m € N. Falls 0 das neutrale Element der
Addition ist, so giltn + S(m) = S(n) + m.

Beweis. Sein € N beliebig, aber fest. Dann ist

n+S0)=Sn+0)=S0+n)=0+Sn),
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und daher der Induktionsanfang erfiillt. Angenommen, fiir m € N gilt die Aussage.

Dann ist
n+ S(S(m))) = S(n + S(m)) = S(S(n) + m) = S(n) + S(m),

also ist die Aussage auch fiir S(m) wahr, und wegen des Induktionsprinzips daher fiir

alle m € N. Da n beliebig war, gilt die Aussage somit fiir alle n, m € N. ]

Proposition 1.4.5 ([50, S. 295]). (N, +, 0) ist ein kommutatives Monoid. Es sind somit
folgende Eigenschaften erfiillt:

(D Vk,IlLme N: (k+1)+m=k+ (I + m) (Assoziativitdt).

(2) Vn e N: n+ 0 =0+ n = n(Nullelement).

(3) Vn,m € N: n + m = m + n (Kommutativitdt).

Beweis. Zu (1): Seien k, | € N beliebig, aber fest. Dannist (k+1)+0=k+1=k+(l+0).

Angenommen, es ist (k + 1) + m = k + (I + m) fiir ein m € N erfiillt. Dann ist
k+D+Sm)=S(k+D)+m)=Sk+{1+m)=k+S(I+m)=k+(+S(m)).

Wegen des Induktionsprinzips und der Beliebigkeit von k und [ folgt damit, dass (k +
D+m=k+(l+m)fiiralle k, I, m € N erfiillt ist.

Zu (2): Aus Definition 1.4.1 wissen wir, dass 0 rechtsneutral fiir alle n € N ist. Wir zeigen
iber vollstandige Induktion, dass 0 auch fiir alle natiirlichen Zahlen linksneutral ist.
Der Induktionsanfang folgt direkt aus der Definition, esist 0 + 0 = 0. Ist 0 + n = n fiir
einn € N, soist 0 + S(n) = S(0 + n) = S(n), also ist 0 auch linksneutral fiir S(n), und

damit wegen des Induktionsprinzips fiir alle natiirlichen Zahlen.

Zum Beweis von (3): Sei n € N beliebig, aber fest. Dann ist wegen (2) n + 0 = 0 + n. Gilt

n+m=m+ nfiirein m € N, dann ist

n+Sm)=Sm+m)=Sm+n)=m+ Sn) =S(m) + n,
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wobei fiir den letzten Umformungsschritt Lemma 1.4.4 verwendet wurde. Nach dem
Induktionsprinzip ist daher n + m = m + n fiir alle m € N, und da n beliebig war, auch
fiir alle n € N. O

Aufgrund der Assoziativitdt der Addition vereinbaren wir, dass wir (a + b) + c auch

ohne Klammern als a + b + ¢ schreiben.

Wir sind nun dazu in der Lage, die Identitdt 1 + 1 = 2 zu beweisen. Dabei verwenden
wir1 := S(0),und 2 := S(1).

1+1=1+S(0) (Definition von 1)
=S(1+0) (Definition von +)
=S(1) (Definition von +)
=2 (Definition von 2)

Im obigen Beispiel haben wir Zwei, also den Nachfolger von Eins, dadurch erhalten, dass
wir zu Eins die Zahl Eins addiert haben. Das Prinzip lisst sich auch verallgemeinern,

wie folgende Proposition zeigt.

Proposition 1.4.6. Sein € N. Dannistn+1 =1+ n = S(n).

Beweis. Per Definition der Additionistn +1 = n + S(0) = S(n + 0) = S(n), und da die
Addition kommutativist, gilt 1 + n = n + 1 = S(n). O

Die Definition der Multiplikation gelingt, ahnlich wie bei der Addition, rekursiv. Wir
fordern zunichst, dass die Multiplikation einer natiirlichen Zahl mit Null das Ergebnis
Null hat. Fiir die Multiplikation einer Zahl ungleich Null verwenden wir die Idee der

Multiplikation als ,,verkiirzte Addition*:

n-m=n-m—1)+n=n-m-2)+n+n=..=pn+n+n+--+n

m mal
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1 Die natiirlichen Zahlen

Definition 1.4.7 ([50, S. 294]). Seien n, m € N. Die Multiplikation - : N X N — N auf

den natiirlichen Zahlen ist definiert durch

n-0:=0,

n-S(m):=Mm-m)+n.
Da es sich auch hier um eine rekursive Definition handelt, ist, wie bei der Addition, zu
zeigen, dass es tatsdchlich eine solche Funktion gibt.

Proposition 1.4.8. Es gibt genau eine Funktion - : N X N — N mit den Eigenschaften
aus Definition 1.4.7.

Beweis. Sei n € N beliebig, aber fest. Nach Satz 1.4.2 gibt es genau eine Funktion
fn N —> Nmit

fn(o) = 0,
fn(Sm)) := fr(m) +n.

Setzen wir -(n, m) := f,(m), soist-(n,0) = f,(0) = 0und
“(n,S(m)) = fp(S(m)) = fr(m) + n=-(n,m) + n,

also genau die Eigenschaften aus Definition 1.4.7. ]

Damit wir Aussagen iiber die algebraische Struktur von (N, -) treffen konnen, beweisen
wir folgende Hilfssétze.

Lemma 1.4.9 (|50, S. 295]). Sein € N. Dannist0-n = 0.

Beweis. Wir fiihren den Beweis iiber vollstindige Induktion. Es ist 0 - 0 = 0 wegen der
Definition der Multiplikation, und somit der Induktionsanfang erfiillt. Angenommen,

fireinn € Nist0-n = 0. Dannist0-S(n) = (0-n) + 0 = 0+ 0 = 0. Wegen des
Induktionsprinzips folgt somit, dass 0 - n = 0 fiir alle n € N ist. O]

Lemma 1.4.10 ([50, S. 296]). Seien n,m € N. Dann ist S(n) - m = (n- m) + m.
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1.4 Rechenoperationen auf N

Beweis. Wir verwenden erneut das Induktionsprinzip fiir den Beweis. Sei n € N beliebig,
aber fest. Es ist dann S(n) - 0 = 0 = (n - 0) + 0, und somit der Induktionsanfang erfiillt.
Nehmen wir nun an, die Aussage gilt fiir ein m € N. Dann ist

S(n) - S(m) = (S(n) - m) + S(n) =
=((n-m)+m)+Sh) =
=(n-m)y+Sn)+m=
=((n-m)+n)+S(m) =
= (n - S(m)) + S(m),

wobei wir fiir die Umformungen die Assoziativitit und Kommutativitdt der Addition,
sowie Lemma 1.4.4 verwendet haben. Aufgrund des Induktionsprinzips und der Belie-
bigkeit von n € N folgt, dass die Aussage fiir alle n, m € N erfiillt ist. [

Bemerkung. Bei der Aussage dieses Lemmas handelt es sich um eine abgeschwichte
Form des Distributivgesetzes: (n + 1) - m = (n - m) + m.

Proposition 1.4.11 ([50, S. 295-296]). (N, +, -, 0, 1) ist ein kommutativer Halbring mit
Eins. Es sind daher folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) (N, +,0) ist ein kommutatives Monoid.

2) Vk,ImeN: (k-1)-m =k - (l-m) (Assoziativitdt).
(3) VneN: n-1=1-n = n(Einselement).

(4) Vn,m € N: n-m = m - n (Kommutativitdt).

(5) Vk,ImeN: k-(Il+m)=(k-1)+ (k- m) (Distributivitdt).

Beweis. Die erste Aussage wurde in Proposition 1.4.5 gezeigt.

Zur Kommutativitit: Sei n € N beliebig, aber fest. Dannistn -0 = 0 = 0 - n wegen

Lemma 1.4.9. Angenommen, fiir m € Nwire n - m = m - n. Dann ist

n-Sim)=(m-m)+n=m-n)+n=Sm)-n,
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1 Die natiirlichen Zahlen

wobei fiir den letzten Umformungsschritt Lemma 1.4.10 verwendet wurde. Aufgrund des

Induktionsprinzips und der Beliebigkeit von n folgt, dass die Multiplikation kommutativ
ist.

Zum Einselement: Sein € N. Dannistn-1 = n-S(0) = (n-0) + n = n, also ist
1 rechtsneutral fiir n € N, und wegen der Kommutativitdat der Multiplikation auch
linksneutral.

Zur Distributivitit: Seien [, m € N beliebig, aber fest. Dannist0-(I+m) =0=0-14+0-m.

Angenommen, die Aussage wire fiir ein k € N erfiillt. Dann ist wegen Lemma 1.4.10

Sk) - I+m)y=k-(Il+m))+(+m)=
=k-D+k-m)+(+m)=
=(k-D+D+({(k-m)+m)=
= (S(k) - D) + (S(k) - m).

Wegen des Induktionsprinzips, der Beliebigkeit von [ und m sowie der Kommutativitét
der Multiplikation folgt, dass die Distributivgesetze erfiillt sind.

Zur Assoziativitit: Seien I, m € N beliebig, aber fest. Dann ist
O-D-m=0-m=0=0-(l-m).
Angenommen, die Aussage wire fiir ein k € N erfiillt. Es ist dann

Sk -)-m=k-)+1)-m=
=(k-)-m)+U-m)=
=k-0-m)+1-m)=
=k+1)-(1-m)=
= S(k) - (- m),

wobei wir insbesondere Lemma 1.4.10, die Existenz des Einselements sowie die Distri-
butivitdt verwendet haben. Wegen des Induktionsprinzips sowie der Beliebigkeit von [

und m folgt die Assoziativitit. O
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1.4 Rechenoperationen auf N

Wie bereits zuvor bei der Addition, vereinbaren wir auch bei der Multiplikation, dass wir
aufgrund der Assoziativitit fiir k, [, m € N den Ausdruck k - (I - m) auch ohne Klammern

als k - | - m anschreiben diirfen.

Zudem legen wir die aus der Schule bekannte ,,Punkt vor Strich“-Regel fest: Fiirk, [, m €
N schreiben wir (k - I) + m als k - | + m an; wir sagen dazu, dass die Multiplikation
»stiarker® als die Addition ist. Es ist — gerade auch fiir die Einfiihrung dieser Regel in
der Schule - erwidhnenswert, dass es sich dabei nicht um ein beweisbares Rechengesetz,

sondern um eine Konvention handelt.

Als Beispiel berechnen wir 2 - 3:

2:3=2-2+2
=2-1+2+2
=2-0+2+2+2
=0+2+2+2
=6

Aus Satz 1.3.6 ist bekannt, dass jede natiirliche Zahl einen Nachfolger hat. Die folgende
Proposition zeigt, dass jede natiirliche Zahl aufler Null auch einen Vorgénger besitzt.

Proposition 1.4.12. Sei n € N. Dann ist n = 0, oder aber es gibt genau ein n' € N mit
S(n') = n.

Beweis. Wir verwenden wieder das Induktionsprinzip. Fiir n = 0 ist die Aussage erfiillt.
Angenommen, sie wire es fiir ein n € N. Dann ist klarerweise S(n) = S(n), also n der
Vorginger von S(n), der wegen Satz 1.3.6 eindeutig ist. Die Aussage gilt somit wegen

des Induktionsprinzips fiir alle n € N. O]

Wir kénnen nun beweisen, dass die natiirlichen Zahlen nullteilerfrei sind: Ist das Produkt

zweier Zahlen gleich Null, dann ist es auch zumindest einer der Faktoren.

Proposition 1.4.13 ([50, S. 298]). Die natiirlichen Zahlen sind nullteilerfrei: Istn-m = 0,
dann folgt n = 0 oder m = 0.
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1 Die natiirlichen Zahlen

Beweis. Seien n,m € Nmitn-m = 0.Istn = 0 oder m = 0, dann sind wir fertig.
Andernfalls gibt es nach Proposition 1.4.12 n’, m’ € N mit S(n") = nund S(m') = m. Es

ist dann

n-m=S8mn")-S(m') =
=(n'+1)- (M +1)=
=n"-m+n+m+1=

=S(n'-m' +n" +m').

Da der Nachfolger einer natiirlichen Zahl nach Satz 1.3.6 immer ungleich Null ist, muss

daher auch n - m # 0 sein. ]

Ahnlich zur Nullteilerfreiheit gilt: Falls die Summe zweier natiirlicher Zahlen gleich
Null ist, dann sind es bereits beide Summanden. Daraus folgt insbesondere, dass es sich
bei den natiirlichen Zahlen mit der Addition um keine Gruppe handelt, da aufler Null

kein Element ein additives Inverses besitzt.

Proposition 1.4.14. Seien n,m € Nmitn+m = 0. Dannistn = m = 0.

Beweis. Angenommen, es wire n # 0 oder m # 0. Ohne Beschridnkung der Allgemein-
heit nehmen wir an, es wire n # 0. Dann gibt es nach Proposition 1.4.12 ein n’ € N mit
S(n') =n.

Esistdannn + m = S(n') + m = S(n" + m) = 0 — ein Widerspruch zu Satz 1.3.6, da

Null Nachfolger keiner natiirlichen Zahl ist. Somit muss n = 0 und m = 0 gelten. [J

Fiir das Addieren in den natiirlichen Zahlen gilt folgende Kiirzungsregel.

Proposition 1.4.15 ([50, S. 298-299)). Seien n, m, k € N. Dann folgt ausn + k = m + k,

dassn = mist.

Beweis. Wir verwenden erneut das Induktionsprinzip. Seien n, m € N beliebig, aber
fest. Dann folgt aus n + 0 = m + 0 direkt n = m. Nehmen wir nun an, fiirein k € N
wiren + k = m + k. Ist n + S(k) = m + S(k), so folgt daraus wegen der Definition der
Addition S(n + k) = S(m + k), und hieraus wegen Satz 1.3.6 n + k = m + k. Anwenden
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1.5 Die natiirliche Ordnung

der Induktionsvoraussetzung liefert n = m. Wegen des Induktionsprinzips und der

Beliebigkeit von n und m gilt die Aussage somit fiir alle n, m, k € N. [

Eine dhnliche Rechenregel gilt auch fiir die Multiplikation (siehe Proposition 1.5.6). Fiir
deren Beweis verwenden wir Eigenschaften der natiirlichen Ordnung, die im nédchsten

Abschnitt vorgestellt wird.

1.5 Die natiirliche Ordnung

In Abschnitt 1.1 wurde herausgearbeitet, dass der Mensch wahrscheinlich mit dem
Zdhlen begonnen hat, um feststellen zu kénnen, ob Anzahlen gleich oder unterschiedlich
sind. Falls die Anzahlen verschieden sind, stellt sich die Frage, ob die eine Anzahl grofier
ist als die andere — denn von der Antwort auf diese Frage hingt es ab, ob eine Herde, die

ein steinzeitlicher Mensch ,,gezahlt* hat, vollstindig ist oder nicht [31, S. 28].

Greifen wir nochmals das Beispiel mit dem Hirten und der Schafherde von Seite 6 auf.
Fiir jedes Schaf, das in der Friih an ihm vorbeigeht, wiirde er einen Kieselstein auf einen
Haufen legen. Am Abend nimmt er fiir jedes Schaf, das wieder zuriick in die Hohle
geht, einen Kieselstein vom Haufen weg. Ist mit dem letzten Stein auch gleichzeitig
das letzte Schaf am Hirten vorbeigegangen, so ist die Herde vollstandig - soweit die in

Abschnitt 1.1 vorgestellte Idee des konkreten Zdhlens mittels Hilfsmengen.

Fiir dieses Kapitel interessant sind die Fille, in denen entweder Kieselsteine {ibrigbleiben,
oder zu wenige vorhanden sind. Angenommen, es géibe keine Steine mehr, aber es stehen
weiterhin Schafe vor der Hohle. Dann erscheint es uns intuitiv als klar, dass zumindest
bereits so viele Schafe in der Hohle sind, wie es in der Frith waren — denn die Grofie
des Haufens hat sich nicht verdndert. Da aber weiterhin Schafe vor der Hohle stehen,
muss die Herde insgesamt liber den Tag grofier geworden sein. Es sind also mehr Schafe

vorhanden als zuvor.

Wiirde man die neue Anzahl der Schafe ,,zdhlen® wollen, miisste man auf den Haufen
weitere Kieselsteine hinzulegen. Anders ausgedriickt: Es gibt eine Zahl, die wir zur
urspriinglichen Anzahl dazugeben kénnen, um die neue Anzahl zu erhalten. Diese Idee

wird durch folgende Definition prizisiert.
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1 Die natiirlichen Zahlen

Definition 1.5.1 ([34, S. 6]). Seien n, m € N. Dann definieren wir
n<m:<3dkeN:n+k=m.

Wir schreiben weiters m > n fiir n < m. Ist n # mund n < m, so schreiben wir n < m,

beziehungsweise m > n.

Aufgrund von Proposition 1.4.15 ist in dieser Definition die Zahl k, falls sie existiert,

eindeutig bestimmt. Falls n < m, muss dieses k > 0 sein.
Falls n < m fiir n, m € N ist, dann folgt daraus n < m.

Betrachten wir als Beispiel die Zahlen 1 und 3. Wir konnen 3 = 1 + 2 anschreiben, was

nach obiger Definition 1 < 3 bedeutet. Genauer gilt wegen 2 # 0 sogar 1 < 3.

Wir kdnnen nun zeigen, dass es sich bei < um eine Totalordnung handelt. Fiir zwei

natiirliche Zahlen ist daher stets n < m oder m < n.

Proposition 1.5.2 ([34, S. 6-7]). Die Relation < ist eine Totalordnung auf N. Es gilt
daher n < moder m < n fiir alle n,m € N. Zudem erfiillt < die Eigenschaften einer

Ordnungsrelation:
(1) Vn € N: n < n (Reflexivitdt).
2) Vnm e N: (n < mAm < n)=> n = m(Antisymmetrie).

3) Vkkmn e N: (k <mAm < n)=> k < n(Transitivitdt).

Beweis. Zur Reflexivitit: Es ist n + 0 = n fiir alle n € N, und daher nach Definition
n<n.

Zur Antisymmetrie: Angenommen, fiir n, m € N ist n < m sowie m < n. Nach Definiti-
on 1.5.1 bedeutet das, dass es k, k' € N mit m = n + k sowie n = m + k' gibt. Einsetzen
der ersten Gleichung in die zweite liefert n = n + (k + k’). Wegen Proposition 1.4.15 ist
k + k' = 0, woraus durch Proposition 1.4.14 k = k' = 0 folgt. Es ist daher n = m.

Zur Transitivitit: Seien k,m,n € N mit k < m sowie m < n. Dann gibtes [, € N

mitm = k + lund n = m + I'. Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert
n=(k+1)+1=k+ (l+1"). Nach Definition 1.5.1 ist daher k < n.
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1.5 Die natiirliche Ordnung

Um zu beweisen, dass es sich bei < um eine Totalordnung handelt, verwenden wir das
Induktionsprinzip. Sei n € N beliebig, aber fest. Dann behaupten wir, dass n < m oder

m < n fiir alle m € N erfiillt ist.

ImFallm =0ist0 < n,dan =0+ nist. Nehmen wir nun an, dassn < moderm <n
fiir ein m € N erfiillt ist. Wir konnen die Fille m = n, n < m und m < n unterscheiden,
die sich gegenseitig ausschlielen. Ist m = n,soistn < n+1 =m+ 1 = S(m), also
n < S(m).

Falls m # n ist, bleiben nur die Félle m < n oder n < m. Angenommen, es ist m < n.
Dann gibt es ein k € N '\ {0}, sodass n = m + k ist. Wegen k # 0 gibt es ein k" € N mit
k = S(k"). Esist daher n = m + S(k’) = S(m) + k', und daher S(m) < n.

Ist n < m, so gibt es wieder ein k € N\ {0} mitm = n + k. Esistdann S(m) =m + 1 =
n+(k+1)=n+ S(k),und somit n < S(m).

Wir erhalten somit, dass n < S(m) oder S(m) < n gilt. Wegen des Induktionsprinzips
und der Beliebigkeit von n € N folgt somit die Aussage, dass stets zwei natiirliche Zahlen

tiber < vergleichbar sind. [

Eine besondere Eigenschaft der natiirlichen Zahlen, auf die wir spiter zuriickkommen
werden, ist, dass jede nichtleere Teilmenge von N ein kleinstes Element besitzt. Insbe-

sondere haben die natiirlichen Zahlen mit Null ein Minimum.

Proposition 1.5.3. Sein € N. Dann ist0 < n.

Beweis. Esistn = 0+ n,und daher 0 < n. O

Die natiirliche Ordnung erfiillt die Ordnungsaxiome, wie folgende Proposition zeigt.
Proposition 1.5.4 ([50, S. 297]). Seien k, m,n € N. Dann gilt:
() Esistn<m&en+k<m+k

(2) Fallsn > 0und m > 0, dannistn - m > 0.
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1 Die natiirlichen Zahlen

Beweis. Zu (1): Angenommen n < m, dann gibt es ein [ € N mit m = n + . Addieren

von k auf beiden Seiten der Gleichung liefertm + k = (n+ k) + l,alson + k < m + k.

Sei nun n + k < m + k, dann gibt es wieder ein [ € N, sodass m + k = (n + k) + List.
Wegen Proposition 1.4.15giltm = n + [, alson < m.

Zu (2): Angenommen n > 0 und m > 0. Dann ist insbesondere n # 0 sowie m # 0, und
aus Proposition 1.4.13 folgt, dass n - m # 0 gelten muss. Zusammen mit Proposition 1.5.3

ergibt sich dahern - m > 0. [

Die folgende Proposition rechtfertigt das Rechnen mit Ungleichungen.

Proposition 1.5.5 ([34, S. 8; 50, S. 297-298]). Seien k,l, m,n € N. Dann gilt:
(1) Fallsk <lundm < n,dannistk+ m<l+nundk-m<1-n

(2) Fallsl #0undl-m <1-n,dannistm < n.

Beweis. Zu (1): Angenommen k < [und m < n. Dann gibtesc,c¢’ € Nmitl = k+ cund
n = m+ c¢’. Durch Addieren der Gleichungen erhalten wirl+n = k+m+ (c +¢'), also
k + m <1+ n. Multiplizieren wir die Gleichungen, so erhalten wir durch Anwenden
des Distributivgesetzesl-n = (k+c¢)-(m+c')=k-m+(k-c'+c-m+c-c'), also
k-m<I-n.

Zu(2):Fallsl #0und!l-m <l -nist,dann gibteseink € Nmitl-n =1-m + k.
Angenommen, die Behauptung wire falsch, dann muss wegen Proposition 1.5.2 m > n

gelten. Es gibt daherein k' e N\ {0} mitm =n+k',alsol-m=1-n+1-k'.

Setzen wir das in die erste Gleichung ein, erhaltenwirl-n=1-n+1- k' + k. Wegen
der Kiirzungsregel ist 0 = [ - k' + k, und aus Proposition 1.4.14 folgt [ - k" = 0 sowie
k = 0. Da es in den natiirlichen Zahlen keine Nullteiler gibt, muss k" = 0 sein - ein

Widerspruch zu k' € N \ {0}. Es kann somit nur m < n sein. l

Die Aussagen der beiden vorigen Propositionen sowie die Transitivitit gelten entspre-
chend auch fiir <.

Wir konnen nun die Kiirzungsregel fiir die Multiplikation in den natiirlichen Zahlen

beweisen (siehe Proposition 1.4.15).
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1.5 Die natiirliche Ordnung

Proposition 1.5.6 ([50, S. 298-299]). Fiirl,m,n € Nmitl # Oundl-m =1 - nist

m = n.

Beweis. Dal-m =1-nist,giltl- m < |- n, was nach Proposition 1.5.5 bedeutet, dass
m < nist. Ebenso giltl - m > [ - n, woraus m > n folgt. Wegen der Antisymmetrie ist

daher m = n. ]

Ebenfalls konnen wir nun zeigen, dass es beziiglich der Multiplikation im Allgemeinen

keine Inversen gibt.

1

Proposition 1.5.7. Seienn,n~! € Nmitn-n~! = 1. Dannistn = 1.

Beweis. Die Fillen = 0und n~!

= 0 lassen sich wegen Lemma 1.4.9 ausschliefien. Falls
n = 1 ist, sind wir fertig.

1 = 1 ist. Dann ist auch

Angenommen, es giibe ein n > 2 und ein n=! € N, sodass n - n~
n!'>2dan-1=n#1wire. Esistsomitn-n=! > 2.2 =4 > 1-ein Widerspruch

zun-n-! =1.Somitbleibtnurn =n~! = 1. m

1.5.1 Die natiirliche Ordnung als Wohlordnung

Im Verlauf dieser Diplomarbeit werden Schritt fiir Schritt die Zahlenbereiche erweitert.
Bei jeder dieser Erweiterungen erhalten wir niitzliche Eigenschaften, miissen fiir diese

aber auch mit einer Eigenschaft des vorigen Zahlenbereichs ,,bezahlen® [34, S. 30].

Die natiirlichen Zahlen zeichnen sich gegeniiber allen anderen Zahlenbereichen durch
eine besondere Eigenschaft aus: Bei der natiirlichen Ordnung handelt es sich um eine
Wohlordnung. Das bedeutet, dass jede nichtleere Teilmenge der natiirlichen Zahlen ein
kleinstes Element beziiglich < besitzt. Diese Eigenschaft geht bereits beim Ubergang zu
den ganzen Zahlen verloren, da beispielsweise die Menge der negativen ganzen Zahlen

nichtleer, aber nach unten unbeschrinkt ist.

Prinzipiell ist die Wohlordbarkeit keine Eigenschaft, die ausschliefllich fiir die natiir-
lichen Zahlen gilt. Nach dem Wohlordnungssatz lisst sich fiir jede Menge eine Wohl-

ordnungsrelation finden (vgl. [19, S. 238]). Es ist allerdings nicht garantiert, dass diese
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1 Die natiirlichen Zahlen

Ordnungsrelation mit der algebraischen Struktur der Menge vertréglich ist. Somit lief3e
sich auch die Menge der ganzen Zahlen wohlordnen - Rechengesetze, wie sie im vorigen

Abschnitt bewiesen wurden, miissen dann aber nicht giiltig sein.

Fiir den Beweis, dass es sich bei < um eine Wohlordnung handelt, benotigen wir eine

spezielle Form der vollstdndigen Induktion: die Ordnungsinduktion.

Proposition 1.5.8 ([34, S. 3]). Sei p(n) eine Aussage fiir natiirliche Zahlen. Falls ¢(0)
erfiillt ist, und fiir alle n € N aus p(0) A (1) A ... A p(n) die Giiltigkeit von p(n + 1) folgt,
dann ist (n) wahr fiir allen € N.

n

Beweis. Fiirn € Nsei @(n) := /A ¢(i), sowie N :={n € N | &(n)}. Dann ist 0 € N, da

i=0
@(0) per Voraussetzung erfiillt ist.

Sein € N.Dannist &(n) = ¢(0) A p(1) A ... A p(n) wahr, weswegen nach Voraussetzung
p(n + 1) gilt. Damit ist ®(n + 1) = ®(n) A p(n + 1) ebenfalls wahr, alson + 1 € N.
Aufgrund des Induktionsprinzips folgt daher, dass N = N ist. ]

Satz 1.5.9 ([34, S. 7]). Sei M eine nichtleere Teilmenge von N. Dann besitzt M ein kleinstes
Element: ime M : Vke M. m < k.

Beweis. Angenommen, M hitte kein kleinstes Element. Dann sei S := N\ M die Menge
aller natiirlichen Zahlen, die nicht in M enthalten sind. Es ist jedenfalls 0 € S, da sonst

0 nach Proposition 1.5.3 das kleinste Element von M wire.

Sei n € S. Angenommen, fiir alle k € Nmitk < nwire k € S. Dann kannn + 1
nicht in M sein, da es sonst ein Minimum der Menge wire — denn alle natiirlichen
Zahlen bis einschlief3lich n sind nicht in M enthalten. Somit ist n + 1 € S. Aufgrund
von Proposition 1.5.8 folgt, dass S = Nist. Da S = N\ M ist, muss aber M = @ sein -
ein Widerspruch zu M # @.

Somit besitzt M ein kleinstes Element. O
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2 Die ganzen Zahlen

Betrachten wir nochmals Proposition 1.4.14. Deren Aussage war, dass in der Gleichung
n + m = 0 iiber den natiirlichen Zahlen beide Summanden gleich Null sein miissen.
Daraus haben wir abgeleitet, dass Null die einzige natiirliche Zahl ist, die iiber ein

additives Inverses verfiigt.

Aus algebraischer Sicht ist dieser Zustand nicht ideal. In vielen Fillen ist es notwendig,
Gleichungen der Form x + a = b zu l6sen, was bei einer fehlenden Umkehroperation fiir
die Addition nicht allgemein moglich ist. Wir suchen daher nach einer Erweiterung der
natiirlichen Zahlen um additive Inverse: die ganzen Zahlen. Die Frage nach der Inver-
tierbarkeit der Multiplikation fiihrt im ndachsten Kapitel schliefilich auf die rationalen
Zahlen.

Die ganzen Zahlen stellen in dieser Arbeit die erste Zahlenbereichserweiterung dar. Eine
wichtige Frage, die sich in diesem Kontext ergibt, ist, wie wir formal unsere bisherige
Notation der Zahlen sowie Operatoren auf den neuen Zahlenbereich iibertragen konnen.

Eine Antwort darauf wird in Abschnitt 2.4 gegeben.

Wie im weiteren Verlauf dieses Kapitels gezeigt wird, handelt es sich bei den ganzen
Zahlen zusammen mit der Addition und Multiplikation um einen nullteilerfreien Ring,
jedoch um keinen Korper. Diese Struktur motiviert insbesondere Fragen zur Teilbarkeit,
was in den ganzen Zahlen zu den Primzahlen und dem Hauptsatz der elementaren
Zahlentheorie fiihrt.

35



2 Die ganzen Zahlen

2.1 Geschichte der negativen Zahlen

Wir behandeln zwar in dieser Arbeit die ganzen Zahlen, und damit insbesondere die
negativen Zahlen, vor den rationalen Zahlen, doch war diese Entwicklung historisch
gesehen genau umgekehrt. Die Verwendung positiver rationaler Zahlen ist bereits im
alten Agypten belegt; davon zeugen etwa der Moskauer Papyrus (um 1850 v. Chr.) und
der Papyrus Rhind (um 1650 v. Chr.) [56, S. 113-114, 116; 5, S. 39].

Negative Zahlen wurden vermutlich das erste Mal im zweiten Jahrhundert v. Chr. in
China verwendet [40, S. 90]. Bereits damals war eine Form des Dezimalsystems in
Verwendung, in dem Zahlen mit Hilfe von Stdbchen auf einem Raster dargestellt wurden,
wobei jeder Spalte einer Zehnerpotenz entsprach [31, S. 148-152; 56, S. 52-53]. Um
negative Zahlen von positiven Zahlen zu unterscheiden, wurden Stdbchen verschiedener
Farben verwendet: Rot fiir positive Zahlen, und Schwarz fiir negative Zahlen [40, S. 90].
Regeln fiir das Rechnen mit negativen Zahlen werden bereits in der Jiu Zhang Suanshu,
einem der iltesten chinesischen Werke iiber Mathematik, erwdhnt [40, S. 90]. Die
historische Datierung dieses Werks ist schwierig; vermutlich stammt es aus dem zweiten
bis ersten Jahrhundert v. Chr. [29, S. 82].

Abbildung 2.1: Ein Rechenbrett aus einer japanischen Zeichnung [58]

Das Konzept der negativen Zahlen wurde im 7. Jahrhundert n. Chr. vom indischen
Mathematiker Brahmagupta aufgegriffen, der in einem seiner Werke ebenfalls Regeln
fiir das Rechnen mit diesen angibt [56, S. 102]. Im 12. Jahrhundert sah der indische

Mathematiker Bhaskara erstmals negative Losungen von Gleichungen als zul&ssig an,
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2.2 Konstruktion der ganzen Zahlen

wihrend solche Gleichungen noch von Diophantos von Alexandria ,,sinnlos® genannt
wurden [29, S. 111; 40, S. 90].

Bis negative Zahlen in Europa Akzeptanz fanden, dauerte es viele Jahrhunderte. Es ist
unklar, wann sie den europdischen Mathematikern bekannt wurden, allerdings wurden
sie lange Zeit skeptisch bis ablehnend betrachtet. Leonardo von Pisa (auch als Fibonacci
bekannt), war einer der ersten, die mit negativen Zahlen arbeiteten: In seinen Liber
Abaci (Anfang des 13. Jahrhunderts) gibt er Beispiele mit negativen Losungen an, die er
im finanziellen Kontext als Schulden interpretiert hat. Es dauerte allerdings bis ins 16.
Jahrhundert, bis negative Losungen von Gleichungen von Girolamo Cardano als zuléssig
erkannt wurden [5, S. 321]; in dem Zusammenhang stief3 Cardano auch erstmals auf
die komplexen Zahlen (siehe Abschnitt 5.1).

Im 17. Jahrhundert ,,bewies® der englische Mathematiker John Wallis, dass jede negative
Zahl kleiner als Null und groéfier als Plus Unendlich ist. Sogar Leonhard Euler fiihlte noch
im 18. Jahrhundert die Notwendigkeit zu erkldren, warum Minus mal Minus gleich Plus
ist [39, S. 14].

2.2 Konstruktion der ganzen Zahlen

Wie in der Einfiihrung dieses Kapitels angesprochen, liegt das Bestreben bei der Kon-
struktion der ganzen Zahlen darin, Gleichungen der Form x + a = b immer 16sen zu
konnen. Das ist nur dann allgemein moglich, wenn es zu jeder Zahl a ein additives
Inverses —a gibt. Ziel ist also, die Struktur natiirlichen Zahlen mit der Addition auf eine

Gruppe zu erweitern.

Betrachten wir, naiv, die Zahl —2. Wir konnen diese auf verschiedene Weisen darstellen:
—2=0-2=1-3=2-4 = ...Jedes dieser Minuend-Subtrahend-Zahlenpaare stellt die
Zahl —2 dar. Es wiirde sich also prinzipiell anbieten, die Paare (0,2), (1,3), (2,4), ... mit
—2 zu identifizieren, sie als dquivalent beziiglich einer (noch festzulegenden) Relation

anzusehen.

Betrachten wir die Gleichung 0 —2 = 1 — 3. Durch Umformen erhalten wir 0 +3 = 1+ 2.
Auch die Gleichung 1 —3 = 2—4 Idsst sich durch Umformen auf die Gestalt 1+4 = 2+3
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2 Die ganzen Zahlen

bringen. Allgemein gesprochen: Haben wir die Zahlenpaare (a, b) sowie (c, d), so wollen
wir diese als dquivalent ansehen, falls a — b = ¢ — d ist. Das ist aber nach obigen
Uberlegungen dquivalent zu a+d = c+b. Da dieser Ausdruck nur natiirliche Zahlen und

die Addition enthilt, konnen wir folgende Aquivalenzrelation auf N x N definieren.

Definition 2.2.1 ([34, S. 14]). Seien (a, b), (c,d) € N x N. Dann definieren wir die
Relation ~ auf N x N durch

(a,b) ~(c,d) :©a+d=c+b.

Proposition 2.2.2. Bei der Relation ~ auf NxN handelt es sich um eine Aquivalenzrelation.
Es sind daher folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) Ya e N XN : a ~ a (Reflexivitt).
(2) Va,b e NXN: a~ b= b~ a(Symmetrie).

(3) Va,b,c e NxXN: (a~bAb~c)=> a~ c(Transitivitdt).

Beweis. Seien a = (ay,a,), b = (by,by)und ¢ = (¢;,¢,) € NXN.
Zur Reflexivitit: Wegen a; + a, = a; + a, ista ~ a.

Zur Symmetrie: Angenommen, es ware a ~ b, also a; + b, = b; + a,. Lesen wir diese

Gleichung von rechts nach links, so erhalten wir direkt b ~ a.

Zur Transitivitdt: Angenommen, a ~ bund b ~ ¢, alsoa; + b, = b; + a,und b; + ¢, =
c; + b,. Addieren der Gleichungen liefert

(a; + by) + (b + ¢3) = (by + ay) + (¢ + by),

woraus mit Hilfe der Kiirzungsregel und der Kommutativitdt der Addition a; + ¢, =

¢, + a, folgt. Esist damita ~ c. ]

Die obige Aquivalenzrelation fasst, wie zuvor gezeigt, die Paare (0,2), (1,3), (2,4), ...
zu einer Aquivalenzklasse zusammen, die wir als C(0,2) anschreiben. Da die Aquiva-
lenzklasse mehrere Reprdsentanten besitzt, ist C(0,2) = C(1,3) = C(2,4) = .... Diese
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2.2 Konstruktion der ganzen Zahlen

Mehrdeutigkeit wird in den nachfolgenden Beweisen oft die Frage nach der Wohldefi-

niertheit von Aussagen iiber, oder Operationen auf den Aquivalenzklassen aufwerfen.

Die ganzen Zahlen definieren wir nun als die Faktormenge von N X N beziiglich der

Relation ~.

Definition 2.2.3 ([34, S. 14]). Die Menge der ganzen Zahlen Z ist definiert als

7 :=NXN/ —tc(a,b)|abeN}.

Abbildung 2.2 stellt die Aquivalenzklassen in den ganzen Zahlen grafisch dar. Dabei
werden die Paare aus N x N als Punkte in einem kartesischen Koordinatensystem ver-
standen. Die Aquivalenzklassen werden durch die Geraden (beziehungsweise Strahlen)
dargestellt, welche parallel zueinander verlaufen. Dort, wo sie die x-Achse schneiden,
befinden sich die natiirlichen, beziehungsweise die neu dazugekommenen negativen
ganzen Zahlen [34, S. 15; 48, S. 152].

40 @ @ @ @
30 @ @ @ @
20 (] @ @ @
19 @ @ @ @

5 e ® ¢ OT ¢ H $ o

Abbildung 2.2: Die blauen Punkte sind jeweils die Zahlenpaare aus N x N, wihrend die
Geraden/Strahlen die Elemente der Aquivalenzklassen verbinden.

Folgende Proposition prizisiert diese grafische Beschreibung der Aquivalenzklassen.

Proposition 2.2.4. Sei C(a,b) € Zundn € N. Dann ist C(a,b) = C(a + n,b + n).
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2 Die ganzen Zahlen

Beweis. Wir wollen zeigen, dass (a, b) ~ (a + n, b + n) erfiillt ist. Durch Anwenden von
Definition 2.2.1 erhalten wir a + (b + n) = (a + n) + b, was offensichtlich stimmt. Da
zwei Aquivalenzklassen stets disjunkt oder gleich sind, und (a + n, b + n) € C(a, b) ist,

folgt die Behauptung. O

In Abbildung 2.2 erkennt man, dass sich jeder ganzen Zahl genau eine natiirliche Zahl
zuordnen ldsst, welche sich auf der x-Achse, beziehungsweise auf der y-Achse befindet.
Das wird vor allem fiir die Uberlegungen zur Einbettung der natiirlichen Zahlen in die

ganzen Zahlen wichtig sein.

Proposition 2.2.5. Sei C(a,b) € Z. Dann gibt es genau ein n € N, sodass C(a,b) =
C(n,0) oder C(a,b) = C(0,n) ist.

Beweis. Ist a > b, so gibt es nach Definition 1.5.1 ein n € N mit a = b + n; dieses ist
wegen der Kiirzungsregel eindeutig. Es ist dann (n,0) ~ (a,b),dan +b = a + 0, und
somit C(a, b) = C(n,0).

Isthingegen a < b, dann gibt es ein eindeutigesn € Nmitb = a+n. Esist(0,n) ~ (a, b),
da0+ b = a+ n,woraus C(a, b) = C(0, n) folgt. O

Wir zeigen auflerdem folgendes Lemma, das sich direkt aus Abbildung 2.2 ergibt. Es
sagt aus, dass die Elemente von C(0,0) genau jene Punkte im Gitter sind, die sich auf

der ersten Hauptdiagonale befinden.

Lemma 2.2.6. Sei C(a,b) € Z. Dann ist C(a,b) = C(0,0) genau dann, wenn a = b ist.

Beweis. Angenommen, C(a,b) = C(0,0), dann ist (a,b) ~ (0,0), was nach Definiti-
on 2.2.1 bedeutet, dass a + 0 = 0 + b ist, also a = b. Ist umgekehrt a = b, dann ist auch
a + 0 = 0+ b, und daher (a, b) ~ (0,0). O
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2.3 Rechenoperationen auf Z

Im folgenden Abschnitt wollen wir in den ganzen Zahlen die bekannte Addition und
Multiplikation definieren. Vorab iiberlegen wir: Die Aquivalenzklasse C(a, b) stellt die
ganze Zahl a — b dar (etwa C(0,2) die Zahl —2). Wollen wir nun zwei ganze Zahlen
a — b und ¢ — d addieren, erhalten wir (a + ¢) — (b + d), was der Aquivalenzklasse
C(a + ¢, b + d) entspricht. Die Addition in den ganzen Zahlen wird somit, &hnlich wie

in einem K"-Vektorraum iiber einem Korper K, komponentenweise durchgefiihrt.

Definition 2.3.1. Die Addition + : Z X Z — Z ist definiert durch

C(a,b)+C(c,d) :=C(a+c,b+4d).

Die Definition der Addition wurde iiber Repridsentanten von Restklassen durchgefiihrt.
Wir miissen daher zeigen, dass die Addition wohldefiniert, also unabhédngig von der

Wahl der Reprisentanten ist.

Proposition 2.3.2. Die Addition auf den ganzen Zahlen ist wohldefiniert. Sind also (a, b)
und (a’, b") Reprdsentanten der Restklasse C(a, b), sowie (¢, d) und (¢, d") Reprdsentanten
von C(c,d), dann ist C(a,b) + C(c,d) = C(a’,b") + C(c',d").

Beweis. Nach Definition 2.2.1ista+ b’ =a’ + bund c + d’ = ¢’ + d. Durch Addieren
dieser Gleichungen und Umformen erhalten wir

(a+c)+ B +d)=((@ +c)+ (b +d),

was nach Definition 2.2.1 bedeutet, dass (a + ¢,b + d) ~ (a’ + ¢’,b’ + d’) ist. Es ist
daher (a +c¢,b+d) € C(a’ +¢’,b’ + d’). Da zwei Aquivalenzklassen beziiglich einer
Aquivalenzrelation stets entweder disjunkt oder gleich sind, folgt daraus C(a+c, b+d) =
C(a’" +c',b" +d"), was dquivalent zu C(a, b) + C(c,d) = C(a’,b") + C(c’,d") ist. O

Wie bereits bei der Einfiihrung in dieses Kapitel erwdhnt, war es die Absicht bei der

Erweiterung auf die ganzen Zahlen, Gleichungen der Form x + a = b stets 16sen zu

konnen. Das ist moglich, weil es sich bei (Z, +) um eine Gruppe handelt.
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2 Die ganzen Zahlen

Proposition 2.3.3. Bei (Z, +,C(0,0)) handelt es sich um eine kommutative Gruppe. Es
sind daher folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) Ya,b,ce Z: (a+b)+c = a+ (b+ c) (Assoziativitdt).
(2) Ya,b € Z: a+ b = b + a (Kommutativitit).
(3) YVae Z: a+ C(0,0) = a (Nullelement).

(4) YVae Z: I—a€ Z: a+ (—a) = C(0,0) (Invertierbarkeit).

Beweis. Seien a = (a;,a,), b = (b, b,) und ¢ = (¢;, ¢,) ganze Zahlen. Fiir den Beweis
der Assoziativitit verwenden wir die entsprechende Eigenschaft in den natiirlichen
Zahlen.

(a+b)+c=(C(ay,ay)+ C(by,by)) +Clcy, ;) =
= C(ay + by, a, + by) + C(cy,cp) =
=C((ay + b)) +c1,(ay + by) +¢3) =
=C(ay +(by tc1),a, + (b, + ) =
= C(ay,a,) + C(by +¢;,by +¢) =
= C(ay, ay) + (C(by, by) + C(cy, ¢3))-

Es ist zu beachten, dass in den vorigen Schritten mit dem Operator + zwei verschiedene
Additionen bezeichnet wurden, namlich einerseits die Addition in den ganzen Zahlen
(Definition 2.3.1), und andererseits die Addition in den natiirlichen Zahlen (Definiti-
on 1.4.1). Da aus dem Kontext jedoch klar ist, um welche der beiden Additionen es sich

handelt, diirfen wir uns diese Ungenauigkeit erlauben.

Die Kommutativitit konnen wir ebenfalls auf die natiirlichen Zahlen zuriickfiihren:

a+b=C(a;,a,) +C(by,by) =
=C(a; + b;,a, + by) =
=C(b; +a;,b, + a,) =
= C(b;,by) + C(ay,a,) =

=b+a.
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Analog folgt, dass es sich bei C(0, 0) um das Nullelement handelt:

a+ C(0,0) = C(ay,a,) + C(0,0) =C(a; +0,a, +0) =C(ay,a,) = a.

Zuletzt beweisen wir die Existenz von Inversen. Wir setzen —a := C(a,, a;). Dann ist
a+ (_a) = C(ab a2) + C(a27 al) = C(al + a,, a + al) = C(07 0)7

wobei wir fiir die letzte Gleichheit Lemma 2.2.6 verwendet haben. O

Wir vereinbaren nun, fiir k, m € Z anstelle von k + (—m) kiirzer k — m, und das additive

Inverse von k als —k zu schreiben.

Wie in den natiirlichen Zahlen gilt auch in den ganzen Zahlen die Kiirzungsregel fiir
die Addition. Da wir nun jedoch eine Gruppenstruktur haben, lisst sich die Regel sehr

einfach beweisen.

Proposition 2.3.4. Seien k,m,n € Z. Fallsm + k = n + k gilt, dann ist m = n.

Beweis. Die Aussage folgt direkt durch Addieren von —k auf beiden Seiten der Gleichung.
O

Proposition 2.3.5. Seien a,b € Z. Dann gibt es fiir die Gleichung x + a = b stets eine
eindeutige Losung x € Z.

Beweis. Setzenwir x := b—a, erhaltenwirx+a = (b—a)+a = b+(—a+a) = b+0 = b.

Somit ist x eine Losung der Gleichung.

Angenommen, x und x’ erfiillen die Gleichung. Dann ist x + a = b = x’ + a, woraus

wegen der Kiirzungsregel fiir die Addition x = x’ folgt. l

Um die Multiplikation in den ganzen Zahlen zu definieren, {iberlegen wir wieder: Sind
a—bund c—d ganze Zahlen, dannist (a—b)-(c—d) = (a-c+b-d)—(a-d+b-c). Nach
den Uberlegungen, die zu Definition 2.2.1 gefiihrt haben, entspricht das der ganzen Zahl
Cla-c+b-d,a-d+b-c). Wir definieren daher die Multiplikation wie folgt.
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2 Die ganzen Zahlen

Definition 2.3.6. Die Multiplikation - : Z X Z — Z ist definiert durch
C(a,b)-C(c,d) :=C(a-c+b-d,a-d+b-c).

Wegen der Verwendung von Reprédsentanten von Restklassen in der Definition miissen

wir zeigen, dass die Multiplikation wohldefiniert ist.

Proposition 2.3.7. Die Multiplikation auf den ganzen Zahlen ist wohldefiniert: Sind
(a,b),(a’,b") € C(a, b) sowie (c,d),(c’,d") € C(c,d), soistC(a,b)-C(c,d) =C(a’,b")-
c(c',d").

Beweis. Nach Definition 2.2.1ist(a,b) ~ (a’,b")und (c,d) ~ (¢’,d"),alsoa+b" = a’+b
undc+d =c +d.

Multiplizieren wir die erste Gleichung jeweils einmal mit ¢ und d, so erhalten wir

a-c+b'-c=a-c+b-c,

a-d+b' -d=a"-d+b-d.

Vertauschen wir nun die Seiten der zweiten Gleichung und addieren beide Gleichungen,

so erhalten wir

a-c+b' -c+a-d+b-d=ad"-c+b-c+a-d+b"-d. (2.1)

Nun multiplizieren wir die zweite Gleichung jeweils einmal mit a’ und b’, und erhalten

c-a'+d-ad=c-a+d-a,

c-b+d - -b=c-b+d-b'.

Wir vertauschen wieder die Seiten der zweiten Gleichung und addieren beide Gleichun-

gen. Dadurch erhalten wir

c-a'+d -ad+c-b+d-b'=c-a" +d-a"+c-b'+d -b'. (2.2)
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2.3 Rechenoperationen auf Z

Betrachten wir nun die Gleichungen 2.1 und 2.2, umgeordnet und Teile durch Klammern

hervorgehoben.

a-c+b-d+(-d+b -¢c)=(@ -c+b -d)+a-d+b-c
a-d+b-c’+@-c+b-dy=ad -c’+b-d+(@-d+b"-c)

Die durch Klammern hervorgehobenen Terme haben ein Gegenstlick auf der gegeniiber-
liegenden Seite in der jeweils anderen Gleichung. Addieren wir nun beide Gleichungen,
so konnen wir die Kiirzungsregel verwenden, um diese Terme zu streichen. Dadurch

erhalten wir folgende Gleichung.
(a-c+b-d)y+(@-d+b-c')=(@@ - -c'+b -d)+(a-d+b-c)
Nach Definition 2.2.1 ist daher
(a-c+b-dja-d+b-c)~(@' -c"+b"-d,a"-d+b-c").
Somit erhalten wir

C(a,b)-C(c,d)y=C(a-c+b-d,a-d+b-c)=
=C(a -c"+b -d,a"-d+b-c)=
=C(d',b")-C(c,d"). O

Die ganzen Zahlen bilden die erste Ringstruktur in unserer Konstruktion der Zahlenbe-

reiche.

Proposition 2.3.8. (Z, +, -, C(0,0), C(1,0)) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Es sind
daher folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) (Z,+,C(0,0)) ist eine kommutative Gruppe.
(2) Ya,b,ce Z: (a-b)-c=a-(b-c)(Assoziativitdt).
(3) Ya,b € Z: a-b = b - a(Kommutativitdt).

(4) Yae Z: a-C(1,0) = a (Einselement).
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2 Die ganzen Zahlen

(5) Ya,b,ce Z: a-(b+c)=a-b+ a-c(Distributivitdt).

Beweis. Seien a = (a;, a,), b = (b, b,) und ¢ = (cy, ¢;) ganze Zahlen. Die erste Behaup-

tung wurde bereits in Proposition 2.3.3 gezeigt.

Zur besseren Ubersicht schreiben wir die Komponenten der Aquivalenzklassen unter-
einander an. Die Assoziativitit ldsst sich dann beweisen, indem wir die Assoziativitit

und Distributivitit in den natiirlichen Zahlen verwenden.
b
a, b, &)
-b -b
_C a-by+a;-b, .C ) _
a;-b,+a,-b; Cy
(al-b1+a2-b2)-c1+(a1-b2+a2-b1)~cz> _
(ay-by+ay-by)-c;+(a;-by+ay-by)-c

al'(bl'01+b2'02)+az'(b1'Cz+b2‘c1))
ay-(by-ca+by-cy)+ay-(by-cy+by-cy)

a by-c;+b,-cC
—C 1)-C<1 1 2 2)=
a, by-c;+by-;

o eli)<C)-

=a-(b-c).

Die Kommutativitit 1dsst sich ebenfalls unter Verwendung entsprechender Eigenschaf-

ten der natiirlichen Zahlen beweisen.

a-b=1(ay,a;)(by,b;) =
=(ay-by+ay-by,ay-by+a, b)) =
=(by-ay+by-ayby-ay+by-ay) =
= (b1, by) - (a1,a,) =

=b-a.
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Zum Einselement: Es ist

a-(1,0)=(ay,a;)- (1,00 =(a;-1+a,-0,a;-0+a,-1) =(ay,a;) = a.

Zuletzt beweisen wir die Giiltigkeit des Distributivgesetzes.

a-(b+c)=C(ay,a;) - (Cby, by) + Cley,02)) =
=C(ay,a;) - C(by +¢1,b, +¢5) =
=C(ay-(by+c)+ay - (by+c)ar-(by+c)+ay-(by+cp)) =
=C(a;-by+a;-¢c;+ay,-by+ay-cy,a;-by+a;-c,+a,-by+a,-cp) =
=C(ay-by+ay-by,ay-by+a,-b)+C(a;-c;+ay-cp,a1-¢c+ay-¢;) =
= C(ay, ay) - C(by, by) + C(ay, ay) - Cley, ¢3) =

=a-b+a-c [
Proposition 2.3.9. Die ganzen Zahlen sind nullteilerfrei.

Beweis. Angenommen, fiir m,n € Z ist m - n = C(0,0). Nach Proposition 2.2.5 gibt es
m,A € Nmitm = C(m,0) oder m = C(0,m), und n = C(71,0) oder n = C(0, ). Das

Produkt m - n kann damit folgende Formen annehmen:

« C(m,0)-C(H,0)=C(m -,0),

« C(m,0)-C(0,7) =C(0,m - n),

« C(0,m)-C(n,0)=C(0,m - n),

« C(0,m)-C(0,n) =C(m -n,0).
Dam - n = C(0,0) ist, folgt wegen Lemma 2.2.6, dass m - i = 0 ist. Wegen Propositi-
on 1.4.13 erhalten wir v = 0 oder A = 0, also m = C(0,0) oder n = C(0,0). O
Wie in den natiirlichen Zahlen gilt auch in den ganzen Zahlen die Kiirzungsregel fiir
die Multiplikation.

Proposition 2.3.10. Seien k, m,n € Z mitk # C(0,0). Dann folgt aus m -k = n - k, dass

m = nist.
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2 Die ganzen Zahlen

Beweis. Angenommen, es ist m - k = n - k, dann kénnen wir diese Gleichung zu
(m — n) - k = C(0,0) umformen. Wegen Proposition 2.3.9 ist m — n = C(0,0), also
m=n. ]

Um eine Ordnung auf den ganzen Zahlen zu definieren, gehen wir dhnlich vor wie
in den natiirlichen Zahlen. Wir ,,wissen®, dass eine ganze Zahl k kleiner gleich einer
ganzen Zahl m ist, falls k am Zahlenstrahl links von m liegt. In dem Fall kdnnen wir m
erreichen, indem wir von k aus m — k Schritte nach rechts gehen — was nichts anderes

bedeutet, als dass wir zu k die positive Zahl m — k addieren.

Damit wir diese Uberlegung fiir die Definition verwenden kénnen, benétigen wir zu-
néchst den Begriff der positiven und negativen ganzen Zahlen. Dieser wird durch Abbil-

dung 2.2 und Proposition 2.2.5 motiviert.

Definition 2.3.11. Sei m € Z mit m # C(0,0) und n € N die nach Proposition 2.2.5
existierende zugehorige natiirliche Zahl. Wir nennen m positiv, falls m = C(n,0) ist. Ist
hingegen m = C(0, n), so nennen wir die Zahl negativ. C(0,0) wird als weder positiv

noch negativ definiert.
Zudem definieren wir

Z* :={C(k,0) | k € N\ {0}},
Z= :={C(0,k) | k € N\ {0}

als die Menge der positiven, beziehungsweise der negativen ganzen Zahlen.

Proposition 2.3.12. Esist Z = Z~ U{C(0,0}UZ* und Z~ N Z* = @. Jede ganze Zahl

ist daher entweder positiv, negativ, oder gleich dem Nullelement.

Beweis. Offensichtlich ist C(0,0) in der Vereinigung enthalten. Sei m € Z \ {C(0,0)}
und n die nach Proposition 2.2.5 existierende eindeutige zugehorige natiirliche Zahl.
Es gilt dann entweder m = C(n,0) oder m = C(0, n), was per Definition m € Z%,

beziehungsweise m € Z~ bedeutet. Somit ist auch m Element der Vereinigung.

Gibe es eine ganze Zahl, die sowohl positiv wie auch negativ wire, so wire C(a,0) =
C(0, b), was nach Definition 2.2.1 bedeutet, dass a + b = 0 ist. Nach Proposition 1.4.14
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ist damit a = b = 0, und die gesuchte ganze Zahl daher gleich dem Nullelement - ein
Widerspruch dazu, dass die Zahl sowohl positiv als auch negativ ist. Somit kann eine

ganze Zahl nur entweder positiv, negativ, oder gleich dem Nullelement sein. ]

Aus obiger Proposition folgt insbesondere Z \ Z~ = Z* U {C(0,0)} und Z \ Z* =
Z~ U{C(0,0)}.

Betrachten wir k, m € Z. Sind sowohl k als auch m positiv (ist also k = C(k,0) und
m = C(m,0)) dann ist auch k + m = C(k + 111,0) positiv. Analog konnen wir zeigen, dass

die Summe zweier negativer Zahlen wieder negativ ist.

Stellen wir dhnliche Uberlegungen fiir die Multiplikation an, erhalten wir die aus der
Schule bekannten Rechenregeln ,,Plus mal Minus ist Minus®“ und ,,Minus mal Minus ist
Plus“. Denn ist k positiv und m negativ, dann ist k - m = C(k,0) - C(0, ) = C(0, k - ri1)
eine negative ganze Zahl. Sind hingegen sowohl k als auch m negativ, soistk - m =
C(0,k) - C(0,m) = C(k - m,0) positiv.

Lemma 2.3.13. Sei k € Z. Falls k positiv ist, dann ist —k negativ. Ist umgekehrt k negativ,

dann ist —k positiv.

Beweis. Angenommen, k ist positiv, also k = C(n,0) fiir ein n € N\ {0}. Dann ist
—k = C(0,n),da C(n,0) + C(0,n) = C(n,n) = C(0,0) ist. Nach Definition 2.3.11 ist —k

negativ.

Falls k negativ ist, also k = C(0,n) fiir ein n € N \ {0}, dann ist wegen der selben

Uberlegung —k = C(n,0) eine positive ganze Zahl. O

Definition 2.3.14. Seien k, m € Z. Dann definieren wir
k<m:3dnezZ\Z :k+n=m.

Wir schreiben zudem k > m fiir m < k. Ist das obige n positiv (also ungleich C(0,0)),

konnen wir k < m beziehungsweise m > k schreiben.

Wenig iiberraschend ist, dass die negativen ganzen Zahlen kleiner als C(0,0), und die

positiven ganzen Zahlen grofier als C(0,0) sind. Denn fiir eine negative ganze Zahl
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C(0, n) ist C(n,0) positivund C(0, n) + C(n,0) = C(n,n) = C(0,0), und fiir eine positive
ganze Zahl C(n,0) offensichtlich C(0,0) + C(n,0) = C(n,0).

Proposition 2.3.15. Bei der Relation < auf Z handelt es sich um eine Totalordnung. Es
gilt daher k < m oder m < k fiir alle k,m € Z. Zusdtzlich besitzt < die Eigenschaften

einer Ordnungsrelation:
(1) Vk € Z: k < k (Reflexivitit).
2) Vkeme Z . (k < mAm Lk)=>k = m (Antisymmetrie).

3) Vkkmne Z: (k <mAm < n)= k < n(Transitivitdt).

Beweis. Zur Reflexivitit: Fiir k € Z ist k + C(0,0) = k, und daher k < k.

Zur Antisymmetrie: Falls k < mund m < k,dann gibtesn,n’ € Z\ Z" mitk+n=m
und m + n’ = k. Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert k + (n + n') = k,
alson+n' = C(0,0). Wiren n oder n’ positiv, so wire die Summe n + n’ ebenfalls positiv
- im Widerspruch dazu, dass n + n’ = C(0,0) ist. Es kann somit nur n = n’ = C(0,0)

sein, woraus k = m folgt.

Zur Transitivitit: Ist k < mund m < n, so gibt es nichtnegative a,b € Zmitk +a =m
und m + b = n. Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert k + (a + b) = n,

also k < n.

Wir wollen nun zeigen, dass stets zwei ganze Zahlen iiber diese Relation verglichen
werden konnen. Seien k, m € Z. Die Gleichung k + x = m hat wegen Proposition 2.3.5
garantiert eine eindeutige Losung x € Z. Zudem ist m — x = k. Falls x = C(0,0) ist,
dann ist k = m, und daher auch k < m. Andernfalls ist nach Lemma 2.3.13 x oder —x

positiv, woraus entweder k < m oder m < k folgt. O

Wir kdnnen jetzt insbesondere folgern, dass alle negativen Zahlen kleiner als alle positi-
ven Zahlen sind. Denn nach unserer vorigen Uberlegung ist fiir k € Z~ stets k < C(0,0),

und fiir m € Z* immer C(0,0) < m erfiillt. Aufgrund der Transitivitit ist daher k < m.

Proposition 2.3.16. Die Relation < auf Z erfiillt die Ordnungsaxiome:

(1) Fiirk,ImeZistk <mok+l<m+1l
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(2) Fiirk,m € Z mitk > C(0,0) und m > C(0,0) istk - m > C(0,0).

Beweis. Zu(1): Angenommen k < m, dann gibt es nach Definition 2.3.14 ein nichtnegati-
vesn € Zmitk+n = m. Wegen der Kiirzungsregel ist das dquivalent zu (k+1)+n = m+l,
was k + [ < m + [ bedeutet.

Zu (2): Sind k und m positiv, so ist k = C(k,0) und m = C(#,0) mit kK # 0 und it # 0. Es
istdann k - m = C(k,0) - C(11,0) = C(k - 11,0), also auch k - m positiv, da die natiirlichen

Zahlen nullteilerfrei sind. O

Mit Ungleichungen in den ganzen Zahlen diirfen wir fast wie gewohnt rechnen. Die
einzige Ausnahme besteht beim Multiplizieren mit oder Kiirzen von negativen Faktoren

in einer Ungleichung. In diesem Fall dreht sich das Ungleichheitszeichen um.

Proposition 2.3.17. Seienk,l,m,n € Z.
(1) Fallsk <lundm < n,dannistk + m <1+ n.
(2) Istk positiv, dannistl<m<l-k<m-k.

(3) Istk negativ, dannistl <m e l-k>m-k.

Beweis. Zu (1): Ist k < lund m < n, so gibt es nichtnegative a,b € Z mitk + a =1
und m + b = n. Addieren dieser Gleichungen liefert (k + m) + (a + b) = | + n, was
k + m < |+ n bedeutet.

Zu (2): Angenommen, | < m, dann gibt es ein nichtnegativesa € Z mitl + a =
m. Multiplizieren der Gleichung mit k und Anwenden des Distributivgesetzes liefert
l-k+a-k=m-k.Daaund k nichtnegativ sind, ist nach Proposition 2.3.16 auch a - k
nichtnegativ (die Multiplikation mit Null ergibt, wie in jedem Ring, Null). Daher ist
l-k<m-k.

Sei umgekehrt!-k < m-k.Dannistl-k+(m—1)-k =m-kundesgibteina € Z\ Z~
mit! -k + a = m - k. Wegen der Kiirzungsregel erhalten wir, dass a = (m — ) - k eine

nichtnegative Zahl ist. Da k positiv ist, muss m — [ nichtnegativ sein, also | < m.

Zu (3): Angenommen, | < mund k € Z ist negativ, dann ist wegen Lemma 2.3.13 —k

positiv. Nach (2) ist daher | < m dquivalent zu l - (—=k) < m - (—k). Das ist wiederum
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dquivalent dazu, dass es ein nichtnegatives a € Z gibt, sodass [ - (k) + a = m - (—k)
ist. Multiplizieren wir beide Seiten mit —C(1,0), so erhalten wirl - k — a = m - k (diese
Rechenregeln gelten in jedem Ring mit Eins). Addieren wir nun auf beiden Seiten der

Gleichung a, so erhalten wirl - k = m - k + a, was dquivalentistzum -k <1 - k. O

Auch in den ganzen Zahlen gibt es im Allgemeinen keine multiplikativen Inversen.

Proposition 2.3.18. Seien k, k™! € Z mitk - k=! = C(1,0). Dann ist k = C(1,0) oder
k = C(0,1).

Beweis. Falls k - k= = C(1,0) ist, so miissen k und k~! beide entweder positiv oder
negativ sein, da das Produkt eines positiven und negativen Faktors stets negativ ist.
Es gibt also k, k™' € N mitk = C(k,0)und k~! = C(k™',0), oder k = C(0, k) und
k=1 = C(0,k™1). In beiden Fillen ist C(1,0) = k - k! = C(k - k~1,0),also 1 = k - kL.
Aus Proposition 1.5.7 folgt, dass k = k=1 = 1 ist. Somit ist k = k™! = C(1,0) oder
k=k'=cC(0,1). O

Wir kdnnen nun auch die Betragsfunktion definieren, welche die bekannten Eigenschaf-

ten besitzt (Dreiecksungleichung, Produktregel).

Definition 2.3.19. Sei k € Z. Dann definieren wir

K| k  wennk > C(0),
. —k sonst.

In den natiirlichen Zahlen war die natiirliche Ordnung zugleich eine Wohlordnung
(siehe Satz 1.5.9). Das ist bei der Ordnung auf den ganzen Zahlen nicht mehr der Fall.
Betrachten wir beispielsweise die Menge der negativen ganzen Zahlen Z~, so besitzt
diese kein kleinstes Element. Denn angenommen C(0, m) € Z~ wire minimal, dann
wire C(0,m+1) € Z~ und C(0,m+1) < C(0,m),daC(0, m+1)+C(1,0) = C(1,m+1) =
C(0, m), wobei im letzten Schritt Proposition 2.2.4 verwendet wurde - im Widerspruch
zur Minimalitdt von C(0, m). Somit gibt es in Z~ kein kleinstes Element, weswegen <

keine Wohlordnung sein kann.
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2.4 Einbettung von N in Z

Aus der Schulmathematik ,,wissen“ wir, dass N C Z ist. Betrachten wir jedoch Definiti-
on 1.3.3 und Definition 2.2.3, so sehen wir, dass das offensichtlich nicht der Fall sein
kann. Dennoch verwenden wir im Alltag eine Notation, in der wir die nichtnegativen
ganzen Zahlen mit den natiirlichen Zahlen identifizieren, und fiir die negativen ganzen
Zahlen den positiven ganzen Zahlen ein Minus voranstellen. In diesem Abschnitt wollen

wir diese iibliche Alltagsnotation mathematisch fundieren.

Die Grundidee, welche hinter der Einbettung der natiirlichen in die ganzen Zahlen
steckt, ist mit dem vorigen Absatz bereits angesprochen: Wir wollen die nichtnegativen
ganzen Zahlen mit den natiirlichen Zahlen identifizieren. Fiir jedes n € N suchen wir
genaueinm € Z \ Z~, sodass n ,,moglichst gut*“ zu m passt. ,,Moglichst gut* bedeutet,
dass Eigenschaften, die wir fiir N bewiesen haben, auch fiir Z \ Z~ gelten. Ist also
beispielsweise in den natiirlichen Zahlen 2 - 2 = 4, soll das auch fiir die zu 2 und 4

zugehorigen ganzen Zahlen gelten.

Algebraisch formuliert bedeutet das: Die Zuordnung zwischen N und Z soll strukturver-
triaglich sein. Insbesondere sollen die Strukturen um Nund Z \ Z~ zueinander isomorph
sein. Ist die Isomorphie erfiillt, so konnen wir aus algebraischer Sicht tatsdchlich davon
sprechen, dass es sich nur um eine Umbenennung der Elemente handelt [50, S. 230].

Wir diirfen also ungenau sein, und die Notationen vermischen.

Definition 2.4.1 ([vgl. 50, S. 262; 34, S. 13, 16]). Seien (R;, +,-) und (R,, ®, ®) zwei
Halbringe. Wir nennen eine injektive Abbildung ¢ : R; — R, eine Einbettung, falls

folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(1) Va,b € Ry : ¢(a +b) = ¢(a) ® ¢(b).

(2) Va,b € Ry : ¢(a-b) = p(a) ® p(b).
Da es sich bei dieser Abbildung um einen Homomorphismus handelt, gelten fiir sie
auch dieselben Eigenschaften (vgl. [50, S. 233] und Lemma 3.4.1).

Um nun die natiirlichen Zahlen in die ganzen Zahlen einzubetten, verwenden wir die

Idee, die uns bereits zur Definition der positiven ganzen Zahlen gefiihrt hat: Wir bilden
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die natiirliche Zahl n auf die ganze Zahl C(n,0) ab und zeigen, dass damit die vorigen
Eigenschaften erfiillt sind [34, S. 16].

Proposition 2.4.2. Sei¢p : N — Z mit p(n) := C(n,0). Dann handelt es sich bei ¢ um
eine Einbettung.

Beweis. Seien n,m € N. Dann ist p(n + m) = C(n + m,0) = C(n,0) + C(m,0) =
p(n) + (m). Somit ist die erste Eigenschaft erfiillt.

Zudem ist o(n - m) = C(n - m,0) = C(n,0) - C(m,0) = ¢p(n) - p(m).

Um die Injektivitidt zu beweisen, nehmen wir an, es wire p(n) = ¢(m). Es ist dann

C(n,0) = C(m, 0), woraus wir wegen Definition 2.4.1 direkt n = m erhalten. O

Weiters gilt, dass sich die Ordnung der natiirlichen Zahlen auf die ganzen Zahlen {iber-
tragt.

Proposition 2.4.3. Sei ¢ die Einbettung aus Proposition 2.4.2. Dann ist fiir m,n € N
n<ms pn) < p(m).

Beweis. Nehmen wir n < m an. Dann gibt es ein k € N mit n + k = m. Es ist daher
p(n) + p(k) = p(m), was p(n) < p(m) bedeutet, da ¢(k) nichtnegativ ist.

Ist umgekehrt ¢(n) < ¢(m), so gibt es ein C(k,0) € Z, sodass p(n) + C(k,0) = p(m) ist.
Wegen C(k,0) = p(k)istm = n + k, alson < m. O]

Wir haben somit erfolgreich gezeigt, dass die Struktur der natiirlichen Zahlen mit jener
der ganzen Zahlen vertraglich ist. Insbesondere sind die natiirlichen Zahlen isomorph

zu den nichtnegativen ganzen Zahlen.

Um die im Alltag iibliche Notation zu erhalten, vereinbaren wir, kiinftig jede nichtnega-
tive ganze Zahl C(n,0) als n anzuschreiben, etwa C(2,0) als 2. Da wir festgestellt haben,
dass C(0,n) = —C(n,0) gilt, schreiben wir eine negative ganze Zahl C(0, n) in Zukunft
als —n an. Fiir das Nullelement C(0,0) vereinbaren wir die iibliche Notation ohne Vor-
zeichen [34, S. 16].
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Somit ist Z = {..., =3, =2, —1, 0, 1, 2, 3, ..}. Obwohl es mathematisch gesehen
ungenau ist, verwenden wir die Notationen N C Zund N = Z \ Z~ um auszudriicken,

dass die natiirlichen Zahlen in den ganzen Zahlen eingebettet sind.

2.5 Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

Die ganzen Zahlen bilden nach Proposition 2.3.18 keinen Korper, da es von Null verschie-
dene Zahlen gibt, die kein multiplikatives Inverses besitzen. Das bedeutet insbesondere,
dass die Gleichung a - x = b liber den ganzen Zahlen im Allgemeinen nicht 16sbar ist.
Dennoch gibt es Gleichungen dieser Gestalt, die eine Losung besitzen, etwa 2 - x = 8
mit x = 4. In der Schule schreiben wir dazu auch 8 : 2 = 4, gesprochen als ,,Acht
durch Zwei ergibt Vier®“. Es sind Fragen rund um die Losbarkeit solche Gleichungen,

der Teilbarkeit, mit denen sich die elementare Zahlentheorie beschiftigt.

Im folgenden Abschnitt entwickeln wir die elementare Zahlentheorie so weit, dass wir
einen wichtigen Satz iiber die ganzen Zahlen, den Hauptsatz der elementaren Zahlen-

theorie, beweisen konnen.

Definition 2.5.1. Seien k, m € Z mit k # 0. Wir schreiben k|m, gesprochen als ,,k teilt

m*, fallseseinn € Zmit m = k - n gibt.

Bemerkung. Falls zwischen zwei ganzen Zahlen Teilbarkeit gegeben ist, so gilt wegen

der Kiirzungsregel fiir die Multiplikation, dass n eindeutig ist.

In der Definition wurde Null als Teiler anderer Zahlen ausgeschlossen, denn fiir m €
Z \ {0} gibt es kein | € Z, sodass 0 - | = m ist. Fiir m = 0 erfiillen jedoch alle ganzen
Zahlen diese Eigenschaft — warum schliefit man also 0|0 aus? Der Grund dafiir liegt
darin, dass das n aus der Definition eindeutig sein soll, was nur dann der Fall ist, wenn

man Null nicht zuldsst (vgl. Proposition 2.5.3)

Die Teilbarkeitsrelation ist reflexiv, da m - 1 = m fiir m € Z gilt. Sie ist auch transitiv,
denn falls k|m und m|n, so gibt es nach Definition a,b € Z, sodass m = k - a und
n = m - b ist. Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert n = k - (a - b), was k|n
bedeutet. Sie ist jedoch im Allgemeinen weder symmetrisch (es ist etwa 2|4, aber nicht
4|2) noch antisymmetrisch (2| — 2 und —2|2, aber 2 # —2).
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Die Teilbarkeitsrelation induziert eine Form von ,,Ordnung® auf den ganzen Zahlen

ohne Null, wie folgende Proposition zeigt.

Proposition 2.5.2. Seien k,m € Z \ {0} mit k|m. Dann ist |k| < |m)|.

Beweis. Da k ein Teiler von m ist, gibt es ein n € Z, sodass m = k - nist. Da m # 0 ist,
muss wegen der Nullteilerfreiheit der ganzen Zahlen auch n # 0 sein. Wenden wir auf
beiden Seiten der Gleichung die Betragsfunktion sowie deren Rechenregeln an, erhalten

wir |m| = |k| - |n|.

Esist 1 < |n|, woraus mit Proposition 2.3.17 folgt, dass |k| < |k| - |[n| = |m| ist, also
k| < |m]. O

Aus m|a und m|b folgt m|(a+b),dennista = m-kundb = m-l,soista+b = m-(k+1).

Ebenso folgt daraus m|(a - b), dennesista-b=m- (k- m-1).
Ein wichtiges Resultat der Zahlentheorie ist die Moglichkeit der Division mit Rest.

Proposition 2.5.3. Seien k,m € Z mit k # 0. Dann gibt es eindeutige q,r € Z mit
0<r<|k|,sodassm =k - q+rist.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass der Satz fiir alle natiirlichen m erfiillt ist und folgern

anschliefiend daraus, dass er daher auch fiir alle negativen ganzen Zahlen gelten muss.

Um zu beweisen, dass fiir alle natiirlichen Zahlen eine Division mit Rest durch k mdoglich
ist, verwenden wir das Induktionsprinzip. Fiir m = 0 ist die Aussage offensichtlich wahr.
Sei daher m eine natiirliche Zahl, die sich in der Form m = k - q + r anschreiben l&sst,
wobei 0 < r < |k| ist. Addieren wir auf beiden Seiten der Gleichung Eins, so erhalten
wir

m+l=k-q+@+1).

Istr + 1 < |k|, so sind wir fertig. Andernfalls ist 7 + 1 = |k|, und wir kdnnen wegen der

Distributivitidt k herausheben, wobei wir |k| = k - sgn k verwenden:

m+1=k-(q+sgnk)+0.
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Wir konnen daher auch fiir m + 1 eine Division mit Rest durch k durchfiihren, und

wegen des Induktionsprinzips somit fiir alle natiirlichen Zahlen.

Ist m eine negative ganze Zahl, so ist —m wegen Lemma 2.3.13 positiv. Aufgrund des
vorigen Schrittes gibtes g, r € Zmit0 < r < |k|,sodass —m = k-q+r ist. Multiplizieren
wir diese Gleichung mit —1, erhalten wir m = k - (—q) — r. Addieren und Subtrahieren

von |k| auf der rechten Seite der Gleichung liefert wegen |k| = k - sgnk
m =k - (=g —sgn(k)) + (|k| = 7).

Da 0 < |k| —r < |k| ist, haben wir somit die Existenz von q und r fiir die negativen

ganzen Zahlen gezeigt.

Zum Beweis der Eindeutigkeit: Angenommen, es gibe q;,q,,7,,7, € Zmit0 < ry < |K|
und 0 <r, < |k|,sodassm = k - q; +r, und m = k - q, + r, ist. Durch Subtrahieren und
Umformen der beiden Gleichungen erhalten wirr, —r; = k- (q; — ¢»). Angenommen es
wire q; # q,, dann gilt k|(r, —r; ), woraus nach Proposition 2.5.2 folgt, dass |k| < |r{—r,|
ist. Esistaber 0 < r; < |k|und 0 < r, < |k|, also |r; — r,| < |k| — ein Widerspruch.

Somit bleibt nur, dass q; = g, ist, woraus r; = r, folgt. ]

Bereits im antiken Griechenland wurde untersucht, welche Teiler verschiedene Zahlen
besitzen. So kdnnen wir beispielsweise die Teilermengen T, ganzer Zahlen m bestim-

men:

T, = {£1}

T, = {1, +2}

T3 = {1, £3}
T,={x1, £2, +4}
Ts = {£1, £5}

Anhand dieser Auflistung ldsst sich leicht erkennen, dass die Teilermenge einer Zahl
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immer +1 und die Zahl selbst enthilt. Die Schnittmenge der Teilermengen zweier Zah-
len, sprich die Menge ihrer gemeinsamen Teiler, ist somit stets nichtleer. Interessant
ist in dem Zusammenhang das Maximum solcher Schnittmengen, das wir den grof3-
ten gemeinsamen Teiler nennen. Dieser existiert aufgrund dieser Beobachtungen und

Proposition 2.5.2 jedenfalls, und ist grofier gleich Eins.

Definition 2.5.4. Seien m;, m,, ..., m, € Z \ {0}. Wir definieren

n
ggT(m,, m,,...,m,) := max ﬂ T,.
i=1

Wihrend manche Zahlen mehrere Teiler besitzen, gibt es auch Zahlen, die ausschliefllich

durch +1 und =+ sich selbst teilbar sind. Diese Zahlen sind als Primzahlen bekannt.

Definition 2.5.5. Eine Zahl n € N\ {1} heifit Primzahl, wenn sie ausschlief}lich durch
+1und +n teilbar ist: kjn = (|k| =1V |k| = n).

Warum Eins als Primzahl ausgeschlossen wird, hat zum Teil historische Hintergriinde.
So wurde etwa lange Zeit ,,Eins*“ nicht als Zahl angesehen; Euklid definierte ,,Zahl* als
Vielheit von Einheiten. Wiirde man Eins als Primzahl betrachten, miisste man einige
Sétze der Zahlentheorie, wie etwa den Hauptsatz, dahingehend umformulieren, dass
mit ,,Primzahl® eine ,,Primzahl ungleich Eins“ gemeint ist. Der einfachere Weg ist, Eins

bereits im Voraus als Primzahl auszuschliefien [6].

Primzahlen bilden gewissermaf3en die ,,Atome®, aus denen die natiirlichen Zahlen
zusammengesetzt sind. Der Hauptsatz der Zahlentheorie besagt, dass sich jede natiirliche
Zahl mit Ausnahme von Null und Eins eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen
ldsst. Beispiele fiir solche Darstellungen wiren etwa 16 = 2-2-2-2oder 105 =3-5-7.

Um den Hauptsatz der Zahlentheorie beweisen zu kdonnen, benotigen wir zunéchst
folgende Propositionen.

Proposition 2.5.6 ([35, S. 80-81]). Seien m,n € Z \ {0} mit ggT(m, n) = 1. Dann gibt es

a,be Z,sodassa-m+b-n=1Iist
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2.5 Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

Beweis. Wir definieren zundchst M :={a-m+b-n|a,b € Z}. Dannist |m|+|n| € M
und |m| + |n| > 0, da beide Zahlen ungleich Null sind. Es ist somit M N Z* eine
nichtleere Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Aus Satz 1.5.9 folgt, dass es ein minimales
Elemente € M N Z™ gibt, welches sich nach Definition von M alse = ay - m + b, - n

mit ay, by € Z darstellen ldsst.

Nach Proposition 2.5.3 gibtes k,r € Zmit0 < r < e, sodassm = k - e + r ist.
Setzen wir den vorigen Ausdruck fiir e in diese Gleichung ein, so erhalten wir m =
k-(ag-m+by-n)+r,wassichzur = (1 —k-ag) - m+(—k - bg) - numformen ldsst.

Esistalsor € M.

Angenommen, r # 0, dann wire r < e ein Widerspruch zur Minimalitédt von e. Daher
muss r = 0 sein, und e ein Teiler von m. Analog kénnen wir zeigen, dass e ein Teiler von
n ist. Daher ist e ein gemeinsamer Teiler von m und n, und da e € N sowie ggT(m,n) = 1

ist, muss e = 1 sein. Es ist somitay - m + by - n = 1. O]

Das folgende Lemma geht auf Euklid zuriick, der es in seinen Elementen bewies. Wir
beweisen hier zunichst eine allgemeinere Version dieses Lemmas, das den grofiten
gemeinsamen Teiler verwendet. Die Originalaussage Euklids iiber Primzahlen folgt als

Korollar.

Lemma 2.5.7. Seien k,m,n € Z mit k|(m - n) und ggT(k, m) = 1. Dann ist k|n.

Beweis. Nach Proposition 2.5.6 gibt es a,,b, € Z, sodass a, - k + by - m = 1 ist.
Multiplizieren dieser Gleichung mit n liefertay - k-n+ by -m-n=n.Dakl|ay -k -n

und k|b, - m - n gilt, muss k auch die Summe teilen, also k|n. ]

Korollar 2.5.7.1. Seien m,n € Z und p eine Primzahl, sodass p|(m - n). Dann gilt p|m

oder p|n.

Beweis. Falls p|m, so sind wir fertig. Andernfalls ist ggT(p, m) = 1, da es sich bei p um

eine Primzahl handelt. Aus Lemma 2.5.7 folgt damit p|n. ]

Satz 2.5.8. Seim € N\{0,1}. Dann besitzt m eine bis auf Permutation eindeutige Zerlegung

in Primfaktoren: m = p; - p, - ... - py, fiir nicht notwendigerweise verschiedene Primzahlen

Dy, - Pn-
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2 Die ganzen Zahlen

Beweis. Zur Existenz: Angenommen, es giabe Zahlen in N \ {0,1}, die keine Zerlegung
in Primfaktoren besitzen. Sei M die nichtleere Menge dieser Zahlen. Da M C N ist, gibt
es nach Satz 1.5.9 ein minimales m € M. Da m keine Primzahl sein kann (denn dann
wire die Zahl selbst ihre Primfaktorzerlegung), muss es k,! € N mit m = k - [ geben.
Nach Proposition 2.5.2 ist k < m und [ < m. Da m die kleinste natiirliche Zahl war,
die keine Primfaktorzerlegung besitzt, miissen k und [ eine solche Zerlegung besitzen.
Deren Produkt ist dann eine Primfaktorzerlegung von m - ein Widerspruch dazu, dass
m keine Primfaktorzerlegung besitzt. Somit lédsst sich jede natiirliche Zahl auf3er Null

und Eins in Primfaktoren zerlegen.

Zur Eindeutigkeit: Angenommen,

m=py-pPr-"Pn=9q1°q2 .. gk

fiir nicht notwendigerweise verschiedene Primzahlen p;, q; mit1 <i <nund1 < j < k.
Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass k < nist. Fiir1 < j <k
gilt g;lm = p, - p; - ... - py- Nach Korollar 2.5.7.1 gibt es daher ein Pa;» sodass qj|paj.
Da es sich allerdings um Primzahlen handelt, muss q; = Pa; gelten. Somit ist g; = py,,

42 = Pays =+ 9k = Pay-

Wire k < n, so konnte man in der Gleichung p; - p, - ... - pp, = q1 - G2 - .- - g alle g;
(1 £ j £ k) kiirzen, womit auf der rechten Seite der Gleichung Eins stiinde, und auf
der linken Seite ein nichtleeres Produkt von Zahlen grofier als Eins — ein Widerspruch,
genau wie der Fall k > n. Es ist somit kK = n und die Darstellung in Primfaktoren bis auf

Permutation eindeutig. ]
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3 Die rationalen Zahlen

Mit der Erweiterung auf die ganzen Zahlen haben wir erstmals einen nullteilerfreien
Ring mit Eins erhalten. Wiahrend wir daher aktuell Gleichungen der Form x +a =b
stets 16sen konnen, fehlt uns nach Proposition 2.3.18 im Allgemeinen diese Moglichkeit
bei Gleichungen der Gestalt a - x + b = c. Die Frage nach der allgemeinen Losbarkeit

solcher Gleichungen fiihrt auf die rationalen Zahlen.

Die rationalen Zahlen sind sowohl algebraisch als auch historisch gesehen interessant.
Einerseits bilden die rationalen Zahlen zum ersten Mal in der Kette der Zahlenbereichs-
erweiterungen eine Korperstruktur, und sind daher aus algebraischem Blickwinkel in
vielerlei Hinsicht ideal. Historisch gesehen sind die rationalen Zahlen deshalb spannend,
weil sie bereits viele tausend Jahre vor den negativen ganzen Zahlen in Verwendung
waren, etwa im alten Agypten oder im antiken Griechenland, und deren Existenz weit
weniger Kopfzerbrechen verursacht hat, als die negativen ganzen Zahlen (siehe Ab-
schnitt 2.1). Diese historische Entwicklung wird auch im Schulunterricht nachgegangen:
Wihrend Bruchzahlen bereits in der vierten Schulstufe im Lehrplan vorgesehen sind,
werden die negativen rationalen Zahlen erst in der siebten Schulstufe eingefiihrt [42,
S.157-158; 44, S. 6-7].

3.1 Konstruktion der rationalen Zahlen

Ziel der Erweiterung auf die rationalen Zahlen ist, Gleichungen der Form a-x+b = cfiir
a # 0 stets 10sen zu konnen. Formen wir diese Gleichung um, erhalten wira - x = ¢ —b.
Diese Gleichung ist dann stets losbar, wenn es zu a ein multiplikatives Inverses a™ gibt.
Wir suchen also eine Erweiterung der ganzen Zahlen, in der es zu jedem Element a # 0

ein Inverses a~! gibt, sodass a - a™! = 1ist.
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3 Die rationalen Zahlen

Die Erweiterung von den ganzen Zahlen auf die rationalen Zahlen geschieht dhnlich wie
im letzten Kapitel. Wir iiberlegen zunéchst anschaulich ,,naiv*: Da ein Bruch aus jeweils
einer ganzen Zahl (dem Zihler) und einer positiven natiirlichen Zahl (dem Nenner)
besteht, bietet es sich an, dass wir die Bruchzahlen als Elemente aus Zx(N\{0}) verstehen.
Nachdem die Bruchdarstellung nicht eindeutig ist (so ist etwa % = % = 2 = ...), miissen
wir verschiedene Elemente von Z x (N \ {0}) miteinander iiber eine Aquivalenzrelation
identifizieren. Die rationalen Zahlen definieren wir schliefilich als die Faktormenge von

Z x (N '\ {0}) iiber dieser Aquivalenzrelation.

Nehmen wir ,,naiv“ an, fiir zwei rationale Zahlen % und 2 wire % = S. Multiplizieren wir
mit b und d, so erhalten wir a-d = c-b. Da diese Gleichung ausschlie3lich natiirliche und
ganze Zahlen enthilt, konnen wir sie zur Definition der gesuchten Aquivalenzrelation

verwenden.

Definition 3.1.1 ([34, S. 18]). Seien (a, b), (c,d) € Z x (N '\ {0}). Wir definieren die

Relation ~ auf dieser Menge als
(a,b) ~(c,d) :©a-d=c-b.

Proposition 3.1.2. Die Relation ~ auf Z x (N \ {0}) ist eine Aquivalenzrelation. Es sind
daher folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) YVa € Zx(N\{0}): a ~ a (Reflexivitit).

(2) YVa,be Zx(N\{0}): a ~ b= b ~ a(Symmetrie).

(3) Ya,b,ce Zx(N\{0}): (a ~bADb ~c)=> a ~ c(Transitivitdt).
Beweis. Seien a = (a;, a,), b = (b, by)und ¢ = (c1,¢;) € Z X (N {0}). Die Reflexivitit
folgt direkt durch Einsetzen in die Definition: Esist a; - a, = a, - a,, also a ~ a.

Zur Symmetrie: Angenommen, es wire a ~ b, also a, - b, = b; - a,. Vertauschen wir die

rechte Seite der Gleichung mit der linken, so folgt direkt b ~ a.

Zur Transitivitdt: Angenommen, es wiare a ~ bund b ~ ¢. Dannista, - b, = by - a, und

b, - ¢; = ¢; - b,. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit ¢, und die zweite Gleichung
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3.1 Konstruktion der rationalen Zahlen

mit a,, so erhalten wir

al'bz'C2=b1'a2‘C2

bl‘CZ'a2=C1'b2'a2.
Wegen der Kommutativitdt der Multiplikation in den ganzen Zahlen ist also
ay-by-cy=c1-by-ay,

woraus mit Hilfe der Kiirzungsregel a, - ¢, = ¢; - a, folgt, alsoa ~ c. O

Die Aquivalenzklasse C(a, b) beziiglich dieser Relation schreiben wir auch als % an,
und nennen sie einen Bruch. Die erste Komponente a nennen wir den Nenner, und die
zweite Komponente b den Zdhler des Bruchs. Sind fiir zwei Briiche die Nenner gleich,

so heifien diese gleichnamig.

Die Definition der rationalen Zahlen gelingt nun {iber die Faktormenge.

Definition 3.1.3 ([34, S. 18]). Die Menge der rationalen Zahlen Q ist definiert als

Q:=ZXN\OD =12 (a,b) e Zx (N\ {0D}.

Auch fiir die rationalen Zahlen kdnnen wir eine dhnliche grafische Darstellung wie
fiir die ganzen Zahlen finden. In Abbildung 3.1 verbinden Geraden den Ursprung mit
Punkten aus Z x (N \ {0}), wobei Punkte derselben Aquivalenzklasse auf einer Geraden
liegen. Der neue Zahlenstrahl ist die Gerade f(x) = 1, wobei die Schnittpunkte mit den
Geraden der Aquivalenzklassen die rationalen Zahlen darstellen [34, S. 18].

Aus der Schule ist uns bekannt, dass wir Briiche erweitern und kiirzen kénnen, es gilt

% = ? fiir alle n € N\ {0}. Die folgende Proposition beweist diese Umformungsregel.
‘n

Proposition 3.1.4. Sei % € Qundn € N\ {0}. Dann ist ? =
‘n

Beweis. Da es sich um Aquivalenzklassen handelt, miissen wir zeigen, dass (a, b) ~ (a -

n, b-n)ist. Das folgt allerdings direkt aus Definition 3.1.1,dennesista-b-n = a-n-b. [
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3 Die rationalen Zahlen

Abbildung 3.1: Der neue Zahlenstrahl ist die Gerade f(x) = 1. Die Schnittpunkte mit
den anderen Geraden stellen die rationalen Zahlen dar.

In Proposition 2.2.5 haben wir gezeigt, dass jede Aquivalenzklasse in den ganzen Zahlen
eine eindeutige ,,herausragende“ Darstellung besitzt. Das ist auch in den rationalen
Zahlen der Fall.

Proposition 3.1.5. Sei % € Qmita # 0. Dann gibt es ein eindeutiges (m, n) € Zx(N\{0}),

sodass ggT(m,n) = 1 und % = Zist.
n

Beweis. Sei k = ggT(a,b). Da k|a und k|b, gibt es ein m € Z und ein n € N, sodass
a =k-mundb = k- nist. Es ist dann ggT(m, n) = 1, denn hitten m und n einen
grofieren gemeinsamen Teiler ¢, so wire m = ¢ - d; und n = c - d,. Setzen wir das in die
ersten Gleichungen fiir a und b ein, so erhalten wira =k -c-dyund b =k -c-d,. Es
wadre also k - ¢ ein gemeinsamer Teiler von a und b mit k < k - ¢ — ein Widerspruch zur

Maximalitdt von k. Somit muss ggT(m, n) = 1 sein.

Aus Proposition 3.1.4 folgt nun, dass % —km_m ist.
‘n n

Zur Eindeutigkeit: Angenommen, es gibe (m, ) € Z X (N \ {0}) mit % =

m m
— = —und
n n

ggT(m, i) = 1. Nach Definition 3.1.1 wiire damit m - i = 1 - n, es ist also m ein Teiler
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3.2 Rechenoperationen auf Q

von n - . Da ggT(m, n) = 1 ist, muss nach Lemma 2.5.7 m|m gelten. Analog ldsst sich
zeigen, dass m|m, n|A und 7i|n gelten. Daraus folgt mit Proposition 2.5.2, dass n = 7 und
|m| = |m| ist. Hitten m und m verschiedene Vorzeichen, so wire m - i < n - rit oder

m - A > n - m - ein Widerspruch zur Gleichheit. Somit ist auch m = . O

3.2 Rechenoperationen auf Q

Wir wollen in diesem Abschnitt die bekannten Rechenoperationen auf den rationalen
Zahlen sauber definieren. Ziel wird sein, dass wir insgesamt eine Korperstruktur erhal-

ten.

Fiir die Addition verwenden wir die aus der Schule bekannte Rechenregel. Wir zeigen,
dass diese wohldefiniert ist und gemeinsam mit der noch zu definierenden Multiplikation
einen Korper bildet.

Definition 3.2.1. Die Addition + : Q X Q — Q ist definiert durch

a, . a-d+c-b
b d’ b-d
Proposition 3.2.2. Die Addition auf den rationalen Zahlen ist wohldefiniert. Ist also
(a',b") € 2 und (c',d) e Ssoist2+S=2 45
b d b d b d

Beweis. Essind (a,b) ~ (a’,b") und (c,d) ~ (c¢’,d"). Nach Definition 3.1.1 gilt daher
a-b'=a'-bundc-d =c'-d. Multiplizieren wir die erste Gleichung mitd - d’, die

zweite Gleichung mit b - b’, und addieren diese anschliefiend, so erhalten wir
a-b"-d-d+c-d-b-b=a"-b-d-d+c-d-b-b.
Durch Herausheben von Faktoren lisst sich diese Gleichung vereinfachen zu

(a-d+c-b)-b'-d =@ -d+c"-b')-b-d.

a-d+cb a’-d'+c"-b’" . a c a’ ¢’
= ist,also - + - = — + —. O
b-d b’-d’ b d b’ d’

Das bedeutet allerdings, dass

65



3 Die rationalen Zahlen

Sind %, % € Q mit gleichem Nenner b, dann ist

a-b+c-b (a+c)-b a+c
b-b bbb’

+

o
oo

wobei fiir den letzten Schritt Proposition 3.1.4 verwendet wurde. Fiir das Addieren von

gleichnamigen Briichen miissen daher nur die Zidhler addiert werden.

Definition 3.2.3. Die Multiplikation - : Q X Q@ — Q ist definiert durch

a-c

£
d" b

(=l e
Q

Proposition 3.2.4. Die Multiplikation auf den rationalen Zahlen ist wohldefiniert. Ist

a

also(a',b’) € Zund(c',d") € =, soist = - = == . =,
b d b d b &

Beweis. Esist (a,b) ~ (a’,b") und (c,d) ~ (c’,d"). Nach Definition 3.1.1 gilt daher

a-b'=a -bundc-d =c'-d. Multiplizieren wir diese Gleichungen miteinander und

ordnen die Faktoren um, so erhalten wir

a-c-b-d=a-¢-b-d.

a’-c

nach Definition 3.1.1. O

N ., a-c
Es ist somit — =
b-d  b'-d’

Proposition 3.2.5. (Q, +, -, %, %) ist ein Korper. Es sind daher die Korperaxiome erfiillt
(vgl. [50, S. 264]):

(1) Ya,b,ce Q: (a+ b) +c = a + (b + c) (Assoziativitdit von +).
(2) Va,b € Q: a + b = b + a (Kommutativitdt von +).

(3) VaeQ: a+ ? = a (Nullelement).
(4 VaeQ:d—a€eQ: a+(—a)= % (Invertierbarkeit von +).
(5) Va,b,ce Q: (a-b)-c=a-(b-c)(Assoziativitit von -).
(6) Ya,b € Q: a-b = b - a(Kommutativitdit von -).

1

(7) VaeQ: a- T =a (Einselement).
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3.2 Rechenoperationen auf Q

(8) Yae Q\ {%} :3a'eQ:a-al= %(Invertierbarkeitvon 2.

9) Va,b,ceQ: a-(b+c)=a-b+ a-c(Distributivitdt).

. . a b c . . . ..
Beweis. Seien a = =, b = = und ¢ = — rationale Zahlen. Wir beweisen zunichst, dass
a C

2 2 2
das Assoziativgesetz der Addition erfiillt ist:

(a+b)+c:<ﬂ+ﬁ>+c—1=

a, b, (%)
_a;-by+byra, ¢
B a, - b, +E_
_a;-by-cy+byraycte-ay-by
B a,-b,c, B
_aycbyrcy+(byrcategby)ay
- a,-b,-c, -
=ﬂ+b1-cz+cl-b2=

a by ¢,

a; by ¢
=a_z+<b_z+€)=
=a+(b+o).

Die Kommutativitit der Addition folgt direkt aus der Kommutativitit der Addition und
Multiplikation in den ganzen Zahlen:
a, bl al'b2+b1‘a2 bl'a2+a1‘b2 bl

a+b=-+"1= = =218 pyq
_a2 bz_ a, - b, Bl b, - a, _bz az_ '

Durch Einsetzen in die Definition folgt, dass es sich bei % um das Nullelement der
Addition handelt:

0O a 0 a-140-a,
a+-=—+-=————“°=—=q¢q
1 a, 1 a2'1 a,

Um die Invertierbarkeit der Addition zu beweisen, definieren wir zunichst

—a = —.
a,
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3 Die rationalen Zahlen

Esist dann

a —a a;-a,+(—a;)-a 0 0
a+(—a)=—1+ 1_% "% (—a1) 2=_2=_’
az a2 az'az aZ 1

wobei wir fiir die letzte Gleichheit Proposition 3.1.4 verwendet haben.

Die Assoziativitdt der Multiplikation ldsst sich beweisen, indem wir wieder die entspre-

chende Eigenschaft der Multiplikation in den ganzen Zahlen verwenden:

B).c— ﬁ.ﬁ).c_l_
(a-b) c-(a2 b, Cz_

a;-by ¢ _
az'bz.c_z_
(a1 - by) - ¢ _
(az'bz)'cz_
al'(bl'cl)_
az'(bz'cz)_
a b - _
a bycy

_a (ﬁ 0_1)_
_az b, ¢, B

=a-(b-0).

Die Kommutativitdt der Multiplikation folgt analog:

@ b _ab _ba_ b oa

a'b:az b2_a2-b2_b2-a2_b2 a;

Einselement der Multiplikation:

a 1 a1 a-1 o
1_a2 1_a2'1_a2

Wir wollen nun zeigen, dass jede rationale Zahl ungleich dem Nullelement ein multipli-

katives Inverses besitzt. Sei dazu a # %. Wir setzen

_ a,
a”l ==,
a;
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3.2 Rechenoperationen auf Q

Dann ist
a, a a-a 1
a.a_lz_l._z—g—

a, a; ay-a; 1’

wobei wir bei der letzten Umformung mit Hilfe von Proposition 3.1.4 gekiirzt haben.

Zuletzt beweisen wir die Distributivitit:

a.(b+c):ﬂ.(ﬁ+c_1>:

a \b, ¢
_a; byreytepby
_a_z.—bz'cz =
_ag-(byrcpt+ce-by)
- a,-b,-c, -
_a;-byrey+a;-c b
B a by c B

a by a4 ¢
a, b, a ¢

=a-b+a-c O]

Fiir das additive Inverse zu a € Q vereinbaren wir wieder die Schreibweise —a, wihrend
wir das multiplikative Inverse von a als a™! bezeichnen. Zudem schreiben wir anstelle
von a + (—b) direkt a — b.

Wir zeigen nun einige Resultate, die allgemein fiir Korper, und daher speziell fiir die

rationalen Zahlen, gelten.

Proposition 3.2.6. Sei (K, +,-,0,1) ein Korper und a,b,c € K. Dann gelten folgende
Eigenschaften:

(1) K ist nullteilerfrei.

(2) Es gelten die Kiirzungsregeln: Aus a + ¢ = b + c folgt a = b, und ist ¢ # 0, so folgt
ausa - c = b - cebenfalls, dass a = b ist.

(3) Die Gleichung a - x + b = ¢ mit a # 0 besitzt stets eine eindeutige Losung x € K.
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3 Die rationalen Zahlen

Beweis. Zur Nullteilerfreiheit: Angenommen, es wire a - b = 0. Ist a = 0, so sind
wir fertig. Andernfalls gibt es zu a ein multiplikatives Inverses a~!. Multiplizieren der
Gleichung mit a~! liefert

Die Kiirzungsregeln folgen direkt durch Addieren von —c, beziehungsweise durch Mul-
tiplizieren mit ¢! auf beiden Seiten der Gleichung.

Fiir den dritten Punkt betrachten wir x := a~! - (¢ — b). Durch Einsetzen wird sofort
klar, dass es sich bei x um eine Losung der Gleichung handelt. Gdbe es noch eine zweite
Losung x’, sowdre a - x + b = cund a - x" + b = c. Subtrahieren der zweiten Gleichung
von der ersten liefert a - (x — x") = 0. Da a # 0 ist, und ein Kérper wegen des ersten

Punkts nullteilerfrei ist, muss x = x’ sein. O

Wir wollen nun eine Ordnung auf den rationalen Zahlen einfiihren. In den ganzen
Zahlen haben wir definiert, dass fiir a, b € Z die Ungleichung a < b gilt, falls es eine
nichtnegative ganze Zahl k gibt, sodass b = a + k ist. Diese Definition wollen wir auf
die rationalen Zahlen iibertragen, wofiir wir zunichst die Eigenschaften ,,positiv* und

»,hegativ® auf den rationalen Zahlen definieren miissen.

Definition 3.2.7. Sei % € Q mit % * %, und Z = % die nach Proposition 3.1.5 existie-
n
rende eindeutige Darstellung von % mit ggT(m,n) = 1. Wir nennen % positiv, falls m

e . o 0.
positiv ist, und nennen den Bruch negativ, falls m negativ ist. Das Nullelement " wird

als weder positiv noch negativ definiert.
Zudem definieren wir

o+ :={%e@|ggT(m,n):1/\meZ+},

Q- :={%e@|ggT(m,n):1/\meZ_}

als die Menge der positiven, beziehungsweise der negativen rationalen Zahlen.
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3.2 Rechenoperationen auf Q

Ist eine rationale Zahl positiv, so ist ihr Zdhler ebenfalls stets positiv - unabhingig von
der Darstellung der rationalen Zahl. Analoges gilt fiir negative rationale Zahlen, und

wird durch folgende Proposition formalisiert.

Proposition 3.2.8. Sei % € Q. Dann ist% € Q* genau dann, wenn a € Z*. Weiters ist

0 .. . .
% € Q~ genau dann, wenn a € Z~, und % =7 dquivalent dazu, dass a = 0 ist.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall % = %. Nach Definition 3.1.1istdanna-1 = 0-b = 0,

also a = 0. Umgekehrt folgt aus a = 0 mit Proposition 3.1.4, dass % = % ist.

Angenommen, % ist positiv und z= % mit ggT(m, n) = 1. Nach Definition 3.1.1 ist das
n
dquivalent zu m - b = a - n. Da beide Seiten der Gleichung dasselbe Vorzeichen haben

miissen, ist daher m genau dann positiv, wenn es a ist.

Falls % negativ ist, so muss nach Definition m € Z~ sein. Wieder miissen in der Glei-
chung m - b = a - n beide Seiten dasselbe Vorzeichen besitzen, womit m genau dann

negativ ist, wenn es a ist. O

Proposition 3.2.9. EsistQ = Q™ U {%} UQ* und Q™ N Q* = @. Anders ausgedriickt:
Jede rationale Zahl ist entweder positiv oder negativ, oder gleich dem Nullelement.

Beweis. Es ist offensichtlich % Element dieser Vereinigung. Fiir ein % inQ\ {%} gibt es
nach Proposition 3.1.5 eine Darstellung % = % mit ggT(m,n) = 1. Dam € Z ist, und
jede ganze Zahl ungleich Null nach Proposition 2.3.12 entweder positiv oder negativ ist,
muss % entweder in Q™ oder in Q% liegen. Da es keine ganze Zahl gibt, die positiv und

negativ ist, folgt daraus insbesondere, dass Q~ N QF = @ ist. O

Die aus den ganzen Zahlen bekannten Rechenregeln (siehe Abschnitt 2.3) gelten analog
in den rationalen Zahlen. Denn ist zum Beispiel % € Q™ und 2 e QT,soist % . 2 = %,

wobei a - ¢ negativ ist. Das Ergebnis ist daher eine negative rationale Zahl.

Lemma 3.2.10. Sei % € Q. Falls % negativ ist, so ist —% positiv. Ist hingegen % positiv, 5o

. a .
ist - negativ.
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3 Die rationalen Zahlen

Beweis. Ist % negativ, so ist auch a negativ, was nach Lemma 2.3.13 bedeutet, dass —a

positiv ist. Mit Proposition 3.2.8 folgt direkt, dass _Ta = —% positiv ist.

Die zweite Behauptung lisst sich analog beweisen: Ist % positiv, so ist a positiv, und

damit —a negativ. Insgesamt ist daher %a = —% negativ. l

Definition 3.2.11. Seien a, b € Q. Dann definieren wir

a<b:3ce€Q\Q :a+c=b

Wir schreiben zudem b > a fiir a < b. Ist das obige c positiv (also ungleich %), S0

verwenden wir < und > anstelle von < und >.

Wenig liberraschend ist, dass die negativen rationalen Zahlen kleiner als % sind, wahrend
die positiven rationalen Zahlen grofier als % sind. Denn fiir eine negative rationale Zahl
a 0

. . - 0 . . .
% ist —a nach Lemma 2.3.13 positiv und % t— = Pt Ist % hingegen positiv, so ist

... 0 0
offensichtlich T + % = %, was T < % bedeutet.

Proposition 3.2.12. Die Relation < auf Q ist eine Totalordnung. Es gilt daher a < b oder

b < afiiralle a,b € Q. Zudem werden die Eigenschaften einer Ordnungsrelation erfiillt:
(1) Va € Q: a < a (Reflexivitit).
(2) YVa,be Q: (a <bAb < a)= a= b (Antisymmetrie).

(3) Va,b,ce Q: (a £bAb <c)= a < c(Transitivitdt).

Beweis. Zur Reflexivitit: Es ist offensichtlich a + ? = a, und damit a < a.

Zur Antisymmetrie: Angenommen, fiira,b € Qista < bund b < a. Es gibt daher
c,c’ €@\ Q7 ,sodass b = a+cunda = b + ¢ ist. Einsetzen der ersten Gleichung in

. o 0 <xpm s .

die zweite lieferta = a + (c +¢’),alsoc + ¢’ = T Wire c oder ¢’ positiv, so wire auch
. e . 0 o .

die Summe positiv — im Widerspruch dazu, dass " weder positiv noch negativ ist. Es

. 0 .
kann somitnurc =c¢’' = " sein, woraus a = b folgt.

Zur Transitivitat: Fallsa < bund b < cist,so gibtesd,d' € Q\ Q~,sodassb = a +d

und ¢ = b + d' ist. Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert c = a + (d + d’),
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3.2 Rechenoperationen auf Q

wobei d + d’ als Summe zweier nichtnegativer rationaler Zahlen wieder nichtnegativ ist.

Daher ist auch a < c.

Um zu zeigen, dass stets zwei rationale Zahlen vergleichbar sind, betrachten wira, b € Q.
Nach Proposition 3.2.6 besitzt die Gleichung a + x = b stets eine eindeutige Losung
x € Q. Ist diese nichtnegativ, so gilt a < b. Falls x hingegen negativ ist, so ist —x positiv,
und a = b + (—x), was b < a bedeutet. O

Proposition 3.2.13. Die Relation < auf den rationalen Zahlen erfiillt die Ordnungsaxio-

me:
(1) Fiira,b,ce Qista<b<a+c<b+c
.. . 0 0. 0
(2) Fiira,b € Q mita > Iundb > Ilsta-b > T
Beweis. Zu(1):Esista < biquivalentdazu, dasseseind € Q\ Q™ gibt,sodassb = a+d

ist. Diese Gleichung ist wiederum dquivalentzub+c=a+c+d,wasa+c<b+c
bedeutet.

Zu (2): Nach den vorigen Beobachtungen ist das Produkt zweier positiver rationaler

Zahlen wieder positiv. Da die positiven rationalen Zahlen grofier als % sind, folgt damit

a-b>%. O

Mit Ungleichungen in den rationalen Zahlen ldsst sich weiterhin wie gewohnt rechnen.
Die aus den ganzen Zahlen hinzugekommene Eigenschaft, dass sich beim Multiplizieren
einer Ungleichung mit einer negativen Zahl das Ungleichheitszeichen umdreht, bleibt

erhalten.
Proposition 3.2.14. Seien a, b, c,d € Q. Dann gilt:
(1) Ista<bundc<d,soista+c<b+d.
(2) Istc positiv, so ist a < b dquivalentzua -c < b - c.

(3) Ist c negativ, so ist a < b dquivalentzub -c < a - c.
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3 Die rationalen Zahlen

Beweis. Zu(1): Daa < bundc < dist, gibtesq,q' € Q\ Q7, sodass b = a + q und
d = c + q' ist. Addieren dieser Gleichungen liefert b + d = a + ¢ + (¢ + q'), was nach
Definition 3.2.11 bedeutet, dass a + ¢ < b + c ist.

Zu (2):Ist a < b, so gibt es wieder ein ¢ € Q \ Q™ mit b = a + q. Multiplizieren dieser
Gleichung mit c und Anwenden des Distributivgesetzes liefertb-c =a-c+q-c.Da
sowohl g als auch c nichtnegativ waren, ist auch das Produkt q - ¢ nichtnegativ. Damit

ista-c<b-c.

Ist umgekehrta - ¢ < b-c,sogibteseing € Q\ Q7,sodassb -c = a-c + qist.
Multiplizieren dieser Gleichung mit ¢! liefert b = a + g - c™'. Da ¢! nur positiv sein
kann (andernfalls wiire % = ¢ - ¢! negativ), ist auch q - ¢! nichtnegativ, was a < b
bedeutet.

Zu (3): Ist ¢ negativ, so ist nach Lemma 3.2.10 —c positiv. Nach (2) ist damit a < b
dquivalentzua-(—c) < b - (—c). Esgibtdahereinq € Q\Q~,sodassb-(—c) = a-(—c)+q
ist. Multiplizieren dieser Gleichung mit —% liefert b - ¢ = a - ¢ — q. Addieren wir nun auf
beiden Seiten der Gleichung g, so erhalten wir a - ¢ = b - ¢+ g, was nach Definition 3.2.11

b -c < a - cbedeutet. O

Die Betragsfunktion der ganzen Zahlen lédsst sich auf die rationalen Zahlen erweitern.

Wieder sind alle bekannten Eigenschaften erfiillt.

Definition 3.2.15. Sei a € Q. Dann definieren wir

a wenn a
la| :=
—a  sonst.

v
[l R =

Die Ordnung aus Definition 3.2.11 stellt, wie schon in den ganzen Zahlen, keine Wohl-
ordnung dar. Denn wire < eine Wohlordnung auf den rationalen Zahlen, so miisste auch

die Menge der negativen rationalen Zahlen Q™ ein kleinstes Element besitzen - nennen

.1 " -b +(=b) . . .
wir dieses %. Es wiire dann % +— = = ; ) eine negative ganze Zahl, denn die Summe
. . . . . - +(-b b
a + (—b) zweier negativer ganzer Zahlen ist wieder negativ. Damit ist % = % +-

a+(-b)

a . . .« . e s a
also < - ein Widerspruch zur Minimalitit von "
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3.3 Einbettung von Z in Q

3.3 Einbettung von Z in Q

Wir wollen nun, wie im vorigen Kapitel, unsere bisherige Notation der ganzen Zahlen

auf die rationalen Zahlen iibertragen. Gesucht ist daher eine Einbettung von Z in Q.

Intuitiv fallt uns die Wahl nicht sonderlich schwer: Wir ,,wissen“ aus der Schule, dass
wir jede ganze Zahl m als % anschreiben kénnen. Folgende Proposition rechtfertigt

das.

Proposition 3.3.1. Sei¢ : Z — Q mitp(m) := % Dann handelt es sich bei ¢ um eine

Einbettung.

Beweis. Wir miissen die geforderten drei Eigenschaften fiir eine Einbettung nachweisen.
n+m n m

Seien dazu n,m € Z. Dann ist p(n + m) = - =7 + T= p(m) + p(n). Es ist zudem
p(n-m)= % = ? . % = ¢(n) - p(m), und somit auch die zweite Eigenschaft erfiillt.

(I

Fiir den Beweis der Injektivitit von ¢ nehmen wir an, es wire ¢p(m) = 2222 p(n).

1
Nach Definition 3.1.1 ist damit m - 1 = 1 - m, also m = n. Die Funktion ¢ ist daher
injektiv, und somit eine Einbettung. O

e

Die Ordnung aus den ganzen Zahlen {ibertrédgt sich auf die rationalen Zahlen, wie

folgende Proposition zeigt.

Proposition 3.3.2. Sei ¢ die Einbettung aus Proposition 3.3.1. Dann ist fiirn,m € Z
n<me p(n) < p(m).

Beweis. Fallsn < m,sogibteseink € Z\ Z~, sodass m = n + k ist. Es ist dann
p(m) = p(n + k) = p(n) + p(k), wobei p(k) € Q \ Q™. Damit ist (n) < p(m).

Gilt umgekehrt p(n) < @(m), so gibt es ein % € Q\ Q™ mit ggT(a,b) = 1, sodass
p(m) = p(n) + % ist. Es ist daher

g_n-b+a
b b ’

mn+
1 1
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3 Die rationalen Zahlen

und damitm-b = n- b+ a wegen Definition 3.1.1, was sich zu (m —n) - b = a umformen

lasst. Daher ist b|a und zugleich ggT(a, b) = 1, also b = 1. Damit ist ? = % + %, also

p(m) = p(n)+¢(a), wobei a nach Proposition 3.2.8 nichtnegativ ist. Somitistn < m. [

Die ganzen Zahlen sind daher mit den rationalen Zahlen vertriglich. Fiir die iibliche
Notation miissen wir nur wenige Vereinbarungen treffen: Lisst sich ein Bruch auf die
Gestalt % bringen, so schreiben wir diesen kiinftig auch als m an; umgekehrt kénnen

wir jede ganze Zahl m als % = sz = ... anschreiben [34, S. 19].

Wie schon zuvor schreiben wir Z C Q um auszudriicken, dass die ganzen Zahlen in den

rationalen Zahlen eingebettet sind.

Gegeniiber den ganzen Zahlen haben wir in den rationalen Zahlen die Eigenschaft ge-
wonnen, dass fiir jede Zahl ungleich Null ein multiplikatives Inverses existiert. Obwohl
uns Q als Korper viele schone Eigenschaften garantiert, werden wir im nédchsten Ka-
pitel feststellen, dass der Zahlenstrahl in Abbildung 3.1 nur eine durchgehende Linie
vortduscht - tatsdchlich sind darin unzéihlig viele Locher enthalten.

Eine weitere Moglichkeit, rationale Zahlen darzustellen, ist durch Dezimalzahlen gege-
ben (etwa é = 0,125). Wihrend wir bei den Zahlen vor dem Komma im Stellenwertsys-
tem nach Einern, Zehnern, Hundertern, sprich nach Potenzen von 10 zusammenfassen,
bilindeln wir bei den Nachkommastellen von links ausgehend nach Zehnteln, Hunderts-

1
teln, Tausendsteln, also nach Potenzen von o

Proposition 3.3.3. Sei % € Q. Dann gibt es eine Folge ganzer Zahlen (c,),, ., mit ¢y € Z
und 0 < ¢,, < 9fiirallen > 1, sodass

© n
a Cq (653 C3 ( 1 )
T=Ct -+t —+——+..=C+ Chl72) -
b~ %710 100 " 1000 0 n; " \10
Wir schreiben dann % = Cp, C1C5C3 ...

Beweis. Nach Proposition 2.5.3 gibt es ein ¢y € Z und einry € Nmit0 < ry < b, sodass

a =cg - b+ ryist. Fiir n € N definieren wir ¢, ; und r, . ; nun rekursiv:

10-r, =cp41 b+ 1,41, wobeil <1, <b.
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3.3 Einbettung von Z in Q

Fiir n > 1istdann c¢,, € N, da sowohl r,, als auch b stets natiirliche Zahlen sind. Wegen
r, <bist0 <c, <09.

Betrachten wir nun den folgenden Ausdruck:
o 1\n
cO-b+ch-b-<E> .
n=1
Mithilfe von 10 - ,,_; = ¢;, - b + r,, ldsst sich das umformen zu

o0 1 n
co-b+2(10-rn_1—rn)-<1—0> :
n=1

Bei dieser Reihe handelt es sich um eine Teleskopsumme, die gegen r, konvergiert. Es
ist daher

oo 1 n
a=co-b+r0=c0-b+ch-b-<1—O> ,
n=1

woraus wir durch Multiplikation mit % direkt
a — 1\"
5=+ 2 e ()
n=1
erhalten. 0

Die Dezimaldarstellung ist nicht eindeutig, wie das bekannte Beispiel 1 = 0, 9 zeigt:

(o] (o]
— 1\" 1\" 1 9
0,9 = 9-(—) =9. (—) =9. =-=1
nzzzl 10 nZ::1 10 1-10 9

Jede rationale Zahl besitzt eine endliche oder eine unendliche periodische Dezimaldar-

stellung.

Proposition 3.3.4. Sei a = a,, a,a,0a; ... eine Dezimaldarstellung einer rationalen Zahl

a. Dann gilt einer der Fille:

(1) Esgibtein N € N, sodass a,, = 0 fiir alle n > N ist. Die Dezimaldarstellung bricht

daher nach der N-ten Nachkommastelle ab.
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3 Die rationalen Zahlen

(2) Esgibt N,M € N\ {0}, sodass a,, = a,_p fiir allen > N ist, wobei ein K > N mit
ax # 0 existiert. In dem Fall handelt es sich um eine periodische Dezimalzahl mit

Periodenldnge M.

Umgekehrt handelt es sich bei jeder Dezimalzahl, die eine dieser Eigenschaften erfiillt, um

eine rationale Zahl.

Beweis. Betrachten wir die Methode, mit der wir in Proposition 3.3.3 die Dezimaldarstel-
lung einer rationalen Zahl erhalten haben. Falls wir durch Anwenden dieser Methode
bei einer Division mit Rest jemals den Rest ry, = 0 erhalten, so ist a,, = r,, = 0 fiir alle
n > N. Alle Nachkommastellen ab der (N + 1)-ten Stelle sind daher gleich Null.

Erhalten wir hingegen bei keiner Division den Rest Null, so gilt jedenfalls, dass die Reste
der Division stets die Ungleichung 0 < r,, < b fiir alle n € N erfiillen. Da die Menge
der moglichen Reste beschrinkt ist, wir allerdings beliebig viele Reste haben, muss bei
einem Index N € N einer der Reste erstmals doppelt vorkommen. Es gibt daher ein
M e Nmitry =ny_p-Dal0-r, = a,, - b+ 1,y ist, muss wegen der Eindeutigkeit

der Division ay ;1 = an41-um Sein, und damit a,, = a,,_y, flirallen > N.

n
Wire ay, a,a, ... ay = ag+ Z]:ﬂ a,- (l) eine abbrechende Dezimalzahl, so folgt direkt
- n

aus der Darstellung als endliche Summe, dass es sich um eine rationale Zahl handelt.

Handelt es sich hingegen um eine periodische Dezimalzahl

a=dap,14y...AaNAN 41 - aN+(M—1)

mit Periodenlinge M > 1, so kdnnen wir uns zunichst iiberlegen, dass es ausreicht,

die Rationalitit von 0, ayan 41 --- AN+ (m—1) ZU Zeigen. Ist diese periodische Dezimalzahl

N-1
rational, so ist sie es auch, wenn wir sie mit (B> multiplizieren, wodurch wir den
periodischen Dezimalteil von a erhalten. Addieren wir dazu a,, a;a, ... ay_; (was nach
unserer vorigen Uberlegung eine rationale Zahl ist), so erhalten wir die urspriingliche

Zahl a als eine Summe rationaler Zahlen. Damit ist a rational.

Wir wollen also zeigen, dass b = 0, ayan 41 --- AN+ (v —1) Fational ist. Dazu multiplizieren
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wir diese Zahl mit 10M und erhalten

10™- b = ayay 41 - AN+(M-1); ANAN 41 - AN +(M-1)-
Subtrahieren wir b, bekommen wir
10M-b—b=>b-(10M-1) = ayany; .- ANt m-1) € Z.

Daher ist
ANAN +1 - AN +(M -1)

10M —1

b= € Q. [

3.4 Q als kleinster Korper iiber Z

Wie in diesem Kapitel bewiesen wurde, haben wir durch die Erweiterung auf die ra-
tionalen Zahlen erstmals einen Korper erhalten. Auch die in den ndchsten Kapiteln
folgenden Erweiterungen auf die reellen und komplexen Zahlen werden auf eine Kor-
perstruktur fithren. Die rationalen Zahlen nehmen in dieser Kette von Erweiterungen
insofern eine Sonderstellung ein, als da sie der kleinste Korper iiber den ganzen Zahlen

sind.

Wie ldsst sich ,kleinster Korper” mathematisch genau formulieren? Angenommen, die
ganzen Zahlen liefen sich in einen Korper K iiber die Funktion 3 : Z — K einbetten.
Falls wir nun in K auch die rationalen Zahlen iiber eine Funktion y : Q@ — K einbetten
konnten, so konnen wir uns Q tatsichlich als kleinsten Korper iiber Z vorstellen, denn
in jedem Korper K iiber den ganzen Zahlen sind auch die rationalen Zahlen ,,enthalten®.
Abbildung 3.2 veranschaulicht die Situation grafisch.

In diesem Abschnitt soll mit der Funktion ¢ : Z — Q, p(m) = % stets die Einbettung

der ganzen Zahlen in die rationalen Zahlen gemeint sein.

Um zu beweisen, dass die rationalen Zahlen den kleinsten Korper iiber den ganzen
Zahlen bilden, bendtigen wir zunichst folgendes Lemma iiber bestimmte Eigenschaften

einer Einbettung.
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3 Die rationalen Zahlen

Abbildung 3.2: Lisst sich in den Korper K die Menge der ganzen Zahlen Z iiber 3
einbetten, so konnen wir auch Q in K iiber y einbetten.

Lemma 3.4.1. Seien (Ry, +, -,0g,,1z,) und (R, ®, ©, O, , 1g,) zwei kommutative Halb-
ringe mit Eins, und ¢ : R, — R, eine Einbettung von R, in R,. Dann gelten folgende
Eigenschaften:

(1) Es ist l,b(ORl) = OR2 und l’b(lRl) = lRZ'

(2) Hat a € R, das additive Inverse —a, so ist p(—a) = ©y(a).

(3) Ist a € R, beziiglich der Multiplikation invertierbar, so gilt das auch fiir (a) in R,.
Esist dann zp(a_lRl) = ¢(a)91R2.

Beweis. Zu (1): Fiir a € Ry isti(a) = p(a + Og,) = P(a) @ ¥(0g,). Da das Nullelement

in einer Gruppe eindeutig ist, muss 1(0g, ) = Og, gelten. Analog ldsst sich zeigen, dass
¢(1R1) = 1R2 ist.

Zu (2): Esist Og, = %(0g,) = P(a + (—a)) = P(a) ® P(—a). Da Inverse eindeutig sind,
ist p(—a) = SyY(a).

Zu (3): Angenommen, es wire a-a” 'R1 = 1g,- Bsistdann 1p, = 9(1,) = ¢(a- a k) =
Y(a) © z,b(a_lRl). Daher ist auch ¥(a) in R, beziiglich der Multiplikation invertierbar,
und es ist p(a”R1) = p(a)®'. O

Satz 3.4.2. Sei (K, ®, ®, 0, 1x) ein Korper, in den Z iiber i eingebettet ist. Dann gibt es
eine Einbettung y von Q in K, sodass ¢ = y o ¢ ist.

Beweis. Uberlegen wir zunichst salopp und etwas ungenau: Ist y eine Einbettung von

QinK,und 3 = y o ¢, so muss fiir jede Zahl m € Z gelten, dass y(m) = y(p(m)) =
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X (?) = 1p(m) ist. Zudem konnen wir die rationale Zahl % auch als a - b~! anschreiben.

Dann ist

X (%) = x(a-b™) = x(@) @ x(b™Y) = x(a) @ x(b)°'¥ = p(a) © P(b)'.

Es liegt daher nahe, die gesuchte Einbettung y : Q@ — K durch

%(3) = v@ 0 wb)o

zu definieren. Wir miissen nun zeigen, dass y wohldefiniert und eine Einbettung im

Sinn von Definition 2.4.1 ist.

Angenommen, % = S, also a - d = ¢ - b. Es gilt damit folgende Kette von Aquivalenzen:

a-d=c-be
Pla-d)=9(c-b) &
P(a) © P(d) = 9P(c) © P(b) &
P(@) © P(b)°'¥ = P(c) © P(A)°'x &

(5)=%(3)
Damit ist y wohldefiniert. Fiir %, S € Qist

a ¢ a-d+c-b
x5+ @) =2 ()=
=y(a-d+c-b)O (b d)°k =
= (¥(a) @ P(d) ® P(c) © P(b)) ©® P(b)?'x © P(d)®'x =
= P(@) © Pp(b)P'x @ P(c) © Y(A)°'x =

-+(3)ox(5)

Fiir die Umformungen wurde mehrmals Lemma 3.4.1 verwendet, sowie die Tatsache

dass es sich bei K um einen Korper handelt und  eine Einbettung ist.
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Weiters ist
a c a-c
153 =x(53) =
=(a-c) O P((b-d)°k =
= ¥(a) @ P(e) © (¥(b) © P(d))®'¥ =

= (a) ® P(c) © P(b)P'k O P(d)®k =
= 1(a) © P(b)°x O P(c) ® P(d)Pk =

= 1(5)0x(3)

Die Injektivitit von y folgt direkt aus dem Beweis der Wohldefiniertheit. Somit handelt
es sich bei y um eine Einbettung von Q in K. ]
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Aus strukturtheoretischer Sicht sind die rationalen Zahlen als Korper ideal, und besitzen
eine Vielzahl an schonen, wiinschenswerten Eigenschaften. Probleme treten auf, wenn
wir bestimmte nichtlineare Gleichungen wie x? = 2 16sen mochten, die in den ratio-
nalen Zahlen keine Losung besitzen (siehe Proposition 4.2.1). Wir konnen auflerdem
feststellen: Obwohl der Zahlenstrahl eine geschlossene Linie suggeriert, enthdlt diese

Linie zahlreiche Locher - sogar mehr, als wir bisher zihlen konnen!

Es ist wenig zufriedenstellend, sich mit der Existenz dieser Probleme abzufinden, denn
viele Losungen jener Probleme haben reale Entsprechungen. So tritt etwa die Zahl,
deren Quadrat gleich Zwei ist, als Lange der Hypotenuse in einem gleichschenkeligen
rechtwinkeligen Dreieck mit Kathetenldnge Eins auf. Es wire unbefriedigend davon zu
sprechen, dass wir die Liange dieser Seite nicht beschreiben koénnen, wenn wir durch

geeignete Verfahren dazu in der Lage sind, die Linge beliebig genau zu approximieren.

Gesucht ist also eine Erweiterung der rationalen Zahlen, welche diese ,,Schonheitsfeh-
ler” behebt: die reellen Zahlen. In diesem Kapitel wollen wir diese auf eine solide ma-
thematische Grundlage stellen, wobei wir dhnlich wie in den vorigen Kapiteln vorgehen
werden. Dabei wird auffallen, dass die Einfiihrung der reellen Zahlen wesentlich mehr
Aufwand bedeutet, als die der ganzen oder rationalen Zahlen. Das spiegelt sich unter
anderem darin wider, dass wir in diesem Kapitel erstmals mit wichtigen Begriffen der

Analysis arbeiten werden.

Die reellen Zahlen umfassen die rationalen Zahlen und ergiinzen sie um die irrationalen
Zahlen. Der Begriff ,,irrational“ stammt urspriinglich aus der Mathematik, und gelangte
mit der Bedeutung ,,unverniinftig“ in die Alltagssprache. Das erkldrt, warum wir im

Titel dieser Arbeit von ,,unverniinftigen Zahlen* sprechen.
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4 Die reellen Zahlen

4.1 Die Entdeckung der Inkommensurabilitat

Fiir die Mathematiker der Ionischen Periode des antiken Griechenlands (600450 v. Chr.
[56, S. 150]) war die Vorstellung selbstverstindlich, dass sich alle geometrischen Grofien
durch Zahlen oder Verhiltnisse (Briiche) ausdriicken lassen [54, S. 155]. Insbesondere
die Pythagoreer bauten auf dieser Vorstellung eine eigene Weltanschauung auf, nach
der sich die Welt durch die Harmonie der Zahlen beschreiben lasst [56, S. 174]. Diese
Philosophie spiegelt sich deutlich in dem bekannten Ausspruch ,,Alles ist Zahl“ wider,

der von Aristoteles den Pythagoreern zugeschrieben wird [vgl. Fu3note in 53, S. 249].

Insofern entbehrt es nicht einer gewissen Ironie, dass die Entdeckung der Inkommen-
surabilitit, also der Tatsache, dass sich nicht alle Strecken durch Zahlen oder Verhiltnis-
se beschreiben lassen, ausgerechnet um 450 v. Chr. durch den Pythagoreer Hippasos von
Metapont gemacht wurde [53; 56, S. 177]. Um die Geschichte dieser Entdeckung ranken
sich zahlreiche Legenden. So soll Hippasos diese wihrend einer Schifffahrt gemacht ha-
ben, und wurde von seinen erziirnten Kollegen ertrinkt; eine andere Erzdhlung lautet,
dass Hippasos nach Bekanntmachung dieser Entdeckung Schiffbruch erlitten hat, und
dies als gottliche Bestrafung fiir die Verletzung seiner Geheimhaltungspflicht angesehen
wurde [56, S. 177; 11, S. 315].

Heute geht man davon aus, dass Hippasos die Inkommensurabilitit an den Seitenver-
hiltnissen im Fiinfeck entdeckt hat [11; 53]. Im Folgenden wollen wir diese Entdeckung
unter Verwendung einiger elementargeometrischer Sitze skizzieren. Den Begriff ,,kom-
mensurabel“ verwenden wir dabei in seiner geometrischen Deutung: Zwei Lingen AB
und CD heiflen kommensurabel, wenn man ein q € Q7 finden kann, sodass sich AB

und CD als ganzzahlige Vielfache von g anschreiben lassen.

Betrachten wir dazu das regelméflige Fiinfeck in Abbildung 4.1. Wir suchen ein gemein-
sames Maf der Seiten EF und FC, sprich eine positive rationale Zahl g, die sowohl EF,
als auch FC ganzzahlig teilt.

Zunichst kdnnen wir beobachten: Da es sich um ein regelméfliges Fiinfeck handelt, sind
alle Seiten gleich lang und alle Innenwinkel gleich grof3. Nach dem Seiten-Winkel-Seiten-
Satz sind daher die Dreiecke ECD und ADE kongruent, was insbesondere ZCED =
2 ADE bedeutet. Es ist somit EFD ein gleichschenkeliges Dreieck, und daher EF = FD.
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]

Abbildung 4.1: Ein regelméafliges Fiinfeck mit Diagonalen. Diese bilden ein inneres
Fiinfeck, dessen Diagonalen wieder ein Fiinfeck bilden, etc.

Durch dhnliche Argumente k6nnen wir zeigen, dass die Kongruenzen EFD = JCD =
BCI = ABH = AGE sowie EFG = DFJ =~ CJI =~ BIH =~ HAG gelten. Es handelt
sicher damit auch bei dem durch die Diagonalen erzeugen inneren Fiinfeck um ein
regelmifliges Flinfeck, und analog ldsst sich zeigen, dass das durch die Diagonalen des
inneren Fiinfecks erzeugte Fiinfeck wieder ein regelmé@fliges Fiinfeck ist. Dieser Vorgang

ldsst sich beliebig oft wiederholen.

Die Grofie eines Innenwinkels im regelméfligen Fiinfeck betrdgt 108°. Wir haben somit
108° = 2:£EDF+«FDJ,alsauch 108° = 180°—2-£«DEC = 180°—2-£EDF. Daraus ergibt
sich ZEDF = 36° und «FDJ = 36°. Die Diagonalen dritteln also jeden Innenwinkel.
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4 Die reellen Zahlen

Damit ist ZDJF = 180° — «DJC = 180° — (180° — 2 - 2JDC) = 2 - £JDC = £EDJ, und
daher das Dreieck EDJ gleichschenkelig.

Die zuvor bewiesenen Eigenschaften gelten fiir alle regelméfiigen Fiinfecke - insbe-
sondere daher auch fiir das durch die Diagonalen erzeugte innere Fiinfeck. Wir haben

damit folgende Resultate hergeleitet:
- ED=DC = EJ,
- EF = FD = FI,
« FJ =JI =KI.

Wiren nun EF und FC kommensurabel, so gibe es eine positive Linge g, die sowohl EF
als auch FC ganzzahlig teilt. Damit teilt g auch FC — EF = FJ = KI. Da EF ganzzahliges
Vielfaches von q ist, und zudem EF = FI ist, gilt insgesamt, dass g auch FI—KI = FK
teilt. Hatten wir zuvor, dass q sowohl EF wie auch FC teilt, so haben wir nun bewiesen,
dass dies auch fiir die entsprechenden Strecken im kleineren Fiinfeck gilt: g teilt FK

und KT ganzzahlig.

Dieser Vorgang ldsst sich nun beliebig oft wiederholen. Die Seitenldngen der inneren
Fiinfecke werden dabei kleiner als jede positive Zahl — und daher irgendwann auch
kleiner als g. Es miisste dann g eine positive Zahl ganzzahlig teilen, die kleiner als g ist -

ein Widerspruch. Somit kénnen EF und FC nicht kommensurabel sein.

Hippasos’ Entdeckung zerstorte die Auffassung, dass sich die Welt durch rationale
Zahlen ausdriicken ldsst. Er konnte am Fiinfeck zeigen, dass es Liangen gibt, die sich
eben nicht durch natiirliche Zahlen oder Verhiltnisse beschreiben lassen — das jedoch
war eine Grundidee der pythagordischen Philosophie [53, S. 260]. Einen Ausweg aus
dieser Krise fand Eudoxos von Knidos schitzungsweise um das Jahr 370 v. Chr. [53,
S. 264]. Er definierte den Begriff ,,Verhiltnis“ neu, und zwar auf eine so geschickte Weise,
dass seine Definition mit allen bisher bekannten Resultaten aus der Verhiltnislehre
kompatibel war [56, S. 185]. Es sollte allerdings noch mehr als 2 000 Jahre dauern, bis die
irrationalen Zahlen im 19. Jahrhundert auf eine solide Basis gestellt wurden. Wesentlich

daran beteiligt waren unter anderem Georg Cantor und Richard Dedekind [20, S. 29].
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4.2 Locher im Zahlenstrahl

Allgemeine lineare Gleichungen der Form a - x + b = ¢ mit a # 0 konnen wir in den
rationalen Zahlen nach Proposition 3.2.6 stets 16sen. An die Grenzen der rationalen
Zahlen (und wie wir sehen werden sogar der reellen Zahlen) stof3en wir, wenn wir

bestimmte Gleichungen hoheren Grades l6sen wollen.

Betrachten wir beispielsweise die Gleichung x? = 2. Nach dem pythagoriischen Lehrsatz
konnen wir die positive Losung dieser Gleichung als die Linge der Hypotenuse in
einem gleichschenkeligen rechtwinkeligen Dreieck mit Kathetenldnge Eins verstehen.
In Buch 10 von Euklids Elementen wurde jedoch bewiesen, dass es kein rationales x
gibt, welches diese Gleichung erfiillt [53, S. 254].

Proposition 4.2.1. Es gibt kein x € Q mit x> = 2.

Beweis. Angenommen, es gédbe ein solches x € Q. Es ist dann x # 0, weswegen wir es

nach Proposition 3.1.5 auf die Gestalt Z mit ggT(m, n) = 1 bringen kénnen. Es ist somit
n

2

Diese Gleichung kénnen wir zu m? = 2 - n?> umformen. Nach Definition 2.5.1 ist

daher Zwei ein Teiler von m? = m - m. Da Zwei eine Primzahl ist, muss aufgrund von
Korollar 2.5.7.1 gelten, dass Zwei bereits ein Teiler von m ist. Wir konnen daher m = 2-k

fiir ein geeignetes k € Z schreiben.

Setzen wir das in die vorige Gleichung ein, so erhalten wir
m*=2-k)}?=4-k*=2-n%

Anwenden der Kiirzungsregel liefert 2 - k? = n2, und wie zuvor kénnen wir daraus
schlief3en, dass Zwei ein Teiler von n ist. Es ist somit Zwei ein Teiler von sowohl m, wie

auch von n - ein Widerspruch zu ggT(m, n) = 1.

Es kann daher keine rationale Losung der Gleichung x> = 2 geben. ]
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4 Die reellen Zahlen

Bemerkenswert ist, dass wir die nicht vorhandene Losung der Gleichung beliebig genau
approximieren konnen. Starten wir dazu mit dem Intervall I, = [1;2], wobei die untere
Schranke des Intervalls mit Eins gewihlt wurde, da 12 = 1 < 2 ist, und die obere
Schranke mit Zwei, da 22 = 4 > 2 ist. Wegen der Monotonie von x? muss die (nicht
vorhandene) Losung der Gleichung innerhalb des Intervalls I, liegen. Im néchsten
Schritt bilden wir das arithmetische Mittel von Ober- und Untergrenze des Intervalls,

3 3\2 9 . . .
und erhalten den Wert > Da (5) =7 > 2 ist, definieren wir ein neues Intervall

I = [1; 2], in dem die Losung liegen muss. Wir haben somit den Bereich, in dem die
mogliche Losung dieser Gleichung liegen kann, eingeengt.

Dieses Verfahren ldsst sich wie folgt verallgemeinern:

ap+by, )2
2
anp+by, )2
2

,bn] wenn (

IA

2,

2.

\%

| e

Wiederholtes Anwenden liefert eine Kette von Intervallen:

Io=[1§2]
3
I, = 1;—]
LN )
5 3
I, = —;—]
27 a2
(11 3
I3= _;—
| 8 2
111 23
I4: _,_
| 8 " 16

Wihrend die Intervalle ineinander verschachtelt sind (I, 2 I; 2 I, 2 ...), wird die Lange
dieser Intervalle durch Halbierung immer kleiner; so hat etwa das Intervall I,, die Linge
(%)n Wir konnen uns also vorstellen, dass sich die Intervalle weiter und weiter auf
einen Punkt am Zahlenstrahl zusammenziehen — doch dort, wo der Punkt sein sollte,

ist ein Loch.

Fiir die nachfolgenden Beobachtungen und den Beweis dieser Behauptung ist es not-

wendig, den soeben verwendeten Begriff der Intervallschachtelung zu prézisieren.
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4.2 Locher im Zahlenstrahl

Definition 4.2.2 ([34, S. 22]). Eine Folge rationaler Intervalle (I,,) = ([a,, b, ]) heif3t
Intervallschachtelung, falls I,, ., C I,, fiir alle n € N gilt, und lim (b,, — a,) = O ist.

n—oo

Bei dem vorigen Beispiel handelt es sich um eine Intervallschachtelung, da die Lange

der Intervalle gegen Null konvergiert, und a,, < @ < b, ist.

Lemma 4.2.3. Sei (I,,) = (|a,, b,,]) eine Intervallschachtelung. Dann gilt fiir allen, m €
N: a, < b,,. Essind also alle Folgenglieder von (a,) stets kleiner gleich allen Folgenglie-

dernvon (b,,). Das ldsst sich durch folgende Kette darstellen:

ap<a; <a;<a;<..<by<b, <b <by.

Beweis. Seien n, m € N. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, es wire
n < m.DannistI,, C I,,also [a,,, b,,] C [a,, b,], woraus a,, < b,,, und a,,, < b, folgen.
Da es sich bei (I,,) um eine Intervallschachtelung handelt, ergibt sich direkt, dass (a,,)

monoton steigend ist, wihrend (b,,) monoton fallt. O

Es kann hochstens eine Zahl geben, die in allen Intervallen einer Intervallschachtelung

liegt.

Proposition 4.2.4. Sei (I,,) = ([a,, b,,]) eine Intervallschachtelung. Dann gibt es hochs-
tensein q € Q, sodass q € I, fiirallen € N ist.

Beweis. Angenommen, p,q € Q liegen in allen Intervallen von (I,,). Dann ist 0 <
lp—q| < b, —a, fiirallen € N. Wegen lim (b, —a,) =0ist|p—q| =0,alsop =q. O
n—-oo

Proposition 4.2.5. Sei (I,,) = ([a,, b,,]) eine Intervallschachtelung. Dann gibt es genau
dann ein q € Q, sodass q € I, fiir allen € N ist, wenn q = lim a,, ist. Es ist dann
n—oo

ebenfalls ¢ = lim b,,.

n—oo

Beweis. Angenommen, es gibt ein g € Q, sodass q € I,, fiir alle n € N ist. Sei ¢ > 0.
Dann gibt es ein N € N, sodass b,, — a,, < e fiirn > N ist. Wegen a,, < q < b, haben

wir |a, —q| < eund |b,, — q| < efiir alle n > N. Es ist somit lim a,, = ¢ = lim b,

n—-oo n—oo
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4 Die reellen Zahlen

Nehmen wir umgekehrt an, es wiare ¢ = lim aq,,. Flire > O gibtesdannein N € N,

n—-oo

sodass |a,, —q| < 2 fiirallen > Nist. Wegen lim (b,, —a,,) = Ogibteszudemein M € N,
n—oo

sodass fiir alle m > M stets |a,, — b,| < 2 ist. Sei K = max{N, M} und k > K. Dann ist
€ > |ax — q| + |bx — ay| 2 |ax — q + bx — ax| = |bx — q|.

Somit ist lim b,, = g = lim a,. Da (a,) monoton steigend und (b,,) monoton fallend
n—oo

n—oo

ist, muss a,, < q < b,, fiir alle n € N gelten. Es ist daher q € I, fiir alle n € N. O

Gibt es nun eine Zahl, die in allen Intervallen einer Intervallschachtelung enthalten ist,
und gibt es zusitzlich eine Folge, die ab einem Index in jedem der Intervalle enthalten
ist, so konvergiert die Folge gegen diese Zahl.

Proposition 4.2.6. Sei (I,)) = ([a,, c,]) eine Intervallschachtelung und q € Q, sodass
q € I, fiir alle n € N ist. Gibt es eine Folge (b,,), sodass fiir alle n € N ein M € N existiert,
mit b, € I, fiirallem > M, so ist lim b,, = q.

n—-oo

Beweis. Seie > 0. Da es sich bei (I;,) um eine Intervallschachtelung handelt, gibt es ein
N € N, sodass |[cy — ay| < eist; es gilt dann ayy < g < cn. Weiters gibt es ein M(N),
sodass ay < b, < ¢y fiir m > M(N) ist. Haben wir also n > max{N, M(N)}, so ist
|by, — q| < |lay — cn| < €. Somitist lim b, = q. ]

n—oo

Wir kénnen nun zeigen, dass der Durchschnitt aller Intervalle des einleitenden Beispiels
leer ist — oder salopp gesagt: die Intervallschachtelung zieht sich auf ein Loch am
Zahlenstrahl zusammen. Denn gédbe es ein g € Q, das in allen Intervallen enthalten ist,
so wiire nach Proposition 4.2.5q = lim a,, = lim b,,. Esistfiiralle n € N stets (a,)* < 2
und (b,)? > 2, also muss das nacnh_)zloen Grenr;zoxjvertséitzen auch fiir den Grenzwert q
gelten: g* < 2 und ¢? > 2, woraus g* = 2 folgt. Eine solche rationale Zahl kann es aber

nach Proposition 4.2.1 nicht geben.

Betrachten wir die Folgen (a,) und (b,) einer Intervallschachtelung etwas genauer. Es
ist lim (b,, — a,) = 0, was bedeutet, dass es fiir alle ¢ > 0 ein N € N gibt, sodass fiir

n—-oo
alle n > N stets |b, — a,| < ¢ gilt. Da aufgrund von Lemma 4.2.3 ay < a,, < by und

90



4.3 Konstruktion der reellen Zahlen

ay < b, < by fiiralle n > N gilt, muss insbesondere der Abstand aller Folgenglieder ab

dem Index N kleiner als € sein: Vn,m > N : |a,, — a,,| < eund |b,, — b,,| < e.

Folgen dieser Art, deren Glieder zueinander ab einem Index einen beliebig kleinen
Abstand haben, werden Cauchyfolgen genannt. Sie suggerieren durch ihre Eigenschaft,
dass sie stets konvergent wiren — und doch haben wir soeben festgestellt, dass in den
rationalen Zahlen eben nicht alle Cauchyfolgen konvergieren. Wiren hingegen alle
Cauchyfolgen konvergent, so hiitte der Zahlenstrahl keine Locher, denn dann zieht sich

jede Intervallschachtelung auf genau einen Punkt zusammen.

Unser Ziel ist somit, die rationalen Zahlen so zu erweitern, dass jede Cauchyfolge im
neuen Zahlenbereich, den reellen Zahlen, konvergent ist. Diese Eigenschaft wird auch

Vollstindigkeit genannt.

4.3 Konstruktion der reellen Zahlen

Fiir die Konstruktion der reellen Zahlen sind, wie im vorigen Abschnitt herausgearbeitet,
Cauchyfolgen von grofier Bedeutung. Im Folgenden zeigen wir daher einige wesentliche

Eigenschaften solcher Folgen.
Definition 4.3.1. Sei (a,) eine Folge in Q. Dann heif3t (a,,) Cauchyfolge, wenn
Ve>0:INeN:Vnm>N: |a,—a,|<c

Die Menge aller rationalen Cauchyfolgen bezeichnen wir mit €.

Proposition 4.3.2. Sei (a,) eine rationale Cauchyfolge. Dann ist (a,,) beschrinkt: Es gibt
ein C € Q, sodass |a,| < C fiirallen € N.

Beweis. Sei ¢ = 1. Dann gibt esein N € N, sodass |a, —ay| < 1fiirallen > N
ist. Es ist dann insbesondere |a,| — |ay| < 1, also |a,| < 1 + |ay] fiir alle n > N.
Wir definieren C := max{l + |ay]|, |ag|, |a1], ---, |an—1}- Dann ist C grofler gleich allen

Folgenglieder bis zum Index N, und wegen unseren vorigen Uberlegungen auch grofier

als alle Folgenglieder ab dem Index N. Insgesamt gilt daher |a,| < Cfiirallen e N. [
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Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass jede Folge, die in einer Intervallschachte-
lung liegt, eine Cauchyfolge ist. Umgekehrt ldsst sich zeigen, dass auch jede Cauchyfolge
in einer Intervallschachtelung liegt.

Proposition 4.3.3 (|36, S. 20]). Sei (a,) eine rationale Cauchyfolge. Dann gibt es eine
Intervallschachtelung (I,,), sodass es fiir jedes M € N ein N € N gibt, mit a,, € I, fiir alle
n > N.

Beweis. Sei M € N. Da es sich bei (a,,) um eine Cauchyfolge handelt, gibt es ein
KM) € Nmit |a, — a,,| < ﬁ fiir alle n,m > K(M). Definieren wir daher die
Intervallschachtelung (J;) durch

1 1
I i= faxe - g axo + 57

so ist a, € J; fiir alle n > K(i).

Die Intervalle aus (J;) iiberlappen sich, miissen aber nicht notwendigerweise ineinan-
der verschachtelt sein. Wir definieren daher eine neue Intervallschachtelung als den
DurchschnittI,, := ﬂ?z o Ji aller bisherigen Intervalle. Dieser ist jedenfalls ein Intervall;
weiters ist offenbar Iy 2 I; 2 I, 2 .... Da der Abstand der Endpunkte in I,, sicher kleiner
gleich ni-i-l ist, bilden die Abstinde eine Nullfolge. Es handelt sich daher bei (I,,) um

eine Intervallschachtelung.

Uber Induktion lsst sich nun zeigen, dass es fiir alle M € N ein N(M) € N mit a, € I,
fiir alle n > N(M) gibt. Fiir M = 0 mit I, = J, gilt diese Eigenschaft per Konstruktion.
Gibt es nun fiir ein M € Nein N(M) € N mit a,, € I, fiir alle n > N(M), so gibt es
auch einen Index K(M + 1), ab dem alle Folgenglieder in Jj;, liegen. Dann liegen aber
alle Folgenglieder ab dem Index max{N(M), K(M + 1)}in In; N Jpr o1 = Ingy1-

Somit handelt es sich bei (I;,) um eine Intervallschachtelung. O

Lemma 4.3.4. Sei (a,) eine rationale Cauchyfolge und q € Q. Ist lim a,, # q, so gibt es
n—-oo
eine > 0und N € N mit |a, — q| > cfiirallen > N.

Beweis. Wegen lim a, # q gibt es ein 7 > 0, sodass es fiir alle m € N ein M(m) > m
n—oo

gibt mit |aps,) — gl = 7. Da es sich bei (a,) um eine Cauchyfolge handelt, gibt es ein

N € N, sodass |a,, — ai| < g fiir n, k > N ist.
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Sein > N. Esistdann [ap,) — q| 2 nund M(n) > n > N. Setzen wire := g gilt

n
N < lapmm) — 49| L lapm) — anl +Hla, — gl < St la, —ql,
| S —

<2
2

und damit |a,, — q| > g = O

Proposition 4.3.5. Seien (a,) und (b,,) rationale Cauchyfolgen. Dann sind auch die

Summe (a,, + b,) und das Produkt (a,, - b,;) Cauchyfolgen.

Beweis. Seie > 0.Da (a,)und (b,) Cauchyfolgen sind, gibt es N, M € N, sodass fiir alle
n,m > Nundk,l > M stets |a, —a,,| < 2 und |b, —b;| < % ist. Seien n, m > max{N, M}.
Danniste > |a, — a,,| + |b, — by| = |(a,, + b,,) — (a;,, + by,)|- Somit ist auch (a,, + b,,)

eine Cauchyfolge.

Zum Beweis der zweiten Eigenschaft: Nach Proposition 4.3.2 sind (a,) und (b,,) durch
eine gemeinsame Zahl C beschrinkt. Sei ¢ > 0. Dann gibt es, wie wir im vorigen Schritt
tiberlegt haben, ein N € N, sodass |a,, —a,,| < i und |b,, —b,,| < i firallen,m > N

ist. Es ist dann

|an'bn_am'bm|:|an'bn_am'bn‘l'am'bn_am'bm|S
S|an'bn_am'bnl'l'lam'bn_am'bml:

= |bn| : |an - aml + |am| : |bn - bm| <
—_— ~——— e N ——

<C € <C €
<2c 2.C
<eE.
Somit handelt es sich bei (a, - b,) um eine Cauchyfolge. ]

Fiir die Konstruktion der ganzen und rationalen Zahlen haben wir stets bestimmte Ele-
mente, die sich eine gemeinsame Eigenschalft teilen, als dquivalent angesehen. Der Weg
zur Definition der reellen Zahlen fiihrt ebenfalls iiber eine solche Aquivalenzrelation
auf der Menge aller rationalen Cauchyfolgen. Wir wollen im Prinzip jene Cauchyfolgen
zusammenfassen, die den gleichen Grenzwert besitzen. Da allerdings nicht jede Cauchy-

folge in den rationalen Zahlen konvergiert, konnen wir nicht definieren, dass wir zwei
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4 Die reellen Zahlen

Cauchyfolgen als dquivalent ansehen, falls die womdoglich nicht existenten Grenzwerte
gleich sind. Wenn wir das vorige Beispiel zu den Intervallschachtelungen betrachten, so
sehen wir, dass die Cauchyfolgen zwar nicht konvergieren, aber ihr Abstand beliebig
klein wird. Diese Eigenschaft verwenden wir nun zur Definition der Aquivalenzrelati-

on.

Definition 4.3.6. Seien (a,) und (b,,) rationale Cauchyfolgen. Wir definieren die Rela-
tion ~ auf € als
(a,) ~ (by) ‘& Aii?o(an —b,)=0.

Proposition 4.3.7. Bei der Relation ~ auf C handelt es sich um eine Aquivalenzrelation.
Es sind daher folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) VY(a,) € C: (a,) ~ (a,) (Reflexivitdt).
(2) V(a,),(by) € C: (ay) ~ (by) = (by) ~ (a,) (Symmetrie).

(3) V(an),(by),(cy) € C: ((an) ~ (by) A (by) ~ (cy)) = (ay) ~ (¢,) (Transitivitat).

Beweis. Zur Reflexivitit: Es ist lim (a, — a,,) = lim 0 = 0, und damit (a,) ~ (a,).

n—-oo n—oo
Zur Symmetrie: Angenommen, es wire (a,) ~ (b,), also lim (a,, — b,,) = 0. Wegen der
n—oo
Rechenregeln fiir Grenzwerte kénnen wir die vorige Gleichung mit —1 multiplizieren,

und erhalten lim (b, — a,) = 0, womit (b,) ~ (a,) gezeigt ist.

n—-oo
Die Transitivitiit folgt ebenfalls aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte. Es ist nach Vor-

aussetzung lim(a, — b,) = 0 = lim (b, — ¢,). Addieren dieser Ausdriicke liefert
n—oo n—oo
lim (a, —c,) = 0, also (a,) ~ (c,). O]

n—oo

Definition 4.3.8. Die Menge der reellen Zahlen R ist definiert als

R :=@/N.

Die Aquivalenzklasse der Folge (a,,) schreiben wir als C(a,,) an. Dort, wo wir hervorhe-

ben wollen, dass es sich um eine Aquivalenzklasse von Folgen handelt, schreiben wir

C ((an))
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4.4 Rechenoperationen auf R
Wie in den letzten Kapiteln wollen wir die Addition und die Multiplikation auf die
reellen Zahlen iibertragen.

Da es sich bei den reellen Zahlen um Aquivalenzklassen von Folgen handelt, und
wir Folgen addieren und multiplizieren konnen, bietet es sich an, fiir die Addition
und Multiplikation auf den reellen Zahlen darauf zuriickzugreifen. Proposition 4.3.5

garantiert uns, dass wir auf diese Weise wieder Cauchyfolgen erhalten.

Definition 4.4.1. Die Addition + : R X R — R ist definiert durch

C((an)) + C((bp) :=C((an + by)).
Da wir in der Definition Repridsentanten von Aquivalenzklassen verwendet haben,
miissen wir zeigen, dass die Addition auf den reellen Zahlen wohldefiniert ist.
Proposition 4.4.2. Die Addition auf den reellen Zahlen ist wohldefiniert. Sind also (a,,) ~

(a,) und (b)) ~ (b,), so ist C(a,) + C(b,) = C(a,,) + C(by,).

Beweis. Es ist nach Voraussetzung lim (an —a,) =0 = 11m (b’ — b,). Wegen der
Rechenregeln fiir Grenzwerte ist damlt hm ((a, + bn) - (an T b,)) = 0, und daher
C(a, + b,) = C(a,, + by). ]

Definition 4.4.3. Die Multiplikation - : R X R — R ist definiert durch
C((an)) - C((by)) :=C((an - by)).

Proposition 4.4.4. Die Multiplikation auf den reellen Zahlen ist wohldefiniert. Sind also
(an) ~ (an) und (b ) ~ (bn) S0 ist C(an) C(bn) = C(an) C(bn)

Beweis. Bei (a;,) und (b,,) handelt es sich um Cauchyfolgen, weswegen es nach Proposi-
tion 4.3.2 ein C € Q gibt, sodass |a;,| < Cund |b,| < C fiir alle n € N gilt.

95



4 Die reellen Zahlen

Seie > 0. Da lim (ay, — a,) = 0 = lim (b, — b,,) ist, gibt es ein N € N, sodass fiir alle

n—oo n—-oo

n > N stets |a), — a,| < % und |b, — b,| < % erfiillt ist. Es gilt damit:

|a1/1'b;1_an'bn|=|a;1'b;'t_al’fz'bn+a;l'bn_an'bn|S
S|a;'z'b;/'z_a;'z'bnl"'|al’fl'bn_an'bn|=

= |an| - |bn — bp| + |by| - |an — ap| <
—_— N——— _ N——

<C <C
< <% < %
<e.
Somit ist lim (ay, - b, — a, - b,) = 0,und C(a,, - b,) = C(ay, - by). O

n—oo

Die reellen Zahlen bilden einen Korper. Als Null- und Einselement verwenden wir die

Aquivalenzklassen der konstanten Folgen (0),,cp und (1), -

Proposition 4.4.5. (R, +,-,C(0), C(1)) ist ein Korper. Es sind daher die Korperaxiome
erfiillt (vgl. [50, S. 264]):

(1) VYa,b,ce R: (a+ b)+c=a+ (b+ c) (Assoziativitdit von +).

(2) Va,b € R: a + b = b + a (Kommutativitit von +).

(3) Va € R: a + C(0) = a (Nullelement).

(4) VaeR: d—a € R: a + (—a) = C(0) (Invertierbarkeit von +).

(5) Ya,b,ceR: (a-b)-c=a-(b-c)(Assoziativitdit von -).

(6) Ya,b € R: a-b = b - a(Kommutativitit von -).

(7) Va € R: a-C(1) = a (Einselement).

(8) Yae R\ {C(0)}: Ja~t € R: a-a~! = C(1) (Invertierbarkeit von -).

(9) Va,b,ceR: a-(b+c)=a-b+ a-c(Distributivitdt).
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4.4 Rechenoperationen auf R

Beweis. Seien a = C(a,), b = C(b,) und ¢ = C(c,) reelle Zahlen. Fiir den Beweis
der Assoziativitit der Addition greifen wir auf die Assoziativitit der rationalen Zahlen

zuriick:

(@a+b)+c=(C(a,) +Cby) +C(c,) =
= C(a, +b,) +C(c,) =
=C((ap +by) +cy) =
=C(ay+ by +cp)) =
=C(a,)+Cb, +c,) =
= C(ay) + (C(by) + C(cy)) =
=a+ (b+c).

Auch die Kommutativitit der Addition ldsst sich auf die rationalen Zahlen zuriickfiihren:

a+b=~C(a,)+C,) =C(a, +b,) =C(b, +a,) =C(b,)+C(a,) =b+a.

Analog die Invertierbarkeit der Addition, wobei wir —a := C(—a,,) setzen:

a + (—a) = C(ay) + C(=ay,) = C(a, + (~a,)) = C(0).

Fiir die Assoziativitit der Multiplikation greifen wir wieder auf die rationalen Zahlen

zuriick. Es ist

(a-b)-c=(Cay)-C(by)) - Clcy) =
= C(ay - by) - Clcp) =
=C((ay - bp)-cp) =
=C(ay - (by-cn) =
= C(ay) - C(by - ¢p) =
= C(ay) - (C(by) - Clcp)) =
=a-(b-c).
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4 Die reellen Zahlen

Zur Kommutativitdat der Multiplikation:

a-b=_=C(a,) - Cby,) =C(a, -b,) =C(b, - a,) =C(b,)-C(a,) =b-a.

Fiir den Beweis der Invertierbarkeit der Multiplikation ist Vorsicht nétig. Wir kénnen
nicht einfach den Kehrwert der Folge verwenden, da einzelne Folgenglieder gleich Null
sein konnen, selbst wenn die Folge nicht gegen Null konvergiert. Da die Folge aber
keine Nullfolge ist, muss es nach Lemma 4.3.4 einen Index N € N geben, ab dem die

Folgenglieder von Null verschieden sind. Wir definieren daher die Folge (b,,) durch

a, wennn<N,
b, =1,
—  sonst.
an

Seie > 0. Esistdann fiirallen > Nstets |a,,-b,,—1| = 0 < ¢, womit C(a,)-C(b,) = C(1)
gezeigt ist.

Zuletzt die Distributivitit, die wir wieder auf die rationalen Zahlen zuriickfiihren kon-

nen:

a-(b+¢)=Clay) - (C(by) + Clcy) =
= C(ay) - Clby +¢p) =
= C(ay- (by+¢y) =
= C(ay + by + @y - ¢) =
= C(ay - ba) + Clay - ¢) =
= C(ay) - C(ba) + Clay) - Cley) =

=a-b+a-c O]

Das additive Inverse von a schreiben wir wie iiblich als —a an, wihrend wir das multi-
plikative Inverse von a # C(0) als a~! bezeichnen. Zudem vereinbaren wir, anstelle von
a + (—b) direkt a — b zu schreiben.

Da die reellen Zahlen einen Korper bilden, folgen insbesondere die Eigenschaften aus

Proposition 3.2.6.
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4.4 Rechenoperationen auf R

Um eine Ordnung auf den reellen Zahlen zu definieren, gehen wir dhnlich vor wie in
den rationalen Zahlen: Eine reelle Zahl a soll kleiner gleich einer Zahl b sein, wenn es
eine positive reelle Zahl c gibt, sodass a + ¢ = b ist. Dazu benstigen wir zunichst eine

Definition von ,,positiv® in den reellen Zahlen.

Wir haben die reellen Zahlen iiber Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen definiert. Wenn
nun die Folge (a,) der reellen Zahl C(a,,) ab einem gewissen Index stets grofier als
eine positive rationale Zahl ist, so wollen wir auch die zugehdorige reelle Zahl als positiv
bezeichnen. Die Idee dahinter ist, dass der Grenzwert dieser Folge, oder das Loch im

Zahlenstrahl, dann ebenfalls auf der positiven Seite des Zahlenstrahls liegen muss.

Die Definition ,,grof3er als eine positive rationale Zahl“ ist notwendig — es reicht nicht
aus zu fordern, dass die Folge ab einem Index grofer als Null ist. Das wird am Beispiel
C(l) = C(0) deutlich: Obwohl L fiir alle nn € N stets grofler als Null ist, entspricht die
zugehtirige reelle Zahl dem Nurlllelement, welches wir als weder positiv noch negativ

ansehen wollen.

Definition 4.4.6. Wir nennen die reelle Zahl C(a,,) positiv, falls es ein ¢ € Q* und ein
N € N gibt, sodass a,, > cfiirallen > Nist. Ista,, < cfiireinc € Q™ und allen > N,
so nennen wir C(a,,) negativ. Das Nullelement C(0) wird als weder positiv noch negativ

definiert.

Zudem definieren wir

R* :={C(a,) €ER|Ic€eQt: AINEN:Vn>N: a, > c},
R™:={C(a,)eR|3IceQ :AINeN:Vn>N:aqa, <c}

als die Menge der positiven, beziehungsweise der negativen reellen Zahlen.

Da diese Definition Reprisentanten von Aquivalenzklassen verwendet, miissen wir die
Wohldefiniertheit beweisen.

Proposition 4.4.7. Die Eigenschaften ,positiv und ,,negativ von reellen Zahlen sind
wohldefiniert. Ist also C(a,,) positiv und (b,,) ~ (a,), so ist auch C(b,,) positiv. Analoges

gilt fiir negative reelle Zahlen.
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4 Die reellen Zahlen

Beweis. Angenommen, C(a,,) ist positiv und (b,) ~ (a,). Es gibt somit ein ¢ € Q* und
ein N € N, sodass a,, > cfiirallen > N ist. Da lim (a,, — b,,) = Oist, gibtesein M € N,

n—oo

sodass |a,, —b,,| < g fiir alle m > M ist. Sei nun K = max{N, M}und k > K. Esist dann

C
C—bkﬁak—bkﬁlak—bk|<5,

und daher 0 < § < by fiir alle k > K. Somit ist auch C(b,,) positiv.

Der Beweis fiir die Wohldefiniertheit der Negativitat lauft analog: Ist C(a,,) negativ und
(b,) ~ (a,),sogibteseinc € Q™ und ein N € N, sodass a,, < cfiir alle n > N. Wegen
11m (an —b,) =0gibtesein M € N, sodass |b,, — a,,| < —2 fiir alle m > M ist. Setzen
w1r K max{N, M}, und ist k > K, so haben wir

c
b — e < by —ax < |bx — a| < -3,

und damit b, < % < 0. Somit ist C(b,,) negativ. O

Proposition 4.4.8. Esist R = RT U{C(0)} UR™ und R* N R~ = @&. Somit ist jede reelle

Zahl entweder positiv, negativ, oder gleich dem Nullelement.

Beweis. Offensichtlich ist C(0) Element der Vereinigung. Fiir C(a,) € R mit C(a,,) #
C(0) ist (a,) nicht konvergent, oder lim a, # 0. Nach Lemma 4.3.4 gibt es daher ein
¢ >0und N € Nmit |a,| > efiiralle ZEOON .Da (a,) eine Cauchyfolge ist, gibt es weiters
einen Index M € N, ab dem alle Folgenglieder entweder positiv oder negativ sind. Es
ist dann also a,, < —¢ oder a,, > ¢ fiir n > max{N, M}, und somit C(a,,) entsprechend

positiv oder negativ.

Nehmen wir nun an, es géibe eine reelle Zahl C(a,,) die sowohl positiv als auch negativ ist.
Esgibtdahereinc € Q%,eind € Q~,sowie N, M € N, sodassfiirallen > Nundm > M
stets a,, > cund a,,, < d gilt. Sei nun n > max{M, N}. Dann wirea, <d <0<c < a,,
ein Widerspruch. Somit erhalten wir insgesamt, dass jede reelle Zahl entweder positiv,
negativ, oder gleich dem Nullelement ist. ]

Lemma 4.4.9. Sei C(a,) € R. Falls C(a,) positiv ist, so ist —C(a,) negativ. Ist C(a,,)

negativ, so ist —C(a,,) positiv.
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Beweis. Angenommen C(a,,) ist positiv, dann gibt es ein ¢ € Q" und ein N € N mit
a, > cfiir alle n > N. Multiplizieren dieser Gleichung mit —1 liefert —a,, < —c fiir alle

n > N. Da —c nach Lemma 3.2.10 negativ ist, ist auch C(—a,,) = —C(a,,) negativ.

Die zweite Aussage folgt analog. O

Auch in den reellen Zahlen gelten die uns bekannten Vorzeichenregeln (siehe Seite 49).
Ist beispielsweise C(a,) € R und C(b,)) € R™,sogibteseinc € QF,eind € Q™
sowie einen gemeinsamen Index N € N, sodass a,, > cund b,, < d fiir alle n > N ist. Es
istdanna, - b, < a, -d < c-d,wobei c - d nach den Rechenregeln fiir rationale Zahlen
negativ ist. Somit ist C(a,,) - C(b,) eine negative reelle Zahl.

Definition 4.4.10. Seien a, b € R. Dann definieren wir
a<b:e3ceR\R :a+c=0b

Zudem schreiben wir b > a fiir a < b. Ist das c in obiger Definition positiv (also ungleich
C(0)), so verwenden wir < und > anstelle von < und >.

Wir erhalten abermals die Tatsache, dass die negativen reellen Zahlen kleiner als C(0),
und die positiven reellen Zahlen grofier als C(0) sind. Das Argument hierfiir 1dsst sich

exakt wie auf Seite 72 fiihren.

Proposition 4.4.11. Die Relation < auf R ist eine Totalordnung. Fiir alle a,b € R gilt
daher a < b oder b < a. Zudem sind die Eigenschaften einer Ordnungsrelation erfiillt:

(1) Ya € R: a < a (Reflexivitdt).

(2) YVa,b e R: (a £bAb < a)=> a= b (Antisymmetrie).

(3) Va,b,ce R: (a £b Ab <c)= a < c(Transitivitdt).
Beweis. Die Reflexivitit folgt direkt aus a + C(0) = a. Fiir die Antisymmetrie nehmen
wir an, dass a < bund b < a wire. Es gibt daherc,¢’ € R\ R7, sodass b = a + c und
a = b + ¢’ ist. Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert a = a + (¢ + ¢’), also

¢ + ¢’ = C(0). Wiren c oder ¢’ positiv, so miisste es auch die Summe ¢ + ¢’ = C(0) sein,

ein Widerspruch. Somit ist ¢ = ¢’ = C(0) und daher a = b.
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4 Die reellen Zahlen

Zur Transitivitidt: Ista < bund b < ¢,so gibtesd,d’ € R\ R™, sodass b = a + d und
c=b+d ist. Esistdann ¢ = a + (d + d’), wobei d + d’ nach unseren Uberlegungen
eine Summe nichtnegativer reeller Zahlen ist, also selbst wieder nichtnegativ ist. Somit

ista <c.

Um zu zeigen, dass es sich um eine Totalordnung handelt, betrachten wir a,b € R.
Nach Proposition 3.2.6 hat die Gleichung a + x = b stets eine eindeutige Losung x € R,
die nach Proposition 4.4.8 entweder negativ oder nichtnegativ ist. Falls die Losung
nichtnegativ ist, so folgt direkt aus Definition 4.4.10 a < b. Ist x hingegen negativ,
so konnen wir auf beiden Seiten der Gleichung —x € R addieren, und erhalten

a = b + (—x), also b < a. Somit sind stets zwei reelle Zahlen {iber < vergleichbar. [
Proposition 4.4.12. Die Relation < auf den reellen Zahlen erfiillt die Ordnungsaxiome:
(1) Fiira,b,ceRista<beoa+c<b+c
(2) Fiira,b € Rmita > C(0)undb > C(0)ista - b > C(0).
Beweis. Esist a < b dquivalent dazu, dasseseind € R\ R™ mit b = a + d gibt. Diese
Gleichung ist wiederum dquivalentzub +c =(a+c)+d,alsoa+c <b+c.

Fiir den Beweis der zweiten Behauptung nehmen wir an, es wire a > C(0) und b > C(0).
Nach unseren vorigen Beobachtungen ist das Produkt zweier positiver reeller Zahlen
wieder positiv, und da alle positiven reellen Zahlen gréfler als C(0) sind, folgta - b >
C(0). O

Wie in den rationalen Zahlen diirfen wir auch in den reellen Zahlen mit Ungleichungen
rechnen.
Proposition 4.4.13. Seien a,b,c,d € R. Dann gilt:

(1) Ista<bundc <d,soista+c<b+d.

(2) Istc positiv, so ist a < b dquivalentzua-c < b -c.

(3) Ist c negativ, so ist a < b dquivalentzub -c < a - c.
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Beweis. Zu(1):Ista < bundc <d,sogibtesr,s e R\R  mitb=a+rundd =c+s.
Addieren dieser Gleichungen liefert b + d = a + ¢ + (r + s). Da die Summe zweier

nichtnegativer reeller Zahlen wieder nichtnegativ ist, folgt darausa + ¢ < b + d.

Zu (2): Angenommen, ¢ wire positivund a < b. Dann gibteseinr € R mith = a +r.
Multiplizieren dieser Gleichung mit c liefert b - ¢ = a - ¢ + (r - ¢). Da es sich bei r und ¢
um nichtnegative reelle Zahlen handelt, ist nach unseren vorigen Beobachtungen auch

ihr Produkt nichtnegativ, und dahera -c < b - c.

Ist umgekehrta-c < b-c,sogibteseinr € R\ R™ mith-c = a-c+ r. Multiplizieren
wir diese Gleichung mit ¢!, so erhalten wir b = a +r - ¢~!. Da c positiv ist, muss auch

c~! positiv sein, und damit auch das Produkt r - ¢~!. Es ist daher a < b.

Zu (3): Ist c negativ, so muss —c nach Lemma 4.4.9 positiv sein. Wegen Punkt (2)ista < b
dquivalentzu a - (—c) < b-(—c). Esgibtdahereinr € R\ R™ mitb-(—c) = a-(—c)+r.
Multiplizieren mit C(—1) liefertb-c=a-c—r,waszua-c = b - ¢ + r dquivalent ist,

alsob-c<a-c. O

Proposition 4.4.14. Seien C(a,,) und C(b,) reelle Zahlen. Dann folgt aus C(a,) < C(b,),
dassesein N € Nmita, < b, fiirallen > N gibt. Sind umgekehrt (a,,) und (b,) rationale
Cauchyfolgen, und gibt es ein N € N mit a,, < b,, fiir allen > N, so ist C(a,) < C(b,).

Beweis. Angenommen, es wire C(a,,) < C(b,). Dann ist C(b,, — a,,) positiv, weswegen
eseinc € QF und ein N € N mit b, — a,, > cfiir alle n > N gibt. Es ist daher
b, >c+a, > a,fiirallen > N.

Fiir den Beweis der zweiten Aussage betrachten wir die Folge

0 wennn < N,
Cp 1=
b, —a, sonst.

Die Folge (c,,) ist eine rationale Cauchyfolge, deren Glieder nichtnegativ sind. Daher ist
auch C(c,) nichtnegativ, denn sonst miisste (c, ) ab einem Index kleiner als eine feste
negative Zahl sein, im Widerspruch zur Nichtnegativitdt. Damit folgt, wegen C(a,,) +
C(c,) = C(b,), dass C(a,) < C(b,,) ist. O
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Wie wir es aus den letzten Erweiterungen gewohnt sind, stellt auch die Ordnung in den
reellen Zahlen keine Wohlordnung dar. Das wird am Beispiel der Menge der negativen

reellen Zahlen R~ deutlich, die nichtleer ist, allerdings kein kleinstes Element besitzt.

4.5 Vollstandigkeit von R

In Abschnitt 4.2 haben wir gezeigt, dass der Zahlenstrahl der rationalen Zahlen unerwar-
tete Locher enthilt, und festgestellt, dass die Existenz dieser Locher an die Konvergenz
von Cauchyfolgen gekniipft ist. Konvergiert in einem metrischen Raum jede Cauchy-
folge, so nennt man diesen Raum vollstdndig. Wir wollen nun zeigen, dass die reellen

Zahlen, wie wir sie definiert haben, tatsdchlich vollstindig sind.

Zunichst bendtigen wir den Begriff der rationalen reellen Zahl. Wie der Name bereits
andeutet, handelt es sich bei diesen um die in die reellen Zahlen eingebetteten rationalen
Zahlen.

Definition 4.5.1. Wir nennen « € R eine rationale reelle Zahl, wenn es ein a € Q mit

a=C ((a)n eN) gibt. Existiert es ein solches a nicht, so nennen wir « irrational.

Beispiele fiir rationale reelle Zahlen sind das Nullelement C(0), oder das Einselement
C(1) der reellen Zahlen. Eine irrationale reelle Zahl ist etwa jene reelle Zahl, die durch
die Cauchyfolgen jener Intervallschachtelung definiert wird, die wir in Abschnitt 4.2
untersucht haben.

Fiir die reellen Zahlen definieren wir die Betragsfunktion wie in den rationalen Zahlen.

Definition 4.5.2. Fiir a € R definieren wir

a wenn a > C(0),
laf 1=
—a  sonst.

Die Betragsfunktion weist alle bekannten Eigenschaften, unter anderem die Produktregel
und die Dreiecksungleichung, auf. Aus der Definition geht mit Hilfe von Lemma 4.4.9

hervor, dass der Betrag stets eine nichtnegative reelle Zahl ist.
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Proposition 4.5.3. Seia =C ((an)neN) eine reelle Zahl. Dann ist

| ((a")neN)l ((|an|)neN)

Beweis. Behandeln wir zunédchst den Fall C ((an)n eN) C(0). Dann ist 'C ((an)n eN)|

C(0), und nach Definition 4.3.6 auch lim a,, = 0, woraus hm |a,,| = 0 folgt. Somit ist

((an)neN) ((la”ll)neN)

IstC ((an)neN) positiv, so gibt es nach Definition 4.4.6 ein ¢ € Q% und einen Index N,
sodass a,, > c fiir alle n > N erfiillt ist. Ab diesem Index ist a,, — |a,| = 0, und damit

.C ((a”)neN)| =C ((la”DneN)
IstC ((an)neN) negativ, so gehen wir dhnlich vor: Es ist |C ((an)neN)| (( an)neN)

und es gibt ein ¢ € Q™ sowie ein N € N, sodass a,, < cfiir alle n > N ist. Ab diesem
Index ist daher —a, — |a,| = —a, — (—a,) = 0, und somit ebenfalls |C((an)neN). =
€ ((anDyen)- =

Bemerkung. Fiir einige Propositionen und Beweise in diesem Abschnitt ist es hilfreich,
sich C(a,) = lim a, vorzustellen. Auf die obige Proposition angewandt ergibt sich
damit | lim anT_;m lim |a,|, was nichts anderes als die Stetigkeit der Betragsfunktion
bedeutertl._) " i

Wir konnen nun, analog zu Definition 4.3.1, den Begriff der reellen Cauchyfolge einfiih-
ren. Bis auf weiteres meinen wir, sofern nichts anderes angegeben ist, mit dem Ausdruck
¢ > C(0) eine beliebige reelle Zahl grofier als das Nullelement.

Definition 4.5.4. Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen. Dann heifit (a,) Cauchyfolge, wenn
Ve>C(0): ANeN: Vnm>N: |a,—a,| <c

Definition 4.5.5. Eine Folge reeller Intervalle (I,,) = ([a,, b, ]) heift (reelle) Intervall-
schachtelung, falls I,,,; C I, fiir alle n € N gilt, und lim (b,, — a,) = C(0) ist.
n—oo

Betrachten wir die Propositionen zu rationalen Cauchyfolgen und Intervallschachtelun-

gen, so konnen wir feststellen, dass wir darin nur mit Eigenschaften gearbeitet haben,

die wir auch fiir die reellen Zahlen beweisen konnen. Somit lassen sich Lemma 4.2.3,
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Proposition 4.2.4, Proposition 4.2.5, Proposition 4.3.2 und Proposition 4.3.3 auf die re-
ellen Zahlen iibertragen, indem wir lediglich die Notation in den Beweisen anpassen
(etwa ¢ - C(2)~! anstelle von 2) [36, S. 25].

Sehr wichtig fiir unsere weiteren Uberlegungen ist folgende Proposition iiber die Dicht-
heit der rationalen reellen Zahlen in den reellen Zahlen. Diese sagt aus, dass wir jede
reelle Zahl, auch irrationale reelle Zahlen, beliebig genau durch rationale reelle Zahlen

approximieren konnen.

Proposition 4.5.6. Seien C(a,,) < C(b,,) zwei verschiedene reelle Zahlen. Dann gibt es
eine rationale reelle Zahl C(c) mit C(a,) < C(c) < C(b,).

Beweis. Da es sich bei (a,) und (b,,) um Cauchyfolgen handelt, gibt es nach Propositi-
on 4.3.3 Intervallschachtelungen (I,,) = ([p,, 9,]) und (J,,) = ([r},, 5,1), sodass (a,,) ab

einem Index in jedem Iy, und (b,,) ab einem Index in jedem J enthalten ist.

Da C(g,) = C(a,) < C(b,) = C(r,) ist, gibt es nach Proposition 4.4.14 einen Index
N € N, sodass q,, < r,, fiir alle n > N gilt. Insbesondere ist g5 < 7y, Weswegen wir eine
rationale Zahl c finden konnen, die gy < ¢ < ry erfiillt (etwa das arithmetische Mittel

von gy und ry).

Es ist dann C((¢),,,) eine rationale reelle Zahl. Zudem handelt es sich bei (g,,) nach

Lemma 4.2.3 um eine monoton fallende Folge. Daher gilt

0<c—gv=<c—Qgnt1 SC—gn42 S ooy

weswegen C ((¢ — g,,)) eine positive reelle Zahl ist. Somit ist C(c) = C(q,)+ C ((c — q,)),
also C(g,,) < C(c). Ahnlich lisst sich zeigen, dass C(c) < C(r,,) ist. H

Um das Hauptresultat dieses Abschnitts beweisen zu kdnnen, bendtigen wir folgen-
des Lemma. In der Formulierung und im Beweis ist die Unterscheidung zwischen
konstanten und im Allgemeinen nichtkonstanten Folgen wichtig. Daher werden kon-

stante Folgen durch die Verwendung eines unabhéngigen Laufindex gekennzeichnet:

(an>keN = (ap, ap, Ay, --.)-

Lemma 4.5.7. Sei (q,,) eine rationale Cauchyfolge. Dann ist lim C ((qn)k GN) = C(qg)-
n—-oo

106



4.5 Vollstindigkeit von R

Beweis. Sei¢ > C(0). Wegen Proposition 4.5.6 gibt es ein 7 € Q1 mit C(0) < C(n) < e.
Da es sich bei (g,) um eine Cauchyfolge handelt, gibtesein N € N, sodass |q,,, — q,| <7
fiir alle n,m > N ist. Halten wir n > N fest, so sind die Glieder von (|qx — gynl), o @b

dem Index N kleiner als die Glieder der konstanten Folge (n)k "y

Aus Proposition 4.4.14 folgt damit, dass C ((|qk — ankeN) < C(ny) ist. Mit Hilfe von
Proposition 4.5.3 erhalten wir

e>CMm) > C((Iqk — qnlyen) = 1€ (@ — @n)ien)| = €@ = € ((@n)en)| -

Zusammengefasst: Fiir ein beliebiges ¢ > 0 gibt es einen Index N € N, sodass

(@) = € (@n)een)| < €
fiir n > N gilt. Somit ist 21_{120 C ((qn)keN) = C(qy)- ]

Satz 4.5.8. Die reellen Zahlen sind vollstindig: Jede reelle Cauchyfolge ist konvergent.

Beweis. Sei (b)) eine reelle Cauchyfolge. Dann gibt es nach Proposition 4.3.3 (auf die
reellen Zahlen iibertragen) eine reelle Intervallschachtelung (I,,) = ([a,, ¢, 1), sodass

(b,,) ab einem Index in jedem Intervall enthalten ist.

Fiir N € N finden wir wegen Proposition 4.5.6 in I sicher eine rationale reelle Zahl
C ((qN)keN). Die Folge (C ((qn)kEN))neN jener rationalen reellen Zahlen ist eine reelle
Cauchyfolge, da sie in einer Intervallschachtelung liegt. Fiir e € Q* gibt es daher ein
N € N, sodass

|C ((qm)keN) -C ((qn)keN)| = |C ((qm - q”)keN). < C(E)

fiir alle n, m > N erfiillt ist. Wegen Proposition 4.5.3 ist daher

C((gm = gnDyen) < C),

und nach Proposition 4.4.14 bedeutet das, dass |g,, — g,| < € ist. Es handelt sich somit

bei (g), o, Um eine rationale Cauchyfolge.
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4 Die reellen Zahlen

Setzenwir 8 :=C ((qn)neN)
nun zeigen, dass g in allen Intervallen enthalten ist.

. Wegen Lemma 4.5.7 ist lim C ((qn)keN) = . Wir miissen
n—-oo

Fir N € Nist C ((qn), ) € In-unddal, C Iy fiirallen > N gilt, ist C ((gn), o) € In
fiir alle n > N. Wegen der Eigenschaften von Grenzwerten muss daher § € I sein. Die

reelle Zahl g liegt somit in allen Intervallen, weswegen lim b,, = §ist. [
n—oo

Als erste Anwendung der Vollstandigkeit beweisen wir, dass Gleichungen dhnlich zu der
aus Abschnitt 4.2 in den reellen Zahlen 16sbar sind. Zur besseren Lesbarkeit verwenden
wir die Notation % = a - b~!, und schreiben a = C(a) fiir rationale reelle Zahlen; diese

Schreibweise wird im nachsten Abschnitt formalisiert.

Proposition 4.5.9. Sei a € R und k € N mit k > 1. Dann ist die Gleichung x* = a in
den reellen Zahlen stets losbar, wenn k ungerade ist. Falls k gerade ist, so ist die Gleichung

losbar, wenn a nichtnegativ ist.

Beweis. Fiir a = 0 ist die Losung durch x = 0 gegeben. Andernfalls gehen wir dhnlich
vor wie in Abschnitt 4.2. Zunichst definieren wir das Intervall I, = [a, by] mit a, :=
min{—1, —|a|} und b, := max{1, |a|}. Falls |a] > 1 ist, so muss wegen |a|* > |a| das
x € R, welches diese Gleichung erfiillt in diesem Intervall liegen — vorausgesetzt es

existiert. Fiir |a| < 1ist |a|* < |a|, und damit ebenfalls x € I,.

Die nachfolgenden Intervalle definieren wir wie folgt:
ay, a"+b"] wenn (

[an+bn
2

Iiy1 = [aps1,bpya] 1=

n
Per Konstruktion ist aX < aund bk > afiirallen € N. Wegen b,, —a,, = (%) -2+-byund

lim (l>n = 0 handelt es sich bei (I,,) um eine reelle Intervallschachtelung. Daher sind
n—oo

(a,) und (b,) Cauchyfolgen, die nach Satz 4.5.8 gegen eine Zahl o« € R konvergieren.
Aufgrund der Grenzwerteigenschaften ist «* < a und a* > a, woraus a* = a folgt.

Somit ist & eine Losung der Gleichung x* = a.

—a+a

k
Ista € R*, so ist ( ) = 0 < a, woraus a; = 0 folgt. Insbesondere ist damit

a > ay = 0 nichtnegativ. ]

108



4.6 Einbettungvon Qin R

Das obige Resultat konnen wir dazu verwenden, die Wurzelfunktion auf den nichtnega-

tiven reellen Zahlen zu definieren.

Definition 4.5.10. Sei a € R\ R~ und n € N mit n > 1. Dann definieren wir %/a als

die nichtnegative Losung der Gleichung x" = a.

Fiir das Rechnen mit Wurzelausdriicken gelten die bekannten Rechenregeln.

4.6 Einbettung von Q in R

Da wir die reellen Zahlen {iber Cauchyfolgen definiert haben, mussten wir bisher mit
einer etwas unintuitiven Notation arbeiten - sind wir es doch eher gewohnt, dass sich
reelle Zahlen als Ergebnisse wie \/5 oder als Dezimalzahlen wie 1,414213562 ... anschrei-
ben lassen. In diesem Abschnitt geht es daher darum, die rationalen Zahlen in die reellen

Zahlen einzubetten, und die bekannte Notation ,,wiederherzustellen®.

Eine Einbettung im Sinne von Definition 2.4.1 zu finden ist nicht sonderlich schwer:
Wir ordnen jeder rationalen Zahl a € Q die Aquivalenzklasse der konstanten Folge

(@), 2zu. Diese ist offensichtlich eine Cauchyfolge.

Proposition 4.6.1. Seip : Q — R mit ¢(a) := C((a)). Dann handelt es sich bei ¢ um

eine Einbettung.

Beweis. Seien a,b € Q. Dann ist

p(a+b)=C((a+Db))=C((a)+ (b)) =C((a))+C((b)) = p(a) + @(b).

Zudem ist

p(a-b)=C((a-b)) =C((a)- (b)) =C((a))-C((b)) = ¢(a) - p(b).

Fiir den Beweis der Injektivitdt nehmen wir an, dass ¢(a) = C ((a)) = C((b)) = ¢p(b) ist.
Dann ist nach Definition 4.3.6 lim (a — b) = 0. Durch Anwenden der Rechenregeln fiir

n—-oo
Grenzwerte und Umformen des Ausdrucks erhalten wir daraus direkt a = b. O
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4 Die reellen Zahlen

Auch die Ordnung der rationalen Zahlen ist mit der Ordnung der reellen Zahlen ver-

traglich.

Proposition 4.6.2. Seien a,b € Q. Dann ist a < b genau dann, wenn ¢(a) < ¢(b) ist.

Beweis. Angenommen, es wire a < b. Dann gibteseinc € Q \ Q™ mitb = a +c. Es
ist (b) = p(a + c) = p(a) + ¢(c). Da c eine nichtnegative rationale Zahl ist, handelt es
sich bei C ((c)) um eine nichtnegative reelle Zahl. Damit ist ¢(a) < ¢(b).

Um die umgekehrte Richtung zu beweisen, treffen wir eine Fallunterscheidung. Ist
p(a) = @(b), so gilt lim (b — a) = 0, woraus direkt a = b folgt. Ist hingegen, ohne
Beschriankung der A’fl:g)oeomeinheit, p(a) < @(b), so ist C((b — a)) eine positive reelle
Zahl. Nach Definition 4.4.6 gibtes daher einc € Q* mitb—a > c. Damitistb > a+c > a,
alsoa < b. [

Wir haben somit gezeigt, dass die rationalen Zahlen mit den reellen Zahlen vertriglich
sind, und schreiben Q@ C R um auszudriicken, dass die reellen Zahlen eine Erweiterung

der rationalen Zahlen sind.

Fiir die Notation einigen wir uns zunéchst darauf, jede (rationale) reelle Zahl C((a)) mit
a € Q kiinftig als a anzuschreiben. Auf3erdem benutzen wir die bekannte Bruchschreib-

weise % mit 8 # 0 anstelle von « - B~ fiir a, € R, wobei 8 # 0.

Von Interesse sind nun die irrationalen Zahlen, sprich die Aquivalenzklassen jener
rationalen Cauchyfolgen, die in Q keinen Grenzwert besitzen. Wir zeigen, dass wir jede
reelle Zahl beliebig genau durch eine rationale Dezimalzahl approximieren kénnen. Zu

jeder reellen Zahl lassen sich damit beliebig viele Nachkommastellen ausrechnen.

Proposition 4.6.3. Sei a € R und ¢ > 0. Dann gibt es ein a € Q, sodass |a — a| < € ist.

Beweis. Betrachten wir die reellen Zahlen o und a + ¢. Nach Proposition 4.5.6 gibt es

eine rationale Zahl a € Qmita < a < a + €. Esist daher |« — a| < e. ]

Zudem kodnnen wir Proposition 3.3.4 ergdnzen: Ist ay, a;a,as ... eine Dezimaldarstellung,

so entspricht dieser sicher eine reelle Zahl.
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4.7 Unendlichkeit der Zahlenmengen

Proposition 4.6.4. Sei a, a,a,a; ... eine Dezimaldarstellung. Dann ist
(o] 1 n
a=a0+Zan-<E>
n=1
eine reelle Zahl.

n
Beweis. Esist0 < a,, < 9fiir alle a,, mit n > 1. Zudem konvergiert Z:Zl 9. (%) ,daes

n n
sich um eine geometrische Reihe handelt, und % < 1ist. Wegen a,, - (%) <9. (%)

konvergiert die urspriingliche Reihe nach dem Majorantenkriterium. ]

Da irrationale Zahlen nach Proposition 3.3.4 eine nicht abbrechende, nicht periodische
Dezimaldarstellung besitzen, sind wir bei der Darstellung irrationaler Zahlen in der
Praxis an endliche Genauigkeit gebunden. Sie ist daher vor allem fiir numerische An-
wendungen interessant. In der Regel ist es sinnvoller, einer reellen Zahl eine eindeutige
Eigenschaft zuzuweisen, und die Zahl anschlieffend konkret zu benennen (etwa 7 oder

e), oder sie als Bild einer Funktion darzustellen, wie \/5

Durch die Erweiterung auf die reellen Zahlen haben wir gewonnen, dass der Zahlenstrahl
keine Liicken enthilt: Jede Cauchyfolge ist konvergent. Dennoch sind wir nach wie
vor nicht dazu in der Lage, die Nullstellen beliebiger Polynome zu finden. So gibt es
etwa keine reelle Zahl mit x? = —1, denn sowohl das Produkt zweier positiver, wie auch
zweier negativer Zahlen ist stets positiv. Die Suche nach Nullstellen von Polynomen

wird uns im ndchsten Kapitel zu den komplexen Zahlen beschiftigen.

4.7 Unendlichkeit der Zahlenmengen

Das Kapitel zu den reellen Zahlen bietet sich gut dafiir an, die Grofle der bisher einge-
fiihrten Zahlenmengen zu behandeln. Intuitiv fillt es uns nicht schwer zu sagen, dass
alle bisher bekannten Zahlenmengen ,,unendlich grof3* sind. Wie dieser Abschnitt zei-
gen wird, versagt unsere Intuition jedoch gerade bei unendlich grofien Zahlenmengen -
es ist daher notwendig, dass wir uns diesem Begriff behutsam ndhern, und sorgfiltig

damit arbeiten.
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4 Die reellen Zahlen

Um die Grof3e von Mengen untersuchen zu kénnen, bendtigen wir zunédchst die Mog-
lichkeit, die Grofien in Relation zueinander zu setzen. Dazu verwenden wir die Idee der
paarweisen Zuordnung, die bereits viele tausend Jahre alt ist, wie wir in Abschnitt 1.1
gezeigt haben.

Definition 4.7.1 ([19, S. 65]). Seien A und B Mengen. Dann definieren wir:
(1) |A| £ |B|, wenn es eine injektive Funktion f : A — B gibt,
(2) |A| = |B|, wenn es eine bijektive Funktion f : A — B gibt.

Im ersten Fall sagen wir, dass die Michtigkeit von A kleiner gleich der Méachtigkeit von
B ist. Ist der zweite Punkt erfiillt, so nennen wir A und B gleich méchtig: A und B haben
gleich viele Elemente.

An dieser Stelle konnen wir nicht formal beweisen, dass es sich bei < um eine Ordnungs-
relation, und bei = um eine Aquivalenzrelation handelt, denn wir haben nicht definiert,
um was fiir ein Objekt es sich bei |A| iiberhaupt handelt. Die Antwort auf diese Frage
fithrt auf das Gebiet der Kardinalzahlen, und wiirde leider den Umfang dieser Diplom-
arbeit sprengen [vgl. 19, S. 162-182]. Fiir unsere Zwecke ist es ausreichend, wenn wir
weniger formal vorgehen, und fiir eine endliche Menge mit |A| die Anzahl der Elemen-
te von A meinen, wiahrend wir fiir einige ausgewdhlte unendliche Mengen spezielle
Bezeichnungen der Kardinalitdten einfiihren.

Zunichst benotigen wir jedoch eine Definition von ,,unendlich®. Als Ausgangspunkt
benutzen wir die Menge der natiirlichen Zahlen, die uns intuitiv als unendliche Menge
erscheint. Kbnnen wir eine surjektive Zuordnung einer Menge A zur Menge der natiirli-
chen Zahlen finden, so enthilt A sicherlich mindestens so viele Elemente wie N, und

wire unserer Intuition nach ebenfalls unendlich.

Definition 4.7.2 ([19, S. 104]). Wir nennen eine Menge A unendlich, falls es eine
surjektive Funktion f : A — N gibt. Ist eine Menge nicht unendlich, so nennen wir sie
endlich.

Aus dieser Definition folgt, dass die Menge der natiirlichen Zahlen die kleinste unendli-

che Menge ist.
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4.7 Unendlichkeit der Zahlenmengen

Proposition 4.7.3. Sei A eine unendliche Menge. Dann ist [N| < |A].

Beweis. Da A unendlich ist, gibt es eine surjektive Funktion f : A — N. Fiirallen € N
ist daher das Urbild f~}(n) = {a € A | f(a) = n} nichtleer, weswegen wir nach dem
Auswahlaxiom genau ein Element a,, aus dieser Menge auswéhlen konnen. Definieren
wirnun g : N — A durch g(n) := a,, so folgt aus g(n) = g(m), dass a,, und a,, im
Urbild f~!(n) liegen, womit n = m ist [33]. Somit ist g injektiv, und |N| < |A| nach
Definition 4.7.1. [

Die uns bekannten Zahlenmengen sind, wie erwartet, unendlich. Zum Beweis betrachten
wir einfach eine Funktion, die alle natiirlichen Zahlen auf sich selbst abbildet, und alle

ibrigen (ganzen/rationalen/reellen) Zahlen auf das Nullelement.

Eine interessante Eigenschaft unendlicher Mengen ldsst sich beobachten, wenn wir etwa
die Menge N = {n € N | 2|n} und die Funktion f : N - N mit f(n) = 2-n untersuchen.
Wegen der Definition der Menge handelt es sich bei f sicher um eine Surjektion, und aus
2-n= f(n) = f(m) =2 - mfolgt mit der Kiirzungsregel, dass n = m ist. Die Funktion
f ist daher auch injektiv, und damit insgesamt bijektiv. Nach Definition 4.7.1 ist daher
|IN| = |N|. Die Mengen haben also gleich viele Elemente, obwohl N eine echte Teilmenge

der natiirlichen Zahlen ist!

Diese Besonderheit widerspricht unserer Intuition, dass ein Teil, dem etwas auf das
Ganze fehlt, stets kleiner als jenes Ganze ist. Es ldsst sich zeigen, dass diese Eigenschaft
charakteristisch fiir unendliche Mengen ist, und sogar eine dquivalente Definition des
Unendlichkeitsbegriffs ermoglicht [19, S. 93, 104].

Auch die uns bekannten Zahlenmengen bleiben von solchen Besonderheiten nicht

verschont, wie folgende Proposition zeigt.
Proposition 4.7.4. Esist |N| = |Z]| = |Q).
Beweis. Betrachten wir die Auflistung 0, 1, —1, 2, —2, 3, —3, .... In dieser Liste kommen
offenbar alle ganzen Zahlen vor. Gehen wir sie der Reihe nach durch (nulltes Element,

erstes Element, ...), so erhalten wir dadurch eine bijektive Abbildung von den natiirlichen

Zahlen auf die ganzen Zahlen. Es ist somit |[N| = |Z].
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4 Die reellen Zahlen

Um |N| = |Q| zu beweisen, betrachten wir die Darstellung der positiven rationalen
Zahlen in Abbildung 4.2. Wir konnen diese darin der Reihe nach abzdhlen, wobei wir

nur Briiche = mit ggT(m,n) = 1in den Pfad aufnehmen (in der Grafik rot markiert).
n
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Abbildung 4.2: Cantors erstes Diagonalargument.

Wir erhalten somit die Aufzdhlung 1, - 3 ... Zur Erweiterung auf die nichtposi-

tiven rationalen Zahlen fligen wir an den Beglnn der Liste die Null an, und nach jedem
11 1 11

Element dessen additives Inverses: 0,1, —1, ST 2,-2,3,-3, - Ty _Z .. Gehen
wir diese Auflistung nun der Reihe nach durch, erhalten wir eine Bijektion von N nach
Q. Es ist somit |N| = |Q]. O

Obwohl wir intuitiv vermuten wiirde, dass gerade die rationalen Zahlen wesentlich
umfangreicher sind als die natiirlichen Zahlen, zeigt sich bei genauerer Betrachtung,
dass beide Mengen gleich viele Elemente besitzen. Mengen, die gleich méichtig wie die

natiirlichen Zahlen sind, werden auch abzdhlbar unendlich genannt.

Definition 4.7.5 ([19, S. 109]). Eine Menge A heif3t abzdhlbar unendlich, falls es ei-
ne bijektive Funktion f : N — A gibt. Fiir die Kardinalitédt der natiirlichen Zahlen

schreiben wir |N| = N
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4.7 Unendlichkeit der Zahlenmengen

Die ganzen und rationalen Zahlen sind somit abzdhlbar unendlich, und es ist |Z| =

Es bleibt nun die Frage, ob auch die reellen Zahlen abzihlbar unendlich sind. Die
Antwort auf diese Frage hat Georg Cantor im Jahr 1873 gefunden, wobei vor allem sein

spiterer Beweis aus dem Jahr 1891 heute weit bekannt ist [19, S. 121].

Proposition 4.7.6 ([19, S. 121]). Die reellen Zahlen sind iiberabzdhlbar, es gibt keine
surjektive Funktion f : N — R.

Beweis. Wir zeigen, dass es bereits keine Abzidhlung des Intervalls [0,1] C R geben kann.

Nehmen wir dazu an, es gibe eine solche, also eine surjektive Funktion f : N — [0,1]:

f(0) = ag,a0,100,100,300 .40 5 -
J() = ay,a1101 201307 401 5 ...
f(2) = a30,0310520; 305 405 5 ...
J(3) =a30,03103,03303 4035 ...

J(4) = a40,04104 2043044045 .-

Wir betrachten nun die Zahl « := 0, b;b,b;b,bs ..., wobei b,, wie folgt definiert ist.

1 wennay,, =2,
b, :=
2 wenna,, # 2.

Dann ist jedenfalls o # f(0), da die erste Nachkommastelle verschieden ist. Es ist auch
a # f(1), da die zweite Nachkommastelle verschieden ist. Allgemein ist a # f(n) fiir
alle n € N, da sich die n-te Nachkommastelle unterscheidet. Wir haben somit eine Zahl

a € [0,1] gefunden, die nicht im Bild der Surjektion liegt — ein Widerspruch.

Daher kann es keine Abzéhlung des Intervalls [0,1], und somit auch der reellen Zahlen

geben. ]

Die Michtigkeit der reellen Zahlen wird in der Regel mit |R| = ¢ bezeichnet, wobei

¢ an ,,Kontinuum® erinnern soll. Da sich zeigen lésst, dass |P(N)| = c ist, und fiir die
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4 Die reellen Zahlen

Grofie der Potenzmenge einer endlichen Menge A stets |P(A)| = 241 gilt [19, S. 134~

135], schreibt man manchmal auch ¢ = 2%,

Fiir die zukiinftigen Erweiterungen auf die komplexen Zahlen, die Quaternionen und

Oktonionen kann man beweisen, dass diese gleich méichtig zu den reellen Zahlen sind.

Proposition 4.7.7 ([19, S. 130-131]). Fiirn € Nmitn > 1ist |R"| = c.

Wir haben bewiesen, dass die reellen Zahlen méchtiger als die Menge der natiirlichen
Zahlen sind. Die Frage ist nun, ob es Mengen gibt, deren Miachtigkeit zwischen X, und ¢
liegt? Georg Cantor hat bereits im Jahr 1878 vermutet, dass dies nicht der Fall ist, konnte
seine Vermutung allerdings nicht beweisen, und hat ,,die genaue Untersuchung dieser
Frage [...] auf eine spitere Gelegenheit® verschoben [9, S. 258]. David Hilbert setzte die
Losung dieser mittlerweile als Kontinuumshypothese bekannten Behauptung anlésslich
seines Vortrags auf dem internationalen Mathematiker-Kongress in Paris im Jahr 1900
auf seine Liste der 23 Probleme, die fiir das 20. Jahrhundert von Bedeutung wéren [28,
S. 263-264].

Im Jahr 1938 konnte Kurt Godel zeigen, dass die Kontinuumshypothese mit ZFC nicht
widerlegbar ist. Es dauerte nochmals knappe dreif3ig Jahre, bis Paul Cohen 1963 zeigen
konnte, dass sie sich mit ZFC auch nicht beweisen ldsst [19, S. 152]. Die Kontinuumshy-
pothese ist somit eine jener unentscheidbaren Aussagen, deren Existenz aus dem ersten
Godelschen Unvollstandigkeitssatz folgt [24, S. 193]. Wollen wir daher die Frage um
die Giiltigkeit der Kontinuumshypothese beantworten, miissen wir ZFC um ein Axiom

erweitern, das sie bestitigt oder verneint [19, S. 151].
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5 Die komplexen Zahlen

Die Erweiterung auf die reellen Zahlen war dadurch motiviert, die Liicken im Zahlen-
strahl zu schlieflen. Wir haben bereits festgestellt, dass wir nun zwar die Gleichung
x? = 2 16sen kénnen, es allerdings fiir die Gleichung x> = —1 keine Losung in den

reellen Zahlen gibt, da Quadratzahlen stets positiv sind.

Durch die Erweiterung auf die komplexen Zahlen wollen wir diese algebraische Liicke
schlief3en, was uns auch gelingen wird: Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass
jedes nichtkonstante Polynom iiber den komplexen Zahlen mindestens eine Nullstelle
besitzt.

Obwohl der Name ,,.komplexe® Zahlen vermuten ldsst, dass es sich um einen besonders
schwierigen Zahlenbereich handelt, werden wir feststellen, dass sich die komplexen
Zahlen wesentlich einfacher als alle bisherigen Zahlenbereiche definieren lassen (tat-
sdchlich ist ,,komplex“ im Sinne von ,,zusammengesetzt“ zu verstehen). Fiir die Los-
barkeit von Gleichungen wie x* = —1 bezahlen wir aber einen Preis. Wie wir sehen
werden, ldsst sich die Existenz einer negativen Quadratzahl nicht in Einklang mit den
Ordnungsaxiomen bringen. Wir gewinnen zwar die algebraische Abgeschlossenheit,

verlieren dafiir aber die uns gewohnte Anordnung der Zahlen.

Den komplexen Zahlen haftete lange Zeit ein Hauch von Mystik an; sie wurden von
vielen nicht als ,,echte Zahlen“ anerkannt, was sich unter anderem in der Bezeichnung
»imagindre Einheit“ widerspiegelt. Wenn wir im Titel dieser Arbeit von ,,eingebildeten

Zahlen sprechen, meinen wir daher die komplexen Zahlen.
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5 Die komplexen Zahlen

5.1 Losungen von Gleichungen hoheren Grades

Wie die Einleitung dieses Kapitels andeutet, traten komplexen Zahlen historisch gesehen
erstmals auf der Suche nach Losungen fiir Gleichungen hoheren Grades auf. Bereits seit
der Antike ist bekannt, wie sich quadratische Gleichungen der Forrn xX>+p-x+q=0
16sen lassen: Wir konnen diese Gleichung durch Addieren von : —q auf ein vollstdndiges

Quadrat ergianzen, und erhalten dadurch

<x + g)z = % —-q. (5.1)

2
Ist pT —q > 0, so konnen wir die Wurzel ziehen, und erhalten die Losungen

p2
+ Z—q

Sl lae)

X12 =

2
Fiir dieses Kapitel ist vor allem der Fall % — g < Ointeressant. Da Quadrate reeller
Zahlen stets positiv sind, gibt es in dem Fall keine reelle Zahl, welche Gleichung 5.1
erfiillt.

Die Suche nach einer Losungsformel fiir Gleichungen dritten Grades hat vor allem die
Mathematiker des 15. und 16. Jahrhunderts beschiftigt, allen voran die Italiener Scipione
del Ferro, Niccold Tartaglia und Gerolamo Cardano [5, S. 317-319]. Auf Cardano geht
ein Losungsweg fiir die allgemeine kubische Gleichung zuriick, welcher auf der Arbeit
Tartaglias und del Ferros basiert [5, S. 320; 39, S. 16]. Er gab auch eine Methode an, um
Gleichungen vierter Ordnung auf Gleichungen dritter Ordnung zuriickzufiihren [56,
S. 392]. Eine Losungsformel fiir Gleichungen fiinfter Ordnung und hoher konnten er
und nachfolgende Generationen von Mathematikern nicht finden - was daran liegt, dass
es diese nicht gibt, wie Niels Henrik Abel beweisen konnte [12, S. 287].

Cardano war einer der ersten, die komplexe Zahlen als Wurzeln negativer reeller Zahlen
verwendeten, wenn auch nur ,,mit Kopfschmerzen® [39, S. 17]. In seinem Werk, der

Ars Magna, stellte er die Aufgabe, die Zahl Zehn derart in zwei Teile zu teilen, dass das
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5.1 Lasungen von Gleichungen héheren Grades

Produkt der Teile gleich Vierzig ist. Algebraisch formuliert: Finde x, y € R mit

x +y =10,
x -y =40.

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert x - (10 — x) = 40, beziehungsweise
x? —10 - x + 40 = 0. Nach der obigen Losungsformel wiirde die Gleichung die beiden
Losungen x; , = 5+ \/—_15 besitzen, allerdings ist —15 eine negative Zahl, und besitzt
demnach keine reelle Wurzel. Interessant ist nun, dass Cardano voriibergehend \/—_15

als Zahl akzeptierte, mit der man wie gewohnt rechnen kann. Wir erhalten dann

xi+ X, = (5+V=15) + (5 - V=15) = 10,
2
xi %, = (5+V-15) - (5 —v/=15) = 25— (V-15)" = 40.

Die ,,Zahlen“ X1 2 sind daher eine Losung der Aufgabe, obwohl sie sich in keinen bisher
bekannten Zahlenbereich einordnen lassen [39, S. 17].
Eine weitere bizarre Situation erhalten wir, wenn wir Cardanos Losungsweg ([vgl. 12,
S. 29-31]) auf die Gleichung

x>=2-x2=5-x+6=0 (5.2)

anwenden. Durch die Substitution x = z + g erhalten wir

19 56
3
zZ2——-z+—==0
3 +27 ’

also eine kubische Gleichung der Form x> + p - x + g = 0, die Cardano dank der Arbeit
Tartaglias 16sen konnte. Wenden wir die Cardanischen Formeln [12, S. 30-31] darauf an,

so erhalten wir eine Losung a als

. §+ 784 6859+3 28 784 6859 (53)
- 27 729 729 27 729 729 ° '

Da Gleichung 5.2 die Nullstellen —2, 1 und 3 besitzt, und es keine weiteren Losungen der

Gleichung geben kann (siehe Proposition 5.6.7), muss a zuriicksubstituiert einer dieser
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5 Die komplexen Zahlen

drei Zahlen entsprechen - obwohl sie eine Darstellung besitzt, in der Quadratwurzeln
negativer Zahlen vorkommen, und anschlie3end die Kubikwurzel dieses Ergebnisses
verwendet wird. Cardano wusste nicht, wie man in diesem Fall vorgehen soll, und
nannte dies den Casus irreducibilis, der immer im Fall dreier reeller Losungen auftritt
[12, S. 32].

Der Mathematiker Rafael Bombelli fiihrte Cardanos Uberlegungen weiter, und war einer
der ersten, welche die Existenz komplexer Zahlen akzeptierten. Bombelli hatte die Idee,
die Summanden in der Cardanischen Formel (Gleichung 5.3) als konjugiert komplexe

Zahlen anzusehen, die sich nur um ein Vorzeichen unterscheiden.

28 784 6859
[EAEE

729 729

28 784 6859
[

27 729 729

Durch Ausrechnen der Werte fiir a und b konnte er zeigen, dass die Summe dieser
komplexen Zahlen tatsédchlich eine reelle Zahl ist [39, S. 19-22; 5, S. 324-326].

Bis zur generellen Akzeptanz komplexer Zahlen dauerte es allerdings bis ins 19. Jahr-
hundert. Vor allem die Bemiihungen von Carl Friedrich Gauf} sind hervorzuheben, der

zu dem Thema wesentliche Beitridge geleistet hat [39, S. 82].

5.2 Konstruktion der komplexen Zahlen

Gauf} hatte bereits im Jahr 1796 die Idee, komplexe Zahlen als Paare von reellen Zahlen
anzusehen, die man in einem kartesischen Koordinatensystem darstellen kann [39, S. 82].
Dies wurde 1835 von William Hamilton, dem Entdecker der Quaternionen, formalisiert,

und stellt die Basis fiir unsere Konstruktion der komplexen Zahlen dar [20, S. 52].

Definition 5.2.1. Die Menge der komplexen Zahlen C ist definiert als

C:=RxR={(a,b)|abeR}
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Die komplexen Zahlen kénnen wir nach dieser Definition auch als Vektorraum {iiber
den reellen Zahlen verstehen, welcher die Standardbasis {(1,0), (0,1)} besitzt. Setzen wir
nune := (1,0)undi := (0,1), so konnen wir jede komplexe Zahl (4;, 1,) beziiglich
dieser Basis als

A, A4) =21 -e+ A0

ausdriicken, wobei 1,, 1, € R sind. Wir nennen i auch die imagindre Einheit.

Definition 5.2.2. Ist (a, b) € C, so definieren wir die konjugiert komplexe Zahl (a, b)
als
(a,b) :=(a,—b).

Definition 5.2.3. Fiir (a,b) € C definieren wir den Betrag dieser Zahl als

(a,b)| := Va2 + b2.

Es ldsst sich zeigen, dass die Betragsfunktion auf den komplexen Zahlen alle gewohnten
Eigenschaften, unter anderem die Produktregel, aufweist; insbesondere erfiillt sie die

Dreiecksungleichung.

5.3 Rechenoperationen auf C

Bei den komplexen Zahlen handelt es sich, wie bei den reellen Zahlen, um einen voll-
standigen Korper. Anders als in den bisherigen Zahlenbereichen werden wir allerdings
keinen Erfolg damit haben, eine mit den in diesem Abschnitt definierten Rechenopera-

tionen vertrdgliche Ordnung zu finden.

Um die folgenden Definitionen zu motivieren, nehmen wir zunéchst einige uns bekannte
Tatsachen komplexer Zahlen, wie Rechengesetze und Schreibweisen, als gegeben an.
Dannist(a+b-i)+(c+d-i)=(a+c)+(b+d)-i.Bei der Addition werden somit
Real- und Imaginérteil komponentenweise addiert.

Definition 5.3.1. Die Addition + : C x C — C ist definiert durch

(a,b)+ (c,d) :=(a+c,b+4d).
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5 Die komplexen Zahlen

Fiir die Definition der Multiplikation betrachten wir

(a+b-i)-(c+d-i)=a-c+a-d-i+b-i-c+b-i-d-i=

=a-c+b-d-i2+(a-d+b-c)-i=
=—1

=a-c—b-d+(a-d+b-c)-i.
Wir definieren die Multiplikation daher wie folgt.

Definition 5.3.2. Die Multiplikation - : C X C — C ist definiert durch

(a,b)-(c,d) :=(a-c—b-d,a-d+b-c).
Wegen i = (0,1) ist i> = (0,1) - (0,1) = (—1,0), wobei wir sehen werden, dass dies der
reellen Zahl -1 entspricht.

Proposition 5.3.3. (C, +,-,(0,0), (1,0)) ist ein Korper. Es sind daher die Korperaxiome
erfiillt (vgl. [50, S. 264]):

(1) Va,b,ce C: (a+b)+c=a+ (b+ c)(Assoziativitit von +).

(2) Ya,b € C: a+ b = b + a (Kommutativitdit von +).

(3) YVa e C: a+ (0,0) = a(Nullelement).

(4) Vae C: d—a € C: a+ (—a) = (0,0) (Invertierbarkeit von +).

(5) Va,b,ce C: (a-b)-c=a-(b-c)(Assoziativitit von -).

(6) Ya,b € C: a-b = b - a(Kommutativitit von -).

(7) Ya e C: a-(1,0) = a (Einselement).

(8) Ya e C\{(0,0)}: Ja~t € C: a-a! = (1,0) (Invertierbarkeit von -).

(9) Va,b,ce C: a-(b+c)=a-b+ a-c(Distributivitdt).
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5.3 Rechenoperationen auf C

Beweis. Seien a = (a;,a,), b = (by,b,) und ¢ = (c;, ¢;) komplexe Zahlen. Die Eigen-
schaften (1) bis (4) folgen direkt aus der Tatsache, dass die reellen Zahlen einen Korper
bilden, und die Addition zweier komplexer Zahlen komponentenweise durchgefiihrt

wird.

Zur Assoziativitit der Multiplikation: Zwecks besserer Lesbarkeit schreiben wir komple-

xe Zahlen als Zeilenvektoren an. Dann ist
a, b, C

(al'b1—az'bz)'cl—(al'bz—az'bl)'cz>=
(a-by—ay-by)-cy+(a;-by+a,-by)-¢

(al'(bl'Cl—bz'cz)—az'(bz'c1+b1'Cz)>=
a

ay-(by-c;—by-c;)+ay-(by-cy—by-cy)
a by-c;—by-c, _
a2 b1’02+b2'cl

)(0)C)-

Fiir den Beweis der Kommutativitdt der Multiplikation betrachten wir

(ay,a3) - (by,by) =(a; - by —ay-by,ay - by +a,-by) =
=(by-ay—by-az,by-a;+by-a;) =

= (b1, by) - (a1, ap).

Da(a;,a;)-(1,0)=(a;-1—a,-0,a;, -0+ a,-1) = (a;, a,) ist, handelt es sich bei (1,0)

um das Einselement.

Um die Existenz von Inversen fiir (a;, a,) € C mit (a,, a,) # (0,0) zu beweisen, betrach-
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5 Die komplexen Zahlen

ten wir die komplexe Zahl

_ aq a,
al;:( 2 2T 2 2)‘
ai+a; ai+a;

Esist
a a
-1 _ 1 2 _
a-a _(a17a2)'< D) 20 2 2)_
a1+a2 a1+a2
a a a;
= al.—+a2.—’_a1.—+a2.— =
( a? + a? a? + a? a} + a? a? + a?

(a%+a% al-az—al-az)
- 9
a? + a3 al + a3

= (1,0).

Zuletzt beweisen wir die Distributivitit:

a-(b+c)=(ay,ay) - ((by;by) +(c1,¢2)) =
=(ay,a3) - (by + ¢, by +¢3) =
=(a-(bi+c)—ay-(by+cy), a1 (by+c)+ay-(by+¢y)) =
=(a;-by+a;-ci—ay-by—ay-cy,a;-by+a;-c;+a,-by+a,-cp) =
=(a;-by—ay-by,a;-by+ay-b)+(ay-c1—ay-ca1-+a,-¢) =
= (a1, a) - (by, by) + (a1, a5) - (€1, ¢2) =

=a-b+a-c O

Fiir eine komplexe Zahl a schreiben wir das additive Inverse auch als —a an, wihrend
wir das multiplikative Inverse von a # (0,0) als a~! notieren. Wie iiblich vereinbaren

wir, anstelle von a + (—b) direkt a — b zu schreiben.

Nachdem die komplexen Zahlen einen Korper bilden, folgen insbesondere die Eigen-

schaften aus Proposition 3.2.6.

Die komplexen Zahlen sind daher insgesamt eine zweidimensionale assoziative, kom-

mutative, reelle Divisionsalgebra mit Einselement.
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5.4 Einbettung von R in C

Wir wollen nun beweisen, dass es sich bei den komplexen Zahlen tatsdchlich um eine
Erweiterung der reellen Zahlen handelt. Insbesondere wollen wir die gewohnte Schreib-

weise komplexer Zahlen zuriickgewinnen.

Proposition 5.4.1. Seip : R —» C mit p(a) := (a,0). Dann handelt es sich bei ¢ um
eine Einbettung.

Beweis. Seien a,b € R. Dann ist
¢(a +b) = (a+b,0) =(a,0) + (b,0) = p(a) + ¢(b).
Zudem ist

p(a-b)=(a-b,0)=(@a-b—-0-0,a-0+0-b) =(a,0)-(b,0) =ep(a)-e).

Um die Injektivitdt von ¢ zu beweisen, nehmen wir ¢(a) = ¢(b) an. Dann folgt durch

komponentenweisen Vergleich direkt, dass a = b ist. O

Die reellen Zahlen lassen sich somit in die komplexen Zahlen einbetten. Um die ge-
wohnte Schreibweise zu erhalten, vereinbaren wir, in der Notation einer komplexen
Zahl (1;, A,) beziiglich der Standardbasis des R? (sieche Abschnitt 5.2) anstelle von

Arre+ A,
direkt
M+,
zu schreiben. Insbesondere erhalten wir damit, dass i = —1 ist. Fiira,b € Cmitb # 0

. . - a
notieren wir a - b~ als -

Wir kénnen nun zeigen, dass es keine Totalordnung auf den komplexen Zahlen gibt,
die mit den Ordnungsaxiomen (Proposition 4.4.12) und den Rechenregeln fiir Unglei-

chungen (Proposition 4.4.13) auf den reellen Zahlen vertriglich ist. Denn gébe es eine
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5 Die komplexen Zahlen

solche, so miisste jedenfalls —1 < 0 < 1 gelten. Wére nun i > 0, so miisste aufgrund des
zweiten Ordnungsaxioms —1 = i > 0 sein, ein Widerspruch. Es muss also i < 0 sein,
woraus nach den Rechenregeln fiir Ungleichungen —i > 0 folgt. Dann ist aufgrund des

zweiten Ordnungsaxioms wieder —1 = (—i)? > 0, ein Widerspruch.

Fiir das Rechnen mit konjugiert komplexen Zahlen konnen wir folgende Resultate
beweisen.

Proposition 5.4.2. Seiena,b € C. Dannista+b=1a+bunda-b =a- b. Weiters ist

a-a = |al? eine reelle Zahl.

Beweis. Wir schreibena =a; +i-a,und b = b; +i - b,. Dann ist

a+b=a;+b+i-(a,+b,)=
=a1+b1—i'(a2+b2)=
=(a;—i-ay))+(by—i-by=

=a+b.

Zudem ist

a-b=(a;-b;—a,-by))+i-(a;-by+a,-by)=
=(a;-by—ay-by)—i-(a;-by+a,-by)=
=(a;—i-ay)-(by—i-by=

=a-b.
Fiir das Produkt a - a erhalten wir

a-a=(@+i-ay) (a1 —i-ay)=
— g2 ; 2 _
=aj+i-a-a,—i-a;-a,+a;=
=ai+aj=

= |al*. O
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5.5 Polardarstellung komplexer Zahlen

Betrachten wir die komplexe Zahl 2 + 3 - i in Abbildung 5.1 genauer. Wir kénnen diese
offenbar durch Angabe des Winkels zur positiven x-Achse ¢ und des Abstands zum
Nullpunkt r eindeutig angeben. Diese Darstellung einer komplexen Zahl durch ein

Abstand-Winkel-Paar ist als Polardarstellung bekannt.

Definition 5.5.1 ([48, S. 328]). Seia + b - i # 0 eine komplexe Zahl. Dann nennen wir
(r,p)mitr :=|a+b-i|und

( b

arctan — wenn a > 0,
a

w

- wenna =0und b > 0,

qo =9 2

b

arctan-+ 7 wenna <0,

a
T

=3 wenna =0undb < 0,

die Polardarstellung vona + b - i.

Ist eine komplexe Zahl z in Polardarstellung (r, ¢) gegeben, so erhalten wir die gewohnte

Schreibweise iiber z = r - (cos ¢ + i - sin ¢).

Die Polardarstellung ist vor allem fiir das Multiplizieren komplexer Zahlen interessant.
Haben wir a,b € C mita = (r1, ;) und b = (r,, ¢,), so konnen wir mit Hilfe der

Winkelsummensitze das Produkt a - b berechnen:

a-b=r;-(cosp; +i-sing;)-r,-(cose, +1i-sing,) =
=17 - I - (cos(gy) - cos(gpy) — sin(ey) - sin(p,) +
+1i - (cos(py) - sin(p,) + sin(e,) - cos(p,)) =

=ry-ry - (cos(py + @) + i - sin(p; + @)
Das Produkt a - b entspricht somit in Polardarstellung der Zahl (r; - 5, ¢; + ¢,). Durch

Induktion ldsst sich zeigen, dass das Produkt z, - z, - ... - z,, komplexer Zahlen z;, welche

jeweils die Polardarstellung (7;, ¢;) besitzen, folgende Polardarstellung besitzt:

(}’1-rz-...-rn,§01+g02+...+§0n).
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(2,3)

P
0 1 2 3 4

Abbildung 5.1: Die komplexe Zahl 2 + 3 - i ldsst iiber den Winkel ¢ und den Abstand r
zum Nullpunkt beschreiben.

Sind daher a,b € C komplexe Zahlen mit |a| = 1, so konnen wir die Multiplikation
a - b geometrisch so verstehen, dass der Vektor b in der Gauf3schen Zahlenebene um

jenen Winkel, den a beschreibt, rotiert wird.

Wir kénnen nun sehr einfach die Existenz komplexer Nullstellen der Gleichung x" = z

beweisen.

Proposition 5.5.2. Sei (r, ¢) die Polardarstellung der komplexen Zahl z. Dann gibt es fiir

n € N mit n > 1 mindestens eine Losung von x" = z.

Beweis. Wir setzen o := K/; und x = (oc, 2). Durch Anwenden der zuvor gezeigten
n

Rechenregel fiir die Multiplikation komplexer Zahlen in Polardarstellung erhalten wir
n
(oc, f) = (oc”, n- 2) = (r,9). O
n n
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5.5 Polardarstellung komplexer Zahlen

Wegen sing = sin(p + 2 - 7 - k) und cosp = cos(p + 2 - 7 - k) fiir k € N, stellt auch
(oc, L ﬂ) eine Nullstelle von x" = z dar, wobei es fiir k € {0,1, ... ,n — 1} genau n
n n

verschiedene Losungen gibt. Wir kdnnen daher Proposition 5.5.2 wie folgt erweitern.

Proposition 5.5.3. Die komplexe Gleichung x" = z fiirz € Cundn € Nmitn > 1
besitzt genau n verschiedene komplexe Losungen.

z

3

Abbildung 5.2: Darstellung der komplexen Losungen der Gleichung x> = 1.

Zwischen der komplexen Exponentialfunktion und der Polardarstellung besteht folgen-
der Zusammenhang.

Proposition 5.5.4. Fiir o € Riste"? = cosg +i - sing.
Ist eine komplexe Zahl z in ihrer Polardarstellung (r, ) gegeben, so gilt demnach z =

r - e''?. Speziell fiir die Zahl —1 mit der Polardarstellung (1, 7r) ergibt sich —1 = €'7,

beziehungsweise ' +1 = 0, die sogenannte eulersche Identitit. Diese wird zu einer der
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schonsten Formeln der Mathematik gezéhlt, da sie einen Zusammenhang zwischen der
Eulerschen Zahl e, der imagindren Einheit i, der Kreiszahl 7z, sowie den grundlegenden
Zahlen Null und Eins herstellt.

5.6 Der Fundamentalsatz der Algebra

Betrachten wir die quadratische Gleichung x*> + p - x + ¢ = 0 mit p, g € R. Wie wir in
2
Abschnitt 5.1 gesehen haben, kénnen wir diese durch Addition von % — g auf beiden

Seiten auf ein vollstindiges Quadrat ergdnzen:

p’—4-q

(x+p)y=—

Im Fall p? — 4 - q > 0 gibt es zwei reelle Losungen, und fiir p? — 4 - g = 0 eine doppelte
reelle Losung dieser Gleichung. Interessant ist nun p? — 4 - g < 0: Wihrend wir in den
reellen Zahlen die Gleichung nicht I6sen konnten, da Quadratzahlen stets grof3er als
Null sind, gibt es nach Proposition 5.5.3 in den komplexen Zahlen genau zwei Losungen
dieser Gleichung. Es stellt sich somit die Frage, ob auch Gleichungen hoherer Ordnung
in den komplexen Zahlen stets 16sbar sind. Die (positive) Antwort auf dieser Frage gibt

der Fundamentalsatz der Algebra.

Zunichst benotigen wir folgende Proposition. Diese ermoglicht uns, dhnlich wie Propo-

sition 2.5.3, eine Division mit Rest fiir Polynome.

Proposition 5.6.1. Seien p(z) und q(z) komplexe Polynome mit q(z) # 0. Dann gibt es

Polynome s(z) und r(z) mit

p(z) = q(2) - 5(2) + 1 (2),
wobei entweder r(z) = 0 ist, oder 0 < grad r(z) < grad q(z) gilt.

Weiters benotigen wir folgende Resultate.

Proposition 5.6.2. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum, und f : X — R eine
stetige Funktion. Dann gibt es x,, x, € X mit f(x;) < f(x) < f(x,) fiir alle x € X. Die

Funktion nimmt daher auf X ein Minimum und ein Maximum an.
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Proposition 5.6.3. Fiirr € R* ist die Menge {z € C | |z| < r} kompakt.

Das wesentliche Argument im Beweis des Fundamentalsatzes ist folgende Aussage, die
auf den Mathematiker d’Alembert zuriickgeht. Wir zeigen einen Beweis nach [1, S. 147-
148].

Proposition 5.6.4 ([1, S. 147-148]). Sei p(z) = a,,-z" +...+a; - z+a ein nichtkonstantes
komplexes Polynom, p(z,) # 0, und R € R*. Dann gibtes fiir C ={z € C | |z — zy| < R}
ein z; € Cmit |p(z1)| < |p(2o)l-

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass es ein ¢ € C mit ¢ # 0 und ein Polynom r(w) mit
r(0) = 0 gibt, sodass wir

p(zo + w) = p(zp) + ¢- w™ - (1 +r(w))

schreiben konnen. Aufgrund des binomischen Lehrsatzes und den Regeln fiir das Ver-

tauschen von Summen gilt:

n

p(zo +w) = ax - (zo + Wk =

k=0
n k k

S (-
k=0 =0 l
n k

k

-3 S ()t ab -

k=0 [=0 l

Il Il
NIEFING
g
= i
M= 8
— :
—_x T~
~— — )
N ~—
£ g
N
ox N
L eF
Il I

n n k
= plz) + Zwl-z(l)-ak.zg—l.

=1 k=1
=:q(w)

Wir konnen nun aus q(w) die kleinste Potenz w™ mit einem Koeffizienten ¢ # 0 her-
ausheben, und erhalten dadurch g(w) = ¢ - w™ - (1 + r(w)) fiir ein Polynom r(w) mit
r(0) = 0.
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Es gilt also p(zy + w) = p(zy) + ¢ - w™ - (1 + r(w)). Ist nun

. m [|P(2o)
77 - ‘ c )
so ist fiir |w| < 7 sicher
- w™| = | - [w]™ < e - n™ = |c-n™| = |p(z0)| (54)

Da es sich bei r(w) um eine Polynomfunktion handelt, ist diese stetig. Es gibt daher ein
d > 0, sodass fiir |w — 0| < d stets [r(w) — r(0)| < 1 ist. Wegen r(0) = 0 folgt daher aus
|lw| < &, dass |r(w)| < 1ist.

Insgesamt gilt also: Ist S := min{d, n}, so ist fiir [w| < S stets |c - w™| < |p(zy)| und
lr(w)| < 1.

Wegen Proposition 5.5.2 gibt es ein { € C mit
p(zo)

g = ¢

=

Durch Anwenden der Rechenregeln fiir Betrige erhalten wir [{™| = 1, und damit auch
|¢| = 1. Sei auflerdem 0 < ¢ < min{R, S}. Wir behaupten nun, dass z; : =z, + ¢ - { die
gesuchte Zahl mit |p(z,)| < |p(zy)]| ist. Wegen

|21 = 2ol = le- S| = [¢] - [{] <R

el le]
< =1

ist jedenfalls z, € C. Weiters ist fiir ein geeignetes t € R*

p(zo)
m.ogm_ _c.gm. ¢ __Em'|c|-p(2)=—t.p(2)
|M |p(zo)| ° o7

wobei wegen ¢ < S < 7 aus Gleichung 5.4 folgt, dass t < 1 ist. Wir konnen daher
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5.6 Der Fundamentalsatz der Algebra

Ip(z1)| = |p(zy + € - §)| wie folgt abschitzen:

Ip(zo +€- Ol =1Ip(z) +c- (- O™ -A+r(Ee-O) =

=|pzo)+c-em-{m-Q+r(e- )| =
=—t-p(zo)

= |p(z¢) =t - p(zp) - (1 +1(e- )| =
=|p(zo) - A —1t)—t-p(zq)-r(e-{)| <
< Ipe)l - A =t) +t-|p(zo)| - |r(e- )| <

<1
<|p(zp)| - A =1) +t-|p(zo)| =
= |p(2p)|

Somit ist |[p(z1)| < |p(2p)|- O

Satz 5.6.5 ([1, S. 147-149; 12, S. 25-26]). Sei p(z) = a,, - z" + a,_1 - 2" ' + ... + ag ein

nichtkonstantes komplexes Polynom. Dann gibt es ein z, € C mit p(z,) = 0.

Beweis. Fiir den Beweis zeigen wir, dass die reellwertige Funktion |p(z)| ein globales

Minimum annimmt, und dieses gleich Null ist.

Im ersten Schritt beweisen wir, dass wir eine Kreisschreibe C = {z € C | |z| < R}
mit Radius R um den Nullpunkt finden kdnnen, auflerhalb derer |p(z)| stets grof3er als
1+ |p(0)| ist. Fiir z # 0 ist

Ip(2)| =la, 2"+ a,_1 - z" 1+ ..+ aqy| =
a,_ 1 a, _ 1 a 1
n—1 -4 n2'_+ +—0'

a, z a, z2 7 a, z"l

=|a,-z"|- |1+

Fiir z gegen Unendlich strebt der erste Faktor gegen Plus Unendlich, und der zweite
gegen Eins. Daher strebt | p(z)| ebenfalls gegen Plus Unendlich, und es gibtein R € R™*
mit |p(z)| > 1+ |p(0)| fiir alle z € C mit |z| > R.

Definieren wir nun die Kreisscheibe C := {z € C | |z| < R}. Nach Proposition 5.6.3 ist
diese kompakt, und da es sich bei |p(z)| um eine stetige Funktion handelt, gibt es nach

Proposition 5.6.2 ein z, € C mit |p(zy)| < |p(z)| fiir alle z € C. Wir haben daher ein
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5 Die komplexen Zahlen

Minimum auf der Kreisscheibe gefunden. Fiir z € C mit z ¢ C ist |z| > R, und daher
|Ip(z)| > 1+ |p(0)|. Da 0 € Cist, gilt aber |p(zy)| < |p(0)] < 1+ |p(0)| < |p(2)|. Die

Funktion | p(z)| nimmt daher in z, ein globales Minimum an.

Ist p(zy) = 0, so sind wir fertig. Andernfalls gibt es nach Proposition 5.6.4 ein z; € C mit
|p(z1)| < |p(2p)|, im Widerspruch zur Minimalitédt von |p(zy)|. Es muss somit p(z,) = 0

sein. O

Vom Fundamentalsatz der Algebra sind zahlreiche Beweise bekannt. Besonders elegante
und kurze Beweise gelingen iiber Sédtze aus der komplexen Analysis, wie etwa iiber den

Satz von Liouville.

Im folgenden Abschnitt zeigen wir einige Resultate, die sich aus dem Fundamentalsatz

der Algebra folgern lassen.

Ist p(z) ein nichtkonstantes Polynom mit einer Nullstelle z,, so konnen wir diese vom

Polynom abspalten.

Proposition 5.6.6. Sei p(z) ein nichtkonstantes komplexes Polynom, und z, € C mit
p(zo) = 0. Dann gibt es ein Polynom q(z) mit grad q(z) = grad p(z) — 1, sodass

p(2) = (z — zp) - q(2).
Beweis. Da wir eine Polynomdivision durchfiihren kdnnen, gibt es komplexe Polynome
q(z) und r(z) mit r(z) = 0 oder grad r(z) = 0, sodass p(z) = q(z) - (z — zy) + r(2) ist.
Wegen grad r(z) = 0 oder r(z) = 0, muss r(z) auf ganz C konstant sein. Es ist
0 = p(zo) = (29 — zo) - p(zo) + 1(20) = r(2y),
und daher r(z) = 0 fiir alle z € C. Damit ist
p(z) = (2 = 2) - q(2).

Weiters ist

grad p(z) = grad ((z — zy) - q(2)) = grad(z — z) + grad q(z) = 1 + grad q(2),
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5.6 Der Fundamentalsatz der Algebra

womit grad q(z) = grad p(z) — 1 gezeigt ist. O

Mit Hilfe der vorigen Proposition ldsst sich nun zeigen, dass jedes nichtkonstante kom-

plexe Polynom iiber den komplexen Zahlen in Linearfaktoren zerféllt.

Proposition 5.6.7. Sei p(z) ein nichtkonstantes komplexes Polynom vom Grad n. Dann

gibt es n Linearfaktoren z — z; und ein ¢ € C, mit

n
p@=c-[Jz-2).
k=1
Zihlt man mehrfache Nullstellen mit, besitzt das Polynom also genau n Nullstellen.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt p(z) eine Nullstelle z,. Diese
konnen wir nach Proposition 5.6.6 abspalten, und erhalten p(z) = (z — z,) - q,(2) fiir

ein Polynom q,(z) vom Grad n — 1.

Ist grad q;(z) = n — 1 = 0, so sind wir fertig. Andernfalls gibt es eine Nullstelle z, von
q,(z), die wegen p(z) = (z — z;) - q;(2) auch eine Nullstelle von p(z) ist. Abspalten
dieser Nullstelle liefert q(z) = (z —z,) - q5(z) und p(z) = (z—z;) - (z — 2,) - q,(2), wobei
q,(z) vom Grad n — 2 ist.

Durch Wiederholen der vorigen Schritte erhalten wir eine Kette von n Linearfaktoren
mit
p(2)=(2z-21)-(2—-2) .- (2—2p) - qu(2),
=:C

wobei g,,(z) vom Grad n — n = 0, also konstant ist. ]

Angenommen, p(z) wire ein reelles Polynom vom Grad n mit der (komplexen) Nullstelle

zy. Wegen der Rechenregeln fiir konjugiert komplexe Zahlen gilt

pZo) = D, an- @) =
k=0
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Es handelt sich also auch bei z, um eine Nullstelle von p(z), womit z — z, und z — z,

Linearfaktoren von p(z) sind. Multiplizieren dieser Linearfaktoren liefert

(2-20)(2-29)=2"—2-20—2 20+ 20 20 =2" =2 (20 +2Z0) + Zo " Zg -
eR eR

Wir erhalten daher ein reelles quadratisches Polynom, das iiber den reellen Zahlen
keine Nullstelle besitzt. Da fiir jede komplexe Nullstelle z, von p(z) auch die konjugiert
komplexe Zahl z,, eine Nullstelle darstellt, kommen in der Linearfaktorzerlegung von
p(z) ausschliefllich Produkte wie das obige vor, die sich auf quadratische reelle Polynome

erweitern lassen. Es gilt damit folgende Proposition.

Proposition 5.6.8 ([12, S. 27]). Sei p(z) ein reelles Polynom. Dann ldsst sich p(z) als
Produktvon linearen und quadratischen reellen Polynomen anschreiben. Die quadratischen

Polynome besitzen dabei keine Nullstellen iiber den reellen Zahlen.
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6 Die Quaternionen

Ausgangspunkt fiir die Entdeckung der Quaternionen sind Uberlegungen von William
Hamilton zur geometrischen Veranschaulichung von Addition und Multiplikation im
Raum. Wir haben gesehen, dass sich mit komplexen Zahlen Koordinaten in der Ebene
beschreiben lassen, und Rechenoperationen auf diesen eine geometrische Deutung
besitzen (etwa Rotationen, siehe Abschnitt 5.5). Hamilton stellte sich nun die Frage, ob
man nicht eine Erweiterung der komplexen Zahlen ins Dreidimensionale finden konne,
mit deren Hilfe sich geometrische Operationen im Raum einfach beschreiben lassen
[20, S. 155-156].

Hamilton suchte jahrelang vergeblich nach einer solchen Erweiterung. Heute ldsst sich
die Ergebnislosigkeit seiner Suche damit erkliren, dass es schlichtweg keine dreidimen-
sionale Divisionsalgebra iiber den reellen Zahlen gibt. In Proposition 6.4.1 geben wir
einen allgemeinen Beweis dafiir, dass eine reelle Divisionsalgebra mit ungerader Dimen-

sion nur im Fall der reellen Zahlen moglich ist.

Wihrend eines Spaziergangs am 16. Oktober 1843 kam Hamilton nun auf die Idee, nach
einer Erweiterung im Vierdimensionalen zu suchen, und ritzte die fiir die Multiplikation

grundlegenden Gleichungen in den Stein der Brougham Bridge ein [20, S. 156-157].

Hamilton war zeit seines Lebens davon iiberzeugt, dass die Quaternionen, wie er die-
sen Zahlenbereich nannte, von dhnlicher Bedeutung fiir die Mathematik wiren wie
die Infinitesimalrechnung. Tatsichlich hat er die innermathematische Bedeutung der
Quaternionen stark iiberschitzt. Heute wird von ihnen vor allem in mathematischen
Anwendungsfeldern Gebrauch gemacht. So lassen sich etwa in der Physik vierdimen-
sionale Raum-Zeit-Gleichungen durch Quaternionen einfacher formulieren. Auch in
der Computergrafik werden Quaternionen verwendet, da sich durch sie Rotationen im
Raum effizient beschreiben lassen [20, S. 157-158; 15, S. xii].
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6 Die Quaternionen

6.1 Konstruktion der Quaternionen

Hamilton verstand die Quaternionen als vierdimensionale reelle Zahlen. Wir konnten
daher prinzipiell die Quaternionen als R* definieren, und auf diesem Vektorraum eine
Multiplikation einfiihren. Die Darstellung als vierdimensionaler Vektor reeller Zahlen
ist in der Praxis aber eher mithsam: Die Anzahl der Variablen wird schnell sehr grof3
und Beweise dadurch schwer lesbar und nachvollziehbar. Wir kénnen allerdings R*
als R? x R? verstehen. Da wir die komplexen Zahlen als R? definiert haben, wiire eine

Definition der Quaternionen als C X C iiberlegenswert.

Um diese Definition zu motivieren, gehen wir zunédchst (weniger formell) von Hamiltons
Definition der Quaternionen aus. Ahnlich wie sich komplexe Zahlen als Summe von
Real- und Imaginirteil anschreiben lassen, hat Hamilton die Quaternionen als Zahlen
der Forma + b - i+ c - j + d - k definiert. Dabei sind a, b, ¢, d reelle Zahlen, i die
bekannte imaginire Einheit, und j sowie k zwei neue weitere imagindre Einheiten. Die
grundlegenden Beziehungen zwischen diesen Einheiten hat Hamilton in den Stein der

Brougham Bridge eingeritzt; wir geben sie hier als Tabelle an.

1 i Jj k
11 i j k
ili -1 k —j
jlJj -k -1 i
kik j —-i -1

Tabelle 6.1: Multiplikationstabelle der Quaternionen [20, S. 159].

Die Multiplikationstabelle ldsst sich grafisch sehr einfach darstellen, siehe Abbildung 6.1:
Multipliziert man zwei Einheiten im Uhrzeigersinn, erhélt man die den beiden nachfol-

gende Einheit; im Gegenuhrzeigersinn ist es das additive Inverse.

Betrachten wir nun ein Quaternion a+b-i+c- j+d-k, und nehmen an, die Distributivitit
und Assoziativitit der Multiplikation wiren erfiillt. Aus dem Term ¢ - j + d - k konnen
wir j herausheben, und erhalten mit Hilfe der Multiplikationstabelle (¢ + d - i) - j. Das

Quaternion lisst sich daher als

(a@a+b-i)+(c+d-i)-j
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-

Abbildung 6.1: Grafische Darstellung der Multiplikation in H [2, S. 151].

anschreiben, wobei a + b - i und ¢ + d - i komplexe Zahlen sind. Die Quaternionen lassen
sich damit tatsdchlich als Paare komplexer Zahlen verstehen. Dadurch wird folgende
Definition gerechtfertigt.

Definition 6.1.1 (|20, S. 159]). Die Menge der Quaternionen H ist definiert als

H:=CxC=1{a,b)|a,beC}

Wir setzen e = (1,0),i = (i,0), j = (0,1) und k = (0, i), um die von Hamilton eingefiihr-
ten Einheiten zu erhalten. Fassen wir die Quaternionen als R-Vektorraum auf, so bilden
die Elemente {e, i, j, k} offenbar eine Basis. Wir kdnnen also jedes Quaternion auch in
der Form

AMret+dy-i+A3-j+A -k

mit 4; € R fiir 1 <i < 4 anschreiben.

Analog zu den komplexen Zahlen definieren wir fiir ein Quaternion die zugehorige

konjugierte Zahl und dessen Betrag.

Definition 6.1.2 ([2, S. 154]). Fiir (a, b) € H definieren wir
(a7 b) = (67 _b)

Definition 6.1.3 ([20, S. 169]). Fiir (a, b) € H definieren wir

|(a,b)| :=+/lal* + [b]>.
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6 Die Quaternionen

Es lisst sich wieder beweisen, dass die Betragsfunktion alle bekannten Eigenschaften

aufweist; unter anderem ist die Produktregel erfiillt [20, S. 171].

6.2 Rechenoperationen auf H

Wie wir in diesem Abschnitt sehen werden, miissen wir fiir die Erweiterung auf die Qua-
ternionen erstmals eine grundlegende Struktureigenschaft aufgeben: Die Multiplikation

ist in H nicht kommutativ.

Zunichst zur Definition der Addition. Wie schon in den komplexen Zahlen wird diese

komponentenweise durchgefiihrt.

Definition 6.2.1 ([20, S. 211]). Die Addition + : H x H — H ist definiert durch
(a,b)+ (c,d) :=(a+c,b+4d).
Definition 6.2.2 ([20, S. 211]). Die Multiplikation - : H X H — H ist definiert durch

(a,b)-(c,d) :=(a-c—b-d,a-d+b-0).

Vergleichen wir diese Definition mit der Multiplikation in den komplexen Zahlen, so
fallt auf, dass die Definitionen nahezu identisch sind. Da eine reelle Zahl stets gleich
ihrer konjugierten Zahl ist, konnten wir diese Definition auch fiir die Multiplikation
in den komplexen Zahlen verwenden. Dieses Verfahren, das auch als Cayley-Dickson-
Konstruktion bekannt ist, wird uns im nédchsten Kapitel auf die Oktonionen fiihren [2,
S.154].

Durch Anwenden der Definition auf die Einheiten e, i, j, k ldsst sich leicht verifizieren,

dass die soeben definierte Multiplikation mit Tabelle 6.1 kompatibel ist.

Wie bereits am Anfang dieses Abschnitts erwédhnt, ist die Multiplikation in den Quater-
nionen nicht mehr kommutativ. Das war bereits aus Tabelle 6.1 ersichtlich, und wird
durch die in der Definition vorkommenden konjugiert komplexen Zahlen nochmals

deutlich. Tatsichlich sind aber alle anderen Korperaxiome erfiillt. Eine algebraische

140



6.2 Rechenoperationen auf H

Struktur, welche alle Korperaxiome bis auf die Kommutativitit der Multiplikation er-
fiillt, wird Schiefkdrper genannt [34, S. 31].

Proposition 6.2.3. (H, +, -, (0,0), (1,0)) ist ein Schiefkorper. Es sind daher folgende Ei-
genschaften erfiillt.

(1) Va,b,ce H: (a+b)+c=a+ (b+ c) (Assoziativitit von +).

(2) Ya,b € H: a+ b = b + a (Kommutativitit von +).

(3) Va € H: a+(0,0) = a (Nullelement).

(4 YVaeH: 3—a e H: a+ (—a) = (0,0) (Invertierbarkeit von +).

(5) Ya,b,ceH: (a-b)-c=a-(b-c)(Assoziativitdit von -).

(6) VaeH: a-(1,0)=(1,0)-a = a (Einselement).

(7) Va e H\ {(0,0)}: 3a ' €H: a-a ! =a!-a = (1,0) (Invertierbarkeit von -).

(8) Va,b,ceH: a-(b+c)=a-b+a-cund(b+c)-a = b-a+c-a(Distributivitt).
Beweis. Seien a = (a,,a,), b = (b, b,) und ¢ = (c;, ¢;) Quaternionen. Die Eigenschaf-

ten (1) bis (4) folgen direkt daraus, dass die Addition komponentenweise definiert ist,
und es sich bei den komplexen Zahlen um einen Korper handelt.

Zur Assoziativitidt der Multiplikation: Zwecks besserer Ubersicht schreiben wir Quater-

nionen als Spaltenvektoren an. Dann ist

a b c

a b, G2
_ al'bl—az'b_z Gy
B al-b2+a2-b_1 Cy B

(al'bl—az'b_z)'c1—(a1'b2+az'b_1)'6
(ay-by—ay-by)-c;+(a;-by+ay-by)-c

ay-by-cg—ay-by-cy—a;-by-c;—ay-by-c
al'bl'CZ—az'bz'Cz‘l‘al'bz'a'i‘az'bl'cl
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_ ay-(by-ci—by &) —ay-(by -+ by cy) _
ay-(by-ca+by-cy)+ay-(by-cy—by-cy)

ay-(by-ca+by-cp)+ay-(by-cy—by-c;

ay-(by-c;—by-c;)—ay-(by-cy+by-c
“ Cy)

Durch Einsetzen in die Definition der Multiplikation sehen wir direkt, dass es sich bei
(1,0) um das Einselement der Multiplikation handelt:

(a1,a)-(1,0)=(a;-1+a,-0,a; -0+ a,-1) =(ay,a,),

(1,0) - (ay,a,) =(1-a; +0-az,1-a, +0-ay) = (a;,a,).

Um die Invertierbarkeit der Multiplikation zu zeigen, nehmen wir an, dass (a;,a,) € H
mit (a;,a,) # (0,0) ist. Wir setzen, dhnlich wie im entsprechenden Beweis fiir die

komplexen Zahlen,

S )
a2 + |az)?’ |a; 2 + |ay?

Dann ist
-1 a; —ay )
a-a " =(ay,a,)- =
b (Ia 2 +ay?” |ay|? + |az)?
—a; —a, a
_az.—al.—+a2.— =
( |a1|2 + |az|? a1 |? + |ay]?’ a1 ]? + |ay|? lag > + |a2|2>
( |a, |2 —a —a, —a; -4, ap - a; ) _
5
12+ lay)? a2 + a7 a1 2 + [ay]?  Jai]? + |ay)?

( |a1|2 |az|2 0) _
la;]? + |az|2 la;|? + |a,|?’

(1.0),
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wobei wir fiir den Beweis verwendet haben, dass fiir a € C stets a - @ = |a|? ist. Um zu

zeigen, dass es sich dabei auch um das Linksinverse handelt, betrachten wir

- a —a;
al-a=( )'(a17a2)=

a2 + |az)?” |a1]? + |ay[?
a; —a — a; —a —
= —— . al — . a2 . a2 + —_— . a1> —
( la;]? + |ay/|? "ag? + |ay? la;]? + |ay|?
_ ( |ay|? |asf? a;-a; a0 ) _
la1 2 + [az]? * |ag? + aa? Jag]? + ay?  Jag]? + |ay)?

Zuletzt zeigen wir die Giiltigkeit der Distributivgesetze. Es ist

(a1, az) - ((by, by) + (€1, ¢2)) =
=(ay,a3) - (by + e, by + ) =
=(a; i +c)—ay (b + ) ar - (by+ ) +ay- (b +¢p) =
:(al‘b1+al'Cl—az'b_z—az‘aﬂl‘bz"'al'Cz+a2'b_1+a2'c_1):
:(al'bl_az'b_Zaal'b2+a2'b_1)+(al'cl_az'aaal'cz‘l'az'cl):

= (a1, ay) - (by, by) + (a1, ay) - (1, ¢3),

wobei wir fiir den Beweis die Distributivitit der komplexen Zahlen verwendet haben.

Das zweite Distributivgesetz ldsst sich analog beweisen.

(b1, by) + (¢1,¢2)) - (a1, a5) =
=(by+c, by + ) (ag,a) =
= ((by+c)-ay=(by+¢) @y (by+¢1)-ay + (by+¢y) - @p) =
=(b1-ay+e-a—by-ag—c by ray e cay+by-ai ey ap) =
=(by-ay=by @by -ay+by-@)+(c1- a1~ Gg 01 - Ay + ¢y ap) =

= (b1, by) - (a1, a2) + (€1, 62) - (a1, ). O

Wie iiblich schreiben wir —a fiir das additive Inverse von a, und a — b anstelle von

a + (=b). Das multiplikative Inverse zu a # (0,0) notieren wir wie im Beweis als a~!.
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Obwohl es sich bei den Quaternionen um keinen Korper handelt, konnen wir aufgrund

der Invertierbarkeit der Multiplikation zeigen, dass sie nullteilerfrei sind.

Proposition 6.2.4. Die Quaternionen sind nullteilerfrei.

Beweis. Seiena,b € Hmita-b = (0,0). Falls a = (0,0), sind wir fertig. Andernfalls gibt

eseina™! € Hmita™!

a~!, so erhalten wira™! - a - b = (0,0), woraus b = (0,0) folgt. O

-a = (1,0). Multiplizieren wir die erste Gleichung von links mit

Die bekannten Kiirzungsregeln fiir die Addition und Multiplikation folgen daraus, dass

die Quaternionen einen Schiefkdrper bilden.

Proposition 6.2.5. Fiira,b,c € H folgtausa + ¢ = b + ¢, dass a = b ist. Ist zudem

c#(0,0)unda-c=b-coderc-a=c-b,soistebenfallsa = b.

Beweis. Die Aussage folgt direkt durch Addieren von —c, beziehungsweise Multiplizieren

mit ¢! auf beiden Seiten der Gleichung. [

Eine Kiirzungsregel fiir a,b,c € H mitc # (0,0) und a - ¢ = c - b gibt es in den
Quaternionen im Allgemeinen nicht. Das ldsst sich mit Hilfe von Tabelle 6.1 zeigen: Es

isti-j=k=—j-i=j-(—i),aberi # —i.

Auch die Gleichungen a - x + b = cund x - a + b = ¢ sind in den Quaternionen stets
16sbar (der Beweis lésst sich wie in Proposition 3.2.6 fithren). Da die Multiplikation nicht

kommutativ ist, miissen die Gleichungen aber nicht die selbe Losung haben.

Die Quaternionen bilden daher insgesamt eine vierdimensionale assoziative reelle Divi-

sionsalgebra mit Einselement.

6.3 Einbettung von C in H

Die komplexen Zahlen lassen sich sehr einfach in die Quaternionen einbetten. Dazu

gehen wir nahezu analog wie im letzten Kapitel vor.

Proposition 6.3.1. Sei ¢ : C - H mit ¢(a) := (a,0). Dann ist ¢ eine Einbettung.
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Beweis. Esist
p(a+b) =(a+b,0)=(a0)+(b,0) = ¢(a) + ¢(b),
und

cp(a-b)=(a-b,O)=(a-b—O-O,a-O+0-E)=(a,0)-(b,0)=go(a)-qo(b).

Um die Injektivitdt zu zeigen, nehmen wir an, es wire ¢(a) = ¢(b). Dann folgt durch

komponentenweisen Vergleich direkt a = b. Somit ist ¢ eine Einbettung. ]

Fiir die Notation vereinbaren wir, dass wir in der Darstellung eines Quaternions beziig-
lich der Basis {e, i, j, k} (siehe Abschnitt 6.1)

/‘1,1'e+/12'i+/13'j+ﬂ.4'k
das e weglassen, also direkt
ll+/‘1.2'i+l3'j+/l4'k

schreiben (wobei 4; € R fiir 1 < i < 4). Alternativ schreiben wir ein Quaternion auch
als vierdimensionalen reellen Spalten-/Zeilenvektor dieser 4; an, oder bleiben bei der

nun gewohnten Schreibweise als Paar komplexer Zahlen.

Da die Quaternionen beziiglich der Multiplikation nicht kommutativ sind, ist im Allge-
meinen b~! - a # a - b~!. Wiirden wir die Bruchschreibweise iibertragen wollen, stellt
sich daher die Frage, fiir welchen der beiden Ausdriicke % stehen soll. Damit wir nicht
mit bisherigen Konventionen brechen miissen, fithren wir diese Notation auf den Qua-

ternionen nicht allgemein ein. Es gilt allerdings folgendes Resultat.

Proposition 6.3.2. Seia € Hund b € R. Dannista - b = b - a. Es kommutieren also

alle Quaternionen mit den reellen Zahlen.
Beweis. Es entspricht b dem Quaternion (b, 0), weiters ist a = (a;, a,). Daher ist

a-b=1(ay,a,)(b,0)=
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6 Die Quaternionen

=(a;-b+a,-0,a,-0+a,-b)=
=Mb-a;,+0-a,,b-a,+0-qa;) =

=(b,0)-(a;,a;) =

=b-a. [

Fiir b € R \ {0} ist damit b~! - @ = a - b~!. Wir vereinbaren daher fiir reelle b # 0 und
a € H die Schreibweise % =a-b7lL

In den komplexen Zahlen gelten die Eigenschaften a +b = a + b, a-b = a - b und

a - a = |a|*. Ein dhnliches Resultat erhalten wir auch in den Quaternionen.

Proposition 6.3.3. Seien a,b € H. Dannista+b=a+bunda-b = b - a. Weiters ist

a-a=a-a=|al*

Beweis. Fiir a = (a;,a,) und b = (by, by) ist

a+b= (a17a2) + (blv bz) =

=(a; +by,a,+by) =
=(a, +b;,—(q; + b)) =
= (@ + by, —a, — b)) =
=(ay,—ay) + (b_b —b,) =

=a+b.

Weiters gilt fiir die Multiplikation

a-b=1(ay,a;) (by,by) =

=(a1-bl—az-b_z,al-b2+a2-b_1)=

:(a1‘bl—az-b_z,—(al‘b2+a2-b_1)):
=(a1'bl—a_z'b27—a1'b2—a2'b_1)=
=(by- @ —by a5, —b;-ay;— by - a;) =

= (by, —by) - (@7, —ay) =
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6.4 Divisionsalgebren im R*"*!, Satz von Frobenius

= (by,b,) - (a1, a;3) =

- a.

ey

Betrachten wir das Produkt a - a, so erhalten wir

a-a=(a,a,) - (ay,—ay) =
=(a; @G — - (Cay), a1 - (—ay) + 0y - @) =
(

= (lay|?* + |az|?, 0),

also die reelle Zahl |a; | + |a,|* = |a|. O

Betrachten wir nochmals Tabelle 6.1. Anhand dieser l4dsst sich leicht ablesen, dass
i> = j2 = k* = —1ist. Die Gleichung x> + 1 = 0 hat in den Quaternionen demnach
jedenfalls drei verschiedene Losungen — obwohl sie nur vom Grad Zwei ist. Mehr noch:
Wihlen wir (a,b) € Hmita € {r -i | r € R}, sodass |a|® + |b|? = 1 ist, so gilt wegen

a’=—|a*unda = —a
(a,b>=(a-a—b-b,a-b+b-a)=(—|a>—|b]%,0) = (-1,0).

Fiir die Gleichung x? + 1 = 0 gibt es in den Quaternionen somit beliebig viele Losungen
[20, S. 164].

6.4 Divisionsalgebren im R*"*1, Satz von Frobenius

Wie in der Einleitung dieses Kapitels bereits beschrieben, verbrachte Hamilton viele
Jahre vergeblich damit, eine Divisionsalgebra auf den dreidimensionalen reellen Zahlen
R3 einzufiihren. Der Grund fiir die jahrelange, letztendlich vergebliche Suche liegt darin,
dass es so eine Algebra nicht gibt: Jede reelle Divisionsalgebra mit ungerader Dimension

muss isomorph zu den reellen Zahlen sein.

Proposition 6.4.1 ([20, S. 155]). Sei A eine reelle Divisionsalgebra mit ungerader Dimen-

sion und Einselement e. Dann ist A isomorph zu den reellen Zahlen.
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6 Die Quaternionen

Beweis. Fiir ein a € A betrachten wir die lineare Abbildung
faiA->Amitf,(x) :=a-x.

Da die Dimension von A ungerade ist, besitzt das charakteristische Polynom von f, eine
reelle Nullstelle A € R. Es ist also 4 ein Eigenwert von f,. Sei v # 0 ein Eigenvektor zu
A. Dann ist

a-v=A-v,unddamit(a—1-e)-v=0.

Da jede Divisionsalgebra nullteilerfrei ist, folgt daraus a = 1 - e. Es lassen sich also
alle a € A als Produkt einer reellen Zahl mit dem Einselement darstellen. Somit ist
ACR-eC A ,unddaherA =R -e.

Wir betrachten nun die Abbildung
p . R>R-emitp(a) :=a-e.

Da R - e eindimensional ist, stellt {e} eine Basis dieses Raums dar. Aus g(a) = @(B),
also o - e = 3 - e, folgt wegen der Eindeutigkeit der Darstellung eines Vektors beziiglich

seiner Basis a = 8. Die Funktion ¢ ist damit injektiv.

Firw € R-egibteseina € Rmitw = o - e = ¢(a). Somit ist ¢ surjektiv, und

insgesamt bijektiv. Es ist also R isomorph zu R - e, und damit R isomorph zu A. ]

Noch ungeklart ist die Frage, wie es mit assoziativen, endlichdimensionalen Divisionsal-
gebren auf R" aussieht, wenn n gerade ist. Der Satz von Frobenius charakterisiert diese
Algebren scharf. Im Folgenden skizzieren wir eine Beweisidee fiir diesen Satz nach [46;
21, S. 65-68].

Satz 6.4.2. Jede assoziative, endlichdimensionale, reelle Divisionsalgebra D mit Einsele-
ment e ist isomorph zu den reellen Zahlen, zu den komplexen Zahlen, oder zu den Quater-

nionen.

Beweisidee. Voraussetzung fiir den Beweis ist, dass jede endlichdimensionale reelle,

kommutative Divisionsalgebra hochstens zweidimensional ist [20, S. 194].
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6.4 Divisionsalgebren im R*"*!, Satz von Frobenius

Die Grundidee des Beweises beruht auf der Beobachtung, dass wir die Quaternionen als
direkte Summe zweier Untervektorraume anschreiben konnen, die von den Einheiten
erzeugt werden.

H = spany{1, i} @ span{j, k}

Bei span {1, i} handelt es sich um die komplexen Zahlen, und es ldsst sich beweisen,
dass

spang{l,it={x €eH|x-i=1i-x}
ist. Ebenso kann man zeigen, dass
spang{j,k}={x €H|x-i=—i-x}

gilt. Da D eine reelle Divisionsalgebra ist, diirfen wir uns D als Erweiterung der reellen
Zahlen vorstellen: R C D.

Ist D # R,somuss eseind € D \ R geben. Es ldsst sich beweisen, dass
spanyie, df ={x€D[x-d=d-x}=C (6.1)

erfiillt ist. Demzufolge gibt es ein i € D mit i* = —e, und wegen Gleichung 6.1 ist

spang{e, i} = C.

Die weiteren Uberlegungen basieren nun darauf, dass D wegen dieser Isomorphie als C-
Vektorraum gesehen werden kann. Die lineare Abbildung T : D - DmitT(x) :=x-1i

besitzt die komplexen Eigenwerte +i, welche die Eigenrdume

Dt ={xeD|x-i=i-x}

D™ ={xeD|x-i=-i-x}

erzeugen. Es lisst sich zeigen, dass D = DT @ D~ ist. Aus Gleichung 6.1 erhalten wir
Dt = C.Istnun D~ = @, so gilt wegen der vorigen Gleichheit D = D* ~ C.

Wir nehmen daher D~ # @ an. Es ldsst sich zeigen, dass dimg D~ = dimg D* = 2
ist, woraus wegen der Dimensionsformel, angewendet auf D = Dt @ D™, folgt, dass
dimp D = 4 ist.
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6 Die Quaternionen

Seinunv € D™ mitv # 0. Dannistv-v-i = v-(—i-v) = i-v-v,und damit v’ € D*. Da
v € R, muss nach Gleichung 6.1 span_{e, v} = C sein, womit v2 e span,{e, v} erfiillt

ist.

Esist somitv? € D+ﬂspanR{e,v} = spang{e} = R. Daher gibteseinr € R mitv? = r-e.
Wire r > 0, so wiren \/7 -e, —\/? - e und v drei verschiedene Quadratwurzeln von v>
—da spanR{e, v} = C ist, kann es aber hochstens zwei verschiedene Quadratwurzeln

geben, ein Widerspruch. Daher bleibt wegen v # 0 nur, dass r < 0 ist.

Wir kénnen also v? = r - e durch Multiplikation eines positiven reellen Faktors s*> € R
so skalieren, dass (s - v)? = —e ist. Setzen wirj :=s-vundk :=1i-j,sosindjund k

linear unabhéngig, und daher eine Basis von D~. Damit gilt:
D = span_{e, i} @ span{j, k}.

Durch Ausrechnen der Produkte der Basisvektoren ldsst sich verifizieren, dass diese mit

Tabelle 6.1 tibereinstimmen. Es ist somit D =~ H. O

Bis auf Isomorphie sind daher R, C und H die einzigen endlichdimensionalen, asso-
ziativen, reellen Divisionsalgebren. Wollen wir eine weitere Erweiterung durchfiihren,
miissen wir beispielsweise die Assoziativitdt aufgeben. Das fiihrt im ndchsten Kapitel

auf die Oktonionen.
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7 Die Oktonionen

Die Oktonionen wurden im Dezember 1843, also im Jahr der Entdeckung der Quater-
nionen, durch John Graves entdeckt. Graves hat bereits im Oktober 1843 auf einen Brief
Hamiltons hin iiberlegt, ob sich die Konstruktionsschritte der Quaternionen nicht wie-
derholen lieflen, und konnte Hamilton nach zwei Monaten iiber seine Entdeckung einer

achtdimensionalen Erweiterung der reellen Zahlen schreiben, die er Oktaven nannte.

Unabhingig von Graves erforschte Arthur Cayley die Quaternionen und verdffentlichte
im Jahr 1845 einen Artikel, in dem er die von Graves entdeckten (allerdings noch nicht
publizierten) Oktonionen beschrieb. Seither werden die Oktonionen, trotz Bemiihungen
von Graves und Hamilton, die Prioritit Graves’ hervorzuheben, auch Cayley-Zahlen
genannt [2, S. 146-147].

Wiéhrend Hamilton bereits nach der Entdeckung die Anwendungen der Quaternionen
fiir die raumliche Geometrie klar waren, war die inner- und auflermathematische Bedeu-
tung der Oktonionen lange Zeit unbekannt. Im Jahr 1983 wurde bekannt, dass sich die
Oktonionen zur Beschreibung einiger Eigenschaften der Stringtheorie eignen. Innerhalb
der Mathematik zeigen die Oktonionen unter anderem Resultate aus der abstrakten
Algebra und Topologie auf [2, S. 147-1438].

7.1 Konstruktion der Oktonionen

Die komplexen Zahlen haben wir durch Verdoppelung der reellen Zahlen als R X R
definiert, wahrend wir die Quaternionen durch Verdoppelung der komplexen Zahlen als
C x C erhalten haben. Es liegt daher nahe, diese Verdoppelung erneut durchzufiihren,

um zu den Oktonionen zu gelangen.
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7 Die Oktonionen

Definition 7.1.1 ([2, S. 154]). Die Menge der Oktonionen O (auch Oktaven) ist definiert
als
O:=HxH={(a,b)|a,beH}

Betrachten wir die Oktonionen als R-Vektorraum iiber den Quaternionen, so finden wir
die Basis

e:=(1,0) i:=@0) j:=(,0 k:=(k,0)
l:=(0,1) m:=(0,i) n:=(0,j) o:=(0k).

Die Oktonionen bilden daher einen achtdimensionalen Vektorraum iiber den reellen
Zahlen.

7.2 Rechenoperationen auf O

Wie am Ende des letzten Kapitels bereits bemerkt, ist die Multiplikation in Erweiterun-
gen, welche iiber die Quaternionen hinausgehen, nicht mehr assoziativ. Wir werden
allerdings sehen, dass in den Oktonionen eine schwichere Form des Assoziativgesetzes

gilt.

Definition 7.2.1. Die Addition + : O x O — O ist definiert durch

(a,b) + (c,d) :=(a+c,b+ad).

Die Multiplikation definieren wir wie in den Quaternionen, wobei nun wegen der

fehlenden Kommutativitidt die Reihenfolge der Elemente relevant ist.

Definition 7.2.2 ([20, S. 211]). Die Multiplikation - : O x O — O ist definiert durch

(a,b)-(c,d) :=(a-c—d-b,b-c+d-a).

Die Produkte der Basiselemente der Oktonionen sind in Tabelle 7.1 iibersichtlich darge-
stellt.
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7.2 Rechenoperationen auf O

e i Jj k I m n
e | e i j k l m n 0
ili —-e k —-j m -l —-o n
jlJj -k —e i n o -l —-m
k|lk j —-i —-e o -n m -l
Iyl -m —-n -0 —e i Jj k
mi m | —-o n —-i —e -k j
nin o Il —m —-j k —e —i
o|lo —n m I -k —j i —e

Tabelle 7.1: Multiplikationstabelle der Oktonionen [20, S. 215; 50, S. 355]

Wie bereits eingangs erwdhnt, kann die Multiplikation in den Oktonionen nach dem

Satz von Frobenius nicht assoziativ sein. Das folgt auch aus Tabelle 7.1:

i-D-o=m-0=j
i-(l-o)=i-k=-j.
Dennoch gilt eine speziellere Form des Assoziativgesetzes, das Alternativgesetz. Die

Struktur der Oktonionen nennt man daher entsprechend einen Alternativkorper [50,

S. 356]. Um das zu beweisen, benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 7.2.3. Seien a,b € H. Dannista-(b+b)=(b+b)-a.

Beweis. Seien a = (a;, a,) und b = (by, b,) Quaternionen. Dann ist

b+b={")+ b = b1+b_1.
b, —b, 0
Wegen b, + b_1 =b, + b_1 und der Kommutativitit in den komplexen Zahlen erhalten
- b, + by
a-(b+b)=(a1).< L 1)=
a, 0

_ (al - (by +b_1)) _
a, - (by +b_1)

wir

153



7 Die Oktonionen

ay - (b + @)
a - (by + by)

(by +by) - al) _
(by +b1) - ay

_ by+b\ (@ _
= . 0

=(b+b)-a. O

Proposition 7.2.4. (0, +, -, (0,0), (1,0)) ist ein Alternativkorper. Es sind daher folgende
Eigenschaften erfiillt:

(1) Ya,b,c € O: (a+b) +c = a + (b + c) (Assoziativitdit von +).

(2) VYa,b € O: a+ b = b + a (Kommutativitit von +).

(3) Vae O: a+(0,0) =(0,0) (Nullelement).

(4) Vae O: 3—a € O: a+ (—a) = (0,0) (Invertierbarkeit von +).

(5) Va,be O: (a-a)-b=a-(a-b)und(a-b)-b=a-(b-b) (Alternativitit von -).

(6) Vae O: a-(1,0) =(1,0) - a = a (Einselement).

(7) Ya€e O\ {(0,0}: 3a~t € 0: a-a™! =a!-a=(1,0) (Invertierbarkeit von -).

(8) VYa,b,ce O: a-(b+c)=a-b+a-cund(b+c)-a = b-a+ c-a(Distributivitt).
Beweis. Seien a = (a;,a,), b = (by, b,) und ¢ = (cy, ¢;) Oktonionen. Die Eigenschaften

(1) bis (4) folgen direkt daraus, dass die Addition komponentenweise definiert ist, und

die entsprechenden Eigenschaften in den Quaternionen erfiillt sind.

Zur Alternativitdt der Multiplikation: Zwecks besserer Lesbarkeit schreiben wir Okto-

nionen als Spaltenvektoren. Es ist dann
a a b
az a b,
ay-a;—a;-a; b
N @+aq b,]
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_ (a1-a,—ay-ay) by —by-(ay @ +ay- ay)
(ay-a;+ay-a;) by +by-(a;-a; —a;-ay)
(al'al'bl—a_z'az'bl—b_z'az'a_l—b_z'az'al)

a,-a;-b;+ay,-a,-by+by-a;,-a;,—by-a,-a,

Aus Proposition 6.3.3 folgt, dass a, - a, eine reelle Zahl ist, die nach Proposition 6.3.2

mit den Quaternionen kommutiert. Es ist daher
ay-ay-by=by-a,-ayundb,-a;-a, =a,-a;-b,.
Wegen Lemma 7.2.3 ist

bz-az-a_1+b2-a2'a1=a_1-b2-a2+a1-b2-a2, und

by-a;+by @ =a; b +a by
Multiplizieren wir die zweite Gleichung von links mit a,, so erhalten wir
ay-by-aj+ay b @ =ay-a, b +a,-a by
Wir kdnnen nun die obige Gleichungskette weiterfiihren:

al'al'bl_a_2'a2'b1_b_2'a2'a_l_b_2'a2'a1
(a.a).b: = j—
a,-a;-by+ay-a;-by+by-a,-a;,—>b,-a,-a,
al'al'bl_bl'a_z'aZ_a_l'b_Z'aZ_al'bZ'az
az'bl'al+a2'b_1'a_1+b2'al'al—az'az'bz
_(ar-(ap-by—by-a))—(by-ay+a;-by-ay|
ay-(by-a;—ay-by)+(ay-by+by-ay) o

a,-(ay by —by-a))—(ay by +by-ay) a,
ay-(a;-by—by-ay)+(ay-by+by-ay) a4

(% ay- by — by a _
e ay by +bya)

=a-(a-b).
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Das zweite Alternativgesetz ldsst sich analog beweien. Um zu zeigen, dass es sich bei

(1,0) um das Einselement der Multiplikation handelt, betrachten wir die Gleichungen

(a1,a;) - (1,0) =(a; -1 -0- a, a, 1+0- ap) = (a;,ay),
(1,0)-(ay,a,) =(1-a; —a;-0,0-a; +a,-1) =(a,ay).

Fiir den Beweis der Invertierbarkeit der Multiplikation nehmen wir an, dass a # (0,0)

ist. Wie im Beweis fiir die Quaternionen setzen wir

(e i
a2 + |az)?” |a; 2 + |ay/?

Wir erhalten dann

_1 a_l —az
a-at=(ay,a,) - =
(@1, 62) (|a1|2 + |ay|?” |ay|? + |ay)?

a; —d a; —d)
a; 1] =

. -— . a2 a2 . . a
la1]? + [az|?  |a1]? + |ay/? ’ la1]? + |ay>  |a1]? + |ay/?

( a; - a; —a, - a4, a4 —ad; - )

la1 2 + @z |ag? + @y |ag]? + |az)?  |ag]? + |ay)?

|ay[? |ay|? Q4 G ) _
la12 + @z * |ag? + |ay? 7 |ag]? + |az?  |ag]? + |ay)?
=(1,0)
Weiters gilt
-1 a_l —a )
a-a= (ag,a) =
(|a1|2 + |ay|?” |ay|? + |ay)? 7
a; — —a; —a — a;
=l "'a; — Q- 'a1+a2‘—>=
<|a1|2 + |ay|? la1|? + |az|?” |ag]? + |ay? la;]? + |ay|?
- @ R TR )-
la, 12 +|az? * |ag? +|aa]?’ |ag]? + |ap]?  |ag]? + |a,|?
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Um die Distributivgesetze zu beweisen, betrachten wir

(ar,az) - ((by, by) + (c1,¢2)) = (ay, a3) - (by + ¢1, by + ¢3) =
=(ay-(br+c)—(by+c)-az,a5- (b + ) +(by+ ) a) =
=(a;-by—by-ay+a-¢;—C 5,0y by +by a1+ T+ @) =
=(a;-by—by-ay,ay by + by a)+ (a0, -G 05,0 T+ 0y @) =

= (a1, ay) - (by, by) + (ay,ay) - (1, ¢3),

wobei wir fiir den Beweis die Distributivitdt der Quaternionen verwendet haben. Analog
folgt das zweite Distributivgesetz:

((b1,by) + (c1,¢2)) - (a1, ap) = (by + ¢, b5 +¢5) - (a1, 05) =
=((by+c)-a;—ay-(by+¢y),(by+¢) a1 +a,-(by+¢y)) =
=(b-ay—ay-by+crap—ay-cbyrar+ay-by e ra+ae)=
=(by-ay—ay-bybyrar+ay-b)+(cr-ay—ay 0 a1+ ay-¢) =

= (b1, by) - (a1, ay) + (c1,¢5) - (ay, ay). O

Wir schreiben wieder a — b statt a + (—=b), und a~! fiir das multiplikative Inverse von

a # (0,0).

Aus der Alternativitidt der Multiplikation erhalten wir a - (a - a) = (a - a) - a fiir alle
a € 0. Wir diirfen daher Potenzen auf den Oktonionen weiter wie gewohnt verwenden;

insbesondere ist x™ - x" = x"*" fiir alle x € O und m, n € N\ {0}. Eine Algebra, welche

diese Eigenschaft erfiillt, wird potenz-assoziativ genannt [20, S. 151].

Obwohl die Assoziativitit in den Oktonionen nicht erfiillt ist, erhalten wir folgendes
Resultat.

Proposition 7.2.5 ([55, S. 171]). Seien a,b € O mitb # (0,0). Dannist (a - b) - b~! =
a-b-bH=aundb'-(b-a)=0b"'-b)-a=a
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7 Die Oktonionen

Beweis. Wir schreiben a = (a,, a,) und b = (b;, b,). Nach Proposition 7.2.4 ist

(e
[b1[? + [b2]?” |b1]? + [by?

Damit erhalten wir (zur besseren Lesbarkeit verwenden wir Spaltenvektoren):

— B
@-b)-bl=[" tbi—=bar @) e
az‘b1+b2'a1 _b2

|b1|2+|b2|?
(@ by—byay) —B - B4 b,-ay)
_ [b1+1bal2 by P+ib P2 _
by —b, T

(a-b_+b-a)- -(a; by —by,-a,)
S T N T T G

_ by b, _
(a-by —by-ay)- + (ay by +by-ay)
= |b1|21‘)|'|b2|2 |b1|2;'|b2|2

1

_ , _
(ay by +by-ay)- - (a;-by = by - ay)
|b112+|bs|2  |by|2+]by|?

__ 1 fG@bi=by-ap)-by+by(ayby+byra))
|b1|2 + |b2|2 (a2 . bl + b2 . al) . bl - bz . (a1 . b1 - bz . az)

_ 1 ay-by-by+b, by _
|b1|2+|b2|2 az'b_l'bl+b2'b_2'a2

|b112 + |b212 \a, - |by|? + |by)? - a,

B 1
|b1]? + [b,]?

|
|

1 (al by + |by)? - al)
|

a - |bi]* +a - |b2|2) _
ay - |by|* + ay - by

wobei wir verwendet haben, dass fiir a € H stets a - a@ = |al|? ist, und die Quaternionen

mit den reellen Zahlen kommutieren (Proposition 6.3.2).

Die zweite Aussage ldsst sich analog beweisen. l

Zwar bilden die Oktonionen keinen Korper, sind aber nullteilerfrei.

Proposition 7.2.6. Die Oktonionen sind nullteilerfrei.
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7.3 Einbettung von Hin O

Beweis. Seiena,b € Omita-b = (0,0). Fallsa = (0,0) ist, so sind wir fertig. Andernfalls

gibtesein a”! mita™! - a = (1,0). Es ist dann
00 =a1-00=a'l(a-b)=(@'-a)-b=1,00-b=b,

wobei wir fiir die Umformungen Proposition 7.2.5 verwendet haben. ]

Auch die bekannten Kiirzungsregeln behalten wegen der Existenz von additiven und
multiplikativen Inversen ihre Giiltigkeit.

Proposition 7.2.7. Fiira,b,c € O folgt ausa + c = b + ¢, dass a = b ist. Ist zudem
c#(0,0unda-c=b-coderc-a =c-b,soistebenfallsa = b.

Beweis. Aus a + ¢ = b + c folgt durch Addieren von —c auf beiden Seiten der Gleichung

direkt a = b.

Fiir die zweite Aussage nehmen wir an, es wire ¢ # (0,0) und a - ¢ = b - c. Dann gibt es

einc™! € O mitc - ¢! = (1,0). Unter Verwendung von Proposition 7.2.5 erhalten wir

(a-¢)-cl=0b-¢0)-ctea-(c-cH=b-(c-cH)ea=hb. O

Die Gleichungen a-x+b = cund x-a+b = csind in den Oktonionen fiir a # (0,0) eben-
falls stets 16sbar (der Beweis lduft analog wie in den rationalen Zahlen), wenn sie auch
wegen der fehlenden Kommutativitdt nicht die selbe Losung x € O besitzen miissen.
Die Oktonionen bilden somit eine alternative reelle Divisionsalgebra mit Einselement,

die jedoch weder kommutativ noch assoziativ ist.

7.3 Einbettung von H in O

Wir zeigen nun, dass es sich bei den Oktonionen tatsdchlich um eine Erweiterung der

Quaternionen handelt.

Proposition 7.3.1. Seip : H - O mit p(a) := (a,0). Dann ist ¢ eine Einbettung.
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7 Die Oktonionen

Beweis. Fiira,b € H ist
¢(a+b)=(a+b,0)=(a,0)+ (,0) = p(a) + ¢(b).
Weiters ist

cp(a-b)=(a-b,O)=(a-b—6-0,0-5+0-a)=(a,0)-(b,0)=go(a)-qo(b).

Die Injektivitit folgt direkt durch komponentenweisen Vergleich von ¢(a) = ¢(b). O

Wie in den vorigen Kapiteln vereinbaren wir, dass ein Oktonion in seiner Darstellung

beziiglich der Basis {e, i, j, k,l, m, n, o}
/11€+/121+/13]+/14k+/15l+/16m+/17n+/180

auch als
M+ i+A3-j+A - k+As-l+4g- m+A;-n+g-0

angeschrieben werden kann, wir also anstelle von 4, - e kiirzer A, schreiben diirfen.

In Satz 6.4.2 haben wir bewiesen, dass jede assoziative, endlichdimensionale, reelle
Divisionsalgebra mit Einselement isomorph zu R, C oder H ist. Ersetzen wir in dieser
Aussage die Forderung nach Assoziativitit durch Alternativitit, erhalten wir folgenden

Satz, fiir den wir eine Beweisidee nach [20, S. 216] skizzieren.

Satz 7.3.2 ([20, S. 216]). Jede alternative, endlichdimensionale, reelle Divisionsalgebra
D mit Einselement e ist isomorph zu den reellen Zahlen, den komplexen Zahlen, den

Quaternionen oder zu den Oktonionen.

Beweisidee. Angenommen D wire assoziativ, dann wiirde aus Satz 6.4.2 folgen, dass D
isomorph zu R, C oder H ist. Sei daher D nichtassoziativ. Es lédsst sich zeigen, dass sich
dann eine echte assoziative Unteralgebra H von D mit e € H finden ldsst, die {iber eine
Abbildung ¢ : H — H zu den Quaternionen isomorph ist. Weiters gibt es ein 0 € D mit

0% = —e, sodass o auf alle Vektoren in H normal steht.
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7.3 Einbettung von Hin O

Die Idee ist nun, dass jenes o eine imaginire Einheit von D darstellt, hnlich wie o eine
imagindre Einheit der Oktonionen ist, die auf alle Einheiten {e, i, j, k} der Quaternionen

normal steht. Wahrend wir die Oktonionen als direkte Summe
O=H®H-o
anschreiben konnen (vergleiche hierfiir mit Tabelle 7.1), konnen wir D als Summe
D=H®H:-o
darstellen. Es ldsst sich nun zeigen, dass D iiber die Abbildung ¢ : D — O mit
P(v+w-0)= V) +pW)-o0

tatsdchlich isomorph zu den Oktonionen ist. ]
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Bemerkungen zur Didaktik der

Zahlenbereichserweiterungen

Der in dieser Diplomarbeit behandelte formal-axiomatische Zugang zu den Zahlenbe-
reichen ist selbstverstdndlich nicht fiir den Schulunterricht geeignet; das beweist nicht
zuletzt das Scheitern von New Math in der zweiten Halfte des 20. Jahrhunderts. Dennoch
sind gerade die Mengen der natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen aus der heutigen
Alltagswelt nicht mehr wegzudenken, und sind fest im Lehrplan der AHS Unterstufe
verankert [44, S. 6-7]. Es stellt sich damit die Frage, wie Zahlenbereichserweiterungen

im Schulunterricht prinzipiell motiviert und durchgefiihrt werden kénnen.

Wie in dieser Arbeit gezeigt wurde, motiviert innermathematisch vor allem die Suche
nach Losungen von Problemen zu Erweiterungen des Zahlbegriffs; so wurden wir etwa
durch die Frage nach der Losbarkeit bestimmter Gleichungen auf die Mengen Z, Q und
C gefiihrt, wiahrend wir iiber die Suche nach einer vollstandigen Korpererweiterung die
reellen Zahlen erschlossen haben. Auch im Schulunterricht lassen sich die Zahlenbe-
reichserweiterungen anhand von Problemen motivieren, die sich innerhalb der Grenzen
des bisherigen Bereichs nicht mehr 16sen lassen. Hefendehl-Hebeker und Prediger nen-
nen fiir die Erweiterungen auf Z~ und Q das Zdhlen und Messen als Beispiel: Durch die
Erweiterung auf die rationalen Zahlen lésst sich die Genauigkeit beim Teilen erhthen,
wihrend es die Erweiterung auf die negativen Zahlen ermoglicht, Grof3en relativ zu

einer festen Marke zu bestimmen (Temperatur, Saldo) [27, S. 2].

Die Erweiterung auf die (irrationalen) reellen Zahlen ldsst sich eher weniger sinnvoll
anhand praktischer Probleme motivieren. Weder spielen irrationale Zahlen im Alltags-
leben eine mit den anderen Zahlenbereichen vergleichbare herausragende Rolle, noch

erscheinen Eigenschaften der reellen Zahlen als besonders. In Abschnitt 4.2 haben wir
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die Notwendigkeit einer Erweiterung damit argumentiert, dass bestimmte Beispiele, die
anschaulich eine Losung besitzen, innerhalb der rationalen Zahlen nicht l6sbar sind.
Innermathematisch hat uns das auf den Begriff der Vollstandigkeit gebracht, der sich
am ehesten als ,,Liickenlosigkeit des Zahlenstrahls® iibersetzen lédsst. Die Vollstandigkeit
wird im Unterricht aber in der Regel nicht explizit herausgearbeitet [25, S. 36] — nicht
zuletzt deswegen, weil es sich bei ihr um eine selbstverstindliche Eigenschaft handelt,
deren Existenz kaum Schiilerinnen und Schiiler bezweifeln wiirden. Wohl aber 14dsst
sich sehr elegant beweisen, dass die rationalen Zahlen nicht ausreichen, um sdmtliche
(geometrischen) Grofien zu beschreiben, und wir daher unser Verstdndnis des Zahlbe-
griffs erweitern miissen (Proposition 4.2.1 kann in der Form auch der Schule bewiesen
werden). Moglichkeiten, sich im Unterricht mit der Vollstdndigkeit und Irrationalitdt zu
beschiiftigen, finden sich etwa in [16].

Die Erweiterung auf die komplexen Zahlen haben wir innermathematisch mit dem
Problem motiviert, Nullstellen von Polynomen wie x% + 1 zu finden. Dieser Weg lisst
sich auch im Unterricht nachgehen, wo in der Regel i := \/—_1 definiert wird. Bei der
Einfiihrung der imagindren Einheit ist jedenfalls darauf zu achten, dass den Schiilerin-
nen und Schiilern nicht der Eindruck von Willkiirlichkeit in der Mathematik vermittelt
wird: Neue Einheiten lassen sich nicht nach Lust und Laune einfiihren, der neue Zah-
lenbereich soll mdoglichst viele Eigenschaften des vorigen Zahlenbereichs iibernehmen
(Permanenzprinzip). Thies gibt ein kurzes, aber einfaches Beispiel dafiir an, wohin reine
Willkiir bei Zahlenbereichserweiterungen fiihren kann [52, S. 58]:

Sei j die Losung der in R nicht 16sbaren Gleichung 0 - x = 1. Man erhilt

unter Beriicksichtigung der Rechengesetze
0-j=(0+0)-j=0-j+0-/,

also 0 - j = 0. Andererseits ist nach Voraussetzung 0 - j = 1, also folgt 0 = 1,

ein Widerspruch.

Im Mathematik-Lehrplan der AHS stellen die komplexen Zahlen leider ein relativ iso-
liertes Thema dar, das seinen Hohepunkt in der Regel im Fundamentalsatz der Algebra
findet. Um die Anwendungsmoglichkeiten der komplexen Zahlen zu zeigen, ist ein fach-

ibergreifender Unterricht mit Physik sinnvoll. Dort lassen sich komplexe Zahlen etwa
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in der Elektrotechnik anwenden. Innermathematisch konnte in der 12. Schulstufe, zum
Abschluss des Kapitels {iber dynamische Prozesse, eine Einheit zum Newton-Verfahren
auf C und Fraktalen durchgefiihrt werden [52, S. 61].

Erweiterungen auf die Quaternionen und Oktonionen sind im Lehrplan der AHS nicht
vorgesehen [44; 43]. Sobald im Unterricht vermittelt wurde, dass sich komplexe Zahlen
auch als zweidimensionale Koordinaten in der Gaufischen Zahlenebene ansehen lassen,
bieten sich allerdings Uberlegungen an, ob man nicht auch auf dem aus der analytischen
Geometrie bekannten dreidimensionalen Raum ebenfalls Addition und Multiplikation
einfiihren konnte. Mit Hilfe eines einfachen Arguments, welches ohne Kenntnisse {iber
lineare Algebra auskommt, lisst sich zeigen, dass sich auf dem R jedenfalls keine
Multiplikation mit bekannten Eigenschaften definieren lésst [38].

Als Abschluss des Kapitels zu den komplexen Zahlen kann im Unterricht ein Uberblick
tiber die bisherigen Zahlenbereiche gegeben werden. Folgende Punkte konnten dabei

thematisiert werden:

+ Darstellung der Zahlenmengen als Mengendiagramm (N C Z C ...).
« Welche Griinde gab es fiir die jeweiligen Erweiterungen?

+ Welche Eigenschaften wurden bei einer Erweiterung gewonnen, welche verloren?

An dieser Stelle 1dsst sich thematisieren, dass auch die komplexen Zahlen zu einem wei-
teren Zahlenbereich erweitert werden konnen, und dieser wiederum ebenfalls. Es sollte
allerdings hervorgehoben werden, dass mit jeder Erweiterung niitzliche Eigenschaften
der Zahlenbereiche verloren gehen, und sie somit immer schwieriger zu handhaben

sind.

Bei der Durchfiihrung der Zahlenbereichserweiterungen im Unterricht sollte jedenfalls
bedacht werden, dass diese den Schiilerinnen und Schiilern oftmals schwer fallt. Als
Grund dafiir zitieren Hefendehl-Hebeker und Prediger mehrere Forschungsprojekte,
denen zufolge diese Probleme an Wandlungen in den Vorstellungen zu den Zahlen-
bereichen liegen [27, S. 2]. So gilt etwa die aus der Volksschule vertraute Eigenschaft,
dass das Produkt zweier Zahlen stets grofier gleich den einzelnen Faktoren ist, bereits
beim Ubergang zu den Dezimalzahlen nicht mehr. Hinzu kommt bei der Erweiterung

auf die negativen Zahlen die Zweideutigkeit des Minuszeichens, das nun sowohl fiir
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einen Rechenoperator, als auch fiir ein Vorzeichen steht. Die komplexen Zahlen brechen
schlieflich mit der vertrauten Schreibweise: hier sind nun zwei Zahlen zur Beschreibung

einer Zahl notwendig.

Zur Losung dieser Probleme schlagen Hefendehl-Hebeker und Prediger unter anderem
vor, diese Stolpersteine explizit zu thematisieren, und sie nicht didaktisch zu umschiffen
[27, S. 5-7]. Malle macht den Vorschlag, Schwierigkeiten in der historischen Entste-
hung der Zahlenbereiche auf ihre Relevanz fiir den Schulunterricht zu untersuchen, da
manche der historischen Probleme auch von Schiilerinnen und Schiilern nachgegangen

werden (etwa das Anerkennen neuer Zahlenbereiche) [37].
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Ausblick

Ausgehend von den reellen Zahlen haben wir, jeweils durch Verdoppelung des vorigen
Zahlenbereiches, die komplexen Zahlen, die Quaternionen und Oktonionen als zwei-,
vier-, beziehungsweise achtdimensionale Divisionsalgebren iiber den reellen Zahlen
erhalten. Es liegt daher nahe, dieses Verdoppelungsverfahren erneut durchzufiihren,
um einen weiteren Zahlenbereich, eine sechzehndimensionale reelle Algebra, zu er-

schliefien.

Betrachten wir allerdings die obigen Zahlenbereiche genauer, so konnen wir feststellen,
dass wir fiir jede der Erweiterungen einen Preis zahlen mussten: Die komplexen Zahlen
lassen sich nicht anordnen, in den Quaternionen ist die Multiplikation nicht mehr
kommutativ, und in den Oktonionen zusitzlich auch nicht assoziativ. Wir wiirden daher
vermuten, dass wir auch fiir die Erweiterung auf jene sechzehndimensionale Algebra,
die Sedenionen, eine besondere Eigenschaft aufgeben miissten — und tatsédchlich ist
das so: Die Sedenionen sind nicht mehr alternativ und besitzen Nullteiler, weswegen
sie keine Divisionsalgebra bilden. Damit ist bereits das Losen von einfachen linearen
Gleichungen aufwindig [32, S. 79-80, 82-84].

Das Verdoppelungsverfahren liefert uns 2"-dimensionale reelle Algebren, von denen
wir aufgrund obiger Uberlegungen vermuten wiirden, dass sie beginnend mit den Sede-
nionen eher uninteressant sind. Wir konnen uns nun dhnlich wie Hamilton die Frage
stellen, ob es nicht interessante Divisionsalgebren in anderen Dimensionen gibt. Wegen
Proposition 6.4.1 miisste die Dimension einer solchen Algebra gerade sein; unterhalb
von Sechzehn blieben also genau R®, R!?, R12 und R!* als mogliche Kandidaten {ibrig.
Heinz Hopf konnte allerdings zeigen, dass diese Falle nicht mdglich sind: Die Dimensi-

on einer reellen Divisionsalgebra entspricht stets einer Zweierpotenz [20, S. 234].
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Es bleibt somit die Frage, ob wir uns mit unserer Vermutung geirrt haben, dass den Zah-
lenbereichen ab den Oktonionen zunehmend wichtige Eigenschaften verloren gehen.
Koénnte nicht beispielsweise auf dem R>1? wieder eine Divisionsalgebra definiert wer-
den? Adolf Hurwitz konnte 1898 zeigen, dass dies zumindest fiir euklidisch normierte
Divisionsalgebren, welche die Produktregel |x - y| = |x| - |y| erfiillen, nicht m&glich

ist.

Satz. Sei R" eine endlichdimensionale, euklidisch normierte Divisionsalgebra mit |x - y| =

|x| - |y| fiir alle x,y € R™. Dann ist R" isomorph zu R, C, H oder O.

Beweisidee. Es ldsst sich zeigen, dass jene Divisionsalgebra alternativ sein muss [20,
S. 223-224] und ein Einselement besitzt [20, S. 186]. Die Aussage folgt durch Anwenden
von Satz 7.3.2. O

Ein weiteres Resultat geht auf Michel Kervaire und John Milnor zuriick. Sie bewiesen,
dass man auch ohne der Forderung nach Normiertheit Divisionsalgebren nur in den
Dimensionen 1, 2, 4 und 8 finden kann [20, S. 233].

Ist daher mit dieser Arbeit das Feld der Zahlenbereichserweiterungen vollstandig ab-
gesteckt? Keineswegs! Wir haben uns lediglich den bekannteren Zahlenbereichen ge-
widmet. Stellen wir bei den Erweiterungen andere Probleme in den Vordergrund, oder

modifizieren verwendete Begriffe, gelangen wir zu ginzlich neuen Zahlenbereichen.

Andern wir etwa die Metrik | - | auf den rationalen Zahlen auf die p-adische Metrik
(wobei p fiir eine beliebige Primzahl steht), erhalten wir die p-adischen Zahlen als
vollstindige Korperweiterung der rationalen Zahlen. Die p-adischen Zahlen werden
in der Zahlentheorie verwendet, um dieser analytische Methoden zur Verfligung zu

stellen.

Leibniz und Newton verwendeten fiir die von ihnen entwickelte Differentialrechnung
das Konzept unendlich kleiner (infinitesimaler) Zahlen, die in unserem Standardmodell
der reellen Zahlen nicht existieren konnen. Die hyperreellen Zahlen erweitern die
reellen Zahlen um jene infiniten und infinitesimalen Zahlen, wodurch das Feld der

Nonstandardanalysis er6ffnet wird. Durch hyperreelle Zahlen ist es moglich, zum Begriff
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der Ableitung und des Integrals zu kommen, ohne auf Grenzprozesse zuriickgreifen zu

miissen.

Kardinalzahlen wurden bereits in Abschnitt 4.7 angesprochen, und dort zur Beschrei-
bung der Michtigkeiten der bekannten Zahlenmengen verwendet. Auf den Kardinal-
zahlen, welche die natiirlichen Zahlen umfassen, lassen sich wieder Rechenoperationen

einfiihren, und deren Eigenschaften studieren.

Neben der Konstruktion neuer Zahlenbereiche bietet auch die Untersuchung von Teil-
strukturen bereits konstruierter Zahlenmengen interessante Moglichkeiten. So bilden
etwa die mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Zahlen einen Teilkorper der reellen
Zahlen. Durch den Fokus auf die algebraische Struktur hinter solchen Konstruktionen
konnte die jahrtausendealte Frage um die Moglichkeit der Wiirfelverdoppelung und der

Winkeldreiteilung beantwortet werden.
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Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit beschiftigt sich mit der mathematisch sauberen Konstruktion und
den Eigenschaften von Zahlenbereichen. Sie beginnt mit den Axiomen der Mengenlehre
nach Zermelo und Fraenkel (ZFC) und erweitert die daraus konstruierten natiirlichen
Zahlen auf die ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen, bis hin zu den Qua-

ternionen und Oktonionen.

Auf allen genannten Zahlenbereichen werden die bekannten Operationen eingefiihrt
und auf strukturalgebraische Eigenschaften untersucht. Neben einem historischen Ab-
riss liber die Griinde, welche zu den Erweiterungen gefiihrt haben, werden auch zentrale
Figenschaften der Zahlenbereiche angesprochen und bewiesen, etwa die Wohlordbarkeit

der natiirlichen Zahlen oder die Vollstindigkeit der reellen Zahlen.
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Abstract

This thesis deals with constructing the number systems and showing their properties.
The natural numbers are constructed from the axioms of set theory by Zermelo and
Fraenkel (ZFC) and subsequently extended to the integers, the rational, real and complex

numbers, up to the quaternions and octonions.

We introduce the well-known operations on all those number systems, and examine
them for their algebraic properties. An outline of the historical reasons for extending
the notion of numbers aside, we present and prove important properties of the number
systems, for example the well-orderability of the natural numbers or the completeness

of the real numbers.
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