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1 Vorwort und Einleitung

Die beiden Wissenschaften, die Naturwissenschaft Physik und die Formalwissenschaft
Mathematik sind auf dem Stand, den sie bis heute erreicht haben, nicht mehr voneinander zu
trennen. Die Mathematik mag wohl auch als reine Wissenschaft denkbar sein, aber
faktischerweise dient sie in vielfaltigster Weise in den unterschiedlichsten Disziplinen als die
entscheidende Hilfswissenschaft, die unsere heutige Technik und unser Wissen Uber die Natur
erst moglich macht. Das heil3t, dass die Mathematik entgegen der weitverbreiteten Meinung,
keine Anwendungen zu haben und nur reiner Selbstzweck zu sein, ganz im Gegenteil duRerst
praktisch ist und unsere heutige Gesellschaft, die zu einem sehr grof3en Teil auf Technik und
Wissenschaft aufgebaut ist, erst ermdglicht hat. Die Mathematik ist sicherlich einer der
Grundpfeiler unserer technisierten Zivilisation und es ware winschenswert, dass die
Querverbindungen der Mathematik zu den diversen anderen naturwissenschaftlichen
Disziplinen in der Schule den Schilerlnnen besser vermittelt werden konnten, um der

Wichtigkeit der Mathematik ihren verdienten Stellenwert zu geben.

In der Schule wird dieser praktische und anwendungsbezogene Teil der Schulmathematik oft
nur in sehr eingeschrankter Weise an die Schilerlnnen weitergegeben. Dabei ware es sicher
Uberaus motivierend fiir die Schilerlnnen, wenn der Nutzen der Mathematik fur sie im
Unterricht erkennbar und erfahrbar sein konnte. Einerseits stellt die Mathematik eines der
nach Meinung des Autors hervorragendsten Kulturglter dar, die die Menschen in den
vergangenen knapp 3000 Jahren hervorgebracht haben, andererseits ist die Kenntnis von
mathematischen Fertigkeiten aus keiner ernstzunehmenden wissenschaftlichen Tatigkeit mehr

wegzudenken.

Die Physik bietet sicherlich in ganz besonderem Male die Mdglichkeit, den Schilerinnen zu
zeigen, dass Mathematik ungemein gewinnbringend angewendet werden kann. Inwieweit dies
maoglich ist, méchte ich in meiner Diplomarbeit darlegen, wobei natirlich von der jeweiligen
unterrichtenden Lehrerin abgewogen werden muss, in welchem AusmaR dies in ihrer Klasse
moglich ist. Es ist in keinster Weise das Ziel meiner Arbeit oder soll als Ziel angestrebt
werden, dass alle Beispiele in dem dargelegten Ausmall im Unterricht behandelt werden
sollen. Die Schulphysik soll und darf nattrlich nicht zu einem Vorstadium oder Ersatz eines
Universitatsstudiums der Physik ausarten, das naturlich mittlerweile durch und durch

mathematisiert ist. Es sollte aber doch durch eine an das Lernniveau angepasste
1



Mathematisierung den Schilerinnen das Wesen der Physik vorgestellt werden, damit sie sich
ein Bild machen konnen, auch in Bezug darauf, wie sie sich ein Studium dieser Wissenschaft

an einer Universitat vorzustellen haben.

Ich werde in meiner Arbeit die wichtigsten Themen der Schulmathematik, die in der Physik
angewandt werden konnen, behandeln und ausgewéhlte, nach meinem Dafurhalten
interessante, Beispiele dazu auswahlen und versuchen, diese méglichst genau, aber doch in
einem verniinftigen Rahmen, vorzuzeigen. Dies beginnt bei sehr einfachen Beispielen, geht
dann aber bis hin zu Beispielen der achten Klasse, die sicherlich in den meisten Klassen so
nicht im Normalunterricht durchgenommen werden kénnen. Da es aber auch immer ein Ziel
einer Lehrerln sein muss, begabte und interessierte Schilerlnnen einerseits zu férdern wie
auch andererseits zu fordern, sollen diese Beispiel doch aufzeigen, was etwa in einer
vorwissenschaftlichen Arbeit moglich sein kann und wie weit diese vom mathematischen
Blickwinkel aus gehen kann. Auch sind diese Beispiele durchaus fur Schilerinnen geeignet,
die in Physik mundlich maturieren wollen. Es sollte auch bedacht werden, dass natirlich
auch, speziell nattrlich fir die begabteren Schilerlnnen, Herleitungen und weiterfiihrende
Methoden vorgestellt werden, die nicht unbedingt zum Teststoff fir alle Schilerinnen der

Klasse gehdren missen.

Diese Beispiele bilden dann auch die Grenze flr die Schulmathematik und gleichzeitig den
Ubergang zur Hochschulmathematik beziehungsweise natiirlich  entsprechend zur

Hochschulphysik.



2 Zur Koordination der beiden Unterrichtsficher
Mathematik und Physik

2.1 Was sagen die Lehrpldne zur Rolle der Mathematik im
Schulunterricht?

Es soll zu Beginn in aller Kiirze ein Blick in die Lehrplane fir Mathematik und Physik
geworfen werden, um zu sehen, was denn der Gesetzgeber zur Rolle und Aufgabe der
Mathematik im Schulunterricht zu sagen hat. Im Unterstufenlehrplan fiir Mathematik findet
man unter dem Punkt ,,Beitrag zu den Aufgabenbereichen der Schule* folgende zwei Ziele

des Mathematikunterrichts:

Der Mathematikunterricht soll folgende miteinander vielfaltig verknipfte

Grunderfahrungen ermdéglichen:

- Erscheinungen der Welt um uns in fachbezogener Art wahrzunehmen und zu
verstehen;

- Problemlésefahigkeiten zu erwerben, die iiber die Mathematik hinausgehen.

Der Gesetzgeber sagt hier sehr klar aus, dass Mathematik nicht auf das eigene Fachgebiet
eingeschrankt werden darf, sondern vielmehr dazu dienen muss, ,,Erscheinungen der Welt um
uns in fachbezogener Art wahrzunehmen und zu verstehen und ,,Problemldsefahigkeiten zu

erwerben, die tber die Mathematik hinausgehen®.

Im Oberstufenlehrplan fiir Mathematik findet man unter dem Punkt ,Bildungs- und
Lehraufgabe™ wiederum sehr klar formuliert, worauf der Mathematikunterricht hinzielen

muss:

Beim Erwerben dieser Kompetenzen sollen die Schilerinnen und Schiiler die
vielfaltigen Aspekte der Mathematik und die Beitrdge des Gegenstandes zu
verschiedenen Bildungsbereichen erkennen.

Die mathematische Beschreibung von Strukturen und Prozessen der uns

umgebenden Welt, die daraus resultierende vertiefte Einsicht in Zusammenhange

tvgl. [3]



und das Ldsen von Problemen durch mathematische Verfahren und Techniken

sind zentrale Anliegen des Mathematikunterrichts.?

Unter dem Punkt ,Mathematische Kompetenzen™ findet sich, welche Kompetenzen die

Schilerlnnen durch den Mathematikunterricht erwerben sollen:

Sie aulern sich in der Fahigkeit, mathematische Begriffe mit adaquaten
Grundvorstellungen zu verknupfen. Die Schilerinnen und Schiller sollen
Mathematik als spezifische Sprache zur Beschreibung von Strukturen und
Mustern, zur Erfassung von Quantifizierbarem und logischen Beziehungen sowie

zur Untersuchung von Naturph&nomenen erkennen.’

Schlieflich wird sodann unter dem Punkt ,,Aspekte der Mathematik* sehr klar formuliert, dass

Mathematik immer einen erkenntnistheoretischen Aspekt miteinbeziehen soll:

Mathematik ist eine spezielle Form der Erfassung unserer Erfahrungswelt; sie ist
eine spezifische Art, die Erscheinungen der Welt wahrzunehmen und durch
Abstraktion zu verstehen; Mathematisierung eines realen Phdnomens kann die

Alltagserfahrung wesentlich vertiefen.*

Des Weiteren findet sich unter dem Punkt ,,Beitrdge zu den Bildungsbereichen* unter dem
Unterpunkt ,,Natur und Technik® eine Aussage iiber die Notwendigkeit mathematischer

Begriffshildungen und Methoden, um zu einer adaquaten Naturbeschreibung zu gelangen:

Viele Naturph&anomene lassen sich mit Hilfe der Mathematik adaquat beschreiben
und damit auch verstehen; die Mathematik stellt eine Fulle von Lésungsmethoden

zur Verfiigung, mit denen Probleme bearbeitbar werden.”

Gerade im Unterrichtsfach Physik ist es mdglich, diesem Auftrag des Gesetzgebers zu
entsprechen, Naturphdnomene adéquat in der ihnen entsprechenden Sprache der Mathematik
zu beschreiben und Naturphdnomene dadurch besser und grundlegender verstehen zu kénnen.
Es ist bedauerlich, dass in der Schule zwar durch den Mathematikunterricht tatsachlich eine
Fulle von Lésungsmethoden zur Verfiigung gestellt wird, diese aber dann doch nicht genutzt
werden, weil nicht wenige Lehrerinnen der Meinung sind, den Schulerlnnen in der Physik

durch die Mathematik eine noch gréRere Belastung aufbiirden zu wollen. Damit nehmen sie

> vgl. [4]
*vgl. [4]
*vgl. [4]
> vgl. [4]
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aber auch gleichzeitig den Schilerinnen die Mdglichkeit, gelernte Methoden, die ja bereits zu

ihrem Losungsrepertoire gehdren, auch tatséchlich nutzbringend anwenden zu kénnen.

Wie sich der Gesetzgeber nun vorstellt, dass Mathematik unterrichtet werden soll, findet sich

im Lehrplan unter dem Punkt ,,.Lernen in anwendungsorientierten Kontexten. Hier heif3t es:

Anwendungsorientierte Kontexte verdeutlichen die Nutzlichkeit der Mathematik in
verschiedenen Lebensbereichen und motivieren so dazu, neues Wissen und neue
Fahigkeiten zu erwerben. Vernetzungen der Inhalte innerhalb der Mathematik
und durch geeignete facheribergreifende Unterrichtssequenzen sind anzustreben.
Die minimale Realisierung besteht in der Thematisierung mathematischer
Anwendungen bei ausgewdhlten Inhalten, die maximale Realisierung in der
standigen Einbeziehung anwendungsorientierter Aufgaben- und
Problemstellungen  zusammen  mit einer Reflexion des jeweiligen

Modellbildungsprozesses hinsichtlich seiner Vorteile und seiner Grenzen.®

Der Gesetzgeber verlangt hier in aller Deutlichkeit, dass Mathematik in
anwendungsbezogenen Kontexten gelehrt und von den Schilerlnnen erfahren werden muss.
Weiters geht der Gesetzgeber davon aus, dass eine Anwendung von Mathematik in
verschiedenen Lebensbereichen der Schilerinnen auf die Schulerinnen motivierend wirkt, um

neues Wissen und neue Fahigkeiten zu erwerben.

Inwieweit dies natirlich im Mathematikunterricht selbst verwirklicht werden kann, ist ein
Problem an sich. Zumeist ist es das vorrangige Ziel der Lehrerin, zumindest den minimalen
Unterrichtsstoff, der durch den Lehrplan fir die jeweilige Schulstufe vorgegeben wird, im
Schuljahr auch tatsachlich zu bewaéltigen. Mir personlich ist keine Lehrerln bekannt, die am
Ende des Schuljahres noch Zeit zur Verfligung hétte, um noch zusétzlichen Lehrstoff
durchzunehmen. Es finden sich natirlich in den Mathematikbiichern sehr wohl Aufgaben, die
auBermathematische Anwendungen zum Thema haben. Etwa Aufgaben aus der Mechanik
(insbesondere Aufgaben zu Geschwindigkeiten und Beschleunigungen), aus der Kernphysik
(radioaktiver Zerfall, Altersbestimmung durch die Radiokarbonmethode) und Aufgaben, die
Wachstumsprozesse etwa aus der Populationsdynamik zum Thema haben. Aus Gespréchen
mit Lehrerkolleglnnen ist mir bekannt, dass sich oft Mathematiklehrerinnen, die als Zweitfach
kein naturwissenschaftliches Unterrichtsfach haben, mit gewissen weiterflihrenden

aullermathematischen Aufgaben tberfordert fuhlen, wie etwa beim physikalischen Begriff der

®vgl. [4]



Arbeit, der in den Mathematiklehrblichern oft als physikalische Anwendung der
Integralrechnung dient. Insofern ware es dann nattrlich zweckméRig, wenn Lehrerlnnen, die
etwa Physik oder Chemie unterrichten, verstarkt mathematische Methoden anwenden, um die
Vorgaben des Lehrplanes aus dem Blickwinkel ihres Fachs heraus zu erfullen. Hier bietet die
Physik wohl sicherlich die meisten Mdoglichkeiten der direkten Anwendung der im

Mathematikunterricht gelehrten Methoden.

Das findet sich auch explizit im Lehrplan fir Physik. Der Unterstufenlehrplan fur Physik
verlangt den Einsatz mathematischer Methoden naturlich noch sehr eingeschrénkt, wie sich

unter dem Punkt ,,Didaktische Grundsitze* finden lasst:

Bei der Formulierung von Gesetzen ist auf qualitative Je-desto-Fassungen
besonderer Wert zu legen. Nur an geeigneten Beispielen ist die Leistungsfahigkeit

mathematischer Methoden fiir die Physik zu zeigen.”

Obwonhl natdrlich das Repertoire an mathematischen Methoden in der Unterstufe noch sehr
eingeschrankt ist, lassen sich aber dennoch einige mathematische Grundfertigkeiten sehr
gewinnbringend auch in den ersten Jahren in Physik anwenden, wie noch dargelegt werden
wird (etwa Gleichungsumformungen oder einfache beschreibend-statistische Methoden).
Damit soll den Schilerlnnen bereits in der Unterstufe, im angepassten Ausmal natirlich,
auch vor Augen gefiihrt werden, dass die Mathematik als Hilfswissenschaft und ,,Sprache der
Physik® durchaus ihre Berechtigung hat und Anwendungsmaoglichkeiten bietet. Als
Mathematiklehrerin ist man regelméRig mit der Schilerfrage konfrontiert, wozu man denn
Uberhaupt all die viele Mathematik, die man in der Schule lernen muss, brauchen kann und

was fur einen Nutzen die Mathematik denn eigentlich hat.

Es soll aber auch auf die Formulierung im Lehrplan Bedacht genommen werden, dass
mathematische Methoden nur an geeigneten Beispielen angewandt werden sollen. Es geht
nicht darum, die Mathematik zwanghaft auf jede physikalische Problemstellung anzuwenden,
hier sind das Augenmall und die Kompetenz der Lehrerin gefragt, geeignete Beispiele zu

finden.
Im Oberstufenlehrplan fir Physik ist zu lesen,

Mathematisierung als spezifische physikalische Arbeitsweise bedeutet das

Durchlaufen verschiedener Stufen zunehmender Abstraktion von der

7 vgl. [5]
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Gegenstandsebene (ber bildliche, sprachliche und symbolische Ebenen zur
formal-mathematischen Ebene. Fir das Verstandnis sind die nichtformalen
Ebenen wichtig, wahrend der mathematischen Ebene fur die Anwendung

(Vorhersage) besondere Bedeutung zukommt.®

Zusammenfassend l&sst sich also schlussfolgern, dass vom Lehrplan, und das bedeutet
natlrlich in letzter Konsequenz vom Gesetzgeber, explizit gefordert wird, dass Mathematik
und Physik sich gegenseitig ergdnzend unterrichtet werden sollen. Das ist nattrlich nicht in
jedem Teilgebiet gleichermal’en méglich und auch gar nicht gewdnscht und zielfiihrend. Wie
in der obigen Passage aus dem Lehrplan fur Physik flr die Oberstufe zu lesen ist, sind die
nichtformalen Ebenen genauso wichtig wie die formal-mathematischen und es muss
keineswegs alles in der Physik auf Biegen und Brechen mathematisiert werden. Aber in
einzelnen, exemplarisch ausgewéhlten Themengebieten fihrt es sicherlich zu einer tieferen
Verstandnisebene, wenn auch Teile des durchgenommenen Physiklehrstoffes in formal-
mathematischer Weise behandelt werden. Was dann letztlich und in welchem Ausmal
formal-mathematisch den Schilerlnnen dargeboten und abverlangt wird, liegt aber im
Ermessen der Lehrerin. Auf jeden Fall wirde ein entscheidender Wesenszug der Physik
vernachldssigt werden, wenn ganzlich auf mathematische Formulierungen und Herleitungen

verzichtet wirde.

®vgl. [6]



2.2 Koordiniertes Unterrichten von Mathematik und Physik

Idealerweise sollten die Lehrpléne fiir Mathematik und Physik aufeinander abgestimmt sein,
was aber natlrlich realerweise nicht immer der Fall ist und auch nicht sein kann. Oft hinkt die
Mathematik den Anforderungen des Physikstoffes hinterher, sodass naturlicherweise nur
unvollstandig auf das an und fur sich nétige Repertoire an mathematischen Methoden und
Begriffen zurlickgegriffen werden kann. Umgekehrt ist dieses Problem nicht so
schwerwiegend, da die MathematiklehrerInnen nicht unbedingt ein spezielles physikalisches
Themengebiet bendtigen, um aus diesem Anwendungsbeispiele fir den Mathematikunterricht
schopfen zu kénnen. Im Normalfall werden sich die Mathematiklehrerinnen auf die Beispiele
in den Mathematikschulbtichern beschrénken, viele verzichten sogar ganzlich darauf,
physikalische Beispiele zu behandeln. Dies wird in Zukunft im Hinblick auf die neue
Zentralmatura sicher so nicht mehr moglich sein, da fur die zuklnftigen Matura auch
aullermathematische Anwendungen der Mathematik eine gréRere Rolle spielen werden. Dies

soll im Ubernachsten Kapitel kurz dargelegt werden.

Da an verschiedenen Schulen die Physikstundenanzahl nicht in allen Schulstufen gleich
verteilt ist, werde ich, ohne dass sich dadurch etwas Grundlegendes an meinen Ausfiihrungen

andert, von folgenden Stundenverteilungen ausgehen:

Unterstufe: 3 Jahre Physikunterricht, 2., 3. und 4. Klasse
Oberstufe: 3 Jahre Physikunterricht, 6., 7. und 8. Klasse

Ein Beispiel fir diese Kluft zwischen der Physik und der benétigten, noch nicht zur
Verfligung stehenden Mathematik, sei vorab kurz erwahnt. In der sechsten Klasse Physik wird
zu Beginn die Mechanik, also die Bewegungslehre, behandelt und am Anfang werden die
beiden grundlegenden Begriffe ,,Geschwindigkeit” und ,,Beschleunigung* eingefiihrt. Ist man

in der Unterstufe noch mit gleichférmigen Geschwindigkeiten ausgekommen und somit mit

der Gleichung v=%, wobei v die Geschwindigkeit bewegten des Korpers in Meter pro

Sekunde, s der zurlickgelegte Weg in Metern und t die bendtigte Zeit in Sekunden ist, so
findet man damit in der Oberstufe nicht mehr das Auslangen. Es wird zwar bereits in der
Unterstufe dartiber gesprochen, dass die Geschwindigkeit eine gerichtete GroRe ist, also
immer neben dem Betrag der Geschwindigkeit (oder der ,,Schnelligkeit) auch eine Richtung

angegeben werden muss. Daneben wird in der Unterstufe rein qualitativ noch der Begriff der



ungleichférmigen Geschwindigkeit erortert, dass sich also der Betrag der Geschwindigkeit

beziehungsweise die Richtung der Bewegung mit der Zeit &ndert.

In der Oberstufe mussen diese beiden Komponenten der Geschwindigkeit, also ihr Betrag und
ihre Richtung, mathematisiert werden. Fir die Angabe der Richtung sind Vektoren
notwendig, welche bereits in der funften Klasse, zumindest im R?, eingefiihrt werden. Die
Mathematisierung der Richtung der Geschwindigkeit stellt somit kein Problem dar. Anders
sieht es aus mit der Anderung des Betrages der Geschwindigkeit, wenn diese keine
gleichformige Geschwindigkeit mehr ist, was ja bereits beim freien Fall oder dem schiefen
Wurf der Fall ist. Hierfur wdare mathematisch korrekterweise der Differentialquotient
beziehungsweise die erste Ableitung fiir die Geschwindigkeit und die zweite Ableitung fir die
Beschleunigung Voraussetzung, welche aber erst in der siebten Klasse im Rahmen der
Differenzialrechnung unterrichtet werden. Sozusagen aus der Patsche hilft man sich im

Unterricht, indem man den Begriff der Durchschnittsgeschwindigkeit V einfihrt, welche

mathematisch dem Differenzenquotienten v :% = ﬁ—i entspricht, welcher aber natirlich
271

in der sechsten Klasse noch nicht so bezeichnet wird. Sodann wird qualitativ weiter so

vorgegangen, dass man das Zeitintervall At=t,—t, immer kleiner werden lasst. Die

Momentangeschwindigkeit v als Grenziibergang v:iirrz)A—i kann man eigentlich noch nicht
t—

A
mathematisch genau definieren, da der Grenzwert (meist) ebenfalls noch nicht zur Verfugung
steht®. Also baut man hier auf das intuitive Verstandnis, dass sich die Schilerinnen diesen
Grenzubertritt auch vorstellen kdénnen, rechnen kann man damit naturlich keineswegs. Wenn
dann im Mathematikunterricht in der siebten Klasse die Ableitung im Rahmen der
Differentialrechnung durchgenommen wird, wird zumeist, aber jetzt nicht im
Physikunterricht, sondern im Mathematikunterricht, im Nachhinein eine exakte Definition der

Geschwindigkeit und analog dazu der Beschleunigung nachgereicht.

An diesem Beispiel sollte klar geworden sein, dass ein streng koordinierter Unterricht von
Mathematik und Physik oftmals einfach nicht moglich ist. Weitere Beispiele waren etwa die
Integralrechnung, die in der achten Klasse unterrichtet wird, aber im Grunde bereits in der
sechsten Klasse etwa fur die Definition und Berechnung der Arbeit benétigt wird, speziell
wenn es um die Arbeit geht, die bei der Bewegung in einem Gravitationsfeld oder einem

elektrischen Feld verrichtet wird. Wie man hier aber beispielsweise die Integralrechnung im

° Der Grenzwert einer Folge wird in der sechsten Klasse eingefiihrt, in der siebten Klasse wird dieser

exaktifiziert.
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Physikunterricht ,,umgehen* kann, wird in einem spéteren Kapitel meiner Arbeit dargelegt

werden.

5. Klasse 6. Klasse 7. Klasse 8. Klasse

Mathematik

Physik

A B

1
1
1
i
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
1
i
-

zeitliche Entwicklung des Unterrichtsstoffes

Abbildung 1: Zeitliche Koordination von Mathematik und Physik

Es kénnen im Grunde drei Félle auftreten, die ich in der Abbildung 1 zu veranschaulichen

versucht habe, dabei entsprechen Rechtecke Kapiteln aus der Mathematik, die in einem

entsprechenden Kapitel der Physik zur Anwendung kommen koénnen.

10

Fall A

Der Mathematiklehrstoff wurde bereits behandelt und steht fiir den Physikunterricht
uneingeschréankt zur Verfligung. Da der Physikunterricht in der Oberstufe im Regelfall in
der sechsten Klasse Oberstufe beginnt, ist dieser auch erst ab der sechsten Klasse
angegeben. Dieser Fall stellt natirlich einen Idealfall dar und ist in vielen Fallen nicht

erfullt.

Fall B

Der Mathematik- und Physiklehrstoff wird parallel behandelt. Dies ist in der sechsten
Klasse in  mehreren Bereichen moglich, etwa bei der Exponential- und
Logarithmusfunktion. Hier ware es natirlich im Idealfall von Vorteil, wenn die
Behandlung der beiden einander entsprechenden Lehrstoffe in Physik und Mathematik
nicht vollig parallel verlaufen, sondern ein gewisser zeitlicher Unterschied vorhanden ist.
So kann der Stoff im Mathematikunterricht vorab eingeiibt und gefestigt werden und dann

spater im Physikunterricht in der Anwendung wiederholt werden.



Falls Mathematik und Physik von verschiedenen Lehrpersonen unterrichtet werden, ware
hier ein Abgleich der Jahresplanung von Vorteil, sodass daraus beide Facher profitieren
wirden. Falls dieselbe Lehrperson beide Facher in derselben Klasse unterrichtet, ist es
natlrlich leicht mdglich, den Unterricht entsprechend zu koordinieren, was auch den
Vorteil hat, dass die Lehrerln genau wei3, was man in der Klasse voraussetzen darf in
Hinblick auf das Wissen im jeweiligen Stoffgebiet. Fur die Schilerlnnen ist dann durch
den kurzen zeitlichen Abstand direkt erkennbar, welchen Nutzen die Mathematik in der
physikalischen Anwendung hat. Insbesondere, dass man eben nicht nur qualitativ Gber
gewisse Dinge in der Physik sprechen kann, sondern durch die Mathematik ein Hilfsmittel
in der Hand hat, um auch quantitative Aussagen treffen zu konnen. So erfahren die
Schilerlnnen, dass die Mathematik die geeignete Sprache darstellt, um im Rahmen der

Physik Aussagen Uber die Naturerscheinungen treffen zu kénnen.

Auch kann damit den Schulerlnnen ein wichtiges Ziel der Physik vor Augen gefiihrt
werden, ndmlich dass es eines der Grundziele der Physik ist, quantitative VVoraussagen
machen zu konnen. Andererseits erfahren die Schilerinnen auch, dass die Methoden der
Mathematik sehr wohl nicht nur reiner Selbstzweck der Mathematik sind, sondern eine
direkte Anwendung und einen gewinnbringenden Nutzen in vielen Anwendungsbereichen
haben. Dies stellt dann in Summe eine auch vom Lehrplan geforderte facheriibergreifende

Verschrankung der beiden Facher dar.

Fall C

Der Mathematiklehrstoff steht noch nicht zur Verfugung zu der Zeit, in der der
entsprechende Physikstoff gelehrt wird. Fir den Mathematikunterricht stellt dies natirlich
kein Problem dar, da man ja umgekehrt auf den Physikstoff zurtickgreifen kann und damit

auch die Vorteile der behandelten mathematischen Methode herausstreichen kann.

Wieder sei etwa die Geschwindigkeit als Beispiel herausgegriffen. Wurde diese im
Physikunterricht als  Durchschnittsgeschwindigkeit  eingefthrt, kann jetzt im
Mathematikunterricht der Schritt zur Momentangeschwindigkeit ganz selbstverstandlich
vollzogen werden. Voraussetzung hierflr ist natirlich, dass die Lehrerin sich das auch
zutraut, was im Falle der Geschwindigkeit sicher kein Problem fir jede kompetente
Mathematiklehrerin darstellen sollte. Es ist mir als Physiklehrer schon einige Male

passiert, dass Mathematiklehrerinnen auf mich zugekommen sind mit der Frage, wie es

11



sich mit gewissen physikalischen Begriffen genauer verhalt, explizit etwa der Arbeit als

Integral Uber eine Kraft.

Umgekehrt stellt das fir den Physikunterricht mitunter ein groReres Hindernis dar, da dann
nicht mehr direkt auf die mathematischen Begriffe und Methoden zugegriffen werden
kann, sondern indirekte und womdglich umsténdlichere Wege herangezogen werden
missen. Etwa wird in der sechsten Klasse oft ein kleines Kapitel iber die Vektorrechnung
in die Mechanik eingeschoben, falls der Begriff des Vektors noch nicht zur Verfligung
steht. Wenn man sich Schulbticher ansieht, etwa ,,Big Bang“ von Apolin, so werden

Vektoren eigens in einem eigenen Kapitel ,,Tool Time*!° behandelt.

Dies kann nun natlrlich auch gewinnbringend verwendet werden, wenn hier durch die
PhysiklehrerIn gezeigt werden kann, dass gewisse mathematische Begriffe ihren Ursprung
in physikalischen Fragestellungen haben, das Beispiel der VVektoren ist hier sicher eines der
,prominentesten Beispiele. Ob dann letztlich fir die Schulerlnnen auch ein
Erkenntnisgewinn dahingehend resultiert, sprich ,,Wie funktioniert eigentlich Physik und
wie spielen Mathematik und Physik zusammen und wie bedingen sie sich gegenseitig?*,

das hangt aber in erster Linie von der unterrichtenden Lehrerln ab.

1% sjehe [18], Kapitel , Seite 3 ff.
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2.3 Ziele und Grenzen dieser Diplomarbeit

Erstens

Wie ich im vorangegangenen Kapitel dargelegt habe, wére eine zeitliche Koordination des
Lehrplanes fir Mathematik und des Lehrplanes fur Physik zwar erwinscht, dies wird in der
Praxis beim Unterrichten der beiden Unterrichtsgegenstande meistens aber nicht moglich sein.
Mein Ziel in dieser Diplomarbeit ist es, fur alle acht Schulstufen einer Allgemeinbildenden
Hoheren Schule auszufiihren, welche mathematischen Methoden fiir welche physikalischen
Inhalte geeignet sind. Ich werde dabei von der Mathematik ausgehen und die mathematischen
Lerninhalte der jeweiligen Schulstufen ausgewéhlten physikalischen Themen zuordnen.
Natdrlich wird es in vielen Fallen nicht mdglich sein, dass der Mathematiklehrstoff einer
bestimmten Schulstufe unmittelbar dem Physiklehrstoff der entsprechenden Schulstufe
entspricht, allerdings werde ich dies in dieser Arbeit nicht weiter beriicksichtigen, da in dieser
Diplomarbeit die fachliche und nicht die zeitliche Koordination das hauptsachliche Thema
sein soll. Hier ist dann die unterrichtende Lehrerin gefordert, die zeitliche Koordination der

Lehrinhalte selbst zu bewerkstelligen.

Zweitens

Es wird von mir auch nicht der Versuch unternommen werden, zu allen mathematischen
Themen der Mathematik der Unter- und Oberstufe Beispiele zu konstruieren, sondern es
sollen die mathematischen Themen mit Beispielen unterlegt werden, durch welche nach
meinem Daflrhalten ein wirklicher Nutzen in der Physik erkennbar sein soll. Dadurch soll
auch ersichtlich werden, dass die Mathematik, die die Schulerinnen in der Schule lernen, sehr
wohl Sinn macht, indem man eben die fiir viele Schillerinnen trockene Schulmathematik
tatsachlich anwendet und gebraucht, um quantitative Aussagen Uber die Natur zu treffen
beziehungsweise physikalische Gleichungen und GesetzméaRigkeiten mit Hilfe der

Mathematik herzuleiten.

Leider ist dies gerade bei einigen der bemerkenswertesten und aus der Sicht vieler Physiker
schonsten Gleichungen in der Schule nicht mdoglich. Doch sollte zumindest durch die
PhysiklehrerIn darauf hingewiesen werden, wie diese fur die Naturbeschreibung
grundlegendsten Gleichungen der Physik aussehen und weshalb sie eine innere Schonheit
besitzen, die oft erst durch tiefergehende mathematische Kenntnisse sichtbar wird. Ich denke
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hier etwa an das Differentialgleichungssystem der vier Maxwellgleichungen, aus denen die
gesamte Theorie des Elektromagnetismus hergeleitet werden kann oder die
Schrédingergleichung, die etwa das Wasserstoffatom quantenmechanisch beschreibt?.

Drittens

Meine Ambition ist es, dass diese Diplomarbeit eine Art kleines, wenngleich naturlich auch
unvollistandiges, Nachschlagewerk sein soll, in dem die Physik- beziehungsweise
Mathematiklehrerin Material und Ideen findet, einen koordinierten und fachertbergreifenden
Unterricht gestalten zu konnen, wobei ich natlrlich keineswegs den Anspruch auf

Vollstandigkeit erhebe.

Infolge des gewahlten Aufbaus der Diplomarbeit, dass ich mich nach dem Lehrplan fir
Mathematik beziehungsweise der Reihenfolge des Auftretens des Mathematiklehrstoffes
anhand der Mathematikschulbiicher richte, wird es natirlich des Ofteren vorkommen, dass die
Mathematik fur Anwendungen, die in der Oberstufe in Physik Unterrichtsstoff sind, bereits im
Mathematiklehrbuch der Unterstufe, im Extremfall sogar im Schulbuch der ersten Klasse zu
finden sind.

Viertens

Die Anwendungsbeispiele sind teilweise, wenn auch in der Minderzahl, direkt den
Mathematikschulbiichern entnommen, in vielen Fallen sind es Beispiele und Aufgaben aus
Physikbiichern, die ich als Grundgedanken Gbernommen und dann ,,mathematisiert” habe.
Manche Anwendungsbeispiele habe ich mir selbst ausgedacht oder sie griinden sich auf Ideen
aus Aufgaben, die ich in der Vergangenheit in Blichern oder Fachmagazinen gelesen habe,
deren Ursprung ich aber nicht mehr eruieren kann. Viele mathematische Herleitungen, die in
den Physikblchern nicht durchgefiihrt werden, habe ich ergénzt beziehungsweise die
Herleitungen (berhaupt erst durchgefiuhrt. Es ist klar, dass die Ausfuhrlichkeit vieler
Herleitungen Uber das Ausmal} hinausgehen, die die Physiklehrerln im Unterricht den
Schulerlnnen vortragen wird, aber es ist meines Erachtens doch wichtig, dass die
PhysiklehrerIn zumindest dieses mathematische Hintergrundwissen im Kopf hat, um auf

Fragen der SchilerInnen fachlich korrekte Antworten bieten zu kénnen.

! Zumindest nichtrelativistisch, eine relativistische Beschreibung ist durch die Diracgleichung gegeben.
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Finftens

Ich mochte ganz besonders darauf hinweisen, dass es nicht das Ziel sein kann, dass alle
Beispiele im Physikunterricht beziehungsweise im Mathematikunterricht gebracht werden.
Die Lehrerln muss eine Auswahl treffen, was natlrlich von mehreren Faktoren abhangen
kann. Die Tiefe der Mathematisierung muss etwa an das jeweilige Leistungsniveau der Klasse
angepasst werden, wobei aber laut Lehrplan mindestens ein Thema pro Schulstufe eine

tiefergehende Behandlung erfahren sollte. Im Lehrplan fir Physik in der Oberstufe heif3t es,

Dabei ist exemplarisch an mindestens einer Thematik pro Schulstufe eine groRere
Erklarungstiefe anzustreben und vermehrte Mdoglichkeit zur eigenstandigen
Befassung zu geben. Dies ist nach Maoglichkeit auch facherlbergreifend

durchzufiihren.'?

Dieses Thema konnte und sollte man natlrlich, insbesondere in der Oberstufe, auch
mathematisch tiefergehend beleuchten. Ich méchte aber doch die Warnung aussprechen, dass
die Mathematisierung der Physik in der Schule in einem verniinftigen Rahmen bleiben muss,
da dies nur einen von mehreren moglichen Zugangen zur Physik darstellt. Es ist dies zwar
meines Erachtens ein durchaus wichtiger, er darf aber trotzdem nur einer unter verschiedenen

sein. Im Lehrplan heif3t es dazu:

Mathematisierung als spezifische physikalische Arbeitsweise bedeutet das
Durchlaufen  verschiedener Stufen zunehmender Abstraktion von der
Gegenstandsebene tber bildliche, sprachliche und symbolische Ebenen zur
formal-mathematischen Ebene. Fir das Verstandnis sind die nichtformalen
Ebenen wichtig, wahrend der mathematischen Ebene fir die Anwendung

(Vorhersage) besondere Bedeutung zukommt.*®

Es darf also der mathematische Zugang keineswegs vernachléssigt werden und muss seinen
Platz neben anderen, nicht minder bedeutsamen Zugéngen einnehmen. Dass aber ganzlich auf
eine Mathematisierung verzichtet wird, wie es sicherlich auch geschieht, ist nicht zu
rechtfertigen, insbesondere wenn sich die LeserIn die Passage aus dem Lehrplan vor Augen
hélt, dass ,,der mathematischen Ebene fiir die Anwendung (Vorhersage) besondere Bedeutung

zukommt*,

2 vgl. [6]
Bvgl. [6]
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Ich werde aus den zahlreichen Schulbiichern, die es naturgemaR gibt, diejenigen heranziehen,
die ich aus meiner eigenen Unterrichtspraxis kenne. Dies soll aber keineswegs eine wie auch
immer geartete Wertung der Schulbticher darstellen, aber diese Diplomarbeit hat ja nicht das
Ziel, die diversen Mathematik- und Physikschulbicher zu vergleichen, auch habe ich
versucht, den Stoff nicht auf ein vorgegebenes Schulbuch beziehungsweise eine
Schulbuchreihe einzuschréanken. Ich werde auch durchaus Herleitungen, Beispiele und
Anwendungen bringen, die nicht so in den Schulbuichern stehen, da es ja grundsatzlich nur um
die Madglichkeiten der Anwendung der Mathematik im Physikunterricht geht, was
schulbuchunabhéngig zu sehen ist. Die Wahl eines konkreten Schulbuches dient einfach dazu,

ein Gerulst zu haben, an dem man sich leichter orientieren kann.
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2.4 Die Reifepriifung vom 9. Mai 2014

Mit dem Schuljahr 2014/15 wird in ganz Osterreich erstmals flachendeckend die neue
Reifeprifung an den Allgemeinbildenden Héheren Schulen und im Schuljahr 2015/16 an
Berufsbildenden Hoheren Schulen durchgefiihrt werden. Bereits im Schuljahr zuvor, im Mai
2014, nahmen 50 Klassen an einem Schulversuch zur standardisierten kompetenzorientierten

schriftlichen Reifeprifung in Mathematik an den Allgemeinbildenden Hoheren Schulen teil.

Was nach Bekanntgabe der Probereifepriifung mich als Mathematik- und Physiklehrer und
insbesondere Kolleglnnen, die nur das Unterrichtsfach Mathematik und nicht Physik
unterrichten, erstaunte, war der Uberraschend hohe Anteil an Aufgaben, die aus dem Bereich
der Physik stammten. Wenn man sich dann aber dahingehend informiert, was denn die neuen
Zielvorgaben sind, die mit der standardisierten kompetenzorientierten schriftlichen
Reifeprifung eingefordert werden, so verwundert es nicht, dass die Aufgabenstellungen aus

dem Bereich der Mathematik einem groRen Wandel unterzogen sind.

Die standardisierten Reifeprifungsaufgaben beinhalten sogenannte Typ-1 und Typ-2-
Aufgaben. Auf der Homepage des bifie findet man Typ-2-Aufgaben folgendermafen
beschrieben:

,»Typ-2-Aufgaben sind Aufgaben zur Anwendung und Vernetzung der
Grundkompetenzen in definierten Kontexten und Anwendungsbereichen. Es
handelt sich dabei um umfangreichere kontextbezogene oder auch
innermathematische  Aufgabenstellungen, bei denen eine selbststandige

Anwendung von Wissen und Kénnen erforderlich ist.«*

Es geht also insbesondere um Aufgaben, die die Grundkompetenzen voraussetzen und diese
dann anwenden und vernetzen sollen, wobei seine selbststandige Anwendung derselben
verlangt wird. Dieses Anwenden kann aber sicher nicht nur auf rein mathematische
Aufgabenstellungen beschrénkt sein, sondern damit soll den Schilerinnen nahegebracht
werden, dass eben die Mathematik, als Hilfswissenschaft verstanden, nicht nur theoretisches
Wissen beinhaltet, sondern insbesondere anwendungsbezogenes. Letztlich sollen die
Schulerlnnen die Mathematik auch als eine Wissenschaft und ein Werkzeug kennenlernen,
das dazu dient, anderen Wissenschaften ein Handwerkszeug zur Verfugung zu stellen,

wodurch diese Wissenschaften erst zur wirklichen Entfaltung kommen kénnen. David Hilbert,

gl [2]
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einer der ganz GroRen der Mathematik, hat einen wunderbaren Satz geschrieben, der dies

unubertrefflich auszudriicken vermag:

Die Mathematik ist das Instrument, welches die Vermittlung bewirkt zwischen
Theorie und Praxis, zwischen Denken und Beobachten: Sie baut die verbindende
Briicke und gestaltet sie immer tragfahiger. Daher kommt es, dal3 unsere ganze
gegenwartige Kultur, soweit sie auf der geistigen Durchdringung und

Dienstbarmachung der Natur beruht, ihre Grundlage in der Mathematik findet."

Wenn man sich an die eigenen Maturaaufgaben zurtickerinnert oder sich Maturaaufgaben vor
Einflhrung der standardisierten kompetenzorientierten schriftlichen Reifepriifung ansieht,
insbesondere wenn diese eine langere Zeit zurickliegen, féallt doch sehr eklatant die neue
Zielvorgabe auf, nicht mehr wie bisher rein mathematische Aufgabenstellungen l6sen zu
missen, sondern Aufgabenstellungen, die zu einem nicht unbetréchtlichen Teil aus dem

Bereich der Physik oder auch anderer Naturwissenschaften herriihren.

Beim Schulversuch vom 9. Mai 2014 kamen von 24 gestellten Typ-1-Aufgaben vier und von
funf gestellten Typ-2-Aufgaben drei aus dem Bereich der Physik beziehungsweise der
Chemie/Biologie. Das sind immerhin sieben von 29 Aufgaben, die einen konkreten
Physik/Chemie/Biologie-Bezug hatten, also beinahe 25%, was doch sehr bemerkenswert ist!
Jedem Mathematik- beziehungsweise Physiklehrer ist die Frage von SchiilerInnen ,,Machen
wir jetzt Mathematik oder Physik?* hinldnglich bekannt, sobald im Mathematikunterricht
physikalische Beispiele als Anwendungen der Mathematik gebracht oder andererseits im
Physikunterricht mathematische Methoden angewandt werden. In Zukunft ist die Anwendung
mathematischer Methoden im Physikunterricht genauso wie physikalische Fragestellungen im
Mathematikunterricht eine Herausforderung, die durch die neue Reifpriifung an alle
Schulerlnnen gestellt werden wird und die diese bewaltigen werden mussen. Das bedeutet
natdrlich eine Umstellung im Verstandnis, was sowohl das Unterrichtsfach Mathematik als
auch das Unterrichtsfach Physik in Zukunft werden leisten mussen. Es sollte aber nicht als nur
als eine zusatzliche und neue Forderung verstanden werden, sondern auch als eine Chance,
den Unterricht interessanter und in grélRerem Ausmall als bisher féacherlbergreifend zu

gestalten.

> David Hilbert, aus der Rede "Naturerkennen und Logik", gehalten auf der Versammlung Deutscher

Naturforscher und Arzte in Kénigsberg, 8. September 1930
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Folgende Aufgabenstellungen wurden im Schulversuch vom 9. Mai 2014 gestellt*®:
Typ-1-Aufgaben:

- Aufgabe 2: Punktladungen
- Aufgabe 7: Zerfallsprozess
- Aufgabe 15: Nikotin

- Aufgabe 18: Pflanzenwachstum
Typ-2-Aufgaben:

= Aufgabe 2: Zustandsgleichung idealer Gase
= Aufgabe 3: Chemische Reaktionsgeschwindigkeit
= Aufgabe 5: Sportwagen

Daran ankniipfend mdchte ich mit meiner Diplomarbeit exemplarisch darlegen, inwieweit die
Mathematik im Physikunterricht eine Rolle spielen kann beziehungsweise welche
physikalischen Themen gewinnbringend auf die Mathematik als geeignetes Hilfsmittel

zuriickgreifen kénnen.

Grundsétzlich bietet es sich an, entweder von der Mathematik auszugehen und die
physikalischen Themen zu untersuchen oder umgekehrt die physikalischen Themen im
Schulunterricht als Ausgangsbasis herzunehmen und davon ausgehend sich die Mathematik
anzusehen, die zur Anwendung kommen kann. Ich habe mich dafur entschieden, von der Seite
der Mathematik das Thema anzugehen und davon ausgehend zu untersuchen und darzulegen,
welche physikalischen Themen diese mathematischen Methoden verwenden kdnnen oder
zumindest die Mdoglichkeit dazu haben, was natlrlich immer vom jeweiligen Niveau der
Klasse abhangt. Einige der gezeigten Beispiele, insbesondere natirlich diejenigen der hdheren
Klassen, konnen auch im Rahmen von Wahlpflichtfachern verwendet werden

beziehungsweise als Spezialthemen fir die mindliche Matura.

'® Siehe [2]; die gesamte Reifepriifung vom Mai 2014 ist im Anhang beigefligt.
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3 Mathematische Anwendungen in der Physik nach
Klassen geordnet

Da sich, wie bereits ausgefiihrt, grundsétzlich zwei Mdoglichkeiten der Behandlung des
Themas anbieten, entweder eine Orientierung nach dem Mathematik- oder dem
Physiklehrplan, musste ich eine Entscheidung treffen und habe die erste Moglichkeit gewahlt,
werde also bei der Auswahl der Mathematik nach den Klassen aufsteigend vorgehen, wobei
ich aus jeder Schulstufe relevante Stoffkapitel auswahlen werde. Sodann werde ich passende
Beispiele aus der Physik prasentieren, wobei dies dann meistens aber nicht mehr mit den
gleichen Schulstufen wie der durchgenommene Mathematikstoff korreliert, wie ich auch

bereits dargelegt habe.

Werden etwa Mal3einheiten der Mathematik der ersten Klasse zugeordnet, so entsprechen die
dazu gehdrigen Beispiele etwa der Physik der sechsten Klasse der Oberstufe. Viele zur Physik
der Oberstufe passende mathematische Themen werden bereits in der Unterstufe im
Mathematikunterricht behandelt, wie etwa der pythagoreische Lehrsatz. Es ist einfach meist
nicht moglich, die Physik und Mathematik einer Schulstufe parallel zu behandeln und die
Unterrichtsstoffe in Einklang zu bringen, da nur in sehr wenigen Féllen der durchgenommene

Stoff in Physik mit der bendétigten Mathematik und umgekehrt zusammenfallt.
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3.1 1.Klasse

3.1.1 Gleichungen und direktes Verhaltnis

Gleichungen werden bereits sehr friihzeitig im ersten Unterrichtsjahr im Mathematikunterricht
eingefilhrt. Wird in der ersten Klasse zunachst der Begriff der Variablen erklart'’ und
Losungen von einfachsten Gleichungen noch in einer unsystematischen Weise durch
Probieren gefunden®®, so wird das Konzept der Gleichung in der zweiten Klasse in bereits
systematischerer Weise fortgesetzt™. In der ersten Klasse werden zunachst Anwendungen von
einfachsten Gleichungen in Form von Textaufgaben und Formeln behandelt®. Es geht dabei
in erster Linie darum, dass die Schulerlnnen einen ersten Einstieg in eine doch fir die erste
Klasse recht abstrakte Methode der Handhabung und der Lésung von Textaufgaben erhalten.
Dabei wird besonderer Wert gelegt auf die ,,Ubersetzung* eines mathematischen Textes in

eine adaquate mathematische Sprache.

In der dritten Klasse werden Terme eingefiihrt?* und das Rechnen mit Termen?® behandelt und
auch Gleichungen durch Aquivalenzumformungen® geldst, wobei ab jetzt das Repertoire an
Gleichungen und Ldsungsverfahren mit jedem Schuljahr erweitert wird, indem im Laufe der
Zeit sukzessive neue Rechentechniken und Funktionen eingefiihrt werden. Vom
Waurzelziehen in der dritten® und insbesondere in der vierten®® Klasse tiber das Losen von
zwei oder mehr Gleichungen in mehreren Unbekannten®® bis zum Logarithmus®’ und dem

Lésen von Exponentialgleichungen?®,

' siehe [7]; Seite 83
'8 Siehe [7]; Seite 84
Y sSiehe [8]; das Kapitel ,,Gleichungen und Formeln“ ab Seite 80
2 siehe [7]; Seite 87 und besonders das Kapitel ,Gleichungen aus Textaufgaben” ab Seite 88
! Siehe [9]; das Kapitel ,Terme” ab Seite 60
2 Siehe [9]; das Kapitel ,Rechnen mit Termen” und die Unterkapitel dazu ab Seite 69
> Siehe [9]; das Kapitel ,Gleichungen und Formeln“ ab Seite 99
** Siehe [9]; das Kapitel ,Berechnungen mit dem Satz von Pythagoras — Quadratwurzel” ab Seite 226
% Siehe [10]; das Kapitel ,Quadratwurzeln” und die Unterkapitel dazu ab Seite 16
% Siehe [10]; das Kapitel , Lineare Gleichungen mit zwei Variablen” ab Seite 98;
[11] das Kapitel , Lineare Gleichungen und Gleichungssysteme in zwei Variablen” ab Seite 194;
[12] das Kapitel , Lineare Gleichungssysteme in drei Variablen; Lage von drei Ebenen” ab Seite 193
%’ Siehe [12] das Kapitel ,,Logarithmen” ab Seite 28 und das Kapitel , 4 Exponential- und
Logarithmusfunktionen”
%% Siehe [12] das Kapitel ,Anwendungen von Exponentialfunktionen” ab Seite 60 und das Kapitel
,Exponentialungleichungen” ab Seite 75
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In der ersten Klasse wird auch das direkte Verhaltnis eingefiihrt?®, wobei eine genauere
Behandlung erst in der zweiten Klasse gemeinsam mit dem indirekten Verhaltnis erfolgt®.
Zumindest aber die Idee, dass zwei GroRen bei einem direkten Verhéltnis derart
zusammenhangen, dass eine Verdoppelung, Verdreifachung der einen GroRe eine
entsprechende Verdoppelung, Verdreifachung der anderen GroRe nach sich zieht, sollte in der

ersten Klasse bereits verstanden werden.

Im Mathematikunterricht geschieht eine Ldsung von direkten und indirekten
Proportionalitatsaufgaben meist durch das Aufstellen einer Tabelle®, mittels der dann der
Wert der gesuchten GroRe ermittelt wird. Das Aufstellen einer expliziten Formel, der ein
direktes Verhdltnis zugrunde liegt, spielt eigentlich im Mathematikunterricht keine Rolle und
wird auch so nicht behandelt. Das ist aber wiederum genau der Schritt, der in der Physik die
entscheidende Rolle spielt. Hier steht als AusgangsgréRe und zugeordnete GroRRe meist eine
Tabelle zur Verfligung, die etwa aus einer Messserie gewonnen wurde und aus der dann
abgeleitet werden soll, dass es sich um ein direktes oder indirektes Verhéltnis handelt. Der
darauf und daraus folgende Schluss, dass ein direktes Verhéltnis so gedeutet werden muss,
dass die eine GroRe aus der anderen durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor
hervorgeht, stellt oft ein groRes Problem flr Schilerinnen dar, ist aber naturlich in der Physik

von grundlegender Bedeutung.

Zum ersten Mal tritt dieses Problem bereits ganz am Anfang des ersten Physikjahres auf,
wenn es um die Einfuhrung der Geschwindigkeit und den Zusammenhang der drei GroRen
Weg, Geschwindigkeit und Zeit bei einer geradlinig gleichfsrmigen Bewegung geht*?. Das
folgende Beispiel hierzu mit den entsprechenden Zahlenwerten basiert auf einem Versuch,

den der Autor dieser Arbeit in einer zweiten Klasse in Physik standardmaBig durchfiihrt®.

2 Siehe [7] das Kapitel ,,Direktes Verhaltnis“ ab Seite 69

¥ Siehe [8] das Kapitel ,,Direkte und indirekte Proportionalitdt” ab Seite 98

* Siehe [8] Seite 100 (direkte Proportionalitit) und 105-106 (indirekte Proportionalitit)

%2 Siehe [15] das Kapitel ,,Die Geschwindigkeit” ab Seite 12

* Der Versuch, dem die hier aufgefiihrten Zahlenwerte zugrunde liegen, wurde in einer zweiten Klasse, die der
Autor in Physik unterrichtet hat, im Evangelischen Gymnasium und Werkschulheim im Schuljahr 2014/15
durchgefiihrt.
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Beispiel 1: Aufstellen einer Formel fiir die Geschwindigkeit

Der Versuch wurde so durchgefiihrt, dass Schulerlnnen mit einer Stoppuhr (Handy) in

konstanten Abstanden entlang einer geraden Linie positioniert worden sind. Eine

Schilerin lauft an ihnen mit moglichst konstanter Geschwindigkeit vorbei. Jede

SchilerIn stoppt die Zeit, sobald die L&uferin genau an ihr vorbeilduft. Aus diesen

Stoppzeiten wird dann die Geschwindigkeit der Lauferin ermittelt.

Aus den gemessenen Zeiten erkennt man in der Auswertung durch Eintrag in eine

Tabelle, dass die Geschwindigkeit etwa konstant ist, woraus geschlossen werden kann,

dass hier ein direktes Verhéaltnis zwischen dem zurtickgelegten Weg und der Zeit mit

der Geschwindigkeit als Proportionalitatsfaktor vorliegt. Daraus l&sst sich dann eine

Formel fir den Weg in Abhéangigkeit von der Zeit flr eine geradlinig gleichférmige

Bewegung angeben®,

Laufer 1 Laufer 2
Gesamtweg s | Gemessene Geschwindigkeit Gemessene Geschwindigkeit
inm Zeittins inms™: Zeittins inms™:
v=s:t v=s:t
2 2,0 1,0 1,2 1,7
4 3,7 1,1 2,6 1,5
6 6,1 1,0 3,5 1,7
8 9,2 0,9 4,6 1,7
10 10,1 1,0 5,7 1,8
12 12,2 1,0 6,5 1,8
14 14,0 1,0 7,7 1,8
16 16,5 1,0 8,7 1,8
18 18,2 1,0 10,2 1,8

Tabelle 1: Ergebnisse und Auswertung des Versuchs zur Geschwindigkeitsbestimmung

**In der 2. Klasse wird natiirlich noch kein Unterschied zwischen Durchschnitts- und Momentangeschwindigkeit
gemacht, die ermittelte Geschwindigkeit ist hier eigentlich eine Durchschnittsgeschwindigkeit jeweils tber die
Wegstrecken vom Ausgangspunkt s = 0m bis zum Punkt, an dem die Zeit bestimmt wurde.
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In der Tabelle 1 sind die gemessenen Zeiten protokolliert, wie sie im Versuch
tatsachlich ermittelt worden sind. Es werden die Zeiten zweier L&uferlnnen gemessen
und daraus die Geschwindigkeiten ermittelt. In der Spalte ,,Geschwindigkeit* ist sodann
ersichtlich, dass die Geschwindigkeit ungefahr konstant ist und dass L&uferln 2 eine
hohere Geschwindigkeit als Lauferin 1 hatte und somit die schnellere gewesen ist. In
einem weiteren Schritt kann diese Tabelle dann natirlich auch grafisch ausgewertet
werden, wobei sich dann herausstellt, dass eine gleichformige Bewegung in einem

Weg-Zeit-Diagramm durch eine Gerade dargestellt wird.

Fir Lauferln 1 erhalt man als mittlere Geschwindigkeitv:l,o%, fur Lauferin 2

v=1,8%. Als Formel fir die Geschwindigkeit ergibt sich dann s=v-t und daraus

schlieRlich durch eine einfache Umformung

s
v=2
t

Beispiel 2: Gewichtskraft

Nach der Einfuhrung der beiden GroRen Masse und Kraft wird tblicherweise die
Gewichtskraft als Spezialfall einer Kraft behandelt®™. Mit einer Federwaage oder einem
elektronischen Kraftmesser kann der Zusammenhang zwischen der Masse eines Korpers
und der Gewichtskraft, die auf den Korper wirkt, bestimmt werden. Wird die
Gewichtskraft mehrerer Massen verschiedener Grofle gemessen, ergibt sich wiederum
ein direktes Verhéltnis zwischen der Masse eines Korpers und der Gewichtskraft, wobei

der konstante Faktor die Erdbeschleunigung g darstellt*:

* Siehe [15] das Kapitel ,9 Gewichtskraft” ab Seite 20.

% g ist flr unterschiedliche Punkte auf der Erde keine Konstante mehr. g hangt einerseits von der Hohe liber
der Erdoberflache und andererseits von der Position des Messpunktes ab. So ist g an den Polen kleiner als am
Aquator, hangt aber auch davon ab, ob man g etwa auf dem Festland oder {iber dem Meer bestimmt, da auch
die Zusammensetzung der Erde Auswirkungen auf die Erdbeschleunigung g hat. Die Erdbeschleunigung g hat

etwa an den Polen den Wert 9,83220m2 und am Aquator den Wert 9, 78050m2, ist also an den Polen um etwa
S S

0,53% groRer als am Aquator!
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Fs=0-m

F; ... Gewichtskraft des Korpers, [F.]=N
m ... Masse des Korpers, [m] =kg

g ... Erdbeschleunigung, [g]:sm2

Beispiel 3: Newton‘sche Bewegungsgleichung

Die Newton’sche Bewegungsgleichung stellt eine der wichtigsten Grundgleichungen
der Physik dar. Sie driickt formal die direkte Proportionalitat zwischen der Kraft, die auf
einen Korper wirkt, und der dadurch hervorgerufenen Beschleunigung des Kérpers aus.
Der Proportionalitatsfaktor entspricht dabei der Masse des Korpers.

F=m-a 3

F ... Kraft, die auf den Korper wirkt, [F]=N

a ... Beschleunigung des Korpers, [a] = sz

m ... Masse des Korpers, [m] =kg

*’ Die Newton’sche Bewegungsgleichung ist korrekterweise eine Vektorformel, F=m-4a die aber erst in der
Oberstufe als solche geschrieben wird. In der Unterstufe wird nur verbal beziehungsweise als grafische
Pfeildarstellung (iber die Geschwindigkeit, Beschleunigung und Kraft gesprochen, mathematisch wird der
Begriff des Vektors aber natiirlich noch nicht verwendet, dies bleibt der flinften und sechsten Klasse
vorbehalten.
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3.1.2 Mafdeinheiten

Maleinheiten werden im Mathematikunterricht in der ersten Klasse eingefuhrt und sind
naturlich bereits aus der VVolksschule den Schiilerlnnen bekannt. Es ist fur viele Schulerinnen
oft nicht einsichtig, dass eine GréRenangabe ohne Einheit im Grunde vollkommen sinnlos ist,
da nur die Malzahl alleine keinerlei Informationswert besitzt. Im Mathematikunterricht

werden folgende LangenmaBe®® und MassenmaRe®® im Kapitel Dezimalzahlen eingefiihrt:

= LangenmaRe: km, m, dm, cm, mm

= Massenmalie: t, kg, dag, g, dg, cg, mg
In einem eigenen Kapitel Zeitmessung werden dann die ZeitmaBe®® eingefiihrt;
= ZeitmaRe: s, min, h, d, Monat, Jahr

Sodann gegen Ende des Schuljahres im Kapitel Rechteck und Quadrat die FlachenmaBe** und

im Kapitel Quader und Wiirfel die RaummaRe*?;

=  FlachenmaBe: mm?, cm?, dm?, m?, a, ha, km?

»  RaummaRe: m*, dm?, cm®, mm?3 sowie die HohimaRe hl, 1, dI, cl, ml

In der ersten Klasse werden diese Maleinheiten eingeiibt und sollten ab dem ersten
Unterrichtsjahr Physik gentigend beherrscht werden, da dann sukzessive in Physik eine immer
groRere Zahl von Maleinheiten entsprechend den neu hinzukommenden physikalischen
GroRen dazukommen. Im Physikunterricht erfahren die Schilerlnnen dann in der sechsten

Klasse die verschiedenen Einteilungen der MaReinheiten und deren Zusammenhang.

= S|-Basiseinheiten +*
Im SI-System gibt es 7 BasisgroRen, denen jeweils eine Basiseinheit entspricht. Alle

anderen Einheiten kdnnen aus diesen sieben Basiseinheiten abgeleitet werden.

*® Siehe [7] das Kapitel ,LangenmalRe” ab Seite 102.

¥ Siehe [7] das Kapitel ,MassenmaRe” ab Seite 104.

0 Siehe [7] das Kapitel ,,ZeitmaRe, Zeitdauer und Zeitpunkt” ab Seite 142.

" Siehe [7] das Kapitel ,,FlachenmaRe” ab Seite 222.

* Siehe [7] das Kapitel ,,Raummale” ab Seite 254.

* Frz. Systeme international d’unités; dieses Einheitensystem ist das verbreitetste System fir physikalische
GroRen. Das SI-System ist (1) ein metrisches System, das heilt eine Basiseinheit ist das Meter, (2) ein dezimales
System, das heit die Einheiten kdnnen nur ganzzahlige Exponenten besitzen und (3) ein koharentes System,
das heillt, jede abgeleitete Einheit ist ein Produkt von Potenzen von Einheiten, ohne dass zusatzliche
nummerische Faktoren hinzukommen.
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Basisgrofe Basiseinheit
Lange (I, x, s, 1) Meter (m)

Zeit (1) Sekunde (s)
Masse (m) Kilogramm (kg)
absolute Temperatur (T) Kelvin (K)
Stoffmenge (n) Mol (mol)
elektrische Stromstarke (I) | Ampere (A)
Lichtstarke (1) Candela (cd)

Tabelle 2: Die 7 SI-BasisgroRen und Sl-Basiseinheiten

= Einheiten kénnen mit Vorsilben versehen sein**:

Vorsilbe | Abkirzung | Vielfaches der Einheit
Yotta Y 10**  (Quadrillion)
Zetta Z 101 (Trilliarde)
Exa E 10®  (Trillion)
Peta P 10  (Billiarde)
Tera T 10%  (Billion)
Giga G 10°  (Milliarde)
Mega M 10°  (Million)
Kilo k 10°  (Tausend)
Hekto H 10°  (Hundert)
Deka da 10" (Zehn)

Dezi d 10" (Zehntel)
Centi c 107 (Hundertstel)
Milli m 10°  (Tausendstel)
Mikro T 10°  (Millionstel)
Nano n 10°  (Milliardstel)
Pico p 10  (Billionstel)
Femto f 10"  (Billiardstel)
Atto a 10™  (Trillionstel)
Zepto z 10%  (Trilliardstel)
Yokto Y 10%  (Quadrillionstel)

Vorsilben

* Es soll nicht unerwihnt bleiben, dass im Englischen die Zahlweise der Tausender ab einer Milliarde eine
andere als im Deutschen ist, man spricht in diesen Ldndern von der ,kurzen Leiter” des Zahlsystems. Im
englischen Sprachgebrauch wird sozusagen doppelt so schnell gezahlt, da es keine Namen auf —arde gibt.
Deshalb sind groRere Zahlen im Englischen nicht sehr gebr&duchlich, man spricht dann etwa von thousand
million millions statt quadrillion.

Deutsch

Milliarde

Billion

Billiarde

Trillion

Trilliarde

Englisch

billion

Trillion

quadrillion

quintillion

sextillion
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Aus den Basiseinheiten kénnen neue Einheiten gebildet werden, sogenannte abgeleitete
Einheiten. Einheiten dlrfen formal wie Variablen behandelt werden, um neue Einheiten zu
bilden beziehungsweise als Einheitengleichungen angeschrieben zu werden. Das
,,Rechnen* mit Einheiten ist eine Uberaus effektive Methode, da auf einfache Art wichtige
Schlussfolgerungen gezogen werden koénnen, wie an den folgenden Beispielen gezeigt

werden soll.

Ich mochte im Besonderen darauf hinweisen, dass von Anfang an, wenn nicht gewichtige
Grinde dagegensprechen oder andere als die SI-Einheiten gebrauchlich sind, darauf Wert
gelegt werden sollte, alle Rechnungen in SI-Einheiten durchzufiihren. Die Fehlerquote in
den physikalischen Rechnungen wird dadurch sicherlich um einiges gesenkt und es ist im
Endeffekt fur die Schilerlnnen einfacher, wenn sie es gewohnt sind, SlI-Einheiten zu
verwenden. Naturlich gibt es auch einige Einheiten, die einfach so gebrduchlich sind, dass
die Schulerlnnen lernen missen, mit diesen umzugehen und Umrechnungen von Sl-
Einheiten in diese und umgekehrt durchfilhren zu kénnen. Ein Beispiel ware etwa das
Joule als die SI-Einheit flr die Arbeit und die gebréuchliche Einheit Kilowattstunde. Diese
Einheit (kWh) ist keine SI-Einheit, ist aber zum Gebrauch vom Sl zugelassen.

Es seien noch einige wichtige abgeleitete Einheiten (mit eigenen Namen) aufgelistet:

Physikalische GroRe Name der Einheit In SI-Basiseinheiten
Kraft Newton (N) N=Kkg-m-s
Druck Pascal (Pa) Pa=N/m?=kg-m™*.s?
Arbeit, Energie Joule (J) J=N-m=kg-m?-s?
Leistung Watt (W) W=J/s=kg-m?-s
Frequenz Hertz (Hz) Hz=s1
Ladung Coulomb (C) C=A:s
Elektrische Spannung Volt (V) V=J/C=kg-m?-s®.A"
Elektrischer Widerstand Ohm (Q2) Q=V/A=kg-m’-s* A”
Elektrische Leitfahigkeit Siemens (S) S=Q'=kgt-m?-s°-A’
Kapazitat Farad (F) F=C/V=kg?* -m?.s*A?
Magnetfeld Tesla (T) T=N/(A-m)=kg-s?-A*
Magnetischer Fluss Weber (Whb) Wh=T-m?=kg-m?*-s2-A*
Induktivitét Henry (H) H=J/A?=kg-m?-s2-A>

Tabelle 4: Abgeleitete physikalische GroBen



Beispiel 1: Dichte und elektrische Ladung in SI-Basiseinheiten

Wird in der Physik eine neue Einheit eingefiihrt, so erhélt sie, falls ihr eine
entsprechende Bedeutung zuerkannt wird, einen eigenen Namen, aber sie kann natirlich
auch immer in den Sl-Basiseinheiten ausgedriickt werden. Dies soll an den beiden
einfachen Beispielen der Einheit fir die Dichte und der elektrischen Ladung vorgefiihrt
werden.

Die Definitionsgleichung fur die Dichte lautet

_m
P=V

m ... Masse, [m] =kg
V ... Volumen, [V]=m®

Also ergibt sich fur die Einheit der Dichte®:

kg -
[p]=—5=ke-m”

Fur die elektrische Ladung gilt folgende Beziehung (fir eine konstante Stromstérke):

Q=I-t

| ... elektrische Stromstarke, [I]=A
t .. Zeit, [t]=s

Also ergibt sich fir die Einheit der elektrischen Ladung:
[Q]=A-s=C (Coulomb)

Die Schilerlnnen sollen dadurch erkennen, dass jede neue Einheit, sofern sie keine

Basiseinheit darstellt, durch einfache mathematische Umformungen auf SI-

*> Die Dimension einer GréRe wird in dieser Arbeit immer so angeschrieben, dass die Basisgrofle in eckige
Klammern geschrieben wird. Es gibt im SI-System auch eigene Symbole fiir die Dimension der Basisgrofien, die
ich aber nicht verwende, stattdessen werde ich auch bei einer Dimensionsangabe die Einheiten anschreiben.

Sl-Basisgrofe Lange | Zeit Masse Temp. Stoffmenge | Stromstarke | Lichtstarke
Symbol fiir die Dimension L T M C] N | J

In dieser Schreibweise ergibt sich fiir die Dimension der Dichte [p]=M-L" und fir die Kraft [F]=M-L-T7.
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Basiseinheiten zurtickgefihrt werden kann und diese Umrechnung in SI-Basiseinheiten

auch durchfihren kénnen!

Beispiel 2: Einheit der Gravitationskonstanten

Oft kommen in der Physik in Formeln Konstanten vor, deren Einheiten man sich nicht
merkt und auch nicht merken muss, da sie zusammengesetzte Einheiten sind und recht
komplex sein konnen. Das Merken dieser Einheiten von Konstanten ist auch nicht
notwendig, da man sie aus Formeln, in der diese Konstante vorkommt, sehr leicht
bestimmen kann, wenn die Einheiten der anderen GroRen in der Formel bekannt sind,
was ja auch der Fall sein sollte. Als Beispiel hierzu soll die Einheit der

Gravitationskonstanten im Newton’schen Gravitationsgesetz bestimmt werden!

Das Newton’sche Gravitationsgesetz lautet in skalarer Schreibweise: *°

m, -m,
F:G.r—2

m, -m, ... die beiden sich anziehenden Massen, [m,]=[m,]=kg
r ... Abstand der beiden Massen; [r]=m

F ... Kraft zwischen den beiden Massen; [F]=kg-m-s™

Somit gilt fiir die Einheitengleichung’:

kg-m-s?=[G]-kg*-m™

= [G]=kg-m-s?-kg?-m?=m’-kg™* s (in Basiseinheiten)
oder: N=[G]-kg*-m™? =[G]=N-m?-kg™

Die Einheit der Gravitationskonstanten ist also N-m?-kg™ in abgeleiteten Einheiten

-2

oder m®-kg™-s? in Basiseinheiten, wobei dies natiirlich aquivalente Darstellungen

sind! Auf diese Weise kann die unbekannte Einheit einer jeden physikalischen Grolie

— m -m

*® In vektorieller Schreibweise lautet das Gravitationsgesetz: F, =G- . 2 -t

r

Massenschwerpunkt der Masse 1 zum Massenschwerpunkt der Masse 2 ist. Ia:12

wobei T, der Vektor vom

ist die Kraft, die von der Masse
2 auf die Masse 1 ausgeiibt wird. Auf die Masse 2 wird dann laut dem 3. Newton’schen Gesetz die Gegenkraft

F, = —F, ausgeibt. Allerdings genligt es fir dieses Beispiel, die skalare Schreibweise des Gravitationsgesetzes

zu verwenden.

¥ Korrekter wire die Bezeichnung Dimensionsgleichung statt Einheitengleichung, es ist aber fir die
Schiilerlnnen sicher leichter nachzuvollziehen, hier von einer Einheitengleichung zu sprechen.
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oder einer Konstanten in einer Formel, durch einfache mathematische Umformungen

bestimmt werden!

Beispiel 3: Falsifizieren von Gleichungen

Es werden in der Physik naturlich sehr oft neue Formeln hergeleitet, wobei die
Herleitung selbst sehr kompliziert sein kann und es nicht ausgeschlossen werden kann,
dass sich in der Herleitung ein Fehler eingeschlichen hat. Man kann zwar keine Formel
durch mathematische Methoden verifizieren, aber doch zumindest in gewissen Féllen
falsifizieren, indem man die in der Formel auftretenden Einheiten einer

Plausibilitatsprifung unterzieht.

Es soll angenommen werden, dass ein Physiker in einer theoretischen Abhandlung
folgende Formel fir eine Kraft hergeleitet hat und die Formel folgendermaRen lautet:

F=p-v*-1°.

Die Frage ist nun, ob diese Formel korrekt sein kann (abgesehen von ihrem
physikalischen Inhalt, der hier aber nicht zur Debatte steht). Die Einheiten der in der

Formel auftretenden physikalischen GrofRen sind bekannt:

p ... Dichte; [p]:kg-m'3

v ... Geschwindigkeit; [v]=m-s™
r ... Abstand; [r]=m

F ... Kraft; [F]=N=kg-m-s”

Es mussen nun bei jeder physikalischen Formel auch die beiden Seiten der
entsprechenden Einheitengleichung Ubereinstimmen. Dazu muss die linke und die
rechte Seite in Basiseinheiten angeschrieben und dann beide Seiten auf ihre Aquivalenz
verglichen werden. Stimmen die beiden Seiten Uberein, so kann zwar ausgesagt werden,
dass die Formel in Bezug auf die Einheiten plausibel ist, ob sie physikalisch korrekt ist,
bleibt natirlich weiterhin unbeantwortet. Sollten die Einheiten aber nicht
ubereinstimmen, ist die Formel sicher nicht korrekt und der Physiker weil3, dass ihm bei

der Herleitung ein Fehler unterlaufen sein muss.
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linke Seite: ~ [F]=N=kg-m-s?

2 2

rechte Seite: [p]-[v]2 -[r]3 =kg-m® -(m-s’l) -m®=kg-m?®-s

Man sieht, dass kg-m-s™ = kg-m?-s?ist, also kann die Formel nicht stimmen!

Wenn die Schilerlnnen mathematisch mit Einheitengleichungen umzugehen lernen,
verfiigen sie Uber ein sehr effektives Instrument, um durch einfachste mathematische
Umformungen eine Gleichung zumindest in gewissen Fallen falsifizieren zu kénnen. Es
sei nur noch einmal betont, dass dies umgekehrt natirlich nicht gilt, falls die

Einheitengleichung stimmen sollte, heiflt das keineswegs, dass die Formel richtig ist!

Beispiel 4: Vervollstdndigung von Formeln

Ein Physiker hat durch Messungen festgestellt, dass eine Groflie, deren Dimension der
einer Kraft F entspricht, nur von der Geschwindigkeitv, der Masse m und einem
Abstand r abhéngen kann. Er findet durch Messungen folgenden Zusammenhang

heraus, wobei einzig der unbekannte Exponent x noch nicht bestimmt werden konnte:

F=m-v?.r*

Wie kann die Formel vervollstandigt werden, das heil3t der Exponent x bestimmt

werden, ohne weitere Messungen durchfihren zu mussen?

Wieder miuissen die Einheiten links und rechts in der Einheitengleichung

Ubereinstimmen:

—zmiss 2 o2 X
kg-m-s™ = kg-m“-s-m
m-v’
r

Das geht nur, wenn x = -1 ist, also muss die Formel lauten: F=m-v*.r ' =

Durch diese vier Beispiele sollten die Schulerinnen lernen, dass allein mit einem geschickten
Umgang mit Maleinheiten und einfachsten mathematischen Kenntnissen, interessante und
tiefreichende Erkenntnisse (ber physikalische Formeln gewonnen werden kodnnen. Die
Schulerlnnen sollen dadurch aber auch begreifen lernen, wie wichtig der korrekte Umgang

mit Maleinheiten in den Naturwissenschaften ist.

3.1.3 Statistik, Mittelwerte
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Statistische KenngréRen werden in der Unterstufe sukzessive eingefihrt, in der ersten Klasse
ist das der Lageparameter arithmetischer Mittelwert*®. Weitere Lageparameter werden erst in
der vierten Klasse eingefihrt, dies sind dann der Median, der Modus (Modalwert) und die
Quantile*. Die Standardabweichung als StreuungsmaR wird ebenfalls in der vierten Klasse

eingefiihrt>.

Im Physikunterricht bietet sich die Chance, fur die Schilerlnnen die Sinnhaftigkeit der
Berechnung und Verwendung des arithmetischen Mittelwertes vor Augen zu fihren. Zur
Anwendung kommt der arithmetische Mittelwert genau genommen bei vielen Messungen, die
in Folge von Versuchen durchgefuhrt werden, wobei natlrlich oft aus Zeitmangel in der
Praxis auf eine umfangreiche Messreihe verzichtet wird und nur ein einzelner Wert

herangezogen wird.

Beispiel: Aufstellen einer Messreihe

Die Messreihe der Zeiten der Laufer in Beispiel 1 aus Kapitel 3.1.1 wurde nur verkirzt
dargestellt. Tatsachlich waren es bei jedem Messpunkt bis zu drei Schilerlnnen, die mit
ihren Handys die Zeiten der L&uferinnen gemessen haben. Aus diesen drei Zeiten wurde
dann jeweils der arithmetische Mittelwert gebildet, der dann zur Berechnung der
Geschwindigkeit herangezogen worden ist. Da die Zeiten, die die Schilerlnnen jeweils
mit ihren Handys gemessen haben, immer unterschiedlich waren, konnte so der
Messfehler verkleinert werden, was man auch am Ergebnis der doch recht konstanten
Geschwindigkeiten der L&uferinnen sehen kann.

Fir die L&uferin 1 haben sich etwa folgende gemessenen Werte ergeben, wobei jetzt

die vollstandige Tabelle angegeben sei:

| Gesamtweg sinm Gemessene Zeitin s Mittlere Zeit tin s Geschwindigkeit: V=51 |

*® Siehe [7] das Kapitel ,1. Mittelwert” ab Seite 133.
* Siehe [10] das Kapitel ,Median und Modus“ ab Seite 135 und das Kapitel ,,Quartile, Quantile und Boxplots“
ab Seite 139.
* Siehe [10] das Kapitel ,Streuungsmalle” ab Seite 144.
35



36

2 1,93; 2,11 2,0 1,0
4 3,7;3,12;4,26 3,7 1,1
6 6,11 6,1 1,0
8 8,23 9,2 0,9
10 10,10; 10,36; 9,9 10,1 1,0
12 12,2 12,2 1,0
14 14,14; 13,77 14,0 1,0
16 16,5 16,5 1,0
18 18,21 18,2 1,0

Tabelle 5: Vollstandige Messwertetabelle des Versuchs zur Geschwindigkeitsbestimmung

Fur den ersten Messpunkt haben zwei Schilerinnen die Zeit gestoppt und die beiden

Messwerte 1,03 s und 2,11 s erhalten. Der arithmetische Mittelwert dieser zwei Werte

1,93+2,11

ergibt sich zu >

auf eine, andere auf zwei Nachkommastellen genau angegeben haben, wurde bei allen
Werten nur eine Nachkommastelle herangezogen. Deswegen wurde der arithmetische
Mittelwert von 2,02 s auf 2,0 s gerundet. Fir den zweiten Messpunkt haben dann drei

Schilerinnen die Zeit gemessen und es ergibt sich hier der arithmetische Mittelwert von

3,7+3,12+4,26
3

=2,02 s. Da manche der Schulerinnen die gemessenen Werte

=3,693 s, was dann auf den Wert von 3,7 s gerundet wurde.




3.1.4 Quader, Wiirfel, Raummafie

Volumsberechnungen gehdéren mit zu den mathematischen Fertigkeiten, die die Schilerinnen
bereits ab der ersten Klasse lernen missen. Die Bestimmung von Rauminhalten zieht sich

dann durch alle acht Klassenstufen:

1. Klasse: Quader, Wurfel
2. Klasse: Prisma
3. Klasse: Pyramide

4. Klasse: Zylinder, Kegel, Kugel

Mit den Werkzeugen der Trigonometrie, Vektorrechnung und Integralrechnung lernen die
Schilerlnnen dann ab der funften Klasse weitere Methoden zur Volumsberechnung kennen
und in der achten Klasse sind die Schilerlnnen mittels Integralrechnung imstande,
Volumsberechnungen allgemeinerer Art durchzufiihren. Das Volumen eines Korpers spielt in
der Physik natirlich in vielen Formeln eine ganz wichtige Rolle und obwohl es recht einfach
erscheinen mag, bereitet es doch manchen Schilerlnnen gewisse Probleme, diese GroRe
korrekt anzuwenden. Die Beispiele, die ich hierfiir ausgewahlt habe, sollten bereits in der

zweiten und dritten Klasse anwendbar sein.

Beispiel 1: Der Begriff der Dichte

Die Masse eines Korpers ist einer der grundlegendsten und auch schwierigsten Begriffe
in der Physik, der bereits in der zweiten Klasse den Schiilerinnen vorgestellt wird. Oft
verbindet man mit dem Massebegriff die Vorstellung des ,,Matericinhalts®, den ein
Korper besitzt. Man sollte sich aber klar dartiber sein, dass damit der Begriff der Masse
sehr missverstandlich beschrieben wird. Masse ist eine grundlegende Eigenschaft
jeglicher Materie und es entzieht sich unserem Vorstellungsvermégen, was denn die
Masse wirklich ausmacht. Den Schilerinnen wird beigebracht, dass Masse als eine der
Materie innewohnende Eigenschaft nur durch ihre Wirkungen, die fur uns erkennbar
und messhar sind, erkannt werden kann. Diese Wirkungen der Masse sind (1) die
Tragheit eines Korpers und (2) die Eigenschaft, dass sich alle Kdrper gegenseitig
anziehen. Diese Wirkungen scheinen vorrangig nichts miteinander zu tun zu haben und

so gibt es auch die beiden Begriffe der trdgen Masse und der schweren Masse eines
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Korpers, die den unterschiedlichen Eigenschaften verschiedene Massebegriffe
zuordnen. Heute wissen wir natirlich, dass zwischen der trdgen und schweren Masse
eines Korpers kein Unterschied gemacht werden muss, da sie nur zwei unterschiedliche
Auswirkungen ein und derselben Eigenschaft eines Kdrpers sind, sodass der Begriff der

Masse genugt.

Um nun zwei Korper bezuglich ihrer Massen vergleichen zu kénnen, muss ein neuer
Begriff eingefiihrt werden, der Begriff der Dichte. Man beobachtet, dass ein Korper, der
ein Vielfaches des Volumens eines anderen Korpers hat, wobei beide Korper aus
demselben Material bestehen, auch die Masse des einen Korpers dasselbe Vielfache der
Masse des anderen Korpers ist>*. Masse und Volumen sind also direkt proportional
zueinander. Wird die Masse auf das Einheitsvolumen bezogen, so spricht man von der
Dichte p .

Somit ergibt sich als Definitionsgleichung fiir die Dichte:

©
I
<|3

m ... Masse, [m] =kg
V ... Volumen, [V]=m®
p ... Dichte, [p]=kg-m™

Zur Dichteberechnung sind also die Masse und das Volumen zu bestimmen. Flr
gasformige und flissige Korper ist die Volumsbestimmung verhéltnisméRig einfach, da
das Volumen jede Form annehmen kann, allerdings ist die Volumsausdehnung
besonders bei Gasen sehr temperatur- und druckabhéngig. Bei Festkorpern ist die
rechnerische Volumsbestimmung bei unregelmaRigen Korpern (man denke an Steine!)
sehr schwierig beziehungsweise gar nicht mdglich. Hier kann man sich helfen, dass man
das Volumen durch Flussigkeitsverdrangung bestimmt. Wird ein Kérper unbekannten
Volumens in ein Messglas mit einer Flissigkeit gegeben, so verdréangt der Korper
dasselbe Volumen an Flussigkeit wie sein eigenes Volumen ausmacht und die
Flussigkeit steigt im Messglas, sodass die Differenz der End- und der Ausgangshohe der

Flussigkeit im Messbehélter dem Volumen des Kdrpers entspricht.

> Natiirlich miissen auch die duReren Bedingungen dieselben sind, insbesondere die Temperatur beider Korper
und der Umgebungsdruck. Korper dehnen sich normalerweise, wobei es auch Ausnahmen gibt, bei
Temperaturerhohung aus, wodurch das Volumen vergroRert und demzufolge die Dichte des Korpers
verkleinert wird.
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Beispiel 2: Auftrieb

Jedem, der schon einmal einen Stein zu heben versucht hat, der sich unter Wasser
befindet, durfte aufgefallen sein, dass dies viel leichter zu bewerkstelligen ist als
auflerhalb des Wassers. Der Grund dafir liegt in der Auftriebskraft begriindet, die jeder
Kdrper in einer Flussigkeit erfahrt und die sein Gewicht in der Flussigkeit gegeniber

seinem Gewicht auBerhalb der Flissigkeit verringert.

Wie viel wiegt ein Eisenquader mit den Abmessungen |=15cm, b=8cm, h=10cm in

Wasser und wie viel Prozent macht der Gewichtsverlust gegenuber seinem Gewicht an
der Luft aus?

Pwasser = 1000 kg : 1’1’1_3 1 Pgisen = 7800 kg : 1’1’1_3

Die Erdbeschleunigung g soll mit 10m-s angenommen werden.

LGsung:

Das Volumen des Eisenquaders betrégt
V=0,15-0,08-0,1m° =0,0012m’

Das Gewicht des Eisenquaders in Luft betragt

G = Pricer - V-2 =7800-0,0012-10N =93,6N

Die Auftriebskraft betrégt dann

Fr = Pyaceer - V-2 =1000-0,0012-10N =12N

Somit betrdgt das Gewicht des Eisenquaders in Wasser

Gy =G —F1 =93, 6N—-12N =816N.

Wasser

81,6 N von 93,6 N entspricht einem Prozentanteil von etwa 87,2% und somit betrégt
der Gewichtsverlust des Eisenquaders 12,8%! >

> Unberiicksichtigt bleibt der Auftrieb des Eisenquaders, den er in Luft erhalt. Da die Dichte von Luft nur etwa
1,3 kg pro m’ betragt und damit im Bereich von einem Zehntelprozent der Dichte von Wasser liegt, ist auch die

Auftriebskraft in demselben Bereich. Die Auftriebskraft in Luft betrdgtF =p  -V-g=0,016N, was im
Vergleich zur Auftriebskraft von 12 N in Wasser vernachlassigbar ist.
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Beispiel 3: Eisberge

40

Ein sehr schones Beispiel, bei dem das Volumen eine wichtige Rolle spielt, ist die
Frage, wie viel Prozent eines Eisberges sich unterhalb und wie viel Prozent sich
oberhalb der Wasseroberflache befinden. Ich selber bringe dieses Beispiel immer in der
dritten Klasse in Physik, wenn ich den Auftrieb behandle, denn es zeigt den
Schilerlnnen, dass sie mit den bis zu diesem Zeitpunkt erworbenen Kenntnissen bereits

interessante Fragestellungen aus der Natur auch quantitativ beantworten kénnen.

Folgende Tatsachen sind bekannt: Die Dichte von Meerwasser (Salzwasser) betréagt

etwa1025kg-m™2, die Dichte von Eis betragt etwa920kg-m™.

/\ Wasseroberfléche

Salzwasser
p = 1025kg - m>

Eis

p=920kg-m >

Volumen V

Abbildung 2: Ein Eisberg in Wasser

Es soll willkirlich angenommen werden, dass der Eisberg eine Masse von 5000 t hat.

Das VVolumen des gesamten Eisberges ergibt sich dann aus der Dichte des Eises zu

v=mn
p

g = 2J00000KG _ 50 yo
920kg-m
Das Gewicht des Eisberges betragt

G =g-m=9,81-5000000 N = 49050000 N

Gemal dem archimedischen Prinzip gilt, dass ein Kdrper dann schwimmt, wenn sein
Gewicht dem Gewicht des von ihm verdrangten Wassers entspricht. Also muss das



Gewicht des verdrangten Wassers 49050000 N betragen, was wiederum einer Masse
von 5000000 kg entspricht.

Dieser Masse von 5000000 kg Meerwasser entspricht das Volumen

~ 5000000kg

Meerwasser — 4 mae- 1.~ 3 4878 m3
1025kg-m

Das heift, dass sich von dem Volumen von 5435m® des Eishergs 4878m°unter der
Wasseroberflache befinden mussen, damit der Eisberg schwimmt.

4878m?® von 5435m?® entsprechen einem Prozentanteil von 89,7%.

Somit ist gezeigt worden, dass sich etwa 90% des Volumens eines Eisbergs unter
Wasser befinden und 10% uber Wasser.

Im Ubrigen ist damit auch ein Missverstandnis aus der Welt geschafft, da viele
Menschen glauben, der Grund, weshalb ein Eisberg schwimmt, sei, dass das
Meerwasser aus Salzwasser besteht. Aber ein Eisberg wirde genauso in SiRwasser
schwimmen, wie man leicht nachprifen kann, indem man Eiswurfel in ein Glas mit
Leitungswasser gibt, die Eiswirfel schwimmen!

Wirde man die Rechnung mit StiBwasser statt mit Salzwasser machen, musste nur die
Dichte des Wassers geandert werden, diese betragt dann1000kg-m™>. Das Volumen des

verdrangten Wassers betragt dann
s iGwasser = M =5000m* , was einem Prozentanteil von 92,0% entspricht. Das
1000kg-m

heif3t es befinden sich im SulRwasser etwa 92% des Eisberges unter Wasser und etwa 8%
Uber dem Wasser. Sufwasser statt Salzwasser macht nur einen Unterschied von 2% aus,
was doch Uberraschend ist!
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3.2 2.Klasse

3.2.1 Dreieck, Schwerpunkt, Flicheninhalt

Die Schulerinnen kennen den Begriff des Flacheninhalts bereits von der Volksschule her,
zumindest den Flacheninhalt des Rechtecks und Quadrats. Die Bestimmung von

Flacheninhalten zieht sich dann durch alle acht Jahre der AHS:

1. Klasse: Rechteck, Quadrat

2. Klasse: Rechtwinkeliges Dreieck

3. Klasse: Vierecke (Parallelogramm, Deltoid, Raute, Trapez, allgemeine Vierecke);
allgemeines Dreieck

4. Klasse: Kreis, Kreissektor, Kreisring

Mit den Werkzeugen der Trigonometrie, Vektorrechnung und Integralrechnung lernen die
Schilerlnnen dann ab der funften Klasse weitere Methoden zur Flachenberechnung ebener
Figuren kennen und in der achten Klasse sind die Schulerlnnen mittels Integralrechnung
imstande, jedwede Flacheninhalte von Figuren, die durch Funktionsgraphen begrenzt sind, zu

berechnen und auch allgemeine Formeln fur Flacheninhalte aufzustellen.

Beschrénkt sich im Mathematikunterricht der Begriff des Flacheninhalts auf wirkliche
geometrische ,,Flachen®, also Gré3en mit der Dimension m? beziehungsweise L? , so wird in
der Physik der Begriff oft in allgemeinerer Weise verwendet, das hei3t, der Fl&cheninhalt hat
dann nicht mehr die Dimension einer L&nge zum Quadrat, sondern die Dimension der GroRe,
die der x-Achse zugeordnet wird multipliziert mit der Dimension der GroRe, die der y-Achse
zugeordnet wird. Einige Beispiele mogen dies veranschaulichen und die Vorteile dieser

Betrachtungsweise herausstreichen.
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Beispiel 1: Fldcheninhalte in Geschwindigkeits-Zeit-Diagrammen

Geschwindigkeit [m/s]

44

Sei vorerst der einfachste Fall betrachtet, dass ein Koérper sich mit der konstanten
Geschwindigkeit v bewegt. Das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm sei fur die zwei

konstanten Geschwindigkeiten 1m-s™ und 2m-s™ dargestellt (Abbildung 3).

34
2 2m/s
1 1m/s
1 2 3 4 5 Zeit[s]

Abbildung 3: v-t-Diagramm eines gleichférmig bewegten Koérpers

Fur die Fragestellung, welchen Weg der Korper in 5 Sekunden zurticklegt, wenn er sich
mit Im-s™ bzw. 2m-s* bewegt, ergibt sich 1m-s™*.-5s=5m beziehungsweise
2m-st.5s=10m. Man sieht natiirlich sofort, dass die zuriickgelegte Strecke
(Geschwindigkeit mal Zeit) genau dem Flacheninhalt unter der Geraden fur 1m-s™

beziehungsweise 2m-s™ entspricht.

Mit diesem Vorwissen ausgestattet, kann man nun mit den Schulerinnen das Problem
der Fallstrecke eines Korpers im freien Fall behandeln. Unter der Annahme, dass die
Geschwindigkeit eines frei fallenden Korpers (unter Vernachldssigung des

Luftwiderstandes) linear mit der Zeit anwdchst (v=a-t), ergibt sich das

Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm in Abbildung 4.
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Geschwindigkeit [m/s]

30

20

1 2 3 4 5 Zeit[s]
Abbildung 4: v-t-Diagramm des freien Falls
Die Flache und somit die Falltiefe ergibt sich jetzt als einfache Dreiecksflache:

.t (@--t

S=——= =

In der achten Klasse kann dieses Problem dann allgemein mit Hilfe der
Integralrechnung behandelt werden. Man kann aber bereits in der sechsten Klasse die
Idee der Infinitesimalrechnung vorwegnehmen, indem man die Dreiecksflache in
Rechtecke zerlegt und so den Schulerlnnen den Gedanken einer immer genaueren
Anndherung durch Summation und Zerlegung und anschlieRender Grenzwertbildung

nahebringt.

Beispiel 2: Spannungsarbeit und potenzielle Energie

Wird eine Feder gedehnt, so ist dazu eine Spannungsarbeit W notwendig. Diese Arbeit
wird als potenzielle Energie E, in der Feder gespeichert und kann wieder genutzt
werden, etwa um eine mechanische Armbanduhr am Laufen zu halten. Um eine Feder

um eine Strecke X zu dehnen, ist eine Kraft notwendig, die proportional zur

Ausdehnung ist (Hooke’sches Gesetz). Der Zusammenhang lautet somitF=k-x ,
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wobei k die sogenannte Federkonstante, eine charakteristische GréRe der Feder ist>,
Der Zusammenhang zwischen der Kraft F und der Auslenkung der Feder ist in der
Abbildung 5 dargestellt. Wieder kann dem Flacheninhalt eine physikalische Groflie

zugeordnet werden, in diesem Fall die potenzielle Energie E, der Feder.

Kraft [N]

|
x
~
I
Der Flacheninhalt entspricht -
der verrichteten Arbeit
‘ L
- X ™ Auslenkung x [m]

Abbildung 5: Spannungsarbeit einer gespannten Feder

(k-
W; = Flacheninhalt des Dreiecks :M—K-x2

2 2

Die Arbeit, die zum Spannen der Feder aufgewendet werden muss, wird dann als
potenzielle Energie in der Feder gespeichert, sodass man als Formel fiir die gespeicherte

potenzielle Energie einer gespannten Feder folgenden Ausdruck erhalt®*:

2 F=k-x ist die Kraft, die zum Spannen der Feder aufgewendet werden muss. Das Hooke’sche Gesetz lautet
F=-k-x, welches die Kraft beschreibt, die die Feder einer Auslenkung entgegensetzt. Das negative
Vorzeichen bedeutet, wenn die Auslenkung in positive x-Richtung zeigt, dass die Kraft der Feder dann in die
negative x-Richtung gerichtet ist.

>* Zur Behandlung dieses Problems mittels Integralrechnung siehe das entsprechende Kapitel in der achten
Klasse und die Beispiele dort.
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Beispiel 3: Zweites Kepler'sches Gesetz

Ein besonders schones Beispiel fur die Anwendung von Flacheninhalten in der Physik
ist das zweite Kepler‘sche Gesetz. Es besagt, dass der Radiusvektor eines Planeten in

gleichen Zeiten gleiche Flachen tberstreicht (Abbildung 6).

Perihel
>
8
[
E;%
Aphel

Abbildung 6: Zweites Kepler'sches Gesetz

Johannes Kepler™ hat dieses nach ihm benannte Gesetz empirisch aus den beobachteten
Bahndaten der Planeten, insbesondere des Mars, gewonnen, die der danische Astronom
Tycho Brahe®® aufgezeichnet hat. Aufgrund dieser Bahndaten konnte Kepler zuerst fiir
den Mars nachweisen, dass sich dieser auf einer Ellipsenbahn um die Sonne bewegt,
spater ist ihm das auch fiir die anderen damals bekannten Planeten gelungen. Aus den
Bahndaten konnte Kepler sogar die Geschwindigkeiten der Planeten genau berechnen

und so das nach ihm benannte 2. Kepler‘sche Gesetz aufstellen.

Mit Hilfe des Drehimpulserhaltungssatzes, der besagt, dass der Drehimpuls der

Planetenbewegung eine Erhaltungsgrofie ist, das heiflst zeitlich konstant bleibt, kann

>® Johannes Keppler, deutscher Astronom, Mathematiker, Theologe; 1571 - 1630
% Tycho Brahe, dédnischer Astronom; 1546 - 1601
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dieses Gesetz auf einfache Weise bereits in der sechsten Klasse Oberstufe hergeleitet

werden®’.

Aus der Erhaltung des Drehimpulses®® folgt

L=m-v-r=m-2S.y = konstant
At
also gilt auch
L_As ,_
= At r = konstant 1)

Weiters gilt fiir die berstrichene Flache

_rAs L AA_1As,
M=o~ A )

(1) in (2) eingesetzt ergibt:

AA_ L _ konstant
2-m

At

Somit gilt fur beliebige Flachen AA; und AA,, die vom Radiusvektor des Planeten in

den Zeiten Aty und At, Uberstrichen werden:

AA, AA,
At, At

(Zweites Kepler’sches Gesetz)

Daraus folgt im Allgemeinen, dass die Bahngeschwindigkeit eines Planeten in
Sonnenndhe grofler ist als in Sonnenferne, im Besonderen, dass ein Planet im Perihel
(sonnennéchster Punkt) die grélte Bahngeschwindigkeit und im Aphel (sonnenfernster

Punkt) die kleinste Bahngeschwindigkeit innerhalb eines Jahres aufweist.

> Es werden natiirlich einige Vereinfachungen gemacht, es werden im Besonderen folgende Voraussetzungen
angenommen: (1) Die Sonne wird als ruhend angenommen, ihre Bewegung um den gemeinsamen
Massenmittelpunkt, der immer in der Sonne liegt, wird vernachlassigt. (2) Die gravitative Wechselwirkung des
betrachteten Planeten und der restlichen Planeten des Sonnensystems wird vernachlassigt. (3) Da die
Eigenrotation der Planeten nahezu unverdndert bleibt, wird der Drehimpuls der Eigenrotation vernachlassigt.
(4) Da die Bewegung der Sonne in Bezug auf den Massenmittelpunkt des Sonnensystems sehr klein ist, kann
angenommen werden, dass der Gesamtdrehimpuls ausschlieBlich durch den Planeten zustande kommt.

*% Da fiir die Herleitung des zweiten Kepler‘schen Gesetzes die Richtung des Drehimpulses keine Rolle spielt,
genlgt es, nur den Betrag des Drehimpulses in der Herleitung zu betrachten. Die Erhaltung der Richtung des
Drehimpulses ist dafiir verantwortlich, dass sich die Planeten in einer Ebene um die Sonne bewegen.
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Fur die Erde etwa betrdgt der Abstand von der Sonne im Perihel 147,1 Millionen
Kilometer, die Entfernung im Aphel 152,1 Millionen Kilometer. Der Aphel wird am 4.
Juli durchlaufen, das hei8t, dass sich die Erde interessanterweise im Sommer am

weitesten von der Sonne entfernt befindet und im Winter am nachsten.
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3.3 3.Klasse

3.3.1 Potenzschreibweise

Die Zehnerpotenzschreibweise wird bereits in der dritten Klasse eingefiihrt®®, sodass die
Schilerinnen eigentlich dann in der Oberstufe in Physik mit dieser Schreibweise
vertraut sein sollten. Es ist aber doch erstaunlich, dass viele Schilerlnnen trotzdem
groRRe Probleme haben, mit dieser Schreibweise umzugehen. Da aber in der Physik ein
sicherer Umgang mit Potenzen unumganglich ist, sollte so oft als mdglich diese

Schreibweise gelibt und angewandt werden.

Auch haben viele Schilerlnnen kein Gefiihl dafur, was diese Zehnerpotenzen von der
GroRenordnung her fur eine Bedeutung haben. Es fehlt ein intuitives Verstandnis dafur,
dass die Erhohung des Exponenten um eine Einheit in einer Zehnerpotenz dasselbe
bedeutet wie eine Multiplikation mit zehn. Die Beispiele in diesem Kapitel konnen teils
schon in der dritten Klasse gebracht werden, sollten aber unbedingt in der Oberstufe am

Beginn des Physikunterrichtes noch einmal geubt werden.

Beispiel 1: Lichtjahr in Meter

Ein einfaches Standardbeispiel ist die Aufgabe, wie viele Meter ein Lichtjahr ist. Hier
ist natlrlich unbedingt die Schreibweise mit Zehnerpotenzen heranzuziehen und es
sollte auch darauf geachtet werden, dass nicht sofort die ganze Rechnung in den
Taschenrechner getippt wird, sondern auch ,,von Hand“ mit den Zehnerpotenzen

gerechnet wird.

1 Lichtjahr (1Lj) ist die Strecke, die das Licht in einem Jahr® zuriicklegt. Es soll hier
mit einem Jahr zu 365 Tagen gerechnet werden und die Lichtgeschwindigkeit mit

300000km-s™* angenommen werden.

1Lj=3-10%-3600-24-365=3-10°-3,1536-10" =9,46-10"° m

* Siehe [9] das Kapitel ,,3.2 Potenzschreibweise” ab Seite 73.

0 Es gibt fur die Zeiteinheit Jahr mehrere unterschiedliche Definitionen, so gibt es etwa das tropische Jahr, das
siderische Jahr oder das anomalistische Jahr, siehe etwa [24] Seite 14. Um zu einer exakten Definition des
Lichtjahres zu kommen, wird ein Jahr mit genau 365,25 Tagen angenommen. Da die Lichtgeschwindigkeit mit
209792758 m-s " als exakter Wert definiert ist, ist somit auch das Lichtjahr als Léngeneinheit exakt definiert.
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Beispiel 2: Anzahl der Atome im Universum

Es soll abgeschatzt werden, wie viele Atome es im Universum gibt.

Da das Universum zu 92% aus Wasserstoff besteht, soll als Vereinfachung die Anzahl

der Wasserstoffatome geschatzt werden.

Die Masse der Sonne betragt etwa 2-10* kg. 1 mol Wasserstoff entspricht 1g =107 kg

und enthélt etwa 6-10° Atome Wasserstoff. Damit enthilt 1 kg Wasserstoff etwa

6-10%° Atome Wasserstoff und die Sonne mit 2.10% kgWasserstoff enthalt dann

6-10%.2-10* ~10°" Atome.

Unsere MilchstraBe enthdlt wiederum ungefdhr 100 Milliarden Sterne, also enthalt
unsere MilchstraRe somit 10° -10" =10% Atome. Nimmt man weiters an, dass es etwa

100 Milliarden Galaxien im Universum gibt, erhoht sich die Anzahl auf 10% -10"* =10"
Atome.®

Beispiel 3: Energieerzeugung der Sonne

Es sollen folgende Fragen beantwortet werden, wobei die Kenntnis der Solarkonstanten

als bekannt vorausgesetzt wird:

(1) Wie viel Energie erzeugt die Sonne mindestens pro Sekunde?

(2) Wie viel Masse verliert die Sonne in 1 Sekunde durch die Energieabstrahlung?

(3) Wie lange dauert es, bis die Sonne die Masse, die der Masse der Erde entspricht, in
Energie umgewandelt hat?

(4) Die Sonne hat ein recht gut bestimmtes Alter von 4,6 Milliarden Jahren.
Angenommen, die Sonne erzeugt in diesen Jahren immer dieselbe Energiemenge
pro Sekunde, wie viel Prozent ihrer urspriunglichen Masse hat die Sonne in dieser

Zeit in Energie verwandelt? Ist dieser Massenverlust der Sonne relevant?

®! Diese Abschatzung ist zwangslaufig mit einer sehr grolRen Fehlerquote behaftet. In der Literatur findet man
Abschatzungen von 10”® bis 10** Atomen. Man erkennt aber deutlich, wie sehr man oft Zehnerpotenzen falsch
einschatzt und das ist auch der eigentliche Sinn dieser Aufgabe, dass die Schilerlnnen begreifen, welch immens
groRe Zahlen durch die Potenzschreibweise ausgedriickt werden kdnnen.
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Ldsungen:

(1) Die Solarkonstante, das ist die Energieeinstrahlung pro m? betragt auf der Erde
1,37kW-m™ und wird durch Messungen bestimmt. Das bedeutet, es werden von
der Sonne 1370 J in jeder Sekunde auf jeden Quadratmeter einer Kugelschale
abgestrahlt, die den Radius des Abstands von der Erde zur Sonne hat. Dieser
Abstand betragt 150 Millionen Kilometer, alsoR =1,5-10" m. Damit ergibt sich

die Energie, die die Sonne in einer Sekunde erzeugen muss zu
E =1370-4-R? -7I=137O-4-(1,5-1011)2n ~3,87-10%7J

Die Sonne erzeugt also pro Sekunde mindestens 3,87-10% J an Energie! ®

(2) Nach Einstein sind Energie und Masse aquivalent und die Beziehung wird durch

die beriihmte Einsteingleichung E =m-c? ausgedriickt, wobei E die Energie und

m die dazu &quivalente Masse ist, c ist die Lichtgeschwindigkeit.
26

m=t 387107 4 3.10°kg

¢ (3-10°)

Es werden pro Sekunde mindestens 4,3 Millionen Tonnen Masse in Energie

umgewandelt!®

24
(3) Die Masse der Erde betragt6-10 kg, also dauert es etwa 531009

~1,4-10"s, bis

eine Masse, die der Masse der Erde entspricht in Energie umgewandelt wird.

: 1,4-10° 7
In Jahre umgerechnet sind das————  ~ 4,5-10" Jahre.
3600-24-365

Die Sonne wandelt somit alle 45 Millionen Jahren eine Masse in Energie um, die
der Masse der Erde entspricht!

(4) Wir wissen aus (2), dass pro Sekunde 4,3-10° kg Masse in Energie umgewandelt
wird. Der Massenverlust in 4,6 Milliarden Jahren, das sind4,6-10° Jahre, betragt

dann 4,3-10°-4,6-10°-3600-24-365~6-10°kg .

®2 Diese GroRe 3,87-10% J-s' =3,87-10° W ist eine der grundlegenden charakteristischen GréRen der
Sonne und entsprechend natiirlich aller Sterne und wird in der Astronomie als die Leuchtkraft eines Sterns
bezeichnet.

® Diese GroRe wird als Massenverlustrate der Sonne bezeichnet.
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Die Masse der Sonne betragt etwa2-10* kg, somit wurden in der Lebenszeit der

Sonne

26
&030 -100% ~ 3-107°% = 0,03%
2-10
Ihrer Masse in Energie umgewandelt und abgestrahlt. Man sieht, dass der

Massenverlust nicht relevant ist!



3.4 4.Klasse

3.4.1 Lehrsatz des Pythagoras

Der Lehrsatz des Pythagoras® findet sich sowohl im Stoff der dritten Klasse® als auch der
vierten Klasse®. Ich habe in den Schulbiichern fiir Mathematik als Anwendungen des Satzes
des Pythagoras nur rein geometrische Aufgaben gefunden, aber keine einzige aus der Physik.
Man findet den Satz des Pythagoras in beiden Schulblchern der dritten und vierten Klasse in

derselben Formulierung wie folgt:

Satz des Pythagoras 1:%

Fur die Seitenlangen jedes rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a und b und der

Hypotenuse c gilt: a*>+b* =c®

Das ist natirlich nur die halbe Wahrheit, denn der Satz des Pythagoras gilt auch in der

umgekehrten Richtung. Das heit man darf und sollte auch formulieren:

Satz des Pythagoras 2:
Gilt in einem Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ die Beziehung a® +b? =¢?, so ist dieses
Dreieck ein rechtwinkeliges (wobei dann die Seiten a und b die Katheten und die Seite c die

Hypotenuse ist).

Dient der Satz des Pythagoras in der Formulierung 1 zum Beispiel zum Berechnen von
Betrégen von Vektoren oder tritt in der Physik bei Berechnungen von Gré3en auf, die normal
aufeinander stehen, so ist die Anwendung des Satzes des Pythagoras in der Formulierung 2
sicher nicht so haufig anzutreffen, obwohl sich gerade in dieser Formulierung interessante
Aussagen treffen lassen. Damit kdnnen sehr interessante physikalische Erscheinungen in

mathematisch einfacher Weise gezeigt werden, wie ich im folgenden Beispiel 2 aufzeigen

o Pythagoras von Samos, griechischer Philosoph und Mathematiker; um 570 v. Chr. —nach 510 v. Chr.
® Siehe [9] das Kapitel ,,D Lehrsatz des Pythagoras” ab Seite 222.
% Siehe [10] das Kapitel ,,B Lehrsatz des Pythagoras” ab Seite 156.
®” siehe [9] Seite 224 und [10] Seite 158
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mochte. Oft ist naturlich der Einsatz der Winkelfunktionen einfacher, aber falls diese noch
nicht zur Verfugung stehen oder wenn einfach einmal eine andere Losungsmoglichkeit
aufgezeigt werden soll, leistet der Satz des Pythagoras sicherlich gute Dienste. Von Vorteil
fir die Schilerlnnen ist es auch, dass der Satz des Pythagoras von den Schilerlnnen im
Allgemeinen gekannt wird, was bei den Winkelfunktionen meiner Erfahrung nach nicht in

demselben Ausmaf der Fall ist.

Beispiel 1: Flusstiberquerung

Ein Boot mdchte einen Fluss tberqueren und am gegeniberliegenden Ufer ankommen.
Der Fluss sei 500 m breit ist und habe eine gewisse nicht naher bekannte
FlieRgeschwindigkeit. Das Boot wird natlrlich abgetrieben und kommt ein Stuck

unterhalb des anvisierten Zieles am anderen Ufer an. Die gemessene Geschwindigkeit
des Bootes betrage 5m-s und die Zeit, die es zum Uberqueren des Flusses benotigt,

betrage 2,5 Minuten.

Wie viele Meter oberhalb des Flusses muss das Boot ablegen, um das

gegentiberliegende Ufer genau gegentiber der Ablegestelle zu erreichen?

Losung:

Die Situation und die verwendeten Grol3en sind in der Abbildung 7 dargestellt.

\

d=500m

Abbildung 7: Flussiiberquerung

Die vom Boot zurlickgelegte Strecke ergibt sich durch s=v-t=5-150 m=750 m.
Jetzt wird der Satz des Pythagoras angewandt, da wir es hier ja mit einem

rechtwinkeligen Dreieck zu tun haben.
s°=x*+d’
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Daraus ergibt sich:

x? =s? —d®> = x =+/750* =500% ~ 559 m

Das Boot muss also 559 m oberhalb der Ablegestelle losfahren!

War das erste Beispiel eine Anwendung, wie mit dem Satz des Pythagoras in der Physik
konkrete Zahlenwerte ausgerechnet werden konnen, so ist das zweite Beispiel eine

Anwendung, um eine allgemeine physikalische Aussage treffen zu kénnen.

Beispiel 2: Billardspiel

Beim Billardspiel stoBe eine Kugel nichtzentral eine andere ruhende Kugel. Unter

welchem Winkel bewegen sich die beiden Kugeln nach dem Sto voneinander weg?
Losung:

Die Situation vor und nach dem StoR ist in der Abbildung 8 dargestellt:

i

.d
Il
<i
St
Il
(=]

vor dem StofR nach dem StoRR

Abbildung 8: Geschwindigkeiten vor und nach dem Stof} beim Billardspiel

Aus dem Impulserhaltungssatz folgt

—

m-Vv=m-vi+m-v, = V=V, +V,

P~

Vo' Vi Vo' V1

Abbildung 9: Billardspiel, Zusammenhang der Geschwindigkeiten
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Die Geschwindigkeitsvektoren werden vektoriell addiert und bilden somit ein Dreieck.
Dies ist in der Abbildung 9 dargestellt, wobei das erste Bild der Abbildung die
Geschwindigkeitsvektoren und das zweite Bild die Betrdge der Geschwindigkeiten

darstellen.

Nun ergibt sich aus dem Energieerhaltungssatz fir die kinetischen Energien:

12 12
m.

Und jetzt kommt der Satz des Pythagoras in der Form 2 ins Spiel. In dem Dreieck, das
aus den drei Geschwindigkeitsvektoren Vv, v;, v, gebildet wird, das heift die
Seitenlangen v, v;, V, hat, gilt die Beziehung v® =v;* +v,*. Der Satz des Pythagoras
besagt ja nun, dass in einem Dreieck, in dem die drei Seiten eben dieser Beziehung
genugen, ein rechtwinkeliges Dreieck sein muss. Also muss der Winkel zwischen den
beiden Vektoren v; und V, ein rechter Winkel sein. Da die Bewegung der Kugeln nach
dem StoR eine gerade Bewegung ist und in Richtung der Geschwindigkeitsvektoren

gerichtet ist, ist somit gezeigt, dass sich die beiden Kugeln nach dem Stol} rechtwinkelig

voneinander entfernen.



3.4.2 Graphen

Den ersten Kontakt mit dem Zeichnen und Lesen von Graphen machen die Schilerinnen in
der zweiten Klasse im Zuge der Einfuhrung des Koordinatensystems und bei direkten und
indirekten Proportionen. In der vierten Klasse wird die Verwendung von Graphen
weitergefuhrt bei der Einflihrung des Funktionenbegriffes, wobei dann im weiteren Verlauf in
den folgenden Klassen mit einem immer groRer werdenden Repertoire an Funktionen
natirlich auch ein immer tieferes Verstandnis des Funktionenverlaufs auch anhand der
Darstellung der Funktion als Graph einhergeht. Mit Einfiihrung der Differentialrechnung
erreicht dann die Untersuchung des Funktionenverlaufs ihren HoOhepunkt in der
Schulmathematik durch Bestimmung charakteristischer Stellen wie etwa Extremstellen,

Wendestellen und Bestimmung der Steigung der Funktion an beliebigen Stellen der Funktion.

Es soll hier aber um die Darstellung von Funktionen und ihre Anwendung in der Physik
gehen, sodass die Differentialrechnung unberiicksichtigt bleibt, aber stattdessen ganz kurz auf

die nichtlineare Regression eingegangen werden soll.

Beispiel 1: s-t- und v-t-Diagramme in der Bewegungslehre

Im ersten Jahr Physikunterricht in der zweiten Klasse beginnt man am Anfang
ublicherweise mit der Mechanik und innerhalb dieser mit der Geschwindigkeit und der
Beschleunigung. Die Berechnung von Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
beschrankt sich auf einfachste Rechnungen, wobei es ja auch nicht das Ziel ist und sein
kann, in diesem frihen Stadium, wenn die Kinder gerade mit dem neuen Fach Physik
Bekanntschaft schlieRen, das Hauptaugenmerk auf die mathematische Behandlung
dieser GroRen zu legen. Vielmehr ist es wichtig, dass die Schiilerinnen ein Gefiihl dafur
bekommen, was die verschiedenen Bewegungsarten bedeuten und wie man diese
graphisch darstellen kann. Aus dem Alltagsleben sind den Schulerlnnen natiirlich
verschiedenste Bewegungsabldufe bekannt, etwa die gleichférmige geradlinige
Bewegung in einem Auto oder Flugzeug oder dem Fahrrad. Sie kennen die Effekte, die
auftreten, wenn die Geschwindigkeit plotzlich abnimmt oder zunimmt aus ihren
Erfahrungen in der U-Bahn oder StraBenbahn. Auf diesen Alltagserfahrungen gilt es

aufzubauen und so dieses vorhandene Wissen und die Erfahrungen aus der Lebenswelt
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der Kinder zu nutzen, um dadurch den Schulerinnen die Physik der Bewegungen

néherzubringen.

Eine wichtige Kompetenz, die sie in der zweiten Klasse bereits erlernen missen, ist das
Lesen und Deuten von diversen Diagrammen, was doch einer nicht geringen Zahl von
Schilerlnnen auch noch in hoheren Klassen gewisse Probleme bereitet. Ein netter
Zugang, der auch aus meiner Erfahrung heraus die meisten Schilerinnen anspricht, ist
es, sich zu den Diagrammen eigene kleine Geschichten auszudenken, die diesen
Graphen entsprechen beziehungsweise umgekehrt, eine vorliegende Geschichte mit
einem passenden Graphen zu ergdnzen. Hervorragend geeignet ist auch ein
Bewegungssensor, wie ich ihn selbst in meinen Klassen gerne verwende, da man mit
diesem Bewegungsabldufe direkt in ein entsprechendes Diagramm abbilden kann,

womit Bewegungsdiagramme quasi selbst erfahren werden kdnnen.

Bei einem Weg-Zeit-Diagramm, kurz s-t-Diagramm, ist zunéachst wichtig, dass die
Schilerinnen begreifen, dass in der vertikalen Richtung die Entfernung zu einem
bestimmten festgesetzten Nullpunkt in Abhéngigkeit von der Zeit dargestellt wird und

dass es sich bei diesem Diagramm nicht um die Bahnkurve eines Korpers handelt.

Bewegt sich der Kdrper nicht, sondern bleibt auf ihrer Position stehen, so ist der Graph

dieser Bewegung eine Gerade parallel zur x-Achse.

sinm

tins

Abbildung 10: s-t-Diagramm eines ruhenden Koérpers



Dies wird in der Abbildung 10 dargestellt. Der Korper ist hier in Ruhe und befindet sich

3 m vom Nullpunkt entfernt.®®

Bewegt sich der Korper mit konstanter Geschwindigkeit vom Nullpunkt weg, so ist der
Graph der Bewegung ebenfalls eine Gerade, die aber nicht mehr parallel zur x-Achse
verlauft, sondern so geneigt ist, dass ihre Steigung positiv ist. Bewegt sich der Kdrper
mit gleichférmiger Geschwindigkeit wieder auf den Nullpunkt zu, ist die Steigung der
Geraden negativ, die Gerade ist also anders geneigt. In der zweiten Klasse kann die
Steigung naturlich noch nicht verwendet werden, man erklért vielmehr qualitativ, dass
die Geschwindigkeit umso groBer ist, je ,steiler die Gerade verlduft. Eine

entsprechende Bewegung ist in Abbildung 11 dargestellt.

sinm

5

4

3

Py

I L B e e

2

P

3 ) e —— L

1 | ‘ }

84 [---Ff---- {-== -} R T e e s

ti ty 2 3 4 5 6 10 tins

Abbildung 11: s-t-Diagramm eines Korpers mit gleichbleibenden Geschwindigkeiten

Der Korper bewegt sich mit einer gleichférmigen Geschwindigkeit vom Nullpunkt weg,
wobei die diese Bewegung 2 Sekunden lang andauert. Dann bleibt der Korper stehen,
die Geschwindigkeit betragt Null im Zeitintervall zwischen 2 s bis 7 s. SchlieBlich

bewegt sich der Korper wieder mit einer gleichformigen Geschwindigkeit auf den

o Genaugenommen ware der Graph nur dann eine Gerade, wenn die Bewegung, in diesem Fall eine Bewegung
mit der Geschwindigkeit Null, schon immer so stattgefunden hat und auch in Zukunft keine Anderung erfahren
wird. Dies ist natirlich mathematisch denkbar, physikalisch macht dies aber keinen Sinn. Der Graph ist exakt
gesprochen eine Strecke parallel zur x-Achse, die bei t =0 beginnt, wenn keine Zeiten vor dem Zeitpunkt Null
betrachtet werden und bei irgendeiner Zeit t > 0endet, was den Endpunkt der Strecke markiert. Wiirde die
Bewegung bei t =0 beginnen und fir alle Zeiten t >0 andauern, ware der Graph ein Strahl parallel zur x-

Achse. Ublicherweise wird aber in der Physik allgemein mathematisch ungenau von einer Geraden gesprochen.
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Nullpunkt zu, wobei der Betrag der Geschwindigkeit derselbe ist wie zu Beginn, nur die
Richtung der Bewegung ist entgegengesetzt. Nach 2 Sekunden beendet der Korper seine
Bewegung und seine Geschwindigkeit betragt ab dem Zeitpunkt 9 Sekunden nach dem

Start wieder Null, der Kdrper ruht also.

In der Abbildung 11 sind 4 ausgewahlte Punkt P, bis P, eingezeichnet, um dies
deutlicher zu veranschaulichen. Der Punkt P, auf dem Graphen entspricht einem
zuruickgelegten Weg von s, =1,5m, den der Korper nach t, =1s vom Nullpunkt aus
gemessen zurtickgelegt hat. Der Punkt P, entspricht einem Zeitpunkt von t, =1,5s, der
Korper befindet sich jetzt in einer Entfernung von s, =2,25m vom Nullpunkt. Da der
Zeitpunkt t, >t, ist und ebenfalls s, >s, ist, entfernt sich der Korper in diesem

Zeitintervall vom Nullpunkt.

Der Kdorper hat sich im Zeitintervall At=t,—t, =1,55s-1s=0,5s um die Wegstrecke

As=s, -5, =2,25m—-1,5m=0,75m vom Nullpunkt entfernt.

Der Punkt P, entspricht dem spéteren Zeitpunkt t, =7,5s und einer Entfernung vom
Nullpunkt s, =2,25m, der Punkt P, einem Zeitpunkt t, =8,5s und einer Entfernung

s,=0,75m.

Der Korper hat sich nun in diesem Zeitintervall At=t,—t,=8,55s-7,5s=1s um die

die Wegstrecke As=s, —s, =0,75m—2,25m =-1,5m vom Nullpunkt entfernt.

Das negative Vorzeichen ist so zu deuten, dass sich der Korper zum Nullpunkt hin
zubewegt, da die Entfernung zu einem spéteren Zeitpunkt Kleiner ist als zu einem

friheren.

Man kann durch Ablesen der zuriickgelegten Wegstrecken in den gleich grof3en
Zeitintervallen erkennen, dass diese Wegstrecken immer gleich groR sind. Das
entspricht aber genau der Definition einer gleichféormigen Geschwindigkeit in der
Physik, sodass gefolgert werden kann, dass eine gleichférmige Bewegung immer durch
eine Gerade im s-t-Diagramm dargestellt werden kann und die Geschwindigkeit umso

grofer ist, je steiler die Gerade verlauft.



In der Abbildung 12 sind die Graphen zweier Bewegungen 1 und 2 dargestellt. Es

wurden bei jeder Bewegung zwei Zeitintervalle At , und At ,fir die Bewegung 1 und
At,, und At,, fir die Bewegung 2 herausgegriffen, wobei die Zeitintervalle fur die
beiden Bewegungen gleich gewahlt wurden:®

At =At,=4,55s-3s=15s

At,, =At,, =8,55s-7s=1,5s

Asyo

A";l,l w4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
R B e e
Atyg = Atas Aty = Aty

tins
Abbildung 12: Vergleich zweier gleichformiger Bewegungen

Die Zeitintervalle sind also tatsachlich fur beide Bewegungen dieselben, die Zeitpunkte,
in denen sie bestimmt wurden, allerdings verschieden. Es sollen nun die zugehdérigen

Wegintervalle bestimmt werden.

Bewegung 1:  As;; =2,86m-115m=17m
As ,=7,Am-57m=17m

Bewegung 2:  As,, =2,42m-1,94m=0,48m
As,,=3,6/m-3,19m=0,48m

Daraus kann man nun die bereits genannten Eigenschaften der dargestellten

Bewegungsablaufe erkennen:

% Der erste Index bei den Intervallen gibt die Bewegung 1 oder 2 an, der zweite Index bestimmt dann das erste
und zweite Intervall jeweils der Bewegung 1 oder 2.
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1. Fir die Bewegung 1 ergeben sich fir beide gleich groRen Zeitintervalle

At,, = At,, =1,5s auch gleich groBe Wegintervalle As,, =As,, =1,7m, ebenso flr
die Bewegung 2 fiur die Zeitintervalle At,, =At,,=15s die gleich grofen
Wegintervalle As,, =As,,=0,48m. Da dies fir alle beliebig gewahlten

Zeitintervalle der beiden Bewegungen gilt, missen die beiden Bewegungen, die

durch jeweils eine Gerade dargestellt werden, gleichférmig sein.

2. Da fur die beiden Bewegungen 1 und 2 dieselben Zeitintervalle

At = At , = At,, = At,, =1,5s gewahlt wurden, ergibt sich, dass der steileren

Geraden 1 die groRere Geschwindigkeit entspricht, da bei dieser Bewegung die
Wegintervalle, das heilt die in derselben Zeit zuriickgelegten Strecken, gréRer sind

als bei der Bewegung 1, As,, =As,, =1,7m>As,, = As,, =0,48s. Damit ist auch

die zweite Behauptung gezeigt, dass eine gréRere Geschwindigkeit durch eine

steilere Gerade dargestellt wird.

Hieraus lasst sich naturlich nun die die Geschwindigkeit der beiden Bewegungen

bestimmen:

_ Asy, _ As,, ~1L7m

= = = ~113m-s*
At, AL, 15s

Vi

_ As,, _ As,, ~0,48m
CAt,,  At,, 15s

v, ~0,32m-s™

Im Falle einer gleichférmigen Bewegung entsprechen diese Geschwindigkeiten auch
tatsachlich den Momentangeschwindigkeiten, da Zeitintervalle und Wegintervalle direkt
proportional zueinander sind und somit auch der Grenzwert mit At — 0 denselben Wert

fur die jeweilige Geschwindigkeit ergibt.

Ist die Geschwindigkeit nicht gleichférmig, so wird der Kdorper beschleunigt, eine
positive Beschleunigung bedeutet, die Geschwindigkeit des Kdrpers nimmt zu, eine
negative, die Geschwindigkeit nimmt ab. Ein Beispiel einer nichtgleichférmigen

Bewegung ist in Abbildung 13 dargestellt.

Es sind drei Zeitintervalle gleicher GroBe At, =At, =At, =1s ausgewahlt. Diesen

Zeitintervallen entsprechen jeweils ein Wegintervall As,,As,,As,, die offensichtlich



nicht mehr dieselbe GrélRe haben. Um dies zu quantifizieren, sollen diese Wegintervalle

bestimmt werden:

As; =0,9m-0,4m=0,5m
As,=2,5m-1,6m=0,9m
As;=4,9m-3,6m=13m

Man erkennt, dass die Wegintervalle in denselben Zeitintervallen immer mehr

zunehmen, die Bewegung ist somit eine beschleunigte Bewegung.

tins

Abbildung 13: Eine nicht-gleichférmige Bewegung

Die Durchschnittsgeschwindigkeiten ergeben sich daraus als

_As;  0,5m _ 4
Avl_Atl T ~0,5m-s
_As, 0,9m _ 1
Av, = AL - 1s ~0,9m-s
As, 1,3m
Av,=—2="_ ~13m-s™
Vs At, 1s ,3m-s

Um hieraus die Momentangeschwindigkeiten zu erhalten, muss man die Zeitintervalle

immer kleiner werden lassen und schlussendlich den Grenzwert mit At — 0 bilden.
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Ein Anwendungsbeispiel flr eine solche Bewegung wére etwa der freie Fall, wie in der

Abbildung 14 dargestellt. Zur Zeit t=1s wird der Kdrper aus einer Héhe s=5m
losgelassen und erreicht den Boden, was einem s=0m entspricht, nach t=2,01s. Der

Korper befindet sich somit t =2,01s-1s =1,01s lang im freien Fall.

sinm

Fallhéhe

Fallzeit tins

Abbildung 14: s-t-Diagramm des freien Falls

Es ist wichtig, dass die Schilerinnen mit Funktionsgraphen umzugehen lernen und féahig
sind, diverse Fragestellungen anhand des vorgelegten Graphen zu beantworten. Eine

maogliche Aufgabenstellung fir die zweite Klasse Physik kénnte etwa so aussehen:

Betrachte den Graphen aus Abbildung 15 und erfinde eine passende Geschichte dazu!
Beachte die Achsenbeschriftungen!

1 1 Entfernung von zu Hause in km H

08

06 -

04 - £ G

02 4

7:00 C 7:30 8:00 8:30 Uhrzeit
Abbildung 15: Ein s-t-Diagramm mit einer Geschichte
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Eine mdgliche Losung ware etwa die folgende:

Der Graph beschreibt den Schulweg von Sarah. Sarah geht um 7 Uhr von zu
Hause weg (A). Um 7:05 Uhr merkt sie plotzlich, dass sie zu Hause ihren
Schilerausweis vergessen hat und geht wieder zuriick. Sie kommt um 7:10 Uhr zu
Hause an (B), nimmt von ihrer Mutter den Schillerausweis entgegen und geht
gleich wieder in die Schule (C). Sie geht jetzt langsamer als vorher und trifft um
7:20 Uhr ihre Freundin Clara (D). Sie begriiRen sich und reden 5 Minuten
miteinander und gehen dann weiter in die Schule (E). Sie spazieren jetzt
langsamer, weil sie miteinander plaudern und kommen dann nach 15 Minuten um
7:40 Uhr an einem Kleidergeschaft vorbei (F). Dort bleiben sie stehen und sehen
sich die Kleider an. Dabei vergessen sie ganz auf die Zeit und merken plotzlich,
dass es schon 8 Uhr geworden ist. Jetzt beginnen sie zu rennen (G) und kommen
um 10 Minuten um 8:10 Uhr in der Schule an (H). Sie sind 10 Minuten zu spat

zum Unterricht gekommen!

Wenn man ein entsprechend interessantes und eventuell auch komplizierteres s-t-
Diagramm zeichnet, konnte man diese Aufgabe auch durchaus fiir einen
fachertibergreifenden Unterricht Deutsch — Physik verwenden, was sicher einen
interessanten Aspekt mit hineinbringen wiirde. Man konnte aber auch umgekehrt etwa
einen passenden Bericht verwenden und die Schulerinnen daraus das entsprechende s-t-

Diagramm zeichnen lassen.

Kurz soll noch auf die Darstellung der Bewegung in einem v-t-Diagramm eingegangen
werden. Dazu soll das s-t-Diagramm aus der vorigen Aufgabe (Abbildung 15) als
Grundlage verwendet werden und daraus das entsprechende v-t-Diagramm abgeleitet

werden.

Die Geschwindigkeiten konnen leicht berechnet werden, da es sich nur um
gleichférmige Bewegungen handelt, sodass keine Differentialrechnung zur Herleitung

notwendig ist.

Der gesamte Bewegungsverlauf kann in acht Zeitabschnitte aufgeteilt werden, wobei in

jedem einzelnen Zeitabschnitt die Geschwindigkeit konstant bleibt:
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Abschnitt | Im Zeitintervall | Benétigte Zeit | Geschwindigkeit im Zeitintervall in
zuriickgelegter inh km/h
Weg in km

A-B 0,2km 1/12h 0,2km:(1/12h)=2,4km/h
B-C —0,2km 1/12h —0,2km: (1/12h)=-2,4km/h
C-D 0,2km 1/6h 0,2km:(1/6h)=1,2km/h
D-E Okm 1/12h Okm:(1/12h)=0km/h
E-F 0,2km 1/4h 0,2km:(1/4h)=0,8km/h
F-G Okm 1/3h Okm:(1/3h)=0km/h
G-H 0,6 km 1/6h 0,6km:(1/6h)=3,6km/h
ab H Okm beliebig Okm/h

Damit kann nun das entsprechende v-t-Diagramm gezeichnet werden (Abbildung 16).

Geschwindigkeit in km/h

G H Uhrzeit

AT\':OO B C ‘ 7:;30

8:00 8:30

Abbildung 16: v-t-Diagramm zu Abbildung 15

Im v-t-Diagramm erkennt man, dass ein Geschwindigkeitswechsel in Nullzeit geschieht,
was natlrlich physikalisch unmdglich ist, insofern kann das hier gezeigte v-t-

Diagramm, und damit auch das zugehorige s-t-Diagramm nur ein mathematisches

Konstrukt sein, das physikalisch so nicht realisierbar ist.

Die Durchschnittsbeschleunigung ist als Geschwindigkeitsanderung geteilt durch die

bendtigte Zeit definiert:

Aa = V(tz) - V(tl)
tz - t1




Fur die Durchschnittsbeschleunigung ergibt sich auch anhand des Graphen in
Abbildung 16 kein Problem, die Durchschnittsbeschleunigung kann immer angegeben
werden, da t,—t, >0 immer gilt. Probleme ergeben sich erst bei der
Momentanbeschleunigung, wenn die Beschleunigung genau an einem der

Unstetigkeitspunkte bestimmt werden soll.

Die Momentanbeschleunigung a ist definiert als

m V(tz)_v(tl) — Ilm& :d_V
ot b=t a—0 At dt

also als Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit. Eine Ableitung ist aber nur flr
Stetigkeitsstellen definiert, deswegen auch die Probleme an den besagten Stellen

auftreten.

Dieses Problem sollte mit den Schilerlnnen eingehend besprochen werden, da hier sehr
deutlich wird, wie eine zu starke Vereinfachung zu Problemen fiihren kann. Auch sollte
im Physikunterricht diskutiert werden, dass mathematische Aussagen natirlich immer

dahingehend Uberprift werden missen, ob sie physikalisch Sinn machen oder nicht.

Beispiel 2: Bestimmung einer Regressionsgeraden

In den beiden Kapiteln 3.1.1 und 3.1.3 wurde durch Messungen der Zeiten, die eine
Lauferin flir bestimmte Wegstrecken gebraucht hat, ihre Geschwindigkeit bestimmt.
Nun soll durch die experimentell bestimmten Zahlenpaare (Wegstrecke, Zeitdauer) eine
Gerade (Regressionsgerade, Ausgleichsgerade) approximiert werden und in ein

Koordinatensystem eingezeichnet werden.

Es gibt grundsatzlich verschiedene Moglichkeiten, die ,,beste” Gerade zu finden, die die
gemessenen Punkte am besten annihert. Ublicherweise wird die Gerade in der Weise
bestimmt, dass die Summe der quadrierten Vertikalabstdnde der y-Koordinaten der

Punkte zu der Geraden minimal sein soll.”

’® Eine andere Moglichkeit ware, dass die Summe der Betrdge der Vertikalabstande der y-Koordinaten der
Punkte zu der Geraden minimal sein soll.
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Sei y=a-x+b die gesuchte Regressionsgerade, wobei a,b die zu bestimmenden

Parameter der Geraden sind. Seien die Wegstrecken auf der x-Achse aufgetragen und

mit x,,...,X, bezeichnet, da 9 Messwerte bestimmt wurden. Die gemessenen Zeiten
seien auf der y-Achse aufgetragen und mit y,,...,y, bezeichnet. Die Werte sind noch

einmal aufgelistet:

x(m) |2 4 6 8 10 12 14 16 18

y(s) [20 3,7 6,1 9,2 10,1 12,2 14,0 16,5 18,2

Die Summe der quadrierten Vertikalabstdnde der y-Koordinaten der Punkte von der

Geraden ergibt sich zu

9 9

Z(Y(Xi)_Yi)2 :Z(a'xi "‘b_Yi)2

i=1 i=1
und dieser Ausdruck soll ein Minimum werden.

Es soll kurz der Weg zur Lésung dieses Problems gezeigt werden’, wobei die Lésung

gleich fir beliebig viele Punkte gelten soll, die Anzahl der Punkte sei mit n bezeichnet.

Das Problem vereinfacht sich betréchtlich, wenn man das Koordinatensystem in den
»Schwerpunkt der Datenpunkte verschiebt, wobei der ,,Schwerpunkt durch die

arithmetischen Mittelwerte

x=1.% y=1.3y i
X = ;xi und y - ;yl gegeben ist.

Die neuen Koordinaten sind dann
Xi=x—-x und Y, =y, -y
Das Schdne ist nun, dass die Summen der X; und der Y; gerade Null ergeben:

n

Z(xi—x)=gxi—§x=n-2—n-i=o

i=1

"M Ich selbst habe diese Methode in der Vorlesung ,,Stochastik” von Univ.-Prof. Mag. Dr. Humenberger an der
Universitdat Wien kennen gelernt, woflir ich sehr dankbar bin, da diese Methode auch bei anderen
Problemstellungen angewendet werden kann, wenn die Differentialrechnung noch nicht zur Verfligung steht
beziehungsweise ansonsten partielle Ableitungen verwendet werden missten.
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n

Z(yi —37)=Z::yi —27=n.y_n.y=0

i=1
Die Regressionsgerade in den neuen Koordinaten schreibt sich somit als
Y=a-X+cC

Die  Steigung der urspringlichen  Regressionsgeraden  bleibt  bei  der
Koordinatentransformation erhalten, die Koordinaten werden ja nur verschoben aber
nicht gedreht. Allerdings &ndert sich der Ordinatenabstand b, sodass im neuen System

ein anderer Parameterc statt b zu bestimmen ist.

Die Minimalbedingung l&sst sich nun schreiben als

n

>(a-X +c-Y,).

i=1

Es wird also eine Regressionsgerade in den neuen Koordinaten ermittelt und diese dann
wieder in die alten Koordinaten transformiert. Normalerweise wiirde man eine derartige
Extremwertaufgabe mit Hilfe der Differentialrechnung I6sen, wobei in diesem Fall, da
zwei Parameter variabel sind, partielle Ableitungen benétigt wirden, welche aber nicht
zum Unterrichtsstoff gehdren. Man kann sich aber mit einem sehr einfachen ,, Trick* die
Verwendung der Differentialrechnung ganzlich sparen, indem man die Methode der

quadratischen Erganzung geschickt anwendet.

Man quadriert die Minimalbedingung zuerst einmal aus

Zn:(a.xi+c—Yi)2 =Zn:(a2.xi2+2.a.c.xi—2.a.Xi.Yi+C2—2.c.Yi+Yi2)

i=1 i=1

Jetzt kann einiges vereinfacht werden und es ergibt sich

Zn:(a-xi +c-Y,) :az-zn:Xf+2-a-c-Zn:Xi —2-a-zn:Xi Y, +Zn:cz—2-c-zn:Yi +Zn:Yi2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

=0 —n-c? =0

:az.ixf—Z-a-Zn:Xi Y, +Zn:Yi2+n.c2
i=1 i=1 i=1

Die beiden ersten Terme in der erhalten Beziehung werden nun auf ein vollstandiges
Quadrat ergéanzt:
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n

1 n n in'Yi
£ K 2a X V=34t 2a
i=1 i=1 i1

2%

i=1

n 2 n 2

n in 'Yi in 'Yi
a——

=2x2 i | =t

Somit ergibt sich der recht komplexe Ausdruck

2 n 2

n ) n , Z];XIYI lelYl n , ,
;(a-xi+c—Yi) :iz:;x.- a—-1L = —| 4L = +;Yi +n-c
DX Zl i

i=1

Damit dieser Ausdruck minimal wird, missen die beiden Terme, in denen die Parameter
a und b vorkommen, moglichst klein werden. Da beide Ausdriicke quadratische Form
haben, sind sie immer groRer oder gleich Null. Ihren kleinsten Wert nehmen sie also an,

wenn beide Ausdriicke verschwinden, also Null werden:

(1) n-c?=0

SX,-Y

(2 a-=——=0

n

2X

i=1
Daraus ergeben sich nun direkt die beiden gesuchten Parameter zu ¢=0 und
DX,
_ =l
>x;
i=1

a , womit das Regressionsproblem in den neuen Koordinaten geldst ist.

Die Gerade hat die Form Y =a-X, sie geht also durch den Nullpunkt des neuen
Koordinatensystems. Da der Nullpunkt dem Schwerpunkt (X,y) des alten Systems
entspricht, muss die Regressionsgerade im alten Koordinatensystem durch den

Schwerpunkt verlaufen!



Jetzt bleibt nur mehr in die Ursprungskoordinaten zurtick zu transformieren.

Die Gerade lautete ja urspriunglich y=a-x+b. Wie oben ausgefiihrt, verlauft die

Gerade durch den Schwerpunkt, also ist dieser ein Punkt der Regressionsgeraden und es

gilt y=a-X+b.
Daraus ergibt sich fur den Parameter b
b=y-a-X

Der Parameter a ergibt sich durch Einsetzen zu

> ()

Somit lauten die Standardformeln fir die lineare Regression:

Es seien n Datenpunkte (x,,Y,), -..,(X,,Y,) 9egeben. Die Regressionsgerade, die die n

Datenpunkte am besten annéhert lautet y=a-x+b mit

Naturlich ist es nicht notwendig, wenngleich sicher lehrreich, die Herleitung im
Mathematikunterricht zu zeigen. Es sollte aber zumindest die Lehrerin die Herleitung
kennen, um zu verstehen und entsprechende Fragen auch fachlich begriindet
beantworten zu konnen, weshalb die Regressionsgerade gerade diese Form hat und wie
dies begrindet werden kann. Natirlich gibt es in den géngigen
Tabellenkalkulationsprogrammen wie Excel standardmélig diese Anpassungen
implementiert, die Regressionsgerade kann etwa durch den Befehl ,,Trendlinie
einfligen” eingezeichnet werden. Aber um wirklich verstehen zu kénnen, was es mit

dieser Regressionsgeraden beziehungsweise Trendlinie auf sich hat, ist ein tieferer

73




Einstieg in die Mathematik unumganglich. Dies ist auch meine Begrindung, weshalb

ich diese doch etwas mihsame Herleitung gezeigt habe.

Es soll nun aber noch die Regressionsgerade auf das Problem der Messpunkte des

urspriinglichen Versuchs ermittelt werden. Fir die Mittelwerte ergibt sich:

9
X=5-2% =10, y=5-3y,~10,22
i=1 i
2 1 6 8 [ 10 | 12 | 14 16 18
y 2.0 37 | 61 | 92 | 101 | 122 | 140 | 165 | 182
% 8 6 4 | 2 | o 2 4 6 8
y—y 822 | 652 | 412 | 102 | 012 | 1.98 | 378 | 628 | 7.98
(% =%)-(¥: =) 6578 | 3913 | 1649 | 204 | 0 | 396 | 1511 | 37.67 | 63,82
—\2
(% =X) 64 36 16 4 0 4 16 36 64
Ry 2
(¥i-¥) 67.60 | 4254 | 1699 | 1,04 | 001 | 391 | 1427 | 3941 | 63,64

Daraus ergibt sich durch Summenbildung a~1,02undb~0,05, sodass sich die

folgende Regressionsgerade ergibt:

y=102-x+0,05

In der Abbildung 17 sind die gemessenen Datenpunkte und die berechnete

Regressionsgerade eingezeichnet.




21yins

191 Regressionsgerade

T T T T T
18 20 22 24 30

% . 28
Xinm

Abbildung 17: Regressionsgerade

Ohne Herleitung angegeben sei noch der zu jeder Regressionsgeraden anzugebende
Korrelationskoeffizient r. Dieser kann Werte zwischen -1 und +1 annehmen. Ein
Korrelationskoeffizient nahe +1 bedeutet eine sehr gute Anpassung an die Daten, ein
Korrelationskoeffizient nahe Null bedeutet schlechte beziehungsweise bei exakt Null

keine Korrelation mehr.

Der Korrelationskoeffizient wird nach folgender Formel berechnet:

Fur das obige Beispiel ergibt sich fir den Korrelationskoeffizienten ein Wert von

r~0,997. Das bedeutet, dass die Datenpunkte hochkorreliert sind.

Fur den Unterricht ist es wichtig, dass die Schilerinnen eine Vorstellung davon haben,

was Regression und Korrelation bedeuten. Niemand wird héndisch eine
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Regressionsgerade oder den Korrelationskoeffizienten in der Praxis berechnen. Die
Schilerlnnen konnen aber durchaus angehalten werden, eine Datenreihe mit dem
Computer und entsprechenden Programmen zu bearbeiten und zu analysieren. Es ware
zum Beispiel moglich, das Ohm‘sche Gesetz auf diese Weise zu handhaben, indem man
etwa an einem konstanten Widerstand die Stromstdrken zu verschiedenen Spannungen
bestimmt und daraus mittels Regression das Ohm‘sche Gesetz zeigt. Die Strom- und
Spannungsmessung ist nie so prazise, dass alle Datenpunkte wirklich auf einer Gerade
liegen, sodass sich eine Regressionsanalyse anbietet. Auch andere physikalische
Untersuchungen finden sich sicher leicht, man denke nur an die verschiedenen

Gasgesetze, die man untersuchen konnte.



3.5 5.Klasse

3.5.1 Koordinatensysteme

Mit dem Thema Koordinatensysteme werden die Schilerinnen ab der zweiten Klasse
konfrontiert und es bleibt auch ein wichtiges Thema bis zur Matura. Dienen
Koordinatensysteme in der Unterstufe dazu, einfache Geometrieaufgaben grafisch zu
I0sen, werden ab der funften Klasse mit der Vektorrechnung und der Einfiihrung in die
Trigonometrie Koordinatensysteme in erweiterter Form verwendet. Mit Hilfe der
Vektorrechnung geht es darum, neben L&ngen und Winkeln insbesondere auch
Koordinaten besonderer Punkte, die bisher in der Unterstufe nur grafisch ermittelt
worden waren, zu berechnen. Bei den Vektoren beschrankt man sich dabei auf
kartesische Koordinatensysteme. Sobald die trigonometrischen Funktionen Sinus,
Cosinus und Tangens’? eingefiihrt worden sind, werden auch (ebene) Polarkoordinaten
behandelt. Diese spielen dann auch bei den komplexen Zahlen, die Lehrstoff der siebten
Klasse sind, eine wichtige Rolle, da mit ihnen in der Gauf3’schen Zahlenebene sehr
leicht gerechnet werden kann, wenn es um die Multiplikation und Division von

komplexen Zahlen geht. Sie spielen weiters eine gewisse Rolle, wenn etwa die Wurzeln

von Gleichungen der Form X" =z bestimmt werden sollen, wobei n eine natiirliche

Zahl und z ein Element der komplexen Zahlen sein soll.

Fur die Physik sind natirlich auBer dem kartesischen Koordinatensystem auch andere
krummlinige Koordinatensysteme sehr wichtig. Ebene Polarkoordinaten werden zwar
behandelt, aber ,,rdumliche Polarkoordinaten®, {iblicherweise als Kugelkoordinaten
bezeichnet, werden nicht besprochen. Da in der Physik aber sehr viele rdumlich
kugelsymmetrische ~ Aufgaben  vorkommen, die  zweckmaRigerweise  in

Kugelkoordinaten behandelt werden”, sollen dieses Koordinatensystem sowie die

2 Der Kotangens ist nicht mehr im Lehrplan enthalten!
” Es wirde, um nur ein Beispiel zu benennen, die Berechnung der Elektronenaufenthaltswahrscheinlichkeit im
Wasserstoffatom unnotig verkomplizieren, wenn hier statt Kugelkoordinaten kartesische Koordinaten
herangezogen wirden.
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Zylinderkoordinaten kurz vorgestellt werden. Wichtig ist es in der Physik, zwischen den

Koordinaten in den verschiedenen Koordinatensystemen umrechnen zu kénnen.”

Beispiel 1: Ebene Polarkoordinaten

2. Achse (y-Achse) ©1

5

I
I
I
I
I
I
I
|
|
|
|
6

7

1. Achse (x-Achse)

Abbildung 18: Ebene Polarkoordinaten

Der Punkt P kann sowohl durch die Angabe der kartesischen Koordinaten x und y als
auch durch die Angabe der polaren Koordinaten r und ¢ eindeutig bestimmt werden.

Die Umrechnung in Polarkoordinaten erfolgt sehr elementar und einfach unter
Verwendung des pythagoreischen Lehrsatzes und der Basisdefinition des Tangens und

ist direkt aus der Abbildung 18: Ebene Polarkoordinaten ersichtlich:

r=4x*+y?

_Y = y
tanop = ” =0 arctan(xj

Die Umrechnung von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten erfolgt genauso

einfach durch die Grunddefinitionen des Sinus und des Cosinus:

" Es ist aber nicht nur die Umrechnung von Koordinaten nétig, sondern etwa auch in der ,,hoheren” Physik die
,Umrechnung” von Vektoroperatoren, wie Gradient, Divergenz oder Rotation. Diese gehodren nicht zum
Schulstoff und deshalb gehe ich in dieser Arbeit auch nicht weiter darauf ein.

78



X=r-COSQ
y=r-sing

Es gelten also fur die Umrechnung ebener Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten

und umgekehrt folgende Beziehungen:

_ / 2 2
X=I‘-COS(|)} F=yx+y

. = y
y=r-sino (p=arctan(;j

Es gelten dabei die Wertebereiche: 0<r<w

0<p<2n

Beispiel 2: Rdumliche Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten)

Diese Koordinaten sind sehr hdufig anzutreffen und finden bei allen
kugelsymmetrischen Anwendungen ihre Verwendung. Erwédhnt werden sollte noch,
dass bei Verwendung dieser Koordinaten auch eigene an die Koordinaten angepasste
Funktionen, welche allerdings in der Schulmathematik nicht vorkommen, eingefiihrt
werden, die Kugelflachenfunktionen. Diese sind in vielen Fachgebieten, wie besonders
etwa der Geophysik, wenn es um die Beschreibung der Eigenschaften der Erde geht
oder in der Astronomie, wenn es etwa um das Schwingungsverhalten der Sterne geht,

anzutreffen.

Der Winkel ¢ wird Ublicherweise wie in der Abbildung 19: Rdumliche Polarkoordinaten

oder Kugelkoordinatengezeigt, definiert, das ist aber nicht immer so der Fall und man
muss sich bei Verwendung dieser Koordinaten informieren, wie dieser Winkel nun

genau definiert ist. Man denke etwa an das Gradnetz der Erde, wo der Winkel ¢ beim

Aquator 0° betragt und dann bis zum Nordpol auf +90° anwichst beziehungsweise bis

zum Sudpol auf —90°.

Im  Mathematikunterricht koénnen aber die Umrechnungsformeln fur die
Kugelkoordinaten durchaus auch einfach als kleine Ubung fiir die trigonometrischen

Formeln herangezogen werden und dann ein paar Umrechnungen durchgefuhrt werden.
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3. Achse (z-Achse)
A

——pmm—————)

1. Achse (x-Achse)

= 2. Achse (y-Achse)

Abbildung 19: Raumliche Polarkoordinaten oder Kugelkoordinaten

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras ergibt sich als erstes folgende Beziehung

d=4x*+y?

und daraus weiter laut Abbildung 19

r=d?+22 :\/x2+y2 +z° .
Fir den
tan© _Y =0= arctan(xj

X X

2+y2 X2+y2
tang = =———— = ¢ =arctan ———
z z z

[=X
x

Umgekehrt gilt mit d=r-sing :

Xx=d-cosO=r-sing-cos6
y=d-sinf=r-sine-sin6
Z=r-cosQ

Es gelten also fir die Umrechnung von rdumlichen Polarkoordinaten

Transformationsformeln:

folgende



r=x’+y*+2z°

X=r-sing-cos6
y=r-sing-sinf ; & 6=arctan(¥j

Z=r-CosQ
x? +y?
¢ = arctan .

Es gelten dabei die Wertebereiche: 0<r<w
0<¢p<m

0<0<2m oder —-t<0<n

Beispiel 3: Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten finden Uberall dort ihre Anwendung, wo eine zylinderférmige
Symmetrie vorgegeben ist. Dies ist etwa der Fall, wenn um einen geraden Draht das

Magnetfeld berechnet werden soll.

3. Achse (z-Achse)
1

™ 2. Achse (y-Achse)

1. Achse (x-Achse)

Abbildung 20: Zylinderkoordinaten
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Aus der Abbildung 20 ergibt sich unmittelbar

p=+x’+y* und

Y o= y
tano = ” =0 arctan(x)

Umgekehrt gilt:

X=p-CoSQ
y=p-sinQ

Es gelten also fir die Umrechnung von Zylinderkoordinaten

Transformationsformeln:

p=yx’+y’°
X=p-cosQ
y=p-sing < (p:arctan(¥]
z2=12

z2=12

Es gelten die Wertebereiche: 0<p<o
0<o<2n

—0 < Z <

folgende



3.5.2 Sinus, Cosinus, Tangens

Die trigonometrischen Funktionen Sinus, Cosinus, Tangens und Kotangens’ gehéren
zu den grundlegenden Funktionen, die vielféltigste Anwendungsmoglichkeiten
beinhalten. Angefangen von den rechtwinkligen Dreiecken, durch die sie zu anfangs in
der Schule definiert werden®, kénnen mittels des Sinus- und Kosinussatzes beliebige
Dreiecke und darauf aufbauend beliebige geradlinig begrenzte Figuren berechnet
werden. In der Physik spielen sie naturlich in sehr unterschiedlichen Bereichen eine sehr
wichtige Rolle, insbesondere sei auf die mathematische Beschreibung von

Schwingungen und Wellen hingewiesen.

Beispiel 1: Entfernungsbestimmung von Sternen durch die Parallaxenmethode

Um die Entfernung von Sternen bis zu einer Entfernung von etwa 1000 Lichtjahren
bestimmen zu kénnen, bedient man sich der sogenannten Parallaxenmethode.”” Diese
beruht darauf, dass Sterne im Jahresverlauf eine scheinbare Bewegung ausfihren,
beobachtet und gemessen beziglich des Fixsternhintergrundes’®. Die Sterne vollfihren
eine scheinbare Bewegung deswegen, weil nicht die Sterne selbst sich bewegen,

sondern die Erde im Laufe eines Jahres durch ihre Bewegung um die Sonne sich bewegt

> Der Kotangens gehort aber nicht mehr zum neuen Lehrplan, in dlteren Lehrplanen war er noch enthalten.

’® Diese Definition tber rechtwinkelige Dreiecke als Verhaltnisse der Seiten zueinander ist nur eine, wenn auch
natirlich sehr anschauliche Moglichkeit der Definition. Allgemeiner werden die trigonometrischen Funktionen
Uber ihre Reihenentwicklungen definiert, wodurch der geometrische Aspekt verloren geht. Der Vorteil dieser
Definition ist es, dass etwa Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen auf einfachere Art
hergeleitet werden kdnnen, dass Naherungswerte bestimmt werden kdnnen und vor allem, dass, wenn man in
die komplexe Analysis libergeht, der Zusammenhang zu den Exponentialfunktionen hergestellt werden kann.
Die Definitionen fiir Sinus und Cosinus durch Reihenentwicklungen lauten wie folgt:

2n+1

sinx = x——!+—+ Z( )(2n+1)| c:osx=1—22I Z( )(2n)l

Die Reihenentwicklungen fur den Tangens und den Kotangens benotlgen die sogenannten Bernoullizahlen, auf
die ich hier aber nicht eingehen mochte, weshalb ich die Reihenentwicklungen nicht anfiihre. Diese kdnnen
aber in jeder mathematischen Formelsammlung nachgeschlagen werden.

7 Um die Entfernung von Sternen zu bestimmen, bedient man sich der sogenannten jahrlichen Parallaxe, da
hier der Erdbahndurchmesser als Positionsverschiebung des Beobachtungsortes herangezogen werden kann.
Es gibt aber auch eine tagliche Parallaxe dadurch, dass sich der Beobachtungsort durch die Erdrotation im Laufe
eines Tages andert. Fir den Mond ergibt sich so ein Parallaxenwinkel von 57, das entspricht fast zwei
Vollmondbreiten, fiir die Sonne ein Parallaxenwinkel von 8,79”. Siehe dazu etwa [24] Seite 24 ff.

’® Der Fixsternhintergrund wird durch sehr viel weiter entfernt liegende Sterne gebildet, die sich wegen ihrer
Entfernung (fast) nicht zu bewegen scheinen und somit als fix angesehen werden kénnen.
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und dadurch dieser Effekt der Sternbewegung hervorgerufen wird”®. Siehe dazu
Abbildung 21.

Sternposition

E, E,

Abbildung 21: Das Zustandekommen der Sternparallaxe

E, und E, sind die Erdpositionen wahrend eines halben Erdumlaufs um die Sonne, die

Strecke R ist dabei der Erdbahnradius mit R =1,5-10" m.

Die scheinbare Position des Sterns andert sich dabei von P, nach P,, der Winkel m ist

die sogenannte (jahrliche) Parallaxe des Sterns. Diese Parallaxe wird gemessen und

daraus ergibt sich dann die Entfernung X des Sterns.

Aus der Abbildung 21 l&sst sich unmittelbar aus der Definition des Tangens folgende

Beziehung ablesen

tan7t=B
X

Und daraus folgt fur die Entfernung des Sterns

7 Es gibt natirlich auch eine tatsdchliche Bewegung der Sterne zueinander, wobei diese hier aber

vernachlassigt werden kann.
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X =
tanz

Da der Winkel z sehr klein ist, kann statt dem Tangens des Winkels auch der Winkel
selbst in Bogenmal eingesetzt werden, sodass sich folgende vereinfachte Beziehung zur

Bestimmung der Sternentfernung ergibt

x~R
T

Als Beispiel soll die Entfernung des der Sonne am néchsten gelegenen Sterns Proxima

Centauri berechnet werden. Die gemessene Parallaxe betragt = ~0,762".

Umrechnung des Winkels in Bogenmal} ergibt

Ted ¥ 73600 360

Damit lasst sich die Entfernung des Sterns in Meter berechnen

_1,5-10"

X~ ————~4,07-10° m
3,69-10

Da 1 Lichtjahr 9,46-10" Meter entspricht, ergibt sich die Entfernung von Proxima

Centauri zu
16

Beispiel 2: Das Parsec als astronomische Entfernungsangabe

In der Astronomie werden aufgrund der groBen Entfernungen der Himmelskdrper
eigene Langeneinheiten verwendet. Dies sind in planetarischen Bereichen die
astronomische Einheit AE, die der mittleren Entfernung der Erde von der Sonne

entspricht und in interstellaren und intergalaktischen Bereichen das LichtjahrLj, die

Strecke, die das Licht in einem Jahr zuriicklegt.®

& Die Werte wurden [24] enthommen, Seite 535
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1AE =1,495979-10" m
1Lj=19,4608-10" m

Eine weitere astronomische L&ngeneinheit ist das Parsec. 1 Parsec entspricht der
Entfernung eines Sterns, der eine Parallaxe von 1" (oft gesprochen als
Parallaxensekunde, deshalb auch der Name Parsec) aufweist (vergleiche Abbildung 22).

/‘MMAE
1“

1 Parsec (1 pc)

Abbildung 22: Das Parsec als astronomische Lidngeneinheit

1" entspricht in Bogenmal}

~ —1 .2_7[ ~ . -6
s ~ 3500 360~ PS> 10

Damit ergibt sich:

_15.10"

3,1-10'
X ~—_ ~
4,85-10°°

~31.10°m~ ————
9,46-10

~3,26L]

Somit ergibt sich fir die Langeneinheit Parsec folgende Umrechnung:

1pc=3,26Lj



3.5.3 Gleichungen in zwei Variablen

Beispiel: StofSprozesse

StolRprozesse spielen in der gesamten Physik eine wesentliche Rolle, ob das beim
Billardspiel ist oder im atomaren Bereich etwa beim Compton-Effekt. Stol3prozesse
treten in der Mechanik, in der Elektrizitéatslehre, in der Thermodynamik oder im Bereich

der atomaren Physik auf.

StolRprozesse sind Wechselwirkungen zwischen Teilchen, die waéhrend einer kurzen
Zeitspanne Impuls und Energie austauschen konnen. Die Vorgénge wahrend dem
StolRRprozess selber sind (beraus kompliziert und kénnen oft im Einzelnen nicht
berechnet werden, aber es kénnen trotzdem Aussagen Uber die Bewegung der Teilchen
vor und nach dem Stol3prozess getroffen werden. Dazu bedient man sich des Impuls-
und Energieerhaltungssatzes, wonach die Gesamtimpulse und kinetischen Energien der
Teilchen vor und nach dem Stol3 gleich bleiben missen, falls keine Formveranderungen
stattfinden. Finden hingegen Formverdnderungen statt, wird ein Teil der kinetischen
Energie in innere Energie umgewandelt und die Summe der kinetischen Energien ist
nicht mehr konstant. Dasselbe tritt auf, wenn kinetische Energie in Warmeenergie
umgewandelt wird, wie es etwa beim Eintritt eines Geschosses in einen Kdorper
geschieht. Diese Std3e werden inelastische StéRe genannt und sollen in diesem Beispiel

nicht naher besprochen werden.

Ublicherweise werden im Physikunterricht mehrere Spezialfalle von StoBprozessen
einzeln behandelt, da es natirlich mathematisch einfacher ist. Man kann aber auch vom
allgemeinen Fall ausgehen und eine allgemeine Gleichung aufstellen und dann von
dieser ausgehend Spezialfalle betrachten. Dieser Weg soll im Folgenden beschritten

werden.

Es soll der elastische zentrale Stol? behandelt werden. Fir einen elastischen StoR bleiben

sowohl die Summe der Impulse als auch die Summe der kinetischen Energien erhalten.

Es stolRen zwei Kdrper mit den Massen m, und m, und den Geschwindigkeiten v, und
v, zentral aufeinander. Nach dem Stof3prozess andern sich die Geschwindigkeiten und
sollen mit v; und Vv, bezeichnet werden.
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Energieerhaltung: Lo+ imyv2 =dmv? +Lmv?

511222_5112

Impulserhaltung: m\v, +m,v, =myV; +m,V,

Mathematisch gesehen ist das ein Gleichungssystem mit einer quadratischen und einer
linearen Gleichung in 2 Variablen. Dieses Gleichungssystem soll nun geldst werden,

das heift, die beiden Unbekannten v; und v, missen bestimmt werden.

Die beiden Gleichungen werden zuerst etwas umgeformt:

1 2 12 1

Eml(vl ! ) 2 ( ) (1)
m, (v, —v;)=m,(V,—-V,)

Jetzt kann fur die erste der Gleichungen eine binomische Formel angewandt werden:

m, (v, = vy ) (v, +Vvy) =m, (v, =V, ) (v, +V,)
Die zweite Gleichung kann in diese eingesetzt werden:
%M vV, +V)) y/w Vy+V, )

V,+V; =V, +V, (2

Mit der Gleichung (2) und der unveranderten 2. Gleichung aus dem Gleichungssystem
(1) erhélt man ein neues Gleichungssystem in 2 Unbekannten, wobei jetzt aber beide

Gleichungen linear sind

ml(vl_vi):mZ (V,Z_VZ)} (3)

V,+V, =V, +V,
Aus der 2. Gleichung des Gleichungssystems (3) folgt
V, =V, +V, —V,. 4)

Durch Einsetzen in die 1. Gleichung von (3) erhélt man



m, (v, —Vi)=m, (v, +V;—2V,)
m,v, —m,Vv; = m,v, + m,v; —2m,Vv,
(m,—m,)v, +2m,v, =(m,+m,)v;
(m,—m,)v, +2m,v,
m, +m,

!
vV, =

Einsetzen der LOsung flr v; in (4) ergibt

m,—m,)V. +2m.,Vv
V2:V1+( 1 2) 1 272 _V2
m, +m, L

_ (m,+m,)v, +(m,—m,)v, +2m,v, —(m, +m,)v,

m, +m,
_2myv, +(my—m,)v,

m, +m,

Somit ist das Gleichungssystem (1) vollstdndig gel6st und die Losungen kénnen
geschrieben werden als

v = 2m,v, +(m,—m,)v,
m, +m,

()

_2m,yv, —(m,—m,)v,
m, +m,

!

Va

Diese allgemeinen Ldsungen gelten fur alle Massen und alle Geschwindigkeiten und

kénnen nun auf einige interessante Spezialfalle angewandt werden.

1.  Gleiche Massen: m, =m, =m

Aus den Losungen (5) ergibt sich durch Einsetzen:

. 2mv, +(m-m)v,

v =V

! m-+m 2

, 2mv, —(m-m)yv, B

V2_ _Vl
m+m

!’

Vl VZ

V, =V,
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Bei einem elastischen Stof, bei dem die StoRpartner gleiche Massen haben,
tauschen die Stol3partner die Geschwindigkeiten aus, das heil3t sie geben quasi
ihre Geschwindigkeit an die andere Kugel weiter. Die Kugel 1 hat nach dem Stol}

die Geschwindigkeit der Kugel 2 vor dem Stol3 und umgekehrt.

Es konnen 4 Falle® unterschieden werden, die in der Abbildung 23% dargestellt

sind.
vor dem StoR nach dem StoB
(1) ® - -—0 L
(2) o— -—@ -—0 *—
) *— —0 — *—
(4) -—o ~—e — o P

Abbildung 23: St6Re bei gleichen Massen

(1) Die Kugel 1 ruht vor dem Stof3. Nach dem Stol? ruht die Kugel 2 und die
Kugel 1 bewegt sich mit derselben Geschwindigkeit, mit der sich die Kugel
2 vor dem Stol} bewegt hat.

(2) Die Kugeln bewegen sich mit derselben Geschwindigkeit aufeinander zu.
Sie werden reflektiert und bewegen sich mit derselben Geschwindigkeit wie
vorher in die andere Richtung.

(3) Die Kugeln bewegen sich aufeinander zu, allerdings hat die Kugel 2 eine
hohere Geschwindigkeit als die Kugel 1. Sie werden reflektiert und
bewegen sich mit der Geschwindigkeit der jeweils anderen Kugel in die

entgegengesetzte Richtung.

® Diese 4 Fille kdnnen sehr schén mit einem Newton’schen Kugelpendel den Schiilerinnen gezeigt werden. Es
sollten dabei aber nur 2 Kugeln verwendet werden.

8 Ein Kreis steht fiir die Kugel 1 und 2, die Pfeile stellen die Geschwindigkeitsvektoren der Kugeln vor und nach
dem Stol dar. Ist bei einem Kreis kein Pfeil, so bedeutet dies, dass die Kugel ruht, ihre Geschwindigkeit ist Null.
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(4) Die Kugeln bewegen sich in dieselbe Richtung. Die Kugel 2 hat eine hohere
Geschwindigkeit als die Kugel 1. Nach dem StoR bewegen sich beide
Kugeln in derselben Richtung weiter, allerdings hat die Kugel 1 jetzt die

hohere Geschwindigkeit und die Kugel 2 bewegt sich langsamer.

Ungleiche Massen: m, =m, m, =2m

Die Massen seien so gewahlt, dass die Kugel 2 die doppelte Masse der Kugel 1
hat.
Aus den Lésungen (5) ergibt sich durch Einsetzen:

. amv, +(-m)yv, _4v,-v,

! 3m 3
Vv = 2mv,+mv, 2v,+V,
2 3m 3

Es sollen einige spezielle Félle betrachtet werden:

(1) v,=0,das heil3t die leichtere Kugel ruht.

A =%v2 und Vv, =%v2

StoRt eine doppelt so schwere Kugel 2 eine ruhende Kugel 1, so bewegen
sich beide Kugeln in Richtung der Geschwindigkeit der 2. Kugel vor dem
StoRR. Allerdings bewegt sich die Kugel 1 nach dem StoR8 4/3 mal so schnell
wie die Kugel 2 vor dem StoR. Die Kugel 2 bewegt sich nur mehr mit einem

Drittel ihrer Geschwindigkeit vor dem Stol} weiter.

vor dem StofRR ‘ nach dem Stofl

¢ -— 9 - . —-—9

Abbildung 24: Eine doppelt so schwere Kugel stoBt eine ruhende leichte Kugel
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()

v, =0, das heilt die schwerere Kugel ruht.

1 '
Vi=—=V, und Vv, =

3 Ve

wino

Stolkt eine halb so schwere Kugel 1 eine ruhende Kugel 2, so wird die
leichtere Kugel 1 reflektiert und bewegt sich mit einem Drittel der
Geschwindigkeit wie vor dem Stof in die entgegengesetzte Richtung. Die

schwerere Kugel 2 bewegt sich mit 2/3 der Geschwindigkeit der Kugel 1

vor dem Stol? in dieselbe Richtung.

vor dem StoR nach dem StoRR

(3)

. [ ] -~ o—

Abbildung 25: Eine halb so schwere Kugel sto3t eine ruhende schwere Kugel

v, =V, V,=—-v  Die Kugeln bewegen sich mit derselben Geschwindigkeit

aufeinander zu.

4 —_—

Va

Wl

Bewegen sich eine Kugel 1 und eine doppelt so schwere Kugel 2 mit
derselben Geschwindigkeit aufeinander zu, so werden beide Kugeln

reflektiert. Die Geschwindigkeit der leichteren Kugel ist dann 5/3 mal so

grof? wie zuvor, die Geschwindigkeit der schwereren Kugel nur mehr 1/3.

vor dem Stol} ‘ nach dem StoRR

- o

-—0

Abbildung 26: Eine leichte und eine doppelt so schwere Kugel bewegen sich aufeinander zu



3.

StoR gegen eine Wand: v, =0, m,>>m,

Aus den Losungen (5) ergibt sich durch Einsetzen und Berticksichtigung, dass

m, /m, vernachléssigt werden kann (Nullsetzen!):

2V, + m, 1|v
, 2m2v2+(ml—m2)vl 27 (m, 1
Vl: = :_Vl
m, +m m
1 2 714_1
m2

m m
21vl—(1—1jv2
. 2my, —(m,-m,)v, “m, m, _0
m, +m m
172 —1+1
2

v;=-Vv, und v, =0

Das kann folgendermal3en interpretiert werden:
1. Die Wand ruht auch nach dem Stof (v, =0), das heil3t sie nimmt keine Energie

auf.
2. Der Korper wird an der Wand reflektiert und hat nach dem StoR die gleich grolie,

aber entgegengesetzt gerichtete Geschwindigkeit. Die Richtung seines Impulses
hat sich umgedreht und seine kinetische Energie ist nach dem StoR unverandert.

Wand

vor dem Stof3
@

1

A

®
nach dem Stof}

Abbildung 27: StoB gegen eine Wand
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3.5.4 Vektoren in der Ebene

Die Vektorrechnung hat ihren Ursprung in der Physik, da eine sehr groRe Anzahl von
physikalischen GroRen einen vektoriellen Charakter hat, neben den skalaren und tensoriellen
GréRen®. Im Schulunterricht werden im Physikunterricht nur die skalaren und vektoriellen
Grolken behandelt, die tensoriellen bleiben unbericksichtigt. Die Anwendungsbereiche der
Vektorrechnung ziehen sich in der Physik vom ersten bis zum letzten Jahr in der Oberstufe
durch. Obwohl Vektoren erst in der fiunften Klasse im Mathematikunterricht auftauchen,
werden sie implizit oft bereits ganz am Beginn des Physikunterrichtes schon in der Unterstufe
etwa bei der Behandlung der Geschwindigkeit und der Kraft erwéhnt, freilich noch ohne
mathematischen Hintergrund. Es wird nur qualitativ erklart, dass bestimmte GroRen wie die
Geschwindigkeit und besonders natirlich Kréafte immer einen Richtungsbezug haben, der ein

wichtiges Charakteristikum dieser GréRen ausmacht.

In der fiinften Klasse werden Vektoren im R’ eingefiihrt, wahrend die Vektoren im R® der
sechsten Klasse vorbehalten bleiben. Im Grunde findet man mit den Vektoren im R?im
Physikunterricht das Auslangen, wenngleich es nattrlich wichtige physikalische Grofien gibt,
die zweckmaBigerweise erst mittels des Vektorproduktes in einfacher Weise (falls der

Richtungsbezug mitberticksichtigt werden soll, wie etwa beim Drehimpuls oder Drehmoment)

definiert werden und deshalb auf die Vektorrechnung im R*zuriickgreifen missen. Siehe
hierzu das entsprechende Kapitel im 0 ,,Vektoren im Raum®. Besonders hier wére es gut,
wenn sich die Mathematik- und Physiklehrerinnen einer Klasse absprechen wirden, da sich
besonders beim Vektorprodukt die beiden Facher ganz wunderbar erganzen.

Von den Rechenoperationen fiir Vektoren, die in der Physik wichtig sind, sind zu nennen:

= Vektoraddition

= Betrag eines Vektors

= Winkelmal zweier Vektoren

= Orthogonalitat von Vektoren

= Skalarprodukt zweier Vektoren

¥ Tensorielle GréRen treten in der Physik haufig auf, genannt seien nur der Spannungstensor oder der

Tragheitstensor als Beispiel fiir Tensoren 2. Stufe. Sind der Drehimpulsvektor L und der
Winkelgeschwindigkeitsvektor @ parallele Vektoren, kann die Beziehung zwischen ihnen durch die skalare

GroRe des Tragheitsmoments | beschrieben werden, also L=1-@&.Im allgemeinen Fall sind Drehimpulsvektor
und Winkelgeschwindigkeitsvektor aber nicht mehr parallel, somit ist | auch keine skalare GréRe mehr, sondern
ein Tensor 2. Stufe, der als eine quadratische 3x3 Matrix geschrieben werden kann. Tensoren noch héherer
Stufe haben etwa in der Allgemeinen Relativitdtstheorie eine wichtige Bedeutung.
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Wichtige GroRen in der Physik, die zweckmaRigerweise als Vektoren definiert und

geschrieben werden, sind

= Ortsvektoren

= Geschwindigkeit und Beschleunigung

»  Kraft

= Impuls

=  Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung
= Drehmoment

= Drehimpuls

= Elektrische und magnetische Feldstéarke

Beispiel 1: Vektoraddition am Beispiel des senkrechten Wurfes

Ein grundlegendes Prinzip der Physik besagt, dass Grof3en, die vektoriellen Charakter
haben, nach den Regeln der Vektoraddition addiert werden mussen. So ist etwa bei
mehreren Geschwindigkeiten, denen ein Korper unterworfen ist, die resultierende
Geschwindigkeit, die der Korper schlussendlich ausfihrt, die Vektorsumme aller

auftretenden Einzelgeschwindigkeiten.

Im Falle des senkrechten Wurfes treten zwei Geschwindigkeiten auf, eine konstante

Geschwindigkeit senkrecht nach oben v,=(0,v,) und eine linear zunehmende
Geschwindigkeit ~ senkrecht nach unten V. (t)=(0,—g-t)*. Die konstante
Geschwindigkeit v, wird gemaR dem ersten Newton'schen Gesetz beibehalten und

andert sich nicht. Die resultierende Bewegung wird nur deswegen immer langsamer und
kehrt sich schlielich in eine senkrechte Bewegung nach unten um, weil eine weitere
Bewegung V,(t) nach unten erfolgt, die mit der Zeit t immer schneller wird und
schliellich die nach oben gerichtete Bewegung ,kompensiert“, da beide

Geschwindigkeiten ohne sich zu beeinflussen tberlagert werden dirfen.

Als resultierende Geschwindigkeit nach der Zeit t ergibt sich schliel3lich:

8 Der Vektor wire natirlich dreidimensional zu schreiben, also als VO:(O,O,VD) beziehungsweise

V(t) =(0,0,—g-t). Das ist aber hier und auch spiter beim schiefen Wurf nicht notwendig, da sich die
Bewegungen der Korper in einer Ebene abspielen. Es ist aber sicher instruktiv, dies in einer Klasse zu
thematisieren und somit den Schiilerinnen den Umgang mit drei- beziehungsweise zweidimensionalen

Vektoren naher zu bringen.
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V() =(0,v,-g-1)

Daraus kann dann im Weiteren etwa sehr leicht der Umkehrzeitpunkt bestimmt werden,
wann die nach oben gerichtete Bewegung zum Stillstand kommt und sich umkehrt,

indem die y-Komponente der resultierenden Geschwindigkeit Null gesetzt wird

\Y

vo—g~t=0:>t=E°.

Bei einer Anfangsgeschwindigkeit von 25m-s™ ergibt sich damit eine Zeit von

tUmkehr = % ~ 2’558

nach der der Kérper seine Bewegung umkehrt beziehungsweise seinen hochsten Punkt

seiner Bewegung erreicht hat. Es sei dies auch in der Abbildung 28 veranschaulicht:

VRes
[ ] ® O Trs=0 ® o

17(152) D Res

Y (ts) Y

Abbildung 28: Senkrechter Wurf

Es ist jeweils die Situation zu drei verschiedenen Zeitpunkten t,t,,t, dargestellt. Die linken

Pfeile repréasentieren jeweils die Vektoren der nach oben gerichteten konstanten

Geschwindigkeit v, und der nach unten gerichteten Geschwindigkeiten v(t,), V(t,), V(t,).
Die rechten Pfeile stellen die resultierenden Geschwindigkeiten zu den Zeiten t,t,,t, dar.

Man sieht, dass zum Zeitpunkt t, die resultierende Geschwindigkeit durch einen Vektor, der
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nach oben gerichtet ist, dargestellt wird, somit also eine Bewegung stattfindet, die zum

Zeitpunkt t, nach oben gerichtet ist. Zum Zeitpunkt t, sind die beiden Vektoren v, und

V(t,) gleich lang, aber entgegengesetzt orientiert, sodass sie sich in Summe aufheben, es gilt

also Vv(t,) =—-V,. Somit ist V(t,)+V, =0 , es findet also keine Bewegung mehr statt, da die
Geschwindigkeit in Summe der Nullvektor ist. Der Zeitpunkt t, ist also genau der Zeitpunkt,

an dem sich die Bewegung umkehrt, somit der hdchste Punkt der Bewegung erreicht wird.

Zum Zeitpunkt t, ist der Vektor der nach unten gerichteten Geschwindigkeit langer als der

nach oben gerichtete, es findet also eine Bewegung statt, die nach unten gerichtet ist, der

Korper féllt.

Beispiel 2: Vektoraddition und Vektorzerlegung am Beispiel des schiefen Wurfes

Der schiefe Wurf kann wie der senkrechte Wurf behandelt werden, allerdings kommt
hier noch eine Horizontalkomponente der Geschwindigkeit hinzu. Ublicherweise wird
in der Physik sofort die Vektorzerlegung der Geschwindigkeiten durchgefuhrt und
sodann nur mehr skalar gerechnet, sodass der Vektorcharakter der Bewegung fir die
Schilerinnen nicht wirklich erfahrbar wird und die Bewegung recht kompliziert wirkt,
weil dann trigonometrische Funktionen ins Spiel kommen, die den Vektorcharakter
Uberdecken. Natirlich ist es notwendig, die Zerlegung in eine Vertikal- und
Horizontalkomponente durchzufiihren, allerdings sollte zuerst allgemein dariiber
gesprochen werden, wie es denn zu der speziellen Bahnkurve kommt, die ein Kérper
beschreibt, der in einem bestimmten Winkel zur Horizontalen abgeschossen wird. Das
Zustandekommen dieser Bahnkurve kann sehr schon durch eine Vektordarstellung

veranschaulicht werden.

In der Abbildung 29 sind mehrere Geschwindigkeitsvektoren des Kdorpers zu einigen
ausgewdhlten Zeitpunkten eingezeichnet. Die nach rechts und oben gerichteten
Vektoren sind die Komponenten des konstanten Geschwindigkeitsvektors v, der in eine
horizontale und vertikale Komponente zerlegt dargestellt wird. Der nach unten

gerichtete Vektor ist der Geschwindigkeitsvektor des freien Falls.
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Abbildung 29: Der schiefe Wurf, Vektorzerlegung der Geschwindigkeiten

Die Gerade g stellt die Bahnkurve des Korpers dar, wenn er sich allein aufgrund des

konstanten Anfangsgeschwindigkeitsvektors v, bewegen wiirde®. Im Gravitationsfeld

der Erde wirkt nun aber zusétzlich die Gravitationskraft auf den Korper ein, sodass zu
dieser geradlinigen Bewegung eine zweite hinzukommt, die einer in die negative y-

Richtung zeigenden Geschwindigkeit —g-t;-€ , die fur sich genommen einen freien

Fall darstellt, entspricht ®. So bewegt sich der Kérper etwa bis zum Zeitpunkt t. um die

geradlinige Strecke |V,-t;| in Richtung des Geschwindigkeitsvektors v, weiter und

fallt dabei gleichzeitig um die Strecke g-tf. Die Punkte X, sind dann die Punkte, die

2
sich auf der Bahnkurve des Korpers befinden, die er tatsdchlich ausfiihrt.

Der gesamte Geschwindigkeitsvektor zu einem Zeitpunkt t I&sst sich sodann schreiben

als

® Das entspricht dem 1. Newton‘schen Gesetz, nach dem sich ein Koérper gleichférmig geradlinig bewegt oder
im Zustand der Ruhe bleibt, solange keine duRere Kraft auf ihn einwirkt.

8 €, und € sind die Einheitsvektoren in x- und y-Richtung
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V, - COS 0
ot

V,-Sina—g-t

Daraus ergeben sich die Koordinaten des Bahnpunktes X als

V,-COS0.-t
X(t) =

Yo+V, -sino-t—2-t°

N

Instruktiv fir die Schilerlnnen ist es sicherlich, von dieser parametrisierten Darstellung
auf die Koordinatenform der Bahnkurve zu gelangen. Dazu muss lediglich der

Parameter t eliminiert werden.

X =V,-C0Sa-t

H 2
Y=Y, +V,-Sina-t—=-t

N @

Aus der ersten Gleichung ergibt sich

- X
V, -COS

Dies wird jetzt in die zweite Gleichung eingesetzt

2
- sing| —X —|-9 [ x
Y=Yo+Vo-sina (VO~COS(1) 2 (V0~cosaj

sina 9 52
coso ~ 2.v2.cos’a

=y0—|—

Das stellt nun die Bahnkurve dar, die der Kérper beschreibt. Sie kann aber noch in die

Standardform einer Parabelgleichung gebracht werden:

sina 9 2
y=y,+3M&. x— X
® cosa © 2-v2.cos’a
Y=y - g ' Xz_sina.Z'VS'COSZO‘.X
® 2-v2.cos’a cosa g
g , 2-Vi-sina-cosa
:yo—ﬁ- X" — - X
2-V;-C0Ss” a g
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Durch quadratische Erganzung erhalt man

. 2 .
g V(Z) -SINo-cosa g Vg ’SIHZ(X'COSZU.
Y=Yo X— ’

- 2 2 2 2 2
2-Vy-Cos”“ a g 2-vy-cos” o g

Und durch einige einfache Umformungen erhalt man schlief3lich als Endergebnis:

Y=Yt

V§~Sin2a_ g . X_Vg-sin2oc 2
2.9 2-vi-cos’a 2-g

Das entspricht einer Parabel der Form y=a+b-(x—c)> mit den Koeffizienten

. Vv:-sin®a b g c V: -sin 2a
=Yot g g bE o =
2-V,-Cos" a g

2.9
Im Mathematikunterricht der siebten Klasse werden Parabeln der Form y=x* im
Rahmen der Kegelschnitte behandelt. Aber bereits in der sechsten Klasse sollte den
Schilerinnen bekannt sein, wie man eine beliebige Funktion verschiebt und streckt. Fir
obige Parabel bedeutet dies, dass die Standardparabel y =x*zuerst um die Konstante ¢
in die positive x-Achse verschoben wird, sodann um den Faktor b gestreckt wird und
letztendlich um die Konstante a in die positive y-Richtung verschoben wird. Durch das
negative VVorzeichen des Faktors b ist die Parabel nach unten gedffnet. Damit ist gezeigt

worden, dass die Bahnkurve des schiefen Wurfes einer Parabelbahn folgt!

Beispiel 3: Vektorzerlegung von Krdften am Beispiel des Pendels

Es soll die ricktreibende Kraft bei einem Pendel untersucht werden. Sei eine

Pendelmasse m um den Winkel ¢ aus der Ruhelage ausgelenkt. Es wirkt auf die
Pendelmasse in jeder Auslenkungslage sein Gewicht G =-m-g-€, in die negative y-
Richtung, also senkrecht nach unten®’.

Das System sei wiederum nur zweidimensional betrachtet, was auch gerechtfertigt ist,
da das Pendel in einer Ebene schwingt. Die Gewichtskraft der Pendelmasse kann nun in

zwei Komponenten zerlegt werden, eine Kraftekomponente tangential zum Kreisbogen,

entlang dessen sich die Pendelmasse bewegt, was wiederum bedeutet, dass diese

8
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ricktreibende Kraft normal auf den jeweiligen Radiusvektor steht. Die zweite
Komponente zeigt in Richtung des Radiusvektors und ist nach auflen gerichtet.
Physikalisch bedeutet diese Normalkomponente die Kraftebelastung, die auf den Stab
oder die Schnur, an der die Pendelmasse befestigt ist, wirkt und damit letztlich natdrlich
die Kréftebelastung, die auf den Rotationspunkt beziehungsweise die Rotationsachse
wirkt. Die Richtungen der Tangential- und Normalkomponente der wirkenden Kraft
sind in der Abbildung 30 dargestellt.

Abbildung 30: Kraftezerlegung bei einem Pendel

Man erkennt, dass die riicktreibende Kraft F. in den beiden Umkehrpunkten am
groRten ist (IEM, IET,S) und zur Ruhelage des Pendels (¢ =0°) hin gerichtet ist.
Gleichzeitig ist in diesen Punkten die Normalkomponente (F,, F ) am kleinsten. Die

rickwirkende Kraft nimmt dann ab (Iﬁ:m, ﬁm), bleibt aber nattrlich immer in Richtung
Ruhelage gerichtet und wird schlief3lich Null in der Ruhelage selbst. Die Normalkraft

entspricht in der Ruhelage des Pendels seinem Gewicht (IE,\L3 =G ).

In der Ruhelage bewegt sich die Pendelmasse gemaR dem 1. Newton'schen Gesetz

aufgrund seiner Tréagheit weiter, da keine Kraft entgegen der Richtung der Bewegung
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wirkt, die die Bewegung der Pendelmasse behindern kdnnte. Die Bewegung, die die
Pendelmasse ausfihrt, ist die einer harmonischen Schwingung mit der

Schwingungsgleichung

21 -t ) g3
t)y=0,-
T

A ist die Amplitude und T die Schwingungsdauer, also die Zeit, die eine volle
Schwingung benétigt. Es wurde fiir obige Schwingungsgleichung angenommen, dass

das Pendel zur Zeit t=0 die maximale Auslenkung ¢=¢, einnimmt und keine

Anfangsgeschwindigkeit hat®,

Zur Herleitung der Periodendauer ist es notwendig, die Differentialgleichung der
Pendelschwingung aufzustellen und zu I16sen, was natirlich in der sechsten
beziehungsweise siebten Klasse noch nicht méglich ist. Im Schulbuch Big Bang 6 im
Kapitel 14.3 wird dies in Analogie zur Periodendauer des Federpendels gezeigt. Die
Gleichung fur die Periodendauer T des Federpendels wird durch eine Versuchsreihe
bestimmt und ergibt sich zu

T:2n-\/£
m

Dabei ist k die Federkonstante. Diese tritt immer als Proportionalitatsfaktor einer direkt

proportionalen Beziehung zwischen der riicktreibenden Kraft F und der Auslenkung x

auf.
F~xoF =k-x

Falls also fir irgendeine Bewegung die ricktreibende Kraft proportional zur
Auslenkung ist, so gilt die experimentell gefundene Gleichung fiir die Periodendauer, es

# Statt der Kosinusfunktion kann immer stattdessen auch die Sinusfunktion geschrieben werden, da der Sinus

dem Cosinus immer nur um & vorlauft, also immer die Identitat coso = sin(a+£) gilt.

¥ Im allgemeinen Fall, dass zur Zeit t=0 das Pendel einen beliebigen Anfangswinkel und

Anfangsgeschwindigkeit einnimmt, muss ein Phasenwinkel hinzugenommen werden wund die

Schwingungsgleichung hat dann die Form o(t) =@, ~cos(27_tl_'t

+8), was auch in der dquivalenten Form

o(t) =@, -sin ( 27_}' L ) +0, - cos ( ZT; t ) geschrieben werden kann.
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muss dann nur mehr fiir die jeweilige ,,Federkonstante* der entsprechende physikalische

Sachverhalt verwendet werden.

So ist flr das Federpendel die rucktreibende Kraft, also die Tangentialkomponente der

Gewichtskraft der Pendelmasse, proportional zur Auslenkung ¢ flr kleine Winkel. Das

ist folgendermalien erkennbar, siehe hierzu die Abbildung 31.

\ 7
o

\ /\I?T|:m-g-sincp

N

Abbildung 31: Kraftezerlegung fiir das Federpendel

Der Betrag der riicktreibenden Kraft ergibt sich laut Abbildung 32 als F, (¢) =m-g-sin¢ .

Abbildung 32: Ndherung fiir kleine Winkel ¢
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Fur kleine Winkel ¢ ist der Sinus des Winkels gleich dem Winkel, wenn ¢ in

Bogenmald angegeben wird. Dies erkennt man, wenn man etwa den Einheitskreis

betrachtet, auf dem der Sinus des Winkel ¢ in BogenmaR ungefahr der Bogenlénge des

Winkels auf dem Einheitskreis entspricht, wenn der Winkel klein genug ist. siehe dazu
Abbildung 32.

Also lasst sich schreiben:
sing~¢ .
Somit ergibt sich in dieser Naherung:

F zm-g-(p:m-g-%:k-x , mit k::g

Damit ergibt sich mit F, =k-x die Schwingungsdauer fiir das Fadenpendel als

3 5
% Man kann auch die Taylorreihe der Sinusfunktion sinX = X —% +%

Reihenglieder ab dem 2. Glied vernachlassigt werden, sodass gilt: Sin X = X . Fir einen Winkel ¢ =10°, das

F--- betrachten. Fir kleine x kdnnen
entspricht in BogenmaR % rad ergibt sich etwa: sing = 0,1736 und %~0,1745, sodass der Fehler im

Promillebereich liegt und die Naherung gerechtfertigt ist.
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3.6 6.Klasse

3.6.1 Exponentialfunktionen und Wachstumsprozesse

Exponentialfunktionen gehoéren sicherlich zu den in der Physik, aber auch in allen anderen
Wissenschaften, hdufigsten  Funktionentypen, wenn es um Wachstums- oder
Abnahmevorgange geht, wobei ein Abnahmevorgang natiirlich immer als ein negativer

Wachstumsprozess angesehen werden kann.

Es ist natdrlich schon interessant, warum gerade die Exponentialfunktion zur Basise,
e~2,718281828... ist dabei die die Euler‘'sche Zahl, bei Wachstums- oder
Abnahmevorgangen so h&ufig auftritt. Mathematisch gesehen ist das Besondere an der
Exponentialfunktion zur Basis e, dass ihre Ableitung an einer Stelle x gleichzeitig ihrem
Funktionswert an dieser Stelle entspricht, also gilt f(x)=f'(x) . Man kann auch umgekehrt
zeigen, dass es genau eine Funktion gibt, die diese Bedingung, Ableitung an der Stelle x ist

gleich dem Funktionswert an dieser Stelle, erfiillt.

Nun ergibt sich nattrlich die Frage, weshalb diese Funktion fir Wachstumsprozesse in der
Natur sozusagen so sehr beginstigt ist. Es sollte meines Erachtens mit den Schilerinnen
darauf eingegangen werden, weshalb dies der Fall ist, und zwar im Unterrichtsfach
Mathematik genauso wie im Fach Physik, da dadurch sehr viel darliber gelernt und verstanden
werden kann, wie die Natur ,funktioniert“ und welcher physikalische Gehalt in der

mathematischen Beschreibung von Wachstumsvorgangen enthalten ist.

In der Natur gibt es sehr viele Vorgange, angefangen von radioaktiven Zerfallsvorgangen tber
die Abnahme des Luftdrucks mit der Hohe bis zur Temperaturabnahme eines Korpers mit der

Zeit, die sich durch eine Funktion der Form f(x)=c-a* beschreiben lassen. Mathematisch
wird diese Funktion damit begriindet, dass eine Zunahme des Arguments um h eine

Erhéhung beziehungsweise Verminderung des Funktionswertes um den Faktor a" bewirkt,

was sich leicht zeigen l&sst

f(x+h)=c-a*" =a"-c-a*=a" -f(x) .
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Physikalisch liegt einer Exponentialfunktion immer folgende Uberlegung zugrunde.
Angenommen, eine beliebige GroRe G andert sich mit der Zeit” und die Anderung werde als
AG bezeichnet. Das Zeitintervall, in dem die Anderung von G passiert, sei At.
Entscheidend ist nun, dass die Anderung AG nun einerseits proportional zur GréRe G zum

Zeitpunkt t ist und andererseits auch proportional zum Zeitintervall At.%
Dann kann man schreiben

AG ~G-At

beziehungsweise, was mathematisch &quivalent ist

AG =1A-G-At

Dabei ist L eine flr den jeweiligen Vorgang charakteristische Konstante, wobei das positive
Vorzeichen fir einen Wachstumsvorgang und das negative Vorzeichen flr einen

Abnahmevorgang steht.

Man formt die erhaltene Gleichung um und schreibt

AG _ 4y,
At~ G

wobei % einem Differenzenquotienten entspricht.

Mathematisch macht man nun den Grenziibergang und lasst At gegen Null gehen und erhalt

somit
imAG _dG _ .
MmN =t~ G

Das ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung, die man durch einfaches Integrieren l6sen

kann.
dG _ 44 . dG _ 4y . — 1.
S =tdt = j 5 =t J.dt = ING=+\-t+c

Dies kann nun durch Exponentieren umgeschrieben werden als

eInG — G — ei)vt+c — ec .ei)vt — GO .ei%t

%! Statt der Zeit kann die Anderung auch mit einer Linge, einem Winkel etc. erfolgen.
%2 Siehe hierzu das Beispiel ,radioaktiver Zerfall“ im Kapitel Differentialgleichungen.
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wobei k eine neue Konstante ist und G, =e® gesetzt wurde.

Man erhalt also aus der Bedingung der Proportionalitat zwischen der Anderung einer GréRe
und dem Produkt der GroRe und der Zeit immer eine Exponentialfunktion als Losung der

Form

G(t) =G, -e™

Die Konstante G, ist dabei der Wert der GroRe G zur Zeit t=0.

Beispiel: Radioaktiver Zerfall

Es finden sich in den Mathematikschulbiichern zur Exponentialfunktion einige
Beispiele, insbesondere auch zum radioaktiven Zerfall. Es sollte also fir den
Physikunterricht kein Problem darstellen, auch einige Beispiele und Anwendungen zu
den Exponentialfunktionen zu behandeln. Folgende Beispiele sind aus Mathematik

verstehen entnommen.*®

Aufgabe 4.66

Im Jahr 1991 wurde im Gletschereis die Mumie des Mannes vom Hauslabjoch —
genannt ,,Otzi* — gefunden. Eine erste Analyse von Gewebeproben ergab, dass vom
urspringlichen C-14-Anteil nur mehr 57% vorhanden waren.

1) Vor wie vielen Jahren ist der ,,Otzi* ungefihr gestorben?
2) Die Halbwertszeit von C-14 wird oft mit 5730 Jahren + 30 Jahre angegeben.
Wie wirkt sich diese Unsicherheit auf die Berechnung des Alters von ,,Otzi*

aus?

1) Bei jeder exponentiellen Abnahme- oder Wachstumsfunktion kann die Basis

beliebig gewahlt werden. Es sollen zur Illustration die Basen so gewéhlt

% Siehe [12]
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werden, dass einmal im Exponenten nur die Zeit ohne Koeffizient und einmal

als Basis die Euler’sche Zahl gewahlt wird.
Das Abnahmegesetz kann geschrieben werden als N(t) =N, -a".

Die Halbwertszeit gibt an, nach welchem (beliebigen) Zeitintervall die Halfte
der zur Anfangszeit des Zeitintervalls vorhandenen Menge des radioaktiven
Materials zerfallen ist, insbesondere, nach welcher Zeit die Ausgangsmenge
zur Zeit t=0 auf die Halfte abgesunken ist.

N0

No _ 45730 l:
> N,-a & 5=a

5730

Hieraus sieht man, dass die Halbwertszeit unabhdngig von der Menge des
Ausgangsmaterials ist.

Die Basis lasst sich nun sehr einfach berechnen zu

_1
0,5=2a"" = a=0,55% ~0,99987904 .
Damit ergibt sich das Zerfallsgesetz
N(t) = N, -0,99987904" .

Laut Angabe sind nach einer gewissen, noch unbekannten Zeitt 57% =0,57

des Ausgangs-C-14 vorhanden, also N(t) =0,57-N, . Damit ergibt sich
0,57-N, = N,-0,99987904' — 0,57 =0,99987904'

Durch Logarithmieren erh&lt man schlieBlich die Zeit, die nach dem Tod des

,,Otzi* vergangen ist:
In0,57 =t-In0,99987904

In0,57

= 0,99987904

~ 4647

Otzi ist somit vor etwa 4647 Jahren gestorben.

2) Fiir die ,,obere Halbwertszeit 5730 Jahren + 30 Jahre ergibt sich



1
0,5=a"" = a=0,5% ~0,99987967

und fur die ,,untere” Halbwertszeit

1

0,5=a"" = a=0,55% ~0,99987840 .
Das ,,obere” und ,,untere” Alter von Otzi ergibt sich zu

In0,57

= 0,99987967

~ 4671

und das ,,untere Alter zu

In0,57

= 0,99987840

~ 4622

Als Ergebnis ergibt sich, dass das Alter von ,,Otzi zwischen 4622 und 4671
Jahren liegt, also bis aus eine Unsicherheit von 49 Jahren genau bestimmt

werden kann.

Man kann auch alternativ folgendes Zerfallsgesetz mit der Euler‘schen Zahl als

Basis annehmen:

N(t)=N,-e**
Die Bestimmung der Zerfallskonstanten A ergibt mit der Halbwertszeit

N
7o =N, - also 0,5=¢",

Durch Logarithmieren erhalt man

IN0,5=%-5730-lne=X-5730

und damit
_In05
A= 5730 ~ 0,000120968

Das Zerfallsgesetz lasst sich dann schreiben als
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N(t) _ N . e—0,000120968-t

- 0

Fur das Alter erhalt man somit

0,57 = ¢ 0000120%8t — 100,57 = —0,000120968- t

_ In0,57
~-0,000120968

t ~ 4647

Wie zuvor erhalt man fiir das Alter von Otzi etwa 4647 Jahre.%

Der Verlauf der erhaltenen Zerfallskurve ist in Abbildung 33 gezeichnet.

C-14in %

100+

80

60+

40+

204

4647

5248
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000

Zeit in Jahren

Abbildung 33: Zerfallsgesetz fiir die Altersbestimmung von ,,Otzi“

** Laut neueren Daten sind noch etwa 53% vom urspriinglichen C-14-Anteil vorhanden. Damit erh6ht sich das
.. |
Alter von Otzi auf etwa t = 058 _ ~ 5248 Jahre.
—0,000120968
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3.6.2 Trigonometrische Funktionen

Beispiel 1: Schwingungen und Schwingungsgleichung

Die Physik der Schwingungen ist grundlegend fir das Verstandnis sehr viele
physikalischer Vorgange. Das reicht von mechanischen Schwingungen wie die
Schwingungen eines Pendels bis zur Akustik, wo es Druckunterschiede in der Luft sind,
die periodische Schwingungsvorgénge ausfihren. Das Licht ist natlrlich in der
klassischen Optik das Paradebeispiel fur Schwingungsvorgange. Aber Schwingungen
treten auch auf, wenn etwa Erdbebenwellen untersucht werden oder Molekile
Schwingungen ausfuhren. Allein aus diesen wenigen Beispielen sollte ersichtlich sein,
dass die Schwingungs- und Wellenlehre in der Physik nicht wichtig genug eingeschétzt

werden kann.

In diesem Beispiel sollen einfache Schwingungsformen vorgestellt werden und die
Mathematik dazu erklart werden. Periodische Schwingungen mit sinusformiger
Charakteristik treten immer dann auf, wenn eine die rlcktreibende Kraft eines

Vorganges proportional zu seiner Auslenkung ist.*

Sei y(t) die Auslenkung eines beliebigen periodischen Vorganges®® und t die Zeit. Die

Schwingungsgleichung ist dann allgemein von der Form

y(t)=A-sin(o-t+ )

Dabei sind A die sogenannte Amplitude, » die sogenannte Kreisfrequenz und ¢ der

Phasenwinkel oder kurz Phase der Schwingung. Es soll kurz die Bedeutung dieser

beiden Groflien besprochen werden.

Da ein Vorgang, der periodisch schwingt, sich nach einer gewissen ZeitT, diese
Zeitdauer wird Schwingungsdauer oder Periodendauer der Schwingung genannt,

wiederholt, muss gelten

% Siehe hierzu auch Kapitel 3.5.4, Beispiel 3

% y(t) kann etwa eine Linge sein wie beim Federpendel, ein Winkel wie beim Fadenpendel, ein

Druckunterschied bei einer Schallschwingung, eine Spannung oder eine elektrische Stromstdrke in einem
Stromkreis, eine elektrische und magnetische Feldstdrke bei Licht oder sonst eine beliebige GrolRe, die die
Auslenkung bei einem periodischen Vorgang beschreibt. Die Schwingungslehre ist dann fiir all diese Vorgange
anwendbar und somit sehr allgemein in ihren Anwendungsmaglichkeiten.

111



112

y(t)=y({t+T)=A-sin(o-(t+T)+ o)
Da die Sinusfunktion die Periode 2x hat, muss auch gelten
sin(ot+ ) =sin(wt+ @ + 27)

Wenn man diese beiden Bedingungen verknipft, erhalt man folgenden Zusammenhang

zwischen der Kreisfrequenz und der Periodendauer einer Schwingung:

o-t+T+o=0-t+9+2n
o-t+o-T+ro=0-t+¢+2n

o-T=2n
_2n
R ¥

Benotigt eine vollstdndige Schwingung die Zeit T Sekunden, so werden dann in einer

Sekunde % Schwingungen ausgefiihrt. Diese GréBe f wird die Frequenz einer

Schwingung genannt, ihre Einheit ist s~ oder Hertz (Hz).

Somit héngen bei einer harmonischen Schwingung die Kreisfrequenz, die

Periodendauer und die Frequenz der Schwingung wie folgt zusammen:

w:%zzn-f

Die Schwingungsgleichung lautet dann

y(©) = A-sin(ZEL +9) = A-sin(2af -t +0)

Die Bedeutung der Phase erkennt man, wenn man die Auslenkung zur Zeit t=0

betrachtet:
y(t=0)=A-sing

Die Phase bestimmt also die Auslenkung zur Zeit t =0 , andererseits ist die Phase eine
additive Konstante des Arguments des Sinus. Geometrisch bedeutet das, dass die

Funktion um den Phasenwinkel ¢ in der x-Richtung verschoben wird, im Falle eines

positiven Phasenwinkels nach links, ansonsten nach rechts.



Da der Wert des Sinus im Intervall [-1,+1] liegt, gibt die Amplitude den Maximal-

beziehungsweise Minimalwert der Auslenkung an.

max(y(t)) = A
min(y(t)) = -A

Die Schwingungsgleichung kann auch in der folgenden aquivalenten Form geschrieben

werden:

y(t) =A, -sin(®-t)+ A, -cos(®-t)

Um zu zeigen, dass diese beiden Darstellungen der Schwingungsgleichung wirklich
aquivalent sind, kann man folgendermalRen vorgehen. Fir den Sinus gilt das folgende

Additionstheorem:
sin(a+p) =sina-cosP +cosa-sinf
Angewandt auf die Schwingungsgleichung ergibt dies
y(t) =A-sin(o-t+ )

=A-Ccos@-sin(®w-t)+ A-sin@-cos(®-t)

— —
A A,

=A,-sin(o-t)+ A, -cos(m-t)
Umgekehrt gilt
AZ+AZ=A%.cos’p+A’ sin®p=A" ~(cosch+sin2(p):A2, also A:JAl2 +A’

und

.si A
A, _Asing =tan¢ , also ¢ =arctan| —=
A, A

A-coso n

Somit ergibt sich zusammengefasst
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A-sin(o-t+¢9) = A, -sin(®-t)+ A, -cos(®- t)

mit A, =A-cose und A, =A-sing

A, -sin(o-t)+ A, -cos(w-t) = A-sin(®- t+ @)

mit A=/A; +A; und ¢ =arctan [%J

1

Abbildung 34: Periodendauer, Amplitude und Phase zweier harmonischen Schwingungen

In der Abbildung 34 sind die beiden Schwingungen yl(t):2-sin(%) und

yz(t)=2-sin(%+%) gezeichnet. Die Phase der Schwingung vy, (t)ist Null und
somit auch die Auslenkung vy, (t=0), deshalb geht die Schwingung durch den
Nullpunkt. Die Periodendauer und damit die Dauer einer vollstdndigen Schwingung
betragt T =5s. In der Abbildung ist eine Periode der Schwingung zur besseren

Kenntlichmachung farblich hervorgehoben. Es ist auch die Amplitude A=2 als

Maxima und Minima der Schwingung zu sehen.

Die zweite Schwingung v, (t)hat dieselbe Periodendauer und Amplitude wie die

Schwingung vy, (t) . Allerdings hat sie einen Phasenwinkel ¢ =%. Da der Phasenwinkel
positiv ist, ist die Schwingung v, (t) um % in die negative x-Richtung verschoben, sie

eilt also der Schwingung v, (t) hinterher.



Es soll auch graphisch veranschaulicht werden, wie die Schwingung
y(t):3-sin(2n-t—%) aus zwei Schwingungen mit dem Phasenwinkel ¢ =0°
superponiert werden kann. Siehe dazu die Abbildung 35.

Aus den hergeleiteten Formeln ergeben sich folgende Amplituden:

A =A-cosp=3-cosE=3=15

372
A, =A-sin(p:3-sin%:¥z2,60

Somit lasst sich schreiben

y(t) =3-Sin(2n-t+%):%~sin(2n-t)+¥~cos(2n-t)

Y]

y(t) = yu(t) + ya(t)
y2(t) = 2,6 - cos(27t)

n(t) = 1,5 sin(2xt)

T T T T
06 04 0. 0 02

Abbildung 35: Superposition einer Schwingung

Beispiel 2: Interferenzen

Im vorigen Beispiel wurde gezeigt, dass die Uberlagerung von zwei Schwingungen, in
diesem Fall waren dass eine reine Sinus- und Kosinusschwingung mit derselben
Periodendauer und dem Phasenwinkelo =0, zu einer harmonischen Schwingung
gefiihrt haben. Wir wollen das in diesem Beispiel verallgemeinern auf den Fall von zwei

Schwingungen mit derselben Periodendauer, aber verschiedenen Phasenwinkeln. Das

115



wird uns dann zu dem interessanten und wichtigen Phanomen der konstruktiven und

destruktiven Interferenz fihren.

Nehmen wir zwei Schwingungen mit derselben Kreisfrequenz «® und den Amplituden

Aund B und den verschiedenen Phasenwinkeln ¢, und ¢,. Die beiden

Schwingungen lassen sich dann schreiben als

yy(t)=A-sin(o-t+g,) und y,(t) =B-sin(o-t+o,)

Fur die Uberlagerung beider Schwingungen addieren wir diese einfach
y(t) =y, (t) +y,(t) =A-sin(o-t+¢,)+B-sin(o- t+¢,)

Wir wollen die resultierende Schwingung y(t) in einer anderen Form schreiben und

verwenden dazu wieder das Additionstheorem fiir den Sinus:

y(t) =A-sin(w-t)-cos g, +A-cos(o-t)-sing, +B-sin(w-t)-cos ¢, +B-cos(w-t)-sing,
=sin(w-t)-(A-cosg, +B-cos@,)+cos(o-t)-(A-sing, +B-sing,)

Dieses Ergebnis konnen wir jetzt wieder zusammenfassen und erhalten eine

harmonische Schwingung, die eine veranderte Amplitude Ag und einen Phasenwinkel
o, hat, die Kreisfrequenz sich aber gegentber den urspriinglichen Schwingungen nicht

verandert hat.

y(t) = Aq-sin(o- t+¢)

Die Amplitude Ag und der Phasenwinkel ¢  ergeben sich wieder aus den Formeln aus

Beispiel 1 zu:

As Z\/(A'COS<P1+B-COS<|>2)2 +(A-sing, +B-sing,)’

Durch Ausquadrieren ergibt sich

A= \/AZ cos’ ¢, +2ABcos @, -cos @, + B’ cos’ ¢, + A’ sin’ ¢, + 2ABsin ¢, -sin ¢, + B*sin’ ¢,

Dieser Ausdruck vereinfacht sich durch Verwendung von sin®a+cos’a =1 zu
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A =\/A2 +B? +2AB-C0s @, -cos ¢, + 2AB-sin ¢, -sin g,
Verwendet man noch das Additionstheorem
cos(o.—PB) =cosa-cosf+sina-sinf,

so ergibt sich fir die Amplitude der Summenschwingung

A, =\/A2 +B?+2AB-cos (¢, - 9,)

Der Phasenwinkel ergibt sich einfach durch Einsetzen als

A-sing, +B-sing, J

(g = arctan
A-cos¢, +B-coso,

Zusammenfassend lasst sich schreiben:

Werden zwei harmonische Schwingungen der Form y,(t)=A-sin(w-t+¢,) und
y,(t)=A-sin(o-t+¢,) tberlagert, so erhdlt man als tiberlagerte Schwingung wieder

eine harmonische Schwingung y(t) = A -sin(w-t+(ps) mit der neuen Amplitude

A= \/Az +B?+2AB-cos(¢, —¢,) und der neuen Phase

A-sing, +B-sing, J

¢y = arctan
A-cos¢, +B-coso,

Ein Zahlenbespiel mag dies erldutern (siehe Abbildung 36):

Yi(0)=sin(2r-t) und y, (1) =sin(2x -1+ %)

Fur die Uberlagerung der Schwingungen erhalt man die Amplitude

A = \/2~(1+ cos(—%)) = \/2~(1+%) =3 und den Phasenwinkel
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sin0+sin% 3 Ve
(g = arctan| ———— | = arctan —2_ =arctan(—}z0,52
cosO+cos X 1+1 3

3 2

Somit die resultierende Schwingung y(t) ~1,93-sin(2x-t+1,31)

y() -
Ys = Y1+ Y2

15

y1 = sin(2mt)

; . -
= sin(2wt + g)

Abbildung 36: Uberlagerung zweier Sinusschwingungen mit verschiedener Phase

Meist interessiert man sich weniger fir den Phasenwinkel der Summenschwingung als

vielmehr fiir die Amplitude A = \/Az +B?+2AB-cos(¢p, - ¢, ).

Der Cosinus in der Formel fur die Amplitude kann den Maximalwert +1 und den
Minimalwert -1 annehmen. Hieraus ergeben sich zwei U(beraus interessante

Spezialfélle:

1. Konstruktive Interferenz

Der Maximalwert +1 bedeutet

COS((P1_(P2):1<:>(P1 =0Q,.

Die beiden Phasenwinkel mussen dann gleich groR sein, man spricht in diesem Fall

von gleichphasig.
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Die Amplitude hat dann den Wert

As =VA?+B?+2AB =,/(A+B)’ =A+B,

das heil3t, die Amplituden addieren sich dann einfach.

Auch hierzu ein Zahlenbeispiel (siehe Abbildung 37):

y, (1) =sin(2n~t+%) und vy, (t) :2-sin(2n-t+%)

Fur die Uberlagerung der Schwingungen erhalt man die Amplitude
A, =A+B=3

y(®

Ys = Y1+ Y2
Y1 = sin(2nt)

04 0.6

-08

’ . ™
- sin(2nt + 5)

Abbildung 37: Konstruktive Interferenz

2. Destruktive Interferenz

Der Minimalwert —1 bedeutet
COS(@l_@z):_1©@1_@z =7.

Die beiden Phasenwinkel missen sich um den Winkel 7 unterscheiden, man spricht

in diesem Fall von gegenphasig.

Die Amplitude hat dann den Wert A, = A2 + B2 —2AB = (A-B) =A-B, die
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Amplituden subtrahieren sich einfach. Im Falle gleich groRer Amplituden erfolgt

sogar vOllige Ausloschung der Summenschwingung.

Auch hierzu ein Zahlenbeispiel (siehe Abbildung 38):

y, (t) =3~sin(2n-t+%) und vy, (t) =2,8-sin(2n't—%)

Man sieht die Phasendifferenz ist ¢, —¢, = %—(—2—") =7

Die Amplitude ist dann A-B=0,2

y(t)
. 27
Yy = 2 - sin(2nwt + ?)

Abbildung 38: Destruktive Interferenz

Beispiel 3: Schwebungen
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Unter Schwebungen versteht man die Uberlagerung von Schwingungen
unterschiedlicher Frequenzen, wobei die Frequenzen nur leicht unterschiedlich sein
sollen. Es seien folgende beiden Schwingungen angenommen, zur Vereinfachung seien

die Amplituden gleich groR und die Phasenwinkel Null.
y,(t)=A-sin(2xf,-t) und y,(t) = A-sin(2xf,-t)

Fur die Uberlagerung beider Schwingungen addieren wir diese einfach:

y(t) =y, (t) +y,(t) =A-sin(2xf, - t)+A-sin(2xf, - t)




Wir wollen die resultierende Schwingung y(t) in einer etwas anderen Form schreiben

und verwenden dazu folgendes Additionstheorem:

sina+sin[5:2-sina -Ccos
Damit lasst sich die Summenschwingung folgendermal3en schreiben:
y(t) = 2A-sin(2n~¥-t]-cos(bt-%-tj

Die  Summenschwingung  lasst sich somit als das Produkt einer

Uberlagerungsschwingung f, und einer Frequenz f der Einhtillenden ausdriicken.

Die Schwebungsfrequenz ist dabei doppelt so groB wie die Frequenz f;:

f =[f, - 1,|

Schwebung

Die Dauer einer Schwebung betrégt dann

T. 1 1

chwebung = f

Schwebung |f1 - f2|

Ein Zahlenbeispiel hierzu: (Siehe Abbildung 39)

Ein reiner Sinuston in der Akustik habe die Frequenz 440 Hz. Ihm sei ein zweiter

Sinuston der Frequenz 470 Hz Gberlagert.
y,(t)=sin(880x-t) und y,(t) =sin(940x-t)

Damit ergibt sich

fq :w =455Hz und
440470
fg =————=15Hz
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ie Schwebungsfrequenz betragt fgy, ., = |440—470| =30Hz

y() = vi(®) +v2(t)  ys(t) =

nmrurNWll\"lhi‘l”Mdi’llil\hli!\lll.m. H|m.|n1\||f|nwm m.|MMMH»\Ml(tMthJ\IIMIMW.M, il
e '"'l'l‘l'l'ﬂIl‘lI‘l‘ﬂ‘l‘l”‘l’ﬂl’l‘l‘l"”””‘ 1t

Abbildung 39: Eine Schwebung




3.6.3 Zahlenfolgen und Reihen

Beispiel 1: Biicheriiberhdnge

Ein Interessantes Beispiel aus dem Bereich der Mechanik ist folgendes, welches im Big

Bang 5 von Apolin zu finden ist”’. Die gestellte Aufgabe lautet folgendermafen:

Ist es mdglich, einen Stapel Blcher so zu bauen, dass das oberste Buch ganz tber der

Tischkante hangt? Wie wiirdest du vorgehen? Und wie viele Biicher Uberhang kann

man mit einem Stapel erzeugen?*®

Es sollen zuvor ein paar Vorlberlegungen zum Schwerpunkt eines Systems getroffen
werden. Der (Korper)Schwerpunkt® ist jener (gedachte) Punkt in einem Kérper, an dem
der Korper unterstiitzt werden kdnnte, sodass er im Gleichgewicht ist. Gleichgewicht

bedeutet, dass kein Drehmoment auf ihn wirkt.

Betrachten wir einen masselosen Stab, an dem zwei Massen m, und m, befestigt sind.
Das Gewicht der Massen betragt dann m,-g und m,-g, das sind auch die beiden

einzigen Kréfte, die ein Drehmoment bewirken (vergleiche dazu Abbildung 40).

m,

3
xw

\

Abbildung 40: Drehmoment zweier Massen 1

7 Siehe [18] Seite 41

% Siehe [18] Seite 40 Aufgabe F4

% Es soll angenommen werden, dass die Schwerkraft konstant sei, das heifst, dass in jedem Punkt des Kérpers
dieselbe Schwerkraft wirkt. In diesem Fall sind der (Kérper)Schwerpunkt und der Massenmittelpunkt des

Kérpers ident.
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Es sollen als erstes die beiden Strecken I, und I, bestimmt werden, die die Lage des

Schwerpunktes zwischen den beiden Massen festlegen. Wir betrachten die
Drehmomente der beiden Kréfte und erhalten

ml'g’|1:m2'9'|2 .

Daraus folgt unmittelbar

I2

| =Mz,
1
m,

Anders angeschrieben erkennt man, dass sich die Strecken | und I, zueinander so
verhalten wie die Massen m, und m, zueinander. Das ist auch verstandlich, da eine

grolRere Masse eine groRere Kraft und damit ein groReres Drehmoment bewirkt und
daher der Schwerpunkt néher bei dieser Masse liegen muss, damit die Drehmomente auf
beiden Seiten gleich grol? sind. Es gilt also immer

L, m,

1
I2 ml
Betrachten wir noch den Fall, dass die beiden Massen m;, und m,immer noch

denselben Horizontalabstand haben, aber in der y-Richtung verschoben sind (Abbildung
41).

\

Abbildung 41: Drehmoment zweier Massen 2



Das Drehmoment muss jetzt vektoriell angeschrieben werden:

Dar, r,und &, in derselben Ebene liegen, zeigt das Vektorprodukt dieser Vektoren, also

|\7I1und I\7I2 in dieselbe Richtung, sind aber entgegengesetzt orientiert, da 1, und T,in

entgegengesetzte Richtungen zeigen. Damit der Gesamtdrehimpuls auf den
Schwerpunkt bezogen Null ergibt, missen noch die Betrdge Ubereinstimmen. Der
Betrag eines Vektorprodukts ist gleich der Flache des Parallelogramms, das von den

beiden Vektoren aufgespannt wird. Also kann man schreiben
m,-g-l,=m,-g-l,
Und daraus erhalt man wiederum wie zuvor fir die Langen |, und 1, die Beziehung

l, m,

1
Iz m,

Mit diesen Voriiberlegungen kann man nun das Problem des Biicheriiberhangs angehen.

Fur ein Buch gilt nattrlich, dass der Schwerpunkt genau in der Mitte des Buches liegt.

Sei die Lénge eines Buches gleichL, dann hat der Schwerpunkt den Abstand % vom

Rand des Buches und genau so weit kann das Buch auch tber die Tischkante geschoben

werden (Abbildung 42).

Abbildung 42: Uberhang eines Buches
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Fur zwei Blcher stellt man sich vor, dass das neu hinzugekommene Buch unter den
bereits vorhandenen Biicherstapel gelegt wird (welcher in diesem Fall nur aus dem
Buch 1 besteht). Das Buch 1 wird so auf das Buch 2 gelegt, dass der Schwerpunkt von
Buch 1 auf der Kante von Buch 2 zu liegen kommt, denn damit erreicht man den

maximal méglichen Uberhang (Abbildung 43).

o |
|

Abbildung 43: Uberhang zweier Biicher

Da die Massen beider Bucher gleich sind, liegt der Gesamtschwerpunkt S, in der

L von S, entfernt. Damit ist der

also die Lange 4

Mitte der Schwerpunkte S, und S

ges,1?

L. L
e

gesamte Uberhang % (Uberhang des Buches 1) + % (neuer Uberhang), also 5

Erweitern wir den Stapel wieder um ein Buch, das wir so unter den Stapel legen, dass

der Schwerpunkt S , des vorigen Stapels genau tber der Kante des neuen Buches 3 zu

liegen kommt und berechnen wir den neuen Gesamtschwerpunkt S ., (Abbildung 44).

Slie
= b
o

Abbildung 44: Uberhang dreier Biicher



Der Gesamtschwerpunkt S_ . teilt den Abstand der beiden Schwerpunkte S

ges,3 ges,2

(Schwerpunkt des bisherigen Stapels aus 2 Buichern) und dem Schwerpunkt S, des neu

hinzugekommenen Buches 3. Da aber der bisherige Stapel die Masse von 2 Blichern hat

und damit die doppelte Masse, liegt der neue Schwerpunkt néher beim Schwerpunkt

Sz Der Abstand S ,zu S, betragt ein Drittel des Abstandes von S;zu S, , also
1L_L
32 6
Damit ergibt sich der gesamte Uberhang als L,L (Uberhang des bisherigen Stapels) +

2 4

L ’ L L L
5 (neuer Uberhang), also RS

Diese Uberlegungen kann man nun bei jedem neu hinzugekommenen Buch wieder
anwenden. Jedes neue Buch wird so unter den Stapel gelegt, dass seine Kante genau
unter dem Gesamtschwerpunkt des bisherigen Stapels zu liegen kommt. Der Abstand

des Gesamtschwerpunkts des bisherigen Stapels betragt immer % Der Uberhang kann

L
2 - Anzahl der Biicher

mathematisch auch genauer fassen und beweisen durch vollstandige Induktion. *%°

dann immer um

vergroRert werden. Das kann  man

Behauptung: Bei n gestapelten Biichern ist der maximale Gesamtiberhang

L, L, . L
Dn_2+4+ +2-n'

Fur n=1,2,3 Biicher ist die Behauptung durch die obigen Uberlegungen gezeigt
worden. Es komme jetzt ein neues Buch n+1 hinzu. Dann ist die Masse des bisherigen
Stapels n mal die Masse des neu hinzugekommenen Buches. Also liegt der

Schwerpunkt des Stapels aus n+1 Buchern néher beim Gesamtschwerpunkt des

bisherigen Stapels. Der Abstand des neuen Gesamtschwerpunktes S, ., zum
Gesamtschwerpunkt S des bisherigen Stapels betragt —1—.L-__L . Um
P ges,n g P S 2-(n+1)

diesen Abstand vergroBert sich auch der Uberhang gegeniiber dem alten Uberhang.

Dann ist der neue Uberhang

100 1m Physikunterricht wird man sich sicher mit den bisherigen Uberlegungen zufriedengeben, in der

Mathematik sollte dies aber exakt bewiesen werden, was auch hier geschehen soll.
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L L
2-n +2-(n+1)

Der Induktionsbeweis selbst ist in diesem Falle trivial.

L., L

D 2:n 2-(n+1)

nl T

Dn
Durch Einsetzen fir D, erhalt man naturlich offensichtlich die Formel fir D, ,, und
unter Verwendung des Induktionsanfanges fir D, ist die Formel fir alle n gultig. Also

kann man jetzt allgemein fiir den maximalen Uberhang, der bei n Biichern erreicht

werden kann, schreiben

L 1.1, 1
Dn—2 (1+2+3+ +n)

Um einen Uberhang zu erreichen, sodass mehr als eine Buchlange tiber der Kante liegt,

muss n so bestimmt werden, dass gilt %(1+% % +%)2L beziehungsweise
1.1 .15 > 1,1,1_25
1+ 2+3 - > 2 erfullt ist. Das ist fir n >4 der Fall, da 1+ 2+3+4 12 > 2 ist.

Um einen Uberhang zu erreichen, der mehr als zwei Buchliangen Gber der Kante liegt,

sind bereits 31 Buicher notwendig, da 1+%+%+---+3l1 ~ 4,027 > 4.

Es soll noch die Frage geklart werden, ob es mdglich ist, jeden Uberhang mit einer
ausreichend groRen Anzahl von Bichern zu erreichen. Diese Frage kann man

l+l---+% ansieht. Die Reihe wird in der

2 3
Mathematik als die harmonische Reihe bezeichnet und man kann zeigen, dass diese

beantworten, wenn man sich die Reihe 1+

Reihe divergiert. Das bedeutet, dass zu jeder vorgegebenen Zahl immer ein n
angegeben werden kann, sodass der Wert der Summe der Reihe diese Zahl
uberschreitet. Also kann jeder beliebige Uberhang erzielt werden, zumindest

theoretisch, da die Anzahl der nétigen Biicher sehr schnell anwachst.**

%' Um einen Uberhang von 10 Biichern zu erreichen, wiren bereits mindestens etwa 1,5-10" Biicher

notwendig!
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3.6.4 Vektorenim Raum

Es gibt in der Physik neben den skalaren GroRen die vektoriellen, die einen
Richtungsbezug aufweisen. Sind nun gewisse GroRen in der Physik als vektorielle
Grolen definiert, so kdnnen aus diesen wiederum weitere vektorielle GroRen definiert
werden, genauso wie natdrlich aus vektoriellen GroRen skalare GrélRen definiert werden

kdnnen, was aber in diesem Abschnitt nicht von Interesse ist.

Nehmen wir an, es seien im Raum zwei beliebige Vektoren vorgegeben. Es kénnen nun
mit den drei Mdglichkeiten der Multiplikation von Vektoren wieder verschiedene
weitere Grol3en abgeleitet werden, die sich insbesondere durch ihren Richtungsbezug zu
den Ursprungsvektoren auszeichnen. Folgende Mdglichkeiten kommen in Betracht:

1. Multiplikation mit einem Skalar

Wird ein Vektor mit einem Skalar multipliziert, so ergibt sich ein Vektor, der eine
andere L&nge und eine andere Orientierung haben kann als der Ursprungsvektor.

Ein Beispiel hierzu sind etwa Impuls und Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeit v
ist ein Vektor, multipliziert mit der Masse m, die ein Skalar ist, ergibt sich wieder

eine vektorielle GroRe, der Impuls p, also p=m-v. Impuls und Geschwindigkeit

sind immer parallel und gleich orientiert, da die Masse nur positiv sein kann.

2. Skalare Multiplikation mit einem Vektor

Werden zwei Vektoren skalar miteinander multipliziert, so ergibt sich immer eine

skalare GroRRe. Ein Beispiel hierzu wére ein Vektor s, der den zuriickgelegten Weg

eines Teilchens angibt und ein Kraftvektor F, der die Kraft angibt, die verrichtet

wird. Skalar multipliziert ergibt sich eine neue physikalische GroRe, die Arbeit W,

die am oder vom Teilchen verrichtet wird, also W =F-5. Hier zeigt sich auch die
Vereinfachung, die die Vektorschreibweise mit sich bringt, denn es ist nur die
Kraftkomponente entscheidend, die in Richtung des zurtickgelegten Weges wirkt.
Ohne Vektoren miisste man die Arbeit dann mit Hilfe trigonometrischer Funktionen
definieren, was natdrlich auch nicht so elegant wie mit Vektoren formuliert werden

kann.
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3. Vektorielle Multiplikation zweier Vektoren

Bei der vektoriellen Multiplikation zweier Vektoren &, b erhélt man als Ergebnis

wieder einen Vektor ¢=axb . Dieser Vektor hat drei besondere Eigenschaften, die

ihn charakterisieren:

i) € steht normal auf jeden der beiden Vektoren @ und b, was bedeutet, dass das

skalare Produkt jeweils Null ergibt: @-¢=0 und b-¢=0.

i) Die Lange beziehungsweise der Betrag von ¢ entspricht dem Flacheninhalt
des von den Vektoren & und Baufgespannten Parallelogramms
|CIHE][-|b|-sin(x(,b))

iii) Die Orientierung des Vektors ¢ ist so, dass ¢ mit den Vektoren @ und b ein

Rechtssystem bildet.

Es soll hier nur erwahnt werden, dass es mittels einer Vektormultiplikation nicht
moglich ist, zwei Vektoren zu verkniipfen, die nicht parallel sind und nicht normal
aufeinander stehen. Um dies zu bewerkstelligen, ist eine Matrixmultiplikation notig,
welche aber in einer Allgemeinbildenden Hoheren Schule nicht zum Lehrplan

gehort. Formal angeschrieben lautet eine solche Multiplikation wie folgt:

Zur Anwendung kommt diese Matrix, eigentlich ein sogenannter Tensor 2. Stufe,

beim Zusammenhang zwischen der Winkelgeschwindigkeit und dem Drehimpuls,
wobei der Winkelgeschwindigkeitsvektor @ und der Drehimpulsvektor L nicht
parallel sind. Die Matrix, die die Verkniipfung von & und L vermittelt, ist die

sogenannte Tréagheitsmomentenmatrix I, es gilt also L=1-& .

Im Folgenden sollen einige Grof3en vorgestellt werden, die rdumliche Vektoren sind

und in der Physik grundlegende Bedeutung haben. Einige der Herleitungen sind fur



die Schulphysik sicherlich nur fur besonders motivierte Klassen sinnvoll, begabte

Schilerinnen konnen die Herleitungen aber sicherlich nachvollziehen.

Beispiel 1: Vektorprodukte in der Mechanik

1. Die Winkelgeschwindigkeit ®

Die grundlegende vektorielle  GroRe bei  Drehbewegungen ist die
Winkelgeschwindigkeit, aus der dann durch Vektoroperationen, insbesondere mit

Hilfe des Vektorproduktes, weitere wichtige Vektorgrofien folgen.

Betrachten wir eine Scheibe, die senkrecht um eine Achse durch ihren Mittelpunkt
rotiert (Abbildung 45).

Abbildung 45: Zur Herleitung der Winkelgeschwindigkeit

Ein Punkt bewege sich im Zeitintervall At auf einem Kreisbogen um die

Bogenstrecke As von P, nach P,. Die Strecke As ergibt sich dann als As =1, -Aa,

wobei o in Bogengrad angegeben sein muss. Der Quotient % entspricht dem
P

Drehwinkel Ao und ist fir alle Punkte der Scheibe gleich. Deshalb ist die zeitliche
Anderung des Drehwinkels ein geeignetes MaR fiir die Geschwindigkeit der Punkte

der Scheibe, da diese Geschwindigkeit fiir jeden Punkt der Scheibe gleichermafen
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gilt. L&sst man den Grenzibergang At—0 erfolgen, gelangt man zur

Winkelgeschwindigkeit .

T a(t+At)—a(t)_d_a_.
o= lim At e ¢

Man fasst nun die Winkelgeschwindigkeit zweckmaRigerweise als Vektor auf, um
die rédumliche Lage der Drehachse mit einzubeziehen. Der Betrag der
Winkelgeschwindigkeit ist die zeitliche Ableitung des Drehwinkels o und die
Richtung entspricht der Richtung der Drehachse, da diese Richtung fur die Drehung
charakteristisch ist. Die Orientierung von o wird so festgelegt, dass o positiv ist,
wenn die Winkeldnderung Aa positiv ist, das heil3t, wenn die Drehung gegen den
Uhrzeigersinn erfolgt (Abbildung 46). Daraus ergibt sich die praktische Rechte-
Hand-Regel, nach der der Daumen der rechten Hand in Richtung der
Winkelgeschwindigkeit zeigt, wenn die Drehachse mit den restlichen Fingern so

umschlossen wird, dass die Finger in Richtung der Drehung zeigen.

Rl

y

Abbildung 46: Drehgeschwindigkeitsvektor



2. Der Bahngeschwindigkeitsvektor v

Der Massenpunkt legt in der Zeit At den Winkel Ao zurlick. Fir kleine
Zeitintervalle At sind Ar und As fast gleich grof3 (siehe Abbildung 47), also gilt

Ar As _r1-Ac
At At At

Die Bahngeschwindigkeit ist

_ lim Ar
v=lmat -
Im Grenzfall At —0 konnen Ar und As gleichgesetzt werden, sodass fur die
Bahngeschwindigkeit gilt

s A i AS i A . Aa
v=Ilim=&=lim&2=lim—~—~=>=r-lim=>=r-o.
A0 At A0 At a0 At At—0 At ®

Da v auf 7 und o normal steht, lasst sich die Bahngeschwindigkeit als

Vektorprodukt schreiben:

Daraus ergibt sich sofort der Impulsvektor

&l

Abbildung 47: Der Bahndrehimpulsvektor v
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3. Der Drehimpulsvektor L

Aus dem Radiusvektor ¥ und dem Impulsvektor p lasst sich ein besonders

wichtiger neuer Vektor bilden, der Drehimpulsvektor L, der lautet

Man sieht, dass der Drehimpulsvektor normal auf den Radiusvektor 7 und den

Bahngeschwindigkeitsvektor v beziehungsweise den Impulsvektor p=m-Vv steht.

Setzt man fir den Bahngeschwindigkeitsvektor Vv=wxr, so lautet der

Drehimpulsvektor

L=m-fx(6)xf)

4. Der Drehmomentvektor M

Das Drehmoment, das durch eine 4uRere Kraft F hervorgerufen wird, ist ebenfalls
eine physikalische GroRe, die als Vektorprodukt ausgedriickt werden kann. Es sei,

wie in Abbildung 48 ersichtlich, ein rotierender Massenpunkt im Abstand r von der

Drehachse betrachtet, auf den eine duRere Kraft F einwirken soll.

Abbildung 48: Der Drehmomentvektor M
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Die Ebene, in der der Massenpunkt rotiert, soll in der Seitenebene liegen und er

rotiere entgegen dem Uhrzeigersinn, sodass der Vektor der Winkelgeschwindigkeit

@ aus der Seitenebene herausragt. Die Kraft F sei so gerichtet, dass sie den Winkel

¢ zum Radiusvektor T einnimmt.

Die &uRere Kraft Fwird in einen Vektor F, tangential zur Bahnkurve und einen

Vektor Ia:r in radialer Richtung zerlegt, wobei nur der tangentiale Anteil von F eine

Anderung der Winkelgeschwindigkeit bewirkt.

Da F, normal auf den Radiusvektor F steht, ist der Betrag des Drehmoments das
Produkt aus den Betrdgen der Tangentialkomponente des duf3eren Kraftvektors und

des Radiusvektors, somit M = T |- | IEt |. Aus der Definition des Sinus folgt

|

|F |

singp=—-.
|Fl

Somit kann fiir den Betrag des Drehmoments auch geschrieben werden
M= 7|-|F|-sino,

was wiederum dem Betrag des Vektorproduktes beider Vektoren entspricht. Da die
Bewegungsanderung in der Ebene stattfindet, in der die Vektoren ¥ und F liegen,
steht der Vektor M normal sowohl auf den Radiusvektor T als auch auf den

Kraftvektor F. Deshalb lasst sich das Drehmoment sehr elegant als Vektorprodukt

schreiben.

M=TxF

Beispiel 2: Der Euler’sche Drehimpulssatz und die Drehimpulserhaltung

Interessanterweise konnen die Bewegungsgesetze der Translation und der Rotation in
volliger Analogie formuliert werden. Dadurch erhadlt man einander zugeordnete GroRen
und Gleichungen. Diese einander zugeordneten GroRen und Beziehungen seien in der

Tabelle 6 aufgelistet.
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Translation Rotation
Weg T Drehwinkel o)
Geschwindigkeit Vv Winkelgeschwindigkeit ®
Beschleunigung ™ | -y =7 Winkelbeschleunigung | G — =
Kraft F Drehmoment M=FxE
Arbeit W:J'r:.dg Dreharbeit W =J'|\7| odt
Masse m Tragheitsmoment | 10
Impuls p=m-v Drehimpuls L=1-&
Impulssatz p=F Drehimpulssatz Y
Impulserhaltungssatz | 5=0 Drehimpulserhaltungssatz | | _
Kinetische Energie E, =%. mv2 Rotationsenergie = _%. 162

Bewegungsgleichung
F=m-& M=I-d

Tabelle 6: Gegeniiberstellung Translation - Rotation

So gilt etwa fiir translatorische Bewegungen das zweite Newton’sche Gesetz F=m-4.
Das kann auch in folgender Form geschrieben werden, wenn man beriicksichtigt, dass

die Beschleunigung die zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit ist

Das ergibt bereits die wichtige Erkenntnis, dass eine Kraft immer Anderung des

Impulses bewirkt.***

192 Ein Punkt (iber einer GréRe bedeutet die zeitliche Ableitung der GrofRe, zwei Punkte die zweite Ableitung

nach der Zeit.

1% Das Tragheitsmoment betragt flr eine Punktmasse m, die im Abstand r rotiert, | = m- r?, fiir einen Korper,

n
der aus n Massenpunkten besteht, berechnet sich das Tragheitsmoment zu | = Zmi - ri2 . Ist der Kérper durch
i=0

eine Massenverteilung  gegeben, o) ergibt sich I = jrzdm = Irzp(f) dv. Stehen der
\% \%
Winkelgeschwindigkeitsvektor und der Drehimpulsvektor nicht parallel zueinander, so muss das skalare

Tragheitsmoment verallgemeinert werden zum Tragheitstensor.
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1754 hat Leonhard Euler'® den nach ihm benannten Euler’schen Drehimpulssatz
formuliert, nach dem ein Drehmoment eine zeitliche Anderung des Drehimpulses

bewirkt, das also gilt

<

[l
o
l

o
—

Die mathematische Herleitung dieser wichtigen Gleichung wird im Schulunterricht
ublicherweise nicht gebracht, da Ableitungen von Vektoroperationen, wie dem
Vektorprodukt, nicht zum Lehrstoff gehdren. Unter der Annahme, dass fur das
Vektorprodukt fur die Ableitung genauso die Produktregel angewandt werden muss,

kann der Drehimpulssatz sehr einfach auch im Physikunterricht gezeigt werden.

Der Drehimpuls ist definiert als L=Fxm-v und somit ergibt sich fiir die erste

Ableitung
dpr_ Qv
T

it df _ dv_dP_g
Mit dt_v und m dt_dt_FfoIgt

L=Vxm-V+TFxF

Q.
—

Unter Berlcksichtigung, dass das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst immer

der Nullvektor ist, also VxV =0, ergibt sich somit direkt der Drehimpulssatz zu

a7 _7.FE—
dtL_rXF_M'

Wenn auf einen rotierenden Korper beziehungsweise ein rotierendes System kein
aulleres Drehmoment wirkt, so ergibt sich, dass die zeitliche Ableitung des

Drehimpulses der Nullvektor ist

0% 1m allgemeinen Fall muss auch beriicksichtigt werden, dass die Masse nicht konstant bleibt, sondern sich

andern kann, etwa bei einer Rakete, die kontinuierlich ihren Treibstoff verbrennt, sodass ihre Masse immer
mehr abnimmt. In diesem Fall ergibt sich fir die Bewegungsgleichung:

F=

105

%(m.v):m.mm-v}:m-mm-a

Leonhard Euler, schweizer Mathematiker, 1707-1783; arbeitete neben der Mathematik auch auf den
Gebieten der Stromungsmechanik, der Kreiseltheorie und der Optik.
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955
dt

Daraus folgt unmittelbar der Drehimpulserhaltungssatz, der besagt, dass der Drehimpuls
eines Systems erhalten bleibt, solange kein dulReres Drehmoment einwirkt.

L = konstant, fallsM___ =0

extern

Dieser Satz gehort zu den wichtigsten der Physik, der Anwendungen von der
klassischen Mechanik bis zur Quantenmechanik hat, der besonders natlrlich in der
Astronomie eine immense Bedeutung hat. Es sei nur daran erinnert, dass die Erhaltung
der Richtung des Gesamtdrehimpulses des Sonnensystems zur Folge hat, dass sich die
Planeten in einer Ebene um die Sonne bewegen beziehungsweise die Erhaltung des

Betrages des Drehimpulses zum zweiten Kepler’schen Gesetz fiihrt.



3.6.5 Statistik

Im Grunde spielt die Statistik in der Physik immer eine Rolle, da man es in
Experimenten immer mit, mathematisch gesprochen, Stichproben, zu tun hat. Die
Stichproben entsprechen den Ausgangen von Experimenten, von denen dann etwa
Mittelwerte berechnet werden. Des Weiteren missen dann Standardabweichungen
bestimmt werden, um die Qualitat der Ergebnisse abzuschatzen. Im Falle, dass
Regressionsgeraden bestimmt werden missen, sollte auch der Korrelationskoeffizient
berechnet werden, um die Giite der Ausgleichsgeraden abzuschéatzen. Das alles sind
Standardverfahren, die jeder Physiker in der Praxis immer wieder anwenden muss und

die er heute natiirlich einfach mit dem Computer 16sen kann.

Die sicherlich beeindruckendste Anwendung der Statistik in der Physik ist sicher auf
dem Gebiet der statistischen Mechanik beziehungsweise Kkinetischen Gastheorie
gegeben. Das Interessante dabei ist, dass hier Aussagen Uber Naturphanomene getroffen
werden konnen, die alleine aufgrund statistischer mathematischer Verfahren gewonnen
worden sind. Die Gesetze der statistischen Mechanik beruhen allein auf der
Wechselwirkung und der Bewegung einer extrem hohen Zahl von Teilchen, worauf
auch ihre Allgemeinglltigkeit und Anwendbarkeit auf die unterschiedlichsten
Teilgebiete der Physik beruht.

Beispiel: Statistische Mechanik - Die Bernoulligleichung und die Gasgesetze

Drei wichtige Gasgesetze’® wurden durch Experimente bereits im 17. und
18. Jahrhundert entdeckt. Es war aber mit dem damaligen Wissenstand nicht moglich,
diese phdnomenologischen Gasgesetze zu begrinden, dies wurde erst erméglicht mit
der Entdeckung und Akzeptanz von Atomen und Molekiilen, aus denen sich diese Gase

zusammensetzen und der Anwendung statistischer Methoden.

106

Siehe dazu [25] Seite 673 ff.
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Das erste Gesetz ist das Boyle-Mariotte’sche Gesetz'®’, das besagt, dass das Produkt

aus Druck und Volumen eines Gases bei konstanter Temperatur konstant ist.

Das zweite Gesetz ist das Gay-Lussac’sche Gesetz'*, das besagt, dass der Quotient aus
Volumen und absoluter Temperatur konstant ist, wenn der Druck konstant gehalten

wird.

Das dritte Gesetz ist das Amontons’sche Gesetz'®, das besagt, dass der Quotient aus
Druck und absoluter Temperatur konstant ist, wenn das Volumen konstant gehalten

wird.

Diese drei Gasgesetze konnen zusammengefasst werden im allgemeinen Gasgesetz*™,

das einen Zusammenhang zwischen den drei makroskopischen ZustandsgréRen Druck,
absoluter Temperatur und Gasdruck herstellt. Es soll in diesem Beispiel gezeigt werden,
wie mittels einfacher statistischer Annahmen diese Gesetze aus den mikroskopischen
ZustandsgroBen hergeleitet werden kénnen. Damit schafft die Statistik den Ubergang
von einer mikroskopischen Beschreibung zur makroskopischen Beschreibung der
Materie. Die Grundzige der Herleitung wurden dem Schulbuch Faszination Physik 1+2

entnommen und fiir diese Arbeit entsprechend ausformuliert und erweitert.***

Wir gehen bei der folgenden Herleitung von einem idealen Gas aus. Das bedeutet, dass
das Eigenvolumen der Gasteilchen vernachléssigt wird und insbesondere angenommen
wird, dass die Gasteilchen untereinander und mit der GefaRwand nur durch elastische

StoRe'*? wechselwirken.

Herleitung der Bernoulli-Gleichung fiir den Gasdruck

Wir nehmen an, dass eine grofle Anzahl von N Gasteilchen in einem quaderférmigen
Behélter mit dem Volumen V eingeschlossen ist. Die Gasteilchen flihren ungeordnete

Bewegungen aus und uben durch die dadurch erfolgenden StoRe auf die Behalterwénde

Dieses Gesetz wurde von Robert Boyle (1627-1691) im Jahre 1622 entdeckt und von Edme Mariotte (1620-

1684) im Jahre 1676 experimentell nachvollzogen.

Das Gesetz wurde von Jaques Charles (1746-1823) und Joseph Louis Gay-Lussac (1778-1850) gefunden.
Das Amontons’sche Gesetz wird oft auch als 2. Gay-Lussac’sches Gesetz bezeichnet; Guillaume Amontons

(1663-1705)

Die erste Formulierung stammt von Emile Clapeyron im Jahr 1834
Siehe [26] Seite 132 ff.
Bei elastischen St6Ren ist die Summe der kinetischen Energien der Teilchen vor und nach dem StoRRprozess

gleich.
140



einen Gasdruck auf die Wande aus. StoRt ein Gasteilchen auf die Behalterwand, so wird
es reflektiert, es dndert dabei seinen Impuls und tbertragt die Impulsdifferenz auf die
Wand (Abbildung 49).

Wand
Teilchen vor dem Sto
o —
Pvorher = P - U
Teilchen nach dem StofR
-
Prachher — —P U

Abbildung 49: Impulsiibertrag auf die Behdlterwande

Die Impulsanderung™® und damit der auf die Wand tibertragene Impuls betrégt
Ap - pVthef _pnachher = p'V_(_p'V) =2 p-v

Um den Gesamtimpuls zu erhalten, der in der Zeitdauer At auf die Behalterwénde
ubertragen wird, muss man die Gesamtanzahl der Teilchen, die die Wénde in der Zeit

Aterreichen, mit der Impulsanderung 2-p-v multiplizieren.

Fur die weitere Rechnung sind folgende drei Punkte zu beriicksichtigen:

1. Die Gasteilchen haben unterschiedliche Geschwindigkeiten, deshalb muss statt der
Geschwindigkeit v die mittlere Geschwindigkeit Vverwendet werden, so dass wir
fiir den Impulsibertrag den mittleren Impuls p verwenden missen,p=2-p-V.

2. Es konnen nur diejenigen Gasteilchen die Wand erreichen, die wéhrend der

Zeitdauer At hochstens die Strecke V- At von der Behélterwand entfernt sind.

3. Nur % der Gasteilchen fliegt in Richtung der Wand.***

3 Es ist nur notig, die Impulsdanderung der Impulskomponente normal zur Wand zu beriicksichtigen, die

Impulskomponente parallel zur Wand ist Null, sodass durch sie kein Impuls auf die Wand tbertragen wird.
"4 Ein Gasteilchen kénnte zwar die richtige Geschwindigkeit V haben, aber der Geschwindigkeitsvektor kdnnte
in die Richtung einer der anderen 5 Wande gerichtet sein, sodass nur ein Anteil von einem Sechstel der
Gasteilchen mit der richtigen Geschwindigkeit tatsdchlich die Wand erreicht.
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v At

Abbildung 50: Zur Herleitung der Bernoulli-Gleichung

Somit ergibt sich fiir die Anzahl Z der Gasteilchen, die die Wé&nde erreicht (Abbildung

... Teilchendichte im Behalter

-V-At ... Volumen, in dem sich die Teilchen befinden, die die Behalterwand mit der

Flache A erreichen kdnnen

Damit ergibt sich der Impulsiibertrag auf die Wand der Flache A zu

Ap = A-V-At-2.m-V= CA-m-V2 At

|

<|Z
Wl

N
Vv
Der KraftstoR auf die Wand'* ergibt sich als Impulsiibertrag pro Zeiteinheit

F:&:
t

-A-m-v*

W=
<|z

und damit erhalt man fiir den Druck p, der auf die Wand ausgetibt wird

115 _&:m~AV:£

Das sieht man folgendermalRen: F=m-a=m
At At At
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Diese Gleichung soll noch etwas umgeformt werden, indem die mittlere Kinetische

Energie eines Teilchens betrachtet wird.

Eun =

N~

m-vi~L.m.
m 5 M-V

Dies in die Gleichung fir den Druck eingesetzt ergibt schlieBlich folgende Gleichung

fiir den Gasdruck, die sogenannte Bernoulli-Gleichung:

p==%-% Eq

wiro
<|Z

Die Bernoulli-Gleichung gibt den Zusammenhang zwischen der makroskopischen
GroRe Druck und der mikroskopischen Grof3e der mittleren kinetischen Energie an. Um
den Zusammenhang des Druckes mit den makroskopischen Grofen Temperatur und
Volumen herzustellen, miissen noch folgende Uberlegungen angestellt werden.

Die innere Energie U eines Systems von N Gasteilchen ist durch die Summe der
kinetischen Energien der einzelnen Teilchen gegeben

N N
i i 118
U-Y e -N& e -NEg

Ein

Die absolute Temperatur T eines Systems wird als ein MaR fir die innere Energie des
Systems definiert, es ist also die innere Energie U  proportional zur absoluten

Temperatur T. Somit kann folgende Proportionalitatskette angeschrieben werden

T~U~Ekin

"8 Es werden hier dasselbe GréRenzeichen p fir den Impuls und den Druck verwendet, aus dem

Zusammenhang ist aber klar, welche GréRe jeweils gemeint ist.

. . . 2 —
"7 Es kann gezeigt werden, dass in sehr guter Niherung v =V’ verwendet werden kann, dass also das

mittlere Geschwindigkeitsquadrat etwa dem Quadrat der mittleren Geschwindigkeit der Gasteilchen
entspricht.
"% Die innere Energie eines Gases riihrt alleine von der Warmebewegung der Gasteilchen her. Werden
Molekiile betrachtet, spielen auller der kinetischen Energie der translatorischen Bewegung auch die
Rotationsenergien der Gasteilchen eine Rolle, die hier aber auBer Betracht bleiben sollen.
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Damit kénnen nun als Anwendung dieser statistischen Beschreibung des idealen Gases
die Gasgesetze aus der Bernoulli-Gleichung hergeleitet werden. Es sollen dazu
abgeschlossene Systeme betrachtet werden, die Teilchenanzahl N sich also nicht

andert.

Das Boyle-Mariotte’sche Gesetz

Aus der Bernoulli-Gleichung folgt

p-V=%-N~a-T,da aus T~E_kin folgt E_kmza-T mit einer Konstanten a .

Falls die Temperatur T konstant gehalten wird (isotherme Zustandsénderung), ist die
rechte Seite der Gleichung konstant und es ergibt sich damit das Boyle-Mariotte’sche

Gesetz

p-V = konstant, falls T konstant

Das Gay-Lussac’sche Gesetz

Aus der Bernoulli-Gleichung folgt

-a-T und daraus

p:

win
<|z

_2 N-a
3

—I<

Falls der Druck p konstant gehalten wird (isobare Zustandsanderung), ist die rechte

Seite der Gleichung konstant und es ergibt sich damit das Gay-Lussac’sche Gesetz

¥ = konstant, falls p konstant

Das Amontons’sche Gesetz




Aus der Bernoulli-Gleichung folgt

3. P_2 N-a
a-T und daraus 3V

T

p:

wino
<|z

Falls das Volumen V konstant gehalten wird (isochore Zustandsanderung), ist die

rechte Seite der Gleichung konstant und es ergibt sich damit das Amontons’sche Gesetz

P_ konstant, falls VV konstant

—

Das allgemeine Gasgesetz

Aus den obigen drei Gasgesetzen (bei denen jeweils eine makroskopische
ZustandsgroRe konstant gehalten wird), kann nun das allgemeine Gasgesetz abgeleitet
werden, in dem schlieBlich alle drei Zustandsgrofien Druck, Volumen und Temperatur

sowie die Teilchenzahl, gleichzeitig verandert werden kdnnen.

Aus dem Amontons’schen Gesetz folgt

p P_P

P_ Po
T= konstant = T°T,

jp:T.TO

p, T sind dabei ein beliebiger Druck und Temperatur, p,,T, Druck unter Temperatur

bei sogenannten Normalbedingungen™*®.

Aus der Bernoulli-Gleichung folgt dann weiters

Po_n_2 N, _3P VvV +_3 120
TT=P=5vEe = Ba=yq yT=2kT
[hRg—;
kB

Die GroRe kg =%% wird als Boltzmann-Konstante'** bezeichnet. In die Bernoulli-
0

Gleichung eingesetzt ergibt sich

% Normalbedingungen nach DIN 1343 sind: p, =101325Pa und T, =273,15K

Da E, ~ T istder Faktor L2 eine Konstante.

0

120
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_2NE~_2 N3 N
P=3 v Em=3 v ke T=yke T
und damit
p-V=N-k, T.

Die Ubliche Form der allgemeinen Gasgleichung ergibt sich, indem man eine neue

Konstante R einfiihrt, die sogenannte universelle Gaskonstante'?.

Esist N=n-N,, wobei N, die Avogadro-Konstante und n die Stoffmenge in mol ist.
Damit lasst sich die Gasgleichung schreiben als p-V=n-N,-k;-T. Man setzt

R =N, -k und erhalt das Gasgesetz in einer zweiten Formulierung als

p.V:n-R.T

Wenn man sich die Herleitung der Bernoulli-Gleichung und davon ausgehend der
makroskopischen Zustandsgleichungen ansieht, ist das Entscheidende, dass man mittels
statistischer Methoden aufgrund einer groen Anzahl von Teilchen die
Schlussfolgerungen auf messbare makroskopische Grofien ziehen kann. Es sind die
Geschwindigkeiten beziehungsweise Impulse der einzelnen Gasteilchen nicht bekannt
und koénnen auch nicht gemessen werden. Trotzdem konnen aber daraus Gleichungen
hergeleitet werden, die in sehr groRer Genauigkeit durch Messung makroskopischer
GrolRen verifiziert werden konnen. Diese Verbindung zwischen Mikro- und
Makrophysik muss als einer der ganz grofRen Durchbriiche in der Physik angesehen

werden.

Es soll nur noch erwahnt werden, dass die Vereinfachungen, die am Anfang getroffen
worden sind, dazu gefiihrt haben, dass eine Reihe komplizierterer Zustandsgleichungen

aufgestellt worden sind. Eine der bekannteren ist die Van-der-Waals’sche

12! Die Boltzmann-Konstante ergibt sich, indem man den Normaldruck p, =101325Pa, die Normaltemperatur

T, = 273,15K einsetzt und benutzt, dass ein Gas unter Normalbedingungen 1 mol die Anzahl N =6, 022-10”

von Teilchen enthilt und das Volumen V =0,024m’ einnimmt. Daraus ergibt sich die Boltzmann-Konstante

Kk, =1,38-10%J-K" .
2 Die universelle Gaskonstante ergibt sich aus dem Produkt aus Avogadro-Konstante und Boltzmann-
Konstante als R =8,314462J-K " -mol”

146



Zustandsgleichung, die das Eigenvolumen und die gegenseitige Anziehung der Teilchen
mitbericksichtigt. Auch gelten die Gasgesetze bei sehr tiefen Temperaturen nahe dem

absoluten Nullpunkt nicht mehr.*?

Zur Illustration, wie sich diese GroRe, Eigenvolumen und gegenseitige Anziehung, auf

allgemeine Gasgleichung auswirken, sei die Van-der-Waals-Gleichung angefuhrt:

2

(p+a\'/n2)~(V—b-n)=n~R~T

Man erkennt, dass zwei zusatzliche Koeffizienten a und b vorkommen, die folgende

Bedeutung haben.

1. Der Koeffizient b kommt durch das nichtverschwindende Eigenvolumen der
Gasteilchen zustande. Durch das endliche VVolumen der Gasteilchen ist da VVolumen,
das die Teilchen zur Bewegung zur Verfligung haben, kleiner als in der allgemeinen
Gasgleichung fir das ideale Gas. Der Ausdruck b-n entspricht gerade dem
Volumen aller Gasteilchen, um welches sich das VVolumen verringert, somit dndert
sich das VVolumen V in der allgemeinen Gasgleichung in den Ausdruck V—b-n. Da
n angibt, wie viele Mole Gasteilchen das Gas enthalten, gibt der Betrag von b das

Volumen der Teilchen eines Mols des Gases an.

2. Der zweite Term, der den Druck in der Gasgleichung eines idealen Gases abandert,

a-n
V2

2
also berucksichtigt, dass sich die Gasteilchen gegenseitig anziehen. Wenn ein

Teilchen sich einer Wand annéhert, wird es durch die Anziehung der (brigen
Teilchen mit einer Kraft zurlickgezogen, die proportional zur Teilchendichte, also

%, ist. Die Zahl der Gasteilchen, die in einem bestimmten Zeitintervall die Wand

treffen, ist auch proportional zur Teilchendichte, also wieder zu % Deshalb ist die

Ich mochte anmerken, dass ich diese Herleitungen in zwei 7. Klassen in den Jahren 2013/14 gebracht habe
und es von den Schiilerlnnen zwar als etwas kompliziert empfunden worden ist, aber doch das Entscheidende
verstanden worden ist. Es ist mir nicht darauf angekommen, dass die Schiilerinnen bei einer schriftlichen
Uberpriifung die Herleitung genauso niederschreiben konnten, sondern ob sie das Wesentliche daraus
verstanden haben, was bei einem Teil der Schiilerlnnen sicherlich der Fall war. Ich méchte aber explizit noch
einmal darauf hinweisen, dass sich die Lehrerln klar sein muss, ob es dem Niveau der Klasse entspricht oder ob
sie lieber auf die mathematische Begriindung verzichten mochte.
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gesamte Druckabnahme proportional zum Quadrat der Teilchendichte, was durch

eine multiplikative Konstante a ausgedriickt wird.

Es seien die Koeffizienten fiir einige Gase angefiihrt, siehe dazu Tabelle 7.***

Gasteilchen a[in Pa-m®-mol?] | b [in m*-mol™]
Helium 0,0035 2,38-10°
Argon 0,136 3,22.10°
Wasserstoff (H,) 0,0247 2,66-10°°
Stickstoff (N>) 0,1388 3,87-10°
Sauerstoff (O,) 0,14 3,186-10°°
Wasserdampf (H,O) | 0,53 3,05-10™
Kohlendioxid (CO,) | 0,364 4,27-10°

Tabelle 7: Einige Koeffizienten a und b der Van-der-Waals-Gleichung

2% zur Van-der-Waals-Gleichung siehe etwa [25] ab Seite 777; die Koeffizienten wurden auch aus [25]

entnommen, Seite 778.
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3.7 7.Klasse

3.7.1 Differentialrechnung

Die Differentialrechnung bildet eines der entscheidenden Fundamente der modernen
Analysis in der Mathematik genauso wie sie eine der wichtigsten Methoden in der
Physik ist. Der Grund dafir liegt darin begriindet, dass in der Physik oft Anderungen
von Grol3en betrachtet werden, wofur die Differentialrechnung das geeignete Mittel zur

Beschreibung darstellt.

Betrachtet man die Geschichte der Differentialrechnung, so hat die Differentialrechnung
ihre Wurzeln sowohl in der Mathematik wie in der Physik gleichermaRen. Ging der eine
Begriinder der Differentialrechnung, Leibniz'®, vom geometrischen Problem der
Tangente an eine Kurve aus, also von Seiten der Mathematik, so tat dies der zweite
Begriinder, Newton'?®, von der physikalischen Seite des Problems der
Momentangeschwindigkeit eines bewegten Korpers. Die Differentialrechnung wurde
sehr schnell in der Physik benutzt und zeitigte groRBe Erfolge, obwohl sie von vielen
Mathematikern der damaligen Zeit als unlogisch angesehen worden ist, da der Begriff
der von Leibniz und Newton verwendeten infinitesimalen GréRen nicht mathematisch

7

exakt fassbar war. Euler'?” entwickelte bald darauf die auch heute so verwendeten

Ableitungsregeln.

Es gelang aber erst Cauchy*?

am Anfang des 18. Jahrhunderts, die Differentialrechnung
mathematisch exakt und widerspruchsfrei zu formulieren. Entscheidend dafiir war, dass
Cauchy nicht mehr die infinitesimalen GroéRen verwendete, sondern den
Grenzwertbegriff und den Begriff des Differenzenquotienten. Die heutige Form der
Differentialrechnung wurde erst Ende des 19. Jahrhunderts schliel3lich durch
Weierstra?'?® vollendet, der die auch heute giiltige Definition des Grenzwertes in die
Mathematik eingefiihrt hat. Das Entscheidende ist aber, dass die Differentialrechnung
sehr frih mit der Entwicklung der mathematischen Physik, die mit Newton angesetzt

werden kann, als notwendiges Werkzeug ihren Eingang in die Physik gefunden hat.

1% Gottfried Wilhelm Leibniz; 1646 — 1716; deutscher Mathematiker und Philosoph

Isaac Newton; 1642 — 1726; englischer Naturwissenschaftler und Philosoph
Leonhard Euler; 1707 — 1783; schweizer Mathematiker und Physiker
Augustin-Louis Cauchy; 1789 — 1857; franzésischer Mathematiker

Karl Theodor Wilhelm WeierstraR; 1815 — 1897; deutscher Mathematiker
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Beispiel 1: Fermat’sches Prinzip und Reflexionsgesetz

150

Bekannterweise lautet das Reflexionsgesetz eines Lichtstrahls, der an einer Flache
gespiegelt wird, dass der einfallende und der reflektierte Strahl dieselben Winkel zum

Lot einschlieRen, also a = (Abbildung 51).

Lot

einfallender Strahl reflektierter Strahl

N\

Abbildung 51: Reflexion eines Lichtstrahls

Um das Reflexionsgesetz herzuleiten, kann als einfachste Moglichkeit das Fermat’sche
Prinzip verwendet werden. Das Fermat’sche Prinzip besagt, dass ein Lichtstrahl, der
zwischen zwei Punkten verlauft, dies auf jenem Weg tut, fiir den er am wenigsten Zeit

bendtigt.

Dieses wichtige Prinzip der Physik ist ein Minimalprinzip, wie es auch andere gibt, wie
etwa das Prinzip der minimalen potenziellen Energie, die ein Kdrper zu erreichen
versucht. Diese Prinzipien haben den ungemein nitzlichen Vorteil, dass man bei ihrer
Verwendung oft interne und komplizierte physikalische Vorgénge nicht
berucksichtigen, ja nicht einmal genau kennen muss, und doch zu einer Aussage tber

den Endzustand eines Systems gelangen kann.

Die physikalische Erklarung, weshalb das Fermat’sche Prinzip gilt, liegt darin
begriindet, dass man von der Vorstellung ausgeht, dass ein Lichtstrahl nicht nur einen
Weg, eben den die benétigte Zeit mimimalisierenden, nimmt, sondern alle Wege
gleichzeitig. Wenn man nun alle diese Wege superponiert, das heil3t tberlagert, so

I6schen sich alle Wege durch destruktive Interferenz aus bis auf den einen, den dann der



Lichtstrahl tatsachlich nimmt. In der Quantenmechanik ist diese Vorstellung als die

Pfadintegralmethode bekannt, die von Feynman'® entwickelt worden war.

Es soll nun im Folgenden mit Hilfe des Fermat’schen Prinzips das Reflexionsgesetz
hergeleitet werden. Es liege folgende Situation vor, in der ein Lichtstrahl von einem
Punkt A zu einem Punkt B gelangt, indem der Lichtstrahl an einem Spiegel reflektiert
wird. Den Punkt B kann man sich als das Auge eines Betrachters vorstellen, der etwa
ein gespiegeltes Bild betrachtet, von dem ein einzelner gespiegelter Punkt beobachtet

wird. Die beiden (Normal-)Abstdnde d; des Punktes A und d, des Punktes B vom

Spiegel koénnten auch ohne Beschrankung der Allgemeinheit des Ergebnisses als gleich
angenommen werden, das es ja keine Rolle spielt, wo genau auf dem gespiegelten
Lichtrahl der Punkt B liegt. Es soll aber trotzdem der allgemeinere Fall angenommen
werden, dass die beiden Punkte A und B verschiedene Normalabstdnde vom Spiegel

haben. Die geometrischen Verhaltnisse sind aus der Abbildung 52 ersichtlich:

B
Lot
L2
A dy
d, L
a|B
F X S y F,

Abbildung 52: Zur Herleitung des Reflexionsgesetzes

Der Lichstrahl geht vom Punkt A geradlinig zum Punkt S auf dem Spiegel und wird
dort reflektiert. Sodann gelangt er vom Punkt S weiter geradlinig zum Punkt B. Der

Strahl legt von A nach S die Strecke I, und von S nach B die Strecke |, zuruck. Die

Strecke vom Fulpunktes F von A zum Punkt S sei x und die Strecke von S zum

130 Richard Feynman; 1918 — 1988; amerikanischer Physiker
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Fulpunkt F, von B sei y. Die Summe von x und y sei L und konstant. Es wird weiters

angenommen, dass das Medium (normalerweise Luft), in dem sich der Lichtstrahl
ausbreitet, homogen ist, sodass die Lichtgeschwindigkeit im Medium als konstant

angenommen werden kann.

Aus der Abbildung 52 ergibt sich die gesamte zuriickgelegte Strecke =1, +1, des

Lichtstrahls als

= Jd2 +x2 +Jd2 + (L—x)? .

Um diese Strecke zurlickzulegen, bendtigt der Lichtstrahl die Zeit t=% , Wobei c die

Lichtgeschwindigkeit im Medium ist. Also ergibt sich flir die Zeit der folgende
Ausdruck

t(x) = % (\/df+x2 +\/d§+(L—x)2).

Dieser Ausdruck ist nun laut dem Fermat’schen Prinzip zu minimalisieren, das heif3t es
ist mittels Differentialrechnung das Minimum zu bestimmen. Dazu wird die erste

Ableitung berechnet und diese dann Null gesetzt.

o0 - L2 x)(l)} 1[ L0,
2«/d2+x 2Jd2+(L X) \/d2+x \/d§+(L—x)2
I Cld Y
JO2+x2 Jd2 +(L-x)?
X-Jd2 + (L —%)? = (L—X)-+/d? +X*
x?-(d3 +(L=x)%) = (L-x)*-(d} +x*)

X202+ X2 (=X)7 = (L-x)2-d7 + (L%

x*-(d3-df)+2-L-df -x-L*-d =0

Hieraus ergibt sich folgende quadratische Gleichung

2 2 92
Xz"'izl_ 321 'X_sz C:jlz =0
2 Y1 2~ Y1

Eingesetzt in die ,,kleine Losungsformel* ergibt sich:



L.d? Ld? ) L2.d?
X1,2=_d2 ézi\/[dz ézj +d2 dlz
27 Y 2 Y1 2 Y1

L-d? +\/%+ Lz.df.dg—;/ﬁﬁr

d-d (2-2)’

_ L Ld,d,
o odi-df T di-df
L-d,-(+d,—d,)

(d,—d,)-(d,+d,)

Daraus ergeben sich die beiden Lésungen:

L Lde(d~d] L.,
. M-(d2+dl) d, +d,

_L'dl'w L-d,

X2= = —

(d,-d,)- (dprd) (4, 1)

Fur die y-Strecken ergeben sich:

L-d, L.d,+L-d—L-.d, L-d,

h=b=x=b=0g = d, +d, =4, +d,
L-d

y,=L+ L

i (dz_dl)

Man sieht, dass die Losungen X, und Yy, ausgeschlossen werden missen. Denn ist

d,>d,,soist X, <0, istim andern Fall d, <d,,soist y, <0.

Daraus ergeben sich fiir die Winkel o und 3 folgende Beziehungen:

_X L
=g =d +d,
YL
nB=4 =q,+q,

Daraus folgt schlieBlich, dass tan o =tanf ist und daraus das Reflexionsgesetz

a=p
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Es bleibt nur noch zu zeigen, dass das erhaltene Extremum X, tatsdchlich eine

Minimumstelle ist. Das Standardrezept dazu ist, die 2. Ableitung zu bilden und den

erhaltenen Wert einzusetzen.

L-d,
d,+d,

Ist t”(L'—dlj>0, so liegt eine Minimumstelle vor, ist t"(

d,+d, ]<O eine

Maximumstelle, im Falle gleich Null liegt eine Sattelstelle vor.

Instruktiver als diese Vorgangsweise kann es sein, sich die Steigung links und rechts der
Extremstelle der Funktion anzusehen, insbesondere dann, wenn wie in diesem Beispiel

die 2. Ableitung recht kompliziert ist.

Da X, im Intervall [O, L] die einzige Extremstelle ist, bietet es sich an, die 1. Ableitung

an den Intervallgrenzen zu betrachten:

voy=d.l_x __ (L-X L=l L
© C[\/df+x2 Ja2 +(L-x)? - )

, L—x) 1. L
ray=l)_x __ ( i L .
c [\/df+x2 JoZ +(L—x) = Jaz+ 12

k>0

k<0\ T
; 7

—~

Minimum

Abbildung 53: Bestimmung der Extremstelle anhand des Funktionsverlaufs

Aus der Abbildung 53 erkennt man den einzig mdglichen Funktionsverlauf,

insbesondere, dass die Extremstelle X, tatsachlich nur eine Minimumstelle sein kann.

Es wurde in der Abbildung bewusst darauf verzichtet, den genauen Funktionsverlauf zu
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zeichnen, da gezeigt werden soll, dass bereits aus den beiden Steigungen an den Stellen

X, =0 und X, =L geschlossen werden kann, dass die Stelle x, nur eine Minimumstelle

sein kann.

Man hatte statt dieser doch etwas langwierigen Herleitung, die fir den
Mathematikunterricht sicherlich instruktiv wére, dies fur den Physikunterricht auch
kirzer herleiten kénnen. Geht man von der ersten Ableitung aus und setzt diese null, so

erhalt man wie oben gezeigt folgende Bedingung fur ein Extremum

X  (L=x) _
Ja2+x? \Jd? +(L-x)?

Man sieht nun aus der Abbildung 52: zur Herleitung des Reflexionsgesetzes, dass folgende

Beziehungen gelten:

(L—x)

sinar = —— und Sin ff = ————
2 d? +(L—x)?

d +x
Und damit ergibt sich sina—sinf =0 beziehungsweise sina =sinf, woraus sofort das
Reflexionsgesetz folgt, o =p. Allerdings ist mit dieser sehr kurzen Herleitung nicht

gezeigt worden, dass es sich tatsachlich um ein Minimum handelt, worauf aber im

Physikunterricht sicherlich verzichtet werden darf.

Beispiel 2: Fermat’sches Prinzip und Brechung

Es werde nun der Fall behandelt, dass ein Lichtstrahl auf die Grenzflache zweier
verschiedener Medien féllt und vom Medium 1 ins Medium 2 eintritt. Physikalisch

unterscheiden sich zwei Medien darin, dass die Lichtgeschwindigkeit in jedem Material

131

kleiner als die Vakuumlichtgeschwindigkeit ist™". Die Folge hiervon ist, dass ein

B Die Lichtgeschwindigkeit in Vakuum betragt exakt 299792,458 km/s. Die Lichtgeschwindigkeit in Luft betrégt

dagegen nur 299706 km/s, ist also um 0,03% geringer als im Vakuum. In Wasser betragt die
Lichtgeschwindigkeit nur mehr 225408 km/s, das sind nur mehr etwa 75,2% der Vakuumlichtgeschwindigkeit.
In Diamant sinkt die Lichtgeschwindigkeit sogar auf 123881 km/s, ist also nur mehr 41,3 % der
Lichtgeschwindigkeit in Vakuum (deshalb auch das schone Farbenspiel, das ,Feuer” bei geschliffenen
Diamanten, da eine sehr starke Brechung des Lichtes auftritt).
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Lichtstrahl, der in einem Winkel o zum Lot auf die Grenzflache fallt, nach dem
Ubertritt im anderen Medium einen anderen Winkel B zum Lot hat. Dieses Phanomen

wird Brechung genannt und ist die Voraussetzung vieler optischer Gerdte wie etwa

Linsen und Prismen.

Das Brechungsgesetz, das die quantitativen Zusammenhédnge zwischen einfallendem

und gebrochenem Strahl beschreibt, lautet

sina _ V1
sinf v,

Wobei v, und v, die Lichtgeschwindigkeit im Medium 1 und 2 ist. Diese Beziehung

soll im Folgenden mit Hilfe des Fermat’schen Prinzips hergeleitet werden.

Die Abbildung 54 zeigt die geometrischen Verhaltnisse bei einem Lichtstrahl, der von
einem Punkt A aus einen Punkt B erreicht. Dabei wird die Grenzflache, an der die
beiden Medien aneinanderstof3en, durchlaufen und die Lichtgeschwindigkeit wechselt
von der Geschwindigkeit v, im Medium 1 zu einer Geschwindigkeit v, im Medium 2.
Gesucht ist der Weg, den der Lichtstrahl vom Punkt A zum Punkt B nimmt, wenn man

annimmt, dass das Fermat’sche Prinzip gilt.

Lot
A
|
I‘ I Medium 1
dp |
: a Lichtgeschwindigkeit = v,
: y
X |
I
B\ |
I | " Medium 2
i Lichtgeschwindigkeit = v,,
|
B

L

i -

Abbildung 54: Zur Herleitung des Brechungsgesetzes



Die Zeit t, die der Lichtstrahl von A nach B bendtigt, betrégt

L _
Vv,

Nd?+x2+-L d2+(L—x)2 .

I
t(x)=—=++
V1 V2

<l

Die 1. Ableitung nach x ist dann

t'(x) = —X

_ L-—x
v, Vd® + X7 V2-1[d2+(L—X)2

Durch Nullsetzen der 1. Ableitung erhalt man wiederum das Minimum.

X L-Xx
— =0
v, -Nd? +x? V2~«/d2+(L—x)2

Es ist nun nicht notwendig, diese Gleichung nach x aufzuldsen (was auch ein ziemlich
schwieriges Unterfangen ware), sondern man sieht aus der Abbildung, dass folgende

geometrischen Beziehungen gelten:

. X . L—x
Sina = ———= und sSiNP = ————
d?+x? d?+(L-x)’

Also lasst sich obige Gleichung schreiben als

sing._ SiNB _
Vl VZ

beziehungsweise als

sinp v,

sina. v,

was gerade das Brechungsgesetz ist.

Ublicherweise wird das Brechungsgesetz nicht mit den Lichtgeschwindigkeiten in den
Medien, sondern durch die Brechungsindizes angegeben. Der Brechungsindex wird
einfach als das Verhdltnis der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum zur

Lichtgeschwindigkeit im entsprechenden Medium definiert:
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Somit ergibt sich dann das sogenannte Brechungsgesetz nach Snellius als

sina_n,

sinf n,

Betrachten wir noch die Frage, wann der gebrochene Strahl zum Lot hin oder vom Lot
weg gebrochen wird. Aus dem Brechungsgesetz lasst sich fir den Sinus des

gebrochenen Strahls schreiben

. n .
sinp=—1-sina.
2

Wenn der Strahl von einem diinneren Medium in ein dichteres Medium eindringt, ist der

Quotient % <1. Also muss sinf <sinasein und damit B < o, der Strahl wird also zum
2

Lot hin gebrochen. Dass aus der Ungleichung sinp <sina folgt, dass auch p<a gilt,

folgt daraus, dass die Sinusfunktion fur das Intervall [0%} in dem die Winkel o und

B liegen, streng monoton wachsend ist.

Dringt der Strahl umgekehrt von einem dichteren Medium in ein diinneres Medium ein,

S0 ist % >1, damit sinf > sinaund damit wiederum B > o.. Der Strahl wird somit vom
2

Lot weg gebrochen.

Beispiel 3: Definition der Geschwindigkeit und Beschleunigung
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In der Unterstufe werden die Geschwindigkeit und die Beschleunigung noch als
einfache Quotienten definiert. Damit kann natrlich nur die geradlinig gleichférmige
Bewegung rechnerisch erfasst werden, was aber fur die Unterstufe auch véllig

ausreichend ist, es ist also



v=3und a=¥132

v ... Geschwindigkeit des Korpers, [vV]=m-s™
a ... Beschleunigung des Kérpers, [a]=m-s™
s ... zurtickgelegter Weg, [s]=m
t ... bendtigte Zeit, [t]=s

Im Schulbuch Prisma 2 Physik 2 wird die Beschleunigung als eine Beschleunigung aus

dem Stand heraus definiert’*®. In der Definitionsformel a=¥ wird die

Geschwindigkeit v als Momentangeschwindigkeit (,,die Geschwindigkeit, die der
Tachometer im Auto anzeigt) und die Zeit t als Beschleunigungszeit erklért. Das ist
eine Erklarung, die so fir diese Altersstufe geniigt, da hier sogar zwischen der

Durchschnitts- und der Momentangeschwindigkeit unterschieden wird.

In der Oberstufe werden die Begriffe der Geschwindigkeit und Beschleunigung erneut
aufgegriffen und exaktifiziert. Wahrend manche Schulbiicher wie der Big Bang von
Apolin den Ubergang zur Momentangeschwindigkeit und Momentanbeschleunigung
mathematisch nicht weiter ausfiuihren, macht dies aber etwa das Schulbuch Physik

I 134

compact 5 in einem Erweiterungskapite Es wird im Kapitel 3.4 die mittlere

Geschwindigkeit definiert als

zuriickgelegter Weg

Geschwindigkeit = — g
dazu bendétigte Zeit

<
I
Z[e

B2 Fur die Geschwindigkeit wird in den Schulblichern der Unterstufe oft v:i geschrieben, flr die

Beschleunigung a=¥. Bei der Geschwindigkeitsdefinition gibt es keine Probleme, da s immer eine

Wegstrecke, also einen in der Zeit t zuriickgelegten Weg angibt. Fir die Beschleunigung sollte man aber diese
Schreibweise nicht verwenden, da sie zu falschen Anwendungen fiihren kann. Sei etwa folgende Angabe
gegeben: Ein Korper bewegt sich in der Zeit t = 5 s gleichférmig um eine Wegstrecke 100 m weiter. Fir die
Geschwindigkeit ergibt sich dann korrekterweise v = 20 m/s. Wird jetzt aber diese Geschwindigkeit in die

20:4m

Gleichung fiir die Beschleunigung eingesetzt, ergibt sich a =—" , » Was natirlich Unsinn ist, da die

Beschleunigung bei einer geradlinig gleichférmigen Bewegung null ist. Der Fehler liegt natirlich darin
begriindet, dass hier keine Geschwindigkeitsdifferenz in die Gleichung fiir die Beschleunigung eingesetzt
wurde, die natlirlich null ware, woraus sich dann die korrekte Beschleunigunga =0 m/s2 ergibt.

33 Siehe [29] Seite 56

B34 siehe [22] Kapitel 3.14 Seite 57
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V ... mittlere Geschwindigkeit, [v]=m-s™
AS ... Wegdifferenz, [AS]=m
At ... Zeitintervall, [At]=s

Es wird nur verbal erklart,

Die mittlere Geschwindigkeit wird umso besser der tatsachlichen Geschwindigkeit

entsprechen, je kleiner das Zeitintervall At gewahlt wird.*®
Im selben Kapitel wird sodann die mittlere Beschleunigung definiert als

Geschwindigkeitsanderung
dazu bendétigte Zeit

Beschleunigung =

a ... mittlere Beschleunigung, [a]=m-s™

AV ... Geschwindigkeitsdifferenz, [AV]=m-s™
At ... Zeitintervall, [At]=s

Und wieder wird verbal erklart,

Wieder wird diese mittlere Beschleunigung umso genauer der tatsdchlichen

Beschleunigung entsprechen, je kleiner das Zeitintervall At ist.**

Um jetzt auch mathematisch exakt zu einer brauchbaren Fassung dieser beiden verbalen
Anndherungen an die tatsachliche Geschwindigkeit und Beschleunigung, das heil3t der
Momentangeschwindigkeit und Momentanbeschleunigung, zu gelangen, muss der

Grenzubergang At — 0 vollzogen werden.

Lo o e AS L dS()
Momentangeschwindigkeit: v_lm AL dt =5'(t)

. - s AV OV()
Momentan hleunigung: = limAv -\ _
omentanbeschleunigung a i!rl}) A df V'(t)

%> Siehe [22] Seite 41

Siehe [22] Seite 41
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Es kann jetzt auch im Weiteren ein direkter Zusammenhang zwischen der

Momentanbeschleunigung und dem Weg hergestellt werden.

a=

av(t) _ d (ds@))_d’s(t) _ .
( j_ dt2 S (t)

dt — dt{ dt
In der Physik ist es tblich, die Zeitableitungen mit einem Punkt tber der physikalischen

GroRe zu schreiben, also s(t) statt §'(t), v(t) statt V'(t) und s(t) statt S'(t).

Zusammengefasst gelten also folgende grundlegenden Beziehungen zwischen den
GroRen Weg, Momentangeschwindigkeit und Momentanbeschleunigung in

,physikalischer Schreibweise*:

v(t) =5(t)
a(t) = v(t) = s(t)

Damit kann nun fur jede Bewegung, falls der zurlickgelegte Weg als Funktion der Zeit
gegeben ist, die entsprechende Momentangeschwindigkeit und Momentan-

beschleunigung fur jeden Zeitpunkt berechnet werden.

Fur die Losung der umgekehrten Aufgabe, das heillt aus einer vorgegebenen
Beschleunigungsfunktion beziehungsweise Geschwindigkeitsfunktion die Funktion des
Weges herzuleiten, ist die Integralrechnung notwendig. Damit lassen sich dann alle
kinematischen®® Aufgaben Idsen, das heiRt die Bestimmung der GroRen Weg,

Geschwindigkeit und Beschleunigung aus den anderen.

Beispiel 4: Einige weitere GréfSen in der Physik, die durch eine Ableitung definiert sind

Viele GroRen in der Physik werden durch Ableitungen definiert, oft sind es
Zeitableitungen, was darin begriindet liegt, dass die zeitliche Anderung einer GroRe

oftmals eine wichtige physikalische Bedeutung hat. Es sollen in diesem Beispiel nur

Die Kinematik ist ein Teilgebiet der Physik, das sich mit Bewegungsaufgaben beschaftigt, ohne die dabei
auftretenden oder zugrundeliegenden Krafte zu beriicksichtigen. Werden auch die Krafte mit einbezogen,
spricht man in der Physik von der Kinetik.
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einige GroRen angegeben werde, um die Wichtigkeit der Differentialrechnung in der

Physik vor Augen zu stellen.

Die Leistung P:

Die Leistung ist der Quotient aus der verrichteten Arbeit und der Zeit, in der diese
Arbeit verrichtet wird. Im Falle einer konstanten Leistung kann dies als einfacher

Quotient geschrieben werden.

_W
P=

W ... verrichtete Arbeit, [W]=J(Joule)
P .. Leistung, [P]=J-s™ = Watt (W)

Ist die Leistung zeitlich nicht konstant, also veranderlich, kann die Momentanleistung

als Differentialquotient geschrieben werden als

P() =T = W

Die Winkelgeschwindigkeit o

Die Winkelgeschwindigkeit eines rotierenden Korpers gibt an, wie schnell sich der
Drehwinkel mit der Zeit andert. Fur eine gleichformige Drehbewegung kann die

Winkelgeschwindigkeit wieder als einfacher Quotient geschrieben werden.

_e
®=%

¢ ... Drehwinkel, ein Winkel ist immer dimensionslos
o ... Winkelgeschwindigkeit, [o0]=s"

Ist die Anderung des Drehwinkels zeitlich nicht konstant, kann die momentane

Winkelgeschwindigkeit geschrieben werden als



o) =220 _ 41

Die Winkelgeschwindigkeit ist eigentlich eine vektorielle GroRe, wobei die Richtung
des Winkelgeschwindigkeitsvektors parallel zur Drehachse gerichtet ist. Somit schreibt
sich die Definition der Winkelgeschwindigkeit als

M

o(t) = = ¢(t)

wobei dem Drehwinkel ¢ ein Vektor zugeordnet wird, der normal auf die

Rotationsebene steht.

Die Elektrische Stromstérke I:

Die elektrische Stromstarke ist als die zeitliche Anderung der Ladung definiert.

dQ(t)

I(t) = Q(t)

Q ... elektrische Ladung, [Q]=A-s=Coulomb(C)
| ... elektrische Stromstarke, [I]=Ampere(A)

Neben diesen Beispielen gibt es noch zahlreiche weitere GroRen, die durch einen
Differentialquotienten definiert werden, aber diese drei Beispiele sollten geniigen, die

Wichtigkeit der Differentialrechnung vor Augen zu flhren.

Beispiel 5: Geschwindigkeit und Beschleunigung bei einer Drehbewegung

Drehbewegungen spielen in der Natur eine sehr wichtige Rolle, man denke zum
Beispiel an die Bewegung eines Planeten um die Sonne oder die Eigenrotation eines

Planeten. Es soll in diesem Beispiel angenommen werden, dass sich ein Korper auf
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einer Kreisbahn mit dem Abstand r zur Rotationsachse bewegt. Ublicherweise wiirde
man in der Physik flr ein solches Problem Polarkoordinaten verwenden, es soll aber in
kartesischen Koordinaten behandelt werden, da diese den Schulerinnen meist geléufiger
sind. Die Bewegung des Korpers soll mit der Zeit t parametrisiert werden und hieraus
sollen dann die Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektoren, insbesondere auch

deren Richtung, bestimmt werden.

‘ r-cos(t) |

Abbildung 55: Drehbewegung einer Punktmasse

In der Abbildung 55 ist die Situation der Drehbewegung veranschaulicht. Der Kérper

sei als Massenpunkt durch den rotierenden Radiusvektor 1(t) beschrieben. 7(t) kann
entweder durch seine Kkartesischen Koordinaten (x|y) oder aber durch seine
Polarkoordinaten (r|¢) angegeben werden. Betrachten wir seine Kkartesischen

Koordinaten, so ergibt sich aus obiger Abbildung direkt

Ft) = (r-cos(t)]

r-sin(t)

beziehungsweise in Koordinatenform geschrieben

X =r-cos(t)
y =r-sin(t)

Dabei soll r konstant sein und der Parameter t eine reelle Zahl gréRer null. Somit

startet die Kreisbewegung fir t =0 beim Punkt (r|0).



Es soll nun die Geschwindigkeit dieser Kreisbewegung berechnet werden. Fir die

Geschwindigkeit gilt

V(t) =F(t)

beziehungsweise in Koordinatenform geschrieben

v, (1) =x(t) und v, (t)=y(1).

Damit ergibt sich fir die Geschwindigkeitskomponenten
v (1) = %(rcos(t)) =—r-sin(t)

v, () = %(r-sin(t)) =r-cos(t)

Der Geschwindigkeitsvektor kann somit folgendermalien geschrieben werden

v :(—r-sin(t)j

r-cos(t)

Der Geschwindigkeitsvektor steht immer normal auf dem Radiusvektor, was am
einfachsten dadurch gezeigt werden kann, dass das Skalarprodukt dieser beiden
Vektoren Null ergibt. Damit ist der Geschwindigkeitsvektor nattrlich auch immer
tangential zur Kreisbahn des Korpers.

F(t) - V(1) = [r ' Cos(t)j-(_r 'Si”(t)J — _1?cos(t) -sin(t) + r2 -sin(t) - cos(t) = 0

r-sin(t) ) { r-cos(t)

Es soll nun noch die Beschleunigung der Kreisbewegung berechnet werden. Fur die

Beschleunigung gilt

at) = v(t) = F(t)

beziehungsweise in Koordinatenform geschrieben
a,(t) =V, () =X(t) und a,(t) =V, () = §(t).

Damit ergibt sich fur die Beschleunigungskomponenten
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a (t)= %(—r-sin(t)) = —r-cos(t)

a,(t) = %(rcos(t)) =—r-sin(t)

Der Beschleunigungsvektor kann somit folgendermafen geschrieben werden

A(t) = (—r - cos(t)j

—r-sin(t)

Der Beschleunigungsvektor zeigt damit immer in die entgegengesetzte Richtung wie der
Radiusvektor, er ist also immer zur Rotationsachse hin gerichtet. Mit anderen Worten
heif3t das, dass sich der Korper, wenn er sich auf einer Kreisbahn bewegt, immer im
»freien Fall*“ auf die Rotationsachse befindet. Flr die Bewegung des Mondes um die

Erde heil’t das etwa, dass der Mond ununterbrochen im freien Fall auf die Erde fallt.

Es seien die Geschwindigkeit und die Beschleunigung noch in der Abbildung 56

veranschaulicht.

(1)

Abbildung 56: Geschwindigkeit und Beschleunigung einer Drehbewegung

166



3.7.2 Kegelschnitte

Kegelschnitte kommen in der Physik hauptséchlich in astronomischen Fragestellungen und in
der Optik vor. Bahnbewegungen von Himmelskdrpern koénnen Ellipsenbahnen,
Hyperbelbahnen oder Parabelbahnen sein. Satelliten bewegen sich auf Kreisbahnen um die
Erde. Parabelformen kommen etwa bei Autoscheinwerfern vor oder auch bei Radioteleskopen
oder als Parabolantennen zum Empfang von Mikrowellensignalen von Tele-
kommunikationssatelliten. Des Weiteren kommen parabolische Bahnbewegungen in der

Mechanik etwa beim schiefen Wurf vor.

Beispiel 1: Halley’scher Komet

Es findet sich im Mathematikbuch der siebten Klasse von Gotz, Reichel folgende instruktive

Aufgabe, die die GroRenverhaltnisse und Bahnen der Himmelskdrper im Sonnensystem sehr

schon veranschaulichen hilft.*8

Abbildung 57: Eine Aufgabe zum Halley’schen Kometen

Ldsung:

Zur Veranschaulichung seien in der Abbildung 58 die wichtigsten Kenngrofien einer
Ellipse in Erinnerung gerufen.

138 [23] Seite 192, Aufgabe 744
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Abbildung 58: Die Ellipse

Die groRe Halbachse ergibt sich zu

2-a=0,587 AE+35AE =35,587 AE = a~17,79 AE
und daraus die lineare Exzentrizitat e als
e=a —ATzl =17,7935AE -0,587 AE =17,21AE

und hieraus dann die kleine Bahnachse

b =+/a? —e? =/17,7935? —17,2065 ~ 4,53 AE

Damit ldsst sich die Gleichung der elliptischen Bahn des Halley’schen Kometen

schreiben als

2 2

X + y =1
316,48 20,52

Die Bahnen der Erde, des Jupiter und des Halley’schen Kometen sind in der Abbildung
59 dargestellt.
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Bahn des Kometen Halley

36 k) 4
Entfernung von
der Sonne in AE

Abbildung 59: Die Bahnkurve des Halley’schen Kometen

Beispiel 2: Elliptische, hyperbolische und parabolische Spiegel

Dieses Beispiel ist der Optik entnommen und betrifft drei Arten speziell geformter
Spiegel, den elliptischen Spiegel, den hyperbolischen Spiegel und den Parabolspiegel.
Grundlage der besonderen Eigenschaften dieser drei Spiegel sind spezielle
Eigenschaften der Kegelschnitte Ellipse, Hyperbel und Parabel.

Der Mathematikunterricht beschrénkt sich beim Kapitel Kegelschnitte zumeist auf die
algebraischen Methoden, dabei geht es dann darum, Gleichungen von Kegelschnitten
aufzustellen, Geraden mit den Kegelschnitten zu schneiden und Tangenten zu
bestimmen. Was dabei leider immer zu kurz kommt, sind die geometrischen
Besonderheiten, die die Kegelschnitte aufweisen. Aber gerade diese speziellen
Eigenschaften werden in vielen interessanten und alltdglichen Anwendungen in der
Physik und Technik verwendet. Viele dieser Anwendungen sind direkte Folgerungen
der geometrischen Eigenschaften der Kegelschnitte, weshalb es auch instruktiv sein

kann, die Eigenschaften auf geometrischem statt auf algebraischem Weg zu zeigen.

Da auch in der Mathematik geometrische Beweise bedauerlicherweise immer mehr an
Bedeutung verlieren, sollen die entsprechenden geometrischen Beweise gezeigt werden.
Dies kann auch durchaus lehrreich flr den Physikunterricht sein, da es fir die Physik in
einigen Bereichen sehr produktiv sein kann, wenn die Schiilerlnnen die Fahigkeit

erlangen, sich bildliche Vorstellungen von physikalischen Gegebenheiten zu machen.
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Elliptische Spiegel

Die zugrunde liegende geometrische Eigenschaft fiir die Konstruktion von elliptischen

Spiegeln besagt folgendes:

Die Normale zur Tangente halbiert den Winkel zwischen den Leitstrahlen.

Das kann man mit folgendem geometrischen Beweis zeigen, der in den Grundzugen und
139

in aller Kirze im Schulbuch Mathematik verstehen 7 zu finden ist.

Abbildung 60: Ein geometrischer Beweis zur Ellipse

Man zeichne einen beliebigen Punkt T auf der Ellipse und zeichne einen Kreis mit dem

Mittelpunkt F, und dem Radius 2a =FT+F,T. Man verlangere die Leitlinie TF, und

ermittle den Schnittpunkt mit dem Kreis, dieser Punkt sei mit G bezeichnet.**°

Da F,T+TG=F,T +TF =2a ist, muss TG =TF, gelten.

39 siehe [13], Seite 168; der Beweis wurde von mir als Beweisidee verwendet und abgeandert.

Den Kreis bezeichnet man als 1. Leitkreis und den Punkt G als 1. Gegenpunkt von T.
170

140



Zeichnet man nun die Streckensymmetrale der Strecke FG, so muss diese durch den

Ellipsenpunkt T gehen, daja T von G und F gleich weit entfernt ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Gerade t wirklich eine Tangente der Ellipse im Punkt

Tist. Dazu nimmt man einen beliebigen Punkt T, auf der Geraden an. Man erkennt
unmittelbar, dass FT,+T,F, =GT, +T,F, >2a sein muss. Das bedeutet nun aber, dass
T, kein Ellipsenpunkt sein kann und infolgedessen T der einzige Punkt der Geraden t

ist, sodass t eine Tangente der Ellipse ist.

Weiters folgt a=p (da t Streckensymmetrale) sowie a=y (o und vy sind
Scheitelwinkel) und hieraus p=vy. Da B' und y' komplementire Winkel zu  und vy

sind, mussen auch diese gleich sein und es folgt daraus die behauptete Eigenschaft, dass
die Normale zur Tangente den Winkel zwischen den Leitlinien halbiert, mit anderen

Worten gleich der Winkelsymmetralen der Leitlinien ist.

Aus dieser mathematischen Eigenschaft der Ellipse kann nun eine fir die Optik
interessante Folgerung gemacht werden. Reflexion an einer gekrimmten Flache
bedeutet eine Reflexion an der Tangente dieser Flache, da man sich die Ellipse in einem
Punkt durch ein kleines Tangentenstiick ersetzt denken kann. Die Normale auf die
Tangente entspricht dann in der Optik dem Lot auf die Spiegelflache. Wenn nun ein
Lichtstrahl durch einen Brennpunkt auf einen Punkt der Ellipse fallt, wird dieser so
reflektiert, dass der reflektierte Strahl durch den anderen Brennpunkt der Ellipse gehen
muss, dies ist in der Abbildung 61 veranschaulicht.

Abbildung 61: Ein Ellipsenspiegel
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Anwendung findet solch ein Ellipsenspiegel etwa in Zahnarztpraxen. Die Lampe
befindet sich im einen Brennpunkt des Spiegels und alle Lichtstrahlen werden im
zweiten Brennpunkt vereinigt, der sich im Mund des Patienten befindet.

Hyperbelspiegel

Die zugrunde liegende geometrische Eigenschaft fur die Konstruktion wvon
hyperbolischen Spiegeln besagt folgendes:

Die Tangente halbiert den Winkel zwischen den Leitstrahlen.

Das kann man mit folgendem geometrischen Beweis zeigen, der in den Grundziligen

ebenfalls im Schulbuch Mathematik verstehen 7 zu finden ist.***

Abbildung 62: Ein geometrischer Beweis zur Hyperbel

1 Siehe [13], Seite 169; der Beweis wurde von mir als Beweisidee verwendet und abgedndert.
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Man zeichne auf der Hyperbel einen beliebigen Punkt T und zeichne einen Kreis mit

dem Mittelpunkt F, und dem Radius 2a =FT —F,T. Man schneide die Leitlinie TR, mit

dem Kreis und ermittle den Schnittpunkt G .**?
Da ET-TG=RT-TF, =2a ist, muss TG =TF, gelten.

Zeichnet man nun die Streckensymmetrale der Strecke F,G, so muss diese durch den

Hyperbelpunkt T gehen, daja T von G und F, gleich weit entfernt ist.

Es bleibt wiederum noch zu zeigen, dass die Gerade t wirklich eine Tangente im Punkt

Tist. Dazu nimmt man einen beliebigen Punkt T, auf der Geraden an. Man erkennt
unmittelbar, dass FT,—TF, =FT,-T,G <2a sein muss. Das bedeutet nun aber, dass
T, kein Hyperbelpunkt sein kann und infolgedessen T der einzige Punkt der Geraden t

ist, sodass t eine Tangente der Hyperbel ist.

Weiters folgt a=p, da t Streckensymmetrale von F,Gist. Damit ist die Eigenschaft

gezeigt, dass die Tangente den Winkel zwischen den Leitlinien halbiert, mit anderen

Worten gleich der Winkelsymmetralen der Leitlinien ist.

Genauso wie beim Ellipsenspiegel kann man aus dieser mathematischen Eigenschaft der
Hyperbel eine wichtige Folgerung fur die Optik gewinnen. Aus der Abbildung 62 folgt
weiter, dass a=vy (o und y sind Scheitelwinkel) und daraus p=vy. Da B' und y'
komplementére Winkel zu B und vy sind, missen auch diese gleich sein. Die Normale
auf die Tangente entspricht wieder dem Lot, da der Einfallswinkel und der reflektierte
Winkel gleich sind und damit das Reflexionsgesetz erfillt ist. Weiters ist aus der
Abbildung 62 ersichtlich dass die Verlangerung des reflektierten Strahls durch den
Brennpunkt F, geht.

So gesehen kann die Eigenschaft einer Hyperbel auch folgendermalien formuliert

werden:

2 Den Kreis bezeichnet man als 1. Leitkreis der Hyperbel und den Punkt G als 1. Gegenpunkt von T.
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Ein von einem Brennpunkt einer Hyperbel ausgehender Lichtstrahl wird in einem Punkt

der Hyperbel so reflektiert, als ob er vom anderen Brennpunkt kommen wiirde.**?

Dies ist in der Abbildung 63 veranschaulicht.

Abbildung 63: Ein Hyperbelspiegel

Parabolspiegel

Die zugrunde liegende geometrische Eigenschaft fur die Konstruktion von

Parabolspiegeln besagt folgendes:

Die Tangente halbiert den Winkel zwischen der Leitstrecke und der Strecke, die vom

Punkt normal auf die Leitlinie steht.

Das kann man mit folgendem geometrischen Beweis zeigen, der in den Grundziigen im

Schulbuch Mathematik verstehen 7 zu finden ist.1*

3 Siehe [13] Seite 169

Siehe [13], Seite 169; der Beweis wurde von mir als Beweisidee verwendet und abgedndert.
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Leitinie

Abbildung 64: Ein geometrischer Beweis zur Parabel

Man zeichne auf der Parabel einen beliebigen Punkt T . Laut Definition einer Parabel ist
die Leitstrecke TF und der (Normal)Abstand des Punktes T von der Leitlinie gleich

lang. Also liegt T auf der Streckensymmetralen t von LF.

Es bleibt wiederum noch zu zeigen, dass die Gerade t wirklich eine Tangente im Punkt
Tist. Dazu nimmt man einen beliebigen Punkt T, auf der Geraden an. Man erkennt
unmittelbar, dass L T, #LT, =TF ist. Das bedeutet aber, dass T, kein Parabelpunkt

sein kann und infolgedessen T der einzige Punkt der Geraden t ist, sodass t eine

Tangente der Parabel ist.

Weiters folgt a=p, da t eine Streckensymmetrale von LF ist. Damit ist die

Eigenschaft gezeigt, dass die Tangente den Winkel zwischen der Leitstrecke und der

Strecke, die vom Punkt normal auf die Leitlinie steht halbiert.

Genauso wie beim Ellipsen- und Hyperbelspiegel kann man aus dieser mathematischen
Eigenschaft der Parabel eine wichtige Folgerung fur die Optik gewinnen. Aus der
Abbildung 64 folgt weiter, dass a =y (o und y sind Scheitelwinkel) und daraus B =v.
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Da p' und y' komplementdre Winkel zu B und vy sind, missen auch diese gleich sein.
Die Normale auf die Tangente entspricht wieder dem Lot, da der Einfallswinkel und der
reflektierte Winkel gleich sind und damit das Reflexionsgesetz erfullt ist. Weiters ist aus
der Abbildung 64 ersichtlich, dass die Verlangerung der Strecke LT parallel zur

Parabelachse verlauft.

So gesehen kann die Eigenschaft einer Parabel auch folgendermafen formuliert werden:

Ein vom Brennpunkt einer Parabel ausgehender Lichtstrahl wird an der Parabel parallel

zur Parabelachse reflektiert und umgekehrt werden zur Parabelachse parallele

Lichtstrahlen durch den Brennpunkt reflektiert.**®

Dies ist in der Abbildung 65 veranschaulicht.

Parabelachse E—-____q___
——
_—— "

Abbildung 65: Ein Parabolspiegel

Sphérische Spiegel, also Spiegel, deren Spiegelflache ein Teil einer Kugelschale ist,
sind zwar einfacher und kostenguinstiger herzustellen als Spiegel, deren Spiegelflachen
keine sphérische Form haben, allerdings weisen sie die sogenannte spharische

Aberration auf. Achsenparallele Strahlen, die an einem spharischen Spiegel reflektiert

% Siehe [13] Seite 170

176



werden, schneiden sich nicht im Brennpunkt des Spiegels, was natiirlich die Bildqualitat
beunglnstigt. Parabolische Spiegel weisen diese Aberration nicht auf, weshalb parallele
Lichtstrahlen alle durch den Brennpunkt gehen beziehungsweise umgekehrt
Lichtstrahlen, die vom Brennpunkt ausgehen, als achsenparallele Strahlen reflektiert

werden.

Anwendungen der Parabolspiegel sind etwa Autoscheinwerfer, bei denen sich eine
Lichtquelle im Brennpunkt des Parabolspiegels befindet und alle Strahlen beim
Fernlicht als achsenparallele Strahlen reflektiert werden.

Es soll noch als Abschluss dieser Anwendungen der Kegelschnitte kurz das Cassegrain-
Teleskop beschrieben werden. Der Aufbau ist in Abbildung 66 ersichtlich.

Y

Abbildung 66: Das Cassegrain-Teleskop

Die von einem weit entfernten Objekt (Stern, Galaxien) eintreffenden Lichtstrahlen

konnen als parallel angesehen werden und treffen auf den Hauptspiegel S,. Dieser ist
ein konkav-parabolischer Spiegel, der die Lichtstrahlen in den Brennpunkt F
reflektiert. Bevor die Lichtstrahlen den Brennpunkt F erreichen, treffen sie auf den
Sekundarspiegel S,. Dieser ist ein konvex-hyperbolischer Spiegel, der so angeordnet

ist, dass sein Brennpunkt mit dem Brennpunkt des Hauptspiegels zusammenfallit.
Deswegen werden die Lichtstrahlen vom Sekundarspiegel in seinen zweiten Brennpunkt
reflektiert, der beim Hauptspiegel liegt. Durch eine kleine Offnung im Hauptspiegel
verlassen die Lichtstrahlen das Teleskop, werden durch das Okular parallel ausgerichtet

und kénnen dann mit dem Auge oder einer Kamera betrachtet werden.
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3.7.3 Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen werden im Mathematikunterricht in der siebten Klasse behandelt,
allerdings fehlt es meist vollig an konkreten Anwendungen, die aullerhalb der
Mathematik liegen. Gerade bei Lehrerinnen, die nicht Physik beziehungsweise Chemie
unterrichten, fehlt das Hintergrundwissen und auch die Erfahrung der konkreten

Anwendungsmdglichkeiten der komplexen Zahlen.

Das liegt sicherlich auch daran, dass die Anwendungsbeispiele auf dem Niveau der
Schulmathematik recht rar sind, einziges auch praktisch anwendbares Beispiel hierzu
sind Zeigerdiagramme aus der Wechselstromlehre. In der Hochschulphysik dagegen
sind komplexe Zahlen beziehungsweise im Weiteren die komplexe Analysis als
Erweiterung der reellen Analysis als wichtige Methoden, mathematische Probleme sehr
effektiv l16sen zu koénnen, nicht wegzudenken und sozusagen alltagliches

6

Handwerkszeug des Physikers.**® Es sei auch darauf hingewiesen, dass komplexe

Zahlen besonders in der Quantenmechanik eine tberaus wichtige Rolle spielen, was

aber natiirlich tiber das Niveau der Schulmathematik weit hinausgeht.*’

Da wie schon erwéhnt, die einzig wirklich wichtige Anwendung der komplexen Zahlen
in der Wechselstromlehre zu finden ist, soll die Anwendung der komplexen Zahlen auch
anhand von Zeigerdiagrammen bei Wechselstromkreisen ausfihrlicher erkléart werden.
In neueren Lehrbuchern wird dieses Thema leider sehr stiefmutterlich behandelt und mit
dieser Darstellung hoffe ich die Vorzlige herausstreichen zu kénnen, da, sobald die
komplexen Widerstande erklart sind, mit diesen sehr weitreichende und interessante

Anwendungen behandelt werden kdnnen.

148 Als Beispiel sei etwa genannt die Verwendung komplexer Integrationsmethoden in der Elektrodynamik,

wenn es bei beschleunigten Ladungen um die Berechnung retardierter Potentiale geht. Im Zuge der
Berechnung sind Integrale zu berechnen, deren Integrationsweg Ulber singuldre Punkte geht, was durch die
Benutzung komplexer Integrale leicht zu bewerkstelligen ist. Man kann in der komplexen Zahlenebene einen
Integrationsweg wahlen, der um die problematischen singuldaren Punkte herumfihrt und das Integral mit Hilfe
des Residuensatzes sehr einfach auswerten.

¥ 5o ist die Schrodingergleichung eine komplexe Differentialgleichung, wobei auch die Lésungen im
Allgemeinen komplexe Funktionen sind. Auch die Pauli-Matrizen sind komplexwertige Matrizen, die zur
Beschreibung des Spins etwa von Elektronen verwendet werden.
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Beispiel 1: Zeigerdiagramme

In der Physik kommen in vielen Bereichen periodische VVorgange vor, die naturlich mit
Hilfe der trigonometrischen Funktionen dargestellt werden kdnnen. Eine alternative
Methode ist die Darstellung dieser Funktionen durch einen rotierenden Zeiger als
Vektor und im Weiteren dann als eine komplexe Zahl in der GauB’schen Zahlenebene.
Zur Anwendung kommt das Zeigermodell vor allem in der Schwingungslehre, der
Wellenoptik, der Quantenmechanik und, was auch im Folgenden vorgestellt werden

soll, in der Wechselstromlehre.

Eine Sinusschwingung, und nur solche kommen fir des Zeigermodell in Frage, kann

allgemein durch die Funktionsgleichung

y(t) =§-sin(ot+g¢,)

angeschrieben werden.

Die Grundidee des Zeigermodells ist eine sehr einfache. Ein Zeiger (Vektor) drehe sich
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit @ um den Ursprung, wobei seine Lange der

Amplitude ¥ des entsprechenden periodischen VVorgangs entspricht.

vt)

i sin(g(t)
Wi - sin(e(t)

olt,)

P(t,)

-
[N]
-
ol
&

Abbildung 67: Sinusschwingung und Zeigerdiagramm

Aus der Abbildung 67 erkennt man unmittelbar, dass der y-Komponente des Zeigers die

Auslenkung der periodischen Funktion entspricht, also l&sst sich schreiben

§-sin(o(t))=9-sin(ot+e,).

179



180

Entsprechend kann natiirlich jede periodische Bewegung auch alternativ durch die

Kosinusfunktion beschrieben werden, also
y(t)=9-cos(wt+gq,) .

In diesem Fall entspricht die x-Komponente des Zeigers der periodischen Funktion,

wenn gilt
§-cos((t))=§-cos(ot+q,).

Beide Darstellungen sind naturlich dquivalent, da sich die Sinus- und Kosinusfunktion

nur um einen Phasenwinkel von % unterscheiden, es gilt also immer

g T
cos(x)_sm(x+ 2) :
Es steht grundsatzlich frei, welche Darstellung, Sinus oder Kosinus, man waéhit,

entscheidend ist nur, dass man die gewahlte Darstellung in der Folge beibehalt.

Es gelten folgende Zuordnungen zwischen dem Zeigermodell und der

Schwingungsdarstellung:

Zeigerlange Schwingungsamplitude

y-Komponente des Zeigers Auslenkung der Schwingung
Momentanwinkel des Zeigers Phasenwinkel
Winkelgeschwindigkeit Kreisfrequenz
Drehzahl

Umlaufdauer

Frequenz

OO

Periodendauer

In einem weiteren Schritt soll der Zeiger als komplexe Zahl aufgefasst werden, wie in
der Abbildung 68 dargestellt ist.

Der Zeiger wird nun als komplexe Zahl z=a+i-b geschrieben

2(t) = §-(cos(g(t)) +i-sin (¢(1)))




Im(z)

Re(z)

2 - R
Im(z) o

Abbildung 68: Komplexe Darstellung des Zeigermodells

Die Schwingung entspricht dabei dem Realteil oder dem Imaginéarteil der komplexen
Zahl

y(t) =Re(z(t))=-cos(o(t)) = §-cos(ot+0,)
oder falls als Darstellung der Sinus gewéahlt wird
y(t) =1Im(z(t))=9-sin(p(t))=§-sin(ot+q,).

Aus dem Mathematikunterricht der siebten Klasse sollte die Euler’sche Formel fiir die

Exponentialdarstellung einer komplexen Zahl bekannt sein, sie lautet
e™ =CcosX +i-sinx

Fir eine komplexe Zahl z=a+i-bfolgt dann

9.ei<(m-1+(p0) _ 9-e“‘°° ot = y-ei"”" .

A

§=9-e" ist dabei die komplexe zeitunabhangige Amplitude, die den Drehwinkel zur

t

Zeit t=0 angibt und die Lange ¢ hat. ' stellt einen Zeiger der Lange 1 dar**®, der

die zeitliche Abhéngigkeit des periodischen VVorganges beinhaltet.

%% Dass eine komplexe Zahl der Form e" " immer die Lange 1 hat, erkennt man leicht:

[e"" |=|cos ot+i - sin ot| = y/cos ‘ot +sin ‘ot =1
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Beispiel 2: Zeigerdiagramme bei Widerstdnden, Spulen und Kondensatoren

In diesem Beispiel soll gezeigt werden, wie man die Beziehungen zwischen der
Spannung und der Stromstarke in einem Wechselstromkreis durch die Verwendung von
Zeigern beziehungsweise in komplexer Darstellung einfach geometrisch darstellen
kann. Es sollen die Spannungsabfélle an den drei Bauteilen Widerstand, Spule und
Kondensator in einem Wechselstromkreis ermittelt werden, wobei die Bauteile in

diesem Beispiel noch einzeln betrachtet werden.

Es soll angenommen werden, dass in allen drei Fallen der Spannungsabfall an den

Bauteilen so geartet ist, dass die Spannung U(t) einen Strom I(t)=1-sin(o-t+g,)

beziehungsweise I(t) =i-'®**) zur Folge hat, wobei 1 die (reelle) Amplitude und o,

der Nullphasenwinkel des Stromes ist. Es ist also jeweils die Spannung zu bestimmen,
die diesen Strom verursacht, wobei die Kreisfrequenz unverandert bleibt, allerdings der

Phasenwinkel sich in bestimmter Weise andern wird.

Es soll gezeigt werden, wie im Folgenden die Berechnungen in komplexer Schreibweise
durchgefuhrt werden, wobei komplexe Grofien wie in der Wechselstromtechnik Ublich

mit einem Unterstrich als solche gekennzeichnet werden.

Seien der Strom und die Spannung im Allgemeinen wie folgt angeschrieben:
1(t)=1-e“"% und U(t) = -

Analog zum Ohm‘schen Gesetz in der Gleichstromtechnik, also U=R-:I

beziehungsweise %=R, wird in der Wechselstromtechnik der Quotient von

(komplexer) Spannung und (komplexer) Stromstarke als (komplexer) Widerstand oder

Impedanz Z bezeichnet. Die Impedanz ist im Allgemeinen komplexwertig und kann

wie jede komplexe Zahl in Real- und Imaginarteil aufgespaltet werden:

Z=ReZ+i-ImZ

d 149

Der Realteil der Impedanz wird als Wirkwiderstan (Resistanz) R, der Imaginarteil

als Blindwiderstand*®® (Reaktanz) X bezeichnet.

149

Im Wirkwiderstand wird elektrische Energie unumkehrbar in thermische, mechanische oder chemische

Energie umgewandelt.
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Der Scheinwiderstand Z, ergibt sich dann nach dem pythagoreischen Lehrsatz als

Z=+R*+X*.

A) Widerstand in einem Wechselstromkreis

Abbildung 69: Ein Widerstand in einem Wechselstromkreis

Es soll eine Situation wie in Abbildung 69 vorliegen, dass eine ideale Wechsel-

151

spannungsquelle an einen Widerstand R angeschlossen ist. Nach der

1. Kirchhoff’schen Regel™? gilt
L_JG - L_JR =0

Laut dem Ohm’schen Gesetz gilt fiir den Spannungsabfall am Widerstand
L_JR =1R

sodass insgesamt folgt

U () =R-1()|

Also muss gelten

% |m Blindwiderstand wird keine elektrische Energie in thermische, mechanische oder chemische Energie

umgewandelt, sie pendelt vielmehr zwischen Erzeuger und Verbraucher hin und her, das kdnnen zum Beispiel
auch ein Kondensator und eine Spule in einem Wechselstromkreis sein.
! Bej einer idealen Wechselspannungsquelle kénnen der innerer Widerstand, die Selbstinduktivitdt und die
Kapazitdt der Spannungsquelle vernachlassigt werden.
2 Auch Maschensatz genannt, wonach sich in einem geschlossenen Stromkreis die Summe der elektrischen
Spannungen zu Null addieren muss. Die Kirchhoff'schen Regeln gelten in einem Wechselstromkreis genauso
wie in einem Gleichstromkreis, weshalb sie als Berechnungsgrundlage herangezogen werden kdénnen.
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l’:J 'ei(mt-#(pu) -R. i . i(ot+¢;)

D

RZ%GM’“‘”‘)Z%'(COS(%—<pi)+i'sin(<9u—<m))
Da R eine reelle GroRe ist, muss der Imagindrteil des vorigen Ausdrucks

verschwinden, also gelten
sin(e, —¢;)=0 < ¢, =9¢;.

Das heilt, dass bei einem ohmschen Widerstand in einem Wechselstromkreis die
Nullphasenwinkel immer gleich sind, was bedeutet, dass es zu Kkeiner
Phasenverschiebung zwischen dem Strom und der Spannung kommt, man spricht

hier von Gleichphasigkeit.

Fur die Impedanz folgt dann

Die Verhdltnisse zwischen Strom und Spannung sind in Abbildung 70
veranschaulicht, wobei sowohl die Schwingungsdarstellung als auch die

Darstellung in der komplexen Ebene gezeigt ist.
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Abbildung 70: Phasenbeziehung beim Widerstand in einem Wechselstromkreis



B) Spule in einem Wechselstromkreis

Abbildung 71: Eine Spule in einem Wechselstromkreis

Es soll jetzt eine Situation wie in Abbildung 71 vorliegen, dass eine

Wechselspannungsquelle an eine Spule L angeschlossen ist.

Nach der 1. Kirchhoff’schen Regel gilt

Fur den Spannungsabfall an einer Spule gilt

d

U =L-—,
=L dt

wobei L die Induktivitat der Spule gemessen in Henry angibt. Sodann ergibt sich

dl
U.=L-—
¢ dt

Fur die Ableitung des Stromes nach der Zeit ergibt sich

Man erhélt als Beziehung zwischen der Spannung an der Induktivitat und dem
Strom

U () =i-oL-10)
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Die Multiplikation einer komplexen Gréf3e mit der imaginédren Einheit bedeutet,

dass die GroRe um den Winkel % gegen den Uhrzeigersinn gedreht wird. Das

erkennt man sehr leicht aus der Euler’schen Formel, da

e?=cosZ+i-sinf=i gilt.
2 2

Iy

Mit anderen Worten bedeutet das, dass der Strom um > hinter der Spannung

zuriickbleibt beziehungsweise die Spannung dem Strom um voreilt, das

T
2

entspricht einer Viertelschwingung.

Fir die Impedanz folgt dann

Z =i-oL

Der induktive Blindwiderstand ergibt sich als X =wLund man erkennt dabei,

dass dieser mit steigender Kreisfrequenz zunimmt. Der komplexe Widerstand wird
auf der positiven imagindren Achse aufgetragen und steht damit normal auf den
Wirkwiderstand. Er ist ein konstanter komplexer Zeiger, der allerdings nicht rotiert,
da er keine Zeitabhangigkeit aufweist.

Die Verhaltnisse hierzu sind in Abbildung 72 veranschaulicht.

Abbildung 72: Phasenbeziehung an einer Spule in einem Wechselstromkreis



C) Kondensator in einem Wechselstromkreis

Abbildung 73: Ein Kondensator in einem Wechselstromkreis

Es soll jetzt die Situation wie in Abbildung 73 vorliegen, dass eine
Wechselspannungsquelle an einen Kondensator C angeschlossen ist.

Nach der 1. Kirchhoff’schen Regel gilt

Us-U.=0

Fur den Spannungsabfall an einem Kondensator gilt

du
I(H)=C.—=< ,
10 dt

wobei C die Kapazitat des Kondensators gemessen in Farad angibt.

Daraus folgt

l(t)=C'%<0'ei(mt+(p”))=i~c0C~[AJ~ei(°’t+‘””)=i-(oC'I_Jc(t)
1 i

Uo(t) = ——- 1(t) = ——— It

Je® iroC 10 oC 10

Man erhélt als Beziehung zwischen der Spannung am Kondensator und dem Strom

.1
Ue(®) =—-—=-1(0)
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Die Multiplikation einer komplexen GroRe mit der negativen imaginaren Einheit

bedeutet, dass die GrolRe um den Winkel % im Uhrzeigersinn gedreht wird. Das

erkennt man sehr leicht aus der Euler’schen Formel, da

i n

e"(_Z):cos(—ﬂ)Jri-sin(—ﬂ):—i gilt.
2 2
Mit anderen Worten bedeutet das, dass der Strom um % der Spannung voreilt

beziehungsweise die Spannung um Z hinter dem Strom zuriickbleibt. Fur die

2
Impedanz folgt dann
i
= oC
Der kapazitive Blindwiderstand ergibt sich als X 1 und man erkennt dabei,

oC

dass dieser mit steigender Kreisfrequenz abnimmt. Der komplexe Widerstand wird
auf der negativen imagindren Achse aufgetragen und steht damit wieder normal auf
den Wirkwiderstand. Er ist ein konstanter komplexer Zeiger, der allerdings
wiederum nicht rotiert, da er keine Zeitabhéngigkeit aufweist. Die Verhaltnisse

hierzu sind in Abbildung 74 veranschaulicht.

Im(U), Im(1) Ul
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|

w(t:)
K- y = Re(U), Re(l)

=

Abbildung 74: Phasenbeziehung an einem Kondensator in einem Wechselstromkreis



Es seien abschlieBend in Abbildung 75 die komplexen Widerstande (Impedanzen)
eines ohmschen Widerstandes, einer Spule und eines Kondensators im
Wechselstromkreis in der komplexen Ebene zusammenfassend dargestellt.

Im(Z) Im(Z) Im(

Ny

- Re(2) - Re(2) - Re(2)

Abbildung 75: Komplexe Widerstinde am ohmschen Widerstand, einer Spule und einer Kapazitat

Beispiel 3: Schaltkreise aus mehreren Bauteilen

Im Beispiel 1 und Beispiel 2 wurde die Darstellung der Spannung und des Stromes
sowie des komplexen Widerstandes (Impedanz) im komplexen Zeigerdiagramm
vorgestellt, aber darin ist der eigentliche Nutzen dieser Darstellung noch nicht zum
Ausdruck gekommen. Das soll nun mit diesem Beispiel geschehen. Sind einmal die
komplexen Widerstande im Unterricht erklart, ist die weitere Vorgangsweise sehr
einfach und es kdnnen sowohl Serien- wie Parallelschwingkreise, Hoch- und Tiefpasse,
sowie weiterfiihrend etwa die Verhdltnisse beim Drehstrom sehr leicht und ohne viele

mathematische Ableitungen fortgefiihrt werden.

Es seien jetzt in einem Wechselstromkreis je zwei Bauteile in Reihe geschaltet, ein
Widerstand und ein Kondensator (Abbildung 76a), ein Widerstand und eine Spule
(Abbildung 76b) und eine Spule und ein Kondensator (Abbildung 76c).
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(a) (b) (€)

Abbildung 76: Wechselstromkreise mit zwei Bauteilen in Serie

In einem Wechselstromkreis gelten genauso die Regeln flir Serien- oder
Parallelschaltungen sowie die Kirchhoff’schen Regeln wie in einem Gleichstromkreis.
Sind die Bauteile in Serie geschaltet, gibt man am einfachsten den Strom vor und
bestimmt von diesem ausgehend die an jedem Bauteil anfallenden Spannungen, wie das
auch im vorigen Beispiel 1 geschehen ist. Die (komplexen) Gesamtwiderstande ergeben

sich dann sehr einfach durch Addition der (komplexen) Einzelwidersténde, es gilt also

Die Betrage der Impedanzen ergeben sich durch (bliche Betragsbildung einer

komplexen Zahl als |z|=+/z-Z , wobei Z die konjugiert komplexe Zahl zu z ist.

|;Rc|=\/[R—c;—Cj-(R +wLCJ = R2+(®1C)2

Ze|={(R+i-0L) (R-i-oL) =\R*+(oL)’

oL__1
oC

|ZLC| =




Die Zusammenhange fur die komplexen Widerstande (Impedanzen) sind in Abbildung

77 veranschaulicht.

Im(Z)

Im(Z2)

iwL Zey |

Re(Z)

Im(Z)

iwlL

Abbildung 77: Impedanzen im Serienwechselstromkreis mit zwei Bauteilen

Re(Z)

Interessant hierbei und wichtig in Anwendungen ist, dass sich die induktiven und

kapazitiven Blindwiderstande gegenseitig zu Null addieren kdnnen, da sie ungleiches

Vorzeichen haben und beide auf der imagindren Achse liegen. Der ohmsche Widerstand

dagegen kann nicht zum Verschwinden gebracht werden, es ist also immer ein gewisser

Energieverlust vorhanden.

Beispiel 4: Komplexe Wiederstinde beim Serienschwingkreis

Sind ein ohmscher Widerstand, eine Kapazitat und eine Spule in Reihe geschaltet, so

spricht man von einem Serienschwingkreis (Abbildung 78).

.............................

Abbildung 78: Ein Serienschwingkreis

Der komplexe Gesamtwiderstand (Impedanz) ergibt sich sofort aus der Summe der

komplexen Einzelwiderstande zu
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. 1
des =ZR +ZC+ZL = R+I'(0‘)L__j
oC

mit dem Betrag

A ]

Man erkennt, dass der Betrag der Gesamtimpedanz beim Serienschwingkreis ein

iz

ges

Minimum hat, wenn der zweite Summand verschwindet, wenn also gilt

mL—i:0 o 0’'LC=0< (;):L

oC \/E

Das bedeutet, dass der komplexe Widerstand eines Serienschwingkreises mit der
- - - - - _1 -
Kapazitdt C und der Induktivitdt L bei der Schwingungsfrequenz co=(\/LC) ein

Minimum hat, man spricht von der Resonanzfrequenz des Serienschwingkreises.

Es seien noch die Zusammenhéange flr die komplexen Widerstdnde (Impedanzen) des

Serienschwingkreises in Abbildung 79 veranschaulicht.

Im(Z2)
[

Abbildung 79: Die komplexen Widerstdnde beim Serienschwingkreis



3.8

3.8.1

8. Klasse

Integralrechnung

Die Integration ist die Umkehroperation der Differentiation. Das bedeutet, wird eine
Funktion f(x) integriert, so sucht man eine Funktion F(x), deren Ableitung nach der
Variablen X die Ausgangsfunktion f(x)ist. Die Funktion F(x)ist nicht eindeutig

festgelegt, man darf immer eine konstante Funktion addieren, da die Ableitung der

konstanten Funktion null ergibt.

In der Physik bedeutet dies, dass man immer Anfangs- oder Randbedingungen mit
angeben muss, wenn man ein eindeutiges Ergebnis erhalten mochte. Man erhélt durch
die Integration als Ergebnis eine Funktionenschar und durch die Anfangs- oder
Randbedingungen legt man fest, welche Funktion aus dieser Funktionenschar eine
Losung der gegebenen Aufgabe darstellt. Mdchte man etwa die Bewegungsgleichung
durch Integration 16sen, muss die Anfangsgeschwindigkeit und die Anfangsposition zu

einer bestimmten Zeit (meist zur Zeit t =0) angegeben werden.

Die Dimension eines Integrals einer Funktion erhalt man durch die Multiplikation der

Dimension des Integranden mit der Dimension der Integrationsvariablen. Wird zum

1
Beispiel das Integral Iv(t)dt gebildet, wobei v(t) eine Geschwindigkeitsfunktion
0

darstellen soll, so ist die Dimension des Integranden [v]=m-s™ und die Dimension der

Integrationsvariablen [t]=s. Fur die Dimension des Integrals ergibt sich dann

(m-s™)-s=m, also die Dimension einer L&nge.

Im Folgenden sollen mehrere Beispiele vorgestellt werden, wie in der Physik die
Integration zur Berechnung diverser GroRen verwendet werden kann. Es soll nicht
unerwahnt bleiben, dass die Integration in der Physik sicherlich eine der haufigsten und
grundlegenden Rechenoperationen darstellt und in jedem Teilgebiet der Physik zur

Anwendung kommt.
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Beispiel 1: Arbeit in einem Kraftfeld

|153

Das Beispiel ist dem Schulbuch Mathematik 8 von Go6tz, Reichel™* entnommen.

412 Berechne die Arbeit (in Joule), die notwendig ist, um einen Kdrper mit der
Masse 1 kg von der Erdoberflache in 300 km Hohe zu bringen!

(Mg, =6-10*Kkg, r_, =6370km).

413 Berechne die Arbeit (in Joule), die notwendig ist, um einen Kdrper mit der
Masse 1 kg von der Erdoberflache aus dem Gravitationsfeld der Erde zu

entfernen!

Dieses erste Beispiel soll etwas genauer behandelt werden, um die VVorgangsweise der
Integration, wie sie der Physiker in der Praxis durchfuhrt, besser nachvollziehen zu

kdnnen.

Meige - M 154

Auf einen Korper wirkt die Gravitationskraft F(r)=G- . ,  wobei
r

M., =6-10* kg die Masse der Erde und m die Masse des im Gravitationsfeld der

Erde bewegten Korpers ist. G=6,673-10"m*kg s ist die Gravitationskonstante.

Da die Gravitationskraft eine Funktion der Entfernung vom Erdmittelpunkt ist, wird sie
fur die kleine Wegstrecke As als konstant angenommen. Fir diese kleine Wegstrecke

gilt dann angenéahert
AW =F(s) - As
Wird die gesamte Wegstrecke in kleine Wegdifferenzen As, aufgeteilt und alle

Produkte F(s;)-As, aufsummiert, ergibt sich ein naherungsweiser Ausdruck fir die

Arbeit, die verrichtet wurde.

>3 Siehe [27] Aufgabe 412 Seite 110

% Die Kraft kann hier als skalare GréRe angeschrieben werden, da nur Bewegungen parallel zur Kraft eine Rolle
spielen. Wird ein Kérper eine bestimmte Hohe gehoben, muss nur die senkrechte Bewegung beriicksichtigt
werden, die Bewegung normal dazu liefert keinen Beitrag zur Arbeit.
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W ~ ZH:F(si)-Asi
i=1

Dieser Naherung ist umso genauer, je kleiner die Wegstrecken As,gewahlt werden.

Lasst man die Wegstrecken gegen null gehen beziehungsweise die Anzahl der
Wegstrecken gegen unendlich, so ergibt sich der exakte Wert der Arbeit als Grenzwert

dieser Summenbildung und man schreibt daftr
W =1im > F(s,)- As, = [F(s)-dE
n—oo i—1 o

als das Integral der Funktion in den Grenzen r, bis r,.

Wird die Gravitationskraft fir die Kraft F eingesetzt, erhalt man

J.F(s)ds jG Mewe M 4r 2 G- Mgy, -m rjldr.

2
) r

Die Auswertung ergibt fir dieses Integral

n

W=G-Meq - J'd_2: Merce m'(_%) :G'MErde'm(%_%j

Also gilt allgemein: Wenn ein Kérper in einem Gravitationsfeld aus einer Hohe r, auf

To

eine Hohe r, gehoben wird, muss die Arbeit

W=G-MErde-m-(l—lj
r0 rl

verrichtet werden.

Damit kénnen nun die beiden gestellten Aufgaben einfach durch Einsetzen gelst

werden.
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Aufgabe 412

1
6,37-10° 6,67-10°

W:6,673-1O‘11-6-1024-1-[ ]z2,83-106\]

Antwort: Um eine Masse von 1 kg von der Erdoberflache aus auf eine Hohe von

300 km zu bringen, ist eine Arbeit von etwa 2,83-10° J notwendig.™

Aufgabe 413

Es muss jetzt das folgende Integral berechnet werden

o0

— G"'\/IErde'rn
r0

car 1
W:G'MErde'm'jr_zzG'MErde'm'(_FJ

T To

Eingesetzt erhélt man

-11 24
W 6,673-107°-6-10" -1
6,37-10°

~6,29-10"J

Beispiel 2: Dehnungsarbeit einer Feder

Die Dehnungsarbeit beim Spannen einer Feder wurde bereits im Kapitel 3.2.1,
Beispiel 2 mittels des Flacheninhalts berechnet. Dieses Ergebnis soll nun mit Hilfe der

Integralrechnung noch einmal hergeleitet werden.

Das Beispiel ist dem Schulbuch Mathematik 8 von Gétz, Reichel**® entnommen.

> Hstte man statt des Gravitationsgesetzes angenommen, dass die Arbeit gegen die (konstante) Gewichtskraft

verrichtet wird, ergdbe sich eine Arbeit von W =m-g-s =1.9,81-3-10°J = 2,943-10°J . Dieses Ergebnis ist
etwas kleiner als das Ergebnis von 2,83 .10°J, da die Gravitationskraft mit der Hohe abnimmt.

¢ siehe [27] Aufgabe 404 Seite 109
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404 Eine Schraubenfeder (k =150 Nm™) ist gegeniiber dem unbelasteten Zustand

um 15 cm gedehnt. Welche Arbeit (in Joule) ist nétig, um die Feder weitere 20

c¢m zu dehnen?

Fiir die Auslenkung einer Feder gilt das Hooke’sche Gesetz F(x) =k-x . Um eine Feder
um eine kleine Auslenkung Ax zu dehnen, muss die Arbeit AW =F(x)-Ax =Kk-X-AX

verrichtet werden. Fir die gesamte verrichtete Arbeit ergibt sich dann

Xg

—%(XE—Xi)

XA

W=k-_[x-dx=k~x?2

Durch Einsetzen erhalt man

W=%-(0,352—0,152) 1=7,51

Es werden 7,5 J benétigt, um die Feder zu dehnen.

Beispiel 3: Der Massenmittelpunkt!57

Der Massenmittelpunkt eines Massensystems vereinfacht die Berechnungen in der
Mechanik auf zwei Weisen. Erstens dient er dazu, einen komplexen Kdérper auf einen
Massenpunkt zu reduzieren, dem dieselbe Masse zugewiesen wird wie der Korper
besitzt. Mit der Reduktion eines Koérpers auf einen Massenpunkt ist es moglich, die
Bahnkurve eines Korpers unter der Einwirkung einer Kraft vereinfacht zu berechnen.
Als Beispiel diene ein Hammer, der geworfen wird. Der Hammer kann um seinen
Massenmittelpunkt rotieren und beschreibt somit eine sehr komplizierte Bahn, der
Massenmittelpunkt selbst bewegt sich aber auf der einfachen Flugparabel, die einem
schiefen Wurf entspricht. Eine weitere Anwendung des Massenmittelpunktes besteht

darin, dass, wenn man die Berechnungen im sogenannten Schwerpunktsystem

7 per Massenmittelpunkt und der Schwerpunkt fallen in den meisten Fallen zusammen. Genau genommen

miisste man zwischen den beiden Begriffen unterscheiden, da der Schwerpunkt durch die Erdanziehung
bestimmt wird, der Massenmittelpunkt aber ausschlieflich von der Kérpergeometrie und der Massenverteilung
bestimmt ist. Wenn diese Anziehung nicht homogen ist, kann sich der Schwerpunkt vom Massenmittelpunkt
unterscheiden.
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durchfiihrt, diese sich sehr vereinfachen kénnen. Das Schwerpunktsystem hat dabei den

Massenmittelpunkt als Koordinatenursprung.

Betrachten wir als erstes den Massenmittelpunkt zweier Punktmassen mit den Massen

m, und m, in folgender Anordnung (Abbildung 80):

m, m,
* x
S
Fo=m;y-g
/
Fi=mi-g

Abbildung 80: Massenmittelpunkt zweier Punktmassen

Es soll die x-Koordinate so bestimmt werden, dass die beiden Massen im Gleichgewicht
sein sollen, wenn der Drehpunkt im Massenmittelpunkt liegt. Es wird das Drehmoment

beider Massen berechnet:

(Xs_Xl)'ml'g:(Xz_xs)'mz'g
(m,+m,) -Xg=m,-X, +m,-X,
. - m,-X, +E,-X,

® M

Der Massenmittelpunkt zweier Punktmassen ergibt sich somit zu

_MmyX +m, X,

Xg M

wobei M die Gesamtmasse des Systems ist.

Das kann sehr einfach auf n Massenpunkte verallgemeinert werden mit



m,-X,+m, X, +..+4m_ X, 1 <
XS: M :m'- mi'Xi

i=1

Im néchsten Schritt stellen wir uns einen in x-Richtung ausgedehnten Kérper mit einer

kontinuierlichen Massenverteilung vor, diese sei durch m(x) gegeben. Der Korper sei
in kleine Massenstiicke Am(Xx,), Am(X,), ..., Am(x,) aufgeteilt. Damit lasst sich die

Massenmittelpunktskoordinate xg folgendermafen schreiben:

Xg zﬁ-ixi-Ami
i=1

Wenn man die Massenstiicke immer kleiner werden l&asst und schliel3lich den Grenzwert

mit Am — O bildet, erhalt man das Integral fiir den Massenmittelpunkt'*®

xszﬁjx-dm

Ein Beispiel soll die Berechnung des Massenmittelpunktes verdeutlichen.*®

Berechne den Massenmittelpunkt eines rechtwinkligen Dreiecks mit den
Kathetenldngen L und der Gesamtmasse M, wobei die Masse M homogen verteilt sei
(siehe Abbildung 81)!
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Es sei p die Massendichte pro Fl&cheneinheit Daraus ergibt sich fir die

Gesamtmasse des Dreiecks

Ist der Kérper raumlich ausgedehnt, erhalt man die y- und z-Koordinate des Massenmittelpunktes analog:

Y, :t.jydm und z_ :ﬁjz.dm

Siehe dazu [28] Seite 298
Man stelle sich eine unendlich diinne Platte vor, die nur eine Ldngen- und Breitenausdehnung besitzt. Die

Flichenmassendichte ist dann die Masse pro Flacheneinheit und hat die Einheit kg-m™.
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Xg L

Abbildung 81: Massenmittelpunkt eines Dreiecks

Die lineare Funktion, die das Dreieck begrenzt ist gegeben durch y=-x+L. Damit
ergibt sich fir dm folgender Ausdruck

dm=p-y(x)-dx =p-(L—x)-dx

Das kann in die Formel fir den Massenmittelpunkt eingesetzt werden

Xg L L
stﬁ-jx-dm:p.sz -p-jx-(L—x)dX:%-J‘X-L—xzdx
Xa 0 0

Die Auswertung des Integrals ergibt

Aufgrund der vorliegenden Symmetrie muss die y-Koordinate des Massenmittelpunktes

ebenfalls den Wert % haben.

Also l&sst sich die Massenmittelpunktskoordinate S angeben als

s=(x 1y =(5 L),
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Beispiel 4: Das Trdgheitsmoment

Das Tragheitsmoment spielt bei den Rotationen dieselbe Rolle wie die Masse bei den

161

Translationen™". Viele Gleichungen der Rotation und Translation kénnen vollig analog

geschrieben werden, wenn man statt der Masse m das Tragheitsmoment | einsetzt.

Beispielsweise ist die kinetische Energie fiir translatorische Bewegungen gegeben durch

Ekin:l-m-vz. Fir Rotationen lautet der entsprechende Ausdruck Erot:l-l-mz,

2 2

wobei o die Winkelgeschwindigkeit ist.

Das Tragheitsmoment ist fir n Punktmassen m., die sich im (Normal)Abstand r, von

der Drehachse befinden, durch die Formel

n
2
I=>"m,-r,
i=1

gegeben.

Der Korper soll nun wieder eine kontinuierlich verteilte Massenverteilung aufweisen.

Wenn man die Massenstiicke Am,, aus denen man sich den Korper aufgebaut denkt,

immer kleiner werden lasst und schlieRlich den Grenzwert mit Am — Qbildet, erhélt

man das Integral fur das Tragheitsmoment eines Korpers

I:Irzdm

Zwei Beispiele sollen die Berechnung des Tréagheitsmoments verdeutlichen.

1. Tragheitsmoment eines homogenen langen diinnen Stabes

Der Stab habe die Lange L und die Gesamtmasse M , die Drehachse sei normal
zum Stab und befinde sich in der Entfernung a von einem Ende des Stabes
(Abbildung 82).

%1 Siehe auch Kapitel 3.6.4, Beispiel 1 und Beispiel 2
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Drehachse

——q--
—
__y__

QO
Y
|

(@)
Y

Y

Abbildung 82: Tragheitsmoment eines rotierenden Stabes

Es sei p die (Linien)Massendichte'® des Stabes, dann ist p=%. Damit ergibt

sich folgender Ausdruck fir eine kleine Teilmasse dm=p-dx und somit das

Trégheitsmoment
%, M oo M E M (rs .3
|:!X 'dm:T'.!:X 'dX:T'—a:ﬁ‘(b —a)

Sei speziell die Drehachse im Mittelpunkt des Stabes, dann ist az—% und

b :%. Damit ergibt sich das Tragheitsmoment

=M (L)S_(_L)S _ M L_ML
3-L 2 2 3-L 4 12

Sei die Drehachse jetzt an einem Ende des Stabes, dann ist a=0 und b=L.

Damit ergibt sich

. 2
I=3_ML~(L3—O)—M L

%2 Man stelle sich einen unendlich diinnen Stab vor, der nur eine Langenausdehnung besitzt. Die

Linienmassendichte ist dann die Masse pro Langeneinheit und hat die Einheit kg- m™.
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Damit sieht man, dass das Tragheitsmoment eines Kdorpers von der Lage der
Drehachse abhéngig ist. Derselbe Korper kann ganz verschiedene

Trégheitsmomente besitzen je nachdem, welche Drehachse man betrachtet.

Tragheitsmoment einer Schwungscheibe

Schwungscheiben sind Zylinder mit einer groen Masse, die durch ihre Rotation
hohe Energiemengen speichern kénnen. Deswegen sind sie in vielen technischen
Anwendungen bis hin zu einfachen Spielzeugautos zu finden. Es sei eine
Schwungscheibe mit dem Radius R und der Hohe H gegeben, die die
Gesamtmasse M haben soll, die homogen (ber den Vollzylinder verteilt ist. Die

Drehachse sei die Symmetrieachse des Zylinders (vergleiche Abbildung 83).

Drehachse

S=m==)

| R

A
L

Abbildung 83: Tragheitsmoment einer Schwungscheibe

Alle Massenelemente, die sich im selben Abstand von der Drehachse befinden,
tragen denselben Beitrag zum Tragheitsmoment bei. Deswegen betrachten wir
einen sehr diinnen Hohlzylinder mit der Dicke dr. Die Masse des Hohlzylinders

betragt ndherungsweise
dn=p-2rn-H-dr

wobei p = M_ Rlle die Massendichte der Schwungscheibe ist.
T

\%
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Damit ergibt sich fur das Tragheitsmoment

R

R 4 A ,
|:2an-J-r3dr:M.r_ ZMRT M-R
0

“RZ2 2

R’mrH 4 0 2

Das heildt, die Uber den Vollzylinder gleichmaRig verteilte Masse hat dieselbe
Wirkung wie ein Massenpunkt, der die halbe Masse des Schwungrades hat und im

Abstand R um die Drehachse rotiert!

Beispiel 5: Mittlere Leistung von Wechselstrom
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Die elektrische Leistung P(t) des elektrischen Stroms ist durch das Produkt der

Stromstérke I(t) und der Spannung U(t) gegeben

P(t) = I(t)- U(1) .

Die elektrische Stromstarke und die elektrische Spannung eines Wechselstromes sind

gegeben durch I(t)=1,-sin(ot) und U(t) =U,sin(wt), wobei m=% und T die

Dauer einer Schwingung ist. Fur die elektrische Momentanleistung ergibt sich dann
P(t)=1,-U, sin*(wt).

Uber einen Zeitraum t verrichtet der elektrische Strom die elektrische Arbeit W, die als
Leistung multipliziert mit der Zeit berechnet wird. Nun ist beim Wechselstrom die
Leistung nicht konstant, so dass die elektrische Arbeit durch Integration berechnet
werden muss. Da der elektrische Strom ein periodischer Vorgang ist, gendigt es, eine

Periode T zu betrachten.

Die elektrische Arbeit berechnet sich zu

§
W =1, U, - [sin® (ot)dt
0



Die mittlere Leistung wird nun als die konstante Leistung definiert, die Uber eine

Periode dieselbe elektrische Arbeit liefern wiirde, somit soll gelten

ﬁ-T:W:}I(t)-U(t)dt.

0

Damit ergibt sich die Definition der mittleren Leistung zu

1 T
Pz?-ll(t)-U(t)dt

Konkret ergibt sich dann fiir die mittlere Wechselstromleistung
T
ﬁ:M-Isinz(m t)dt
T 0

Das Integral lasst sich durch partielle Integration ldsen.

2n T T |, 2n T
=0
r ont
_ 2(2nt
_Il sin (T )dt

Damit ist

T

J.SI (%)dt_T _[sm (2_"}t)dt

0

Fur die mittlere Leistung ergibt sich daraus
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. . - . : : l,-U
Das heift, auf langere Zeit ist bei einem Wechselstrom die konstante Leistung %

wirksam. Siehe auch Abbildung 84.

LU P
I = P()
’ hY 4 N
’ A} ’ Y
:’ ‘\ l" ‘\
’ » Ay
________ i - * 7 1Y
Yo ; \ ! |
1 v J: \ —
-------------------------------- [ e P
| A ‘\ /! Y
[y \
0 i ‘\ /! “
1’ \\ l' ‘\
’ Y
o s
/4 o _,' A -
! t
|
I
I
|
|
|
|
u(t) |
T |

Abbildung 84: Momentan- und mittlere Wechselstromleistung

206



3.8.2 Differentialgleichungen

Dieses Kapitel Uber Differentialgleichungen stellt den Ubergang her wvon der
Schulphysik zur Physik, die dann weiter an den Universitaten gelehrt wird. Das Kapitel
markiert sozusagen die Grenze dessen, bis zu der die Schulphysik zu gehen vermag und

wo die Mathematik dann auch nicht mehr ausreichend ist, die zum Schulstoff gehort.

Wird ein Physiker gefragt, in welcher Form der Mathematik die bestimmenden
Gleichungen der Physik geschrieben sind, kann als Antwort sicher gegeben werden,
dass das in Form von Differentialgleichungen geschieht. Im Schulunterricht ist das
Thema Differentialgleichungen sicher ein wenn (berhaupt vernachléssigtes. Ein Grund
mag darin liegen, dass Lehrerlnnen, die nur Mathematik unterrichten, nicht die
entsprechenden Vorkenntnisse beziehungsweise den Einblick in die Wichtigkeit von
Differentialgleichungen in der Physik haben. Es kann im Schulunterricht sicher nur sehr
eingeschrankt auf das Thema eingegangen werden, es sollte aber meines Erachtens doch
zumindest zur Sprache gebracht werden und eventuell eine einfache
Differentialgleichung hergeleitet und gel6st werden, um die \Vorgangsweise zu
erlautern. Zumindest aber die eine mindliche Matura ist das Thema lohnend und sollte
von den Schulerinnen, da man doch in diesem Fall ein grof3eres Interesse voraussetzen

kann, verstanden und behandelt werden.

Einige der wichtigsten Differentialgleichungen in der Physik seien im folgenden ersten
Beispiel genannt und erldutert.

Beispiel 1: Drei wichtige Differentialgleichungen der Physik

1. Die Bewegungsgleichung der Mechanik

Das 2. Newton’sche Gesetz lautet in Vektorform m-a=F. Dabei ist die

Beschleunigung a(t) die zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit, somit kann die

Bewegungsgleichung geschrieben werden als

m 9% g5 g

2
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Dabei ist F(X,t) die duBere Kraft, die im allgemeinen Fall vom Ort X als auch von
der Zeit t abhangen kann. Ist die duRere Kraft nur vom Ort abhangig und nicht von
der Zeit, so vereinfacht sich flr zeitunabhdngige Probleme die

Bewegungsgleichung zu

Die 4uRere Kraft F kann natiirlich verschiedenste Formen annehmen und macht
damit das Losen der Bewegungsgleichung entsprechend schwierig. Man denke nur
an das Problem der Bewegung eines Planeten um die Sonne. Im einfachsten Fall ist
die duRere Kraft die Gravitationskraft, mit der der Planet von der Sonne angezogen
wird. Als Losung erhélt man die bekannten Ellipsenbahnen der Planeten. Fir
genauere Berechnungen missen aber auch die gegenseitigen Anziehungskrafte der
anderen Koérper im Sonnensystem mitbertcksichtigt werden. Dadurch ist es etwa
nicht moglich, etwa das Dreikorperproblem, wenn drei Korper sich gegenseitig
anziehen, mathematisch in geschlossener Form zu l8sen, es miussen dann

nummerische Methoden herangezogen werden.

Um die Wichtigkeit dieser Gleichung zu begreifen, muss man sich klarmachen,
dass mit dieser Differentialgleichung bei bekannten dulReren Kraften alle
Bewegungsvorgange geldst werden kdnnen, das heilt diese Gleichung beschreibt

die gesamte Kinetik.

Im néchsten Beispiel 2 soll diese Gleichung dann exemplarisch fir den freien Fall

gelost werden.

2. Die 4 Maxwellgleichungen der Elektrodynamik

Eine der groRartigsten Errungenschaften der Physik des 19. Jahrhunderts war die

Aufstellungen dieser vier gekoppelten Differentialgleichungen durch Maxwell*®,
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James Clerk Maxwell; 1831 — 1879, schottischer Physiker, entwickelte die vier nach ihm benannten Maxwell-

Gleichungen, die die Grundlage der Elektrodynamik darstellen sowie die kinetische Gastheorie, welche die
statistische Mechanik begriindete.
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Die Mathematik dieser Gleichungen geht iber den Schulstoff weit hinaus und soll
hier auch nicht ansatzweise versucht werden. Das Schwierige, aber auch was diese
Gleichungen so interessant machen, ist, dass es sich um sogenannte gekoppelte
Differentialgleichungen handelt, das heil3t die Gleichungen hangen voneinander ab

und mussen als Gesamtheit geldst werden.

Es soll nur darauf hingewiesen werden, dass mit diesen 4 Gleichungen die gesamte
Elektrodynamik hergeleitet werden kann, sie verknlpfen die bis dahin getrennten
Begriffe des elektrischen und des magnetischen Feldes zum Begriff des
elektromagnetischen Feldes. Auch die gesamte Theorie der Optik, solange es sich

dabei um die klassische Optik handelt, ist in diesen Gleichungen enthalten.

Die Gleichungen sehen folgendermafen aus:

divE=F

€y

divB=0
rotE = -8
ot

= - ok
rotB=p,j+u,e, —
HoJ T Ho€ ot
Dabeisind E und B die elektrische und magnetische Feldstarke, p und j die
elektrische Ladungsdichte Stromdichte und &, und p,sind bestimmte Konstanten.

Div und rot (Divergenz und Rotation) sind sogenannte Differentialoperatoren, in

denen die Ableitungen der GréRen E und B vorkommen.

Das Symbol &, das in allen diesen vier Gleichungen vorkommt ist, steht fur eine
sogenannte partielle Ableitung. Das sind Ableitungen nach einer Variablen einer

Grolke, wenn diese GroRe von mehreren Variablen abhangen kann. Die beiden

Feldstarken E und B hangen sowohl vom Ort als auch von der Zeit ab. Da der Ort

durch die drei Koordinaten X, Y,z angegeben wird, kdnnen die Feldstarken von vier
Variablen abhdngen, drei Orts- und einer Zeitkoordinate, man schreibt dann

E(x,y,z,t) beziehungsweise B(x,y,z,t). Wird nun etwa die elektrische Feldstarke
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E nach der Zeit abgeleitet, so schreibt man nicht

w , sondern stattdessen

8E(x, Y,z,t)
ot '

Auch ohne die Mathematik hinter den Gleichungen verstehen zu kénnen, sieht man
doch in der dritten und vierten Maxwellgleichung, dass die elektrische und

magnetische Feldstdrke voneinander abhdngen. Die vorkommenden ersten

Zeitableitungen von E und B sind in den Gleichungen mit der jeweils anderen
Feldstarke verkniipft. Ein elektrisches Feld, das sich mit der Zeit andert, ruft ein
magnetisches Feld hervor und umgekehrt ein zeitlich veranderliches magnetisches

Feld ein elektrisches Feld.

Genauso stellt man sich Licht vor. Licht ist nichts Anderes als zeitlich
verénderliche elektrische und magnetische Felder, die sich gegenseitig erzeugen,
dabei stehen die elektrischen und magnetischen Feldvektoren normal aufeinander
und beide normal auf die Ausbreitungsrichtung des Lichtes. Licht ist somit eine

transversale Welle.

3. Die Schrodingergleichung der Quantenmechanik

Beschreibt die Bewegungsgleichung der Mechanik die Bewegung von
makroskopischen Korpern, wie etwa Planeten im Sonnensystem, so kann diese
Bewegungsgleichung fur die Bewegung der Elektronen im Atom nicht mehr
verwendet werden, sie verliert ihre Giltigkeit im mikroskopischen Bereich. Zur
Beschreibung atomarer Vorgdnge ist eine neue Beschreibung notwendig, die
guantenmechanische, und die zugrundeliegende Differentialgleichung ist die

Schrodingergleichung®®.

Die Schrddingergleichung gilt normalerweise in drei Dimensionen, etwa wenn
Elektronen in Atomen beschrieben werden sollen, aber fir gewisse

Aufgabenstellungen geniigt es, die Gleichung in nur einer Dimension
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Erwin Schrédinger; 1887 — 1961, Osterreichischer Physiker, er stellte die nach ihm benannte

Schrodingergleichung im Jahr 1926 auf.
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aufzuschreiben. In einer Dimension lautet die  (zeitabhangige)

Schrodingergleichung folgendermafen:

Oy (x,t)
ot

i Sy
2m  ox?

+ EPot (X’ t) Y(x,t) = —in-

Hierbei ist # das sogenannte Planck’sche Wirkungsquantum, eine der
fundamentalen Naturkonstanten der Physik, neben der Lichtgeschwindigkeit und der

Gravitationskonstanten. 7 ist eigentlich das Planck’sche Wirkungsquantum h geteilt

durch 2z und hat den Wert 6,626-107% J-s.

Bemerkenswert ist, dass mit dieser Bewegungsgleichung nicht mehr die Bewegung
etwa eines Elektrons in einem Atom an sich beschrieben wird, denn der klassische
Begriff der Bahnkurve verliert in der Quantenmechanik seine Bedeutung und
deswegen muss eine andere Beschreibungsmdglichkeit gefunden werden. Diese
neue Art der Beschreibung liefert der Begriff der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
eines Teilchens. Was die Schrodingergleichung liefert, sind Aussagen darlber, wo
sich das Elektron mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit aufhalt. Dies wird durch

die sogenannte Wellenfunktion w(x,t) erflllt. Die Wellenfunktion selbst hat in

dieser Form keine physikalische Bedeutung, sie kann sogar komplexwertig sein.

2

Erst das Quadrat von w(x,t), also |y(x,t)[ ist eine reelle Zahl und hat die

Bedeutung einer Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens am Ort x zu einer

bestimmten Zeit t.

Dieses Quadrat der Wellenfunktion |\|/(X,t)2 ist dann auch die Mathematik, die

hinter den Orbitalen, den Aufenthaltsrdumen der Elektronen im Atom, steckt, die
man in der Schule in Physik, aber mehr noch in der Chemie lernt und die essentiell
sind, um chemische Verbindungen und Reaktionen angemessen beschreiben und

verstehen zu kdnnen.
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Beispiel 2: Losen der Bewegungsgleichung fiir den schiefen Wurf

212

Betrachten wir einen Korper, der zur Zeit t=0 unter einem Winkel a zur Horizontalen

abgeschossen wird, das heifl3t, er erhalt zur Zeit t =0die Geschwindigkeit v, vermittelt

und wird sich dann fur die Zeiten t >0 selbst tiberlassen. Der Abschuss soll bei x=0

erfolgen in einer Hohe h,. Die Situation zur Zeit t=0 ist in der Abbildung 85

veranschaulicht.

—

(21

Vg - SInQ - €,
3 .

L

vy - COSQL - €

F=—-mg-e,

Abbildung 85: Der schiefe Wurf zur Zeitt =0

Ausgangspunkt ist die Differentialgleichung der Bewegung, das heil3t das zweite

Newton’sche Gesetz F=m-d, wobei fiir diese Aufgabenstellung die Behandlung in
zwei Dimensionen geniigt, da die Bewegung in einer Ebene stattfindet. Die

Bewegungsgleichung lautet somit

oo )E)

Als einzige wirkende Kraft kommt das Gewicht des Kérpers zum Tragen, das zu jedem

Zeitpunkt t konstant ist, das heifit, dass F, =0 und F, =-m-g, also

o))

Nach Division beider Seiten durch m l&sst sich die Bewegungsgleichung fur den

schiefen Wurf endgultig schreiben als



e

Da die Kraft auf den Korper immer in die negative y-Richtung zeigt, erhélt sie ein
negatives Vorzeichen. Diese Vektorgleichung kann nun unter der Berucksichtigung,
dass die Beschleunigung die zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit ist, in zwei

Koordinatengleichungen geschrieben werden.

Lo OPX()
a,(t)y=x(t) = e 0 o
a,0) =50 = 22 - g

Das ist ein System von zwei Differentialgleichungen in zwei Variablen, die nicht
gekoppelt sind, das heil3t, sie sind nach ihren Koordinaten getrennt. Deshalb vereinfacht
sich die Losung betrachtlich auf die getrennte Ldsung der beiden
Koordinatengleichungen.

Losung der 1. Gleichung:

Beide Seiten der ersten Gleichung von (2) werden integriert, wobei sich dann, da die
Ableitung der Geschwindigkeit die Beschleunigung ist, ergibt

jxayn=j0dt (3)
mit der Losung
X(t)=c,.

c, ist dabei eine Konstante, die noch aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden

muss. Jetzt kdnnen wieder beide Seiten integriert werden, wobei die Geschwindigkeit
die erste Ableitung des Ortes nach der Zeit ist und man erhalt

[x@dt=c,at

mit der Losung
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X(t)=c,-t+c, 4)

Wieder ist ¢, eine Integrationskonstante, die aus den Anfangsbedingungen bestimmt

werden muss.

Die Anfangsbedingungen lauten Xx(t=0) =V, -cosa und x(t=0)=0.
Aus (3) ergibt sich

X(t)=c, = X(t=0)=c, =V, -cosa

Aus (4) ergibt sich

X(t)=v,-cosa-t+c, = x(t=0)=c,=0

Die Losung der Bewegung in x-Richtung ist somit

X(t) =v,-cosa-t.

Losung der 2. Gleichung:

Beide Seiten der zweiten Gleichung von (2) konnen wie bei der Losung der 1.

Gleichung integriert werden und man erhélt
jy(t)dt :—jgdt

mit der Losung

YO =-g-t+c, ()

wobei c,wieder eine noch zu bestimmende Integrationskonstante ist. Jetzt wird (5)

wieder integriert
jy(t)dt:j—g-t+cgdt

mit der Losung
__9 .
y(t)_—E-t +c,-t+c, (6)
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und der Integrationsvariablen c, .

Die Anfangsbedingungen lauten y(t=0)=v,-sina und y(t=0)=h,.
Aus (5) ergibt sich

y(t)=—g-t+c, = y(t=0)=c, =V, -sina

Aus (6) ergibt sich

y(t)=—%-t2+v0-sinm~t+c4 = y(t=0)=c, =h,

Die Losung der Bewegung in y-Richtung ist somit

y(t):—%-t2+vo-sina-t+h0.

Die gesamte Losung der Bewegungsgleichung des schiefen Wurfes lautet somit:

V,-CoSa-t

X(t) =
—%~t2+v0~sinoc-t+hO

Abbildung 86: Wurfbahnen mit verschiedenen Abschusswinkeln
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In Abbildung 86 sind einige ausgewahlte Wurfbahnen fir verschiedene

Anfangsbedingungen gezeichnet. Die Anfangsgeschwindigkeit betragt ist immer
dieselbe und betragt 10m-s™, die Abschusswinkel sind allerdings unterschiedlich und

betragen o =0°,30°,45°,60°,75°,90°.

Fur den Winkel a=90° erhdlt man den Spezialfall des senkrechten Wurfes. Da

c0s90° =0 und sin90° =1 ist, ergibt sich fiir den senkrechten Wurf folgende L6sung:

0

X(t) =
® —%'t2+vo't+h0

In der Abbildung 87 sind ebenfalls wie in Abbildung 86 einige ausgewdhlte
Wurfbahnen fur verschiedene Anfangsbedingungen gezeichnet. Hier ist aber der

Abschusswinkel immer derselbe mit a=45°. Die Anfangsgeschwindigkeiten sind

dagegen verschieden mit v, =0m-s*,5m-s™*,10m-s*,15m-s™*,20m-s™.

y [m]

v = 10m - st

1

vy =T,5m-s"

1

vy =5Hm -8

=x [m]

Abbildung 87: Wurfbahnen mit verschiedenen Anfangsgeschwindigkeiten



Beisp

Fur die Anfangsgeschwindigkeit v, =0m-s™ erhdlt man den Spezialfall des freien

Falles:

iel 3: Aufstellen und Losen der Exponentialgleichung fiir den radioaktiven Zerfall

Von den bekannten etwa 3300 Isotopen der chemischen Elemente sind ungeféhr 250
stabil, die restlichen sind radioaktiv und zerfallen nach einer gewissen Zeit. Es zerfallen
aber nun nicht alle Kerne gleichzeitig, sondern einzeln innerhalb eines bestimmten
Zeitintervalls. Man kann jedoch nicht mit Sicherheit sagen, dass ein bestimmter Kern
innerhalb  dieses Zeitintervalls zerféallt, sondern nur mit einer gewissen

Wahrscheinlichkeit. Der radioaktive Zerfall ist also ein Zufallsprozess.

Man kann nun aber bemerkenswerterweise trotzdem aufgrund der Tatsache, dass eine
makroskopische Probe immer eine iiberaus groRe Anzahl von Atomen'® enthalt, sehr
genau angeben, welcher Anteil der Probe in einer gewissen Zeit radioaktiv zerfallen

wird.

00’0.0 oo°°.o .o‘O.o
° ™

... .... ® o .... ..Th.. ..

PY ° . W Ps ® e o o ® ...

o 0o @ @ P o 0% o

®© o 0%0 %0 ®© o 0%0 %o ® o o ®e %o

® o © o oo ® o © oo ® o © oo
t=tp t=1 t =1t

Abbildung 88: Der radioaktive Zerfall als Zufallsprozess
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an-238 etwa hat eine relative Atommasse von ungefahr 238. Das heifdt, dass 238 g Uran-238 1 mol Uran-

238-Atome enthélt, das entspricht wiederum etwa der Avogadro’schen Zahl N, = 6-10” an Kernen. Nimmt

man nur 1/1000 g U-238, so sind das immer noch 6~1023/2, 38-10° ~ 2,5-10® Atomkerne in 1/1000 g U-238,

einei

mmense Zahl, so dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung hier ungemein genaue Aussagen machen kann.
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Abbildung 88 soll dies verdeutlichen. Die grauen Kreise sollen U-238-Kerne darstellen,
die schwarzen mit Th beschrifteten Kreise Th-234-Kerne, die aus dem Urankern durch

einen o-Zerfall entstehen. Zur Zeit t=t, sei in der Probe eine gewisse Anzahl von

Urankernen vorhanden, in der Abbildung im ersten Bild sind das 40. Zu einem

bestimmten Zeitpunkt t=t, spéter zerféllt ein nicht genauer bestimmbarer Urankern in

einen Thoriumkern. Es sind dann in der Probe um einen Urankern weniger enthalten,
dafiir um einen Thoriumkern mehr (im Bild 2 aus Abbildung 88 sind das noch 39

Urankerne und ein Thoriumkern). Zu einem anderen Zeitpunkt t =t, spater zerfallt ein

weiterer Urankern in einen Thoriumkern, die Anzahl der Urankerne verringert sich
wieder um einen und die Anzahl der Thoriumkerne vergréfert sich um einen (im Bild 2
aus Abbildung 88 sind das jetzt noch 38 Urankerne und zwei Thoriumkerne). Wichtig
ist, dass ein Thoriumkern nicht wieder in einen Urankern zurtickzerfallen kann, das
bedeutet, dass die Anzahl der noch vorhandenen Urankerne sukzessive mit der Zeit

abnimmt.6®

Man kann sich nun gedanklich vorstellen, dass jedem Kern in der Probe die gleiche
Zerfallswahrscheinlichkeit zugeordnet wird. Man macht nun die N&herung, dass man
annimmt, dass in einem sehr kurzen Zeitintervall At die Zahl der Zerfélle proportional

zu Atund proportional zur Anzahl der noch nicht zerfallenen Kerne N ist. ¢’

Dies kann man mathematisch anschreiben als
AN =—A-N-At.

Das Minuszeichen kommt daher, weil die Zahl der Kerne mit der Zeit abnimmt. A ist
eine Konstante, die die ,,Geschwindigkeit* angibt, mit der die Anzahl der Kerne in der

Probe abnimmt, sie ist fur jedes radioaktive Nuklid charakteristisch.

166 . . 1. . . . . .
Der Thoriumkern kann natirlich selber weiter zerfallen, aber nicht mehr in Uran. Er zerfdllt nach einer

gewissen Zeit in einen Pa-234-Kern, dieser Protactiniumkern zerféllt dann wieder einen anderen Kern und so
weiter. Die Uranprobe wird sich mit der Zeit so entwickeln, dass immer weniger Uran enthalten ist und eine
immer groRere Anzahl der verschiedensten Kerne in der Probe enthalten sein wird. Die entstandenen neuen
Kerne werden so lange weiter zerfallen, bis sie bei einem Kern ankommen, der stabil ist, was im Allgemeinen
ein Bleikern sein wird. Auf diese Weise entstehen die sogenannten Zerfallsreihen.

%7 Man nimmt also etwa an, dass in einer der doppelt so groRen (kurzen) Zeitspanne, also 2-At auch die
doppelte Anzahl von Zerfallen stattfindet, genauso, wenn die Zahl der vorhandenen Kerne doppelt so groR ist,
also 2-N.Diese Annahme darf man treffen, und sie ist umso genauer je kleiner das Zeitintervall At ist, weil
sich im sehr kurzen Zeitintervall die Zahl der Kerne nur sehr wenig dndert im Vergleich zur Gesamtzahl der
vorhandenen Kerne.
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Wenn man das Zeitintervall At immer kleiner werden lasst und schlieBlich den
Grenzlbergang At — 0 bildet, kann man diesen Zusammenhang als Grenziibergang

schreiben als

im AN® _dNO _
A0 At dt

Man erhalt somit die Differentialgleichung flr den radioaktiven Zerfall

dNg)
5 = NO

Diese Differentialgleichung gilt es nun zu lésen, um zu einer Gleichung fur die Anzahl
der nach der Zeit t noch vorhandenen Kerne zu gelangen. Man schreibt die Gleichung
formal in folgender Form an (Leibniz’sche Schreibweise, in der der Differentialquotient

wie ein Bruch behandelt wird):
dN(t) =—A-N(t)-dt
Man formt die Gleichung noch folgend um

d_N:_}th
N

und integriert jetzt beide Seiten

%':—Mdt

Die Integration ist elementar ausfiihrbar und liefert als Ergebnis
INN=-X-t+c

wobei ¢ eine beliebige Konstante ist, die durch eine Anfangsbedingung bestimmt

werden kann. Hieraus kann leicht nach N aufgeldst werden

e|I’1N — N — ef)vt+c — ec . efkt — CI’ efl-t
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e® wird als neue Konstante c¢' bezeichnet und es bleibt nun nur noch die Konstante c'

zu bestimmen. Sei die Anzahl der Kerne, die zur Zeit t=0 vorhanden waren N,, so

ergibt sich
N(t=0)=c'=N,

Damit lasst sich das Zerfallsgesetz in der endglltigen Form schreiben als
N(t) =N, -e™*

Es soll noch angemerkt werden, dass man die Integration der Differentialgleichung auch

als bestimmtes Integral hatte durchfiihren konnen. Man schreibt dann

Das liefert als Losung

INN|| =-A-t]
INN—-InN,=-A-t
|nﬁ=—}vt

0

Und damit fir N

Man erhalt wieder dieselbe Gleichung fur den radioaktiven Zerfall wie zuvor

N(t)=N,-e™
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3.8.3 Modelle und Modellbildung

Dieses letzte Kapitel kann sicherlich so nicht als normaler Schulstoff unterrichtet
werden, sondern kann fir besonders interessierte oder begabte Schulerlnnen, etwa im
Bereich eines Wahlpflichtfaches oder in einer besonders interessierten und
leistungsstarken Klasse behandelt werden. Ich habe ein Beispiel gewéhlt, das schon
zeigt, wie die Vorgangsweise in der Physik ist und welche Rolle dabei die Mathematik
spielt und wie beides Hand in Hand geht. Zuerst das Modellieren des Problems, worauf
danach die Mathematisierung folgt. Die Losung der Gleichungen ist dann wieder eine
rein ,innermathematische” Aufgabe, wobei aber letztlich immer physikalische
Uberlegungen miteinbezogen werden miissen, um eventuelle physikalisch unsinnige
Losungen auszuschlieBen. Mit diesem Beispiel ist aber wohl die Grenze der
Schulmathematik und Schulphysik endgultig erreicht oder (berschritten und eine
weitere Vertiefung ist einem Universitatsstudium vorbehalten. Zumindest kann sich die
SchilerIn durch dieses letzte, mathematisch sicher anspruchsvolle Beispiel ein Bild von
der Physik machen, auch dahingehend, was sie bei der Wahl eines Studiums der Physik
erwarten wirde, wobei natirlich ein Studium mathematisch noch weit anspruchsvoller

sein wirde.

Ich mochte noch anmerken, dass dieses Beispiel sehr ausfuhrlich behandelt wird, da
auch gezeigt werden soll, dass mit den Mitteln der Schulmathematik, wenn diese
wirklich ausgereizt werden, durchaus interessante Probleme analysiert und behandelt
werden konnen. Ich kénnte mir durchaus vorstellen, dass ein Beispiel dieser Art mit
dem hier gezeigten theoretischen Hintergrund in Kombination mit entsprechenden
Experimenten sehr gut auch als Thema fir ein Wahlpflichtfach herangezogen werden

kdnnte.
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Beispiel: Oberfldchenform einer Fliissigkeit im rotierenden Eimer

Das letzte Beispiel geht weder wvon einer bekannten physikalischen
Differentialgleichung aus, die es zu lésen gilt noch wird ein physikalisches Gesetz wie
das Zerfallsgesetz des radioaktiven Zerfalls hergeleitet. Vielmehr liegt ein Problem vor,
das es in gewisser Weise zu modellieren gilt, wobei in diesem Fall eine

Differentialgleichung zur Losung fiihren wird*®,

Das Problem, das es zu losen gilt, ist die Bestimmung der Form der Oberflache einer
Flussigkeit, die in einem Eimer rotiert. Es soll angenommen werden, dass der Eimer und
damit die darin enthaltene Flussigkeit mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit ®

um eine Achse, die die Symmetrieachse des Eimers sein soll, rotiert.

Die Oberflache einer Flussigkeit nimmt immer die Form an, sodass jeder Punkt der

Oberflache normal auf die auf diesen Punkt wirkende Gesamtkraft ist.*®°

Fir eine waagrechte Oberflache ergibt sich folgender vektorieller Zusammenhang
(siehe Abbildung 89):

I w
I
|
I
I
I
Flussigkeitsteilchen : FlUssigkeitsteilchen 4
I 1 I\ —lFZ
| I
[ S N
- | — —
Fo F1°18 FG Fqs-ﬁs
Flissigkeit Flussigkeit :
I
1
I
|
1
(@) (b)

Abbildung 89: Krafte auf eine waagrechte Fliissigkeitsoberflache

%% Das ist eine in der Praxis der Physik durchaus gangige Vorgangsweise. Man leitet eine das Problem

beschreibende Gleichung her, in vielen Fallen ist das eine Differentialgleichung, und |6st dann diese, was oft
sehr viel mathematisches Geschick erfordert. Aus dieser allgemeinen Losung ist dann durch die Einbeziehung
der Anfangs- oder Randbedingungen die Lésung dem speziellen Problem anzupassen.

' Da die Schwerkraft senkrecht nach unten gerichtet ist und die Zentrifugalkraft immer radial nach auRen,
liegen die Krafte immer in einer Ebene durch die Rotationsachse, wenn diese senkrecht steht, das heifst
genauer in Richtung Erdmittelpunkt weist. Da der rotierende Eimer zylindersymmetrisch ist, kann man das
Problem in dieser Ebene, in der die Kradfte und die Rotationsachse liegen, behandeln. Die raumliche
Oberflachenform der Flussigkeit ergibt sich dann durch Rotation der erhaltenen zweidimensionalen Kurve um
die Rotationsachse.
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In Abbildung 89a befindet sich der Eimer in Ruhe (63:6). Die Schwerkraft Iﬂ:G ist die

einzige vorkommende Kraft, sie zeigt senkrecht nach unten und steht somit normal auf
die Flussigkeitsoberflache. Die Oberflache ist eine waagrechte ebene Flache,
insbesondere, da hier durch eine fehlende Kraftkomponente parallel, also tangential zur
Oberflache, keine Stromung tangential zur Oberflache stattfindet, die das Teilchen an

der Oberflache verschieben kdnnte.

Anders ist die Situation, wenn der Eimer nun rotiert. Die Beschleunigungsphase, die der
Eimer und damit die Flissigkeit ausfiihrt, wenn die Winkelgeschwindigkeit von Null
auf einen konstanten Wert o erhoht wird, wird hier aufler Acht gelassen. Jedes

Flussigkeitsteilchen erfahrt nun eine zusatzliche Kraft nach aulen, die Zentrifugalkraft

IEZ, die sich mit der Gewichtskraft Iﬂ:G vektoriell zu einer resultierenden Gesamtkraft

F . summiert. Diese steht nun nicht mehr normal auf die Oberflache, so dass sich eine

ges
Tangentialkomponente zur Oberflache ergibt. Diese bewirkt eine Strdmung, was zur
Folge hat, dass die Oberflache keine ebene Flache mehr ist, sondern eine andere Form

annimmt. Diese Form nun gilt es zu bestimmen.

y y
D@ C_:D W Flussigkeit

Flussigkeitsteilchen

Flussigkeitsteilchen =
g —._.: FZ
I
I
_______ | = —
ges — F\
Fliissigkeit F G v
Fy
I X 1 )—(
| |
(a) (b)

Abbildung 90: Krafte auf eine rotierende Fliissigkeitsoberflache
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In Abbildung 90a ist ein Zustand gezeichnet, an dem die Flissigkeit sich aus der

Waagrechten entfernt hat. Man sieht, dass der resultierende Kraftvektor T:ge noch nicht

S

normal auf die Flussigkeitsoberflache steht. Man kann IEges in eine Kraftkomponente IEN

normal zur Oberflache und eine Komponente IET tangential zur Flussigkeitsoberflache

zerlegen. Die tangentiale Komponente bewirkt eine Stromung der Flissigkeit in
Richtung dieses Vektors, sodass sich die Oberflachenform weiter verandert, bis die
Tangentialkraft verschwindet.

In Abbildung 90b ist der Zustand gezeichnet, an dem schlie3lich der resultierende
Kraftvektor IEges normal auf die Flussigkeitsoberflache steht. Es gibt jetzt keine
tangentiale Kraftkomponente mehr, die eine Strémung der Flussigkeit bewirken wirde,
nur mehr eine Normalkomponente IEN. Diese Komponente zeigt ins Innere der

Flussigkeit und erzeugt einen Druck, der von den Wénden des Eimers aufgenommen
wird und somit verhindert, dass sich die Flissigkeitsoberflache nach innen bewegt.
Dieser Zustand ist der stationdre Zustand, der jetzt allein aus geometrischen

Verhéltnissen bestimmt werden kann.

ki

Abbildung 91: Verhaltnisse zur Bestimmung des stationdren Zustands der Oberfliche



Abbildung 91 zeigt noch einmal die geometrischen Verhéltnisse, wobei auch die beiden

Steigungsdreiecke der Tangente und Normalen eingezeichnet sind.

Man erkennt unmittelbar, dass

|

tana:—| d k.,
|F |

1

wobei k, die Steigung der Normalen auf die Flussigkeitsoberflache ist.

Fur die Steigung der Tangente ist

Fir die beiden wirkenden Kréfte, die Gewichtskraft und die Zentrifugalkraft, gilt

Fs=-mg-é,

und

Es ist nun die 1. Ableitung einer Funktion gleich der Steigung der Funktion, also folgt

daraus die Differentialgleichung flr die Kurve

rX 22
y'(x) g 1)

Die Losung ergibt sich durch einfache Integration beider Seiten zu
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2,2
o X

Y() =——+c (2"
mit einer noch zu bestimmenden Integrationskonstanten ¢. Man erkennt, dass die Form
der Kurve die einer Parabel ist, raumlich gesehen ist die Flussigkeitsoberflache ein

Paraboloid.

Da hier keine zeitabhdngige Funktion vorliegt, sind jetzt keine Anfangsbedingungen
vorgegeben, sondern stattdessen sogenannte Randbedingungen, also Bedingungen, die
das System geometrisch einschranken beziehungsweise festlegen. Es sind grundséatzlich
mehrere verschiedene Randbedingungen mdglich, am einfachsten und sinnvollsten ist
es, das Volumen der Flissigkeit zu nehmen, da dieses konstant bleibt.}”* Es ist zu
diesem Zweck das Volumen des entstehenden Raumes auszurechnen, den die
Flussigkeit bei der Rotation einnimmt und daraus dann die Integrationskonstante zu
bestimmen, denn obwohl sich die Form des Flissigkeitsvolumens &ndert, bleibt
natlrlich das Volumen V, den die Flussigkeit bei der Nullrotation eingenommen hat,

auch weiterhin konstant.

Am einfachsten fir die Volumsberechnung nutzt man die Zylindersymmetrie und
nimmt infinitesimale Zylinderschalen, die aufintegriert werden. Eine Zylinderschale mit

dem Radius x hat das infinitesimale VVolumenelement 2znx - f(x)-dx . Somit ergibt sich
fiir das Volumen
2.3

R R 2 4
. ] . ) o X ] _ ) o X C-X2
V—'([an y(x)dx =21 ! 29 +c-xdx =2m ( 89 + > J

Daraus ergibt sich fur die Integrationskonstante

V  ®’R?
C=—5-—
R 4g

Somit lautet das Ergebnis fir die Kurve der Flissigkeitsoberflache

7% bie Aufstellung und Losung dieser Differentialgleichung steht in vielen Standardlehrbiichern der Physik, die

Anpassung an die Randbedingungen ist dagegen selten dargelegt.

7 Flissigkeiten sind in sehr guter Ndherung inkompressibel, behalten ihr Volumen also bei. Sollte allerdings
die Winkelgeschwindigkeit so groR werden, dass ein Teil der Flissigkeit , iberschwappt”, so ware das Volumen
der Flissigkeit nicht mehr konstant und es miissten die Randbedingungen angepasst werden. Es wird hier aber
angenommen, dass der Eimer immer so hoch ist, dass dieser Fall des Uberschwappens nicht auftritt.
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2 X2 V OJZ RZ
+ —

y(x) =2
29 @R® 4g

Damit ist aber das Problem noch nicht vollstdndig gelost, denn die Flissigkeitshohe an

der Rotationsachse kann Null werden, dann sind die Grenzen der Integration nicht mehr

gultig. Es ist
V  ®’R?
0)= -
y©) mR*  4g

Dieser Ausdruck wird Null, wenn die Bedingung mw’R*=4gV erfillt ist, anders
gesagt, die erhaltene Gleichung fur die Oberflache ist nur dann anwendbar, wenn

o’ R* <4gV ist.

2

O ) ) A%
y(x)—E(Zx -R )+RR2 , falls o’ R* <4gV €)

Die Grenzwinkelgeschwindigkeit bei konstantem Radius des Zylinders und konstantem

Volumen der Flussigkeit ergibt sich aus der Bedingung von (3) indem man statt der
Ungleichung die Grenzgleichung anschreibt, also nw®R* =4gV, zu

gV  4gH
L2229V _4g

R*  R?
(hier wurde fir das Volumen ohne Rotation, das einem Zylinder mit der Hohe H

entspricht, V = R?nH eingesetzt). Also ergibt sich fur die Grenzwinkelgeschwindigkeit,
bei der die Flussigkeitshdhe an der Rotationsachse die Hohe null erreicht

B J4gH

()
Grenz
R

Diese Ergebnisse sollen noch grafisch veranschaulicht werden. Es soll ein Eimer, der
Zylinderform hat, rotieren, wobei die Winkelgeschwindigkeit erhdht wird, der Eimer
aber seine Abmessungen beibeh&lt. Der Eimer soll auch so hoch sein, dass das Wasser

nie Uberschwappen kann, da sich ansonsten natlrlich die Randbedingung, dass das
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Volumen des Wassers konstant bleibt, verdndern wiirde und die Gleichung an diese

neue Randbedingung angepasst werden msste.

Als Zahlenwerte soll der Eimer einen Radius R =1LE haben und das Wasser soll im

nichtrotierenden Eimer H=1LE hoch stehen. Damit ergibt sich das Volumen des

Wassers im Eimer zu V=R?tHLE® =nLE®.

Damit ergibt sich als Bedingung nw’ R* <4gV
o’ <4g
Also ©< f4g ~ 6,265

Fur alle <6,26s™" gilt

2

y(x) =Z)—g~(2x2 —1)+1

Abbildung 92: Rotation unterhalb der Grenzwinkelgeschwindigkeit

In der Abbildung 92 ist dies fiir die Winkelgeschwindigkeiten o =0s" (das entspricht
keiner Rotation), m=2s",w=4s",0w=6s" veranschaulicht. ®=6s" liegt sehr nahe

bei der Grenzwinkelgeschwindigkeit ®w=6,26s", so dass bei x=0 die

Flussigkeitshohe fast null wird.

Ein interessantes Ergebnis kann man erhalten, wenn man die Frage stellt, wie hoch bei
einem rotierenden Zylinder die Flussigkeit am Zylinderrand steht, wenn der Zylinder
gerade mit der Grenzwinkelgeschwindigkeit rotiert, bei der die Flissigkeitshéhe am Ort

der Rotationsachse Null ist.

Fur die Flussigkeitsh6he am Rand gilt



o’R* V o°R?* ®*R? V
+ - = +

R) =
yR) 29 @R? 4g 4g  7R®

und die Grenzwinkelgeschwindigkeit ., kennen wir bereits zu

und damit

_4gH R® RH _

=— —+ 2 2-H
R 49 =R

Y(R)

Das Ergebnis ist somit, dass bei einem rotierenden Zylinder die Flissigkeitshéhe am
Zylinderrand genau doppelt so hoch ist wie die ursprungliche Flussigkeitshohe, wenn
der Zylinder nicht rotiert.

Wir wollen uns noch den 2. Fall, wenn die Bedingung mo’R*>4gV erflllt ist,
ansehen. Dann mussen in der Integration zur Bestimmung der Integrationskonstanten
die Grenzen anders bestimmt werden. Die untere Grenze ist dann die Entfernung von
der Achse, an der die Flussigkeitshohe gleich Null ist. Aus der urspringlichen Losung

der Differentialgleichung (2) sind die Stellen x, zu bestimmen, an denen y(x,) =0 ist.

2.2
o X

+¢c=0

y(x) =

Daraus folgt

Hier geht die Integrationskonstante ¢ als Teil der unteren Integrationsgrenze mit ein.

R 2_2
Es muss das Integral J'(wzx +Cj.2nxdx gleich dem Volumen V der Flussigkeit
g

Xo

sein.

229



Die Auswertung des Integrals ergibt

R (DZXZ R 7'[0)2X3
I +C -27txdx=J. +2mex dx
Xo 29 Xo g
To?x® , R
= +1tcX
4q .
2p 4 2_4
_TOR L per? - —mex;
4g 49

Hier kann jetzt der Ausdruck fir das oben erhaltene x, eingesetzt und das Ergebnis

gleich V' gesetzt werden.

49 49 ® ®
2p 4 2 2
nu;rR +7tcRz_gnzc anzc _v
g ) ®
2p 4
g—’Z-czHrR2 c+ R _y_o
) 4g

Das ist eine quadratische Gleichung fur c, die gelost werden muss. Es ergibt sich zuerst

durch Umformung

mit den Losungen

c __c02R2Jr ®’R? 2_(04R4+V0)2
29 T\ 2g 49> gm

29 49>  49° gnm
2p 2 2

=_oaR + Vo
29 gm

Hier kann die LOsung mit dem negativen Vorzeichen vor dem Wurzelausdruck
ausgeschlossen werden, da sie mit den Randbedingungen nicht kompatibel ist. Somit ist

die Integrationskonstante bestimmt zu

230



®’R? |V’
+
29 gn

und die Losung l&sst sich schreiben als

o’ Vo?

2_pe2 254
y(X):Z-(x -R )+ o falls no” R* >4gV 4)

Dass die zweite Losung der quadratischen Gleichung ausgeschlossen werden muss,

kann man folgendermal3en erkennen:

2p 2 2 2p 2

L . R

C,=— oR°_ Vo ist sicher kleiner als —
29 gmn

. 2R? ) 2 2
Die Nullstelle x, fir den Wert C=—w2g ergibt XO:\/_Z_g(_m R j=R, also

genau den Radius des Zylinders. Da c, Kleiner ist, ergabe sich ein Wert fur die

Nullstelle, der grofRer als der Radius des Zylinders ist. Das ist von den

Randbedingungen nicht erlaubt, also ist diese Lésung zu verwerfen.

Setzen wir in (4) fir o die Grenzwinkelgeschwindigkeit ein, so ergibt sich

2 2 2
y(x)z(DGrenz '(XZ—R2)+ R (DGrenzH

29 9
_ X AH_R® 4gH  |RH 4gH
290 R* 29 R? g R?
:2R—|_2|-x2—2H+2H

2H
L

Machen wir dasselbe fiir (3), so erhalten wir
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2 2 2 2 2
y(X) — Ogren X _ (DGrean + R T[fl
29 49 R
x* 4gH R? 4gH R?mH

+—
29 R*> 49 R?*> aR?

Man sieht, dass die beiden Losungen (3) und (4) fur diesen Grenzfall identisch sind, was

nattirlich auch der Fall sein muss!

Leiten wir noch die Abstande her, bei denen die Flussigkeitshéhe Null ist, das entspricht

. 29-C
dem hergeleiteten X, = /— 92
(O]
2p 2 2 2
o e e
) 2g gn ) gn T

Damit ergibt sich fur den Grenzwert ®-—>o der Abstand, wenn die

Winkelgeschwindigkeit immer mehr anwdchst

xO:Iim‘IRZ— /@:R,
®W—>0 OT

was auch erwartet wird, das heif3t, die Flussigkeit wird immer mehr an die Wand des

rotierenden Behalters gepresst.

Diese Ergebnisse sollen ebenfalls noch grafisch veranschaulicht werden. Es seien
dieselben Malie fur den rotierenden Zylinder angenommen, wie beim Fall 1, also

R=1LE, H=1LE wund damit das Volumen des Wassers im Eimer zu

V=R*nHLE®=nLE®.
Als Bedingung nw’ R* >4gV ergibt sich

® >4g



Also > \[4g ~ 6,265

Furalle ©>6,26s" gilt

2

2
y(X)=;°—g-(x2—1)+ /% mit den ,,Nullstellen X, = 1—3\/5 ,

()

Fur die Hohe der Flussigkeit am Rand erhalt man allgemein aus (4)

2 2 2
y(R):\/V“) :\/R Ho' __ [0
gm g g

&

So ergibt sich etwa fir @=15s" eine Randh6he von y(l) ~4,8LE, also das knapp

Und speziell fur y(1) =

funffache der urspriinglichen Wasserhohe.

Abbildung 93: Rotation oberhalb der Grenzwinkelgeschwindigkeit

In der Abbildung 93 ist dies fiir die Winkelgeschwindigkeiten ®=6,26s" (das
entspricht der Grenzwinkelgeschwindigkeit), ®©=8s", @=10s" und ®=15s"

veranschaulicht.
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Was an diesem Beispiel klar herausgekommen sein sollte, ist, dass sehr oft die Lésung
der Differentialgleichung, die einem Problem zugrunde liegt, nicht die
Hauptschwierigkeit ausmacht, sondern die Anpassung der Losung an das spezielle
Problem, das heiflt die Randbedingungen beziehungsweise Anfangsbedingungen. Ein
Problem ist auch oft die Koordinatenwahl. In dem hier gezeigten Beispiel sind
Zylinderkoordinaten die geeigneten Koordinaten, um das Problem zu beschreiben.
Vereinfacht wurde das Beispiel betrachtlich, weil ein Zylinder rotiert, somit auch die
Randbedingungen leicht in Zylinderkoordinaten beschrieben werden kénnen. Es kénnte
aber durchaus auch etwa ein Quader rotieren, der in kartesischen Rechteckkoordinaten
angegeben ist. Die Losungen (3) und (4) gelten natlrlich fur den Quader genauso, nur
wirde aus dem Paraboloid ein Rechteck (von oben gesehen) herausgestanzt werden, auf

dem dann die Randbedingungen festgelegt werden.

Als Schlussbemerkung sei noch erwéhnt, dass dieses Modell einer rotierenden
Flussigkeit durchaus auch von technischem Interesse ist. Man stellt etwa parabelférmige
Spiegel her, indem man eine Grundform rotieren lasst und eine fllissige Substanz darin
rotieren und erstarren lasst. Eine weitere geniale Variante ist, dass man die Flissigkeit
nicht einmal mehr erstarren lasst, sondern direkt als rotierenden Spiegel verwendet. Es
existiert auch ein solches Teleskop mit einem Spiegel mit 6 Meter Durchmesser, der aus
rotierendem Quecksilber besteht.'’? Die Vorteile sind, dass die Spiegeloberflache nicht
mehr von Unebenheiten der Tréageroberflache abhéngt und somit die parabolische
Spiegelform sehr genau und einfach erhalten werden kann. Der Nachteil ist, dass die
Rotationsachse genau zum Massenmittelpunkt der Erde zeigen muss, somit das
Teleskop nicht mehr schwenkbar ist. Es kdnnen nur Objekte beobachtet werden, die
sich im Zenit befinden, wobei durch die jahreszeitliche Veranderung der Richtung der
Erdachse zwar immer noch eine groRere Himmelsregion beobachtbar ist, der Ausschnitt

aber nicht mehr frei wahlbar ist.
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Das Large Zenit Teleskope der University of British Columbia; die Kosten sind nur etwa 10% der Kosten eines

Spiegels aus Glas; siehe deren Website, www.astro.ubc.ca/LMT/Izt/, [Stand 11.1.2015]
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Anhang A: Die Reifepriifung vom 9. Mai 2014

Es sind nur diejenigen Aufgaben angefigt, die einen naturwissenschaftlichen Bezug haben:
Typ-1-Aufgaben:

- Aufgabe 2: Punktladungen
- Aufgabe 7: Zerfallsprozess
- Aufgabe 15: Nikotin

- Aufgabe 18: Pflanzenwachstum
Typ-2-Aufgaben:

= Aufgabe 2: Zustandsgleichung idealer Gase
= Aufgabe 3: Chemische Reaktionsgeschwindigkeit
= Aufgabe 5: Sportwagen

247



Name:

Klasse:

VA A P

Standardisierte kompetenzorientierte
schriftliche Reifeprufung

Mathematik
9. Mai 2014

Teil-1-Aufgaben

nstitut

uuuuuuuuuuuuuuuu . Eihifie
Bld ng u dF

offentliches Dokument




Aufgabe 2

Punktladungen

Der Betrag F der Kraft zwischen zwei Punktladungen g, und g, im Abstand r wird beschrieben
durch die Gleichung F = C - % (C ... physikalische Konstante).

Aufgabenstellung:

Geben Sie an, um welchen Faktor sich der Betrag F der Kraft &ndert, wenn der Betrag der Punkt-

ladungen g, und g, jeweils verdoppelt und der Abstand r zwischen diesen beiden Punktladungen
halbiert wird!
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Aufgabe 7

Zerfallsprozess

Der unten abgebildete Graph einer Funktion N stellt einen exponentiellen Zerfallsprozess dar; da-
bei bezeichnet t die Zeit und N(t) die zum Zeitpunkt t vorhandene Menge des zerfallenden Stoffes.
FUr die zum Zeitpunkt ¢ = O vorhandene Menge gilt: N(0) = 800.

N(i_‘) | | | | | | | | |

A r----= r---=-° r———"=-- rTr-———° T-———7 T-—~—7 T-~—~—=- T---=-- T~ -
| | | | l | | ! |

I | | r---——~r———""~>"~"f r~"~""~"~T°~"“~"“"“""“"7°-""""7"9°”"7"7™""7”"799°™°
| | | | I l l l !

A r----= r——=-=-- r—-———=- r-———=—°- T-————7 T-—~-—7 T~~~ T---=-= T~ -
| | I | | ! ! ! !

I N | r---r--r————""~Ff”F?T~""~""""~"T1T°""""“"7T”" /" ""7"9""™™M™"~7"°39°™°
| | | | | | | |

I D NG r——=-=-- r-———=- r-———=- T-————7 T-—~——7 T-~—~—= T---=-- T~ -
| I | ! | | | !

I | I G I r---r--r————"F~Ff”T~""~""""T1T"""""T°”" /" /”"/"7"9°""™7"7"79°™°
| | | | | | | |

A | I r-———=- r-———=—°- T-————7 T-—~——7 T-~—~—= T---=-- T~ -
| ! | | | | | |

A | D I r-———=—°- T-————7 T-—~——7 T-—~=— T T~ -
| | | | | | | |

A | r——=-=-- | I B T-——-—7 T-—~——7 T-—~—=— T T~ -
| | | T | | | |

e e m---=-= F-——-= Fr———=—="r——--- T T T———_ T —~——- T-=-—=-- T
| | | | | | | |
A "= r——=-=-- r—-———=- r-———=—°- T-——=-—7 T-—~——7 T-—~—=— T---=-= 1
| | | | | | | | 1t
T T T T T T T T T

0 11 12 13 14 15 16 17 18 19

—— e

Mit ¢, ist diejenige Zeitspanne gemeint, nach deren Ablauf die urspringliche Menge des zerfallen-
den Stoffes auf die Halfte gesunken ist.

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

t,=6 []
t,=2 L]
t,=3 []
N(t,) = 400 ]
N(t,) = 500 L]

offentliches Dokument



Aufgabe 15

Nikotin

Die Nikotinmenge x (in mg) im Blut eines bestimmten Rauchers kann modellhaft durch die Diffe-

renzengleichung x . = 0,98 - x_+ 0,03 (n in Tagen) beschrieben werden.

Aufgabenstellung:

Geben Sie an, wie viel Milligramm Nikotin taglich zugefuhrt werden und wie viel Prozent der im
Korper vorhandenen Nikotinmenge téaglich abgebaut werden!

mg

%

offentliches Dokument
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Aufgabe 18

Pflanzenwachstum

Die unten stehende Abbildung beschreibt ndherungsweise das Wachstum einer schnellwichsi-
gen Pflanze. Sie zeigt die Wachstumsgeschwindigkeit v in Abhangigkeit von der Zeit t wahrend

eines Zeitraums von 60 Tagen.

12 v(t) (in cm/Tag)

10|

0 5 10 M5 =20 25 30 35 40 45 50 55

Aufgabenstellung:

Geben Sie an, um wie viel cm die Pflanze in diesem Zeitraum insgesamt gewachsen ist!

22
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Aufgabe 2

Zustandsgleichung idealer Gase

Die Formelp - V =n - R - T beschreibt modellhaft den Zusammenhang zwischen dem Druck p,
dem Volumen V, der Stoffmenge n und der absoluten Temperatur T eines idealen Gases und wird
thermische Zustandsgleichung idealer Gase genannt. R ist eine Konstante.

Das Gas befindet sich in einem geschlossenen GefaB, in dem die ZustandsgréBen p, V und T
verandert werden kénnen. Die Stoffmenge n bleibt konstant.

Aufgabenstellung:

a) Fuhren Sie alle Mdglichkeiten an, die zu einer Verdopplung des Drucks fuhren, wenn jeweils
eine der ZustandsgroBen verandert wird und die anderen GrdBen konstant bleiben!

Genau zwei der folgenden Graphen stellen die Abhangigkeit zweier ZustandsgréBen geman
dem oben genannten Zusammenhang richtig dar. Kreuzen Sie diese beiden Graphen an!
Beachten Sie: Die im Diagramm nicht angeflihrten GréBen sind jeweils konstant.

p(v)

[]
v
0
V(T)
[]
T
0
pV)
[]
Vv
0
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b) Bei gleichbleibender Stoffmenge und gleichbleibender Temperatur kann das Volumen des
Gases durch Anderung des Drucks variiert werden.

Begriinden Sie, warum die mittlere Anderung des Drucks in Abhéngigkeit vom Volumen

p(V,) - plV)
V,-V,

fir jedes Intervall [V,; V] mit V., = V, ein negatives Ergebnis liefert!

Ermitteln Sie jene Funktionsgleichung, die die momentane Anderung des Druckes in Abhan-
gigkeit vom Volumen des Gases beschreibt!

offentliches Dokument



Aufgabe 3

Chemische Reaktionsgeschwindigkeit

Die Reaktionsgleichung A — B + D beschreibt, dass ein Ausgangsstoff A zu den Endstoffen B
und D reagiert, wobei aus einem MolekUl des Stoffes A jeweils ein Molekul der Stoffe B und D
gebildet wird.

Die Konzentration eines chemischen Stoffes in einer Lésung wird in Mol pro Liter (mol/L) angegeben.
Die Geschwindigkeit einer chemischen Reaktion ist als Konzentrations&nderung eines Stoffes pro
Zeiteinheit definiert.

Die unten stehende Abbildung zeigt den Konzentrationsverlauf der Stoffe A und B bei der gege-
benen chemischen Reaktion in Abhangigkeit von der Zeit t.

c,(t) beschreibt die Konzentration des Stoffes A, ¢, (t) die Konzentration des Stoffes B. Die Zeit t wird
in Minuten angegeben.

5'\ CA(t)’ CB(t)
- ST - —d4——dA-———|—-———-—— -
| | | | | |
| | | | | |
S ey M
| | | | |
| | c. | | |
3| Ci+__ S B R P
| | | | | |
| | | | | |
2 _ N _ _ 1 _ ____\___1___L_
| | | | | |
| | | | | |
1L /1 N
| | | | | |
| | | | |
0 | | | t
0 1 2 3 4 5 6

Aufgabenstellung:

a) Ermitteln Sie anhand der Abbildung die durchschnittliche Reaktionsgeschwindigkeit des
Stoffes B im Zeitintervall [1; 3]!

FUr die gegebene Reaktion gilt die Gleichung ¢, '(t) = —c,'(t). Interpretieren Sie diese Gleichung
im Hinblick auf den Reaktionsverlauf!

b) Bei der gegebenen Reaktion kann die Konzentration c¢,(t) des Stoffes A in Abh&ngigkeit von
der Zeit t durch eine Funktion mit der Gleichung c¢,(f) = ¢, - €*' beschrieben werden.

Geben Sie die Bedeutung der Konstante ¢, an!
Argumentieren Sie anhand des Verlaufs des Graphen von ¢, ob der Parameter k positiv oder
negativ ist!

Leiten Sie eine Formel fUr jene Zeit T her, nach der sich die Konzentration des Ausgangsstof-
fes halbiert hat! Geben Sie auch den entsprechenden Ansatz an!

10
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Aufgabe 5

Sportwagen

Ein Sportwagen wird von O m/s auf 28 m/s (=~ 100 km/h) in ca. 4 Sekunden beschleunigt. v(t) be-
schreibt die Geschwindigkeit in Metern/Sekunde wahrend des Beschleunigungsvorganges in
Abhangigkeit von der Zeit t in Sekunden. Die Geschwindigkeit 1&sst sich durch die Funktionsglei-
chung v(t) =-0,5t° + 3,75t2 angeben.

Aufgabenstellung:

a) Geben Sie die Funktionsgleichung zur Berechnung der momentanen Beschleunigung a(t)
zum Zeitpunkt t an!
Berechnen Sie die momentane Beschleunigung zum Zeitpunkt t = 2!

b) Geben Sie einen Ausdruck zur Berechnung des in den ersten 4 Sekunden zurlickgelegten
Weges an! Ermitteln Sie diesen Weg s(4) (in Metern)!

c) Angenommen, dieser Sportwagen beschleunigt — anders als ursprunglich angegeben —
gleichmaBig in 4 Sekunden von 0 m/s auf 28 m/s. Nun wird mit v.(t) die Geschwindigkeit des
Sportwagens nach t Sekunden bezeichnet.

Geben Sie an, welcher funktionale Zusammenhang zwischen v, und t vorliegt!
Ermitteln Sie die Funktionsgleichung fir v. !

12
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Anhang B: Abstract

Im Zuge der neuen kompetenzorientierten Reifeprifung wird facherlbergreifendes
Unterrichten immer mehr gefordert, dies im Speziellen naturlich in Hinblick auf die beiden
Unterrichtsfacher Mathematik und Physik. Darlber hinaus sind die Mathematik und die
Physik natlrlich in ihrer geschichtlichen Entwicklung eng miteinander verflochten und
beeinflussen sich seit jeher gegenseitig. Physik ohne Mathematik ist undenkbar und genauso
gab die Physik der Mathematik immer wieder neue Impulse, woraus teilweise ganze
Teilgebiete der Mathematik befruchtet beziehungsweise erst entstanden sind, man denke an
die Vektorrechnung oder die Tensorrechnung. Dies beriicksichtigend sollte nattrlich auch die
Mathematik in der Schule in den Physikunterricht einflieBen und somit auch ein wichtiger
Wesenszug der Physik, die ja heute sehr mathematisiert ist, den Schilerinnen néhergebracht
werden. In dieser Arbeit soll dargelegt werden, inwieweit es moglich ist, die Schulmathematik
gewinnbringend in den Physikunterricht einflieen zu lassen. Dies soll anhand von konkreten
praxisnahen und direkt nutzbaren Beispielen geschehen und den gesamten
Unterrichtszeitraum von der 1. Klasse bis zur 8. Klasse abdecken. Es soll aber auch
insbesondere den Mathematiklehrerinnen eine Hilfestellung in die Hand gegeben werden, um
die Nuotzlichkeit der gelehrten mathematischen Methoden zu erkennen und im Unterricht
Verwendung zu finden. Aber es sollen auch die Physiklehrerinnen, die nicht Mathematik
unterrichten, eine im Unterricht anwendbare Unterlage erhalten, um ausgewahlte

physikalische Problemstellungen mathematisch exakt im Unterricht 16sen zu kénnen.
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