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1 Einleitung

Diese Arbeit bietet eine Einfithrung in die Theorie der Flachen im dreidimensionalen
euklidischen Raum. Thr Ziel ist es Studierenden des Unterrichtsfaches Mathematik einen
Einblick in dieses Teilgebiet der elementaren Differenzialgeometrie zu ermdéglichen. Dabei
wird an den Wissensstand, nach Absolvierung der Hauptvorlesungszyklen Analysis und
lineare Algebra, angekniipft. Insbesondere werden in diesem Teilgebiet der elementaren
Differenzialgeometrie die Facher Analysis, lineare Algebra, aber auch Geometrie, die oft
nebeneinander und ohne wechselseitige Beziige im Studium unterrichtet werden, zusam-
mengefiihrt. Dahingehend will diese Arbeit motivationsstiftend wirken. In diesem Sinne
wird auch der Inhalt mit vielen motivierenden Beispielen anschaulich illustriert und ne-
ben dem notwendigen streng mathematischen Zugang auch ein intuitives Verstehen der
jeweiligen Konzepte vermittelt.

Der Hauptgegenstand dieser Arbeit sind zweidimensionale Flichen, die im Anschau-
ungsraum R? liegen, genauer handelt es sich dabei um hinreichend ,glatte* Flichen,
die sogenannten reguldren Flichen. Derartige Flichen werden mit Hilfe der elementa-
ren Analysis und Resultaten aus der linearen Algebra beschrieben, was zu Kenntnissen
iiber die ,Geometrie” regulidrer Flachen fithrt. Um Begriffe zu definieren, die eine derar-
tige Beschreibung erlauben, legen wir zunéchst ein Fundament, um Analysis auf solchen
reguldren Flachen betreiben zu kdnnen. Dabei werden die Begriffe der Tangentialebene
an requlire Flichen und des Differenzials von Abbildungen zwischen reguldren Fldichen
eingefiihrt. Mit Hilfe dieser Begriffe gelingt es dann geometrische Grofen wie Langen,
Winkel und Kriimmungen zu studieren.

In diesem Sinne ist Geometrie immer mit der Einfithrung eines Mafses bzw. einer Metrik
verbunden. Die metrischen Verhiltnisse werden im wesentlichen durch zwei Fundamental-
grofen, die erste und zweite Fundamenitalform, beschrieben. Die erste Fundamentalform
gibt Auskunft iiber die innere Geometrie der Fliche. Der inneren Geometrie entsprechen
Grofen, die sich allein durch Messungen (Langen- und Winkelmessungen) innerhalb der
Flache bestimmen lassen.

Oft wird, um eine bessere Vorstellung zu erhalten, das Bild von auf der Fliche lebenden
zweidimensionalen Wesen verwendet. Diese sogenannten Flachlinder kénnen weder aus
der Flache heraustreten noch herausschauen. Zur Beschreibung ihrer Umgebung stehen
Flachlandern lediglich Grofen, die sich mit Hilfe der ersten Fundamentalform ausdriicken
lassen, zur Verfiigung. Die dufiere Geometrie hingegen beriicksichtigt die Lage der Fliche
im umgebenden Raum, was sich mathematisch darin niederschligt, dass die sogenannte
zweite Fundamentalform bzw. von ihr abgeleitete Grofen verwendet werden.

Eine zentrale Groke in der klassischen Flichentheorie ist die Krimmung. Die Kriim-
mung einer Fliche ist eng mit der Kriimmung von Kurven, die in der Fliche verlaufen,
verbunden. A priori ist nicht klar, wo der Kriimmungsbegriff einzuordnen ist, das heifst,



es ist nicht von vornherein ersichtlich, ob ein Flachldnder feststellen kann, dass er zum
Beispiel auf einer Kugeloberfliche lebt bzw. ob er iiberhaupt in der Lage ist verschiedene
Fléchen voneinander zu unterscheiden. Diese und dhnliche Fragen werden im Laufe dieser
Arbeit beantwortet.

Die Darstellung der Inhalte und die Notation erfolgte in Anlehnung an das Buch von
Christian Bar: Elementare Differentialgeometrie, Walter De Gruyter, Berlin, zweite Auf-
lage, 2010. Weitere wichtige Quellen, die beim Verfassen der Arbeit herangezogen wurden,
sind: M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice-Hall Inc.,
New Jersey, 1976 und A. Pressley, Elementary Differential Geometry, Springer-Verlag,
London, 2001.



2 Regulare Flachen

Zu Beginn legen wir das Fundament fiir alles Weitere und definieren die Klasse von
Fléchen, die wir im Folgenden studieren wollen. Genauer werden wir den Begriff reguldre
Fldche motivieren und einfithren, das heifst, wir stellen klar, was wir im mathematischen
Sinne verniinftigerweise unter einer Fléche verstehen.

Eine anschauliche Vorstellung einer reguldren Fliche erhilt man, indem man gedank-
lich kleine Flichenstiicke einer Ebene hernimmt, diese deformiert (dehnt, verbiegt,...) und
anschliefsend so zusammenfiigt, dass keine Selbstschnitte, Kanten oder Spitzen entstehen.

Die Grundidee besteht darin, eine reguliire Fliche als eine Teilmenge des R3 mit zweidi-
mensionalem Charakter zu beschreiben. Die Sinnhaftigkeit der folgenden Definition wird
in den anschlieffenden Kapiteln deutlich.

Definition 2.1 (Regulire Fliche). Sei S C R? eine Teilmenge. Wir nennen S eine
regulire Fliche, falls es zu jedem Punkt p € S ein offene Umgebung V von p im R? gibt,
sowie eine offene Teilmenge U C R? und eine glatte Abbildung F : U — R3, derart dass
gilt

(i) FU)=SNV und F:U — SNV ist ein Hom6omorphismus.
(ii) Die Jacobi-Matrix D, F" hat fiir jeden Punkt u € U Rang 2.

Abbildung 2.1: Abbildung regulére Fliche [1, §3.1, S. 93]



Bemerkung 2.2 (Homdomorphismus). Homéomorphismen sind die Isomorphismen in der
Kategorie der topologischen Réume und stetigen Abbildungen. Formal ist ein Homdo-
morphismus eine stetige Bijektion, deren Umkehrfunktion auch stetig ist. Zwei topolo-
gische Rdume heiffen homodomorph, wenn zwischen ihnen ein Hom&omorphismus exis-
tiert. Damit haben die beiden Riume dieselben topologischen Eigenschaften - sie sind
vom Standpunkt der Topologie aus nicht unterscheidbar. Intuitiv bedeutet dies, dass die
beiden Rdume durch eine Deformation, allerdings ohne Reifsen oder Kleben ineinander
iibergefiihrt werden kénnen. Abbildung 2.2 veranschaulicht die Idee.

Abbildung 2.2: Topologisch (nicht) dquivalente Flachen [6, §6.3, S. 92|

Aufgrund der ersten Bedingung in Definition 2.1 bleibt somit die topologische Struktur
unter der Abbildung F' erhalten. Es wird sichergestellt, dass die Umgebung von p in S
so “aussieht” wie die Umgebung von u in R2.

Die zweite Bedingung bewirkt, dass die Fliche nirgends zu einer Spitze oder einer Kur-
ve zusammenlduft, also die Zweidimensionalitit erhalten bleibt. Es wird somit garantiert,
dass man an jeden Punkt der Fliche eine Tangentialebene anlegen kann, worauf wir im
Kapitel 4 ndher eingehen.
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Abbildung 2.3: Unabhéngigkeit der Parameter [1, §3.1, S. 93]
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Abbildung 2.4: Fille die durch Definition 2.1 vermieden werden [9, §2.1, S. 55]

Oft sind nicht alle Punkte in S durch die selbe Abbildung F' beschreibbar, was zum
Beispiel bei der Einheitssphére der Fall ist (siehe Beispiel 2.6). Das heifst, die Existenz
einer sogenannten globalen Parametrisierung ist keinesfalls die Regel. In solch einem Fall
iiberdecken wir die Flache S einfach durch mehrere lokale Parametrisierungen.

Definition 2.3 (Lokale Parametrisierung). Die Abbildung F': U — SNV aus Definition
2.1 heifst lokale Parametrisierung von S um p. Die Menge SNV heifst Koordinatenumge-
bung von p. Die Komponenten u' und u? von u = (u!, u?) heifen dann auch Koordinaten
des Punktes F'(u) € S (bzg. der Parametrisierung F).

Bemerkung 2.4 (Karten). Oft wird in der Differenzialgeometrie auch der Begriff der Karte
verwendet. Wir nennen den Homdomorphismus bzw. das Tupel (F~1, SN V) eine Karte
von S um p mit dem Kartengebiet SNV. Jedes Teilgebiet der Fliche kann mit Karten auf
eine Ebene abgebildet werden. Diese Terminologie passt mit der Vorstellung zusammen,
dass kleine Teile der Flidche aussehen wie eine Ebene.

Beispiel 2.5 (Affine Ebenen). Ein simples Beispiel fiir regulire Fléchen sind die affinen
Ebenen, gegeben durch einen Punkt p und zwei linear unabhiingige Vektoren X,Y € R3,

SZ{p+u1‘X+u2-Y‘u1,u2€]R}.

In diesem Fall reicht eine einzige Parametrisierung aus. Wir setzen V := R3, U := R?
und F: U — R3, F(u!,u?) ;= p+u'- X +u?-Y. Offensichtlich sind die Bedingungen aus
der Definition 2.1 alle erfiillt. Die Abbildung F' ist glatt und homdomorph. Aufgrund der

linearen Unabhiingigkeit von X = (2!, 22, 23),Y = (3!, 9%, »>) hat auch die Jacobimatrix

2l gyl
D, F = | 22 42
23 4B

vollen Rang und ist sogar unabhingig von u.

Beispiel 2.6 (Einheitssphére). Betrachten wir als weiteres Beispiel die Einheitssphére

52:{(:1:,y,z)6R3|$2+y2+22:1}.



Um nachzuweisen, dass es sich bei diesem Beispiel um eine regulére Flache handelt,
brauchen wir mindestens zwei Parametrisierungen. Da das Bild einer kompakten Menge
unter einer stetigen Abbildung kompakt und S? eine kompakte Menge ist, wiirde die
Annahme, es gibe nur eine Parametrisierung, zu einem Widerspruch fiithren, da ja U
eine offene Menge ist.

Zuerst stellen wir klar, dass es sich bei der Abbildung X; : U € R? — R3 definiert
durch

Xl(xvy) = (a:,y, 1-((1)2+y2)),

mit (z,y) € U und U = {(33, y) € R? | 2 +? < 1}, um eine lokale Parametrisierung der
Einheitssphére handelt. Mit V; := {(z,y, 2) € R*|z > 0} gilt X1(U) = $?NV;. Das Bild
X1(U) stellt den Teil der Einheitssphére oberhalb der x,y-Ebene dar (ausgenommen der
Punkte, fiir die z = 0 gilt).

Abbildung 2.5: Lokale Parametrisierung der Einheitssphére

Nun gilt es die Bedingungen der Definition 2.1 zu priifen. Auf der offenen Menge U ist
1 — (22 4 y?) glatt. Weiters besitzt die Jacobimatrix

1 0
DeypXi=| 0 1
\/1—x2—y2 \/1—x2—y2
vollen Rang. Offensichtlich ist X; injektiv und die Umkehrabbildung Y : X1 (U) — U
gegeben durch die Projektion Y (z,y, z) := (z,y) ist stetig. Somit sind die Bedingungen
aus der Definition 2.1 der reguléren Flichen erfiillt.

Jetzt gilt es noch die ganze Einheitssphire mit analogen lokalen Parametrisierungen
zu iiberdecken. Dazu definieren wir weiter Xy : U C R? — R3 durch

XZ('r?y) = (xv Y, _\/W)

Durch diese Abbildung wird der untere Teil der Einheitssphére dargestellt. Das bedeutet,




X1(U) U X3(U) iiberdecken die Einheitssphiire ohne den Aquator
{(z,y,2) eR*|2® +y* =1,2=0}.

Somit gilt mit V5 := {(z,y,2) € R? ’ z <0}, dass Xo(U) = S? N V. Die Nachpriifung
der Bedingungen aus der Flachendefinition erfolgt analog wie fiir X;.

Analog verwenden wir nun die x,z-Ebene und die z,y-Ebene an Stelle der x,y-Ebene
und definieren folgende lokale Parametrisierungen X; : U — R3, (i = 3,4,5,6):

Xs3(,2) = (2,1 — (22 + 22), 2), Va3 —{(m,y,z)eRS‘y>0},
Xy(z,2) = (x,—/1 — (22 + 22), 2), Vi :{(J:,y,z)GR?"y<()},
X5(y,2) == (V1 — (12 + 2%),y, 2), Vs = {(z,y,2) e R*|z >0},
Xo(y,2) := (=1 = (y2 + 22),y, 2), Vi :{(x,y,z)eRg‘x<O}

Die Einheitssphire wird durch die Parametrisierungen X; und X;(U) = S% N V; mit
i=1,2,3,4,5, 6 vollstindig iiberdeckt. Somit existiert fiir jeden Punkt p € S? mindestens
eine lokale Parametrierung im Sinne obiger Definition 2.1. Es handelt sich also bei der
Einheitssphére um eine reguldre Fléche.

Abbildung 2.6: Uberdeckung der Einheitssphire [9, §2.1, S. 56]

Dieses Beispiel zeigt, dass es teilweise langwierig ist die Bedingungen zu priifen, ob
es sich um eine reguldre Fliche handelt, was die folgende Proposition 2.7 motiviert.
Diese vereinfacht fiir eine ganze Klasse von Beispielen das Nachpriifen erheblich. Fiir den
Beweis verwenden wir Ideen, welche wir bereits im obigen Beispiel angewandt haben.

Proposition 2.7 (Funktionsgraph als reguliire Fliche). Sei U C R? offen und f : U — R
eine glatte Funktion, dann ist der Graph von f,

S={(z,y,2) eR*|(2,y) € U,z = f(z,)}

eine reguldre Fldche.



Beweis. Um zu zeigen, dass S ein reguldre Fliche ist, betrachten wir die Abbildung
F :U — R3, gegeben durch F(z,y) := (x,y, f(z,y)). Die Abbildung F ist glatt und mit
V := R3 gilt offensichtlich F(U) =S = SN V. Weiters hat die Jacobimatrix

1 0

D(z y)F = 0 1
’ f(zy)  9f(zy)

ox oy

vollen Rang. Offensichtlich wird jedem (z,y) € U genau ein Punkt p € S zugeordnet und
die Umkehrabbildung, gegeben durch die Projektion G : S — U, G(z,y, 2z) := (z,y), ist
stetig. Also gilt F': U — S als Homéomorphismus und die Bedingungen der Definition
2.1 sind erfiillt. O

Wir sehen, dass in diesem Fall die regulére Fliache durch eine einzige Parametrisierung
gegeben ist. Die Proposition 2.7 hiitte uns im Fall der Einheitssphire S? aber insofern
geholfen, als dass wir sie (lokal) fiir jede Parametrisierung X1, Xo, ..., Xg anwenden hitten
kénnen und uns so ein direktes Nachpriifen der Bedingungen aus Definition 2.1 erspart
hétten.

Beispiel 2.8 (Stereographische Projektion). Wir werden nochmals die Einheitssphére
heranziehen und zeigen, dass man bei geschickter Wahl der Parametrisierungen mit nur
zwel Koordinatenumgebungen auskommt. Das ist, nach der Bemerkung in Beispiel 2.6,
das Minimum. Die Idee ist in der Abbildung 2.7 dargestellt. Wir positionieren die Sphére
auf der x,y-Ebene, sodass der Siidpol mit dem Koordinatenursprung zusammenfillt.

Abbildung 2.7: Stereographische Projektion [9, §2.1, S. 67|

Die Sphire ist dann gegeben durch

Py (z-1)2=1



und die stereographische Projektion durch G : §%\ {N} — R2 Jedem Punkt p =
(z,y,2) € S? der Sphire, ausgenommen dem Nordpol N = (0,0,2), wird ein Punkt auf
der x,y-Ebene zugewiesen. Dieser Punkt (u,v) € R? ist bestimmt als Schnittpunkt der
x,y-Ebene mit der Geraden X, welche durch die Punkte N und p = (z,y,2) € S?\ {N}
geht. Die Abbildung ist dann gegeben durch G(z,v,2) := (u,v) mit (z,y,2) € S?\ {N}
und (u,v) € x,y-Ebene. Wie wollen nun die Umkehrfunktion

Fy:R* = §%\ {N}

finden. Dazu suchen wir nach den Schnittpunkten der Geraden

0 U
X: 0 +1 )
2 -2

mit der Sphére
4yt (212 =1

Durch Einsetzen erhilt man die Gleichung (t - u)? + (¢ - v)? + ((2 — 2t) — 1)? = 1. Diese
besitzt zwei Losungen ¢ = 0 und ¢ = m, wobei nur zweitere von Interesse ist. Die
Abbildung Fj ldsst sich dann folgendermafsen angeben
du
u2+4v2+4
v
Fyn(u,v) = | @y
2(u+v?)
uZ+v2+4

Wir wollen nun die Sphéire mit Hilfe der stereographischen Projektion mit nur zwei
Koordinatenumgebungen iiberdecken. Es fehlt uns letztendlich nur der Nordpol. Um eine
geeignete Parametrisierung zu konstruieren, verwenden wir als Schnittebene E : z = 2
iiber der Sphére und betrachten die Schnittpunkte der Geraden, welche durch den Siidpol
S = (0,0,0) und p = (v,y,2) € S?\ {S} geht, mit der Ebene E. Die Vorgehensweise
erfolgt analog und man erhilt folgende Abbildung

4u
u2+v2+4
FS(U, 1}) = %

uT o4
Wir setzen U := R? und Vy := S%\ {N} bzw. Vg := 52\ {S}. Dann gilt

Fn(U) =58%NVy
Fs(U)=S8*NVg
und die Sphére kann durch diese beiden Umgebungen vollstdndig iiberdeckt werden. Dass

Fy und Fs Homdéomorphismen sind, ist anschaulich klar und dass die Jacobimatrizen
D, Fn und D, Fs Rang 2 haben, kann leicht explizit nachgepriift werden. Wir haben also



Parametrisierungen im Sinne der Definition 2.1 gefunden.

Eine weitere Proposition soll uns helfen eine in der Form S = {(z,y,z) € R3 ‘
f(z,y, z) = const.} gegebene Menge als regulire Fliche zu identifizieren. Wie bei Propo-
sition 2.7, wird dadurch das Nachpriifen fiir eine ganze Klasse von Beispielen erleichtert.

Proposition 2.9 (Niveaumenge als reguliire Fliche). Sei Vy C R3 offen, sei f : Vj — R
eine glatte Funktion. Wir setzen S = {(w,y,z) eV ‘ flz,y,2) = const.}. Falls fiir alle
peS gilt

grad f(p) # (0,0,0),

dann ist S ein requldre Fliche.
Beweis. Wir setzen p = (xo, Yo, 20) € S. Es gilt

of(p)

oz 0
grad f(p) = [ 25 | # | 0
ajjm 0

und daher kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass

9f(p)
———=#£0
0z 7
Jetzt ist es moglich, nach dem Satz iiber implizite Funktionen [2, §8, S. 89|, f(p) = 0
lokal nach z aufzuldsen. Das heifit, es existiert eine offene Umgebung V' C Vj von p, eine

offene Umgebung U C R? von (g, 10) und eine glatte Funktion g : U — R, so dass

SOV ={(z,y,9(x,y) | (z,y) €eU}.

Jetzt brauchen wir nur noch F' : U — V mit F(z,y) = (z,y,9(z,y)) zu definieren
um lokale Parametrisierungen zu erhalten, die ganz S {iberdecken. Die Bedingungen der
Proposition 2.7 sind erfiillt, dadurch ist gezeigt, dass es sich um eine reguldre Fliche
handelt. O

Bemerkung 2.10. Wir haben eine reguldre Flache {iber die Existenz von lokalen Parame-
trisierungen F : U — SNV von S um p definiert. Die Propositionen 2.7 und 2.9 sagen
uns, dass unter gewissen Bedingungen gegebene Funktionsgraphen und Niveaumengen
die Existenz reguldrer Fliachen bedeuten.

Tatsichlich gilt sogar die Umkehrung: Haben wir eine regulére Fliche gegeben und
sei F': U — SNV eine lokale Parametrisierung von S um p, dann existiert eine glatte
Abbildung f : U — W mit W C R offen, sodass p € SN (U x W) = Graph(f) :=
{(z,y, f(z,y)) ’ (z,y) € U}. Ebenso gibt es eine glatte Abbildung f : W — R, wobei
W C R3 offen, sodass p € SNW = f~1(0). Im lokalen Sinne (fiir eine Umgebung von
p) sind also die Existenzen von Parametrisierung, Funktionsgraphen und Niveaufliche
dquivalent. |3, §10.4, S. 41]

10



Proposition 2.9 liefert uns eine Fiille neuer Beispiele reguldrer Flichen. Einige davon
wollen wir uns explizit ansehen.

Beispiel 2.11 (Hyperbolisches Paraboloid). Das hyperbolische Paraboloid ist gegeben
durch ) )

£+&_Fﬂ}

a b

wobei a,b € R\ {0}. Um Proposition 2.9 anwenden zu kénnen, setzen wir Vp := R? und
f:R3 = R definiert als f(z,y,2) := %2 + % —z.

S = {(x,y,z) e R3

Abbildung 2.8: Hyperbolisches Paraboloid

Jetzt miissen wir noch zeigen, dass der Gradient von f fiir alle p € S nicht verschwindet.
Offensichtlich ist der Gradient

2z 2y
d =(—,—,—1
gra f(:'v7y7z) ( a ) b 9 )
fiir alle p € S ungleich (0,0,0). Es handelt sich also um eine regulére Fliche.

Beispiel 2.12 (Elliptisches Paraboloid). Die Betrachtung erfolgt ganz analog wie bei
Beispiel 2.11. Das elliptische Paraboloid ist gegeben durch

2 2
z_z_ﬁﬂ}
a

S = {(:p,y,z)eR3 a

wobei a,b € R\{0}. Wir setzen wieder V, := R und f : R® — R definiert als f(z,y, 2) :=
2 2

- Y
@ b zZ.

11
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Abbildung 2.9: Elliptisches Paraboloid

=~ 1

gradf(:z:,y,z) = <;7_ b

Der Gradient
ist fiir alle p € S ungleich (0,0,0). Es handelt sich also wieder um eine regulére Fléiche.

2r 2y >

Beispiel 2.13 (Torus). Die Betrachtung erfolgt wieder analog wie in den beiden vorheri-
gen Beispielen 2.11 und 2.12. Geometrisch kann der Torus wie folgt definiert werden: Der
Mittelpunkt einer Kreisscheibe vom Radius r (0 < r < 1) bewegt sich am Einheitskreis
in der x,y-Ebene, sodass die Kreisscheibe stets senkrecht zum Einheitskreis steht.

Abbildung 2.10: Konstruktion Torus

Parametrisiert man diese Konstruktion durch zwei Winkel A und ¢, so kann man die

12



entstehende Fliche beschreiben durch (), ) € R? = (2,9, 2) € R? mit

x =(1+rcosp)cos A
y =(1+rcosyp)sin A

zZ =7rsin .
Wir wollen den Torus durch ein Nullstellengebilde beschreiben. Dazu rechnen wir:

22 + % = (1 +reosy)? also rcos = /22 + y2 — 1 und daher
r? =12 cos? o 4 r¥sin ¢ = (& x2+y2—1)2+22:$2+Z/2+22+1:‘:2\/m
also £2v/x2+ 12 =22+ + 22+ 1712

Weil die rechte Seite > 0 ist, erhalten wir den Torus als Nullstellenmenge der Funktion

f@,y,2) =2 + 4% + 22+ 117 —2¢/a2 + 42,

Abbildung 2.11: Torus

Es gilt

1 1
grad f(x,y,z) = <2x <1 - W) , 2y (1 - \/x2:+y2> ,22>

und daher fiir alle z # 0 grad f(z,y,z) # 0. Im Falle z = 0 gilt fiir die Nullstellenmenge
. 1 . . . . .
1 T # 0, also ebenfalls grad f(z,y, z) # 0. Wir haben somit eine weitere regulire

Flache gefunden.

Bemerkung 2.14. Zu beachten ist, falls S als Nullstellengebilde gegeben ist, dass die
Bedingung grad f(p) # (0,0,0) in Proposition 2.9 hinreichend, aber nicht notwendig ist
um S als regulire Fliche zu identifizieren. Fiir eine explizite Darstellung der Sphére als
Nullstellenmenge {(z,y,z) € R? { f(z,y,2) =0} mit grad f(z,y,2) = 0 Vp € S? siehe
Bar Seite 97 [1, §3.1, S. 97].
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Wir geben nun ein Beispiel fiir eine Fliche, welche nicht den Kriterien einer reguldren
Fliche entspricht.

Beispiel 2.15 (Doppelkegel). Der Doppelkegel ist gegeben durch
S={(z,y,2) € R3’x2+y2 = 22}.

Wir wollen nun {iberpriifen ob es sich hier um eine regulére Fliche handelt. Wir versuchen
es einmal mit Proposition 2.9. Dazu setzen wir f : R — R, f(z,y,2) = 22 + y? — 2°.

Der Gradient
grad f(x7 Y, Z) = (21}7 2y7 _22)

verschwindet nur fiir pg = (0,0,0). Allerdings ist pg in S enthalten. Was wir jedoch tun
kénnen ist, dass wir f auf Vg := R\ {po} einschriinken. Dann ist

SnVo=5S\{po}

eine regulire Fliche im Sinne der Proposition 2.9

Abbildung 2.12: Doppelkegel

Wenn wir jetzt annehmen, S sei eine regulire Fliche, dann existiert eine lokale Pa-
rametrisierung F : U — SNV, sodass pp in S NV ist. Nach Definition 2.1 ist F ein
Homé&omorphismus. Wir setzen a := F~1(pg), wobei sich a in der offenen Umgebung U
befindet. Wir kénnen annehmen, dass U eine offene Kreisscheibe mit a im Zentrum ist,
nachdem jede offene Menge, die a enthélt, so eine offene Kreisscheibe enthélt. SNV muss
offensichtlich einen Punkt p im unteren Teil des Doppelkelgels mit z < 0 enthalten und
ebenso einen Punkt g im oberen Teil mit 2 > 0. Wir setzen b := F~!(p) und ¢ := F~(q).
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Abbildung 2.13: Doppelkegel - Singularitit [7, §4.1, S. 64]

In der offenen Kreisscheibe U kénnen wir nun b und ¢ durch einen stetigen Weg
verbinden, welcher a nicht enthilt. Das Bild des Weges 7 unter I, gegeben als die Ver-
kettung v = F o7, befindet sich zur Génze in S N V. Dort geht v durch p und ¢, ohne
durch py zu gehen. Dies ist aber offenbar nicht méglich. Der Doppelkegel ist also keine
regulére Flache. S hat im Punkt pg eine sogenannte Singularitit.

Im folgenden Kapitel setzten wir uns mit Differenzierbarkeitsfragen beziiglich Abbil-

dungen auseinander, die ihren Definitionsbereich und/oder Wertebereich auf einer regu-
laren Flache haben.
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3 Glatte Abbildungen

Differenzialgeometrie ist gekennzeichnet durch ein Zusammenspiel von Analysis und Geo-
metrie. Um zu den wesentlichen geometrischen Begriffen, wie zum Beispiel der Kriim-
mung, zu gelangen, bendtigen wir Methoden der Analysis, vor allem die der Differenzial-
rechnung. Wir wollen nun die bekannten Methoden der Differenzialrechnung auf offenen
Teilmengen des R™ auf ,spezielle” Teilmengen des R3, unsere reguliren Flichen, iibertra-
gen. Das erlaubt uns dann zum Beispiel Analysis auf einer Kugeloberfldche zu betreiben.
Zuvor wollen wir kurz wiederholen, was Differenzierbarkeit bzw. Glattheit fiir Abbildun-
gen f:U — R™ mit U C R" offen, bedeutet.

3.1 Abriss der mehrdimensionalen Differenzialrechnung

Betrachten wir zunéchst den leichter zugéinglichen Begriff der partiellen Ableitung. Fiir
eine Abbildung f : U C R™ — R bedeutet partielle Differenzierbarkeit in der i-ten Ver-
anderlichen im Punkt x € U nichts anderes als die Existenz der gewShnlichen Ableitung
nach der i-ten Variable bei Festhaltung der iibrigen n — 1 Verdnderlichen:

Duf(e) o=ty L2 R0 = 1)

Dabei ist e; € R™ der i-te Einheitsvektor und i € R. Man schreibt fiir den Grenzwert auch
dgg)‘ Ubertragen auf Abbildungen f : U C R” — R™ mit den Komponentenfunktionen
f1, fo, ---fm, bedeutet partielle Differenzierbarkeit die partielle Differenzierbarkeit aller
fi:U—=Rmiti=1,2,...,m.

Differenzierbarkeit ist spezieller und bezeichnet die Eigenschaft einer Abbildung sich
lokal um einen Punkt in eindeutiger Weise linear approximieren zu lassen. Da die parti-
elle Differenzierbarkeit (fiir alle Veranderlichen) nur die lokale Approximierbarkeit durch
Gerade in allen Richtungen, nicht jedoch durch eine einzige lineare Abbildung (Ebene)
fordert, ist Differenzierbarkeit ,stiarker” als partielle Differenzierbarkeit. Bei Funktionen
mehrerer Verdnderlicher haben wir also zwei Ableitungsbegriffe. Die Differenzierbarkeit
einer Funktion in einem Punkt bedeutet also, dass diese sich dort lokal durch eine lineare
Abbildung approximieren lisst. Ist dies der Fall, sagt man, die Abbildung ist differen-
zierbar.

Definition 3.1 (Differenzierbarkeit). Sei U C R" offen. Eine Abbildung f : U — R™
heiftt in z¢ € U differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung

g(x) = A (x —x0) + f(0)
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mit A € R™*" gibt, so dass

lim f(x) = (A (z—x0) + f(w0))

= 0.
T—T0 |1‘ — ,’L‘(]|

Die Matrix A nennt man auch das Differenzial oder die Ableitung an der Stelle zy und
man schreibt auch D f(zg).

Ist eine Abbildung f : U C R®™ — R™ in zy € U differenzierbar, dann ist sie dort
auch partiell differenzierbar. Die Umkehrung gilt nicht. Wenn allerdings alle partiellen
Ableitungen in zo € U existieren und diese stetig sind, ist die Abbildung dort auch
differenzierbar. Die zugehorige Matrix der linearen Approximation ist identisch mit der
Jacobi-Matrix :

Df(x) = Jy(x) := a(aj?xl fﬂ;l(;:) = (acf‘;ﬁ:))ogisw

0<j<n

Man schreibt fiir Df(x) auch D,f. Weiters ist zu erwéhnen, dass Differenzierbarkeit
Stetigkeit impliziert. Ist eine Abbildung differenzierbar in jedem Punkt xg € U und
hiangt D f(xzg) stetig von xg ab, so heifst f in U stetig differenzierbar. Wir sagen, f ist
von der Klasse C'. Ist die Abbildung k-mal stetig differenzierbar, bezeichnen wir f als
C*-Funktion. Wenn die Abbildung beliebig oft differenzierbar ist, schreiben wir C*° und
nennen die Abbildung glatt.

Ein weiterer Begriff, den wir fiir die Betrachtung differenzierbarer Abbildungen bend-
tigen, ist der des Diffeomorphismus: Eine glatte bijektive Abbildung F' : U — V mit
U,V C R", deren Umkehrabbildung ebenfalls glatt ist, nennt man Diffeomorphismus.
Das ist eine ,stirkere Version* eines Homdomorphismuses. Zwei Mengen U und V heifen
diffeomorph, falls es einen Diffeomorphismus von U nach V' gibt. Als Beispiel: Die Fliche
eines Quadrats ist homéomorph zu der Fliche einer Kreisscheibe, aber nicht diffeomorph,
da an den Ecken Probleme hinsichtlich Differenzierbarkeit auftreten.

3.2 Glatte Abbildungen auf reguldren Flachen

In der Differenzialgeometrie spielen vielfach lokale Eigenschaften (von Fléchen) eine Rol-
le. Darunter werden Eigenschaften verstanden, die lokal um jeden Punkt gelten.! Zum
Beispiel verlangt Definition 2.1 (siehe Seite 3) eine typische lokale Eigenschaft: Jeder
Punkt in der Fliche besitzt eine Umgebung, die homdomorph zu einer offenen Menge
des R? ist. Diese Definition ist daher auch mafgeschneidert um lokale Eigenschaften vom
R? auf eine regulire Fliche S zu ,verpflanzen“. Eine solche typische lokale Eigenschaft
ist die Differenzierbarkeit von Funktionen.

Genauer interessieren wir uns nun dafiir, was es fiir Abbildungen, die ihren Definiti-
onsbereich und/oder ihren Wertebereich auf reguléren Flichen haben, bedeutet glatt zu

!Genauer unterscheidet man zwei Arten lokaler Eigenschaften, nimlich solche die auf einer bzw. jeder
Umgebung eines jeden Punktes gelten.
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sein. Zuerst betrachten wir Abbildungen, die ihren Wertebereich in reguldren Flichen
haben.

3.2.1 Abbildungen mit Wertebereich in Flachen

Was es fiir eine Abbildung ¢ : W — R3 mit W C R" offen heifit glatt zu sein, ist klar
(siehe Definition 3.1). Fiir solche Abbildungen ,hinein“ (meint Abbildungen mit Werte-
bereich in reguldren Flachen) ldsst sich Glattheit auch mit Hilfe von Karten ausdriicken.
Um die Idee zu konkretisieren, fithren wir folgende Proposition 3.2 an.

Proposition 3.2 (Differenzierbarkeit von Abbildungen hinein). Sei S C R? eine regulire
Fliche und F : U — SNV eine lokale Parametrisierung von S. Set W CR"™ eine offene
Menge, und

0:W — R3
eine Abbildung mit (W) C SNV. Dann ist ¢ als Abbildung von W nach R3 glatt genau

dann, wenn
Flop:W—UCR?

glatt ist.

Wir sehen also, dass es vom Standpunkt der Differenzierbarkeit egal ist, ob wir die
Abbildung ¢ : W — SNV C R?® ganz normal® (soll heifen wie in Kapitel 3.1) als
Abbildung mit Werten in R? betrachten oder via Anhingen der Karte F~! (also die
Abbildung F~! o ¢) als Abbildung mit Werten in R? betrachten.

ScR?
¢ F
W C R” v U CR?
.p — ”.
0

Abbildung 3.1: Abbildung mit Werten in S [1, §3.1, S. 100]

Beweis. Sei zuerst 1) := F~! o ¢ glatt. Um diese Richtung zu beweisen, wenden wir
einen Trick an. Wir benutzen die allgemeine Kettenregel, die besagt, dass die Verkettung
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glatter Abbildungen (im Sinne der Definition 3.1) glatt ist. Somit ist ¢ = F o als
Verkettung glatter Abbildungen ebenfalls glatt.

Die andere Beweisrichtung gestaltet sich etwas aufwindiger. Das eben verwendete Ar-
gument funktioniert hier nicht, da F~! auf SNV definiert ist und wir noch nicht wissen,
was in diesem Fall Differenzierbarkeit bedeutet. Sei also ¢ : W — R3 glatt und p € W.
Wir setzen g := ¢(p) € SNV, up := F~1(q) € U und schreiben fiir (u',u?) € U

Nach Voraussetzung hat D,,F maximalen Rang, somit ist die lineare Abbildung D, F :

R? - R3 injektiv und wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass die 2 x 2-Matrix (a?ﬁ’z)g) (u0)>

invertierbar ist. Andernfalls wechseln wir die x-Koordinate oder die y-Koordinate durch
die z-Koordinate aus.

Nun definieren wir die Abbildung G : U x (—=1,1) — R3,

wobei (u!,u?) € U und t € (—1,1). Geometrisch betrachtet, bildet G einen vertikalen Zy-
linder iiber U auf einen ,vertikalen Zylinder“ iiber F'(U) = SNV ab. Anders ausgedriickt,
S erhélt lokal in S NV eine rdumliche Ausdehnung.

_____

S C R?

Abbildung 3.2: Veranschaulichung der neu definierten Funktion G

19



Nun berechnen wir das Differenzial von G an der Stelle (ud, uZ,0):
gur (o) iz (uo) O

9 d

Dpuz0)G = | 2 (uo) % (uo) 0

1

2z (o) 2 (uo)

Mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes [4, §5.4, S. 114] kénnen wir die Determi-
nante nach der letzten Spalte entwickeln und erhalten:

9(z,y)
det D(ué,ug,O)G = det <8(u1’ u2) (UO)) 75 0.

Daraus folgt, dass D(u}),ug,o)G invertierbar ist und nach dem Umkehrsatz [2, §8, S. 96|

existiert eine offene Umgebung U; C U x R von (ug,u3,0) und eine offene Umgebung

V1 C V von ¢, sodass
G’U1 : U1 — V1

bijektiv und die Umkehrabbildung glatt ist, also G|y, : Uy — Vi ein Diffeomorphismus
ist.

S c R?

Abbildung 3.3: Einschrinkung von G auf U

Da ¢ glatt ist, existiert eine offene Umgebung W7 C W von p, sodass o(W7) C ViNS.
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Fiir p’ € W gilt
G o) = (Fop®),0),

da G|yyqoy = F- Da G~ o ¢ als Verkettung zweier glatter Abbildungen wieder glatt ist
(der selbe Trick wie zu Beginn des Beweises), gilt dies auch fiir F'~! o ¢ fiir alle p’ € W7,
wobei W7 eine offene Umgebung des beliebig vorgegebenen Punktes p ist. O

Bemerkung 3.3. Der Beweis von Proposition 3.2 macht essentiell davon Gebrauch, dass
die inverse Parametrisierung stetig ist und deren Jacobi-Matrix vollen Rang hat. Dies ver-
deutlicht noch einmal die Sinnhaftigkeit der Bedingungen in der Definition 2.1 regulérer
Fléchen.

Der Beweis ist zwar etwas technisch, allerdings erhalten wir dank Proposition 3.2 fol-
gendes wichtige Resultat iiber Parametertransformationen (auch Kartenwechsel genannt)
fast geschenkt. Der Kartenwechsel gibt an, was beim Ubergang von einem Koordinaten-
system U; zum anderen Us geschieht.

Korollar 3.4 (Parametertransformation). Sei S eine regulire Fliche, seien Fy : Uy —
SNV, und Fy : Us — SN Vy lokale Parametrisierungen. Dann ist

FyloF : FU'(inW) — Fy Y (Vina)

glatt.

U, , , U,

Abbildung 3.4: Parametertransformation [1, §3.1, S. 102]

Beweis. Wir kénnen einfach Proposition 3.2 verwenden. Wir wissen, dass F; nach Vor-
aussetzung glatt ist. F7 soll nun unser ¢ aus Proposition 3.2 sein. Also setzen wir
W = Fl_l(Vl N V2) und ¢ = Fj. Nach Proposition 3.2 ist nun auch die Verkettung
;o g glatt. Wir erhalten, dass Fy ' o Fy : F{ ' (ViNVa) — Fy '(Vi N VR) glatt ist. [
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Natiirlich ist auch die Umkehrabbildung F; ' o Fy : Fy '(VinVa) — FyH(Vi N VA)
glatt. Es folgt also unmittelbar aus Korollar 3.4, dass Parametertransformationen Diffeo-
morphismen sind. Dieses Resultat ist wesentlich um Differenzierbarkeit fiir Abbildungen
shinaus® (meint Abbildungen mit Definitionsbereich in reguléren Flichen und Wertebe-
reich in R™) {iberhaupt definieren zu kénnen.

Die néchste Proposition ist eine Art Umkehrung. Wenn wir eine lokale Parametrisie-
rung F : U — SNV gegeben haben und eine Teilmenge U diffeomorph zu U ist, dann
erhalten wir mit F : U — S NV wieder eine lokale Parametrisierung. Das bedeutet,
der Diffeomorphismus zwischen den beiden Teilmengen U, U C R2 sorgt dafiir, dass die
Regularititseigenschaften (im Sinne der Definition 2.1) erhalten bleiben.

Proposition 3.5 (Erhaltung der Regularititseigenschaften). Seien U und U offene Teil-
mengen des R?. Seien F : U — SNV eine lokale Parametrisierung und ¢ : U — U ein
Diffeomorphismus. Dann ist = Fo¢:U — SNV eine lokale Parametrisierung .

™

)]
N
%

Abbildung 3.5: Erhaltung der Regularititseigenschaften

Beweis. Wir rechnen die Bedingungen in Definition 2.1 nach. Zunéchst ist F=Fo¢:
U — R? als Zusammensetzung glatter Abbildungen glatt. Weiters gilt

(i) FU)=Fo¢(U)=FU)=SNVund F:U — SNV ist als Zusammensetzung

von Homoéomorphismen wieder ein Homdéomorphismus.

(ii) Sei @ € U. Nach der allgemeinen Kettenregel [2, §6, S. 66] gilt Dz F = Dz(F o ¢) =
Dy F - Dg¢ und da F eine lokale Parametrisierung und ¢ ein Diffeomorphismus
ist, haben beide Matrizen Dy ;) F und D¢ vollen Rang. Mit Hilfe der Abschétzung

22



rang (Dy @) F' - Da¢) > rang (Dgq) F) + rang (Da¢) — 2 > rang (D) [5, Lemma
2.5.5, S. 149], gilt aus Dimensionsgriinden rang (Dgg)F - Da¢) = rang (DaF) = 2.
O

Diese Proposition macht deutlich, dass bei Parametertransformationen die Eigenschaf-
ten reguldrer Flichen unverdndert bleiben. Zusammengefasst wissen wir jetzt, dass wenn
wir zwei lokale Parametrisierungen gegeben haben, ein Diffeomorphismus existiert, mit
dem wir problemlos zwischen den verschiedenen Koordinaten wechseln kénnen. Im Fol-
genden ein Beispiel fiir einen Kartenwechsel.

Beispiel 3.6 (Parametertransformation). Wir berechnen explizit einen Kartenwechsel
im Fall der Sphire S = S?. Wir verwenden die Parametrisierungen X, und X5 aus
Beispiel 2.6. Dann ist

V4r7V5:{(:p,y,z)ER3}az>0undy<0}

und somit

X5_1(V4ﬂ‘/5):{(y,z)ERZ‘y2+22<1undy<O},
X*1(1/40V5):{(:L',z)€R2‘$2+z2<1und:p>0}.

Abbildung 3.6: Schnittmenge V4 N V5 mit der Sphére
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Fiir X4_1 o X5 ergibt sich

X (Ks(y.2) = X (VI= WP+ 2)..2)

:< 1—(32—1—2'2))

Wir sehen X; ' o Xj ist eine glatte Abbildung auf X5 (V4 N Vk).

3.2.2 Abbildungen definiert auf Flichen

Die Glattheit von Abbildungen hinein (definiert auf offene Teilmengen des R"™) konnten
wir mit Hilfe der mehrdimensionalen Analysis (siehe Kapitel 3) formulieren. Es ging ja
nur um die Differenzierbarkeit von Funktionen auf offenen Mengen des R™. Nun geht es
um Abbildungen ,hinaus®, also solche mit Definitionsbereich auf reguldren Flichen. Eine
regulire Fliche S C R3 ist jedoch nicht offen? in R3, denn die Kugel um p € S mit
Radius €

B(p)={q¢eR": |lp—q| <€}

liegt fiir jedes p € S und jedes € > 0 nicht vollstdndig in S.

Abbildung 3.7: e-Kugel in regularer Fliche

Wir konnen also den bekannten Differenzierbarkeitsbegriff nicht so einfach auf Abbil-
dungen f : S — R™ anwenden. Wir wollen diesen daher im Folgenden so ,erweitern“, dass
er auch fiir diese Abbildungen anwendbar ist. Das heifst, wir brauchen eine neue Idee.
Die einzige sinnvolle Moglichkeit ist, dhnlich wie wir es bei Abbildungen ,hinein“ taten
(Proposition 3.2), die Verkniipfung mit Karten.

2Eine Teilmenge U C R" nennt man offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist, das heifit, wenn zu
jedem p € U ein € > 0 existiert, so dass fiir die Kugel Be(p) = {¢ € R" : ||p — ¢|| < €} gilt Be(p) C U.
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Wir gehen, wie eben angedeutet, folgendermafsen vor: Wie wihlen eine lokale Para-
metrisierung F : U — SNV von S um p € SNV und sagen einfach f : S — R” ist
differenzierbar um p, wenn f o F differenzierbar in F~!(p) ist. Somit kénnen wir die
Eigenschaft Differenzierbarkeit unter Zuhilfenahme von Karten definieren. Jetzt sind wir
in der Lage eine explizite Definition anzugeben, was wir unter Differenzierbarkeit einer
Abbildung meinen, die ihren Definitionsbereich auf einer regulidren Fliche hat.

Doch miissen wir hier acht geben, da der selbe Punkt p € S verschiedenen Karten
angehdren kann, was wir speziell am Beispiel 2.6 der Einheitssphére sehen konnten. Of-
fenbar macht folgende Definition nur dann Sinn, wenn sie unabhingig von der Wahl der
Parametrisierung ist, was wir spiter nachweisen werden.

Definition 3.7 (Differenzierbarkeit von Abbildungen definiert auf reguliren Flichen).
Sei S C R? eine reguldre Fliche und f : S — R™ eine Abbildung definiert auf S. Wir
nennen f glatt nahe p € S, wenn fiir eine lokale Parametrisierung F' : U — SNV mit
p € SNV die Komposition fo F : U — R™ um F~1(p) glatt ist.

S C R?

f
; > RTL

Y

Abbildung 3.8: Abbildung hinaus

Dass diese Definition von der Wahl der Karten nicht abhéngt, liegt gerade daran,
dass die Kartenwechsel alle glatt sind (Korrolar 3.4). Sei Fy : Uy — S N V; eine lokale
Parametrisierung von S um p und f : S — R" eine glatte Abbildung ,hinaus®. Wenn wir
jetzt eine weitere Parametrisierung F5 : U — S NV, um p haben, dann gilt f o Fr =
foFio F1_1 o F5. Nach Definition 3.7 ist f o F1 glatt und nach Proposition 3.4 ist der
Kartenwechsel F~ Lo I, glatt. Als Zusammensetzung glatter Abbildungen ist nun auch
f o F» glatt. So haben wir gezeigt, dass die Definition unabhéngig von der gewihlten
Parametrisierung ist.

Wir kénnen die Differenzierbarkeitsfrage auch auf die Differenzierbarkeit im R3 zu-
riickfithren (siche Kapitel 3). Dazu sehen wir uns den umgebenden R3 an und fragen
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uns, ob es eine Fortsetzung f von f|gny auf V' gibt.

Korollar 3.8 (Fortsetzung in den R3). Sei S C R® eine regulire Fliche, p € S und
[ 5 = R" eine glatte Abbildung definiert auf S. Dann gibl es eine offene Umgebung V
von p in R3 und eine Fortsetzung f von f|snyv die glatt auf V ist.

Beweis. Wir verwenden den Diffeomorphismus aus dem Beweis von Proposition 3.2

und setzen
glut,u? t) := fo F(u',u?) = f o G(ut,u?,0).

Nun ist g glatt nahe (F~!(p),0), und wir kénnen als Fortsetzung

fi=goG™!
nehmen. O

Bemerkung 3.9. Wir wollen die Situation nun auch umgekehrt betrachten. Sei S C R?
eine regulire Fliche und V C R3 eine offene Menge, sodass S C V. Sei f: V — R” eine
glatte Abbildung, dann ist die Einschrankung von f auf S eine glatte Abbildung auf S.
Wenn F: U — SNV eine Parametrisierung ist, dann ist die Funktion f|go F = fo F':
U — R" als Verkettung glatter Funktionen glatt. f|g ist somit im Sinne der Definition
3.7 glatt.

Glattheit von Abbildungen ,hinein“ konnten wir mit Hilfe des bekannten Differenzier-
barkeitsbegriffs (mehrdimensionale Analysis: Kapitel 3) formulieren. Fiir Abbildungen
yhinaus® konnten wir Glattheit durch das Anhédngen von Karten definieren. Nun wollen
wir beides kombinieren und Glattheit fiir Abbildungen zwischen zwei reguldren Flachen
f 51 — S9 betrachten.

3.2.3 Abbildungen zwischen Fliachen

Nun haben wir alle ,Zutaten®, die wir brauchen um Abbildungen zwischen zwei regu-
laren Flachen S und S5 hinsichtlich Differenzierbarkeit ndher zu betrachten. Wir ver-
wenden wieder dieselben Ideen wie zuvor, indem wir einfach die jeweiligen Karten zu
Hilfe nehmen. Auf diese Weise ldsst sich Definition 3.7 fiir glatte Abbildungen auf re-
guléren Flichen auf natiirliche Weise auf Abbildungen zwischen zwei reguléren Flachen
erweitern.

Definition 3.10 (Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen reguldren Fldchen). Sei-
en S1, Sy C R? regulire Flichen und sei f : S; — Sy. Wir nennen f glatt nahe p, falls es
eine lokale Parametrisierung F; : Uy — SNV} von S7 um p gibt und eine lokale Parametri-
sierung F» : Us — SNV; von Sy um f(p) derart, dass F{lofoFl : Ffl(f_l(Vg)ﬂVl) — Uy
nahe p glatt ist.
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S Vins AY)

FylofoF,

Uy U
Abbildung 3.9: Abbildungen zwischen reguliren Flachen [1, §3.1, S. 104]

Das bedeutet, die Abbildung ,oben® (f : S; — Sz zwischen den zwei Flichen) ist glatt,
wenn die Abbildung ,unten“ (¢ := F2_1 o fo F zwischen den Koordinatenmengen U; und
Us) glatt ist. Allerdings miissen wir hier achtgeben, da ¢ nicht auf ganz U; definiert ist.

Auch hier iiberpriifen wir, ob die Definition unabhingig von den gewihlten Parame-
trisierungen ist. Dazu verwenden wir wieder Korollar 3.4, das besagt, dass Parameter-
transformationen stets glatt sind. Seien also Fy und F, lokale Parametrisierungen um p
bzw. f(p), so ist

nglofopl :F‘QiloFQO(ﬁOFflOF&
als Verkettung glatter Abbildungen selbst glatt. Wir haben also nun die ,geeigneten‘
Abbildungen zu reguléren Flachen gefunden (vgl. lineare Abbildungen zu Vektorrdumen).
Nun kénnen wir auch den Begriff des Diffeomorphismus fiir Abbildungen zwischen
Flachen definieren. Diffeomorphismen spielen die selbe Rolle bei der Untersuchung von
reguléren Flichen wie lineare Isomorphismen beziiglich Vektorrdumen. In dem einen Fall
bleibt die Vektorraumstruktur erhalten und im Fall der reguldren Flidchen bleibt die
differenzierbare Struktur erhalten.

Definition 3.11 (Diffeomorphismus zwischen regulidren Flichen). Seien Si, So C R3
regulédre Flichen. Eine Abbildung f : S1 — Ss heifst Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist
und sowohl f als auch f~! glatt sind. Existiert ein solcher Diffeomorphismus f : S; — S,
dann heifsen die Flichen S; und Ss diffeomorph.

Sind also zwei Fldachen zueinander diffeomorph, dann sind sie ,,im Wesentlichen“ gleich.
Genauer, im Sinne der Differenzierbarkeit sind diffeomorphe regulére Fliachen ununter-
scheidbar. Damit man sich etwas unter dem Begriff vorstellen kann, fithren wir zwei
Beispiele fiir Diffeomorphismen zwischen reguldren Fléchen an.
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Beispiel 3.12 (Diffeomorphismus: einschaliges Hyperboloid - Zylinder). Das einschalige
Hyperboloid ist gegeben durch S = {(z,y, z) € R? ‘ 2? +y? = 22 + 1} und der Zylinder
durch Sy = {(z,y,2) € R¥|2? + y? =1}. Sei V =R?\ {(0,0,2)} und

Vv R3 : \/ZW
f:V—= mit f(z,y,z) = T

z

die Abbildung, welche das Hyperboloid offensichtlich auf den Zylinder abbildet. Nachdem
f auf ganz V glatt ist und 51 C V, ist fl|g, glatt (siehe Bemerkung zu Korollar 3.8).

Abbildung 3.10: Diffeomorphismus: Einschaliges Hyperboloid - Zylinder

Weiters sei

V2241l
g: R = R mit g(z,y,2) = [ vV22+1y
z

Diese Abbildung bildet umgekehrt den Zylinder auf das Hyperboloid ab. Eingesetzt in
die Gleichung des Hyperboloids folgt

P4+ + P+ D) =P+ ) =221 =22 +1,

denn fiir alle Punkte (x,%) auf dem Zylinder gilt 22 + y? = 1. Somit werden die Punkte
des Zylinders auf das Hyperboloid abgebildet. Wir zeigen noch, dass gilt g o f|s, = id,
also g|s, = (fls,)~!. Schlieflich gilt

T V22 +1
’ac2+y2 /$2+y2 €T
gofxyz:g Y = yvz2+1 = Y
( » ) ) /$Z+y2 \/@ . Y
z

denn 22 + %2 = 22 + 1 auf S;. Offensichtlich ist g auf ganz R® glatt und somit auch
gls, = (f|s,) 1. Die Abbildung f|s, : S1 — Sa ist daher ein Diffeomorphismus.
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Beispiel 3.13 (Diffeomorphismus: Sphire - Ellipsoid). Die Sphére ist gegeben durch
S1={(z,y,2) eR®|2® +¢y* +2° =1}

und das Ellipsoid durch

2 2 2
T Y z
¥+_2+C_2:1}'

32:{(mvyaz)€R3 b

Sei
f:R3 = R3 mit f(z,y,2) = (ax, by, cz)

die Abbildung, welche die Sphire auf das Ellipsoid abbildet. Nachdem f auf ganz R3
glatt ist, ist auch f|g, glatt.

Abbildung 3.11: Diffeomorphismus: Sphére - Ellipsoid

Weiters sei

g:R3 = R? mit g(z,y,2) = (ac i Z).

a'b e

Diese Abbildung bildet offensichtlich das Ellipsoid auf die Sphére ab und es gilt go f = id.
Ferner ist g auf ganz R? glatt und somit auch g|s, = (f|s,) "' Die Abbildung f|s, : S1 —
So ist daher ein Diffeomorphismus.
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4 Die Tangentialebene an eine regulare
Flache

Wir haben im vorhergehenden Kapitel glatte Abbildungen zwischen reguléren Flichen
f 51 — Sy betrachtet. Nun stellt sich natiirlich die Frage nach der Bestimmung der
Ableitung. Dieser Frage wollen wir uns jetzt widmen und die Ableitung von f: S; — S
in einem Punkt p € S finden.

4.1 Lineare Bestapproximation

Aus der mehrdimensionalen Analysis (Kapitel 3.1) kennen wir die Ableitung fiir Abbil-
dungen f : R™ — R™: Die Ableitung an der Stelle x € R™ wird reprisentiert durch die
Jacobi-Matrix D, f, mit Df : R® — L(R",R™), z +— D, f.

Zu beriicksichtigen ist, dass D, f € L(R™,R™) eine lineare Abbildung ist, welche es nur
zwischen Vektorrdumen gibt. Die Flachen S; und Ss sind offensichtlich keine Vektorrau-
me, daher kénnen wir dieses Konzept fiir Abbildungen zwischen reguléren Flachen nicht
eins zu eins iibernehmen. Genauer gesagt, konnen wir fiir f : S; — Sy die Ableitung nicht
einfach als Abbildung Df : S — L(S1, S2) definieren. Das heifst, wir brauchen einen ,Er-
satz“ fiir die Jacobi-Matrix und miissen uns iiberlegen, zwischen welchen Vektorrdumen
diese abbilden soll.

Eine Idee, wie wir vorgehen koénnen, erhalten wir, wenn wir an die Analysis in einer
Variable denken. Wenn wir eine Funktion f : R — R, x +— f(z) haben, dann wissen
wir, dass die Tangente t(z) = f(x¢) + (x — zo)f'(z0) in einem Punkt z( eine sehr gute
Naherung der Funktion nahe dem Punkt zq ist, genauer ist die Tangente die lineare
,Bestapproximation an f nahe dem Punkt x.

A

f(x)

(Xo,f(%0))

Abbildung 4.1: Tangente an Funktion
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Das Prinzip der linearen ,Bestapproximation“ wollen wir weiter verfolgen. Die einfachs-
ten Kurven sind Geraden, analog sind die einfachsten Flichen die Ebenen. Wir wollen
also versuchen unsere reguléren Flachen S; und S in p € S; und f(p) € Sy durch Ebe-
nen, die sogenannten Tangentialebenen 7,5, und T}, Se anzunéhern. Auf diese Weise
erhalten wir jeweils einen zweidimensionalen Vektorraum, der S; nahe p bzw. So nahe
f(p) annédhert,

Df(p)

Abbildung 4.2: Tangentialebenen auf reguléren Fléchen

das heift, wir haben nun einen Vektorraum 7,51 der nahe p ,so gut wie“ S; ist und
einen Vektorraum 7' ,)Se, der nahe f(p) ,so gut wie“ Sy ist. Nun kénnen wir die Ab-
leitung D, f im Punkt p als linearen ,Ersatz“ fiir f nahe p auffassen und die Antwort
auf die Frage, mit welchen Vektoren wir D, f ,fiittern” sollen und welche Vektoren D, f
wieder ,ausspucken“ soll, lautet aufgrund der Voriiberlegungen offensichtlich: D), f soll
Vektoren aus 7,51 auf Vektoren aus T' F(p) S5 abbilden.

Es werden also solche Vektoren, welche in p tangential an 57 angehéngt sind, auf
solche, die in f(p) tangential an Sy angeheftet sind, abgebildet. Um die Aussagen zu
konkretisieren geben wir folgende Definition.

Definition 4.1 (Tangentialebene an eine regulire Fliche). Sei S C R? eine regulire
Flache, sei p € S. Dann heifst

T,5={X € R3 ‘ es gibt ein € > 0 und eine glatte parametrisierte Kurve
c:(—€,€) = S mit ¢(0) = pund ¢0) = X}

die Tangentialebene von S in p. Die Elemente der Tangentialebene heifen Tangential-
vektoren.
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Abbildung 4.3: Tangentialebene an S in p [1, §3.2, S. 106]

Definition 4.1 verwendet also Kurven, welche durch den Punkt p € S gehen, um mit
Hilfe von deren Geschwindigkeitsvektoren in p die Tangentialebene zu konstruieren. Tan-
gentialvektoren sind also im Punkt p an S angeheftete Vektoren, die tangential zu S
stehen; sie sind ja Geschwindigkeitsvektoren von Kurven in S. Allerdings wissen wir
noch nicht, ob T},S tatsichlich ein Vektorraum ist. Dabei hilft uns folgende Proposition,
wobei wir wieder eine lokale Parametrisierung F': U — S NV zu Milfe nehmen.

Proposition 4.2 (Tangentialebene als Vektorraum). Sei S C R? eine regulire Fliche,
sei p € S. Sei ferner F : U — SNV eine lokale Parametrisierung von S um p. Wir
setzen ug == F~1(p) € U. Dann gilt

T,S = Bild(D,, F) = D,,F(R?)
ist ein zweidimensionaler Untervektorraum des R3.

Beweis. Wir wollen zuerst die Inklusion 7,,S D D, F(R?) zeigen. Sei
X € Bild(Dy F) = 3Y € R?*: X = D, F(Y).

Jetzt brauchen wir eine Kurve ¢(¢) mit ¢(0) = p und ¢(0) = X um zu sehen, dass
X € T,S. Wir wollen so eine Kurve konstruieren, indem wir ¢(t) := F'(ug +tY’) setzen.
Wir finden ein € > 0, sodass alle ugp +tY € U, wenn |t| < e. Somit ist ¢ auf (—¢,¢€)
definiert und es folgt
c(0) = F(uo) = p

und J

¢(0) = %F(uo +tY)|t=0 = Dy F(Y) = X.
Somit haben wir X € T},S gezeigt.
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Abbildung 4.4: Tangentialebene als Vektorraum

Nun zeigen wir noch die Inklusion 7,8 C D, F(R?). Sei
X eT,S=3c:(—¢€) — S mit ¢(0) = p und ¢(0) = X.

Jetzt miissen wir ein Y € R? suchen, sodass Dy, F(Y) = X. Zuniichst verkleinern wir e
s0, dass ¢ ganz in V verlduft. Proposition 3.2 sagt uns, dass

Floc:(—ee)=U

eine glatte Abbildung ist, genauer eine ebene Kurve, die in U verlduft. Nun setzen wir
Y := (F~1oc)(0) € R% Dann gilt
DuyF(¥) = 4 (FoF ™ odlo= 4 climo= X
= — (] O C —0) = —Clt=0 = .
ug dt t=0 dt t=0
Daraus folgt X € Bild(D,,,F).

Aus der mehrdimensionalen Analysis (Kapitel 3.1) wissen wir, dass Dy, F € L(R? R3),
also ist D, F linear. AuRerdem wissen wir, dass R? ein Vektorraum ist, also folgt mit
Dy, F(R?) = T,S, dass T),S ebenfalls ein Vektorraum ist. GeméR Definition 2.1 hat Dy, F
maximalen Rang 2, das bedeutet, T),5 C R3 bildet einen zweidimensionalen Vektorraum.

O

Bemerkung 4.3. Proposition 4.2 macht noch einmal deutlich, wie wichtig in Definition
2.1 die Bedingung (ii) ist. Sie garantiert, dass in jedem Punkt einer reguldren Fliache eine
Tangentialebene existiert.

Wie wir in Proposition 2.9 (Seite 10) erfahren haben, kénnen regulére Flidchen auch als
Nullstellengebilde gegeben sein. Folgende Proposition gibt uns an, wie wir auf einfache
Weise in solch einem Fall die Tangentialebene bestimmen kénnen.
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Proposition 4.4 (Gradient auf Tangentialebene). Sei V C R? offen, sei f : V — R eine
glatte Funktion, sei S = f~1(0) C R3. Es gelte grad f(p) # 0 fiir alle p € S. Dann steht
fiir p € S der Gradient von [ senkrecht auf der Tangentialebene,

T,S = grad f(p)*.

Abbildung 4.5: Gradient auf Tangentialebene

Beweis. Sei X € T,,S. Wir wihlen eine glatte parametrisierte Kurve ¢ : (—¢,e) — .S mit
¢(0) = p und ¢(0) = X. Da ¢ in S verlduft, gilt (f o c)(t) = 0 fir alle t € (—e, €). Mit
Hilfe der mehrdimensionalen Kettenregel folgt

0= % £ o clio = (grad £(c(0)), ¢(0)) = (grad f(p), X).

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass nun X € T},S senkrecht auf grad f(p) steht.
Daraus folgt T,S C grad f(p)* und nachdem die beiden Vektorriume T,S C R3 und
grad f(p)* C R® Dimension 2 haben, kann nur 7,,S = grad f(p)* gelten. O

Dazu wollen wir uns ein bereits bekanntes Beispiel ansehen.

Beispiel 4.5 (Tangentialebene der Sphére). Die Sphére als Nullstellenmenge wird be-
schrieben durch
S% = f7H0) mit f(z,y,2) =2? +y> + 22 — 1.

Um die Tangentialebene zu berechnen wollen wir nun den Gradienten berechnen
grad f(z,y,2) = 2(z,y, 2).

Wie wir in Abbildung 4.6 sehen, ist die Tangentialebene 7,,5? tatsiichlich gerade das
orthogonale Komplement des Fufspunktvektors p = (x,y, 2).
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Abbildung 4.6: Tangentialebene der Sphére [1, §3.2, S. 108]

Nun haben wir das wegweisende Konzept der Tangentialebenen, die eine lineare Ap-
proximation regulérer Flichen liefern, kennengelernt. Auferdem kennen wir bereits das
Differenzial D, F fiir Abbildungen F' : R™ — R™, das uns eine lineare Approximation
differenzierbarer Abbildungen im Punkt x € R" liefert. Beides kombiniert, ermdglicht es
uns nun das Differenzial einer glatten Abbildung f : S; — S zwischen zwei regulédren
Flachen zu definieren.

4.2 Differenzial glatter Abbildungen zwischen Flachen

Gegeben haben wir zwei reguldre Flichen Sy, So und eine glatte Abbildung f : S1 —
Sy. Wir wissen, dass jeder Vektor X € T,5; einem Geschwindigkeitsvektor ¢(0) einer
Kurve ¢ : (—¢,€) — 51 mit ¢(0) = p € S; entspricht. Wir betrachten nun die Kurve
¢ := focin Sy. Sie verlauft gerade so in So, dass ¢(0) = f(p) € S gilt und daher der
Geschwindigkeitsvektor ¢(0) einem Vektor in T ¥ (p)S2 entspricht.

Abbildung 4.7: Voriiberlegung zum Differenzial fiir Abbildungen zwischen S; und So
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Diese Uberlegungen motivieren dazu das Differenzial D,f von f:S; — S in einem
Punkt p € S; als Abbildung ¢(0) — (f o ¢)(0) zu definieren. Dadurch erhalten wir
eine wohldefinierte (bedeutet unabhéngig von der Wahl der Kurve c) lineare Abbildung

1,51 — Ty (p) So, was wir allerdings erst noch nachweisen missen.

Definition 4.6 (Differenzial einer Abbildung zwischen reguliren Fldchen). Seien Si,
Sy C R3 regulire Flichen, sei f : S; — So eine glatte Abbildung und sei p € S;. Das
Differenzial von f in p ist jene Abbildung

Dpf : TpS1 — Tf(p)SQ,

die gegeben ist durch folgende Vorschrift: Zu X € 7,51 wihle eine glatte parametrisierte
Kurve ¢ : (—¢,€) — S mit ¢(0) = p und ¢(0) = X und setze

d
Dy f(X) := 2 (f o c)l=o € Ty S2.

Definition 4.6 sagt uns, was D, f eigentlich macht. Wir wissen, dass f die Kurve ¢
zu einer Kurve ¢ = f o ¢ macht, die in S verlduft. Das Differenzial D,f : T,,51 —
T't(p)S2 hingegen dreht die Tangentialvektoren genau so, wie f die dazugehdrigen Kurven
wverdreht* (¢(0) = X +— ¢(0) = Y).

Abbildung 4.8: Eigenschaft des Differenzials: ,Drehung® der Tangentialvektoren

Wir miissen noch iiberpriifen, ob das Differenzial D, f iiberhaupt wohldefiniert ist, das
heifit, wir miissen untersuchen, ob D, f(X) nur von X und nicht von der Wahl der Kurve
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¢ abhéngt. Die folgende Proposition liefert sogar mehr als das.

Proposition 4.7 (Wohldefiniertheit und Linearitdt von D, f). Durch Definition 4.6 ist
D, f wohldefiniert, d.h. D, f(X) hingt nur von X ab, nicht aber von der speziellen Wahl
der Kurve c. Ferner ist D, f linear.

Fiir den Beweis nehmen wir wieder die Hilfe von Karten in Anspruch. Wir werden also
D, f anhand von lokalen Parametrisierungen ausdriicken.

Beweis. Sei Fy : U — S1 N Vi eine lokale Parametrisierung von S; um p und Fs : Us —
Sy N Va eine lokale Parametrisierung von Sy um f(p). Wir wihlen U; und Vj so, dass
f(S1NVy) C Vo, Wir setzen

f::FQ_lofoFl:U1—>U2

und ug := F{'(p) € Uy. Zur Kurve ¢ : (—¢,€) — S; mit ¢(0) = p und ¢(0) = X setzen
wir
u:=F " oc:(—e€) = Ui,

Dabei wihlen wir € so klein, dass ¢ ganz in Vj verlduft. Wir setzen Y := 4(0) wie im
Beweis von Proposition 4.2 und es gilt wieder D,,F(Y) = X. Nun berechnen wir

d
Dpf(X) = %(f C C)\t:O

d
= &(f o Fy ou)|i=o

= %(Fz o f ou)i=o
= Duy(Fo 0 f)(Y)

= DUO(F2 © f) : Dqufl(X)-
In der letzten Zeile tritt die Kurve ¢ nicht mehr auf, sondern nur noch X. Das bedeutet,
dass die Definition unabhéngig von der speziellen Wahl von c ist. Weiters haben wir

herausgefunden, dass sich das Differenzial D,f aus linearen Abbildungen D, (F; o f)
und D, F}” ! zusammensetzt und somit selbst linear ist. O
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X foc 7\,
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Fi Df(uo) DF5(uo,)

\

Abbildung 4.9: Berechnung von D, f aus drei Jacobi-Matrizen

Der Beweis der Proposition 4.7 zeigt explizit, dass das Differenzial D, f von f in p in
den Parametrisierungen Fy : Uy — S1NVi von S7 um p und Fy : Uy — So NV von Sy
um f(p) durch die Jacobi-Matrix der Abbildung ,unten® f= Fy Lo f o Iy gegeben ist,
genauer es kommutiert das Diagramm:

Dy f
Ip51 — Tf(p)S2

DuOFlT TDuOQFQ

Wir wollen als Beispiel das Differenzial der Abbildung aus Beispiel 3.13 auf Seite 28, in
dem es um einen Diffeomorphismus zwischen Sphire und Ellipsoid ging, berechnen.

Beispiel 4.8 (Differenzial: Sphére - Ellipse). Die Sphére ist gegeben durch (vgl. Beispiel
3.13)
S1={(a,y,2) e R?|2® +y° +2° =1}

und das Ellipsoid (vgl. Beispiel 3.13) durch

2 .2 2
_ ) Y2
Sg—{(x,y,z)E]R a2+b2+02 1}.

38



Sei F:R® — R3, (z,y, 2) — (ax, by, cz) eine lineare Abbildung. Wir setzen

f:51_>S27f::F’517

das heifst, das Ellipsoid S5 ist das Bild von S7 unter f. Wir berechnen das Differenzial von
f fiir einen beliebigen Punkt p auf der oberen Hemisphére S’f' . Als lokale Parametrisierung

von S um p wahlen wir (vgl. Beispiel 2.6)
Fi: U= {(@1,m) € B2t +yf <1} CR? = S,
(z1,91) = <x1,y1, 1— (af —HJ%)) :
Als lokale Parametrisierung von Sp um f(p) wihlen wir

Fy: U = {(1‘2,:1/2) ERQ‘mng—i—y%aQ < b2a2} ng — 59,

42 2
(w2, 12) <$27y2,0\/1 - <a§+‘7;§>> :

Wir setzen f = F2_1 ofokFy:U; — Us. Fiir f ergibt sich dann

fl@i,yp)=Flof <x1,y1, 1— (2% + y%))

= F{l <am1,by1,c 1— (22 —|—y%)>

= (ax1,byr).

Ferner setzen wir F| ' (p) = ug, und F2_1(f(p~)) = ug,. Es gilt offensichtlich f(qol) = ug,.
Nun berechnen wir die Differenziale Dy, f und D, f. Die Jacobi-Matrix D f lasst sich

leicht mit Hilfe der Formel auf Seite 17 ermitteln. Wir erhalten

D ~_CLO
wf =1 )
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Abbildung 4.10: Differenzial: Sphére-Ellipsoid

Um D,f zu berechnen, sei ¢ : (—e¢,e) — S eine glatte parametrisierte Kurve mit
c(0) = p und ¢(0) = X € T,5;. Wegen der Linearitit von F' gilt

d d
(f09li0 = Z(Fo0lims

= Fo—cl;—
° qicl=o

= F(X).

Somit ist Dpf = Flr,s, : TpS1 — Ty Sa-
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5 Geometrische Grolen regularer
Flachen

Wir haben in den letzten Kapiteln die Grundlage der Analysis auf reguldren Flichen
geschaffen. Nun wollen wir Geometrie betreiben, das heifst Grofsen wie Lingen, Winkel
und Kriimmungen studieren. Dazu fithren wir zweil wesentliche Konzepte ein, die uns
bei der Bestimmung der gesuchten Gréfen behilflich sind. Das erste Konzept, die ers-
te Fundamentalform, gibt Auskunft {iber die innere Geometrie! der Fliche. Das zweite
Konzept, die zweite Fundamentalform, fithrt uns aus der Fliche heraus und gibt zusétz-
lich Auskunft iiber die Lage der Fliche im umgebenden R? (dukere Geometrie). Ferner
werden wir uns mit dem Krimmungsbegriff auseinandersetzen, dem zentralen Begriff der
Differenzialgeometrie. A priori ist nicht klar, wo der Kriimmungsbegriff einzuordnen ist.
Ist er Teil der inneren Geometrie oder benttigen wir den umgebenden Raum? Wir wer-
den verschiedene Kriimmungskonzepte erarbeiten und dementsprechend unterschiedliche
Antworten auf die Frage bekommen.

5.1 Die erste Fundamentalform

Zuerst wollen wir uns mit der Lingen- und Winkelmessung auf reguliren Flichen be-
schéftigen. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass Vektorrdume durch eine Struktur
zur Makbestimmung ausgezeichnet werden kénnen. Diese zusétzliche Struktur erméglicht
eine Lingen- und Winkelmessung und wird durch ein Skalarprodukt? bestimmt. Da wir,
durch die zu Beginn der Arbeit gegebene Definition 2.1, regulire Flichen in den R? einge-
bettet hatten, interessieren wir uns besonders fiir das euklidische Skalarprodukt (-, )gs.
Allerdings ist S im Allgemeinen kein Untervektorraum des R3. Nehmen wir also zwei
Punkte p und p’ auf S, dann haben der Winkel Z(p,p’) und die Linge des Abstandes
lp—2||rs keine relevante geometrische Bedeutung fiir die Fléche selbst. Vor allem wollen
wir uns ausschlieklich in der Fldche S bewegen und nicht aus ihr heraustreten.

'Diese umfasst GroRen, die sich allein durch Messungen (Lingen- und Winkelmessungen) innerhalb der
Fliche bestimmen lassen, d.h. der umgebende R® wird dabei ,ausgeblendet®.
2Eine symmetrische, positiv definite Bilinearform.
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Abbildung 5.1: Skalarprodukt des R3 angewendet auf Punkte in S

Wir interessieren uns also vielmehr fiir die Langen der Kurven, die in S verlaufen und
durch die Punkte p und p’ gehen, bzw. den Winkel, unter dem sich zwei Kurven auf S
schneiden. Sei c : [t1,ts] — R? eine glatte parametrisierte Kurve, die ganz in S verliuft
mit ¢(t1) = p und ¢(t2) = p'. Die Linge des Kurvenstiicks zwischen den Punkten p und
p’ ist gegeben durch

to to
2l = [ IOl dt = [ G060 .

1

Wir sehen schon, dass wir fiir die Berechnung der Linge von Kurven, die in S verlaufen,
lediglich die Skalarprodukte der Tangentialvektoren benétigen. Analog folgt die Betrach-
tung fiir die Berechnung des Winkels, unter dem sich zwei Kurven auf S schneiden.

Abbildung 5.2: Schnittwinkel zweier Kurven auf S

Die Tangentialvektoren in einem Punkt p € S sind Elemente aus 7,5 und wir wis-
sen aus vorigem Kapitel, dass 73,5 ein zweidimensionaler Untervektorraum des R3 ist.
Nachdem wir fiir die Berechnung der Lingen und Winkel nur das Skalarprodukt der
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Tangentialvektoren kennen miissen, liegt es nahe einfach das Skalarprodukt des R? auf
T,S einzuschrénken. Wir erhalten dadurch ein euklidisches Skalarprodukt auf 7,,S.

Definition 5.1 (Erste Fundamentalform). Die Abbildung, die jedem Punkt p € S die
Einschrinkung des R3-Skalarproduktes auf T,,S zuordnet

P gp = () |T,5xT,5,

nennen wir die erste Fundamentalform von S. Bezeichnet wird sie auch durch I,(X,Y) =
gp(X,Y) = (X,Y), wobei X,Y € T,S. Jede geometrische Grofe von S, die nur durch
die erste Fundamentalform bestimmt ist, nennen wir eine Gréfe der inneren Geometrie
von S.

Wir wollen uns nun um die konkrete Gestalt von I, kiimmern. Die lineare Algebra sagt
uns, dass fiir endlich-dimensionale Vektorrdume Bilinearformen durch Matrizen beschrie-
ben werden konnen |5, §5.4, S. 288|. Das heifit, es gibt eine symmetrische, positiv-definite
Matrix (gij(p)) € Max2(R), durch welche I, vollstindig festgelegt ist. Wollen wir die
Eintrége der Matrix berechnen, brauchen wir eine Basis des jeweiligen Vektorraumes, in
unserem Fall also fiir die Tangentialebene 7,,S. Die gesuchte Basis fiir 7),5 kénnen wir
uns einfach mittels einer lokalen Parametrisierung F' : U — S NV um p verschaffen.
Wir ,transportieren” eine Basis des R? (z.B. die Standardbasis {e1,es}) mit Hilfe des
Differenzials D, F nach T,,S, wobei F~!(p) = u gilt.

Abbildung 5.3: Basis von T},
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Die Jacobi-Matrix D, F ist gegeben durch (Formel Seite 17)

O () 9 (u)

‘Bug
2 2
D, F = g%(u) %(U) )
OF3 OF3
G=(u) GE=(u)

wobei F* mit i = 1, 2,3 die Komponentenfunktionen von F sind. Bilden wir also D, F e;

und D, F ey, erhalten wir als Basis fiir 7},5: {g—i(u), g—fg(u) .

Nun sind wir in der Lage die Matrixdarstellung der ersten Fundamentalform beziiglich
der Parametrisierung F' anzugeben. Die Eintrige der gesuchten Matrix werden, beziiglich
der eben gefundenen Basis, folgendermafen bestimmt [5, §5.4, S. 289]:

9i;(u) := gp(DuF e;, DyFej) = <8F(“) aF(U)>.

8ui ’ 8uj
Wir haben also die gesuchte Matrix (g;;(u)) mit ¢, = 1,2 gefunden. Da die Parame-
trisierung F' glatt ist, folgt, dass g;; : U — R in glatter Weise von u € U abhéngt.

Wir wollen nun die erste Fundamentalform fiir einige bereits bekannte regulidre Flachen
berechnen.

Beispiel 5.2 (Die erste Fundamentalform der Ebene). Wir betrachten eine Ebene S, die
durch den Punkt pg € R? geht und durch die Vektoren X,Y € R? aufgespannt wird (vgl.
Beispiel 2.5, Seite 5), beschrieben durch die Parameterdarstellung F : R? — R3 mit

F(ui,u2) =po+uw X +ugY.

Berechnen wir also die Eintrige der Matrix wie oben angefiihrt, so ergibt sich

g11(ur, ug) = <6(1;E?)’ 85{5?)> = (X, X)

st = (251999

g21(u1,u2) = gr2(ug,u2) = (Y, X) (Symmetrie)

go2(u1, uz) = <8§7§:)’ 8§£S)> =(Y,Y).

Nehmen wir nun an, S sei die x,y-Ebene, also pg = 0, X = e; und Y = ey, dann ist die
erste Fundamentalform in Matrixgestalt gegeben durch

st = (g )

Wie wir erkennen, héngt g;; nicht von u ab, ist also konstant. Allgemein ist dies jedoch
nicht der Fall und ist auch schon in unserem Beispiel nur der einfachen Parametrisierung

44



geschuldet. In einer anderen Parametrisierung konnen die g;; sehr wohl von u abhéngen.
Verwenden wir etwa statt kartesischen Koordinaten nun Polarkoordinaten (ui,u2) =
(r,p), d.h.

F:(0,00) x (0,27) = U — R3,
F(r,¢) = (rcos @, rsingp,0).

Fiir die Matrixeintridge g;; ergibt sich nun

F F COS @ COS @
§11(7“,<P)=<8 (mﬁ)’a (NP)>:< sng || sing _,

or or 0 0
) ) OF (r,0) OF(r, cos ¢ —rsing
Gi2(r, p) = gaa(r, ) = < (;r (p)a 8( ?) > = < sme- |, T cos ¢y =0
v 0 0
i OF (r,0) OF(r, ) —rsin g —rsin g ,
Goa2(r, ) = ) = T COS P , T COS =r°.
4s ¢ 0 0

Wir erhalten somit
- 1 0
(gij(ra ()0)) - <0 7,2) :
In diesem Fall ist (g;;(r, ¢)) tatséchlich nicht mehr konstant.

Offensichtlich hingt die Gestalt der ersten Fundamentalform wesentlich von der ge-
wahlten Parameterdarstellung (bzw. den Koordinaten) ab. Wir wollen uns kurz dar-
iiber Gedanken machen, was dies zu bedeuten hat. Dazu betrachten wir beliebige Kar-

ten (F;1,SNV;), i =1,2,---,n und eine glatte parametrisierte Kurve ¢ : [t1,t2] —
SNnVinNnVen---NV,. Nun untersuchen wir, in welcher Beziehung die Bogenlidnge der
JFlichenkurve* ¢ zu den Bogenlingen der verschiedenen ,Kartenkurven® v; := F~lo¢

steht. Dazu berechnen wir die Bogenldnge von c¢. Diese ist, mit Hilfe der Kettenregel,
gegeben durch

Ll = [ leto)l e = / N(E o] dt

t1

1
to
= [ Dy P, Dy F (o)
1

= [ oo i34

Wir konnen somit die Linge der Flachenkurve ¢ bestimmen, indem wir sozusagen im
Parameterbereich integrieren; das funktioniert, da die ,Lingenverzerrung® der Fliche
gegeniiber U durch die erste Fundamentalform beriicksichtigt wird.

Wir hatten im obigen Beispiel 5.2 zwei unterschiedliche Gestalten der ersten Funda-
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mentalform fiir die x,y-Ebene, abhingig von der Wahl der Karten:

i) = (g 1) wd @sren = (o %)-

Seien 7 := F~locund 7 := F~! o ¢ die ,Kartenkurven® in kartesischen bzw. in Polar-
koordinaten. Fiir den ersten Fall folgt dann sogleich L[c] = L[y], das heift, die Lange
bleibt erhalten. Fassen wir den Parameter ¢ als Zeit auf, dann kénnen wir sagen, dass
wenn wir die Zeit stoppen, innerhalb dieser der gleiche Weg auf der Fliache S sowie in
U zuriickgelegt wird. Im zweiten Fall (Parametrisierung mit Polarkoordinaten) gilt da-
gegen L[c|] # L[7]. Die Kurven werden somit unterschiedlich schnell durchlaufen, wenn
wir die Zeit stoppen. Das heift, es ist aufgrund der im zweiten Fall gew#hlten Parame-
terdarstellung zu einer ,Lingenverzerrung* gekommen. Folglich gibt es ldngenerhaltende
und langenverzerrende Karten der selben Fliche. Die Information dariiber steckt in der
Gestalt der ersten Fundamentalform.

Beispiel 5.3 (Die erste Fundamentalform des Zylinders). Sei
S={(z,y,2) eR*[2® +y* = 1}

die Zylinderflache (vgl. Beispiel 3.12, Seite 28). Fiir die Berechnung der ersten Funda-
mentalform verwenden wir folgende zweckméfige Parameterdarstellung

F:(0,2n) x R=:U — R,
F(p,h) = (cosp,sing, h).

Berechnen wir wieder die Eintrage der Matrix (g;j(¢, h)), so erhalten wir

OF (o, h) OF (g, h —sin sin ¢
gll(W,h)=< ((9:00 ), ((9(:; )>=< coscp , COS(p =1
OF (p,h) OF (¢, sin 0
912(Q07h) = 921(907 h) = < é:i )a SO ( COS @ ) 0 =0
1
0 0
_ JOF(¢,h) OF(¢,h)\ _ B

und somit

it = (5 )

als Matrixgestalt der ersten Fundamentalform des Zylinders. g;; hdngt weder von ¢ noch
von h ab, ist also wie im Fall der Ebene in kartesischen Koordinaten konstant. Die erste
Fundamentalform der Ebene in kartesischen Koordinaten und die des Zylinders in diesen
Koordinaten stimmen sogar iiberein.
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Besteht diese Ubereinstimmung rein zufillig oder ist sie als Hinweis auf gewisse Ge-
meinsamkeiten zu deuten? Geometrische Griinde dafiir liegen auf der Hand. Ein ebenes
Blatt Papier kann, ohne dass es zerknittert bzw. irgendwie deformiert werden muss, um
eine Zylinderfliche gewickelt werden. Wenn wir jetzt gedanklich eine Kurve auf das ebene
Blatt Papier zeichnen, ist sie, nachdem wir das Blatt um den Zylinder gewickelt haben,
dieselbe Kurve.

Sie wurde weder gestaucht noch verzerrt, sie behélt exakt ihre Lange. Nachdem sich
die Linge einer Kurve auf einer Fliache, wie wir oben sehen konnten, durch Integration
iiber die erste Fundamentalform berechnet, ist es nicht verwunderlich, dass die Ebene
und der Zylinder in geeigneten Koordinaten dieselbe erste Fundamentalform besitzen.?

Oft wird auch das Bild von auf der Fliche lebenden zweidimensionalen Wesen ver-
wendet, die nicht aus der Flidche heraustreten bzw. herausschauen kénnen, sogenannten
Flachlandern. Fiir diese wére es, allein durch Lingen- und Winkelmessung, nicht mdoglich
zu entscheiden ob sie auf einem Stiick Zylinder oder einem Stiick der Ebene leben.

Den obigen Uberlegungen folgend, miissten die Sphire und die Ebene jedenfalls un-
terschiedliche erste Fundamentalformen besitzen, da man das Papier zerknittern miisste
um es um eine Kugel zu wickeln (egal, welche Parametrisierungen gewéhlt wiirden). Das
fithrt uns zum n#chsten Beispiel.

Beispiel 5.4 (Die erste Fundamentalform der Sphére). Sei

S? = {(z,y,2) € R3’m2+y2+22 =1}
die Sphére (vgl. Beispiel 2.6, Seite 5). Fiir die Berechnung der ersten Fundamentalform
verwenden wir folgende zweckméfige Parameterdarstellung

F (—g, g) x (0,27) = U — R®,

F(0,¢) = (cos @ cos ¢, cos f sin ¢, sin 0).

Es gilt
AF (0, ) —sineosg N - hpg ) —eosfsing
T: —sinfsin ¢ ,T: cosfcosp
cos 6 v 0

und somit berechnen sich die Eintrige der Matrix als

m(0.0) = (P 2L )~

WWWFWM&@:<WWW>MWM»:O

09 7 Oy

OF(0, ) 3F(9,<P)> 2
g22(0, :< , = cos” 6.
22(0, ) Op Oy

3Man sagt, die Ebene und der Zylinder sind lokal isometrisch.
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Wir erhalten somit

656000 = (g eorzg)

als Matrixgestalt der ersten Fundamentalform der Sphére beziiglich oben gewédhlter Pa-
rametrisierung.

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch untersuchen, wie sich die erste Funda-
mentalform einer Flidche S dndert, wenn wir die Parametrisierung verdndern.

Proposition 5.5 (Transformationsverhalten der ersten Fundamentalform). Seien (F 15N
V) und (F7Y,SNV) zwei Karten fiir die requlire Fliche S. Sei peSNVNV und
F~Y(p) = u. Wir bezeichnen die Parametertransformation mit ¢ := F~1 o F' und erhal-
ten

(9ij(u)) = (Du)" - (Gri(p(u))) - Dup

als Beziehung zwischen den ersten Fundamentalformen in Matrizgestalt.

Beweis. Unter Benutzung der Kettenregel gilt

gis () = <8F( ),aF(u)>

ou; Ou;
_ <a<ﬁw><u> 6<Fo¢><u>>
Gui ’ 8’LL]'
[ 0F(p(w) 99k(u) < OF (p(w) 0t (u)
_<zk: oty . ou; 7; oy . Ou; >

pl(u) [ OF(p(u) IF(p(u))
_Z Guz 8u] < ou, = 0y >

- ) 22 ot

O

Beispiel 5.6 (Transformation der ersten Fundamentalform: Ebene). Fiir die x,y-Ebene
verwenden wir die selben Parametrisierungen wie in Beispiel 5.2 (Seite 44), d.h.

F:R?*=:U — R> mit F(u1,us) = (u1,uz,0) bzw.
F:(0,00) x (0,27) =: U — R3 mit F(r,0) = (rcosf,rsin6,0).
Wir berechnen unter Verwendung von Proposition 5.5 die Matrixgestalt (g;;(u)) der

ersten Fundamentalform beziiglich der Parametrisierung in kartesischen Koordinaten mit
Hilfe der Transformation

(915 (1) = (Dusp)" - (Gra(p(u))) - Dugp.
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Die erste Fundamentalform beziiglich der Parametrisierung in Polarkoordinaten haben
wir in Beispiel 5.2 berechnet zu

- 1 0

(gkl(r7 9)) - (O 7,2) :

Nun benétigen wir noch die Jacobi-Matrix Dy des Kartenwechsels ¢ := F~loF und
ihre Transponierte (Dy¢)!. Die Abbildung F~! wird durch

F7L.F(U) - U mit FY(z,y,2) = (\/ 22 4 92, arctan g)
X

beschrieben, also gilt

U1
o(uy,u) = F~lo F(uj,ug) = F1l w | = <\/u% + u3, arctan u2>
U1
0

Nun kénnen wir das gesuchte Differenzial D, bilden

ul U
_ u2+u2 u2+u2
D(ulﬂl2)¢ - <\_/ Yo \/1}1 2

2,72 7,2
uitug uituy

und die gesuchte erste Fundamentalform der Ebene in kartesischen Koordinaten berech-
nen

(9ij(u)) = (Du)" - (Gri(9(u))) - Dugp

Ul _ 2“2 - Ul U2
\/u% +u2 uytuy . 1 0 . \/m \/m
u2 2u1 5 0 u2 + ’LL2 U Ul

\/u% +u2 ud+u3 1 2 uZ4u uZ+u2

Wie zu erwarten, stimmt unser Ergebnis mit der in Beispiel 5.2 (Seite 44) berechneten
Fundamentalform der Ebene in kartesischen Koordinaten {iberein.

49



5.2 Normalenfelder und Orientierbarkeit

Um etwas spéter die zweite Fundamentalform einfiihren zu kénnen, brauchen wir noch die
Begriffe Orientierbarkeit und Normalenfeld fiir eine regulire Fliche S. Grob kann man
sich unter einer orientierbaren Fliche eine Fliche vorstellen, die ein global definiertes
ysunten und ,oben“ hat. Um diesen Gedanken zu konkretisieren fiihren wir folgenden
Begriff ein.

Definition 5.7 (Normalenfeld auf S). Sei S C R? eine reguléire Fléiche. Ein Normalenfeld
auf S ist eine Abbildung
N:S—R3,

so dass N(p) LT,S fiir alle p € S. Ein Normalenfeld auf S heift Einheitsnormalenfeld,
falls zusétzlich | N(p)|| = 1 fiir alle p € S gilt.

Wir erkennen sogleich, dass mit IV auch — N ein Normalenfeld auf .S ist. Wir wollen uns
Beispiele von Normalenfeldern auf den uns bereits bekannten reguldren Fléchen ansehen.

Beispiel 5.8 (Normalenfeld x,y-Ebene). Sei S = {(a:,y, 0) ‘a:,y € R} die x,y-Ebene.
Dann ist N(z,y,0) = (0,0, 1) offensichtlich ein konstantes Einheitsnormalenfeld auf S.

IfIfT
U

Abbildung 5.4: Normalenfeld x,y-Ebene [1, §3.4, S. 115]

Beispiel 5.9 (Normalenfeld Sphire). Sei S? = {(x,y, z) € R3 } 224y + 22 = 1} die
Sphére. Dann ist ein Einheitsnormalenfeld durch N(p) = p gegeben.

.
o

Abbildung 5.5: Normalenfeld Sphére [1, §3.4, S. 116]



Beispiel 5.10 (Normalenfeld Zylinderfléche). Sei S = {(z,y,2) € R3|2? + 3> =1} die
Zylinderfliche. Dann ist N(z,y, 2) = (x,y,0) ein Einheitsnormalenfeld auf S.

Abbildung 5.6: Normalenfeld Zylinderflache [1, §3.4, S. 116]

Bei allen bisher angefiihrten Beispielen war das gefundene (Einheits-)Normalenfeld
stetig. Wie uns folgendes spannendes Beispiel zeigen wird, muss dies nicht zwingend der
Fall sein.

Beispiel 5.11 (Normalenfeld Mo6biusband). Ein Mébiusband erhalten wir, indem wir
zum Beispiel die Enden eines linglichen Stiick Papiers um 180° verdrehen und diese
dann zusammenheften.

E J

Abbildung 5.7: Konstruktion Mdbiusband |1, §3.4, S. 117]

Wenn wir gedanklich versuchen nur eine Seite des Bandes zu bemalen, wird uns dies
unter keinen Umsténden gelingen, egal, wie sehr wir es versuchen. Es mag sich auf den
ersten Blick vielleicht nicht erschliefen, aber das Mobiusband hat nur eine Kante und
eine ,Flichenseite”. Es gibt kein ,Innen* und ,Aufen® bzw. kein ,Unten“ und ,Oben®.
Dieser Besonderheit verdankt das Mébiusband, dass es kein stetiges Einheitsnormalenfeld
besitzt, wie Abbildung 5.8 zeigt.
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Abbildung 5.8: Normalenfeld Moébiusband |1, §3.4, S. 117]

Diese Tatsachen motivieren die folgende Begriffshildung.

Definition 5.12 (Orientierbarkeit einer reguliiren Fliche). Eine regulire Fliche S C R3
heifst orientierbar, falls es ein glattes Finheitsnormalenfeld auf S gibt.

Demzufolge sind die Ebene, die Sphére und die Zylinderfliche orientierbar, das M&bi-
usband hingegen nicht.

Fiir eine reguldre Fliche S konnen wir immer ein Kinheitsnormalenfeld N finden,
indem wir jedem Punkt der Fliche den normierten Normalvektor der Tangentialebene
T,S zuweisen. Dabei ist N allerdings im Allgemeinen nicht glatt, ja nicht einmal stetig,
wie Beispiel 5.11 zeigt. Betrachten wir hingegen nur ein kleines Stiick SNV der Flache S,
so finden wir, dass S lokal durchaus orientierbar ist, also ein glattes Einheitsnormalenfeld
N : SNV — R3 besitzt.

Abbildung 5.9: Konstruktion des lokalen Einheitsnormalenfeldes [1, §3.4, S. 118§]

Wir konstruieren das lokale Einheitsnormalenfeld unter Zuhilfenahme einer lokalen
Parametrisierung F': U — S NV. Ein Normalenfeld erhalten wir dann durch

N(p) = DF—l(p)Fel X DF—I(p)FGQ,
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wobei F~!(p) = u. Es gilt, dass die Jacobi-Matrix D, F' maximalen Rang 2 hat und somit
ihre Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Daraus folgt unmittelbar N # (0,0, 0). Das
heifst, wir erhalten ein glattes Einheitsnormalenfeld auf S NV durch

N(p) := M
IN (0]l
Die Frage ist nun, ob sich das eben konstruierte Einheitsnormalenfeld auf ganz S aus-
dehnen lisst, indem wir die lokalen Einheitsnomalenfelder auf einer Uberdeckung von S
durch Karten ,verkleben®. Der folgende Satz gibt dariiber Auskunft und liefert auch ein
Kriterium, das Aufschluss iiber die Orientierbarkeit einer reguldren Fliche gibt.

Satz 5.13 (Orientierbarkeit - Parametertransformation). Eine requldre Fliche S C R3
ist genau dann orientierbar, wenn S derart durch lokale Parametrisierungen iberdeckt
werden kann, dass fir alle Parametertransformationen ¢ gilt

det(Dyp) > 0.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass S derart durch lokale Parametrisierungen F; : U; —
S NV, iiberdeckt werden kann, dass fiir alle Parametertransformationen ¢;; = FZ._1 o Fj
gilt det(Dgoij) > 0.

Wir zeigen nun, dass sich die lokalen Einheitsnormalenfelder N; (siehe Seite 53) zu
einem glatten Einheitsnormalenfeld N auf S verkleben® lassen. Sei dazu p € (SNV1)N(SN
Va) und F;(ui,) = p, i = 1, 2. Laut Konstruktion sind dann {D., Fjer1, Dy, Fie2, Ni(p)}
positiv orientierte Basen des R3. Daher gilt Ni(p) = Na2(p) genau dann, falls {Duy,, Fren,
Dy, Fiez} und {Dy, Fye1, Dy, Fhes} gleichorientierte Basen von T),S sind. Das ist
wiederum laut linearer Algebra [5, §3.4.3 S 213| genau dann der Fall, falls die Matrix des
Basiswechsels positive Determinante hat. Diese Matrix ist aber genau Du10 ©21.-

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass S orientierbar ist, so miissen wir aus der Exis-
tenz des Einheitsnormalenfeldes S eine Uberdeckung konstruieren, sodass alle Parame-
tertransformationen det(Dy) > 0 erfiillen. Fiir die lokalen Einheitsnormalenfelder einer
beliebigen Uberdeckung von S mit lokalen Parametrisierungen F; : U; — SNV, gilt
natiirlich

N(p) = £N;(p),

falls p € SNV;. Gilt N(p) = N;(p), so ist nichts mehr zu tun. Im Falle N(p) = —N;(p)
vertauschen wir einfach die Koordinaten der jeweiligen Parametrisierung F;. Liegt nun ein
Punkt pin (V1NS)N(V2NS), so gilt (eventuell erst nach der obigen Vertauschung) Ny (p) =
Ns(p), daher sind {Du10 Fiei, Dy, Fy ez} und {DUQOFQ e1, Dy, I ea} gleichorientierte
Basen in T),S und wieder gilt det(Du10 1) > 0. O

Wir haben nun die Begriffe Orientierbarkeit und Einheitsnormalenfeld fiir eine re-
guldre Flache S kennengelernt. Damit haben wir das nétige Riistzeug, um die zweite
Fundamentalform einfiihren zu kénnen.
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5.3 Die zweite Fundamentalform

Wir kommen dem zentralen Begriff der Kriimmung immer n&her. Die Basis des Kriim-
mungskonzeptes stellt die zweite Fundamentalform dar, welche im Wesentlichen angibt,
wie die Fliche S im R? liegt. Der Grundgedanke besteht darin zu messen, wie ,schnell
sich die Fliche S von der Tangentialebene T,S in der Umgebung von p € S entfernt.
Diese Messung ist dquivalent zu der Bestimmung der Anderungsrate des Einheitsnorma-
lenfeldes in der Umgebung von p. Wir kénnen daher direkt an dem im vorhergehenden
Kapitel 5.2 entwickelten Konzept der Normalenfelder ankniipfen.

Der Weg zur zweiten Fundamentalform gestaltet sich verhiltnismifig technisch. Zuerst
lernen wir das Einheitsnormalenfeld in einem neuen Licht, als Gaufs-Abbildung, kennen.
Ihr Differenzial, die Weingarten-Abbildung, werden wir als erstes untersuchen.

Sei S C R? eine regulire und orientierbare Fliche, das heift wir haben ein glattes
Einheitsnormalenfeld N : S — R3 p — N(p) € R®, N(p) L 7,8 und ||[N(p)| = 1.
Offensichtlich gilt N(p) € S? fiir alle p € S.

Abbildung 5.10: Gaul-Abbildung

Definition 5.14 (Gauk-Abbildung). Die Gauk-Abbildung ist nichts anders als N auf-
gefasst als Abbildung
N:S5— S

also als Abbildung zwischen zwei regulédren Flachen.

Die Gauk-Abbildung kann global natiirlich nur auf orientierbaren reguldren Fliachen
definiert werden, lokal allerdings auf allen reguldren Fléchen.

Betrachten wir nun das Differenzial der Gaufk-Abbildung in einem Punkt p € S. Die
Grundlage fiir das Ableiten von Abbildungen f : S; — Sy zwischen reguldren Flichen
haben wir in Kapitel 3.2.3 auf Seite 26 entwickelt. Das Differenzial der Gaufs-Abbildung
ist also die Abbildung

DyN : T,8 — Ty S°.
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Wir erkennen, dass T},S und Ty, S? parallele Ebenen sind. Das heift, wir konnen wegen
TN(p)82 = N(p)* = T,S, D,N auch als lineare Abbildung von 7,S auf sich selbst
auffassen. Dy, N ist also ein Endomorphismus von 7,S.

Um besser zu verstehen, was D,N : T,S — T,S macht, betrachten wir glatte parame-
trisierte Kurven ¢ in S mit ¢(0) = p. Sei N (t) := (Noc)(t), also eine glatte parametrisierte
Kurve in S?, was der Einschrinkung von N auf die Kurve ¢ entspricht. Der Tangential-
vektor N(0) = D,N¢&(0) € T,,S misst die Anderungsrate von N, eingeschriinkt auf c¢(t),
zum Zeitpunkt ¢t = 0. Das heit, dass D, N misst, wie ,stark* sich N von N(p) in einer
Umgebung von p wegdreht. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass D, N die Anderung
der Tangentialebene an S in einer Umgebung von p beschreibt. Wihrend dieses Mafs im
Fall von Kurven durch eine Zahl respektive durch die Kriimmung s gegeben ist, wird es
im Fall von reguléren Flichen durch eine lineare Abbildung beschrieben.

Abbildung 5.11: Weingarten-Abbildung

Diese lineare Abbildung, die Ableitung der Gauk-Abbildung, wird auch Weingarten-
Abbildung genannt.

Definition 5.15 (Weingarten-Abbildung). Sei S C R? eine regulire Fliche mit Orien-
tierung gegeben durch ein Einheitsnormalenfeld N. Fiir jedes p € S ist die Weingarten-
Abbildung W, definiert durch

Wy : TS — T,5
Wy(X) :=—-D,NX
Das negative Vorzeichen hat historische Griinde und keine wesentliche Bedeutung.

Bevor wir die Weingarten-Abbildung eingehender studieren, betrachten wir dazu einige
Beispiele.
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Beispiel 5.16 (Weingarten-Abbildung - Sphére). Die Sphére ist gegeben durch
S ={(z,y,2) e R?|2? +¢y* + 2° =1}

Aus Beispiel 5.9 auf Seite 50 wissen wir, dass N(p) = p ein Einheitsnormalenfeld von S?
ist. Daraus folgt unmittelbar D, N = id, also D,N(X) = X € T,5? fiir alle p € S und

W, = —id : TpS? — T,S>

Beispiel 5.17 (Weingarten-Abbildung - Ebene). Sei S = {(z,y,0 ’.ZL', € R} die x,y-
Ebene. Aus Beispiel 5.8 auf Seite 50 wissen wir, dass N(z,y,z) = (0,0,1) ein Einheits-
normalenfeld der x,y-Ebene ist. Da N konstant ist, gilt

W, =0
fir alle p € S.

Beispiel 5.18 (Weingarten-Abbildung - Zylinder). Sei S = S!' x R der Zylinder und
N(z,y,z) = (z,9,0) das Einheitsnormalenfeld (vgl. Beispiel 5.10, Seite 51). Die Tangen-
tialebene T),S wird aufgespannt durch die Basisvektoren {(—y, z,0), (0,0,1)}.

Wir wollen die Matrixdarstellung von W), finden. Dazu betrachten wir die Bilder der
Basisvektoren unter Wp. Sei ¢: I CR — S, t — (z,y, 2z + t) eine glatte parametrisierte
Kurve in S, wobei (z,y,2) = p € S. Wir berechnen

0 0
W, | 0 | ==D,N | 0 | = =DN(c(t)ét)]=o
1 1
0
d d 7
a(Noc)(O) |\ Y|~ 0
0 0

Dieses Ergebnis war zu erwarten, da sich die Tangentialebene in z-Richtung nicht &n-
dert. Um nun das Bild von (—y,z,0) unter W), zu bestimmen, konstruieren wir wieder
eine passende Kurve. Sei ¢ : I C R — S, t — (cos(t + tg),sin(t + tg), z) eine glatte
parametrisierte Kurve in S, wobei ty so gewihlt ist, dass (costo,sinty) = (x,y), also
c(0) = (x,y,2) = p € S. Wir berechnen

—y -y q cos(t + to)
W, | = =-D,N| = = —aN sin(t + to)
0 0 z —0
q cos(t + to) sin tg —y
=—— | sin(t+to) =| —costy | =—| =
dt
0 . 0 0
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Wir erhalten somit, zu der oben gewilten Basis, folgende Matrixdarstellung von W,

-1 0
00/
Eine wichtige Eigenschaft von W), beschreibt folgende Proposition.

Proposition 5.19 (Selbstadjungiertheit der Weingarten-Abbildung). Sei S C R? eine
orientierbare requldre Fliche und p € S. Die Weingarten-Abbildung W), : T,S — T,S ist
selbstadjungiert bzgl. der ersten Fundamentalform.

Beweis. Sei F': U — SNV eine lokale Parametrisierung von S um p und u := F~1(p).

Wir setzen X, := 615 W und X (g). Offensichtlich ist { X7, X2} eine Basis von T),5.

Sei N das zur Welngarten Abblldung gehorende Einheitsnormalenfeld, dann gilt

OF .
<8ui (u+tej), N(F(u+ tej))> =0, weil N(p) LT,S.

Ableiten nach t ergibt

0= <§£( u+tej), N(F(u+tej))>

22
3

t=0

(u+tej)

d o OF
I ow tZO,N(p)>+<8Ui(u),DpN DuFej>
O*F

10N )+ (X =),

Somit gilt

2
B W) = (X5 W,06) = {32 M) )

Nachdem es bei stetig partiell differenzierbaren Funktionen auf die Reihenfolge der Dif-
ferenziation nicht ankommt [2, §5, S. 55|, folgt

2
B W) = o (0. N0))

2
_ <8i8Fuj (u),N(p)> = I,(X;, Wy(X)).

Da sich alle Vektoren X,Y € T},S als Linearkombination der Basisvektoren X1, X5 schrei-
ben lassen, W), eine lineare Abbildung und I, eine symmetrische Bilinearform ist, folgt
mit einer einfachen Rechnung das gewiinschte Resultat

Ip(Xv Wp(Y) = Ip(Wp(X)v Y).
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Nun haben wir alles, was wir brauchen, um die zweite Fundamentalform einzufiihren.
Wir wissen aus der linearen Algebra, dass einem selbstadjungierten Endomorphismus ¢
auf einem euklidischen Vektorraum in eindeutiger Weise eine symmetrische Bilinearform

s:VxV =R
(v, w) = (p(v), w) = (v,p(w)) .

zugeordnet werden kann |5, §5.4.2, S. 289|.

Definition 5.20 (Zweite Fundamentalform). Die zur Weingarten-Abbildung W), geho-
rige Bilinearform

II,(X,)Y) = L,(W,(X),Y), X,Y eT,5,
wird zweite Fundamentalform der Fliache S im Punkt p genannt.

Im néchsten Kapitel 5.4 werden wir sehen, wie wir mittels 11, zum Begriff der Kriim-
mung gelangen. Zunichst aber wollen wir noch zeigen, wie sich die zweite Fundamen-
talform mit Hilfe von lokalen Koordinaten ausdriicken ldsst. Sei F' : U — S NV eine
lokale Parametrisierung von S C R3 um p € S. Wir setzen u := F~!(p). In der Basis
{D,Fe; = dF(?) DyF ey = dg(“)} gilt fiir die Matrixeintriige der erste Fundamental-
form (siehe Seite 44)

OF (u) OF(u)
g J < auZ auj p( € 6])

In Analogie zur ersten Fundamentalform definieren wir die Matrixeintrége hgj(u); j—1,2
der zweiten Fundamentalform beziiglich der oben genannten Bagis als

hlj(u) L= IIP(DuFez,DuFe])

2
L (Wy(DuF ¢:), DuF ;) — <a§j§ui (u),N(p)> .

Der letzte Rechenschritt wurde aus dem Beweis der Proposition 5.19 iibernommen.

Um spéiter Berechnungen einfacher durchfiihren zu kénnen, zeigen wir noch, wie die
Matrixdarstellung der Weingarten-Abbildung aus den Matrizen der ersten und zweiten
Fundamentalform hervorgeht. Dazu verwenden wir wieder Hilfsmittel aus der linearen
Algebra. Sei (wj;(u)) mit i,j = 1,2 die Abbildungsmatrix von W), beziiglich der Basis
{D,F ey1,D,F ez}, dann gilt

DFej ZD Felww
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Fiir die Matrixeintrige der zweiten Fundamentalform gilt

) = 11,(D, FeZ,D Fej) = I,(DyFe;, Wy(D,Fej))
2

(D Fel,ZDF u)ey, w;(u ) > I(DuF e, Dup er) wy;(w)

k=1

gzk( wk]( u).

Das heifst, wir erhalten die Abbildungsmatrix der zweiten Fundamentalform durch
Multiplikation der Matrix der ersten Fundamentalform mit der Matrix der Weingarten-
Abbildung

(hij(u)) = (gik(u)) (wp; (u))-

Da (gi(u)) positiv definit ist, kénnen wir die Matrix invertieren.* Sei (g% (u)) die zu
(gix(u)) inverse Matrix, dann folgt

2
ik
Wij = Zgl hkj-
k=1

Wir wollen nun die Matrixdarstellung der Weingarten-Abbildung des Rotationstorus be-
rechnen.

Beispiel 5.21 (Weingarten-Abbildung - Torus). Wir verwenden die Parameterdarstel-
lung des Torus aus Beispiel 2.13 auf Seite 12. Dort haben wir den Torus als eine um
die z-Achse rotierende Kreisscheibe beschrieben. Den Abstand vom Ursprung zum Mit-
telpunkt der Kreisscheibe bezeichnen wir in diesem Beispiel mit a und den Radius der
Kreisscheibe mit b, dann gilt

F:R?2DU — R3,

(a+ bcos(uy)) cos(ug)
F(ui,us) = | (a+bcos(uy))sin(uz) |,
bsin(uy)

wobei a > b > 0. Ferner setzen wir u := F~1(p).

“Sei A € Mpxn(R) positiv definit, dann gilt Az > 0 Vz € R" [5, §5.4.6, S. 292]. Daraus folgt
unmittelbar, dass rang (A) = n.
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Abbildung 5.12: Konstruktion Torus

Wir berechnen die Matrixdarstellung der ersten Fundamentalform. Mit

folgt 2
b 0
(gij(u)) = ( 0 (a+bcos(ur))? )

Abbildung 5.13: Torus

Um die Matrixdarstellung der zweiten Fundamentalform zu berechnen, brauchen wir
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noch den Einheitsnormalenvektor. Dieser ist gegeben durch

cos(uy) cos(ug)
cos(uy) sin(usg)
sin(u)

DF71(p)F61 X Dpfl(p)Feg o
HDF71(p)F61 X DF71(p)F62H

N(p) =

Nun sind wir in der Lage die Matrixdarstellung der zweiten Fundamentalform zu berech-

nen. Mit
0’F

ho(w) = { gt N o)

folgt
b 0
(hij(u)) = ( 0 cos(ui)(a+ beos(uy)) > .

Somit folgt fiir die Matrixdarstellung der Weingarten-Abbildung:

(wij(u) = (9" (u)) (hej (u))

[ w 0 < b 0 )
- m 0 cos(u1)(a+ beos(uy)

3 0
0 cos(uq) .
a+bcos(ui)

oG“
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5.4 Kriimmung

Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Begriffe der klassischen Fléchentheorie, dem
der Kriimmung. Das zentrale Anliegen in diesem Kapitel ist es, ein Maf zu finden, mit
dem man die Kriimmung einer reguldren Fléche im Raum quantitativ beurteilen kann.
Die Suche fiihrt zu verschiedenen Konzepten der Kriimmung.

Die Kriimmung einer Flache S in einem Punkt p héngt eng mit der Krimmung von
Kurven zusammen, die in in der Fliche S durch den Punkt p verlaufen. Die Kriimmung
einer Kurve wird durch einen einfachen Zahlenwert wiedergegeben. Nun ist es so, dass
eine beliebige Anzahl von Kurven mit unterschiedlicher Richtung des Tangentialvektors
in p durch den Punkt p € S gehen. Das heift, die Kriimmung einer Flache in einem
Punkt p wird auch von einer Richtung X € 7},S abhéngen.

Abbildung 5.14: Kriimmung in p in verschiedenen Richtungen

Wir wollen den Zusammenhang zwischen Kurven, die in der Fliche verlaufen, und
der Fliche selbst in Bezug auf die Kriimmung genauer untersuchen. Hier kommt die
zweite Fundamentalform ins Spiel. Wir versuchen 1, : T,,S x T,S — R geometrisch zu
interpretieren, indem wir einfach den Tangentialvektor einer Kurve, die in der Fliche
verlduft, in 11, einsetzen.

Sei S eine reguldre und orientierte Fliche mit Einheitsnormalenfeld N. Sei weiters
c: I — S, trs c(t) eine glatte nach Bogenliinge parametrisierte Kurve® mit ¢(0) =p € S
und daher ¢(0) € T,S. Offensichtlich gilt (N(c(t)),é(t)) = 0 somit (EN(c(t)),é(t)) =

®d.h. es gilt ||¢(t)|| = 1 fiir alle t € T [1, §2.1, S. 31].
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— (N(e(t)),é(t)) fiir alle ¢ € I. Wir berechnen

11,(é(0),¢(0)) = Ip,(Wyp(¢(0)), ¢(0))
= —(DpN ¢(0), ¢(0)) (%)

NG| ,é(o>>
),

= (N(p),€(0)

o

e

Fiir nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurven ¢ : I — R3 heift die Funktion x : I —
R mit ¢ — ||é(¢)]| Kriimmung von ¢ [1, §2.3, S. 66]. Wir setzen 0 := <(¢(0), N(p)), dann
gilt weiter

(N(p),¢(0)) = ||é(t)]| cos @ = k(0) cos 6.

Dieses Ergebnis entspricht der Linge der orthogonalen Projektion des Kriimmungsvek-
tors ¢(0) auf den Normalvektor N(p) der Flache im Punkt p. Dies kann anschaulich als
der Anteil der Kriimmung von ¢ im Punkt p verstanden werden, welcher dadurch ent-
steht, dass sich die Fliche S im umgebenden R?® kriimmt. Den Anteil der Kriimmung
von ¢, welcher andererseits tangential zu S entsteht und der dadurch zustande kommt,
dass sich ¢ ,innerhalb* von S kriimmt, nennt man geodétische Kriimmung.

Abbildung 5.15: Kriilmmung einer Kurve in .S

Diese Feststellungen motivieren die folgende Definition.

Definition 5.22 (Normalkriimmung). Sei S C R? eine orientierbare reguliire Fliche mit
Einheitsnormalenfeld N und p € S. Sei weiters ¢ : I C R — S eine nach Bogenlénge
parametrisierte Kurve mit ¢(0) = p, dann heiftt

"fnor(pv C(O)) = <C(0), N(p)>

63



die Normalkriimmung von S im Punkt p in Richtung ¢(0).

Insbesondere gilt
|Knor| < k(0).

Aus obiger Rechnung (x) folgt unmittelbar der Satz von Meusnier.

Satz 5.23 (Meusnier). Sei S C R3 eine orientierbare regulire Fliche mit Einheitsnor-
malenfeld N und zweiter Fundamentalform I1. Seip € S und c: I CR — S eine nach
Bogenlinge parametrisierte Kurve mit ¢(0) = p. Dann gilt fir die Normalkrimmung von
S im Punkt p in Richtung ¢(0)

Fonor (,¢(0)) = T1,(é(0), &(0)).
O

Wir sehen, dass Ky nicht von der speziellen Wahl der Kurve ¢ abhéngt, also eine Ei-
genschaft der Flache S ist. Das heifit, Knor(p, X) = Kpor(X) fiir X € TS mit || X|| =1
wohldefiniert, d.h. nicht vom X definierenden Kurvenstiick abhéngig. Um eine bessere
Vorstellung von der Normalkriimmung zu bekommen, betrachten wir folgende Konstruk-
tion. Sei S eine regulidre und durch das Einheitsnormalenfeld N orientierte Fliche, p € S
und X € T,S. Ferner sei E die Ebene durch p, aufgespannt durch die Vektoren N(p)
und X. Wir schneiden die Flache S mit der Ebene E (Normalschnitt).

Abbildung 5.16: Normalschnitt der Fliche S im Punkt p in Richtung X

In einer Umgebung von p kann die Schnittmenge durch eine reguldre Kurve ¢ : I C
R — S nach Bogenlinge parametrisiert werden mit ¢(0) = p und ¢(0) = X (Satz iiber
implizite Funktionen [2, §8, S. 89]). Die Kriimmung s von ¢ im Punkt p entspricht,
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abgesehen vom Vorzeichen, der Normalkriimmung der Fliche S im Punkt p in Richtung
X, denn es gilt
Enor (P, X) = 11,(X, X) = k(0) cos 0,

wobei 6 der Winkel zwischen N (p) und ¢(0) ist. Da aufgrund der Konstruktion die beiden
Vektoren parallel sind, ist cosf = +1 und es folgt

Knor (D, X) = £K(0).

Wir wollen nun unsere drei Standardbeispiele hinsichtlich der Normalkriimmung unter-
suchen.

Beispiel 5.24 (Normalkriimmung - Ebene). Sei S die x,y-Ebene (vgl. Beispiel 5.17, Seite
56). Alle Normalschnitte ergeben Geraden, d.h. die Normalkriimmung in allen Punkten
p € S und in alle Richtungen X € T},S ist null. Daher gilt 11, = 0, fiir alle p € S. Dies
stimmt mit dem Resultat, dass W, = 0 aus Beispiel 5.17, Seite 56 iiberein.

Abbildung 5.17: Normalschnitt x,y-Ebene

Beispiel 5.25 (Normalkriimmung - Sphére). Die Normalschnitte durch einen Punkt p
in der Sphire S? aus Beispiel 5.16, Seite 55 sind Kreise mit Radius 1. Das bedeutet, dass
die Normalkriimmung in allen Punkten p € S? und in alle Richtungen X € T,S gleich
1 ist und fiir die zweite Fundamentalform gilt I11,(X, X) = 1 fiir alle p € S? und alle
X € 7,8 mit || X]|| = 1.
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Abbildung 5.18: Normalschnitt Sphére

Beispiel 5.26 (Normalkriimmung - Zylinder). Sei S = S! xR der Zylinder (vgl. Beispiel
5.18, Seite 56). Die Normalschnitte durch einen Punkt p € S sind entweder Kreise, Ellip-
sen oder Geraden. Es ist leicht zu erkennen, dass das Maximum der Normalkrimmung
den Wert 1 annimmt und das Minimum den Wert 0.

Abbildung 5.19: Normalschnitt Zylinder

Bemerkung 5.27. Sei S eine regulére orientierbare Fliche und sei IV das Einheitsnorma-
lenfeld, dann wissen wir bereits, dass auch —N ein Einheitsnormalenfeld von S ist. Im
Fall eines Wechsels des Vorzeichens von N wechselt auch die Normalkriimmung ke, ihr
Vorzeichen, denn es gilt

Wenn wir das Einheitsnormalenfeld fiir den Zylinder aus Beispiel 5.18 auf Seite 56
ysumdrehen®, erhalten wir die Matrixdarstellung

(00)
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der Weingarten-Abbildung W), : T,,S — TS beziiglich der Basis {(—v,z,0),(0,0,1)}.
Wie in Beispiel 5.18 gezeigt, sind die beiden Basisvektoren Eigenvektoren von W), mit
den Eigenwerten 1 und 0 und offensichtlich zeigen sie jeweils in die Richtung, in der
die Normalkriimmung ihr Maximum bzw. ihr Minimum annimmt. Zu erkennen ist auch,
dass die Extremwerte der Normalkriimmung in p € S mit den Eigenwerten des jeweiligen
Eigenvektors korrelieren.

- ~<

\ ,
Voxz

-~

Abbildung 5.20: Zylinder - Hauptkriimmungsrichtungen

Wir wollen die gemachten Beobachtungen am Zylinder nun verallgemeinern. Nach
Proposition 5.19 auf Seite 57 ist die Weingarten-Abbildung W), : T,,S — T),S ein selbst-
adjungierter Endomorphismus, daher existiert eine Orthonormalbasis {X1, X2} von T,,S
aus Eigenvektoren von W), [4, §7.6, S. 183],

Wp(XZ) = Rj X,L', 1= 1,2.

Was die Figenwerte der Weingarten-Abbildung mit der Normalkriimmung zu tun haben,
sagt uns folgende Proposition.

Proposition 5.28 (Eigenwerte von W), als Extremwerte der Normalkriimmung). Sei
S C R3 eine orientierbare requlire Fliche und p € S. Die Eigenwerte ki und ko der
Weingarten-Abbildung W), : T,S — T,S sind die Extremwerte der Normalkrimmung
Knor(X,p) inp € S, wenn X € T,S mit || X|| =1 alle Richtungen durchlduft.

Beweis. Sei X € T),S mit || X|| = 1, dann kann X geschrieben werden als Linearkombi-
nation aus Eigenvektoren von W), also als X = cos(¢) X +sin(y) X» fiir ein ¢ € (0, 27].
Es folgt
Enor (X, p) = I1,(X, X) = I1,(cos(p) X1 + sin(p) Xo, cos(p) X1 + sin(p) X2)
= k1 cos2(@) (X1, X1) + kasin®(¢) (Xo, Xo)
= k1 cos(ip) + w2 sin’(p) =: f(p)

Die Funktion f : (0,27] — R nimmt also in ¢ = 7,7, 327T, 27 ihre Extremwerte an. Daraus

folgt das gewiinschte Resultat. U
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Offensichtlich nimmt daher die Normalkriimmung ihre Extremwerte «; in Richtung der
Eigenvektoren X; von W, an, da

IIp(Xi, X@) = Ip(Xi, Wp<XZ)) = Ki, 7= 1, 2.
Nun ist folgende Definition angebracht.

Definition 5.29 (Hauptkriimmung). Die Eigenwerte der Weingarten-Abbildung 1 und
kg heiffen Hauptkriimmungen von S im Punkt p. Die zugehdrigen Eigenvektoren +X;
und £ X9 heifen Hauptkriimmungsrichtungen.

Wir verwenden die Konvention x; < ko. Die Hauptkriimmungen und die Hauptkriim-
mungsrichtungen des Zylinders hatten wir bereits oben untersucht. Wir wollen diese
Grofen noch fiir die Ebene und die Sphére bestimmen.

Beispiel 5.30 (Hauptkriimmungen - Ebene). Aus Beispiel 5.24 auf Seite 65 wissen wir,
dass fiir die x,y-Ebene W), = 0 fiir alle Punkte gilt. Daher sind k1 = k2 = 0 und jede
Richtung ist Hauptkrimmungsrichtung.

Beispiel 5.31 (Hauptkriimmungen - Sphéire). Wenn wir das Einheitsnormalenfeld der
Sphére aus Beispiel 5.25 (Seite 65) geméf Bemerkung 5.27 ,umdrehen®, erhalten wir fiir
die Weingarten-Abbildung W, = id. Daher sind k1 = k2 = 1 (vgl. Beispiel 5.25) und
jede Richtung ist Hauptkriimmungsrichtung.

Ausgehend vom Konzept der Hauptkriimmung lassen sich zwei weitere Kriimmungs-
begriffe definieren, die beide eine Mittelung der Hauptkriimmungen darstellen.

Definition 5.32 (Gauf-Kriimmung und mittlere Kriimmung). Sei S C R? eine orien-
tierte regulire Fliche, sei p € S ein Punkt. Seien xq und k9 die Hauptkriimmungen von
S in p. Dann heifst

K(p) := k1 - kg = det(W))

die GauB-Kriimmung von S in p. Ferner heifst

K1+ Ko
2

H(p) = = %Spur (Wp)

mittlere Kriimmung von S in p.

Bei Umkehrung der Orientierung von S bleibt die Determinante von W), unveréndert,
also auch die Gauf-Kriimmung. Die mittlere Kriimmung dndert allerdings dabei ihr Vor-
zeichen. Um nun eine Variante der mittleren Kriimmung zu bekommen, bei der sich das
Vorzeichen nicht &ndert, wenn sich die Orientierung &ndert, fiihren wir den Begriff des
mittleren Hauptkriimmungsfeldes ein, welches folgendermafen definiert ist:

H:=H-N.

Mit Hilfe dieser Definitionen konnen wir nachstehende Charakterisierungen fiir Punkte
einer Fldche einfiihren.
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Definition 5.33 (Flichenpunkte - Klassifizierung). Sei S C R? eine orientierbare regu-
lare Fliche, sei p € S. Man nennt p

(i) elliptisch, falls K(p) > 0,
(ii) hyperbolisch, falls K(p) <0,
(ili) parabolisch, falls K(p) = 0, aber W, # 0, d.h. falls eine der beiden Haupt-
kriimmungen verschwindet, die andere aber nicht,

(iv) Flachpunkt, falls W, =0, d.h. K1 = ko = 0.

Offenbar ist die Klassifikationen unabhéngig von der Wahl der Orientierung.

, 7 ~,,):"’: f:‘

ol ]

Abbildung 5.21: Elliptisch, hyperbolisch und parabolische Punkte mit Héhenlinien [10,
§3, S. 50|

Die eingefiihrten Charakterisierungen wollen wir anhand einiger Beispiele veranschau-
lichen.

Beispiel 5.34 (Kriimmung - Ebene). Aus Beispiel 5.30 wissen wir, dass fiir die x,y-
Ebene S = R? x {0} gilt W, = 0 fiir alle Punkte p € S. Daher gilt K =0 und H =0
und somit sind alle Punkte Flachpunkte.
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Beispiel 5.35 (Kriimmung - Sphére). Aus Beispiel 5.31 wissen wir, dass fiir die Weingarten-
Abbildung der Sphire S = S? gilt W, = id fiir alle Punkte p € S und k1 = 1 = ko.
Daher gilt K = 1 und somit sind alle Punkte elliptisch. Fiir die mittlere Kriimmung gilt
H =1 und fiir das mittlere Kriimmungsfeld H(p) = —p.

Beispiel 5.36 (Kriimmung - Zylinder). In Beispiel 5.26 stellten wir fest, dass fiir die
Hauptkriimmungen des Zylinders k1 = 0 und ko = 1 gilt. Daher folgt fiir die Gauf-
Kriimmung K =0und H = % Da nur eine der beiden Hauptkriimmungen verschwindet,
sind alle Punkte parabolisch.

Bemerkung 5.37 (Lokale Isometrie). Wie wir sehen, stimmt die mittlere Kriimmung der
Ebene mit der des Zylinders iiberein. Dies ist eine weitere Gemeinsamkeit der beiden
reguldren Flachen. Wie wir auf Seite 46 feststellten, besitzen beide Flichen (in geeigneten
Koordinaten) dieselbe erste Fundamentalform. Diese Gemeinsamkeiten sind natiirlich
keine Zufille. Die Ebene und der Zylinder sind lokal isometrisch. Man nennt zwei regulére
Flachen S7, S5 lokal isometrisch, wenn es einen lokalen Diffeomorphismus zwischen den
beiden Fliachen gibt, welcher die Metrik erhilt, also Kurven in S; auf Kurven gleicher
Lénge in S abbildet. Es gilt die Aussage, dass wenn zwei reguldre Flichen die selbe
konstante Gauf-Kriimmung besitzen, diese lokal isometrisch sind [1, §4, S. 206].

Wir untersuchen die verschiedenen Kriimmungen des Rotationstorus.

Beispiel 5.38 (Kriimmung - Torus). Wir kniipfen an Beispiel 5.21 (Seite 59) an. Dort
haben wir fiir den Torus die Parameterdarstellung

F:R?2DU — R3,

(a + bcos(uy)) cos(ug)
F(ui,u2) = | (a+bcos(uy))sin(us)
bsin(u)

verwendet, wobei @ > b > 0. Wir setzen u := F~1(p). Fiir die Matrixdarstellung der
Weingarten-Abbildung berechneten wir

3 0
b
(wij(u)) = ( 0 _cos(u) ) :
a+bcos(u)
Durch Ablesen der Eigenwerte von W), erhalten wir fiir die Hauptkriimmungen

. 1 d o — cos(uy)
L=y e nz= a+beos(uy)
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Die zugehdrigen Hauptkriimmungsrichtungen sind

—bsin(uy ) cos(ug)
S

X1 =DyFe; = | —bsin(uy)sin(uz) und
bcos(uy)
—(a + bcos(uy)) sin(uz)
X9 =Dy Fey= (a + beos(uq)) cos(ug)
0
Fiir die Gaul-Kriimmung erhalten wir
cos(uy)
K(u) = .
(u) b(a+bcos(uy))

Wir sehen, dass die Gaufs-Kriimmung lediglich von u; abhéngt, also davon, ob wir uns
im inneren“ oder ,Aufseren“ Bereich des Torus befinden. Fiir den ,inneren“ Bereich gilt
K < 0, alle Punkte in diesem Bereich sind also hyperbolisch. Fiir den ,dufteren Bereich
gilt K > 0, alle Punkte in diesem Bereich sind somit elliptisch. Fiir die Punkte am oberen
und unteren Grad des Torus gilt K = 0, es handelt sich dabei also um parabolische
Punkte.

Rotationsachse

A
z

Abbildung 5.22: Gaufs-Kriimmung

Fiir die mittlere Kriimmung des Torus gilt

1/1 cos(ug
Huy==(-4+—r—-7—7--].
() 2 <b a+bcos(u1)>
Wir sehen, dass auch die mittlere Kriimmung nur von w; abhingt, das heifst, sie &ndert
sich ebenfalls nur, wenn wir uns vom ,jinneren“ in den ,dufseren” Bereich bewegen bzw.
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umgekehrt.

Wir wollen noch eine abschliefiende Bemerkung beziiglich der Zuordnung der Kriim-
mungsbegriffe zur inneren bzw. dufseren Geometrie von reguléren Flachen machen.

Bemerkung 5.39 (Zuordnung der Kriimmungsbegriffe). Der inneren Geometrie entspre-
chen Gréfsen, die sich allein durch Messungen innerhalb der Fliche bestimmen lassen,
das sind Gréfsen, die sich nur mit Hilfe der ersten Fundamentalform ausdriicken lassen.
Die dufere Geometrie hingegen beriicksichtigt die Lage der Fliche im R3, das heikt, es
werden Grofen beriicksichtigt, die von der zweiten Fundamentalform abhdngen. Auf den
ersten Blick scheint es, als wére die mittlere Kriitmmung wie auch die Gauk-Kriimmung
der duferen Geometrie zugehorig, da wir fiir die Berechnung auch die zweite Fundamen-
talformen verwenden. Es gilt allerdings ein Satz®, der besagt, dass die Gauk-Kriimmung
eine Grofle der inneren Geometrie ist, sich also allein mit Hilfe der ersten Fundamental-
form berechnen lésst 1, §4.3, S. 181]. Die mittlere Kriimmung und die Hauptkriimmungen
sind hingegen der dufteren Geometrie zuzuordnen.

Wir erwdhnten auf Seite 47 die sogenannten Flachlinder, Wesen, die in einer zwei-
dimensionalen Welt leben. Aufgrund der gemachten Resultate stellen wir fest, dass diese
Flachldnder nicht in der Lage sind verschiedene Flachen mit gleicher konstanter Gaufs-
Kriimmung zu unterscheiden (z.B.: Ebene und Zylinder). Eine genaue Analyse dieser
Begriffe und Sachverhalte geht iiber den Anspruch dieser Arbeit hinaus und wir verweisen
interessierte Leser an Bér, Kapitel 4.

5Theorema Egregium
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6 Klassen von Flachen

Klarerweise gibt es eine Vielzahl regulérer Fléchen. Im letzten Kapitel wollen wir einen
kleinen Einblick in spezielle Klassen von regularen Flachen geben. Insbesondere wer-
den wir die sogenannten Regelfidichen und Minimalfiichen kennenlernen. Neben diesen
Klassen gibt es etwa auch Drehflichen und Réhrenflichen (vgl. Biar Kapitel 3.8).

6.1 Regelflachen

Diese Klasse von Flichen wird durch die besondere Art ihrer Konstruktion charakteri-
siert. Regelflichen sind aufgebaut aus kontinuierlich aneinanderliegende Geraden ldngs
einer festen Kurve. Es entsteht dadurch eine Art ,geradlinige Flache®.

Definition 6.1 (Regelfliichen). Sei I C R offen, ¢ : I — R? eine parametrisierte Raum-
kurve und v : I — R? eine glatte Abbildung mit v(¢) # (0,0,0) fiir alle t € I. Sei J C R
ein weiteres offenes Intervall. Eine reguliire Fliche S C R3, die durch Parametrisierungen
der Form

F:IxJ—=R F(ts)=c(t)+suv(t)

iiberdeckt werden kann, heifst Regelflidche.

Abbildung 6.1: Konstruktion einer Regelfldche [1, §3.8, S. 148|

Man kann sich dabei eine Gerade s v(t) vorstellen, die sich entlang einer Leitkurve ¢(t)
durch den Raum bewegt, und die Spur, die dabei entsteht, ist dann eine Regelfliche.
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Beispiel 6.2 (Der verallgemeinerte Zylinder). Als Leitkurve wihlen wir eine ebene pa-
rametrisierte Kurve ¢ : I — R? ohne Selbstdurchschnitte mit c(t) = (c1(t), c2(t),0). Fiir
die erzeugende Gerade wiahlen wir v(¢) = (0,0,1). Als Regelfliche erhalten wir dann

F:IxR=U=R} F(ts)=| cat)

Wihlen wir als Leitkurve einen Kreis, erhalten wir den gewohnten Zylinder (vgl. Beispiel
5.3 auf Seite 46).

Beispiel 6.3 (Rotationshyperboloid). Das Rotationshyperboloid als Nullstellengebilde
ist gegeben durch
S={(z,y,2) € R3|x2+y2—22 =1}

Um zu zeigen, dass es sich hier um eine Regelfliche handelt, miissen wir eine der Definition
6.1 entsprechende Parametrisierung finden. Fiir die Leitkurve und die erzeugende Gerade
wahlen wir

cos(t) —sin(t)
ct)y=| sin(t) |, o(t)=2¢(t) +es= cos(t)
0 1

Fiir das Rotationshyperboloid als Regelfliche erhalten wir dann die Parametrisierung

cos(t) — ssin(t)
F:R*DU = R3 F(t,s)=| scos(t) +sin(t) |,
S

und offensichtlich gilt (cos(t) — ssin(t))? 4 (s cos(t) + sin(¢))? — s? = 1.

Abbildung 6.2: Rotationshyperboloid als Regelfliche
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Ein Kriterium um eine gegebene regulire Flachen als mégliche Regelfliche auszuschlie-
len liefert folgender Satz.

Satz 6.4 (Regelfliichen). Sei S C R3 eine Regelfliche, dann gilt fiir die Gauf-Kriimmung
K <O.

Beweis. Die Gauk-Kriimmung ist definiert als die Determinante der Weingarten-Abbildung
(vgl. Definition 5.32 auf Seite 68):

K = det((wij)),

und wir wissen, dass die Matrixdarstellung von W), aus der ersten und zweiten Fundamen-
talform hervorgeht: (w;;) = (¢%%)(hy;). Mit Hilfe eines Satzes aus der linearen Algebra
|4, §5.4, S. 110] folgt somit

 det((hy))
det((gix))
Nachdem (g;z) positiv definit ist, gilt insbesondere det((g;x)) > 0. Wir miissen also

nur noch det((hy;)) < 0 zeigen. Dazu betrachten wir die Matrixeintrége der zweiten
Fundamentalform unter Verwendung der Parametrisierung

K = det((wij))

F(t,s) = c(t) + sv(t).

Fiir die Komponente hoo der zweiten Fundamentalform gilt dann

2
= (G V) =0

0s2’

wobei N der Einheitsnormalenvektor ist. Unter Benutzung der Symmetrie von (hy;) folgt
dann

det((hxj)) = hithas — hishor = h11 0 — hiy < 0.
O

Betrachten wir als weiteres Beispiel die Wendelfliche (auch Helikoid), die auferdem,
wie sich im nichsten Kapitel herausstellen wird, eine Minimalfliche ist.

Beispiel 6.5 (Helikoid). Eine der Definition 6.1 einer Regelflache entsprechenden Para-
metrisierung der Wendelfléche ist

cos(t) — cos(t)
F:R°DU - R? F(s,t)=| sin(t) | +s[ —sin(t)
t 0
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Abbildung 6.3: Wendelfliche als Regelfliche

Wir wollen noch explizit nachweisen, dass fiir die Gauk-Kriimmung der Wendelfléche
K < 0gilt. Dazu geniigt es die Determinante der zweiten Fundamentalform zu berechnen
(vgl. Beweis von Satz 6.4). Es gilt

O*F
iy — 7N )
hj <8u]8u2 >

wobei wir N wie auf Seite 53 konstruieren. Es folgt

B 1 0o 1 _ —1
det((hi;) = det <\/1 (5 + sin(20))? < 1 cos(2t) >> 1+ (s +sin(2t))2 <0

Wie wir bereits erwidhnten, handelt es sich beim Helikoid nicht nur um eine Regelfléche,
sondern auch um eine Minimalfliche. Was wir unter einer Minimalfliche genau verstehen,
behandeln wir im folgenden Kapitel.

6.2 Minimalflachen

Wie die Bezeichnung bereits vermuten lasst, hat diese Art von Flachen etwas mit mi-
nimalem Flicheninhalt zu tun. Aufgrund des Strebens nach minimaler Energie bilden
Seifenhdute, wenn man zum Beispiel einen Draht in eine Seifenlésung taucht, Flichen
mit minimalem Flicheninhalt. Man kann zeigen, dass wenn man einer vorgegebenen ge-
schlossenen Raumkurve eine Fliche mit minimalem Flacheninhalt einschreiben mdochte,
diese notwendigerweise ein mittleres Kriitmmungsfeld A identisch null besitzt [1, §3.8, S.
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153]. Daher wollen wir folgende Definition geben.

Definition 6.6 (Minimalfliche). Eine reguliire Fliiche S C R3 heift Minimalfiéiche, falls
fiir das mittlere Kriimmungsfeld von S gilt

# = (0,0,0).

Fiir orientierbare Fliachen geniigt die Definition der Bedingung, dass die mittlere Kriim-
mung in jedem Flachenpunkt verschwindet: H = 0.

Der Fall
K1+ Ko

2
kann offensichtlich nur dann gelten, wenn die beiden Hauptkriimmungen x; und ks un-
terschiedliches Vorzeichen haben oder wenn k1 = ko = 0 ist. Nach der Klassifizierung
von Flachenpunkten (vgl. Definition 5.33 auf Seite 69) kann eine Minimalfléiche also nur
aus hyperbolischen Punkten oder Flachpunkten bestehen. Daraus ergibt sich folgender
Satz.

H =

1
= §Spur(Wp) =0

Satz 6.7 (Minimalflichen). Fir die Gaufi-Krimmung von Minimalflichen gilt
K <0.
O

Beispiel 6.8 (Ebene als Minimalfliche). Flichen, die nur aus Flachpunkten bestehen,
sind zum Beispiel affine Ebenen (vgl. Beispiel 5.34 auf Seite 69). Fiir diese gilt

K=H=0.
Ein interessanteres Beispiel ist die sogenannte Kettenfliche (auch Katenoid).
Beispiel 6.9 (Katenoid). Die Kettenfliche ist gegeben durch die Parametrisierung
cosh(uy) cos(ug)

F:R*°DU = R? F(ui,us) = | cosh(uy)sin(us)
u1
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Abbildung 6.4: Kettenflache als Minimalfliche

Zuerst wollen wir die Matrixdarstellung der Weingarten-Abbildung (w;;(u)) berech-
nen. Dazu ist es notwendig die inverse Matrix der ersten Fundamentalform, anschliefend
das Einheitsnormalenfeld und danach die Matrix der zweiten Fundamentalform zu ermit-
teln. Wir geben hier nur mehr die bereits berechneten Matrizen an. Ein auf diese Weise
detailliert durchgerechnetes Beispiel ist Beispiel 5.21 auf Seite 59. Es gilt

(wij(u) = (" (w)) (hiej (u))

= sech?(u1) < (1) ? ) (—cosh?(uy) sech?®(u1)) ( é (i >

= cosh?(uy) sech? (uy) ( _01 (1] ) .

Wir erhalten somit fiir die Hauptkrimmungen in allen Punkten der Kettenfliche die
Beziehung
R1 = —K2.

Alle Punkte sind somit hyperbolisch und fiir die mittlere Kriimmung folgt
H=0.

Es stellt sich heraus, dass die Wendelfliche, welche wir bereits als Regelfliche charak-
terisiert haben (vgl. Beispiel 6.5 auf Seite 75), ebenfalls eine Minimalfldche ist.

Beispiel 6.10 (Helikoid als Minimalfldche). Wir verwenden fiir die Wendelflache die
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Parametrisierung aus Beispiel 6.5 und vereinfachen sie zu

uy sin(ug)
F:R?2DU — R?, F(ui,ug) = | wuqcos(usg)
U2

Wir berechnen wie gewohnt die Matrixdarstellung der Weingarten-Abbildung. Wir ver-
zichten hier auf eine detaillierte Berechnung und geben die bereits berechneten Matrizen
an. Ein detailliert durchgerechnetes Beispiel ist Beispiel 5.21 auf Seite 59. Es gilt

(wij(u) = (" (w)) (hij (u))

(1 0 1 (o 1)
R DAV T AR
:< g —ﬁ>

a0

Wir erhalten somit fiir die Hauptkriimmungen der Wendelfliche

1 1

K1 = ——— und kg = —.
Pl 2T 1+l

Alle Punkte sind somit hyperbolisch und fiir die mittlere Kriimmung folgt
H=0.

Als Abschluss wollen wir noch zeigen, wie man die Wendelfldche in eine Kettenfliche
deformieren kann. Bemerkenswert ist, dass alle Flichen auf dem Weg dorthin ebenfalls
Minimalflichen sind.

Beispiel 6.11 (Deformation der Wendelfldche in die Kettenflache). Die Fliche S, sei
durch die Parametrisierung F, : R? D U — R3,

sin(a) cosh(uy) cos(ug) + cos(a) sinh(uy) sin(usg)
Fo(u1,uz) = | sin(a)cosh(uy)sin(ug) — cos(a) sinh(uy) cos(uz)
sin(a)uy + cos(o)ua

gegeben. Man kann leicht nachrechnen, dass S;/; das Katenoid und Sy das Helikoid ist
(vgl. Beispiel 6.9 und 6.10). Wir zeigen noch, analog zu den Beispielen oben, dass S, fiir
alle @ € R eine Minimalfldche ist.

Wir berechnen wie gewohnt die Matrixdarstellung der Weingarten-Abbildung. Wir
verzichten hier wieder auf eine detaillierte Berechnung und geben die bereits berechneten
Matrizen an. Ein detailliert durchgerechnetes Beispiel ist Beispiel 5.21 auf Seite 59. Es
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gilt
(wij(u)) = (g™ (w)) (hij(u))
st (43 ) (3] - emle) )
ey 730 o)),

(
—cos(a)  sin(a

Berechnen wir die Eigenwerte von (wj;(u)) so erhalten wir fiir die Hauptkriimmungen
der Wendelfliche
Kl = —sechQ(ul) und kg = sech2(u1).

Alle Punkte sind somit hyperbolisch und fiir die mittlere Kriimmung folgt
H=0.

Lauft « im Intervall [0, g], geht die Wendelfldche stetig in die Kettenfliche {iber.
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Abbildung 6.5: Deformation der Wendelfldche in die Kettenfliche
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Zusammenfassung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen zweidimensionale Flachen, die im Anschauungsraum
R3 liegen, genauer handelt es sich dabei um hinreichend ,glatte® Flichen, die sogenannten
requldren Fldchen. Mit Hilfe der Analysis und einigen Resultaten aus der linearen Algebra
werden regulire Flachen untersucht und so ihre ,Geometrie beschrieben.

Nach einer kurzen Einleitung, wird im zweiten Kapitel der Begriff requldre Fliche ein-
gefiihrt und anhand zahlreicher Beispiele ausgiebig motiviert. Im dritten Kapitel werden
die bekannten Methoden der Differenzialrechnung auf offenen Teilmengen des R™ auf
regulére Flachen {ibertragen. Im darauf folgenden Kapitel wird das Konzept der Tangen-
tialebenen, die eine lineare Approximation regulérer Flichen liefern, entwickelt, was die
Einfiihrung des Differenzials von Abbildungen zwischen requldren Fldchen ermdglicht.

Das fiinfte Kapitel widmet sich den ,geometrischen Groken“ regulérer Flachen. Durch
die Einfiihrung der ersten und zweiten Fundamentalform ist es moglich eine der wichtigs-
ten Grofen, die Krimmung reguldrer Flichen, zu untersuchen. Dabei werden verschie-
dene Krimmungsbegriffe, wie zum Beispiel die Normalkrimmung, die Gauf$-Krimmung
und die mittlere Kriimmung, diskutiert.

Im letzten Kapitel wird ein kleiner Einblick in spezielle Klassen von reguléren Flachen

gegeben. Insbesondere werden Regelfiichen und Minimalflichen beschrieben.
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