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Abstract

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist ein Projekt des Austrian Institute of Technology (AIT), das sich mit
der Spannungsregelung in kleineren regionalen Stromnetzwerken mit einem hohen Anteil an verteilten
Energiequellen beschiftigt. Ziel dieses Projektes ist es durch Einfiihren eines Kommunikationssystems
und einer zentralen Steuerungseinheit ein “intelligentes Netzwerk” (Smart Grid) zu etablieren, in dem
auch die Kraftwerke zur Spannungsregelung beitragen, um somit die hohen Kosten zu vermeiden, die
anfallen wiirden, wenn man das Netz ausbauen und verstirken miisste. Diese Arbeit beschiftigt sich
mit dem Optimierkern des zentralen Reglers, in dem berechnet wird, wie viel Blind- und Wirkleistung
die einzelnen Energiequellen einspeisen miissen, damit die Spannung im richtigen Bereich liegt.

Im ersten Kapitel wird kurz die Struktur von Stromnetzwerken erklért und eine genauere Beschrei-
bung des Projekts des AIT gegeben. AuBerdem werden die Optimierungsprobleme vorgestellt, mit
denen sich die Arbeit im Weiteren befasst.

Im zweiten Kapitel findet sich eine Einfiihrung in die konvexe Optimierung, also in die mathematis-
chen Grundlagen, die notig sind, um die hier auftretenden Optimierungsrobleme zu behandeln. Zudem
wird ein allgemeines Verfahren zum Auffinden einer Losung von Problemen dieser Form angegeben.

In den Kapiteln 3 und i wird beschrieben, wie die zu behandelnden Optimierungsprobleme auf kon-
vexe Form transformiert werden konnen, und es werden MATLAB-Funktionen zum Auffinden einer
Losung dieser Probleme vorgestellt. Aulerdem wird noch erldutert, welche Auswirkungen es hat, wenn
man in der Zielfunktion die euklidische Norm statt der 1-Norm wihlt. Auch fiir diese leicht modi-
fizierten Probleme werden Programme zum Auffinden einer Losung angegeben und erklart.

Im fiinften Kapitel wird demonstriert, wie man bei der Optimierung einen Fehler mitberiicksichtigen
kann, der bei der Spannungsberechnung entsteht. Hier wird ebenfalls erklart, wie man die Probleme,
die sich dabei ergeben, auf konvexe Form umformulieren kann. Ferner werden MATLAB-Funktionen
vorgestellt, mit denen eine Losung dieser erweiterten Probleme gefunden werden kann.

In Kapitel l§ wird anhand von zwei konkreten Beispielen die Funktionsweise der verschiedenen Pro-
gramme veranschaulicht und es werden die Unterschiede in den gefundenden Losungen aufgezeigt und
erldutert. Weiters wird versucht, mit Hilfe von zufillig generierten Testdatensitzen einen Eindruck vom
Rechen- und Zeitaufwand der einzelnen Programme in Abhéngigkeit von verschiedenen Parametern zu
gewinnen.
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1. Motivation

In den letzten Jahren wird die Nachfrage an elektrischer Energie immer grofler, daher werden weltweit
viele neue Kraftwerke gebaut. Es kommt jedoch zu Problemen bei der Spannungsregelung, wenn man
neue Energiequellen in bestehende Stromnetzwerke einbinden will, da diese Versorgungsnetze nicht fiir
einen derartigen Anstieg an verteilten Erzeugern (distributed generation (DG) plants) konstruiert sind. In
diesem Kapitel werden kurz die dabei auftretenden Probleme und Schwierigkeiten beschrieben sowie
der Losungsansatz des Teams um Dipl.-Ing. Dr. Alexander Viehweider vom Energy Department des
Austrian Institute of Technology (AIT). Genaueres zur Elektroenergietechnik allgemein findet sich zum

Beispiel in [Sch09] und eine detailliertere Vorstellung des Projekts vom AIT in [[Vie+10].

1.1. Struktur bestehender Stromnetzwerke und bisherige
Spannungsregelung

Die europiischen Stromnetze sind iiblicherweise in folgende Spannungsebenen aufgeteilt]:

o Ubertragungsnetz oder Transportnetz:

— Hochstspannung (220kV/380kV): In dieses Netz wird die von GroBkraftwerken erzeugte
Energie eingespeist und es dient vor allem zum Transport der Energie {iber weite Strecken
hin zu den Verbraucherzentren. AuBerdem ist es mit dem Europiischen Ubertragungsnetz

verbunden und ist somit auch fiir den iiberregionalen Energieaustausch zustindig.

o Verteilnetz:

— Hochspannung (60kV-150kV): In dieser Ebene findet die erste grobe Verteilung in ver-
schiedene Regionen und zu Ballungszentren statt, aber auch gro3e Industriebetriebe sind
hier an das Stromnetz angeschlossen. Zudem wird Energie von mittelgroen Kraftwerken
eingespeist.

— Mittelspannung (1kV-30kV): Dieses Netz verteilt den Strom an einzelne Stidte, Fabriken
oder groBlere Einrichtungen wie zum Beispiel Krankenhduser und bezieht wiederum En-

ergie von kleineren stidtischen Kraftwerken.

— Niederspannung (230V/400V): In dieser Ebene findet die letzte feinste Verteilung statt. Hier
werden private Haushalte mit Energie versorgt und kénnen auch zum Beispiel mit kleineren

Photovoltaikanlagen Strom in das Netz einspeisen.

'Die Informationen iiber die Struktur des europiischen beziehungsweise des osterreichischen Stromnetzwerks wurden ent-
nommen aus [Wik13] und [pes13]



1. Motivation

Diese Netze sind durch Umspannwerke und Transformatorstationen miteinander verbunden. Bisher
waren Energiequellen in den niedrigeren Spannungsebenen eher selten, daher hatte man es in beste-
henden Versorgungsnetzen mit einem unidirektionalen Leistungsfluss vom Umspannwerk hin zu den

Lasten zu tun, wie man in Abbildung [L.1] sehen kann. Den vorgegebenen Wert fiir die jeweilige Span-
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Abbildung 1.1.: Unidirektionaler Leistungsfluss

nungsebene bezeichnet man mit Nennspannung. Natiirlich kann dieser nicht iiber das ganze Netz exakt
eingehalten werden, aber es gibt ein erlaubtes Spannungsband, dessen Grenzen in der Regel vom Netz-
betreiber vorgegebenen werden und keinesfalls unter- beziehungsweise iiberschritten werden diirfen.
Fiir Verteilnetze, in denen Energie nur in eine Richtung flieBt, ist die Spannung am Einspeisepunkt am

hochsten und fillt dann bis hin zu den Lasten kontinuierlich ab. Damit gestaltet sich die Spannungs-
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Abbildung 1.2.: Spannungsverlauf an einem exemplarischen Netzausldufer - Nur Last

regelung relativ einfach, indem man den Stufentransformator so einstellt, dass er die Spannung an die

obere Grenze des erlaubten Spannungsbandes regelt und somit dessen ganze Breite verwendet wer-

10



1.2. Probleme fiir die Spannungsregelung bei grofiem Zuwachs an Erzeugern

den kann. Abbildung [1.2 zeigt grob skizziert die Abweichung AU der tatsdchlichen Spannung von der
Nennspannung U in Abhingigkeit von der Entfernung zum Umspannwerk fiir einen exemplarischen

Auslaufer eines Netzes mit unidirektionalem Leistungsfluss.

1.2. Probleme flr die Spannungsregelung bei groBem
Zuwachs an Erzeugern

Die Integration von verteilten Energieerzeugern in die niedrigeren Spannungsebenen eines Stromnetzes
fiihrt dazu, dass die Leistung nicht mehr nur von den Transformatorstationen hin zu den Verbrauch-
ern fliet, sondern auch in die andere Richtung von den neuen Kraftwerken zu den Umspannwerken.
Daher kann es zu Zeiten niedriger Last und maximaler Einspeisung entlang eines Netzausldufers auch
zu einem Spannungsanstieg kommen, und es ist nicht mehr méglich, den Stufenschalter auf die obere
Grenze des erlaubten Spannungsbandes regeln zu lassen. Die Abweichung von der Nennspannung fiir
dieses Szenario ist in Abbildung mit der oberen Linie eingezeichnet. Die untere Linie beschreibt
den Verlauf von AU fiir die andere Extremsituation, also fiir den Fall, dass keine Energie eingespeist,

aber sehr viel bezogen wird. Man sieht also, dass das Netz bei einem Zuwachs an Erzeugern bis an
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Abbildung 1.3.: Spannungsverlauf an einem exemplarischen Netzausldufer - Last und Erzeugung

seine Grenzen genutzt wird und die Vorgaben an die Spannung beispielsweise bei einem eventuellen
Lastanstieg schon verletzt werden konnen. Nun gibt es einige Moglichkeiten, diesem Problem entge-
genzuwirken: Der naheliegendste Ansatz wire es, das vorhandene Netz auszubauen und zu verstérken,
was aber enorme Kosten bedeuten wiirde. Desweiteren werden in [Vie+10] noch die Verringerung des
Widerstands oder die Umgestaltung der Netzwerktopologie als potentielle, aber schwer realisierbare

und damit wesentlich teurere Losungen erwihnt.
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1. Motivation

1.3. Projekt des Austrian Institute of Technology zur
Spannungsregelung - Smart Grid

Das Team vom Energy Department des AIT entschied sich dafiir, das aufgezeigte Problem durch die
Einfiihrung eines Kommunikationssystems in das Verteilnetz zu 16sen. Dafiir wird die Infrastruktur des
bestehenden Netzes verwendet und eine zentrale Steuerungseinheit bei der Transformatorstation einge-
baut. Auerdem werden Messstationen an den sogenannten kritischen Knoten des Netzes angebracht,
die den Regler mit den notigen Informationen versorgen. Unter kritischen Knoten versteht man jene
Knoten, an denen die Spannung im Verlauf eines Jahres einmal einen maximalen oder minimalen Wert

im Netz angenommen hat, und sie werden durch eine einjdhrige Simulation ermittelt. Befindet sich nun
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&

5
| }
s 7

s Ty -

Abbildung 1.4.: Bidirektionaler Leistungsfluss

die Spannung an einem der kritischen Knoten auflerhalb des erlaubten Bandes, so erfahrt das der zen-
trale Regler sofort und dieser weist daraufhin den Stufenschalter am Transformator an, die Spannung
zu erhohen oder zu senken. Etwas problematischer wird es, wenn die Spannung an zwei Knoten den
zugelassenen Wertebereich verldsst, wobei sie einmal iiber der oberen Grenze und einmal unter der
unteren Grenze liegt. In diesem Fall lisst sich das Problem nicht mit der Stufenschaltung allein 6sen.
Es gibt aber noch eine andere Moglichkeit, wie man die Spannung in einem Stromnetz beeinflussen
kann. Denn es trigt auch die Menge an Wirkleistung P und Blindleistung (), die von den verteilten
Energiequellen in das Netz eingespeist wird, einen Teil zu der aktuellen Spannung bei. Daher ist es
zusitzlich notwendig, dass der zentrale Regler Zugrift auf die aktuellen Werte von P und @ fiir die
einzelnen Kraftwerke hat, sowie die Moglichkeit, diese gegebenenfalls zu verindern. Wie sich die An-
derungen an der Menge der Wirk- beziehungsweise Blindleistung, die von den Erzeugern eingespeist

wird, auf die Werte der Spannung an den kritischen Knoten auswirken, wird durch ein linearisiertes
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1.3. Projekt des Austrian Institute of Technology zur Spannungsregelung - Smart Grid

Modell der Form
AU = AQgAQ + ApAP (1.1)

beschrieben. Hier ist AU ein m-dimensionaler Vektor, der die Anderungen der Spannung an den kri-
tischen Knoten angibt. Die n-dimensionalen Vektoren AQ und AP beschreiben die Anderungen der
eingespeisten Blind- beziehungsweise Wirkleistung der Kraftwerke und Ag und Ap sind (m x n)-
Matrizen. Auf den Fehler, der durch die Linearisierung des Modells entsteht, wird spiter noch einge-
gangen. Mit Hilfe von ([L.1) kann man nun die Spannung an den kritischen Knoten so veréindern, dass
die Differenz des maximalen und des minimalen Wertes fiir U die Breite des erlaubten Spannungs-
bandes nicht iibersteigt, und dann kann der Stufenschalter wieder in den richtigen Bereich regeln. Man
muss allerdings noch zwei von den Kraftwerken gestellte Bedingungen beriicksichtigen. Einerseits muss

ein gewisser Leistungsfaktor eingehalten werden:
Qi + AQi| < (P + AP;) tan(p). (1.2)

Ein typischer Wert hierfiir ist PF,;, = cos(¢) = 0.9. Andererseits darf auch die eingespeiste Schein-
leistung S einen gewissen Maximalwert, {iblicherweise durch die Erzeugungskapazitit des Kraftwerks

bestimmt, nicht iiberschreiten:

Si = V(Qi + AQi)2 + (P + AP)? < Spax,i- (1.3)

1.3.1. Spannungsregelung durch Steuerung der Blindleistung

Aus Kostengriinden versucht man im ersten Schritt, nur durch Variation der Werte der Blindleistung
die Differenz der Spannungen an den kritischen Knoten auf die vorgegebene Bandbreite zu reduzieren.
Zusitzlich versucht man aber auch die von den Kraftwerken in das Netz eingespeiste Blindleistung
moglichst gering zu halten. Mit (L.1)) - (I.3) fiihrt dies zu folgendem Optimierungsproblem:

min [|Q + AQ||,
s.t. max(U + AgAQ) — min(U + AgAQ) < EVB,
|Q; + AQ;| < P, tan(arccos(PFyyin)), t=1,...,n,

Qi +AQi| < \/SEi — P2 i=1,...,n.

Wie zuvor ist hier U der m-dimensionale Vektor, der die aktuellen Werte der Spannung an den kri-

(1.4)

tischen Knoten enthélt. () und P sind die n-dimensionalen Vektoren mit den aktuellen Werten der
Blind- beziehungsweise Wirkleistung der einzelnen Erzeuger, AQ ist eine (m X n)—Matrix, EVB die
erlaubte Breite des Spannungsbandes, PF,,;, eine Zahl, die den Leistungsfaktor beschreibt, Sp,x der
n-dimensionale Vektor mit den maximalen Scheinleistungen der Kraftwerke und AQ der gesuchte n-
dimensionale Vektor mit den Anderungen an der eingespeisten Blindleistung. Mit ||. || ist die 1-Norm

fiir einen n-dimensionalen Vektor gemeint, also ||z||; = > ; |=|. Wie wir spiter sehen werden, kann

13



1. Motivation

(I.4) auf ein konvexes, ja sogar auf ein lineares Optimierungsproblem umformuliert werden und ist

somit relativ einfach mit Hilfe eines primal-dualen Innere-Punkte-Verfahrens 16sbar.

1.3.2. Spannungsregelung durch Steuerung der Blindleistung und der
Wirkleistung

Konnen die Bedingungen in ([[.4)) nicht erfiillt werden und wird somit keine zulissige Losung gefun-
den, so muss zusitzlich zur Blindleistung auch noch die Wirkleistung variieren. Fiir diesen Fall wird
allerdings ebenfalls aus Kostengriinden versucht, die Anderungen in den Werten der von den Erzeugern
eingespeisten Wirkleistung minimal zu halten. Aulerdem wird nur eine Reduktion der Wirkleistung

zugelassen. Damit ergibt sich folgendes Optimierungsproblem:

min |AP||;
s.t. max(U + AgAQ + ApAP) —min(U + AQAQ + ApAP) < EVB,
|Qi + AQ;| < (P, + AP;) tan(arccos(PFmin)), i=1,...,m, (1.5)

V(Qi + AQ)2 + (Pi+ AP)? < Spaxis i=1,...,m,
—P<AP <0, i=1,...,n.

Die Notation ist dieselbe wie in ([1.4). Zudem ist mit A P der n-dimensionale Vektor mit den Anderun-
gen an der Wirkleistung gemeint und A p ist wieder eine (m x n)-Matrix. Aufgrund der dritten Zeile in
den Nebenbedingungen lisst sich ([L.3) zwar nicht in ein lineares Optimierungsproblem umformulieren,
sehr wohl aber in ein konvexes. Somit gilt auch hier, dass es sich sehr gut durch ein primal-duales Innere-

Punkte-Verfahren 16sen lésst.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass fiir dieses Projekt ein Kommunikationssystem, durch Simu-
lationen ermittelte kritische Knoten und zugehorige Messstationen sowie eine zentrale Steuerungsein-
heit nétig sind, wobei letztere sowohl die Stufenschaltung am Transformator als auch die von den

verteilten Erzeugern eingespeiste Blind- und Wirkleistung kontrollieren kann. Wie in Abbildung

Nein

Messwerte max(U)-min(U)<EVB?

Q-Regelung

P&Q-Regelung

Nein
Alarm

Nein

Spannung im
richtigen Bereich?

Y

Stufenschalter

Abbildung 1.5.: Vereinfachter Flowchart fiir die Funktionsweise der zentralen Steuerungseinheit
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1.3. Projekt des Austrian Institute of Technology zur Spannungsregelung - Smart Grid

dargestellt sieht nun die Vorgehensweise des Reglers folgendermal3en aus: Zuerst wird iiberpriift, ob die
Differenz der Spannungen an den kritischen Knoten groBer ist als die erlaubte Spannungsbandbreite.
Ist dies der Fall, so wird im néichsten Schritt die Spannungsregelung durch Steuerung der Blindleistung
also ein Algorithmus zur Losung von ([1.4) aufgerufen. Werden dafiir keine zulissigen Werte gefunden,
dann wird ein Programm zum Ermitteln einer Losung von ([1.3) gestartet, welches eigentlich immer
sinnvolle Daten zuriickgeben sollte. Sobald eine geniigend kleine Differenz der Spannungen vorhanden
ist, wird iiberpriift, ob auch alle Werte innerhalb der vorgegebenen Grenzen liegen und gegebenenfalls
mit Hilfe der Stufenschaltung auf die richtige Spannungshthe geregelt.

Ziel dieser Arbeit ist es nun, moglichst schnelle Algorithmen zum Auffinden der Losungen von ([1.4)
und ([L.3) in Form von MATLAB-Dateien zu verfassen, welche dann mittels eines Interpreters von der

zentralen Steuerungseinheit aufgerufen werden kdnnen.
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2. Einfuhrung in die konvexe Optimierung

Hier wird kurz auf Teile des mathematischen Grundgeriists eingegangen, das notig ist, um die Prob-
leme, die im vorigen Kapitel vorgestellt wurden, zu 16sen. Es wird also beschrieben, was man unter
einem Optimierungsproblem, unter konvexen Mengen und Funktionen und somit letztendlich unter
einem konvexen Optimierungsproblem versteht und welche notwendigen und hinreichenden Bedingun-
gen es an eine eventuelle Losung gibt. Danach wird noch ein Innere-Punkte-Verfahren (Interior Point
Method) vorgestellt, das im Rahmen dieser Arbeit zum Auffinden der Losung verwendet wird. Niheres
zum Thema konvexe Optimierung sowie den hier benutzten Algorithmus findet man in [BV04] und

Genaueres zu (primal-dualen) Innere-Punkte-Verfahren in [Wri97] oder [Yell].

2.1. Grundlagen
Um ein Optimierungsproblem zu 16sen, sollte erst die Terminologie erkldrt werden und darum wollen
wir mit einigen Definitionen beginnen.

Definition 2.1 (Optimierungsproblem). Seien f;, h; : R" — Rfiiri = 0,...,mundj = 1,...,p

Funktionen. Dann betrachten wir das Optimierungsproblem der Form

min ()
st fi(z) <0, i=1,...,m, 2.1)
hj(x):[)a ]:17 » D

Hier werden fij(z) < 0, i = 1,...,m die Ungleichungsnebenbedingungen und hj(x) = 0, j =

1, ..., pdie Gleichungsnebenbedingungen genannt. Dabei sei
C:={zeR"| fi(x) <0,hj(z) =0firi=1,...,mund j =1,...,p} (2.2)

der zuliissige Bereich unseres Optimierungsproblems. Ein Punkt x* € R"™ heilt lokales Minimum von
(2.1)), wenn es eine offene Umgebung U C R” gibt, mit z* € U N C und fo(z*) < fo(z) fiir alle
x € UNC. Giltsogar fo(z*) < fo(z) fiir alle z € C, dann nennt man x* ein globales Minimum von

@.1).

Klarerweise ist jedes globale Minimum auch ein lokales Minimum. Wie sich spiter noch zeigen wird,
gilt fiir konvexe Optimierungsprobleme die Umkehrung auch. Das ist ein wichtiger Punkt, warum diese
unter den Optimierungsproblemen so einen besonderen Stellenwert genie8en. Doch bevor wir dazu

kommen, miissen wir erst einmal genauer beschreiben, was man unter Konvexitit versteht.
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2. Einfiihrung in die konvexe Optimierung

Definition 2.2 (Konvexe Mengen und Funktionen). Eine Menge C' C R™ heif3t konvex, wenn mit je
zwei Punkten in C auch die Strecke zwischen diesen Punkten in C' enthalten ist, das heifit, wenn gilt:

7= {ty+ (1 —t)z|t€[0,1]} CC Va,yecC. (2.3)
Sei nun C' eine konvexe Menge. Eine Funktion f : C' — R nennt man dann konvex, wenn sie
fly+ (1 =t)z) <tf(y) + (1 =) f(z) Va,yeCtel0,1] (2.4)

erfiillt. Ist die Ungleichung in (2.4) skrikt fiir ¢ € (0,1) und = # v, gilt sie fiir ¢ € (0, 1) also auch,
wenn man < durch < ersetzt, so spricht man von einer strikt konvexen Funktion. Eine mehrdimensionale
Funktion f : C' — R™,

fi(z)
f@y =1 + |,
heiBt (strikt) konvex, wenn jede Komponentenfunktion f; : C' — R (i = 1,...,m) (strikt) konvex ist.

Eine Funktion f : C' — R™ heilt (strikt) konkav, wenn — f (strikt) konvex ist.

Beispiel 2.3 (Konvexe Funktionen). Sei f : R” — R linear, das heiBt f(z) = a”x+bfira € R",b €
R. Dann gilt in (@) Gleichheit, also ist f konvex.

Mit dem Wissen iiber konvexe Mengen und Funktionen kann man nun ein konvexes Optimierungsprob-

lem definieren.

Definition 2.4 (Konvexes Optimierungsproblem). Problem (R.1]) heiBt konvexes Optimierungsproblem,

wenn sowohl die Zielfunktion fy als auch der zuléssige Bereich C (siehe (@)) konvex sind.
Beispiel 2.5 (Konvexe Mengen).

(i) Sei f : R™ — R eine konvexe Funktion. Dann ist C' := {z € R" | f(z) < 0} eine konvexe
Menge, da mit z,y € C auch Ty in C enthalten ist: Sei ¢ € [0, 1]. Dann gilt wegen der Konvexitit

von f

Flt + (1 —t)y) <t fla) +1 — 1) f(y) <O.

Analog ist leicht zu sehen, dass fiir eine lineare Funktion i : R” — R die Menge C’ := {x €
R™ | h(z) = 0} konvex ist, da hierfiir in obiger Ungleichung iiberall Gleichheit gilt.

(i1) Seien C'1, ..., C), konvexe Teilmengen des R™. Dann ist auch der Schnitt dieser Mengen C' :=
N~ C; konvex, weil fiir z, y € C die Strecke 7y in jedem C; (¢ = 1,...,m) enthalten ist und
somit auch in der Schnittmenge C'.
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2.1. Grundlagen

Damit ldsst sich nun feststellen, dass (2-1) ein konvexes Optimierungsproblem ist, wenn die Ziel-
funktion fy und die Funktionen fi, ..., f;, aus den Ungleichungsnebenbedingungen konvex und die
Funktionen h1, ..., h, aus den Gleichungsnebenbedingungen linear sind. Denn dann beschreibt jede
Nebenbedingung eine konvexe Menge C; fiir ¢ = 1,...,m + p und der zuldssige Bereich C ist als

Schnitt dieser konvexer Mengen auch konvex.
Nun wollen wir uns noch ein wenig mit Figenschaften konvexer Funktionen beschiftigen: Welche

Kriterien gibt es fiir Konvexitdt? Welche Operationen erhalten Konvexitét?
Lemma 2.6 (Eigenschaften konvexer Funktionen). Sei C' C R eine konvexe Menge.

(1) Bedingungen erster Ordnung: Eine stetig differenzierbare Funktion f : C' — R ist genau dann

konvex, wenn
fl@)+ Vi) (y—=2) < fly) YzyeC 25)
gilt. f ist genau dann strikt konvex, wenn die Ungleichung in R.9) fiir = # vy strikt ist.

(ii) Bedingungen zweiter Ordnung: Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : C — R ist genau

dann konvex, wenn die Hesse-Matrix von f auf ganz C positv semidefinit ist, das heifst wenn
Vif(z) =0 VYrel (2.6)
gilt. Ist V% f (x) sogar positiv defintit, dann ist f strikt konvex.

(iii) Summe konvexer Funktionen: Sind f,qg : C — R konvex o« > 0 eine positive reelle Zahl, so ist

auch f + ag konvex.

Beweis. (i) Sei f konvex und seien z,y € C. Fiir z = y ist (2.9) klarerweise erfiillt. Sei also = # .
Dann gilt

e o) — i TE = 2) = @)y (L= ) — (@)

t—0 t t—0 t
e W)+ A=0)f(@) — fl@) _ () — f(2))
~ t—=0 t t—0 t
= f(y) — f(z)

und das ist genau (2.9). Nehmen wir nun umgekehrt an, dass f (2.9) erfiille und seien wiederum
z,y € C,x # y. AuBerdemseit € (0,1) und z := tz+ (1 —t)y. Weil C konvex ist, gilt z € C

und so kdnnen wir zweimal (@) anwenden:
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2. Einfiihrung in die konvexe Optimierung

Multipliziert man jetzt die erste Ungleichung mit ¢, die zweite mit (1 — ¢) und addiert die beiden,

dann erhilt man nach kurzem Umformen

fz) <tf(e) + (A1 =1)f(y)

und somit ist die Konvexitit von f gezeigt.

(i) Wir wollen zuerst zeigen, dass fiir konvexe Funktionen die Hesse-Matrix positiv semidefinit ist.
Dazu betrachten wir anfangs eindimensionale Funktionen. Sei also f : R O C' — R konvex. In
diesem Fall ist C' ein Intervall. Fiir 2,y € C gilt dann mit (2.5)

flx) + flz)(y —z) <
f) + fy)(z—y) <

und durch Addieren der beiden Ungleichungen erhilt man

(f'(z) = f'()ly — =) < 0.
f ist also monoton wachsend. Damit sieht man schnell, dass

() = tim LD =TI

t—0

>0

gelten muss. Wenden wir uns nun dem Fall C' C R" zu. Angenommen, es gibe ein x € C
mit V2f(z) < 0, dann wihlen wir ein y € C mit 2 # y und betrachten die eindimensionale
Funktion g(t) := f(ty + (1 — t)x). Durch Einsetzen in (R.4) ist leicht zu iiberpriifen, dass g

konvex ist, wenn f konvex ist. Fiir die zweite Ableitung von ¢ an der Stelle ¢ = 0 gilt

g"(0) = (y — )" V*f(z)(y — x) < 0.

Also kann g nicht konvex sein und somit auch f nicht, was unseren Annahmen widerspricht. Nun
miissen wir noch die Umkehrung zeigen, das heift es gelte (2.6). Seien z,y € C. Da f zweimal

stetig differenzierbar ist, gibt es nach dem Satz von Taylor]] ein ¢ € [0, 1], sodass

Ly )R f( + ty — )y — )

fly) = f(@) + V@) (y—2)+ 3

gilt. Weil x + t(y — x) € C ist, ist wegen (£.6) der letzte Summand > 0 und damit folgt (2.3),

was die Konvexitit von f impliziert.

(ii1) Ist sofort durch Einsetzen in (@) ersichtlich.

ISiehe zum Beispiel [Heu04], Kaptitel XX.168
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2.2. Dualitct

Mit Hilfe dieser Kriterien konnen wir nun noch ein fiir unsere Probleme relevantes Beispiel fiir kon-

vexe Funktionen angeben.

Beispiel 2.7 (Konvexe Funktionen). Sei () € R"*" eine positiv semidefinite, quadratische (n x n)-
Matrix, a € R” und b € R. Dann ist die quadratische Funktion f : R® — R, f(z) := 27 Qz+aT2+b

konvex, denn es gilt:

Vi f(x) =Q 0.

2.2. Dualitat

Wir haben in Abschnitt 2.1] gesehen, dass ein Optimierungsproblem nur dann konvex sein kann, wenn
die Funktionen £ in den Gleichungsnebenbedingungen % (x) = 0 linear sind. Diese Nebenbedingun-

gen lassen sich aber umformen auf die dazu dquivalenten Ungleichungen

hi(z) <0 j=1,...,p,

wobei ja h; und —h; konvexe Funktionen sind. Da sich die im ersten Kapitel vorgestellten Prob-
leme in konvexe Form umschreiben lassen, wie wir noch sehen werden, und sie zudem nicht ein-
mal Gleichungsnebenbedingungen beinhalten, betrachten wir von nun an nur noch das konvexe Op-

timierungsproblem mit Ungleichungsnebenbedingungen

min fo(z)

s.t. fi(z) <0, i=1,...,m,

Q2.7)

mit f; : R™ — R konvex fiiri = 0,...,m.
Um in weiterer Folge Optimalititskriterien fiir Losungen von (2.7) zu erhalten, beschiiftigen wir uns

zundchst mit dem sogenannten dualen Problem und beginnen dafiir wieder mit einer Definition.
Definition 2.8 (Lagrange-Funktion, Lagrange-duale Funktion, Duales Problem).

(i) Die Lagrange-Funktion L : R™ x R™ — R zu (2.7) ist definiert als
L(z,\) == fo(x) + > Nifi(x). (2.8)
i=1

Der Vektor A heillt Lagrange-Multiplikator oder duale Variable.

(i) Das punktweise Infimum der Lagrange-Funktion iiber alle z € R", also die Funktion g : R™ —
Rv

g(\) := inf L(z,\) (2.9)
TeR™
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2. Einfiihrung in die konvexe Optimierung

nennt man die Lagrange-duale Funktion zu (2.7).

(iii) Das Optimierungsproblem

max g(\) 2.10)
s.t. A>0 '

heifit das zu (@) duale Problem.

Dazu ist anzumerken, dass die Lagrange-duale Funktion g(\) immer konkav ist, selbst wenn das ur-
spriingliche Problem nicht konvex ist. Um das zu sehen, bemerke man erst, dass die Lagrange-Funktion

L(x, \) linear in )\ ist, und betrachte dann

gt + (1 —t)X) = inf L(z,tA+ (1 — 1))

rER™?

= inf (tL(z,\) + (1 - t)L(z, A)
TeR™

>t inf L(z,\)+ (1—1t) inf L(z,\)
z€R™ z€R™

= tg(\) + (1 = t)g(N).
Also ist das duale Problem (2.10) immer ein konvexes Optimierungsproblem, da es fiquivalent ist zu

min —g(\)
s.t. A>0.

Bezeichnen wir nun mit z* die Losung von (2.7) und mit A* die Lsung von (R.10) und nehmen an,

dass x primal zuldssig und X\ dual zuldissig sei, was bedeudet, dass

gelte, dann folgt:
9N < gN) = d* < p* 1= f(a*) < f(a). @.11)

Diese Eigenschaft heif3t schwache Dualitdt und A := p* —d* nennt man die Dualititsliicke. Gilt A = 0,
so spricht man von starker Dualitit. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn das Optimierungsproblem
konvex ist und gewisse Constraint Qualifications (CQ) erfiillt sind. Eines der wichtigsten Beispiele fiir

Constraint Qualifications ist die sogenannte Slater-Bedingungfl, die fordert, dass ein € R existiert

2Einen Beweis dafiir, dass die Slater-Bedingung starke Dualitit impliziert, findet man zum Beispiel in [BV04], Kaptitel 5.3.2
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2.3. Optimalitdtsbedingungen

fl(l‘) <0

firalle s = 1,...,m mit f; nichtlinear.

2.3. Optimalitatsbedingungen

In diesem Kapitel wollen wir notwendige Bedingungen fiir Lsungen von Optimierungsproblemen find-

en. Fiir konvexe Probleme werden wir auch hinreichende Kriterien angeben.

2.3.1. Unrestringierte Probleme
Zuerst betrachten wir Probleme ohne Nebenbedingungen, also

min f(x), (2.12)
wobei f : R™ — R eine differenzierbare Funktion ist.

Satz 2.9 (Notwendige Bedingung fiir unrestringierte Probleme). Sei f : R™ — R differenzierbar und
x* € R ein lokales Minimum von (). Dann gilt

Vi(z*) =0. (2.13)

Beweis. Wir zeigen zunichst wieder den eindimensionalen Fall. Sei also * € R ein lokales Minimum

von f : R — R. Dann gibt es ein Intervall / = (z* — o, 2* + ) mit o > 0, auf dem

fly) = fa") vyel

gilt. Da f differenzierbar ist, miissen der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert des Differenzen-

quotienten iibereinstimmen.

o @) — @) L flat ) — f(@)
t 0 t t\O t

Da aber fiir ¢ klein genug der linke Quotient immer nichtpositiv und der rechte immer nichtnegativ ist,
gilt das auch fiir deren Grenzwert und somit folgt f’(z*) = 0. Sei nun allgemeiner z* € R" ein lokales
Minimum von (2.12) und y € R” beliebig. Dann ist 0 ein lokales Minimum der eindimensionalen
Funktion g : R — R, g(t) := f(z* + ty). Es gilt also

0=g'(0)=y"Vf(")

und da y beliebig gewihlt war, folgt somit (2.13). O
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2. Einfiihrung in die konvexe Optimierung

Bemerkung 2.10. Fiir konvexe f gilt auch die Umkehrung. Es folgt sogar globale Optimalitit, denn
fiir z* € R™ mit V f(2*) = 0 haben wir wegen (2.3)

f@) < fly) vy eR™

2.3.2. Probleme mit Nebenbedingungen

Unser néchster Schritt wird es sein, notwendige und hinreichende Kriterien fiir eine Losung unseres kon-
vexen Standardproblems mit Nebenbedingungen (2.7) zu finden. Diese heiBen Karush-Kuhn-Tucker-

Bedingungen oder kurz KKT-Bedingungen und sind im folgenden Satz formuliert.

Satz 2.11 (KKT-Bedingungen fiir konvexe Optimierungsprobleme).

Seien f; : R" — R fiiri = 0, ..., m konvexe differenzierbare Funktionen, x* € R"™ und A\* € R™. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

() Fiir R.7) und R.10) gilt starke Dualitit und x* und \* sind die entsprechenden Lisungen.

(ii) Es gelten die KKT-Bedingungen:

fl(x*) =Y Z—]-, ,m,
A;k Z 0’ 1= 9 7m7
Nfi(x*) =0, i=1,...,m, (2.14)

V() + > NV fi(z*) = 0.
=1

Bewelis.

(i) = (i) Zuerst stellen wir fest, dass * und \* als Lsungen von (@) und () natiirlich auch
primal und dual zulissig sein miissen und somit sind die ersten beiden Zeilen in (2.14) trivialer-

weise erfiillt. AuBerdem impliziert die starke Dualitit folgende Identitét:

fola™) = g(A") = inf L(z,A") < L(z", A") = fo(2") + ;Affz(w*) < fo(z®).

Es gilt also iiberall Gleichheit. Das fiihrt zu zwei Erkenntnissen: Erstens muss
m
> N filzt) =0
i=1

sein und wegen A} > 0 und f;(z*) < 0 haben wir somit die dritte Zeile in (). Zweitens
ist 2* ein Minimum von L(z, \*), also folgt mit Satz .9, dass der Gradient an dieser Stelle
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2.4. Algorithmen

verschwinden muss:

0=V,L(z",\*) = Vfo(z") + Y _ NV fi(z").
=1

(i) = (i) Zuerst bemerke man wieder, dass x* wegen der ersten beiden Zeilen in () primal
zuldssig ist. AuBerdem ist L(z, \*) konvex, da A} > 0 gilt, und hat daher aufgrund der letzten
Zeile in (2.14) und mit Bemerkung bei 2* ein globales Minimum. Somit haben wir

g(\") = inf L(z,\") = L(z", \") = fo(z") + Z)\ffz(;v*) = fo(z").
T€R i:lT

Daraus folgen A = 0 und die Optimalitit von z* und A\*.

O

Bemerkung 2.12. Im ersten Teil des Beweises von Satz wurde die Konvexitéit von f; nicht ver-
wendet. Das heifit, dass die Richtung (i) == (ii) auch fiir nichtkonvexe Optimierungsprobleme der
Form (R.7) gilt. Die KKT-Bedingungen (R.14)) sind fiir allgemeine Probleme also notwendig, aber nicht

hinreichend.

2.4. Algorithmen

In manchen Fillen lassen sich die KKT-Bedingungen analytisch 16sen. Doch wir beschiftigen uns in
diesem Kapitel damit, wie man mit Hilfe von iterativen Verfahren eine Losung von (R.7) findet, wobei

wir von nun an immer von einem konvexen Problem ausgehen.

2.4.1. Unrestringierte Probleme
Vorerst betrachten wir konvexe Optimierungsprobleme ohne Nebenbedingungen, also
min f(x)

mit f : R™ — R konvex und differenzierbar. Fiir solch ein Problem gilt: z* ist genau dann eine
Losung, wenn V f(z*) = 0. Die Grundidee ist es, von einem Startpunkt z(*) aus eine Folge (z(*)),,
zu konstruieren, die gegen das Minimum x* konvergiert. Von dieser Folge fordern wir, dass sie eine
Abstiegsfolge ist, das heif3it

FaD) < f(a®) (2.15)
fiir alle k, bis das Minimum erreicht wird. Doch wie kommt man zu solch einer Folge? Der erste Schritt

ist es, einen Vektor Az zu finden, in dessen Richtung f(z) kleiner wird. Da f konvex ist, wissen wir
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2. Einfiihrung in die konvexe Optimierung

F(z® + Az) — f(a®) > V(2" T Az®) | also muss
V") Az® <0 (2.16)

gelten. Ein Vektor Az, der (2.16) erfiillt, heifit Abstiegsrichtung.

Beispiel 2.13 (Newton-Schritt). Da es fiir unrestringierte konvexe Probleme gentigt, ein * € R mit
V f(z*) = 0 zu finden, ist eine naheliegende Idee, das aus der Numerik bekannte Newron- Verfahrenl]
zum Auffinden von Nullstellen auf V f anzuwenden. Ist also f zweimal differenzierbar und V2 f(z) >~
0, dann ist der Newton-Schritt

Ay = —V2f(x) 'V f(x)
eine Abstiegsrichtung, da
V@) Ay = —Vf(z)V2if(z) 'Vf(z) <0

gilt, solange V f(z) # 0 ist. Fiir V f(z) = 0 hat man ohnehin bereits ein Minimum erreicht.

Im zweiten Schritt, bei der sogenannten Liniensuche, bestimmen wir entlang der Abstiegsrichtung
{z®) 4tAxz | t € R} eine geeignete Schrittweite ¢ fiir z(#+1) := 2(¥) 4-tAz. Die grobe Struktur eines

Verfahrens zur Losung eines unrestringierten konvexen Problems ist in Algorithmus 2.1| dargestellt.

Sei ein Startpunkt © € dom f gegeben.
while Abbruchkriterium nicht erfiillt do
Bestimme Abstiegsrichtung Az
Liniensuche: Bestimme Schrittweite ¢
x =1+ tAx
end while

Algorithmus 2.1: Allgemeines Abstiegsverfahren

Eine Moglichkeit fiir die Liniensuche wire die exakte Liniensuche, das heilit entlang der Richtung
x + tAx, t > 0, wirklich das Minimum zu suchen. Dies ist jedoch meist sehr aufwendig und nur
sinnvoll, wenn das Bestimmen einer neuen Suchrichtung Az verhiltnismiBig kostspieliger ist. Eine an-
dere Methode ist zum Beispiel die Backtracking Liniensuche, bei der man mit ¢ = 1 startet und ¢ immer
weiter verkleinert, bis ein bestimmtes Kriterium, zum Beispiel eine Mindestreduktion des Zielfunktion-

swerts, erfillt ist.

3Siehe zum Beispiel [Deu04]
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2.4. Algorithmen

Sei eine Abstiegsrichtung Az fiir f bei z € dom f und « € (0,0.5), 5 € (0, 1) gegeben.
t:=1
while f(z + tAz) > f(z) + atVf(x)T Az do
t:=pt

end while

Algorithmus 2.2: Backtracking Liniensuche

2.4.2. Probleme mit Nebenbedingungen - Ein primal-duales
Innere-Punkte-Verfahren

Wir versuchen nun einen Algorithmus zur Losung des Problems

min fo(x)

s.t. fi(z) <0, i=1,...,m,

(X))

zu finden, wobei fy, . .., fin : R” — R konvex und zweimal differenzierbar seien. AufSerdem schreiben

wir von nun an:

fi(x) Vfi(z)"
f(z) = : , Df(z)= :
Jm(z) V fn ()T

Des Weiteren sei fiir a € R™ mit diag(a) die (n x n)-Diagonalmatrix gemeint, in deren Hauptdiagonale
die Eintrige von a stehen. Wir wissen, dass z* das Problem genau dann 16st, wenn es ein A* € R™

gibt, sodass (z*, \*) die KKT-Bedingengungen

f(z") <0,

A" >0,

diag(A*) f(z") = 0,
Vio(z*) + Df(z*) T \* =0

erfiillt. So, wie wir in Beispiel das Newton-Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungen auf
V f(x) angewandt haben, ist nun die Idee, die Gleichungen in den KKT-Bedingungen als Funktion
F o RVEM 5 RO

o) = <Vfo<x> + Df(x)A)
’ —diag(\) f ()
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2. Einfiihrung in die konvexe Optimierung

zu interpretieren und davon eine Nullstelle zu suchen. Ein Newton-Schritt fiir 7 an der Stelle (x, A, v/)

ist dann:

m —1
(Axm) _ (V@ + SNV DI (v folz) + D f(:c)A) |
B ~diag(\Df(z)  —diag(f(x)) — diag(N) /()

Um die Ungleichungen in den KKT-Bedingengungen kiimmern wir uns, indem wir einen Startpunkt
(O, X0 € {(x,\) € R*™ | f(x) < 0,\ > 0} wihlen und mit Hilfe der Liniensuche nicht
zulassen, dass dieser Bereich verlassen wird. Da man dabei aber trotzdem bemiiht ist, moglichst grofie
Schrittweiten zu erlangen, wird man sich sehr bald dem Rand des zulédssigen Bereichs ndhern, wo nur
noch sehr kleine Schrittweiten moglich sind. Beziehungsweise kann es auch soweit kommen, dass kein
weiterer Schritt mehr moglich ist, obwohl man sich noch nicht am Minimum befindet. Dieser Fall tritt
dann ein, wenn die Suchrichtung nach auflen zeigt und man sich schon so nahe am Rand befindet, dass
die Liniensuche keinen weiteren Schritt mehr zuldsst. Um das zu vermeiden, versuchen wir anfangs weit

genug im Inneren des zuldssigen Bereichs zu bleiben. Dazu bendtigen wir eine weitere Definition.

Definition 2.14 (Der zentrale Pfad). Sei ¢ > 0 eine positive reelle Zahl. Ein zentraler Punkt zu
dem Optimierungsproblem (R.7) ist ein Punkt 2*(t) € R™ fiir den ein A*(t) € R™ existiert, sodass
(x*(t), A*(t)) die modifizierten KKT-Bedingungen

, i=1,...,m, (2.17)
VfO + Z fz T)\* ) _
erfiillt. Die Menge aller zentralen Punkte 2* (t) mit ¢ > 0 heiBt der zentrale Pfad zu (2.7)

Die einzige Anderung in den modifizierten KKT-Bedingungen ist das Ersetzen von 0 durch % in der
dritten Zeile. Man beachte, dass z*(t) wegen der letzten Zeile von (R.17) die Funktion L (2, \*(t))
minimiert. Deshalb ist g(\*(t)) = L(z*(t), A*(t)) > —oo und somit A*(¢) dual zuléssig. Dariiber
hinaus gilt fiir die Dualititsliicke bei 2* (t) wegen der dritten Zeile in (2.17)

folz* (1)) - Zf@ OFr ! ) == (2.18)

Daher ist es auch leicht zu sehen, dass z*(t) fiir ¢ — oo gegen die Losung =* von (2.7) konvergiert.
Wenn man also als Suchrichtung einen Newton-Schritt fiir die modifizierten KKT-Bedingungen wihlt
und ¢ in jeder Iteration erhoht, so ist man anfangs weit genug vom Rand des zulédssigen Bereichs entfernt

und nihert sich immer mehr dem zentralen Pfad und somit letztendlich fiir £ gro3 genug auch der Losung
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x*. Wir betrachten also fiir festes ¢ > 0 die Funktion r(z, \) : R*t™ — R™*™,

\Y D A
e x) = () o (VIO EDIDA
Tcent - dlag()\)f(x) - fl
und wenden darauf das Newton-Verfahren an, wobei hier mit 1 € R™ der Vektor gemeint ist, der an

jeder Stelle den Eintrag 1 hat. Die Suchrichtung (Az, A\) fiir unseren Algorithmus erhalten wir also

durch Losen des linearen Gleichungssystems

=1
—diag\)Df(z)  —diag(f(z))) \AA

Tcent

V2fo(z) + S iV3fi(x)  Df(x)T (Am) _ <rd“a‘> _ (2.19)

Da die Wahl des Startpunktes £ und die Liniensuche garantieren, dass x in jedem Schritt des Ver-

fahrens strikt zulissig ist, ist — diag(f(x)) strikt positiv definit und wir konnen A\ eliminieren durch

AN = —diag(f(x)) " diag(\) D f(z) Az + diag(f(x)) ™ reent

und erhalten weiters mit

m

H :=V2fo(x) + Z NiV2 fi(x (2)V fi(z)T (2.20)
=1
das lineare Gleichungssystem
HAz = —rguq — Df(x)T diag(f () reent. (2.21)

() ist also genau dann 16sbar, wenn es () ist, das heiBt, wenn H invertierbar ist.

Ein Mab fiir die Optimalitdt im k-ten Iterationsschritt eines Verfahrens wire die zugehorige Dual-
ititsliicke n*) (2 A(K)) .= fo(z*)) — g(A(¥)), die immer kleiner wird, je niher man dem Minimum
kommt. Da aber die eben beschriebene Suchrichtung nicht notwendigerweise dual zuldssige ) Liefert,

Lisst sich (%) hier nicht berechnen. Das motiviert folgende Definition.

Definition 2.15 (Surrogat-Dualititsliicke). Sei x € R™ mit f(z) < Ound A € R™ X\ > 0. Die
Surrogat-Dualitcitsliicke /) zu (2.7) ist definiert als

(@A) == —f(2)"\.

Man beachte, dass 7j(x, \) = n(z, A) gilt, falls A dual zuldssig ist. Nun konnen wir einen Algorithmus
zum Auffinden einer Losung von (@) formulieren.

Wiren 2 und \ zentral, das heiBt wiirden sie (2.17) erfiillen, dann wiren die Dualititsliicke n = 7 =
% und p der Faktor, um den man diese verringern wiirde, wenn x und A im néchsten Schritt wieder
zentral wiren. Demnach wire es gut, 1 so grofs wie moglich zu wihlen. Da das aber nicht der Fall sein

muss, besteht die Gefahr, bei zu groem g zu schnell an den Rand zu kommen, wo dann nur noch
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2. Einfiihrung in die konvexe Optimierung

Seiz € R"mit f(z) < 0,A € R"mitA >0, > 1,& > 0und e feqs > 0.
while ||rguaill2 > €feqs > 0 0r 7 > € do
Setze t := £,
Berechne Suchrichtung (Az, A)) aus (2.19).
Liniensuche: Bestimme Schrittweite 0 < s < 1 mit f(z + sAz) < 0und A + sAX > 0.
Update: Setze x := = + sAz und A := X\ + sA\.
end while

Algorithmus 2.3: Primal-duales Innere Punkte-Verfahren

winzige Schrittweiten moglich sind. Umgekehrt bleibt man bei einer zu kleinen Wahl von p zwar langer
im Inneren des zuldssigen Gebiets, erlaubt dort aber nur kiirzere Schritte. Laut [BV04]], dem dieses
Verfahren entnommen wurde, sind Werte der Groenordnung 10 gut geeignet

Nun miissen wir uns noch um den dritten Schritt in Algorithmus 2.3 kiimmern. Es ist also eine moglichst
groBe Schrittweite s € (0, 1) zu bestimmen, die sowohl f(x + sAz) < 0 als auch A + sAX > 0
garantiert. Hierfiir wird eine modifizierte Version der Backtracking-Liniensuche aus Algorithmus 2.2
verwendet. Damit die zweite an s geforderte Bedingung erfiillt ist, muss A;+sA\; > Ofiiri = 1,...,m
gelten. Wegen A > 0 trifft dies fiir A)\; > 0 ohnehin zu, und daher wihlen wir als maximalen Wert fiir

S

A
Smax 1= 0.99min{1,min{—A/\ li=1,...,n,A\; < 0}}.

i
Dieser Wert wird nun so lange mit einem 3 € (0, 1) multipliziert, bis sowohl f(z+ sAz) < 0 als auch

eine Backtracking-Bedingung fiir die Norm von r,
|r(z + sAx, A+ sAN)[|2 < (1 — as)||r(z, A)]|2,

erfiillt sind. In [BV04] werden o € (0.01,0.1) und 5 € (0.3, 0.8) als typische Werte genannt. Zusam-

mengefasst sieht dieses Verfahren nun folgendermaf3en aus:

Seien (x,\) sowie die Suchrichtung (Az,A)), « € (0,1), und 8 € (0,1)
gegeben.
Setze s = Spax
while ||7(z + sAz, A+ sAN)||2 > (1 — as)||r(z, \)||2 or f(z + sAz) > 0do
Setze s := fs.
end while

Algorithmus 2.4: Backtracking-Liniensuche fiir Algorithmus 2.3

Was jetzt noch fehlt, ist die sogenannte Phase I also das Auffinden eines Startwerts 20 der f (x(o) ) <
0 erfiillt. Dafiir lassen sich aber die bereits beschriebenen Werkzeuge folgendermafien verwenden: Man
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2.4. Algorithmen

fiihrt in (2.7) eine neue Variable z € R ein und betrachtet das konvexe Optimierungsproblem:

min 2
(2.22)
s.t. fi(x)—2<0, i=1,...,m.

Fiir beliebiges (%) € R lisst sich nun ein 2(?) € R so wiihlen, dass
filz) <200 =1 m

gilt und man hat somit mit (m(o) , z(o)) einen strikt zulissigen Startwert fiir das Problem (2.22) gefunden,
dessen Losung sich dann mit Algorithmus 2.3 bestimmen lisst. Erhiilt man hierfiir ein Ergebnis (z*, z%)
mit z* > 0, so sind die Nebenbedingungen in (2.7) inkonsistent, das heiBt es existiert keine Losung.
Gilt jedoch z* < 0, kann man Algorithmus 2.3 mit * als Startwert auf das urspriingliche Problem
anwenden. Dazu sei noch erwihnt, dass es nicht notig ist, in der Phase I das tatsdchliche Minimum zu

suchen. Es geniigt, das Verfahren abzubrechen, sobald 2(k) < 0 erreicht ist.
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3. Spannungsregelung durch Steuerung
der Blindleistung

In diesem Kapitel wird versucht, mit Hilfe der bisherigen Resultate ein MATLAB-Programm zum

Auffinden einer Losung des Optimierungsproblems

min ||Q + AQ|h
s.t. max(U + AQAQ) — min(U + AgAQ) < EVB,
|Qi + AQ;| < P;tan(arccos(PFin)), i=1,...,n,

|QZ+AQ1|§ \/Sr%lax,i_13127 i:17"'an

()

zu schreiben.

3.1. Verfahren fir ein allgemeines lineares Problem

Um spiter darauf zuriickgreifen zu kénnen, beschéftigen wir uns vorerst mit der Losung des linearen

Problems

minc! z

s.t. Ax — b <0.

3.1

Hier ist x € R™ gesucht und ¢ € R", b € R™ und A € R"™*" gegeben, wobei wir die Forderungen

m > n,

3.2)
rang(A) =n

an die Matrix A stellen. Der Grund fiir diese Vorraussetzungen ist sofort ersichtlich, wenn man H aus

(2.20) berechnet. Fiir (B.1)) ergibt sich dafiir

H = AT diag(7)A, v = o >0 i=1..m. (3.3)
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3. Spannungsregelung durch Steuerung der Blindleistung

Hier ist mit a; € R™ der Vektor gemeint, der transponiert die i-te Zeile von A gibt. Wegenrang(A) = n

muss fir x € R” mit x # 0
y:=Ax #0
gelten und wir haben somit:
eTHz =y diag(y)y >0, Vz #0.

Also ist H positiv definit und somit das Gleichungssystem (2.19) eindeutig 16sbar. AuBerdem gilt fiir

dieses lineare Problem

Tdual = C + AT)‘)

1
Tcent = —dlag()\)<x4x — b) — ;1,

und fiir die Suchrichtung ergibt sich

Ax = —g_l(rdual + AT diag(é)rcent)7
AN = —diag(0) diag(\) AAx + diag(d)7cent

mit § € R™ und

0; = a;fpzz:l—b’ i=1,....,m.
Unsere Eingabeparameter fiir das Programm sind also die Vektoren ¢ € R", b € R™, die Matrix
A € R™ ™ sowie ein Startpunkt € R™ und eine Zahl acc € R fiir das Abbruchkriterium. Zudem
verwenden wir noch einen booleschen Wert phaseI € {0, 1}, der angibt, ob man nur einen zuldssigen
Punkt sucht (phaseI = 1) oder ob das tatsdchliche Minimum zu finden ist (phaseI = 0). Im ersten
Fall wird das Verfahren abgebrochen, sobald die Zielfunktion einen negativen Wert hat. Der MATLAB-

Code fiir den Algorithmus .3 und das Problem (B.1]) sieht dann folgendermaBen aus:

Programm 3.1: solve_lp.m

function [x,count]=solve_lp(c,A,b,x,acc,phasel)
% The function solve_lp solves the linear optimization problem

min c¢’x
% s.t. A*x<b

% with an interior point algorithm.

© N U AW —
o\

12 % Input Parameters
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3.1. Verfahren fiir ein allgemeines lineares Problem

B ettt e e n-dimensional column vector describing the

% ojective funktion

T mxn-matrix describing the constraints

T o T m-dimensional column vector describing the

% constraints

B et eeeeeen n-dimensional column vector, feasible starting
% point for the optimization problem

& ACC . v et e e e e accuracy, real number (10%-6, 107-8, ...)

% phaseI....... boolean number to decide, if the actual minimum
% should be found (phaseI=0) or if the program

% should be stopped, as soon as feasible point for a
% reduced problem is found, i.e. as soon as the

% objective function c’*x<0 (phaseI=1)

Output Parameters

D S n—-dimensional column vector, either the solution of
% of the problem or a feasible point for a reduced

% problem

count=0;

o

% set parameter mu
mu=20;
% determine the dimensions of the problem
[m,n]=size (A);
% set starting dual variable
lambda=ones (m, 1) ;
% compute the value of the constraints
f=A*x-b;
% compute the surrogate duality gap eta and starting value for t
eta=-f’*lambda;
t=mu*m/eta;
% compute rdual and rcent in the KKT-conditions
rdual=c+A’ *lambda;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m, 1) /t;
while eta>acc || norm(rdual)>acc
count=count+1;
% determine the matrix describing the linear system for the
% newton step, solve that and determine ax and deltlambda
H=A’'*diag (-lambda./f) *A;
ax=-H\ (rdual+A’*diag(1./f) *rcent);
aAlambda=-diag (lambda./f) *A*ax+diag (1./f) *rcent;
% perform a line search and set the new values for x and lambda
% and compute the new values for rdual and constraints
[x, lambda, rdual, f]=linesearch_lp (x, lambda, ax, aAlambda, ...
c,A,b,t, rdual, rcent);
% compute the new surrogate duality gap, t, and rcent
eta=-f’*lambda;
t=mu*m/eta;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m, 1) /t;
% if in phase I: check if objective value z<0 and if so: stop
if phasel && c’*x<-acc
break;
end
end
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3. Spannungsregelung durch Steuerung der Blindleistung

Um eine Losung fiir das Problem (B.1)) zu finden, wiihlt man also anfangs einen beliebigen Startwert

x € R™ und tiberpriift ob
Axr—b<0
erfiillt ist. Ist das nicht der Fall, so bestimmt man nun fiir die Phase I ein z € R mit
z > max(Ax — b),

ruft daraufhin das Programm solve_1lp mit den Eingabeparametern

0\ .
@:()’A:<A —1),b,i:<m>,acc>0undphaselzl
1 z

auf und erhilt als Riickgabewert einen Vektor & € R™*!, Natiirlich muss man hierbei auch sicherstellen,
dass die Matrix A noch die Rangbedingung (B.2) erfiillt. Gilt nun

z :inJrl < 0,

dann hat man einen strikt zuldssigen Startpunkt z € R™ gefunden, wobei x die ersten n Komponenten

von z enthilt, und man kann mit nochmaligem Aufrufen von solve_1lp mit dem Input
¢, A, b, , acc > 0und phaseI =0

das Minimum von (B.1]) bestimmen. Andernfalls sind die Nebenbedingungen inkonsistent und es gibt
keinen zulédssigen Punkt.

Um das Verfahren vollstindig zu machen, muss noch die Funktion 1inesearch_1p angegeben
werden, die im Programm fiir die Liniensuche verwendet wird. Dazu wird die Backtracking Lin-
iensuche aus Algorithmus 2.4 verwendet. Die Eingabeparameter sind natiirlich die primalen und dualen
Variablen x und A sowie die zugehorige Suchrichtung (Az, A)), aber auch die das Problem beschreiben-
den GroBen ¢, b, A und der aktuelle Wert fiir ¢, damit 7y, und 7eep fiir (x + sAxz, A + sAX) berech-
net werden konnen, was fiir das Abbruchkriterium in der Liniensuche benotigt wird. Auflerdem wer-
den noch die gegenwirtigen Werte fiir 74y, und reep iibergeben, sodass diese nicht doppelt berechnet
werden. Aus demselben Grund werden als Output neben den neuen Punkten z+ := z + sAz und
AT := X+ sAN auch 7qy, und Ax™ — b zuriickgegeben. Fiir 7¢ep ist das nicht moglich, da dazu erst
der neue Wert fiir ¢ bestimmt werden muss. Programm B.2 zeigt die MATLAB-Funktion fiir dieses

Verfahren.

Programm 3.2: 1inesearch_lp.m

1 function [x_new, lambda_new, rdual, f]l= ...
2 linesearch_lp (x, lambda, ax,alambda,c,A,b,t, rdual, rcent)
3
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3.1. Verfahren fiir ein allgemeines lineares Problem

linesearch_lp performs a backtracking linesearch for the search
direction (ax,alambda) calculated in solve_lp.

% Input Parameters:
o
o

D S current primal variable, n-dimensional vector

$ lambda...... current dual variable, m-dimensional vector

S AX e e e search direction for x, n-dimensional vector

% aAlambda..... search direction for lambda, m-dimensional vector

E Cee e eeeeee n-dimensional vector describing the objective function
S A e (mxn) -Matrix describing the linear constraints

I o I m-dimensional vector describing the linear constraints
T v real number needed to calculate rcent

$ rdual....... current value for rdual in the KKT-conditions,

% n-dimensional vector

$ rcent....... current value for rcent in the KKT-conditions,

% m-dimensional vector

X NEW.uweoo. new value for x, n-dimensional vector
% lambda_new..new value for lambda, m-dimensional vector
%$ rdual....... value for rdual at x_new, n-dimensional vector
I value for the constraints at x_new, m-dimensional
% vector

% set some parameters
beta=0.5;
alpha=0.05;
% determine the dimensions
m=size (A, 1);
% determine the maximal value for the step length
y=ones (m+1,1);
for i=1:m

if alambda (i) <0

v (i)=-lambda (i) /alambda (i) ;

end
end
s=0.99*min (y) ;
% compute current norm of (rdual,rcent)
oldnorm=norm([rdual; rcent]);
$ set new x and lambda
X_New=x+s*aAx;
lambda_new=lambdat+s*alambda;
% compute the value of the constraints
f=A*x_new-b;
% compute the new values of rdual and rcent
rdual=c+A’ *lambda_new;

rcent=-diag (lambda_new) *f-ones (m, 1) /t;

while max(f)>0 || norm([rdual;rcent])>oldnorm* (1-alpha*s)
% reduce step length s
s=beta*s;

Q

% set new x and lambda
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3. Spannungsregelung durch Steuerung der Blindleistung

64 X_New=x+s*Ax;

65 lambda_new=lambda+s*alambda;

66 % compute the value of the constraints

67 f=A*x_new-b;

68 % compute the new values of rdual and rcent
69 rdual=c+A’ *lambda_new;

70 rcent=-diag (lambda_new) *f-ones (m, 1) /t;

71 end

3.2. Transformation auf ein lineares Problem

Hier beschiftigen wir uns damit, wie wir ([L.4) auf ein lineares Problem der Form (B.1]) transformieren
kénnen und folglich die eben beschriebenen Programme zum Auffinden der Losung verwenden kdnnen.

Dazu erinnern wir uns vorerst noch einmal an die auftretenden Gro3en und deren Dimensionen:

Ag e R™",
P,Q,AQ, Smax € R,
UeR™,
PF nin, EVB € R.

Zur Umformulierung fithren wir die neuen Variablen

Q,:=|Qi+AQil, i=1,...,n,
U = max(U + AQAQ),
U :=min(U + AgAQ),

sowie den Vektor v € R™, gegeben durch

v; := min(P; tan(arccos(PF in)), Sglax’i

—P?), i=1,...,n,

ein. Damit wird () nun zu

minzn:@i
i=1

s.t. Q; —v; <0, i=1,...,n,
—Q;—AQ;,—Q; <0, i=1,...,n,
—Q;+AQ;+Q; <0, i=1,...,n,
U—-U-EVB<O,
agiAQ—U‘FUiSO, i=1,...,m,
_agiAQ‘FQ—UiSO, i=1,...,m.

(3.4)
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3.2. Transformation auf ein lineares Problem

Hier ist ag; € R™ wie vorhin wieder der Vektor, der transponiert die i-te Zeile von A ergibt. Definiert

man nun
I, 0, 0n,1 On,l v
ln,l _]In _]In On,l On,l @ Q
0, -1, I, 0, 0, A —
C = i1 , A= 1 1 €T = 9 s b:= Q y (35)
0 0, 0y, 1 -1 U EVB
0 Om,n AQ _lm,l 0m,1 Q -U
Om,n _AQ Om,l lm,l U

dann lisst sich (B.4) in der Form von (B.1)) schreiben mit ¢, z € R2"2, 4 ¢ RBn+2m+1)x(2n+2) ypq
be R2n+2‘

Bemerkung 3.1 (Notation). In (@) verstehen wir unter [,, die (n x n)-Einheitsmatrix. Mit 0,, be-
zeichnen wir die quadratische (n x n)-Nullmatrix und mit 0,, ,, die (m x n)-Nullmatrix. Analog sind

natiirlich auch 1,, und 1,, ,, die Matrizen, die jeweils an jeder Stelle den Eintrag 1 haben.

Bevor wir nun die Funktion solve_1lp auf dieses Problem anwenden konnen, miissen wir noch
verifizieren, dass A die Forderungen (B.2) erfiillt. Dazu stelle man zuerst fest, dass fiir m,n € N mit

m > 1und n > 1 immer
n+2m+1>2n+2

gilt. Um die Rangbedingung an A zu iiberpriifen, betrachte man die quadratische ((2n+2) x (2n+2))-

Teilmatrix
*]In *]In On,l On,l
A(} — _]In Hn On,l On,l
0, 01, 10 -1
01n af -1 0

und wende darauf zweimal jeweils auf die letzte Spalte den Laplaceschen Entwicklungssatzl] zur Berech-

nung der Determinante an. Dann erhélt man

det(A°) = — det <_H" _H"> = —(=2)" #£0. (3.6)

1, I,

Die Identitit

lasst sich mittels vollstindiger Induktion nach n zeigen. Fiir n = 1 kann man die Determinante leicht

ISiehe zum Beispiel [RR02], S.57 fF.
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3. Spannungsregelung durch Steuerung der Blindleistung

ausrechnen und fiir den Induktionsschritt n +— n 4 1 erhilt wiederum durch zweimaliges Anwenden

des Laplaceschen Entwicklungssatzes

-1 I I, —I
det [ "™ TN} = _odet( ™ ).
—lnt1 Inga I, In

A und folglich auch A haben wegen (B.6) 21 4 2 linear unabhiingige Zeilen und somit gilt rang(A) =
2n + 2. Dasselbe muss man jetzt auch noch fiir die Matrix A := (A, —1) € REm+2n+1)x(2n+3)
iiberpriifen, damit auch die Phase I problemlos durchfiihrbar ist. Klarerweise gilt fiir m,n € N mit

m > 1und n > 1 wieder
n+2m+1>2n+ 3.
Um den Rang von A zu bestimmen, betrachte man nun die quadratische (2n+3) x (2n+3)-Teilmatrix

L, ~L, 0,1 0,1 —1,;
T, I, 0,1 0,7 —1,;
A =f0, 0, 1 -1 -1
01 aly -1 0 -1
01 —a; 0 1 -1

)

Zweimaliges Entwickeln nach der jeweils vorletzten Spalte liefert

I, I, _ln,l L, I, _ln,l I, I, _ln,l
det(A®) = —det | -1, I, —1,; | —det| -1, -I, —1,,]| —det|-L, -I, —1,,
ol,n 7a61 -1 01,71, agl -1 ol,n 01,71, -1

Entwickelt man dies nun nach der letzten Zeile, so heben sich die Terme mit a1 ; gegenseitig auf

und man erhilt

det(A°) = 3 det (_H” _H”> =3(=2)" #0.

_]In n

Also hat auch A vollen Rang, und wir konnen nun mit der vorhin beschriebenen Vorgehensweise eine
Losung von ([1.4) suchen. Die Transformation des Problems und die Aufrufe von solve_1lp werden
vom Programm @ durchgefiihrt. Die Eingabewerte hierfiir sind Ag, Q, P, U, EVB, PFyin, Smax und
ein Genauigkeitsparameter acc > 0. Als Output erhélt man den Vektor A() sowie eine boolesche Zahl
exitflag, die angibt, ob AQ die Losung von () ist (exit flag = 0) oder ob in der Phase I kein

zuldssiger Punkt gefunden wurde (exitflag = 1).
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3.2. Transformation auf ein lineares Problem

Programm 3.3: optimize_Q_linear.m

N = Y T N PO R

_ = = =
W = O

14

function [aQ,exitflag,count,time]=
optimize_Q_ linear (AQ,Q,P,U,EVB,PFmin, Smax, acc)

% optimize_Q_linear is a function to solve the optimization problem

% min [ 10+aQ | | _1

% s.t. max (U+AQ*AQ) -min (U+AQ*AQ) < EVB

% [Q(1)+aQ (1) | < P (i) *tan(acos (PFmin))

% [Q(i)+aQ (i) | < sgrt(Smax(i)”"2-P(i)"2)

% with respect to the unknown aQ, where ||.|] is the l1-norm:
$ x| l:=sum(|x (1))

Input parameters:

S AQ i mxn-matrix to compute an estimate for the change of
% voltage

S0 i current reactive power, n-dimensional vector

0 = current active power, n-dimensional vector

S U eiiiiee.. current voltage, m-dimensional vector

$ EVB ......... bound on diffusion of voltage vector U, real number
% PFmin ....... real number

% SMmax ........ nominal apparent power, n-dimensional vector

$ ACC v i accuracy, real number (107-6, 107-8, ...)

% Output parameters:

VNG solution of the problem

% exitflag .... exitflag:

% exitflag==1 —--> no solution could be found, aQ is
% not the solution

% exitflag==0 —--> aAQ is the solution of the problem
tic

transform the problem into a linear optimization problem with of
the form

o° o o

o\

min c¢’*x
s.t. A*x<b

o\°

[m,n]=size (AQ);
v=min (P*tan (acos (PFmin) ), sgrt (Smax.”"2-P."2));

A=[ eye(n) , zeros(n) , zeros(n,1l) , zeros(n,1l) ;
—eye (n) , —eye(n) , zeros(n,l) , zeros(n,l1l) ;
—eye (n) , eye (n) , zeros(n,1) , zeros(n,1l) ;
zeros(l,n), zeros(l,n) , 1 , -1 ;
zeros (m,n), AQ , —ones(m,1) , zeros(m,1) ;
zeros (m,n), —-AQ , zeros(m,1) , ones(m,1) 15
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60
61
62
63

65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103

105
106
107
108
109
110

[M,N]=size(A); % determine the dimensions of the problem

x=zeros (N, 1) ; % choose a starting point
% Phase I:

% find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
% solving a linear optimization problem

% min =z (phasel)
% s.t. A*x-b < z

% starting with z>max (A*x-b) and stopping as soon as z<0 1is achieved

determine the maximal violation of the constraints
fmax=max (A*x-Db) ;
if fmax>0
% transform to prepare for (phasel)
N+1)=fmax+0.1;
:,N+1)=-ones (M, 1) ;
(1:N+1==N+1)";
run linear optimization algorithm for (phasel)
x,count (1) ]=solve_lp(c,A,b,x,acc,1);
f xX(N+1)>0
% 1f no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible
% point for the original problem can be found, so stop and
set exitflag=1
AQ=x (n+1:2*n);
exitflag=1;
time=toc;
count (2)=0;
count (3)=count (1) ;
return
end
% (phasel) was successful, retransform the problem
x=x (1:N);
A=A (:,1:N);

o\

(|)|D>‘><

o\

% Phase I1:

% If we have found a feasible point we can start the actual
% optimization

c=(1:N<n)’;

[x,count (2) ]=solve_lp(c,A,b,x,acc,0);

count (3)=count (1) +count (2) ;

AQ=x (n+1:2*n) ;

time=toc;
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3.3. Wahl der Norm in der Zielfunktion

3.3. Wahl der Norm in der Zielfunktion

Im Lauf des Projekts wurde von Seiten des AIT der Wunsch nach der Moglichkeit geduBert, in den
Zielfunktionen in ([1.4) und ([.3) die 1-Norm

n
el =3 |
=1

durch die euklidische Norm

zu ersetzen. Der Unterschied, den die Wahl der Norm bewirkt, liegt in der Gewichtung der einzelnen
Komponenten der Losung beziehungsweise fiir (1.4) des Vektors, dessen Norm minimiert wird. Fiir
die 1-Norm wird iiblicherweise ein Eintrag relativ grofl und die restlichen eher klein sein, wihrend sich
fiir die euklidische Norm die Werte gleichmiBiger verteilen werden. Diese Eigenschaft ldsst sich im

folgenden Beispiel gut sehen.

Beispiel 3.2. Seien x, y € R. Man betrachte das Optimierungsproblem

min [|(z, y) |
s.t. x4+ 2y > 2
X+2y=2
r
1
< 5 T >

x| +]y|=1

A A

Abbildung 3.1.: Zulissiger Bereich und Norm-Einheitskugeln

Nun kann man schon aus Abbildung B.1| ablesen, dass fiir die 1-Norm (z1,y1) = (0, 1) das Problem
1ost. Wihlt man hingegen die euklidische Norm, so ergibt sich als Losung (x2,y2) = (0.4, 0.8).

Da die Funktion ¢ : R — R, ¢(z) := 2, firz > 0 streng monoton wachsend ist, kann man dquiva-

lent statt der Norm auch das Quadrat der Norm minimieren und damit wird (1.4)) mit der euklidischen
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3. Spannungsregelung durch Steuerung der Blindleistung

Norm zu dem konvexen quadratischen Optimierungsproblem

min[|Q + AQ[3 = (Q + AQ)"(Q + AQ)
s.t. max(U + AQAQ) — min(U + AQAQ) < EVB,
|Q; + AQ;| < P, tan(arccos(PFin)), t=1,...,n,

Qi + AQ;| < \/Sr%am—Pf, i=1,...,n.

In (1.4) versucht man also die Spannung in den richtigen Bereich zu bringen, wobei moglichst viele

(3.7)

Kraftwerke moglichst wenig Blindleistung in das Netz einspeisen sollten und eines oder einige wenige
verhiltnismiBig mehr. Demgegeniiber wird in (B.7) nach einer Losung gesucht, bei der alle Kraftwerke
einen gleichmiBiger verteilten Anteil an Blindleistung beitragen. Das Verfahren zum Auffinden dieser
Losung ist dem vorhin beschrieben sehr dhnlich. Die Transformation der Nebenbedingungen ist genau
dieselbe wie in (@). Nur fiir die Beschreibung der Zielfunktion fithren wir statt des Vektors c die
Matrix

ln,l

. On 1
J :=dia ’
s 0
0

ein und erhalten dann das Optimierungsproblem
minz! Jx
(3.8)
s.t. Az —b <0.

Da sich an den Nebenbedingungen nichts gedndert hat, kann man fiir die Phase I die Algorithmen fiir
das lineare Problem verwenden. Zur Bestimmung des Minimums muss man einige kleine Anderungen
in den Programmen und B.2 vornehmen. Es gilt

Tdual = 2Jx + AT)\,
H = 2J + AT diag~ A,

mit v wie in (B.3), also ist auch hierfiir H positiv definit. Die MATLAB-Funktionen zur Lésung von
(B.7) solve_qglp, linesearch_qglp und optimize_Q_quad finden sich in Abschnitt [A.2.
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4. Spannungsregelung durch Steuerung
der Wirkleistung und der Blindleistung

Sollte es fiir gewisse Daten nicht gelingen, mit den Methoden, die im vorigen Kapitel beschrieben wur-
den, eine Losung fiir () zu finden, ist es also fiir einen bestimmten Zustand im Netz nicht moglich,
die Spannungswerte an den kritischen Knoten nur durch Variation der Blindleistung, die von den
Kraftwerken eingespeist wird, in die vorgegebene Bandbreite zu bringen, dann wird versucht, dieses
Problem durch moglichst kleine Anderungen an der Wirkleistung zu beheben. Die zentrale Steuerung-

seinheit ruft also ein Programm zum Auffinden einer Losung von

min ||AP||;
s.t. max(U + AgAQ + ApAP) —min(U + AgAQ + ApAP) < EVB,
|Qi + AQ;| < (P; + AP;) tan(arccos(PFmin)), i=1,...,n, (L3

V(Qi+ AQi)? + (P + AP)2 < Spaxi, i=1,...,n,
—P,<AP <0, i=1,...,n

auf. In diesem Kapitel wird eine MATLAB-Funktion dafiir angegeben und erklért.

4.1. Transformation auf ein konvexes Problem

Beginnen wir zunéichst damit, das gegenstindliche Optimierungsproblem zu transformieren. Wegen der
vierten Zeile in () ist es zwar nicht mehr moglich, ein lineares Problem der Form () zu erreichen,
aber durch Quadrieren dieser Zeile erhélt man ein konvexes Problem mit linearen und quadratischen

Nebenbedingungen. Zuerst fithrt man also wieder neue Variable ein:

max(U + AQAQ + ApAP),

U=
U = rnin(U + AQAQ + APAP)

Aufgrund der letzten Zeile von () muss

|AP;| = —-AP;, i=1,...,n,
|P;+ AP =P+ AP, i=1,...,n,
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4. Spannungsregelung durch Steuerung der Wirkleistung und der Blindleistung

gelten und somit ldsst sich das Problem mit ¢ := arccos(PFp;,) nun schreiben als:

min — z”: AP,
i=1

s.t. AP, — P, <0, i=1,...,n,
AP, <0, i=1,...,n,
—tan(p)AP; + AQ; —tan(p) P+ Q; <0, i=1,...,n,
4.1
—tan(p)AP;, — AQ; —tan(p) P, — Q; <0, i=1,...,n,
U-U-EVB<O,
ap AP +a5AQ -TU+U; <0, i=1,...,m,
—aIT;,iAP—agiAQ—i-Q—Ui <0, i=1,...,m,
AP? + 2P AP + AQF +2QiAQi + PP + QF — Siux; <0, i=1,...,n,
wobei wieder die Schreibweise
apy agl
Cppm, WG
mit ap;,ag; € R" fiir+ = 1,...,m verwendet wurde. Nun definieren wir dhnlich wie im vorigen
Kapitel die Vektoren ¢, z € R?"*2 und b € R***+2m+1 durch
P
0
1 AP fon( )"Pl 0
an(p)P —
On,l AQ
c:= ,r=| —|,b:=|tan(p)P+Q |, (4.2)
0 U
EVB
0 u
-U
U
und die (4n + 2m + 1) x (2n + 2)-Matrix A als
_]In On On,l On,l
]In On On,l On,l
—tan(p)l, I, 0,1 0,
A= | —tan(p)L, L, 0,1 0, (4.3)
01, 01, 1 -1
AP AQ —lm,]_ Om,l
—Ap —Ag 0,1 1,1
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4.1. Transformation auf ein konvexes Problem

Desweiteren fithren wir den Vektor d € R™ sowie die Matrizen K, L € R H2) X7 6in mit

di = Stai—PP—QF, i=1,....n,
K= (I 0, 0,1 0,,), (44)
L= (on I, 0n1 on,l) :
und konnen dann (4.1)) schreiben als
min ¢’z
s.t. Ax —b <0, 4.5)

diag(Kz + 2P) Kz + diag(Lz + 2Q)La — d < 0.

Zuerst verifiziere man wieder
dn+2m+1>2n+3>2n+2, VYmneN

mit m > 1 und n > 1, und betrachte daraufhin abermals die quadratischen Teilmatrizen A° €
R(2nH+2)x(2n42) ynq A° € REn+3)x(2743) yon A beziehungsweise A, gegeben durch

I, 0, 0,1 0,:
40 — — tanégo)]ln ]I; 0n71 On,l
apy ao —1 0
01 0, 1 -1
und
I 0, O 0 -1
I, 0, 0,1 0,1 —1,1
A= —tan()l, T, 0,1 0,1 —1, |,
aIT;.l agl -1 0 -1

01, 0, 1 -1 -1

wobei mit I ,, der erste n-dimensionale Zeilen-Einheitsvektor gemeint ist. Nun sieht man sofort, dass
A° eine untere Diagonalmatrix ist, deren Eintragungen auf der Hauptdiagonale alle ungleich 0 sind.
Daher hat A° und somit auch A vollen Rang. Um dieses Resultat auch fiir A° zu zeigen, berechnen wir

wieder die Determinante. Fiir diese gilt nach zweimaligem Entwickeln nach der vorletzten Spalte

]Il,n Ol,n -1
det(A°) = det I, 0, -1,
—tan(p)L, I, —1,1
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4. Spannungsregelung durch Steuerung der Wirkleistung und der Blindleistung

Féhrt man nun fort, indem man den Laplaceschen Entwicklungssatz zweimal auf die erste Zeile anwen-

det, so erhilt man

01,
]IL ! On _ln,l I 0
det(A°®) = — det nl — det ( " n)

01,1 I 1 —tan(p)l, I,
n ~ In/l
—tan(p)l,—1 1
]In—l On—l,n
= —det 01,1 -1=-2#0,
9 Hn
—tan(p)l,—1

=1

und kann somit folgern, dass auch A vollen Rang hat. Analog zum Programm B.3 ergibt sich zum
Auffinden einer Losung von ([1.5) nun folgende Methode: Zuerst transformiert man das Problem wie
eben beschrieben, sodass es die Gestalt von (@) erhilt und wihlt dafiir einen beliebigen Startwert
2. Dann iiberpriift man, ob z(?) strikt zulissig ist, und startet gegebenenfalls in der Phase I ein
Verfahren, das einen Punkt = sucht, der die Nebenbedingungen erfiillt. Wird kein solcher Punkt ge-
funden, dann sind die Nebenbedingungen inkonsistent und man setzt exitflag = 1 und bricht
das Programm ab. Andernfalls ruft man mit Startwert z eine Funktion zur Losung von (#.3) auf. Das
MATLAB-Programm, welches diese Vorgehensweise durchfiihrt, ist mit Programm optimize_P_ -
Q_linear.m gegeben. Die Eingabeparameter hierfiir sind die Vektoren P, @), Syax € R, U € R™,
die (m x n)-Matrizen Ap, Ag, und die Zahlen EVB, PF iy, acc € R, wobei acc die Genauigkeit bes-
timmt, mit der das Minimum berechnet werden soll. Als Output erhélt man die Vektoren AP, AQ €
R", die angeben, wie die Kraftwerke ihre eingespeiste Wirk- und Blindleistung verindern miissen,
damit die Spannungswerte an den kritischen Knoten wieder in der vorgegebenen Bandbreite liegen, und
einen booleschen Wert exit f£1ag, der mitteilt, ob AP und AQ () wirklich 16sen (exitflag =
0) oder ob keine Werte gefunden wurden, die die Nebenbedingungen erfiillen (exitflag = 1).

Programm 4.1: optimize_P_Q_linear.m

function [aP,aQ,exitflag,count,timel=...
optimize_P_Q linear (AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax, acc)

optimize_P_Q_ linear is a function to solve the optimization
% problem

© ® u U AW N —
o\

% min | 1O+aQ | | _1
% s.t. max (U+AQ*AQ)-min (U+AQ*AQ) < EVB
0 % [Q(1)+AaQ (i) | < P(i)*tan(acos (PFmin))
n % [Q(1)+aQ (1) | < sgrt(Smax (i) 2-P(i)"2)
2 %
13 % with respect to the unknown aQ, where |[].]|_1 is the l-norm:
4 % | |x||_l:=sum(|x(i)])
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17
18
19
20
21
2
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
63
69
70
71
7
73
74
75

% Input parameters:

AP ... mxn-matrix to compute an estimate for the change of
% voltage

TAQ Lo mxn-matrix to compute an estimate for the change of
% voltage

I = current active power, n-dimensional vector

S Q e current reactive power, n-dimensional vector

S U iiiiii.. current voltage, m-dimensional vector

$ EVB ......... bound on diffusion of voltage vector U, real number
% PFmin ....... real number

% Smax ... nominal apparent power, n-dimensional vector

$ ACC v iieee. accuracy, real number (107-6, 107-8, ...)

% Output parameters:

S AQ ..., solution of the problem

% exitflag .... exitflag:

% exitflag==1 --> no solution could be found, aQ is
% not the solution

% exitflag==0 —--> aAQ is the solution of the problem
tic

transform the problem into a optimization problem of the form
min c¢’'*x
s.t. A*x < Db
diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x < d

o o

o° o

[m,n]=size (AQ) ;
tp=tan (acos (PFmin) ) ;

A=[-eye (n) ,zeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
eye (n) , zeros (n) ,zeros (n, 1), zeros(n,1);
—-tp*eye(n), eye(n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
—tp*eye(n), —eye (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
zeros (l,n),zeros(1,n), 1 , 1 ;
AP , AQ ,—ones(m,1),zeros (m,1);
-AP , —AQ ,zeros(m,1),ones(m,1) ];

b=[P; zeros(n,l); tp*P-Q; tp*P+Q; EVB; -U; U];

[M,N]=size(A); % determine the dimensions of the problem
x=zeros (N, 1); % choose a starting point
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4. Spannungsregelung durch Steuerung der Wirkleistung und der Blindleistung

o\

76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86

find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
solving a linear optimization problem

o o

o\

min =z (phasel)
s.t. A*x-b < z
diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d < z

o o oe

o

starting with z>max (A*x-b,diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x~-d)
and stopping as soon as z<0 is achieved

o\

o\

determine the maximal violation of the constraints

87 fmax=max ([-b;-d]);

88 1f fmax>0

89 % transform to prepare for (phasel)

90 X (N+1)=fmax+0.1;

91 A(:,N+1)=-ones (M, 1);

9 K(:,N+1)=zeros(n,1);

93 L(:,N+1)=zeros(n,1);

94 c=(1:N+1==N+1)";

95 % run linear optimization algorithm for (phasel)

96 [x,count (1) ]=solve_lgp(c,A,b,K,L,P,Q,d,x,acc,1);

97 if x(N+1)>0

98 % 1f no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible
99 % point for the original problem can be found, so stop and
100 % set exitflag=1l

101 AP=x (1:n);

102 AQ=x (n+1:2*n) ;

103 exitflag=1;

104 time=toc;

105 return

106 end

107 % (phasel) was successful, retransform the problem
108 x=x (1:N);

109 A=A (:,1:N);

110 K=K (:,1:N);

111 L=L(:,1:N);

112 end

113
114 If we have found a feasible point we can start the actual
115 % optimization

16 c=-(1:N<n)’;

17 [x,count (2) ]=solve_lgp(c,A,b,K,L,P,0Q,d,x,acc,0);

118 count (3)=count (1) +count (2) ;

119 AP=x(1:n);

120 AQ=x(n+1:2*n);

121 time=toc;

o\

Die Funktion so1ve_1qgp, die in Programm J. 1| aufgerufen wird, wird im nichsten Abschnitt angegeben

und erklirt.
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4.2. Losung des konvexen Problems

4.2. Losung des konvexen Problems

Hier wollen wir nun ein MATLAB-Programm zur Losung des vorhin eingefiihrten konvexen Opti-

mierungsproblems

minc! z

s.t. Av —b <0, (@)
diag(Kz 4+ 2P) Kz + diag(Lz + 2Q)Lx — d < 0.

prisentieren. Es implementiert wieder das primal-duale Innere-Punkte-Verfahren aus Algorithmus 2.3,
Als Eingabewerte haben wir die Matrizen A € Rmxn) K T, e R®*™) die Vektoren ¢,z € R, b €
R™ P, @, d € RP, einen Genauigkeitsparameter acc € R und eine boolesche Zahle phaseI, wobei

x strikt zuldssig sei, m > n > p gelte und A vollen Rang habe, also:

Ax —b <0,
diag(Kx 4+ 2P) Kz + diag(Lx 4+ 2Q)Lx — d < 0,
rang(A) = n.

Als Riickgabewert erhilt man einen Vektor z € R™, der entweder fiir phaseI = 0 das Problem (#.9)
16st, oder dessen ersten n — 1 Komponenten fiir phaseI = 1 einen Vektor bilden, der die um die
letzte Dimension reduzierten Nebenbedingungen strikt erfiillt, falls dies moglich ist. Da dasselbe Innere-
Punkte-Verfahren zugrundeliegt, wird die gesuchte Funktion dem Programm .1 sehr dhnlich sein. Nur
die Unterscheidung zwischen phaseI = 0 und phaseI = 1 wird etwas komplizierter. Aufgrund der
nichtlinearen Nebenbedingungen in (4.3) reicht es nicht mehr aus, fiir die Phase I einfach die erweiterte
Matrix A := ( A _lm,l) zu verwenden. Man muss auch die letzten p Nebenbedingungen beachten,
kann aber an die Matrizen K und L nicht einfach den Vektor —1,, 1 hiangen. Wir erinnern uns also an

das Optimierungsproblem fiir die Phase 1. Fiir (%.3) hat es folgende Gestalt:

min z
s.t. Az —b— 2 <0, 4.6)
diag(Kx 4+ 2P)Kx + diag(Lx 4+ 2Q)Lx —d — z < 0.

Setzt man nun

e (M) () (0 mi= (s ).
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4. Spannungsregelung durch Steuerung der Wirkleistung und der Blindleistung

dann wird (@) zu

min ¢! %

s.t. Az —b<0, 4.7)
diag(K'#) K # + diag(L&) L — #1111 — d < 0.

Bezeichnet man mit f : R"® — R™*P die Funktion, die alle Nebenbedingungen beinhaltet, so ergibt
sich in dem gesuchten Programm fiir die Phase I:

(@) Ar
x) = ,
diag(Kz + 2P)Kx + diag(Lx + 2Q)Lx — 21,1 — d

A
Dita) = (2 diag(Kz + P)K +2diag(Lz + Q)L — (0, 1 1?71)> |

Fiir phaseI = 0 hingegen gilt:

fla) = Az —b
- \diag(Kz + 2P)Kx + diag(Lz + 2Q) Lz — d )’

A
Df(x)= 1|, . : :
2diag(Kx + P)K + 2diag(Lz + Q)L
Das Programm muss also jedesmal, wenn f(z) oder D f(x) berechnet werden soll, den Wert von
phaseT iiberpriifen. Alle anderen GrofBen lassen sich damit unabhéngig von phaseI berechnen. Um

das zu tun, definieren wir wieder v € R™*? durch

i
;= — >0, +=1,...,m+p.
Yi fz(x)
AuBerdem setzen wir
A Amt1 7 Ym41
Aa=| |, AkL:= : yoyas= | |, KL=
Am Am4p TYm Ym4p
und
Df(x)ms1,:
Df(x)kr := :
Df($)m+p,:
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4.2. Losung des konvexen Problems

und erhalten damit

Tdual = C + Df(a:)T)\,
. 1
Tcent = — dlag(A)f(m) - Zlm+p,1v
H = 2KT diag( A1) K + 2L7 diag( A1) L + Df ()" diag(y) D f(x)
= 2K " diag(\rcr) K + 2L7 diag(Ak 1)L + D f (), diag(vxr)Df (2) k1, + AT diag(ya)A.
Wegen A\; > Oundy; > O0fiiri =1,...,m+ pund weil A vollen Rang hat, ist H strikt positiv definit
und wir konnen die MATLAB-Funktion solve_1lqgp zur Losung von (@) angeben:

Programm 4.2: solve_lgp.m

function [x,count]=solve_lgp(c,A,b,K,L,P,Q,d, x,acc,phasel)

% The function solve_lp solves the linear optimization problem

% min c¢’*x
% s.t. A*x < Db
% diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x < d

© o N U R W —
o\

._
S
o

with an interior point algorithm.

14 % Input Parameters

15 %

16 0% Cuveeeeeennn n-dimensional column vector describing the

17 % ojective funktion

18 % BAvieennnnn mxn-matrix describing the constraints

19 % boooooi.. m-dimensional column vector describing the

20 % constraints

a % Koo, pxn-matrix describing the constraints

S pxn-matrix describing the constraints

2B % P.ooooiiii.. p-dimensional column vector describing the

14 % constraints, current active power in optimize_P_Q_*
25 % Q.. p-dimensional column vector describing the

2% % constraints, current reactive power in optimize_P_Q_*
27 % deiiii. . p-dimensional column vector describing the

28 % constraints

29 0% X n-dimensional column vector, feasible starting

30 0% point for the optimization problem

31 % ACC. e eeeaa accuracy, real number (107°-6, 107-8, ...)

2 % phaseIl....... boolean number to decide, if the actual minimum
3% should be found (phaseI=0) or if the program

4% should be stopped, as soon as feasible point for a
35 0% reduced problem is found, i.e. as soon as the

K objective function c’*x<0

40 % Output Parameters
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42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

Xttt n-dimensional column vector, either the solution of
% of the problem or a feasible point for a reduced
% problem

count=0;
% set parameter mu:
mu=20;
% determine the dimensions of the problem:
[m,n]=size (A);
p=size (P, 1);
% set starting dual variable:
lambda=ones (m+p, 1) ;
% compute the value of the constraints:
if phasel
f=[A*x-b;diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d-x (n) *ones (p, 1) ];
df=[A;2*diag (K*x+P) *K+2*diag (L*x+Q) *L-[zeros (p,n-1) ,ones (p,1)11;
else
f=[A*x-b;diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d];
df=[A;2*diag (K*x+P) *K+2*diag (L*x+Q) *L] ;
end
% compute surrogate duality gap eta and starting value for t:
eta=-f’'*lambda;
t=mu* (m+p) /eta;
% compute rdual and rcent in the KKT-conditions:
rdual=c+df’ *lambda;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m+p, 1) /t;
while eta>acc || norm(rdual)>acc
count=count+1;
% determine the matrix describing the linear system for the
% newton step, solve that and determine ax and deltlambda
H=2*K’*diag (lambda (m+1:m+p) ) *K+2*L’ *diag (lambda (m+1:m+p) ) *L+. ..
df’*diag(-lambda./f) *df;
ax=—H\ (rdual+df’*diag(l./f) *rcent);
alambda=-diag (lambda./f)*df*ax+diag(1l./f) *rcent;
% perform a line search and set the new values for x and lambda
% and compute the new values for rdual and constraints
[x, lambda, rdual, f,df]=1linesearch_1lgp (x, lambda,
ax,alambda,c,A,b,K,L,P,0Q,d, t, rdual, rcent,phasel);
% if in phase I: check if objective value z<0 and if so: stop
if phasel && c’*x<-acc
break;
end
% compute the new surrogate duality gap eta, t, and rcent
eta=-f’*lambda;
t=mu* (m+p) /eta;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m+p, 1) /t;
end

Zuletzt muss jetzt noch die Funktion zur Liniensuche 1inesearch_lgp die im Programm

aufgerufen wird, angegeben werden. Auch sie ist der Liniensuche 1inesearch_1p aus Abschnitt
sehr dhnlich. Der Unterschied besteht lediglich in der Berechnung von f und D f. Daher muss

hier auch phaseTI als zusitzlicher Eingabeparameter iibergeben werden. Der gesamte Input beste-

ht somit aus den aktuellen Werten fiir « und A, der Suchrichtung (Az, AX) sowie allen GroBen, die

zur Bestimmung von 7y, und reene notwendig sind: ¢, A, b, K, L, P, ), d,t und phaseI. Auerdem

werden wieder die aktuellen Werte fiir 74y, und 7cep¢ iibergeben, um Doppelberechnungen zu vermei-
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den. Aus genau demselben Grund finden sich in den Riickgabewerten neben den 2z und A" auch die

entsprechenden, schon ermittelten 74y, f(27) und D f(z1). Das MATLAB-Programm hierzu sieht

folgendermaf3en aus:

Programm 4.3: linesearch_lgp.m

N - N T N FU R S

Lo A A R R R B R R A A WL LW W W W LWL LR RN NN NN N = = e e e e e =
R — & © % 9 & &0 F O 0 = S % % Q93 R OO =3O Y ® 00 R DN =S 0 o0 kA WD - O

function [x_new,lambda_new, rdual, f,df]=1linesearch_lqgp (x,lambda,

o

b
a

[

Ax,aAlambda,c,A,b,K,L,P,Q,d, t, rdual, rcent, phasel)

linesearch_lgp performs a backtracking linesearch for the search
direction (ax,alambda) calculated in solve_lgp.

Input Parameters:

- current primal variable, n-dimensional vector

lambda...... current dual variable, (m+p)-dimensional vector

AX et e e enennn search direction for x, n-dimensional vector

Alambda..... search direction for lambda, (m+p)-dimensional vector

Coeeeeeeeeen n-dimensional vector describing the objective function

Al niie.. (mxn)-Matrix describing the linear constraints

o 2 m-dimensional vector describing the linear constraints

Koo, (pxn)-Matrix describing the quadratic constraints

| (pxn) -Matrix describing the quadratic constraints

Poooooooo. p-dimensional column vector describing the
constraints, current active power in optimize_P_Q_*

Qv p-dimensional column vector describing the
constraints, current reactive power in optimize_P_Q_*

deveveaa.. p-dimensional vector describing the quadratic
constraints

Tt real number needed to calculate rcent

rdual....... current value for rdual in the KKT-conditions,
n-dimensional vector

rcent....... current value for rcent in the KKT-conditions,
(m+p) ~dimensional vector

phaseI...... boolean number describing, if the algorithm is in phase
I

X NEeW.seuono. new value for x, n—-dimensional vector

lambda_new..new value for lambda, (m+p)-dimensional vector

rdual....... value for rdual at x_new, n-dimensional vector

S value for the constraints at x_new, (m+p)-dimensional
vector

df.......... value for the derivative of the constraints at x_new,

(m+tp) ~dimensional vector

set some parameters
eta=0.5;
1lpha=0.05;

determine the dimensions

m,n]=size (A);
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53 p=size (K, 1);
s % determine the maximal value for the step length
55 y=ones (m+p+1,1);

s for i=l:m+p

57 if alambda (i) <0

58 y (i)=-lambda (i) /alambda (1) ;
59 end

60 end

61 $=0.99*min (y);

62 % compute current norm of (rdual, rcent)
63 oldnorm=norm([rdual; rcent]);

64 % set new x and lambda

65 X_New=x+s*Ax;

66 lambda_new=lambda+s*alambda;

67 % compute the value of the constraints

68 1f phasel

69 f=[A*x_new-b;diag (K*x_new+2*P) *K*x_new+. ..

70 diag (L*x_new+2*Q) *L*x_new-d-x_new (n) *ones (p, 1) ];
71 df=[A;2*diag (K*x_new+P) *K+. ..

72 2*diag (L*x_new+Q) *L-[zeros (p,n-1),ones(p,1)1];

73 else

74 f=[A*x_new-b;diag (K*x_new+2*P) *K*x_new+. ..

75 diag (L*x_new+2*Q) *L*x_new-d];

76 df=[A;2*diag (K*x_new+P) *K+2*diag (L*x_new+Q) *L];

77 end

[

78 % compute the new values of rdual and rcent
79 rdual=c+df’*lambda_new;

30 rcent=-diag(lambda_new) *f-ones (m+p,1)/t;

81

82 while max(f)>0 || norm([rdual;rcent])>oldnorm* (l-alpha*s)
83 % reduce step length s

84 s=beta*s;

85 % set new x and lambda

86 X_New=x+sS*Ax;

87 lambda_new=lambda+s*alambda;

88 % compute the value of the constraints

89 if phasel

90 f=[A*x_new-b;diag (K*x_new+2*P) *K*x_new+. . .

91 diag (L*x_new+2*Q) *L*x_new-d-x_new (n) *ones (p,1)1;
92 df=[A;2*diag (K*x_new+P) *K+. ..

93 2*diag (L*x_new+Q) *L-[zeros (p,n-1),ones(p,1)]1]1;
94 else

95 f=[A*x_new-b;diag (K*x_new+2*P) *K*x_new+. ..

9% diag (L*x_new+2*Q) *L*x_new-d];

97 df=[A;2*diag (K*x_new+P) *K+2*diag (L*x_new+Q) *L] ;
98 end

99 % compute the new values of rdual and rcent

100 rdual=c+df’ *lambda_new;

101 rcent=-diag (lambda_new) *f-ones (m+p, 1) /t;

102 end
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4.3. Euklidische Norm in der Zielfunktion

Wie schon in Abschnitt 3.3 erwihnt, mochte man auch fiir das Problem ([.5) die Mdglichkeit haben,
in der Zielfunktion die 1-Norm durch die euklidische Norm zu ersetzen. Damit wird () zu

min ||AP||3
s.t. max(U + AQAQ + ApAP) —min(U + AQAQ + ApAP) < EVB,
|Q; + AQ;| < (P, + AP;) tan(arccos(PF nin)), i=1,...,n, (4.8)

V(Qi + AQi)2 + (P + AP)? < Spaxis i=1,...,n,
—P<AP, <0, i=1,...,n.

Der Unterschied besteht wieder darin, dass man fiir () an einer Losung interessiert ist, bei der
moglichst wenig Kraftwerke eine Anderung an der Einspeisung der Wirkleistung vornehmen miissen,
wihrend man fiir (4.8) ein Ergebnis sucht, bei dem jedes einzelne Kraftwerk die eingespeiste Wirkleis-
tung moglichst wenig reduzieren muss. Da sich in den Nebenbedingungen nichts @ndert kann man
wieder die Transformation aus (4.1)) - (4.4) durchfiihren und mit J € R(22+2)x(2n+2)

ln,l

On,l

J := dia ,
1 o
0

erhilt man das konvexe Optimierungsproblem mit quadratischer Zielfunktion und linearen und quadra-

tischen Nebenbedingungen

minz! Jz
s.t. Ar —b <0, 4.9)
diag(Kx + 2P)Kx + diag(Lz + 2Q)Lx — d < 0.

Wie auch schon fiir (B.8) lassen sich hier fiir die Phase I die Programme §.2 und .3 verwenden, die
wir zum Auffinden einer Losung von ([1.3) verfasst haben. Um dann mit einem zulissigen Startwert das

tatsdchliche Minimum zu suchen, dndern sich in diesen Programmen folgende Grofen:

Tqual = 2J T + Df(ac)T)\,
H =2J +2KT diag(\g) K 4 2LT diag( M) L + Df(z)T diag(y)D f(z)
= 2J + 2K T diag\Axp) K + 2L7 diag(Ag 1)L
+ Df(2)f diag(yxr)Df (2)rr + AT diag(ya) A,

mit v, \x 1, YL, vA und D f(x) g, wie im vorigen Abschnitt. Daher ist H auch fiir dieses Problem
strikt positiv definit, und wir kénnen die MATLAB-Funktion optimize_P_Q_ quad, solve_ggp
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4. Spannungsregelung durch Steuerung der Wirkleistung und der Blindleistung

und linesearch_ggp zum Auffinden einer Losung formulieren. Die Programme hierzu sind im
Abschnitt [A.4 zu finden.
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5. Berucksichtigung eines Fehlers bei der
Linearisierung der
Spannungsberechnung

In Abschnitt wurde bereits erwihnt, dass durch die Linearisierung des Modells zur Spannungs-
berechnung an den kritischen Knoten

AU = AgAQ + ApAP, (1)

mit AU € R™, AQ,AP € R" und Ag, Ap € R"™*", dieses nicht mehr ganz exakt ist. Wenn
man aber gewisse Informationen iiber die Grofle des dabei auftretenden Fehlers hat, so kann man
das in den Programmen zur Losung von (L.4) und (1.5) mitberiicksichtigen. Nehmen wir also an,
dass AQ e R™ " und A p € R™" jene Matrizen seien, fiir die () exakt wire. Seien weiters
aqQij, apij, GQij, ap;; € R die Eintragungen von Ag, Ap, le und A p. Wenn man nun weif3, dass

|ELQZ'J'—CLQZ']"§6QU izl,...,m,jzl,...,n, (5 1)
|C~Lpij—apl'j’§6pij izl,..‘,m,jzl,...,n

gilt fiir ey;; > O und ep;; > 0, dann kann man folgern:

AQAQ + APAP = (AQ - AQ + AQ)AQ + (AP —Ap + AP)AP
= (Ag — AQ)AQ + AgAQ + (Ap — Ap)AP + ApAP (5.2)
< EQTQ + AQAQ + EpAP + ApAP,

wobei hier Eg, Ep € R™*" die Matrizen bezeichnen, deren Komponenten e;; beziehungsweise e p;;
sind, und AQ, AP € R" definiert sind durch

AQ;, =|AQ;| i=1,...,n

— (5.3)

Analog erhélt man auch

~AgAQ — ApAP < EgAQ — AQAQ + EpAP — ApAP, (5.4)
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5.1. Steuerung der Blindleistung

Zum Auffinden einer Losung von ([L.4) haben wir die Nebenbedingung, die Ag enthilt,
max(U + AgAQ) — min(U + AQAQ) < EVB, (5.5)
transformiert auf die 2m + 1 dazu dquivalenten Bedingungen:

U+ AQAQ < U1m71,
U — AgAQ < -Ul,, 1, (5.6)
U —U < EVB.

Will man also, dass (@) fiir alle Matrizen le gilt, die sich maximal um eine Matrix Eg von Ag
unterscheiden, dann fiihrt man die neuen Variablen AQ wie in (5.3) ein und erhilt mit (5.2) und (5.4)
die Nebenbedingungen

U+ AgAQ + EQAQ < Ulyy, 1,
~U — AgAQ + EgAQ < —Ulyp 1,

U - U < EVB, (5.7)
AQ < AQ,
—-AQ < AQ

Zusammen mit der restlichen Transformation von ([L.4), die in Kapitel B.J beschrieben wurde, erhlt

man also fiir die 1-Norm wieder ein lineares Problem der Form

minc! z

s.t. Az — b <0

B.1)

beziehungsweise fiir die euklidische Norm ein quadratisches Problem der Form

minz! Jz

s.t. Az —b <0,

(SES)

wobei z, ¢ € R3n+2, be R5n+2m+1’ Ac RGn+2m+1)x(3n+2) ynd .J c R(Bn+2)x(3n+2) gegeben sind
durch

Q 1,1 1,1

AQ 0,1 0,1
r:=AQ|,c:=|0,1],J :=diag| 0, (5.8)

U 0 0

u 0 0
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5.1. Steuerung der Blindleistung

und
Hn 0n On 0n,1 On,l v
_Hn _Hn On On,l On,l
-, I, 0, 0,1 0,1 —Q
A= a -1 , b= e (5.9)
On ]In _]In 0n,1 On,l On,l
0, 0, 0, 1 -1 EVB
Om,n AQ EQ _lm,l Om,l -U
Om,n —AQ EQ 0m71 lm,l U

mit v; := min(P; tan(arccos(PFin)), 1/ S>

s — PP fird =1,... n.Dafirm,n € N,mitm > 1
und n > 1,

m+2m+1>3n+2

gilt, lassen sich zur Losung dieser Probleme die Programme aus Kapitel [ verwenden, wenn wir zeigen
konnen, dass A und die erweiterte Matrix A := (A —15n+2m+1’1> fiir die Phase I vollen Rang
haben. Dazu betrachten wir zuerst wieder eine quadratische (3n + 2) x (3n + 2)-Teilmatrix A° von
A:

-L, L, 0, 0,1 0,
A°=1(0, -I, -I, 0,1 0,

Ol,n Ol,n Ol,n 1 -1

01, agl 661 -1 0

Wenn man die Determinante dieser Matrix berechnen will, erhilt man durch wiederholtes Anwenden

des Laplaceschen Entwicklungssatzes auf die letzte Spalte

-, -IL, O,
_Hn _Hn
det(A°) = —det | -1, I, 0, | =(—1)""'det < ) =-2"£0.
0, -I, —I, e
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5. Beriicksichtigung eines Fehlers bei der Linearisierung der Spannungsberechnung

Fiir die Matrix A bezeichnen wir mit I1,» den transponierten ersten n-dimensionalen Einheitsvektor
und betrachten die (3n + 3) x (3n + 3)-Teilmatrix

Hl,n 01,7}, 0177;, 0 0 —1
_Hn _Hn On On,l On,l _ln,l
1o . _Hn ]In On On,l On,l _ln,l

On _I[n _Hn On,l On,l _ln,l
01 n 01,n Ol,n 1 -1 -1
01n al € -1 0 -1

Zur Berechnung der Determinante wird zuerst n 4+ 2 mal nach der vorletzten Spalte entwickelt danach

wird die Entwicklung in jedem Schritt angegeben:

Lin 01, 01, —1

, , ]Iln 01n -1
A -1, -—I 0 -1 ’ ’
det(A°) = —det | * " = —det | -1, —I, —1,,
_]In Hn On _ln,l
_Hn ]In ln,l
On ]In —]In _ln,l
01,
| 1]in 1 —]In —ln,l : :
l.Z:elle_det 0 n—1 —|—det< ]In : n)
1,n—1 I, *ln,l —ln n
—In— =(-2)n
Soal _]In—l _]In—l _ln—l,l Ol,n—l Ol,n—l -1
. 1
TEE(-1)" ! det 011 011 -1 +det | —L, 1 —Tp,-1 —1,-11 |+ (=2)"
_]In—l Hn—l _ln—l,l _Hn—l Hn—l _ln—l,l
mZee o (Tt Tt} e [Tt Tt} o= ot 20,
_Hn—l ]In—l _Hn—l ]In—l

(-2 —~(-2)n1

Somit haben sowohl A als auch A vollen Rang und wir konnen die Funktionen solve_lpund 1ine-
search_1p beziehungsweise solve_glp und l1inesearch_glp verwenden, um eine Losung
fiir (1.4) zu suchen, welche die Nebenbedingungen fiir beliebige Matrizen le € R™*™ erfiillt, die
sich maximal um eine Matrix Eg € R™*" von A¢ unterscheiden. Programm b. 1| ist die MATLAB-
Funktion, die die Transformation auf ein lineares Problem mit Einbeziehung der Fehlermatrix E¢
durchfiihrt und dann die entsprechenden Algorithmen zur Losung aufruft. Als zusétzlichen Eingabepa-
rameter haben wir Eg > 0. Fiir den Fall, dass man den Fehler in der Linearisierung nicht fiir jede
Komponente abschitzen kann, sondern nur fiir jede Spalte, jede Zeile oder auch die ganze Matrix

einen maximalen Wert kennt, wollen wir auch zulassen, dass E ein n-dimensionaler Zeilenvektor, ein
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m-dimensionaler Spaltenenvektor oder eine reelle Zahl ist, und setzen dann im Programm

Eq = 1,,, diag(EQ), diag(EQ)ly , oder Eg := EQly, p.

Programm 5.1: optimize_Q_linear_error.m

= = Y N T

Lo oA A R R R R R OBR R A W LWL LW W W W W LW W RN RN NN NN N = = = e e e e e = e
= S © ® 9 3 O FE O PO =~ S v »®» 930 E R A~A SO ® 00 E DR =S 0V ® 90 LA LD = O

function [aQ,exitflag,count,time]=

t

optimize_Q_ linear_error (AQ,Q,P,U,EVB,PFmin, Smax, acc, EQ)

optimize_Q linear_error is a function to solve the optimization
problem

min [ [Q+aQ]|_1

s.t. max (U+AQ*AQ) —-min (U+AQ*AQ) < EVB
[Q(1)+aQ (1) | < P (i) *tan(acos (PFmin))
[Q(1)+aQ (1) | < sgrt(Smax(i)"2-P(1)"2)

|AQ(1,])—AQeXaCt(l,j)| < EQ(llj)

with respect to the unknown aQ, where |[]|.|| is the l-norm:
[I1x]|_l:=sum([x (1))

Input parameters:

AQ oo mxn-matrix to compute an estimate for the change of
voltage

Q ii e current reactive power, n-dimensional vector

= current active power, n-dimensional vector

U tiiiiiieen current voltage, m-dimensional vector

EVB ......... bound on diffusion of voltage vector U, real number

PFmin ....... real number

Smax ... nominal apparent power, n-dimensional vector

ACC e e accuracy, real number (107-6, 10"-8, ...)

EQ o mxn Matrix, m—-dimensional column vector,

n-dimensional row vector or real number giving a
bound to the error arising in the calculation of AQ

Output parameters:

AQ ... solution of the problem
exitflag .... exitflag:
exitflag==1 --> no solution could be found, aQ is
not the solution
exitflag==0 —-> AQ is the solution of the problem
ic
xitflag=0;

transform the problem into a linear optimization problem with of
the form
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o\

min c’*x
s.t. A*x<b

o\

[m,n]=size (AQ);
v=min (P*tan (acos (PFmin) ), sqrt (Smax.”"2-P."2));
% determine the size of EQ and transform it into a mxn-matrix
if size(EQ,1)==
if size(EQ,2)==1
EQ=EQ*ones (m, n) ;
else
EQ=ones (m, n) *diag (EQ) ;
end
elseif size (EQ,2)==1
EQ=diag (EQ) *ones (m,n) ;

end

A=[ eye(n) , zeros (n) , zeros(n) , zeros(n,l) , zeros(n,1)
—eye (n) , —eye(n) , zeros(n) ,zeros (n,1) , zeros(n,1)
—eye (n) ,  eye(n) , zeros(n) , zeros(n,l) , zeros(n,1)
zeros (n) , eye (n) , —eye(n) , zeros(n,1l) , zeros(n,1)
zeros (n) , —eye(n) , —eye(n) , zeros(n,1) , zeros(n,1)
zeros(1l,n), zeros(l,n) , zeros(l,n) , 1 , -1
zeros (m,n), AQ , EQ , —ones(m,1) , zeros(m,1)
zeros (m,n), —-AQ , EQ , zeros(m,1) , ones(m,1)

[M,N]=size(A); % determine the dimensions of the problem

x=zeros (N, 1); % choose a starting point
% Phase I:

% find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
% solving a linear optimization problem

% min =z (phasel)
% s.t. A*x-b < z

% starting with z>max (A*x-b) and stopping as soon as z<0 is achieved

% determine the maximal violation of the constraints
fmax=max (A*x-Db) ;
if fmax>0
% transform to prepare for (phasel)
x (N+1)=fmax+0.1;
A(:,N+1)=-ones (M, 1);
c=(1:N+1==N+1)";
run linear optimization algorithm for (phasel)
x,count (1) ]=solve_lp(c,A,b,x,acc,1);
f x(N+1)>0
if no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible

o\

% point for the original problem can be found, so stop and

% set exitflag=1l
AQ=x (n+1:2%*n) ;
exitflag=1;
time=toc;
return

end

o)

% (phasel) was successful, retransform the problem




5.2. Steuerung der Wirkleistung und der Blindleistung

112 X
113 A
114 end
115

116 G e e
117 % Phase I1:

118 % If we have found a feasible point we can start the actual

19 % optimization

120 c¢c=(1:N<n)’;

21 [x,count (2) ]=solve_lp(c,A,b,x,acc,0);

122 count (3)=count (1) +count (2) ;

122 AQ=x (n+1:2%*n);

124 time=toc;

Das Programm, das dies fiir () mit der euklidischen Norm in der Zielfunktion tut, opt imize_Q_ -
quad_error, ist im Kapitel [A.3 zu finden.

5.2. Steuerung der Wirkleistung und der Blindleistung

Um auch fiir ([.39) einen moglichen Fehler in der Berechnung von A zu beriicksichtigen, gehen wir

analog zum vorigen Abschnitt vor und schreiben zuerst die Nebenbedingung
max(U + ApAP + AgAQ) — min(U + ApAP + AgAQ) < EVB
um auf die 2m + 1 dazu dquivalenten Ungleichungen:

U+ ApAP + AgAQ < Ul 1,
—U — ApAP — AgAQ < Ul 1,

U—-U<XEVB

Nun seien wieder E'p und E¢y die Matrizen mit nichtnegativen Eintragungen, um die sich Ap und Ag
maximal von den exakten Matrizen A p und AQ unterscheiden. Wenn man die neuen Variablen AQ
wie in (@) einfiihrt und bemerkt, dass AP; < 0 gilt fiir ¢ = 1, ..., m, dann erhdlt man mit (@) und
(5.4) die Nebenbedingungen

l]+*A}Mﬁf)*.Ep%XfI+J4QAm2%zEQ Q?S?TlmJ,

~U — ApAP — EpAP — AgAQ + EgAQ < ~Ul,, 1,
U —U<EVB,
AQ <AQ,
-AQ < AQ
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Damit und mit der Transformation der iibrigen Ungleichungen in ([L.3) lisst sich das Problem jetzt

wieder auf die Gestalt

minc! z

s.t. Az — b <0, @.3)
diag(Kx 4+ 2P)Kx + diag(Lx + 2Q) Lz — d < 0,

beziehungsweise

min z7 Jz
s.t. Az —b <0, 9
diag(Kx + 2P)Kx + diag(Lx + 2Q)Lx — d < 0,

fiir die euklidische Norm in der Zielfunktion, bringen, wobei d € R" wie in (.4) sei und z,¢ €
R3n+2,b c R6n+2m+1’A c R(6n+2m+1)x(3n+2)’K,L c R7x(3n+2) gowie J e R(3n+2)x(3n+2)

gegeben sind durch
AP -1, 1,
AQ 0,1 0,1
T = m , C 0,1 | J = diag 0,1 |
U 0 0
U 0 0
-1, 0, 0, 0,1 0,1 P
I, 0, 0, 0,1 0, 0,1
—tan(p), I, 0, 0,1 0, tan(p) P — Q
—tan(@)l, I, 0, 0,1 0, tan(p) P + Q
A= 0, L, -L, 0,1 0,1 |,0:= 0,1 )
0, -1, -1, On,l 0n71 On,l
01, 01, 01, 1 -1 EVB
Ap—FEp Ag Eg —1,1 04,1 -U
—Ap—Ep —Ag Eq Opn1i g U
und
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Betrachtet man nun wieder die quadratischen Teilmatrizen A® und A° von A beziehungsweise von

A= (A —16n+2m+1,1), gegeben durch

I, 0, 0, 0,; 0,;
—tan(o)l, I, 0, 0,1 05,
A° = 0, I, —Ip, 0,1 0,1],
apy — €py %51 651 -1 0

01 n Oln 017n 1 —1

) )

und
—Iin 01, 0, O 0 -1
I, 0, 0, 0,1 0,7 —1,;
Ao —tan(o)l, I, 0, 0,1 0,1 —1,1
0, I, -1, 0,1 0,1 —1,1
aITgl — eITgl agl egl —1 0 —1

ol,n Ol,n Ol,n 1 -1 -1

so stellt man zuerst wieder fest, dass A® eine untere Dreiecksmatrix ist, die vollen Rang hat, da all ihre
Diagonaleintrédge verschieden von 0 sind. Um den Rang von A° zu bestimmen, berechnet man analog
zur Vorgehensweise in Abschnitt ¢.1| die Determinante, indem man zuerst zweimal nach der vorletzten

Spalte entwickelt:

_Hl,n Ol,n Ol,n -1

- I, 0o, 0, -1,
det(A°) = det a
—tan(p)L, I, 0, —1,;
On ]In _]In _ln,l

Wendet man nun weiters zweimal den Laplaceschen Entwicklungssatz auf die erste Zeile an, so ergibt

sich:
0151
’ 0 0 -1
I[n—l " " o ]In On On
det(A°) = — det 01, 1 + (=1)""det | —tan(p)I, I, 0,
Hn 0n _ln,l
—tan(p)l,—1 0, I, -In
0, L, -l _ln,l =(-1)"
]In—l On—l,n On—l,n
01,
= (=1)""! det bt I, 0, |-1=-2+#0
—tan(p)l,—1
On,nfl L, —In
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5. Beriicksichtigung eines Fehlers bei der Linearisierung der Spannungsberechnung

Also haben A und A vollen Rang und man kann die MATLAB-Programme solve_1lqgp, line-
search_lgp,solve_qggpund linesearch_gqp, die inden Abschnitten .2 und #.3 beschrieben
wurden, zum Auffinden einer Losung verwenden. Analog zum vorigen Abschnitt geben wir eine MAT-
LAB-Funktion mit den zusitzlichen Eingabeparametern Ep und E an, die das Problem (I.3) unter

Beriicksichtigung eines Fehlers in den Matrizen Ap und A¢ auf konvexe Form transformiert und die

entsprechenden Algorithmen zur Losung davon aufruft:

Programm 5.2: optimize_P_Q_linear_error.m

N = NV R O VU R R

68

function

[aP,aQ,exitflag,count,time]=...
optimize_P_Q linear_error (AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax, acc,EP, EQ)

optimize_P_Q_ linear_error is a function to solve the optimization

problem
min | 1Q+aQ | | _1
s.t. max (U+AQ*AQ)-min (U+AQ*AQ) < EVB
[Q(1)+aQ (i) | < P(i)*tan(acos (PFmin))
[Q(1)+aQ (i) | < sqgrt(Smax(i)"2-P(i)"2)
\AQ(i,j)*AQexact(i,j)\ < EQ(lI])
with respect to the unknown aQ, where ||.||_1 is the 1-norm:
x| _l:=sum([x (i) )

Input parameters:

mxn-matrix to compute an estimate for the change of
voltage

mxn-matrix to compute an estimate for the change of
voltage

current active power, n-dimensional vector

current reactive power, n-dimensional vector
current voltage, m-dimensional vector

bound on diffusion of voltage vector U, real number
real number

nominal apparent power, n-dimensional vector
accuracy, real number (107-6, 107-8, ...)

mxn Matrix, m-dimensional column vector,
n-dimensional row vector or real number giving a
bound to the error arising in the calculation of AP
mxn Matrix, m-dimensional column vector,
n—-dimensional row vector or real number giving a
bound to the error arising in the calculation of AQ

Output parameters:

AQ ... solution of the problem
exitflag exitflag:
exitflag==1 --> no solution could be found, aQ is

not the solution
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48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
7
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
93
99

100

101

102

103

104

105

106

107

% exitflag==0 —-—-> AQ is the solution of the problem

tic

o°

transform the problem into a optimization problem of the form
min c¢’*x
s.t. A*X < Db
diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x < d

o° o

o\

[m,n]=size (AQ);
tp=tan (acos (PFmin)) ;
% determine the size of EP and transform it into a mxn-matrix
if size (EP,1)==
if size (EP,2)==1
EP=EP*ones (m,n) ;
else
EP=ones (m, n) *diag (EP) ;
end
elseif size (EP,2)==1
EP=diag (EP) *ones (m, n) ;
end
% determine the size of EQ and transform it into a mxn-matrix
if size(EQ,1)==1
if size (EQ,2)==1
EQ=EQ*ones (m, n) ;
else
EQ=ones (m,n) *diag (EQ) ;
end
elseif size (EQ,2)==
EQ=diag (EQ) *ones (m, n) ;

end

A=[-eye (n) ,zeros (n) ,zeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
eye (n) , zeros (n) , zeros (n) ,zeros(n,1),zeros (n,1);
—-tp*eye(n), eye(n) , zeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
—-tp*eye(n), —eye (n) ,zeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
zeros (n) , eye(n) ,—eye (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
zeros (n) ,—eye (n) ,—eye (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
zeros(l,n),zeros(1,n),zeros(1,n), 1 , 1 ;
AP-EP , AQ , EQ ,—ones(m,1),zeros(m,1);
-AP-EP , —AQ , EQ ,zeros(m,1),ones(m,1) 1;

[M,N]=size(A); % determine the dimensions of the problem

x=zeros (N, 1); % choose a starting point
% Phase I:

% find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
% solving a linear optimization problem
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o\

108
109
110
111
112
113
114
115
116

o\

min z (phasel)
s.t. A*x-b < z
diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d < z

o° o o

o

starting with z>max (A*x-b,diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x~-d)
and stopping as soon as z<0 is achieved

o\

o\

determine the maximal violation of the constraints

117 fmax=max ([-b;-d]);

ng if fmax>0

119 % transform to prepare for (phasel)

120 X (N+1)=fmax+0.1;

121 A(:,N+1)=-ones (M, 1);

122 K(:,N+1)=zeros(n,1);

123 L(:,N+1)=zeros(n,1);

124 c=(1:N+1==N+1)";

125 % run linear optimization algorithm for (phasel)
126 [x,count (1) ]=solve_lgp(c,A,b,K,L,P,Q,d,x,acc,1);
127 if x(N+1)>0

128 % 1f no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible
129 % point for the original problem can be found, so stop and
130 % set exitflag=1

131 AP=x (1:n);

132 AQ=x (n+1:2*n) ;

133 exitflag=1;

134 time=toc;

135 count (2)=0;

136 count (3) =count (1) ;

137 return

138 end

139 % (phasel) was successful, retransform the problem
140 x=x (1:N);

141 A=A (:,1:N);

142 K=K (:,1:N);

143 L=L(:,1:N);

144 end

145
146 If we have found a feasible point we can start the actual
147 % optimization

148 c=—(1:N<n)’;

149 [x,count (2) ]=solve_lgp(c,A,b,K,L,P,0Q,d,x,acc,0);

150 count (3)=count (1) +count (2) ;

151 AP=x(1:n);

152 AQ=x(n+1:2*n);

153 time=toc;

o\
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6. Numerische Tests

In diesem Kapitel werden zuerst anhand konkreter Beispiele die Funktionsweise und die Unterschiede
der einzelnen Programme veranschaulicht und daraufhin versucht, anhand mehrerer zufillig generierter
Beispieldaten einen Eindruck vom Aufwand in Abhingigkeit von der Dimension des Problems und von

der gewihlten Genauigkeit zu gewinnen.

6.1. Konkretes Beispiel fuir die Steuerung der Blindleistung

Da das Projekt des AIT auch in einem kleinen Netz in Vorarlberg getestet wird, stehen konkrete
Beispieldaten zur Verfiigung. In diesem Netz wurden durch eine Simulation elf kritische Knoten ermit-
telt und es speisen vier regelbare Anlagen ein. Hier werden nun die vier Programme zur Spannungs-
regelung durch Steuerung der Blindleistung optimize_Q_ linear, optimize_Q_linear_ -
error, optimize_Q_qguad und optimize_Q_guad_error auf einen konkreten Beispield-

atensatz angewandt und die jeweiligen Ergebnisse untereinander verglichen. Die Eingabewerte sind

gegeben durch
0.0061 0.0084 0.0091 0.0091 1.0108
0.0038 0.0038 0.0038 0.0038 0.9385
0.0038 0.0038 0.0038 0.0038 0.9384
0.006 0.0098 0.0084 0.0084 1.0119
0.0038 0.0037 0.0037 0.0037 0.9678
Ag =] 0.0033 0.0033 0.0033 0.0033|, U:=] 0966 [,

0.0033 0.0033 0.0033 0.0033 0.9649
0.0033 0.0033 0.0033 0.0033 0.9759
0.0034 0.0033 0.0033 0.0033 0.9737
0.0074 0.006 0.0061 0.0061 0.9897
0.0038 0.0037 0.0037 0.0037 0.969
0.6907 0 1.1344

P 1.381 Q= 0 S = 2.2689 ?
1.9156 0.0001 2.1956
1.9156 0.0001 2.1956
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EVB := 0.0698 und PF i, := 0.9. Fiir den Vektor U, der die Spannungswerte an den kritischen Knoten
enthélt, haben wir

max(U) — min(U) = 0.0735 > EVB.

Also lésst sich die Spannung nicht durch den Stufenschalter allein in den richtigen Bereich bringen.
Wiihlt man nun als Genauigkeitsparameter acc := 10~% und ruft mit diesen Eingabewerten das Pro-
gramm optimize_Q_linear auf, so findet dieses nach 11 Iterationsschritten in der Phase I den
Punkt

-0.0297936

-0.328137
AQr = ,

-0.497131

-0.497131

der die Nebenbedingungen

max(U + AgAQ;) — min(U + AgAQ;) = 0.0669 < 0.0698 = EVB,

0.0297936 0.334521
0.328137 0.668849
+ A = < = Ptan(arccos(PFin)),
@+ AR 0497031 | ~ | 0.927767 ( (PFmin))
0.497031 0.927767
0.0297936 0.8999
0.328137 1.8002
L AQ| = < — /52 _ p2
Q@+ A 0497031 | = | 1.0729 max
0.497031 1.0729

erfiillt, wobei hier der Betrag, das Wurzelziehen und das Quadrieren komponentenweise zu verstehen
ist. Lasst man das Programm nun weiterlaufen, dann gibt es nach 14 weiteren Iterationsschritten den
Vektor

-9.58336-10~11
-0.616513
AQyin =
@ -0.0001
-0.0001

zuriick, der natiirlich auch die Nebenbedingungen

max(U + AgAQin) — min(U 4+ AgAQyn) = 0.0698 < 0.0698 = EVB
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und
9.58336-10~ 11 0.334521
0.616513 0.668849
+ AQiin| = < = min(P tan(arccos(PFmin)), \/ Stax — P>
@+ Al| 4.14317-10~10 0.927767 (P tan (PFimin)) 2 )
4.14317-10~10 0.927767

erfiillt. Fiir die Werte der Zielfunktion gilt
1Q + AQinll1 = 0.6165 < 1.3520 = ||Q + AQy]|:-

An diesem Ergebnis is auch schon zu sehen, dass fiir die Minimierung der 1-Norm die ganze Gewich-
tung von @ + AQy, auf einer Komponente liegt, in diesem Fall auf der zweiten. Ruft man nun mit
demselben Input optimize_Q_quad auf, so wird in der Phase I natiirlich in genau gleich vielen
Schritten derselbe Wert fiir AQ; wie in optimize_Q_linear gefunden, da ja dieselben Funktio-
nen solve_lp und linesearch_1lp verwendet werden. Als Losung des Optimierungsproblems

erhilt man nach 14 weiteren Iterationsschritten den Vektor

-0.0978593
-0.266889
-0.204715
-0.204715

AC2quad =

Fiir die Nebenbedingungen gilt wieder

max(U + AgAQquaa) — min(U + AgAQquaa) = 0.0698 < 0.0698 = EVB

und
0.0978593 0.334521
0.266889 0.668849
+ A = < = min(P tan(arccos(PFmin)), \/ S — P?).
@+ AQqul 0204615 | = | 0.927767 (P tan( (PFnin)) a )
0.204615 0.927767

AuBerdem haben wir

1Q + AQquad||2 = 0.4056 < 0.7763 = ||Q + AQ||2

und natiirlich gilt auch

1Q + AQquad||2 = 0.4056 < 0.6165 = ||Q + AQyin|2,
||Q + AQIinHl =0.6165 < 0.7740 = HQ + AQquad”l-
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Es ist auch schon zu sehen, dass sich bei der Wahl der euklidischen Norm in der Zielfunktion die
Gewichtung der Komponenten von Q) + AQ quad Viel gleichmiéBiger verteilt als bei Q + AQji,. Geht man
nun zum Beispiel davon aus, dass bei der Berechnung von A in jeder Komponente ein Fehler von max-
imal ¢ = 10~% auftritt, so kann man das mitberiicksichtigen, indem man optimize_Q_linear_-
error mit € als zusitzlichen Eingabeparameter aufruft, und erhélt dann nach 11 Phase I-Schritten und

20 weiteren Iterationen die Losung

-1.74612.10—10
-0.637779
-0.000100001
-0.000100001

AQiy =

Da die Nebenbedingungen strenger sind, wenn man einen Fehler mitberiicksichtigt, das heifit, da der

zuldssige Bereich fiir das Optimierungsproblem kleiner wird, gilt erwartungsgemaf
1Q + AQ5, |1 = 0.6378 > 0.6165 = ||Q + AQuin]|1-

Wenn man aber in Ag zu jeder Komponente der dritten Zeile  addiert und von jeder Komponente der

vierten Zeile € subtrahiert und die so erhaltene Matrix mit AZ:Q bezeichnet, dann gilt

max(U + AHAQu) — min(U + AHAQu) = 0.0699 > 0.0698 = EVB,
max(U + AHAQ5,) — min(U + A5HAQ5,) = 0.0698 < 0.0698 = EVB.

Analoges gilt natiirlich auch fiir die euklidische Norm: optimize_Q_quad_error liefert mite =
10~ nach 11 + 20 Iterationsschritten die Losung

-0.0968863
-0.28097

AQE g = )
Qauaa -0.21325

-0.21325
mit
1Q + AQaallz = 0.4233 > 0.4056 = [|Q + AQquad| -
Allerdings haben wir fiir dieselbe Matrix AgQ wie oben

max(U + AHAQquaa) — min(U + AHAQquaa) = 0.06995 > 0.0698 = EVB,
max(U + AGAQGu.a) — min(U + AHAQq,q) = 0.0698 < 0.0698 = EVB.

Dazu sei noch erwihnt, dass fiir ¢ = 10~2 zum Beispiel keine Losung mehr gefunden werden kann, also

die Nebenbedingungen inkonsistent sind. Ruft man die Programme optimize_Q_linear_error
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und optimize_Q_quad_error mit Fg = 0 auf so erhilt man die Ergebnisse

-4.13259-10— 11 -0.0978593
-0.616513 -0.266889

AQY = L AQY =
Qi -0.0001 Qquad -0.204715
-0.0001 -0.204715

Diese Werte stimmen zwar nicht exakt mit denen von AQji, und AQ)guaq iiberein, da unterschiedliche
Suchrichtungen verwendet werden, die Differenz ist aber fiir opt imize_Q_linear_error jeden-
falls kleiner als die gewdhlte Genauigkeit. Fiir opt imize_Q_quad_error lisst sich diese Abwe-

ichung durch die Wurzel der Genauigkeit beschrinken, da in der Zielfunktion ein Quadrat vorkommt:

5.45077-10~11 -1.65137-10~ 11
-1.9684-10~10 1.04418-10~10
,AQY L — A =
2.41967-1010 Qauaa = AQuqua = | ¢ /o6 1911
2.41967-10~10 8.55457-10~ 11

AQY, — AQuin =

6.2. Konkretes Beispiel fiir die Steuerung der Wirk- und
Blindleistung

Man betrachte nun ebenfalls wieder ein Stromnetz mit elf kritischen Knoten und vier regelbaren An-
lagen, in dem die Matrizen Ap und A zur Berechnung der Spannungsénderung an den kritischen

Knoten gegeben seien durch

0.4648 0.9052 0.1341 0.3074 0.1057 0.9344 0.2955 0.1771
0.764 0.6754 0.2126 0.4561 0.142 0.9844 0.3329 0.6628
0.8182 0.4685 0.8949 0.1017 0.1665 0.8589 0.4671 0.3308
0.1002 0.9121 0.0715 0.9954 0.621 0.7856 0.6482 0.8985
0.1781 0.104 0.2425 0.3321 0.5737 0.5134 0.0252 0.1182
Ap = [0.3596 0.7455 0.0538 0.2973 |, Ag := |0.0521 0.1776 0.8422 0.9884
0.0567 0.7363 0.4417 0.062 0.9312 0.3986 0.559 0.54
0.5219 0.5619 0.0133 0.2982 0.7287 0.1339 0.8541 0.7069
0.3358 0.1842 0.8972 0.0464 0.7378 0.0309 0.3479 0.9995
0.1757 0.5972 0.1967 0.5054 0.0634 0.9391 0.446 0.2878
0.2089 0.2999 0.0934 0.7614 0.8604 0.3013 0.0542 0.4145

75



6. Numerische Tests

Die aktuellen Werte fiir den Spannungsvektor U, den Wirkleistungsvektor P und den Blindleistungsvek-
tor () sowie der Vektor Sy, der die maximale Scheinleistung der jeweiligen Kraftwerke enhilt, seien

1.0303
1.0753
1.0882

1.0197
0.3345 0.0425 2.2423
1.0091
0.0163 -0.0065 1.5513
U:=110147 ]|, P := , Q= y Smax 1= ;
0.1055 -0.0428 1.223
0.9982

0.1014 0.0272 1.9308
1.0378

1.048
1.003
1.0301

und wie im vorigen Beispiel seien
EVB := 0.0698, PFpin := 0.9 und acc := 1075,
Fiir den aktuellen Spannungsvektor gilt auch hier wieder
max(U) — min(U) = 0.09 > 0.0698 = EVB.

Daher lésst sich die Spannung nicht alleine mit der Stufenschaltung in den richtigen Bereich bringen.
Also wird die zentrale Steuerungseinheit ein Programm zur Spannungsregelung durch Steuerung der
Blindleistung aufrufen. Fiir diesen Input aber gibt opt imize_Q_linearden Wertexitflag =1
zuriick. Es kann also kein zulédssiger Punkt gefunden werden. Folglich lésst sich das Problem auch nicht
mit optimize_Q_quad, optimize_Q_linear_error oder optimize_Q quad_error
losen, da diese Funktionen dieselben oder strengere Nebenbedingungen betrachten. Das heifit, der zen-
trale Regler wird im néchsten Schritt eine der optimize_P_Q_*-Funktionen aufrufen. Mit op—
timize_P_Q_linear erhilt man nach 9 Iterationsschritten in der Phase I einen zuldssigen Punkt
(AP, AQr) mit

-0.112331 -0.0111301
-0.00502838 0.00682284

APp = , AQg =
-0.0295195 0.0356947
-0.0274098 -0.0232929
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Fiir die Nebenbedingungen an dieser Stelle gilt

max(U + AUr) — min(U + AUr) = 0.015 < 0.0698 = EVB,

-0.0762315
-0.00513626
+ A — tan(arccos(PF i )) | P + APr| = <0,
Q-+ Q1| — narccos(Phy)) P+ APr| = | 10
-0.0319281
0.0503431 5.02791
0.000127154 2.40653
LAQ+ (P +AP)? = < = S
(@+AQD"+( 1) 000582352 | ~ | 1.49573
0.00548982 372799
_P< AP <0,

wobei AUr := ApAPr + AgAQr gesetzt wurde und der Betrag und das Quadrieren hier wieder
komponentenweise zu verstehen ist. Nach 19 weiteren Iterationsschritten erhélt man die Losung von
(1.9), gegeben durch

-8.6468-1019 0.0229626
-1.77316-10~ 11 0.0143944

AP)lin = 5 ACglin =
-0.0234218 0.00780082
-1.42184-107 11 -0.0098727

Natiirlich erfiillt auch dieser Punkt die Nebenbedingungen:

max(U + AUy ) — min(U + AUy, ) = 0.0698 < 0.0698 = EVB,

-0.0965432
-1.13168-10~8
+ AQ4in| — tan(arccos(PFmin)) | P + ABj,| = <0,
|Q + AQin| ( ( )| Yin| 0.00475312
-0.031783
0.116176 5.02791
0.000328012 2.40653
+ AQun)* + (P + APw)* = < =82
(Q+ AQun)" +( n) 000796178 | ~ | 1.49573 ma
0.0105822 3.72799
-P < A]Dlin < 0.

Auflerdem gilt erwartungsgemal fiir den Wert der Zielfunktion
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Hier sei noch bemerkt, dass man schon an der Losung A Py, ablesen kann, dass es zu diesem Beispiel
keine Losung fiir die Steuerung der Blindleistung geben kann, da sich sonst die einzelnen Komponenten
von A Py, maximal durch die gewihlte Genauigkeit acc = 108 von 0 unterscheiden diirften. Will
man einen zuldssigen Punkt finden, der die euklidische Norm in der Zielfunktion minimiert, so ruft
man mit demselben Input wie vorher die Funktion optimize_P_Q_quad auf und erhilt nach 9
Schritten in der Phase I natiirlich denselben Punkt (A Py, AQ) wie fiir das lineare Problem und nach

21 weiteren Iterationen die Losung

-0.0117053 0.0162548
-7.99042.10~9 0.014394
AP = s A =
ad -0.0120327 Qauad -0.00246758
15.56551-10~° 0.00122131

Auch dieser Punkt erfiillt wieder die Nebenbedingungen:

max(U + AUguaa) — min(U + AUguad) = 0.0698 < 0.0698 = EVB,

-0.0975818
-4.19672-10~7
+ AQquad| — tan(arccos(PF min))| P + APyad| = ,
|Q + AQquad| ( ( )] quad 700073107
-0.0206889
0.107649 5.02791
0.000328005 2.40653
+A 2L (P4 APyg)? = < = Spaxs
(Q + AQquad)” + ( quac) 0.0107853 | ~— | 1.49573 ma
0.0110897 3.72799

—P < APyua < 0.
Vergleicht man die Werte der der Zielfunktionen fiir die jeweilige Norm miteinander, dann gilt:

HAPquadHQ = 0.0167869 < 0.119441 = HAP]HQ,
||quuad”2 = 0.0167869 < 0.0234218 = ||AP]inH2,
||quuad||1 = 0.0237381 > 0.0234218 = ||AP1mH1

Betrachtet man nun A P, so sieht man, dass die ganze Gewichtung auf der dritten Komponente liegt,
wiihrend diese sich fiir A Pyy,q gleichmiBiger verteilt, soweit es die Nebenbedingungen zulassen. Zuletzt
wollen wir fiir dieses Beispiel noch Losungen suchen, die einen Fehler in der Berechnung von A p und
A mitberiicksichtigen. Dazu nehmen wir wieder an, dass dieser Fehler fiir beide Matrizen in jeder
Komponente maximal ¢ = 10~* und rufen dann fiir die 1-Norm in der Zielfunktion das Programm

optimize_P_Q_linear_error mit den zusitzlichen Eingabeparametern Fp = Eg = ¢ auf.
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Dieses gibt nach 9 4 21 Iterationsschritten die Losung

-1.19082-107* 0.0229664
AR — -2.37195-10~ 11 AQE = 0.0143944
-0.0234312 0.00781855
-1.89483-10~ 11 -0.0098846

zuriick. Vergleicht man nun den Zielfunktionswert davon mit jenem der Lésung von optimize_Q_—

linear, dann ergibt sich
I|APin|[1 = 0.0234218 < 0.0234312 = ||A P, ||1-

Wihlt man allerdings A% als die Matrix, die man erhélt wenn man in Ap von der dritten Komponente

in der dritten Zeile £ subtrahiert, dann gilt:

max(U + A5A Py + AQAQyn) — min(U + ASA Py + AgAQyn) = 0.0698023 > 0.0698,
max(U + ASAP, + AgAQ5,) — min(U + ASAPS, + AgAQS,) = 0.069796 < 0.0698.

Mit derselben Vorgehensweise fiir die euklidische Norm in der Zielfunktion, also fiir optimize_-
P_Q_quad_error mit den zusitzlichen Eingabeparametern E'p = Eg = ¢, erhélt man nach 9 + 26

Iterationen die Losung

-0.0117058 0.0162825
-6.8126-10~Y 0.0143941

AP 4= s AQS g =
quad -0.0120354 Qqua -0.0016766
-5.32024-107Y 0.000774135

und stellt wieder fest, dass zwar fiir den Wert der Zielfunktion

|A Pyuaall2 = 0.0167869 < 0.0167892 = || APgq]l2

U

gilt, dafiir aber (APg

immer noch zuléssig ist:

AQfluad) im Gegensatz zu (A Pyyad, AQquad) fiir dieselbe Matrix A7 wie oben

max(U + ASA Pyad + AgAQquad) — min(U + ASA Pyag + AgAQquad) = 0.0698012 > 0.0698,
max(U + ASAPg g + AQAQ yg) — Min(U + ASAPS, + AQAQG,q) = 0.0697993 < 0.0698.

Wie schon bei dem Beispiel zur Steuerung der Blindleistung gilt auch hier, dass die gefundenen Lo-

sungen von optimize_P_Q linear_error und optimize_P_Q quad_error fir Ep =
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Eg =0,

-7.61095-10~10
-1.49815-10— 11

AP, =
-0.0234218
-1.18202-10— 11
-0.0117053
-6.22351-107?
AP? =
quad -0.0120327
-4.15215-107?

zwar nicht exakt mit (A Py, AQiin) beziehungsweise (A Pyuad, AQquad) libereinstimmen, ihre Dif-
ferenz aber durch die gewihlte Genauigkeit, beziehungsweise fiir optimize_P_Q quad_error

durch die Wurzel davon, beschrinkt ist:

1.03585-1010
2.75017-1012
-7.4222.10~11
2.39812-10~ 12

1.95018-107°
1.76691-10~°
1.18298-10*
1.41336:107°

APllon - A]Dlin =

AP 4 — APyua =

uad

6.3. Numerische Simulationen

In diesem Kapitel wollen wir anhand von Simulationen mit zufillig generierten Testdatensétzen einen
Eindruck davon gewinnen, wie sich der Aufwand der einzelnen Programme in Abhingigkeit von un-
terschiedlichen Parametern verhilt. Um die Wahrscheinlichkeit zu erhohen, dass fiir die Testdaten eine
Losung existiert, wihlen wir die GréBen dhnlich wie in den konkreten Beispieldaten aus den Abschnit-
ten 6.1 und .2. Dazu gehen wir folgendermaBen vor: Zuerst generieren wir fiir vorgegebene m, n € N
zwei (m x n)-Matrizen Ap und Ag, deren Komponenten zufillig aus dem Intervall (0, 1) gewihlt

werden, und einen Vektor P € R™ mit Eintragungen aus dem Intervall (0, 2). PFp, und EVB setzen

wir wie in den vorigen Abschnitten auf:

) AC?guad - AQquad =

0.0229626

0.0143944
0.00780081
-0.00987269

0.0162548
0.0143942
-0.00246797
0.00122166

, AQY, =

Aquad =

5.07055-1010
1.95377-107°
-4.66111-107°
4.58066-10~°

3.38856-10~8
1.34828-10~"
-3.92198-10~"
3.43756-10~7

) AC)l?n - AC)lin =

PFin := 0.9,
EVB := 0.0698.
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Damit die Nebenbedingungen von den Kraftwerken erfiillt sind, wihlen wir @), Spax € R™ mit

|Qi| < tan(arccos(PFmin)) P, i=1,...,n,

Smax,i>\/m, i:1,...,n.

Zuletzt setzen wir U* € R™ erst
U*:=ApP + ApQ

und manipulieren diesen Vektor dann so auf U € R™, dass sich die einzelnen Komponenten mit einer
Bandbreite von o > EVB um 1 verteilen:

a(U* —-1)

U:=1 .
+ max(U*) — min(U*)

Zusammengefasst ergibt das die MATLAB-Funktion generatetestdata.m:

Programm 6.1: generatetestdata.m

function [AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax]=generatetestdata (m,n,alpha)
AQ=rand (m, n) ;

AP=rand (m,n) ;

P=2*rand(n, 1) ;

PFmin=0.9;

EVB=0.0698;

Q=tan (acos (PFmin) ) * (2*rand(n, 1) -1) . *P;

Smax=sqrt (P."2+Q."2)+rand(n,1);

U=AP*P+AQ*Q;

U=1+alpha* (U-1)/ (max (U) —min (U) ) ;

O e N AW D —

S

Ein Testlauf mitm = 11,n =4, « = 0.1 > EVBund acc = 108 ergab fiir 10000 auf diese Weise
generierte Datensitze, dass die Funktion zur Spannungsregelung durch Steuerung der Blindleistung
optimize_Q_linear in 62,36% der Fille eine Losung gefunden hat, wihrend die Funktion zur
Steuerung der Wirk- und Blindleistung optimize_P_Q linear immer zu einem Ergebnis mit

exitflag = 0 gelangte:

>> for 1=1:10000
[AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax]=generatetestdata(11,4,0.1);
[AQ_O(:,1),exitflag_Q(i),count_Q(i,:),time_Q(1i)]1=...
optimize_Q_ linear (AQ,Q,P,U,EVB,PFmin, Smax,107-8);
[aAP(:,1),a0Q0(:,1),exitflag(i),count (i, :),time(i)]=...
optimize_P_Q linear (AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax,10"-8);
end
>> l-mean (exitflag_Q)
ans =
0.6236
>> 1-mean (exitflag)
ans =
1
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Dieses Ergebnis ist sehr stark abhingig von der Wahl der Verletzung der Spannungsbandbreitenbedin-

gung. Setzt man zum Beispiel « = 0.07 > EVB, so findet auch optimize_Q_linear fiir jeden

Testdatensatz eine zuldssige Losung:

>> for 1=1:10000
[AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax]=generatetestdata(11,4,0.07);
[AQ_O(:,1),exitflag_Q(i),count_Q(i,:),time_Q(i)]=...
optimize_Q_ linear (AQ,Q,P,U,EVB,PFmin, Smax,10"-8);
[AP(:,1),a0Q0(:,1),exitflag (i), count (i, :),time(1i)]=...
optimize_P_Q_linear (AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax,10"-8);
end
>> l-mean (exitflag_Q)
ans =
1
>> l-mean (exitflag)
ans =
1

Wihlt man hingegen fiir o den Wert 0.14 > 2EVB, dann wird durch die Steuerung der Blindleistung

nur noch in 15, 54% aller Fille ein zuldssiger Punkt gefunden:

>> for 1=1:10000
[AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax]=generatetestdata(11,4,0.14);
[AQ_Q(:,1),exitflag_Q(i),count_Q(i,:),time_Q(i)]1=...
optimize_Q_linear (AQ,Q,P,U,EVB,PFmin, Smax,107-8);
[aP(:,1),4Q(:,1),exitflag(i),count (i, :),time(i)]1=...
optimize_P_Q_ linear (AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax,10"-8);
end
>> l-mean (exitflag_Q)
ans =
0.1554
>> l-mean (exitflag)
ans =
1

Doch nun wollen wir uns damit beschéftigen wie sich die Verdnderung einzelner Parameter auf das

Verhalten der Programme auswirkt:

6.3.1. Wahl des Parameters
In Kapitel wurde schon erwihnt, dass laut [BV04] Werte der Ordnung 10 eine geeignete Wahl
fiir den Parameter p seien. Wir wollen jetzt fiir 4 = 10, 20, ..., 100 jeweils 100 Testdatensitze mit

m =20, n =10, o = 0.07

generieren und dazu mit optimize_Q_linear beziehungsweise optimize_Q_ quad und der
Genauigkeit acc = 10~® nach Losungen suchen. AnschlieBend vergleichen wir die Mittelwerte der
dafiir bendtigten Iterationsschritte miteinander. Das Resultat ist in Abbildung [6.1| dargestellt. Wenn wir

nun mit derselben Vorgehensweise optimize_Q_linear_error und optimize_Q quad_-

82



6.3. Numerische Simulationen

error mit dem zusitzlichem Eingabeparameter Eg = 10~* nach Losungen suchen lassen, so ergibt

sich ein dhnliches Verhalten, wie man in Abbildung sehen kann.

Durchschnittliche Anzahl
an Gesamtilerationen

optimize_Q_lingar

20

an

40 50 ) 70

u

Durchschnittlic he Anzahl

optimize_Q_guad

26

an Gesamtiterationen
o
o
n

r
o

40 S50 80 7o 80 80 100
b

Abbildung 6.1.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize_Q linear und optimize_Q_quad in Ab-
héingigkeit vom Parameter y fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 10~%,m = 20,n = 10 und o = 0.07

= 36

Durchschnittiche Anzahl
an Gesamtiterationen

Abbildung 6.2.: Durchschnittliche

36

optimize_Q_linear_error

37

35

34

Anzahl

mize_Q_ quad_error

an

Dutchschnittiche Anzahl

Iterationen

an Gesamtiterationen

optimize_Q_quad_error

in

optimize_Q_linear_error
in Abhingigkeit vom Parameter p fiir je 100 Testdatensitze mit
acc=10"%m =20,n =10, Eg = 10 *und o = 0.07

und opti-

Um dasselbe jetzt auch noch fiir die Spannungsregelung durch Steuerung der Wirk- und Blindleistung
zu testen, wihlen wir wie vorher m = 20 und n = 10. Allerdings setzen wir nun o = 0.14, damit nicht
jedesmal eine Losung mit AP = 0 gefunden wird. Fiir die Genauigkeit und den Fehler verwenden wir
wieder die Werte acc = 1078 und Ep = Eg = 10~* und betrachten diesmal die Programme op-
timize_P_Q_linear,optimize_P_Q quad,optimize_P_Q_linear_errorund op—

timize_P_Q_quad_error. Die Abbildungen 6.3 und .4 zeigen die Resultate.

= 27

Durchschnittiche Anzahl
an Gesamtiterationen

29

optimize_P_Q_linear

28

26

25

Dutchechnittiche Anzahl
an Gesamtiterationen

optimize_P_Q_guad

27

28

40 50 &0 70 80 =l) 100

Abbildung 6.3.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize_P_Q_linear und optimize_P_Q_quad in
Abhiingigkeit vom Parameter . fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 1078, m = 20,n = 10und o = 0.14
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optimize_P_Q linear_error optimize_P_O quad_error

Durchschnittiche Anzahl
an Cesamtiterationen
w
Durchschnittiche Anzahl
an Gesamtitsrationen

f0 20 30 40 S50 B0 70 80 @0 100 10 20 30 40 S50 B0 7O 80 20 {00
u i

Abbildung 6.4.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize P_Q linear_error und opti-
mize_P_Q_quad_error in Abhingigkeit vom Parameter p fiir je 100 Testdatensitze mit
acc=10"%m =20,n=10,Ep = Eg = 10"* und oo = 0.14

Zusammenfassend ldsst sich vermuten, dass die Wahl des Parameters . aus dem Intervall [10, 100]
wohl keine groBe Auswirkung auf die Komplexitit der einzelnen Funktionen hat. Fiir die Spannungs-
regelung durch Steuerung der Blindleistung scheint ;4 = 20 und fiir die Steuerung der Wirk- und
Blindleistung ;¢ = 60 oder ;1 = 80 ein geeigneter Wert zu sein.

6.3.2. Wahl der Genauigkeit

In diesem Kapitel wollen wir beobachten, wie sich die Wahl der Genauigkeit auf die Anzahl an benétigten
Iterationen auswirkt. Dazu erstellen wir fiir acc = 1073, 1074, ..., 10710 jeweils 100 Testdatensiitze

mit den Eingabeparametern
m =20, n =10, o = 0.07

und betrachten dann die Mittelwerte der Schritte, die opt imize_Q linear,optimize_Q_qguad
beziehungsweise optimize_Q linear_error und optimize_Q quad_error mit Ky =

10~* zum Auffinden einer Losung benétigen. Das Ergebnis ist in den Abbildungen 6.3 bis b.§ zu se-
hen.

Durchschnittliche Anzahl
an Gesamtiterationen

o3 1 1 1 1 1 1

1043 10%-4 10%-5 1046 1087 1048 1049 10410
Genauigheit acc

Abbildung 6.5.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize_Q_linear in Abhédngigkeit von der gewihlten
Genauigkeit acc fiir je 100 Testdatensdtze mit m = 20,n = 10 und o = 0.07

84



6.3. Numerische Simulationen

Durchechnittliche Anzahl

an Gesamtiterationsn

28 T T T T T T

26

24

22

o0 1 1 1 1 1 1

10%-3 1044 1045 10%-6 1047 104§ 1049 10410
Genauigkeit acc

Abbildung 6.6.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize_Q quad in Abhéngigkeit von der gewihlten
Genauigkeit acc fiir je 100 Testdatensitze mit m = 20,7 = 10 und o = 0.07

Durchschnittliche Anzahl

an Gesamtiterationsn

40 T

20 L

1043 1044

10%-5 10%-6 104-7 1048 1049
Genauigkeit acc

10410

Abbildung 6.7.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize_Q_ linear_error in Abhédngigkeit von der
gewihlten Genauigkeit acc fiir je 100 Testdatensitze mit m = 20,n = 10, Eg = 10~ * und o = 0.07

Durzhechnittliche Anzahl

an Gesamtiterationen

1043 1044

10*-5 1046 1087

Genauigkeit acc

103 10%9 10410

Abbildung 6.8.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize_Q_quad_error in Abhidngigkeit von der
gewiihlten Genauigkeit acc fiir je 100 Testdatensitze mit m = 20,n = 10, Eg = 10™* und o = 0.07

Fiir die Steuerung der Blindleistung und der Wirkleistung wihlen wir als Input fiir generatetest -

data

m =20, n =10, « =0.14

und betrachten wiederum fiir acc = 1073,1074,...,107!0 die durchschnittliche Anzahl an Iter-

ationsschritten, die optimize_P_Q_ linear, optimize_P_Q_quad beziehungsweise opti-

mize_P_Q linear_errorund optimize_P_Q quad_error mit Fp = Fg = 104 zum
Auffinden einer Losung fiir je 100 Datensitze benétigen. Die Abbildungen .9 bis zeigen das
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hierbei auftretende Verhalten.

Durchschnittliche Anzahl
an Gesamtiterationen

a0 | 1 | | | 1
103 1044 10%-5 1046 10+-7 10438 1049 10%10

Genauigheit acc

Abbildung 6.9.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize_P_Q_linear in Abhidngigkeit von der gewihlten
Genauigkeit acc fiir je 100 Testdatensitze mit m = 20,7 = 10 und o = 0.14

Durchschnitiliche Anzahl
an Gesamtiterationsn

| | | | | |
15
10%3 10%-4 10%-5 1086 1087 1088 1059 10510

Genauighkeit ace

Abbildung 6.10.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize_P_Q_qguad in Abhingigkeit von der gewihlten
Genauigkeit acc fiir je 100 Testdatensidtze mit m = 20, n = 10 und o = 0.14

34 T T T T T T

Durchschnittliche Anzahl
an Gesamtiterationen

oo | 1 | | | 1
103 1044 10%-5 1046 fos-7 1048 1048 10410

Genauigkeit acc

Abbildung 6.11.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize_P_Q_ linear_error in Abhidngigkeit von der
gewiihlten Genauigkeit acc fiir je 100 Testdatensitze mit m = 20,n = 10, Ep = Eg = 10~ und
a=0.14
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33 T T T T T T

Durchschnittliche Anzahl
an Gesamtiterationsn

15 | | | | 1 |
1043 1044 1045 1046 1047 1058 1049 10%10

Genauigkeit acc

Abbildung 6.12.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen in optimize_P_Q_quad_error in Abhingigkeit von der
gewihlten Genauigkeit acc fiir je 100 Testdatensitze mit m = 20,n = 10,Ep = Eg = 10~* und
a=0.14

Anhand dieser Beispiele und Grafiken ldsst sich also der Eindruck gewinnen, dass der Aufwand der
Programme fiir acc = 107/ ungefihr linear von j abhingt. Fiir Werte mit acc < 10710 kann
es mitunter vorkommen, dass gewisse Programme fiir bestimmte Daten sehr viele Iterationen bendti-
gen. Das liegt daran, dass die Matrix H aus (2.20), die in jedem Schritt invertiert werden muss, zwar
fiir jeden inneren Punkt positiv definit ist, wie fiir die gegenstindlichen Probleme gezeigt wurde, aber
beliebig nahe an eine singuldre Matrix herankommen kann. Das fiihrt wiederum dazu, dass die Berech-
nung der Suchrichtung sehr ungenau wird. Man konnte sich hier zum Beispiel mit einem modifizierten
unvollstdndigen Cholesky-Verfahren, wie es in [Wri9§] vorgestellt wird, Abhilfe verschaffen. Fiir die
Zwecke dieser Arbeit ist aber eine derart hohe Genauigkeit nicht vonnéten, da das Hauptaugenmerk in

den Problemen auf der Reduktion der Spannungsbandbreite mit moglichst geringem Aufwand liegt.

6.3.3. Abhangigkeit von der GroBe der Dimensionen

Nun wollen wir uns damit befassen, wie sich eine Vergroerung der Dimensionen m,n € N auf die
bendtigte Anzahl an Iterationen beziehungsweise auf die benoétigte Zeit zum Auffinden einer Losung
auswirkt. Natiirlich sind die Resultate fiir die Berechnungsdauer der Programme abhingig von der ver-
wendeten Hardware. Die numerischen Tests, deren Resultate hier vorgestellt werden, wurden auf einem
Intel® Core™ i7-950 Prozessor durchgefiihrt.

Zunichst betrachten wir fiir festes m = 20 und n = 5, 10, . . ., 50 die durchschnittliche Iterationsan-
zahl und Zeit fiir je 100 zufillig generierte Testdaten mit o = 0.07 fiir die Steuerung der Blindleistung
und o = 0.14 fiir die Steuerung der Wirk- und Blindleistung. Die Resultate hierfiir sind in den Abbil-
dungen bis zu sehen.
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30 0.06

Durchschnittlich bendtigte
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Durchschnittiche Anzahl
an Cesamtiterationen
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Abbildung 6.13.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und bendtigte Zeit in Sekunden in optimize_Q_ linear in
Abhiingigkeit von der Dimension n fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107%,m = 10 und o = 0.07
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Abbildung 6.14.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in optimize_Q_quad in Ab-
hingigkeit von der Dimension 7 fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107%,m = 10 und o = 0.07
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Durchschnittiche Anzahl
an Cesamtiterationen
Durchschnittlich bendtighe
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Abbildung 6.15.: Durchschnittliche ~Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in opti-
mize_Q linear_error in Abhdngigkeit von der Dimension n fiir je 100 Testdatensitze mit
acc=10"%m =10,Eg = 10 * und o = 0.07
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Abbildung 6.16.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in opt imize_Q_quad_error
in Abhiingigkeit von der Dimension n fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107°% m = 10, Eg = 10™*
und o = 0.07
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Abbildung 6.17.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in optimize_P_Q_linear in
Abhiingigkeit von der Dimension 7 fiir je 100 Testdatensiitze mit acc = 107%,m = 10 und o = 0.14
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Abbildung 6.18.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und bendtigte Zeit in Sekunden in optimize_P_Q_quad in
Abhiingigkeit von der Dimension 7 fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107%,m = 10 und o = 0.14
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Abbildung 6.19.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in opti-
mize_P_Q linear_error in Abhdngigkeit von der Dimension n fiir je 100 Testdatensitze
mitacc =10"%m =10,Ep = Eqg =10 *und o = 0.14
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Abbildung 6.20.: Durchschnittliche =~ Anzahl an Iterationen und benotigte Zeit in Sekunden in opti-
mize_P_Q_ quad_error in Abhingigkeit von der Dimension n fiir je 100 Testdatensitze mit
acc=10"%m =10,Ep = Eg = 10 *und a = 0.14

Nun wollen wir fiir festes n = 10 den Einfluss von m auf den Aufwand der Programme beobacht-
en. Dazu rufen wir fiir m = 10,20,...,100 wieder jeweils 100-mal generatetestdata mit
a = 0.07 fiir die Steuerung der Blindleistung beziechungsweise v = 0.14 fiir die Steuerung der Wirk-
und Blindleistung auf und betrachten die Durchschnittswerte der dafiir benétigten Iterationsanzahl und

Berechnungszeit. In den Abbildungen bis sind die Ergebnisse der einzelnen Programme dazu
grafisch dargestellt.

90



6.3. Numerische Simulationen

34
32 1
= k)
§ = o
oo 7 2=
%5 R
P -
£5 52
£% 28 4 N
EF EL
5 Ec
@ £=
¥ 5=
B 2
g ¢ 26 E El&‘]
ER] g
o a
24 4
o5 . L L . . L L . a L . L L . . L L
10 20 30 40 50 60 7o &0 |0 100 10 20 a0 40 50 ) 70 ) a0 100

Dimension m Dimension m

Abbildung 6.21.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in optimize_Q_linear in
Abhingigkeit von der Dimension m fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107° n = 10 und o = 0.07
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Abbildung 6.22.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in optimize_Q_quad in Ab-
hiingigkeit von der Dimension m fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107%,n = 10 und o = 0.07
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Abbildung 6.23.: Durchschnittliche ~Anzahl an Iterationen und bendtigte Zeit in Sekunden in opti-
mize_Q_ linear_error in Abhingigkeit von der Dimension m fiir je 100 Testdatensitze mit
acc=10"%n=10,Eg = 10" % und o = 0.07
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Abbildung 6.24.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in opt imize_Q_quad_error
in Abhiingigkeit von der Dimension m fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107%,n = 10, Eq = 10~*
und a = 0.07
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Abbildung 6.25.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in opt imize_P_Q_linearin
Abhingigkeit von der Dimension m fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107%,n = 10und o = 0.14
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Abbildung 6.26.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in optimize_P_Q_guad in
Abhiingigkeit von der Dimension m fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107%,n = 10 und o = 0.14

92



6.3. Numerische Simulationen

42 o1z

40 1

38 1

G 1

Durchschnittlich be natigte
Zeitin Sekunden

Dutchschnittliche Anzahl
an Gesamtiterationen

10 2‘0 GID 4‘0 5‘0 6‘0 ?ID BIU 9‘0 100 10 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7"0 BID 9‘0 100
Dimensian m Dimension m
Abbildung 6.27.: Durchschnittliche ~Anzahl an Iterationen und bendtigte Zeit in  Sekunden in opti-

mize_P_Q_ linear_error in Abhingigkeit von der Dimension m fiir je 100 Testdatensitze
mitacc =107%n =10,Ep = Eg = 10"* und o« = 0.14
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Abbildung 6.28.: Durchschnittliche ~Anzahl an Iterationen wund bendtigte Zeit in Sekunden in opti-
mize_P_Q quad_error in Abhingigkeit von der Dimension m fiir je 100 Testdatensitze mit
acc=10"%n=10,Ep = Fg =10"" und o = 0.14

Zuletzt wird noch der Anstieg des Aufwands betrachtet, wenn sowohl n als auch m wachsen. Wir

generieren also fiir j = 1,...,10 je 100 Testdatensitze mit
m = 103, n =57

und o = 0.07 fiir die Steuerung der Blindleistung beziehungsweise o = 0.14 fiir die Steuerung der
Wirk- und Blindleistung. In den Abbildungen bis ist wiederum die mittlere Iterationsanzahl

und Rechendauer der Programme zu sehen.
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Abbildung 6.29.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in optimize_Q_linear in
Abhingigkeit von den Dimensionen m und 7 fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107 und o = 0.07
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Abbildung 6.30.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in optimize_Q_quad in Ab-
hingigkeit von den Dimensionen . und 7 fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107°% und o = 0.07
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mitacc = 107% Eg = 10"* und o = 0.07
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Abbildung 6.32.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in opt imize_Q_quad_error
in Abhiingigkeit von den Dimensionen m und n fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107%, Eg = 10™*
und a = 0.07
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Abbildung 6.33.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in optimize_P_Q_linearin
Abhingigkeit von den Dimensionen m und n fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 1075 und o = 0.14
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Abbildung 6.34.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und bendtigte Zeit in Sekunden in optimize_P_Q_quad in
Abhiingigkeit von den Dimensionen . und 7 fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107 % und o = 0.14
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Abbildung 6.35.: Durchschnittliche Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in opti-

mize_P_Q_linear_error in Abhingigkeit von den Dimensionen mm und n fiir je 100 Testdatensétze
mitacc = 107%, Ep = Eg = 107* und @ = 0.14
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Abbildung 6.36.: Durchschnittliche ~Anzahl an Iterationen und benétigte Zeit in Sekunden in opti-
mize_P_Q_quad_error in Abhingigkeit von den Dimensionen m und n fiir je 100 Testdatensitze
mitacc = 107%, Ep = Eg = 107* und @ = 0.14

In diesen Grafiken lésst sich vor allem der Einfluss von m und n auf die benotigte Zeit ablesen. Wenn
auch die Iterationsanzahl nicht besonders stark ansteigt, so wichst doch die Grofle des in jedem Schritt

auftretenden linearen Gleichungssystems
HAz = —rga — Df(z)" diag(f(x)) ™ reent

sehr deutlich mit m und n und dessen Losung beansprucht daher fiir héhere Dimensionen wesentlich

mehr Zeit. Es ist aber in den Grafiken zu sehen, dass die Laufzeit der Programme fiir
m <50, n <25

immer unter 0.1 Sekunden betrigt. In den meisten Fillen ist es sogar deutlich weniger. Da die regionalen
elektrischen Netzwerke, in denen diese Programme angewendet werden sollen, meist sehr klein sind und
ungefihr die Anzahl an kritischen Knoten und regelbaren Kraftwerken haben wie in den Abschnitten
und 6.2, eignen sich die in dieser Arbeit vorgestellten MATLAB-Funktionen gut zum Bestimmen
einer Losung der zugehorigen Optimierungsprobleme. Mochte man dennoch die Performance der Pro-
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gramme auch fiir hohere Dimensionen verbessern, so konnte man zum Beispiel die Diinnbesetztheit]] der
Matrix H ausnutzen. In den hier relevanten niedrigdimensionalen Problemen wiirde dies aber keinen
Vorteil im Vergleich zum Standardverfahren zum Losen von linearen Gleichungssystemen von MAT-
LAB liefern.

6.3.4. Mehraufwand durch Beriicksichtigung eines Fehlers

Nun wollen wir noch kurz beobachten, wie sich die Laufzeit der Programme, die einen Fehler in der
Linearisierung der Spannungsberechnung mitberiicksichtigen, zur Laufzeit der anderen verhélt. Dazu

generieren wir wie im vorigen Kapitel fiir j = 1, ..., 10 je 100 Testdatensétze mit
m = 105, n =53

und o = 0.07 beziehungsweise o = 0.14 und betrachten die Mittelwerte von
terror
t 9
wobeli terror die Zeit ist, die eine Funktion mit Beriicksichtigung eines Fehlers benotigt, und ¢ die Zeit,

die die entsprechende Funktion ohne Beriicksichtigung des Fehlers braucht. In den Abbildungen
bis ist dies dargestellt.

| | | | | | | |
1
n 20 30 40 50 B0 70 a0 S0 100

Dimension m
n=mi2

Abbildung 6.37.: Quotient der bendtigten Zeit opt imize_Q_linear_error und jener von optimize_Q_linear
in Abhiingigkeit von den Dimensionen m und n fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107% Eg = 10™*
und o = 0.07

ISiehe zum Beispiel [Dav06]
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| | | | | | | |
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Abbildung 6.38.: Quotient der benétigten Zeit von optimize_Q_ quad_error und jener von optimize_Q_ quadin
Abhingigkeit von den Dimensionen m und 7 fiir je 100 Testdatensitze mit acc = 107°%, Eg = 10~ * und
a=0.07
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Abbildung 6.39.: Quotient der benétigten Zeit von optimize_P_Q linear_error und jener von opti-
mize_P_Q linear in Abhingigkeit von den Dimensionen m und n fiir je 100 Testdatensdtze mit
acc = 10_6,Ep =Eq = 1074 und o = 0.14

2z T T T T T T T T
2k _
= 18 4

£

= e B
1.4 -

| | | | | | | |

10 20 30 40 50 E0 70 &0 j=li} 100
Dimension m
n=mi2

Abbildung 6.40.: Quotient der benétigten Zeit von optimize_P_Q_ quad_error und jener von opti-
mize_P_Q_qguad in Abhidngigkeit von den Dimensionen m und n fiir je 100 Testdatensitze mit
acc=10"5Ep = Eg =10"*und o = 0.14

Wir sehen also, dass man zur Losung der Probleme () und () unter Beriicksichtigung eines

Fehlers etwa das Doppelte bis 2.5-fache der Zeit benétigt, die das Losen dieser Probleme ohne Beriick-

sichtigung des Fehlers beansprucht.
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7. Conclusio

Abschlielend ldsst sich festhalten, dass sich die in dieser Arbeit vorgestellten Programme fiir eine nicht

allzu grofle Anzahl an kritischen Knoten m und regelbaren Kraftwerken n, also in etwa
m < 50, n < 25,
und eine Wahl der Genauigkeit acc mit
10719 <acc <107

sehr gut eignen, um die Probleme () und () zu losen. Es ist jedoch empfehlenswert, den Ge-
nauigkeitsparameter nicht kleiner als benotigt zu wihlen, da sich die zu invertierende Matrix H fiir
zu kleine Werte immer mehr einer singuldren Matrix annéhert, was dann ungenaue Berechnungen zu-
folge hat und weiters zu einer verhdltnismiBig sehr langen Laufzeit der Programme fiihren kann. Hier
ist noch anzumerken, dass dies haupsichlich optimize_P_Q linear und optimize_P_Q -
linear_error betrifft. Die Programme, die die euklidische Norm in der Zielfunktion minimieren,
sind deutlich weniger anfillig fiir dieses Verhalten. Wie schon in Abschnitt erwihnt kdnnte man

diesem Problem entgegenwirken, indem man zur Lésung des Gleichungssystems
HAz = —rgu — Df(x)T diag(f ()  reent

ein modifiziertes unvollstindiges Cholesky-Verfahren verwendet, wie es in [Wri96] vorgestellt wird.
Allerdings ist es fiir grolere Werte fiir a c c effizienter, die Standardmethode von MATLAB zur Losung
von linearen Gleichungssystemen zu verwenden. Da es fiir die hier betrachteten Optimierungsprob-
leme wesentlich wichtiger ist, moglichst schnell einen zuldssigen Punkt zu finden, als mit sehr hoher
Genauigkeit ein Minimum zu bestimmen, fiel die Wahl auf das Standardvefahren von MATLAB.

Die hier vorgestellten Programme sollen in kleinen regionalen Netzwerken Anwendung finden. In
diesen haben die zu 16senden Probleme ungefihr die Dimensionen wie in den konkreten Beispielen aus
den Abschnitten .1 und .2, also m = 11 und n = 4. Dafiir eignen sich die vorgestellten MATLAB-
Funktionen sehr gut. Mochte man die Verfahren auch fiir deutlich htherdimensionale Probleme ef-
fizienter machen, so kdnnte man zum Beispiel die Diinnbesetztheit der Matrix H ausnutzen.

Weiters sei noch erwihnt, dass man bei einer Mitberiicksichtigung eines Fehlers ungefihr mit dem
doppelten Zeitaufwand rechnen muss und dass die Programme zur Minimierung der euklidischen Norm
im Allgemeinen etwas schneller sind als jene zur Minimierung der 1-Norm, wie sich anhand der Grafiken
in Abschnitt erkennen lésst.
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A. Programme

A.1. Steuerung der Blindleistung mit linearer Zielfunktion

Programm A.1: optimize_Q_ linear.m

N = N I N PU R S

function [aQ,exitflag,count,time]=

t
e

optimize_Q_ linear (AQ,Q,P,U,EVB,PFmin, Smax, acc)

optimize_Q_linear is a function to solve the optimization problem

min | 1O+aQ ] | _1
s.t. max (U+AQ*aQ) -min (U+AQ*aAQ) < EVB
|Q(1)+AaQ(1i) | < P(i)*tan(acos (PFmin))
[Q(1)+aQ (1) | < sqgrt(Smax (i)”"2-P(i)"2)
with respect to the unknown aQ, where ||.|| is the l-norm:
[Ix]]_l:=sum([x(i)])

Input parameters:

AQ toiiii mxn-matrix to compute an estimate for the change of
voltage

QO iii e current reactive power, n-dimensional vector

= current active power, n-dimensional vector

U eiiieieeen. current voltage, m-dimensional vector

EVB ......... bound on diffusion of voltage vector U, real number

PFmin ....... real number

Smax ... nominal apparent power, n-dimensional vector

ACC e e accuracy, real number (107-6, 107-8, ...)

Output parameters:

AQ ... solution of the problem
exitflag .... exitflag:
exitflag==1 —--> no solution could be found, aQ is
not the solution
exitflag==0 —-—> aAQ is the solution of the problem
ic
xitflag=0;
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103

102

o° o° o oo

o

transform the problem into a linear optimization problem with of
the form

min c’*x
s.t. A*x<b

[m,n]=size (AQ);
v=min (P*tan (acos (PFmin) ), sqrt (Smax.”"2-P."2));

A=

eye (n) , zeros (n) , zeros(n,1l) , zeros(n,1l) ;
—eye (n) , —eye(n) , zeros(n,l) , zeros(n,l) ;
—eye (n) , eye (n) , zeros(n,1l) , zeros(n,1l) ;
zeros(l,n), zeros(l,n) , 1 , -1 ;
zeros (m,n), AQ , —ones(m,1) , zeros(m,1l) ;
zeros (m,n), —-AQ , zeros(m,1) , ones(m,1) 1;
v; Q; -Q; EVB; -U; U]I

[M,N]=size(A); % determine the dimensions of the problem
x=zeros (N, 1) ; % choose a starting point

% Phase I:
% find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
% solving a linear optimization problem

min =z (phasel)
s.t. A*x-b < z

% starting with z>max (A*x-b) and stopping as soon as z<0 1is achieved

o\

determine the maximal violation of the constraints

fmax=max (A*x-Db) ;
if fmax>0

% transform to prepare for (phasel)
X (N+1)=fmax+0.1;
A(:,N+1)=-ones (M, 1);
c=(1:N+1==N+1)";
run linear optimization algorithm for (phasel)
x,count (1) ]=solve_lp(c,A,b,x,acc,1l);
f x(N+1)>0
if no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible
% point for the original problem can be found, so stop and
set exitflag=1
AQ=x (n+1:2*n);
exitflag=1;
time=toc;
count (2)=0;
count (3)=count (1) ;
return
end
% (phasel) was successful, retransform the problem
x=x (1:N) ;
A=A (:,1:N);

o°

o\

% Phase I1:
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104
105
106
107
108
109
110

% If we have found a feasible point we can start the actual
% optimization

c=(1:N<n)’;

[x,count (2) ]=solve_lp(c,A,b,x,acc,0);

count (3)=count (1) +count (2) ;

AQ=x (n+1:2*n) ;

time=toc;

Programm A.2: solve_lp.m

N T = ¥ N T

AR OB A A R OB A A WL WL W W oW LW W W RN NN NN N W = o e e e e
% U &3 & B O 0 = 3 0% %0 d& G E R0 RS0 %03 G E OO0 =~ 30 ®» 90 g E R = O

function [x,count]=solve_lp(c,A,b,x,acc,phasel)

% min c¢’x
% s.t. A*x<b

with an interior point algorithm.

% Input Parameters
o
)

B ettt ee i n-dimensional column vector describing the

% ojective funktion

S A mxn-matrix describing the constraints

T © T m-dimensional column vector describing the

% constraints

D S n-dimensional column vector, feasible starting
% point for the optimization problem

& ACChe v v v, accuracy, real number (107-6, 10"-8, ...)

% phasel....... boolean number to decide, if the actual minimum

should be found (phaseI=0) or if the program
should be stopped, as soon as feasible point for a
reduced problem is found, i.e. as soon as the
objective function c’*x<0 (phaseI=1)

% Output Parameters
%

D S n-dimensional column vector, either the solution of
of the problem or a feasible point for a reduced
% problem

count=0;

% set parameter mu

mu=20;

% determine the dimensions of the problem
[m,n]=size (A);

% set starting dual variable
lambda=ones (m, 1) ;

% compute the value of the constraints
f=A*x-b;

% compute the surrogate duality gap eta and starting value for t
eta=-f’*lambda;
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49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

65
66
67
68
69
70
71
72

t=mu*m/eta;
% compute rdual and rcent in the KKT-conditions
rdual=c+A’ *lambda;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m, 1) /t;
while eta>acc || norm(rdual)>acc
count=count+1;
% determine the matrix describing the linear system for the
% newton step, solve that and determine ax and deltlambda
H=A’*diag (-lambda./f) *A;
ax=-H\ (rdual+A’*diag(1l./f) *rcent);
alambda=-diag (lambda./f) *A*ax+diag (1./f) *rcent;
% perform a line search and set the new values for x and lambda
and compute the new values for rdual and constraints
%, lambda, rdual, f]=1linesearch_lp(x, lambda, ax, alambda, . ..
c,A,b,t, rdual, rcent);
% compute the new surrogate duality gap,
eta=-f’*lambda;
t=mu*m/eta;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m, 1) /t;
%$ 1f in phase I: check if objective value z<0 and if so:
if phasel && c’*x<-acc
break;

[

t, and rcent

stop

end
end

Programm A.3: 1inesearch_lp.m

o = N ¥ R NOR VU R R

104

function [x_new,lambda_new,rdual, f]l=
linesearch_lp(x, lambda, ax, alambda,c,A,b,t, rdual, rcent)

linesearch_lp performs a backtracking linesearch for the search
direction (ax,alambda) calculated in solve_lp.

Input Parameters:

X et e current primal variable, n-dimensional vector

% lambda...... current dual variable, m-dimensional vector

E AKX e e search direction for x, n-dimensional vector

% aAlambda..... search direction for lambda, m-dimensional vector

B Ceieiie n-dimensional vector describing the objective function
S Ao, (mxn)-Matrix describing the linear constraints

S beoooiiii, m-dimensional vector describing the linear constraints
R AP real number needed to calculate rcent

% rdual....... current value for rdual in the KKT-conditions,

% n-dimensional vector

% rcent....... current value for rcent in the KKT-conditions,

m—-dimensional

Output Parameters:

....... new value for
lambda_new. .new value for

value for rdual at x_new,

vector

X, n-dimensional vector
lambda, m-dimensional vector
n-dimensional vector
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32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
)
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
63
69
70
71

R S value for the constraints at x_new, m-dimensional
% vector

% set some parameters
beta=0.5;
alpha=0.05;
% determine the dimensions
m=size (A, 1);
% determine the maximal value for the step length
y=ones (m+1,1);
for i=1:m

if alambda (i) <0

y (i)=-lambda (i) /alambda (i) ;

end
end
s=0.99*min (vy) ;
% compute current norm of (rdual,rcent)
oldnorm=norm([rdual;rcent]);
% set new x and lambda
X_New=x+sS*Ax;
lambda_new=lambda+s*alambda;
% compute the value of the constraints
f=A*x_new-b;
% compute the new values of rdual and rcent
rdual=c+A’ *lambda_new;

rcent=-diag (lambda_new) *f-ones (m, 1) /t;

while max(f)>0 || norm([rdual;rcent])>oldnorm* (1-alpha*s)
% reduce step length s
s=beta*s;
% set new x and lambda
X_new=x+s*Ax;
lambda_new=lambda+s*alambda;
% compute the value of the constraints
f=A*x_new-b;
% compute the new values of rdual and rcent
rdual=c+A’ *lambda_new;
rcent=-diag (lambda_new) *f-ones (m, 1) /t;

end

A.2. Steuerung der Blindleistung mit quadratischer

Zielfunktion

Programm A.4: optimize_Q_quad.m

[ R N N

function [aQ,exitflag,count,time]=
optimize_Q_quad(AQ,Q,P,U,EVB,PFmin, Smax, acc)

o\

optimize_Q is a function to solve the optimization problem

o\

o°

min (| 1Q+aQ][_2)"2
s.t. max (U+AQ*AQ) —-min (U+AQ*AQ) < EVB

o
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106

% |Q(1)+aQ (1) | < P(i)*tan(acos (PFmin))

% [Q(1)+aQ (1) | < sgrt(Smax (i) 2-P(i)"2)

% with respect to the unkwnown aQ, where |].]|_2 is the 2-norm:
S | Ix||_2:=sgrt (sum(|x(i)"2))

% Input parameters:

S AQ ... mxn-matrix to compute an estimate for the change of
% voltage

S 0 e current reactive power, n-dimensional vector

S P e current active power, n-dimensional vector

S U i current voltage, m-dimensional vector

$ EVB ......... bound on diffusion of voltage vector U, real number
% PFmin ....... real number

% Smax ... nominal apparent power, n-dimensional vector

% ACC e ieee accuracy, real number (107-6, 10"-8, ...)

% Output parameters:

S AQ ... solution of the problem

% exitflag .... exitflag:

% exitflag==1 --> no solution could be found, aQ is
% not the solution

% exitflag==0 --> aQ is the solution of the problem
tic

% transform the problem into a gquadratic optimization problem with of
% the form

% min x’*J*x
% s.t. A*x<b

[m,n]=size (AQ) ;
v=min (P*tan (acos (PFmin) ), sqrt (Smax.”"2-P."2));

A=[ eye(n) , zeros(n) , zeros(n,1l) , zeros(n,1l) ;
—eye (n) , —eye(n) , zeros(n,l) , zeros(n,l) ;
—eye (n) , eye (n) , zeros(n,1l) , zeros(n,1l) ;
zeros(l,n), zeros(l,n) , 1 , -1 ;
zeros (m,n), AQ , —ones(m,1) , zeros(m,1l) ;
zeros (m,n), —-AQ , zeros(m,1) , ones(m,1) 1;

[M,N]=size(A); % determine the dimensions of the problem

x=zeros (N, 1) ; % choose a starting point
% Phase I:
% find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
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69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

100

101

102

103

104

105

106

107

oe

solving a linear optimization problem

o\

o

min =z (phasel)
s.t. A*x-b < z

o° o

o\°

starting with z>max (A*x-b) and stopping as soon as z<0 is achieved

% determine the maximal violation of the constraints

fmax=max (A*x-b) ;

if fmax>0
% transform to prepare for (phasel)

(N+1)=fmax+0.1;

(:,N+1)=-ones (M, 1) ;

=(1:N+1==N+1)";

run linear optimization algorithm for (phasel)

x,count (1) ]=solve_lp(c,A,b,x,acc,1);

f x(N+1)>0
% 1f no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible
% point for the original problem can be found, so stop and

set exitflag=1

AQ=x (n+1:2*n);

exitflag=1;

time=toc;

return

x
A
c

[
i

o\

end
% (phasel) was successful, retransform the problem
x=x (1:N);

A=A (:,1:N);

% Phase I1:

% If we have found a feasible point we can start the actual
% optimization

J=diag ((1:N<n));

[x,count (2) ]=solve_qglp(J,A,b,x,acc);

count (3)=count (1) +count (2) ;

AQ=x (n+1:2*n) ;

time=toc;

Programm A.5: solve_glp.m

N R I N T R N

Y G
= Y L =]

function [x,count]=solve_qglp(J,A,b,x,acc)

% The function solve_lp solves the linear optimization problem

% min x’Jx
% s.t. Ax<b
%

% with an interior point algorithm.

% Input Parameters

NS positive definite (nxn)-matrix describing the
% ojective funktion
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S A e mxn-matrix describing the constraints

I T m-dimensional column vector describing the

% constraints

B X it n-dimensional column vector, feasible starting
% point for the optimization problem

S ACC. et ee e accuracy, real number (107-6, 107-8, ...)

% Output Parameters

D S, n-dimensional column vector, either the solution of
% of the problem or a feasible point for a reduced
% problem

count=0;

% set parameter mu

mu=20;

% determine the dimensions of the problem
[m,n]=size (A);

% set starting dual variable
lambda=ones (m, 1) ;

% compute the value of the constraints

f=A*x-Db;

% compute surrogate duality gap eta and starting value for t:
eta=-f’'*lambda;

t=mu*m/eta;

s compute rdual and rcent in the KKT-conditions

rdual=2*J*x+A’ *lambda;

rcent=-diag (lambda) *f-ones (m, 1) /t;

while eta>acc || norm(rdual)>acc
count=count+1;
% determine the matrix describing the linear system for the
% newton step, solve that and determine ax and deltlambda
H=2*J+A’ *diag (-lambda./f) *A;
ax=-H\ (rdual+A’*diag(1l./f) *rcent);
alambda=-diag (lambda./f) *A*ax+diag (1./f) *rcent;
% perform a line search and set the new values for x and lambda
% and compute the new values for rdual and constraints
[x, lambda, rdual, f]=1linesearch_glp (x, lambda, ax, aAlambda, . ..

J,A,b,t,rdual, rcent);

% compute the new surrogate duality gap, t, and rcent
eta=-f’*lambda;
t=mu*m/eta;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m, 1) /t;

end

Programm A.6: 1inesearch_glp.m

© N o ! R W N =

108

function [x_new, lambda_new, rdual, f]=
linesearch_glp(x, lambda, ax, alambda, J,A,b,t, rdual, rcent)

% linesearch_qglp performs a backtracking linesearch for the search
% direction (ax,alambda) calculated in solve_glp.
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Input Parameters:

D S, current primal variable, n-dimensional vector

$ lambda...... current dual variable, m-dimensional vector

S AX e e e e search direction for x, n-dimensional vector

% aAlambda..... search direction for lambda, m-dimensional vector
IS P (nxn)-Matrix describing the objective function

S Al (mxn) -Matrix describing the linear constraints

T o T m-dimensional vector describing the linear constraints
I real number needed to calculate rcent

% rdual....... current value for rdual in the KKT-conditions,

% n—-dimensional vector

$ rcent....... current value for rcent in the KKT-conditions,

% m-dimensional vector

S X NEW..vuuwno. new value for x, n-dimensional vector

% lambda_new..new value for lambda, m—-dimensional vector

$ rdual....... value for rdual at x_new, n-dimensional vector

S £ iiiia. value for the constraints at x_new, m-dimensional
% vector

% set some parameters
beta=0.5;
alpha=0.05;
% determine the dimensions
m=size (A, 1);
% determine the maximal value for the step length
y=ones (m+1,1);
for i=1:m

if alambda (i) <0

y (i)=-lambda (i) /alambda (i) ;

end
end
s=0.99*min (y) ;
% compute current norm of (rdual,rcent)
oldnorm=norm([rdual; rcent]);
$ set new x and lambda
X_New=x+sS*Ax;
lambda_new=lambda+s*alambda;
% compute the value of the constraints
f=A*x_new-b;
% compute the new values of rdual and rcent
rdual=2*J*x_new+A’ *lambda_new;

rcent=-diag (lambda_new) *f-ones (m, 1) /t;

while max (f)>0 || norm([rdual;rcent])>oldnorm* (1-alpha*s)
% reduce step length s

s=beta*s;

% set new x and lambda

X_new=x+s*ax;

lambda_new=lambda+s*alambda;

% compute the value of the constraints

f=A*x_new-b;

% compute the new values of rdual and rcent
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69
70
71

rdual=2*J*x_new+A’ *lambda_new;
rcent=-diag (lambda_new) *f-ones (m, 1) /t;
end

A.3. Steuerung der Wirk- und Blindleistung mit linearer

Zielfunktion

Programm A.7: optimize_P_Q linear.m

O e NN W R W N =

110

function [aP,aQ,exitflag,count,time]l=...
optimize_P_Q linear (AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax, acc)

% optimize_P_Q linear is a function to solve the optimization
% problem

% min [ 10+aQ| | _1

% s.t. max (U+AQ*AQ) —min (U+AQ*AQ) < EVB

% [Q(1)+aQ (i) | < P(i)*tan(acos (PFmin))

% [Q(1)+aQ (1) | < sgrt(Smax (i) 2-P(1)"2)

% with respect to the unknown aQ, where ||.]||_1 is the l1-norm:

T x| 1_l:=sum(|x(1) )

% Input parameters:

S AP ... mxn-matrix to compute an estimate for the change of
% voltage

S AQ ... mxn-matrix to compute an estimate for the change of
% voltage

$ P .. current active power, n-dimensional vector

S Q0 e current reactive power, n-dimensional vector

S U ciiiiiie.. current voltage, m-dimensional vector

$ EVB ......... bound on diffusion of voltage vector U, real number
% PFmin ....... real number

% Smax ... nominal apparent power, n-dimensional vector

% ACC e eeee accuracy, real number (107-6, 107-8, ...)

% Output parameters:

S AQ ... solution of the problem

% exitflag .... exitflag:

% exitflag==1 --> no solution could be found, aQ is

% not the solution

% exitflag==0 —--> aAQ is the solution of the problem

tic
exitflag=0;
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46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62

o o o

o\

transform the problem into a optimization problem of the form

min c¢’*x
s.t. A*x < Db
diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x < d

[m,n]=size (AQ) ;
tp=tan(acos (PFmin)) ;

A=[-eye (n) ,zeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
eye (n) , zeros (n) ,zeros (n,1l),zeros(n,1);
-tp*eye(n), eye(n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
-tp*eye(n), —eye (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
zeros (1l,n),zeros(1,n), 1 ,—1 ;

AP , AQ ,—ones(m,1),zeros (m,1);

—-AP , —AQ ,zeros(m,1),ones(m,1) ];

b=[P; zeros(n,1l); tp*P-Q; tp*P+Q; EVB; -U; U];

68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105

[M,N]=size (A); % determine the dimensions of the problem
x=zeros (N, 1) ; % choose a starting point

Phase I:
find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
solving a linear optimization problem

min =z (phasel)
s.t. A*x-b < z
diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d < z

starting with z>max (A*x-b,diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d)
and stopping as soon as z<0 is achieved

determine the maximal violation of the constraints

fmax=max ([-b;-d]);
if fmax>0

Q

% transform to prepare for (phasel)
N+1)=fmax+0.1;
,N+1)=-ones (M,

(

(: ( )
(:,N+1)=zeros (n,
(: (n

1);
1),
,N+1)=zeros 1);
(1:N+1==N+1)";
run linear optimization algorithm for (phasel)
x,count (1) ]=solve_lqgp(c,A,b,XK,L,P,0Q,d,x,acc,1);
if x(N+1)>0
% 1f no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible
% point for the original problem can be found, so stop and
% set exitflag=l1l
AP=x(1:n);
AQ=x (n+1:2*n);
exitflag=1;
time=toc;
return

4

H-— e Q B RO X
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106 end

107 % (phasel)
108 x=x (1:N) ;
109 :

110
111
12
113
114
115
116
17
118
119
120
121

was successful, retransform the problem

end

o\

If we have found a feasible point we can start the actual
% optimization

c=-(1:N<n)’;

[x,count (2) ]=solve_lgp(c,A,b,K,L,P,Q,d,x,acc,0);

count (3)=count (1) +count (2) ;

AP=x (1:n);

AQ=x (n+1:2%*n);

time=toc;

Programm A.8: solve_lgp.m

function [x,count]=solve_lqgp(c,A,b,K,L,P,Q,d, x,acc,phasel)

% The function solve_lp solves the linear optimization problem

% min c’*x
% s.t. A*x < Db
% diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x < d

© N U AW o —
o\

with an interior point algorithm.

14 % Input Parameters

15 %

16 % Cuoviiinnnnnn. n-dimensional column vector describing the

7 % ojective funktion

18 % A, mxn-matrix describing the constraints

T © T m-dimensional column vector describing the

20 % constraints

20 % Kooooooo.. pxn-matrix describing the constraints

2 % Lueeeeeeennn. pxn-matrix describing the constraints

2B % P, p-dimensional column vector describing the

1 % constraints, current active power in optimize_P_Q_*
25 % Qi p-dimensional column vector describing the

2% % constraints, current reactive power in optimize_P_Q_*
27 % de.o oo, p-dimensional column vector describing the

28 % constraints

29 % Kt n—-dimensional column vector, feasible starting

0 % point for the optimization problem

31 5 ACC. e e e accuracy, real number (10%-6, 107-8, ...)

2 % phasel....... boolean number to decide, 1if the actual minimum

112

should be found (phaseI=0) or if the program
should be stopped, as soon as feasible point for a
reduced problem is found, i.e. as soon as the
objective function c’*x<0
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40
41
42
43
44
45
16
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
7
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

% Output Parameters

D S n—-dimensional column vector, either the solution of
% of the problem or a feasible point for a reduced

% problem

count=0;

% set parameter mu:

mu=20;

% determine the dimensions of the problem:
[m,n]=size (A);
p=size (P, 1);
% set starting dual variable:
lambda=ones (m+p, 1) ;
% compute the value of the constraints:
if phasel
f=[A*x-b;diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d-x (n) *ones (p, 1) 1;
df=[A;2*diag (K*x+P) *K+2*diag (L*x+Q) *L-[zeros (p,n-1) ,ones (p,1)11;
else
f=[A*x-b;diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d];
df=[A;2*diag (K*x+P) *K+2*diag (L*x+Q) *L];
end
% compute surrogate duality gap eta and starting value for t:
eta=-f’*lambda;
t=mu* (m+p) /eta;
% compute rdual and rcent in the KKT-conditions:
rdual=c+df’ *lambda;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m+p, 1) /t;
while eta>acc || norm(rdual)>acc
count=count+1;
% determine the matrix describing the linear system for the
% newton step, solve that and determine ax and deltlambda
H=2*K’*diag (lambda (m+1:m+p) ) *K+2*L’ *diag (lambda (m+1:m+p) ) *L+. ..
df’*diag(-lambda./f) *df;
ax=—-H\ (rdual+df’*diag(1l./f) *rcent);
alambda=-diag (lambda./f) *df*ax+diag(1./f) *rcent;
% perform a line search and set the new values for x and lambda
% and compute the new values for rdual and constraints
[x, lambda, rdual, f,df]=1linesearch_lgp (x, lambda,
Ax,alambda,c,A,b,K,L,P,Q,d, t, rdual, rcent,phasel);
% if in phase I: check if objective value z<0 and if so: stop
if phasel && c’*x<-acc
break;
end
% compute the new surrogate duality gap eta, t, and rcent
eta=-f’*lambda;
t=mu* (m+p) /eta;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m+p, 1) /t;
end

Programm A.9: linesearch_lgp.m

LS T S

function [x_new, lambda_new, rdual, f,df]=1linesearch_lqgp (x,lambda,
Ax,alambda,c,A,b,K,L,P,Q,d, t, rdual, rcent, phasel)

% linesearch_lgp performs a backtracking linesearch for the search
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% direction (ax,alambda) calculated in solve_lgp.

10 % Input Parameters:

12 0% Xuveewewenn current primal variable, n-dimensional vector

13 % lambda...... current dual variable, (m+p)-dimensional vector

4 % AX e eeenenn. search direction for x, n—-dimensional vector

15 % alambda..... search direction for lambda, (m+p)-dimensional vector
16 % Coveiinnnnn n-dimensional vector describing the objective function
17 % Al (mxn) -Matrix describing the linear constraints

8 % b.o...o.oo.. m-dimensional vector describing the linear constraints
9 % Koo, (pxn) -Matrix describing the quadratic constraints

20 % Lo (pxn) -Matrix describing the quadratic constraints

20 % P, p-dimensional column vector describing the

2 % constraints, current active power in optimize_P_Q *

2B % Qv p-dimensional column vector describing the

1 % constraints, current reactive power in optimize_P_Q_*
35 % do... p-dimensional vector describing the quadratic

2% % constraints

27 % Lo real number needed to calculate rcent

28 % rdual....... current value for rdual in the KKT-conditions,

29 % n—-dimensional vector

30 % rcent....... current value for rcent in the KKT-conditions,

31 % (m+p) —~dimensional vector

2 % phasel...... boolean number describing, if the algorithm is in phase

39 % X _NEeW..uoo.. new value for x, n-dimensional vector

40 % lambda_new..new value for lambda, (mtp)-dimensional vector

41 % rdual....... value for rdual at x_new, n-dimensional vector

2 % fooooooooL. value for the constraints at x_new, (m+p)-dimensional
3% vector

4 S df...... .. value for the derivative of the constraints at x_new,

45 0% (m+p) —dimensional wvector

46 F e e

44 % set some parameters

49 beta=0.5;

50 alpha=0.05;

51 % determine the dimensions

[m,n]=size (A);

53 p=size (K, 1);

s4a % determine the maximal value for the step length
55 y=ones (m+tp+l,1);

se for i=l:m+p

57 if alambda (i) <0

58 y(i)=-lambda (i) /alambda (i) ;
59 end

60 end

61 s=0.99*min (y);
62 % compute current norm of (rdual,rcent)
63 oldnorm=norm([rdual;rcent]);

64 % set new x and lambda
65 X_New=x+s*Ax;
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66 lambda_new=lambdat+s*alambda;
67 % compute the value of the constraints
68 1f phasel

69 f=[A*x_new-b;diag (K*x_new+2*P) *K*x_new+. . .

70 diag (L*x_new+2*Q) *L*x_new-d-x_new (n) *ones (p, 1) ]1;
71 df=[A;2*diag (K*x_new+P) *K+. ..

72 2*diag (L*x_new+Q) *L-[zeros (p,n-1),ones(p,1)11;

73 else

74 f=[A*x_new-b;diag (K*x_new+2*P) *K*x_new+. ..

75 diag (L*x_new+2*Q) *L*x_new-d];

76 df=[A;2*diag (K*x_new+P) *K+2*diag (L*x_new+Q) *L];

77 end

o)

78 % compute the new values of rdual and rcent
79 rdual=c+df’*lambda_new;

80 rcent=-diag(lambda_new)*f-ones (m+p,1)/t;

81

82 while max(f)>0 || norm([rdual;rcent])>oldnorm* (l-alpha*s)
83 % reduce step length s

84 s=beta*s;

85 % set new x and lambda

86 X_New=x+s*Ax;

87 lambda_new=lambda+s*alambda;

88 % compute the value of the constraints

89 if phasel

90 f=[A*x_new-b;diag (K*x_new+2*P) *K*x_new+. ..

91 diag (L*x_new+2*Q) *L*x_new-d-x_new (n) *ones (p, 1) 1;
92 df=[A;2*diag (K*x_new+P) *K+. ..

93 2*diag (L*x_newtQ) *L-[zeros (p,n-1),ones(p,1)11;
94 else

95 f=[A*x_new-b;diag (K*x_new+2*P) *K*x_new+. ..

96 diag (L*x_new+2*Q) *L*x_new-d];

97 df=[A;2*diag (K*x_new+P) *K+2*diag (L*x_new+Q) *L];
98 end

99 % compute the new values of rdual and rcent

100 rdual=c+df’ *lambda_new;

101 rcent=-diag (lambda_new) *f-ones (m+p, 1) /t;

102 end

A.4. Steuerung der Wirk- und Blindleistung mit quadratischer
Zielfunktion

Programm A.10: optimize_P_Q_quad.m

function [aAP,aQ,exitflag,count,time]=optimize_P_Q_qgquad (AP,AQ, ...
P,Q,U,EVB,PFmin, Smax, acc)

optimize_P_Q quad is a function to solve the optimization
% problem

I T i TR S
o\°

% min (| [Q+aQ][_2)"2
% s.t. max (U+AQ*AQ)-min (U+AQ*AQ) < EVB
0 % [O(1)+aQ (1) | < P(1i)*tan(acos (PFmin))

o

|Q(i)+aQ (i) | < sqgrt (Smax (i)"2-P (i)"2)
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13 % with respect to the variable aQ, where ||.||_2 is the 2-norm:
4 % |Ix||_2:=sqgrt(sum(|x(i)["2))

18 5 Input parameters:

20 $ AP .......... mxn-matrix to compute an estimate for the change of
21 % voltage

2 % A0 ... mxn-matrix to compute an estimate for the change of
23 % voltage

- = current active power, n-dimensional vector

5 %5 Q0 e current reactive power, n-dimensional vector

6 % U oo, current voltage, m-dimensional vector

27 $ EVB ......... bound on diffusion of voltage vector U, real number
282 % PFmin ....... real number

29 % Smax ........ nominal apparent power, n-dimensional vector

30 % ACC e e i e accuracy, real number (107-6, 107-8, ...)

3 % Output parameters:

36 %5 AQ ... solution of the problem

37 % exitflag .... exitflag:

8 % exitflag==1 --> no solution could be found, aQ is

9 % not the solution

0 % exitflag==0 --> aAQ is the solution of the problem
e
4

4 tic

47 % transform the problem into a optimization problem of the form
8 % min x’'*J*x

49 % s.t. A*x < Db
50 % diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x < d

s2 [m,n]=size (AQ);
53 tp=tan(acos (PFmin));

55 A=[-eye (n) ,zeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
56 eye (n) , zeros (n) ,zeros (n,1l),zeros(n,1);
57 —tp*eye(n), eye(n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
58 -tp*eye(n), —eye (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
59 zeros (1,n),zeros(1l,n), 1 , -1 ;
60 AP , AQ ,—ones(m, 1), zeros (m,1);
61 —-AP , —AQ ,zeros (m,1),ones(m,1) 1;

63 b=[P; zeros(n,l); tp*P-Q; tp*P+Q; EVB; -U; U];

65 K=[eye(n),zeros(n),zeros(n,1),zeros(n,1)];
6 L=[zeros(n),eye(n),zeros(n,1l),zeros(n,1)1];
67 d=Smax.""2-P."2-Q."2;

71 [M,N]=size (A); % determine the dimensions of the problem
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72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
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% Phase I:
% find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
% solving a linear optimization problem

min =z (phasel)
% s.t. A*x-b < z
% diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d < z

% starting with z>max (A*x-b,diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d)
% and stopping as soon as z<0 is achieved

% determine the maximal violation of the constraints
fmax=max ([-b;-d]);
if fmax>0

% transform to prepare for (phasel)

X (N+1)=fmax+0.1;

(

(:,N+1)=-ones (M, 1);
(:,N+1)=zeros (n,1);
(:,N+1)=zeros (n,1);

(1:N+1==N+1)";

run linear optimization algorithm for (phasel)

x,count (1) ]=solve_lgp(c,A,b,XK,L,P,Q,d,x,acc,1);

if x(N+1)>0

if no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible
% point for the original problem can be found, so stop and
set exitflag=1

AP=x(1:n);

AQ=x (n+1:2*n);

exitflag=1;

time=toc;

count (2)=0;

count (3)=count (1) ;

Fe— oo Q B RO

o\

o\°

return
end
% (phasel) was successful, retransform the problem
x=x (1:N);
A=A (:,1:N);
K=K (:,1:N);
L=L(:,1:N);

end

% If we have found a feasible point we can start the actual
% optimization

J=diag ((1:N<n));

[x, count (2) ]=solve_qgp(J,A,b,K,L,P,Q,d, x,acc);

count (3)=count (1) +count (2) ;

AP=x(1:n);

AQ=x (n+1:2%*n) ;

time=toc;

Programm A.11: solve_qggp.m

function [x,count]=solve_qgp(J,A,b,K,L,P,Q,d, x,acc)
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% The function solve_ggp solves the convex optimization problem

% min x’*J*x
% s.t. A*x < Db
% diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x < d

% with an interior point algorithm.

% Input Parameters

TS I nxn-matrix describing the ojective funktion

S Ao, mxn-matrix describing the constraints

S b, m-dimensional column vector describing the

% constraints

S Koo, pxn-matrix describing the constraints

I pxn-matrix describing the constraints

T p-dimensional column vector describing the

% constraints, current active power in optimize_P_Q_*
T O L p-dimensional column vector describing the

% constraints, current reactive power in optimize_P_Q_*
S deeeiiii i, p-dimensional column vector describing the

% constraints

D S n-dimensional column vector, feasible starting

% point for the optimization problem

% ACC .t et ieeenn accuracy, real number (10%-6, 107-8, ...)

% Output Parameters

D S n—-dimensional column vector, either the solution of
% of the problem or a feasible point for a reduced
% problem

count=0;
% set parameter mu:
mu=20;
% determine the dimensions of the problem:
[m,n]=size (A);
p=size (K, 1);
% set starting dual variable:
lambda=ones (m+p, 1) ;
% compute the value of the constraints:
f=[A*x-b;diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d];
df=[A;2*diag (K*x+P) *K+2*diag (L*x+Q) *L];
% compute surrogate duality gap eta and starting value for t:
eta=-f’'*lambda;
t=mu* (m+p) /eta;
% compute rdual and rcent in the KKT-conditions:
rdual=2*J*x+df’ *lambda;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m+p, 1) /t;
while eta>acc || norm(rdual)>acc
count=count+1;
% determine the matrix describing the linear system for the
% newton step, solve that and determine ax and deltlambda
H=2*J+2*K’ *diag (lambda (m+1:m+p) ) *K+. ..
2*L’*diag (lambda (m+1:m+p) ) *L+df’ *diag (-lambda./f) *df;
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ax=-H\ (rdual+df’*diag(1./f) *rcent) ;
aAlambda=-diag (lambda./f) *df*ax+diag (1./f) *rcent;
% perform a line search and set the new values for x and lambda
% and compute the new values for rdual and constraints
[x, lambda, rdual, £f,df]=1linesearch_qgqgp (x, lambda, ax,
aAlambda, J,A,b,K,L,P,Q,d,t, rdual, rcent) ;
% compute the new surrogate duality gap eta, t, and rcent
eta=-f’*lambda;
t=mu* (m+p) /eta;
rcent=-diag (lambda) *f-ones (m+p, 1) /t;
end

Programm A.12: l1inesearch_ggp.m

= = Y N T R

_ k= ==
WD = O

15

function [x_new, lambda_new, rdual, f,df]=1inesearch_qgp (x, lambda,
Ax,alambda,Jd,A,b,K,L,P,Q,d, t, rdual, rcent)

% linesearch_qggp performs a backtracking linesearch for the search
% direction (ax,alambda) calculated in solve_qggp.

% Input Parameters:
o
o

T S current primal variable, n-dimensional vector
% lambda...... current dual variable, (m+p)-dimensional vector
S AX e e e search direction for x, n-dimensional vector
% alambda..... search direction for lambda, (m+p)-dimensional vector
R S nxn-Matrix describing the objective function
S A e (mxn) -Matrix describing the linear constraints
I o I m-dimensional vector describing the linear constraints
S Koo (pxn) -Matrix describing the quadratic constraints
T L. (pxn) -Matrix describing the quadratic constraints
S P p-dimensional column vector describing the
% constraints, current active power in optimize P_Q_*
S Queei it p-dimensional column vector describing the
% constraints, current reactive power in optimize_P_Q_*
e I p-dimensional vector describing the quadratic
% constraints
T real number needed to calculate rcent
$ rdual....... current value for rdual in the KKT-conditions,
% n-dimensional vector
rcent....... current value for rcent in the KKT-conditions,

(mtp) ~dimensional vector

% Output Parameters:
%

$ X NeW....... new value for x, n—-dimensional vector

% lambda_new..new value for lambda, (mt+p)-dimensional vector

$ rdual....... value for rdual at x_new, n-dimensional vector

I value for the constraints at x_new, (mtp)-dimensional
% vector

e B value for the derivative of the constraints at x_new,
% (m+p) —dimensional vector
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% set some parameters
beta=0.5;
alpha=0.05;
% determine the dimensions
[m,n]=size (A);
p=size (K, 1);
% determine the maximal value for the step length
y=ones (m+p+1,1);
for i=1:m+p

if alambda (i) <0

y (i)=-lambda (i) /alambda (i) ;

end
end
s=0.99*min (y) ;
% compute current norm of (rdual,rcent)
oldnorm=norm([rdual; rcent]);
% set new x and lambda
X_New=x+s*Ax;
lambda_new=lambda+s*alambda;
% compute the value of the constraints
f=[A*x_new-b;diag (K*x_new+2*P) *K*x_new+diag (L*x_new+2*Q) *L*x_new-d];
df=[A;2*diag (K*x_new+P) *K+2*diag (L*x_new+Q) *L];
% compute the new values of rdual and rcent
rdual=2*J*x_new+df’ *lambda_new;

rcent=-diag (lambda_new) *f-ones (m+p, 1) /t;

while max(f)>0 || norm([rdual;rcent])>oldnorm* (l-alpha*s)
% reduce step length s
s=beta*s;
% set new x and lambda
X_New=x+sS*Ax;
lambda_new=lambdat+s*alambda;
% compute the value of the constraints
f=[A*x_new-b;diag (K*x_new+2*P) *K*x_newt+diag (L*x_new+. ..
2*Q) *L*x_new-d];
df=[A;2*diag (K*x_new+P) *K+2*diag (L*x_new+Q) *L];
% compute the new values of rdual and rcent
rdual=2*J*x_new+df’ *lambda_new;
rcent=-diag (lambda_new) *f-ones (m+p, 1) /t;
end

A.5. Steuerung der Blindleistung unter Beriicksichtigung eines

Fehlers bei der Spannungsberechnung

Programm A.13: optimize_Q_linear_error.m

N o v R W N~

function [aQ,exitflag,count,time]l=
optimize_Q_linear_error (AQ,Q,P,U,EVB,PFmin, Smax,acc, EQ)

% optimize_Q_ linear_error is a function to solve the optimization
% problem
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% min [ 1Q0+aQ| | _1

% s.t. max (U+AQ*AQ) —min (U+AQ*AQ) < EVB

% [Q(1)+aQ (i) | < P(i)*tan(acos (PFmin))

% [Q(1)+aQ (1) | < sqgrt(Smax (i)"2-P(i)"2)

% |AQ(1,])*AQeXaCt(l,j)| < EQ(lrj)

% with respect to the unknown aQ, where |].]|]| is the l1-norm:
T x| _l:=sum(|x(1)])

% Input parameters:

TAQ Lo mxn-matrix to compute an estimate for the change of
% voltage

S Q0 i current reactive power, n-dimensional vector
= current active power, n-dimensional vector

S U eiiiiiie.. current voltage, m-dimensional vector

S EVB ..., bound on diffusion of voltage vector U, real number
% PFmin ....... real number

% SmMax ... nominal apparent power, n-dimensional vector

$ ACC v iie e accuracy, real number (107-6, 107-8, ...)

$ EQ ..., mxn Matrix, m-dimensional column vector,

% n-dimensional row vector or real number giving a

% bound to the error arising in the calculation of AQ

% Output parameters:

AQ ... solution of the problem
% exitflag .... exitflag:
% exitflag==1 --> no solution could be found, aQ is
% not the solution
% exitflag==0 —--> AQ is the solution of the problem
tic

% transform the problem into a linear optimization problem with of

% the form

[

o

% min c¢’*x
% s.t. A*x<b

[m,n]=size (AQ);
v=min (P*tan (acos (PFmin) ), sqgrt (Smax."2-P."2));
% determine the size of EQ and transform it into a mxn-matrix
if size (EQ,1)==
if size (EQ,2)==
EQ=EQ*ones (m,n) ;
else
EQ=ones (m,n) *diag (EQ) ;
end
elseif size (EQ,2)==1
EQ=diag (EQ) *ones (m,n) ;
end
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eye (n) , zeros (n) , zeros (n) , zeros(n,1) , zeros(n,1l) ;
—eye (n) , —eye(n) , zeros (n) ,zeros (n, 1) , zeros(n,1) ;
—eye (n) ,  eye(n) , zeros(n) , zeros(n,l1l) , zeros(n,1) ;
zeros (n) , eye (n) , —eye(n) , zeros(n,1) , zeros(n,1l) ;
zeros (n) , —eye(n) , —eye(n) , zeros(n,1l) , zeros(n,1) ;
zeros (l,n), zeros(l,n) , zeros(l,n) , 1 , -1 ;
zeros (m,n), AQ , EQ , —ones(m,1) , zeros(m,1) ;
zeros (m,n), —-AQ , EQ , zeros(m,1) , ones(m,1) 1;

v; Q; —-Q; zeros(n,1); zeros(n,1); EVB; -U; U];

[M,N]=size(A); % determine the dimensions of the problem

x=zeros (N, 1); % choose a starting point
% Phase I:

% find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
% solving a linear optimization problem

min =z (phasel)
s.t. A*x-b < z

% starting with z>max (A*x-b) and stopping as soon as z<0 is achieved

o

determine the maximal violation of the constraints

fmax=max (A*x-b) ;
if fmax>0

% transform to prepare for (phasel)

N+1)=fmax+0.1;

:,N+1)=-ones (M, 1);

(1:N+1==N+1)";

run linear optimization algorithm for (phasel)

x,count (1) ]=solve_lp(c,A,b,x,acc,1);

f x(N+1)>0

if no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible
% point for the original problem can be found, so stop and
% set exitflag=1l
AQ=x (n+1:2%*n) ;
exitflag=1;
time=toc;
return

end

% (phasel) was successful, retransform the problem

x=x (1:N);

A=A(:,1:N);

(R?PN

o\

% Phase II1:

% If we have found a feasible point we can start the actual
% optimization

c=(1:N<n)’;

[x,count (2) ]=solve_lp(c,A,b,x,acc,0);

count (3)=count (1) +count (2) ;

AQ=x(n+1:2%n);

time=toc;
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Programm A.14: optimize_Q_quad_error.m

N = Y T N PO R

_ = = =
W = O

14

function [aQ,exitflag,count,time]=

ti

optimize_Q_ qguad_error (AQ,Q,P,U,EVB,PFmin, Smax,acc, EQ)

optimize_Q_ linear_error is a function to solve the optimization
problem

minimize (11Q+aQ| |_2)"2
subject to max (U+AQ*AQ) —min (U+AQ*AQ) < EVB
[Q(1)+aQ (i) | < P(i)*tan(acos (PFmin))

[Q(1)+aQ (1) | < sqrt (Smax (i) 2-P(i)"2)
[AQ (i, J)-AQexact (i,3) | < EQ(i,3J)

with respect to the variable aQ, where ||.||_2 is the 2-norm:
[ x| ]_2:=sqgrt (sum(|x (i) ["2))

Input parameters:

AQ viiiiii. mxn-matrix to compute an estimate for the change of
voltage

QO vee e current reactive power, n-dimensional vector

P oieiii i current active power, n-dimensional vector

U iieiieeen current voltage, m-dimensional vector

EVB ......... bound on diffusion of voltage vector U, real number

PFmin ....... real number

Smax ... nominal apparent power, n-dimensional vector

ACC vt e eeeen accuracy, real number (10%-6, 107-8, ...)

EQ ... mxn Matrix, m-dimensional column vector,

n-dimensional row vector or real number giving a
bound to the error arising in the calculation of AQ

Output parameters:

AQ ... solution of the problem
exitflag .... exitflag:
exitflag==1 —--> no solution could be found, aQ is
not the solution
exitflag==0 —--> AQ is the solution of the problem
ic
xitflag=0;

transform the problem into a linear optimization problem with of
the form

min x’'*J*x
s.t. A*x<b

[m,n]=size (AQ);
v=min (P*tan (acos (PFmin) ), sgrt (Smax.”2-P."2));

%

i

determine the size of EQ and transform it into a mxn-matrix
f size (EQ,1)==1
if size(EQ,2)==1
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EQ=EQ*ones (m,n) ;
else
EQ=ones (m, n) *diag (EQ) ;
end

elseif size (EQ,2)==1

end

A=[

EQ=diag (EQ) *ones (m,n) ;

eye (n) , zeros (n) , zeros (n) , zeros(n,1l) , zeros(n,1l) ;

—eye (n) , —eye(n) , zeros(n) ,zeros(n, 1) , zeros(n,1) ;

—eye (n) , eye (n) , zeros (n) , zeros(n,1) , zeros(n,1l) ;

zeros (n) ,  eye(n) , —eye(n) , zeros(n,1l) , zeros(n,1) ;

zeros (n) , —eye(n) , —eye(n) , zeros(n,1) , zeros(n,1l) ;

zeros(1,n), zeros(l,n) , zeros(l,n) , 1 , -1 ;

zeros (m,n), AQ , EQ , —ones(m,1) , zeros(m,1l) ;

zeros (m,n), —-AQ , EQ , zeros(m,1) , ones(m,1) 1;
v; Q; -Q; zeros(n,1l); zeros(n,1l); EVB; -U; U];

[M,N]=size(A); % determine the dimensions of the problem
x=zeros (N, 1) ; % choose a starting point

% Phase I:
% find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
% solving a linear optimization problem

min =z (phasel)
s.t. A*x-b < z

% starting with z>max (A*x-b) and stopping as soon as z<0 1is achieved

o\

determine the maximal violation of the constraints

fmax=max (A*x-Db) ;
if fmax>0

% transform to prepare for (phasel)

X (N+1)=fmax+0.1;

A(:,N+1)=-ones (M, 1);

c=(1:N+1==N+1)";

run linear optimization algorithm for (phasel)

x,count (1) ]=solve_lp(c,A,b,x,acc,1);

f x(N+1)>0

if no point (x,s) with s<0 could be found, no feasible
% point for the original problem can be found, so stop and
% set exitflag=1
AQ=x (n+1:2*n);
exitflag=1;
time=toc;
count (2)=0;
count (3)=count (1) ;
return

end

% (phasel) was successful, retransform the problem

x=x (1:N);

A=A (:,1:N);

oe

% Phase I1:
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% If we have found a feasible point we can start the actual
% optimization

J=diag ((1:N<n));

[x,count (2) ]=solve_qglp(J,A,b,x,acc);

count (3)=count (1) +count (2) ;

AQ=x (n+1:2*n) ;

time=toc;

A.6. Steuerung der Wirk- und Blindleistung unter

Beriicksichtigung eines Fehlers

Programm A.15: optimize_P_Q_ linear_error.m

N T - ¥ N T N

—
=]

function [aP,aQ,exitflag,count,time]=...
optimize_P_Q linear_error (AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax,acc,EP,EQ)

% optimize_P_Q linear_error is a function to solve the optimization
% problem

min [ 1Q0+aQ | |_1
% s.t. max (U+AQ*AQ) —min (U+AQ*AQ) < EVB
% [Q(1)+aQ (1) | < P(1)*tan(acos (PFmin))
% [Q(1)+aQ (i) | < sgrt(Smax(i)"2-P(1i)"2)
% |AP (i, ) -APexact (i,3J) | < EP(i,7J)
% [AQ (i, J)-AQexact (i, 3) | < EQ(i,3)
% with respect to the unknown aQ, where ||.||_1 is the 1-norm:
S lIx| | l:=sum(|x (1))

% Input parameters:

AP ... mxn-matrix to compute an estimate for the change of
% voltage

S AQ .. mxn-matrix to compute an estimate for the change of
% voltage

S P .. current active power, n-dimensional vector

S0 i current reactive power, n-dimensional vector

S U eei i current voltage, m-dimensional vector

$ EVB ......... bound on diffusion of voltage vector U, real number
% PFmin ....... real number

% Smax ... nominal apparent power, n-dimensional vector

$ ACC vt it accuracy, real number (10%-6, 107-8, ...)

$EP .......... mxn Matrix, m-dimensional column vector,

% n-dimensional row vector or real number giving a

% bound to the error arising in the calculation of AP
$ EQ .. mxn Matrix, m-dimensional column vector,

% n-dimensional row vector or real number giving a

% bound to the error arising in the calculation of AQ
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42 % Output parameters:

43 %

4 5 AQ ... solution of the problem

45 % exitflag .... exitflag:

6 % exitflag==1 —--> no solution could be found, aQ is
4% not the solution

48 % exitflag==0 —--> aAQ is the solution of the problem

49 B
50

51 tic

52 exitflag=0;

53

T
557 $ transform the problem into a optimization problem of the form

56 5 min c’*x

57 % s.t. A*x < Db
8 % diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x < d

59
60 [m,n]=size (AQ);
61 tp=tan(acos (PFmin));

62 % determine the size of EP and transform it into a mxn-matrix
63 1f size (EP,1)==1

64 if size (EP,2)==

65 EP=EP*ones (m,n) ;

66 else

67 EP=ones (m, n) *diag (EP) ;
68 end

0 elseif size(EP,2)==1

70 EP=diag (EP) *ones (m,n) ;

71 end

[

72 % determine the size of EQ and transform it into a mxn-matrix
73 1f size(EQ,1)==

74 if size(EQ,2)==1

75 EQ=EQ*ones (m, n) ;

76 else

77 EQ=ones (m, n) *diag (EQ) ;

78 end

79 elseif size (EQ,2)==1

80 EQ=diag (EQ) *ones (m,n) ;

81 end

82

83 A=[-eye (n) , Zzeros (n) , Zzeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
84 eye (n) ,zeros (n) ,zeros (n) ,zeros(n,1l),zeros(n,1);
85 —tp*eye(n), eye(n) ,zeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
86 -tp*eye(n), —eye (n) , zeros (n) ,zeros (n,1),zeros(n,1);
87 zeros (n) , eye(n) ,—eye (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
88 zeros (n) ,—eye (n) ,—eye (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
89 zeros (1,n),zeros(l,n),zeros(1,n), 1 , =1 ;
90 AP-EP , AQ , EQ ,—ones (m, 1), zeros (m,1);
91 —-AP-EP , —AQ , EQ ,zeros(m,1l),ones(m,1) 1;

92
93 b=[P;zeros(n,1),;tp*P-Q;tp*P+Q; zeros (n,1);zeros(n,1l);EVB;-U;U];

94

95 K=[eye(n),zeros(n),zeros(n),zeros(n,1l),zeros(n,1)];

96 L=[zeros(n),eye(n),zeros(n),zeros(n,1l),zeros(n,1)];

97 d=Smax."2-P."2-Q."2;

98

99 G
100

101 [M,N]=size (A); % determine the dimensions of the problem
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% Phase I:
% find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
% solving a linear optimization problem

min =z (phasel)
% s.t. A*x-b < z
% diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d < z

% starting with z>max (A*x-b,diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d)
% and stopping as soon as z<0 is achieved

o\°

determine the maximal violation of the constraints
fmax=max ([-b;-d]);

if fmax>0

% transform to prepare for (phasel)

X (N+1)=fmax+0.1;

(

(:,N+1)=-ones (M, 1);
(:,N+1)=zeros (n,1);
(:,N+1)=zeros (n,1);

(1:N+1==N+1)";

run linear optimization algorithm for (phasel)

x,count (1) ]=solve_lgp(c,A,b,XK,L,P,Q,d,x,acc,1);

if x(N+1)>0

if no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible
% point for the original problem can be found, so stop and
set exitflag=1

AP=x(1:n);

AQ=x (n+1:2*n);

exitflag=1;

time=toc;

count (2)=0;

count (3)=count (1) ;

Fe— oo Q B RO

o\

o\°

return
end
% (phasel) was successful, retransform the problem
x=x (1:N);
A=A (:,1:N);
K=K (:,1:N);
L=L(:,1:N);

end

o\

If we have found a feasible point we can start the actual
optimization

c=—-(1:N<n)’;

[x, count (2) ]=solve_lgp(c,A,b,K,L,P,Q,d,x,acc,0);

count (3)=count (1) +count (2) ;

AP=x(1:n);

AQ=x (n+1:2%*n) ;

time=toc;

o\

Programm A.16: optimize_P_Q_quad_error.m

function [aP,aQ,exitflag,count,time]=...
optimize_P_Q qguad_error (AP,AQ,P,Q,U,EVB,PFmin, Smax, acc, EP, EQ)
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4
5 % optimize_P_Q_quad_error is a function to solve the optimization
6 % problem
7
8
9

% min (| [1Q+aQ|[_2) "2

% s.t. max (U+AQ*AQ) -min (U+AQ*AQ) < EVB
0 % [Q(1)+aQ (1) | < P(i)*tan(acos (PFmin))
1mn % [Q(1)+aQ (i) | < sgrt(Smax(i)"~2-P(i)"2)
2 % |AP (i, j) —APexact (i, J) | < EP(i,7J)
3% [AQ (i, J)-AQexact (i,]J) | < EQ(i,])

15 % with respect to the unknown aQ, where ||.]||_2 is the 2-norm:
16 % ||Ix||_2:=sqgrt(sum(|x(i)]["2))

20 % Input parameters:

2 % AP ..., mxn-matrix to compute an estimate for the change of

3 % voltage

24 % A0 ..o mxn-matrix to compute an estimate for the change of

35 % voltage

- = current active power, n-dimensional vector

27 0% Q i current reactive power, n-dimensional vector

8 5 U oo, current voltage, m-dimensional vector

2 % EVB ......... bound on diffusion of voltage vector U, real number

3 % PFmin ....... real number

31 % SmMax ........ nominal apparent power, n-dimensional vector

32 % ACC et e e accuracy, real number (10%-6, 107-8, ...)

33 $ EP ..., mxn Matrix, m-dimensional column vector,

¥ % n—-dimensional row vector or real number giving a

3% bound to the error arising in the calculation of AP

36 % EQ ..., mxn Matrix, m-dimensional column vector,

37 % n-dimensional row vector or real number giving a

38 0% bound to the error arising in the calculation of AQ
30 T
40

4 BT

42 % Output parameters:

4 % A0 ... solution of the problem

45 % exitflag .... exitflag:

6 % exitflag==1 --> no solution could be found, aQ is

a1 % not the solution

8 % exitflag==0 --> aQ is the solution of the problem

49 T
50

51 tic

557 $ transform the problem into a optimization problem of the form
56 % min x’'*J*x

517 % s.t. A*x < Db
58 % diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x < d

60 [m,n]=size (AQ);
61 tp=tan (acos (PFmin));

62 % determine the size of EP and transform it into a mxn-matrix
63 1f size(EP,1)==1
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64
65
66
67
68
69
70
71
7
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
9
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123

if size (EP,2)==1
EP=EP*ones (m,n) ;
else
EP=ones (m, n) *diag (EP) ;
end
elseif size (EP,2)==1
EP=diag (EP) *ones (m, n) ;
end
% determine the size of EQ and transform it into a mxn-matrix
if size(EQ,1)==1
if size (EQ,2)==1
EQ=EQ*ones (m,n) ;
else
EQ=ones (m,n) *diag (EQ) ;
end
elseif size (EQ,2)==
EQ=diag (EQ) *ones (m, n) ;

end
A=[-eye (n) ,zeros (n) ,zeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
eye (n) , zeros (n) , zeros (n) ,zeros(n,1),zeros (n,1);
—-tp*eye(n), eye(n) ,zeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
—-tp*eye(n), —eye (n) ,zeros (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
zeros (n) , eye(n) ,—eye (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
zeros (n) ,—eye (n) , —eye (n) ,zeros(n,1),zeros(n,1);
zeros(l,n),zeros(1,n),zeros(1,n), 1 , 1 ;
AP-EP , AQ , EQ ,—ones(m,1),zeros(m,1);
-AP-EP , —AQ , EOQ ,zeros(m,1),ones(m,1) ];

[M,N]=size(A); % determine the dimensions of the problem

x=zeros (N, 1); % choose a starting point
% Phase 1I:

% find a strictly feasible point x for the constraints A*x<b by
% solving a linear optimization problem

% min =z (phasel)
% s.t. A*x-b < z
% diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d < z

% starting with z>max (A*x-b,diag (K*x+2*P) *K*x+diag (L*x+2*Q) *L*x-d)
% and stopping as soon as z<0 is achieved

% determine the maximal violation of the constraints
fmax=max ([-b;-d]);
if fmax>0

% transform to prepare for (phasel)

X (N+1)=fmax+0.1;

(
A(:,N+1)=-ones (M, 1);
K(:,N+1)=zeros(n,1);
L(:,N+1)=zeros(n,1);
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124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143

145
146
147
148
149
150
151

c=(1:N+1==N+1)";
run linear optimization algorithm for (phasel)
x,count (1) ]=solve_lqgp(c,A,b,K,L,P,Q,d,x,acc,1);
f X (N+1)>0
% 1f no point (x,z) with z<0 could be found, no feasible
% point for the original problem can be found, so stop and
set exitflag=1
AP=x (1:n);
AQ=x (n+1:2*n) ;
exitflag=1;
time=toc;
return
end
% (phasel) was successful, retransform the problem
x=x (1:N);

o
°
[

i

o\

A=A(:,1:N);
K=K (:,1:N);
L=L(:,1:N);
end

% If we have found a feasible point we can start the actual
% optimization

J=diag ((1:N<n));

[x,count (2) ]=solve_qgp(J,A,b,K,L,P,Q,d, x,acc);

count (3)=count (1) +count (2) ;

AP=x(1:n);

AQ=x (n+1:2*n);

time=toc;
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