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1 Komplexe Zahlen

In diesem folgenden Kapitel mochte ich die elementarsten Begriffe der komple-
xen Analysis einfithren. Bei der Erarbeitung der jeweiligen Themen habe ich
mich meist an die Werke von Fischer, Lieb und Fritsche gehalten. Nach einer
historischen Einleitung zum Thema Komplexe Zahlen und der Einfithrung der
wichtigsten Definitionen und Satze widme ich meine Aufmerksamkeit der Dar-
stellung komplexer Zahlen. Hier werden wir erfahren, dass die reelle x—Achse
mit dem Realteil einer komplexen Zahl identifiziert wird und die y—Achse dem
Imaginérteil entspricht. Anschliefend fiihre ich den Betrag — der eine mdogliche
Bewertung komplexer Zahlen zuléasst — die Wurzel, das komplex konjugierte und
die trigonometrische Darstellung komplexer Zahlen ein. Es wird sich im Laufe der
Zeit herausstellen, dass das Rechnen mit komplexen Zahlen in der Polardarstel-
lung vorteilhaft ist. Im darauffolgenden Unterkapitel gehen wir auf topologische
Grundbegriffe ein und fithren Gebiete, Kreisscheiben, konvexe Gebiete und Stern-
gebiete ein.

1.1 Historische Einfiihrung

Seit der Antike fasziniert das Problem des Findens der Losungen einer Gleichung
zahlreiche Mathematiker und Mathematikerinnen.
Viele von ihnen versuchten Auflésungsstrategien und Losbarkeitskriterien
fiir eben solche Gleichungen anzugeben. Um etwa 250 nach Christus
gelang es Menschen, mit dem Gebrauch des Werkzeugs der antiken Mathematik,
Losbarkeitsansidtze und Kriterien fiir ebensolche Gleichungen zu entwickeln. Es
entstand die Theorie der linear diophantischen Gleichungen und man entwickelte
sie weiter. Die Geschichte eines der wichtigsten Teilgebiete der Mathematik, der
Algebra, beginnt mit der Beschéftigung mit solchen Themen. Bereits die Losung
der quadratischen Gleichung

=0

bereitete Mathematikern frither grofte Schwierigkeiten, da man bis dato die Zahl
Null nicht kannte. Am Anfang des 13. Jahrhunderts und im Zuge der Kultur-
kontakte zwischen Europa und dem Orient gelang der Zahl 0 der Siegeszug nach
Europa. Von diesem Zeitpunkt an war die oben angefiihrte Gleichung l6sbar. Nach
der Einfithrung negativer Zahlen und der damit verbundenen
Zahlenbereichserweiterung waren auch Gleichungen der Form

22 4+2x—-8=0

losbar. Nun kannte man die natiirlichen Zahlen, welche durch Null und spéter
auch durch negative ganze Zahlen zu der Menge der ganzen Zahlen 7Z erweitert
wurden. Doch auch nach diesen Zahlenbereichsexpansionen tauchten Probleme
auf. Einerseits ist seit Euklid (ca. 360 v.Chr - 280 v.Chr.), der in seinem Werk
“Die Elemente® mit einem indirekten Beweis die Irrationalitit der v/2 zeigte und
andererseits seit Hippasos von Metapont (ca. 6. Jhdt. v. Chr.), der die v/2 als



Diagonallénge des Einheitsquadrates erkannte, bekannt, dass die Gleichung
2?2 =2

in den rationalen Zahlen nicht losbar ist. Daher griff man in der Mathematik
schon friith auf die reellen Zahlen zuriick, ohne einer ndheren Definition des ma-
thematischen Konstrukts. Erst Richard Dedekind (1831-1916) und Georg Cantor
(1845-1918) fiihrten dieses Zahlensystem axiomatisch ein. Doch schon vorher, ge-
nau genommen in der frithen Neuzeit, erkannte man, dass auch hier nicht alle
Gleichungen losbar sind. Denn die Gleichung

2+1=0

hat keine reelle Losung, wohl aber komplexe, wie wir spéter feststellen werden.
Die komplexen Zahlen wurden ohne Definition in der Mathematik eine Zeit lang
verwendet. Geronimo Cardano (1501-1576) soll beim Versuch des Auffindens der
Nullstellen eines Polynoms dritten Grades die komplexen Zahlen vor Augen ge-
habt haben. Um 1540 herum stieff man hier auf Formeln, welche nach dem Verof-
fentlicher (Cardano) und nicht nach dem Entdecker Niccolo Tartaglia (1500-1557)
benannt wurden. Raffaelle Bombelli (1526-1572) erweiterte die Losungsmethode
von Cardano und Tartaglia und fiihrte in seinem Werk “Algebra“ auch negative
und imaginére Zahlen, sowie die Klammerschreibweise (runde Klammern) ein. In
den néchsten Jahren empfanden die Mathematiker die komplexen Zahlen noch
als “eine feine und wunderbare Zuflucht des gottlichen

Geistes, beinahe ein Amphibium zwischen Sein und Nichtsein®.

Auch Leonhard Euler (1707-1783) kannte bereits die Menge der komplexen Zah-
len und fithrte 1748 die Zahl i in seiner beriihmten Arbeit “Indroductio in analysin
infinitorum® ein. In dem gleichnamigen Werk taucht auch die faszinierende Formel

e = cos(z) + isin(x)

auf. Der erste jedoch, der eine wissenschaftliche Arbeit in diesem Bereich verfasst
hat, war Caspar Wessel (1745-1818). Er verdffentlichte 1799 an der Koéniglich
Dénischen Akademie (obwohl er ebenda kein Mitglied war) eine Arbeit tiber die
geometrische Deutung und Interpretation der komplexen Zahlen und erstellte
mit diesen und mit Hilfe der trigonometrischen Vermessung eine exakte Land-
karte Danemarks. Da seine Erkenntnisse unter Mathematikern keine Beachtung
fand, wurde sein komplettes Werk in den Schatten gestellt. Erst mit der geometri-
schen Interpretation von Carl Friedrich Gauss (1777-1855) im Jahre 1831 gelang
der Durchbruch der komplexen Zahlen. Aus der heutigen wissenschaftlichen Per-
spektive sind die komplexen Zahlen keinesfalls wegdenkbar. Die vergleichsweise
einfache Definition und das Arbeiten mit komplexen Zahlen begiinstigen den Ein-
satz und ihre Anwendung in vielen Wissenschaftsgebieten, wie zum Beispiel der

Physik und der Chemie.



1.2 Der Korper der komplexen Zahlen

Um den Korper der komplexen Zahlen einfiihren zu koénnen, bedarf es einiger
Uberlegungen. Wir gehen wie folgt vor: Zunéichst wird C als ein zweidimensiona-
ler R-Vektorraum definiert. Eine komplexe Zahl z legt man als ein Tupel (a, b) von
reellen Zahlen a, b fest. So lassen sich die Elemente (a,b) als Punkte der Ebene
deuten. Im néchsten Schritt fiihren wir die kanonischen Basisvektoren 1 = (1,0)
und i = (0,1) ein.

Die Menge aller geordneter Zahlenpaare (a, b) versehen mit den beiden Operatio-
nen

+ (@1, 91) + (22, 92) = (21 + 22, Y1 + 42)
D) - (T2, ¥2) = (0172 — Y1y2, T1Y2 + T21)
bildet einen kommutativen Kérper, genannt den Korper der komplexen Zahlen.

Um diese Aussage iiberpriifen zu kénnen, definieren wir zunéchst abelsche Grup-
pen, fiithren folgenden Satz an und beweisen diesen in weiterer Folge.

Definition 1.
Sei M eine Menge und o eine Verkniipfung. Dann heifst M Gruppe, wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

1. neutrales Element:Vm € M dee M :moe=m

2. inverses Element:Vm ¢ M Am—'e€ M:mom 'l =e

3. Assoziativitat:Vm,n,p € M : (mon)op=mo (nop)
Wenn zusétzlich die
Kommutativitat : Vm,n € M :mon=nom

gegeben ist, so wird M abelsche oder kommutative Gruppe genannt.

Satz 2.
Die Menge der komplexen Zahlen C bildet einen Korper.

Beweis.

Um zeigen zu konnen, dass eine Menge mit zwei Verkniipfungen einen Korper
bildet, miissen wir drei Axiome nachweisen.

Zunéchst muss (C, +) eine Gruppe sein, ebenfalls muss auch (C,-) eine Gruppe
bilden.

Zu guter Letzt muss nachgewiesen werden, dass die Distributivgesetze gelten.
Sei z := (z,y). (C,+) ist eine kommutative Gruppe, da

1. das neutrale Element 0 := (0,0), denn (z,y)+(0,0) = (z+0,y+0) = (z,y)
2. das inverse Element zu z ist
—z = (—.’L', _y)7denn (-T,y) + <_$7 _y) = (aj — T, Y — y) = (an)

3. seien nun zy := (1,91), 29 := (22, y2) und 23 := (x3,ys3), dann gilt
(21 + 22) + 23 = [(z1,51) + (22, 92)] + (23, y3) =
= (w1 +22) + 5, (Y1 T 42) T y3) = (21 + 22 + 23,91 + 42 +y3) =
= (1171 + (.2132 + 373),3/1 + (92 + yg)) =z + (22 + 2’3)

3



4. sei nun zy := (21,y1) und 23 := (x2,ys), dann gilt
21+ 2z = (w1, 41) + (22, 42) = (21 + To, Y1 + 42) =

(X + 21, y2 + 1) =
(w2,92) + (x1,41) = 22 + 21

Somit haben wir den ersten Teil gezeigt und widmen uns dem néchsten Beweis-
schritt und zeigen, dass auch (C, ) abelsch ist.

1. Das neutrale Element hier ist 1 := (1,0), denn

(,y)-(1,0)=(z-1-y-0,z-0+y-1) = (v,y)

2. Das inverse Element der Multiplikation ist 27! := (%5

z - ! (l’,y) & ) Y
$2+y2 $2+y2
x

z

- -y~ Y T - -y +y
:132+y2 x2+y2’ $2+y2

x—i—y —xy + xY :<10)

T T ’

I2+y27 z2+y ) denn

x2+y2

3. Sei z1 := (x1,y1) und 29 := (x9,ys), dann gilt
Rl 2 = (xlayl) : ($2,y2) = (x1x2 — Y1Y2, T1Y2 + 3522/1) =
(X1 — Yo, Yor1 + Y122) = (X2, y2) - (T1,y1) = 22 - 21

Seien nun 2y := (x1,y1), 22 := (T2, y2) und 23 :=
z1 22) TRy = ($1l‘2 - y1y2,$1y27$2y1)($37?/3)

[($1$2 yly2)$3 - (x1y2 + $2y1)y3, ($1$2 - y1y2)y3 + (I1y2 + I2y1)$3]
=

= [z

=

(23,y3), dann gilt

—~

T1TaT3 — Y1Y2ls — T1Y2Ys + Y1T2Ys, T122Y3 — Y1Y2Ys + T1YaZs + Y129T3]
(@23 — youys) — Y1 (Y23 + T2ys), T1(22ys + yoxs) + y1(Y2ys + x2x3)]

((3717 yl)gxﬂ:’, — Yays, T2Yz + yox3)] = (1, y1) (2, Y2) (23, y3))

Nun ist der zweite Teil des Beweises auch gezeigt und wir widmen uns den Distri-
butivgesetzen, die die beiden Verkniipfungen miteinander verbinden und zeigen
deren Giiltigkeit. Seien z1, 2o und z3 wie oben gegeben, dann gilt:

Loz (22 + 23) = (21, 1) (22, y2) + (23, 93)] = (1, y1) (@2 + 23, Y2 + ¥3)
z1(z2 + 23) — Y1 (Y2 + y3), 21 (Y2 + y3) + y1 (22 + 23)]
T1Tg + L1203 — Y1Y2 — Y1Y3, T1Y2 + T1Ys + Y102 + y13]
($1$2 nY2) + (T123 — 11y3), (192 + v1x2) + (13 + v123)]
= [(z1,y1) (2, y2) + (x1,91) (23, y3)] = 2122 + 2123

,—|.—|.—|.—|

. Aus der Kommutativitét folgt schlieflich: (zo + 23) - 21 = 21 - (22 + 23)



1.3 Imaginare Einheit und Darstellung komplexer Zahlen

In der historischen Betrachtung gingen wir von der Gleichung
?4+1=0

aus und gaben an, dass diese nicht iiber dem Korper der reellen Zahlen losbar ist,
doch ist diese nun in C l6sbar? Um eine Antwort auf diese Frage zu bekommen,
miissen wir uns hier einige andere Gedanken machen und werden ferner die Dar-
stellung der komplexen Zahlen in der Gaufschen Zahlenebene veranschaulichen.

Fakt 1.

Wenn wir i := (0, 1) setzen und sie imaginére Einheit nennen, so gilt:

z = (x,y) = z(1,0) + (0,1)y = = + iy, wobei > = (0,1) - (0,1) = (-1,0) = —1.
Daraus erhalten wir, dass i = v/—1 die obige quadratische Gleichung 16st. Wir
haben somit eine Zahl gefunden, deren Quadrat -1 ergibt.

Definition 3.

Sei z := (x,y) eine komplexe Zahl, dann kénnen wir fortan z auch als z = z + iy
anschreiben und bezeichnen z als Realteil (R(z))

und y als Imaginérteil(3(z)) der komplexen Zahl z. Eine komplexe Zahl z heift
reell, wenn (z) = 0 und rein imaginér wird sie genannt, wenn R(z) = 0.

Da wir nun eine neue Darstellung komplexer Zahlen haben, miissen wir unsere
oben eingefiihrten Operatoren auf diese Schreibweise anpassen. Seien z,w € C
mit 2z = x + iy und w = a + b, dann erhalten wir:

z+w=(x+iy)+ (a+ib) = (r+a)+i(y+0b)

z-w=(r+1y)(a+ib) = a:a—l—z'a:bJriay—l—\i;yb = (za — yb) +i(xb + ya)
=1

Man erkennt, dass das Ausmultiplizieren auf das gleiche Ergebnis fiihrt, wie das
Rechnen nach der Multiplikationsvorschrift. Dies bedeutet in weiterer Folge, dass
man mit der imagindren Einheit ¢ genau so rechnen kann, wie man es bereits von
den reellen Zahlen gewohnt ist.

Im Korper der reellen Zahlen existiert eine Ordnung innerhalb der Elemente, in C
gibt es eine solche Eigenschaft nicht. Dies soll mittels eines Satzes néher erlautert
werden.

Satz 4.
Der Koérper der komplexen Zahlen kann nicht angeordnet werden.

Beweis.

Wir nehmen indirekt an, dass C angeordnet ist. Sei M C C. Fiir jedes Element
a € M mit a # 0 gilt entweder a < 0 oder a > 0. Die imaginére Einheit ¢ miisste
entweder kleiner oder grofer Null sein, da ja ¢ # 0. Daraus wiirde folgen, dass
i? >0 und 0 = i? + 1 > 0, was ein Widerspruch ist. O



Bemerkung 1.

Komplexe Zahlen sind, wie oben bereits erlautert, reelle Zahlenpaare, somit kann
nicht immer entschieden werden, welche von zwei komplexen Zahlen die grofere
(oder kleinere) ist.

Im néchsten Unterkapitel werden wir den Betrag einer komplexen Zahl definieren,
der gewissermafen eine Bewertung dieser zulédsst.

Doch zunédchst gehen wir auf die Darstellung von komplexen Zahlen ein und
formulieren dies wie folgt.

Im

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Abbildung 1: Komplexe Zahl in der Gauftschen Zahlenebene

Fakt 2.

Sei z := x + 1y eine komplexe Zahl. Man kann z in der

Gaulsschen Zahlenebene darstellen, indem man die x-Achse des Koordinatensy-
stems mit dem Realteil der komplexen Zahl z und die y-Achse mit dem Ima-
ginérteil der komplexen Zahl z identifiziert. Somit kann unsere komplexe Zahl
z = z + iy als Punkt im R? mit den Koordinaten (z,y) aufgefasst werden. In
dieser Darstellungsweise wird der Punkt (z,y) als Vektor angesehen.

1.4 Der Betrag und die komplex konjugierte Zahl

Die Léange dieser Verbindung wird durch den Betrag einer komplexen Zahl
angegeben und ist wie folgt definiert:

Definition 5.
Sei z eine komplexe Zahl. Wir sehen in Abbildung 1, dass mit dem pythagorii-
schen Lehrsatz durch |z| = /22 + y? die Lénge des Pfeils gegeben ist.



Definition 6.

Sei z = x + iy eine komplexe Zahl. Durch z = x — iy ist die komplex konjugierte
Zahl zu z gegeben. Geometrisch ist die komplex konjugierte Zahl Z die Spiegelung
des Punktes (z,y) an der x-Achse.

Bevor wir nun Eigenschaften des Betrags und der komplex konjugierten Zahl
besprechen folgt eine Bemerkung zu der Definition 5, die in weiterer Folge eine
wichtige Rolle spielen wird.

Bemerkung 2.
Definition 5 kann etwas anders angeschrieben werden.
Es gilt |2|> = 2z - .

Satz 7.
Der Betrag erbt alle Eigenschaften des euklidischen Abstandes. Weitere Eigen-
schaften zeigen die Vertraglichkeit mit dem Produkt in C. Es gilt:

1. 2] =0&2=0

2. |zw| = |z||w]|, insbesondere gilt: | — z| = |iz] = |z|

3. [z +w| < [z] + Jwl

4. Auch die umgekehrte Dreiecksungleichung ist erfiillt, es gilt:
|z = [wl| < [z —w

Beweis.

Der Beweis fiir die 1. und 2. Eigenschaft ist trivial. Der Beweis der dritten Be-
hauptung folgt aus:

lz4+w=(z+w)(zFw) = (z+w)(Z+W) = 2Z + 20 + wZ + ww

= |22 + |20| + 20 + |w|* = |2|* + 2R(2w) + |w|* < |2 4 2|z0] + |w|?

= |2I* + 2|z|Jw| + Jw|* = (|2] + [w])*.

Esist |z] = [(z —w) + w| < |z — w| + |w|, also |z| — |w| < |z — w]|. Weiters gilt
lw| = |(w —2) + 2| <|w—z|+ |z], also ist |w — z| < |w| — |z|. Somit haben wir
auch ||w| — |z|]| < |w — z| gezeigt und sind fertig. O

Bei dem obigen Beweis haben wir einige Eigenschaften der komplex konjugierten
Zahl z verwendet, diese formulieren wir als Satz.

Satz 8.
Sei z = x+1iy und z = x — iy ihre komplex konjugierte Zahl. Dann gelten folgende
Eigenschaften:

L R(z)=1(242),S(2) = 2(2 — 2)

24

2. 22 = (v +iy)(z — iy) = 2” + ¢y = |2|?

3.1=Z2= 5 =2 fiiy  £0

. o . qp. w _ wz _ (atib)(z—iy) _ am+by -br—ay fa
4. Sei w = a +ib, dann gilt: 2 = 2= = T = iyt Tl fiir z #£ 0.

5. |zt wl=(z+w)(z+w) =22+ 20 + 2w + wd = |2]? + 2R(Zw) + |w/|*.

6. z — Z ist eine Involution.



1.5 Trigonometrische Darstellung komplexer Zahlen

Wir wissen nun, dass z € C mit 2z = x + iy eine eindeutige Darstellung in
der Gaufschen Ebene besitzt, denn z = R(z) und y = (2). Auch z ist durch
eine Spiegelung an der x-Achse darstellbar. Wir wollen nun diese Darstellung
etwas genauer betrachten, denn z = x + iy, z # 0 besitzt auch die Darstellung
z = r(cos p+ising), wobei r := |z| und ¢ durch z eindeutig bis auf ein Vielfaches
von 27 bestimmt ist. Um nun ¢ eindeutig bestimmen zu konnen, schrankt man
die Werte von ¢ zwischen —m < ¢ < 7 ein und nennt ¢ den Hauptzweig von z.
Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy mit z # 0 unterscheiden wir folgende Falle
des Argumentes:

'arctan% fiir > 0, y beliebig
arctan £ + 7 fiir v <0,y >0

o =arg(z) =a=qarctan? — 7 firz <0,y <0
/2 firx =0,y >0
\—7r/2 firx =0,y < 0.

Beispiel 1. 1. z=3+4i, r =|z| =5, arg z = 53, 135°
2. z2=3—4i,r=|z| =5, argz = —53,135°

Da wir nun eine trigonometrische Darstellungsvariante komplexer Zahlen
gefunden haben, untersuchen wir unsere anfinglich definierten Verkniipfungen
und versuchen im folgenden Satz die Multiplikation zweier komplexer Zahlen
graphisch zu veranschaulichen.

Satz 9.

Seien z,w € C und gelte z = a + ib = r1(cos p1 + isin¢y),

w = c+id = ry(cos pa+1isin o). Dann ergibt die Multiplikation beider komplexen
Zahlen z - w = rira(cos(p1 + o) + isin(pr + ¢2)).

Beweis.

Durch einfaches Nachrechnen und Anwenden trigonometrischer Additionstheore-
me erhalt man:

z - w = ri1ro[(Cos @1 COS g — Sin @y Sin ps) +i (oS @1 Sin s + Sin ;1 cos ps)] =

J (& S
~ ~

=cos(p1+p2) =sin(p1+2)

r1ra(cos(gr + w2) +i(sin(er + @2))). O

Bemerkung 3.
Wie wir nun berechnet haben, werden bei der komplexen Multiplikation die Win-
kel addiert und die Léangen (Betrége) miteinander multipliziert.

Satz 10.
(Formel von de Moivre): Sei n € N, dann gilt:
2" = e = r"(cos ¢ + isin p)".



Beweis.

Wir fiihren einen Induktionsbeweis. Der Induktionsanfang besagt, dass die Formel
fiir (n = 1) richtig ist, da (cos ¢ +isinp)! = cos ¢ +isin ¢. Nun machen wir eine
Induktionsannahme und geben hierfiir ein £ € N mit £ > 1 vor und nehmen an,
dass (cos p+isin p)* = cos(ky)+isin(ky) ist. Nun wollen wir zeigen, dass unsere
Behauptung auch fiir k£ + 1 richtig ist:

(cos ¢ + isin )" = (cos ¢ + i sin p)(cos p + isin )~

= (cos ¢ + isin)(cos(kyp) + isin(kp)) =

= cos @ cos(ky) — sin psin(ke) + i(sin ¢ cos(kp) + cos @ sin(ky))

= cos((k+ 1)p) +isin((k + 1)¢). O

Bemerkung 4.

Fiir die geometrische Konstruktion der komplexen Division gelten dhnliche Be-
dingungen wie bei der Multiplikation. Sind z und w aus C, dann definieren wir
den Winkel zwischen den beiden Zahlen durch arg(¥) = Z(z,w). Allgemein gilt
fiir z,w € C: 2 = Tcos(p1 — ¢2) + isin(pr — ¢2)]. Wie wir erkennen konnen,
werden die Betrage dividiert und die Winkel subtrahiert.

1.6 Komplexe Wurzeln und Potenzen

Sei z eine komplexe Zahl.

2?2 = (v +1y)? = (z + iy)(z +iy) = 2* — y* + 2izy. In Polardarstellung ist das
Potenzieren einfacher, denn

2" = (|z]e)" = |z|"e" & 2" = r"(cos(np) + isin(ny)). Auch die Umkeh-
rung des Potenzierens, das Wurzelziehen, lasst sich in dieser Darstellung leicht
bestimmen.

Uz =zn = (|2|e®)n =ruen = ren
& Y= 7 cos (f) + 7sin <£>

n n

Das Argument von z ist ja auf 27 genau bestimmt, also ist auch “022”

Wahl und ebenso %2]” mit k € Z. Fiir k = n ergeben sich keine neuen Werte
mehr, somit hat jedes z € C eine von den n verschiedene Wurzeln mit

YV = %2]”, k = 0,1,2,..n — 1. Die Losungen liegen daher in der komplexen
Ebene auf einem Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius {/7 und bilden ein
regelméfiges n—FEck. Wir fassen zusammen:

eine giiltige

Satz 11.
Ist a = r(cosp +isinp) = z, so hat 2" = a die n Losungen
2 = \’/F(cos%% + isin %2]”) fir k=0,1,2,....n — 1.

Beweis.
Eine Herleitung der obigen Uberlegungen kann etwa bei [6] auf der Seite 11 nach-
gelesen werden.



Beispiel 2.
Wir betrachten die Gleichung 2* = —16. Aus Satz 11 folgt, dass

—16 = 16 - (cos(m) + i sin(m))

die Losungen
T+ 2rk .. 7w+ 27k
Z2p = 2 COST —l—zsmT

fiir k =0, 1, 2, 3 hat. Eingesetzt erhalten wir also:

29 = 2(008% —|—isin%) = V2(1 +1)
3 3
2 = 2(008% + isin ZW) = V2(=1+41)

5 5
29 = 2(cos Zﬁ + isin Zﬂ) = V2(—1—1)

23 = 2(005% + isin %T) = V2(1 —4)

Im(z)

D
/.

— ol

' Re(2)

T
|
-

Abbildung 2: Die Losungen von z* = —16.

Beispiel 3.
Seiz?—(1+i)z2+i=0&z,=13F=+
V=i=(e7") effr—cos——zsm—: 22 i
:>212—1+Z:|: @21—122—2

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes Polynom iiber dem Korper

der komplexen Zahlen in Linearfaktoren zerféllt. Somit nennt man C algebraisch
abgeschlossen.

ﬁ

”|§

N
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1.7 Gebiete und Topologische Grundbegriffe

Definition 12.

Sei zp € C ein Punkt und > 0. Dann bezeichnet U, (z)
die offene Kreisscheibe mit dem dazugehorigen Radius r
um den Punkt zy. Diese ist definiert durch:

Ur(Zo) = {Z eC: ]z — zO] < 7“} U(z0)

Wenn ¢ > 0 der Radius und zy € C wieder ein Punkt ist, Abbildung 3:
so sprechen wir von der Epsilon-Umgebung des Punktes U, (%o)
20-

Definition 13.

Eine Menge A C C heifst offen, wenn es zu jedem z € C ein ¢ > 0 gibt, sodass
U.(z) ganz in A liegt. Diese Menge A heifst abgeschlossen, wenn C\ A offen ist.
Weiters heiflt A beschrénkt, wenn es ein R € R gibt, sodass |z| < R, Vz € A ist.
Die Menge A heifst kompakt, wenn sie sowohl beschrénkt, als auch abgeschlossen
ist.

Bemerkung 5.

In dem Korper der Komplexen Zahlen lassen sich viele Teilmengen mit Begrif-
fen wie dem Real- und Imaginirteil, sowie dem Betrag beschreiben. Betrach-
ten wir die Menge {z |z = z}, so erhalten wir die reelle Achse. Bei der Menge
{z|R(z) > 0} handelt es sich um die offene rechte Halbebene. Ausdriicke wie
|2 — 29| < r fihren mit Definition 12 auf:

Ve—20)+y—u)? <r e (x—x0)°+(y—yo)” <1’
Somit handelt es sich um eine offene Kreisscheibe mit Radius r und dem Mittel-
punkt zg = xg + 7 - yo.

Eine etwas andere und (graphisch) versténdlichere Definition besagt, dass als
(offene) Kreisscheibe um einen Punkt z; das Innere eines Kreises um 2y in der
Zahlenebene bezeichnet wird, der Kreisrand wird hierbei nicht zur Kreisscheibe
geziahlt. Als abgeschlossene Kreisscheibe bezeichnet man eine Kreisscheibe mit
kompletten Rand.

Bemerkung 6.

Abgeschlossene und offene Mengen in C stimmen mit der iiblichen Topologie
mit jenen im R? {iberein und haben darin die gleichen Eigenschaften. Die leere
Menge und C sind zugleich offen und abgeschlossen. Endliche Durchschnitte und
beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind wieder offen. Bei endlichen Ver-
einigungen und beliebigen Durchschnitten von abgeschlossenen Mengen erhalten
wir wieder abgeschlossene Mengen.
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Sei zg € C ein Punkt. zy wird als Randpunkt einer Menge M bezeichnet, wenn
in jeder Kreisscheibe um zy sowohl Punkte, die zur Menge M gehéren, als auch
Punkte, die nicht zu M gehoéren, liegen.

Die Gesamtheit der Randpunkte wird als Rand bezeichnet. Der Punkt 2z, wird als
innerer Punkt einer Menge bezeichnet, wenn es eine Kreisscheibe U,.(zp) um 2z
gibt, sodass diese ausschlieflich Punkte enthélt, die zu der Menge gehoren. Wir
fassen kurz zusammen und halten einige Fakten fest:

e Eine Teilmenge A C C ist offen, wenn sie keinen einzigen ihrer Randpunkte
enthélt.

e Eine Teilmenge A C C ist abgeschlossen, wenn sie alle Randpunkte enthélt,
d.h.: wenn ihr Komplement in C offen ist.

e Sei M C Cund X C M. X heifit relativ offen bzgl. der Teilmenge M, wenn
es eine offene Teilmenge Y von C gibt, sodass X =Y N M gilt.

e Sei M C Cund X C M. X heift relativ abgeschlossen bzgl. der Teilmenge
M, wenn es eine abgeschlossene Teilmenge Y von C gibt, sodass X =Y NM
gilt.

Bemerkung 7.
In C existieren genau zwei Teilmengen, die keine Randpunkte haben und somit
offen und gleichzeitig abgeschlossen sind. Diese sind C und {}.

Definition 14.

Sei A C C. Die Menge A wird als wegzusammenhéngend bezeichnet, wenn sich be-
liebige Punkte der Menge A durch einen Streckenzug, der komplett in der Menge
verlauft, verbinden lésst. Dies sind genaue jene Teilmengen, die nicht als disjunkte
Vereinigung von mindestens zwei nicht leeren offenen Mengen dargestellt werden
konnen.

Nun da wir bereits geklart haben, was zusammenhéngede Teilmengen sind, wer-
den wir noch den Begriff der einfach zusammenhangenden Mengen definieren, die
in spéterer Folge eine wichtige Rolle fiir meine Arbeit spielen. Es sei C:= CuU{oo}.
Man erweitert C durch Hinzufiigen eines weiteren Punktes, den man mit co be-
zeichnet. Es gelten die gleichen Verkniipfungen, man definiert z- oo = 00 -z = 00,
= =0 und § = oo. Weiters gilt fiir z # 0, dass z & 00 = 0o & 2z = oo. Einige
Ausdriicke, wie oo — oo und 0 - 0o = 0o - 0 sind nicht definiert.

Definition 15.

Eine zusammenhéngende Teilmenge A C C wird als

einfach zusammenhéngend bezeichnet, wenn sich zwei beliebige Streckenziige zwi-
schen zwei beliebigen Punkten von A immer innerhalb von A stetig ineinander
iiberfiithren lassen, das heifst, dass ein Streckenzug sich zum anderen so verformen
lasst, sodass er komplett in A liegt. Die formale Definition dieses Begriffs folgt zu
einem spéteren Zeitpunkt.

12



Bemerkung 8.

Grob gesprochen nennt man eine Menge A zusammenhéngend, wenn sie aus einem
Stiick besteht. Wenn A nun eine offene und zusammenhéngende Menge ist, so
nennt man A ein Gebiet. Wenn das Gebiet keine Locher im Inneren besitzt,
so nennt man es einfach zusammenhidngend. Wenn aber der Rand aus k£ + 1
geschlossenen Kurven besteht, nennt man das Gebiet k-fach zusammenhéangend.

i
Wy

-
-
-
-
o
-
it
-

o

oy
b,
o
o
e

einfach zusammenhangend
zusammenhangend

A o

e,

;
o
f

o St
o

o
S

”
e

Wy

Nicht
zusammenhangend

mehrfach
zusammenhangend

Abbildung 4: einfach, mehrfach und nicht zusammenhéngende Gebiete

Definition 16.

Sei A C C. A heift konvex, wenn fiir alle z;, 20 € A

die Verbindungsstrecke z(t) = z; + (22 — z1)t, t € [0,1] ganz in A liegt. Gibt
es einen Punkt z*, sodass die Verbindungsstrecken zwischen z* und allen z € A
ganz in der Menge A liegen, spricht man von einem Sterngebiet und nennt z* den
Sternmittelpunkt. Dadurch ist jedes konvexe Gebiet auch ein Sterngebiet, und
jeder Punkt ist ein moglicher Sternmittelpunkt.

konvex nicht konvex

Sterngebiete kein Sterngebiet

Abbildung 5: Konvexes Gebiet, Sterngebiet
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Beispiel 4.

Wir charakterisieren nun unsere fiinf offenen Mengen aus Abbildung 5. Der ein-
fachheitshalber werde ich die Mengen mit A; bezeichnen, , wobei

i€ {1,2,3,4,5} ist.

Menge | Gebiet | einf. zshgd. | Sterngebiet | konvex
Ay Ja Ja Ja Ja
Ay Ja Ja Nein Nein
As Ja Ja Ja Nein
Ay Ja Ja Ja Nein
As Ja Nein Nein Nein

Wir haben bereits oben festgelegt, dass konvexe Gebiete auch Sterngebiete sind.
Ferner sind alle Sterngebiete auch einfach zusammenhéngend und diese sind wie-
derum ein Gebiet, somit muss in der Tabelle rechts von einem Nein ebenso ein
Nein stehen. Links von einem Ja muss ebenso ein Ja stehen, somit geniigt es den
aussagekraftigsten Begriff anzugeben.

Ay ist also ein konvexes Gebiet. Das Gebiet A, ist einfach zusammenhéngend. As
und A4 sind Sterngebiete. Zu guter Letzt ist A5 also nur ein Gebiet.
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2 Holomorphe Funktionen und Komplexe Diffe-
rentiation

Dieses Kapitel beschéftigt sich zunéchst mit der Thematik der Grenzwerte. Nach
der Definition der Epsilon-Umgebung stiirzen wir uns bereits auf einen Satz,
wo Rechenregeln fiir Grenzwerte aus der reellen Analysis hergeleitet werden.
Ebenfalls wird die Stetigkeit behandelt und den Grenzwert der Funktion f(z)
im Punkt a definiert. Anschliefsend fithren wir die komplexe Differentiation ein.
Auch hier formulieren wir einige Sétze und Beweise, die im Prinzip aus dem Re-
ellen iibernommen werden. Im letzten Unterkapitel besprechen wir die Cauchy-
Riemannschen-Differentialgleichungen und geben einen (von vielen) mdéglichen
Zugangen zu diesen an. Auch das Wirtinger-Kalkiil bleibt nicht unbehandelt.
Am Ende des Kapitels befinden sich Beispiele, die bei einer Einfiihrung in die
Funktionentheorie, wie in den Werken von Remmert, Fischer, Lieb und Fritsche,
nicht fehlen diirfen. [1]]2][5]

2.1 Grenzwerte

Sei a € C und ¢ > 0. Wie in Definition 12 bereits erwahnt wurde, kann die
Epsilonumgebung durch U.(a) = {z € C: |z — a| < ¢} definiert werden.

Sei X C C,a € X und f : U(a) N X — C eine Funktion. Dann heifst F' € C
Grenzwert von f bei Anndherung an «, wenn es zu jedem & > 0 ein € > 0 gibt,
sodass |f(z) — F| < €',V z € Ua), z # a gilt. Man schreibt F' = lim,_,, f(z).

Satz 17.
Existieren die Grenzwerte F' = lim,_,, f(z) und G = lim,_,, g(z), so existieren
auch:

1. F—l—G:hmzﬁa(f(Z)_'—g(Z))
2. C'F:hmz%a(c'f<z))?vce(c
3. F'-G= hmz%a(f(z) ’ g(z))

4. £ =lim.o(£F), falls g(2) # 0 gilt.
Beweis.

Die Beweise vom Satz 17 verlaufen analog zum reellen Fall. Ich m6chte nur den
Beweis fiir die dritte Behauptung anfiihren.

[f(2)9(2) = FG| < [(f(2) — F)(9(2) = G) + F(g(2) — G) + G(f(z) — F)|
<|f(z) = Fllg(z) — G| + |F||g(z) — G| + |G||f(2) — F|. Hier sicht man schon,
dass die rechte Seite der Ungleichung beliebig klein wird, wenn z — a. 0

Definition 18.
Eine Funktion f heift stetig in a, wenn lim, ,, f(2) = f(a) gilt.

Satz 19.
Sind f und g Funktionen, die stetig im Punkt a sind, so sind auch f +g¢, ¢- f,
f - g und auch 5, falls g(a) # 0, stetig im Punkt a.
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Beweis.
Die Beweise des Satzes folgen aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte. OJ

2.2 Differentiation im Komplexen

In diesem Kapitel wollen wir auf die komplexe Differentiation eingehen und diese
als wichtige Basis fiir weitere Uberlegungen ansehen. Bei der Ausarbeitung dieses
Unterkapitels habe ich mich einerseits auf das Werk von Wolgang Fischer und
Ingo Lieb ([1]) und andererseits auf das Werk von Klaus Fritsche ([2]) gestiitzt.

Definition 20.
Sei X C C offen und @ € X und f : U.(a) N X — C eine Funktion. f heifst

komplex differenzierbar in a, wenn der Grenzwert lim,_., f)=f(a) (Z;:(’: @) oxistiert. Man
schreibt f'(a) = L(a) := lim,,, f(z;:i(ay

Wie im reellen Fall gilt auch hier der Zusammenhang zwischen der Differen-
zierbarkeit und der Stetigkeit einer Funktion. Diese Eigenschaft wollen wir im
néchsten Satz einfiihren und diesen anschlieffend beweisen.

Satz 21.
Sei X C Cund a € X und f: U.(a) N X — C differenzierbar im Punkt a, so ist
f auch stetig in diesem Punkt a.

Beweis.
hmz—)a(f(z) - f(a)) = lim,_,, (W : (Z - a)) =
lim,_,, {&=f@ lim(z — a) = 0 Es folgt lim,_,, f(2) = f(a), also die Stetigkeit

z—a z—a

=a—a=0

im Punkt a. O

Satz 22.
Sind f und g zwei komplexe Funktionen, die in a differenzierbar sind, so sind
auch f+g,c- f, f-gund 5 mit g(a) # 0 differenzierbar in a und es gilt:

1. (f+9) = f" +¢ (Summen- und Differenzenregel)
f) =c- [ (Konstantenregel)
9) = f'g+ g (Produktregel)

4. g = % (Quotientenregel)

2. (c
3. (f

Beweis.
Da alle Beweise nach dem gleichen Prinzip verlaufen, mochte ich nicht alle an-

fithren, sondern beweise die 3.Eigenschaft.
(f . g>/(a) _ hmz_)a(f(z)g(z)—f(ﬂ)g(a)) _

(T ) 40 D229 paggta) + payg'ta
=/'(a) =¢'(a)

f und g sind nach der Voraussetzung differenzierbar und es gilt
lim,,, g(2) = g(a), somit sind alle Bedingungen erfiillt und die Gleichung darf
wie oben angeschrieben werden. 0
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Beispiel 5.
Wir betrachten im Folgenden einige Beispiele und machen uns vertraut mit den
Regeln, die in Satz 22 aufgestellt wurden.

1. f(=z )—c Es ist () f(a) =
f'(a) =

2. f(z) = z. Esist ﬂz;:g(“) = 2% = 1. f ist fiir alle a € C differenzierbar und
f'(a) =

3. Sei f(z) = 2" mit n € N. Es gilt f'(2) = n-2"". Diese Tatsache beweisen
wir mittels Induktion. Die Aussage ist fiir (n = 1) richtig, wie eben gezeigt
wurde. Sei f(z) = 2" = 2" 2. Nach der Produktregel gilt: f'(a) = na™ -
ata*-1= (n—i—l)a"

= 0. f ist fiir alle @ € C differenzierbar und

Z

n—1

4. Es sei nun f(z) = - = 27" Nach der Quotientenregel ist f'(a) = —25— =
ST =—n-a Wobela;éOgllt

Zu guter Letzt werden wir noch die Kettenregel einfithren, mit der nun alle Dif-
ferentiationsregeln im Korper der komplexen Zahlen eingefithrt und besprochen
wurden.

Satz 23.
Seien f: A — C und g : B — C Funktionen mit f(a) C B und f differenzierbar
in z und g differenzierbar in f(z). Dann ist go f : A — C in z differenzierbar und

es gilt: (g o f)'(2) = ¢'(f(2)) - ['(2).

Beweis.

(90.1)/(@) = lim, o SCDAD _ iy SUCI-lfo) FO16) _ (1) ().
Wenn die Grenzwerte rechts existieren, existiert auch der Grenzwert der linken
Seite und ist gleich dem Produkt. Die Grenzwerte existieren, da die Differenzier-
barkeit vorausgesetzt wurde. 0

2.3 Die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Jede komplexe Funktion f : C — C besitzt die Darstellung

f(z) = u(z,y) + w(z,y) mit z = z + iy, wobei u,v : C — R. Man nennt u den
Real- und v den Imaginérteil von f. Es ist

lim f(2) = imz)—(@o.0) W@, ) + 3 i (g 1) (20,40) V(, y), d.h. existiert ein Grenz-
wert von f, so existieren auch Grenzwerte des Real- und Imaginéarteils. Insbeson-
dere gilt: f ist stetig genau dann, wenn u, v stetig sind.

Satz 24.

Ist f(2) = u(z,y) + iv(z,y) in z € C differenzierbar, so sind auch u,v partiell
nach x und y ableitbar, und es gelten die
Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen:

ou B ov Ou ov

dr  dy’dy  Ox
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Fiir die Ableitung von f(z) im Punkt zy erhalten wir:

ou ov
f'(20) = 87(20) +i- a—y(zo)

Beweis.
Sei f in z differenzierbar, dann gilt fiir h € R :

oy g SR = f(2)
f'(z) = lim . =

h—0

h—0 h h

Damit sehen wir, dass partielle Ableitungen von f(z) nach x existieren. Nun
wollen wir tiberpriifen, ob auch partielle Ableitungen von f(z) nach y existieren

und erhalten:
f(z+1h) = f(z)

~ lim (“@ thy) —ul@y) et hy) - v(fv,y))

/ T
f'(z) = lim - _
lim (_Z- Julzyth) —u(wy)  vlzyth) - y))
h—0 h h
. T4 - . ou v . ou . 9
Weiters gilt: f/(z)__z'a_y+a_y—£+7~%. -

Beispiel 6.
Wie in Beispiel 5 betrachten wir hier:

1. f(z) = 2% = 2% — y?® + 2izy ist fiir alle z € C differenzierbar. Der Realteil
der Funktion ist u = 22 — y? und der Imaginirteil ist v = 2zy.
Diese erfiillen die Bedingungen der Cauchy-Riemannschen-
Differentialgleichungen, da % =2r = g—;, g—;‘ = 2y = —%. Daraus folgt

also, dass f'(z) = 2z + 2iy = 2z

2. Sei f(z) = (azx + by) +i(cx + dy). Die partiellen Ableitungen von f(z) sind
gegeben durch

ou __ ou __
o a, Dy b
v _ o Qv
or & oy d
Damit f(z) differenzierbar fiir ein z € C ist, muss a = d und b = —c sein,

also f(z) = a(z +iy) + b(y — ix) = (a —ib)(x + iy) = (a — ib)z

Definition 25.
Sei f : C — C. Eine Funktion heifft holomorph oder reguldr in a, wenn f in einer
Umgebung von a differenzierbar ist.

Beispiel 7.

f(z) = 2.z = 22 + y? ist in z = 0 differenzierbar, aber nicht holomorph, da
die Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen nicht erfiillt sind. Dadurch ist
f(z) im Punkt 0 differenzierbar, aber nicht holomorph.
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Wie bemerkt wurde, ist das Arbeiten mit komplexen Ableitungen nicht sehr ein-
fach, da sehr schnell die Ubersicht verloren werden kann. Um dem entgegen zu
wirken, gibt es das Kalkiil eines Osterreichischen Mathematikers, das nach ihm
benannt ist. Die Rede ist vom Wirtinger-Kalkiil, dieses erleichtert Mathematike-
rInnen die Darstellung komplexer Ableitungen, da diese iibersichtlicher gestaltet
werden konnen. Was besagt dieses Kalkiil? Sei z € C eine komplexe Verander-
liche. Sei f(z) = u(z,y) + iv(z,y). Dann existieren die partiellen Ableitungen
% = a” + 28; und g—g’j = g—; + ig—z. Der Clou der Wirtinger-Ableitungen besteht
darin, dass jetzt nicht nach Real- und Imaginarteil getrennt und abgeleitet wird,
sondern die komplexe Variable z := x + iy und deren konjugierte z := = — iy
statt der herkommlichen Variablen x und y verwendet wird. Wir leiten nun das
Wirtinger-Kalkiil her.
of of ,

df = Gpdu+ 5 dy

Ist die Zerlegung als totales Differential beziiglich der linearen Funktionen
dx und dy. Aus Satz 8 und 1.) erhalten, wir dass

1 ?

R(z) == 5(:42),3() =y =-(z— ) = -

5(Z—2)

Wenn wir nun diese Eigenschaften in die Differentiale einsetzen, erhalten wir:
do = L(dz + d2), dy = ~(dz — dZ) = -(dz — d)
z = 5(dz +dz), dy = o-(dz — dZ) = ;(dZ — dz

Eingesetzt in das totale Differential gilt:

of _.0f af  of

Und nach einem letzten Umformungsschritt haben wir die Definition des
Wirtinger-Kalkiils.

of _1/of of\ of 1(of .0f
9z 2 (3x_8y)’82_2<3x+8y>

so spricht man vom Wirtinger Kalkiil.

Definition 26.
Setzt man

Satz 27.
Sei M C Cund f: M — C eine differenzierbare Funktion. f geniigt den Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen in einem Punkt zg € M genau dann, wenn

%(2@) =0.

Beweis,
g]; 1 <8f + zaf) = 2 (up + 10y + i(uy + 1vy)) = 3 (up — vy +i(ugy +vy))
Somit gilt, dass af =06 uy, = vy, uy = —1, [
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Bemerkung 9.

Der néchste Vorteil der Wirtinger-Ableitungen ist, dass aus

einem System von Differentialgleichungen u,(zp) = vy(20) und —u,(20) = v4(20)
eine Gleichung % = 0 wird.

Beispiel 8.

Gegeben sei fi(z) = 2z3. Wir untersuchen diese Funktion auf komplexe Differen-
zierbarkeit.

Da bei 2% kein z vorkommt, ist die Funktion iiberall komplex differenzierbar.

Bs ist 5 = 0 und fi(z) = 4 = 32

Beispiel 9.

Gegeben sei die Funktion fy(z) = z? — 2iz — y*. Wir untersuchen diese auf
komplexe Differenzierbarkeit.

Da z? — 2ix — y* = (v — iy)? = z%, ist die Funktion nur fiir = = 0 komplex
differenzierbar, da nur hier die Ableitung verschwindet.

Es ist %L; = 2Z.

Beispiel 10.

Gegeben sei f3(z) = |z|. Wir untersuchen diese Funktion auf komplexe Differen-
zierbarkeit.

Da |z| = /2%, ist % =57= = %é Dieser Ausdruck ist fiir ein z # 0 nie Null.
Somit ist die Funktion fiir kein z € C\ {0} komplex differenzierbar.
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3 Potenzreihen und Elementare Funktionen

In diesem kurzen, wenn auch interessanten Unterkapitel wiederholen wir den Be-
griff der Potenzreihen. In diversen Uberlegungen fiihren wir den Konvergenzradi-
us und Rechenregeln fiir das Rechnen mit Potenzreihen an. Satz 28 und Satz 29
stellen fundamentale Sétze dar, da Konvergenzkriterien formuliert und bewiesen
werden. Die eingefiihrten Sachverhalte werden mit Beispielen gefestigt. Analog
zur Kapitelbezeichnung bei Wolfgang Fischer und Ingo Lieb ([1]), beschéftigt
sich das ndchste Kapitel mit den elementaren Funktionen. Neben der komplexen
Exponentialfunktion werden anhand der Eulerschen Formeln Darstellungen der
trigonometrischen Funktionen fiir komplexe Argumente angegeben. Bei der Er-
arbeitung dieser Themen habe ich mich hauptsichlich an das Vorlesungsskript
von Prof. Haslinger ([10]) und auf das Werk von Wolfgang Fischer und Ingo Lieb
gehalten.

3.1 Potenzreihen

Sei z eine Verdnderliche und zy € C ein Punkt. Als formale Potenzreihe um den
Entwicklungspunkt z; definiert man eine Reihe der Form

o
Zak(z — 200k, ag, 2 €C

k=0

Im Punkt, an dem die Reihe konvergiert, definiert man eine Eigenschaft, die bei
nédherer Betrachtung untersucht werde. Doch zunédchst mochte ich noch kurz auf
einige Rechenregeln fiir Potenzreihen eingehen. Seien nun

f(z):= Zak(z — 2z)F und g(2) := Z bi(z — 2)"

zwel Potenzreihen. Man definiert dann:

f(2) +9(2) = Z(ak +be) (2 — 20)*, ag, by, 20 € C

f(z)-g(z) = ch(z — Zo)k, ag, by, 2 € C

wobei ¢ = agby + a1bp_1 + - - - + ap_1b1 + agby ein Cauchyprodukt der beiden Ko-
eflizienten ist. Damit sind Summen und Produkte formaler Potenzreihen wieder
eine formale Potenzreihe.

Satz 28.
Die Potenzreihe Y -, ar(z — 2p)* besitzt einen Konvergenzradius r > 0, sodass
die Reihe fiir alle z mit |z — 29| < r absolut konvergiert und fiir |z — 29| > r
divergiert.
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Beweis.
Sei K ein Punkt, in dem die Reihe Y 7 ay(K — 2)* konvergiert. Dann bildet
a(K — z)* eine Nullfolge. Es gilt weiters, dass |ax(K — 20)*| < 1 fiir K > K.

Mit 370° i lan(z = 20)F| = D200 g, lan(K — 20)"| - |22 | ist also fiir jedes z
mit [z — 29| < |K — 2| eine geometrische Reihe > )7 | 2= | eine konvergente

Majorante, d.h. die Potenzreihe konvergiert absolut. Damit ist r die kleinste obere
Schranke. Fiir jedes z mit |z — zg| > r muss somit die Reihe divergieren. O

Prinzipiell besteht der Konvergenzbereich der Potenzreihe aus einer Kreisscheibe
um den Entwicklungspunkt zy. Der Radius kann allerdings auch 0 sein. Doch am
Rand des Konvergenzkreises kann man keine Aussage iiber eine mogliche Kover-
genz oder gar Divergenz treffen, denn hier sind

Einzeluntersuchungen notwendig. Im Gegensatz zu R besitzt ein Kreis in C un-
endlich viele Punkte am Rand. Wir werden uns fiir den Fall r > 0 interessieren
und geben im folgenden Satz an, wie dieser bestimmt werden kann.

Satz 29.
Die Potenzreihe .7 | ax(z — 2)* hat den Konvergenzradius

1

 limsupy o 4/Jaxl

wobei man verabredet, dass % = oo und é =0.

R

Beweis.

Sei r = (limsupy_,., +/]ax])"! . Wir betrachten ein beliebiges » mit |z — zo| < 7.
Wir definieren nun ¢ := limsup,_,., 4/]ax||z — 20| < 1. Fiir alle k¥ > N, wobei
das N beliebig groft gewiahlt werden kann, folgt, dass W |z — 20| < C < 1 mit
C:=c]= [%,1) gilt. Nun kénnen wir die Reihe durch eine konvergente

2
geometrische Reihe abschitzen, da

lag - (2 — 20)*| = (¥/|aw]|z — 2o|)* < C* fiir alle k > N

Nun konvergiert >, |ax||(z —2)|*, da 3=, C* fiir C < 1 eine Majorante ist. Somit
haben wir die absolute Konvergenz zeigen kénnen. Sei |z — zp| > r. Diesmal gilt,
dass ¢ := limsup,_,.. +/|ax||z — 20| > 1, also |ag - (2 —20)*| = (/] ax]|z — 20|)* > 1.
Da aber >, ax(z — 29)* keine Nullfolge ist, ist die Reihe fiir |z — 29| > 7 nicht
konvergent und divergiert somit. 0

Bemerkung 10.
In manchen Nachschlagewerken findet man auch folgende Formel fiir den Kon-

vergenzradius r:
1

limye V| axl

Hier setzt man jedoch voraus, dass der Limes existiert und ungleich Null ist, doch
dies kann in manchen Fillen irrefithrend sein, somit ist es empfehlenswert gleich
den Limes superior zu verwenden.

r

22



Beispiel 11.
Wir wenden Satz 28 und 29 auf folgende Beispiele an.
1. Wir betrachten .2 k*2*. Man sieht, dass ¢/|ay| = ¥/|k*| = k. In die
Formel eingesetzt erhédlt man » = 0. Dadurch konvergiert die Potenzreihe
in z = 0, und sonst nirgends.

2. Wir betrachten 2, 2". Man sieht, dass ¢/|ax| = {¥/|1] = 1. In die For-
mel eingesetzt erhédlt man r = 1. Dadurch konvergiert die Potenzreihe im
Einheitskreis D;(0).

3. Ferner betrachten wir »".° z—z Man sieht, dass {/]ax| = {/|%| = . In die
Formel eingesetzt erhédlt man r = co. Dadurch konvergiert die Potenzreihe
in C, das heift, sie konvergiert iiberall.

Da es meist aufwéndig ist mit dem Satz von Cauchy-Hadamard zu arbeiten,
verwendet man, wenn es moglich ist den folgenden Satz:

Satz 30.
Sei > 77, ax(z — 20)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 7 und ay # 0
fiir alle n, dann gilt:

|ax|

lim inf <r < limsup ] )
koo |apy1] koo |@kt]

a
insbesondere gilt r = lim 2|

, sofern der Limes existiert.
k—ro0 |(lk+1|

Beweis.

Den Beweis dieses Satzes kann man im Buch von Fischer und Lieb nachlesen.
Doch eine Beweisskizze mochte ich noch anfithren. Man geht wie folgt vor: Man
definiert s als limes inferior und ¢ als limes superior und zeigt mit Induktion,
dass |ag|s® beschrinkt ist. Fiir |ag|t* zeigt man, dass es keine Nullfolge ist und
ist somit fertig. 0

Beispiel 12.

Wir betrachten )7 % Hier wire die Berechnung mit dem Satz von Cauchy-

Hadamard etwas umstéindlich, so verwendet man das Quotientenkriterium und
la| (k+1)!

erhélt, dass o] = W = k + 1. Somit ist der Konvergenzradius r = oo und

daher konvergiert die Potenzreihe auf ganz C.
Bevor wir uns auf das Kapitel “Elementare Funktionen® stiirzen, formulieren wir
einen Satz, den wir jedoch erst spater mit Hilfe der Integration in C beweisen:

Satz 31.

Es sei f(z) = Y12, ar(z — 20)" eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zg
und z eine Verdnderliche. Sei weiters R der Konvergenzradius der Potenzreihe
und Ug(zp) der Konvergenzkreis. Dann ist die Potenzreihe im Konvergenzkreis
holomorph und es gilt:

f'(z)= Zk cap - (z—2) L
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3.2 Elementare Funktionen

Die Potenzreihe Y /7 %zk konvergiert bekanntlich fiir jeden Entwicklungspunkt
z € R. Fiir beliebiges z € C gilt selbiges und wir definieren expz = >/, %z’“
und erhalten eine holomorphe Funktion. Wenn wir nun e* = )% %zk gliedweise
differenzieren, erhalten wir: (e*) = €.

Fiir z € R stimmt exp mit der reellen Exponentialfunktion iiberein. Somit ist
e holomorph in der gesamten Ebene und es gilt, dass %ez = ¢e*. Der Beweis
hierfiir ist leicht nachzurechnen, wenn man u(zx,y) = e* cosy und v(z,y) = e*siny
setzt, da diese die Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen erfiillen, sind sie
holomorph. Weiters folgt fiir z; = z1 + 1y; und 29 = x9 + iy, aus den bereits
bewiesenen Sitzen, dass

331+362(

exp(z1 + 22) = exp cos(y1 + y2) +isin(y; + y2)) = exp 21 - exp 2s.

Wenn wir nun zeigen wollen, dass exp keine Nullstellen hat, geht man indirekt
vor und fiihrt die Aussage exp(zp) = 0 zu einem Widerspruch mit z, € C, da

1 = exp(0) = exp(20 + (—20)) = exp(zo) - exp(—z0) # 0.

Weiters fithren wir an, dass die Exponentialfunktion expz = e* = e* - (cosy +
isiny) mit z = x+1y periodisch ist mit der Periode 27, denn fiir ein ganzzahliges
k € Z gilt, dass exp(z +2kmi) = exp z. Der Beweis hierfiir ldsst sich nachrechnen,
denn es ist exp(2mi) = cos(27m) + i - sin(27) = 1, also ist exp(z + 27mi) = exp(z) -
exp(2mi) = exp(z). Aufserdem besitzt jede komplexe Zahl die Darstellung:

z=r-(cosy +isiny) =r-e".

Bemerkung 11.

Die obige Formel wird Fulersche Formel genannt. Wegen r > 0 gilt » = €” fiir ein
beliebiges x € R, also kann unsere Funktion z durch z = e**% dargestellt werden.
Dies bedeutet wiederum, dass jede komplexe Zahl, die von Null verschieden ist,
als Wert der Exponentialfunktion auftritt.

Aus der oben eingefiihrten Eulerschen Formel erhalten wir eine Darstellung der
trigonometrischen Funktionen fiir komplexe Argumente, denn

iz —iz
iz —iz __ — . — _6 te
e“ 4+ e =(cosz+isinz) + (cosz —isinz) =2-cosz = cosz = ————

eiz _ e—iz
21
Somit gelingt es der Eulerschen Formel trigonometrische Funktionen als Linear-
kombination imaginarer Exponentialfunktionen darzustellen und sie ist somit ein
Verschmelzungspunkt der Trigonometrie und der Exponentialfunktion. Die expo-
nentielle Schreibweise des Sinus und des Cosinus ergriindet sich an der Tatsache,
dass eine Gleichung angegeben wird, in der man von einer komplexen Zahl z mit
|z| = 1 und einem Winkel ¢ ausgeht und diese mit ihrer komplex konjugierten

addiert bzw. subtrahiert.

e® —e ¥ = (cosz+isinz) — (cosz —isinz) =2i-sinz = sinz =
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Abbildung 6: Graphische Darstellung von e* und dem Real- bzw. Imaginérteil
von cos(z)
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Abbildung 7: Graphische Darstellung von dem Real- und Imaginérteil von sin(z)

Um sich die oben angefiihrten elementaren Funktionen besser vorstellen zu kon-

nen, kann Abbildung 6 und 7 betrachtet werden. Diese verhelfen zu einer Grund-
vorstellung elementarer Funktionen in der komplexen Ebene.

25



4 Mobiustransformationen

Das Kapitel der gebrochen-linearen Abbildungen bedarf zunéchst der Einfiihrung
der Riemannschen Sphére. Wir bezeichnen mit

S = {(21,22,23) € R*|2} + 23 + 25 = 1}

die Einheitssphire im R3. Auf dieser Sphire definieren wir die stereographische
Projektion und deren Umkehrabbildung. Mit Satz 33 und 34 wird gezeigt, dass
die stereographische Projektion kreis- bzw. geradentreu ist. Anschliefend befassen
wir uns mit Mobiustransformationen. In Satz 38 zeigen wir, dass die Mobiustrans-
formationen eine Gruppe bilden, die sogar isomorph zur SL(2,C) ist. Darauthin
beschéftigen wir uns mit Fixpunkten gebrochen-linearer Abbildungen und geben
hierfiir Beispiele an. Mit Satz 44 bzw. der Sechs-Punkte-Formel gelingt es uns eine
Moébiustransformation explizit anzugeben. Wir demonstrieren die Anwendbarkeit
dieser Formel anhand einiger Beispiele. Im darauffolgenden Kapitel fithren wir das
Doppelverhéltnis der Mébiustransformationen ein und zeigen in weiterer Folge,
dass diese kreis- bzw. geradentreu sind. Bei der Vorbereitung dieser Kapitel habe
ich [5] und [1], sowie auf [4] konzentriert. Wobei letzteres Werk als Quelle fur
graphische Darstellungen genutzt wurde.

4.1 Riemannsche Sphare

Um einfithren zu konnen, was man unter der Riemannschen Sphére verstehen
kann, bendtigen wir zunéchst die erweiterte komplexe Ebene. Durch das Hin-
zufiigen des Punktes oo zur komplexen Ebene entsteht die erweiterte komplexe
Ebene, welche mit C bezeichnet wird. Wir legen fest, dass é = 0 und (1] =
fir z — % gilt. So konnen wir erkennen, dass z — % eine Abbildung von der
erweiterten komplexen Ebene in sich selbst ist. Riemann sah einen Punkt oo
nicht als Punkt, der eine Koordinate hat, sondern viel eher als ein Grenzwert,
der erreicht werden kann. Um sich dies besser vorstellen zu kénnen, empfahl er
die Interpretation komplexer Zahlen als Punkte einer Sphére. Topologisch stimmt
die Zahlenkugel mit der Oberfliiche einer Kugel im R? iiberein, was im Anschluss
gezeigt wird.

Sei S = {(x1, 72, 73) € R3|2? + 23 + 23 = 1} die Einheitssphére.

Satz 32.
Die Abbildung
~ — T1+iT2 f il 1
0:S—=C, (v1,29,23) — z 1—z3 alls (21, 9, x3) # (0,0, 1)
o0 falls (z1, 22, 23) = (0,0,1

ist eine Bijektion. Man bezeichnet die Abbildung ¢ als stereographische Projek-
tion.
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N=(,01)

(X1,%2,%3) = P

Abbildung 8: Die Riemannsche Sphire in der komplexen Ebene C = R?

Beweis.

Sei N definiert als der Nordpol mit den Koordinaten N = (0,0,1) und P =
(21,2, x3) ein Punkt ungleich (0,0,1). Wir verbinden den Punkt N mit dem
Punkt P von S mit einer Gerade. Diese besitzt die Parameterdarstellung:

g:x=(0,0,1) 4+t (21,292,253 — 1)

Setzt man eine, genauer gesagt die dritte, Komponente gleich Null, so erhélt man

aus:
1

T ) 371"‘@'132
z = s =
1—33‘3 1—.173 1—373

der Geraden mit der (x1,xs)—Ebene, die man als komplexe Ebene deutet.
Umgekehrt ist durch z ein Punkt P € S
als Schnittpunkt von S mit der Verbindungsgeraden von z und N bestimmt. [J

1+t(zs—1)=0, also t =

den Schnittpunkt

x1+ixe
1—z3

rufen, dass 27 + 23 + 232 = 1, so folgt daraus, dass

Da nun z = gilt fiir z := % Wenn wir uns nun wieder ins Gedéchtnis

i+ as 1— a2 1+ 3
zr = —= _=
(1 — 1}3)2 (1 — 1’3)2 1— XT3

bzw.
1 7 —
+ zz T
und damit folgt zu guter Letzt, dass x3 = Z;} Mit diesen Teilergebnissen erhélt
man leicht:
1-— zZ (Z —
T = 214 T3 Zﬂ— & und analog: xo = 2(27 ?)
2 zz+1 +1
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Bemerkung 12. R R
Die Umkehrfunktion o=t : C — S? ist fiir z = 2 + iy € C gegeben durch

2:  |z-1 .
7l (2) = (WH’ IZI2+1> fiir z # oo

(0,0,1) fir z = o0

Wenn wir nun Abbildungen untersuchen, die auf der Riemannschen Sphére
definiert sind, erhalten wir einige Eigenschaften, die im Folgenden bewiesen wer-
den. Doch zuvor ist es wichtig, dass wir folgenden Satz, den man auch als Hilfssatz
titulieren kénnte, anfithren und beweisen.

Satz 33.
Die Gleichung azz 4+ ¢z + ¢z + 0 = 0 mit a,§ € R und ¢ € C liefert mit
D :=cc—ad > 0 fir

e o = () eine Geradengleichung
e «a # 0 eine Kreisgleichung.

Beweis.
Sei a = 0, dann gilt automatisch ¢ # 0. Sei z = x + iy eine komplexe Zahl, dann
gilt:

clx+iy)+c(r—iy)+0=0< x(c+¢)+ylic—ic) = =0

Nun sieht man, dass diese Gleichung eine Gerade beschreibt, denn ist (¢ —¢) = 0,
so ist (ic —ic) = 2ic # 0.

Wenn nun a # 0, so kann durch « dividiert werden, wenn wir nun o.B.d.A
annehmen, dass o = 1. Aus der Anfangsgleichung erhalten wir:

2Ztcz+ez+d=0 2" -y  +clv+iv) +e(r—iy) +5 =0
2~y +a(c+e)+iylc—e)+5=0

Dadurch ist also eine Kreisgleichung um v := —¢ gegeben mit Radius

ri=+/cc—0>0. O

Satz 34.
Die stereographische Projektion bildet Kreise auf S? in Kreise oder Geraden in
R? und somit auch in C ab.

Beweis.

Ein Kreis auf S? entsteht als Durchschnitt von S mit einer Ebene E = azq +
bxy + cx3 = p. Hierbei konnen wir a, b, ¢ so wihlen, dass a® + > + ¢ = 1. Der
Durchschnitt mit der Sphére ist genau dann nicht leer und von einem einzelnen
Punkt verschieden, wenn der Abstand dieser Ebene E vom Ursprung kleiner als
1 ist, d.h. wenn p? < 1 = a? + b? + ¢®. Wenn wir fiir x;, 29, 23 die Resultate aus
der Herleitung der stereographischen Projektion einsetzen, erhalten wir:

z4Z i(Z—2) 2z2—-1

s =
2Z+1 zZz+1 + zZ+1

p
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a(z+2)+b(i(Z — 2)) +c(z2—1) =p(2Z2+ 1)
czZ —pzZ+ibz+az—ibz+az—c—p=20
zzZ(c—p)+a+ib—z(a+ib) — (c+p) =0

Aus Satz 33 folgt, dass fiir ¢ = p eine Geradengleichung gegeben ist, ansonsten
eine Kreisgleichung. 0

Beispiel 13.

Wir wollen die Abbildungen von S? auf sich, die unter der stereographischen
Projektion der Multiplikation mit %, ¢ € R entsprechen, bestimmen.

Wir nehmen z = 2 + iy € C und f(z) = z - € an. Daraus folgt, dass

f(2) = z-€" = (z+iy)-(cos(t)+isin(t)) = x cos(t) —ysin(t)+i(z sin(t) +y cos(t)).

Da z? + 23 + 23 = 1 gilt, erhalten wir wiederum, dass

(i) 90<m1’x27$3) = 1317:3 +- 1f2a:3

(11> f < TLoy .z ) _ oz cos(t)—xz2 sin(t) + g2 sin(t)+x2 cos(t)

1—x3 1—x3 1—z3 1—x3

(iii) Fiir die Umkehrfunktion ¢! erhalten wir:

]

4 [ w1cos(t) —xgsin(t)  xysin(t) + xq cos(t)
® +
1— XT3 1-— T3

[ 2-(z1 cos(t)—wasin(t))-(1—x3) 2:-(x1sin(t)—za cos(t))-(1—z3) —1+2z3+xi+ai+z3
o 1-2z3+z3+a3+x3 ) 1-2z3+z+a3+x3 » 1-2x3+zi o+l

=(x1 cos(t) — zosin(t), zy sin(t) + x9 cos(t), x3) =
cos(t) —sin(t) 0 T
sin(t) cos(t) 0 To
0 0 1 T3

Wir sehen, dass diese Abbildungen einer Rotation entsprechen.

Als Beispiel einer Abbildung auf der Riemannschen Sphére kénnen die Mobi-
ustransformationen besprochen werden. Diese sind konforme Abbildungen der
riemmanschen Zahlenkugel auf sich selbst und beruhen auf den Erkenntnissen
des deutschen Mathematikers und Astronomen August Ferdinand M&bius (1790-
1868).
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4.2 Gebrochen-lineare Abbildungen
Definition 35.

Sei A = CCL Z eine invertierbare Matrix. Die Funktion
04 C— @, wal(z) = “Zj:s mit det(A) = ad — bc # 0 heifst Mobiustransformation

oder gebrochen-lineare Abbildung, wobei ¢4(o0) = ¢ und ¢ A(—%) = oo gesetzt
wird.

Bemerkung 13.
Bereits an der Definition kann erkannt werden, dass fiir zwei Matrizen A und
A+ A dieselbe Abbildung entsteht. Von dieser Tatsache kann man sich leicht iiber-

' . a b . , Aa b
zeugen, wenn man eine Matrix A = (c d> und eine Matrix A\A = ( e A d)

definiert und jeweils die Abbildung ¢ (z) mit pya(2) vergleicht.

Beispiel 14. 1. p4(2) = z+ b bewirkt eine Translation um den Vektor b (Par-
allelverschiebung)

2. pa(z) =a-z— pa(z) =1 (cosp + ising) -z. Hier erhélt man eine Dreh-

streckung um den Winkel ¢ und den Parameter r

3. valz) = % bewirkt eine Inversion am Einheitskreis, das heifst Punkte au-
fserhalb des Einheitskreises werden ins Innere abgebildet und umgekehrt.

Bemerkung 14.

Fiir eine allgemeine Mébiustransformation mit ¢ # 0 gilt:

va(z) = ?jis bcczad 1d + 2. Also ist p4(z) aus den obigen elementaren Fillen

zusammengesetzt. st nun ¢ = = 0, dann kann man d = 1 setzen, denn dann ist
©a(z) eine Drehstreckung mit nachfolgender Translation.

Satz 36.
Die Mobiustransformationen bilden eine Gruppe beziiglich der Zusammenset-
zung.

Beweis.
Wir zeigen, dass das Produkt zweier Mébiustransformationen wieder eine M&bi-

ustransformation ist:

Seien pa(z) = gjig und pp(z) = ‘z,zi’;’ mit A, B € GL(2,C), dann ist:

az+b
az + b) _ At
cz+d ’%—Fd’

(B owa)(z) =B (

a

a'(az+0b) +V(cz+d)
dlaz+b)+d(cz+d)

B
+b') + (b + b'd)
+d’) + (db+d'd)
b9

/A /\\

J/

-

)
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= wpa(2).

Es gilt noch zu zeigen, dass («d — 5v) # 0. Jede Mébiustransformation ldsst sich
als Matrix schreiben, wir erhalten:

Mign) = (1 h) = Mleroen) = Mlpa) - M(en).

Mit dem Determinantenkriterium ist:

(a6 = ) = det(M (g 0 91)) = det M(pa) - det M () 0
#0 #0

Das neutrale Element der Mobiustransformation ist die sogenannte Identiit, also
©wa(z) = z. Das Assoziativgesetz ist fiir lineare Abbildungen (Satz aus der linearen
Algebra) stets erfiillt und es gilt:

(paowp)owc(z) =pao (ppowc)(z)

Das inverse Element ¢! (2) ist gegeben durch:
“10) = 1 dz—0b da: (@ b (d =b\ _ fad—bc 0
PAN) T —be—czta  \e d —c a ) 0 ad — be

(10
S \0 1
Bemerkung 15.

Im folgenden Satz zeigen wir, dass die Gruppe der Md&biustransformationen iso-
morph ist zur Gruppe SL(2,C). Dabei bezeichnet SL(2,C) die Gruppe der kom-
plexen 2 x 2—Matrizen mit Determinante Eins.

O

Satz 37.
Die Gruppe der Mébiustransformationen ist isomorph zu SL(2,C).

Beweis.
Um einen Gruppenisomorphismus zu verifizieren, miissen wir eine bijektive Ab-
bildung f finden. Der M&biustransformation

az+b o ‘ a b
wa(z) = o d ordnen wir die Matrix A,, = (C J

) € SL(2,C)

zu. In dem Satz 36 haben wir gezeigt, dass

() = dz—b 1 d —b
w4  —cz4a det(A) \—-¢c a )’

Da A} in SL(2,C) die Determinante det(¢4) = 1, folgt, dass —- = 1. Die

restlichen Bedingungen folgen nun aus dem Beweis von Satz 36. U
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Wie bereits in Kapitel 1 erwdhnt wurde, gibt es auch abelsche Gruppen. Die
Gruppe der Mobiustransformationen ist keine solche, da die Kommutativitat nicht

gegeben ist. Betrachten wir zum Beispiel ¢4(2) = % und ¢p(z) = £ Dann ist
z+1
_ _ z+2 (z+1) B z+1
Und aus )
=)+l 22—

ist ersichtlich, dass fiir z = 0:

(paopp)0) = 5—
Definition 38. ) )
Sei z € C und f : C — C eine Abbildung. z wird Fixpunkt genannt, wenn

f(z) ==z

Satz 39.
Sei g : C — C eine von der Identitét verschiedene Mobiustransformation. Dann
besitzt @ 4(z) einen oder zwei Fixpunkte.

Beweis.
Wir unterscheiden zwei Falle.

1. Sei ¢ =0 und pa(z) = az + b. Dann ist p4(00) = 00, also oo ein Fixpunkt
der Mébiustransformation ¢4(z). Wenn nun a = 1 ist, dann ist b # 0, da
die Mobiustransformation nach Voraussetzung ungleich der Identitét ist.
Die Gleichung p4(z) = z + b = z hat in C keine Losungen, also existieren
auch keine weiteren Fixpunkte.

Wenn nun aber a # 1 ist, dann erhalten wir aus der Gleichung
pa(z) =az+b=z, dass z = % der zweite Fixpunkt ist.

2. Sei ¢ # 0, dann ist p4(c0) = ¢, also ist oo kein Fixpunkt und es gilt:
walz) = ‘cfj:fl =z & 22+ (d—a)z — b = 0. Somit ist z genau dann ein

Fixpunkt, wenn es diese quadratische Gleichung 16st.

O

Beispiel 15.
Sei @4(z) = Z2. Wir suchen die Fixpunkte dieser Abbildung und erhalten:

3
z+1:z(:)z+3:z2—z(:)0222—22—3:(z—3)(z+1)
Z_
Somit haben wir zwei Fixpunte z; = —1 und 2z, = 3.
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Als néchsten Punkt iiberlegen wir uns eine geometrische Darstellung der Mobi-
ustransformationen. Wir haben bereits die geometrische Darstellung komplexer
Zahlen eingefiihrt und wiederholen und wenden diese auf Md&biustransformatio-
nen an. Sei z € C, dann hat z auch die Darstellung z = |z| - €**. Wenn nun
die Spiegelung am Einheitskreis, die sogenannte Inversion, betrachtet wird, kann

diese auch durch 27! = 1 = L . ¢7% angegeben werden.

Fakt 3.
Somit gibt es drei spezielle Typen von Mobiustransformationen. Diese wurden
bereits bei Beispiel 8 eingefiihrt und werden nun als Fakt festgehalten.

l. z = z +d, wobei (¢ = 0,a = d) ist. Diese Abbildung entspricht einer
Translation.

2. z — d'z, wobei (b = 0 = ¢) ist. Diese Abbildung bewirkt eine Drehstreckung
um den Winkel ¢ und dem Parameter |z| = 7.

3.z = 2zt =1 wobei (a = 0 =d,b = c) ist. Diese Abbildung bewirkt eine
Spiegelung am Einheitskreis, eine sogenannte Inversion.

Satz 40.
Mobiustransformationen sind winkeltreue Abbildungen.

Beweis.

Es geniigt diesen Satz fiir den dritten Elementartyp, der Inversion, zu zeigen.
Fiir die Translation und die Drehstreckung sind diese Aussagen trivial. Fiir die
Inversion folgt dies aus einer geometrischen Deutung, die Abbildung z — i erhalt
den Betrag der Winkel, dndert lediglich die Orientierung. 0

Beispiel 16.

Im Bereich der rationalen Zahlen gibt es genau zwei Zahlen z, fiir die gilt 2% =
x - x = 1, namlich x; 5 = £1. Analog konnen wir hier uns die Frage stellen, fiir
welche Funktionen ¢4(z) gilt ¢? = @ o ¢ = id, also p(pa(2))(z) = 2?

Die Funktionen ¢4(z) = +z und pa(z) = %1 fallen uns ein, doch es existieren
noch mehrere, diese wollen wir ermitteln:

Es sei pa(z) = gjig, dann ist

Ca(E) b 2(a® 4 be) + ba + d)

2
Pale) = {0y T T et der B be

Wenn nun ¢?(z) = z sein soll, so miissen die Koeffizienten (a, b, c,d) folgendes
erfiillen:

1. (a*+bc) = +1

2. bla+d)=0
3. cla+d)=0
4. d* +bc = +1
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So folgt daraus, dass
az %+ (1 F a?
QOA('%G) = ( T )
z—a

sein muss, somit erhalten wir beispielsweise:

L. pa(z,1) = =5 und fiir pu(z,—1) = -

2. ¢a(2,0) =+

z

Satz 41.
Eine Mébiustransformation ¢4(z) ist durch die Werte von ¢4(0), ¢a(1) und
pa(00) eindeutig bestimmt.

Beweis.
__ az+b :
Ist pa(z) = &7, so ist

b a+b
= — 1 =
SOA<O) d’ SOA( ) C+d

a
und p4(00) = -

1. Fall: ¢ = 0. Dann ist nach der Definition der Mobiustransformation d # 0,
somit ist p4(1) =2+ 2 und

pa(z) = (pa(l) — a(0))(2) + ©a(0) = ( d d

2. Fall: d = 0,c # 0. Somit ist p4(1) = ¢ + 2 und

a b1 1
palz) = cto2= pa(00) + (pa(l) — @A(OO));
3. Fall: ¢ # 0 # d. Somit ist

a+b b (ZH_Q_az—l—b
d d

SOA(Z):ZvL%_ 2+ ¢

und ;
pa(00) +9a(0)S
pwa(l) = :

d
+z
|:|

Wenn nun zwei Tripel paarweise disjunkter Punkte gegeben sind, kann nun eine
Mébiustransformation ¢4 (z) mit ¢ a(z;) = wy fir k € {1,2,3} gefunden werden.
Dies halten wir in einem Satz fest:

Satz 42.
Seien (z1, 22, z3) und (wy, wy, w3) Tripel paarweise disjunkter Punkte. Dann ergibt
das Auflésen der Formel

(w—wi) (w2 —ws) (2 —21)(22 — 23)

(wg —w;)(w — ws) (22 — 21)(2 — 23)

nach w genau eine Mobiustransformation ¢ 4(z) mit @4(zx) = wy, wobei
ke {1,2,3}.
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Beweis.

Sei R die rechte Seite der Gleichung. Wir kénnen erkennen, dass R(z) mit R(z1) =
0, R(22) = 1 und R(z3) = oo laut Satz 36 eine Mobiustransformation ist, da sie
nicht konstant ist. Fiir die linke Seite der Gleichung, die wir mit L bezeichnen, gilt
selbiges und daher ist ¢4 = L' o R eine Mébiustransformation mit o4 (2z) = wy.

O

Beispiel 17.
Wir suchen fiir die Punkte z; = 1, 20 = 1 + ¢ und 23 = —¢ eine Md6biustransfor-
mation auf w; = 7, wy = 0 und w3 = —1. Die dazugehorige gebrochen lineare
Abbildung erhalten wir aus:

(w — 1) -1 (z-1) (—1 —20)

w o (=1—i) (z—1—4) —1—4

z—1 z—1
Cimw (42 e w1 (1 20) ) =
w—1=w z—l—z'( + 2i) w( z—l—z'( + z)) i

w((z—l—i)—(z+2iz—1—2i)) :@@w(ﬂ>

?

z—1—1 z—1—1
i(z—1—14) (2—1—14)

w = =
i(—2z+41) —2z+1

Beispiel 18.

Wir wollen wissen, welche Mobiustransformationen die obere Halbebene (H :=
{z|(2) > 0}) auf sich selbst abbilden. Eine Abbildung ¢ 4(z), die die reelle Achse
auf sich selbst abbildet ist eine solche Transformation. Zum Beispiel sind ¢ 4(0)
und @4 (1) reell, somit sind die aus der Formel bestimmten Koeffizienten von
wa(z) auch reell. Ist umgekehrt eine Mobiustransformation mit a,b,¢,d € R
gegeben, so geht die reelle Achse in sich iiber und es gilt:

at +b 1 ac + bd ad — be
. _ i) .
pall) = g T A g @t i) = G Y e

Das heifst, die obere Halbebene geht genau dann in sich iiber, wenn (¢4 (i))>0
ist. Dadurch muss der Zéhler im Bruch, also ad — bc > 0 sein. Als Folgerung
daraus erhalten wir, dass genau die Transformationen mit ad — bc = 1, diejenigen
sind, die die Halbebene auf sich selbst abbilden, mit a, b, c,d € R.

Bemerkung 16.

Ein anderer Ansatz ware dieser hier:

©a(z) bildet genau dann H auf sich ab, wenn R U {oo} auf sich und ¢ nach H
abgebildet wird. Nun ist S(pa(i)) = %(g:g) = gg;gg Also liegt (i) genau dann
in H, wenn ad — bc > 0 ist.

Beispiel 19.

Wir suchen die Mébiustransformation, die den Einheitskreis auf sich und den
Kreis |z —a] =7 <1 —amit 0 < a < 1 auf einen Kreis mit Mittelpunkt wy = 0
abbildet. Hierfiir machen wir die Uberlegung:
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Die x-Achse ist eine Gerade und wird daher auf eine Gerade oder einen Kreis in
der w-Ebene abgebildet. Sie schneidet die beiden Kreise in der z-Ebene senkrecht,
ihr Bild ist also zu den beiden Bildkreisen orthogonal. Damit kann das Bild nur
eine Ursprungsgerade sein. Wir nehmen zunéchst an, dass das Bild die y-Achse
ist. Es gilt: p4(—1) = —1 und @4(1) = 1. Auferdem wird z = a (als Mittelpunkt
des kleinen Kreises auf den Nullpunkt wy = 0 abgebildet. Daraus erhalten wir,
dass
w+1l 1 z+1 1-a

w 2 Z—a 2

@w+1:w-(1—a)-jji®w(l—%):—1

1 1
w = — =

(1 N (1—a)(z+1)> N <(z—a)—(z—az+l—a))

(z—a)
(az —1)

w=—
Als Resultat dieses Beispiels folgt:

i F T4 im0
az — 1 az — 1

w =

Wie man erkennen kann, eignen sich Mobiustransformationen zur Betrachtung
von Figuren in der Ebene. Historische Bekanntheit erlangen die Mobiustransfor-
mationen durch ein fundamentales Problem. Man wollte wissen, ob vier
vorgegebene paarweise verschiedene Punkte der Ebene zy, 29, 23,24 auf einem
Kreis liegen. Die gebrochen-linearen Abbildungen liefern hierfiir eine Losung.

4.3 Das Doppelverhaltnis und die
Kreis- bzw. Geradentreue

Definition 43.
Seien zq, 29,23 und z4 paarweise verschiedene Punkte in C. Dann nennt man

DV (21, 29,23, 24) = #=2L . 222 das Doppelverhéltnis von den vier Punkten
Z4—23  Z2—23 . . s
21, 29,23 und z4. Fiir ein variables z ist @a(z) = DV/(z, 29, 23, 2) eine Mobi-

ustransformation, denn

QOA(31> =0, QOA<ZQ) =1, QDA<23) = 0.

Somit kénnen wir folgende Notation festhalten:

wa(z) = DV (21, 29, 23,2) = <Zol 212 Z3> (2).

Wir wissen bereits, dass Mobiustransformationen auch im Punkt oo definiert
sein konnen, wenn dies der Fall ist, d.h. ist einer der Punkte unendlich, z.B.:
z. z
ﬁ - j - 1 Z9 — 23 .
21 = 00, 80 betrachtet man DV (0o, 2, 23, 24) = : = . Fiir
Z4 — 2R3 k2 — Z3 Z4 — 23
variables z ist wa(z) = DV/(21, 22, 23, 2) wieder eine Mobiustransformation mit
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wa(z1) = 0,04(22) = 1 und pa(z3) = oo.

Z1 2o %

01 )

Wenn also ¢4 die Mébiustransformation ist, die z; nach 0, z; nach 1 und z3 nach
oo abbildet, so erhalten wir durch das Doppelverhéltnis

DV (21, 22, 23, 24) = @a(24) das Bild des vierten Punktes.

Somit gilt : pa(z) = DV (21, 29, 23,2) = (

Satz 44.
Seil pa(z) eine Mébiustransformation. Seien z;, j = 1,2,3,4 vier verschiedene

Punkte in C mit w; = p4(z;), so gilt:
DV (21, 29, 23, 24) = DV (wq, wa, w3, wy).

Beweis.
Dv(wh Wy, W3, w4) —

(w1 w2 w3 (U})_ Z1 R2 X3 w1 Wy W3 (U))
"\ 1 o)V VYT 0 1 21 %2y 23 4

v~

1 Z1 %2 Z3
=Pa (34):
w1, Wy W3

Z1 R9 23 .
( OO) <Z4) - DV(217227237’Z4)

O

Satz 45.
Jede Mobiustransformation ¢4(z) fithrt die Menge der Geraden und Kreise in

sich tiber.

Um diesen Satz zu beweisen, muss man fiir die Elementartypen der Mobiustrans-
formation, d.h. fiir die Translation, die Drehstreckung und die Inversion, dies
nachrechnen. Fiir die ersten zwei Typen ist die Behauptung graphisch zu ver-
deutlichen. Die Inversion bildet Kreise in Kreise ab. In C eriillt ein Kreis vom
Radius r und Mittelpunkt a erfiillt die Gleichung

r?=|z—al? = (2 —a)(z —a) = 2Z — @z — az + aa.

Fiir die Bildwerte wy = 04 (2;) gilt somit r? = ﬁ — % — 2 + aa oder:
l—aw—aw

r? —aa = =
ww

Und das ist wieder eine Kreisgleichung. Wenn unser w nun diese Gleichung erfiillt,
dann erfiillt auch z = % die Anfangsgleichung und somit ist das Bild des Kreises
wieder ein ganzer Kreis.

Was passiert, wenn 72 = |a|?> > 0 ist, dann hétte man 1 — aw — aw = 0. Seien
nun a = « + 14 und w = x + iy, so folgt:

1—(a—if)(z —iy) — (a+if)(z+iy) =0
1 — (ax —i(ay + Bx) + *fy) — (e + i(ay + fz) +i*By) = 0
—2ax + 20y = -1 20 — 2y =1
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Das ist eine Geradengleichung, wir konnen erkennen, dass die Gerade nicht durch
den Ursprung geht. Man erhélt solche Geraden aus dem Kreis um a = o+ 45 mit
Radius r = |a|. Hingegen werden Geraden durch den Ursprung bei der Inversion
an der reellen Achse gespiegelt und gehen somit in die Ursprungsgeraden iiber.
Da die Inversion ihr eigenes Inverses ist, bildet sie alle Geraden in Geraden oder
Kreise ab. Fortan werden Geraden als Kreise (durch oo) deklariert, denn nur dann
stimmt die Behauptung, dass Kreise in Kreise abgebildet werden.

Bemerkung 17.
Wir haben in den obigen Uberlegungen Geraden als Kreise durch den Punkt
unendlich aufgefasst.

Wir halten fest, dass Mdbiustransformationen winkel-, geraden- und kreistreue
Abbildungen sind. Als néchstes untersuchen wir, ob gebrochen-lineare Abbildung
auch orientierungstreu bzw. eine Invarianz der Orientierung besitzen.

Definition 46.

Sei D C C eine Gerade oder ein Kreis. Die Orientierung von D wird durch ein
Tripel (21, 22, 23) von Punkten von D gegeben. Wir unterscheiden beziiglich der
Orientierung drei Falle:

e Der Punkt z liegt auf D, wenn S[DV (21, 29, 23, 2)] = 0, also DV (21, 22, 23, 2)
reell ist.

e Der Punkt z liegt rechts von D, wenn S[DV (21, 22, 23, 2)] > 0 ist.

e Der Punkt z liegt links von D, wenn $[DV (21, 29, 23, 2)] < 0 ist.

Wegen der Invarianz des Doppelverhéltnisses der Mobiustransformation
wa(zr) = wy liegt das Bild immer auf derselben Seite beziiglich der Orientierung.
Diese Eigenschaft wird Invarianz der Orientierung genannt.

Bei der Betrachtung von Beispielen kann man sich auf zwei

Orientierungen konzentrieren. Man untersucht die Orientierung der reellen Ach-
se. Wenn deren Orientierung durch (0, 1, 00) festgelegt ist und z beziiglich eines
beliebigen reellen Tripels (z1, 22, 23) untersucht wird, so kann p,(2) = %IZ =
DV (z, 29, 23, z) angeschrieben werden. Erwdhnenswert ist noch die Tatsache,
dass die Unterscheidung von links und rechts nichts anderes als die Unterschei-
dung in obere und untere Halbebene bedeutet.

Als Entscheidungskriterium wird hier

det(4) = |*

‘:ad—bc

gewahlt, denn (DV (zy, 29, 23, 2)) = ﬁj;gﬁ -G (2).

Beispiel 20.

Die durch (1,i,—1) gegebene Orientierung des Einheitskreises bezeichnet man
als positiv. Wenn z = 0, so ist DV (1,4, —1,0) = 4, das heift wiederum, dass der
Ursprung beziiglich der positiven Orientierung links vom Einheitskreis liegt. Bei
umgekehrter Orientierung (d.h.: im Uhrzeigersinn) wére der Ursprung rechts.

38



5 Integration in C

In Kapitel 2.2 haben wir die komplexe Differenzierbarkeit eingefiihrt. Hierfiir
haben wir den reellen Differentialquotienten ins Komplexe iibertragen mit:

df . [f(z) = f(a)
/ —_ — fy
f(a)_dz<a> ll_r}(lz s —q
Wir wollen beim Integral nach dem gleichen Muster vorgehen und aus der reellen
Analysis das komplexe Integral
/ f(2)dz

einfithren, doch wir stehen hier vor einigen Schwierigkeiten. In R muss der In-
tegrand in allen Punkten zwischen Anfangs- und Endwert definiert und stetig
sein. Im Komplexen existieren keine Intervalle. Wir helfen uns mit Polygonziigen
(Streckenverbindungen) aus und betrachten fortan nur mehr Gebiete, auf denen
eine Verbindungsstrecke existiert. Anschliefend fiihren wir das Kurven- bzw. We-
gintegral ein und werden daraus folgern, dass Funktionen entlang eines solchen
Weges in einem Gebiet integrierbar sind. Zu Beginn definieren wir einige Begriffe,
wie in etwa Wege und geschlossene Pfade. Anschliefsend zeigen wir, dass ein kom-
plexes Integral jeweils in Real- und Imaginérteil aufgeteilt und getrennt betrachtet
werden kann. Zu dieser Tatsache formulieren wir einen Satz und definieren im An-
schluss daran das komplexe Kurvenintegral. In Satz 52 werden dessen elementare
Eigenschaften formuliert und bewiesen. Nach einigen Beispielen zu diesen bereits
eingefithrten Beispielen gehe ich auf einige andere grundlegende Sétze ein, die
im Werk von Fritsche ([2]) vorkommen. Mit zahlreichen Beispielen zu den einge-
fiihrten Begriffen, versuche ich einen sinnvollen und versténdlichen Aufbau der
Thematik anzugeben.

Definition 47.

Sei G ein Gebiet. Unter einem Weg in C versteht man

v :la,b] C R — G C C. Als Anfangspunkt des Weges bezeichnet man ~(a) und
als Endpunkt v(b). Als Parameterintervall bezeichnet man [a, b].

Wenn 7 stetig differenzierbar ist mit |7/(¢)| # 0, dann nennt man ~ einen glatten
Weg. Wenn 7(a) = v(b) nennt man den Weg geschlossen.

y(a) =y(b)
y(b)

y(@)
Abbildung 9: Integrationswege in C
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Wenn wir nun eine Zerlegung des reellen Intervalls [a,b], somit auch unseres
Weges, vorgeben und vy, 4., : [ti, tis1] CR = G C Cfiir i € {0,1,2,...,n — 1},
dann nennt man v einen stiickweise glatten Weg. Hierfiir findet man machmal in
der Literatur auch die Bezeichnung Pfad.

Definition 48.
Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige komplexe Funktion und v : [a, b] —
G ein Integrationsweg, dann ist

b
/ﬂ@w:/wawﬂwﬁz

das komplexe Kurvenintegral einer Funktion f iiber dem Weg ~.

Bemerkung 18.

Wie es Remmert in seinem Werk erklart, kann nun jeder Weg v = v + ... + %
mit jeweils stetig differenzierbaren Teilwegen v, und der Funktion f : G — C,
auch wie folgt als Summe der jeweiligen Integrale angeschrieben werden:

[r@ra:=>" [ fea

wobei |v,] C |7y gilt.

Bemerkung 19.
Das oben definierte komplexe Kurvenintegral

lf@dmzlwwwrwwﬁ

kann umgeschrieben werden und man erhélt nach Aufspalten in Real- und Ima-
ginarteil:

b b b
/f@w=/%UMMﬂmﬁ+%/%UMMﬂmﬁ

Bevor wir uns auf die Eigenschaften der Kurvenintegrale begeben, fithren wir
einige Beispiele zu den bereits eingefithrten Sachverhalten an.

Beispiel 21.
Sei f(z) = z2. Wir wollen das Integral entlang des Halbkreises v(t) = €%, ¢ € [0, 7]
berechnen.

T T 3it
/ZQdZ:/ (6”)2-ie’tdt:i-/ ebit dt = .
v 0 0 31

Beispiel 22.
Sei f(z) =Zund y(t) = (1 414) - ¢ fir t € [0, 1].

w_2

s, 3

1
=1
0

2

[yzdz:/ol(tjtit)(lJrz')dt:(1+z‘)/01(t—z't)dt: (1+i)(1—z’)%
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Bei der Berechnung der Beispiele 21 und 22 haben wir den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung vorausgesetzt. Ist F' eine Stammfunktion von

f, also & = f(t), so ist
/ " Ft) di = F(b) — Fla).

Der Beweis dafiir folgt sofort aus der reellen Analysis, unter der Voraussetzung,
dass man Real- und Imaginérteil getrennt betrachtet. Daraus erhalten wir die Tat-
sache, dass man mit komplexen Integralen meist so rechnet, wie im Reellen. Man
sucht Stammfunktionen und setzt im Anschluss daran die Integrationsgrenzen
ein. Im Folgenden mochte ich der Vollstdndigkeithalber einen Satz formulieren,
der die Giiltigkeit weiterer Rechenregeln des reellen Integrals fiir das Integral in
C angibt.

Satz 49.
Sei U C R ein Intervall, f,g : U — C stetig, a,b,z € U und A € C, dann gilt:

LR[P ) dt = [PRF(t) dt und S[° f(t) dt = [P Sf(t) dt
2. [P F(t)ydt =~ ["f(t)dt

3. [P(fH+g)t)dt = [P ft)ydt+ [T g(t)dtund [P (A- [)(E)dt =\ [T f(2)
4. [P F@ydt= [T f6)dt+ [0 f(t) dt
Beweis.

Die folgenden Behauptungen lassen sich durch einfaches Nachrechnen zeigen:

1. Die erste Behauptung ist durch die Definition unseres Integrals errechenbar
und somit trivial.

2. Nach Behauptung 1 gilt:

%/abf(t)dt:/abi)%f(t)dt /%f < /f dt)

Analoges lisst sich fiir & fab f(t)dt =(— [ f(t) dt) berechnen.

3. Die dritte Behauptung folgt aus der Linearitat der Integrale reellwertiger
Funktionen, denn

RID(F+g)t)dt= [T (R(f+g)t)dt = [T (R))E) dt + [} (R(g))(t) dt

:%/abf(t)dtJr%/abg(t)dt:%(/abf(t)dwr/abg(t)dt).

Analoges gilt fiir den Imaginérteil. Die zweite Aussage der dritten Behaup-
tung folgt aus dhnlichen Uberlegungen.
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4. Fiir die vierte Behauptung verwenden wir wiederum die erste und erhalten

a(é?ww+l3ww)=é%mmww+lQMﬂWMt

| @eyae=w [ s i

Wieder erhalten wir die Behauptung fiir den Imaginérteil durch dhnliche
Berechnungen.

U

Da wir nun einige Eigenschaften von komplexwertigen Integralen eingefiihrt
haben, versuchen wir im folgenden Satz diese fiir komplexe Kurvenintegrale
anzugeben. Fiir die Beweise dieses Satzes werden wir die Definition eines kom-
plexen Kurvenintegrals brauchen.

Satz 50.

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stiickweise stetige komplexe Funktion und
v : [a,b] — G ein Integrationsweg. Dann hat das komplexe Kurvenintegral einer
Funktion f iiber dem Weg ~

lf@dmzlﬂwwwwwﬁ

folgende Eigenschaften:

L. Ist ¢ : [¢,d] — [a,b] eine stetig differenzierbare Parametertransformation,

o [ e [

2. Fiir stetige Funktionen f;, fo und A\, u € C ist

LAMﬁ+mM@ﬁk=ALﬁ@ﬁh+ulﬁ®ﬁw

3. Sei L(y) = f: |7/(t)| dt die Lénge des Weges . Dann gilt

/Wf(z) dz

4. Sei v : [a,b] — C ein Integrationsweg, dann bezeichnet —y den umgekehrt
orientierten oder inversen Weg. Es gilt:

/_Vf(z) iz — —Af(z) i
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Beweis. 1. Sei ¢ eine Parametertransformation.
Mit der Substitutionsregel erhalten wir

/ f(2) dz = / Fon(t) +(t) dt = / £ o 1(p(8)7 (0(s))'(5) ds
d
/ folvoe)s)(vod)(s) dsz/o f(2) dz

2. Die Linearitat ist trivial, da

/7 O+ fo)(2) ds = / Ai(2) dz + / faz) dz

:)\nyl(z) dz—i—,u/yfg(z) dz
dt' /\f t) dt|.

i

/|f DI (¢ |dt<M/w ) dt = M- L().

3. Wir erhalten, dass

z) dz

Sei nun M := max,c, |f(2)], so folgt

z) dz

4. Sei 7y : [a,b] — C ein Integrationsweg und —v der inverse Weg. Sei 0.B.d.A
—y(t) :=7v(a+b—1t) mit a <t < bund ¢(t) :==a+b—t, dann gilt:

b
/_ 1(z) dZ:/ f(yow)(yop)(t)dt =

b »(b)
/ f o) (o(6) ¢ (8) dt = / £ oy(s)Y(s) ds
/ for(s / f(z
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Beispiel 23.

Sei f(2) = (2 — 2)", n € Z und (t) = zy + re™ mit ¢ € [0,2n]. Also ist der
Integrationsweg ein Kreis mit Radius R. Wir unterscheiden im folgenden Beispiel
zwei Félle. Sei n # —1, dann gilt:

2m 2m
. n o it\n - it o n+1 i(n+1)t .
0 = = =
/(2 20)" dz / (re®™)*-i-re*dt=1-r / e dt
v 0 0

1 2
. . piln+1)t
i(n+1)

= O’
da die Funktion e* die Periode 27 hat. Wenn nun das n = —1 ist, so gilt:

0

1 27r1 i . 27 '

——dz = —e " gredt =1 - dt = 2mi
(2= z)" o T 0

Wir fassen zusammen:

2mi firn = -1
/ (2 = 20)" dz = mi furn
5 0 sonst
Definition 51.

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion. f besitzt in G
eine Stammfunktion, wenn eine holomorphe Funktion F' : G — C existiert mit
F’' = f. Man sagt: F' ist eine Stammfunktion von f.

Manchmal empfiehlt es sich die folgende Regel anzuwenden, da die Integrale ein-
facher und meist auch ziigiger zu berechnen sind.

Satz 52.
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine komplex differenzierbare Funktion. Sei
[ stetig und 7 : [a,b] — G ein stetig differenzierbarer Weg, dann ist

/f@ﬁmszw»—fww»

Beweis.
Die Verkniipfung zweier stetig differenzierbarer Funktion ist wiederrum stetig
differenzierbar Dies besagt ein Satz aus der Analysis, d.h.

fov:a,b] — C ist stetig differenzierbar mit (f o v)'(t) = f'(v(t)) - 7/ (t) und

/f =/<ﬁwﬂw=ﬂwm—fwwm O

Bemerkung 20.

Wie im reellen Fall unterscheiden sich auch im komplexen zwei Stammfunktionen
einer Funktion f : G — C durch die Konstante, denn eine holomorphe Funktion
mit Ableitung Null ist konstant. Das heifit, dass stetige Funktionen, die eine kom-
plex differenzierbare Stammfunktion besitzen, wie in R integriert werden koénnen.
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Beispiel 24.
Sei f(z) := 2" und y(t) =t - 2y ein Integrationsweg, wobei zp # 0 und 0 < ¢ <1
ist. Dann gilt:

1 1
Lf(z) dz:/o f(t-zo)"-zodt:(zo)"+1-/0 t”alt:nil-(zo)”Jr1

Analoges erhdlt man durch Anwenden von Satz 52, denn F(z) = 2”:11 ist eine
Stammfunktion von f(z) = 2", daraus ergibt sich:
(ZO>7Z+1
f(z)dz = F(y(1)) = F(7(0)) = F(z0) = F(0) =
- n+1

Bis jetzt hatten wir einen Integrationsweg fiir unser Kurvenintegral vorgegeben.
Seien nun v, : [a,b] — C und 7, : [¢, d] — C zwei Integrationswege, so bezeichnet
1 + 72 die Hintereinanderausfithrung der Wege und man setzt

dz = dz + dz.
/y1 . f(z)dz /71 f(z)dz [m f(z)dz
Beispiel 25.

Seien v1,72,73 : [0,1] — C drei Wege mit v;(t) = —1 4 2¢,72(¢t) = 1 + it und
v3(t) = (=14 2t) +it. Sei f(z) = 2, dann folgt aus den obigen Uberlegungen:

141

Y3(t)
Ya(t)

! 7(t)

Abbildung 10: Die drei Wege 71 (t), v2(t) und ~;(¢)

1 1
/ zwci/zdn+/zwz:/‘@1+m)2dr+/(1—ﬁyiﬁ
T1+72 " 72 0 0
=i+ -

(=t + 1)), ol
2(—t+t +i(t—i-—)
0 2/, 2

Wenn wir {iber dem dritten Weg das Integral bilden, erhalten wir:

1

! 1

— it
. 2

ngdz:/01(—1+2t—it)(2+i)dt:(2+2’)- (—t—|—2;it2>
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Man kann erkennen, dass das komplexe Kurvenintegral von f(z) = z von dem
jeweiligen Integrationsweg abhéngig ist. Der folgende Satz ermdoglicht uns Aus-
sagen zu treffen, welches Kurvenintegral wegabhéngig ist und welches nicht. Wir
werden erkennen, dass f(z) = Z keine Stammfunktion besitzt und das komplexe
Kurvenintegral fiir die Wege unterschiedlich ist.

Satz 53.
Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige Funktion. Dann sind die Aussagen

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion
2. Es ist f,y f(z) dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg v € G.
dquivalent.

Beweis.

Wir zeigen zunéchst, dass aus der ersten Behauptung die zweite folgt. Denn ist F'
eine Stammfunktion von f in G und 7 : [a,b] — G ein Integrationsweg, so folgt
aus dem Satz 52:

|, f(2) dz = F(y(b)) — F(v(a)).

Ist nun y(a) = v(b), das heiftt ist der Integrationsweg geschlossen, so verschwin-
det die rechte Seite und somit auch das gesamte Integral.

Um (2) = (1) zu zeigen, wéhlen wir ein ¢ € G und halten es fix. Zu z € G sei
jeweils ein Integrationsweg 7, : [0,1] — G gegeben, der a mit z verbindet. Wir
setzen F(z) = f% f(¢) d¢. Wir miissen jetzt zeigen, dass F' in dem Gebiet G
komplex differenzierbar ist.

Sei zg € G ein Punkt und D eine of-
fene Kreisscheibe um den Punkt zg, die
noch zur Génze in dem Gebiet G C C
ist. Wenn wir nun fiir einen Punkt z € D
die Verbindungsstrecke zwischen z, und
z angeben, erhalten wir:

w,(t) =20+t (2 — 2). G

Wenn auch nun v := ~,, gesetzt wird, ist
v = v+ w, — 7, ein geschlossener Weg
und wir erhalten:

Abbildung 11: Skizze

0=Lf(é)dC:/vf(C)dC+/wzf(<)dC—/yzf(C)dC
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= F(zo)—F(z)—i-/ f(zo+t(z — 20))(z — 20) dt = F(20) — F(2)+A(2) - (2 — 20),

wobei wir A(z fo (z0 + t(z — 20)) dt setzen. Wir sehen, dass A(zg) = f(z0),
daher ist

A(z) = F(2)=F(z0)

zZ—20
Um F'(29) = f(20) zu zeigen, miissen wir die Stetigkeit von A an der Stelle z
nachweisen, dazu schitzen wir ab:

1AG) = Aaa)l = | [ oo+ 8z = 20) = o) d

< tem[guﬁ | f(z0 +t(z — 20)) — f(20)]-

Somit haben wir die Stetigkeit von A an der Stelle z, aus der Stetigkeit von f in
2o gezeigt. Somit ist F' eine Stammfunktion von f in G und wir sind fertig. [J

Somit haben wir gezeigt, dass bei einer Wegunabhéngigkeit jedes Integral iiber
einem geschlossenen Weg verschwindet, auch die Umkehrung ist richtig, denn ist
das Integral einer Funktion iiber einem geschlossenen Weg gleich Null, so haben
wir wegunabhéngige Kurvenintegrale. Einfacher kann gesagt werden, dass We-
gunabhangigkeit vorliegt, wenn fiir eine Funktion f : G — C und einem Gebiet
G C C eine Stammfunktion F' : G — C vorliegt. Also sind Wegunabhéngigkeit
und Existenz einer Stammfunktion dquivalente Aussagen.

In Definition 11 fiihrten wir Sterngebiete ein und zeigten, dass jedes konvexe
Gebiet sternformig ist, doch die Umkehrung nicht richtig ist. Wenn wir nun zwei
konvexe Gebiete G; und G5 und a € G N G5 betrachten, so ist die Vereinigung
GG1 U G5 beziiglich a sternformig. Wenn wir nun als Gebiet uns ein Dreieck vor-
stellen, so wird das Innere eines Dreiecks als Dreiecksgebiet bezeichnet. Wenn
man den Rand, welcher stiickweise stetig differenzierbar ist, miteinbezieht, so er-
hélt man ein abgeschlossenes Dreieck. Im folgenden Satz formulieren wir Satz
55 fiir Sterngebiete und erhalten als Resultat daraus den Satz von Goursat, der
wiederum einen Grundstein fiir den Integralsatz von Cauchy darstellt.

Satz 54.
Sei G C C ein Sterngebiet mit dem Entwicklungspunkt @ € G und f : G — C
eine stetige Funktion. Dann sind

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion F'.

2. Fir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, das a als Eckpunkt hat, ist
Jon f(2) dz =0.

dquivalente Aussagen.

Beweis.

(1) = (2): Siehe Beweis von Satz 53

(2) = (1) erhalten wir ebenfalls aus dem Beweis von Satz 53, mit dem einzigen
Unterschied, dass F'(z) als Integral iiber die jeweilige Verbindungsstrecke von a
und z definiert ist. O
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Satz 55.

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe Funktion auf G. Sei weiters
A C C ein abgeschlossenes Dreiecksgebiet, dann gilt fiir den Rand 0A jedes
abgeschlossenen Dreiecks A:

f(z)dz=0.
oA
Beweis.
Bezeichne L(OA) den Umfang eines Dreiecks. Wir halbieren jeweils die Seiten des

Ausgangsdreiecks A, verbinden die Mittelpunkte und erhalten somit 4 kongruente
Teildreiecke Ay, ..., Ay.

Ay

Ag A1

Abbildung 12: Graphische Darstellung von Ay, -, Ay

Sei weiters v = 0A; + 0Ag + 0A3 + 0A,.
Wegen Satz 52 (4) und fwﬁrw f(z)dz = f% f(z)dz+ fw f(2) dz erhalten wir:

[@a=Y [ e[ sea

k=1 " 0%k

Unter diesen vier Integralen wahlt man sich nun jenes aus, das den grofsten Betrag
vorweist und bezeichnet das dazugehorige Dreieck mit A!, also erhilt man:
<4-

(2) dz| und L(OA') = % - L(OA)

f(z)dz
dA

OAL

Wir wiederholen den Vorgang fiir A' und erhalten somit A!, d.h.:

<4. und L(0A?) = % - L(0A)

f(z) dz
A

(2) dz
oA2

Allgemein erhélt man dann eine Folge von Dreiecken A D A; D Ay D Az D ...
fiir die
<4

(2) dz| und L(OA™) = 2—1n - L(OA)

f(z) dz
dA

OA™
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gilt. Nach dem Prinzip der Intervallschachtelung besteht ()2, A™ aus genau ei-
nem Punkt, ndmlich z,. Laut Voraussetzung ist f in G holomorph und zy € A
ist auch in G.

Also existiert eine stetige Funktion ¢(z) mit:

L. f(z) = f(20) + (2 — 20) - f'(20) + (2 — 20) - 9(2)
2. g(z0) =0

Wenn wir die Funktion f(z) zerlegen und ¢(z) = f(20)+(z—20)-f'(20) betrachten,
finden wir eine Stammfunktion

f/<220) ) 22

¢u>=/kﬂ%>+@—w@-f@@wu=<ﬂ%>—%-f@@wz+

Somit erhalten wir, dass [, ., ¢(z) dz = 0. Daraus folgt wiederum, dass

@i [ (=) g(2) de
DA™ oAn

Mit Satz 50 (3) erhalten wir in weiterer Folge:

f(z2) dz

aAn

< L(OA™) -max (|z — zo| - |g(2)])

/ (= — z0) - 9(2)) dz
OA™

< L(OA™)? - max(|g(2)|)

Setzt man alle Teilergebnisse ein, erhalten wir:

<4 < 4" L(OA™)* max(| g(2)])

f(z)dz

= L(0A)* - max(] g(2)]).

Da g in z, stetig ist und in diesem Punkt verschwindet, konvergiert die rechte
Seite dieser obigen Gleichung mit n — co gegen 0. U

f(z)dz
oA

Bemerkung 21.

Wenn man sich diese Problemstellung genauer tiberlegt, so bemerkt man, dass
wir im obigen Beweis nur einen von vier moglichen Féllen untersucht haben. Der
Vollstandigkeit halber werden wir die restlichen Félle anfiihren.

Ist der Punkt zy ein Eckpunkt von A,
dann zerlegen wir das Dreieck in drei
Teildreiecke Ay, Ay und As. Wir erhal-

ten, dass

Z0 21

Abbildung 13: Fall 1
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f(z)dz = (2) dz + (2)dz + f(z) dz.
oA A, A, O3
Da der Punkt 2y nur in dem ersten Integral vorkommt, kénnen wir die anderen
Integrale unbehandelt lassen, d.h.:

f(z)dz=0= f(z) dz.

0A2 0A3

Es ist also

fR)dz= |  f(2)dz,
A A1

wobei die rechte Seite, wie oben gezeigt wurde, gegen 0 konvergiert, wenn man
z; und 2] gegen zp wandern lésst.

Wenn nun z; im Inneren vom Dreiecks-
gebiet A leigt, kann man wiederrum wie
im obigen Fall vorgehen und ist fertig.
Wenn aber der Punkt z, aufserhalb vom ,
Dreiecksgebiet A liegt, ist nichts zu zei-
gen und man ist fertig.

Abbildung 14: Fall 3, bei Fall 2
liegt 2p im Inneren von A

Bemerkung 22.

Der oben angefiihrte Beweis geht auf Alfred Pringsheim (1850-1941) zuriick. Die-
ser beschéftigte sich mit dem klassischen Beweis des Cauchy’schen Integralsatzes,
welcher von Edouard Goursat (1858-1936) entwickelt wurde. Goursat verwendete
bei seinem Beweis des Cauchy’schen Integralsatzes Rechtecksgebiete und setzte
die Stetigkeit der Ableitung der Funktion f(z) voraus. Pringsheim schreibt in
seiner Abhandlung;:

“(...), insofern alle bisherigen Beweise, um vollstdndig und exakt zu sein, die Stetigkeit
von f'(z) oder was im wesentlichen auf dasselbe hinausfiihrt, die gleichméssige
Differenzirbarkeit von f(z), entweder schlechthin oder zum mindensten in gewissem
Umfange zur unentbehrlichen Voraussetzungen hatten.”

Ebenda verdeutlicht Pringsheim, dass die “Definition bezw. der Existenz-Beweis
fiir das iiber eine Curve erstreckte Integral [ f(z) dz“ die Stetigkeit dieser Funkti-
on voraussetzt, die Differenzierbarkeit jedoch nicht zwingend notwendig sei. Wei-
ters schreibt er:

“Diese Erkenntnis ist an sich wichtig und fiir zahlreiche analytische Untersuchungen
geradezu unentbehrlich. Hat man sie nun aber einmal gewonnen, so liegt in der That
gar kein verniinftiger Grund vor, den Beweis des eigentlichen Integralsatzes mit
denjenigen Complicationen zu belasten, die sich aus der mehr oder minder
zusammengesetzten Natur der Randcurve ergeben.“ [9]
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So formuliert er den Cauchy’schen Integralsatz fiir Dreiecksgebiete und fiihrt eben
seinen Beweis an und erméglicht, wie Remmert (S. 154) ebenfalls bemerkt, die
Anwendung des Cauchy’schen Integralsatzes auf Sterngebiete.

Um Satz 54 auch fiir Sterngebiete zu zeigen, miissen wir zunédchst die Existenz
von Stammfunktionen zeigen.

Nun kann der Cauchysche Integralsatz ebenfalls fiir Sterngebiete formuliert wer-
den und lautet wie folgt:

Satz 56.

Sei G C C ein Sterngebiet mit Zentrum a € G. Sei f : G — C eine auf G
holomorphe Funktion. Dann ist F(z) := f[a,z} f(¢) d¢ eine Stammfunktion fiir f
auf G. Fiir jeden stiickweise stetig differenzierbaren geschlossenen Integrationsweg
v € G gilt aulserdem:

|, f(z)dz=0.

Beweis.

Wir wéhlen das Intervall [a, z] C G und méchten zeigen, dass die Funktion F eine
Stammfunktion von f ist, d.h. wir wollen zeigen, dass in jedem Punkt z5 € G
F'(29) = f(20) gilt. Hierfiir wiahlen wir einen Punkt z € G beliebig nahe an z,
sodass die Verbindungsstrecke [z, z| ganz in G liegt. Nach Satz 55 gilt

/ £(¢)d¢ = o.
[a,z0]4([20,2]+[2,a]

Aufgrund der Hintereinanderausfithrung von Kurvenintegralen erhalten wir
f(Q)d¢+ f(Q)d¢ + f(Q)d¢=0.
la,z0] [20,7] [2,a]
Laut der Voraussetzungen gilt:
F(z) = F(z) + [ ]f(C)dC
20,2

Als néchsten Schritt definieren wir eine Stammfunktion F(z) und zeigen seine
Stetigkeit an einem Punkt z5 € G.

F(z)—F(z0) ..
{—Z_ZO fiir z # 2

i) = f(2) fiir 2 = 29

Wegen obiger Uberlegungen und f[ZO 4 d¢ = z — zy erhalten wir fir z # zq:
1

Z— 20

Fi(z) — Fi(z0) =

/[ O~ Fa e

Wenn wir nun die Abschétzung aus Satz 52 verwenden, erhalten wir:

[F1(2) — Fi(20)| < —— - L([20, 2]) - max [f(¢) — f(20)]

’Z — Z(]’ C€[z0,2]

Wir haben nun die Stetigkeit von f in zg gezeigt, hieraus folgt nach einem Satz
aus der reellen Analysis, dass auch Fj in z, stetig ist. Womit nun alles gezeigt
wurde. 0
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Wir haben nun den Cauchyschen Integralsatz fiir Dreiecksgebiete und Sternge-
biete angefiihrt und bewiesen. Wir werden einen weiteren Schritt machen und
den Integralsatz fiir einfach zusammenhéngende Gebiete beweisen. Doch zuvor
miissen wir einfach zusammenhéngende Gebiete charakterisieren und versuchen
anschauliche Folgerungen zu ziehen. Um einfach zusammenhingende Gebiete ein-
fithren zu konnen, miissen wir zunéchst den Begriff der Homotopie kléaren.

Definition 57.

Sei G C C ein Gebiet. Seien 71,7, : [0,1] — G zwei geschlossene Wege in G. v,
heifst zu v, homotop in GG, wenn eine stetige Funktion

[':]0,1] x [0,1] — G existiert, sodass

['(s,0) =7v1(s) und T'(s,1) =(s) firs € [0,1]

und
'0,t) =T(1,t) fur ¢ € [0,1].

Sind v, und 7, zueinander homotop, so schreibt man v; ~ 7,. Die Homotopie bil-
det eine Aquivalenzrelation, d.h.: ~ ist eine reflexive, symmetrische und transitive
Relation.

Definition 58.
Sei G C C ein Gebiet und v € G ein geschlossener Weg. ~ wird nullhomotop in
G genannt, wenn er in G homotop zu einem konstanten Weg ist.

Definition 59.
Ein Gebiet G C C heifst einfach zusammenhéngend, wenn jeder geschlossene Weg
v € G nullhomotop ist.

Beispiel 26.

Wenn wir die zwei Wege 7 (t) = €™ und v,(t) = e ™ ¢ € [0, 1] auf dem Gebiet
C\ {0} betrachten und diese auf Homotopie untersuchen, miissen wir ein

h :]0,1] x [0,1] — C finden, sodass (t,s) — (1 — s)e™ + s - e~ ™ gilt. Unsere

Funktion h liefert aber keine Homotopie in C\ {0}, da beispielsweise h(%,

275) =
0 ¢ C\ {0}.

Bemerkung 23.
Ich mé&chte noch einige Anmerkungen zu einfach zusammenhéngenden Gebieten
machen:

1. Anschaulich bedeutet einfach zusammenhéngend, dass jeder geschlossene
Weg im Gebiet G auf einen Punkt zusammengezogen werden kann.

2. Ein einfach zusammenhéngendes Gebiet hat keine Locher.

3. Jedes Sterngebiet ist einfach zusammenhéngend.
Ist G C C eine konvexe offene Teilmenge und 1,7, : [0, 1] = G zwei Wege
mit y1(a) = a = Y»(t). So sind beide Wege homotop zueinander und eine
explizite Form der Homotopie erhalten wir durch
Ye(t) == (1 = k)71 (t) + ky2(t). Das heifit, dass beide Wege zusammenziehbar
sind und ganz in G liegen, so folgt aus Definition 11, dass G konvex ist und
daher auch ein Sterngebiet ist. U
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4. Sind Gy, Gy C C einfach zusammenhéngende Gebiete und ist Gy NGy # {},
zusammenhéngend, so ist die Vereinigung beider Gebiete wiecder einfach
zusammenhéangend.

Bezeichnen wir mit GG die Vereinigung beider Gebiete G; und Gs. Sei f :
G — C holomorph, so gibt es Stammfunktionen F} mit & € {1,2} von f.
Auf G; NGy ist dann (F} — F3)'(z) = 0, also ist (F} — F3) konstant. Also
ist F'(z) := Fi(z) auf Gy und F(z) := Fy(2) + ¢ auf Go. Nun kénnen wir
sehen, dass F' holomorph auf G ist und F’ = f gilt. O

Beispiel 27.

Sei B eine offene Kreisscheibe. Wir behaupten, dass jede offene Kreisscheibe ein
Sterngebiet ist. Jeder Punkt in B ist wieder ein Zentrum von B. Allgemein gilt,
dass jede offene konvexe Teilmenge von C ein Sterngebiet ist.

Beispiel 28.

Wenn wir die geschlitzte Ebene C™ := C\(—o00, 0] ist ein Sterngebiet, aber nicht
konvex. Wenn wir uns jede reelle Zahl A > 0 ansehen, ist es ein Zentrum von C~.
Wir haben oben bemerkt, dass jedes Sterngebiet einfach zusammenhédngend ist,
so sind auch all diese Teilmengen einfach zusammenhéngend.

Mit diesen Resultaten konnen wir nun den Cauchyschen Integralsatz fiir einfach
zusammenhédngende Gebiete formulieren.

Satz 60.
Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, f : G — C eine holomorphe
Funktion und v € G ein geschlossener Weg, so gilt:

/Y (=) dz = 0.

Nun gut, genug der Theorie, kommen wir zu einigen praktischen Beispielen.

Beispiel 29.

Betrachten wir die Funktion f(z) = % und 7, sei ein beliebiger geschlossener Weg.
Wir gehen davon aus, dass unser geschlossener Weg im Inneren nicht den Null-
punkt enthilt. Wir brauchen hier uns keine Uberlegungen zur Parametrisierung
des Weges ; machen, da der Integrand % iiberall aufser bei z = 0 holomorph

ist. Also ist jedes Integral iiber einen geschlossenen Weg Null, und wir kénnen

folgern, dass
1
/ —dz=10
n*

Verlauft der Integrationsweg v, um den Nullpunkt herum, so lasst sich kein ein-
fach zusammenhéangendes Gebiet GG finden, wobei 7, € G und f holomorph ist in
G. Der Integrand ist aufserhalb von z = 0 holomorph, also darf der Integrations-
weg beliebig verformt werden. Ein Kreis wére eine Moglichkeit und wir erhalten

somit: )
/ —dz = 2mi.
vo %
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Wir kommen zu einem der fundamentalsten Sétze der Funktionentheorie und
wollen zeigen, dass der Wert einer holomorphen Funktion f an einer Stelle z
durch das Integral iiber f und einem geschlossenen Weg v um zy herum berechnet
werden kann. Nach der sogenannten Cauchyschen Integralformel werden wir auf
einige Beispiele und Aufgaben eingehen und deren Anwendbarkeit demonstrieren.

Satz 61.
Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und D := D,(z) eine offene
Kreisscheibe. Dann gilt fiir alle z € D:

fw)= o [ T2

= — dz mit we D.
21t Jop w — 2

Beweis.

Sei w € D fix gewahlt. Wir kénnen £ > 0 beliebig klein wéhlen, sodass D.(z9) C G
ist, wobei zy € G ein Punkt ist. Die Funktion z — % ist auf G\ {w} holomorph,
daher gilt:

(2) dz = / /() dz.
op W — 2 D (w) W — 2

Diese obige Aussage héingt von der Wahl von e ab, daher gilt
() e .

~— dz = lim
op W — 2 20 Jop, () W — 2

Fiir hinreichend klein gewéahltes € > 0 und Beispiel 20 resultiert also:

RICR f(w) = f(2) f(w)
/8Dg(z) w—==z de = \/BDE(z) w—=z dz+ /aug(z) w—z dz

:/ J@) = @) oo flaw),
OD¢(z)

w—z

Die Lénge des Kreises 0D, (z) ist durch 27e gegeben, wenn wir nun abschétzen,

steht
/ Fw) = £ 4| < onenr
9D, (z) w—==z
Wegen lim,_,q faDe(z) % dz = 0 erhalten wir, dass
lim S dz = 2mif(w).

e—0 dD.(z) w—z

Oben eingesetzt, erhalten wir:
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Beispiel 30.
Betrachten wir die Funktion

f ist holomorph in einer Umgebung von D3(i). Wir zerlegen den Nenner in Line-
arfaktoren und erhalten:
4z 4z

f(z)222+9 ~ (2 +30)(z - 3i)°

Bezeichne 0D3(i) den Rand der Einheitskreisscheibe D3(7). Um nun

/ 4
oDs(i) (2 +31)(2 — 3i)

bestimmen zu kénnen, miissen wir das Integral umschreiben und erhalten

i f(2)
dz = dz
/8D3(i) (z + 3i)(z — 31) /8D3(z') (z—3i)

1z) = z :l—z?)i

setzen. Nun wird in die Cauchysche Integralformel eingesetzt und wir erhalten:

dz

wobel wir

/8D3(i) (ZfEZ;Z) dz = 2mi - f(z0) = 2mi- f(3i) = 2mi - % — Ari

als Wert des Integrals.

Im folgenden Beispiel werden wir die Vorteile der Cauchyschen Integralformel
kennenlernen.

Beispiel 31.
Zu berechnen sei

/ 1
pa1l=1 (2= D2z +1) dz’

Wir fithren eine Partialbruchzerlegung durch und erhalten:

1 A B C

G102+ G+D =1 T Go12

Wir bringen den Bruch auf den gleichen Nenner:

(z—1)2A+(:z+1)(z—-1)-B+C-(2+1)
(z—=1)2(z+1)

_ 2*(A+B)+2(—2A4+C)+ (A+C - B)
B (z—1)2(z+1)
Ein Koeffizientenvergleich ergibt folgendes Gleichungssystem:
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() A+ B=0 < A=-B

(II) 2A+C=0 < (C=24
(Ill) A+ C — B =1 aus (I) und (/I) erhélt man —4B =1
Also erhalten wir mit B = —}L, A= ;11 und C' = % insgesamt:

1 1 1 C

GC-12(+1) 4:+1) B5e=1 (=17

Fiir die Kurve |z + 1| = 1 erhélt man die Parametrisierung v : [0,27] — C mit
y(t) =1+ . Also gilt:

/|z+1_1 (2—1)2(1z+1)dz:i/7(z%1)dz_%1/Wﬁdz‘i‘%/v(z_—llydz

Das erste Integral erfiillt die Bedingungen der Cauchyschen Integralformel. Wir
haben ein offenes Gebiet G, wihlen f(z) = 1 und es folgt

1 1 1
- — i f(=1) = = . 27 = —
4L(z+1>dz mi - f(—1) 7 2mi=

als Wert des ersten Integrals. Aus dem Cauchyschen Integralsatz erhalten wir
als Wert des zweiten und dritten Integrals 0, da wir jeweils f(z) iiber einem
geschlossenen Weg v integrieren. Schlussendlich kénnen wir

J SvE
et (=12 (z+1)dz 2

festhalten.
Einfacher hétten wir das Beispiels direkt mit Satz 64 errechnen kénnen, denn

/ ! —/—(2‘1)2 do= 2 opi=T
L (=120z+1)dz ), (z+1)  (-2)? 27

Bevor wir nun Holomorphiekriterien formulieren, fiihren wir den Beweis von Satz
31 an. Bei dem Beweis werde ich mich an die Ausfithrungen von Wolfgang Fischer
und Ingo Lieb (vgl. [1] auf Seite 62f.). Doch bevor wir die eigentliche Aussage des
Satzes beweisen konnen, miissen wir einen Hilfssatz formulieren, dessen Beweis
ich hier nicht anfiihren werde, dieser kann in der oben angefiithrten Quelle auf
Seite 63 nachgelesen werden.

Satz 62.

(Hilfssatz) Durch gliedweise Differentiation entsteht aus f(z) = Yoo ax - (2 — 20)*
eine Reihe g(z) = > 32 k- ax- (2 — 2)" !, die in dem Konvergenzkreis Ug(z)
konvergiert.

Mit diesem Hilfssatz konnen wir Satz 31 nun mit einfachen Uberlegungen zeigen.
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Beweis.

Bezeichne R den Konvergenzradius der durch gliedweise Differentiation entstan-
denen Reihe g(2) = S22, k-ap- (2 — 2)" ' mit R > R. Wir betrachten in
U = Ujx(2p) einen geschlossenen Weg, so folgt aus dem Cauchy’schen Integralsatz,
dass

/(z—zo)kdz:O, k> 0.
.

. Wenn wir nun fﬂ/ g(z) dz betrachten, so gilt:

[{g(z)dz:ik’-ak-L(z—zo)k_ldz:O.

Nach Satz 53 hat g eine Stammfunktion auf U, diese ist gegeben durch:

g(z)dz = i koap- [ (z—2)tdz = iak(z — z)k.
[ ]

Somit ist f(z) = ag+ fv g(z) dz und es gilt f'(z) = g(z). Wir wissen bereits, dass
f(2) auf U konvergiert, somit gilt fiir die Konvergenzradien: R = R. O

5.1 Holomorphiekriterien

Im folgenden Satz werden wir eine fundamentale Folgerung aus der Cauchyschen
Integralformel formulieren, den sogenannten “Entwicklungssatz“, der besagt, dass
jede holomorphe Abbildung lokal in eine Potenzreihe entwickelt werden kann und
damit beliebig oft komplex differenzierbar ist.

Satz 63.

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und 2y € G ein Punkt. Ist » > 0
der Radius der grofiten Kreisscheibe um zj, die noch in das Gebiet passt, so gibt
es eine Potenzreihe

p(z) = a- (== =),

die fiir & mit a € (0,7) auf D,(zy) absolut und gleichméfig gegen f(z) konver-
giert. Fiir jedes « ist somit

1 f(w)

= —— dw.
211 D ( (w — Zo)n+1 v

Qg
20)

Hieraus kann gefolgert werden, dass die Funktion f auf G beliebig oft komplex

differenzierbar ist.

Beweis.

Wir wihlen @ € (0,1) und (¢) := 20 + r-€", t € [0,27]. Dann wissen wir
bereits, dass f stetig auf dem Weg ist und somit existiert eine Potenzreihe p(z),
die im Inneren von D,(z) absolut und gleichméfig gegen

F(z)::%/%dw
7
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konvergiert. Die Koeffizienten aj von p(z) lassen sich durch die oben im Satz an-
gefiihrte Formel bestimmen. Insgesamt kann aus der Cauchyschen Integralformel
gefolgert werden, dass F'(z) = f(z), wobei die Koeffizienten a; der Potenzreihe
p(z) nicht von « abhéngen. O

Definition 64.

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine Funktion und zy € G ein Punkt. Man kann
f als Potenzreihe entwickeln, wenn es ein @ > 0 gibt, sodass D := D,(z)) C G
ist und f in D mit einer konvergenten Potenzreihe iibereinstimmt.

Wir nennen f analytisch, wenn f in jedem Punkt von G als Potenzreihe darstell-
bar ist.

Satz 65.

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion. Wenn fiir jedes
abgeschlossene Dreieck A C G gilt, dass |, on f(2) dz =0, so ist f holomorph auf
dem Gebiet G.

Beweis.

Wir wissen, dass f lokal eine holomorphe Stammfunktion F' besitzt. Auferdem
haben wir gesehen, dass F' beliebig oft komplex differenzierbar ist und somit
F'" = f holomorph ist. O

Fakt 4.
Sei G C C ein Geibet. Fiir eine Funktion f : G — C sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. f erfiillt die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.
2. f ist komplex differenzierbar auf G.

3. f ist holomorph auf G.

4. f ist beliebig oft komplex differenzierbar.

5. f ist analytisch.

6. f ist stetig und besitzt lokal immer eine Stammfunktion.

7. f ist stetig und es gilt fir A C G, dass [, f(z) dz = 0, dann ist f auch
holomorph.

Im néchsten Kapitel wenden wir uns konformen Abbildungen zu, werden die Be-
griffe winkeltreu, lokal konform und biholomorphe Abbildungen néher ergriinden.
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6 Konforme Abbildungen

Stellen wir uns einen Atlas vor und schlagen in diesem eine beliebige Seite auf.
Wir erblicken eine Landkarte, wo akribisch Lénder, Gebirge, Stadte, Grenzen
und Flussverlaufe eingezeichnet sind. Wir halten fest, dass die Landkarte eine
Abbildung eines Teils der Erdkugeloberfliche ist. Im Gegenzug stellen wir uns
einen Globus vor, dessen Oberflache wir teilweise abschneiden und neben bzw. auf
die Landkarte legen. (Hier gehen wir davon aus, dass die Mafsstébe der jeweiligen
Darstellungen ident sind!). Wir erkennen, dass die Abbildung nicht lingen-, aber
winkeltreu ist. Anbei sei erwahnt, dass lingentreue Atlanten oder Globen nicht
existieren konnen. Wir werden im Zuge unserer Uberlegungen feststellen, dass
eine Aquivalenz zwischen holomorphen und winkeltreuen Funktionen gegeben ist.
Remmert schreibt in seiner Einleitung des Kapitels 2:

"Die Deutung holomorpher Funktionen als winkeltreue (=konforme) Abbildungen
wurde vor allem von Riemann propagiert; [...| Man verfolgt im einzelnen, wie sich
Wege unter solchen Abbildungen verhalten; die Invarianz der Schnittwinkel zwischen
Wegen ermoglicht hiufig eine gute Beschreibung der Funktion." (Remmert, S.57)

Der Grundaufbau dieses Kapitels dhnelt dem von Wolfgang Fischer und Ingo
Lieb bzw. Reinhold Remmert. Angeleitet durch beide Werke, versuche ich eine
Einfiihrung in konforme und biholomorphe Abbildungen zu geben. Neben der
Cayley-Abbildung mit ihrer Umkehrfunktion lernen wir im Unterkapitel 6.2.1 die
Automorphismen des Einheitskreises und in Kapitel 6.2.2 die Automorphismen
der oberen Halbebene kennen. Seien z; := 71 - €t und 2y := 74 - €2 zwei von Null
verschiedene komplexe Zahlen. In Kapitel 1.5 haben wir definiert, wie der Win-
kel einer komplexen Zahl z bestimmt werden kann. Nun wollen wir den Winkel
zwischen zwei komplexen Zahlen bestimmen. Wir erhalten

2z

4(2’1, 22) = arg (—2) =ty — 11 fir to > 11
21

Wir fixieren einen Punkt zj in der komplexen Ebene. Wenn nun ~;, 2 : [0,1] — C

zwei stetig differenzierbare Wege mit 71 (0) = zo = 72(0) sind, definiert man den

orientierten Winkel zwischen den zwei Wegen als Winkel zwischen ihren Halb-

tangenten, also gilt

LY 75(0)

Ln,) = 2G4(0),7(0) = arg ( 20
71(0)

Aus den obigen Erkenntnissen kénnen wir folgern, dass die Wahl des Arguments
der komplexen Zahl bis auf ein Vielfaches von 27 bestimmt ist. In weiterer Folge
wollen wir untersuchen, unter welchen Abbildungen diese Winkel erhalten bleiben.
Um nach Ausfithrung unserer Abbildung iiberhaupt wieder Winkel definieren zu
konnen, lassen wir nur Abbildungen zu, die glatte Kurven v mit 7/(0) # 0 wieder
auf glatte Kurven abbilden.
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine Funktion, die auf einer Umgebung U
von zy stetig differenzierbar ist. Sei v ein glatter Weg in U, der von v ausgeht mit
f'(z0) # 0. Wir erhalten als orientierten Winkel:

1

(F 0)(0) = 5 - (e — i) -/ (0) + 5 - (e + i) - 7(0)
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Wenn f : G — C in z holomorph ist, muss nach Satz 15 1+ (u,+iu,) = fz(z0) = 0
sein. Auferdem muss 3 - (u, —iuy) = f'(20) # 0 sein, da f sonst nicht umkehrbar
stetig differenzierbar wére. Somit haben wir dann (f ov)'(0) = f'(20) - 7/(0).

Fiir zwei Wege 71, 72 erhédlt man dann

F'(20) 300\ (4(0)
f@an«m)‘ g(%@)

und sieht, dass der orientierte Winkel erhalten bleibt. Wenn wir nun eine Funktion
f betrachten, die in 2, winkeltreu ist, erhdlt f dann insbesondere die Winkel
zwischen allen Wegen 7, : [0,1] — C, t — 2+ €t mit ¢ € [0,27). Wenn wir nun
in die obige Uberlegung mit dem Wirtinger-Kalkiil einsetzen erhalten wir, dass
7¢(0)
=arg( o ) = 4o fo) =

ei¢
C:”gﬁw> (0

f(z0)e™ + fz(20)€i<> ic
= arg = argle> ).

S o )
und also arg(f.(z0) + f:(20) - € %) unabhingig von ¢ sein muss. Dies ist nur

der Fall, wenn f;(z9) = 0 und dies nur wiederum der Fall, wenn f in zy komplex
differenzierbar ist, d.h.: die Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen erfiillt.

Z(foy, foy) =arg ( ) = Z(m,72)

Definition 66.

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetig differenzierbare Abbildung mit
f'(z0) # 0. Dann heiftt die Funktion f winkeltreu in zy, wenn fiir zwei beliebiege
glatte Wege 1,72 mit 1 (0) = 2o = 12(0) gilt, dass

L(f oy, for)= 2L, 7).

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetig differenzierbare Funktion. f
wird lokal konform genannt, wenn sie in jedem Punkt von G winkel- und orien-
tierungstreu ist. Ist f global gesehen injektiv, so nennt man f konform.

Satz 67.

Ist f: G — C eine Funktion und f’(z) # 0 fir z € G, so ist f lokal konform.
Beweis.

Den Beweis dieses Satzes haben wir uns bereits in den obigen Darstellungen
hergeleitet. O

Beispiel 32.
Die Abbildung f : C — C mit f(z) = 22 ist holomorph und es gilt f'(z) = 2z # 0
in jedem Punkt z € C. Daher ist f in C\ {0} lokal konform.
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6.1 Biholomorphe Abbildungen

Definition 68.

Seien G; und G5 zwei Gebiete mit GG1, Gy C C. Eine holomorphe Funktion

f : Gi — G5 heikt biholomorph, falls f und f~! zusitzlich holomorph sind.
Eine Funktion f : G — C heifst in zy € G lokal biholomorph, falls es Umgebungen
U="U(z) CGund V =V(z) C G gibt, sodass f|y : U — V biholomorph ist.

Beispiel 33.

Wir betrachten eine beliebige offene Kreisscheibe D, (zp). Diese ist biholomorph
zur Einheitskreisscheibe E := D;(0), denn wir kénnen die holomorphe Funktion
f:E — Du(20), f(2) = 20+ -z definieren, die die holomorphe Umkehrfunktion
g: Duo(z0) = E mit g(z2) = (Z_r—zo) besitzt.

Beispiel 34.
Bezeichne H := {z € C| J(z) > 0} die obere Halbebene und
E :={z € C||z| < 1} die Einheitskreisscheibe. Die holomorphe Abbildung

(2) zZ—1 1 —
Z) = = .
ve z+1 1

mit holomorpher Umkehrabbildung

am1(29)-(4 )

bildet die offene Einheitskreisscheibe E biholomorph auf die obere Halbebene H
und umgekehrt ab. Diese Abbildungen werden Cayleyabbildungen genannt und
wurden nach dem britischen Mathematiker Arthur Cayley (1821 —1895) benannt.

Bemerkung 24.
Wir konnen zeigen, dass beide Voraussetzungen, also zunéchst einmal $(z) > 0
und |z| < 1 erfiillt sind, denn

z—1
Z+1

i _ (Z—i)(%ﬂ%) 2P -28() +1 A3(2)

nimmt Werte am Einheitskreis an fiir |z| < 1 und

s14z\ 1 (142 142\ _ 1 [ (+2)0-2)+1+2)(1-2)\ _ 1—|z?
(i) =5+ =3 ( A-2)(1-2) ) = 1P

nimmt auch Werte in der oberen Halbebene an, wenn (z) > 0 ist.

Um ein Kriterium fiir die lokale Biholomorphie einer Funktion auf einem Gebiet
G angeben zu konnen, benotigen wir folgenden Satz, der uns einiges erleichtert:

Satz 69.
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe, injektive und lokal biholo-
morphe Funktion. Dann ist f(G) ein Gebiet und f : G — f(G) ist biholomorph.
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Beweis.
Wir miissen drei Aussagen zeigen:

1. f(G) ist offen.
2. f(Q) ist ein Gebiet.
3. f~1ist holomorph und f ist biholomorph.

1. Nach der Definition 27 existieren offene Umgebungen U = U(z) C G
und V = V(f(z)) C f(G), sodass f : U — V biholomorph ist. Also ist
V = f(U) C f(G). Somit ist f(G) offen.

2. Seien f(z1) und f(z2) zwei Punkte von f(G). Es existiert v : [0,1] — G
mit 7(0) = z; und (1) = z2. Aus Definition 26 folgt also, dass (f o) die
Punkte f(z1) und f(z2) in G verbindet. Nach 1 und 2 kénnen wir folgern,
dass f(G) ein Gebiet ist.

3. Sei f: G — f(G) holomorph und bijektiv. Ist f(z0) € f(G), so existieren
wieder nach Definition 27 Umgebungen U = U(zp) und V' = V(f(20)), so-
dass f : U — V biholomorph ist. Somit ist also f~|;y = (f]y) ™! holomorph
und in weiterer Folge ist f biholomorph.

O

Satz 70.
Es sei G C C ein Gebiet. f : G — C sei holomorph, f’ stetig und zy € G. Wenn
diese Voraussetzungen erfiillt sind, ist f genau dann in z; biholomorph, wenn

f'(z0) # 0 ist.

Beweis.

Sei f in zy lokal biholomorph. Somit existieren offene Umgebungen U = U(z,) und
V =V (f(20)), sowie eine holomorphe Abbildung g : V' — U, sodass go f|y = idy.
Nach der Kettenregel ist

1= (go f)(20) = ¢'(f(20)) - f'(20),

also ist f'(z9) # 0.

Umgekehrt sei nun f'(z9) # 0 gegeben. Weil f stetig differenzierbar ist, be-
sitzt f lokal eine reell differenzierbare Umkehrung. Sei nun U = U(z) offen
und f : U — V reell differenzierbar. Wir wissen, dass (f|y)~! o f = idy holo-
morph ist, also erfiillt (f|y)~! fiir beliebiges 2 € U die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen und ist somit holomorph. U

Wir folgern daraus: Ist f : G — C holomorph und injektiv mit f'(z) # 0, Vz € G,
so ist f(G) ein Gebiet und die Funktion f : G — f(G) biholomorph. In den
folgenden Satzen werden wir zeigen, dass die gleiche Schlussfolgerung auch durch
unterschiedlichere (meist schwéchere) Voraussetzungen gegeben ist.

Satz 71.
Fir > 1, @ € N sei ¢, : C — C definiert durch ¢,(z) := 2% Dann gelten
folgende Aussagen:
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1. ¢4 ist im Punkt zy := 1 lokal biholomorph.

2. Fir r > 0 bildet ¢, die Kreisscheibe D,.(0) surjektiv auf die Kreisscheibe
D,«(0) ab. Dabei kommt jeder Wert ungleich Null genau a—mal vor.

Beweis.
Die erste Aussage folgt aus der Definition der komplexen Differenzierbarkeit, denn

(ba(2)) = po(z) = a2

ist ungleich Null fiir (zp) = 1.

Der Punkt z = pe® wird durch ¢, auf w = p®e’ abgebildet. Wenn wir nun unser
p alle Werte zwischen 0 und r durchlaufen lassen, erhilt man die zweite Aussage.
Denn im Kapitel 1.6 haben wir bewiesen, dass jede komplexe Zahl, die von Null
unterschiedlich ist genau a—te Wurzeln besitzt. U

iat

Satz 72.

Sei f : G — C eine holomorphe Funktion und f habe in z, eine Nullstelle der
Ordnung «. Dann existiert in der Ndhe von z; eine holomorphe Funktion A mit
einer einfachen Nullstelle, sodass f(z) = h(z)® ist.

Beweis.
Wir nehmen 0.B.d. A an, dass zg = 0. Dann existiert in der Nahe des Nullpunktes
eine holomorphe Funktion g, sodass f(z) = 2% g(z) mit ¢g(0) # 0. Wenn wir nun
A := ¢g(0) setzen, kann

f(z) =Xx-2%- (1 +4q(2))

mit einer holomorphen Funktion ¢ und ¢(0) = 0 geschrieben werden. Wenn wir
unseren Punkt z nahe genug an 0 riicken, liegt 1 + ¢(z) in einer Umgebung U =
U(1), auf der unsere im Satz 41 eingefiihrte Abbildung ¢ ! definiert ist. Somit
ist h71(2) :== /1 +q(2) := v, (1 + ¢(2)) holomorph und ~~1(0) = 1. O

Als Folgerung aus diesem Satz erhalten wir:

Satz 73.
Eine nichtkonstante holomorphe Funktion bildet offene Mengen wieder auf offene
ab.

Beweis.

Sei X C C eine offene Menge und f : X — C eine holomorphe Funktion. Die
Funktion ¢g(z) := f(z) — f(z0) hat bei zy € X eine Nullstelle endlicher Ordnung.
Somit existiert ein a € Ny und eine holomorphe Funktion A, die in zy eine einfache
Nullstelle besitzt, sodass nach Satz 72 ¢g(z) = h(z)* ist. Wir kénnen erkennen,
dass h(zp) = 0 und h'(z) # 0 ist. Also bildet die Funktion h eine Umgebung von
2o biholomorph auf eine Umgebung von Null ab und ¢ bildet mit h* = ¢, 0 h
surjektiv auf eine Umgebung von Null ab.

Somit erhalten wir das gewtinschte Resultat und f(B) enthélt eine ganze Umge-
bung von f(zp). O
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Bemerkung 25.

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine nichtkonstante holomorphe Abbildung,
so ist f(G) ein Gebiet.

Diese Tatsache lédsst sich in der Literatur unter “Satz iiber die Gebietstreue®
finden.

Bemerkung 26.

Diese Eigenschaft ist fiir differenzierbare Funktionen in R™ nicht giiltig. Wenn
man beispielsweise die Funktion f : R?* — R? mit f(z,y) = (2?,y) betrachtet, so
sieht man, dass Satz 73 im Reellen nicht stimmt, denn in unserem Fall ist das
Bild der offenen Ellipse nicht offen.

Satz 74.
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion. Hat |f| auf G
ein lokales Maximum, so ist f konstant.

Beweis.

Wenn wir indirekt annehmen, dass es doch ein w € G gibt, sodass | f(z)| < |f(w)]
erfiillt ist Vz € G. Dann ist f(G) keine Umgebung von f(w), da jede Umgebung
von f(w) ja Punkte mit Betrag grofer f(w) enhélt. Daher ist f(G) nicht offen. Mit
diesen Uberlegungen muss also f konstant sein, was einen Widerspruch darstellt.
Also kann kein solches w € G existieren. OJ

Satz 75.

Sei G eine offene Teilmenge von {z € C : ¥(z) > 0} und f eine holomorphe
Funktion, die auf {z € C : &(z) = 0} nur reelle Werte annimmt. Sei weiters G :=
{z € C : z € G}, dann ist die Funktion:

f(z) firze E holomorph.

:GUG—C, z— =<
g 2= 9(2) {f(z) firz e: G

Beweis.

Zunichst zeigen wir die Eindeutigkeit der Funktion. Denn aus z € G'N G folgt,
dass 3(z) = 0, oder dass zZ = z, also auch die Bilder f(z) = f(z) wiren. Wir
zeigen, dass unsere Funktion f die Bedingungen von Satz 73 erfiillt. Aus den
Voraussetzungen wissen wir, dass f im Inneren von G holomorph ist, somit ist
das Kurvenintegral lings aller Rédnder von Dreiecken in G gleich Null. Wegen
der Stetigkeit von f ist f auf einer kompakten Umgebung eines Dreiecks auch
gleichméfig stetig. Es ist

[ e =t [ gz =0
A Ac

wobei dazu gesagt werden muss, dass eine Dreiecksseite auf der reellen Achse liegt
und A,, die um ¢ > 0 verschobene Dreiecksseite bezeichnet. Also ist auch das
Kurvenintegral langs aller Rdnder des Dreiecks in G gleich Null. Wir wissen, dass
z — f(2) auch holomorph in G ist, somit gilt das Selbe auch fiir die Kurven-
integrale lings der Rénder von Dreiecken in G. Wir kénnen nun jedes Dreieck
in G U G zerlegen in ein Viereck und in ein Dreieck. Das Kurvenintegral langs
des Randes von beiden Figuren verschwindet und somit verschwindet auch das
Kurvenintegral lings des Randes aller Dreiecke in G U G. U

64



6.2 Automorphismengruppen

Sei G C C ein Gebiet. Eine biholomorphe Abbildung f : G — G bezeichnen wir
als Automorphismus und die Menge aller biholomorphen Abbildungen G — G
bezeichnen wir als Aut(G). Diese ist beziiglich der Komposition von Abbildungen
eine Gruppe, die als neutrales Element die identische Abbildung id vorweist.
Im Folgenden werden wir die Automorphismen der oberen Halbebene und die
der Einheitskreisscheibe einfiihren und ndher untersuchen. Zum Abschluss dieses
Kapitels wenden wir uns der (geschlitzten) Ebene zu.

6.2.1 Automorphismen von E

Ein sehr aussagekraftiges und bedeutungsvolles Hilfsmittel, welches uns hilft Au-
tomorphismen zu analysieren ist das “Schwarzsche Lemma’, welches auf den deut-
schen Mathematiker Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 —1921) zuriickgeht.

Satz 76.
Fiir jede holomorphe Abbildung f : E — E mit f(0) = 0 gilt:

[f(2)| < 2], Vz R, [f(0) <1.
Wenn |f/(0)] = 1 oder |f(20)] = 2o fiir 29 # 0, so ist f(z) = €™ - z mit A € R.

Beweis.
Wir definieren

@ fir z #0
9(z) =

f(0) firz=0

Wir kénnen feststellen, dass g(z) holomorph ist auf E. Sei nun 0 < a < 1, so folgt
aus dem Maximumprinzip (Satz 76):

9(2)] < max (&) <t

[¢]=cx «Q

Wenn wir nun « gegen 1 gehen lassen, erhalten wir, dass
l9(2)] <1
auf der Einheitskreisscheibe gilt. Somit folgt wiederum, dass
[f(2)] < |2 und [f'(0)| <1
auf ganz E ist. Ist nun |f'(0)| = 1 oder |f(20)| = |20| fir zo # 0, so folgt, dass
lg(2)| =1 fiir z € E.

Dann hat g in z ein lokales Maximum, also ist ¢ nach dem Maximumprinzip auf
E konstant und es folgt, dass |g(0)| = 1 bzw. |g(z)| = 1. O
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Satz 77.
Die Automorphismengruppe des Einheitskreises E besteht aus allen gebrochen
linearen Transformationen der Form:

f(z):ei)‘-z_—ﬁ mit 0 < X\ < 27 und 2o € E.

1-— 20
Beweis.
Sei zp € [E, dann ist durch
( ) Z— 2
z) 1=
@ZO 1 _ Z_UZ
eine Mobiustransformation, die in z = % nicht definiert ist. Ist nun |z| = 1, so
gilt
1 z— 2z
zZ)| = |- =1
oaa)] = | - T

Es ist |p,,(2)| < 1 fiir ein z € E, also ist mit dem Satz iiber die Gebietstreue
vz (E) C E.

Aus

9020(_5020(_2)) =id=z
folgt, dass ¢, ein Automorphismus von E ist.
Wenn wir nun ein f € Aut(E) beliebig mit f(zo) = 0 wéhlen, ist
g = foy. € Aut(E) und es gilt, dass g(0) = 0. Aus dem Satz 51 folgt, dass
lg(2)| < |z] ist. Da der Satz auch auf g~' angewandt werden kann, haben wir
sogar Gleichheit gezeigt und daraus folgt wiederum, dass

g(z) = ez fiir A € R.
Damit haben wir gezeigt, dass

f(z) = e 0 (2)

ist. 0
Fakt 5.
Betrachten wir die Abbildung z — zz;z, dann konnen wir feststellen, dass der

erste Quadrant biholomorph auf die Einheitskreisscheibe abgebildet wird. Von
diesem Faktum kann man sich leicht vergewissern, denn z — 22 bildet den ersten
Quadranten biholomorph auf die obere Halbebene ab. Diese Abbildung und die
Cayleyabbildung ergeben die Automorphismengruppe des ersten Quadranten.

6.2.2 Automorphismen von H

Im Kapitel 4.2 haben wir bereits gebrochen lineare Abbildungen eingefiithrt und
im Satz 32 bewiesen, dass Mobiustransformationen eine Gruppe bilden. In Satz 33
haben wir festgehalten, dass die Gruppe der Mobiustransformationen isomorph zu
SL(2,C) ist. Anstelle von GL(2,C) und ihrer Untergruppe SL(2,C) betrachten
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wir die Gruppe der reell invertierbaren Matrizen, also GL(2,R).

Sei nun p4(z) = % mit A = (i Z) € GL(2,R), dann gilt:

cz+d

20 S(pa2)) = (eal2) ~ pal) = L0 EHD_

(az+0b) - (cz+d) — (aZ + b)(cz +d)

lcz + d|?
aczz + adz + bcz + bd — aczz — adz — bez — bd
lcz + d|? B
(z—2)(ad —bc)  det(A) _ . det(A)
= = (=3 =2 — 2 (2).
ez + d? e rap AU e S

Aus der Anfangsgleichung folgt nun:

det A
Cx - . <k
eal)) = e )
Satz 78.
Sei A € GL(2,R) und @4(z) : H — H jene Abbildung. Aus den obigen Uber-
legungen folgt, dass p4(z) ein Automorphismus der oberen Halbebene mit der
Umkehrabbildung ¢4-1(z) : H — H ist.

Beweis.

Sei A € GL(2,R), dann ist auch die nverse 2 x 2—Matrix

A1 € GL(2,R). Somit kénnen wir folgern, dass ¢ 4(z) und ihre Umkehrabbildung
¢ -1(z) holomorph in H sind. Somit folgt mit Satz 22, dass

pa(z) 0 pa-1(2) = pa-1(2) 0 pa(z) = id =z

und in weiterer Folge, dass @4(z) € Aut(H). O
Satz 79.
Die gebrochen lineare Abbildung p4(z) = ij:s mit a,b,c,d € R und ad —bc > 0

bilden die Automorphismengruppe von H. In anderen Worten:

az+b

Aut(H) = —
ut(H) {Z%cz+d

ca,b,c,d € R,ad — bec = 1}

ist die Automorphismengruppe von H.

Beweis.
In Beispiel 32 fiihrten wir die Cayleyabbildung mit ihrer Umkehrfunktion ein.
Wir fassen nochmals zusammen:

142
1z
Wir wissen, dass die Cayleyabbildung eine Mobiustransformation ist, daher gilt
nach Satz 23:

0 = pc(z) und ¢! = pe-1(z), wobei C = (1 _ZZ) )

¢o:H—E, ch(z)zz—?undgp’I:E%H, o' (z) =i
z+1
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Aus einer direkten Rechnung mit A := (CCL Z) folgt:

cac= (1) () (5 1)

_ <a+d+i(b—c) a—d—i(b+c))
B a—d+ilb+c¢) a+d—i(b—c)

Wir setzen a := $[(a 4+ d) +i(b— ¢)] und 3 := [a — d — i(b+ ¢)], dann erhalten
wir als Ergebnis der Matrixmultiplikation:

(3 )

Wir sind mit dem Beweis fast fertig, denn die einzigen Matrizen A € SL(2,R) fiir

die die Abbildung ¢ auf die identische zuriickfiihrt, sind A = + ((1) (1)) Hiermit
haben wir eine Isomorphie zwischen den Gruppen Aut(E) und Awut(H) und der
Gruppe SL(2,R)\ {£1} gefunden. O

7 Der Riemannsche Abbildungssatz

In diesem Kapitel werden wir die Vorarbeiten zum lang versprochenen
Riemannschen Abbildungssatz beenden und diesen formulieren und beweisen.
Zunachst beschéftigen wir uns mit Normalen Familien und formulieren den Kon-
vergenzsatz von Bolzano-Weierstraf und im Anschluft daran den Satz von Arzela-
Ascoli und den Satz von Montel. Im Anschluss daran werden einige Konsequenzen
aus diesesm Satz gefolgert und mit diesen in weiterer Folge mdgliche Anwendun-
gen demonstriert. Doch zunédchst beschéftigen wir uns mit dem Kapitel iiber
normale Familien, hier werden einige fundamentale Sétze und Definitionen ange-
fithrt. Gegen Ende dieses Kapitels fithren wir O(G) als Menge der holomorphen
Funktionen auf dem Gebiet G ein und machen uns iiber die Konvergenz einer
Funktionenfolge (f,) € O(G) Gedanken. Im darauffolgenden Kapitel formulieren
und beweisen wir einen zentralen Satz der klassischen Funktionalanalysis. In die-
sem Kapitel lehne ich den Aufbau an Fritsche und an das Werk von Fischer, Lieb
an.

7.1 Normale Familien

In der reellen Analysis besagt der Satz von Bolzano-Weierstraf, dass jede
beschrinkte unendliche Menge M einen Haufungspunkt besitzt. Klaus Fritsche
schreibt, dass fiir Folgen reeller Funktionen ein solcher Satz nicht gilt, doch fiir
Folgen von holomorphen Funktionen liefert der Satz von Montel ein entsprechen-
des Resultat. Denn “Familien* (Mengen) von Funktionen, in denen jede Folge
eine konvergente Teilfolge besitzt, werden normal genannt und fiir genau solche
normale Familien werden wir einige Resultate erzielen.

Der Konvergenzsatz von Weierstrafs (1815 — 1897) besagt, dass fiir eine Folge
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(f») von holomorphen Funktionen auf einem Gebiet G, die lokal gleichméfig ge-
gen f (Grenzfunktion) konvergiert, f auch holomorph ist. Weiters konvergieren
auch sémtliche Ableitungen lokal gleichméfig gegen ihre Grenzfunktionen. Wir
nennen eine Folge von holomorphen Funktion ( f,,) kompakt konvergent auf einem
Gebiet G, falls (f,) auf jeder kompakten Teilmenge K C G gleichméfig gegen
die Grenzfunktion f der Folge (f,) konvergiert. Durch eine einfache Uberlegung
kann man sich vorstellen, dass die kompakte Konvergenz &quivalent zur lokal
gleichmiifigen Konvergenz ist, denn durch eine Uberdeckung von endlich vielen
e— Umgebungen erhilt man diese Tatsache.

Fakt 6.

Der weierstraftsche Konvergenzsatz ist im Reellen nicht anwendbar, denn die
Grenzfunktion f einer gleichméfig konvergenten Folge (f,) differenzierbarer
Funktionen, muss nicht notwendigerweise wieder differenzierbar sein. Falls die
Grenzfunktion f doch differenzierbar ist, miissen die Ableitungen (f/) der Folgen-
glieder nicht punktweise gegen die Ableitung der Grenzfunktion f” konvergieren.
Ein Beispiel hierfiir wire die Folge:

falz) == sin(na) _L sin(nx)

n n

Denn (f,)(x) konvergiert gleichméfig gegen die Nullfunktion. Die Ableitungen
(fL)(z) = % - cos(nz) - n = cos(nz) konvergiert nirgends gegen die Ableitung der
Nullfunktion.

Wir formulieren nun einige Sédtze, die uns in weiterer Folge helfen werden, den
Riemannschen Abbildungssatz zu beweisen. Hierbei dhnelt der Aufbau des Kapi-
tels dem von Wolfgang Fischer und Ingo Lieb. ([1], Seite 294ff. §4.)

Satz 80.

Sei G C C ein Gebiet und (f,) eine Folge auf G holomorpher Funktionen, die
kompakt gegeben eine holomorphe Funktion f, die Grenzfunktion genannt wird,
konvergiert. Dann gilt:

1. Wenn nun die Funktionen f, in G keine Nullstellen haben, so ist die Grenz-
funktion f in G nullstellenfrei oder es gilt f = 0.

2. Sind die Funktionen f, injektiv, so kann gefolgert werden, dass die Grenz-
funktion ebenfalls injektiv oder konstant ist.

Beweis.

Wir zeigen die erste Behauptung und nehmen an, dass fiir die Grenzfunktion ein
2o € G existiert, fur die f(zp) = 0. Dann gibt es ein zp € G und r > 0 mit f(zo) =
0 und f(2) # 0, wobei z € U, (20)\ {20}. Wir setzen ¢ = min.cy, () |f(2)] > 0
und halten fest, dass (f,,) auf der kompakten Menge U, (z) gleichméfig gegen die
Grenzfunktion konvergiert und erhalten fiir ein Folgenglied ng € N mit:

[fo(2) = f(2)] < e < |f(2)] V2 € Un(z)

Wir kénnen erkennen, dass die Funktion f,,, wie unsere Grenzfunktion eine Null-
stelle in der kompakten Kreisscheibe besitzt, dies bildet einen Widerspruch zu
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unseren Annahmen.

Fiir die zweite Behauptung nehmen wir an, dass unsere Grenzfunktion f weder
injektiv, noch konstant ist, somit existieren zwei voneinander verschiedene Punk-
te 21,29 € G, sodass f(z1) = f(z2). Wir bilden neue Funktionen g¢,, : G — C mit
gn(2) = fu(2)—fu(21), die aufgrund der Injektivitdt der Folgenglieder auf unserem
Gebiet G\ {z1} keine Nullstellen besitzen, somit konvergiert die Funktionenfolge
(g9n) kompakt auf G\ {z1} gegen g(z) = f(z) — f(21). Aufgrund der Annahme,
dass unsere Grenzfunktion nicht konstant ist, ist g auf G\ {z;} nullstellenfrei, was
einen Widerspruch zu ¢(z2) = 0 bildet. O

Bemerkung 27.

Mit diesem Satz, welcher in der Literatur als Satz von Hurwitz (1859-1919) an-
gefithrt wird, konnen wir Aussagen iiber die Grenzfunktion von Folgen nullstel-
lenfreier holomorpher Funktionen angeben. Man betrachte hierfiir beispielsweise
die Funktionenfolge f,(z) = % Wir konnen zeigen, dass diese Grenzfunktion fiir
grofses n gegen die Nullfunktion konvergiert. Dies ist eine Eigenschaft, was fiir die

Folgenglieder beispielsweise nicht gegeben ist.

Definition 81.
Sei G C C ein Gebiet.

1. Wir bezeichnen mit O(G) die Menge der holomorphen Funktionen auf dem
Gebiet GG. Diese Menge bildet einen Vektorraum.

2. Mit der Menge C(G) bezeichnen wir die Menge der stetigen Funktionen auf
dem Gebiet G.

3. Sei F eine Teilmenge der obigen Mengen, so wird F als Funktionenfamilie
bzw. als Familie bezeichnet.

Wenn wir nun diesen Vektorraum mit einer Topologie versehen, so gilt fiir f €
O(G) und K € G eine kompakte Menge:

|flx = sup | f(2)] < oo.
ze K

Fiir ein beliebiges ¢ > 0 bezeichnet Uk, = {g € O(G) : |f —g| < €} die Menge
aller auf G holomorphen Funktionen, die sich auf K von f nur um ¢ > 0
unterscheiden.

Noch bevor wir den Satz von Bolzano-Weierstraf fiir diese speziellen Mengen
formulieren konnen, definieren wir im Folgenden Umgebungen und die Begriffe
der Stetigkeit und Beschranktheit.

Definition 82.

Ein U C O(G) wird Umgebung einer Funktion f genannt, wenn eine kompakte
Menge K und ein ¢ > 0 existiert, sodass Ux(f) C U gilt. Offen wird die
Umgebung U C O(G) genannt, wenn U fiir jedes f € U wieder eine Umgebung
ist.
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Definition 83.
Eine Familie F C O(G) heifst

1. punktweise gleichgradig stetig, wenn zu jedem zy5 € G und € > 0 ein
0:,. > 0 gibt, sodass |f(2) — f(20)| < O fiir alle f € F und z € G mit
|z — 2] < 6,

2. punktweise beschrankt, wenn fiir jedes zg € G eine Konstante ¢ = ¢(z) > 0
gibt, sodass | f(zo)| < c¢ fiir alle f € F ist,

3. lokal beschrénkt, wenn fiir zp € G eine Umgebung U = U(z;) und ein
c=c(z9) > 0 gibt, sodass |f(z)| < cist fir alle f € F und z € U.

Um nun die Existenz gewisser konvergenter Teilfolgen fiir Funktionenfamilien zu
zeigen, miissen wir den Begriff normal definieren.

Definition 84.
Sei G ein Gebiet und F C O(G) eine Familie. Die Familie F heifft normal, wenn
fiir jede Folge (f,) eine kompakt konvergente Teilfolge existiert.

Satz 85.
Sei F C O(G) eine Funktionenfamilie. Sie ist normal, wenn sie punktweise be-
schrankt und punktweise gleichgradig stetig ist.

Bemerkung 28.
Es geniigt eigentlich die Betrachtung aller 7 C C(G), da die Menge der stetigen
Funktionen hierfiir ausreichend ist.

Beweis.

Der Beweis unterteilt sich in drei Schritte, wobei wir zunéchst eine Funktionen-
folge (fn)neny in F C O(G) definieren.

In dem ersten Schritt gehen wir von einer abzéhlbaren und dichten Menge X =
{z1,29,...} C G aus. Auf dieser werden wir versuchen eine punktweise konver-
gente Teilfolge (gn)nen zu definieren. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraft
besitzt jede konvergente Folge einen Haufungspunkt. Aufgrund der punktweisen
Beschranktheit konvergiert die Punktfolge (f,.(21))ken. Wir definieren fix(z) :=
fn.(2), wobel k € N und z € G ist und betrachten die Funktionenfolge (f1 ).
Wir gehen fiir 2, wie fiir die Stelle z; vor und erhalten eine konvergente Teilfolge
(fik (22))ien. Hier setzen wir dann fo;(2) = fi(2) fir ein I € Nund z € G.
Wir machen nun fortfahrend weiter und erhalten somit eine Folge von Funktio-
nenfolgen, die fiir jedes m € N in den Punkten 21, ..., z,, konvergiert. Die Teilfolge
(fm+1k) konvergiert zusétzlich im Punkt z,,4;. Somit konvergiert die Diagonal-
folge ¢,(2) := (fnn(2)) somit fiir n € N in jedem Punkt 21, 29, .... Damit kénnen
wir folgern, dass wir fiir unsere Funktionenfolge (f,,) eine Teilfolge (g,) gefunden
haben, die in G punktweise konvergiert.

Wir zeigen im zweiten Schritt, dass die Diagonalfolge (g,)nen € X punktwei-
se konvergiert. Im folgenden ist es unser Ziel, die Diagonalfolge als Cauchyfolge
anzuschreiben. Hierfiir sei € > 0 beliebig. Da unsere Diagonalfolge nach Voraus-
setzung gleichgradigstetig ist und unsere Funktionen g, € F sind, existiert auch
ein 0 > 0, sodass

9a(2) = 9alz0)] < 5
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fir n € Nund z € X NUs(29), 20 € G gilt. Nach dem Beweisschritt 1 existiert
ein ( € X NUs(zp), sodass die Punktfolge (g,(¢)) konvergiert und fiir ein N € N
eine Cauchyfolge ist, also gilt fiir alle m,n > N

90(C) = (O] < <.

Insgesamt kann gesagt werden, dass

lgm(20) = gn(20)] < [gm(20) = G (O)] + 19m(C) = gn(O)] + [9n(C) — gn(20)]

e € €
< 3 + 3 + 3= €

Somit ist (g, )nen eine Cauchyfolge, da sie im Punkt zg konvergiert.

Im dritten und letzten Beweisschritt wird die kompakte Konvergenz der Folge
(gn)nen gezeigt. Sei nun K C G kompakt. Angenommen die Folge (g,,) ist nicht
gleichméfig konvergent, also keine Cauchyfolge, dann gilt die oben verwendete
Eigenschaft nicht. Das heifit, es gibt ein ¢ > 0 und fiir jedes k € N einen Punkt
2z, € K, sowie my,n, > k mit:

|gmk~ (Zk) - gnk(zkz” > €.

Laut Voraussetzung ist K kompakt, somit besitzt (z;) einen Haufungspunkt 2’ €
K (ohne Beweis, nachzulesen bei [2], S.201f). Somit gilt dann fiir ein z € {(z)}
beliebig nahe bei 2’

9a(2) = 9a()] < 3.

In Schritt zwei haben wir gezeigt, dass die konvergenten Teilfolgen (g, (2)) und
(gn, (%)) fiir ein & — oo gegen den gleichen Grenzwert konvergieren. Dies ist
ebenfalls fiir die Folgen (gm, (2')) und (g,,(2')) gegeben, somit gilt:

€
Nach naherer Betrachtung der Bedingungen erhalten wir fiir ein hinreichend
grofes k € N

e < ’gmk(zk) - gnk(2k>|

< Gy, (28) = Gy, (2] 4 [ gm (27) = Gy ()] + 19 (2) = g (220)]
< c -+ c + - 5
3 3 3

Somit haben wir einen Widerspruch erhalten. 0

Bemerkung 29.

Dieser Satz, der nach den beiden italienischen Mathematikern Cesare Arzela
(1847-1912) und Giuliu Ascoli (1843-1896) benannt ist, erméoglicht uns eine hin-
reichende Bedingung fiir die Normalitdt von Funktionenfamilien zu formulieren.
Betrachtet man nun nicht Familien im Raum von stetigen Funktion, sondern im
Raum der holomorphen Funktionen, so lasst sich die Aussage des Satzes weiter
vereinfachen und wir erhalten die folgende Behauptung.
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Satz 86.
Sei F C O(G) eine Familie. Ist F beschrénkt, so ist sie auch normal.

Bemerkung 30.

Wie bereits in der Bemerkung davor erwéhnt, ist dieser Satz eine Vereinfachung
der Bedigungen fiir die Normalitét einer Funktionenfamilie F und geht auf den
franzosichen Mathematiker Paul Antoine Aristide Montel (1876-1975) zurtick.

Beweis.

Wir verwenden die Aussagen vom Satz von Arzela-Ascoli und miissen nur mehr
die gleichgradige Stetigkeit unserer Funktionenfamilie F zeigen. Hierfiir sei zy € G
und ¢ > 0. Wir wéhlen R > 0 mit Ur(zp) C G. Nach Voraussetzung existiert
also ein ¢ > 0 mit:

|f(2)| < ¢ V fe Fund z € Ur(z).

Wir wahlen ¢ := min {%, g—j}, dann gilt fur alle f € F und z € Us(zp) mit der

Cauchyschen Integralformel:

1 f(©) f(©) 1 SOz — =)
G-l = |5 [, o~ R | = S o
|2 — 20 f(©) |z — 20| 2c
T or /(C—Z')(C—zo)dCS 2 .EQRW
2c Re 2¢
:|z—zo|~ﬁ <9 Rm=¢
Somit haben wir die in Definiton 83 eingefiihrte gleichgradige Stetigkeit gezeigt.
Also ist F gleichgradig stetig. O

7.2 Der Riemannsche Abbildungssatz

Bevor wir den Abbildungssatz beweisen, rufen wir uns einige Tatsachen ins
Gedéchtnis zuriick:

Ein Gebiet G C C wird einfach zusammenhéngend genannt, falls jede holomorphe
Funktion f auf G eine Stammfunktion besitzt. Ebenfalls wissen wir schon, dass

1. jedes sternférmige Gebiet einfach zusammenhéngend ist.

2. fiir ein Gebiet G und einer holomorphen und injektiven Funktion ' : G — C
auch das Bild F(G) einfach zusammenhéngend ist.

3. ein Gebiet G C C einfach zusammenhéngend ist, wenn sein Komplement
C>°\G zusammenhéngend ist, also keine Locher vorweist.

4. fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und eine holomorphe Funktion
f G — C mit f(z) # 0, eine holomorphe Funktion h auf G existiert,
sodass exp(h(z)) = f(2), fir alle z € G gilt.
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Satz 87.
Sei G C C einfach zusammenhéngend, f : G — C holomorph mit f(z) # 0 fiir
alle z € G. Dann existiert eine holomorphe Funktion g auf G' mit ¢ = f.

Beweis.
. h . .
Wir setzen f := e und g := ez. Somit erhalten wir, dass

g =e"=

O

Satz 88.

Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, wobei G # C. Dann existiert
fiir jeden Punkt zg € G eine biholomorphe Abbildung f : G — D auf die
Einheitskreisscheibe, sodass

f(20) =0, f'(20) >0
ist. Dadurch wird die biholomorphe Abbildung f eindeutig bestimmt.

Beweis.
Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit der biholomorphen Abbildung mit Hilfe
von Satz 79:

Seien f,g : G — D biholomorphe Abbildungen mit f(zg) = 0 = g(z9) und
f(20), ¢'(20) > 0. Wir definieren die Verkniipfung f o g=' =: h und wissen,
dass h eine biholomorphe Abbildung von der Einheitskreisscheibe auf sich selbst
ist, mit A(0) = 0. Geometrisch interpretiert ergibt dies eine Drehung, also gilt:
h(z) = €%z mit 0 < ¢ < 2. Fiir die Ableitung der Funktion /4 im Punkt 0 folgt,
dass 1/(0) = €' ist, also:

R (0) = (fog)(0)=f(g7'(0)-(¢7)'(0) =
= F'(2) - 1 _ f,<20)
=/ ( 0) B 9/(20) '

——
>0

Damit erhalten wir, dass e¢’¥ = 1, das bedeutet, dass h(z) = z und somit ist

=g

Der restliche Beweis wird in folgende drei Schritte unterteilt:

1. Wir konstruieren zunéchst eine injektive und holomorphe Abbildung f; :
G — D, mit fi(29) = 0, f{(20) > 0 und zeigen, dass f;(G) =: G, ebenfalls
ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ist.

2. Im néchsten Schritt betrachten wir die Familie
F :={f:G1 — D : fholomorph und injektiv, f(0) = 0, f'(0) > 0}

und suchen mit Hilfe des Satzes von Montel eine Funktion f, € F, mit
maximaler Ableitung im Nullpunkt.
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3. Wir zeigen in weiterer Folge, dass die oben bestimmte Funktion f, tatsich-
lich das Gebiet G surjektiv auf D abbildet. Somit ist f = fyo f; die gesuchte
biholomorphe Abbildung mit f : G — D.

Sei nun G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet mit G # C.

Ad 1.:

Sei G C C\ {0} ein Gebiet. Wir wissen, dass z — z holomorph ist. Auferdem
ist die Funktion nullstellenfrei auf GG. Laut der Voraussetzung ist G einfach zu-
sammenhédngend, somit existiert nach Satz 88 eine holomorphe Quadratwurzel
q(z) = /z auf G. Aus der reellen Analysis wissen wir bereits, dass ¢(z) eine
injektive Abbildung darstellt, somit ist das Gebiet G* := ¢(G) C C\ {0} biholo-
morph dquivalent zu G.

Ist wy irgendein Punkt in G*, so gibt es eine offene Kreisscheibe D, (wp), so-
dass D,(wg) ganz in G* liegt. Aus diesen Uberlegungen folgt aber auch, dass
D, (wo) NG* = {} ist. Denn fiir w € G* kann nédmlich nicht gleichzeitig, —w € G*
und w € G* folgen, da sonst die Wurzel auf G* nicht umkehrbar wére. Nehmen
wir nun wy € G*, dann gibt es ein r > 0, sodass D,(wy) € G* ist. Folglich
muss der Kreis mit gleichem Radius um den Punkt —wy ganz im Komplement G*
liegen.

— @{V\)

Abbildung 15: Veranschaulichung des Beweisschrittes 1

Wir wéhlen eine biholomorphe Abbildung g : C — C mit

r

9() = o
die die Menge C\ D, (—wy) nach D\ {0} abbildet, da g(co) = 0 und |g(z)| < 1 fiir
|z+wg| > r. Dies bedeutet wiederum, dass es ein Gebiet G** im Inneren von der
Einheitskreisscheibe gibt, sodass g o ¢ eine biholomorphe Abbildung vom Gebiet
G auf G** ist.

Wir definieren a := g(q(20)) als Bild unseres ausgewéhlten Punktes zy. Die Trans-

formation
zZ—a

0a(2) :D—D, z— —
—az
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ist eine biholomorphe Abbildung, die die Einheitskreisscheibe auf sich und den
Punkt a in 0 abbildet. Ist jetzt (p,0g0q) (20) =r-e® mitr > 0und 0 <t < 27
und Ry(z) := e~z eine Drehung, dann ist f; := R; 0y, 0 goq eine biholomorphe
Abbildung von G auf die Einheitskreisscheibe. Zusétzlich gilt, dass f{(zy) = 0,
sowie f'(z9) = f1(0) =7 > 0 laut Voraussetzung.

AN ()
I @

Abbildung 16: Veranschaulichung der Beweisschritte

Ad 2.:
Sei jetzt G := f1(G), dann ist G auch einfach zusammenhéngend. Die Familie

F:={f:G; =D : fholomorph und injektiv, f(0) = 0, f'(0) > 0}

ist nicht leer, da in ihr die identische Abbildung z — z enthalten ist, somit gilt
fir alle f € F :sup|f(z)] < 1. Aus dem Satz von Montel kann gefolgert werden,
dass F eine normale Familie ist. Sei o := sup;cz f'(0), da die Funktion z — z in
der normalen Familie F enthalten ist, gilt, dass a > 1. Wir wollen zeigen, dass
a < oo ist und wéhlen mit (f,,) eine Folge aus der Familie F, deren Ableitun-
gen im Nullpunkt gegen unser a konvergieren. Wiederum folgt aus dem Satz von
Montel, dass die Folge (f,) eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge besitzt,
die kompakt gegen eine Funktion f, € O(G;) konvergiert. 0.E.d.A bezeichnen
wir die Teilfolge mit (f,,). Aus dem Weierstrafschen Konvergenzsatz folgt, dass
die Ableitungen (f)) gegen die Ableitung der Grenzfunktion konvergieren, also
ist (f(0)) = o # 0. Insbesondere ist die Grenzfunktion fj nicht konstant. Da all
unsere f, injektiv sind, muss die Grenzfunktion f; auch injektiv sein. Da aber
|fn| < 1 fiir alle n ist, folgt, dass |fy] < 1. Nach dem Maximumprinzip ist
dann sogar |fy| < 1 auf Gy und fy(0) = lim, e fn(0) = 0. Damit haben wir
die Behauptung gezeigt, dass die Grenzfunktion f; ein Element der Familie F ist.

Ad 3.:
Ist unsere Grenzfunktion f; surjektiv, so ist nichts zu zeigen, da die Verkettung
foo fi := f : Gi — D eine biholomorphe Funktion ist. Angenommen f, sei

nicht surjektiv auf D, dann sei Gy := fo(G;) das Bild des Gebiets Gy unter der
Abbildung fo und ¢ € D\ {Gs}. Der Automorphismus

zZ—C

pel2) =17,
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bildet mit z = 0 den Nullpunkt nach —c¢ und den Punkt z = ¢ nach Null ab.
Wenn wir das Gebiet G5 := ¢.(G2) betrachten, so konnen wir feststellen, dass
dieses wieder einfach zusammenhéngend ist. Der Nullpunkt liegt nicht in Gj,
deshalb existiert eine holomorphe Quadratwurzel auf dem Gebiet G5, die wir mit
p(z) = \/z bezeichnen, die injektiv ist, was eine Folgerung aus Satz 88 ist. Wenn
wir uns das Bild der injektiven Quadratwurzel ansehen, so ist p(G3) vollstédndig
im Einheitskreis enthalten. Wir verkniipfen unsere obige Transformation mit einer
Drehung und erhalten:
o 2—d

ora(z) =€ - E mit d := p(—c).

Die Wahl des Parameters A werden wir spater erklaren. Wir verketten nun unsere
Funktionen

S:=prao0pop.: Gy =D
und sehen, dass die Funktion S das Gebiet G5 auf den Einheitskreis abbildet und
zumindest injektiv ist. Wir wihlen unseren Parameter A nun so, dass S’(0) € R
und grofser als Null ist. Unser Vorhaben ist moglich, da die Ableitung der Funktion
S ungleich Null sein muss, da Injektivitdt gegeben ist. Wir betrachten

p(z) :=2*und S* := ¢ lopo gp;ji : D—D

und konnen erkennen, dass S* o S|g, = idg, ist. S*(0) = 0, somit kann das
Schwarzsche Lemma (Satz 78) auf unsere Funktion S* angewandt werden und
wir erhalten:

(5 (0)] < 1.

Denn wire der Betrag der Ableitung in Null gleich Eins, also S* eine Drehung,
SO ware

P*(2) = @co S 0o prg

eine biholomorphe Abbildung des Einheitskreises auf sich selbst. Es ist zwar
p*(0) = 0, aber p* ist keine Drehung. Also folgt aus Satz 78, dass

(57 (0)] < 1
ist. Dann muss aber |S’(0)| > 1 sein, da ja S’(0) reell ist und daraus folgt, dass

L 1
S(O)—m > 1

ist. Wir fassen zusammen, dass die Funktion S o fy =: h : G; — D holomorph
und injektiv ist, sowie den Nullpunkt fix ldsst und aukerdem

h'(0) = 5'(0) - f5(0) > f5(0)

ist. Diese Uberlegungen fithren zu einem Widerspruch und somit ist f, surjektiv
und wir sind fertig. OJ
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Bemerkung 31.
Ich m6chte den theoretischen Teil nun mit einigen Uberlegungen abschliefsen und
begriinden, warum der Riemannsche Abbildungssatz so bedeutend ist.

1. Die biholomorphe Abbildung f ldsst sich meist nicht explizit angeben.

2. Der Satz von Riemann hat seine Giiltigkeit in jedem Gebiet, welches un-
gleich C ist, hierbei spielt der Rand 0G keine Rolle.

3. Mittels des konstruktiven Beweises des Abbildungssatzes ist es nahezu un-
moglich genaue Bijektionen anzugeben. Oftmals muss man sich mit Appro-
ximationen begniigen.

4. Durch Naherungsmethoden kénnen biholomorphe Abbildungen einfach zu-
sammenhédngender Gebiete auf den Einheitskreis angegeben werden.

5. In hoheren Dimensionen wird es komplizierter, denn bereits die Aussage
iiber winkeltreue Abbildungen kann nicht stimmen. Nur wenige Gebiete
sind biholomorph &dquivalent zueinander.

Nun méchte ich einige Beispiele zu dem Riemannschen Abbildungssatz anfiihren.
Die ersten zwei Beispiele werden sich auf Beweise und Erklédrungen beschranken,
die restlichen werden Konstruktionen konformer Abbildungen sein.

Beispiel 35.
(vgl. [3], S.30)

1. Was sagt Riemanns Abbildungssatz?

2. Kann die Menge U := C\ {t € R : |[t| > 1} das Bild einer Funktion
f:C — C sein?

Ad 1.:

Wenn wir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet G # C betrachten, so gibt es
eine konforme Abbildung f : G — D. Wenn nun zusétzlich ein Punkt z, € G vor-
gegeben ist, so gibt es genau eine konforme Abbildung f: G — D mit f(z9) =0

und f'(¢) > 0.

Ad 2.:

Wir zeigen den Satz indirekt und behaupten, dass die Menge U nicht das Bild
einer Funktion f : C — C sein kann.

Denn angenommen es gibt eine solche Funktion f € O(C) mit f(C) = U, so
existiert, weil U # C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ist, nach dem
Riemannschen Abbildungssatz eine biholomorphe Funktion ¢ : U — . Wenn
wir nun uns die Verkettung beider Funktionen anschauen, so sehen wir, dass
po f:C — D beschriankt ist und somit konstant sein muss. Wir kénnen nun
daraus schlieften, dass die Funktion ¢ injektiv ist und somit f auch konstant sein
muss, was ein Widerspruch zu f(C) = U darstellt.
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Beispiel 36.
(vgl. [3], S.31)

1. Sei « € Rund H, := {z € C :R(2) > a}. Zeige, dass jede holomorphe
Abbildung f : C — H, konstant ist.

Ad 1.:

H, ist ein einfach zusammenhéngendes Gebiet in C, wobei H, # C ist. Somit
existiert nach dem Riemannschen Abbildungssatz eine biholomorphe Abbildung
p: Hy — D.

Wiederum ist die Verkettung ¢o f : C — D eine beschrankte Funktion und genau
mit den gleichen Argumenten aus dem Beispiel 35, folgt daraus die Aussage.

Nun wenden wir uns an etwas praktischere Beispiele:

Beispiel 37.
Der Riemannsche Abbildungssatz besagt, dass der Sektor

G::{z:r-ei‘pGC,O <r<lL,0<ep< g}
konform auf die Einheitskreisscheibe E abbildbar bist. Wir versuchen nun eine
Abbildung hierfiir anzugeben.

1. Wir quadrieren unsere Funktion und erhalten eine Abbildung, die G auf G,
konform abbildet.

Gy ::{z:r-ewe(c, 0<r<1,0<pc< W}:HOE
Wir konnen erkennen, dass die Punkte +£1 den Rand des Gebietes G bilden.

2. Wenn wir nun konform um 1 nach G5 verschieben, verdndern sich die Rand-
punkte, das heifst, statt & 1 haben wir als Randpunkte bei G5 die Punkte
0 und 2. Es ist

GQ::{z:1+r-ei“”eC,O<r< 1,0 < p < g}

3. Wir wenden eine Inversion ¢4 auf G5 an, wobei p 4 die Mobiuustransforma-
tion ist. Wir wissen bereits, dass ein p4 € SLT(2,R) die obere Halbebene
H auf sich selbst abbildet. Insbesondere erhalten wir

GgZZQDA'GQCQDA'H:H.

Wir sehen, dass die Kreisteile von Gy auf die Kreisteile von R3 abgebildet

werden. Die Randstrecke r1 := (0,2) wird eben auf die Halbgerade (3, c0)

abgeildet. Die Randstrecke 7o um 1 von 0 nach 2 wird auf einen Kreis von
oo nach % abgebildet, wobei der rechte Winkel erhalten bleibt, da ja die

Inversion eine lokal konforme, also winkeltreue Abbildung ist. Zusammen-
1

fassend kann gesagt werden, dass der Randkreis ro auf die Gerade von 3
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nach % + 1 - 0o abgebildet wird.
Also wird GG auf den um % verschobenen ersten Quadranten G3 abgebildet
mit:

1
G3:{§—I—x+iy, x,y O}.

4. Die Translation um —% bildet GG3 auf den ersten Quadranten G4 ab, es gilt:
Gy =A{x+1iy, x,y 0}.

5. z — 22 bildet G4 konform auf die obere Halbebene H ab, das heifit G5 := H.

6. Wie wir bereits wissen bildet die Cayley-Abbildung D5 := H konform auf
die Einheitskreisscheibe ab.

Dieses erste Beispiel demonstriert sehr schon, dass der Riemannsche Abbildungs-
satz praktische Anwendungen besitzt, doch diese explizit anzugegeben, meist eine
sehr mithsame Angelegenheit darstellt. In dem néchsten Beispiel fiihre ich nur ei-
nige Beispiele biholomorpher Abbildungen an:

Beispiel 38. 1. Die Funktion z — 2% bildet

G ={rx+iy :x,y > 0} auf {x+iy :2 < 0 odery > 0} ab.

2. Die Funktion z — tan z bildet
{:I;—i—iy ] < %} auf Gy :={z € C : |z] < 1} ab.
Zum Abschluss des Kapitels mochte ich noch einige Beispiele, die genauer bei [6]

auf Seite 135ff. nachzulesen sind, anfiihren.

Beispiel 39.
Wir suchen fiir ein Gebiet G C C mit G # {} und G # C eine biholomorphe
Abbildung f : G — D auf die Einheitskreisscheibe fiir die mit zp € G gilt, dass

f(z0) =0 und f'(z0) >0

ist. Sei jetzt G =D und z; € D, dann ist die gesuchte bijektive Abbildung (vgl.
Beweis vom Abbildungssatz) gegeben durch:

. zZ— 20
Die Bedingung ist ebenfalls erfiillt, denn
1
/ JR—
f'(20) = 1— [z

Drei weitere Beispiele mochte ich noch anfiihren, vergleiche hierfiir die Beispiele
5.3, 5.4 und 5.5 bei [6] auf der Seite 136.
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Beispiel 40. 1. Sei nun G C C die rechte Halbebene und z; = 1 ein Punkt.
Dann ist ein Biholomorphismus durch die Funktion

z—1

z+1

f(z) =

gegeben, wobei hier fiir die Ableitung

=y

gilt.
2. Betrachten wir als Gebiet den ersten Quadranten, also

G={z€C :R(2),3(z) > 0}

mit dem Punkt zy = 1—}’

> so erhalten wir die gesuchte Abbildung durch
FEinsetzen:

14+i22—i
V2 22+
Wir wissen bereits, dass die Abbildung z — 2% unser Gebiet G biholomorph

auf die obere Halbebene und den Punkt zp € G auf i abbildet. Dieses
Beispiel wird klarer, wenn wir folgendes betrachten.

wobei f'(z0) = 1.

3. Sei G C C die obere Halbebene und zy = i. Wir erhalten die gesuchte
Abbildung durch

f(z)zjli-i wobei f’(z’):%.

Wir kénnen erkennen, dass f(z) durch Multiplikation der Abbildung
f(z) = % mit dem Faktor —¢, welcher die obere auf die rechte Halbebene
transformiert, und einer weiteren Multiplikation mit ¢ entsteht.
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