Lniversitat
wien

DIPLOMARBEIT

Titel der Diplomarbeit

Die Entwicklung der Vektorrechnung in der Oberstufe von der
Schulreform 1967 bis zur Zentralmatura

angestrebter akademischer Grad

Magistra der Naturwissenschaften (Mag. rer.nat.)

Verfasserin / Verfasser: Heidi Redelsteiner

Matrikel-Nummer: 0602242

Studienrichtung (It. Lehramtsstudium UF Mathematik & UF Geschichte, Sozialkunde
Studienblatt): und Politische Bildung

Betreuerin / Betreuer: Mag. Dr. Andreas Ulovec

Wien, im Juni 2011






Danksagung

In erster Linie mochte ich mich bei meinem Betreuer Andreas Ulovec bedanken, der stets ein
offenes Ohr fir mich hatte und der mir eine grof3e Hilfe bei der Fertigstellung dieser Arbeit
war.

Und ein einfaches DANKE! an meine Eltern, meinen Freund und meine Freunde, die mich
immer unterstiitzen.



Vorwort

Das Thema meiner Diplomarbeit sollte in gewisser Weise meine beiden Unterrichtsfacher
Geschichte, Sozialkunde und Poltische Bildung sowie Mathematik beinhalten, ich wollte
etwas aus dem Gebiet der Geschichte der Mathematik schreiben. In einer Vorlesung im
Sommersemester 2010 erfuhr ich, dass die Vektorrechnung ein sehr ,junger Teil” des
Lehrplans ist und erst in den 60er Jahren des vorigen Jahrhunderts Thema im Schulunterricht
wurde. So kam ich auf mein Thema und entschied mich aufgrund von Lehrplanen und
Schulbiichern, die heute wohl die beste bzw. objektivste Aussage Uber die damalige
Gestaltung der Vektorrechnung im Mathematikunterricht liefern kénnen, eine Analyse

vorzunehmen.

Aufgrund der historischen Betrachtung sowie der Analyse von Lehrplanen und Schulbichern
aus den 60er Jahren, wurden bei wortlichen Zitaten, diese sind eingeriickt und mit
Anflihrungszeichen gekennzeichnet, Rechtschreibfehler, verursacht durch alte Regelungen,

Ubernommen und nicht verbessert.

In der folgenden Arbeit wurde auf eine gendergerechte Formulierung geachtet. Es ist stets

von Schiilerlnnen, Lehrerlnnen, etc. die Rede.
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1. Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit soll es sein, die Bedeutung der Vektorrechnung im Schulunterricht der
Oberstufe aufzuzeigen. Mit Hilfe von Lehrpldanen sowie Schulbilichern aus denselben Jahren

soll die Entwicklung der Vektorrechnung dargestellt und verdeutlicht werden.

Am Beginn steht der Lehrplan aus dem 1967, bei dem dieses Thema erstmals ein Teil des
Unterrichts in der AHS-Oberstufe wurde. In den drauf folgenden vier Lehrpldnen sind
Veranderung in Struktur, Aufteilung des Stoffes auf die einzelnen Klassen, Formulierung und
sogar Schreibweisen zu entdecken. Der letzte analysierte Lehrplan stammt aus dem Jahr

2004 und ist heute noch giiltig.

Im Vergleich dazu stehen die Schulblcher der 5. Klasse. Um den Zusammenhang zu
verdeutlichen wurden aus den Erscheinungsjahren der Lehrpldne auch die
Mathematikblcher gewahlt. Flir diese Analyse wurde der ,Klassiker” des
Mathematikschulbuchs ausgesucht, der urspriinglich von Hofrat Dr. Josef Laub und spater
von Univ.-Prof. Mag. Dr. Hans-Christian Reichel bzw. Ao. Univ.-Prof. Mag. Dr. Stefan Go6tz
herausgegeben wurde. Im Zentrum dieses Abschnitts stehen Fragen wie: In welchem Kapitel
des jeweiligen Buches ist die Vektorrechnung zu finden? Wie ist sie motiviert? Wie ist der
didaktische Aufbau dieses Kapitels? Welche Begrifflichkeiten werden eingefiihrt? Welche

Definitionen und welche Beispiele stehen im Mittelpunkt?

Im letzten Teil wird die Zukunft der Vektorrechnung im Schulunterricht und bei der Matura
betrachtet. Dazu werden die Inhalte und die Umsetzung im Bereich der Vektorrechnung
zweier Lehrbiicher, die schon fir die Zentralmatura ausgelegt sind, mit den Aufgaben die zur
Vorbereitung fiir den Schulversuch der standardisierten schriftlichen Reifeprifung in

Mathematik im Mai 2012 erarbeitet wurden, verglichen.
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2. Die Vektorrechnung in den Lehrpldanen der AHS-Oberstufe

,Lehrplane als verbindliche und wohldefinierte Planungsgrundlage fiir den Unterricht
und Erziehung gab es schon in den evangelischen Schulordnungen des 16.
Jahrhunderts und wurden damals von den Lehrpersonen als Lehrordnung begriffen.
Letztere verfolgten die Absicht, Lehren und Lernen im Voraus zu planen, wobei auf
Realisierung der Planungsschritte im Unterrichtsprozess groRen Wert gelegt worden
war. Besonders im 17.ahrhundert ging man dazu Uber, den Lehr-Lerninhalt

aufzuteilen und diesen in Ubersichten und Tabellen darzustellen, [...].“*

Der Lehrplan bildet die Grundlage der schulischen Ausbildung. Neben dem zu vermittelnden
Lehrstoff sind auch organisatorische Aspekte sowie didaktische Grundsatze und allgemeine
Bildungs- und Lehraufgaben festgehalten. Durch Diskussionen rund um das Thema ,,Schule
und Bildung” sind Lehrplane auch ein Teil des gesellschaftlichen, kulturellen und

wirtschaftlichen Lebens.

»Lehrplane dienen als Qualifizierungsgrundlage zur Vermittlung von Allgemeinbildung
sowie auch beruflicher Bildung. lhre Hauptfunktion besteht darin, Lehr- und

Lerninhalte (meist als rechtliche Vorgaben) fiir den Unterricht festzulegen.” ?

Der Lehrplan gliedert sich in die Teile Allgemeine Bildungsziele, Allgemeine Didaktische
Grundséatze, Schul- und Unterrichtsplanung, Stundentafeln und die Lehrpldne fir die
einzelnen Unterrichtsgegenstande. Die Schul- und Unterrichtsplanung ist erst seit dem
Lehrplan aus 2004 Teil der Lehrplangliederung. In den Lehrplanen zuvor (aus 1989 und 1978)
waren unter dem ersten Abschnitt des Lehrplans Allgemeine Bestimmungen, die

Unterpunkte Unterrichtsprinzipien und Unterrichtsplanung zu finden.

»Lehrplane definieren durch die in ihnen enthaltenen Stundentafeln nicht nur den
Facherkanon und dessen zeitliches Gewichtsprofil, sondern auch Schultypen, was
durch die Festlegung der schulstufenspezifischen Lehr-Lerninhalte in den jeweils in

Frage kommenden Unterrichtsfachern vervollstandigt wird.”?

1Schwendenwein, Theorie des Unterrichtens und Prifens, 7. Auflage, Wien 2000, S. 53.
2Schwendenwein, Theorie, S. 53.
3Schwendenwein, Theorie, S. 54.
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Das Allgemeine Bildungsziel, die Allgemeinen Didaktischen Grundsatze und die Schul- und
Unterrichtsplanung zeigen die Freirdume bei der Umsetzung des Lehrplans, aber auch die
Verbindlichkeiten auf. Die Stundentafeln zahlen die Unterrichtsgegenstiande auf und geben

das jeweilige StundenausmaR an.

Die Lehrpldne der einzelnen Unterrichtsgegenstande gliedern sich wiederum in die

,Bildungs- und Lehraufgabe®, den ,Lehrstoff und die ,Didaktische Grundsatze”.

Lehrplane werden in Bundesgesetzblattern verdffentlicht. Sie sind somit Verordnungen die
vom jeweils zustandigen Ministerium herausgegeben werden. Da die Seitenzahlen solcher
Bundesgesetzblatter jahrlich fortlaufend sind, kdnnen die Quellenangaben sehr grofRe

Seitenzahlen beinhalten.

Das Ziel dieses Kapitels soll nun sein, die Entwicklung des Lehrplans fir Mathematik anhand
eines konkreten Themengebietes aufzuzeigen. Im Mittelpunkt des folgenden Vergleichs
steht die Vektorrechnung, die erst in den 60er Jahren des vorigen Jahrhunderts in den

Lehrplan aufgenommen wurde.

2.1. Der Lehrplan der AHS-Oberstufe, ausgegeben am 24.8.1967

Der Lehrplan trat fiir die Oberstufe ab 1. September 1967 aufsteigend in Kraft. Dies
bedeutet, fur die 5. Klasse am 1. September 1967, bis hin zur 9. Klasse am 1. September
1971. (Zu diesem Zeitpunkt bestand die AHS-Oberstufe noch aus 5.-9. Klasse, sie dauerte
fanf Jahre).

Schon im allgemeinen Teil wird auf das Unterrichtsfach Mathematik hingewiesen.

»,Bei der Anwendung des Lehrplans fiir den Pflichtgegenstand Mathematik ist in den
2. bis 5. Klassen der allgemeinbildenden héheren Schulen jeweils auf die Anderung
gegeniiber dem bisherigen Lehrplan im Sinne einer allmahlichen Uberleitung Bedacht
zu nehmen; dies gilt sinngemal} zur Vermeidung von Erschwerungen auch fir den

Ubertritt von Hauptschilern in allgemeinbildende héhere Schulen.”*

Dies l4sst schon darauf deuten, dass der Lehrplan fiir Mathematik wesentlichen Anderungen
unterzogen wurde, zudem es das einzige Fach ist, wo auf diese Umstellung so direkt

hingewiesen wurde.

*BGBI Nr. 295/ 1967, S. 1705.
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Der konkrete Lehrplan fir Mathematik in der Oberstufe sieht nun vor, den Lehrstoff jeder
Klasse nach folgenden Stoffgebieten zu gliedern: Zahlen, Gleichungen, Funktionen,
Infinitesimalrechnung, Kombinatorik — Statistik — Wahrscheinlichkeitsrechnung, Geometrie
ohne analytische Behandlung, Vektoren, Analytische Geometrie, Geschichte der

Mathematik.

Nach diesen Punkten ist nun jede Klasse (5. - 9. Klasse) gegliedert. AuBerdem wird zwischen
dem Lehrstoff an Humanistischen Gymnasien, an Neusprachlichen Gymnasien bzw. am
Wirtschaftskundlichen Realgymnasium fiir Madchen und dem Lehrstoff an Realistischen
Gymnasien, an Naturwissenschaftlichen Realgymnasien bzw. an Mathematischen
Realgymnasien unterschieden. Grundsatzlich |asst sich sagen, dass in der zweiten Gruppe
der Oberstufenformen mehr Mathematikstunden vorgesehen sind (14 bzw. 17 Stunden; in
der ersten Gruppe nur 12 Stunden) und deshalb der Lehrstoff in der zweiten Gruppe ein
grofReres Ausmafl annimmt. Oft sind im Humanistischen Gymnasium, im Neusprachlichen
Gymnasium und im Wirtschaftskundlichen Realgymnasium fiir Madchen Stoffgebiet auch

nur optional, diese sind im Lehrplan Kursiv gedruckt:

,Die im Lehrplan durch Kursivdruck oder durch das Wort ,allenfalls"
gekennzeichneten Erweiterungsstoffe sollen nur dann behandelt werden, wenn in
einer Klasse glnstige Voraussetzungen gegeben sind und vor allem die Gewahr
besteht, daB der verpflichtende Lehrstoff griindlich durchgearbeitet und in seinem

Unterrichtsertrag gesichert werden kann.“

In der 5. Klasse fur das Humanistische Gymnasium, das Neusprachliche Gymnasium bzw. fiir
das Wirtschaftskundliche Realgymnasium fir Mddchen, ist unter dem Punkt Zum Stoffgebiet

,Vektoren”, folgendes zu lesen:

»Vektoren und Skalare, Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar, Addition und
Subtraktion von Vektoren, Zusammenfassung im Begriff des linearen Vektorraums.

Skalares Produkt von Vektoren.

Anwendung der Vektorrechnung bei der Wiederholung der Elementargeometrie.“®

°BGBI Nr. 295/ 1967, S. 1716.
°BGBI Nr. 295/ 1967, S. 1791.
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In den anderen Zweigen ist der Lehrstoff identisch, mit dem einzigen Unterschied, dass das

Skalare Produkt von Vektoren nicht kursiv gedruckt, also nicht optional ist.

In der 6. Klasse ist der Unterschied schon etwas groRer. Im Lehrstoff der Zweige
Humanistisches Gymnasium, Neusprachliches Gymnasium bzw. Wirtschaftskundliches

Realgymnasium fiir Madchen:

,Komponenten und Koordinaten von Vektoren, skalares Produkt. Vektorielles

Produkt. Lineare Abhangigkeit von Vektoren.
Anwendungen auf Trigonometrie und analytische Geometrie.”’
Im Vergleich dazu:

,Komponenten und Koordinaten von Vektoren, skalares und vektorielles Produkt,

lineare Abhangigkeit von Vektoren.
Anwendungen auf Trigonometrie und analytische Geometrie. -
In der 7. Klasse liegt der Unterschied wieder nur in der Optionalitat des dritten Punktes.

~Anwendungen der Vektorrechnung auf die analytische Geometrie. Vektorielle
Darstellung der komplexen Zahlen. Ausfihrung der vier Grundrechnungsarten mit

Hilfe von Vektoren.”®

Der Lehrstoff flir die 8. und 9. Klasse ist in allen Oberstufenzweigen gleich.

»Gelegentliche Anwendung der Vektorrechnung im Geometriebegriff. «A0

»Wiederholung der Vektorrechnung. Axiomatische Behandlung des linearen

Vektorraums.

Vektorielle Behandlung der Kegelschnitte. "

Ein wichtiger Aspekt des Lehrplans aus 1967 ist die grundsatzliche Trennung bzw.
Unterscheidung von ,Vektoren” und , Analytischer Geometrie” in seiner Aufzdhlung des

Lehrstoffes.

’BGBI Nr. 295/ 1967, S. 1791.
®BGBI Nr. 295/ 1967, S. 1794.
°BGBI Nr. 295/ 1967, S. 1792.
°BGBI Nr. 295/ 1967, S. 1796.
"'BGBI Nr. 295/ 1967, S. 1796.
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Beim Unterpunkt Vektoren stehen wirklich nur die elementaren Rechenoperationen der
Vektorrechnung im Vordergrund. Den Schiilerinnen soll der Begriff des Vektors und der
Begriff des Skalars bekannt sein, die Grundrechnungsarten mit Hilfe von Vektoren sowie das
Skalare Produkt (in einigen Zweigen auch das Vektorielle) sollen sie ausfiihren konnen. Es

werden aber keine genaueren Angaben zur Umsetzung oder moéglichen Beispielen gegeben.

Die Anwendung der Vektorrechnung wird in diesem Lehrplan extra im Unterpunkt Zum
Stoffgebiet ,Analytische Geometrie” aufgeschliisselt, wobei ab der 6. Klasse nochmals
zwischen analytischer Geometrie in der Ebene und im Raum unterschieden wird. Aber auch
hier werden keine genaueren Angaben gemacht, Punkt fiir Punkt wird angegeben was die
Schilerinnen grundsatzlich kdonnen missen - Geradengleichung, Ebenengleichung sind
erwdhnte Punkte. Auch der Abstand eines Punktes von einer Geraden soll berechnet werden
kénnen. Zu weiteren Abstandberechnungen, Lagebeziehungen, Winkelberechnungen, den
verschiedenen Arten einer Geraden- bzw. Ebenengleichung oder Anwendungen in der

Geometrie sagt dieser Lehrplan jedoch nichts.

2.2. Der Lehrplan der AHS-Oberstufe, ausgegeben am 4.9.1970

Mit diesem Lehrplan kam eine wesentliche Verdanderung der AHS - Oberstufe. Sie bestand
nun nur noch aus vier Jahren (5. — 8. Klasse), was konkrete Ubergangbestimmungen
forderte. So trat dieser Lehrplan fur die 5.Klassen in den Schuljahren 1970/1971 und
1971/1972, fiur die 6. Klassen in den Schuljahren 1970/1971, 1971/1972 und 1972/1973, fur
die 7. Klassen der Jahre 1970/1971, 1971/1972, 1972/1973 und 1973/1974 sowie fir die 8.
Klassen der Schuljahre 1971/1972, 1972/1973, 1973/1974 und 1974/1975 ein. Es handelte
sich also um einen Ubergangslehrplan in den Schuljahren 1970/71 bis 1974/75.

Weitere Ubergangsbestimmungen trafen das Gymnasium, das Realgymnasium und das
Wirtschaftskundliche Realgymnasium fir Madchen. Fir diese Schulzweige galt abweichend

von den allgemeinen Bestimmungen hinsichtlich des Fachs Mathematik folgendes:
»Schuljahr 1970/71:
a) 6.Klasse:

aa) In den Pflichtgegenstanden Latein (am Gymnasium), zweite lebende

Fremdsprache, Geschichte und Sozialkunde, Geographie und Wirtschaftskunde,
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Mathematik und Naturgeschichte ist auf die Anderungen des Lehrplans fiir die 5.

Klasse Bedacht zu nehmen.“ '

Selbiges galt in diesem Schuljahr auch fir die 7. Klasse. Damit sollte gesichert werden, dass
fiir jene Jahrgange, die bei der Einflihrung des Lehrplans bereits in der Oberstufe waren,

keine Lucken im Lehrstoff entstanden.

Im Vergleich zum Lehrplan aus 1967 gab es nun nur noch vier Jahrgdnge in der Oberstufe,
die Summe der Mathematikstunden der einzelnen Zweige adnderte sich jedoch nicht
(ausgenommen das Wirtschaftskundliche Realgymnasium fir Madchen, hier verringerte sich
die Anzahl der Stunden von vierzehn auf zwolf). Die Einsparung der 9. Klasse hatte nunmehr
zur Folge, dass die gleich Anzahl an Mathematikstunden in nur vier Jahren absolviert werden

musste.

Der konkrete Lehrstoff fur Mathematik war auch in diesen Lehrplan nach Stoffgebieten
gegliedert: Zahlen, Gleichungen, Funktionen, Infinitesimalrechnung, Kombinatorik, Statistik

und Wahrscheinlichkeitsrechnung, Vektoren, Geometrie.

Man erkennt hier schon Verdnderungen im Vergleich zum vorhergehenden Lehrplan. Der
Punkt , Geschichte der Mathematik” entfillt ganz, und die Geometrie wird nicht mehr in
,Geometrie ohne analytische Behandlung” und , Analytische Geometrie” unterteilt. Das fir
die gegenstandige Arbeit interessante Stoffgebiet ,Vektoren” taucht nach wie vor in dieser

Gliederung auf.

Der folgende Lehrstoff ist auch in diesem Lehrplan in zwei Gruppen unterteilt. Einerseits ist
der Lehrstoff fiir das Humanistische Gymnasium, das Neusprachliche Gymnasium und das
Wirtschaftskundliche Realgymnasium fur Madchen aufgelistet. In diesen Zweigen der AHS-
Oberstufe gibt es in jeder Klasse drei Wochenstunden Mathematik. Im Gegensatz dazu
hatten jene Schiilerinnen, die das Realistische Gymnasium, das Naturwissenschaftliche oder
das Mathematische Realgymnasium besuchten in der 5. Klasse funf Wochenstunden, in der

6. — 8. Klasse je vier Wochenstunden Mathematik, und somit einen etwas anderen Lehrstoff.

In der 5. Klasse lautet der Lehrstoff, trotz des Unterschiedes von zwei Wochenstunden, im

Bereich der Vektoren fir alle Oberstufenzweige gleich:

2BGBI Nr.275/ 1970, S. 1456.
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,Begriff des Vektors. Addition und Subtraktion von Vektoren. Multiplikation eines
Vektors mit einem Skalar. Lineare Abhangigkeit von Vektoren. Begriff des linearen

Vektorraums. Komponenten und Koordinaten eines Vektors.“*3

In der 6. Klasse unterscheidet sich der Lehrplan der beiden Gruppen nun schon etwas. In den
Zweigen Humanistische Gymnasium, Neusprachliche Gymnasium und Wirtschaftskundliches
Realgymnasium fir Madchen lautet der Lehrplan wie folgt:

»,Skalares Produkt. Vektorielles Produkt. Anwendungen der Vektorrechnung beim

Beweis von Sitzen der Elementargeometrie.™

Im Realistischen Gymnasium sowie im Naturwissenschaftlichen und Mathematischen
Realgymnasium wird folgender Punkt hinzugefiigt:

,Vektorielle Darstellung der komplexen Zahlen.“*®

Dieser Punkt ist anschlieBend in der 7. Klasse des Humanistischen Gymnasiums,
Neusprachlichen Gymnasiums und Wirtschaftskundlichen Realgymnasiums fiir Madchen zu
finden. Hinzugefligt wird noch folgendes:

,Anwendung der Vektorrechnung in der Geometrie.“*®

Im Lehrstoff der anderen Oberstufenzweige ist in der 7. Klasse nur dieser Punkt zu finden
und in der 8. Klasse lautet der Lehrstoff im Gebiet der Vektoren nun wieder gleich:

»Wiederholung der Vektorrechnung. Axiomatische Behandlung das linearen

Vektorraums*“ ¥’

Was an diesem Lehrplan fiir Mathematik nun schon sehr stark auffallt, ist die Tatsache, dass
es kaum noch Unterschiede zwischen den einzelnen Zweigen der Oberstufe gibt. Nur der
Punkt ,Vektorielle Darstellung der komplexen Zahlen“ ist einmal in der 6. und einmal in der

7. Klasse zu finden, ansonsten sind sie im Bereich ,,Vektoren” vollkommen gleich.

Im Vergleich zu dem Lehrplan aus 1967 fillt als erstes auf, dass es keine Passagen in
Kursivdruck mehr gibt, also nichts mehr als optional gekennzeichnet ist bzw. nach der

Einschdatzung und Meinung der Lehrperson durchgenommen werden kann. AulRerdem

®BGBI Nr.275/ 1970, S. 1492.
“BGBI Nr.275/ 1970, S. 1493.
BGBI Nr.275/ 1970, S. 1494.
1°BGBI Nr.275/ 1970, S. 1493.
YBGBI Nr.275/ 1970, S. 1495.
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wurden einige Kapitel in andere Klassen verschoben, wodurch die zu Beginn erwdhnten
Ubergangsbestimmungen unablissig sind. Zum Beispiel Begriffe wie ,Lineare Abhingigkeit
von Vektoren” und ,Komponenten und Koordinaten eines Vektors” sind schon in der

5.Klasse anzutreffen.

Ganz neu ist der Punkt ,Anwendungen der Vektorrechnung beim Beweis von Satzen der
Elementargeometrie” in diesem Lehrplan. Somit wird ein weiterer Aspekt der Mathematik,
das ,,Beweisen” oder anders ausgedriickt das Argumentieren und Begriinden, wie es heute
schon in den Bildungsstandards fiir die Unterstufe festgehalten ist, in den Lehrplan

aufgenommen. Beim Punkt , Didaktische Grundsatze” ist dazu folgendes zu lesen:

,Die wichtigsten mathematischen Beweisverfahren wie indirekter Beweis und
Methode der vollstandigen Induktion sind immer wieder an geeigneten Stellen
durchzunehmen. lhre Kenntnis ist ebenso vom Schiler zu fordern wie die klare

Unterscheidung der Begriffe Axiom, Satz, Definition.“ *®

Ahnlich wie im Lehrplan aus 1967 ist der Anwendungsbereich der Vektorrechnung im
Stoffgebiet ,,Geometrie” anzutreffen. Hier sind Themengebiete wie Parameterdarstellung
von Geraden und Ebene, Geraden- und Ebenengleichung und Abstand eines Punktes von
einer Geraden bzw. einer Ebene angegeben. Aber auch hier gibt es keine genaueren oder

weiteren Anwendungsvorschlage.

2.3. Die Lehrplandnderung der AHS-Oberstufe, ausgegeben am 28.2.1978

Die Lehrplandnderung aus dem Jahr 1978 betrifft nur das Fach Mathematik und trat in der
gesamten AHS-Oberstufe aufsteigend mit dem 1. September 1978 in Kraft. Sie unterscheidet
sich jedoch sehr stark von den bisher in dieser Arbeit analysierten Lehrpldanen. Schon im
Bereich der Bildungs- und Lehraufgabe sind Unterschiede in der Formulierung und Préazision

zu erkennen, kompakt und in kurzen Satzen wird sie dargestellt.

Ein wesentlicher Unterschied ist auch, dass die Gliederung des Lehrstoffes in einzelne
Stoffgebiete vollig weggelassen wurde. Der Lehrstoff ist nun nur noch Punkt fir Punkt

aufgefihrt. Auf eine Einteilung in Kapitel wurde ganz verzichtet. Die Forderung der

*B8GBI Nr.275/ 1970, S. 1496.
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Verknipfung der einzelnen Gebiete ist in den didaktischen Grundsatzen weiterhin

vorhanden.

»Er [der Schiler] soll Zusammenhidnge und Wechselbeziehungen zwischen den
einzelnen Stoffgebieten deutlich erfassen und daraus strukturelle Beziehungen

erkennen kénnen.” *°

Zu erkennen ist auch, dass nicht jedes der in den vorangegangenen Lehrpldanen angefiihrten
Stoffgebiete, in allen Unterrichtsstufen eingeplant ist. Die Vektorrechnung ist an sich nur in

der 5. und 6. Klasse anzutreffen.

Die Unterteilung in Lehrstoff fliir das Humanistische Gymnasium, das Neusprachliche
Gymnasium und das Wirtschaftskundliche Gymnasium fiir Madchen sowie das Realistische
Gymnasium, das Naturwissenschaftliche und Mathematische Gymnasium bleibt jedoch
bestehen. Die Unterschiede im konkreten Lehrstoff der beiden Gruppen werden jedoch

immer geringer.

Weiterhin ist aber kein Kapitel in Kursivdruck ersichtlich, dass heist kein optionaler Stoff in
diesem Lehrplan flir Mathematik eingeplant. Auch die Wochenstundenanzahl in Mathematik

blieb fir alle Zweige unverandert.

In der 5. Klasse ist der Lehrstoff im Bereich der Vektorrechnung fiir alle Oberstufenzweige
gleich lautend:

,Vektoren der Ebene und des Raumes. Zahlenpaare und Zahlentripel als Vektoren.

Addition von Vektoren, Multiplikation von Vektoren mit Skalaren.“%

In der 6. Klasse ist nur noch ,Skalares Produkt” zu lesen. Hier ist nun auch der einzige
Unterschied zwischen den beiden Gruppen von Zweigen zu erkennen. Denn im Lehrstoff fiir
das Realistische Gymnasium, das Naturwissenschaftliche und Mathematische Gymnasium ist
zu lesen:

,Skalares Produkt. Vektorielles Produkt”. 21

In der 7. Klasse ist der Bereich der Vektorrechnung gar nicht mehr anzutreffen und in der 8.
Klasse wird sie nur indirekt im Bereich ,Zusammenfassende Wiederholung und Vertiefung

des Lehrstoffes der Oberstufe” angesprochen. 2

BGBI Nr.114/ 1978, S. 822.
°BGBI Nr.114/ 1978, S. 820.
*'BGBI Nr.114/ 1978, S. 822.
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Auffallend an diesem Lehrplan ist nun, dass die Begriffe ,Lineare Abhéangigkeit von
Vektoren” und der ,Vektorraum“ nicht mehr vorkommen. Genauso wie der Punkt
»Anwendung der Vektorrechnung beim Beweisen von Sdtzen der Elementargeometrie®,

obwohl in den Didaktischen Grundséatzen folgendes festgehalten ist:

,Dem Schiiler ist stets die Beweisbedirftigkeit mathematischer Aussagen
klarzumachen, sein kritisches Verstandnis fir mathematische Beweise ist zu schulen;

die klare Unterscheidung der Begriffe Axiom, Satz, Definition ist zu fordern.*®

Nun stehen also nicht mehr verschiedene mathematische Beweisverfahren, die laut den
Didaktischen Grundsdatzen des Lehrplans von 1970 durchzunehmen waren und im
Besonderen durch den/ die Schiilerin ausgefiihrt werden sollten, im Vordergrund, sondern

nur noch das Bewusstsein tber die Beweisdirftigkeit in der Mathematik.

Neu in diesem Lehrplan ist nun der dezidierte Hinweis, den Begriff des Vektors in der Ebene
und im Raum zu betrachten. AulBBerdem flieRt erstmals das Verstehen des Vektors als

Zahlenpaar bzw. Zahlentripel in den Lehrstoff ein.

Die Anwendung der Vektorrechnung steht hier nun direkt im Anschluss. Auch dieser Bereich
ist nicht mehr so differenziert aber etwas kompakter und auch praziser gehalten. Zum
Beispiel wird allgemein von der ,Anwendung auf Abstands- und Flachenberechnung”
gesprochen, aber dezidiert auf die Gleichung einer Geraden in der Ebene und einer Ebene

im Raum in Normalvektorform hingewiesen.

AbschlieBend ist zu dieser Lehrplandanderung meiner Meinung nach zu sagen, dass der
Lehrstoff praziser formuliert ist und durch das Entfernen der Gliederung die Grenzen der
einzelnen Stoffgebiete verschwimmen. Dies wird durch die Tatsache verstarkt, dass nicht
jedes Kapitel in jeder Klasse anzutreffen ist. Es tut der Forderung nach Verknipfung der

einzelnen Stoffgebiete jedoch keinen Abbruch, sondern verstarkt und vereinfacht diese.

2.4. Der Lehrplan der AHS Oberstufe ausgegeben am 7.2.1989

Der am 7.2.1989 ausgegebene, und ab dem 1.9.1989 fiir die 5. Klasse aufsteigend in Kraft

getretene, Lehrplan unterscheidet sich grundlegend von den vorangegangenen. Es ist ein

’BGBI Nr.114/ 1978, S. 821.
BGBI Nr.114/ 1978, S. 823.
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absolut neuer Lehrplan, denn er ist nicht nur in Aufbau und Struktur verschieden, sondern
auch die Stundentafeln und die Spezifizierung durch die einzelnen Zweige der Oberstufe
veranderten sich. So ist der Mathematiklehrplan fir die AHS-Oberstufe im Gegensatz zu
friheren Lehrplanen sehr ausfiihrlich formuliert. Der Lehrstoff an sich blieb dem Grunde

nach gleich doch die Intensitat der Ausfiihrungen anderte sich:

,Nach dem neuen Lehrplan sollen weitgehend die gleichen mathematischen Inhalte
wie bisher behandelt werden. Charakteristisch fir den neuen Lehrplan ist jedoch,
dass mit diesen Inhalten teils in anderer Weise gearbeitet werden soll. Die Formen
des Arbeitens mit den einzelnen Inhalten werden durch entsprechende Tatigkeiten,
die von den Schiilern ausgefiihrt werden sollen, beschrieben. Diese Tatigkeiten legen
gleichzeitig die (teilweise neuen) Teillernziele bei den einzelnen Stoffgebieten fest.

Diese neuen Schwerpunktsetzungen bedingen ausfiihrlichere Formulierungen. [...]”24

So sind nun bei den einzelnen Stoffgebieten die eben erwdhnten Tatigkeiten angefihrt, die
zum einen Ziele der Bildungs- und Lehraufgabe konkretisieren und zum anderen die
Lernziele des jeweiligen Stoffgebietes festsetzen. Erstere sind auch konkret bei den

einzelnen Stoffgebieten markiert.

,Im AnschluB an Gruppen von Teillernzielen sind— in Klammern gesetzt (=2 ...) —
jene fachspezifischen und facheriibergreifenden Ziele der Bildungs- und Lehraufgabe

angefihrt, die durch diese Teillernziele konkretisiert werden sollen.“?

Schon an den Stundentafeln ist erkennbar, dass nun nicht mehr so viele Unterschiede in
Bezug auf die Zweige der AHS-Oberstufe gemacht werden. So gibt es eine Stundentafel fiir
die Oberstufe des Gymnasiums, aus der ersichtlich ist, dass die Summe der
Mathematikstunden zwolf betrdgt. Genauso ist das Realgymnasium angefiihrt, wobei es hier
nun nur noch 15 Mathematikstunden in Summe in der Oberstufe gibt, dass bedeutet zwei
Stunden weniger als bisher. Beim Wirtschaftskundlichen Realgymnasium dndert sich zwar
nichts an der Stundensumme (zwolf in der Oberstufe), jedoch wurde nun der Beisatz ,fiir

Maddchen” weggelassen.

Wichtig zu erwdhnen ist weiters, dass in diesem Lehrplan wieder eine Gliederung

vorgenommen wurde. Themengebiete wurden unter ein Uberkapitel gestellt, wie

2 Blrger, Tonies; Grundlegende Intention des Mathematik-Lehrplans von 1989., in: Lehrplan-Service
Mathematik AHS-Oberstufe Kommentar, S. 32.
%> BGBL Nr.63, 1989, S. 754.
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beispielsweise die Vektorrechnung unter ,Lineare Algebra und lineare analytische
Geometrie”. Im Gegensatz zu den Lehrpldnen aus 1967 und 1970 ist der Lehrstoff der
Klassen hier jedoch nicht strikt derselben Gliederung unterworfen. Sie verandert sich von
Klasse zu Klasse und wird aufgrund der ausfiihrlichen Formulierung notwendig. Sie dient

wohl nur der besseren Ubersicht.
Ahnlich wie im Lehrplan von 1967 gibt es auch optionalen Lehrstoff:

,Tatigkeiten, die durch ,Allenfalls" gekennzeichnet sind, dienen zur Setzung von
Schwerpunkten, miissen im Unterricht aber nicht durchgefiihrt werden. Im Falle
einer Behandlung im Unterricht erhalten diese Inhalte die gleiche Wertigkeit wie die

nicht mit , Allenfalls" gekennzeichneten.”26

In der 5. Klasse des Gymnasiums und Wirtschaftskundlichen Realgymnasium ist unter dem
Punkt ,Lineare Algebra und lineare analytische Geometrie” folgendes zur Vektorrechnung zu

finden:

»,Die Entwicklung der linearen Algebra soll im Zusammenhang mit Fragen erfolgen,
die einerseits aus der Geometrie und andererseits aus Anwendungsgebieten wie
Wirtschaft, Physik usw. stammen. Lineare Gleichungssysteme und Vektoren sollen in
erster Linie als effiziente Werkzeuge zur L6sung von Problemen und zur Darstellung

von Zusammenhangen aus diesen Bereichen erscheinen.

Die Schiiler sollen mit Vektoren sowohl unter algebraischen als auch unter
geometrischen Gesichtspunkten arbeiten. Einerseits sollen sie erkennen, daR mit
Vektoren dhnlich wie mit Zahlen gerechnet werden kann und dal} Vektoren ein Mittel
sein kdnnen, um komplexere Rechenoperationen, Begriffe und Beziehungen einfach
darzustellen und gegebenenfalls ins Hoherdimensionale zu Ubertragen. Andererseits
sollen die Schiler Vektoren als ein Mittel zum Beschreiben von geometrischen
Sachverhalten und Loésungswegen verwenden. Das Denken in geometrischen
Vorstellungen, die mit Vektoren verbunden sind, kann eine Hilfe beim Ldsen
geometrischer Probleme sein. In der Geometrie soll auch der Vorteil einer

einheitlichen Behandlung von Ebene und Raum angedeutet werden.

*®BGBI Nr.63/ 1989, S. 754.
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Gegenseitiges Zuordnen von Zahlenpaaren bzw. Zahlentripeln und geometrischen
Objekten(Punkte, Pfeile, allenfalls Pfeilklassen o0&.).(=Grundlegende Kenntnisse und

Fertigkeiten, Darstellen und Interpretieren)

Addieren von Vektoren, Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen, Rechnen mit
dem Skalaren (inneren) Produkt von Vektoren: Ausfiihren dieser Rechenoperationen
fir Zahlen-n-Tupel. Herstellen von Zusammenhéangen zwischen Rechenoperationen
(Beziehungen) im R%bzw. R® und geometrischen Operationen (Beziehungen)in der
Ebene bzw. im Raum (im Falle des Skalarproduktes eingeschrankt auf das
Normalstehen von Vektoren in der Ebene). Berechnen des Betrages eines Vektors.
Darstellen von Sachverhalten aus Anwendungsgebieten (etwa Physik, Wirtschaft)mit
Hilfe dieser Rechenoperationen.(->Grundlegende Kenntnisse und Fertigkeiten,

Darstellen und Interpretieren)

Rechengesetze fiir Vektoren: Erkennen, Formulieren, Beweisen und bewultes
Anwenden.(=>Grundlegende  Kenntnisse, Produktives Arbeiten, Darstellen,

Argumentieren und exaktes Arbeiten)“*’

Flr das Realgymnasium lautet der Text des Lehrplans in diesem Bereich gleich.

Auch in der 6. Klasse gibt es einen ausfiihrlichen Text zum Lehrstoff der Vektorrechnung. Der
Stoff des Gymnasiums bzw. Wirtschaftskundlichen Gymnasiums und der des
Realgymnasiums unterscheiden sich kaum, genau wie im Lehrplan aus 1978 ist das

Vektorielle Produkt ausschlieBlich im Realgymnasium anzutreffen.

»Fahigkeiten im Arbeiten mit Vektoren und linearen Gleichungen mit drei
Unbekannten sollen Voraussetzungen fiir die Behandlung von geometrischen
Problemen im Raum sein. Dabei bestehen vielfdltige Moglichkeiten flr produktives

Arbeiten und zur Entwicklung des rdumlichen Anschauungsvermogens.

Skalarprodukt und Winkel: Bestimmen von Normalvektoren im Raum, Untersuchen
von Orthogonalitdaten. Berechnen von Winkeln zwischen zwei Geraden, zwei Ebenen

sowie zwischen einer Geraden und einer Ebene. (> Grundlegende Fertigkeiten)”28

,Vektorielles Produkt: Definieren des vektoriellen Produktes. Kennen von

Eigenschaften, Beweisen von Rechengesetzen. Kennen von Anwendungen in

*’BGBI Nr.63/ 1989, S. 756/757.
®BGBI Nr.63/ 1989, S. 759.
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Geometrie und Physik.(= Vertiefte Kenntnisse, Argumentieren und exaktes Arbeiten,

Anwendungen von Mathematik)“*°

In der 7. und 8. Klasse ist, wie auch im vorangegangen Lehrplan, die Vektorrechnung nicht

vertreten.

Zum Lehrstoff beziglich der Vektorrechnung ist zu sagen, dass er nicht nur ausfihrlicher
formuliert ist, sondern auch einige Aspekt aufgreift, die zuvor so noch nicht behandelt
wurden. So wird beispielsweise dezidiert auf die geometrische Deutung eines Zahlenpaares
bzw. Zahlentripels als Punkt, Pfeil oder Pfeilklasse hingewiesen. Auch beim Rechnen mit
Vektoren (Addieren, Multiplizieren) soll die geometrische Veranschaulichung beriicksichtigt
werden. Der Begriff ,Betrag eines Vektors” taucht in diesem Lehrplan erstmals auf. Explizit
wird weiters das Beweisen von Rechengesetzen fiir Vektoren angefiihrt. Auch die
Winkelberechnungen zwischen zwei Geraden, zwei Ebenen sowie einer Geraden und einer

Ebene kommen in diesem Lehrplan erstmals vor.

Die Anwendungen der Vektorrechnung sind hier nun im selben Kapitel (Lineare Algebra und
lineare analytische Geometrie) festgehalten, auch sie sind im Vergleich zu friiheren

Lehrplanen sehr ausfihrlich formuliert.

,im alten Lehrplan (von 1978) beschrankte sich eine Formulierung aus
»Parameterdarstellung der Geraden”. Dies wurde im allgemeinen so interpretiert,
dass die Schiiler anhand der bekannten Formel Parameterdarstellungen aufstellen
und anwenden kénnen sollten. Im neuen Lehrplan wird zusatzlich verlangt, dass die
Schiler ,Erldutern (kénnen), wie man mit Hilfe eines Punktes und eines
Richtungsvektors einzelne oder auch alle Punkte einer Geraden erfassen kann”.
Damit wird ein vertieftes Verstandnis flr die Parameterdarstellung gefordert, das

iber ein bloRes Hantieren hinausgeht.” *°

Durch die schon erwdhnte wiedergekehrte Optionalitdt im Lehrplan, die nun mit ,Allenfalls”
gekennzeichnet ist, entstand eine Moglichkeit zur flexiblen Behandlung einzelner
Stoffgebiete und Teillernzielen. Ein Punkt der in der vorliegenden Arbeit immer wieder
besprochen wurde, ist jener des ,Beweisens” von geometrischen Sachverhalten mit Hilfe

von Vektoren. Genau dieser Bereich fallt nun unter den optionalen Lehrstoff.

*BGBI Nr.63/ 1989, S. 767.
30 Burger, Tonies; Intention, S. 32.
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In der 6. Klasse fallt auch die Parameterdarstellung einer Ebene unter diesen Punkt:

LAllenfalls Erldutern, wie man mit Hilfe eines Punktes und zweier Richtungsvektoren

alle Punkte einer Ebene erfassen kann.“**

Durch diese optionalen Punkte wurde dem Lehrer/der Lehrerin wieder viel mehr Spielraum
fiir die individuelle Gestaltung des Unterrichts und die Anpassung an das Leistungsvermogen

der Schiilerlnnen gegeben.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass mit dem Lehrplan 1989 versucht wurde von einem
,instrumentellen Verstandnis“, das der Mathematikunterricht meist bewirkt, auf ein
erweitertes Verstandnis zu schliefen. So sollten zum Beispiel verschiedene Darstellungen
(wie verbale, symbolische oder bildhafte) gegeben werden, Argumentationen durchgefiihrt
werden oder Begriffe angewandt und Angaben (iber ihren Sinn und Zweck gemacht werden
konnen. Erweitertes Verstandnis bedeutet also nicht nur formales operieren sondern auch
Sachverhalte beschreiben, erklaren und begriinden konnen. Weitere Ziele dieses Lehrplans
waren die Verbindung mathematischer Begriffe mit Vorstellungen aus anderen
Wissensbereichen und die Untersuchung aulermathematischer Sachverhalte mit

mathematischen Mitteln. 3

2.5. Der Lehrplan der AHS-Oberstufe, ausgegeben am 8.7.2004

Dieser Lehrplan aus dem Jahr 2004 entspricht dem aktuellen Lehrplan, er trat fiir die 5.
Klasse mit 1. September 2004 und hinsichtlich der weiteren Klassen jeweils mit 1. September
der Folgejahre klassenweise aufsteigend in Kraft. Mit dem Schuljahr 2007/2008 war somit

der alte Lehrplan aus 1989 zur Gdnze durch den Neuen ersetzt.

Der Mathematiklehrplan aus 1989 enthielt maximale Stoffangaben, war ausfihrlich
formuliert und dem Lehrstoff waren auch allgemeine Lernziele beigefiigt. Lehrerinnen und
Lehrer konnten flr ihre Unterrichtsgestaltung auswahlen, da es jene Bereiche gab die mit
,Allenfalls“ gekennzeichnet waren. Dieser Lehrplan geht jedoch dazu Uber, sich auf das
Wesentliche zu konzentrieren, resultierend aus der Zunahme der Wissensinhalte und der
gewachsenen Gestaltungsfreiheit durch neue Schulautonomien, welche sich auch in den

Stundentafeln widerspiegeln. Der Lehrstoff ist nun eine konkrete Zielformulierung. Es stehen

*1 BGBL Nr.63, 1989, S. 759.
32 Blrger, Tonies; Intention, S. 32ff.
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die erforderten Schilerleistungen im Vordergrund, welche Grundkompetenzen haben sie

erworben, was sollen die Schiilerinnen wissen. >3

»,ES war eines der Hauptziele der neuen Lehrplane, auch in der Oberstufe die bisher
fehlende Autonomie zu ermoglichen, also einen von der Schule gestaltbaren Bereich
"freizuspielen". Fur eine - die Studienberechtigung erhaltende - Allgemeinbildung
bleiben ca. 110 Stunden. Die Schulen kénnen die verbleibenden 20 Stunden auch fiir

ganzlich neue Facher bzw. Schwerpunkte verwenden.“**

Im Lehrstoff-Abschnitt des Lehrplans ist nun der verbindliche Kernstoff festgelegt. Er ist sehr
knapp und abstrakt formuliert, so liegen die konkrete Umsetzung und die zeitliche
Gewichtung dessen bei dem jeweiligen Lehrer/der jeweiligen Lehrerin. Auch der
Erweiterungsbereich ist von der jeweiligen Lehrperson oder fachibergreifend im Team zu

planen, er ist schulautonom.

,Jede Schule hat nun ab dem Schuljahr 2004/2005 die Moglichkeit zu wéahlen, ob sie
eine der bisherigen Formen beibehalten will oder ob sie eine (oder auch mehrere)
autonome Schwerpunktsetzungen installieren will. Fir den Mathematikunterricht

heiRt dies, dass es in Zukunft drei Varianten geben wird:

(a) Die Normstundentafel bleibt im Fach Mathematik erhalten. Der Lehrplan gilt als
Kernlehrplan. Dieser wurde fir 3 Stunden pro Jahrgang konzipiert, nur an ganz
wenigen Stellen gibt es eine Erweiterung flir hoher dotierte Formen (in diesen ist
ansonsten eine vertiefte und aspektreichere Behandlung der Inhalte anzustreben).
(b) Mathematik kann im Rahmen einer schulautonomen Losung aufgestockt werden.
Dann ist an der Schule ein autonomer Lehrplan zu entwickeln, der dann vom SGA -
nach einer Vorlage beim zustandigen Landesschulrat / Stadtschulrat - beschlossen
wird. Da der Lehrplan ein Kernlehrplan ist, ist allerdings darauf zu achten, dass die
Inhalte des Lehrplans als ,Teilmenge” - wenn auch nicht notwendigerweise auf den

gleichen Jahrgangsstufen - eines schulautonomen Lehrplans erhalten bleiben.

(c) Mathematik kann im Rahmen einer schulautonomen Lésung (Mindeststundenzahl

siehe ,Entlastungsverordnung” vom 13. 6. 2003) gekiirzt werden. Auch dann gilt der

33Augustin Kern, Lehrplan AHS-Oberstufe neu, 16.8.2004, in: http://www.gemeinsamlernen.at/, abgerufen am
12.4.2011.
34 Kern, Lehrplan.
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vorliegende Lehrplan als Kernlehrplan. Bei einer derartigen schulautonomen
Stundenreduktion sind die Inhalte knapper zu bearbeiten, sodass die als Kernstoff
(siehe Allgemeiner Teil des Lehrplans, Dritter Teil, 1. Unterrichtsplanung der

Lehrerinnen und Lehrer) verpflichtenden Lernziele erreicht werden.“*”

Auch die Stundenverteilung hat sich durch die neuen Autonomiebestimmungen gedndert. Im
Gymnasium sind es in Mathematik weiterhin in Summe 12 Stunden fiir die Oberstufe. Falls
Mathematik jedoch in den autonom gewadhlten Bereich fallt, missen es mindesten 11

Stunden sein. Diese Autonomie und damit verbundenen Stundenanzahl gilt wenn:

»In hochstens zwei Pflichtgegenstanden ist bei Vorliegen folgender Bedingungen eine
Unterschreitung der Mindestwochenstundenzahl gemalR Z 1 der Stundentafel
(Ermachtigung fir schulautonome Lehrplanbestimmungen) um jeweils eine

Wochenstunde zuldssig:

1. Vorliegen geeigneter Malinahmen, die sicherstellen, dass alle angefiihrten

Lehrstoffvorgaben der einzelnen Unterrichtsgegenstdnde erfillt werden, und

2. Vorliegen eines anspruchsvollen Konzepts, das eine Profilbildung zur Forderung der
Interessen, Begabungen und Lernmotivation der Schilerinnen und Schiler

ermoglicht.*®

Ebenso gilt dies fiir das Realgymnasium, hier sind es 14 Stunden in der Oberstufe (eine
Stunde weniger als zuvor) und mindestens 13 wenn Mathematik in den Bereich der
Autonomie fallt. Im Wirtschaftskundlichen Realgymnasium sind es 12 bzw. mindestens 11
Stunden in Summe in der Oberstufe. Interessant zu sehen ist auch, dass dies die ersten

Lehrplane sind, die gendergerecht formuliert sind.

Wie im Lehrplan aus 1989 ist der Lehrstoff der einzelnen Klassen eine Gliederung unterzogen
worden, die nicht fir alle vier Oberstufenklassen gleich ist, wobei die Kapitel etwas anders
gewadhlt und benannt sind. So ist die Vektorrechnung im Bereich ,Vektoren und analytische
Geometrie der Ebene” in der 5. Klasse und in der 6. Klasse unter dem Kapitel , Analytische
Geometrie des Raumes” zu finden. In der 7. und 8. Klasse kommt wie zuvor auch schon die

Vektorrechnung nicht mehr vor. AuBerdem gibt es in diesem Lehrplan keine Unterscheidung

35Geretschl'aiger, Koth, Lechner, Malle, Schuster, Kommentar zum Lehrplan der AHS-Oberstufe
»,Mathematik”,18.10.2004, in: http://www.gemeinsamlernen.at/, abgerufen am 23.2.2011.

% Broschiire der Bundesministerin fiir Bildung, Wissenschaft und Kultur zum Lehrplan 2004, in:
http://www.bmukk.gv.at/medienpool/11755/ahs_Ip_broschuere.pdf, abgerufen am 21.4.2011.
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mehr zwischen den Zweigen der Oberstufe. So lautet der Mathematiklehrplan sowohl fiir

das Gymnasium, das Realgymnasium und das Wirtschaftskundliche Realgymnasium gleich.
Der Lehrplan fir die 5. Klasse besagt im Bereich der Vektorrechnung folgendes:

,Vektoren und analytische Geometrie der Ebene

Addieren von Vektoren und Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen
geometrisches Veranschaulichen dieser Rechenoperationen

Ermitteln von Einheitsvektoren und Normalvektoren
Arbeiten mit dem Skalaren Produkt, Ermitteln des Winkels zweier Vektoren

Beschreiben von Geraden durch Parameterdarstellungen und durch Gleichungen,
Schneiden von Geraden

Losen von geometrischen Aufgaben, gegebenenfalls unter Einbeziehung der

EIementargeometrie”a7

In der 6. Klasse ist folgendes unter dem Kapitel ,,Analytische Geometrie des Raumes” zu

lesen:

,Ubertragen bekannter Begriffe und Methoden aus der zweidimensionalen

analytischen Geometrie, Erkennen der Grenzen dieser Ubertragbarkeit

Ermitteln von Normalvektoren, Definieren des vektoriellen Produkts

Beschreiben von Geraden und Ebenen durch Parameterdarstellungen bzw.
Gleichungen

Schneiden von Geraden und Ebenen, Untersuchen von Lagebeziehungen

Loésen von geometrischen Aufgaben, gegebenenfalls unter Einbeziehung der

Elementargeometrie und der Trigonometrie.”38

Im Vergleich zum Lehrplan aus 1989 ist, abgesehen von der Ausfihrlichkeit der
Formulierung, nun auch der Aufbau und die Verteilung der Vektorrechnung auf die 5. und 6.
Klasse etwas anders. Der erste groRe Unterschied ist schon an den Uberschriften der Kapitel
zu erkennen. In der 5. Klasse sollen Vektoren nun nur in der Ebene und erst in der 6. Klasse
im Raum betrachtet werden. Auf die Begriffe Zahlenpaar und Zahlentripel, und den damit
verbundenen Hinweis auf ihre Betrachtung als geometrisches Objekt, wird demnach im

Lehrplan der 5. Klasse verzichtet. Auch das Beweisen von Rechengesetzten fiir Vektoren

*’BGBI. II. Nr.277/ 2004, S. 47.
*88GBI. II. Nr.277/ 2004, S. 48.
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entfallt. Neu im Lehrplan sind jedoch die Begriffe Einheitsvektor und Normalvektor. Auch das

Berechnen von Winkeln zwischen zwei Vektoren findet erstmals in der 5. Klasse Anwendung.

Die Anwendung in der Analytischen Geometrie verschmilzt mit der Vektorrechnung zu einem

Lehrplanpunkt.

Auch speziell in diesem Bereich ist zu erkennen, dass dem Lehrer/ der Lehrerin viel Freiraum
in der Umsetzung des Lehrstoffes gelassen wird. Es obliegt seiner/ihrer Interpretation des
angefiihrten Kernstoffs, wie intensiv sich die jeweiligen Klassen mit dem Gebiet der
Vektorrechnung auseinandersetzen. Ganz besonders fallt dies beim Punkt ,,Untersuchen von
Lagebeziehungen” auf. Hier kann das Ausmal vom Schnitt einer Geraden mit einer Ebene bis

hin zu den unterschiedlichen Fallen der Lagebeziehung von drei Ebenen reichen.
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3. Die Vektorrechnung in den Schulbiichern der AHS-Oberstufe

Als zweiten Indikator fiir die Entwicklung der Vektorrechnung seit ihrer Aufnahme in den

Lehrplan sollen nun Schulbiicher untersucht und analysiert werden.

Das Schulbuch, ist nach Werner Schwendenwein, Universitatsprofessor am Institut fir

Erziehungswissenschaften an der Universitdat Wien, nur ein Spezialfall des Lehrbuchs.

,Ein Lehrbuch bietet dem Lerner, ohne Riicksicht auf seine Individuallage,
Informationstexte mit unbestrittenen Lehr- und Lerninhalten, auch solche mit
kontroversiellen Standpunkten und Ansdtzen sowie die Erorterung offener Fragen,
wobei diese Ausfiihrungen mit Abbildungen, Tabellen, Bildern und Fotos unterstitzt
sein kdnne; ein Literaturverzeichnis und Register komplettieren es. Das Schulbuch ist
als Spezialfall des Lehrbuchs zu verstehen. Schulbiicher sind didaktisch aufbereitete
und von der Schulbehdrde approbierte Lehrblicher, die nicht nur bestimmten
curricularen Vorgaben (z.B. lernzielorientierten Elaborationen), unbestrittenen
Werten in der pluralistischen Gesellschaft sowie didaktischen (z.B. didaktisch-
methodischen Grundsatzen) und psychologischen (z.B. Layoutparametern)
Anspriichen genligen, sondern auch auf die kollektive Individuallage von Lerngruppen
(besuchter Schultyp, besuchte Schulstufe, Erster oder Zweiter Bildungsweg,
angenommenes Leistungsniveau, etc.) abgestimmt sind, und unter
Berlicksichtigung der Individuallage eines Lerners im und aullerhalb des Unterrichts
eingesetzt werden kdnnen, wofiir sie auch entsprechende didaktische Hilfe

(Arbeitsaufgaben, Arbeitsanleitungen und Losungsangaben etc.) enthalten.”*

Man kann also das Schulbuch als eigene Literaturgattung betrachten. Als Textart steht es
zwischen Sachbuch und wissenschaftlichem Werk. Es zeichnet sich durch die
unterschiedlichsten Eigenschaften aus, so sind die Autoren an die Vorgaben des Lehrplans
gebunden, die Adressatengruppe ist klar vorgegeben, es unterliegt unterrichtsdidaktischen
Prinzipien, Texte sowie lllustrationen sind nach konkreten Lernzielen gestaltet und das

Schulbuch unterliegen einer kommissionellen Uberpriifung und behérdlichen Zulassungen. *°

So ergibt sich eine weitere Definition:

39Schwendenwein, Theorie, S. 199f.
“ORichard Bamberger, Ludwig Boyer, Karl Sretenovic, Horst Strietzel, Zur Gestaltung und Verwendung von
Schulbilchern, 1. Auflage 1998, S. 7.
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,Das Schulbuch ist die den Inhalt im Hinblick auf den Benitzer mit Auswertung
lernpsychologischer Erkenntnisse aufbereitende Textart, die mit Hilfe von
besonderen ,Strukturelementen” (bzw. Kommunikationsfaktoren) verschiedene

Funktionen im Bildungsgeschehen erfiillen will.“**
Mathematikblicher im Speziellen betrachtet werden so charakterisiert:

»Mathematikblicher sind im Allgemeinen eine spezifische Kombination von
Aufgabenangeboten und der Herleitung bzw. Darstellung mathematischer Gesetze
oder Regeln. Sie werden vorwiegend als Aufgabensammlungen genutzt, sollten aber
auch zur Erarbeitung neuer Erkenntnisse verwendet werden. GroRe Bedeutung hat

die mathematisch exakte und zugleich verstandliche, klare Ausdrucksweise” *?

Fir den Zusammenhang zwischen den beiden Indikatoren Lehrplan und Schulbuch muss der
Begriff des heimlichen Lehrplans angefiihrt werden. So schreibt Schwendenwein:,Zum

heimlichen oder besser faktischen Lehrplan kann ein approbiertes Schulbuch werden.“*®

Unumstritten ist meiner Meinung nach folgende Beschreibung:

,Das Schulbuch ist ein bedeutender Faktor fiir das was gelehrt wird, und die Art und

Weise, wie es gelehrt wird.“**

Durch die Anwendung von Schulbichern ibernimmt die Lehrperson deren Interpretation
vom Lehrplan. Die Schulbiicher wiederum spiegeln die Interpretation des Lehrplans ihrer
Autoren wieder. Meiner Ansicht nach sollte die Lehrperson diesen Zusammenhang immer im
Auge behalten und bei der Umsetzung des Lehrstoffes im Unterricht darauf achten, wie das

jeweilige Schulbuch den Lehrplan darlegt.

Besonders treffend finde ich folgende Darstellung von Sujew (wichtig zu erkennen ist hier,

dass er nicht zwischen Lehr- und Schulbuch unterscheidet):

»Zum einen ist das Lehrbuch fiir den Schiiler wichtigste Quelle des Wissens, Trager
des Bildungsinhaltes; auf der anderen Seite ist das Lehrbuch ein Unterrichtsmittel.
Und eben als Unterrichtsmittel hat es die Aufgabe, den Schiilern beim Lernen, bei der

Aneignung von Kenntnissen zu helfen, die Fahigkeit das selbststandigen,

41Laubig, zitiert nach: Bamberger, Boyer, Sretenovic, Strietzel, Gestaltung, S. 8.
42Bamberger, Boyer, Sretenovic, Strietzel, Gestaltung, S. 153.

3 Schwendenwein, Theorie, S. 57.

a4 Duffy, zitiert nach: Bamberger, Boyer, Sretenovic, Strietzel, Gestaltung, S. 8.
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schopferischen Denkens herauszuarbeiten, Fertigkeiten, sich im Fach zu orientieren,

notwendig Informationen zu suchen und aufzufinden.“ **

Das Ziel dieses Kapitels soll nun sein, die Entwicklung der Vektorrechnung in den
Schulbiichern aufzuzeigen. Um den Zusammenhang zu verdeutlichen wurden aus den
Erscheinungsjahren der Lehrpldane auch die Mathematikblicher der 5. Klassen gewahlt. Es
wurde dazu der , Klassiker” des Mathematikschulbuchs gewahlt, der urspriinglich von Hofrat
Dr. Josef Laub und spater von Univ.-Prof. Mag. Dr. Hans-Christian Reichel bzw. Ao. Univ.-

Prof. Mag. Dr. Stefan Gotz herausgegeben wurde.

3.1. Lehrbuch der Mathematik fiir die Oberstufe der allgemein bildenden héheren

Schulen aus dem Jahr 1967/1968, herausgegeben von Josef Laub

Dieses Mathematikschulbuch fiir die 5. Klassen besteht insgesamt aus drei Heften, wobei flr
das Kapitel der Vektorrechnung das zweite Heft aus den Jahren 1967 und das dritte Heft aus
1968 relevant sind. Das zweite Heft wurde am 30. November 1967 vom Bundesministerium
fir Unterricht zum Unterrichtsgebrauch in der 5.Klasse fiir die Schuljahre 1967/68 und
1968/69 zugelassen, das dritte erst mit einem Erlass vom 29. Mai 1968 fir das Schuljahr
1968/69.

Fiir besonders wichtig halte ich es, gleich an dieser Stelle nochmals zu erwdhnen, dass im
Lehrplan dieses Jahres erstmals die Vektorrechnung aufgenommen wurde und somit diese
Buch von Laub das erste ist, welches dieses Themengebiet enthalt.

Der Begriff des Vektors und die damit verbundenen Grundrechnungsarten sind im

“® des Kapitels

Unterkapitel ,12.3 Die Parallelverschiebung  (Translation)
Kongruenzabbildungen zu finden. Unter dem zweiten Absatz mit dem Titel ,2. Schiebung
und Vektorbegriff” wird festgehalten, dass ein geordnetes Paar eine Schiebung festlegt und
daher eine gerichtete Strecke (einen Pfeil) bestimmt. Weiters wird festgehalten, dass jede
Schiebung eine Klasse von dquivalenten Pfeilen ist, die Aquivalenzklasse von Pfeilen wird

Vektor genannt. *’So folgt eine erste Definition des Begriffs Vektor:

45 Sujew, zitiert nach: Bamberger, Boyer, Sretenovic, Strietzel, Gestaltung, S. 8.

* Josef Laub, Eugen Hruby, Wilhelm Korperth, Walter Kranzer, Herbert Vohla; Lehrbuch der Mathematik fir die
Oberstufe der allgemeinbildenden héheren Schulen, 1. Teil fir die 5. Klasse zweites Heft, 1. Auflage Wien 1967,
S. 137-155.

*” Laub, Lehrbuch,1967, S. 138.



30|Seite

, Die Menge aller gleich langen, parallelen und gleich orientierten Pfeilen der Ebene E

heiRt Vektor der Ebene E.“ *®

An dieser Stelle wird auch festgelegt, dass Vektoren mit kleinen deutschen Buchstaben
bezeichnet werden, und die Linge (der Betrag) des Vektors mit dem entsprechenden
lateinischen Buchstaben. Es wird jedoch nicht naher auf diese Begriffe eingegangen und

keine Erklarung bzw. Definition derer angefiihrt.

Eine sehr wichtige Bemerkung ist jedoch:

y y | y kator

/ v=|9| ...... Lénge (Betrag) des Vektors
/;/ / / Bemerkung: Beachte, daB ein einzelner
/ Pfeil kein Vektor ist. Da die Pfeile aber alle
)l gleichwertig sind, kann zu jedem Pfeil in
Abb. 143 Abb. 143 der Buchstabe 9 geschrieben werden.

1. Abbildung

Es wird also nochmals verdeutlicht das jeder Pfeil, der gleichlang, parallel und gleich
orientiert ist, ein Reprasentant des Vektors ist. Somit wird hier schon klar zwischen Vektor

und Pfeil unterschieden.

Problematisch ist meiner Ansicht nach, dass das geordnete Paar symbolisch durch (P, P‘) und

der Pfeil durch Wdargestellt wird. Dass P aber bereits einen Punkt mit zwei oder mehreren
Koordinaten darstellt, also in diesem Fall ein geordnetes Zahlenpaar ist, wird nicht
angesprochen. Auffallend ist auch, dass die heute (ibliche Schreibweise eines Vektors,
mittels Pfeil (iber dem jeweiligen Buchstaben v, nicht verwendet wird, sondern nur ein

kleiner deutscher Buchstabe zur Beschriftung dient (siehe 1. Abbildung).

Einige Seiten spater, ist der Abschnitt ,9. Addition von Vektoren” zu finden, wobei auch dies
im Kontext der Schiebungen erklart wird. Die Addition von Vektoren wird als Verknilipfung
von Translationen festgehalten. Es gibt eine genaue Konstruktionsanleitung fiir den

Summenvektor:

,Konstruktiv erhdlt man den Summenvektor a+b, wenn man an den Endpunkt (an die

Spitze) des Vektors a den Anfangspunkt des Vektors b fligt und den Pfeil zeichnet, der

vom Anfangspunkt von a zum Endpunkt von b weist.“*°

*8 Laub, Lehrbuch,1967, S. 138.
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2. Abbildung

Auch die Kommutativitdt und Assoziativitat der Addition von Vektoren wird angesprochen,
und durch die entsprechenden Eigenschaften der Translation begriindet. Der Nullvektor

o wird hier folgendermalien definiert:

,Die identische Abbildung I, die die Ebene E punktweise auf sich abbildet, kann als
Translation aufgefaRt werden, deren Translationsvektor den Betrag O hat und dessen

Richtung unbestimmt ist.“ >°

Er wird auch als das neutrale Element der Vektoraddition bezeichnet. Analog dazu wird auch

das inverse Element der Vektoraddition definiert.

Als logischer Schluss auf diese Definitionen tragt der nachste Absatz den Titel ,11. Die
additive Gruppe der Vektoren der Ebene” und es wird festgehalten:

,Die Menge aller Vektoren der Ebene ist beziiglich der Addition eine kommmutative

«51

Gruppe.

Danach folgt die Subtraktion von Vektoren, die mittels des inversen Elements erklart wird
bzw. als die Losung einer Gleichung. So steht am Beginn dieses Kapitels die Frage nach dem

Vektor, der zu b addiert, den Vektor a ergibt. Es wird wie folgt definiert:

,Der Differenzvektor a- b ist die Summe von a und dem inversen Vektor von p.“*?

-¢
¢ ) =

3. Abbildung

Nun kommt man zu Aufgaben die sich auf die Addition und Subtraktion von Vektoren

beziehen. Im Mittelpunkt steht die Konstruktion von Summen und Differenzen, dazu gibt es

* Laub, Lehrbuch, 1967,S. 146.
*% Laub, Lehrbuch,1967, S. 147.
>! Laub, Lehrbuch, 1967,S. 148.
>? Laub, Lehrbuch, 1967,S. 148.
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sechs unterschiedliche Beispiele. Weitere vier Beispiele beschaftigen sich mit der Darstellung

verschiedener Vektoren durch vorgegebene, eines davon lautet wie folgt:

»Im Parallelogramm ABCD mit dem Diagonalschnittpunkt M sind die Vektoren a=ﬁ,
b =E, c=MB gegeben. Stelle die folgenden Vektoren durch die gegebenen Vektoren

dar: BC, CD, CA, AC,BD,CM, MD,AM,AD + CD,AM + MD, AD + DM + MC.“ >3

Der néachste Abschnitt tragt den Titel ,13. Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl”,

gleich zu Beginn ist folgende Definition zu finden:

A0 (A € R) istein Vektor mit folgenden Eigenschaften:

(1)Aoll o gleiche Richtung

(2) | Ao | = |A]| - |v] |A | -facher Betrag

(3)a)A >0 = Avund v gleiche Orientierung

b)A<0 = Avund o entgegengesetzte Orientierung
JA=0=> A=

Zur Veranschaulichung dieser Definition sind folgende Beispiele angegeben:

T e
&

4. Abbildung

Danach folgen die Definitionen fir Linearkombination und jene des Skalars.

,Jede GroBe, die durch einen einzig Zahlenangabe unabhiangig vom

Koordinatensystem festzulegen ist, heiRt Skalar.“ >*

Zur Erlduterung werden hier Beispiele aus Naturwissenschaften angegeben, so werden
Abstdande, Temperaturen, Arbeitsleistungen und Energie als skalare GroRen bezeichnet. Die
nachfolgenden Aufgaben beschaftigen sich wieder mit Konstruktionen von Produkten,
Summen und Differenzen und die Darstellung unterschiedlicher Vektoren als

Linearkombination vorgegebener. Eines der ersten Beispiele sei hier wieder angefiihrt:

,Gegeben sind die Vektorena = P, P, [P;(90]70), P,(0]40)]
b = P;P,[P;(40]80), P,(10]90)]

>* Laub, Lehrbuch, 1967,S. 149.
>* Laub, Lehrbuch,1967, S. 151.
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¢ = 0P5[0(0]0), Ps(—20|70)]

Konstruiere folgende Vektoren:x =a—b+¢pyp=a+ 3b — %,3 = %r + p“>°

Im letzten Abschnitt dieses Unterkapitels ,Parallelverschiebung®, in dem es um Vektoren
geht, werden diese zum Beweisen von Lehrsadtzen verwendet. Dieser Teil besteht nur aus
einem vorgerechneten Beispiel und fiinf weiteren Aufgaben, unter anderem soll die
Halbierungspunktformel und die Formel fiir den Schwerpunkt eines Dreiecks bewiesen
werden. Anzumerken ist hier, dass im Lehrplan aus 1967 das Beweisen von mathematischen

Sachverhalten nicht explizit erwahnt wird.

Interessant zu sehen ist, dass sowohl die Addition als auch die Subtraktion von Vektoren und
die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar nur auf der geometrischen Ebene erklart
werden, vermutlich aufgrund ihrer Herleitung durch die Schiebung. Die rein rechnerische
Auslibung dieser Rechenoperationen, also das koordinatenweise Addieren, Subtrahieren
bzw. Multiplizieren, wird nicht erklart. Dies spiegelt sich auch in den Aufgaben wieder, in
denen es nur um die Konstruktion von Produkten, Summen und Differenzen geht. Man darf
an dieser Stelle aber nicht vergessen, dass die Begriffsklarung und die Erlduterung der

Grundrechnungsarten im Kapitel der Kongruenzabbildungen zu finden sind.

Um die noch fehlenden Punkte des Lehrplans aus 1967 genauer zu betrachten, muss man
nun zum dritten Heft dieses Lehrbuchs greifen. Hier werden zwei eigene Kapitel dem
Themenbereich Vektorrechnung gewidmet, ,17. Der lineare Vektorraum“*® und ,19. Das

skalare Produkt zweier Vektoren“’.

Im ersten Teil des 17. Kapitels geht es um die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar.
Neben der Definition die schon im zweiten Heft gegeben wurde, werden nun auch die

Rechengesetze fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl angefihrt:

»(1) A(ua) = (Awa Assoziativgesetz
(2) A+ wa=Aa+ ua LUER 1. Distributivgesetz
(3)A(a+Db) =Aa+ 1b 2. Distributivgesetz

> Laub, Lehrbuch, 1967,S. 151.

% Josef Laub, Eugen Hruby, Wilhelm Korperth, Walter Kranzer, Herbert Vohla; Lehrbuch der Mathematik fir die
Oberstufe der allgemeinbildenden hoheren Schulen, 1. Teil fur die 5. Klasse drittes Heft, 1. Auflage 1968, S.
285-287.

>’ Laub, Lehrbuch,1968, S. 322-327.
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(4)la = a“*®

Danach folgen die Beweise der vier Punkte, wobei in den Aufgaben, die dieses Kapitel
abschliefen, nochmals darauf eingegangen wird, und die Rechengesetze flir A, u € N, A, u €

Z und 4, 1 € Q bewiesen werden sollen.

Im zweiten Teil des Kapitels geht es um den Begriff des linearen Vektorraums. Durch die
vorangegangenen Definitionen der Addition von Vektoren und der Multiplikation eines
Vektors mit einem Skalar sowie der gezeigten Tatsache, dass die Menge der Vektoren in
Bezug auf die Addition eine kommutative Gruppe ist, wird die Definition eines linearen

Vektorraums gegeben:

,Jede Menge von Elementen a,b,¢ .., genannt Vektoren, die eine additive
kommutative Gruppe ist und in der Multiplikation mit einer reellen Zahl, so erklart ist,
dalR die Rechengesetze (1) bis (4) gelten, heil’t ein linearer Vektorraum {ber den

Korper der reellen Zahlen.“*

Der dritte Teil legt den Begriff des Einheitsvektors fest. Erklart wird dieser mittels Division
eines Vektors, welche laut Buch in der Definition der Multiplikation enthalten ist. Weiters

folgt diese Herleitung bzw. Definition:

,Dividiert man nun einen Vektor v durch seinen Betrag v, so hat der Vektor

1
Dy =-=-D wegen |o,| = |- =B_Y_1 den Betrag 1. Solche Vektoren nennt
0 v v v v v

man Einheitsvektoren.“®°

Im Anschluss daran kommen finf Aufgaben, drei davon sind die schon erwdahnten Beweise,
eine dreht sich um die Konstruktion eines Produkts von einem Vektor mit einer reellen Zahl

und eine um die Darstellung von Vektoren als Linearkombination.

Hier ist das Fihren von Beweisen und das Begriinden ein zentraler Aspekt des Kapitels,
sowohl in den Aufgaben als auch im Text. Im Lehrplan ist dazu zu lesen: ,,Zusammenfassung
im Begriff des linearen Vektorraums®. Dies ist hier klar umgesetzt, denn im Vorfeld wurden
alle essentiellen Begriffe eingefiihrt und alle notwendigen Rechenoperationen definiert.

Dem Begriff des Einheitsvektors, welcher im Lehrplan so nicht erwahnt ist, wird zusatzlich

*% Laub, Lehrbuch,1968, S. 285.
*° Laub, Lehrbuch,1968, S. 286.
% Laub, Lehrbuch,1968,S. 287.
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ein Abschnitt gewidmet. Aber hier ist anzumerken, dass keine konkreten Rechenaufgaben
vorhanden sind. Wie man den Betrag eines Vektors berechnet und wie alle anderen
Grundrechnungsarten mit Vektoren funktionieren, ist zu diesem Zeitpunkt noch nicht
erklart.

“61 Zur

Einige Seiten weiter findet man das Kapitel ,19. Das skalare Produkt zweier Vektoren
Einflihrung wurde der physikalische Begriff der Arbeit herangezogen. Diese ist ein Produkt
aus Kraft und Weg, oder anders gesagt aus Kraftkomponente in der Verschiebungsrichtung

und Verschiebungsvektor, und somit Skalares Produkt oder auch inneres Produkt.

Danach folgt die Uberschrift ,19.2 Das skalare Produkt zweier Vektoren einer Geraden” mit

folgender Definition:

,Das skalare Produkt a-b zweier Vektoren q,b einer Geraden ist das Produkt ihrer

Betrdage, versehen mit dem Pluszeichen bzw. Minuszeichen, ja nachdem, ob die

Vektoren gleich orientiert bzw. entgegengesetzt orientiert sind.“ ®2

o
_— .

.4 £ .o
a*b=+4+a-b a‘b=—a-b

5. Abbildung

In den folgenden Absdtzen werden nun einige Spezialfalle genannt, auf die Kommutativitat

des inneren Produkts hingewiesen und nun doch noch der Betrag eines Vektors definiert.

»2. Spezialfalle:

v D = p? = +v?

p - (—p) = (—v) 0= —0% = —p?
a'o=po0-a=0

Dy Dy = Dy = +1

[...]

3. Aus Abs. 2 ergibt sich, dal man den Betrag eines Vektors durch das skalare Produkt

ausdriicken kann:

v = \pZ “63

®! Laub, Lehrbuch,1968, S. 322-327.
®2 Laub, Lehrbuch,1968, S. 322.
%3 Laub, Lehrbuch, 1968,S. 323.
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Man sieht also, der Betrag eines Vektors wird zwar gleich zu Beginn erwahnt, es wird erklart,
dass es sich dabei um die Ldnge eines Vektors handelt, aber erst jetzt wurde eine genauere
Definition besprochen. Obwohl zu sagen ist, dass die genau rechnerische Durchfiihrung einer

Skalaren Multiplikation zweier Vektoren wieder nicht dargelegt ist.

Beim nachsten Punkt wird der Begriff des Skalaren Produkts zweier Vektoren in die Ebene
Ubertragen. Die Herleitung erfolgt hier Gber die Beschreibung der vektoriellen Projektion

und kommt zu folgender Definition:

,Das skalare Produkt zweier Vektoren der Ebene ist gleich dem skalaren Produkt des
ersten Vektors und der vektoriellen Projektion des zweiten Vektors auf den ersten

und umgekehrt.“®*

Danach folgen einige wesentliche Eigenschaften des Skalaren Produkts, wobei neben der
Gultigkeit des Kommutativgesetzes und des Distributivgesetzes auch auf den
Zusammenhang mit dem eingeschlossenen Winkeln der beiden Vektoren eingegangen wird:

»,Das skalare Produkt zweier Vektoren ist positiv (negativ), wenn die beiden Vektoren

einen spitzen (stumpfen) Winkel einschlieRen.“®

Auch folgender wichtiger Lehrsatz wird angefiihrt und bewiesen:

»,Das skalare Produkt zweier vom Nullvektor verschiedener Vektoren ist genau dann

Null, wenn die beiden Vektoren aufeinander normal stehen.
(ab=0) e (a Lh) (a # 0,b # 0)“®°

Danach folgt, wie auch schon davor bei den Grundrechnungsarten, die ,Verwendung des
Skalaren Produkts zum Beweisen von Lehrsitzen der Geometrie”. Es wird darauf
hingewiesen, dass nun einige Lehrsatze die schon mit Hilfe von Abbildungen oder von
Kongruenzsatzen bewiesen wurden, noch einfacher durch die Anwendung des Skalaren
Produkts gezeigt werden kdnnen, so zum Beispiel der Katheten- und Héhensatz. Die danach
folgenden 13 Aufgaben befassen sich ausschlieBlich mit Lehrsatzen, die unter Verwendung

des inneren Produkts beweisen werden sollen, darunter auch binomische Formeln:

® Laub, Lehrbuch, 1968,S. 323.
® Laub, Lehrbuch,1968, S. 324.
% Laub, Lehrbuch, 1968,S. 324.
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,Beweise fur Vektoren der Ebene:
a)(a+b)-(¢c+d)=a-c+b-c+a-d+b'd
b)(a+b)-(a+b)=(a+b)?>=a®+2(a*b) +b?
c)(a—b) (a+b) =a?—b?

d)(a—b)-(a—b) = (a—b)? =a% —2(a-b) + b>“¥’

Wie schon zuvor erwdhnt, wird nicht geklart, wie man das innere Produkt zweier Vektoren
tatsachlich berechnet. Es werden Definitionen und Rechengesetzte aufgezeigt, sowie
besondere Eigenschaften in Hinblick auf den Winkel den zwei Vektoren einschliefen und
damit verbunden die Tatsache, dass das Skalare Produkt auch dann Null sein kann, wenn
beide Vektoren vom Nullvektor verschieden sind, bewiesen. Es sind aber auch in den
Aufgaben keinerlei Berechnungen durchzufiihren, das heillit mit konkreten Zahlenwerten
wird hier nicht hantiert, das Fihren von Beweisen und das theoretische Verstandnis des

inneren Produkts stehen im Vordergrund.

Es lasst sich nun insgesamt zu diesem Mathematiklehrbuch sagen, dass es besonders auf die
geometrische Deutung und damit verbunden, auf die Konstruktion von Vektoren
ausgerichtet ist. Zu keiner der erklarten Rechenoperationen (Addition und Subtraktion von
Vektoren, Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl und das innere Produkt zweier
Vektoren) gibt es konkrete Rechenaufgaben. Wichtig ist es festzuhalten, dass sich die
Definition des Begriffs und die Grundrechnungsarten im Kapitel der Kongruenzabbildungen
befinden, es ein kurzes aber eigenes Kapitel zum linearen Vektorraum gibt und ein weiteres
zum Skalaren Produkt. Doch auch hier gibt es keine Berechnungen mit konkreten
Zahlenangaben. Dies spiegelt in gewisser Weise den Lehrplan wieder, bei dem der Punkt
,2Anwendung der Vektorrechnung bei der Wiederholung der Elementargeometrie” kursiv
gedruckt und somit optional fir den Unterricht ist. Sehr spannend finde ich die Herleitung
des Vektorbegriffs mittels der Translation und die Einflihrung des Skalaren Produkts durch
den physikalischen Begriff der Arbeit. AuBerdem greift Laub immer wieder auf die Gruppen-

und Korpertheorie zurlick, die besonders stark in diesem Buch vertreten ist.

®7 Laub, Lehrbuch, 1968,S. 326.
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3.2. Lehrbuch der Mathematik fiir die Oberstufe der allgemein bildenden héheren
Schulen 1. Teil fiir die 5. Klassen aus dem Jahr 1970, herausgegeben von Josef

Laub

Auch dieses Mathematikschulbuch besteht insgesamt aus drei Heften, wobei fiir das Kapitel
der Vektorrechnung wieder nur das zweite und dritte Heft relevant sind. Heft Nummer zwei
wurde vom Bundesministerium fir Unterricht mit Erlass vom 15. Juni 1970 zum
Unterrichtsgebrauch fir das Schuljahr 1970/71 zugelassen. Es ist die dritte Auflage des
Schulbuchs aus 1967. Das dritte Heft wurde am 2. April 1971 vom Bundesministerium
zugelassen und gilt fur das Schuljahr 1971/1972, es handelt sich dabei um die zweite,

durchgesehene Auflage des dritten Heftes aus 1968.

Es ist feststellbar, dass keine Anderungen in den, fiir die Vektorrechnung wesentlichen,
Kapiteln vorgenommen wurden, obwohl im Lehrplan doch einiges umgestellt wurde. Fir die
5.Klasse entscheidend ist, dass nun die Punkte ,Lineare Abhangigkeit von Vektoren” und
,Komponenten und Koordinaten eines Vektors” anzutreffen sind. Diese kommen aber im

Schulbuch der 5. Klasse, wie aus Kapitel 2.1. ersichtlich, nicht vor.

Was jedoch in den Didaktischen Grundsatzen des Lehrplans aus 1970 Eingang fand, ist die
Bedeutung von mathematischen Beweisverfahren. So sind die beiden Unterkapitel
,Verwendung von Vektoren zum Beweis von Lehrsdtzen” und ,Verwendung des skalaren
Produkts zum Beweisen von Lehrsdtzen der Geometrie” mit den dazu angefiihrten

Beispielen durch den Lehrplan gedeckt.

3.3. Lehrbuch der Mathematik fiir die Oberstufe der allgemein bildenden héheren
Schulen 1. Band Arbeitsbuch fiir die 5.Klasse aus dem Jahr 1978, herausgegeben

von Josef Laub

Dieses Schulbuch wurde mit Bescheid vom 31. Mai 1978 zum Gebrauch im
Mathematikunterricht der 5. Klasse an allgemeinbildenden héheren Schulen als geeignet
befunden. Im Gegensatz zu den vorangegangenen Lehrblichern von Josef Laub, besteht
dieses nur noch aus einem ,Heft”, wird als 1. Band bezeichnet und trdgt den Untertitel

Arbeitsbuch.
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Es unterscheidet sich, im Bezug auf den Vektorbegriff, nicht von seinen Vorgéangern. So ist im
Kapitel der Kongruenzabbildungen wunter dem Punkt ,Schiebung (Translation);
Vektorbegriff”68 folgende Definition zu lesen:

,Eine Aquivalenzklasse gleich langer, paralleler und gleich orientierter Pfeile der

Ebene heikt Vektor der Ebene.“®®

Im Gegensatz zu den Lehrbichern aus 1967 und 1970 wird hier aber zuvor keine genauere
Erklarung zu einem geordneten Paar bzw. einer gerichtete Strecke gegeben, sondern nur die
Definition einer Schiebung vorangestellt. Auch hier wird wieder Uber die Beschriftung und
die Lange eines Vektors gesprochen, obwohl ebenso keine genauere Definition flir den

Betrag eines Vektors gegeben wird.

»Als Lange (Betrag) des Vektors v bezeichnet man die Lange eines ihn
reprasentierenden Pfeils. Wir bezeichnen den Betrag eines Vektors » mit dem
entsprechenden lateinischen Kleinbuchstaben oder mit Hilfe von Betragsstrichen:

v = |D| «70

Weiters wird schon auf dieser Seite vom inversen Vektor von v, welcher parallel ist, den
gleichen Betrag hat und entgegensetzt orientiert ist, —o sowie dem  Nullvektor o
gesprochen.

Einige Seiten spater folgt nun das eigentliche Kapitel, welches den Namen ,17.

“' tragt. Im Gegensatz zu den Biichern davor, ist diesem Thema nun

Vektorrechnung
tatsachlich ein eigenes Kapitel gewidmet, in dem der ganze Stoff zusammengestellt ist. Es
wird hier nun im ersten Unterkapitel ,,17.1. Vektorbegrif “72 wieder der Zusammenhang mit
der Schiebung verdeutlicht, von orientierter Strecke und geordnetem Punktepaar
gesprochen sowie den Begriff der Schiebung von der Ebene in den Raum (berfiihrt. Es folgt
eine Definition analog zu der vorhin genannten und jene:

»Ein Vektor (der Eben oder des Raumes) ist die Klasse aller zu einem gegebenen Pfeil

parallelgleichen Pfeile.“”®

% Josef Laub, Eugen Hruby, Wilhelm Koérperth; Lehrbuch der Mathematik fiir die Oberstufe der
allgemeinbildenden héheren Schulen, 1. Band Arbeitsbuch fiir die 5. Klasse, 1. Auflage 1978, S. 197.
® Laub, Lehrbuch, 1978, S. 197.

7 Laub, Lehrbuch, 1978, S. 197.

"! Laub, Lehrbuch, 1978, S. 213-231.

72 Laub, Lehrbuch, 1978, S. 213.

7 Laub, Lehrbuch, 1978, S. 213.
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Es wird in den folgenden Kapiteln also kein Unterschied mehr gemacht, ob der Vektor im
Raum oder in der Ebene liegt. Definitionen gelten fir beide Falle und Beispiele bzw.
Erklarungen findet man auch fiir Vektoren der Ebene und des Raumes. In den Biichern davor

wurden nur Vektoren in der Ebene betrachtet.

Erstmals wird auch der Begriff des Ortsvektors eingefiihrt und die Gleichheit von Vektoren
definiert.

»Vektoren sind gleich, wenn sie dieselbe Klasse von Pfeilen darstellen.“’*

“7> wird, wie in den Biichern

Im nachsten Teil ,17.2 Addition und Subtraktion von Vektoren
aus 1967 und 1970 auch, die Addition von Vektoren Uber die Schiebung definiert, ihre
Assoziativitat und Kommutativitdt erwahnt, sowie das neutrale und inverse Element der

Vektoraddition definiert. Eine Eigenschaft kommt hier jedoch dazu:
»(V; +) ist ein Verknilipfungsgebilde: Va,b € V:a+ b € yere

Aufgrund dieser Eigenschaften folgt die Definition der additiven Gruppe der Vektoren.
Interessant zu sehen ist hier, dass bei der Veranschaulichung des Assoziativgesetzes nun

auch der dreidimensionale Fall beriicksichtigt wurde.

¢
Wit

6. Abbildung

Die Vektorsubtraktion wird ausschlieRlich durch ihre Definition erklart, im Anschluss daran

gibt es nun jedoch eine Konstruktionsanleitung fiir den Differenzvektor:

,Der Differenzvektor a — b ist die Summe aus a und dem inversen Vektor von b:

a—b= a+ (=b)""’

% Laub, Lehrbuch, 1978, S. 213.
7> Laub, Lehrbuch, 1978, S. 213-216.
’® Laub, Lehrbuch, 1978, S. 214.
7 Laub, Lehrbuch, 1978, S. 215.
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Bemerkung: a — b ist auch der Vektor, den man zu b addieren muB, um a zu
erhalten (siehe Fig.135).

Konstruktion des Differenzvektors:

Gegeben : 1. Art 2. Art
6_ N
o
-4
Fig. 135 <_4 . o
i /a/’ w— b o
7. Abbildung

Danach folgen Aufgaben, wobei lediglich ein Beispiel neu ist, die anderen decken sich mit

jenen aus den Blichern davor:

»Weise konstruktiv nach, daB gilt:
a)—(a+b)=—-a—"> c)-(b—a)=a-—->b
b)-(a—b)=b—a d)—(—a—b) =a+0bl""?

Das ndchste Kapitel enthadlt nun einen neuen Begriff, es tragt den Titel ,17.3 Die

1179. Im

Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl als Beispiel fiir eine duBere Verknipfung
ersten Teil wird der Begriff der duReren Verknipfung erklart und die Vektoraddition und die
Vektorsubtraktion als innere Verknlpfung festgelegt, da diese zwei Vektoren wieder einen
Vektor zuordnet. Da die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl eine Verknipfung ist, bei
der nicht nur Vektoren beteiligt sind, nennt man sie eine dullere Verknipfung. AuBerdem
wird sie mit Hilfe der Addition erklart und die schon bekannte Definition mit den
Eigenschaften und die Rechengesetze angegeben (siehe Seite 25 bzw. 26). Auch der Begriff

des Skalars wird definiert. AuBerdem wird in diesem Kapitel noch die Linearkombination von

Vektoren behandelt:

»Sind ay,az, ..., a, Vektoren und 44,4,,...,4, reelle Zahlen (4; € R), so heift ein

Vektor der Form Aja; + Aya; + -+ A,a, eine Linearkombination der Vektoren
a3,y ..., ayliber der Menge der reellen Zahlen.“®
AnschlieBend folgen wieder Aufgaben, die jenen aus dem Absatz ,Multiplikation eines

Ill

Vektors mit einer Zahl“ aus dem zweiten Heft des vorangegangenen Buchs in etwa

entsprechen. Die Anzahl der Beispiele (5) ist gleich, es wird jedoch eines der Beispiele, in

78 Laub, Lehrbuch, 1978, S. 216.
7® Laub, Lehrbuch, 1978, S. 216-218.
8 | aub, Lehrbuch, 1978, S. 218.
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dem es um die Darstellung von Vektoren als Linearkombination anderer geht, durch

folgendes ersetzt:

642. In einem Parallelepiped!) (Fig. 140) sind die
Vektoren q, b, ¢ gegeben. Driicke durch diese

Vektoren aus: a) AC, b) AH, ¢) CF, d) GE,
e) AG, f) EC, g) BH!

8. Abbildung

Im Grunde l3sst sich bis zu diesem Zeitpunkt festhalten, dass es kaum Verdnderungen bei
Definitionen und Beispielen gibt. Die folgenden letzten drei Unterkapitel der Vektorrechnung
sind aber ganz neu, zuvor in diesem Sinne im Lehrbuch der 5.Klasse von Laub nicht
erschienen. Sie enthalten Begriffe, Erklarungen und Definitionen die zuvor noch nicht
gegeben wurden und auch die dazugehdrigen Aufgaben. Das erste dieser drei Kapitel heif3t

«81

,17.4 Lineare Abhédngigkeit von Vektoren“”. Im ersten Abschnitt werden die Begriffe

kollinear und komplanar definiert:

,Zwei oder mehrere Vektoren heiBen kollinear, wenn ihre Reprasentanten zu ein und

derselben Gerade parallel sind.”

o 4

x o &
‘5’/ /

9

;
N

9. Abbildung

,Drei oder mehr als drei Vektoren heiRen komplanar, wenn ihre Vertreter zu ein und

derselben Ebene parallel sind.”

a2/ e

1,
AR

10. Abbildung

& Laub, Lehrbuch, 1978, S. 219-224.
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Es wird auch darauf aufmerksam gemacht, dass kollineare Vektoren nicht gleich orientiert
sein missen und dass kollineare Vektoren stets komplanar sind. In den néachsten drei
Abschnitten geht es um Mengen kollinearer Vektoren, Mengen komplanarer Vektoren und

Mengen nichtkomplanarer Vektoren, dabei wird folgendes festgehalten:

,Jeder Vektor einer Menge kollinearer Vektoren, die nicht alle der Nullvektor sind,
[akt sich als reelles Vielfaches eines beliebigen anderen, vom Nullvektor

verschiedenen Vektors dieser Menge darstellen.
b=4a (AE€ER)
Jeder Vektor einer Menge komplanarer Vektoren, die nicht alle kollinear sind, 3Rt

sich eindeutig als Linearkombination zweier nichtkollinearer Vektoren dieser Menge

darstellen.
c=Ada+ub (L, p€ER)

Jeder Vektor einer nichtkomplanarer Vektoren [38t sich eindeutig als

Linearkombination dreier nichtkomplanarer Vektoren dieser Menge darstellen.
b=Aa+ub+ve (Auv €R)®

Es folgen vier Aufgaben, die sich mit kollinearen und komplanaren Vektoren beschaftigen.
Wichtig zu erwdhnen ist, dass diese Begriffe weder im Lehrplan noch in anderen
Schulbiichern zu finden sind und weder in den Vorangegangenen noch in den Nachfolgenden

in dieser Ausfuhrlichkeit.

Im Anschluss nun der namensgebende Abschnitt dieses Kapitels, die Definition der linearen

Abhéngigkeit von Vektoren:

»Die Vektoren ay, ay, ..., ayheiBen linear abhangig, wenn sich mindestens einer von
ihnen als Linearkombination der restlichen Vektoren darstellen 1aRt.

Die Vektorenay, ay, ..., a, heiRen linear unabhangig, wenn sich keiner von ihnen als

Linearkombination der restlichen Vektoren darstellen 13Rt.“®3

Erlautert werden diese Definition noch mit Hilfe der zuvor definierten Begriffe und
grafischen Anschauungen. Um die geometrische Deutung geht es auch im nachsten

Abschnitt, wobei die Félle fiir ein bis vier Vektoren untersucht werden.

8 | aub, Lehrbuch, 1978, S. 219,220.
8 Laub, Lehrbuch, 1978, S. 221.
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,Ein Vektor, der vom Nullvektor verschieden ist, ist linearunabhangig.
Zwei Vektoren sind genau dann kollinear, wenn sie linear unabhangig sind.
Der Nullvektor ist zu jedem Vektor kollinear.

Drei Vektoren sind genau dann komplanar, wenn sie linear abhdngig sind. Der
Nullvektor ist zu jedem Paar von Vektoren komplanar.

Drei Vektoren sind genau dann nichtkomplanar, wenn sie linear unabhangig sind.
Vier Vektoren des Raumes sind stets linear abhéingig.”84

Bei den darauf folgenden sieben Aufgaben sind einerseits Beweise durchzufiihren (diese vier
Beispiele sind allerdings mit einem Stern gekennzeichnet, was auf einen erhohten
Schwierigkeitsgrad hindeutet), andererseits sollen Vektoren eines Parallelogramms und
eines Parallelepipeds durch Vorgegebene ausgedriickt werden und aus drei gegebenen
Vektoren eine Linearkombination aufgestellt werden, wobei die A; so bestimmt werden
sollen, dass sie nicht alle gleich Null sind. Auch hier erkennt man, dass sowohl Beispiel flr
Vektoren aus dem Raum und der Ebene angegeben sind. Dies ldsst sich auch im nachsten
Abschnitt erkennen, der den Titel ,,Anwendung der linearen Abhangigkeit zum Beweis von
Lehrsatzen” tragt. Es fallt sofort auf, dass dieser Abschnitt durch einen Strich an der Seite mit
einem R am oberen Ende markiert ist. Diese Kennzeichnung bedeutet, dass dieser Abschnitt
nur als Lehrstoff fiir das realistische Gymnasium, das Naturwissenschaftliche und
Mathematische Realgymnasium sowie das Oberstufenrealgymnasium mit Darstellender
Geometrie oder mit ergdanzendem Unterricht in Biologie und Umweltkunde bzw. Physik und
Chemie vorgesehen ist. Es handelt sich insgesamt um sieben Beispiele, die von ihrer Art der

vorgerechneten Aufgabe entsprechen.

,Beweise den Lehrsatz: Die Schwerlinien eines Dreiecks teilen einander im Verhaltnis

2:1 85

8 Laub, Lehrbuch, 1978, S. 222,223.
& Laub, Lehrbuch, 1978, S. 224.



Seite |45

Wir wihlen die von A ausgehenden Pfeile E A—ﬁ als Repridsentanten
der Basisvektoren b, ¢. Aus Fig. 147 folgt:

Kﬁ%—ﬁg—}—s_f‘::o
YL £
b(%—m%)—k—c(l—?\—%):o

Weil b, ¢ linear unabhingig sind, ergibt sich:

A ®_
3—5=0 l=2A—5=0 -
A= A=p=3also: AS:SD=2:1
BS:SE=2:1
11. Abbildung

Das zweite neue Unterkapitel beschaftigt sich mit Vektoren im Koordinatensystemgs, obwohl
schon bei den Aufgaben zur Vektoraddition, sowohl in diesem als auch in vorangegangenen
Blchern, im Koordinatensystem gearbeitet wurde (siehe Beispiel auf Seite 25). Am Beginn
dieses Kapitels wird darauf hingewiesen, dass drei bzw. zwei linear unabhangige Vektoren
eine Basis fiir die Menge der Vektoren des Raumes bzw. der Ebene bilden und dass dies im
vorigen Kapitel festgestellt wurde. Interessant ist nur, dass hier zum ersten Mal der Begriff
der Basis in diesem Buch auftaucht und nicht in dem vorigen Kapitel besprochen wurde.
Durch diese Bemerkungen kommt man nun zur Komponentendarstellung eines Vektors x
bezliglich einer Basis: x = Aa + ub + vc. Es wird festgehalten:

,Die  bei den Komponenten auftretenden Zahlenfaktoren (Koeffizienten)

A, u, v heilen Koordinaten des Vektors x bezlglich der Basis.“®’

Erstmals wird hier auch von einem Vektor als geordnetes Tripel gesprochen:

»Aus der Eindeutigkeit der Komponentendarstellung beziiglich einer Basis folgt, daf§
zwischen der Menge der Vektoren des Raumes (der Ebene) und der Menge der
geordneten Tripel(geordneten Paare) reeller Zahlen eine umkehrbar eindeutige
Zuordnung besteht. Ein Vektor x der Ebene ist daher, wenn die Basis bekannt ist,
eindeutig durch das geordnete Paar (4, 1), ein Vektor x des Raumes eindeutig durch

das geordnete Tripel (4, u, v) festgelegt.“®®

% Laub, Lehrbuch, 1978, S. 225-229.
8 Laub, Lehrbuch, 1978, S. 225.
8 Laub, Lehrbuch, 1978, S. 225.
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Die Schreibweise von Vektoren der Ebene und des Raumes in Zeilen- bzw. Spaltenform wird
hier dargestellt und als Koordinatendarstellung des Vektors bezeichnet. Im darauf folgenden
Abschnitt wird das ebene und raumliche kartesische Koordinatensystem erklart. In der
Einleitung dazu wird festgehalten, dass es sehr nitzlich sein kann als Basisvektoren
Einheitsvektoren zu verwenden die paarweise normal aufeinander stehen. Hier wird in
Klammer angemerkt, dass ein Einheitsvektor die Lange 1 hat, genauere Erlauterungen zu
diesem Begriff sind im Buch nicht zu finden. Es wird aber angegeben, dass die oben
beschriebenen Vektoren als orthonormierte Basisvektoren bezeichnet werden. Aullerdem

wird festgelegt, dass diese Vektoren in der Ebene mit i, bzw. im Raum mit i, j, T bezeichnet

z+
Z \
yt \ Blxlyl2,)

werden.

Vi P(x,ly‘) //
# oy x* 0/ d y*
0| £ Xy 7 i
x+ X1
\_/
12.Abbildung

Es wird nun weiters erklart:

»Ein fest gewdhlter Punkt O der Ebene (des Raumes) bildet mit den Basisvektoren ein
kartesisches Koordinatensystem [...]. Den Punkt O nennt man den Ursprung des
Koordinatensystems; die durch O gehenden und zu den Basisvektoren parallelen
Geraden bezeichnet man als Koordinatenachsen (x-Achse, y-Achse, z-Achse). Die von
zwei Koordinatenachsen bestimmte Ebene heiRft Koordinatenebene (xy-Ebene, yz-
Ebene, zx-Ebene). [...] In einem kartesischen Koordinatensystem wird die Lage eines
Punktes durch seine Koordinaten festgelegt. Auf diese Weise ist eine umkehrbare
Abbildung der Menge der Punkte der Ebene (des Raumes) auf die Menge der

geordneten Paare (Tripel) reeller Zahlen hergestelt.“®

Wie man nun ganz deutlich sieht, wird das kartesische Koordinatensystem von Grund auf

beschrieben und erklart, was dessen notwendige Anwendung in dem schon genannten

# Laub, Lehrbuch, 1978, S. 226.
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Beispiel einige Seiten zuvor noch unverstandlicher macht. Es scheint als kdnnte hier nicht auf
Vorwissen aus der Unterstufe zurickgegriffen werden. Erstmals wird auch der
Zusammenhang zwischen einem Punkt im Koordinatensystem und einem geordneten

Zahlenpaar/-tripel deutlich.

Die darauf folgenden sieben Beispiele drehen sich alle um das eben vorgestellte kartesische
Koordinatensystem. Bei zwei der Aufgaben sollen Punkte gespiegelt werden, bei den
anderen sollen fehlende Ecke- bzw. Seitenmittelpunkte von Quadraten, einem Wdiirfel,
einem Quader und einer Pyramide bestimmt werden. Man sieht also wieder Aufgaben mit

Vektoren aus dem Raum und der Ebene.

Im ndchsten Abschnitt soll das Gelernte nun auch fiir Vektoren umgesetzt werden und mit
Komponenten und Koordinaten eines Vektors im kartesischen Koordinatensystem gearbeitet
werden. Erklart wird dies durch folgende Abbildungen in denen jeweils die

Komponentendarstellung des Vektors a mit den Basisvektoren i, i bzw. i, i, T gezeigt wird:

y* z

Y Az("zle) ] T~

o . Aqlxalys|zy)

GYJ' u{k
Y T - - ()
Ay(x|yy) Ot
A {a,la,) __i'l-(xllyﬂzl ayi
Qli =~
X o, a J’
Vs | _ xt %
ol £ axt - X a,t X7 Y D/ vt
270
13. Abbildung

Daraus lasst sich nun die Koordinatendarstellung von a ermitteln:
a
a = (ay|a,) bzw.a = < x)
ay

Analog auch fiir den Raum. Im Anschluss wird nun ,endlich” festgehalten wie man einen

Vektor aus den Koordinaten zweier Punkt berechnet:
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,Die Koordinaten eines Vektors a sind die Differenzen der entsprechenden
Koordinaten des Endpunktes und des Anfangspunktes eines Reprasentanten von a:
Xy — X
a-(iy) mme (o)
27 21
Danach wird die Koordinatendarstellung der Basisvektoren, des Nullvektors festgelegt und
beim Ortsvektor darauf hingewiesen, dass seine Koordinaten mit jenen vom Endpunkt
Ubereinstimmen. Die folgenden zehn Aufgaben beschaftigen sich wieder mit Spiegelungen
und natirlich der Berechnung der Koordinaten- aber auch Komponentendarstellung von
Vektoren.

Im letzten Kapitel ,17.6 Rechnen mit Vektoren in einem kartesischen Koordinatensystem*“*

werden nun die schon bekannten Grundrechnungsarten (Vektoraddition, Vektorsubtraktion,
Multiplikation mit einer Zahl) erklart, Kollineare Vektoren werden nochmals angesprochen

und die Gleichheit zweier Vektoren untersucht. Dies wird in vier Sdtzen festgehalten:

»Zwei Vektoren sind genau dann gleich, wenn sie in ihren Koordinaten

Ubereinstimmen.

o fa = eolelh
a=b < a. =b a=b&e ay = by
g 7 a; =b,

Die Koordinaten des Summenvektors (Differenzvektors) zweier Vektoren sind gleich

den Summen (Differenzen) der zum gleichen Basisvektor gehdrenden Koordinaten.

Die Koordinaten des A — fachen eines Vektors sind gleich den A — fachen

Koordinaten eines Vektors.

Vektoren sind kollinear, wenn ihre Koordinaten proportional sind.“%2

In der vergleichsweise grofen Anzahl an Aufgaben, die wiederum in finf Beispiele fiir
Vektoren in der Ebene und neun Beispiele im Raum geteilt sind, findet man nun
verschiedene Rechenaufgaben, aber auch Ubungen zu kollinearen und komplanaren

Vektoren sowie der linearen Abhangigkeit.

% Laub, Lehrbuch, 1978, S. 228.
°! Laub, Lehrbuch, 1978, S. 229-231.
°2 Laub, Lehrbuch, 1978, S. 229,230.
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Zusammenfassend lasst sich zu diesem Schulbuch aus 1978 sagen, dass es einige
Neuerungen bzw. Anderungen im Vergleich zu den &lteren Lehrbiichern gibt. Das Skalare
Produkt, und damit verbunden die Berechnung des Betrags eines Vektors, sind nicht mehr
darin zu finden, vermutlich auf Grund des Lehrplans aus diesem Jahr, der dieses Kapitel erst
in der 6. Klasse vorsieht. Weitere lehrplanbedingte Anderungen betreffen den Begriff des
linearen Vektorraums, dieser ist sowohl im Lehrplan als auch im Schulbuch nicht mehr zu
finden. Ahnlich verhilt es sich mit der linearen Abhingigkeit von Vektoren, diese ist im
Lehrplan nicht mehr vorgesehen, aber erstmals im Mathematikbuch von Laub vorhanden.
Einige Jahre ,zu spat”, denn sie waren noch Teil des vorangegangenen Lehrplans. Erstmals
werden in den Erklarungen, Definitionen und Beispielen die Vektoren sowoh!l im Raum und
der Ebene betrachtet, so werden alle Rechenregeln parallel fir beide Falle erklart. Dies wird

auch im Lehrplan so vorgesehen.

Eine weitere Neuheit dieses Buches fir die 5. Klasse ist, dass nun tatsdchlich konkrete
Erklarungen fir das Berechnen von Vektoren und der Durchfiihrung der Addition,
Subtraktion und Multiplikation mit einem Skalar gegeben werden. Somit werden Vektoren
nicht mehr nur als geometrische Objekte betrachtet, sondern auch der Zusammenhang mit
algebraischen Methoden der Vektorrechnung aufgezeigt. Dies lasst sich in den neuen
Kapiteln ,Vektoren im Koordinatensystem” und ,Rechnen mit Vektoren in einem

kartesischen Koordinatensystem” zusammenfassen.

Meiner Meinung nach entsteht nun erstmals auch eine nachvollziehbare Struktur im Gebiet
der Vektorrechnung. Bis auf die erste Definition eines Vektors, ist alles in einem groRen
Kapitel zusammengefasst und die Unterkapitel weisen einen einheitlichen Aufbau auf, so

folgen nach Erkldrungen und Definitionen Ubungs- und Anwendungsbeispiele.

3.4. Lehrbuch der Mathematik 5 aus dem Jahr 1989, herausgegeben von Hans-

Christian Reichel

Das Lehrbuch der Mathematik 5 gilt als die Fortsetzung der Schulblicher von Josef Laub, hat
nun aber Univ.-Prof. Mag. Dr. Hans — Christan Reichel als Herausgeber. Genau wie der
Lehrplan dieses Jahres gibt es auch in diesem Buch, das am 16. Juni 1989 fur den Gebrauch

im Unterricht der 5. Klasse der AHS-Oberstufe freigegeben wurde, enorme Anderungen.



50|Seite

Gleich zu Beginn fallt auf, dass die Vektorrechnung in zwei groRRen Kapiteln festgehalten

«93 «94

wird, ,,12. Ebene Koordinatengeometrie und ,13. Raumliche Koordinatengeometrie“".
Also von Beginn an wurde eine Trennung durchgefiihrt, was dem/der Schilerin die
Moglichkeit gibt, bereits Gelerntes aus der Ebene in den Raum zu Ubertragen und zu
festigen. AuRerdem ist nun erstmals die analytische Geometrie und die Vektorrechnung
zusammengefasst. So findet man in Kapitel 12 auch die Anwendung der Vektorrechnung in
der Ebene (Teilen und Abtragen von Strecken, Geradengleichungen, etc.) und im 13. jene fir
den Raum.

Das erste Kapitel der ebenen Koordinatengeometrie lautet ,12.0 Wiederholung und

Vorschau“®®

. Als Motivation dient das Protokoll der Er6ffnung eines Schachspiels, mit dessen
Hilfe man ,,Schach-Probleme” formulieren und l6sen kann. Mit diesem Beispiel wird nun auf
das, schon aus der 2. Klasse bekannte, ebene kartesische Koordinatensystem hingewiesen
und dieses auch als ein System zum Protokollieren der Lage und der Lageverdnderung von
geometrischen Figuren beschrieben. AuBerdem wird an den Koordinatenursprung, die
Achsen und an die geordneten Zahlenpaare erinnert, die sowohl in Zeilen- als auch in

Spaltenform dargestellt werden kénnen und als Punktkoordinaten bezeichnet werden.

«96

Vom Punkt kommt man im néachsten Abschnitt ,,12.1 Koordinaten von Pfeilen“”® zu den

Ortspfeilen, und von diesen wird zu Pfeilen libergeleitet.

»Die kartesischen Koordinaten x,, und y, eines Punktes P lassen sich nicht nur als

Beschreibung eines Ortes auffassen, sondern ebenso als Beschreibung des kiirzesten

Weges vom Ursprung O zum Punkt P, genannt Ortspfeil OP.“

% Reichel, Hans-Christian; Miiller, Robert; Laub, Josef; Hanisch, Glinter; Kérperth, Wilhelm; Lehrbuch der
Mathematik 5, 1. Auflage Wien 1989, S. 226 — 257.

*Reichel, Lehrbuch, S. 258-284.

95Reichel, Lehrbuch, S. 226.

*®Reichel, Lehrbuch, S. 226-229.
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Fig. 12.2

14.Abbildung

Mit Hilfe dessen wird nun festgelegt, dass ein Pfeil AE die kiirzeste orientierte Strecke
zwischen dem Anfangspunkt A und dem Endpunkt E ist, die in Zeilen- oder Spaltenform
geschrieben werden kann, somit ein geordnetes Zahlenpaar ist und Koordinatendarstellung

des Pfeils heildt. AuBerdem wird eine Konstruktionsanleitung gegeben:

»,Die Pfeilkoordinate x45 gibt an, wie weit man sich- bezogen auf A — nach ,links”
(x4 < 0) bzw. rechts (x,z > 0), die Pfeilkoordinate y,r, wie weit man sich —
bezogen auf A — nach ,oben” (y45 > 0) bzw. nach ,unten” (y,z < 0) bewegen muR,

um von A nach E zu kommen.“?’

—

»42 E

Ay
Auf die Orientierung achten!

15.Abbildung

SchlielRlich wird festgehalten, dass man mindestens zwei der drei Informationen zur

eindeutigen Festlegung eines Pfeiles braucht, den Pfeil E, den Anfangspunkt oder den

Endpunkt. Es werden nun die beiden dazu nétigen Formeln aufgestellt, die so genannte

97Reichel, Lehrbuch, S. 227.
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,Spitze minus Schaft” -Regel AE = E — Aund die ,APPENnd“- Regel F = A + AE. Danach
wird zu jeder Regel ein Beispiel vorgerechnet und in einem vierten Abschnitt die Berechnung

der Lange eines Pfeils mit Hilfe des Satzes von Pythagoras angegeben.

xAE)| — xZ + 2 «98
(yAE VXAE T VaE

,Distanzformel: d(4,F) = |E| = AF =

16.Abbildung
Auch hierzu wird ein Beispiel bei dem der Umfang eines Dreiecks berechnet wird angegeben.
Im Anschluss folgen einige Aufgaben, die einfache Berechnungen, Anwendung in der
Geometrie (Umfangberechnung), Umkehraufgaben (bekannte Lidnge aber eine unbekannte

Koordinate eines Pfeils) und Anwendungen aus dem Alltag beinhalten:

+ 698 Lege in das angegebene Labyrinth (Fig. 12.5) ein geeignetes Koordinatensystem, und beschreibe
einen ,,Fluchtweg'* (1) durch die Punkt-Koordinaten der ,,Wegecken", (2) durch die Pfeil-Koordinaten

der einzelnen Wegstrecken!
& _ Fig. 12.5 ;

e

e

s Pl :

—_ Start = Ziel
’ Fig. 12.6

+ 699 In einem ebenen Geldnde findet der ,,Orientierungslauf fiir Schlaumeier" statt (Fig. 12.6); dabei ist
die Reihenfolge des Anlaufens der einzelnen Stationen (mit Ausnahme von Start und Ziel) beliebig.
Wer siegen will, braucht neben Kraft und Ausdauer auch Képfchen!

(1) In welcher Reihenfolge wiirdest du die Stationen anlaufen? Warum?

(2) Wie lang ist der von dir gewahlte Weg?

(3) Beschreibe die einzelnen Wegstrecken durch Pfeile in Koordinatenform!
(4) Wer findet den kiurzesten Weg?

17.Abbildung

98ReicheI, Lehrbuch, S. 228.
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Dieser erste Einstieg in die Vektorrechnung ist meiner Ansicht nach sehr gut gelungen. Die
Uberginge von Punkt zu Ortspfeil zu Pfeil sind sehr anschaulich. Auch die Erlduterungen der
Formeln sind klar und meiner Meinung nach auch fiir einen/eine Schilerin gut
nachvollziehbar. Anzumerken ist aber, dass erst im nachsten Kapitel ,,12.2 Koordinatisieren

119

von Vektoren“®der eigentliche Begriff des Vektors definiert wird. Es ist nun aber nicht mehr

von Aquivalenzklassen die Rede:

»,Die Menge aller Pfeile der (Zeichen-) Ebene, welche gleichlang, parallel und
gleichorientiert sind, wird als Vektor bezeichnet. Anders gesagt: Ein Vektor ist die
Menge all jener Pfeile der (Zeichen-) Ebene, welche das gleiche geordnete Zahlenpaar

als Koordinatendarstellung besitzen.“*®

Schon aus der Definition ist die geometrische und die arithmetische Deutung eines Vektors
herauszulesen. Besonders gut ist meiner Meinung nach die darauf folgende Erlduterung, in

der der Zusammenhang nochmals verdeutlicht wird:

»,Demgemal kann man einen Vektor auf 2 Arten festlegen:

- Arithmetisch: Durch ein geordnetes Zahlenpaar, die sogenannten Koordinaten des
Vektors

- Geometrisch: Durch (irgend)einen Pfeil; dieser heiRt Reprasentant des Vektors
Zusammenfassend gilt: Punkte, Pfeile und Vektoren lassen sich in einheitlicher Weise
- in Form geordneter Zahlenpaare (arithmetisches Modell) und

- in Form von (Orts-)Pfeilen (geometrisches Modell)

«101

darstellen und verarbeiten.

Zur Beschriftung wird gesagt, dass ein Vektor mit einem Kleinbuchstaben a und Pfeile mit
ihrem Anfangs- und Endpunkt AE bezeichnet werden. Die bisherige Herleitung lber die
Schiebung wird auch hier angesprochen. Es wird festgehalten, dass ein Vektor eine
Translation beschreibt, eine geradlinige Bewegung einer Punktmenge. Auch der Unterschied
zwischen Pfeil und Vektor wird wieder betont und durch eine meiner Ansicht nach sehr

anschauliche und schiilerinnengerechte Abbildung betont.

*Reichel, Lehrbuch, S. 230-232.
100Reichel, Lehrbuch, S. 230.

101Reichel, Lehrbuch, S. 230.



54|Seite

18.Abbildung

Man kommt nun wie auch schon im Kapitel zuvor zur Berechnung des Betrags eines Vektors:

,Als Betrag |a| eines Vektors a bezeichnet man die Linge (irgend)eines ihn
. . . . = = «102
reprasentierenden Pfeils, und es gilt: a = (;C/Z) = |a| = /x2 + y2.

In den Aufgaben danach gibt es wieder eine Mischung aus einfachen Rechenbeispielen und
Anwendungen in der Geometrie (Schiebung, Berechnung fehlender Eckpunkte und Umfang
eines Parallelogramms) und theoretische Uberlegungen. Besonders wird auf die
Gegenliberstellung von Pfeil und Vektor abgezielt. So sind Pfeile in ein Koordinatensystem
gezeichnet und die Schilerlnnen sollen herausfinden, wie viele verschiedene Vektoren
abgebildet sind oder aus sechs gegebenen Punkten drei Pfeile berechnen und bestimmen,

welche Reprdsentanten des gleichen Vektors sind.

Auffallend ist nun, dass der Betrag eines Vektors bzw. die Ldnge eines Pfeils gleich zu Beginn,
im Anschluss an die Definition, zu finden ist und somit vor allen anderen Berechnungen
erklart wird. Im Schulbuch der 5. Klasse aus 1978 kommt dieser Begriff im Vergleich dazu gar
nicht vor. Wie schon erwahnt ist dies durch die Verschiebung des Skalaren Produkt in die 6.
Klasse zu erkldren, da der Betrag mit dessen Hilfe hergeleitet wird. Nun jedoch riickt dieser
Begriff ganz nach vorne in diesem Kapitel und wird auch nun mit Hilfe des Lehrsatzes von
Pythagoras hergeleitet.

«103 wird

Im nachsten Abschnitt ,,12.3 Verketten geradliniger Bewegungen-Vektoraddition
mit Hilfe der ,APPEnd“-Regel die Pfeiladdition mittels eines Beispiels beschrieben, wie man

vom Anfangspunkt A Gber den Punkt B zum Endpunkt C kommt:

1OZReicheI, Lehrbuch, S. 231.

103 Reichel, Lehrbuch, S. 233.
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,Ersichtlich erhdlt man die Koordinaten des , Ersatzpfeiles” AC durch Addition der
entsprechenden Koordinaten der Pfeile ABund BC. Man spricht daher von der

Pfeiladdition und schreibt kurz: AC = AB + BC .1

Nach einem vorgerechneten Beispiel kommt man zur Vektoraddition und —subtraktion,
wobei betont wird, dass diese sowohl rechnerisch als auch graphisch durch geeignete
Reprasentanten auf die Pfeiladdition zuriickgefiihrt werden kann. Folgende Abbildung und

Definition verdeutlichen dies:

o5 = = g+b
ih ‘
T ]
Wahl| jenes Reprasentanten Pfeiladdition
fur b, dessen Schaft an der
Spitze von a ansetzt.
Definition: Vektoraddition: Vektorsubtraktion:
5+B=(M>+Oﬁ=<&+xﬁ 5_53<m>_0ﬁ=<&—Xﬂ
Ya Yb Ya + Vb Ya Yo Ya — Yb

19.Abbildung

Danach wird der entgegengesetzte Vektor eines Vektors b definiert und damit die

Subtraktion von Vektoren auf die Vektoraddition zuriickgefiihrt.

,d—b=a+ (—b)®
Der Nullvektor wird als der Vektor definiert, den man erhélt, wenn man einen Vektor von
sich selbst abzieht. Im ndchsten Punkt werden das Kommutativgesetz, das Assoziativgesetz,

das Gesetz der Existenz eines neutralen und eines inversen Elements, das Gesetz der

doppelten Negation (—(—a) = a) und das Klammergesetz der Vektorsubtraktion

—_
N

(@a—b—-c=a-— (l; + E)) als Rechenregeln fir die Subtraktion und Addition von Vektoren
festgehalten. Es wird auch angemerkt, dass somit die gleichen Rechengesetze wie fiir die
reellen Zahlen gelten, der Begriff des Vektorraums fallt nicht. Es wird beschrieben, wie diese

Regeln zu beweisen sind und exemplarisch vorgefiihrt. Die erste Rechenregel, das

104 Reichel, Lehrbuch, S. 233.

105 Reichel, Lehrbuch, S. 234.
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Kommutativgesetz der Vektoraddition, wird bewiesen und die geometrische Deutung, die

unter dem Namen Parallelogrammregel geldufig ist angefihrt:

a
Fig. 12.11

20.Abbildung

Daraus werden nun die Dreiecksungleichungen fiir Vektoren definiert:

,Dreiecksungleichung fiir die Vektoraddition: Fiir beliebige Vektoren aund b gilt:

@+ b| < |al +|b|

,Dreiecksungleichung fiir die Vektorsubtraktion: Fiir beliebige Vektoren aund b gilt:
|a _ E' > |a| _ |E|14106

Die Aufgaben danach setzten sich aus kleinen Beweisen fiir die zuvor gegeben Rechenregeln,
Anwendung der Dreiecksungleichung und Beispiele die in ganz dhnlicher Form schon in
dlteren Bichern graphisch zu I6sen waren, zusammen. So sollen graphisch und rechnerisch

Summen und Differenzen gebildet werden bzw. sind Vektoren Schiebungen zu unterwerfen.

Das ndchste Kapitel ,,12.4 Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar - Parallelitdt von
Vektoren“ **’ beginnt mit der gleichen Herleitung der Multiplikation wie im Lehrbuch aus
1978, der mehrmaligen Addition eines Vektors zu sich selbst, und gibt folgende Definitionen

an:

,Die durch v-a=v- (i“) = (Z;a) mit v € R vermittelte Verknipfung heiRt

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar.

196 peichel, Lehrbuch, S. 2345.

197 Reichel, Lehrbuch, S. 237-239.
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Parallelitdtskriterium: Zwei Vektoren (Pfeile) sind genau dann zueinander parallel,

wenn der eine Vektor (Pfeil) ein ,Vielfaches” (das v-fache) des anderen Vektors

(Pfeils)ist, d.h:allbeb=v-a & (;z) = - @Z)-"m

Im danach folgenden vorgerechneten Beispiel wird geprift, ob das durch Punkte
vorgegebene Viereck ein Trapez ist. Solche Ubungen sind auch in der Aufgabensammlung zu
finden. Auch die angegeben Rechenregeln und Eigenschaften der Multiplikation eines
Vektors mit einer Zahl sind wieder als Ubung zu beweisen. Im Anschluss wird der
Einheitsvektor definiert. In diesem Zusammenhang taucht auch in diesem Schulbuch der

Begriff kollinear auf. Er wird aber nicht genauer erklart sondern mit parallel gleichgesetzt.

,Der zum Vektor a kollineare Vektor a, = é a heilt Einheitsvektor des Vektors a.

Er hat den Betrag 1.“*%°

Auch dazu wird ein Beispiel vorgerechnet. In den Aufgaben sollen neben den oben schon
erwahnten Beispielen auch Vektoren vereinfacht, gleich- bzw. entgegengesetzt orientierte
Einheitsvektoren gefunden, sowie graphisch und rechnerisch gepriift werden ob zwei

Vektoren parallel sind bzw. parallele Vektoren gefunden werden:

,Erganze die fehlende Koordinate so, daR die beiden Vektoren aund b parallel sind!

a)a=(1|3),b = (3|.) [..]“**

Das letzte grofle Kapitel, bevor Anwendungen und die analytische Geometrie der Ebene

beginnen, tragt den Titel ,12.5 Orthogonalitit und Skalares Produkt von Vektoren“**!.
Erstmals befasst man sich mit dem Aufsuchen von Orthogonalvektoren und formuliert dazu

folgende Regeln, welche mit Abbildungen verdeutlicht werden:
i _Kinn- AR — (*aE ARl — [ ~YAE 7 = (*a 1 — ([ Ya
»Links-Kipp-Regel: AE (yAE) = AE ( g ) bzw. a (ya) =>a ( g )

Rechts-Kipp-Regel: AE = (xAE) = AE" = (—yffg) bzw. d = (ia) =g = (ya )”112

YAE a —Xa

108 Reichel, Lehrbuch, S. 237.

Reichel, Lehrbuch, S. 238.
Reichel, Lehrbuch, S. 239.
Reichel, Lehrbuch, S. 240-242.
Reichel, Lehrbuch, S. 240.
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w4
= a
1P
| X
o 7
Fig. 12.14
21.Abbildung
by
gl Xa
4/
o1} 2
o B R
ar
Fig. 12.15
22.Abbildung

Weiters wird das Skalare Produkt und das Orthogonalitatskriterium fiir Vektoren formuliert:

,Die Zahl x; - x;, + y, * yp heilt es Produkt der Vektoren aund b. Man schreibt:
ot = () () =ap
Orthogonalitatskriterium fiir Vektoren: Zwei Vektoren sind genau dann orthogonal,

wenn ihr Skalares Produkt verschwindet, d.h.:@ L b < a- b = 0.“'"3

Wie zuvor werden Rechenregeln und Eigenschaften des Skalaren Produkts angegeben, die in
den nachfolgenden Aufgaben bewiesen werden sollen, unter anderem das Kommutativ-,
Assoziativ- und Distributivgesetz. Weitere Aufgaben sind einfache Umsetzungsbeispiele der
Kippregeln, auch unter zusatzlicher Berechnung des Einheitsvektors, die Ermittlung
fehlender Eckpunkte eines Quadrats, die Ergdnzung fehlender Koordinaten, sodass zwei
Vektoren normal aufeinander stehen und folgende Umsetzung des Parallelitats- und

Orthogonalitatskriteriums:

13 Reichel, Lehrbuch, S. 241.



Seite |59

,Entnimm einer Zeichnung, welches spezielle Viereck vorzuliegen scheint, und
beweise diese Vermutung rechnerisch unter Verwendung des Parallelitdts- und

Orthogonalitatskriteriums sowie der Distanzformel!
a)A(413), B(-314),C(—4]-3),D(3]|-4) [..]*"

Danach folgen, wie schon erwahnt, Anwendungen im Bereich der analytischen Geometrie.

“I1> ist analog zu Kapitel zwdlIf aufgebaut.

Das Kapitel ,,13. Rdumliche Koordinatengeometrie
Es beginnt auch mit der Beschreibung des Koordinatensystems, danach werden zuerst Pfeile
und damit der Begriff des Vektors definiert, anschlieRend die Rechenoperationen
besprochen. In diesem Kapitel wird, dhnlich wie in friiheren Schulbiichern, auch der Begriff
der Linearkombination definiert, jedoch nicht so ausfiihrlich behandelt. Erkldren Iasst sich
dies wieder durch den Lehrplan, da dieser Begriff 1989 kein Bestandteil mehr war.
Anzumerken ist auch, dass im Kapitel ,13.6 Skalares Produkt von Vektoren-
Orthogonalitat“**® das Skalare Produkt fir den dreidimensionalen Fall hergeleitet und darauf
hingewiesen wird, dass es unendlich viele orthogonale Vektoren zu einem Vektor gibt. Die
Einflihrung des Vektoriellen Produkts ist im Lehrplan aber erst fur die 6.Klasse vorgesehen,
genau wie das Arbeiten mit Ebenengleichungen, denn auch im Bereich der Anwendungen
werden hier nur die Parameterdarstellung der Geraden und die Lagebeziehung zweier
Geraden erlautert. Erwdhnenswert ist auch, dass im letzten Teil dieses Kapitels auch auf den

n-dimensionalen Fall und das Rechnen mit n-Tupel eingegangen wird, wie es im Lehrplan

verankert ist.

Im Zusammenhang mit den Forderungen des Lehrplans aus 1989 ist deutlich zu erkennen,
dass auf die Hinfihrung zum selbstdandigen Arbeiten der Schilerlnnen geachtet wurde.
Durch den Aufbau und die Struktur des Buches ist es einem/einer Schilerln moglich den
Stoff selbst zu erlernen, zu wiederholen oder nachzuvollziehen. Es stellt durch seine
Anschaulichkeit fur die/den Lernende/n eine Hilfe im Lernprozess dar. Durch viele
graphische Darstellungen und vollstandig vorgerechnete Beispiele wird die Verstandlichkeit
verstarkt. Auf einige Satze und Definitionen wurde verzichtet, vieles wird in ausfuhrlicheren

Texten und mit Beispielen erklart.

14 Reichel, Lehrbuch, S. 242.

Reichel, Lehrbuch, S. 258-284.
Reichel, Lehrbuch, S. 277-279.

115
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Es lasst sich abschlielend festhalten, dass sich Reichels Einstieg in die Vektorrechnung
wesentlich von seinem Vorganger Laub unterscheidet. Von Anfang an ist die Verbindung
zwischen geometrischer Betrachtung und der algebraischen Behandlung gegeben und wird

immer wieder betont.

3.5. Mathematik Lehrbuch 5 aus dem Jahr 2004, herausgegeben von Stefan Go6tz

und Hans-Christian Reichel

Dieses Lehrbuch wurde von Univ.-Prof. Mag. Dr. Hans-Christian Reichel bzw. Ao. Univ.-Prof.
Mag. Dr. Stefan Gotz herausgegeben und am 17. Juli 2004 fir den Unterrichtsgebrauch in
den 5.Klassen der allgemein bildenden hoheren Schulen durch das Ministerium fiir Bildung,

Wissenschaft und Kultur geeignet erklart.

Grundsatzlich l3sst sich sagen, dass es sich von dem Schulbuch aus dem Jahr 1989 kaum
unterscheidet.  Auch  hier ist die Vektorrechnung im  Kapitel ,Ebene

“!17 7u finden. Die raumliche Koordinatengeometrie ist, wie im neuen

Koordinatengeometrie
Lehrplan aus 2004 festgelegt, in die 6. Klasse gewandert. Im Bereich der Vektoren der Ebene
sind jedoch nur geringe Unterschiede zu erkennen. Neben Formatierung, geanderter
Rechtschreibung und teilweise anderen Variablen bei Definitionen und Erklarungen wurden
zum Teil auch Zahlen in Beispielen bzw. die Anzahl der Unterpunkte bei den Aufgaben
gedndert. Hinzugekommen ist ein Absatz Uber Kraftvektoren und in der Definition des
Einheitsvektors wurde der Begriff kollinear durch parallel ersetzt.

Die grundsatzliche Strukturierung und Uberschriften sind auch identisch, nur beim fiinften

Unterkapitel ist jetzt zu lesen: ,Das skalare Produkt — Definition und Anwendungen‘*'2. |

n
diesem Bereich sind nun auch die wesentlichsten Verdanderungen zu erkennen. So ist
aufgrund der lehrplanmiRigen Anderungen ,4.Winkel zwischen zwei Vektoren — VW-
Formel“!*? hinzugekommen. Hier wird mit Hilfe des Cosinussatzes die Vektor-Winkel-Formel

hergeleitet:

17 Gotz, Stefan; Reichel, Hans-Christian; Muller, Robert; Laub, Josef; Hanisch, Glinter; Mathematik — Lehrbuch

5, 1. Auflage Wien 2004, S. 214 — 247.
18G6tz, Reichel, Mathematik, 2004, S.228-232.

119G6tz, Reichel, Mathematik, 2004, S. 229, 230.
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ab
|alb|
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,VW-Formel: cosq(a, I;) = =a,

Im danach folgenden Beispiel ist diese Formel nochmals angewendet worden. Ein weiteres
Unterkapitel ist ,,5. Projektion eines Vektors auf einen anderen - VP-Formel”, auch wenn dies
nicht explizit im Lehrplan von 2004 erwahnt ist. Hier wird nun mit einem Beispiel iber die

VW-Formel folgendes motiviert:

»VP-Formel: Die Normalprojektion bj des Vektors b auf den Vektor a(+ o) hat die

orientierte Lange p(b,) = |b| - cos<(a,b) = b - ag

Der Vektorbj selbst hat die Darstellungbj = p(b—a) .M

23.Abbildung

Danach folgen Aufgaben, wobei die erste Seite dieselben beinhaltet, wie im Schulbuch aus
1989. Erst auf der zweiten Seite sind Beispiele zu den beiden neuen Formeln zu finden.
Ahnlich wie zuvor sind hier einfache Rechenbeispiele zur Ubung der Formeln und Fragen zur

Theorie zusammengefasst.

AbschlieRend lasst sich nun festhalten, dass die wesentlichsten Anderungen in diesem
Schulbuch aus dem Jahr 2004 durch das Wegfallen der rdumlichen Koordinatengeometrie
und das Hinzukommen der Formel zur Berechnung von Winkeln zwischen zwei Vektoren

gegeben ist.

3.6. Conclusio

Zusammenfassend ldsst sich nun sagen, dass die Entwicklung, angefangen beim Aufbau und
der Struktur der untersuchten Schulbiicher der 5.Klassen, sehr grof} ist. Die Unterschiede in
Gestaltung und Layout sind natirlich auf Grund der technischen Entwicklung in diesem

Bereich nicht zu beachten. Blickt man aber in das erste untersuchte Schulbuch aus dem Jahr

120G6tz, Reichel, Mathematik, 2004, S. 230.

21G6tz, Reichel, Mathematik, 2004, S. 230.
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1967 so erinnert es nach heutigen MaRstdben eher an ein Lehrbuch fiir die Universitat, als
an eine Lerngrundlage fiir 15jahrige Schiilerinnen. Wenig Ubungsaufgaben, viele
theoretische Erlduterungen, Definitionen, Sdatze und Beweise aber kaum Motivationen aus
dem Alltag oder anderweitige Begriindungen fir die Einfihrung einzelner Begriffe.
Mathematik als Ansammlung von Merksdtzen und Regeln und kaum Beispiele zur
Umsetzung. Doch mit jedem weiteren Schulbuch dreht sich diese Aufteilung um. Die
Ubungsaufgaben und vor allem vorgerechnete Beispiele zur Verdeutlichung der
theoretischen Erkldarung treten immer mehr in den Vordergrund. Erstmals sind diese
Beispiele im Buch aus 1989 zu bemerken, davor nur bei jenen Kapiteln in denen es um das

Beweisen von Lehrsatzen geht.

Zur Struktur l3sst sich sagen, dass es nur im Lehrbuch aus dem Jahr 1978 ein Kapitel mit dem
Titel ,Vektorrechnung” gibt, obwohl auch hier die erste Definition im Bereich der
Kongruenzabbildungen zu finden ist. In den Schulbichern aus 1967/1968 und 1970 sind die
Definition eines Vektors und die Definition der Grundrechnungsarten im Kapitel der
Translationen zu finden, weiters gibt es das Kapitel des linearen Vektorraums und des
Skalaren Produkts zweier Vektoren. In den spateren Bilichern von Reichel gibt es in jenem
aus 1989 die beiden Kapitel ebene bzw. raumliche Koordinatengeometrie, in dem Schulbuch
aus 2004 nur noch die ebene Koordinatengeometrie. Man sieht also, schon der Titel des

Kapitels in dem die Einflihrung in die Vektorrechnung zu finden ist, verandert sich stark.

Daraus lasst sich schon erahnen, dass auch der Zugang zur Vektorrechnung eine Entwicklung
genommen hat. In den ersten beiden Biichern gibt es ausschlielich den geometrischen
Begriff des Vektors als Translationsvektor bzw. Pfeilklasse. Im Lehrbuch aus 1978 wird
erstmals auch der Vektor in Zeilen- bzw. Spaltenform und die damit verbundenen
koordinatenweisen Operationen betrachtet. In den danach folgenden Schulbiichern wird
von Beginn an auf den Zusammenhang dieser beiden Modelle Wert gelegt. So missen

beispielsweise Aufgaben zur Vektoraddition stets rechnerisch und graphisch gelost werden.

Die Anwendung der Vektorrechnung in der Analytischen Geometrie gibt es auch erstmals im
Buch aus 1978. Im Kapitel Analytische Geometrie werden mit Hilfe von Vektoren
Streckenmittelpunkte, Teilungspunkte von Strecken und der Schwerpunkt von Dreiecken
berechnet sowie Geradengleichungen bzw. Ebenengleichungen aufgestellt. In den spateren
Blichern werden diese Themen im selben Kapitel wie die Vektorrechnung selbst

durchgenommen. Davor sind diese Anwendungen in den Schulblchern gar nicht vertreten.
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Zum konkreten Lehrstoff ist zu sagen, dass bedingt durch den Lehrplan, einige Themengebiet
und Kapitel in den Schulblichern der 5. Klasse kommen und gehen. Am besten ist dies
meiner Meinung nach am Skalaren Produkt zu sehen. In den beiden dltesten Blichern gibt es
ein eigenes Kapitel zu diesem Thema, obwohl aufgrund der geometrischen
Herangehensweise die tatsachliche Berechnung nicht erklart wird und es der letzte Teil zur
Vektorrechnung in diesen Blichern ist. Im Jahr 1978 wurde das Skalare Produkt gar nicht ins
5.Klasse Buch aufgenommen, lehrplanmaRig ist es auch erst in der sechsten Klasse
angesiedelt. In neueren Blichern kommt das Skalare Produkt gleich nach den definierten
Grundrechnungsarten, also der Addition und Subtraktion mit Vektoren sowie der
Multiplikation mit einem Skalar. Anzumerken ist hier nochmals, dass der Betrag eines
Vektors in den ersten beiden Blichern mittels Skalarem Produkt hergeleitet wird, spater
schon viel friiher vorkommt, als das innere Produkt selbst und mittels Pythagoreischen

Lehrsatz erklart wird.

Ahnlich ist das , Auftauchen” von Kapiteln auch im Bezug auf die Dimension zu sehen. Auch
hier sticht das Buch aus 1978 heraus, welches von Beginn an Vektoren in der Ebene und im
Raum betrachtet. Wahrend in den Buichern der 5. Klasse aus 1967/68, 1970 und 2004 nur die
Vektorrechnung in der Ebene betrachtet wird, ist im Buch aus 1989 beides, jedoch in einem
jeweils eigenen Kapitel, vorhanden. Begriinden ldsst sich diese Wandlung durch die

Lehrplananderungen.

Wie sich die neuesten Mathematikblicher aus dem Jahr 2010 verandert haben und wie die
an diese Entwicklung anschlieBen, soll im nachsten Kapitel durch einen Vergleich von zwei
Lehrbiichern, die schon im Hinblick auf die Zentralmatura gestaltet wurden, festgestellt

werden.
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4. Die Vektorrechnung als Teil der Zentralmatura

Mit dem am 19. Juli 2010 im Nationalrat verabschiedeten Gesetz, wurde die Einflihrung
einer standardisierten, kompetenzorientierten Reifeprifung im AHS-Bereich ab dem
Schuljahr 2013/14 beschlossen. Zur Entwicklung einer schriftlichen Reifeprifung wurde das
Bundesinstitut fir Bildungsforschung, Innovation und Entwicklung des 0Osterreichischen
Schulwesens (BIFIE) beauftragt. Diese soll sich an den, in den Lehrpldnen festgehaltenen,
Kompetenzbereichen orientieren und aus Prifungsaufgaben bestehen, die an alle
Schiilerinnen in Osterreich dieselben Anforderungen stellen sowie objektiv beurteilt werden
konnen. Zur Entwicklung dieser Aufgaben, zur Feldtestung, Evaluierung und Betreuung der
Pilotschulen fiir eine standardisierte Reifepriifung arbeiten das BIFIE Wien, die
fachdidaktischen Kompetenzzentren (AECC- Austrian educational competence centre) der
Universitaten  Innsbruck und  Klagenfurt unter  Einbeziehung von  Praktikerlnnen

zusammen.m

Die Beweggriinde fur die Einfihrung der ,Zentralmatura“ wurden vom BIFIE wie folgt

formuliert:

,Durch die Einflihrung der Neuen Reifeprifung wird die Orientierung an
Kompetenzen gewadhrleistet und damit Objektivitdit, Transparenz  und
Vergleichbarkeit erhoht. [...] Das wesentliche Ziel der zentral erstellten Reifepriifung
in Mathematik ist die Sicherung von mathematischen Grundkompetenzen fir alle

dsterreichischen Maturantinnen und Maturanten.“**

Im Zuge des Schulversuchs ,Standardisierte schriftliche Reifeprifung in Mathematik” wurde
fiir dessen Konzeption, Vorbereitung sowie Durchfiihrung und Evaluation am 13.7. 2008 ein
Werkvertrag zwischen dem Bundesministerium fir Unterricht, Kunst und Kultur, welches
vom BIFIE vertreten wurde, und dem AECC-M (Institut fir Didaktik der Mathematik -
Osterreichisches Kompetenzzentrum fiir Mathematikdidaktik) abgeschlossen. Neben einer
zweieinhalbjahrigen Pilotphase in den Schuljahren 2009/10, 2010/11 und 2011/12, ist auch
eine zentrale schriftliche Reifeprifung in Mathematik im Mai 2012 in den beteiligten Klassen

Teil des Schulversuchs. Drei regionale Teams (West, Stid, Ost) arbeiten mit den Pilotschulen

122 BIFIE, Reife- und Diplompriifung, in: http://www.bifie.at/reife-und-diplompruefung, abgerufen am:

22.5.2011.
123 BIFIE, Die neue Reifeprufung in Mathematik an AHS, in: http://www.bifie.at/neue-reifepruefung-
mathematik, abgerufen am: 22.5.2011.
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zusammen und betreuen die Schulen bei der Durchfiihrung und Auswertung sowie

Interpretation und Bewertung der Testergebnisse.124

4.1. Ziele und Bildungstheoretische Orientierung

Die klar formulierten Ziele der Bildungsbehorde, die zur Einfihrung einer zentralen
schriftlichen Reifepriifung veranlassten, liegen im Bereich der Objektivierung und
Vergleichbarkeit. Die Kritikpunkte an der traditionellen schriftlichen Matura lassen sich aus
fachdidaktischer Sicht auch in diesen Gebieten finden. Kurzfristig verfiigbare mathematische
Fahigkeiten, eine Dominanz des Operativen und der rezeptartigen Reproduktion komplexer
Aufgabenstellungen aus dem von der Lehrperson festgelegten ,Kernstoff” sind nur einige
dieser Punkte. Langerfristig verfligbare Fahigkeiten und Dispositionen sowie

Grundkompetenzen werden kaum abgepruft.

Eine starkere Objektivierung soll nun durch die bundesweite Vereinheitlichung eines Teils
der schriftlichen Reifeprifung und deren zentrale Bewertung, die durch klassenfremde
Begutachterlnnen bzw. durch die Klassenlehrerinnen mittels Korrekturanleitung
vorgenommen wird, ermoglicht werden. Durch einheitliche Anforderungen an alle
Osterreichischen Maturantinnen mit Fokussierung auf die ,Grundkompetenzen”
(Kompetenzen von fachlicher und gesellschaftlicher Relevanz, die sorgfdltig ausgewahlt und
begriindet werden), soll gegen die Kritikpunkte der traditionellen Reifeprifung vorgegangen
werden. Zusammengefasst ist das wesentliche Ziel einer zentralen schriftlichen Reifeprifung
aus Mathematik die Sicherung mathematischer Grundkompetenzen fir alle

Maturantinnen.?

Neben den im Lehrplan formulierten mathematischen Kompetenzen im Bezug auf
Kenntnisse, Begriffe sowie mathematische Fahigkeiten und Fertigkeiten (darstellend-
interpretierendes, formal-operatives, experimentell-heuristisches, kritisch-argumentatives

Arbeiten), sind auch bildungstheoretische Aspekte bei der Zusammenstellung dieser

124Martin Dangl, Roland Fischer, Helmut Heugl, Bernhard Kropfl, Maria Liebscher, Werner Peschek, Hans-
Stefan Stiller, Das Projekt ,Standardisierte schriftliche Reifepriifung aus Mathematik”, Version 9/09;
Herausgegeben vom Institut fiir Didaktik der Mathematik -Osterreichisches Kompetenzzentrum fiir
Mathematikdidaktik- Fakultdt fir Interdisziplindre Forschung und Fortbildung - Alpen-Adria-Universitat
Klagenfurt, in: http://www.uni-klu.ac.at/idm/downloads/sRP-M_September_2009.pdf, abgerufen am
26.4.2011, S.3.

125 Dangl, Fischer, Heugl, Kropfl, Liebscher, Peschek, Stiller, Das Projekt ,Standardisierte schriftliche
Reifeprifung aus Mathematik“, S.5-6.
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Grundkompetenzen entscheidend. Lebensvorbereitung im engeren Sinne bzw. die Fahigkeit
zur Kommunikation mit Expertinnen und der Allgemeinheit in einem weiteren Sinne wird als
Orientierungskonzept fiir die Auswahl der Inhalte gesehen. Die Befdhigung
Expertenmeinungen einzuholen, zu verstehen, zu bewerten, umzusetzen und zu reflektieren
ist Ziel der Lebensvorbereitung an weiterfihrenden Schulen. Unumganglich ist dazu
Grundwissen (Kenntnisse (ber Begriffe, Konzepte, Darstellungsmoglichkeiten und
Anwendungsgebieten), das die Voraussetzung fiir die Kommunikation darstellt. Reflexion

bzw. Reflexionswissen ist wiederum notig fir einen verstandigen Umgang mit Grundwissen.

126

Innerhalb der mathematischen Grundkompetenzen werden die vier Inhaltsbereiche Algebra
und Geometrie, funktionale Abhadngigkeit, Analysis sowie Wahrscheinlichkeit und Statistik
unterschieden, die Vektorrechnung ist in ersteren zu finden. Bildungstheoretisch ist in
diesem Bereich der Wechsel zwischen der Deutung algebraischer Objekte in der Geometrie

und der Darstellung geometrischer Objekte in der Algebra von grofRer Bedeutung.

Im Rahmen des Schulversuchs ,Standardisierte schriftliche Reifeprifung in Mathematik”
wurden Grundkompetenzen formuliert und konkrete Aufgaben erarbeitet. Aufgrund der
ersten beiden Pilottests (genauere Erlduterung dazu im néachsten Kapitel) und der
Zusammenarbeit mit den Dbeteiligten Lehrpersonen wurden die formulierten
Grundkompetenzen bereits erneut liberarbeitet. Im Bereich der Vektorrechnung ist bis dato

folgendes festgelegt:
»,Vektoren
* Vektoren als Zahlentupel verstandig einsetzen und im Kontext deuten kénnen

e Vektoren geometrisch (als Punkte bzw. Pfeile) deuten und verstandig

einsetzen kénnen

¢ Definition der Rechenoperationen mit Vektoren (Addition, Multiplikation mit
einem Skalar, Skalarmultiplikation) kennen, Rechenoperationen verstandig

einsetzen und (auch geometrisch) deuten kbnnen

e Geraden durch (Parameter-)Gleichungen in R? und R angeben konnen;

Geradengleichungen interpretieren konnen; Lagebeziehungen (zwischen

126 Dangl, Fischer, Heugl, Kropfl, Liebscher, Peschek, Stiller, Das Projekt ,Standardisierte schriftliche

Reifeprifung aus Mathematik”, S.7-10.
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Geraden und zwischen Punkt und Gerade) analysieren, Schnittpunkte

ermitteln kdnnen

* Normalvektoren in R? aufstellen, verstindig einsetzen und interpretieren

kdnnen

Anmerkung: Vektoren sind als Zahlentupel, also als algebraische Objekte, zu
verstehen und in entsprechenden Kontexten verstandig einzusetzen. Punkte und
Pfeile in der Ebene und im Raum miissen als geometrische Veranschaulichung dieser
algebraischen Objekte interpretiert werden kénnen. Die geometrische Deutung der
Skalarmultiplikation (in R* und R®) meint hier nur den Spezialfall a-b = 0. Geraden
sollen in Parameterform, in R® auch in parameterfreier Form, angegeben und

interpretiert werden kénnen.“*?’

Man erkennt hier, dass die grundlegenden Punkte der Vektorrechnung (Vektoraddition,
Multiplikation mit einem Skalar, inneres Produkt, Normalvektoren, etc.) aus dem giiltigen
Lehrplan von 2004 auch in den Grundkompetenzen vorhanden sind. Der meiner Meinung
nach wohl wichtigste Aspekt wird aber nur in den Grundkompetenzen formuliert und in der
Anmerkung sogar noch genauer beschrieben. Das Verstiandnis fiir Vektoren als
geometrisches und arithmetisches Objekt der Mathematik, als Zahlentupel sowie Punkte
bzw. Pfeile und vor allem die Deutung und Losung im Kontext eines Beispiels sind

entscheidende Punkte der Grundkompetenzen im Bereich der Vektorrechnung.

Vor allem die Bearbeitung von Vektoren in unterschiedlichen Zusammenhangen wird in den

Aufgabestellungen der Pilottests deutlich.

4.2. Die Pilottests

Die vier Pilottests sind ein wesentlicher Teil des Schulversuchs und des
Evaluierungsprozesses, in dem konkrete Aufgaben zu den Grundkompetenzen an die
Schilerlnnen ausgegeben werden. Diese Tests und deren Ergebnisse werden mit den

beteiligten Lehrerinnen diskutiert, und sollen Kenntnis Uiber die Erreichbarkeit der

27 Aktualisierte Grundkompetenzen zu den Inhaltsbereichen "Algebra und Geometrie" und "Funktionale

Abhangigkeiten" sowie zur "Beschreibenden Statistik", in: http://www.uni-
klu.ac.at/idm/downloads/Grundkompetenzen | NEU_101206.PDF, abgerufen am: 26.4.2011.
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vorgegebenen Grundkompetenzen und die Angemessenheit der Aufgabenstellungen geben.
Neben diesen Pilottests werden auch Vergleichstests an nicht betreuten Schulen
durchgefiihrt. Sie enthalten dieselben Aufgabenstellungen und sollen Informationen Uber
die Erflllung der Aufgaben geben, wenn die Schilerlnnen nicht auf die Tests speziell

vorbereitet wurden.®

Der erste Pilottest wurde vom 1. bis 5.3.2010 durchgefiihrt, die Schilerlnnen der
Vergleichsschulen bearbeiteten ihn in den beiden folgenden Wochen. In jeder Klasse wurden
zwei Testhefte (A1, B1) ausgegeben und im Anschluss von den jeweiligen Klassenlehrerlnnen
anhand der mitgelieferten Korrekturanleitungen korrigiert. Es handelte sich dabei um Inhalte
der 5.Klasse. Insgesamt nahmen 20 Pilotschulen an diesem ersten Test teil, es waren 49
Klassen mit 994 Schilerinnen. Davon wurde an 508 das erste und an 486 das zweite Testheft

129

ausgegeben.””” Bei den 8 Vergleichsschulen handelte es sich um 21 Klassen und 396

Schilerinnen, wobei 194 Testheft Al und 486 Testheft B1 erhielten.'*
Im ersten Testheft (A1) ist ein Beispiel zur Vektorrechnung enthalten:
A4 Radsportler

Aus dem Trainingsprotokoll geht hervor, dass ein Radsportler am ersten Tag a;
Stunden mit einer durchschnittlichen Geschwindigkeit b; km/h gefahren ist. Am
zweiten Tag fuhr er a, Stunden mit einer durchschnittlichen Geschwindigkeit von b,
km/h und am dritten Tag schlieBlich as  Stunden mit  einer
Durchschnittsgeschwindigkeit von bs km/h. Die pro Tag gefahrenen Stunden werden
im Vektor A dargestellt, die jeweiligen durchschnittlichen Geschwindigkeiten

beschreiben den Vektor B.
Aufgabenstellungen
(i) Was bedeutet A-B in diesem Kontext?

(ii) Was bedeutet 1,15-B in diesem Kontext?“***

128 Dangl, Fischer, Heugl, Kropfl, Liebscher, Peschek, Stiller, Das Projekt ,,Standardisierte schriftliche

Reifepriifung aus Mathematik“, S.14.

129 Ergebnisse des 1. Pilottests in den Pilotschulen, in: http://www.uni-
klu.ac.at/idm/downloads/Ergebnisse_Pilottest_1.pdf, abgerufen am 22.5.2011.

130 Ergebnisse des 1. Pilottests in den Vergleichsschulen, in: http://www.uni-
klu.ac.at/idm/downloads/Ergebnisse_Pilottest_1_Vergleichsschulen.pdf, abgerufen am 22.5.2011.

131 Testheft A1, in: http://www.uni-klu.ac.at/idm/downloads/Testheft_A1l.pdf, abgerufen am 22.5.2011.
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In der Korrekturanleitung wurde auch angemerkt, dass diese Aufgabe als falsch gewertet
wird, wenn nur die algebraische Erklarung des Skalaren Produkts bzw. der Multiplikation

eines Vektors mit einem Skalar angefiihrt ist, und der Kontextbezug fehlt.

Diese Aufgabe wurde von 7% der 508 Schiilerlnnen aus den Pilotklassen geldst und von 13%

der 194 Schilerlnnen aus den Vergleichsschulen.**?
Das zweite Testheft (B1) enthalt zwei Aufgaben zum Bereich der Vektoren:
,B14 Verkauf

In einem kleinen Laden werden 12 Produkte zum Verkauf angeboten. Die
Verkaufspreise aller 12 Produkte werden in einem ,Preisvektor” P (bersichtlich
zusammengefasst, ein ,lLagerbestandsvektor” L fasst die Anzahl der vor der
Ladeneroffnung je Produkt vorhandenen Warenzahlen Ubersichtlich zusammen, ein

»Verkaufsvektor” V zeigt je Produkt die Anzahl der an diesem Tag verkauften Stiicke:
pP1 Iy 121
P12 li2 V12

Stellen Sie in Form von Vektorformeln

Aufgabenstellungen

(i) den Lagerbestand S bei Geschaftsschluss
(ii) den Umsatz U des Geschaftstages
dar! (Hinweis: Umsatz = Summe alle Verkaufserldse)”

B15 Vektoren

Gegeben seien die Punkte P, Q, und R sowie die Vektoren &,I; und ¢ wie in der

folgenden Zeichnung dargestellt.

132 Ergebnisse des 1. Pilottests in den Pilotschulen bzw. den Vergleichsschulen.
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X2

2]
=]

X1

af

Aufgabenstellung

Kreuzen Sie in jeder Zeile an, ob die in der linken Spalte angegebene
Gleichung gelten kann! Falls ja, geben Sie auch den entsprechenden

Parameterwert an!

i=th.te R: Ogiltmitt=....... O kann nicht gelten
b=tc,te R: O giltmitt=_...... O kann nicht gelten
Q=P+tc,te R: O gilt mitf= ..., O kann nicht gelten

133

Laut Korrekturanleitung sind diese Aufgaben nur dann richtig gelost, wenn alle Aufgaben

richtig geldst bzw. richtig angekreuzt sind.

Aufgabe B14 wurde von 25% Schilerlnnen aus den Pilotschulen richtig gelost, das darauf
folgende von 17%. In den Vergleichsschulen sah es dhnlich aus, 30% konnten das Beispiel

,Verkauf” und 18% die Aufgabe ,Vektoren” richtig losen.t®*

Dieser Test wurde ohne besondere Vorbereitung durchgefiihrt. Dies erklart meiner Ansicht

nach auch die geringen Unterschiede zwischen Pilot- und Vergleichsschulen. Er sollte die

133 Testheft B1, in: http://www.uni-klu.ac.at/idm/downloads/Testheft_B1.pdf, abgerufen am 22.5.2011.

134 Ergebnisse des 1. Pilottests in den Pilotschulen bzw. den Vergleichsschulen.
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tatsachliche Situation in den Schulen darlegen und er bestatigte die Ausgangsthese, dass

Schilerinnen groRe Defizite im Bereich der Grundkompetenzen haben. **°

Der zweite Pilottest wurde an den Pilotschulen in der Woche vom 18. bis 22.10.2010 und in
den Vergleichsschulen zwei Wochen spater durchgefiihrt. Es wurde in der 7.Klasse der Stoff
der 5. und vorwiegend 6. Klasse getestet. Auch bei diesem Test wurden in jeder Klasse zwei
Testhefte (A2, B2) ausgegeben und die Korrektur der Arbeiten wurde von den jeweiligen
Klassenlehrerlnnen anhand der mitgelieferten Korrekturanleitungen vorgenommen. Diesmal
nahmen 20 Pilotschulen mit 942 Schiilerlnnen und 7 Vergleichsschulen mit 354 Schilerinnen
teil. Das Testheft A2 erhielten 488 bzw. 187 Jugendliche, das zweite Testheft wurde an 454

bzw. 170 ausgegeben. **

Bei diesem Pilottest war die Vektorrechnung nur im zweiten Heft (B2) zu finden:

»,B212 Lagerhaltung
In einem Lagerhaltungsprogramm werden 125 Produkte verwaltet.
Fiir die Programmierung werden die folgenden Vektoren verwendet:

A (,Anfangsbestandsvektor”): Anzahlen der zu Wochenbeginn je Artikel
vorhandenen Waren

L1, L2, ... L6 (,Liefervektoren”): Anzahlen der am Montag, Dienstag, ... Samstag je
Artikel in das Lager angelieferten Waren

El, E2, ... E6 (,Entnahmevektoren”): Anzahlen der am Montag, Dienstag, ... Samstag
je Artikel aus dem Lager entnommenen Waren

S (,,Schlussbestandsvektor”): Anzahlen der zu Wochenende je Artikel vorhandenen
Waren

Aufgabenstellungen:

Vom Programm wird der Vektor S aus den Ubrigen Vektoren berechnet. Wie
misste die zutreffende Formel aussehen?

13 Ergebnisse des 1. Pilottests in den Pilotschulen.

Ergebnisse des 2. Pilottests in den Pilotschulen, in: http://www.uni-
klu.ac.at/idm/downloads/Ergebnisse_Pilottest_2.pdf bzw. Ergebnisse des 2. Pilottests in den Vergleichsschulen,
in: http://www.uni-klu.ac.at/idm/downloads/Ergebnisse_Pilottest_2_Vergleichsschulen.pdf, abgerufen am
23.5.2011.

136
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Der Vektor E wird durch die Formel E=E1 + E2 + E3 + E4 + E5 + E6 berechnet.

Was gibt der Vektor E an?

In der Korrekturanleitung fur die Lehrpersonen ist folgendes zu diesem Beispiel zu lesen:

,B212 Lagerhaltung
Losung:

S=A+L1+|_2+|_3+L4+L5+L5—E1—E2—E3—E4—E5—E5

Der Vektor E gibt die Anzahlen der an allen Wochentagen je Artikel aus dem Lager

entnommenen Waren an.

Bemerkung: Die Aufgabe gilt nur dann als richtig gelost, wenn beide Antworten

richtig gewertet werden.

Bemerkungen: Im ersten Aufgabenteil werden alle dquivalenten Schreibweisen als
richtig gewertet. Auch ein Vorgriff auf den zweiten Aufgabenteil, also das Verwenden
des Vektors E wird toleriert; eine Kurzschreibweise unter Verwendung eines Vektors
L wird aber nur dann als richtig gewertet, wenn L auch ersichtlich definiert wird. Im
zweiten Aufgabenteil werden auch Kurzantworten (wie etwa ,alle in dieser Woche

entnommenen Warenanzahlen®) als richtig gewertet.”138

Man sieht, dass dhnlich wie beim ersten Pilottest auf die Kontextualisierung bei der Losung

der Aufgabe viel Wert gelegt wird. Richtig gel6st wurde dieses Beispiel von 44% der

Schilerinnen der Pilotschulen und von 39% der Jugendlichen an den Vergleichsschulen.*

Zwei weitere Pilottests im Oktober 2011, zu den Inhalten der 5., 6. und 7. Klasse, sowie im

Februar 2012 zu den Inhalten der 5.-8. Klasse sollen durchgefiihrt werden. Mit deren Hilfe

sollen die Aufgaben fir die zentrale schriftliche Reifeprifung in den Versuchsschulen im Mai

2012 zusammengestellt werden.

Wie nun diese Verdanderungen im Bereich der schriftlichen Reifeprifung in die erneuerten

Schulbiicher fur die Oberstufe mit einflieRen, wird im nachsten Abschnitt behandelt werden.

137
138

Testheft B2, in: http://www.uni-klu.ac.at/idm/downloads/Testheft_B1.pdf, abgerufen am 22.5.2011.
Korrekturanleitung zum Testheft B2, in:http://www.uni-

klu.ac.at/idm/downloads/Pilottestl_KorrAnleitungen_TestheftB1.pdf, abgerufen am 23.5.2011.

139

Ergebnisse des 2. Pilottests in den Pilotschulen bzw. den Vergleichsschulen.
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4.3. Die neuen Schulbiicher

Im Jahr 2010 sind im 6bv Verlag zwei Lehrblicher fir die 5. Klasse erschienen, die im Hinblick
auf die Zentralmatura neu Uberarbeitet wurden, jenes herausgegeben von Univ.-Prof. Mag.
Dr. Hans-Christian Reichel und Ao. Univ.-Prof. Mag. Dr. Stefan Gotz, also die neuste Auflage
der im letzten Kapitel analysierten Blicher, und das von Univ.-Prof. Mag. Dr. Glinther Malle

,Mathematik verstehen 5“.

Bei beiden Schulbiichern wird auf das neue Konzept und die Weiterentwicklung fir die
Zentralmatura hingewiesen. Sie sind auf die Sicherung der Grundkompetenzen und auf einen
grundkompetenzorientierten Unterricht ausgerichtet. Beide Blicher haben zu Beginn jedes
Kapitels Grundkompetenzen formuliert, sodass die Schiilerinnen selbststandig

nachvollziehen kénnen, was in diesem Kapitel bearbeitet wird. 140

In beiden Blichern wurden auch Kategorien erstellt bzw. Komplexitatsstufen entwickelt. Im
Buch von Malle wird zwischen zwei Arten von Beispielen unterschieden, jene die die

141 1n der Publikation

Grundkompetenzen abdecken und andere die zur Vertiefung dienen.
von Go6tz und Reichel wird zwischen Aufgaben, die Grundkenntnisse und Grundkompetenzen
abfragen, jenen mit mittlerem Niveau die etwas komplexer sind und jenen die besonders auf
kreatives Argumentieren und eigenstandiges Beweisen ausgelegt sind und fiir die miindliche

Reifeprifung in Mathematik gedacht sind, unterschieden.'*?

Eine weitere Neuerung, die in beiden Bilichern zu finden und auf die Zentralmatura
ausgerichtet ist, sind die ,Tests“ zur selbstindigen Uberpriifung des Wissens der
Schilerlnnen. Im Buch von Go6tz und Reichel sind am Ende jedes Kapitels so genannte
Kompetenzchecks zu finden, die aus Fragen zur Theorie und konkreten Beispielen bestehen
und deren Lésungen am Ende des Buches zu finden sind. Diese Ubungen sollen den
neuartigen Maturaaufgaben entsprechen. Auch im Buch von Malle werden Aufgaben dieser

Art angeboten. Am Ende jedes Kapitels gibt es einen eigenen Abschnitt ,Kontrolle:

140 peichel Mathematik Konzeption, in:

http://www.oebv.at/sixcms/list.php?page=titelfamilie&titelfamilie=Reichel+Mathematik&modul=konzeption,
abgerufen am 24.5.2011 bzw. Mathematik verstehen Konzeption, in:
http://www.oebv.at/sixcms/list.php?page=titelfamilie&titelfamilie=Mathematik+verstehen&modul=konzeptio
n, abgerufen am 24.5.2011.

1t Malle, Glinther; Koth, Maria; Woschitz, Helge; Malle, Sonja; Salzger, Bernhard; Ulovec, Andreas; Mathematik
verstehen 5, 1. Auflage, Wien 2010.

142 Gotz, Stefan; Reichl, Hans-Christian; Miller, Robert; Hanisch, Glinter; Mathematik 5, 1. Auflage, Wien 2010,
S.7.



74 |Seite

Grundwissen und Grundkompetenzen®, der in diese beiden Punkte geteilt ist. Auch hier sind
also theoretische Fragen und Beispiele angefiihrt, die Losungen dazu sind nicht im Buch
selbst abgedruckt. Zusatzlich gibt es am Ende des Buches die Selbstkontrolle. Dort sind
Multiple Choice-Aufgaben zu jedem Kapitel und die zugehorigen Losungen veroffentlicht.

Auch hier wird auf die gezielte Maturavorbereitung mittels dieser Ubungen hingewiesen.143

Man sieht also schon deutlich, beide Biicher sind auf die neue, zentrale schriftliche
Reifeprifung in Mathematik abgestimmt und vorbereitet. Wie sieht aber die tatsachliche
Umsetzung der Vektorrechnung in den Werken aus? Wie wurden die Grundkompetenzen
formuliert und umgesetzt? Wie sind die Beispiele gestaltet? Dazu mehr in den néachsten

beiden Abschnitten.

4.3.1. Mathematik 5, herausgegeben von Stefan Go6tz und Hans-Christian Reichel

Genau wie im Vorganger aus dem Jahr 2004 ist die Vektorrechnung im Kapitel , Ebene

uld4

Koordinatengeometrie zu finden. Dieser Abschnitt beginnt mit einer Auflistung von

Kompetenzen, die die Schiilerlnnen am Ende beherrschen sollten:

»In diesem Kapitel wirst du (in der 5.Klasse auf die x-y-Ebene beschrankt)

e Punkte, Pfeile (Krafte) und Pfeilscharen (Vektoren) durch Koordinaten
beschreiben,

e Vektoren addieren, subtrahieren und auf verschiedene Arten ,multiplizieren”,
e mit Kraften rechnen,
e die Lage von Geraden zueinander bzw. zu Punkten rechnerisch untersuchen,

* beizwei einander schneidenden Geraden den Schnittpunkt und den Schnittwinkel
berechnen,

¢ den Abstand eines Punktes von einer Geraden bestimmen,

« mit diesen Kompetenzen weiter interessante geometrische Probleme l6sen.“**

Man erkennt, dass sich diese Formulierung in etwa mit jenen Grundkompetenzen der

Projektgruppe ,Standardisierte schriftliche Reifeprifung aus Mathematik” decken. Aus dem

3 Reichel Mathematik Konzeption, bzw. Mathematik verstehen Konzeption.

Gotz, Reichel, Mathematik, 2010, S. 226-265.
Gotz, Reichel, Mathematik, 2010, S. 226.

144
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ersten Punkt lasst sich der Zusammenhang zwischen dem geometrischen und arithmetischen
Aspekt der Vektorrechnung herauslesen. Extra betont wird in dieser Auflistung der Bezug zu

Kraften bzw. Kraftvektoren, dies spiegelt sich auch in den darauf folgenden Beispielen wider.

Grundsatzlich Iasst sich sagen, dass sich die Struktur, der Aufbau, die theoretischen
Erlduterungen und die Beispiele nicht von dem Lehrbuch aus 2004 unterscheiden. Eine
Anderung bei der Formatierung zeigt nun noch klarer die Unterschiede zwischen
Definitionen, Satzen/Regeln, vorgerechneten Beispielen und Aufgabenstellungen, die
wiederum markiert sind und so zwischen unterstem, mittlerem und hochstem Niveau
unterschieden werden kann. Diese Differenzierung wurde durch eine deutliche Farbgebung

erzielt.

Bei genauerem durchsehen erkennt man, dass einige der KapitelUberschriften gedandert bzw.
umformuliert wurden. Dazu wird folgende Erklarung am Beginn des Buches gegeben, wo
sehr genau der Aufbau und der Gebrauch des Werkes beschrieben, und eine Definition zum

Begriff ,mathematische Kompetenzen” gegeben werden:

yInnerhalb der Kernkapitel wird in kleinen, Gberschaubaren Subkapiteln am Erwerb
konkreter Kompetenzen gearbeitet. Die Uberschriften der Unterkapitel bezeichnen
diese Kompetenzen. Unter einer spezifischen mathematischen Kompetenz versteht
man dabei die Fahigkeit, eine bestimmte Handlung an einem bestimmten Inhalt auf

einem bestimmten Anforderungsniveau (Komplexititsgrad) auszufihren.“**®

Durch diese Anderung sind meiner Meinung nach die Uberschriften etwas deutlicher,
einfacher in ihrer Formulierung und vor allem als Aufforderung an die Schiilerinnen verfasst.
So zum Beispiel hieB es im Buch aus 2004 ,Zwei Grundaufgaben fiir das Rechnen mit

uld7

Punkten und Pfeilen“™. Im neuen Buch ausgelegt flur die Zentralmatura wurde diese

Untertberschrift so formuliert: ,Zwei Grundaufgaben fiir das Rechnen mit Punkten und

Pfeilen beherrschen**,

Neu ist in diesem Schulbuch, dass ganz klar ein Zusammenhang zwischen dem Rechnen mit

reellen Zahlen und jenem mit Vektoren aus dem R? dargelegt wird.

196 G&tz, Reichel, Mathematik, 2010, S. 6.

Gotz, Reichel, Mathematik, 2004, S. 215.
Gotz, Reichel, Mathematik, 2010, S. 227.
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,Beachte weiter, dass das Addieren und Subtrahieren reeller Zahlen auf der
Zahlengerade R als Addition und Subtraktion von eindimensionalen Vektoren
aufgefasst werden kann. Oder umgekehrt gesagt: Dass die Vektoraddition und
Vektorsubtraktion in der Zeichenebene R* die Ausweitung des Rechnens mit reellen
Zahlen von der eindimensionalen Zahlengerade auf eine zweidimensionale Ebene

darstellt. [...] Vektoren werden so zu ,mehrdimensionalen” Zahlen.“**

Auch ein Beispiel gibt es zu dieser Uberlegung.

w»Berechne” a. 3+2-7-1 b. -4+7-2+3 graphisch auf der Zahlengeraden, indem du die
gegebenen Zahlen wie auch das Ergebnis als ,,eindimensionale” Vektoren deutest und

durch Pfeile repréasentierst! Beginne dabei im Ursprung! Verwende Farben!“**°

Zusatzlich wird am Ende des Kapitels, im Exkurs, die Frage betrachtet ,Gibt es eine
eindimensionale Geometrie?“. Ich kann mir durchaus vorstellen, dass es sinnvoll ist, diese
Erlduterungen in der 6. Klasse nochmals aufzugreifen um dann Ubergang von der

zweidimensionalen zur dreidimensionalen Vektorrechnung zu motivieren und verdeutlichen.

Wie aus den Kompetenzen schon ersichtlich, nimmt das Rechnen mit Kraften eine groRRere
Bedeutung als in den friiheren Bichern ein. So ist eine zu erlangende Kompetenz, das

Beschreiben von Einzelkriften durch Vektoren und deren Komponenten.*!
Bevor man gegen Ende des Kapitels zu den Kompetenzchecks kommt, ist folgendes zu lesen:

,Blattere dieses Kapitel nochmals Seite fir Seite durch und Uberpriife anhand des
nachfolgenden Kompetenzchecks, ob du die jeweils in den Uberschriften genannten

Kompetenzen (im gewiinschten Anspruchsniveau) erworben hast!“!*2

In 14 Beispielen werden nun die Grundbegriffe der Vektorrechnung behandelt. Ein Beispiel
besteht dabei immer aus zwei Teilen. Auf der einen Seite soll eine konkrete Rechenaufgabe
geldst werden, auf der anderen Seite theoretische Fragestellungen und Uberlegungen die
dazu passen angestellt werden. So sollen beispielsweise die Vektoren AB und BA sowie ﬁ

und ABT berechnet werden, die zugehorigen Regeln formuliert und zusatzlich Gberlegt

werden, in welchen der drei Eigenschaften eines Vektors die beiden Pfeile jeweils

%% G6tz, Reichel, Mathematik, 2010, S. 234.

Gotz, Reichel, Mathematik, 2010, S. 236.
Gotz, Reichel, Mathematik, 2010, S. 231.
Gotz, Reichel, Mathematik, 2010, S. 260.
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ibereinstimmen bzw. in welchen sie sich unterscheiden. Ahnlich sind die Beispiele gestaltet
wenn es um die Ermittlung des Betrags oder den Winkel zwischen zwei Vektoren geht. Am
Ende des Buchs sind zu allen Kompetenzchecks Lésungen sowohl zu den Rechenbeispielen
als auch zu den Fragen angegeben. Dabei wurde darauf geachtet, dass diese Seiten genauso

formatiert sind, die griine Farbe weist darauf hin, dass es sich um die Losungen handelt.

Alles in allem I3sst sich also sagen, dass der grundsatzliche Aufbau und die Beispiele des
Reichel-Go6tz Buches gleich geblieben sind, der Fokus aber auf die zu erlangenden
Kompetenzen, deren Umsetzung in Beispielen und vor allem auf dem Verstdndnis der

Schilerlnnen fiir die umgesetzten Regeln und Formeln liegt.

4.3.2. Mathematik verstehen 5, herausgegeben von Giinther Malle

Im Vergleich zu den bisher vorgestellten Blichern ist dieses von Glinther Malle schon von
Aufbau und der Struktur sehr verschieden. Die Vektorrechnung ist in vier Kapiteln zu finden.

153

Das erste tragt den simplen Titel ,Vektoren und soll folgende Grundkompetenzen

abdecken:

e Vektoren als Zahlenpaare verwenden und im Kontext interpretieren kénnen.

e Definitionen der Rechenoperationen fiir Vektoren (Addition, Multiplikation,
Multiplikation mit einem Skalar, Skalarprodukt) kennen und mit Vektoren
rechnen kénnen.

e Sachverhalte in Anwendungssituationen mit Vektoren beschreiben kénnen

und umgekehrt Vektorausdricke in Anwendungssituationen interpretieren

kénnen. >

Nach diesen drei Gesichtspunkten ist das ganze Kapitel aufgebaut. Es beginnt mit der
Beschreibung eines Zahlenpaars (a,|a,), das man als Vektor aus R? bezeichnet und einigen
Beispielen, die diese Beschreibung verdeutlichen sollen, wie das monatliche Taschengeld,
wobei die erste Komponente die Einnahmen und die zweite die Ausgaben ist oder
monatliche Handykosten wo das Zahlenpaar aus Grundgebihr und Verbrauch besteht.

Danach folgen sieben Beispiele dieser Art:

153 Malle, Mathematik verstehen 5, 5.204-215.

154 Malle, Mathematik verstehen 5, 5.204.
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,Beate und Dora haben zwei Tests absolviert. Bei jedem Test konnte man 20 Punkte
erreichen. Beate erhielt auf den ersten Test 15 Punkte und auf den zweiten 18
Punkte. Dora erhielt jedes Mal zwei Punkte weniger als Beate. Schreibe den Vektor

aus ]Rzan, der

a) Beates Punktezahl bei den beiden Tests angibt,
b) Doras Punktzahl bei den beiden Tests angibt,

c) die Punktezahl der beiden Maddchen beim ersten Test angibt,

d) die Punktezahl der beiden Madchen beim zweiten Test angibt!“*>

Auch im nachsten Abschnitt, ,Rechnen mit Vektoren” werden Summe, Differenz, Vielfache
von Vektoren anhand solcher Beispiele erklart, die jeweiligen Rechengesetzte erlautert

sowie der Null- und Gegenvektor definiert.

»In einem Gymnasium gibt es zwei fiinfte Klassen. Es sei S = (s;|s,) der Vektor, der

die Schiilerzahlen in der 5A bzw. 5B angibt.

a) Wie lautet der Vektor S’, der die Schiilerzahl in den beiden Klassen angibt, wenn
in der 5A zwei Schiler dazukommen und in der 5B einer weggeht?

b) Wie lautet der Vektor S”, der die Schiilerzahl in den beiden Klassen angibt, wenn

5 Schiiler von der 5A in die 5B wechseln?“**®

Auch einfache Rechenbeispiele und Beweise zu den Rechengesetzen sind Teil der Aufgaben.
Danach wird das Skalare Produkt von Vektoren behandelt, wobei auch hier ein Beispiel in
einer Anwendungssituation zur Motivation hergenommen wurde (Gesamtkosten =
Stlickzahlvektor - Stlickpreisvektor). Es folgt die Ubliche Definition des inneren Produkts
sowie einfache Rechenbeispiele und Textaufgaben. Somit missen die Schilerinnen wieder

mit Vektoren im jeweiligen Kontext rechnen und die Ergebnisse richtig deuten.

Am Ende jedes Kapitels steht die Kontrolle des Grundwissens und der Grundkompetenzen.
Die Beispiele sind auch in diese beiden Abschnitte unterteilt. In Ersterem werden

theoretische Fragen wie

,Was versteht man unter ]RZ, was unter einem Vektor aus R*? Wann sind zwei

Elemente aus R? einander gleich?

155 Malle, Mathematik verstehen 5, S.205.

156 Malle, Mathematik verstehen 5, 5.208.
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bzw.

Warum kann man mit Vektoren aus R? weitgehend analog rechnen wie mit reellen

Zahlen? Gibt es auch Unterschiede?“*’

Die Aufgaben zu den Grundkompetenzen sind eben solche Beispiele, wie im
vorangegangenen Kapitel.

Danach folgt nun Kapitel 12 ,Geometrische Darstellung von Vektoren und deren

«158

Rechenoperationen“""". Die dazu formulierten Grundkompetenzen lauten:

* Vektoren geometrisch als Punkte bzw. Pfeile interpretieren kénnen.

* Rechenoperationen fiir Vektoren (Addition, Multiplikation, Multiplikation mit
einem Skalar, Skalarprodukt) geometrisch deuten kénnen.

e Parallele und normale Vektoren kennen und geometrisch interpretieren
kdnnen.

e Vektoren zur Losung einfacher Aufgaben der Geometrie verwenden
konnen.'>

Es wird nun, dhnlich wie im Buch von Go6tz/Reichel, Zahlenpaare als Punkte und Pfeile in der

Ebene betrachtet und dazu Beispiele dieser Form gegeben:

,Ordne jedem Pfeil einen Vektor aus R? zu! (Die Rasterquadrate haben die

Seitenlange 1.)**°

2.A 2.A
E &
. £ 15 1
1. A 1.A
A B
A B
Abbildung 24

Im Vergleich zum Buch von Reichel und Go6tz relativ spat, wird erst jetzt erklart, wie man
einen Vektor mittels Anfangs- und Endpunkt berechnet und einige einfache Rechenaufgaben

gestellt. Es wird nun die geometrische Umsetzung der Addition, der Subtraktion und der

157 Malle, Mathematik verstehen 5, 5.214.

Malle, Mathematik verstehen 5, 5.216-235.
Malle, Mathematik verstehen 5, 5.216.
Malle, Mathematik verstehen 5, 5.218.

158
159
160



80|Seite

Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl besprochen. Dazu gibt es Beispiele dieser

Art:
Setze anhand nebenstehender Abbildung den passenden Punkt $
ein! C 8
Q#2242 b o0 Qar 3= $ *A
0-3-3a+b=___ O0+2-3a-3-b= L
O+3-a-b=___ Q=282 "bh=__ F 1
0-3-3-3-b= O-3a-b=___ e O
L] | H.
CE G.
Abbildung 25

Bevor am Ende wieder Aufgaben zur Kontrolle des Grundwissens und der
Grundkompetenzen kommen, werden noch Anwendungen wie Mittelpunkt einer Strecke,
Schwerpunkt eines Dreiecks, Teilungspunkte einer Strecke, vektorielle Beweise sowie
parallele und normale Vektoren erldautert. Bei den Kontrollibungen zum Grundwissen ist
besonders eine Aufgabe meiner Meinung nach sehr interessant, die in genau dieser Form

auch im Projekt zur standardisierten schriftlichen Reifepriifung zu finden ist:
»Welche Aussage ist wahr, welche falsch?

(1) Jedem Punkt der Ebene entspricht genau ein Vektor aus R’

(2) Jedem Pfeil der Ebene entsprechen unendlich viele Vektoren aus R

(3) Jedem Vektor aus Rzentspricht genau ein Punkt und genau ein Pfeil der
Ebene.

(4) Es gibt unendlich viele Vektoren aus R?, denen derselbe Pfeil der Ebene
zugeordnet wird.

(5) Es gibt unendlich viele Pfeile der Ebene, denen derselbe Vektor aus R?
zugeordnet wird.

(6) Es gibt einen Punkt und einen Pfeil der Ebene, denen derselbe Vektor aus R?

zugeordnet wird.“**!

Das dritte Kapitel, das sich mit Vektorrechnung beschéftigt, tragt den Titel ,Betrag und

w162

WinkelmaBB von Vektoren“™>, und auch hier stehen am Beginn die zu erlangenden

Grundkompetenzen:

161 Malle, Mathematik verstehen 5, 5.234.
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* Den Betrag eines Vektors kennen und anwenden kénnen (Ldnge eines Pfeils,
Abstand zweier Punkte, Streckung auf vorgegebene Linge, Abtragen von
Strecken).

¢ Das WinkelmaR von Vektoren berechnen kdnnen.

* Das Vorzeichen des Skalarprodukts geometrisch deuten kénnen und den
Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und Normalstehen kennen.'®®

Die Erklarungen der ersten beiden Punkte sind denen aus dem Buch von Reichel und Gétz
sehr dhnlich, der Winkel zwischen zwei Vektoren wird hier beispielsweise auch mit Hilfe des
Cosinussatzes hergeleitet, es wird auf die Lange eines Vektors und die eines Pfeils (Abstand

zweier Punkte) hingewiesen sowie der Einheitsvektor definiert.

Es wird aber neben der Winkelberechnung auch auf den Zusammenhang zwischen der Art
des Winkels und dem Vorzeichen des Skalarprodukts der beiden Vektoren hingewiesen. Dies
war in den bisher analysierten Schulblchern das letzte Mal in jenem von Laub aus dem Jahr
1970 zu finden. Meiner Meinung nach ist es jedoch ein sehr wichtiger Aspekt, der zum

Verstandnis der Schiilerinnen fir diese Begriffe sehr stark beitragen kann.

In diesem Kapitel sind besonders viele Aufgaben im Bereich ,Vertiefung” zu finden. Die
Kontrollaufgaben sind wieder in Grundwissen und Grundkompetenzen unterteilt. Am Ende
des ersten Teils steht, wie in den vorangegangenen Kapiteln auch, die Aufforderung an die
Schilerlnnen eine Zusammenfassung der wichtigsten Inhalte des Kapitels zu erstellen. Bei
den Grundkompetenzen sind wie in den Beispielen dieses Kapitels, einfach Rechenaufgaben

angefihrt.

Das letzte Kapitel beschaftigt sich nun mit der Anwendung der Vektorrechnung, Geraden im
R,

164 "Wie schon erwihnt sind hier zu

Am Ende des Buches befindet sich die Selbstkontrolle
jedem Kapitel Multiple Choice-Aufgaben zusammengefasst. Im Bereich der Vektorrechnung
sind hier einfache Berechnungen, Aussagen (iber Rechenregeln, Definitionen und Formeln

sowie Vergleiche zwischen Vektoren zu bearbeiten.

162 Malle, Mathematik verstehen 5, 5.236-245.

Malle, Mathematik verstehen 5, 5.236.
Malle, Mathematik verstehen 5, 5.272-283.
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Welche dieser Pfeildarstellungen sind richtig?

a-b b A / : = o=
B ﬂa i 9 B
a a a

a

T}

Abbildung 26

Zusammenfassend lasst sich zu diesem Buch sagen, dass Vektoren in verschiedensten
Anwendungsgebieten betrachtet werden und im jeweiligen Kontext gedeutet werden sollen.
Es handelt sich um einen wesentlich anwendungsorientierteren Zugang, vor allem mit
aulBermathematischen Sachverhalten, als im davor betrachteten Buch. Im Hinblick auf die
Zentralmatura, ist dies bestimmt ein wichtiger Bereich, den die Schiilerinnen beherrschen
missen. Ob dies den Ubergang zwischen der arithmetischen und dem geometrischen
Betrachtung eines Vektors fir die Schiilerinnen erleichtert oder doch verkompliziert, vermag

ich nicht zu beurteilen.

4.4. Conclusio

Der grundlegende Unterschied der beiden Biicher ist also klar an ihrer Strukturierung und
am Aufbau des Kapitels/ der Kapitel Uber die Vektorrechnung zu erkennen. Zum einen
werden von Beginn an Vektoren als Zahlenpaare und Pfeile bzw. Punkte der Ebene
beschrieben und erkldart, zum anderen in zwei Kapitel zerlegt und somit getrennt
voneinander betrachtet. Einerseits ermdglicht dies, die zu erlangenden Kompetenzen, die
am Beginn jedes Kapitels stehen, konkreter zu formulieren. Auch die Beispiele am Ende jedes
Kapitels, bei denen die geforderten Grundkompetenzen eigenstandig von den Schiilerinnen
kontrolliert werden sollen, sind mehr, da sie stets ein bis zwei Seiten umfassen. Im Buch von
GOtz und Reichel sind es insgesamt drei Seiten fiir den ganzen Abschnitt ,Ebene
Koordinatengeometrie”, im Schulbuch von Malle sind es, aufgrund der Aufteilung in die
schon genannten vier Kapitel, acht Seiten. Anderseits wird meiner Meinung nach durch die
Zerlegung in die einzelnen Kapitel der entscheidende Zusammenhang zwischen der

geometrischen und arithmetischen Darstellung von Vektoren nicht so klar deutlich.

Meiner Meinung nach ist der entscheidende Vorteil am Reichel-Gotz Buch die klare
Strukturierung und Darstellung der Vektorrechnung in einem Kapitel. Das Lehrbuch von

Malle hat den Vorzug, dass es Vektoren in sehr unterschiedlichen Kontexten darlegt, wie sie
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auch in den Vorbereitungsbeispielen zur zentralen schriftlichen Reifepriifung 2012

verwendet werden. So zum Beispiel mittels dieser Aufgabe:

»Zwei Flugzeuge

L . . . Oben MNord
Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem im Raum, der

Koordinatenursprung liegt im Tower eines Flughafens.

- o

z Oben

Um 8.00 Uhr befindet sich ein Flugzeug der AUA im Punkt A = (-5; -9; 9,6), eine
Minute spater im Punkt B = (5; 1; 9,6); ein Flugzeug der Lufthansa befindet sich um
8.00 Uhr im Punkt C = (13; 33; 10), eine Minute spater im Punkt D = (19; 27; 9,8). Die
Langeneinheit in allen drei Richtungen betrdgt 1 km. Beide Flugzeuge halten die

nachsten Minuten Kurs und Geschwindigkeit.

Aufgabenstellungen
a) Wie schnell fliegen die beiden Flugzeuge?
b) Haben die beiden Flugbahnen einen Schnittpunkt? Werden die beiden Flugzeuge

kollidieren? Begriinden Sie!“!®®

Interessant zu sehen ist, dass schon im ersten von mir untersuchten Buch aus dem Jahr 1967
von Josef Laub, das die Vektorrechnung nur als geometrisches Modell betrachtet, Beispiele

im selben Kontext beinhaltet:

,460. Ein Flugzeug hat eine Eigengeschwindigkeit von 600 km/h in Richtung N. Der
Wind weht mit einer Geschwindigkeit von 20 m/sec aus Richtung W. Bestimme

zeichnerisch die Geschwindigkeit Gber Grund!

Bemerkung: Die Eigengeschwindigkeit eines Flugzeuges ist seine

Geschwindigkeit relativ zur Luft.

461. Die Eigengeschwindigkeit eines Flugzeugs ist 500km/h. Bei Sturm von 80 km/h

aus Richtung O soll das Flugzeug auf Sidkurs gehalten werden. Bestimme

zeichnerisch, welcher Kurs zu steuern ist!“**®

165 Dangl, Fischer, Heugl, Kropfl, Liebscher, Peschek, Stiller, Das Projekt ,,Standardisierte schriftliche

Reifepriifung aus Mathematik“, S.20.

1881 aub, Lehrbuch, 1967, S. 149.
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AbschlieBend ist festzuhalten, dass die beiden neuen Lehrbicher auf die Anforderungen
durch die neue Reifepriifung klar eingegangen sind, und kompetenzorientiert gestaltet sind.
Vor allem die Beispiele aus dem Buch von Gilnther Malle und die des Projekts

,Standardisierte schriftliche Reifepriifung aus Mathematik” sind sehr ahnlich.
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