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Einleitung

Die Funktionsweise eines Geigerzihlers, Mutation, Wachstum und Versicherungs-
mathematik enthalten Elemente, denen ein Prinzip zu Grunde liegt: die Erneuerung.
Die vorliegende Diplomarbeit beschéftigt sich mit diesen Erneuerungsprozessen, einem
Spezialgebiet der Stochastik. Die Erneuerungstheorie befasst sich mit stochastischen
Systemen, deren Entwicklung iiber die Zeit Erneuerungen enthélt, Zeiten bei denen, im
statistischen Sinn, der Prozess von Neuem beginnt. Diese werden mit Hilfe von unab-
héngigen, identischverteilten, nichtnegativen Zufallsvariablen beschrieben, welche man
sich als aufeinanderfolgende Lebensdauern vorstellen kann, die aber je nach Anwendung
auch eine andere Bedeutung haben koénnen.

Die Erneuerungstheorie wird in der vorliegenden Arbeit im ersten Teil unter einem
theoretischen Aspekt und im zweiten Teil unter einem praktischen Gesichtspunkt mit
verschiedenen konkreten Anwendungen behandelt.

Der erste Teil befasst sich mit der Theorie der Erneuerungsprozesse und dem Er-
neuerungssatz, welcher Aussagen iiber das asymptotische Verhalten der Losungen so-
genannter Erneuerungsgleichungen trifft. Aufgrund seiner Wichtigkeit in der Erneue-
rungstheorie, wird der Erneuerungssatz ausfiihrlich dargestellt und anhand von zwei
Methoden hergeleitet. Schlieflich werden Verallgemeinerungen und Variationen des Er-
neuerungsprozesses behandelt.

Im zweiten Teil werden Anwendungen aus verschiedenen Bereichen der Natur- und
Wirtschaftswissenschaften, in welchen Erneuerungsprozesse vorhanden sind, dargestellt.
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Theorie






KAPITEL 1

Die Erneuerungsfunktion

Kapitel 1 widmet sich dem Begriff der Erneuerungsfunktion, welche unabdingbar in
der Erneuerungstheorie ist. Die Darstellungen in dem vorliegenden Kapitel halten sich,
in weiten Ziigen, an [7], |3] und [5].

Ein Erneuerungsprozess wird durch eine Folge unabhangiger Zufallsvariablen (X);>1
bestimmt, die alle dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung F' haben. Die Zufallsvariablen
werden als Lebensdauern interpretiert und F' heifst Lebensdauerverteilung. Sie hat fol-
gende Eigenschaften:

DEFINITION 1.1. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F' nennt man Lebensdauerver-
teilung, wenn F'(t) = 0 fiir ¢ < 0 und F'(0) < 1 gilt.

Folgende Definition dient dem besseren Verstédndnis:

DEFINITION 1.2. Eine Funktion K : R — R nennt man Verteilung, wenn sie
monoton wachsend und rechtsseitig stetig ist. Gilt zusétzlich lim; . K(t) = 1 und
lim;, o, K(t) =0, dann ist K eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Man definiert die Partialsummen

Sp=0
und nennt S, den n-ten Erneuerungszeitpunkt. Der stochastische Prozess (S, ),>0 heifst
dann Erneuerungsprozess mit Lebensdauerverteilung F'. Weiters definiert man
N; = {Anzahl der Indizes n fiir die 0 < 5, <t gilt}
= max{n: S, <t}. (1.2)
Da bei der Untersuchung eines Erneuerungsprozesses die Anzahl N; der Erneuerun-

gen im Zeitintervall [0, ¢] eine wesentliche Rolle spielt, wird der Zusammenhang von N,
und S, noch genauer betrachtet. Dabei ldsst sich (1.2) wie folgt schreiben.

SATZ 1.3. Firk e N undt >0 gilt
N; > ]C<=>Sk <t.

BEWEIs. Es gilt N; > k genau dann, wenn im Zeitintervall [0,¢] mindestens k
Erneuerungen stattfinden. Das ist genau dann der Fall, wenn die k-te Erneuerung vor
oder zum Zeitpunkt ¢ stattfindet, also Sy <t gilt. O

5
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So S S2 Ss

ABBILDUNG 1.1. Zusammenhang zwischen S,, und N (t).

Fiir n > 1 sei F,(z) = P(S, < z) die Verteilungsfunktion von S,,. Spater wird F,,
mit Hilfe der Faltungsformel berechnet werden. Aus Satz 1.3 folgt

P(Ny > k)= P(Sp <t) (1.3)
= Fi(t), firt>0,k=1,2,..,
sowie
P(Ny=k)=P(N; >k)—P(N; > k+1) (1.4)
= Fy(t) — Fria (1), firt>0,k=1,2,...

BrISPIEL. Das wohl bekannteste Beispiel fiir einen Erneuerungsprozess ist der kon-
tinuierliche Austausch von Gliihbirnen. Eine Gliithbirne wird, sobald sie durchbrennt,
sofort durch eine neue Gliihbirne ersetzt. Diesen Vorgang der fortlaufenden Erneuerun-
gen beschreibt man durch einen Erneuerungsprozess. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird eine
Gliihbirne eingesetzt, welche zum Zeitpunkt X; ausfillt und durch eine neue Gliihbir-
ne mit derselben Lebensdauerverteilung F' ersetzt wird. Diese zweite Gliihbirne fallt
zum Zeitpunkt X; + X5 aus und wird durch eine dritte Gliihbirne ausgetauscht. Somit
brennt die n-te Glithbirne zum Zeitpunkt S,, = """ | X; durch und wird unverziiglich
ersetzt, usw. Es versteht sich von selbst, dass die nacheinanderfolgenden Lebenszei-
ten stochastisch unabhéngig sind und alle dieselbe Lebensdauerverteilung F' besitzen,
sodass

P(Xy <z)=F(x)
gilt. Dabei erfasst N; in diesem Erneuerungsprozess die Anzahl der Erneuerungen (Aus-
wechslungen der Gliihbirnen) bis zum Zeitpunkt ¢.

Damit Erneuerungsprozesse noch besser beschrieben werden kénnen, werden noch
zusatzlich die folgenden Zufallsvariablen eingefiihrt.
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ABBILDUNG 1.2. Alter, Restlebensdauer und Gesamtlebensdauer.

DEFINITION 1.4. Sei ¢t > 0. Dann bezeichnen 0, das Alter, 7, die Restlebensdauer
und (; die Gesamtlebensdauer der zum Zeitpunkt ¢ in Betrieb stehenden Gliihbirne,
welche wie folgt definiert werden:

or =1t — Sn, (Alter)
Y = SN+1— 1t (Restlebensdauer)
B = 0 + 1 (Gesamtlebensdauer)

BEISPIEL. Ein weiteres Beispiel fiir einen Erneuerungsprozess kénnen die Abfahrts-
zeiten einer Strakenbahn an einer Haltestelle bilden. In dem Fall wire ~, die Wartezeit
auf die nichste Strafenbahn, wenn man zum Zeitpunkt ¢ zur Haltestelle kommt.

Da es bei der Erneuerungstheorie von erheblicher Wichtigkeit ist, die erwartete
Anzahl von Erneuerungen auf einem Zeitintervall zu berechnen, wird der Begriff der
Erneuerungsfunktion eingefiihrt.

DEFINITION 1.5. Sei R(t) = E(N;) die durchschnittliche Anzahl von Erneuerun-
gen im Zeitintervall [0, ¢]. Die Funktion R : R™ — R™ heikt Erneuerungsfunktion des
Erneuerungsprozesses.

Mit Hilfe der Definition der Erneuerungsfunktion und den Erkenntnissen aus (1.3)
und (1.4), erhdlt man schlieflich

SATZ 1.6. Ist F), die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Sy, dann gilt
R(t) =) Fi(t)
k=1

fiir alle t > 0.
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BEWEIS. Die Zufallsvariable N; nimmt Werte in N an. Es folgt

R(t) = B(N,) = i kP(N, = k)

— iP(Nt > k) = iP(Sk <t)= iFk(tL

wobei sich die dritte Gleichheit durch Umgruppieren herbeifiihren lésst. U

Um die Erneuerungsfunktion R weiter untersuchen zu kénnen, muss ein Weg ge-
funden werden, um die Wahrscheinlichkeitsverteilungen F), von S,, zu berechnen. Aus
diesem Grund wird das Riemann-Stiltjes-Integral eingefiihrt.

Das Riemann-Stiltjes-Integral einer Funktion f : (a,b] — R beziiglich einer Vertei-
lung K definiert man genauso wie das Riemann-Integral, jedoch mifit man in diesem
Fall die Lénge des Intervalls (u,v] durch K(v) — K(u). Seia =ty <ty <--- <t, =0
eine Zerlegung des Intervalls (a, b]. Dann definiert man

m

E (K(t;) — K(tj—1)) sup f als die Obersumme und
j— (t'—lvt'}

]—1 J J

E (K(t;) — K(tj_l))( inf ]f als die Untersumme.

- ti—1,t;

Jj=1

Sind das Infimum der Obersummen und das Supremum der Untersummen gleich,
dann heifst die Funktion f integrierbar. Diesen gemeinsamen Wert bezeichnet man mit
fff(x) dK (z). Integrale iiber unbeschrinkte Intervalle kann man man durch Grenz-
iibergdnge a — —oo und b — oo definieren. Gibt es fiir K eine Dichtefunktion £,
mit K(t) = [*_ k(z) dz, dann gilt fabf(m) dK (z) = f; f(x)k(z) dz. Es wird eine ge-
eignete Menge von integrierbaren Funktionen gesucht. Fiir eine Linkstreppenfunktion
h = 22:1 cjl(s;_1,s;) auf (a,b], wobei a = sy < sy <--- <5, =bund ¢; € R gilt, erhilt

man [ h(z) dK(z) = S0_ ¢;(K(s;) — K(sj-1))-

BEMERKUNG. Bei Rechtstreppenfunktionen sind Schwierigkeiten vorhanden, wenn
eine Sprungstelle von K mit einer Sprungstelle der Treppenfunktion zusammenfallt.

DEFINITION 1.7. Eine Funktion f heift reguldr, wenn lim,|, f(z) und lim,, f(z)
fir alle y existieren. Gilt zusétzlich lim,;, f(z) = f(y) fiir alle y, so nennt man f
linksreguldr. Gilt zusétzlich lim,|, f(z) = f(y) fiir alle y, so nennt man f rechtsregulér.

HILFSSATZ 1. Fiir eine Funktion f: (a,b] — R gilt:

(a) Die Funnktion f ist linksreguldr genaw dann, wenn fir jedes € > 0 eine Links-
treppenfunktion h auf (a,b] ezistiert mit sup,e(, 4 |f(z) — h(z)| <.

(b) Wenn fir jedes € > 0 eine linksregqulire Funktion g : (a,b] — R existiert, sodass
SUD,e(ap |f (%) — g(@)] < € gilt, dann ist f ebenfalls linksreguldr.

Analoge Aussagen gelten natiirlich auch fir rechtsregulire Funktionen f : |a,b) — R.

Fiir einen Beweis sei auf die Analysis verwiesen. Aus Hilfssatz 1(a) ergibt sich,

dass fab f(z) dK(z) fiir jede linksreguldre Funktion f : (a,b] — R existiert. Durch
Anwendung dieses Integral ergibt sich
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DEFINITION 1.8. Sei g : [0,00) — R rechtsregulér. Sei K : R — R* eine Verteilung
mit K(z) = 0 fiir x < 0. Die Funktion g * K : [0,00) — R bezeichnet man als die

Faltung von g mit K und wird definiert durch g+ K (t) = ffoo g(t—x) dK(z). Aufgrund
der Linksregularitdt von x — g(t — x), existiert dieses Integral.

Aus diesen Eigenschaften ergeben sich ebenfalls einige einfache Eigenschaften der
Faltung.

SATZ 1.9. Seien g und h rechtsregulire Funktionen auf [0,00) und K und L Vertei-
lungen, die auf R~ gleich 0 sind. Dann gilt:

(a) g K(t) = fjag(t —z) dK(z) fiir jedes a > 0.

(b) (9+h)* K=g«xK+hxK und gx (K+L)=¢g*xK+g=xL.

(€) lg* K(t)] < supyepo g lg(s)| K (2).

BEWEIS. (a) Seib> a. Da K(x) =0 fiir x < 0 gilt, ist [, g(t —2) dK(x) =0,
da jede Riemannsumme fiir dieses Integral gleich 0 ist. Somit gilt
t t
/ ot — ) dK(z) = / ot — 2) dK (x).
—b —a

Lasst man b gegen oo gehen, so folgt (a).

(b) Es gilt
t ¢ ¢
/ (@) + v(z) dK (z) = / w(z) dK (z) + / o(z) dK ()
fiir linksregulére Funktionen w und v. Setzt man nun wu(z) = ¢(t — z) und

v(x) = h(t — x), so folgt die erste Aussage von (b). Fir M = K + L gilt

t t t
/ w(z) dM (x) :/ u(z) dK (z) +/ u(x) dL(x),
da diese Gleichung fiir die Ober- und Untersumme zu jeder Zerlegung erfiillt
ist. Die zweite Aussage von (b) folgt, indem man u(x) = g(t — z) setzt.
(c) Weiters gilt
t
‘/ u(z) dK(z)| < sup |u(s)| (K(t) = K(—a))

s€(—a,t]

fiir linksreguldre Funktionen u : (—a,t] — R, da diese Abschitzung fiir jede
Ober- und Untersumme des Integrals giiltig ist. Setzt man u(x) = g(t — x), so
folgt
lgx K@) < sup |[g(s)| K (1),
s€[0,t+a)

da K(—a) = 0 gilt und ¢t — s das Intervall [0,¢ + a) durchlduft, wenn s das
Intervall (—a, t] durchlduft. Da man a > 0 beliebig nahe bei 0 wihlen kann und
g rechtsregulér ist, folgt (c).

0

Die Menge aller rechtsreguldren Funktionen auf [0, c0) bildet einen Vektorraum V.
Dieser enthiilt alle Verteilungen, die auf R~ gleich 0 sind, wenn man sie auf [0, c0)
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einschrinkt. Es wird gezeigt, dass die Faltung nicht aus V' hinausfiihrt, das heifst, wenn
g rechtsreguldr ist, dann auch g x K.

Um dies zu zeigen, wird u > 0 beliebig gewahlt. Wegen Hilfssatz 1 existiert auf dem
Intervall [0, u) eine Rechtstreppenfunktion

h=> ¢l s
j=1

mit sup,epo..) [9(z) — h(z)| < e. Dann ist

h(t — .T) = Z le(t—sj-,t—s]'_ﬂ(x)?
=1

sodass man
n

hx K(t) = ch(K(t— sj_1) — K(t — s5))

Jj=1

fir ¢ € [0,u) erhélt. Aufgrund der Rechtsregularitat von K, ist h * K(t) als Linear-
kombination von rechtsregulidren Funktionen ebenfalls rechtsregular. Fiir ¢ € [0, u) folgt
wegen Satz 1.9(c)

g% K(t) = hx K(#)] < sup |g(s) — h(s)| K () < eK (1) < K (u).
s€0,t]
Es wurde somit sup,c(g ) |9 * K(t) — b * K(t)| < eK(u) gezeigt. Wegen Hilfssatz 1 folgt,
dass g * K auf [0, ) fiir alle u > 0 rechtsreguldr ist und somit auch auf [0, c0).

SATZ 1.10. Seien X1 und Xy unabhdngige Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeits-
verteilungen Hy und Hs, die beide auf R™ gleich null sind. Sei H die Wahrscheinlich-
keitsverteilung von Xy + Xo. Dann gilt H(t) = Hq(t) x Hy(t) firt > 0.

BEWEIS. Sei a > 0 und ¢ > 0 und sei B = {(z,y) : ¢ > —a,y > 0,z +y < t}. Dann
gilt
P(Xl +X2 S t) = P((XQ,Xl) € B),

da X7 und X5 nur Werte > 0 annehmen. Fiir eine Zerlegung —a =to <t; < --- <t, =1
sei

Bn = U(tj_l, t]] X [O,t — t]’_l}.
j=1

Es wird eine Folge von immer feiner werdenden Zerlegungen, deren Maschenweite mit
n — oo gegen 0 geht, gewéhlt, sodass die Obersummen 37 | Hi(t —t;1)(Ha(tj—1) —
H,(t;)) gegen das entsprechende Integral ffa H,(t — x) dHs(z) gehen. Das ist moglich,
da x — H;(t—x) eine linksregulidre Funktion und daher integrierbar ist. Da die Mengen
B, monoton fallend gegen die Menge B gehen, gehen auch die Ereignisse (X5, X;) € B,
monoton fallend gegen das Ereignis (X5, X;) € B, sodass

P((Xs,X1) € B) = 1im P((X2,X1) € B,)
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aus dem Stetigkeitssatz folgt. Wegen der Unabhingigkeit von X; und X, erhélt man

P((X2, X1) €B,) =Y P(Xi<t—tj1,tj1 < X< ty)
7j=1

= Hy(t —tj1)(Ha(tj—1) — Ha(ty)).

j=1
Lasst man n gegen oo gehen, dann erhilt man

P(X) + Xy <t) = P((Xs, X)) € B) = /t H(t — z) dHy(x).

Wegen Satz 1.9(a) steht rechts die Faltung von H; mit Ho. O

Seien X, X5 und X3 unabhéngige Zufallsvariablen welche die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen H;, Hy und Hj haben, die auf R™ gleich null sind. Dann gilt

Hl*Hg :HQ*Hl wegen X1—|—X2 :X2+X1 und
Hy x (Hyx Hy) = (Hy % Hy) * Hy wegen X7 + (X2 + X3) = (X1 + Xo) + X;.
Fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen, welche auf R~ gleich null sind, ist die Faltung eine
kommutative und assoziative Verkniipfung.

Sei I’ eine Lebensdauerverteilung. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen F,, von S,
konnen dann mit Hilfe der Faltung rekursiv berechnet werden. Wegen S,, = S,,_1 + X,,,
der Unabhéngigkeit von S, ; und X,, und der Tatsache, dass F' die Wahrscheinlich-
keitsverteilung von X, ist, gilt die Rekursion

F,=F, xF=FxF,_;
fir n > 2.
DEFINITION 1.11. Man schreibt F' < G, wenn F(t) < G(t) fiir alle ¢t € R gilt.

SATZ 1.12. Seien F' und G Lebensdauerverteilungen. Wenn F < G gilt, dann auch
F, <G, fir allen > 1.

BEWEIS. Wegen F; = F und G; = G ist dies fiir n = 1 klar. Der Beweis wird durch
Induktion gefithrt. Wenn F,, < G,, gezeigt ist, dann folgt
t

Foa(t) = / F,(t—z) dF(z) < / Gn(t —z) dF(x) = G, x F(t)

—00 —00

und weiters wegen G, * F(t) = F % G,(¢)

Foi(t) < F s Golt) = /

—0o0

t

Flt — ) dGa(x) < / " Gl — 1) dGu(x) = Guna (1)

womit der Satz bewiesen ist. O

SATZ 1.13. Sei R die Erneuerungsfunktion eines Erneuerungsprozesses mit Lebens-
dauerverteilung F'. Dann gilt:

(a) es existieren positive Konstanten ¢ und d mit R(t) < ¢+ dt fir alle t € RY.
(b) R ist monoton wachsend und rechtsreguldr.

(¢) R(t) = F(t)+ [*_R(t —x) dF(x), das heift R=F + R* F.
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BEWEIS. (a) Da F(0) < 1 und F rechtsseitig stetig ist, gibt es ein @ > 0 mit
F(a) < 1. Sei
0, fiir x < 0,
G(z) =< F(a), fir0<z<a,
1, fiir z > a.

Dann gilt ' < G. Sei R die Erneuerungsfunktion zur Lebensdauerverteilung
G. Aus Satz 1.6 und Satz 1.12 folgt R < R. Durch Berechnen von R(t) ergibt

sich R(t) = 1_}@) ([£] + 1) — 1 und man erhélt durch Einsetzen

R(t) < L ! +1 1<t ! + !
“1—F(a) \|a ~ a(l—=F(a)) 1-F(a)
womit (a) gezeigt ist.
(b) Da jedes Fy, monoton wachsend ist, ist auch R = >/, F}, monoton wachsend.
Um zu zeigen, dass R rechtsregulér ist, sei R, = > ;_, Fj. Dann gilt fiir ¢ > 0

sup |R(s) — R,(s)| = sup Z Fi(s) = Z Fi(t)
s€[0,t] ES (1] — jA—

da jedes F}, positiv und monoton wachsend ist. Wegen (a) ist Y -, Fj(t) kon-
vergent und daher

lim > Fi(t) = 0.

Ry N
Fiir jedes t > 0 konvergiert daher R,, gleichméRig auf [0,¢) gegen R. Als endli-
che Summe von rechtsreguliren Funktionen ist R, ebenfalls rechtsregulir. Als
gleichmifiger Grenzwert der Funktionen R, ist dann auch R rechtsregular auf
[0,¢) fiir jedes ¢ und daher auf R. Damit ist (b) gezeigt.

(c) Die Gleichung aus (¢) wird zuerst fiir R,, mit Hilfe des Distributivgesetzes fiir

die Faltung, das in Satz 1.9(b) gezeigt wurde, nachgerechnet

n+1 n+1

Ron(t) =Y Fe(t) = Fi(t) + Y _ Fey = F(t)

=F(t)+ R, x F(t).
Mit Hilfe von Satz 1.9(c) folgt
|[R* F(t) — R, * F(t)| < sup |R(s) — R.(s)| F(t).

s€[0,¢]
Im letzten Absatz wurde sup,cjo 4 [R(s) — Ru(s)| — 0 fiir n — oo gezeigt. Mit
n — oo folgt daher R(t) = F(t) + R * F(t) aus obiger Gleichung.
U

Ab jetzt wird der Erwartungswert der zugrundeliegenden Lebensdauerverteilung F
mit g bezeichnet, sodass = E(Xy) = [* x dF(z) = [[°1 — F(x) dx gilt. Bevor die
Restlebensdauer einer in Betrieb stehenden Gliihbirne bestimmt werden kann, wird der
folgende wichtige Hilfssatz bewiesen.
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HILFSSATZ 2. Seien X1, X, ... Zufallsvariablen mit Werten in RT, die alle Erwar-
tungswert p haben. Weiters sei N eine Zufallsvariable mit Werten in N, sodass die
Ereignisse N < k —1 und X < s fir alle k € N und s > 0 unabhdingig sind. Dann gilt

B (SN %) = nB().

BEWEIS. Die Zufallsvariable U; fiir j > 1 wird durch U; =0, wenn N < j —1, und
U; =1, wenn N > j definiert. Dann gilt Zjvzl X; =372, U;X;. Sei t > 0. Aus der
Unabhéngigkeit der Ereignisse N < j —1 und X, >t folgt

PUX;>1)=PU; =1,X; > t)

( )= P(U; = 0,X; > t)

( )= P(N<j—1,X;>1)
(X;>t)— P(N<j—1)P(X; > )
( )

Daraus erhalt man
0 0

Aufgrund der Tatsache, dass fiir Zufallsvariablen X; mit j > 1 und mit Werten in R*

E¢§&>:§pup

gilt, folgt nun

£(3ox) - 2 (S0 -3 m) - n 3o perz ) -
O

Mit Hilfe von Hilfssatz 2 ldsst sich nun die durchschnittliche Restlebensdauer einer
zum Zeitpunkt ¢ in Betrieb stehenden Gliihbirne berechnen.

SATZ 1.14. Firt > 0 gilt E(Sn,+1) = p(R(t)+1) und daher E(y) = p(R(t)+1)—t.

BEWEIS. Hilfssatz 2 wird auf Sy,41 = EjViHX angewendet. Zuerst miissen die
Voraussetzungen dieses Satzes, ndmlich die Unabhéingigkeit der Ereignisse NV, +1 < k
und X, < s fiir alle £ > 1 und s > 0 iiberpriift werden. Aus Satz 1.3 folgt

N+1<kes N, <ks S, >t
Aus der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen Sy und Xy, folgt dann
PN+ 1<k, Xii1<5)=P(Sk>t,Xpy1 <5)
P(Sk > t)P(Xjy1 < s)
P(N; +1<Ek)P(Xpi1 < 5).

Hilfssatz 2 besagt jetzt, dass E(Sy,41) = pE(Ny+1) = (R(t)—|—1) gilt. Durch Einsetzen
von Sy,11 = Y + t folgt sofort E(v;) = p(R(t) +1) — O
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Mit Hilfe von Satz 1.14 kann jetzt das asymptotische Verhalten der Erneuerungs-
funktion bestimmt werden. Satz 1.15 bezeichnet man auch noch als den elementaren
Erneuerungssatz.

SATZ 1.15. Fir einen Erneuerungsprozess mit u = E(X;) < oo gilt

lim it) = l
t—oo t M

BEWEIS. Aus der Definition von N; folgt Sy,+1 >t und daher u(R(t) + 1) >t aus
Satz 1.14. Man erhilt

woraus

folgt. Um jetzt noch

F(t fiir ¢
1, fiir t > ¢,

sodass F' < G gilt. Sei R die Erneuerungsfunktion zur Lebensdauerverteilung G. Aus
Satz 1.6 und Satz 1.12 folgt R < R. Sei (Sk)kz21 ein Erneuerungsprozess mit Lebens-
dauerverteilung G und N, die Anzahl der Erneuerungen im Zeitintervall [0, ] fiir diesen
Prozess. Die Zufallsvariablen X, = Sy — Si_; konnen keine Werte > ¢ annehmen, da
P(X; < ¢) = G(c) = 1 gilt. Inshesondere folgt

SN,:H_SN,: <c¢ und gNerl <t+ec,
wegen S’Nt < t. Sei ji der Erwartungswert von G. Aus Satz 1.14 folgt
AR(t) < B(Sg, 1),

sodass man

Rit) 1 ¢
— < =+ =
t T n tu
erhilt. Es folgt
Rt) 1
lim sup ﬁ < -
t—o0 t 12
Wegen R(t) < R(t) wurde
R(t 1
lim sup ﬁ < =
t—o0 t 12
gezeigt. Schlieflich gilt
lim 1 = p,
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aufgrund von

So erhalt man

womit der Satz bewiesen ist.
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KAPITEL 2

Der Erneuerungssatz

Als erstes wird in dem vorliegenden Kapitel der Begriff der Erneuerungsgleichung
eingefiihrt, welche eine wichtige Rolle fiir den Erneuerungssatz spielt. Die folgenden
Darstellungen wurden, in weiten Teilen, aus [5] und |7] entnommen.

Als Erneuerungsgleichungen werden Gleichungen der Form

t
A(t) = a(t) —I—/ At —z) dF(x)
bezeichnet, wobei I eine Lebensdauerverteilung ist und A, a auf R* definiert sind. Es
wurde bereits in Satz 1.13(c) gezeigt, dass R eine Erneuerungsgleichung mit a = F
erfiillt. Der Erneuerungssatz gibt das asymptotische Verhalten einer Losung A einer
Erneuerungsgleichung an. Fiir dessen Formulierung benétigt man noch folgende Defi-
nition.

DEFINITION 2.1. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F' heifst Gitterverteilung, wenn
ein d > 0 und ¢, > 0 fiir n € Z existieren, sodass F = ZnEZ Cnlind,co) gilt. Man nennt
d die Gitterweite und ¢, die Sprunghohe im Punkt nd.

SATZ 2.2 (Erneuerungssatz). Sei F' eine Lebensdauerverteilung mit Erwartungswert
p= [ x dF(z) < co. Sei a : [0,00) — R eine endliche Linearkombination von

positiven monoton fallenden rechtsreguldren Funktionen a; mit fooo aj(x) dz < oco. Sei
A:[0,00) — R eine Lisung der Erneuerungsgleichung

A(t) = al(t) + / At — x) dF(x), (2.1)

die auf kompakten Intervallen beschrdnkt ist.

o [st F' keine Gitterverteilung, dann gilt

Lo d ls p <
lim A(t) — 1% fO a(x) xz, fa' S [ B o, (22)
t—00 0, falls p = oo.
e st F' eine Gitterverteilung mit Gitterweite d, dann gilt
d oo d Il
lim A(nd) = { 2o @(nd),  falls p f oo (2.3)
n—o0 0, falls pn = oo.

Bevor mit dem Beweis des Erneuerungssatzes begonnen wird, wird ein Zusammen-
hang zur Erneuerungsgleichung hergestellt.

17
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Mit Hilfe der Erneuerungsfunktion R zur Lebensdauerverteilung F' kann man eine
Formel fiir die Losung der Erneuerungsgleichung angeben. Sei R(t) = 0 fiir ¢ < 0, sodass
R(t) =Y 7., Fi(t) fiir alle t € R gilt. Wegen Satz 1.13(b) ist R eine Verteilung.

SATZ 2.3. Sei a eine beschrinkte, rechtsrequlire Funktion auf RY. Die einzige Losung
der Erneuerungsgleichung

A(t) = a(t) + /_ A(t — 2) dF(x), (2.4)

o0

die auf kompakten Intervallen beschrinkt ist, ist dann durch

A(t) = a(t) +/ a(t —y) dR(y) (2.5)
gegeben.

BEWEIS. Fiir diesen Beweis werden Satz 1.9 und das Assoziativgesetz (g% G)+ H =
g * (G = H) aus Kapitel 1 verwendet. Man zeigt zuerst, dass A = a + a * R eine auf
kompakten Intervallen beschrinkte Losung ist. Wegen

sup [A(z)| < sup [a(z)| + sup [a(z)|R(t) < oo

z€[0,t] z€RT z€RT
ist A auf [0,¢] beschriankt fiir jedes ¢ > 0. Mit Satz 1.13(c) folgt
A=a+axR

=a+ax(F+ RxF)
=at+axF+ax(RxF)
=a+axF+(axR)*xF
=a+(a+a*xR)xF
=a+AxF,

womit gezeigt ist, dass A die Erneuerungsgleichung 16st.

Sei jetzt A eine Losung von A = a+ A% F', die auf kompakten Intervallen beschrinkt
ist. Setzt man diese Gleichung in sich selbst ein, so folgt

A=a+(a+AxF)x F
=a+axF+AxF,.
Wiederholt man dies immer wieder und setzt R,, = Zzzl F}., so erhélt man
A=a+axR,+ AxF, 4

fiir alle n. Man lésst n gegen oo gehen. Wegen Satz 1.13(a) gilt 72, Fj(t) = R(t) < oc.
Ist Go(t) = >_72, 4 Fj(t), dann folgt lim, o Frupi(t) = 0 und lim, o Gy (t) = 0 fiir
t > 0. Wegen [Ax F, 1 (t)| < sup,epoq [A(@)[Fpi(t) erhdlt man limy, oo A* F,11(t)

fiir t > 0. Wegen

lax R(t) —ax* R,(t)] = |ax Gp(t)| < sup |a(z)|G,(t)
zeRT

folgt lim,, . a * R,(t) = a* R(t) fir t > 0. Fiir n — oo folgt also A = a + a * R,
womit gezeigt ist, dass das die einzige Losung von A = a+ A F ist, die auf kompakten
Intervallen beschrankt ist. U
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BEISPIEL. Sei

1, fir0<y<h,
aly) = )
0, firh <y.

Die zugehorige Losung der Erneuerungsgleichung ist

t
A(t) = al(t) + / a(t —z) dR(z)
0
= R(t) — R(t — h),

fiir ¢ > h. Aus dem Erneuerungssatz folgt
Jim (R(t) ~ R(t — 1) = 7.
wenn F' keine Gitterverteilung ist.

SATZ 2.4. Fir jedes y > 0 ezistiert ein y(y), sodass R(t +y) — R(t) < (y) fir alle
t gilt.

BEWEIS. Fiir a(t) = 1—F(t) ist A(t) = 1 eine beschrénkte Losung der Erneuerungs-
gleichung. Nach Satz 2.3 folgt 1 = a(t) + [*_a(t — y) dR(y) fiir t > 0. Fiir z € (0,1
erhélt man daraus

12[ alt —y) dR(y)

> a(x)(R(t) = R(t — x)).
Ist 0 > 0 so, dass F(0) < 1 gllt und z € (0,0], dann folgt R(t) — R(t — z) < 1,}(5
fiir alle t > 0. Sei y(y) = = F(5) ([4] +1). Da sich jedes Intervall (¢,¢ +y] in [%] +

Intervalle der Linge < ¢ zerlegen lésst, folgt

R(t+y) — R(t) <~(y)
fiir alle ¢ € R und y > 0. U

—_
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2.1. Beweis des Erneuerungssatzes

In diesem Kapitel werden zwei Methoden fiir den Beweis des Erneuerungssatzes
dargestellt.

2.1.1. Methode 1. Dieser Beweis hélt sich, in weiten Ziigen, an [5] und [2|. Der
Beweis des Erneuerungssatzes wird zuerst fiir den leichteren Fall gefiihrt, wo eine Git-
terverteilung F' mit Gitterweite d auftritt. Fiir den Beweis bendtigt man folgenden
Hilfssatz und Satz 2.5, welcher auch noch als diskreter Erneuerungssatz bezeichnet
wird.

HILFSSATZ 3. Sei a,(t) € R, sodass a,, = limy_.. a,(t) fir alle n ezxistiert. Wenn es
ein d, € Rt mit Y d, < oo und |a,(t)| < d, fir alle t und alle n > 0 gibt, dann gilt

i ay, = 11_r>n i an(t)
n=0 n=0

BEWEIS. Sei ¢ > 0 beliebig. Man wihle ng so, dass > o @n < 5 1st. Daraus
folgt dann, dass > " la,(t)] < Y200, d, < § fiir alle ¢ und alle m > nq gilt. Durch
Grenziibergang ¢ — c erhdlt man ) " |a,| < £ fiir alle m > ng. Insbesondere sind
die Reihen }°  a,(t) und )" 7 a, absolut konvergent Dann kann eine Umgebung U
von ¢ so gewdhlt werden, dass [a,(t) — an| < 5= fiirt € U und 0 < n < no—1 gilt. Fiir

t € U und m > ng erhilt man

> o) =3

n=0

no—1

e e € € €
<Z|an —an|+z|an(t)|—|—2|an|<n03—%+§+§:e.

n=ngo n=no

Lésst man jetzt m gegen oo gehen, so folgt daraus > a,(t) — > a,| < € fiir alle
te U, womit ) > a, =limy .Y a,(t) gezeigt ist. O

SATZ 2.5 (Diskreter Erneuerungssatz). Sei (a,)n>1 eine Folge in RT, sodass
Yo an,=1und ggT{n >1:a, >0} =1. Sei u,, = a1up_1 + GoUp_2 + ... + anu, fir

n > 1 und ug = 1. Dann qilt lim,,_, u, = é mit o« = anl na,, wobet o auch 00 sein

darf.

BEWEIS. Der Beweis wird in sechs Schritte unterteilt:

(i) Es gilt u, > 0 fiir n > 0 und ug = 1. Ist u,, < 1 fiir alle n < m gezeigt, dann
folgt u,, < Z;ﬂzl a, < 1. Dieser Induktionsbeweis zeigt, dass 0 < wu,, < 1 fiir
alle n gilt.

(ii) Seir, = > 4,1 ar, sodass a = > >  r,. Wegen a,, = 1,_1—1, und ro = 1 folgt
> ho ThUn—k = Zz;é TpUn—g—1 fir alle n und daher Y, rgu,—g = roug = 1
fir alle n.

(iii) Sei A = limsup,_, u, € [0,1]. Also gilt limy_o u,, = A fiir eine Teilfolge
(ng)k>1 und zu jedem e > 0 gibt es ein n, mit u, < X\ + € fiir alle n > n.. Es
wird gezeigt, dass limy_.o Uy, —; = A fiir alle j mit a; > 0 gllt Angenommen,
das gilt nicht. Dann existiert ein A\ < \, sodass fiir e = Taj(A— A) und unendlich

viele m sowohl u,,_; < X als auch u, > A — € gilt. Sei N > j so grofs, dass
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ry < €. Ist m wie oben und zusétzlich noch m > N +n, dann erhilt man unter
Benutzung von u,, <1

U < A1Up—1 + A2Upp—2 + ... F ANUpp—N + €
<(ay+ ..+ aj 1 +aj+ .. +ay)A+e)+ajh+e
<A —a)A+e)+ah+e
<A+ 2 —a;(A—N)
=\ — 2e.

Das ist ein Widerspruch zu u,, > A — €. Somit ist limy_,o Up,—; = A gezeigt.

(iv) Wenn a; > 0 gilt, kann der Beweis in (iii) auch auf die Teilfolge (ny — j)k>1
anwendet werden und man erhélt limy_.o 7,,—2; = A. Wiederholt man das, so
erhdlt man limy_.o uy,—;; = A fiir alle [ € N und alle j mit a; > 0. Ebenso
folgt limy_oo Uny—11j1-10js = A, Wenn a;; > 0 und aj, > 0 gelten. Nun gibt
es Jji,J2,..., Jp mit aj, > 0, deren grofiter gemeinsamer Teiler 1 ist. Es gibt
ein M, sodass fiir jedes m > M natiirliche Zahlen [, s, ..., 1, existieren mit
m = l1j1 + laj2 + ... + 1,jp. Deshalb folgt wie oben, dass limy oo Up,—m = A,
wenn m > M gilt. Sei jetzt K beliebig. Wenn ny > K 4+ M, dann folgt aus (ii),
dass Zfio Ty, —m—i < 1 gilt. Fiir & — oo folgt daraus, dass A Zfio r; < 1. Da
K beliebig war, erhidlt man Aa < 1, also A < é Das heifst limsup,,_, . u, < é

(v) Sei jetzt A = liminf, .. u, € [0,1]. Es wird wie in (iii) vorgegangen. Fiir eine
Teilfolge (ng)g>1 gilt limyg oo u,, = A und zu jedem € > 0 gibt es ein n, mit
u, > A — e fiir alle n > n.. Es wird limy_.o Uy, —; = A fiir alle j mit a; > 0
gezeigt. Angenommen, das gilt nicht. Dann existiert ein A > )\, sodass fiir
€= % und unendlich viele m sowohl wu,,_; > X als auch Uy < A+ € gilt.
Sei N > j so gewidhlt, dass ry < € gilt. Ist m wie oben und zusédtzlich noch
m > N + n. dann erhilt man unter Benutzung von u,, > 0

Uy = A Upm—1 + A2Upm—2 + ... + ANUp—N
> (a1 4 o+ aj 1+ a1+ o+ an) (N =€) + a
> (1—a; — )\ —€) + a;\
>A—e—Xe+a;(A—N)
= A+ 2e.

Das ist ein Widerspruch zu u,, < A+ €. Also ist limy_, Uy, —; = A gezeigt.
(vi) Genauso wie in (iv) mit Hilfe von (iii) wird jetzt mit Hilfe von (v) gezeigt, dass
ein M existiert mit limy_,oo Up,—m = A fiir m > M. Sei jetzt K so grof, dass
ri < € gilt. Wenn n, > K+ M, dann folgt aus (ii), dass Zfio Tillp, —M—i+€>1
gilt. Fiir £ — oo folgt daraus, dass )\Zfio ri +€>1, also Aa + € > 1 gilt. Da

€ > 0 beliebig war, erhélt man A\ < i Das heifst lim inf,, . u,, > é

OJ

Der Beweis des Erneuerungssatzes fiir eine Gitterverteilung F' mit Gitterweite d
ldsst sich wie bereits erwdhnt auf Satz 2.5 zuriickfiihren. Fiir n > 0 sei v, = A(nd) und
¢n, = a(nd). Nach Voraussetzung gilt >~ |c,| < oo. Weiters sei b,, > 0 die Sprunghéhe
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von F'im Punkt nd. Da F eine Lebensdauerverteilung ist, gilt > >° b, = 1 und by < 1.
Aus der vorausgesetzen Erneuerungsgleichung folgt dann

Vp = Cp + Z Up—1bk (2.6)
k=0

fir n > 0. Es kann ggT{n : b, > 0} = 1 angenommen werden. Sonst wire ein Vielfaches
von d ebenfalls Gitterweite.

Sei u, durch ug = 1 und u, = 1bb fiir n > 1 definiert. Wegen
2]001 5 = 1 folgt aus Satz 2.5, dass

lim u, = {.O;bo

n—0oo k=1 k’bk

gilt. Daraus ist lim,, .. v, zu bestimmen. Folgende erzeugende Funktionen werden ein-
gefiihrt:

Aus der Definition der w,, folgt
U(z) = B(z)U(x) + 1 — by.

Aus (2.6) erhélt man
V(z) = B(x)V(z) + C(x).

Eliminiert man B(x) aus diesen beiden Gleichungen, so erhilt man
(1= b))V (x) = C@)U(a).

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

(]_ — bO)Un = chun_j
7=0
fiir n > 0. Mit Hilfe von Hilfssatz 3 folgt nun fiir n — oo, dass

o C
lim v, = —2012:0 b
gilt. Da Y. | dkb;, der Erwartungswert u von F ist, ist das bereits die Behauptung des
Erneuerungssatzes.

Wenn F' keine Gitterverteilung ist, dann ist der Beweis wesentlich aufwindiger. Fs
wird mit einigen Sétzen aus der Analysis begonnen, die zum Beweis notwendig sind.

HILFSSATZ 4. Sei K, eine Folge von Verteilungen mit K, (0) = 0, sodass fir jedes
x € R ein ¢, existiert mit |K,(x)| < ¢, fir alle n. Dann ezistiert eine Teilfolge ny
und eine Verteilung K, sodass limy_, K, (t) = K(t) fdr alle t € R gilt m denen K
stetig ist. Fir diese Teilfolge gilt limy oo [* f(x) dK,, (2) = [T f(x (z) fiir alle
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linksreguldren Funktionen [ mit kompaktem Triger, die in den Sprungstellen von K
stetig sind.

BEWEIS. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzéhlbar, das heifit Q kann durch-
nummeriert als {ry,79,...} geschrieben werden. Die Folge K,(r;) fir n € N ist be-
schrankt und hat daher eine konvergente Teilfolge. Es gibt eine unendliche Teilmenge
Ny von N sodass lim,en, K,(r1) existiert. Nun ist K, (rq) fiir n € N; eine beschriankte
Folge, sodass eine unendliche Teilmenge Ny von Nj existiert, fir die lim,ep, K, (72)
existiert. Da jetzt K, (r3) fiir n € Ny eine beschrinkte Folge ist, findet man eine un-
endliche Teilmenge N3 von Na, sodass lim,¢y, K, (r3) existiert. Dies kann man immer
weiter tun. Man findet Ny D No D N3 D ... sodass lim,cy, K,(r;) fiir alle j exis-
tiert. Jetzt sei n; = min N; und fiir j > 2 sei n; = min{n € N; : n > n;_;}. Fir
jedes k > 1 gilt dann {ny, ngi1, ngyo, ...} C N, sodass lim,, .o, K, (1) fiir alle k exis-
tiert. Fiir jedes r € Q existiert also eine Zahl g, mit lim,, o Ky, () = g,. Da jede
der Funktionen K,  monoton wachsend ist, folgt g, < g, fiir r < s. Fiir x € R sei
K(x) = inf{g, : r € Q,r > x}. Aus dieser Definition folgt, dass K : R — R monoton
wachsend und rechtsseitig stetig ist. Es wird lim;_. K,,;(z) = K(z) fiir alle v € R,
in denen K stetig ist, gezeigt. Sei » € Q und r > x. Dann gilt K, (z) < Ky, (r)
fiir alle j und daher limsup, ., K, (z) < limsup; ., K, (r) = gr. Da das fiir al-
le r € Q mit r > z gilt, erhdlt man limsup, . K, (r) < inf{g, : r € Q,r >
v} = K(x). Sei r € Q und r < z. Dann gilt K, (z) > K,,(r) fiir alle j und daher
liminf; o Ky, () > liminf; . K, (r) = g,. Da das fiir alle r € Q mit r < 2z gilt,
erhélt man liminf; . K, (z) > sup{g, : » € Q,r < z}. Ist y € Rund y < z,
dann gilt K(y) < sup{g, : » € Q,r < z}, da QN (y,z) # 0 ist. Daher folgt
liminf; o Ky, (v) > K(r—) = sup{K(y) : y € Ry < z}. Somit ist K(z—) <
liminf; . K, (7) < limsup;_ Ky (z) < K(r) fir z € R bewiesen. Ist K im Punkt
v stetig, dann gilt K(r—) = K(z) und daher lim; .o K,,(z) = K(x). Es bleibt noch
die zweite Aussage des Satzes zu zeigen. Seien a und b in R so gewé#hlt, dass f aufer-
halb von (a,b] gleich Null ist, und a und b Stetigkeitspunkte von K sind. Dann gilt
[ fz) dK, () = [? f(z) dK,(z) fiir alle n und [*_f(z) dK(2) = [* f(z) dK (2).
Sei ¢ so gewahlt, dass | K, (a)| < cund | K, (b)| < cfiir alle n gilt, woraus auch |K(a)| < ¢
und |K(b)| < ¢ folgt.

Sei € > 0 gegeben. Da f linksreguldr ist und in den Sprungstellen von K stetig
ist, gibt es eine Zerlegung a = uy < u; < ... < u, = b des Intervalls (a,b] durch
Punkte u;, in denen K stetig ist, und eine Treppenfunktion g = 25:1 Vi L(u;_y uy) Mib
sup | f — g| < 55+ Es folgt fiir alle n > 1

/ f(z) dK (z) - / ole) K ()] < 2 md
/ f () dK, (x) - / o) B (2)] < o

Die Integrale von ¢ sind dann fabg(:c) dK,(z) = Y27 vj(Ku(u;) — Kn(uj—1)) und

j=1

ffg(x) dK(z) =>"7"  vj(K(u;) — K(uj—1)). Da K in den Punkten u; stetig ist, wurde

7j=1
limg o0 fabg(x) dK,, (z) = fabg(x) dK(x) im ersten Teil des Beweises gezeigt. Daher
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existiert ein ng mit
€

[ ate) s @) = [ gle) k@) <

fiir alle n > ngy. Zu vorgegebenem € > 0 wurde ein ny gefunden, sodass

/f dK, (x /f ) dK (2

fiir alle n > ng gilt. Damit ist alles gezeigt. U

DEFINITION 2.6. Eine Folge von Funktionen g, : R — R heiit gleichgradig stetig,
wenn fiir jedes z € R und jedes € > 0 ein § > 0 existiert, sodass |g,(z) — gn(y)| < € fiir
alle y € (x — 6,2 + ¢) und alle n gilt.

HILFSSATZ 5. Sei g, : R — [—c¢,c| eine Folge von gleichgradig stetigen Funktio-
nen. Dann ezistiert eine Teilfolge ny, und eine stetige Funktion g : R — [—c,¢] mit
limy o0 gn, () = g(x) fiir alle x € R. Die Konvergenz ist gleichmaf$ig auf kompakten
Intervallen.

BEWEIS. Da die Folge g, (r) fiir jedes r € Q beschrénkt ist, findet man genauso wie
zu Beginn des Beweises von Hilfssatz 4 eine Teilfolge ny, sodass die Folge g, (r) fiir jedes
r € Q konvergiert. Inshesondere ist jede dieser Folgen eine Cauchyfolge. Es wird gezeigt,
dass gy, (z) eine Cauchyfolge fiir jedes x € R ist. Sei also € R und € > 0 vorgegeben.
Da die Folge g, gleichgradig stetig ist, existiert ein 0 > 0, sodass |g,(x) — gn(y)| < § fiir
alle y € (z — 6,2+ 9) und fiir alle n gilt. Man wéhlt ein » € QN (z —J, 2+ 0) und findet
ein ko, sodass |gn, (1) = gn,, (1)| < 3 fiir alle k,m > ko gilt. Fiir k,m > ko folgt dann
|Gn,, () — Gn,, ()| < €. Damit ist gezeigt, dass g,, (z) eine Cauchyfolge ist. Es existiert
ein g(z) € R mit limg_ gp, (2) = g(2).

Es wird gezeigt, dass die Konvergenz gleichméfig auf kompakten Teilmengen ist.
Sei M C R kompakt und € > 0 vorgegeben. Fiir jedes x € M existiert eine Umgebung
U(x), sodass

[9a(2) = 9a(w)| < 5
fiir alle y € U(x) und alle n gilt und daher auch

l9(z) — g(y)| < %

Es gibt endlich viele 1,2y, ..., z,, mit M C JjZ, U(z;). Es gibt ein ko, sodass

e (25) — 9l)] < =

3
fir 1 < j < m und fiir & > kg gilt. Sei jetzt y € M beliebig. Es gibt ein x; mit
yEU( ;). Dann gilt
19n (¥) = 9] < |90, (1) = g0 (@) + |G, (25) = 9(5)[ + |9(2;) — 9(y)] <,
<3 <3 <3

wenn k > kg ist. Damit ist die gleichméafige Konvergenz auf M gezeigt.

Als gleichméfiger Grenzwert von stetigen Funktionen ist g stetig auf allen kom-
pakten Teilmengen von R, also auf ganz R. Da g,(z) € [—c¢,(] fiir alle n gilt, folgt
g(z) € [—¢, ] O
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Die zwei folgenden Sétze stammen aus der Mafstheorie. Der erste folgt aus der Tatsa-
che, dass die einzigen translationsinvarianten Mafe auf R die Vielfachen des Lebesgue-
malses sind. Beim zweiten handelt es sich um den Satz iiber die dominierte Konvergenz.

HILFSSATZ 6. Sei K eine Verteilung, sodass f_oooo flx —t) dK(z) fir jedes stetige

f mit kompaktem Triger unabhingig von t ist. Dann gilt K(t) = ot + (3 fir ein o > 0
und ein § € R.

HiLFssATz 7. Sei f, : R — R eine Folge integrierbarer Funktionen, die gegen eine
integrierbare Funktion f : R — R konvergiert, und sei F' eine Verteilung. Wenn eine
integrierbare Funktion h : R — R" ezistiert mit [°°_h(x) dF(z) < oo und |f,| < h fir
alle n gilt, dann gilt lim,, ffooo fn dF = ffooo f dF.

Nun wird die Voraussetzung, dass F' keine Gitterverteilung besitzt, ausgenutzt.

DEFINITION 2.7. Sei H eine Verteilung. Man nennt = einen Dichtepunkt der Vertei-
lung H, wenn H(x) — H(x — €) > 0 fiir alle € > 0 gilt. Weiters sei Dy die Menge aller
Dichtepunkte von H.

HILFSSATZ 8. Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen G, H gilt Dgsg O Dg+Dy.
Insbesondere enthdlt die Menge | J,-, D, mit zwei Punkten auch deren Summe.

BEWEIS. Um die erste Aussage zu zeigen, sei s € Dg, t € Dy und € > 0. Seien X
und Y unabhingige Zufallsvariablen, sodass X die Verteilung G und Y die Verteilung
H hat. Dann gilt

p(s—§<ng):G<s)—G(s—§)>o
und
P(t—E<Y§t):H(t)—H(t—§)>O

Daraus erhilt man dann

G+xH(s+t)—G+«H(s+t—¢)

Ps+t—e<X+Y <s+1)

2P(3—§<X§s,t—§<Y§t)
:P(s—§<X§s)P(t—§<Y§t)
>0,

womit gezeigt ist, dass s +t € Dg.pg gilt.
Sind s,t € Uiozl Dp,, dann muss s € Dp, und t € Dp,, fiir ein [ und ein m gelten. Aus
dem ersten Teil des Satzes folgt dann

s+t € Drwr,, = Dp,,, C U Dp.
k=1

O

HILFSSATZ 9. Wenn F keine Gitterverteilung ist, dann existiert fir jedes d > 0 ein
to, sodass I N\Jy—, Dr, # O fiir jedes Intervall I der Linge 0, das in [ty, 00) enthalten
ist, gilt.
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BEWEIS. Man findet Punkte ¢ und b in (J,-, Dp, mit @ < b < a + 4. Solche
Punkte findet man bereits in Dp, auker Dp = {co,c1,...} mit 0 < ¢p < ¢4 < ...
und cjy1 > ¢; + 6. Gibt es Punkte u und v in Dp mit ¥ ¢ Q, dann findet man Zahlen
[ und m in Z mit 0 < lu + mv < 6. Wegen Hilfssatz 8 sind dann a = |l|u + |m|v
und b = (|I| + Du+ (m| + m)v in J,o, Dr, und es gilt « < b < a + 6. Es kann
angenommen werden, dass * € Q fiir alle u,v € Dp gilt. Sei di = ggT(co,c1) > 0
und d; = ggT(dj_1,¢;) > 0 fir j > 2. Wenn Dp = {cp,c1,...co} gilt, dann ist F
eine Gitterverteilung mit Gitterweite d,. Also ist Dp unendlich. Ist d = d; fiir alle
J > jo, dann ist I eine Gitterverteilung mit Gitterweite d. Da jedes d;_; ein Vielfaches
von d; ist, folgt lim; . d; = 0. Man nehme ein j, mit d;, < 0. Es existieren Zahlen
mj € Z mit Y7 ymjc; = dj, € (0,0). Wegen Hilfssatz 8 sind dann a = 377 [mjc;
und b = Y2 (Im;| +my)e; in Uyl Dr, und es gilt a <b < a+ 4.

Sei w € Dp beliebig mit w > 0. Sei d = b —a € (0,9) und n € N so, dass nd > w
gilt. Die Punkte jw + (n — m)a +mb = jw +na+md mit j > 1 und 0 < m < n liegen
in [w 4 na, o), sodass zwei aufeinanderfolgende Punkte hochstens Abstand d haben.
Wegen Hilfssatz 8 liegen alle diese Punkte in | J,-, Dp,. Mit to = w + na erreicht man
das gewiinschte Resultat. U

HiLrssaTz 10. Seien F' und G Verteilungen, die auf R~ gleich null sind. Fir eine
beschrinkte linksregulire Funktion h : R — R gilt

| hw) arwace) = [ b aF 6,

wenn entweder h kompakten Trdger hat oder F' und G Wahrscheinlichkeitsverteilungen
sind. Fiir eine rechtsrequlire Funktion g : [0,00) — R gilt

BEWEIS. Die erste Gleichung gilt fiir die Funktion u = 1(45 mit a < b. Man sieht
das, weil

/OO /Oou(y+z) dF(y)dG(z):/OOF(b—z)—F(a—z) dG(2)
=F«G((b) — F*G(a)
und

/ u(y) dF « G(y) = F x G(b) — F x G(a)
gilt. Da Integrale linear sind, gilt diese Gleichung auch fiir alle Linkstreppenfunktionen.
Sei h, = hl(_nn. Da h, wegen Hilfssatz 1 gleichmékiger Grenzwert einer Folge von
Linkstreppenfunktionen ist und bei diesem Grenziibergang die in der Gleichung vor-
kommenden Integrale konvergieren, gilt die Gleichung auch fiir h,,. Wenn h kompakten
Tréager hat, dann gilt h = h,, fiir ein n und man ist fertig. Ansonsten sei c¢ eine obere
Schranke fiir |h|. Dann gilt |h,| < ¢ fiir alle n und lim,,_, h, = h. Die Gleichung fiir
die Funktion h folgt nun aus Hilfssatz 7, da die Integrale der konstanten Funktion ¢
den Wert ¢ haben, wenn F' und G Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind.
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Die Funktion f = gljg;41) von R nach R ist rechtsregular mit kompaktem Trager.
Es gilt

x (FxG)(t) = /00 flt—y) dF « G(y).

Aus der soeben bewiesenen Gleichung erhilt man

x (F+G)( //ft—z— dF (y)dG(2).

Das innere Integral ist g « F'(t — z) fiir z < ¢ und = 0 fiir z > ¢. Es folgt

t

*(F*G)(t):/ gx F(t—2)dG(z) = (g* F) * G(t).

— 00

OJ

HIiLFssATz 11. Sei F' eine Lebensdauerverteilung, die keine Gitterverteilung ist.
Sei g : R — R beschrinkt und gleichmdfig stetig und g(0) = max,egr g(z). Wenn
g(x) = [ glx —y) dF(y) fir alle z € R gilt, dann ist g konstant.

BEWEIS. Es wird mit Induktion gezeigt, dass g(z) = [ g(z —y) dFy(y) fiir alle
k > 1 gilt. Fiir k = 1 ist diese Gleichung in den Voraussetzungen enthalten. Wenn sie fiir
k = m schon bewiesen ist, dann folgt g(z) = [ [7 g(z —y — z) dF(y)dF,,(z) unter
nochmaliger Verwendung der Voraussetzung Setzt, man h(t ) = g(z —t) in Hilfssatz 10
ein, dann erhilt man

o

o(z) = / gz — y) dF * Fu(y)

o0

_ / " gle—y) dFi(y).

o0

die Gleichung fiir Kk = m + 1.

Es wird gezeigt, dass lim, ., g(z) = g(0) sein muss. Sonst gibt es ein € > 0 und eine
Folge z; mit x; — oo und g(—z;) < ¢g(0) — 2e. Da g gleichmiRig stetig ist, gibt es ein
d > 0 und offene Intervalle I; mit Mittelpunkt x; und Lange 9, sodass g(—z) < ¢(0) —
fiir alle » € (J;2, I; gilt. Nach Hilfssatz 9 gibt es ein j und ein k, sodass [;0 D, # 0 ist.
Es gibt also Punkte a und b mit 0 < a < b, sodass Fj(b)—Fi(a) > 0 und g(—x) < ¢g(0)—
fiir alle = € (a, b] gilt. Jetzt folgt

| o) dEw) < (6(0) = (F(8) ~ Fula) + 901~ Fulh) + Fu(@)

- = g(0) — e(Fy(b) — Fi(a))
< 9(0),

ein Widerspruch zu g(0) = [*°_g(—y) dFj(y). Somit gilt lim,_._ g(z) = ¢(0).
Sei ¢ = sup |g|]. Angenommen, es gibt ein u mit g(u) < g(0). Man wéhlt € = 9(02);92(“)

und findet ein to, sodass g(x) > ¢(0) — € fiir alle x < u — to. Wegen Satz 1.6 und Satz
1.13(a) gilt limy_, Fi(f) = O fiir alle ¢. Daher gibt es ein k mit Fj(fy) < e. Aus der
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Gleichung g(u) = [ g(u —y) dFy(y) folgt nun

o) 2 —c [ ARG+ (60 o) [ " dFd(y)

—00 to
> —cky(to) + (9(0) — €)(1 = Fi(to))
> g(0) —€(2c¢+1).
Das ergibt einen Widerspruch zur Wahl von e. Somit ist g(u) = ¢(0) fiir alle v € R
gezeigt. U

SATZ 2.8. Seia: RT — R eine beschrinkte, rechtsrequlire Funktion mit kompaktemn
Trager, der in [m, m~+1) enthalten ist. Sei F keme Gitterverteilung, R die Erneuerungs-

funktion zur Lebensdauerverteilung F und A(t t)+ f y) dR(y). Dann gilt:
(a) A ist auf RT durch sup|a|(1 + (1)) beschmnkt.

(b) Wenn a stetig ist, dann ist A gleichmdfig stetig.
(c) Wenn a stetig ist, dann ist im;_,o A(t +u) — A(t) = 0 fir alle u > 0.

BEWEIS. (a) Da der Trdager von y — a(t — y) im Intervall (t — m — I,t — m)
enthalten ist, folgt
|A(t)| < sup [a] +sup |a[(R(t —m) — R(t —m —1))
< sup |a[(1 +~(1))
fiir alle t > 0, womit (a) bereits gezeigt ist.
(b) Wenn a stetig ist mit kompaktem Triger, dann ist a gleichméfig stetig. Sei
e > 0 gegeben und ¢ < 1 so, dass |a(z) — gilt, wenn |z —y| < §
ist. Fiir s € (0,9) gilt dann

a(y)l < =

t

At +s) = A(t)] < Ia(t+8)—a(t)|+/ lat + s —y) —a(t —y)| dR(y)

—0o0

€ t €
<— 4 — Ay imiy(y) dR
S TEA0E0) /w1+7(l+1) (t-m-1t-m+1(y) AR(y)
< : + - Yl +1)

IL+v(1+1) 1+4+~01+1)

=e
Damit ist (b) gezeigt.

(¢c) Um (c) zu Zeigen, wird zuerst angenommen, dass a stetig differenzierbar ist.
Dann ist @' stetig, beschrankt und hat Triger in [m,m + 1). Sei by(x) =
w Wegen by, (z) = d/(&,) fiir ein £, zwischen = und x + h ist by, eben-

falls beschrinkt und hat Triger in I = [ — 1 m —i— [+ ) wenn ]h! < 1ist. Es

existiert ein ¢ > 0 mit |b,| < cl;. Aus A(t )+ [ y) dR(y) folgt

At + h})l — A(t) = by(t) + / bu(t —y) dR(y).

Da aber limy, ¢ by (¢ ) = d'(t) gllt und f cl;(t —y) dR(y) < oo ist, folgt die

Gleichung A'(t) = d'(t) + [*__d'(t — y) dR(y) mit Hilfe von Hilfssatz 7. Aus
(a) und (b) erhalt man, dass A’ beschrankt und gleichmékig stetig ist. Um (c)

—00
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zu zeigen, beweist man, dass lim; ., A'(t) = 0 gilt. Sei n = limsup,_, ., A'(¢).
Es existiert eine Folge ¢, mit ¢, — oo und A’(t,) — n. Sei g,(t) = A'(t, + t)
fir t > —t, und = A’(0) fir t < —t,. Die Folge g, ist gleichgradig stetig,
da A’ gleichmikig stetig ist, und die Werte der Funktionen g, liegen in [—c, ¢|
mit ¢ = sup|A’|. Aus Hilfssatz 5 folgt die Existenz einer Teilfolge n; und
einer stetigen Funktion g : R — [—¢, ] mit g, (t) — ¢(¢) fiir alle ¢t € R.
Die Konvergenz ist gleichméfig auf kompakten Teilmengen. Nach Satz 2.3 gilt
Aty =d(t)+ [ At —y) dF(y) fiir t > 0, das heifit

) =dtar 0+ [ -y aFw)

fiir t > —t,. Setzt man n; fiir n ein und ldsst k gegen oo gehen, dann folgt
g(t) = [Z2_g(t —y) dF(y) fiir ein t € R mit Hilfe von Hilfssatz 7, da |g,| < ¢
fiir alle n gilt. Wegen limy_,o A'(t,,) = 1 und limy_o A'(t,, +t) < n fiir alle
t € Rfolgt g(t) < g(0) = n. Da A’ gleichmékig stetig ist, gibt es zu jedem € > 0
ein d > 0, sodass aus |s —t| < ¢ die Ungleichung |A'(¢,, +s) — A'(t,, +1)| <€
folgt, woraus durch Grenziibergang auch |g(s) — g(t)| < € erhalten wird. Damit
ist die gleichméfige Stetigkeit von g gezeigt. Jetzt folgt aus Hilfssatz 11, dass
g(t) = g(0) = n fiir alle ¢ gilt. Fiir jedes u > 0 gilt

A(tn, +u) = Altn,) = wA (n, + &) = ugn, (&)
fiir ein &, € (0,u). Da g,, gleichméfig auf kompakten Mengen konvergiert, folgt
lim Aty +u) = Alty,) = un.

Da A beschrankt ist und dieser Grenzwert fiir alle v > 0 gilt, muss n = 0 sein.
Somit ist limsup,_,., A'(t) = 0 gezeigt. Analog kann man liminf, .., A'(t) =0
zeigen. Somit gilt

lim A'(t) = 0.

t—o00

Es folgt
Jim Alt+u) — At) = Jim uA'(t+&)=0

fiir alle u > 0. Sei jetzt a stetig mit Trager in [m, m +1). Sei € > 0. Es gibt ein

stetig differenzierbares b mit Trélger in [m,m + 1), fir das sup |a — b| < 0

gilt. Sei B(t f y) dR(y). Es wurde lim;_,o, B(t+u)— B(t) =0
gezeigt. Es glbt also ein to mlt ]B(t +u) — B(t)| < § fiir t > ty. Wie im Beweis
von (b) erhilt man |A(s) — B(s)| < 5 fiir alle s > 0. Fiir ¢ > ¢, folgt nun
|A(t+u) — A(t)| < |A(t +u) — B(t+u)| + |B(t +u) — B(t)| + |B(t) — A(t)]
< €.
Damit ist auch lim; ., A(t +u) — A(t) = 0 gezeigt.
0

Mit diesen Sétzen kann der Erneuerungssatz bewiesen werden. Fiir y > 0, definiere
man die Verteilungen K, durch K,(t) = R(t +y) — R(y). Es gilt

/OO 9(x) dK,(z) = /OO g(z —y) dR(y)

o0 oo
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fiir linksregulidre Funktionen g mit kompaktem Triger, wie man mit Hilfe von Riemann-
summen leicht sieht. Sei @ eine unbeschrénkte Folge in RT. Wegen |K,(t)] < ~(t) fir
alle y folgt aus Hilfssatz 4 die Existenz einer Verteilung K und einer Teilfolge vy, in @,

sodass kh_g.lo/z i) dek(flf):/Z f(z) dK (z)

fiir alle linksreguldren Funktionen f mit kompaktem Trager, die in den Sprungstellen
von K stetig sind, gilt. Man beachte, dass K auf R™ nicht 0 sein muss. Sei a : R — R
eine stetige Funktion mit kompakten Triger, die auf R~ gleich 0 ist. Sei

t

A(t) =alt) + /_OO a(t — ) dR(z) = a(t) +/ a(t —z) dR(x)

o0 —00

fiir alle ¢ € R. Aus den im letzten Absatz gezeigten Resultaten erhilt man

Alyp +t) = alyp + ) + /_OO a(t —x) dK,, (z)
und -
klggo Alyp +1t) = / a(t —z) dK(x)

fir t € R. Wegen Satz 2.8(c) hiingt dieser Grenzwert nicht von ¢ ab. Aus Hilfssatz 6
folgt, dass K(t) = at + ( fiir ein @ > 0 und ein 5 € R gilt. Sei a : R — R eine
beschrankte, rechtsreguliire Funktion mit kompaktem Trager, die auf R~ gleich 0 ist.
Sei A(t) )+ [ a(t — z) dR(z) fiir ¢ € R. Da man jetzt weif, dass K keine
Sprungstellen hat folgt wie im letzten Absatz

o0

Jim Ay +1) = /_ ot — z) dK (x)

[e.9]

fiir t € R. Wegen a(y) =0 fiir y < 0 und K(t) = at + 3 folgt
klim Ay +1) = a/ a(z) do

fiir t € R, insbesondere limy_. . A(yk = O‘fo ) dx. Sei a : RY — R mono-
ton fallend rechtsregular und [ a(z) dz < oo. Sel a; = al[jﬁjﬂ) fiir j > 0. Sei
A(t) = a;(t)+ ' aj(t—x) dR(2) fiir t > 0. Wegen Satz 2.3 erfiillt A; die Erneuerungs-
glelchung Al aj Aus Satz 2. 8(a) erhélt man sup,~ |4,(t)| < d; mit d; = a(y)(1+~(1)).
Wegen fo ) de < oo folgt Z 1 di < co. Mit Hilfe von Hilfssatz 7 folgt, dass

Alt) =272, A ;(t) die Erneuerungsglelchung zu a erfiillt und daher die eindeutige auf
kompakten Intervallen beschrinkte Losung nach Satz 2.3 ist. Im letzten Absatz wurde
limy oo Aj(yx) = @ fo aj(x) do gezeigt. Wegen Hilfssatz 3 folgt

/}LIEOA Yp) = hm ZA Yk) —aZ/ aj(x dx—a/ a(x) du.

Fira =1—-Fist A = 1 die auf kompakten Intervallen beschrankte Lésung der
Erneuerungsgleichung. Aus dem soeben gezeigten Grenziibergang ergibt sich

1:a/ 1 — F(z) dz.
0
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Da [°1— F(z) da der Erwartungswert p von F ist, folgt o = i

Wiirde limy . A(t) = o [~ a(z) dz nicht gelten, dann finde man eine unbeschriinkte
Folge @ in R* und ein € > 0 mit

‘A(t) - a/ooo o() da

fiir alle t € (). Beginnt man oben mit dieser Folge (), dann sind alle g, in ) und man
hat einen Widerspruch. Damit ist

> €

lim A(t) = 1 /OO a(z) de < 0o

t—o00 1%

gezeigt.

Sind jetzt ay,as, ..., a; solche Funktionen und a = 25:1 cjaj, dann ist A = Zle cjA;

die auf kompakten Intervallen beschrinkte Lésung der Erneuerungsgleichung fiir a,
wenn A; diese Losung der Erneuerungsgleichung fiir a; ist. Da

lim A;(t) = 1 /OO aj(z) dz

t—o00 )

fiir alle 5 gezeigt wurde, folgt auch

lim A(t) = 1 /000 a(z) dx,

t—o00 )

womit der Erneuerungssatz vollstindig bewiesen ist.

2.1.2. Methode 2. Die zweite Methode anhand welcher der Erneuerungssatz ge-
zeigt wird, geschieht mit Hilfe von Fouriertransformierten. Dieser Beweis hilt sich, in
weiten Ziigen, an [4] und [2].

DEFINITION 2.9. Sei f: R — R integrierbar. Dann heifst

) = [ e

die Fouriertransformierte von f.

BEISPIEL. Es gilt

) t eixy
/ ey q(y) dy = / e dy =
R

—t 1T

t 2sin(xt)

—t T

Sei X, = %1[_“]. Dann folgt .%(m) — snl®) gei A, = X, * X,. Aus der Faltungsfor-

tx

. . 2 . 2
mel fiir die Fouriertransformation folgt A;(x) = (Slr;(—m)> . Sei Uy(x) = (M> . Aus

x tx

der Umkehrformel fiir die Fouriertransformation erhélt man W,(z) = 2rA,(z). Man
berechnet, dass gilt:

0, fir x < —2¢

ﬁx—i—%, fir —2t<z2<0

—ﬁaﬁki, fir 0 <z <2t

0, fir x > 2t

Ay(x) =
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-2t 2t

ABBILDUNG 2.1. Darstellung von Ay(x).

Um den Beweis des Erneuerungssatzes fiihren zu konnen, werden zuerst noch einige
Standardresultate iiber Verteilungsfunktionen und Fouriertransformierte ohne Beweis

angegeben.

HILFSSATZ 12. Sei Fy(z) = F(x +t) und G(t) = ffoo f(z) dF(x). Dann gilt
/g(az) dFi(z) = /g(af —t) dF(x) und
[ 9t@) d6(w) = [ g(orsta) dP(a).

HILFSSATZ 13. Sei F(x) = Y ", F,(z) und g beschrinkt auf einem beschranktem
Intervall I. Dann gilt

[ ot art) = fj [otw) aro)

HILFSSATZ 14. (a) Sei f integrierbar, dann gilt lim,_ 1o f(t) =0
(b) Sei f : [—me,me] — R integrierbar und f(n) = [T e"e*f(x) dx, dann gilt

—TC e
lim,, 400 f(n) =0.

HILFSSATZ 15. Sei h(z) = [e™¥ dF(y) und F eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent, wobei ¢ = é qilt:

(a) h hat Periode 2mc.
(b) h(2me) = 1.
(c) F ist auf Zq verteilt.

HILFSSATZ 16. Seien F, F, Verteilungen mit [, dF(x) < oo und [; dF,(x) < oo.
Dann sind dquivalent:

(a) [ dF,(x) — [ e dF(x) fir alle t € R.

(b) [¥(x) dF,(z) — [V(z) dF(z) fir alle stetigen U mit kompaktem Triger
und [, dF,(z) — [, dF ().

(¢) [1an(z) dE(x) — [1ay(z) dF(x) fir alle a,b mit a < b und F in a,b
stetig, und [, dF, () — [, dF(z).

(d) Fn(a) — F(a) fiir alle a in denen F stetig ist, und [, dF,(z) — [; dF(z).
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HILFSSATZ 17. Sei h(x) = [e™¥ dF(y) fir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F
fir die der Erwam‘ungswert p =[x dF(x) existiert. Sei h(z) # 1 fir 0 < |z] < b.
Dann gilt:

a) ffb Re (%) dz < cc.
(b) fir alle V mit Trager C [—b,b] gilt

lim [ W(x)Re (%) do = E\II(O) —|—/\If(:c) Re (1_;11(@) da.

Es wird nun mit dem eigentlichen Beweis des Erneuerungssatzes begonnen:

BEWEIS. Der Beweis ldsst sich in sieben Schritte zerlegen:

(i) Sei H={f:R— R | 3c> 0 mit |f(z)| < cmin (1, %) Vz € R}.
Fiir eine Funktion f € H gelten folgende Aussagen:
( ) f(aH—t) € H fiir alletER.

b) Ja lf(@)] dR(z) <
(c) fR\fx+t)|dR()—>Ofiirt—>oo.

BEWEIS. (a) Dies folgt aufgrund von (mjt)Q < 5, falls [z| > 2[t].

(b) Aufgrund der Voraussetzung, dass R auf R~ gleich 0 ist, und Satz 2.4 gilt

[ 15 anw) - /[ W@l an@
< c/[om) min (1, %) dR(x)

- 1
<c Z / min <1, —2> dR(z)
n=—1 (n,n+1] n
<cimin 1i 7(1) < oo
= — ) n2 )

wobei v wie in Satz 2.4 ist. Somit wurde gezeigt dass sich jede Funktion
f € 'H mit R integrieren l&sst.
(c) Wie bereits vorher in (b) gezeigt, folgt

o

/]fx+t\dR Z ) — 0 fiir t — oo.
U

x coxT
AuRerdem gilt go € H und g, ist stetig bei 0. Weiters ist gy = 27A; + 27A,,
stetig und hat kompakten Triger (siehe Beispiel Seite 31).

: 2 2
(ii) Sei go(x) = <M> - <M) mit ¢y € Q. Dann gilt go(z) > 0 fiir alle z € R.
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Sei G = {x — e"*“gy(z) | s € R}. Fiir g(x) = €"**go(x) in G gilt g € H und
d(y) = go(y + s) stetig mit kompaktem Trager. Aukerdem gilt

1 —ixY A 1 —ixY A
5 [ ¢ Yo(y) dy = o— [ e "Ygo(y + 5) dy
T R 27T R
1 .
=5 Re*”(H@O(z) dz

= ei“/Re_i”(Al(z) + A, (2)) dz

= " go(—x) = g(x).
—

=go(z)

(iii) Wegen Satz 2.3 gilt A(t) = a(t) + [, a(t —z) dR(z). Sei a € G. Wegen G C 'H
folgt a € H und somit lim; . a(t) = 0. Aukerdem gilt aufgrund von (i), dass
lim; .o [ a(t + ) dR(z) = 0. Somit folgt

lim A(t) = lim [ a(t —z) + a(t + x) dR(x).

Sei g(z) = a(t — ) + a(t + x) fiir festes t und sei R, (x) = Y~ r"F,(x) fir
r € (0,1]. Es gilt klarerweise Ry(x) = R(z). Da a € H, folgt aus (i), dass auch
g € H gilt. Wegen Hilfssatz 13 erhilt man

[ 9@ ar@

oS
>
n=1

<31 [ loo)l ap@
~ [1s(@)] dR(@) < o

Daraus und wieder aus Hilfssatz 13 folgt

lim [ g(z) dR,(X) = lier”/g(z) dF,(z)

11 1

wobei fiir Gleichung (2.7) der Satz iiber dominierte Konvergenz angewendet
wurde.

(iv) Seih(z) = [e“¥ dF(y). Dann folgt h(z)" = [ ¥ dF,(y) aus dem Faltungssatz
fiir Fouriertransformierte. Sei a € G. Dann hat @ wegen (ii) kompakten Tréiger.
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Man setze Fy(x) = 1jg o).

2a(t) + /a(t —x)+a(t+z) dR,(z) = Z r" / a(t —x) + a(t + x) dF,(z)

(i) o=, 1 i)y ~ o 1 —i(t+x)y A
05, / - / e Wa(y) dydFo(a) + 3 7 / o / e+ 4(y) dyd F, ()
n=0 n=0

1 , = 1, :
=S [ ety [ ar @) w30 [ seeteatw) [ amway

n=0 — n=
h(y)™ h(y)™

= /%eityd(y) <%h(y)) dy+/%eityd(y) (ﬁ) dy (2.9)

1 ity ~ 1
=5 /e a(y)2Re (—1 —rh(y)) dy.

Man beachte dass das Vertauschen der Integrale in (2.8) wegen des kompakten
Trigers von a moglich ist. In (2.9) wurden Summe und Integral erneut ver-
tauscht, was aufgrund des kompakten Trégers von a und wegen |r| < 1 und
|h(y)] < 1 moglich ist. Somit folgt mit Schritt (iii)

[ J/

1 , 1
(v) Sei F zuerst keine Gitterverteilung. Aus Hilfssatz 15 folgt h(z) # 1 fiir alle
x # 0. Sei b > 0 so, dass der Triger von a in [—b, b] enthalten ist. Dann gilt
h(z) # 1 fiir 0 < |z| < b. Somit sind die Voraussetzungen fiir Hilfssatz 17
gegeben. Angewendet, ergibt dies

2a(t) + / a(t— ) + alt +2) dR(z) = ~Za(0) + = / e~ 4(y) Re (%) dy.

T
(2.10)
1

Da a stetig ist und Tréger in [—b, b] besitzt, ist y — a(y) Re <m> integriebar
wegen Hilfssatz 17(a). Aus Hilfssatz 14 folgt wiederum dass die Fouriertrans-
formierte einer integrierbaren Funktion im oo verschwindet, woraus I — 0 fiir

t — oo folgt. Aukerdem gilt wegen a € G C H wie bereits in (iii) gezeigt
lim a(t) = 0 und Jim a(t+x) dR(z) = 0.
Fiihrt man den Grenziibergang t — oo in (2.10) durch, und beriicksichtigt wie

a(0) definiert ist, so erhélt man

lim [ a(t — ) dR(z) = %a(o) _! / a(z) dz.

t—o00 1%
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(vi) Sei F' nun eine Gitterverteilung mit Gitterweite d. Sei ¢ = 1 und b = mc. Dann
folgt wegen Hilfssatz 15, h(x) # 1 fiir 0 < |x| < b. Sei

f(z) = Z a(x + 27kc).
keZ

Aufgrund des kompakten Trigers von a ist diese Summe endlich. Wegen (iv)
folgt

e

2a(nd) + /a(nd —z) +a(nd + z) dR(x) = lim 1 e f (1) Re (

rTl 7T e

1
—— ] d
1- Th(y)> v
da y — e ™% und h Periode 2wc haben (Hilfssatz 15). Wie bereits in (v)
gesehen, folgt hier ebenfalls
1
lim [ a(nd —x) dR(xz) = —f(0). (2.11)
n—00 %
Aufterdem ergibt sich
i) 1 . e
a(nd) W Dy /e_mdmd(x) dz = ﬁ B e (1) da,
wodurch sich die Fourierreihe

F(t) = Ze%m“%a(nd)

neL

Cc

aufgrund der Stetigkeit von f ergibt. Durch Einsetzen von

£0) =37 Zalnd)

nez
in (2.11), erhélt man schlussendlich
d
lim [ a(nd —z) dR(z) = — Z a(nd).

e K ne”Z

(vii) Zusammengefasst, wurde in (v) und (vi) gezeigt:

lim [ a(t —z) dR(x) = 1 /a(x) dV(x), wobei a € G und

t—o0 /,L
V(z) ==, wenn F' keine Gitterverteilung ist
V(z)=d [3] : wenn I’ Gitterweite d hat

Im 2. Fall lauft ¢ dann nur durch Z,. Sei Ry(z) := R(x —t) und

Ry = [ o) dR)
VW= sl ave)

Es wurde bereits gezeigt dass fiir

ay) =¢"g(y) € G,
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aufgrund von Hilfssatz 12

L 1/ -
lim [ e dR(z) = / o5 T (z)

t—o0 1%

gilt. Auferdem gilt wegen (i) und der Tatsache, dass gy € H

/Rdf%t(x) = /go(t—x) dR(z) < o0

/Rdf/(g;) _ /go(x) AV (z) < oo

Sei nun W eine stetige Funktion mit kompaktem Trager. Dann gilt dies auch
fiir 920 wegen der Stetigkeit von gg und gg > 0 auf ganz R. Aus Hilfssatz 16 folgt

dann
U(— ~ 1 [ ~
im [ Y5 i) = L / @) 47 (2).
t=oo | go(—1) i) golz)
Somit gilt fiir alle stetigen ¥ mit kompaktem Tréger

lim [ W(—z) dRy(z) = ~ / U(z) AV (z),

t—o0 1%

und

aufgrund von Hilfssatz 12. Wegen Hilfssatz 16 gilt diese Aussage auch fiir ¥,, =
Lins,(n+1)5), Wobei d und ¢ rational unabhéngig sind. Dann ist V' in nd stetig fiir
alle n. Seia =" ,c,¥, mit ), |c,| < oo. Wegen

‘/ z) dRy(z ‘/ (t — z) dR(z)| < ~(0)
und ’/q, les
folgt
/ |7;Ncn\11 n(—2) dRy(z In%w < / z) dRy(z)

/ D e Un(—x) dRy(z) + C(6) Y leal.

In|<N [n|>N
Lasst man ¢ — oo laufen, dann erhélt man
/Z e ¥a(2) AV (@) = C(0) Y len] < Jim [ a(~a) dRy(x)
In|<N [n|>N

-~ -

—[a(z) dV(z) —0

/ZCn o Z\cﬂr

In|<N |n|>N

—/Ja(z ) av(z) —0
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Also gilt
1
tlim a(—z) dRy(z) = — /a(:z:) dV(x)
fiir alle a = ) ., ¢, ¥y. Die positiven, monoton fallenden Riemann-integrierbaren

Funktionen a sind genau die, die sich zwischen Funktionen der Form EZOZO eV,
beliebig genau einschliefsen lassen; also gilt

lim [ a(—z) dRu(z) = = / a(z) AV (z),

t—o0 M
fiir diese Funktionen a, das heifst

lim [ a(t - 2) dR(z) % / a(z) AV (z).

t—o0

Da
At) = a(t) + /a(t —z) dR(x)

fiir die Losung A der zu a gehdrigen Erneuerungsgleichung nach Satz 2.3 gilt,

und lim .o a(t) = 0 ist, ist lim,o A(t) = ; [ a(z) dV(2) gezeigt.

U
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2.2. Folgerungen aus dem Erneuerungssatz

In diesem Abschnitt werden Anwendungen und Folgerungen aus dem Erneuerungs-
satz dargelegt. Die Sétze und deren Beweise halten sich, in weiten Ziigen, an [7] und [5].

SATZ 2.10. Sei F' eine Lebensdauerverteilung, sodass p = ffooox dF(z) und
o= [7_a? dF(x) endlich sind. Dann gilt
t
lim (R(t) - —> - =,

t—o00 )

falls F' keine Gitterverteilung ist.

BEWEIS. Sei
A(t) = uR(t) —t
fiir ¢ > 0. Wegen Satz 1.13(a) ist A auf kompakten Intervallen beschrinkt. In Satz
1.13(c) wurde

mwszyﬁ/tR@—@dF@)

— 00

fiir t > 0 gezeigt. Daraus folgt
t
A(t)—i—t:,uF(t)—i-/ At —x) +t —a dF (z).

Man erhélt die Erneuerungsgleichung

mwzqw+/'Au—@dm@
mit

a(t):uF(t)—t+/ t—x dF(z).

—00

Mit Hilfe von = [*°_ x dF(x) folgt

alt) = —p(1— F(t)) - /

—00

o0

t—x dF(z) +/ max(0,t — z) dF(x).
Wegen max(0,y) — y = max(0, —y) folgt

a(t) = —u(l — F(t)) + /_Oo max(0,x —t) dF(x).

Man sieht, dass a eine Linearkombination von zwei monoton fallenden Funktionen ist,
von denen die eine rechtsregulir und die andere stetig ist. Die Integrale dieser Funktion
sind

AWI—F@Mﬂ:u

und
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wobei der Satz von Fubini verwendet wurde. Es folgt

Aus dem Erneuerungssatz 2.2 erhilt man

lim A(t) = e 78

t—o0 2,u
Damit ist gezeigt, dass
t «Q
lim R(t) — — = — —
tilg ( ) " 2,u2
gilt. U

SATZ 2.11. Sei (Sk)k>0 ein Erneuerungsprozess mit einer Lebensdauerverteilung F
fiir die p = ffooo r dF(z) < oo gilt. Sei v = Sn,+1 —t die Restlebensdauer und Gy(s) =
P(y; > s), sodass 1 — Gy die Wahrscheinlichkeitsverteilung von -y, ist. Wenn F keine
Gitterverteilung ist, dann gilt

limGt(s):l/ool—F(y) dy

t—o00 M
fur s > 0.
BEWEIS. Fiir ¢t > 0 und s > 0 gilt unter Verwendung der Definiton von N,

Gy(s) = P(Sny1 > 5+ 1)

o0

:ZP(SNt+1>S+t,Nt:k)
k=0

I
NE

P(SkJrl > s+, S, <t< Sk+1>

il
o

=P(X;>s+1)+ Y P(Sk<t, S >s+1).
k=1
Sei U = X5+ ... + Xj. Die Verteilung von U ist Fj,_;, wihrend X; und X, ., Verteilung
F haben. Die Zufallsvariablen X7, U und Xy, sind unabhéngig. Fiir k£ > 2 gilt S =
X;+U und Sy = X1 4+ U + Xpyq. Weiters ist {Sy < t,Sk11 > s+ t} dquivalent zu
{(X1,U, Xpy1) €Ctmit C = {(z,u,v) eR*: 0< 2 < t,0<u<t—z,v>s+t—u—x}.
Damit erhédlt man

t t—x
P(Sk <t,Sks1 >s+t):/ / 1—F(s+t—u—x)dFy_q1(u) dF(z).
o Jo

Fir k= 1ist U = 0, sodass P(S; <t,Sy > s+1t) = f(fl — F(s+t—z) dF(z) durch
dhnliche Uberlegungen folgt. Weiters ist fiir k& > 2 das Ereignis {S;_1 < t — 2,5, >
s+t —x} dquivalent zu {(Sp_1,Xx) € D} mit D = {(u,v) e R*: 0<u <t —z,0v >
s+t —u—x}. Da Fj_; auch die Verteilung von Sy_; ist und F' die von X}, und da
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Sk—1 von X} unabhéngig ist, folgt

t—x
/ 1-—F(s+t—u—x) dFy_1(u) = P(Sk-1 <t —a,5, >s+t—x)
0
=P(Sy, ,q1>s+t—a, Ny =k —1).

Firk=1git1-F(s+t—xz)=P(S; >s+t—z)=P(Sy, ,+1 > s+t—x, Ny =0).
Setzt man das oben ein, so erhilt man

t ©©
Gt(s):l—F(s—l—t)—l—/O ZP(SNHCH>s+t—x,Nt,w:k—1) dF(x)
k=1
¢
:1—F(s+t)—|—/P(SNtI+1>s+t—x)dF(x)
0

—1—F(s—|—t)—|—/tP(%_x>s) dF(x)
=1—-F(s+1t)+ /t Gi—x(s) dF(x). (2.12)

Setzt man A(t) = Gy(s) und a(t) = 1 — F(s + t), dann ist die Erneuerungsgleichung
A(t) = al(t) + ffoo A(t — z) dF(x) gezeigt. Die Funktion a ist monoton fallend, rechts-
reguldr und es gilt

/Oooa(t)dt:/oool—F(s+t)dt:/soo1_F(y)dy§M<oo‘

Die Funktion A ist durch 1 beschrinkt. Aus dem Erneuerungssatz erhélt man

lim Gy(s) = l/001 — F(y) dy.

t—o00 M

O

SATZ 2.12. Sei (Sk)k>o0 ein Erneuerungsprozess mit einer Lebensdauerverteilung F
fir die p= [7°_x dF(z) < oo gilt. Sei 6, =t — Sy, das Alter der zum Zeitpunkt t in
Betrieb stehenden Glihbirne. Dann gilt

lim P(5, > 5) — 1/ 1 — Fy) dy

t—o0 M
fiir s > 0, wenn F keine Gitterverteilung ist.

BEWEIS. Seien s und 7 in R* und ¢ > s. In den folgenden Aquivalenzumformungen
wird aufser Satz 1.3 vor allem die Tatsache verwendet, dass /V; ganzzahlig und monoton
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in ¢ ist.

h>s,m>r & Sy, <t—s,Syy1>r+t

< Ny <N, Ny +1> Npyy
& Ny =N, Ny = Npyy

& Nis =Ny

& Nes+1> Ny

& Sy, 41 >r+t

& Sy, 41—t+s>r+s
& Y—s>T+S

Damit folgt

1 oo
tlim P, > s,y >1) = tlim P(yi_s >1r+s) = —/ 1—F(y) dy
—00 —0 M Jrts

wegen Satz 2.11. Da v, > 0 immer gilt, folgt das gewiinschte Resultat, indem man r = 0
setzt. U

2.3. Ein zentraler Grenzwertsatz

Bisher wurde nur der Erwartungswert R(t) der Anzahl der Erneuerungen N; im
Zeitintervall [0, ¢] untersucht. Nun beschéftigt man sich mit der asymptotischen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen N;, wenn ¢ gegen oo geht.

Ist (Sp)n>1 ein Erneuerungsprozess mit Lebensdauerverteilung F, dann ist .S, eine
Summe von n unabhingigen Zufallsvariablen, die alle die Wahrscheinlichkeitsverteilung
F haben. Seien i und ¢ Erwartungswert und Standartabweichung der Wahrscheinlich-
keitsverteilung F, also p = [*° 2 dF(z) und 0* = [* (x — p)* dF(x). Es gilt > 0,
da F' eine Lebensdauerverteilung ist. Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass

. Sp — np
lim P(Z2——L <y) =0
Tim. ( i _y> ()

gilt, wobei 0 > 0 vorausgesetzt wird und ® die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Stan-
dartnormalverteilung ist. Mit Hilfe dieses Grenzwertsatzes fiir die Zufallsvariablen .S,
wird ein Grenzwertsatz fiir die Anzahl der Erneuerungen N; im Zeitintervall [0,¢] be-
wiesen.

SATZ 2.13. Sei p < oo und 0 < o < 0o. Dann gilt limy_,, P < e < y) = d(y)
fiury € R.

o~

k(t)——

BEWEIS. Sei z € R fest. Fiir ¢ > 0 sei k(t) = [ﬁ + zﬂ] und z(t) = (\)ﬁ £ Es folgt

t

Ny — 4 _ A _
P ( 2 z(t)) —p (Nt > (VI + ;> = P(N; > k(t)) = P(S < 1)

:p<&w—k®u<t—k@u>'
U\/k(t) B O'w/k(t)
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Genauso berechnet man

b (Nt iy L) b (Sk(tm — (k(t) + Dp _ t = (k(t) + 1)u> |

Vi Vit oy k(t)+1 T ooVEk()+1

+ 2v/t — 1 erhilt man
t— k(t)u u(1 = =V

@/— +2vt—1
+ 24/t exgibt sich

t—(’f(t)+1)ﬂ ( 1—Z\f

Berechnet man den Grenzwert dieser Briiche fiir ¢ — oo, so sieht man, dass fiir jedes
€ > 0 ein t( existiert mit

Aus k(t) >

t
I

und aus k(t) <

und

o\ k(t) +1 o

fiir alle t > to. Wegen z(t) < z erhélt man fiir ¢ > ¢, aus obigen Abschétzungen

N, — ¢ N, — L _ /1,3
Vi \/% o/ k(t) o
Wegen des zentralen Grenzwertsatzes konvergiert der letzte Ausdruck fiir ¢ — oo gegen
<1>(—"\/’E

ist

+¢). Weiters folgt wegen z(t)—{—% > z aus obigen Abschétzungen, wenn ¢ > tg

p(Nt_ﬁ >z) > P (N—t__ > <t>+i) 2P<Sk(t)+1_(k(t)“)“ P/l

Vit N Vit o/ k(t) +1 - o

Der zuletzt erhaltene Ausdruck konvergiert fiir ¢ — oo wegen des zentralen Grenzwert-
%’F — ¢€). Damit erhélt man

N, — 1L 13
limsupP( i ”>z)§<1><—z a +6)

satzes gegen ®(—

t—o0 \/E

N, — 1L 13
limian( L >z> Z@(—Z K —e).
t—o0 \/¥ g

Da € > 0 beliebig war, existiert der Grenzwert und es gilt

tlirgoP(M—\;%ﬁ>z>=¢<—z\é’?>=1—¢(sz>.

und
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Setzt man z = \;—y_s, so folgt die Behauptung.
w



KAPITEL 3

Verallgemeinerungen und Variationen des Erneuerungsprozesses

In diesem Kapitel werden Verallgemeinerungen und Variationen von Erneuerungs-
prozessen préasentiert. Die Darstellung hélt sich, in weiten Ziigen, an |7| und [3].

3.1. Zeitverzogerter Erneuerungsprozess

Es seien X fiir £ > 0 unabhéngige, positive Zufallsvariablen. Jedoch haben in
diesem Fall nur X5, X3, ... dieselbe Verteilung mit Verteilungsfunktion F', wihrend X;
eine andere Verteilungsfunktion F'P besitzt. Sei Sy = 0, S, = X1 + Xo +--- + X,
und NP(t) = max{n : S, < t}. In dem Fall spricht man von einem zeitverzigerten
Erneuerungsprozess.

Dieser besitzt alle Voraussetzungen eines gewohnlichen Erneuerungsprozesses bis
auf die Tatsache, dass die Wartezeit vom Start bis zur ersten Erneuerung eine andere
Verteilung besitzt als alle anderen Wartezeiten. Eine Moglichkeit fiir einen zeitverzoger-
ten Erneuerungsprozess wire der Fall, wenn eine Erneuerung vor dem Zeitpunkt ¢ =0
stattgefunden hatte, und deswegen die Komponente zu Anfang des Prozesses nicht neu
wire. Somit wire die Lebensdauer geringer und die Verteilung nicht dieselbe wie die
Verteilung der folgenden Erneuerungen. Angenommen, die Zeitmessung wiirde erst vy
Zeiteinheiten nach dem Start eines gewShnlichen Erneuerungsprozesses beginnen, dann
hétte die Wartezeit bis zur ersten Erneuerung nach dem Nullpunkt die Verteilung der
Restlebenszeit zum Zeitpunkt v eines gewthnlichen Erneuerungsprozesses.

BEMERKUNG. Ein weiteres Beispiel fiir einen zeitverzogerten Erneuerungsprozess
ist der Geigerzédhler in Kapitel 5. Dieser bendtigt beim Einschalten eine Anlaufzeit
weswegen seine erste Registrierung verzogert wird.

Unterschieden wird zwischen
RP(t) = E(N"(t)),

dem Erwartungswert der Anzahl der Erneuerungen im zeitverzogerten Prozess und

R(t) =Y Fi(h),
k=1
der der Verteilung F' zugeteilten Erneuerungsfunktion. Da unbekannt ist, ob die erste

Erneuerung zum Zeitpunkt ¢ bereits stattfand, wird dieses Problem wie folgt geltst:

0, fiir x > t,

E(ND(t)|X1:fL’):{1+R(t_$) fiir x < ¢.

45
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Durch das Anwenden des Gesetzes der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich somit

RP(t) = /0 h E(NP(t)|X, = 2) dFP(x)

:/t1+R(t—x) dF” (2)
_ FP(1) + / "Rt - 2) dFP(2) (3.1)

= FP(t) + /t FP(t —z) dR(z). (3.2)

Aufgrund von Satz 2.3 folgt aus (3.2), dass RP(t) die eindeutige Losung der Erneue-
rungsgleichung

t
RP(t) = FP(t) + / RP(t — ) dF (z) (3.3)
0

ist. Im néichsten Abschnitt wird gezeigt, dass fiir R”(t) der Erneuerungssatz angewendet,
werden kann unter der Annahme, dass I keine Gitterverteilung ist. Mit Gitterverteilung
verlduft der Beweis analog. Man bedient sich, fiir beliebige ¢, der Gleichung (3.1)

RP(t) = FP(t) + /t R(t — x) dFP(z).

Fir ¢ > h gilt dann
RP(t—h) = FP(t— h) + /Oth R(t—h — ) dF(x).
Da R(z) = 0 gilt fiir x < 0, ergibt die Differrenz dieser Gleichungen
RP(t) — RP(t —h) = FP(t) — FP(t — h) + /t R(t—2)— R(t —h —z) dFP(z).
Aus dem Beispiel von Seite 19 folgt 0
tlilglo(R(t—a:)—R(t—h—x)):%
fiir alle x > 0 und es gilt
O0<R(t—z)—R(t—h—2x)<~v(h).

Aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz folgt

t o] h h
lim [ (R(t—x)— R(t—h—2x)) dFP(z) = / — dFP(z) = —.
t=oo Jo o H H
Wegen
lim FP(t) = lim FP(t —h)
folgt

lim (RD(t—x)—RD(t—h—a:)):g.

t—o00

Zusammengefasst ergibt das
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SATZ 3.1. Sei RP(t) ein zeitverzégerter Erneuerungsprozess mit u = E(Xs). Besitzt
F keine Gitterverteilung, dann gilt fir beliebige h

lim (R”(t) — RP(t —h)) = h (3.4)

t—oo ,U

BEMERKUNG. Besitzt F' eine Gitterverteilung mit Gitterweite A so gilt (3.4) falls h
ein Mehrfaches von A ist.

3.2. Stationirer Erneuerungsprozess

Einen zeitverzogerten Erneuerungsprozess, welcher die Verteilungsfunktion

FP(r) = / (- Fy) dy

!

fiir X, besitzt, nennt man stationdren Erneuerungsprozess. Es wird versucht einen Er-
neuerungsprozess zu entwickeln, welcher unendlich weit in der Vergangenheit begonnen
hat, sodass die Restlebensdauer des in Betrieb stehenden Items zum Zeitpunkt ¢ = 0
die Grenzverteilung der Restlebenszeit eines gewohnlichen Erneuerungsprozesses be-
sitzt. F'P wird als diese Grenzverteilung angenommen und es wird gezeigt, dass

RP(t) = E(NP(1)) = =
T
und
PP < x) = FP(2)
fiir alle ¢ gelten. Wie bereits in (3.3) gezeigt, erfiillt R”(¢) die Erneuerungsgleichung
t
RP(t) = FP(t) + / RP(t — x) dF(x). (3.5)

0

Aufgrund der Eindeutigkeit dieser Losung, muss nur noch iiberpriift werden, dass (3.5)
fir RP(t) = ﬁ erfiillt ist. Man erhélt

FD(t)+/O RP(t — ) dF(x):ul/o (1— F(z)) dx+u1/0 (t —2) dF(x)

— ittt ([e-a ar - [ Fw) )

= u_lt.
Dass der Klammerausdruck null ist, kann anhand einer partiellen Integration gezeigt
werden. Somit ist die Gleichung RP(t) = ﬁ bewiesen. Dieselbe Vorgehensweise wird
jetzt angewendet, um

P(y < x) = F(x)
fir alle x zu zeigen, wobei 72 die Restlebensdauer des zeitverzogerten, stationiren
Erneuerungsprozesses ist. Sei

GP(z) = P(yP >2) und Gy(z) = P(y > ),
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wobei 7; die Restlebensdauer des Erneuerungsprozesses ist. Wie im Beweis von Satz
2.11 zeigt man

t
GP(z)=1—-FP(t+ ) +/ Gi_y(7) dFP(y)
0
beziehungsweise
GP(z) =1—FP(t + )+ FP % Gy(w). (3.6)
Die Erneuerungsgleichung
Gi(z)=1—F(t+z)+ F x Gy(x)

wurde bereits in (2.12) gezeigt. Aufgrund von Satz 2.3 hat die Losung dieser Erneue-
rungsgleichung die Form

Gi(x) = gi(x) + R * gi(), (3.7)

mit
g(z) =1—-F(t+x).

Setzt man nun (3.7) in (3.6) ein und beherzigt, dass laut (3.2)

RP(t) = FP(t) + FP x R(t)
gilt, erhélt man

GP(z) =1 = FO(t +2) + F” 5 gy(x) + FP + R+ gi(x)
=1—FP(t+z)+ RP(t) * g:(2)

=1-FP(t+az)+ /Ot gi—y(z) ARP(y). (3.8)

Wegen g, (z) = 1—F(t+x—y) und R”(y) =  gilt dR”(y) = u~'dy. Durch Einsetzen
in (3.8) folgt daher

GPw) = 1= F(e+ )+ [ (= P+ ) dy

=1-FPt+a)+ut 1tﬂ(l—F(u)) du

womit alles gezeigt ist.

3.3. Zusammenhingender Prozess

Man nehme an, zur i-ten Einheit oder i-ten Lebenszeit gehore zuséitzlich zu X; eine
zweite Zufallsvariable Y; welche identisch verteilt ist. Eine Abhéngigkeit zwischen X;
und Y; ist erlaubt, jedoch nimmt man an, dass die Paare (X1,Y)), (X2,Y3),... unab-
hangig sind. Aufserdem gelte noch:

F(r) = P(X; <) p=E(X;)
G(y) =PV <vy) v=E(Y)
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b e

ABBILDUNG 3.1. Erneuerungsprozess in welchem die Zufallsvariable Y;
einen Teil des i-ten Erneuerungsintervalls reprisentiert.

Fiir diese Voraussetzungen existieren einige interessante Fragestellungen, welche in
diesem und in Abschnitt 3.4 behandelt werden. Man nimmt an, dass Y; ein Teilintervall
von X; reprisentiert, was in Abbildung 3.1 veranschaulicht wird.

BEMERKUNG. In Abbildung 3.1 wurde das Teilintervall Y; am Anfang eines jeden
X;-Intervall gewahlt. Dies ist fiir die folgenden Berechnungen jedoch nicht erforderlich.

Sei p(t) die Wahrscheinlichkeit, dass der Zeitpunkt ¢ in einem Y-Intervall liegt. Dann
lasst sich anhand folgender Methode eine Erneuerungsgleichung fiir p(¢) finden.

P(t liegt in Y; fiir ein i > 1)
P(t liegt in Y)) + P(t liegt in Y; fiir ein ¢ > 2)
P(t liegt in Y7) + P(X; <t, t liegt in Y; fiir ein ¢ > 2)

p(t)

t
= P(t liegt in Y7) —|—/ P(t liegt in Y; fiir ein ¢ > 2|.X; = z) dF(z). (3.9)
0
Somit erhalt man nach der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit
t
p(t) = P(t liegt in Y7) +/ p(t —x) dF(x).
0

Sei

I (t) = 1, wenn tin Y] liegt,
iy 0, wenn ¢ nicht in Y7 liegt.

Dann gilt
P(t liegt in Y7) = E(Iy,(t))
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und

/ P(t liegt in Y;) dt = / E(Ly,(t)) dt
0 0

([ i at)

= E(1)

da die Gesamtheit aller Punkte, welche in Y7 liegen, gleich Y; ist. Durch die Annahme,
dass F' keine Gitterverteilung besitzt, erhdlt man durch Anwendung des Erneuerungs-
satzes

t—oo

lim p(t) = ul/ P(t liegt in Y7) dt
0

v

[

BEISPIEL (verzogerte Auswechslungen). Man erwéige ein Modell in dem eine Erneue-
rung nicht unmittelbar erfolgt. Sei Y; die Betriebszeit und Z; die Verzogerung welche
der (i+1)-ten Einheit vorangeht. Man nehme an, dass die Zwischenzeiten X} = Y;+ Zy,
fiir kK = 1,2,... zwischen zwei Erneuerungen, einen Erneuerungsprozess bilden. Dann
konvergiert p(t), die Wahrscheinlichkeit, dass das System zum Zeitpunkt ¢ in Betrieb
ist, gegen

sofern X} keine Gitterverteilung besitzt.

BEISPIEL (Geiger-Zihler). Fiir das bessere Verstandnis sei zuerst auf Kapitel 5
verwiesen. Sei X, k = 1,2,... die Zwischenzeiten zwischen zwei registierten Teilchen
und Y} die Sperrzeit wiahrend Xj. Dann konvergiert p(t), die Wahrscheinlichkeit, dass
der Geigerzihler zum Zeitpunkt ¢ gesperrt ist, gegen

E))
E(Xy)

3.4. Kumulierter Prozess

In diesem Kapitel wird Y; als Ausgabe oder Wert, welcher dem i-ten Intervall zu-
geordnet wird, interpretiert. Es werden eine Reihe von Aufgabenstellungen des Paares
(X;,Y:) behandelt, wobei X; ein Erneuerungsprozess ist. Das Hauptaugenmerk liegt
diesmal auf dem sogenannten kumulierten Prozess

N(t)+1
k=1

welchen man als Gesamtsumme der Kosten oder sonstigem bis zum Zeitpunkt ¢ inter-
pretiert.
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Mit einer dhnlichen Vorgangsweise wie in Kapitel 3.3, erhélt man fiir A(t) = E(W (¢))
die Erneuerungsgleichung

t
A(t)=EM) +/ At — x) dF(x).
0
Aufgrund des Satzes 2.3 erhilt man
t
A() = (i) + | B(Yi) dR(s)
0

= E(Y1)(1+ R(1)).

Daraus folgt sofort, sofern F' keine Gitterverteilung besitzt und h > 0,

lim (A(t) — A(t — h)) = E(}/l>ﬁ7
—00 [1/
und damit

i A®) _ B

t—o00 t /,L

BEISPIEL (Risiko Theorie, s. Kap 4). Angenommen, bei einer Versicherung treffen
Schadensmeldungen ein, welche einen Erneuerungsprozess bilden. Seien X, X5, ... die
Zwischenankunftszeiten und Y) die Hohe der k-ten Forderung und

die Gesamtsumme der Forderungen bis zum Zeitpunkt ¢. Langfristig ergibt sich dann
eine Durchschnitts-Forderungsrate von
EW®) _ EM)

li = )
P E(X))

BEISPIEL (Geiger-Zahler, s. Kap 5). Sei Y, die Anzahl der nichtregistierten Teilchen
wihrend der Sperrzeit X}, welche nach Registrierung des (k—1)-ten Teilchen startet. Auf
lange Sicht belduft sich der Erwartungswert der unregistrierten Teilchen pro Zeiteinheit
auf B(Y1)/E(X)).

3.5. Endender Erneuerungsprozess

Man nehme an, es gibe unendliche Zwischenankunftszeiten in einem Erneuerungs-
prozess. Ein solcher Prozess wird als endender Erneuerungsprozess bezeichnet, da bei
der ersten unendlichen Zwischenankunftszeit keine Erneuerungen mehr méglich sind.
Die Situation wird in Abbildung 3.2 dargestellt.

Sei

L=F(c0)=P(X; < 0) <1, (3.10)
woraus sich

1—L=P(Xy=00)>0
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N(t) 4
i >
II |
L R
: [
4—X14+—X2—+7 Xz= o0 t
| ]

ABBILDUNG 3.2. Darstellung eines endenden Erneuerungsprozesses.

ergibt. In diesem Fall ist N(oc0), die Gesamtanzahl aller Erneuerungen die jemals ein-
treten werden, eine endliche Zufallsvariable und es gilt

P(N(c0) > k) = L*, fir k=0,1,2,...

mit
E(N(c0)) = Y | P(N(c0) > k)

=1
L
T 1-1

Fiir den endenden Erneuerungsprozess gilt weiterhin Satz 1.3, sodass

P(N(t) > k) = P(S, < 1) = Fi(t)

gilt und somit
o oo L
Rt)=E(Nt) = Et)< Y LF=—"1
(0= BON(0) =3 R0 < 1= 127

folgt. Auflerdem gilt nach wie vor bei Erneuerungsprozessen

R(t) = F(t) + / t R(t —z) dF(x).

Jedoch ist in diesem Fall der Erneuerungssatz nicht direkt anwendbar, da F' die
Voraussetzungen einer echten Wahrscheinlichkeitsverteilung wegen (3.10) nicht erfiillt.
Es existiert eine Moglichkeit um dieses Problem zu umgehen. Sei dazu

o) = [ ar()
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Es gilt g(0) = L < 1. Wir nehmen an, dass ein A existiert mit

g(\) = /OO M dF (x) = 1.

0
Sei

Bt) = /Ot & dF(z).

Somit ist F'(t) nichtfallend und es gilt lim,_, F'(t) = 1, weswegen F' eine echte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ist. Um eine Erneuerungsgleichung fiir /' zu finden, erinnere
man sich, dass

A(t) = a(t) + /0 At — x) dF(x)

die Form einer solchen Erneuerungsgleichung ist. Sei

A(t) = eMA(t)

a(t) = eMa(t)
Dann gilt

t
eMa(t) + / MDAt — 2)e dF(z)
0

= a(t) + /0 At — ) dF ()

und somit erfiillt A die Erneuerungsgleichung, mit der passenden Verteilungsfunktion

F. Als spezifisches Beispiel, ziehe man
L
A(t) = R(oo) — R) = -~ R(1)

in Betracht. Gleichbedeutend ist A(t) = E(N(oco) — N(t)) der Erwartungswert der
Indizes n fiir die t < .S,, < oo gilt. Als Néchstes wird eine Erneuerungsgleichung, welche
von A(t) erfiillt wird, entwickelt. Tatséchlich gilt

1+ £, fire >t

E(N(OO)—N(t)pﬁ:I):{A(t_x) firo< <t

Aus dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich

A(t) = /0 " B(N(00) — N(t)| X = 2) dF(x)

- —Ll__Fl(/t) +/O At — x) dF(x).

Weiters ergibt sich
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Durch Berechnen des Integrals

/Oo at) dt = —1— [ L - P at

1L ),

- dF(z) dt
1_L/0 / ()

- at dF
1—L/O . © (z)
1 e 1

o0 Ar
1—L/0 ) (z)
1 1—-L

gilt demzufolge
lim A(t) = lim eM(R(00) — R(t))

t—o0 t—o0

= <)\ /OOO re dF(:U)> _1.

Daraus folgt, dass R(t) mit exponentieller Wachstumsrate A gegen R(o0) =
vergiert,.

L
7 kon-
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KAPITEL 4

Versicherungsmathematik

Ein Gebiet auf dem der Erneuerungssatz angewandt wird, ist die Versicherungsma-
thematik. Hier wird der Erneuerungssatz benutzt, um das asymptotische Verhalten der
Risikowahrscheinlichkeit von Forderungen zu bestimmen. Diese Darstellung hélt sich
vor allem an 6], [8] und [7].

Eine Versicherung erhilt von ihren Kunden regelmifige Zahlungen und bietet dafiir
an, im Falle eines Schadens dem betroffenden Kunden eine gewisse Entschidigung aus-
zuzahlen. Diese Ausgaben durch eingetretene Schadensfille, ab jetzt als Forderungen
bezeichnet, treten zu zufilligen Zeitpunkten auf und haben eine zuféllige Hohe. Damit
die Versicherung nicht durch diese auftretenden Forderungen in den Ruin getrieben
wird, gilt es, Riicklagen zu besitzen, welche die moglichen Verluste wieder ausgleichen.
Somit muss abgeschitzt werden, wie hoch die Riicklagen sein sollen. Es wird sich her-
ausstellen, dass es auf die Verteilung der H6he der Forderungen ankommt. Deswegen
werden sogenannte kleine und grofie Forderungen unterschieden. Bei kleinen Forderun-
gen kann der Erneuerungssatz angewandt werden.

4.1. Das Modell

Wie oben beschrieben, hat eine Versicherung Einnahmen und Ausgaben. Auf der
Seite der Einnahmen stehen die regelméfigen Pramien ¢ welche von den Kunden pro
Zeiteinheit gezahlt werden. Auf der anderen Seite stehen die Ausgaben der Versicherung.
Dies sind die, bereits oben erwidhnten Forderungen, welche zufillig bei der Versicherung
eintreffen. Man nimmt an, dass die Zeitpunkte, zu denen sie eintreffen, einen homogenen
Poissonprozess N; mit Parameter A bilden. Somit beschreibt N, fiir ¢ > 0, die Anzahl
der Forderungen, welche im Zeitintervall (0, ¢] eintreffen. Fiir j > 1 bezeichnet man mit
Y; die Hohe der j-ten Forderung. Die Zufallsvariablen Y;,Y5, ... werden als unabhingig
angenommen und haben alle Verteilung F'. Auferdem sind die Zufallsvariablen Y3, Y5, . ..
unabhéngig vom Poissonprozess und es gilt F'(0) = 0 aufgrund der Tatsache, dass eine
Forderung nichtnegativ sein kann. Zum Schluss werden die Zwischenankunftszeiten Uj
fiir 5 > 1 betrachtet, wobei U; die Zeit vom Zeitpunkt 0 bis zum Eintreffen der ersten
Forderung ist und U; fiir j > 2, die Zeit vom Eintreffen der (j — 1)-ten Forderung,
bis zum Eintreffen der j-ten Froderung ist. Diese Zufallsvariablen haben die E(\)-
Verteilung, da es sich um die Zwischenankunftszeiten eines homogenen Poissonprozesses
mit Parameter A handelt. Fasst man alles zusammen, erhilt man als Differenz der

57
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Y2
Ya Ya

YA

U1 I U2 I Us I Us Us
Ys

ABBILDUNG 4.1. Darstellung des Gewinnprozesses X;.

Einnahmen und Ausgaben, den Gewinn der Versicherung im Zeitintervall (0, ¢]

Nt
Xp=ct—>» Y,
j=1

Wie schon Abbildung 4.1 andeutet, kann der Gewinn X; auch negativ werden und
sich in einen Verlust verwandeln. Obwohl eine Versicherung sogenannte Riicklagen a
besitzt, besteht immer noch das Risiko, dass ein enormer Verlust selbst die Riicklagen
iibersteigt. Die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Fall eintritt, definiert man wie folgt

U(a) = P(X; < —a fiir ein t > 0).

Um W(a) genauer analysieren zu konnen, wird zuerst eine Formel fiir den durch-
schnittlichen Gewinn E(X;) im Zeitintervall (0, ¢] gesucht. Sei p die durchschnittliche
Hohe der Forderungen, das ist der Erwartungswert der Verteilung F.

SATZ 4.1. Firt >0 gilt E(X;) = (¢ — A\u)t.

BEWEIS. Fiir ¢ > 0 sel Z; = Zj\il Y;. Mit Hilfe der Formel fiir die totale Wahr-
scheinlichkeit folgt

[e.9]

P(Z, > z) =Y P(Z, > z|N, = k)P(N, = k)

e
Il
o

[
WE

£
Il
o

P(Yi+ Yo+ + Yy > 2)P(N, = k)

[
WE

b
Il
<)
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wobei letztere Gleichung aufgrund der Unabhéngigkeit von Y7, Ys, ... und NV, gilt. Da
der Wertebereich der Zufallsvariablen in R™ enthalten ist, ist E(Z;) = fo (Zy > x) dx
und E(Y1+Yo+---+Y,) = fo Y1+Ye+---+Y, > x) dz. Aufgrund der Tatsache,
dass alle Summanden in der obigen unendlichen Summe nichtnegativ sind, kann man
obige Gleichung von 0 bis co integrieren und dabei Summe und Integral vertauschen.
Man erhélt

E(Z) =Y EMi+Yy+ -+ Y)P(Ny=k) = kpP(N; = k) = uE(N) = pht,
k=0

k=0

da N; die P(At)—Verteilung besitzt und somit Erwartungswert At hat. Aufgrund von
X; = ct — Z; ergibt sich somit E(X;) = ct — pAt. O

Es ist selbstredend, dass der durchschnittliche Gewinn E(X};) grofer sein muss als
0, damit die Versicherung iiberhaupt iiberleben kann. Somit kann man ¢ — uA > 0
annehmen. Durch Einfithren des Parameters o = M—C/\ — 1 ist diese Annahme dquivalent
zu 0 > 0.

Zur besseren Analyse von W(a) definiert man die Zufallsvariablen V; = Y; — cU;
fir j > 1 und Sy = Zle V; fiir £ > 1. Als Funktion der unabhéngigen Zufallsvaria-
blen Y7,Y5, ... und der unabhingigen Zufallsvariablen Uy, U,, ... sind die Zufallsvaria-
blen Vi, Vs, ... ebenfalls unabhéngig. Die Verteilung der Zufallsvariablen V; wird mit
G bezeichnet. Da der Prozess X; seine Minima genau dann annimmt, wenn eine For-
derung eintrifft, werden diese Zeitpunkte ab jetzt mit 7,75, T3, ... bezeichnet, wobei
T, =U; + Uy + - - - + U, der Zeitpunkt der k-ten Forderung ist. Somit gilt fiir £ > 1

k k
R R R
j=1 j=1

Es geniigt somit, in der Definition von ¥(a) die Zeitpunkte Tj mit k& > 1 zu betrachten
V(a) = P(Xry, < —afiir ein kK > 1) = P(S, > a fiir ein k > 1) = P(sup Sy > a).

k>1
Sei K(a) =1— V¥(a) die Gegenwahrscheinlichkeit. Dann gilt
K(a) = P(sup Sk < a). (4.1)

k>1
4.2. Kleine Forderungen

Sei f die Wahrscheinlichkeitsdichte zur Verteilungsfunktion F' der Forderungen. Es
wird der Einfachheit angenommen, dass eine solche Wahrscheinlichkeitsdichte existiert.
Da Forderungen immer positiv sind, gilt f(z) = 0 fiir x € R™. Es ist von kleinen
Forderungen die Rede, wenn ein v > 0 und ein d > 0 existieren, sodass f(z) < e™"* fiir
alle x > d gilt.

Dies bedeutet dass ein Auftreten grofier Forderungen sehr unwahrscheinlich ist. Um
mehr iiber W(a) herauszufinden, betrachtet man die momenterzeugenden Funktionen
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der Zufallsvariablen Y;, U;, V; fiir j > 1. Sei

mp(t) = / et f(z) dz = /O Tt f(z) dz = E(e™"7)

o0

die momenterzeugende Funktion der Zufallsvariablen Y; fiir j > 1. Wenn v wie oben
ist, dann existiert mp(t) fiir alle ¢ > —v. Der Definitionsbereich von mp ist somit
gleich einem Intervall (—u,00), mit 0 < u < co. Die momenterzeugende Funktion der
Zufallsvariablen Uy, Us, ... welche alle E()\)-verteilt sind, ist

mg(t) = / e Ae™ do = )\L—i-t = B(e”'%)
0

und somit fiir ¢ € (—A\, co) definiert. Die momenterzeugende Funktion der Zufallsvaria-
blen Vi, V5, ... ist

mea(t) = /_OO e dG(z) = E(e™™).

[e.9]

Somit folgt
ma(t) = BE(e™i) = B(eYitetli)

= E(e™")E(e"™) = mp(t)mp(—ct)

(4.2)

fir t € (—u, %), wobei die Unabhangigkeit zwischen den Zufallsvariablen Y; und Uj;
verwendet wurde.

Aufgrund dieser Informationen lasst sich nun die Funktion mg genauer bestimmen.
Wegen 0 € (—u, %) gelten somit folgende Rechnungen:

mea(0) = mp(())§ =E(E") =1
mig(0) = B(=V;e®) = —E(V;) = —B(Y;) + cE(Uy) = —p+ 5 = op > 0

A
mg(t) = /_ (—x)%e ™ dG(x) > 0

[e.e]

Daraus kann man schliessen, dass mq(t) fiir ¢ € (—u, 2) eine konvexe Funktion ist,

durch den Punkt (0,1) geht und in diesem Punkt einen positiven Anstieg hat. Somit
existieren zwei Mdglichkeiten, wie die Funktion m¢ auf dem Intervall (—u, 2) aussehen
konnte. Beide Moglichkeiten sind in Abbildung 4.2 dargestellt.

Aufgrund der Konvexitét von mg, existiert der Grenzwert limy|_, mg(t), jedoch be-
steht die Moglichkeit dass dieser oo ist. Dieser Fall ist links in Abbildung 4.2 dargestellt.
Nimmt man an, dass diese Situation gegeben sei und dass somit limg| ., mq(t) > 1 gilt,
dann existiert ein R > 0 mit mg(—R) = 1. Wegen (4.2) folgt daraus mp(—R) = 25E.
Man sieht also, dass dieses R durch die Verteilung F' der Forderungen bestimmt wird.

Dieses R existiert vor allem, wenn f(z) fiir x — oo schneller als exponentiell gegen
0 geht, wenn also fiir alle v > 0 ein d > 0 existiert mit f(z) < e ** fiir z > d. Da
dann [“e ™ f(z) dx fiir alle t € R endlich ist, erhilt man u = oo. Auferdem gilt
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ABBILDUNG 4.2. Darstellungen von mg(t).

limy_, o, mg(t) = oo, wegen lim; ., e = oo fiir x € (0,00) und wegen 1 — G(0) > 0.
Um Letzteres zu zeigen, sei ein a > 0 mit F'(«) < 1 gegeben. Dann folgt

1—G(0)=P(V; > 0) > P(Y; > )P(U; < 2) = (1 — F(a))(1 —e ") > 0.

Es wird ab jetzt angenommen, dass ein solches R existiert. Im folgenden Satz wird
gezeigt, dass dieses R eine wichtige Rolle bei der Abschatzung der Wahrscheinlichkeit
U(a) spielt.

SATZ 4.2. Fiir a > 0 gilt ¥(a) < e 1.

BEWEIS. Sei U,,(a) = P(maxj<g<, Sr > a) fiir n > 1. Aufgrund der Tatsache,
dass die Ereignisse {max;<y<, Sx > a} fiir n — oo monoton aufsteigend gegen das
Ereignis {sup,~, Sk > a} streben, folgt aus dem Stetigkeitssatz lim, ., ¥, (a) = ¥(a).
Deswegen geniigt es, ¥, (a) abzuschitzen. Mit Hilfe der Markovungleichung erhilt man
wegen mg(—R) =1 fir alle a > 0

1
—E(e™) = e fmg(—R) = e 7,

Vi(a) = P(Sy >a)=P(Vi >a) < oRa

Dass die Abschiitzung U, (a) < e~ fiir a > 0 und fiir alle n > 1 gilt, wird nun anhand
eines Induktionsheweises gezeigt. Angenommen W, (a) < e~ fiir alle a > 0 sei bereits
gezeigt. Auferdem gilt

U,1(a) =P(Sy >a)+ P (51 <a, max Sy > a) : (4.3)

2<k<n+1

Um nun ¥, (a) < e 7 fiir alle a > 0 zu zeigen, schiitzt man die beiden rechten
Summanden ab.

P(S; >a)=P(V; >a) = /00 dG(z) < /00 e fle=®) 4G (z) (4.4)

Letzere Ungleichung gilt, da e #(=%) > 1 ist, fiir # € [a,00). Um den anderen Sum-
manden abzuschéitzen setzt man S, = Z?:z Vj fiir k > 2. Sei H die Verteilungsfunktion
der Zufallsvariable max<;<y Sk. Indem man dieses Maximum nicht aus den Zufallsva-
riablen V4, V5, Va, ..., sondern aus den Zufallsvariablen V5, V3, V,, ... bildet, erhélt man
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MaXo<k<ntl Sk Da V5, V3, Vy, ... genauso wie Vi, V5, Vs, ... unabhingige Zufallsvaria-
blen mit Verteilung G sind, hat maxo<p<pt1 Si ebenfalls die Verteilung H. Aufgrund
der Unabhéingigkeit von Zufallsvariable V; und maxscp<ny1 Sk ist (z,y) — G(x)H(y)
die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors (Vi, maxo<r<ni1 S‘k) Somit erhilt man mit
B={(z,y)eR?:z2<a,y>a—x}
P(S; <a, max Sy >a)=P(V; <a,Vi+ max Sk>a)
2<k<n+1 2<k<n+1

P(

(Vl, nax S,) € B)

<n+1

//“dH ) dG(z)

_/ P(max Sy > a — ) dG(z)

1<k<n

_ /_ U, (0 — ) dG(z)

o0

< /a e a0 4G (z) (4.5)

o0

wobei die letzte Ungleichung aus der Induktionsannahme folgt. Durch Einsetzen der
beiden Abschitzungen (4.4), (4.5) in (4.3), ergibt sich

U,i1(a) < / e B2 4G (2) = eR“/ e dG () = e ™mg(—R) = e 1
wegen mg(—R) = 1. Somit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen und es wurde gezeigt,
dass die Abschitzung ¥,,(a) < e % fiir ¢ > 0 und alle n > 1 gilt. Ebenfalls folgt nun
U(a) = lim, .o ¥, (a) < e, O

Satz 4.2 besagt somit, dass durch Erhchen der Riicklagen a, die Risikowahrschein-
lichkeit W(a) exponentiell abnimmt. Die Geschwindigkeit dieser exponentiellen Abnah-
me wird durch R > 0 bestimmt, wobei R seinerseits durch die Verteilung F' der Forde-
rungen bestimmt wird.

4.3. Integralgleichung

Um W(a) besser untersuchen zu kénnen, konzentriert man sich im weiteren Verlauf
auf K (a). Sei K (a) wie bereits in (4.1) erwéhnt, die Gegenwahrscheinlichkeit von ¥(a).
Man setze M = supys, Sk. Somit gilt dann K(a) = P(M < a). Damit K die Eigen-
schaften einer Wahrscheinlichkeitsverteilung erfiillt, muss gezeigt werden, dass M eine
echte Zufallsvariable ist. Es bleibt zu zeigen, dass M als Supremum unendlich vieler
Zufallsvariablen, nicht den Wert co annimmt, also P(M < oo) = 1. Aufgrund der Un-
abhéngigkeit der Zufallsvariablen Vj fiir j > 1 und der Tatsache, dass alle V; die gleiche
Verteilung mit Erwartungswert y — £ = —ou < 0 haben, folgt aus dem starken Gesetz

der grofen Zahlen
P( lim % = —Q,u> = 1.
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Daraus folgt jedoch

P(lim Sy = —oo) =1 und P(supSy <o0)=1,

k—o0

womit P(M < o0o) = 1 gezeigt ist. Fiir die Verteilungsfunktion K wird nun eine Inte-
gralgleichung bewiesen.

SATZ 4.3. Set

- {51 — F(z)), fiirz >0,
0, fiir x < 0.

Dann ist h eine Wahrscheinlichkeitsdichte und es gilt
_ H
K(a) = 1——+—/Ka— (y) dy

fir alle a > 0.

BEWEIS. Man beachte zuerst dass h die Voraussetzungen einer Wahrscheinlichkeits-
dichte erfiillt. Aufgrund von F'(x) <1 folgt, dass h gréﬁer oder gleich 0 ist und wegen
p= [ 1 — F(z) do erhélt man [*°_h(z) dz = [*h(z) dz = 1 womit gezeigt wé-
re, dass h eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist. Sei wie schon im Beweis von Satz 4.2
gesehn, S, = Z?ZZV} fiir £ > 2 und M = SUDj>2 Si. Erneut kann man aufgrund
der Tatsache, dass sowohl Vi, V5, Vs, ... als auch V5, V3, Vy, ... unabhéingige Zufallsva-
riablen sind, welche alle Verteilung GG haben, M dieselbe Verteilungsfunktion K wie
M = supy~; Sk zuordnen. Wegen der Unabhingigkeit der Zufallsvariablen M, Y; und
U, untereinander, ist (x,y, z) — K(2)F(y)L(z) die Verteilungsfunktion des Zufallsvek-
tors (M,Y1,Uy), wobei L die Verteilungsfunktion der E())-Verteilung ist. Weiters sei
w>0und B={(z,y,2) ER*:y <u-+cz,v <u—y+ cz}. Dann erhiilt man

K(u)=P(M <u)=P(S; <u,supSy <u) =P(Vy <u,Vi + M < u)

k>2

=P(Y) —cU; <u, Y, —cUy + M < u) = P((M,Y;,U)) € B)

/ /u-‘rcz /u y+cz o) dF(y) dL(2)

u+tcz
= / / K(u—y+cz) dF (y)he™ dz.
0 —00

Durch Einfiihren einer neuen Integrationsvariablen ¢ = u + cz, erhélt man

o0 t 1
- / / K(t—y) dF(y)Ae—%“—“)E dt.
u 0
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Sei g(u,t) = %e_%(t_“) fot K(t —y) dF(y), sodass K(u) = [ g(u,t) dt fiir v > 0 und
t > 0 gilt. Es folgt

Kfu+o)= K(y _é(/ﬂ“’sg(umﬂ dt_/umg(u,t) dt)
:%<—/uu+sg(u+s,t)dt—|—/jogu+st /009 )
__é/uu+sg(u+s,t) dt+/u gluts, t> A (4.6)

Aufgrund der Stetigkeit von g, erhélt man 11msqo v g(u+s,t) dt = g(u,u). Wegen

gbutslzgt) — 1(oes—1)g(u, t) folgt lim, o [ M dt =2 [* g(u,t) dt. Durch
Einsetzen in Gleichung (4.6) erhilt man somit

K - K A [ A
K'(u) = lim (uts) (W) _ —g(u,u) + —/ g(u,t) dt = —g(u,u) + =K (u).
55— S C Ju C
(4.7)
Im n#chsten Schritt wird g(u,w) partiell integriert. Der Einfachheit halber, wird an-
genommen, dass die Verteilungsfunktion F' eine Wahrscheinlichkeitsdichte f besitzt.
Jedoch wiirden folgende Schritte auch ohne diese Annahme gelten.

/Ku— ) dy

:—K(u— ) (F () /K’u— () — 1) dy

zi(K(0)<F()—1+K /K’u— )—1)dy>

C

Durch Einsetzen in Gleichung (4.7) und gleichzeitiges Ersetzen von (F(y) — 1) durch
—ph(y), ergibt sich

K =2 (Km0 + [ K= b di).

Integriert man nun auf beiden Seiten von 0 bis a und vertauscht zudem noch im zweiten
Summanden die Integrale, so erhilt man

K(a) — K(0) = s (K(O)/Oah(u) du+/0a/OuK’(u—y)h(y) dy du)
(K(O) /Oa h(u)du+/0a/ya[(/(u—y) du h(y) dy)

)\_,LL
- )‘7“ <K(0) /Oah(u) du + /OG(K(a —y) — K(0))h(y) dy)
2 K- b an (1.8
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Dabei handelt es sich bereits um die gesuchte Formel. Es gilt nur noch K(0) zu bestim-
men. Da h, wie ganz am Anfang des Beweises gezeigt wurde, eine Wahrscheinlichkeits-
dichte ist und es sich bei K um eine Verteilungsfunktion handelt, gilt

a
2

/Ka W)h dy</ h(y) dy = 1 und /OaK(a—y)h(y)dyz/ K (2) h(y) dy.

0
Auferdem gilt lim, o K(z) =1 und [;° h(y) dy = 1. Daraus ergibt sich

lim K(a—y)h(y) dy = 1.
a—0o0 0
Lésst man in Gleichung (4.8) a gegen oo laufen, dann erhélt man
Ap
1—-K(0)=—
=22,
womit die gesuchte Gleichung bewiesen ist. 0
Mit Hilfe von Satz 4.3 ldfst sich eine Reihendarstellung fiir K (a) finden.

SATZ 4.4. Sei h wie in Satz 4.3 und H(t f h(z) dx fir t € R. Weiters sei
H, = H und H, = Hy_1 x H fiir k > 2. Dann gzlt K(a) = Fg (1 +> 0 ﬁ]—[ﬂa))
fiir a > 0.

BEWEIS. Seiqg = 1+g = —H . Wegen g > 0gilt g < 1. Fiir k > 1 sei hy, dle Wahrschein-

lichkeitsdichte von Hj. Es gllt hir(z) = [ ha(z —y)h(y) dy = [ ha(y)h(z —y) dy,
da diese Dichten auf R~ gleich null smd Fiir a > 0 wird nun mit Hilfe von Induktion
gezeigt, dass Folgendes gilt

K(a) = (1—q)(14+qH1(a)+¢" Ha(a)++ - +¢" ' Hy_1(a))+¢" /OQK(a—y)hk(y) dy. (4.9)

Fiir £ = 1 entspricht dies der Gleichung aus Satz 4.3 und ist somit bereits gezeigt. Um
aus dieser Formel die Formel fiir £ + 1 zu erhalten, zeigt man

| Bt ay= 0= @) +a [ Ko=) .

Dies erfolgt in folgender Rechnung, indem man zuerst, die in Satz 4.3 gezeigte Gleichung,
Ka—y) =1—q+qJ, " K(a —y — 2z)h(z) dz, einsetzt und anschliessend die neue
Integrationsvariable x = z + y einfiihrt und die Integrale vertauscht. Somit gilt fiir alle
E>1

/0 " K(a— y)huly) dy = / (1= Qhuly) dy + / Y / " K(a—y - 2)h(z) dz huly) dy
= (1 —q)Hi(a) + q/oa /a K(a — z)h(x — y)h(y) dz dy
— (1— Q) Hula) + q / "K(a— ) / "l — )ha(y) dy da

= (1 —q)Hy(a) + Q/Oa K(a = 2)hj(z) da.
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Nun gilt 0 < ¢* [ K(a—y)hi(y) dy < ¢* [ hi(y) dy < ¢*, weil K eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung und hj eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist. Lasst man nun in Gleichung
(4.9) k gegen oo laufen, so erhilt man K(a) = (1 —¢)(1+ > r, ¢"Hy(a)) wegen ¢ < 1
und ist somit bei der gesuchten Gleichung angelangt. U

BEMERKUNG. Aus Satz 4.3 folgt
U(a)=1— K(a)

—1—1+M—M (1—W®—yﬁmwdy
/\—CM A y) dy + — / (a — y) dy.
Da h eine Wahrscheinlichkeitsdlchte ist und somit fo y) dy = 1 gilt, erhélt man
WMFZ%{éwmwdy+%?%ow—yM@)@L (4.10)

Wie oben bereits gezeigt, existiert im Fall der kleinen Forderungen ein R > 0 mit
J° e dF (y) = A5 Mit Hilfe partieller Integration ergibt sich

/.%@ (»@:4+/}&wmw:?,

0
da lim, . e (1 — F(u)) = 0 wegen e™(1 — F(u)) < [ e dF(y) gilt. Man definiert
g(y) = e Ryh( ) fiir y > 0 und g(y) = 0 fiir y < 0. Dann erfiillt [;~ g(y) dy = 1, und
ist somit wie h eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Fiir ¢ > 0 sei auferdem A(t) = el ().
Aus Gleichung (4.10) ergibt sich dann

>\M 00 t

Ay =L [Tnty) dy+ [ At - p)gty) d
t 0

eine Erneuerungsgleichung fiir A(¢). Aus dem Erneuerungssatz folgt somit

lim A(t) = L /000 a(x) dz,

t—o0 1

mit a(z) = %eRx [ h(y) dy und v = [;"yg(y) dy. Es gilt jetzt noch die Integrale
fooo a(x) dzr und fooo yg(z) dy genauer zu berechnen. Durch Vertauschen der Integrati-
onsreihenfolge und Berechnen des inneren Integrals erhdlt man

| atay de =2 [T e~ 1) dy

Aufgrund der Tatsache, dass h und g Wahrscheinlichkeitsdichten sind, erhalt man somit

A [
) dz = _Zr h(y) d
A T R/ chA (y) dy

===

C

Um fooo yg(z) dy zu bestimmen, bedient man sich der momenterzeugenden Funktion
der Verteilung F

meta) = [ ar).
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In dem vorliegenden Kapitel wurde bereits gezeigt, dass
_AtcR
A

gilt. Auferdem wurde angenommen, dass die Ableitung von mpg(—R) existiert und
endlich ist. Dann gilt

mF(—R)

il (~R) = / "y dR(y).

Durch partielle Integration ergibt sich somit
mi(<R) = [ M1+ By)(1 - F(w) dy,
0

da ue™(1 — F(u)) — 0 fiir u — oo wegen ue™(1 — F(u)) < [ ye'™ dF(y) gilt. Mit
Hilfe der Definition von ¢ erhélt man

im%(_R) — /OOO g(y) dy + R/OOO yg(y) dy

und hat somit - N )
dy = —m/.(—R) — —
/O yg(y) dy RcmF( ) I
gezeigt. Somit wurde
. Rt BT N Cc— Al
tlgge \Ij(t) o tlgg A(t) o )\m/F(R) —c
gefunden, welches das asymptotische Verhalten der Risikowahrscheinlichkeit fiir Vertei-
lungen F', fiir die der Parameter R existiert, angibt.






KAPITEL 5

Der Geigerzahler

Der Geigerzihler ist ein technisches Gerit, welches radioaktive Teilchen aufzeichnet.
Nach dem Einschalten und der Registrierung eines Teilchen benétigt der Geigerzahler
eine gewisse Anlaufzeit bis er wieder betriebsbereit ist. Wahrend einer solchen Anlauf-
zeit ist der Geigerzdhler gesperrt und eintreffende Teilchen werden nicht registriert.
Allgemein unterscheidet man zwischen zwei Arten von Zahlmechanismen:

Typ I: Jedes registrierte Teilchen sperrt den Geigerzéhler fiir ein Zeitintervall
von eventuell zufilliger Lange. Wihrend dieser Anlaufzeit eintreffende Teilchen
werden nicht aufgezeichnet (s. [7], [3], [2] und [5]).

Typ II: Jedes eintreffende Teilchen sperrt den Geigerzdhler fiir ein Zeitintervall
von eventuell zufalliger Lange, unabhéngig davon, ob der Geigerzihler zu dem
Zeitpunkt gesperrt oder betriebsbereit ist. Eintreffende Teilchen werden jedoch
nur aufgezeichnet, wenn sich der Geigerzédhler in Betriebsbereitschaft befindet

(s- 17])-

5.1. Geigerzihler vom Typ I

Angenommen, der Geigerzihler registriert zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein Teilchen und
wird somit flir eine gewisse Zeit gesperrt. Diese Anlaufzeit wird mit Y; bezeichnet.
Mit X, bezeichnet man die Zeit zwischen dem Eintreffen des ersten Teilchen und dem
Eintreffen des néchsten Teilchen. Das néchste Teilchen, welches aufgezeichnet wird, ist
das erste Teilchen, welches nach Ablauf der Anlaufzeit Y eintrifft. Mit der Registrierung
dieses Teilchen beginnt die nachste Anlaufzeit Y5. Dies wiederholt sich immerfort.

Man nimmt an, dass die Anlaufzeiten Y7, Y5, ... unabhéngig sind und Verteilung H
besitzen. Auferdem sind die Anlaufzeiten unabhéngig von den Zeiten des Ankunftspro-
zesses X1, Xa,.... Weiterhin wird angenommen, dass diese Zwischenzeiten unabhangig
sind und alle Verteilung F' haben. Somit liegt ein Erneuerungsprozess vor. Die Zeiten
Zy, 4, ... zwischen den registrierten Teilchen sind unabhéngig und haben alle dieselbe
Verteilung aufgrund der Tatsache, dass mit jedem aufgezeichneten Teilchen sowohl eine
Anlaufzeit des Geigerzéhlers, als auch eine Wartezeit auf das néchste Teilchen zu laufen
beginnt. In Abbildung 5.1 ist das Verhalten eines Zdhlers vom Typ I zusammengefasst.

Es wird eine Verteilung von Z; gesucht, wofiir die Bestimmung der Verteilung von
7y ausreicht. Zur Herleitung der Verteilung von Z; wird der folgende Hilfssatz benétigt.

69



70 5. DER GEIGERZAHLER

Anlaufzeiten Y1 =|| 'dez—b‘ '<7Y3
Xa

Ankunftsprozess O Xt & Xz L % O @

Registrierungsprozess O

Z1

——0—
~*—o o)

ABBILDUNG 5.1. Geigerziahler vom Typ I, wobei e ein verlorenes Signal
und o ein registriertes Signal bezeichnet.

HIiLFssATZ 18. Fiir s > 0 sei X, eine Zufallsvariable mit Lebensdauerverteilung G,
sodass s — Gg(t) fir alle t > 0 linksseitig stetig ist. Sei L eine Zufallsvariable mit Ver-
teilung H, wobei H(0) = 0 gilt. Weiter sei L von den Zufallsvariablen X unabhingig.
Dann gilt

P(X, <1) = / T P(X. < 1) dH(s)

fur allet > 0.

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig. Sei T' > 0 so gewahlt, dass 1 — H(T') < e gilt. Weiters
findet man eine Zerlegung 0 = sg < s; < --- < s, = T, sodass M;—m; < efiirl <j <k
gilt, wobei M; = sup,, ., Gs(t) und m; = inf,, | <<, G,(t) gesetzt wird. Nun ist
das Ereignis { X <t,s;_1 < L <s,} eines der Ereignisse {X; <t,s;_; < L < s;} mit
sj_1 < s < s;. Es folgt

P(XLSt,S]’,1<L§8j>§ sup P(ngt,ijl <L§8j>.

8j-1<8<s;
Man erhalt
P(Xs <t, Sj—1 < L < Sj) = P(Xs < t)P(Sj_l <L< Sj) = Gs<t)(H(Sj) — H(Sj_l)

aus der Unabhéngigkeit von X und L. Setzt man oben ein und beachtet M; —m; <,
dann folgt

P(Xp <t sjo1 <L <s;) < Mj(H(s;) — H(sj—1) < (m; + €)(H(s;) — H(sj-1)).
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Nun gilt
k
P(XL St) :ZP(XL St,Sj,1 <L§Sj)+P(XL §t7L>T)
j=1
k k
< m(H(s;) = H(sj1)) + > e(H(s;) = H(sj1)) + P(L > T)
j=1 j=1

< /TGs(t) dH(s)+e+e

< / TG dH(s) + 2.

Da € > 0 beliebig war, ist P(X; <t) < [ P(X, < t) dH(s) gezeigt. Ebenso folgt
P(XLSIS,S]‘,1<L§SJ')2 inf P(ngt,8j71<[/§8j).

8;-1<5<s;

aus demselben Grund wie oben. Verwendet man wieder die Unabhingigkeit von X und
L, so folgt

P(Xp <t,sj1 < L<s;5) >my(H(sj) — H(sj—1) > (M —€)(H(s;) — H(sj-1))-
Nun gilt

P(X,<t)=> P(X, <t s;1<L<s;)+P(X,<t,L>T)
= Z M;(H (s;) — H(sj-1)) — Z €(H(s;) — H(sj-1))

> /TGs(t) dH(s)—e—l—/ooGs(t) dH(s) — €

> / " Ga(t) dH(s) — 2.

Da ¢ > 0 beliebig war, ist auch P(X <t) > [° P(X, <t) dH(s) gezeigt. O

Sei wie bereits erwdhnt Y; die Anlaufzeit nach dem ersten registrierten Teilchen.
Sei 7, die Restlebensdauer, also die Wartezeit vom Zeitpunkt ¢ auf das Eintreffen des
nichsten Teilchen. Dann gilt

Z1=Y1+ -
Fiir Gi(s) = P(v > s) wurde

t
Gi(s) =1—F(s+1) +/ Gi_z(s) dF(x)
im Beweis von Satz 2.11 gezeigt. Wegen Gy(s) < 1 sind alle Voraussetzungen von Satz
2.3 erfiillt und somit folgt
t

Gt(s)zl—F(s+t)+/ 1—-F(s+t—x) dR(z).

—00
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Wird die Stetigkeit von F' angenommen, dann ist ¢ — Gy(s) ebenfalls stetig und es folgt
aus Hilfssatz 18

P(Zlgt):/oooP(y+7y§t) dH (y)
:/0001_Gy<t—y) dH (y)
:/0 1 —Gy(t—y) dH(y). (5.1)

Durch Einsetzen von G, (t — y) folgt somit

t ry
P(Z, <t)=F(t)H(t) —/ / 1—F(t—=z)dR(z) dH(y),
0o Jo
die gesuchte Formel fiir die Verteilung von Z;.

BEISPIEL. Angenommen, die eintreffenden Teilchen bilden einen Poissonprozess.
Dann wire F'(t) = 1 — e und R(t) = M fiir ¢ > 0. Durch Einsetzen in (5.1) erhiilt
man die Verteilung

P(Zy<t)=(1—e™MH(t)—e /t 1—e ™ dH(y).

5.2. Geigerzahler vom Typ II

Der Ablauf bei Zahlern vom Typ II ist erheblich komplizierter als bei Zahlern vom
Typ 1. Wie zuvor, werden eintreffende Teilchen nur registriert wenn diese zu einem
Zeitpunkt eintreffen, wo der Zahler frei ist. Im Gegensatz zu Typ I, wo nur registrier-
te Teilchen eine Anlaufzeit verursacht haben, kénnen beim Zahler vom Typ II selbst
eintreffende Teilchen wihrend einer Anlaufzeit diese immer wieder verldngern. Ange-
nommen, das erste Teilchen sperrt den Zahler fiir eine Dauer o; und das zweite Teilchen
trifft zum Zeitpunkt 7 < oy ein und verursacht zufillig eine Sperrzeit von Dauer os.
Somit ist der Zahler als nichstes zum Zeitpunkt o, oder 7 + oo wieder betriebsbereit,
je nachdem welcher zuletzt eintritt, unter der Voraussetzung, dass kein weiteres Teil-
chen zuvor eintrifft. Wie bereits beim Z&hler vom Typ I, ist Z,, die Zeit zwischen dem
(n — 1)-ten und dem n-ten registrierten Teilchen. Erneut handelt es sich bei (Zg)>1
um einen Erneuerungsprozess. Eine typische Ausfiihrung eines Zahlers vom Typ IT ist
in Abbildung 5.2 dargestellt.

Wie bereits angedeutet, sind Zahler vom Typ II sehr komplex und somit schwer zu
behandeln. Aufgrund dessen, wird, unter der Annahme dass es sich bei den eintreffenden
Teilchen um einen Poissonprozess handelt, nur kurz auf diesen Zahler vom Typ II
eingegangen.

Sei p(t) die Wahrscheinlichkeit, dass der Zahler zum Zeitpunkt ¢ betriebsbereit ist.
Behauptung:

i) = (-2 1 HE) W), (52)
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Sl
Ankunftsprozess * L L 4
Y1 JI Y: [—Y3
Registrierungsprozess O
Z1 Z Z:

ABBILDUNG 5.2. Geigerzidhler vom Typ II, wobei e ein verlorenes Signal
und o ein registriertes Signal bezeichnet.

wobei H(y) = P(op < y) die Verteilung der Sperrzeiten oy ist. Die Herleitung folgt
aufgrund der Tatsache, dass bei einem Poissonprozess die Verteilung der Eintrittszeiten
von n Ereignissen auf einen Zeitintervall (0, ¢] gleich der Verteilung von n unabhéngigen,
gleichverteilten Zufallsvariablen auf (0, ¢] ist.

Der Zahler ist zum Zeitpunkt ¢ genau dann frei wenn alle Sperrzeiten, welche von
den n eintreffenden Teilchen erzeugt werden, vor dem Zeitpunkt ¢ abgelaufen sind.
Sei H(t — y) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Sperrzeit, beginnend zum Zeitpunkt
y, vor dem Zeitpunkt ¢ beendet ist. Unter der Bedingung, dass ein Teilchen im Zei-
tintervall (0,¢] eintrifft, hat dessen eigentliche Ankunftszeit eine gleichméfige Vertei-
lung.Deswegen hat die Voraussetzung, dass sich die komplette Sperrzeit vor dem Zeit-
punkt ¢ abspielt, die Wahrscheinlichkeit fot H(t— y)% dy. Wegen der Tatsache, dass die
Sperrzeiten untereinander unabhingig vorausgesetzt sind und wegen der Unabhéngig-
keit zum Ankunftsprozess erhilt man

t 1 n
P(Zghler ist frei zum Zeitpunkt ¢ | n Teilchen auf (0,t]) = (/ H(t - y); dy) .
0
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Jedoch ist die Anzahl der eintreffenden Teilchen auf dem Zeitintervall (0, ¢] Poisson-
verteilt mit Mittelwert A\t. Durch Anwenden des Gesetzes der totalen Wahrscheinlich-
keit, erhélt man folglich

- ([ -t 5

J!

— exp (—/\t (1 —/OtH(t—y)% d@/))
= exp (—A/Otl—H(y) dy)

womit Behauptung (5.2) gezeigt ist.

Es wird weiterhin davon ausgegangen, dass die eintreffenden Teilchen einen Pois-
sonprozess bilden. Um eine Formel fiir Rg(t), die durchschnittliche Anzahl registrierter
Teilchen im Zeitintervall (0,t], zu bestimmen, muss ein Zusammenhang zwischen p(t)
und Rg(t) gefunden werden. Folgende Behauptung wird aufgestellt:

dRg(t)
dt

Um diese Aussage zu beweisen, stellt man folgende Uberlegungen an. Die Wahi-
scheinlichkeit, dass ein Teilchen im Zeitintervall (¢,t + h| eintrifft, ist Ak + o(h). Dabei
verkorpert o Ausdriicke, welche fiir h — 0 sehr klein gegeniiber dem restlichen Ausdruck
werden und deswegen vernachléssigt werden kénnen. Die Wahrscheinlichkeit, dass der
Geigerzahler wiahrend dieser Zeit betriebsbereit ist, ist p(t) 4+ o(h). Somit ist die Wahr-
scheinlichkeit eines registrierten Teilchen im Zeitintervall (¢, ¢+ h] gleich Ahp(t) + o(h).
Aufgrund der Tatsache, dass fiir h | 0 die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als ein Teilchen
im Intervall (¢,¢ + h] registriert wird, gegen 0 geht ergibt sich

= Ap(t). (5.3)

Daraus folgt
dR.(t) .. Rg(t+h)— Rg(t)
i h = (),

womit (5.3) gezeigt ist. Unter Beriicksichtigung, dass Rz(0) = 0 gilt, erhdlt man durch
die Kombination von (5.2) und (5.3)

Rp(t) :/Ot)\exp (—A/081—H<y) dy) ds.




KAPITEL 6

Wachstum

Eine Bevolkerung besteht aus Individuen, die sich unabhéngig voneinander entwi-
ckeln. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 existiert genau ein Individuum welches eine Lebensdauer
mit Verteilung F' hat. Danach zerfillt es mit Wahrscheinlichkeit p; in k£ Individuen, wo-
bei pr, > 0 und Y2 pr = 1 gelten. Ist X, die Bevolkerungsgrofe zum Zeitpunkt ¢, dann
bezeichnet man (X;);>¢ als Verzweigunsprozess. Sei R(t) = E(X;) die durchschnittliche
Bevolkerungsgrofe zum Zeitpunkt ¢. Es wird angenommen, dass m = >~ kp, < 00
ist und F(0) = 0 gilt. Aufgrund dieser Annahmen ist R(¢) auf kompakten Intervallen
beschrinkt, sodass im Folgenden die Anwendung des Erneuerungssatzes gestattet ist
(s. [7], [3], [1] als auch [5]).

Diese Anwendung wird nur fiir den vereinfachten Fall gezeigt, wo es ein o > 0 gibt
mit F(a) = 0 und ein ¢ € N existiert, sodass p, = 0 fiir alle £ > ¢ gilt. Dies bedeutet
dass in dieser Bevolkerung, die Lebensdauer aller Indviduen > « ist und dass die Anzahl
der Nachkommen < ¢ ist. Das grofitmogliche Wachstum erhélt man somit, wenn alle
Individuen eine Lebensdauer gleich o haben und in genau ¢ Nachkommen zerfallen.
Somit wiirde die Bevolkerungsgréfe zu den Zeitpunkten o, 2, 3cv . . . mit ¢ multipliziert
werden, sodass sie zum Zeitpunkt ¢ gleich c/®) ist. Es gilt also X; < c*/*) und somit
R(t) < clt/?l, Ebenfalls wird der Einfachheit halber angenommen, dass die Abbildung
t — P(X; < z) fiir jedes x rechtsstetig ist. Dies wird erreicht, indem die Existenz jedes
Individuums zu seinem Geburtszeitpunkt angenommen wird.

Um das Ziel, die Anwendung des Erneuerungssatzes, zu erreichen, muss eine Erneue-
rungsgleichung gefunden werden. Dazu sei L; die Lebensdauer des ersten Individuums
und N; die Anzahl seiner Nachkommen, sodass E(N;) = m gilt. Auferdem wird mit
X7 die Groke der mit dem j-ten Nachkommen startende Bevolkerung und zwar s Zeit-
einheiten nach dessen Geburt bezeichnet. Man setzt X7 = 0 fiir s < 0. Zudem ist fiir
ein Ereignis A, folgende Zufallsvariable definiert:

1, = 1, wenn A eintritt,
A 0, wenn A nicht eintritt.
Mit Hilfssatz 2 folgt dann
R(t) =F (th{L1>t}) + E (Xt]-{ngt})

=P(Li>t)+E (Z X{_Ll>

J=1

=1-F(t)+mE (X} ). (6.1)
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Man beachte dass aus L; > ¢, auch X; = 1 folgt. Aukerdem gilt, dass fiir L; > ¢ sowohl
Iz, <y = O als auch X ; =0 gilt. Aus Hilfssatz 18 erhilt man

P(X} , <z)= / P(X} , <) dF(s).
0
Daraus folgt
P<Xt17L1 > 'r) = 1 - P(thle S 'r)

:/'1—Pujsg@dF@
0

:/ P(X} , > x) dF(s).
0

Fiir s > t ist X} _, wie bereits oben erwihnt, gleich 0. Fiir s < ¢ besitzt X/ , dieselbe
Verteilung wie X; ;. Somit folgt

P(X} , >x)= /tP(Xt_S > x) dF(s).

Durch Integrieren iiber x von 0 bis co, ergibt sich somit

E(X! )= /O E(X; ) dF(s) = /0 R(t — s) dF(s).

Durch Einsetzen in (6.1), erhélt man
t
R@zl—ﬂw+m/ R(t— ) dF(y). (6.2)

Mit Ausnahme vom Faktor m, besitzt (6.2) die Form einer Erneuerungsgleichung.
Aus diesem Grund, lasst sich der Erneuerungssatz, aufer im Fall m = 1 nicht direkt
anwenden. Es wird angenommen, dass m > 1 gilt. Es wird gezeigt, dass sich (6.2) dann
in eine Erneuerungsgleichung umformen lasst. Dazu wird ein v > 0 gewédhlt, sodass

[ emarw -

0o m

gilt. Dieses v existiert eindeutig, da \ — ffooo e ** dF(z) eine streng monoton fallende
und stetige Funktion ist, welche den Wert 1 fiir A = 0 annimmt und fiir A — co gegen

0 geht. Fiir t > 0, sei:
m/ e W dF(y
R(t) = e R(t)

Man beachte, dass fiir eine Vertellung G, welche durch G(t f h(y) dF(y) definiert
ist, fa fly = fa fly dF(y) gilt. Durch Elnsetzen dieser Resultate in (6.2)
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erhélt man somit die Erneuerungsgleichung
R(t) = e R(t)

t

= (1 - F(t) + / e VR(E — y)me™ dF(y)

—o0
t ~ ~

— (1 — (1)) + / Rt —y) dF(y).

—00

Aus dem Erneuerungssatz erhilt man

lim R(t) = /0 T e (1 - () da,

t—o00 v

wenn F' keine Gitterverteilung ist, wobei

= /_ Z 2 dF(z) = /_ Z maze="" dF(z)

ist, wodurch gezeigt wird, dass R(t) exponentiell mit Wachstumsrate v wéchst.

7






KAPITEL 7

Genetisches Modell mit Mutation

Die Darstellung in diesem Kapitel hilt sich, in weiten Ziigen, an [7]. Man betrach-
te eine endliche Bevolkerung der Gréfse N und bezeichne die einzelnen Individuen mit
j=1,..., N, das die erste Generation eines evolutiondren Prozesses, welcher sich durch
natiirliche Selektion und Mutationsraten weiterentwickelt, bezeichnet. Jedem Individu-
um der Bevolkerung wird ein Wert zugeordnet, welchen man als Fitness bezeichnet.
Dieser Fitnesswert beeinflusst inwiefern sich das Indivduum in den folgenden Gene-
rationen gegen andere Nachkommen durchsetzen wird. Sei w; die Fitness des k-ten
Individuums der ersten Generation. Man bestimme

1
Wy,

N bl
Zj:l wgl'

welches man als die relative Fitness des k-ten Individuums bezeichnet.

Die nachfolgende Generation wird erzeugt, indem N unabhingige Individuen an-
hand einer Multinomialverteilung mit Wahrscheinlichkeitsvektor (7.1) ausgewihlt wer-
den. Somit wird ein Nachkomme den Fitnesswert wj seines Vorfahren besitzen und
wird mit Wahrscheinlichkeit u; gewdhlt. Deswegen besitzen Individuen, welche iiber
einen hdéheren Fitnesswert als andere verfiigen, auch eine héhere relative Fitness und
werden sich somit mit grofserer Wahrscheinlichkeit durchsetzen als Individuen mit klei-
nerem Fitnesswert. Diese Vorgehensweise bringt eine neue Bevolkerung hervor mit den

Fitnesswerten

fiir k = 1,2,..., N, (7.1)

U =

W’ = (07,103, ..., Wy).

Jeder der Werte w; entspricht einem der Werte aus wj. Jedes Individuum wird
durch seine Fitness gekennzeichnet. Der Vektor w? verkorpert jedoch noch nicht die
Bevolkerung der zweiten Generation. Es besteht noch die Méglichkeit der Mutation,
welche dafiir sorgt, dass sich der Fitnesswert eines Indivduums &ndert. Der Einfluss
der Mutation wird anhand von Mutationsmultiplikatoren veranschaulicht. Dazu wird
angenommen, dass {V/; i = 1,..., N, j = 2,3,...} unabhingige, identisch verteilte,
positive Zufallsvariablen sind und, dass
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gelten. Der Vektor w? = (w? w3,...,w%) reprasentiert die Fitness der Individuen

der zweiten Generation. Obige Prozedur wird stiandig wiederholt, wodurch neue N-
dimensionale Vektoren entstehen, welche die Evolution der Bevolkerung und deren Fit-
ness w® = (wf,...,wk) und relative Fitness u* = (u¥,... u}) darstellen. Das Wahr-
scheinlichkeitsgesetz welches die Ermittlung von w**! aus w* und u* moglich macht
und w? aus w! bestimmt lautet wie folgt:

Bestimme eine Stichprobe vom Umfang N aus w¥, w5, ..., w§, sodass w’ mit Wahr-
scheinlichkeit u¥, fiir i = 1,2,..., N, gewihlt wird. Den daraus resultierenden Vektor
bezeichne man mit @**' = (@f, @it ... W), Mutation verwandelt @**+! in w*!
durch Multiplikation mit der positiven Zufallsvariable V;k“. Dieses Vorgehen sieht im
Detail wie folgt aus:

9 M)

witt = @y firi=1,2,...,N.

Schlieflich wird noch der Vektor u**!, welcher die relativen Fitnesswerte beinhaltet,
anhand von

wht!
U?Jrl:Ni—k_i_l, fllI'Zzl,Q,,N
Zj:l w;
bestimmt. Die Entwicklung dieses Prozesses kann man anhand des Pfades des Punktes
wk, fiir k = 1,2,..., im N-dimensionalen Raum realisieren. Die relative Fitness u* ist

die Projektion der Zufallsvariablen w* auf den N-dimensionalen Simplex
Ay={z=(x1,...;z5) :2; >20und 21+ --- + x5y = 1}.
Abbildung 7.1 zeigt diese Projektion fiir den Fall N = 3. Fernerhin wird 7'(0) als die

Anzahl verstrichener Generationen bis zur Generation, in der alle Komponenten von ¥
iibereinstimmen, definiert. Eine solche Generation bezeichnet man auch als Generation
mit gleichen Komponenten.

SATZ 7.1. Es gelten P(T(0) < oo) =1 und E(T(0)) < NV.
BEWEIS. Sei w' = (wj,...,wy) die Fitness der ersten Generation. Der Fall T'(0) = 1
tritt ein, wenn die nachfolgende Bevilkerung die Werte
wy =w,, fiir alle k, mit w) = max{w;, ..., wy}
besitzt. Die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Fall eintritt, belduft sich mindestens auf
den Wert o = (1/N)". Daraus folgt
P(T(0)=1)>aund P(T(0) >1)=1—a.

Dieselbe Abschiitzung gilt fiir den Ubergang der zweiten zur dritten Generation. Es
folgt
P(T0)>2[T0)>1)<1—«
und somit
P(T(0) >2) < (1 —a)
Durch Induktion erhilt man schliefslich P(7°(0) > k)

E(T(0)) < — =NV

Q|+

gilt. U
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W,

ABBILDUNG 7.1. Darstellung von u* als Projektion von w* auf dem Sim-
plex Ay.

Sei T'(0) + T'(1) die erste Generation, welche nach 7°(0) erneut eine Generation mit
gleichen Komponenten ist. Man definiert 7°(0) + - - - +7'(k) als die erste Generation mit
gleichen Komponenten nach 7'(0)+- - -+7(k—1). Da bei den Generationen mit gleichen
Komponenten der Prozess der u* immer wieder neu startet, formt diese Folge von
positiven ganzen Zufallsvariablen einen Erneuerungsprozess. Um dies zu verdeutlichen,
sei w die gemeinsame Fitness der Generation T'(k). Man beachte, dass dadurch alle
Komponenten von @ ®*! den Wert @ haben und die j-te Komponente von w?®+1!
gleich u?VjT(k)Jrl ist. Der Einfluss von w verschwindet nach dem folgenden Schritt, weil
die relative Haufigkeit, wie in (7.1) gesehen,

ijT(k)H VjT(lc)H o
ujzzi]\ilwvf(k)“:Zij\ilviT(k)H, firj=1,2,..., N,
unabhéngig von w ist. Somit wird der Prozess nach jeder Generation mit gleichen
Komponenten allein von der unabhingigen, identisch verteilten Menge der Mutati-
onsmultiplikatoren der Zufallsvariablen bestimmt. Daraus ergibt sich, dass die Folge

T(0),7(1),..., einen verzogerten Erneuerungsprozess beschreibt.







Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit den Erneuerungsprozessen, einem Gebiet
der Erneuerungstheorie. Die Erneuerunsprozesse werden sowohl in einem ersten Teil
von einer theoretischen, als auch in einem zweiten Teil von einer praktischen Seite
beleuchtet.

Die Schwerpunkte im ersten Teil sind der Begriff der Erneuerungsfunktion und der
Erneuerungssatz. Zwei unterschiedliche Methoden fiir den Beweis des Erneuerungssat-
zes werden dargelegt und Folgerungen aus diesem Satz prasentiert. Schliefslich werden
Spezialfille von Erneuerungsprozessen diskutiert. Bei den dargestellten Spezialfillen
handelt es sich um den zeitverzogerten Erneuerungsprozess, den stationdren Erneue-
rungsprozess, den endenden Erneuerungsprozess, sowie zusammenhéngende und kumu-
lierte Prozesse.

Im zweiten Teil werden praktische Anwendungsgebiete, in denen Erneuerungspro-
zesse vorkommen, thematisiert. Es wird gezeigt, dass der Erneuerungssatz im Gebiet
der Versicherungsmathematik eine wesentliche Rolle bei der Bestimmung des asympto-
tischen Verhalten der Risikowahrscheinlichkeit spielt. Desweiteren werden zwei verschie-
dene Arten von Geigerzihlern behandelt, wobei das Registrieren eintreffender radioak-
tiver Teilchen einen Erneuerungsprozess bildet. In einem dritten Anwendungsbeispiel
wird ein Verzweigungsprozess, der die Entwicklung einer Bevilkerung beschreibt, be-
handelt. Mit Hilfe des Erneuerungssatzes kann das asymptotische Verhalten der durch-
schnittlichen Bevolkerungsgrofe ermittelt werden. Zum Schluss wird ein genetisches
Modell mit Mutationmdoglichkeiten behandelt und gezeigt, dass das Auftreten von Ge-
nerationen mit gleichen Komponenten jeweils eine Erneuerung in einem zeitverzégerten
Erneuerungsprozess darstellt.

83






Literaturverzeichnis

[1] W. Feller. An Introduction to Probability Theory and Its Applications. New York: John Wiley &
Sons, Inc., 2 edition, 1957.

[2] W. Feller. An Introduction to Probability Theory and Its Applications, volume II. New York: John
Wiley & Sons, Inc., 1966.

[3] G.R. Grimmet and D. R. Stirzaker. Probability and Random Processes. Oxford: Oxford University
Press, 2 edition, 1992.

[4] F. Hofbauer. Wahrscheinlichkeitstheorie 2. Unverdffentlichtes Vorlesungsskriptum, Universitit Wi-
en, WS 1986/87.

[5] F. Hofbauer. Stochastische Prozesse. Markovketten und Erneuerungsprozesse. Unverdftentlichtes
Vorlesungsskriptum, Universitit Wien, WS 2002/03.

[6] F. Hofbauer. Wahrscheinlichkeitstheorie 2. Unverdffentlichtes Vorlesungsskriptum, Universitit Wi-
en, WS 2006/07.

[7] S. Karlin and H. M. Taylor. A First Course in Stochastic Processes. San Diego: Academic Press,
Inc., 2 edition, 1975.

[8] T. Mikosch. Non-Life Insurance Mathematics. An Introduction with Stochastic Processes. Berlin:
Springer-Verlag, 2004.

85






Lebenslauf

Personliche

Name:
Geburtsdatum:
Geburtsort:

Daten

Pierre FRERES
07.06.1983
Luxemburg (Stadt)

Staatsbiirgerschaft: luxemburgisch

Adresse:

Telefon:

E-mail-Adresse:

Bourgheed, 7
[-5312 Contern
Luxemburg

+352 621 738580
+43 650 7580566
pitfreres@Qemail.lu

Ausbildung

Mai 2010:

Oktober 2003:

Abschluss  des Diplomstudiums Mathematik  (Schwerpunkt:
Stochastik)

Inskription des Diplomstudiums Mathematik an der Universitat Wi-
en, Osterreich

2002 — 2003: Diplomstudium Wirtschaftsingenieurwesen Maschinenbau an der
Technischen Universitit Wien, Osterreich

1995 — 2002: Gymnasium Athénée de Luxembourg in Luxemburg (Stadt) (mathe-
matischer Zweig)

Sprachen

Fliefend gesprochen : Luxemburgisch, Deutsch, Englisch und Franzdsisch

87



