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Vorwort

Die vorliegende Diplomarbeit wird in sechs Kapitel unterteilt.

Das erste Kapitel bietet eine Einfiihrung in die Materie der stochastischen Prozesse.
Grundbegriffe wie die Indexmenge und der Zustandsraum werden erldutert. Neben der
Beschriankung auf Prozesse in diskreter Zeit (das sind jene Prozesse, bei denen die Index-
menge abzéhlbar ist) wird auch noch vorausgesetzt, dass der Zustandsraum (das ist jene
Menge S, in der die Werte der betrachteten Zufallsvariablen liegen) abzahlbar ist. Insbe-
sondere werden die homogenen Markoff Ketten genauer betrachtet und deren Zustinde
klassifiziert.

Weiterfithrende Literatur und die in diesem Kapitel verwendeten Definitionen und Sétze
findet man in folgenden Punkten des Literaturverzeichnisses: [3]; [7]; [9].

Im zweiten Kapitel wird dann auf die Rekurrenz und Transienz von homogenen Markoff
Kette eingegangen. Um moglichst schnell zu einem Ergebnis zu kommen, welches Aussa-
gen dariiber macht ob die Markoff Kette rekurrent oder transient ist, kann man einige
Kriterien, die in der Arbeit vorgestellt werden, verwenden. Das bekannteste Kriterium fiir
die positive Rekurrenz einer Markoff Kette ist jenes von Foster (1953).

Die verwendete Literatur ist in [3];[6]; [7]; und [9] zu finden.

Das dritte Kapitel beschéftigt sich mit dem Konvergenzverhalten, sowie mit den Absorb-
tionswahrscheinlichkeiten von Markoff Ketten, die in vielen Anwendungsbeispielen eine
wichtige Rolle spielen.

Die wichtigen Sétze in diesem Kapitel befinden sich in der Literatur von [3]; [4] und [9].
Die Kapitel vier, fiinf und sechs widmen sich den Anwendungen von Markoff Ketten in
verschiedenen Bereichen.

Im vierten Kapitel wird das Irrfahrtsmodell herangezogen, um eine einfache Art zu prisen-
tieren, wie mit Markoff Ketten gerechnet werden kann. Es gibt eine Vielzahl an Variationen
bei den Irrfahrten. Einige von ihnen werden hier kurz behandelt. Zusatzlich wird noch die
Unterscheidung von eindimensionalen und mehrdimensionalen Irrfahrten vorgenommen,
wobei die Spezialisierung wieder auf der Rekurrenz bzw der Transienz einer Markoff Kette
liegt.

Die dazu verwendete Literatur kann man im Literaturverzeichnis unter den Punkten
[5]; [6]; [9]; [10]; [12]; [13] nachlesen.

Weiters wird dann im fiinften Kapitel mit Warteschlangenmodellen hantiert, die einen
groken Bereich hinsichtlich der Anwendungen von Markoff Ketten einnehmen. Es werden
zwei unterschiedliche Warteschlangensysteme vorgestellt und dabei wird iiberpriift unter

welchen Bedingungen diese Systeme eine stationére Verteilung besitzen.



Die Beispiele und Sétze von diesem Kapitel sind aus den Literaturquellen [4]; [6]; [8]; [9]; [10]
und [12].

In dieser Arbeit werden zuséatzlich auch Modelle der Populationsgenetik vorgestellt.

Im sechsten Kapitel werden vorerst einige Grundlagen der Populationsgenetik gegeben.
Danach wird das Wright-Fisher-Modell und das Moran-Modell eingefiihrt und néher be-
handelt.

Man findet die weiterfithrende Literatur zu diesem Thema in [1]; [2]; [11] und [14].

[1] — [14]: Die genauen Literaturverweise findet man im Literaturverzeichnis am Ende
dieser Arbeit.

Zu Dank verpflichtet bin ich Herrn Prof. Dr. Franz Hofbauer, der mich bei der Lésung
von Problemen unterstiitzt und durch seine Korrekturen zum Gelingen dieser Arbeit viel
beigetragen hat.

Ich m&chte meinen Freunden und Studienkollegen herzlich danken, die mir immer zur
Seite gestanden sind.

Grofser Dank gebiihrt auch meinen Eltern, die es mir ermoglichten, dieses Studium zu

absolvieren.

i



Inhaltsverzeichnis

Grundlagen

1.1 Definitionen von stochastischen Prozessen und Markoff Ketten . . . . . .
1.2 Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten . . . . . . .. ... . ...
1.3 Die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten . . . . . . . ... ... ...
1.4 Klassifizierung der Zustédnde . . . . . . . . . . ... ... L.
1.5 Periodische Zustinde einer Markoff Kette . . . . . .. . ... ... ...

Rekurrente und transiente Markoff Ketten

2.1 Die erstmaligen Riickkehrwahrscheinlichkeiten . . . . . .. .. ... ...
2.2 Die erstmaligen Ubergangswahrscheinlichkeiten . . . . . ... ... ...
2.3 Satze iiber Rekurrenz und Transienz . . . . . . .. . ... ... .. ...

2.4 Kriterien fiir die positive Rekurrenz . . . . . . . .. ... ... ... ...

Konvergenzverhalten von Markoff Ketten

3.1 Transiente Zustande . . . . . . . . Lo
3.2 Rekurrente Zustande . . . . . . ..

3.3  Absorbtionswahrscheinlichkeiten . . . . . . . . . . . . ... ... .. ...

Irrfahrten

4.1 Das eindimensionale Irrfahrtsmodell . . . . . . . . . .. ... .. ... ..
4.1.1 Die beschrinkte Irrfahrt mit absorbierenden Schranken . . . . . .
4.1.2  Die beschrinkte Irrfahrt mit reflektierenden Schranken . . . . . .
4.1.3 Die unbeschrankte Irrfahrt . . . . . . . ... ... ... ... ...

4.2 Das d-dimensionale Irrfahrtsmodell . . . . . .. . ... ... . ... ...
4.2.1 Die zweidimensionale Irrfahrt . . . . . . .. ... ...
4.2.2 Die dreidimensionale Irrfahrt . . . . . . .. ... 0L,

4.3 Anwendungen der Sitze iiber Rekurrenz und Transienz auf Irrfahrten . . .

Warteschlangentheorie

5.1 Einfiihrung iiber Warteschlangen in diskreter Zeit . . . . . . ... . ...

5.2 DBeispiele von Warteschlangensystemen . . . . . .. .. .. .. ... ...

1l

16
19
23

27
27
27
32

39
39
39
41
42
45
45
46
48



5.2.1 Das Warteschlangensystem M |GI|1|oo|
5.2.2  Das Warteschlangensystem GI|M|1|oo|
5.3 Anwendungen der Satze {iber Rekurrenz und Transienz auf Warteschlan-

genmodelle . . . . . . Lo

6 Markoff Ketten in der Biologie

6.1 Grundlagen der Populationsgenetik

6.2 Das Wright-Fisher-Modell . . . . . ... .. ..o 0 00
6.3 Das Moran-Modell . . . .. .. ... oo
6.4 Ein Modell einer Markoff Kette in der Pflanzenziichtung

Literaturverzeichnis

Lebenslauf

iv

69
69
70
73
I6)

7

79



Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel wird eine kurze Einfiihrung {iber stochastische Prozesse und Markoff

Ketten gegeben.

1.1 Definitionen von stochastischen Prozessen und Mar-
koff Ketten

Definition 1.1. Fin stochastischer Prozess P ist eine Menge von Zufallsvariablen X,
sodass gilt: P={X, :t € T}.

Die Menge T wird als Parameterraum (oder Indexmenge) des stochastischen Prozesses
bezeichnet.

In vielen Anwendungsbeispielen wird der Parameter t als Zeit gedeutet. Ist t € Ny (X, ist
eine Folge von Zufallsvariablen), dann heifst X, ein stochastischer Prozess mit diskreter
Zeit. Ist t € RT (X, ist eine Familie von Zufallsvariablen), dann heifst X, ein stochasti-
scher Prozess mit kontinuierlicher Zeit.

Die Zufallsvariablen miissen alle denselben Wertebereich besitzen, diesen nennt man den
Zustandsraum S. Im Weiteren werden in dieser Arbeit nur endliche oder abzihlbar unend-
liche Zustandsrdume vorkommen. Das heifit, hier wird meist die Menge der natiirlichen

Zahlen N, bzw die Menge der ganzen Zahlen 7 als Zustandsraum betrachtet .

Definition 1.2. Eine Markoff Kette mit diskreter Zeit ist ein stochastischer Prozess
{X;:t € Ng} mit einem abzihlbaren Zustandsraum S, welcher die Markoff-FEigenschaft
(M1) erfillt:

(M1) vt € Ny und iy, ..., 11 €S mit



P(onio,...,Xt:it)>0 15t
P(Xi11 = i1 Xo =0, ..., X = 1y) = P(Xpg1 = 6441| Xt = 0y).

Das soll bedeuten, dass bei Markoff Ketten die Zukunft X;.1 nur von der Gegenwart X
abhdngt und nicht von der Vergangenheit X;_ 1, X;_o,....

Definition 1.3. Sei wieder {X;:t € T} eine Markoff Kette mit Zustandsraum S. Die
Wahrscheinlichkeit p;;(t) = P(Xy1 = j| Xy, = i) fiir beliebige Zustinde i,j € S und be-
liebige t € T heift einstufige Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand i in den Zustand j.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten in den folgenden Beispielen werden meist unabhdn-

gig vom Zeit-Parameter t sein. Daher folgt eine wichtige Definition:

Definition 1.4. Man sagt, eine Markoff Kette ist homogen, bzw. sie besitzt stationdre
Ubergangswahrscheinlichkeiten, wenn sie die Bedingung (M2) erfillt:
(M2) P(Xi41 =j|X: =1) = P(Xq = j|Xo=1) =p;; Vi,j €S und Vt € N.

Das bedeutet, dass die einstufigen Ubergangswahrscheinlichkeiten unabhingig von der Zeit
t sind.

In den folgenden Kapiteln werden also hauptsdchlich homogene Markoff Ketten auftreten.

Fiir genauere Resultate tiber inhomogene Markoff Ketten wird auf G. Seim verwiesen.

1.2 Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten
Nun werden die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij 2u einer S x S Ubergangsmatriz zu-
sammengefasst. Diese hat entweder die Form

Poo --- DPon

Pno .-+ DPnn
falls der Zustandsraum S = {0,...,n} endlich ist, n € Ny

oder die Form



Poo Po1 Po2
Pio P11 P12
D20 P21 D22

falls S ={0,1,2,...} abzihlbar unendlich ist.

Die beiden Eigenschaften (i) pi;; > 0 Vi,j € S und (it) 3 ;cgpij =1, Vi € S machen
eine allgemeine Matriz zu einer stochastischen Matriz. Dies ist fir die Ubergangsmatriz

einer homogenen Markoff Kette immer erfillt.

Weiters fiihrt man jetzt noch eine Startverteilung des Prozesses ein, die wie folgt defi-
niert ist: p; = P (Xo =1) firi € S.

Dies besagt, dass zum Anfangszeitpunkt t = 0 eine Verteilung p; vorgegeben ist.

Der Multiplikationssatz wird hier verwendet. Dieser besagt, dass

P(Xy =iy, X4y =t4-1,..., X1 =11, Xo =1p) =

=P(Xo=1)  P(X1 =01|Xo=140) ... P(Xy = 0| Xyo1 = 44-1,...,Xo = ip) ergibt.

Mit Hilfe von (M1) und (M2) erhdlt man
P(X; =iy, Xy = dg1, .-, X1 = 11, Xo = 0) = Pig * Digiy * Pivia * -+ - * Dig_yis-
Durch die Startverteilung und die Ubergangswahrscheinlichkeiten ist der stochastische Pro-

zess bestimmit.

1.3 Die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten

Definition 1.5. Die n-Schritt- Ubergangswahrscheinlichkeiten einer homogenen Markoff
Kette sind durch pl(-;) = P(Xpin = jlXm = 1) = P(X,, = j|Xo = 1) Vm,n € Ny und

1 i=j
Vi,j € S gegeben. Es gilt: pg) = pi; und pgg) = » j} = 05

0 i#]j
Dies besagt, dass die Markoff Kette, die im Zustand i startet, nach n Schritten den Zu-
stand j erreicht. Da hier nur homogene Markoff Ketten behandelt werden, gilt wieder, dass

die n-Schritt- Ubergangswahrscheinlichkeiten pi; unabhdngig vom Zeitparameter m sind.



Die Matriz der héheren Ubergangswahrscheinlichkeiten ist durch

(n)  (n)  (n)

Poo Por  DPo2
ply Py Py
(n) (7;) (n)

Pay Po1 P22

mit n € N gegeben. Fiir n =0 ist P©) die Einheitsmatriz 1.

Ein wichtiger Satz, der mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten arbeitet, ist der folgen-

de:

Satz 1.1. Chapman-Kolmogorow-Gleichung
Die n-Schritt- Ubergangswahrscheinlichkeiten einer homogenen Markoff Kette erfillen die
Rekursionsbeziehung

§?+m) = Zkesp§2>p;j?), fiir alle i,7 € S und n,m € Ny.

Diese st als Chapman-Kolmogorow-Gleichung bekannt.
() — @}

P [p” ijes

st ebenfalls eine stochastische Matriz. Somit kann man die Rekursionsformel auch in der

Form Pvtm) — p) p(m) schreiben.

Vn € Ny ist die Matriz der n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten. Sie

Bewets: (1) Fir m =1 gilt folgendes:

Pt = P(Xpi1 = X0 =) = e P(Xni1 = §1 X, = k)P(X, = k[ Xo = i) = 3 s P Pry
wegen dem Satz tber die totale Wahrscheinlichkeit und der Markoff-Figenschaft.

In Matrizenschreibweise: Pt = PM P Vn € N.

Da PO = I (=Einheitsmatriz) und PY) = P stochastische Matrizen sind, wie man im
vorherigen Abschnitt 1.2 nachlesen kann, wird mit Hilfe der vollstindigen Induktion be-
wiesen, dass auch die Matriz der n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten stochastisch ist.

Es sei fiir n > 0 die Behauptung erfillt, so gilt fir die nachfolgende Zahl n+1:

(n+1) (n) (n) (n)
Zjes by = ZjES (D kes Pik Pri) = Dres Pik (ZjeS Prj) = D kes P = 1.

(2) Es wurde in (1) P = PMP fiir m = 1 bewiesen. Nun fihrt man die Indukti-
on nach m durch. Angenommen P"H™) = P P gilt Yy > 1. Dann ergibt sich fir die
nachfolgende Zahl m + 1:

ptm+l) — plntm) p — wegen (1)
= p)pm)p — nach Induktionsannahme
= p plm+1) wegen (1)

4



Definition 1.6. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Markoff Kette zur Zeit n im Zu-
stand j befindet, wird mit p(") P(X, =7) (j € S,n € Ny) bezeichnet. Die pgn) werden
als Zustandswahrscheinlichkeiten der Markoff Kette betitelt.

Fiir diese Zustandswahrscheinlichkeiten gelten wieder die folgenden beiden FEigenschaf-
ten:

(z')p§">>ovg'esvneNo

(ii) yes v =

Diese soeben definierten Zustandswahrscheinlichkeiten kann man mit Hilfe des folgen-

den Satzes berechnen:

(n)

Satz 1.2. Es ses p(O) = pi die Startverteilung von Xo und p;;° seien die n-Schritt-

)

Ubergangswahrscheinlichkeiten. Dann gilt:

Bewezis: Der Beweis des Satzes ist durch Anwendung des Satzes der totalen Wahrschein-
lichkest trivial.

p§n> — P(Xp = j) = Yies P(X0 = j1 X0 = ) P(Xo = i) = g P - pg;?).

Fasst man noch die Startverteilung p; in Form eines Zeilenvektors p = (po,p1,p2,---)
zusammen sowie die Zustandswahrscheinlichkeiten p™ = (p[()n),pg ),pé ), ...), so erhdalt
man wieder die selbe Aussage: p™ = p - P,

Dieser Satz kann somit Aufschlisse dariber geben mit welcher Wahrscheinlichkeit der
Prozess zum Zeitpunkt n in einem gewissen Zustand j ist; und das gilt fiir jeden Zeitpunkt

TLEN().

1.4 Klassifizierung der Zustinde

In diesem Abschnitt wird auf die Struktur einer Markoff Kette ndher eingegangen.
Die Begriffe periodische und aperiodische Markoff Kette werden eingefihrt und genauer

erlautert.



Definition 1.7. Es sei eine homogene Markoff Kette mit Zustinden 1,7 € S gegeben.
(i) Der Zustand j heifst von dem Zustand i aus erreichbar, wenn ein n € Ny existiert,
sodass pgl) > 0 gilt. Man schreibt dafiir: i — j.

(ii) Die Zustinde i, j heiffen gegenseitig erreichbar, wenn i — j und j — i gilt. Man

schreibt dafiir: © < j.

Wenn nun zwei Zustinde 1 und j nicht gegenseitig erreichbar sind, dann ist
entweder pl(?) =0,Vn >0,
oder pﬁ) =0,Vn >0,

oder es treffen beide Aussagen zu.

Das Konzept der gegenseitigen Erreichbarkeit ist eine Aquivalenzrelation auf dem Zu-

standsraum S:

e Die Reflexibilitit: 1 < i erqgibt sich durch die Definition von pg]) = 1.
o Die Symmetrie: wenn v < j qilt, dann gilt auch j < i, nach der Definition der

gegenseitigen Frreichbarkeit.

o Die Transitvitat: wenn i < j und j < k qilt, dann folgt, dass auch i < k gilt. Dies

kann mit Hilfe der Chapman-Kolmogorow-Gleichung leicht bewiesen werden.

Der Zustandsraum S kann daher beziiglich der Relation i « j in Aquivalenzklassen zerlegt

werden.

Definition 1.8. Eine Markoff Kette heifit irreduzibel, wenn alle ihre Zustinde gegensei-
tig erreichbar sind. Besteht der Zustandraum S nur aus einer einzigen Aquivalenzklasse,
dann nennt man die Markoff Kette irreduzibel. Anderenfalls nennt man die Markoff Kette

reduzibel.

Wenn man den Fall betrachtet, bei dem S endlich ist, wird man feststellen, dass ein Zu-
sammenhang zwischen den reduziblen/irreduziblen Markoff Ketten und der Theorie der
reduziblen /irreduziblen Matrizen besteht; und zwar heifst eine Matriz P = [p;jl; jes redu-

zibel, wenn man die Indexmenge S = {0,1,2,...,m} in disjunkte Teilmengen Q # 0 und

6



R = 5\Q # 0 zerlegen kann, sodass p;; =0 Vi € Q,Yj € R gilt.

Sei A die Q x Q-Matriz, die man erhdlt, wenn man die Ubergangsmatriz P auf die Menge
Q) einschrinkt. A ist dann wieder eine stochastische Matrix, da ZjeQ Dij = Ejes pij = 1
gilt. Durch Umordnen der Elemente der Zustandsmenge S, erhdlt P dann die Gestalt

Q R

QA O
R\C D

wobei 0 eine QQ X R-Matriz ist, fir die ja p;; =0, Vi € Q,Vj € R gilt.
Die Menge @ heifit dann abgeschlossene Menge. Das bedeutet: aus solch einer abgeschlos-
senen Menge Q gibt es keine Uberginge in die Komplementdrmenge R = S\Q@.

Satz 1.3. Eine Markoff Kette mit Zustandsraum S ist genau dann irreduzibel, wenn es
aufler S selbst keine weitere abgeschlossene Menge T C S gibt.
Dieser Satz ist auch fir Markoff Ketten mit abzihlbar unendlichem Zustandraum S giiltig.

1.5 Periodische Zustande einer Markoff Kette

Durch den Begriff der Periode eines Zustandes der Markoff Kette wird festgelegt zu wel-
chen Zeitpunkten die Markoff Kette mit positiver Wahrscheinlichkeit in einen vorgegebe-

nen Ausgangszustand zurickkehren kann.

Definition 1.9. Sei i € S. Der grifite gemeinsame Teiler d; der Menge

H = {n >1 :pgl) > 0} heifit Periode des Zustandes i. Wenn H = {0} ist, dann setzl
man d; = 00.

Ist d; = 1, dann nennt man den Zustand i aperiodisch; anderenfalls nennt man ihn peri-

odisch.

Bemerkung: Es seien hy, ho, ..., hy nichtnegative ganze Zahlen, die nicht alle gleich null
sind, mit d = ggT {hy, ho, ... hi}.

Dann existiert eine positive ganze Zahl M;, sodass fiir alle ganzen Zahlen m > M; folgen-
des qilt

md = ¥, ¢ihi, wobei ¢; (1 <i < k) nichtnegative ganze Zahlen sind.

7



Satz 1.4. p(@ > 0 kann nur dann gelten, wenn n eine positive ganze Zahl der Form

n =m-d; ist. Zu jedem Zustand i mit der Periode d; < oo existiert eine positive ganze
Zahl M;, sodass pgndi) >0 Vm > M; gilt.
Dies besagt, dass nach einer gewissen Anlaufzeit M; die Riickkehr in den Zustand i fir
alle Vielfachen der Periode d; maglich ist.

Bewets: Man wihlt zwei Elemente hy, hy aus der Menge H aus, sodass d; = ggT {hy, ha}
18t.

Dies st stets durchfihrbar. Nach der obigen Bemerkung kann man ein M; € N finden,
sodass fiir alle ganzen Zahlen m > M,

md; = c1hy 4+ coho gilt, wobei c1,co € Ny sind.

Die Gleichung von Chapman-Kolmogorow liefert dann die Behauptung dieses Satzes:

mdz‘ c1h coh c1h coh
p’gi : :p§i1 vheah) — EjEsz(jl ) g‘f 2)
c1h coh Ri)ve ho)ve
:pz(il 1)pz(i2 2 = ( z(il)) 1<pz(i2)> 2> 0.

Satz 1.5. Ist pg) > 0, dann existiert ein M; € N mit pgnd#Q) > 0Vm > M;, falls d; < oc.
Beweis: Wie schon im obigen Beweis gezeigt wurde, kann man diesen Satz durch die

Gleichung von Chapman-Kolmogorow leicht beweisen:
pz('j = D kes pz(k: ) 'pl(c(;‘) > Pgi ) 'pz('?) > 0.

Satz 1.6. Sei eine irreduzible Markoff Kette mit Zustandsraum S gegeben. Wenn alle
Zustinde der Markoff Kette die Periode d besitzen, dann existiert eine Zerlequng des Zu-
standsraumes S in Mengen Dy, D1, ..., Dy_1, die periodisch durchlaufen werden, das heifit
folgendes:

Ist i € D, und p;; > 0 dann gilt j € D,y1, wobei Dy gleich Dy zu setzen ist.

Bewezis: Fiir den Beweis dieses Satzes wird auf die Literatur ,Stochastische Systeme”
von W-D. Heller, H. Lindenberg, M. Nuske und K-H. Schriever, 1978 verwiesen.



Kapitel 2

Rekurrente und transiente Markoff
Ketten

2.1 Die erstmaligen Riickkehrwahrscheinlichkeiten

In diesem Kapitel wird die Wahrscheinlichkeit der Riickkehr in einen bestimmten Zustand
der Markoff Kette ndher betrachtet. Die Frage ist, ob man bei Start in einem Zustand i
mit Wahrscheinlichkeit 1 wieder in den Zustand i zurickkehren kann, oder nicht.

Um diese Frage beantworten zu kénnen, definiert man vorerst einmal die Wahrscheinlich-

keiten fi(i") der ersten Riickkehr in den Ausgangszustand i nach genau n Schritten.

Definition 2.1. Es sei V) = P(X, = i, X, # i fir k = 1,2,3,...,n — 1| Xy = 1)
(n € N,i € S) die Wahrscheinlichkeit nach n Schritten zum ersten Mal nach i zurickzu-
kehren. Weiters gilt: fi(il) = pg) = p;i und fi(»o) = 0.

1

Man kann fi(in) auch durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten ausdriicken:

= P(X, =i, Xy £ firk=1,2,3,...,n—1|Xy =) =

7

= P(Uzl 7777 in_leS\{i} Xl — 7;17 e 7Xn71 — infl,Xn — Z|X0 - Z) —
= Zil

in_1€8\{i} Pitr " Piviz * - - Pin_1i-

77777

Jetzt wird die sogenannte erstmalige Riickkehrwahrscheinlichkeit definiert:

Definition 2.2. Es sei f; = (") fiiri € S,n € N die Wahrscheinlichkeit vom Aus-

n=1J1

gangspunkt i irgendwann erstmalig wieder nach i zuriickzukehren. Dazu passend definiert

man noch die mittlere erstmalige Rickkehrzeit der Markoff Kette in den Zustand i als

Hii = ZZO:N”L : fz‘(‘n)-



Satz 2.1. Eine Eigenschaft der erstmaligen Rickkehrwahrscheinlichkeit fi(in) i n Schrit-

ten wird durch die folgende Rekursionsformel dargestellt:

Vie S und YneN gilt: pP =3 plr . f®) (2.1)
k=0

Beweis: Um diesen Beweis durchfiihren zu konnen, miissen vorerst die Zeitpunkte

S[(]i) =0, Sfi) =min{n>0:X, =i}, Séi) :mm{n>5§i):Xn:i},...,

S,gi) = min {n > S,@l X, = i}, in denen die Markoff Kette zum 0-te, 1.,2.,... k-ten
Male wieder den Zustand i erreicht, eingefiihrt werden. Man setzt S]ii) = 00, wenn fir
dieses k (k > 1) kein solches n existiert. S(g ,Sl ye S,(g ,... bilden eine Folge von Zu-
fallsvariablen. Daher kann man die Pausen zwischen den aufeinanderfolgenden Besuchen
der Markoff Kette im Zustand i wie folgt bezeichnen:

TH _ g _ o) _ min {n eN: X 5O in z} wenn n existiert

k k—1
o0 sonst

Dies gilt fir alle k > 1.

Die Folge der Pausenzeiten {Tl(lk)} bildet einen arithmetischen Erneuerungsprozess.
keN

Das bedeutet, dass die Zufallsgrofien Tl(lk) = S,gi) — 51(21 fir alle k > 1 nichtnegativ, insge-
samt unabhdngig und identisch verteilt sind.

Ti; heif$t die erstmalige Riickkehrzeit der Markoff Kette in den Zustand i und man setzt
fi(in) = P(T; = n) Vn € Ny. Sichtlich ist p; = E(Ty;) = Zzo:ln-fi(in). Weiters gilt
fi(iO) =0 und fi(il) = Dii-

S%) = DA Ti(ik) = Tz(zm) —i—ST(,i),l, (m > 1) bezeichnet dann den Zeitpunkt der m-ten Riick-
kehr der Markoff Kette in den Zustand i. Somit ergibt sich

) = P(Uj . {Sé? —n}) =

= Zm 1 ( m —n)

= o1 o PAY 4 8,10 = nl T = K)P(T = k)

bzw.

pgz =D =1 2k=0 (S(Z) =n- k?|Ti(im) = k)fi(ik)'

Dze Zufallsgrofien S,(;L) und Tz(;) sind unabhdngig und das fihrt zu folgender Bedingung
p“ = i ozm | P(S;, v 1:n_k>fz(zk)

= S0 PUpey { S0 = n—k ) =

= Yo " fi-

10



Durch diese nun gemachten Definitionen und Annahmen, wird der Unterschied zwischen

rekurrenten und transienten Zustinden deutlich, und zwar:

Definition 2.3. Ein Zustand ¢ heifit rekurrent, falls f; =1 ist.

Diese Definition soll damit ausdriicken, dass der Prozess bei Start in 1 mit der Wahr-
scheinlichkeit 1 wieder zu 1 zurickkehrt.

Ein Zustand 1 heifst transient, falls f7 <1 ust.

Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir die Riickkehr nach i bei Start in i nicht

sicher, also kleiner als 1 ist.

Man macht noch weitere zwei Unterscheidungen tber rekurrente Zustinde:

o Der Zustand @ heifit positiv-rekurrent, falls fi =1 und p; < oo.
o Der Zustand i heifit null-rekurrent, falls f; =1 und p;; = oo.

Ein rekurrenter Zustand ist demnach positiv-rekurrent, wenn seine mittlere erstmalige
Riickkehrzeit endlich ist und null-rekurrent, wenn seine mittlere Rickkehrzeit unendlich
grofs wird, unter Voruassetzung, dass bei beiden Zustinden die Wahrscheinlichkeit einer
Riickkehr sicher ist.

Eine weitere Moglichkeit zu tdberprifen, ob ein Zustand rekurrent oder transient ist, zeigt
der folgende Satz:

(n)

Satz 2.2. Ein Zustand i ist genau dann rekurrent, wenn Y o p;; = 00 ist.

Er ist transient, falls >, ™M < oo ist.

i

Um diesen Satz beweisen zu kinnen, braucht man einen Hilfssatz:

Satz 2.3. Hilfssatz: Es sei {an}neNO eine Folge nichi-negativer reeller Zahlen mit

hmn_wo % =0.
Ist weiters {bn}neNo eine beliebige andere reelle Zahlenfolge, fir die lim,_. b, = b < o0

. . : D 0Ok bk
gilt, dann ist lim,,_, Iy Ta b.
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Bemerkung: Die Voraussetztung lim,, % =0 st erfillt, wenn >~ a, < oo gilt
oder wenn ZZO:O a, =00 und 0 < a, < K Vn € Ny gilt.

Bewes: Aufgrund der Bedingung lim,, .. b, = b < oo ldsst sich zu einem beliebig vorge-
gebenen € > 0 ein N = N(€) finden, sodass

|b, —b] <€ Yn > N(e).

Weiters qilt fiir ein M < oo, dass

|b, —b] < M Vn € Ny.

Damit erhalt man dann fir alle n > N(e)

|Zk oakbn k ‘ _ ,ZZ;éV @k (On—k—b)+3 8 N41 ‘lk(bnfk—b)‘ <
> k=0 Ok
< Zz,év Ak MZk n— N+1 Ak MZk n—N+1 %k
ZZ:oak 2h—o@ Dh—ok

Aufgrund der Bedmgung hmn_m ST —— o = 0 st andererseits
;=0
ZZ:?L—N+1 ag — O
> k=0 Ok
Somat erhdlt man schliefSlich
|Zk 0 Gkbn—k —b| < e

fi=0 Ok

lim,,

lim,, oo

Da € > 0 beliebig war, ergibt sich die Beziehung lim,, % =D.
=0

Nun widmet man sich dem Beweis des vorigen Satzes 2.2.:

Beweis: Man summiert in der obigen Rekursionsformel (2. 1) u’ber n=12,.. N sodass
Zr]:;l pgl) = 22[:1 > ko fz‘(z‘n_k Zk 0 Zn k: (n & pm Zk opnk) Z

Da 0 < pgl) <1VneNy git und hmn_>Oo Zk 0 fZZ = fr <1 ist, sind fir die Zahlenfol—
gen {an},cn, und {bn}, oy, mit an = pZZ ) und b, = 1o fi(ik) Vn > 0 die Voraussetzungen
vom Hilfssatz erfillt, und es folgt:

k N—k n
lim POR 11’51) = limy Eszopl('i>'Zn:1 fi(i) — fx
— 00 n — 0 n
27];{:0 p7(,z ) 27];’:0 pz(i ) "
bzw.
1
- W (n)

th‘”x’ Zn oPi;

Hier ist sehr schion ersichtlich, dass genau dann wenn f5 =1 (bzw. fi < 1) ist

limp oo oo p = 30 0 = 00 (bzw. limy oo S0 9l = 320 Y < 00) folgt.

Satz 2.4. Ist der Zustand i einer Markoff Kette transient, dann gilt:
Solop = (1= )™

Bewets: Durch Anwendung des letzten Satzes 2.2. erhdlt man folgende Relation:
]. - — 1 ( ) .

" N n
th*»oo Zn:O DPii

12



Ist i jetzt transient, dann konvergiert die Reihe Y~ pgf) und man erhalt

S0 oo = limy o SN pl = (1 f) 7L

Satz 2.5. Seieni,7 € S mit1 < j. Dann sind i und j entweder beide rekurrent oder beide

transient. Auflerdem besitzen beide die gleiche Periode.

")
tj
5 = i > 0.

Wenn p” ™ > 0 ist, dann folgt D;: r+m+5) > pf])pff)pﬁz) > 0.

Beweis Angenommen es exisieren r und s mit p;
(n)

>0 und pgj) > 0.
Wenn pn > 0 ist, dann folgt p;;
Diese beiden Relationen bestditigen die erste Aussage des Satzes, denn angenommen der
Zustand 1 sei nun rekurrent, dann gilt

> o ng ) = 0.

Zusammen mit der ersten Ungleichung erhdlt man somit

> o Pﬁ?) = 00,

woraus die Rekurrenz des Zustandes j folgt.

Umgekehrt, das heifst falls man j als rekurrenten Zustand voraussetzt, verlauft der Beweis
analog.

Daher sind alle Zustinde einer irreduziblen Markoff Kette entweder rekurrent oder tran-
sient, was man mit der Prifung der Reihe ), pgf) auf Konvergenz oder Divergenz,
feststellen kann.

Die Aussage tiber die gleiche Periode der Zustinde i und j lisst sich folgendermajfen be-
weisen:

Setzt man D; = {n pf?) > O} und D; = {n p§?) > O}, dann existieren k,l € D; mit
di=1—k.

Somit sieht man dann, dass s +k+r und s +1+1r € D; sind. Also teilt d; | —k und
daher auch d;.

Umgekehrt gilt, dass d; auch d; teilt, also gilt schlieflich d; = d;.

Um den ndchsten Satz behandeln zu kénnen, welcher Aussagen tber die Art der Zer-
lequng des Zustandsraumes in rekurrente und transiente Zustandsmengen macht, bendtigt

man vorerst einen Hilfssatz:

Satz 2.6. Hilfssatz: Ist i ein rekurrenter Zustand und gilt © — j, dann folgt j — 1.

13
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ij

Wire 7 - i, dann gibe es eine positive Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Markoff Kette

Beweis: Da man annimmt, dass i — j gilt, existiert eine natirliche Zahl n mit p;.” > 0.
nicht mehr in den Zustand i zurickkehrt. Dann wirde f;; < 1 gelten. Dies ist aber ein

Widerspruch zur Voraussetzung, dass der Zustand i rekurrent ist. Darum ist j — i erfullt.

Satz 2.7. Der Zustandsraum S einer Markoff Kette lisst sich folgendermafen zerlegen:
S=TUCLUCyU..., wobei die Mengen Cy (k = 1,2,...) abgeschlossene rekurrente
Zustandsmengen sind und T die Menge der transienten Zustinde ist. Es kann vorkom-
men, dass einer dieser Mengen T bzw C = J;—, Cy, leer ist. Wenn entweder T = S oder
C = Cy =8 ist, so ist die Markoff Kette irreduzibel.

Beweis: Da T die Menge der transienten Zustinde und C die der rekurrenten Zustinde
beschreibt gilt offensichtlich

S=TUC und TNC =0.

Wenn C = 0 gilt, dann ist die Behauptung des Satzes bewiesen.

Wenn C # 0 gilt, dann wird durch die Relation — in C eine Aquivalenzrelation gegeben.

Diese ist stets symmetrisch und transitiv (Abschnitt 1.4). Weiters ist diese Relation auch

reflexiv in C, weil fir ein beliebiges 1 € C immer ein n € N existiert mit pz(-f) > 0; daher
qilt i < 1.
Somit sieht man, dass C in Aquivalenzklassen Cy,Cs, . .., zerfillt, deren Anzahl wegen

der Abzdhlbarkeit von C C S hichstens abzdhlbar unendlich ist.

Folglich gilt: S =U;—, Cx, CpNCr=10 (k#1).

Zwei Zustinde i,j € S sind genau dann gegenseitig erreichbar, wenn sie zur selben Aqui-
valenzklasse gehéren. Das bedeutet:

i j Vi,jeCy (VkeN), aber

i YieCy, YjieC (k#1).

Die Abgeschlossenheit von Cy, folgt nun nach dem Hilfssatz 2.6.:
Wenn i@ € Cy und i — j gilt, dann ist auch j — @ erfillt, da i rekurrent ist. Daher gilt

i < 7 und somit auch j € Cl.

Zusammenfassung:

Durch Uberpriifen von

1. Z;’;Opg‘) = oo (Die Summe divergiert) bzw Zf;opgf) < oo (Die Summe konver-

giert)
oder
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2. fi=20 fi(in) =1bzw f; =37, fi(in) <1
wird die Rekurrenz bzw die Transienz eines Zustandes der Markoff Kette nachgewiesen.
Bezspiel:

Es sei der endliche Zustandsraum S = {0,1,2} und die Matriz der Ubergangswahrschein-
lichkeiten wie folgt gegeben.:

1/2 1/2 0
P=1|1/2 12 o0
1/3 0 2/3

Nun wird dberprift, welche der Zustinde rekurrent bzw. transient sind:

Zuerst beginnt man mit dem Zustand 0 und wédhlt die Anfangsverteilung p( ) = (1,0,0).
Dann erhdlt man foo =0, féé) = poo = 1/2 und nach der Formel aus der Definition 2.1.
vom Abschnitt 2.1 ist: foo = Zil 7777 i 1€5\{0} P01 " Piris - - - Din—10-

Wenn nun aber 11 = 2 gewdhlt wird, ist ja po;, = 0 und daher schreibt man:

fég) = Po1 - 212 ,,,,, in_1€{1,2} Plia * Piziz « - - Pin10-

Analog dazu ist p1;, = 0, wenn iy = 2, und daher fég) = po1'p11'zi3 7777 inref1,2) Plia - - - Pin_10-
Lisst man dieses Verfahren fortlaufen erhdlt man schluffendlich

£33 = por - i - pro = (1/2)",n > 1 und damit f3 = 3207, fog) = 3002, (1/2)" =
Daher ist laut Definition 2.5. der Zustand 0 rekurrent.

Fiir den Zustand 1 ergibt sich, bei analoger Durchfihrung der Rechnung wie fir den Zu-
stand 0, dasselbe Ergebnis. Er ist also auch rekurrent.

Es fehlt noch der Zustand 2:

Man wahlt p02 =(0,0,1) als Anfangsverteilung, dann ist

139 =0, £33 = po = 2/3 und 3 =0 fiir n > 2,

und damit ist foy => 0, f2(2 =2/3 < 1. Laut der Definition 2.3. ist der Zustand 2 also

transient.

Jetzt stellt sich noch die Frage ob die Zustinde 0 und 1 positiv-rekurrent, oder null-
rekurrent sind.

Es geniigt den Zustand 0 zu untersuchen, da aufgrund 0 < 1 der Zustand 1 das selbe
Verhalten wie 0 aufweist.

Man berechnet die mittlere erstmalige Rickkehrzeit in den Zustand 0:

Hoo = ZZO 1 fég)-

weil foo = (3)" Vn>1 war, gilt:

Hoo = Zn:l n(%)n = 2211 E?:n (%)k = Zn 1 1 QZn 1 ( =2

Somit sieht man, dass die Riickkehrzeit endlich zst und daher sind die Zustinde 0 und 1

positiv-rekurrent.

w\»—t
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Eine weitere Mdglichkeit zu bestimmen, ob ein Zustand @ rekurrent oder transient ist,
st die Verwendung der Wahrscheinlichkeit q;;, mit der ein Prozess bei Start im Zustand

1 unendlich oft in denselben Zustand i zurickkehrt.

Satz 2.8. Der Zustand i ist rekurrent bzw transient, wenn q; = 1 bzw q; = 0 1st.

Bewezis: Es sei qZZ ) die Wahrscheinlichkeit, dass ein Prozess bei Start in i mindestens N

mal mn denselben Zustand 1 zuriickkehrt. Dann entsteht der Zusammenhang:

N-—1 N-—1 *
qu Zk l qz(z ) = qz(z ) ’ fiz

(N

Weiters kann man jetzt den Prozess q;; rekursw darstellen und zwar: qu = fr- q(N U=

(F)2- ¢V = = ()N ¢V, Da aber ¢\ = f laut der Definition der Riickkehr-
wahrscheinlichkeiten ist, folgt quN) = (f5)N. Daher lautet die Aussage des Satzes:

(N) *)N —

) ) 0 falls © transient
Qi = limy oo @i = limy oo (f5

1 falls i rekurrent

2.2 Die erstmaligen Ubergangswahrscheinlichkeiten

Wie schon im vorherigen Abschnitt 2.1 fiir die erstmaligen Riickkehrwahrscheinlichkeiten
£, kann man nun auch die erstmaligen Ubergangswahrscheinlichkeiten [ (i # j) defi-

nieren.

Definition 2.4. f") = P(X, = j, Xy #J fir 1 <k <n—1|Xo =1) =
- Zil,-..,in—1€S\{j} pul plllQ T .pin_lj‘
Das ist die Wahrscheinlichkeit von i ausgehend nach n Schritten zum ersten Mal in j zu

sein.
fi(]Q) =0 und fz'(jl) = Pij-

Definition 2.5. Die erstmaligen Ubergangswahrscheinlichkeiten werden folgendermafen
definiert:
[t = P(X,, = j erstmalig fiir irgendein n € N| Xy =14) => 2 m <1,

17 n=1J1j
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Satz 2.9. Eine Eigenschaft der erstmaligen Ubergangswahrscheinlichkeiten nach n Schrit-

ten fi(f) wird durch folgende Rekursionsformel dargestellt:

Vi,j €S und Vn €N gilt: p _me (n—F) (2.2)
k=0

Beweis: Nach dem Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit erhdlt man fir beliebige Zu-
stande 1,5 € S und fir allen > 1

Py = P(Xa = j1Xo =) =

=Y o P(Xo, = j|Xo =i, Ty; = k)P(Tij = k| Xo = i) +

+ P(X, = j|Xo =14, Tij = 00) P(Tij = 00| Xo = i) =

=Y o P =3lXo=0, X1 #j,..., Xo1 # 5, Xo = J) - fi(jk)'

Wendet man jetzt noch die Markoff-Figenschaft und die Homogenitdt an, so erhdlt man
P = Yoo P(Xn = j1Xe = 4) - 1y =

_ Zk 0 (k (‘?—k)'

Die Frage fir welche Zustinde i und j f7; = 1 ergibt wird mit dem ndchsten Satz be-

antwortet:

Satz 2.10. Seien i,j € S mit i — j. Ist i rekurrent, dann gill [} =1 und j ist ebenfalls

rekurrent.

Bewets: Man geht anfangs davon aus, dass j € S\ {i} ein Zustand ist, fir den pgb) > 0
fiir ein nound f5; <1 gill. Da i # j ist muss n > 1 gelten.

Aufgrund der méglichen Zerlegung von pgl) in folgende Gestalt

pE;L) =D e’ 2uin ye§ ity Piyiy * Din_1j > 0, gibt es iy da, ... in 1 €S, fiir die

Diiy > 0,piyi, > 0,...,pi, ;> 0 gilt. Man kann annehmen, dass i, # 1 fir1 <m <n-—1
ist. Wenn dies nicht der Fall ist, kann man ein mazimales m > 1 mit i,, = ¢ finden und
NUN Ty - - - 5 11 Statt ig, ..., 1,—1 wihlen.

Fs sei A das Freignis { X, =i fiir ein | > 1}, sodass P(A|Xo =) = f gilt. Weiters sei B
das Ereignis { X1 = i1,..., X1 = in_1, Xn = j}, sodass P(B|Xo = 1) = Dii,Diyiy - * Pin_1j >
0 gilt. Schlieflich bildet man die Menge Cp,, = BN{Xp41 Z 4y oy Xptm-1 # &, Xpim =1}
firm > 1. Da i; # i fir 1 < j < n—1 git ist BN A die disjunkte Vereinigung
der FEreignisse C,, fir m > 1. Wendet man den Additionssatz an, dann ergibt sich:
P(BNA|Xo=1)=>_, P(Cy|Xo = 1). Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(C,,| X, = 1)

kann man folgendermafen schreiben

17



P(leXO = Z) - Zkl;ﬁi s ka_ﬁéi Piiy - - - Pip_15Pjk1 Pkiks - - - Phpy_1i =
= Diiy - - - Pin_1j Zkl;éz‘ e ka,ﬁgi Pjk1Pkiks - - - Pkm1i =
= P(B|X, = i) f™.

7t
Setzt man dieses FErgebnis ein, dann folgt

P(BNA|Xy=1i) = P(B|Xo =) X2°_, f" = P(B|Xo = i) [

m=1Jji
Daraus ergibt sich dann ]
P(B\A|X, =1) = P(B| Xy =1) — P(BNA|X, =1) = P(B| X, =1)(1— f5) > 0.
Fs gilt 1 > P(AUB|Xy, =1) = P(A| Xy =1i) + P(B\A| Xy = 1) = f + P(B\A| X, = 1),
und daher folgt [ < 1.
Man hat fir den anfinglich angenommenen Zustand j € S\ {i}, fir den pgl) > 0 fir ein
n >0 und f5, <1 gilt gezeigt, dass fj; <1 gilt.
Daraus kann man dann sofort die Behauptung des Satzes folgern, da fir ein rekurrentes

v [ =1 gelten muss.

Bemerkung: Ist a € S absorbierend, das heifit p,, = 1, und i € S sodass i — a gilt,

dann ist i transient. (Wire i rekurrent, dann misste f}, =1 gelten; es gilt aber fr =0.)

Zur vollstindigen Verstindnis ist der ndachste Satz noch wichtig:

Satz 2.11. FEine irreduzible Markoff Kette mit Zustandsraum S = Ny ist genau dann
rekurrent, wenn f4 =1 Vi € S\ {k}.

Beweis:

1. Es gelte f, =1 Vi € S\{k}. Wie schon von friiher bekannt (siehe Definition 2.1.),

15t
f/f;;lg) = Dkk
f(2)zz D= ,.f(1>
kk ireS\{k} Pkir * Pirk ireS\{k} Pkir * Jiyk
n n—1
Vn 2 3: f’ik) - Zil ----- in—1€S\{k} Pkiy " Pivig * -+ Pinak = -+ = ZhES\{k} Pkiy - fl(lk :

Nun summaert man tiber n € N:

* 0 n—1 %
fkk; = Pkk + Zn:2 (ZieS\{k} Pki - fi(k )) = Pk + zieS\{k} Pki - fz = ZieS pri = L.
Daraus kann man erkennen, dass der Zustand k rekurrent ist und daher sind auch
alle anderen Zustinde der Markoff Kette rekurrent, da man die Irreduzibilitit vor-

ausgesetzt hat.

2. Umgekehrt: Es seien alle Zustinde der Markoff Kette rekurrent. Dann gilt nach Satz
2.10.: ff =1 Vi,j € S. Insbesondere gilt also auch fj, =1 Vi € S\ {k}.
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Bemerkung: Ist f; =1, so kann man den Erwartungswert pi; = E(Ty;) = > 0" n - fi(;z)
bilden. Ist die Summe > 7 n - fzj divergent, so heifit das, dass die mittlere erstmalige
Ubergangszeit der Markoff Kette pi; = 0o ist. (Einen Satz, der weitere Aussagen tber die

mittlere erstmalige Ubergangszeit macht, findet man im dritten Kapitel.)

Satz 2.12. Ist j ein transienter Zustand, so gilt Vi € S:
%) (n) iy
Zn 1 pz] - 1—;;.*]. :

Bewets: Durch Anwendung der gerade gegebenen Rekursionsformel (2.2) und den drei

Sdatze (2.2.,2.8.,2.4.) vom Abschnitt 2.1 kann man diese Formel beweisen:
1IMm— oo (n) . .

[ = i g” LBy (siehe Beweis von Satz 22)

Ist j ]etzt transient, dann konvergiert die Reihe Y~ Op” und Y Opﬂ =(1- fjj)_l,

laut dem Satz (2.2.).

Da westers f5 < 1 ist, existiert nun auch limy, anzlpl(?) und es folgt schluflendlich
ZZO:1 pg;) = im0 Z::l pz(?) = fz?(l - fjj)_l'

n=0+jj

2.3 Satze uber Rekurrenz und Transienz

In diesem Abschnitt wird auf Sditze, die Aussagen tber die Rekurrenz oder die Transienz

einer Markoff Kette machen, niher eingegangen.

Satz 2.13. Das Rekurrenzkriterium
Eine irreduzible Markoff Kette mit Zustandsraum S = Ny ist rekurrent, falls das Un-
gleichungssystem x; > > . gpij -z, Vi € S\{k} (k € S fest) einen Lisungsvektor

u = (ug, u, . ..) mit lim; o u; = 0o besitzt.

Beweis: Man nimmt bet diesem Beweis 0.B.d.A an, dass k = 0 set. Hier soll nun durch
die Existenz einer Lisung u = (ug,uq,...) mit lim;_; u; = oo von dem Ungleichungssys-
tem im Satz, die Beziehung fjy =1 Vi € S\ {0} abgeleitet werden. Nach Satz 2.11. folgt
ndmlich daher die Rekurrenz der Markoff Kette .

Um dieses zu erreichen ordnet man vorest der Markoff Kette mit der Ubergangsmatriz

P = [pijlijes eine neue Kette mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten
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doj wenn i =0 und VjeS
zu. Das hat zur Folge, dass man mit einer Kelte weiler arbeitet, die den Nullzustand als

Pij =

absorbierenden Zustand besitzt. Den Zustandsraum S der so entstandenen, neuen Kette
kann man dann folgendermafen zerlegen:
S=TUC, wobei C = {0} und T = S\ {0} ist.
Nach dem Satz 2.12. gilt fir alle transienten Zustinde j € S\ {0} =T und Vi € S, dass
die Summe der neven Ubergangswahrscheinlichkeiten konvergiert, das heift
> lng) < oo und damit folgt
lim,, o pl(-j) =0.
Nach der Rekurrenzformel (2.2) aus Satz 2.9. gilt andererseits folgender Zusammenhang:
sz _Zk szO og Y vn> 1
Wegen Poo =1 fir0<k<nundViec S\{0} gilt
fi((f) = Zil,...,ik,_l»ES\{O} DiiyDivia + -+ Pijp_10 =
= Zzl, sin_1€8\{0} Pii1 Pivig « - - Pij,_10 = fz(()k>'
Daraus ldsst sich jetzt erkennen, dass die Gleichung pzo => szo erfullt ist und das
bedeutet, dass lim,, pgo) = fi 1st.
Schlieflich erhalt man
T { 0 falls j € S\{0}
fx falls 3 =0, 1€ S\{0}
Betrachtet man das Ungleichungssystem des Satzes mit den Ubergangswahrscheinlichkei-
ten p;j, so folgt
x; > Zﬁoﬁzj -xj, Vi€ S.
Sei u = (ug,uq,...) eine Losung der Ungleichung aus dem Satz mit den tblichen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten, dann ist sie auch eine Lisung fiir das Ungleichungssystem mit
den modifizierten Ubergangswahrscheinlichkeiten, und es gilt wieder lim;_,.. u; = 0.
Wendet man die Gleichung von Chapman-Kolmogorow an, so folgt dann
i > 30 Big g > Y05 B (g Binn) = s (S B ur = 3.5 By .
Wenn man 30 fortfdhrt steht man, dass die u; auch das Ungleichungssystem
up >y Opw ~u; Vi€ S erfillen.
Da man weifs, dass die Folge der u; fiir j — 0o gegen oo strebt, existiert zu einem beliebig
vorgegebenen € > 0 stets eine natirliche Zahl m = m(e), so dass
uj > % Vi > m.
Somit erhdlt man fir alle i e S\ {0}:
Z;n 01 ﬁz(jn uj + ¢ Z] —m z] > Z;n olpgy uj + Z] mplj)u] = Z;iopz('?)uj < U
Da aber » 2 ong =1 ist folgt also
S Bl g+ HL = 7 5] < i
Nun fiihrt man in dieser Ungleichung den Grenziibergang n — oo aus.
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Durch Einbeziehung der n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten ﬁ(n)

(]
fiouo + %[1 — fiol < wi,
bzw umgeformt
1— fio < €lui —uofi)-
Da man € > 0 beliebig klein machen kann, folgt fiy > 1. Anderenfalls ist aber f < 1.

ergibt sich

Daher fihren diese zwei Aussagen zu fiy =1 Vi € S\ {0}, was zu beweisen war.

Satz 2.14. Das Transienzkriterium

Eine trreduzible Markoff Kette mit Zustandsraum S = Ny ist genau dann transient, wenn
das Gleichungssystem x; = 3 7= pij - 5, Vi € S\ {0} eine beschrinkte, nichttriviale Lé-
sung besitzt. Das selbe Argument gilt auch, wenn das Gleichungssystem

xi =y o pij - x; Vi € S\{0} eine beschrinkte, nichtkonstante Lisung besilzt.

Beweis: Zuerst setzt man voraus, dass die Markoff Kette transient ist und beweist, dass
die Wahrscheinlichkeiten y; = P(X,, # 0Vn € N| Xy =1i) =1 — fi (i € S\{0}) eine
nichttriviale Losung der Gleichung x; = 22 pij - x5, ¥i € S\ {0} sind.

Vorerst ist 0 < y; <1 Vi € S\ {0} und wegen der Annahme der Transienz dieser Markoff
Kette ist wegen des Satzes 2.11. sogar y; > 0 fiir mindestens ein i € S\ {0} erfillt.

Zu beweisen ist noch, dass die y; auch das Gleichungssystem x; = Z;’;lpij -x; aus dem
Satz [osen.

Man erhdlt dann mit Hilfe des Satzes 2.12.

f = (1= fo0) Zn 1p§g),

und das heifit

v =1 (1= fi) XLy 0l -

Fingesetzt in die folgende Beziehung ergibt sich Vi € S\ {0}

Do Pis¥i = 2o P — (1= foo) 2ones D252 opupgo) piopy)] =

= (1=pio) = (1= f5) oz Pl ™ = pio Xy v | =

= (1= pio) = (1= f3) 02, #6 — pio oo ot -

Schliefilich setzt man nun die Ausdriicke aus den Sdtzen 2.4. und 2.12. in die rechte Seite
der Gleichung ein und erhdlt

Z;ozl DPijY; = (1 _pio) ( foo)[l foo 15%0] =

L—pio— fio +pio=1—fis = i,

was die erste Behauptung beweist.

Nun beweist man die umgekehrte Richtung und setzt dafiir voraus, dass w = (uy,ua, . ..)
eine beschrinkte, nichttriviale Losung des Gleichungssystems x; = Z?;pij -~xj ist. Da
der Vektor u beschrinkt ist, kann man o0.B.d.A voraussetzten, dass |u;| <1 Vi € S\ {0}
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15t.

Durch Induktion zeigt man, dass Vi € S\ {0}

i <1 =" £ vn e N gilt.

Sein =1, dann ergibt sich zundchst fir alle i € S\ {0} der Zusammenhang

il = | 552 pijug| < 3052 piglus| < 3258 pig = 1= pio = 1= fp-

Angenommen die Ungleichung |u;| < 1 — >0, fl-(k) gilt fiir ein gewisses n € N und
Vi € S\ {0}, dann folgt

] < 3752 i) < 5200 (1= D0k, f0)) =

= Zjil Pij = D g1 Z;il pijf](g) =

L—pio— Yoy fo ™V =1= 00 £

Somit hat man bewiesen, dass Vi € S\ {0} und Vn € N das Ungleichungssystem

lu ) <1—=>7_, fi(éc) gtiltig ist. Durch den Grenziibergang n — oo erhdlt man schliefllich
ui| <1 —f VieS\{0}.

Da man vorausgesetzt hat, dass u ein nichttrivialer Losungsvektor ist, gilt fiir mindestens
ein i € S\ {0}

und das bedeutet, dass f;o < 1 sein muss. Daraus folgt nach dem Satz 2.11. die Transienz
der Markoff Kette .

Dieselbe Aussage des Satzes fiir eine beschrinkte, nichtkonstante Lisung ist nun sehr
einfach zu beweisen:

Ist namlich w = (ug,uq,...) eine beschrinkte, nichtkonstante Lisung des Gleichungssys-
tems x; = Yo pij - x5 Vi € S\{0}, dann ist y = (u1 — uo, uz — o, ...) eine beschrinkte,
nichttriviale Losung vom Gleichungssystem x; = 377, pij - x5, Vi € S\ {0} aus dem Satz.
Umgekehrt erhdlt man aus einer Losung u = (uy,us,...) von diesem Gleichungssystem

durch y = (0,u1,us, . ..) eine Lisung von der Gleichung x; = 7 pij - x; Vi € S\{0}.

Satz 2.15. Fine irreduzible Markoff Kette mit dem Zustandsraum S = {0,1,...,m}

besitzt
1. moglicherweise transiente Zustinde,
2. mindestens einen rekurrenten Zustand,
3. keinen null-rekurrenten Zustand.
Beweis:

e 1.) und 2.) Durch das anschauliche Beispiel aus dem ersten Abschnitt des 2. Ka-

pitels, hat man gesehen, dass fir eine Markoff Kette mit endlichem Zustandsraum
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die Maglichkeit besteht, transiente Zustinde zu besitzen.

Ist j ein transienter Zustand dann gilt: lim,, . pgl) =0,Vi € S. (Den dazu gehdori-
gen Beweis findet man im dritten Kapitel, Satz 3.1.)

Da man weiters weifl, dass die Matriz P"™ stochastisch ist folgt: Z] 0pU =1,

Vi € S,Vn € Ny. Nun fihrt man den Grenziibergang n — oo durch und sieht, dass
die Gleichung 1 = lim,,_,, ZJ oD E;L = Z] o imy, oo pw), Vi € S erfillt ist.

Wiren alle Zustinde transient, dann hdtte man den Widerspruch 1 = 0. Daher

muss mindestens ein Zustand aus S existieren, der rekurrent ist.

e 3.) Angenommen es ezistiere ein null-rekurrenter Zustand j. Dann gibt es eine ab-
geschlossene null-rekurrente Zustandsmenge Z, die j enthdlt (Siehe Satz 2.7.). Fir
null-rekurrente Zustinde gilt weiters, dass lim,, o pgl) =0,Vi,7 € Z, was vm dritten

Kapitel bewiesen wird (Siehe Satz 3.3). Da 7 eine abgeschlossene Menge ist, folgt

wieder Z me =1,Vi € Z,Vn € Ny, und der Grenziibergang n — oo fiihrt wieder

zum selben Widerspruch 1 = 0 wie in Punkt 2.). Daher kann kein null-rekurrenter

Zustand existieren.

2.4 Kriterien fiir die positive Rekurrenz

Man mdéchte in diesem Abschnitt die Bedingungen fiir die positive Rekurrenz einer irredu-
ziblen Markoff Kette erliutern. Die Bedingungen fir eine aperiodische vrreduzible Markoff
Kette hat erstmals Foster (1953) aufgestellt. Spdter folgte die Aussage von Kanters (1965)
tber den Fall der periodischen Markoff Kette.

Der ndachste Satz ist von groffer Bedeutung, da die einzige Voraussetztung nur die Kennt-

nis der Ubergangswahrscheinlichkeiten von einer Markoff Kette ist.

Das Fostersche Kriterium fiir positiv-rekurrente Markoff Ketten:

Satz 2.16. Es set eine irreduzible Markoff Kette mit dem Zustandsraum S = Ny gegeben.
Dann folgt:

Die Markoff Kette ist positiv-rekurrent, wenn das Ungleichungssystem

> oo Pty < —1,Vi=NN+1,...

eine nicht-negative Losung (u;);en, mit Z;io pijuj < oo, Vi=0,1,...,N —1 besitzt.

N ist hierbei eine fest gewdhlte positive ganze Zahl.
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Beweis: Dieser Beweis beschrinkt sich auf den Fall der aperiodischen Markoff Kette.
Durch das im 3. Kapitel auftretende Konvergenzverhalten einer Markoff Kette weif$ man,
dass fir alle i und j € S ein Grenzwert lim,, pgl) = p, existiert. Es gilt p; = 0 oder
p; > 0V € S. Wegen Kapitel 3 Abschnitt 3.2 weifS man, dass die Markoff Kette genau
dann positiw-rekurrent ist, wenn p; > 0 ist. Man zeigt also, dass es einen Zustand j € S
gibt, fiir den p; > 0 gilt. Da die positive Rekurrenz eine Klasseneigenschaft ist gilt dies
dann auch fir alle Zustinde der irreduziblen Markoff Kette.

Fine nichtnegative Lisung (u;)ien, soll die Gleichung

> oo pijuy <up—1,¥i=N,N+1,... mit

8i =D oo Piju; < 00, Vi =0,1,..., N —1 erfillen.

Es wird nun S = 1+maxo<i<n-15; > 1 gesetzt. Dann erhdlt man fir allei = 0,1,...,N—1
und fir allen € N

N—-1n-1

0<pr u; SSZZpU : (2.3)

7=0 k=0

Setzt man n—=1 und ldsst man i von 0 bis N-1 laufen, gilt

0< Y 2opiju; =5 < S—1.

Aufgrund der Gdltigkeit der Gleichung (2.3) fir ein n € N, folgt dann

0. 2ory ™ = 50 (Sio i pis )

< Zk =0 pzZ Sk + ZEO:Nng)(Uk - 1)

<Y P sk + 1) + o vl e — 1

<SRy Ciepy — (n+1).

Damit ist gezeigt, dass die Gleichung (2.3) fir alle n € N und alle i = 0, 1, .., N—-1
giiltig ist. Daraus ergibt sich dann die Ungleichung "5 < SZJ —0 1 Zk 0 U .

Lisst man n — oo laufen, erhdlt man schliefflich die Bezzehung 1<S5 Z 0 pj7 und dar-
aus folgt die Behauptung p; > 0 fiir mindestens ein j € {0,1,..., N — 1}.

Eine Folgerung von dem soeben gegebenen Satz von Foster, welche sich zur Untersuchung

der Warteschlangentheorien gut eignet, ist folgende:

Satz 2.17. (Folgerung) Es sei eine irreduzible Markoff Kette mit Zustandsraum S = Ny

gegeben. Wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten pi; die Bedingungen:
® > 2 jpij <00, VieS und
. mi_)oo(z;ilj - pij — 1) < 0 erfillen,

dann ist die Markoff Kette positiv-rekurrent.
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Beweis: Man setzt zuerst by =Y 7= | jpij —i Vi € S.

Aus der zweiten Annahme des Satzes und der Definition des Limes superior folgt, dass
ein a > 0 und eine natirliche Zahl N = N(a) ezistiert, so dass

b; < —a Vi > N(a) ist.

Defintert man weiters eine Folge nicht-negativer Zahlen u; = 1 - % Vi € S, dann erfillt
diese Zahlenfolge die Bedingung

St oPigty = =2 gpiy = i+ b)) <Lt —1=wu; —1 Vi > N(a),

Andererseits gilt nach der ersten Annahme des Satzes, dass

Do Dijly = 3 ey Jpij < 00 Vi < N(a) ist.

Nach dem Satz 2.16. von Foster folgt daher die Behauptung dieser Folgerunyg.

Satz 2.18. FEs sei eine irreduzible, aperiodische Markoff Kette mit dem Zustandsraum

S =Ny gegeben.

1. Wenn das Gleichungssystem x; = Y ._qxip;; Vj € S eine Nicht-Nulllisung (u;)jes
mit Y cq |u;| < oo besitzt, dann ist die Markoff Kette positiv-rekurrent.

2. Die Markoff Kette sei positiv-rekurrent. Dann gilt fir jede nichtnegative Lésung
(uj)jes des Ungleichungssystems x; > 3, xipiy Vj € S auch 3 gu; < o0.

Bewezs: Durch die Resultate des 3. Kapitels tiiber das Konvergenzverhalten einer Markoff

Kette kann man diesen Satz beweisen.

1. Sei (u;)jes eine von der Nullésung verschiedene Losung des Gleichungssystems

Tj =) icqTiPij mit ZjeS lu;| < oo.

Aus der Gleichung uj =, quip;; Vj € S folgt dann die Beziehung

Uj = D icg uipgl) Vi €S, Vn € Ny. Daher kommt man auf die folgende Unglei-
chung:

gl = 132520 wipl) | < 2 fualpl) < 3035 fuif < oo

Man sieht nun, dass die Reihe > - uip,gy) absolut und gleichmdfig konvergiert in
Bezug aufn € Ng und j € S.

Sei € > 0 beliebig vorgegeben, dann ldsst sich ein iy = ig(€) finden, so dass

S luilpl <€ W¥n e Ny, Wi e S gilt.

Es ezistiert auferdem mindestens ein Index j, fir den |u;| > 0 ist.

Damit erhdilt man dann folgende Aussage

0 < Juy] < 39 lwilp) + e
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bzw.

0 < Juy| < 200 lug| iy, oo p” + .
Wenn jetzt lim,,_ o pgl) =0 wireVi =0,1,...,1, dann wiirde mit € = ‘u—23| folgendes
gelten:

0 < |yl < |u2—3‘ bzw. 0 < 2u;| < |uyl.

Dieser Widerspruch fihrt schlieflich zur Erkenntnis, dass es mindestens ein Zah-
lenpaar (i,7) € S x S geben muss, fir welches lim,,_ pg;l)

ergibt sich dann auch die positive Rekurrenz der Markoff Kette. (Siehe Satz 3.3.)

> 0 gelten muss. Daraus

. Fiir den Beweis der zweiten Aussage des Satzes nimmt man die positive Rekurrenz
der Markoff Kette als gegeben an. (u;)jes sei eine beliebige nicht-negative Lisung
des Ungleichungssystems x; > 3. o xipi; ¥Vj € S.

Es gilt dann wegen der Nichtnegativitit der u; “s:

w; >y 2, uipgl) >3 ", uipgl) Vn € No, Vj € S und m >0 (m ist ganzzahlig).
Wegen der vorausgesetzten positiven Rekurrenz der Markoff Kette gilt aber anderer-
seits, dass lim,,_,o pz(;l) = # Vi,j € S ist. (Siehe Satz 3.5.)

Daher folgt die Beziehung

uy > Yo i limy, oo plf) = = Do Ui

das bedeutet weiters

Yoot < pyiu; < oo ¥m € N.

Somat sieht man nun, dass diese Rethe konvergiert, so dass man

HIM oo D g Ui = 9 e Ui < OO

erhalt. Damit ist auch der zweite Teil des Satzes bewiesen.
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Kapitel 3

Konvergenzverhalten von Markoft
Ketten

3.1 Transiente Zustande

In diesem Abschnitt wird das Konvergenzverhalten der n-Schritt- Ubergangswahrscheinlichkeiten
pl(-;l) fiir transiente Zustinde j behandelt.

Man wird sehen, dass das Konvergenzverhalten nicht vom Ausgangspunkt i abhdngig ist.

Satz 3.1. Es sei j ein transienter und i ein beliebiger Zustand einer Markoff Kette. Dann

(n)

konvergieren die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij gegen Null;

" =,

man schreibt lim,,_ Pij

Beweis: Die Behauptung dieses Satzes kann mit Hilfe des Satzes 2.12. bewiesen wer-
den. Man erhdlt nach Aussage des Satzes 2.12. fir jeden transienten Zustand j folgende

Beziehung
Do Dij = 1,}% <oo Vieds.
Fiir die Konvergenz dieser Reihe ergibt sich dann als notwendige Bedingung, dass

lim,, o pl(-;) =0 Vi €S gelten muss.

3.2 Rekurrente Zustande

Um Aussagen iber die Konvergenz der Ubergangswahrscheinlichkeiten von rekurrenten

Zustinden machen zu kénnen, werden die rekurrenten Klassen miteinbezogen. FEs sei
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C C S eine Aquivalenzklasse von rekurrenten Zustinden, dann nennt man C eine re-
kurrente Klasse. Sei i € C und j € S\C, dann gilt: pl(;l) = 0, Vn > 0, da ja eine
rekurrente Klasse von Zustinden nicht mehr verlassen werden kann. Die Ubergangsma-
triz P eingeschrinkt auf die Klasse C ist wieder eine stochastische Matriz. Man schreibt
Pe fiir die Matriz der Ubergangswahrscheinlichkeiten einer homogenen Markoff Kette mit
Zustandsraum C.
Um die Konvergenz der Ubergangswahrscheinlichkeiten fir rekurrente Zustinde zu be-
trachten, beschrinkt man sich also auf irreduzible Markoff Ketten.
Vorerst wird angenommen, dass alle Zustander der irreduziblen Markoff Kette aperiodisch
sind (siehe Abschnitt 1.5).
Sei 7 € S ein Zustand solch einer Kette mit Zustandsraum S. Man betrachtet zundchst
die Rekursionsformel (2.1) aus Abschnitt 2.1:

0 falls n>1

() k)b ,
/ J 1 falls n=0

Dj k=0 Pjj

Der ndichste Satz dient als Hilfssatz, der eine sehr groffe Bedeutung in der Theorie der

Erneuerungsprozesse besitzt, weshalb man ihn als Erneuerungssatz betitelt hat.

Satz 3.2. Erneuerungssalz

FEs seien {a,} und {b, },cy, 2wei reelle Zahlenfolgen mit

n€eNp
an >0, Y0 a, =1 sowiey . |b,| < oco.

Der grifte gemeinsame Teiler (ggT) aller Zahlen n, mit a, > 0 sei Eins.

Wird die ,Erneuerungsgleichung” x, — ZZ:O ay - Tn_p = by, Vn € Ny von einer beschrink-
ten reellen Zahlenfolge {un}neNO erfillt, dann existiert lim, .. u, und es gilt:

. T by 0o

lim,, oo Uy, = % wenn Y o k- a < oo, und

lim, oo uy, = 0 wenn > 3o, k - aj, = 0.

Bewezis: Fiir den Beweis dieses Satzes wird auf die Literatur ,Einfihrung in die Theorie
der Markovschen Ketten und thre Anwendungen® von P. Langrock und W. Jahn, 1979

verwiesen.

Mit Hilfe des Erneuerungssatzes kann man nun den ndchsten Satz begrinden und be-

weLsen:

Satz 3.3. Die rekurrente Markoff Kette mit Zustandsraum S sei irreduzibel und aperi-
odisch. pj; => " n- f](Jn) bezeichne die mittlere erstmalige Rickkehrzeit in den Zustand

J, dann gilt:
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(n)

hmn—>oo p’Lj (n)

= limy, oo pj;” = 1“, falls pj; < oo und
Hij

limy, o0 pgj =0 falls p1j; = oo fiir alle Zustinde i,5 € S.

Bewetis: Durch Anwendung des Erneuerungssatzes 3.2. sieht man, dass die Grifien u, =

py;) Vn € Ny die obige ,Erneuerungsgleichung® mit a, = ]j" und b, = 0,0 erfillen.

Weiters gilt

fo:oan=Z§i°o _1VJ€SU"dZOO b =2 0 g0no =1
und der ggT der Menge {n eN: fjj > 0} 15t Fins.

Daher sind alle Voraussetzungen des Erneuerungssatzes erfillt und es gilt:

1
I T (n) 1 o i wenn [y, < 0
My 00 Up = 1My 00 pjj - k (k) —

Y=o kS5 0  wenn p;; =00

Um nachzuweisen, dass lim,, pg.L) = lim,, 00 pggb) fdr beliebige i € S\ {j} ist, verwendet

man wieder die Rekursionsformel pm => fw pﬂ ), Vi,j € S,Vn € N und wendet
den Hilfssatz 2.3. aus Abschmtt 2 1 darauf an.

Man setzt a,, = fi(f) und by, p” Aufgrund der Rekurrenz der Markoff Kette gilt vorerst
fo:o i(jn) = 1.

Dies fiihrt dann zu der Aussage

£ .
= 7Z)f(k> 0, Vi,j € 5.
(n)

Es existiert ferner der Limes von b, = p;;’, wie oben gezeigt wurde.

lim,, oo

Also sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2.3. erfillt und es folgt:

(n)

(n) n (k) (n—k)
P . k=0 tij P .
= lim,, o == — = lim,_ . D;,
S, fi(j) " ij 2
und damus ergzbt sich schlielich wegen _~ o f;

im0 p = lim oo 03, Vi, j € S.

=1 auch

Der vorige Satz zeigt auch noch einmal den Unterschied zwischen positiv-rekurrenten und
null-rekurrenten Zustinden, und zwar nennt man einen rekurrenten Zustand j mit end-

,g?) = L >0, wih-
Hjj

rend man einen rekurrenten Zustand mit unendlichem Erwartungswert p;; null-rekurrent

n)

lichem Erwartungswert p;; posiliv-rekurrent, und dabei gilt lim,, .. p

nennt, und hierbei ist hmn_mp = 0 fiir ein beliebiges i € S.

Der ndchste Satz behandelt jetzt auch irreduzible, rekurrente Markoff Ketten mit einer
Periode d > 1.
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Satz 3.4. Es sei eine irreduzible, rekurrente Markoff Kette mit der Periode d > 1 gege-

ben. Dann ist lim,,_ p(nd+r) = %, Vi € S,j € D,(i), wobei r als eine ganze Zahl mit
¥

0 <r <d-—1 aufzufassen ist. r driickt somit den Periodenabstand von i nach j aus.
Wenn m ¢ {nd +r:n >0} dann ist pg-n) =0.

Bewes: Zuerst wird wieder die Behauptung fir den Fall © = j bewiesen.

Dann gilt pg»?) =0 Vm # nd und somit ist i € Dy(j). Daher ist die Behauptung

lim,, oo p§?d) = % Vies

zu zeigen.

Anstelle der urspringlichen Markoff Kette mit der Ubergangsmatriz P und der Periode
d > 1, betrachtet man nun die Markoff Kette mit der Ubergangsmatriz P =P

Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen den beiden Ketten:

p§J) —pﬂ ) und f f(?d) Vj €S und Vn € N.

Wenn n hinreichend grof8 ist, erhdlt man

]55?) = p§?d >0 Vjes. (siehe Abschnitt 1.5)

Zusdtzlich gilt noch

Sl [ =Tt =1 ) ]

Daher weiff man, dass die Markoff Kette mit Ubergangsmatriz P irreduzibel, aperiodisch
und rekurrent ist.

Es sei fij; => 07, nf](:) die mittlere erstmalige Rickkehrzeit dieser Ketle in den Zustand

4. Dann besagt der Satz 3.3., dass

. nd . ~(n ~—
lim,, o0 péj ) = hmn_m p§]) = LLJJI

~ fe'e) nd 1
Wegen fuj; = 3_,_infj;" =3 72t dfm —d DIyt lfJJ atii

folgt schlieflich die Behauptung des Satzes fir den Fall i = j.
Nun behandelt man den Fall fiir i # j.
Seien i,7 € S mit p(m) =0 Vm#nd+1r und 0 <r <d—1. Dann gilt fir hinreichend

)

grofe n pEndH) > 0. (siehe Abschnitt 1.5)

nd+r) —5 Oflk’d-i-r (n—k)d ‘v’j € D.(i).
Da Z ﬁ(jndw = Zn:l fij = fij =1
(nd) _ % Vi,j € S gilt, ist durch die Anwendung des Beweises vom Satz
3.83. die Aussage des Satzes fiir beliebige 1,7 € S bewiesen.

und hmnﬂOO P

Definition 3.1. Es sei C eine aperiodische positiv-rekurrente Klasse von Zustinden. Ein
Vektor v = (v;)iec mit v; > 0 Vi € C und ), v; = 1 heifit stationdrer Vektor von C,

wenn ZiEC Vipij = Vj.
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Bezispiel: Ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X, durch einen stationdren Vektor
v auf C gegeben, dann ist P(X,, =1i) =v;, Vi € C und P(X, =1) =0, Vi € S\{C}. Es
folgt, dass auch P(X,1 = j) =Y icq P(Xnp1 = j|Xn = 0) - P(X,, = @) = Y. cq PijVi = Vj,
Vj e C und P(X,41 =7) =0, V5 € S\{C} ist. Damit ist der Begriff stationdr besser zu
verstehen: Man sagt, dass sich etwas nicht mit der Zeit dndert, also X,, dieselbe Wahr-

scheinlichkeitsverteilung hat wie X, 1, usw. ..

Der folgende Satz verkniipft nun die Definition mit den Aussagen der letzten Sdtze.

Satz 3.5. Es sei eine positiv-rekurrente, aperiodische, irreduzible Markoff Kette gegeben.

Dann gilt:

lim,, oo pg‘) = lim,, o p§?) =v; = g Vi Dy Vi€S, und Y o0 v = 1.

Fiir eine positiv-rekurrente Markoff Kette mit Periode d und Periodenabstand r von i nach
7, (i,J € S) gilt:

lim,, oo pgde) =d-vj.

Das heif$t, dass eine positiv-rekurrente, irreduzible Markoff Kette genau einen eindeutigen

stationdren Vektor (v;);jes besitzt.

Beweis: Fir j € S sei v; = i Wegen Den Sditzen 3.3 und 3.4. folgt v; > 0 und

lim,, .o pg‘d”) = dv;.

Es bleibt noch zu zeigen, dass v; der einzige stationdre Vektor ist:

Sei v; = lim, s pl(-?)
. n+1 n

Es gilt p; ™ = 4o i i

Fiihrt man den Grenziibergang n — oo durch, dann folgt v; =, o ViDk;-

> 0. Dieser Limes existiert fir alle i,5 € S nach Satz 3.3.

Ist (7j)jes ein stationdrer Vektor, dann gilt
T = D ies Wipl(?). Fiir n. — oo gilt dann schliefilich ), ¢ miv; = v;, und damit auch
7Tj = Vj.

Daher ist (v;)jes der einzige stationdre Vektor.

All diese Sditze sind insbesondere dann giltig, wenn man statt der irreduziblen, rekur-
renten Markoff Kette eine rekurrente Klasse C' annimmd.
Sei P die Matriz der Ubergangswahrscheinlichkeiten einer irreduziblen rekurrenten Mar-

koff Kette und v die stationdre Verteilung. Dann ist die Beziehung v = v - P stets erfillt.

Der folgende Satz macht noch eine Aussage iber die mittleren erstmaligen Ubergangs-

zeiten bei positiv-rekurrenten Zustinden:
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Satz 3.6. Sind i, j zwei gegenseitig erreichbare positiv-rekurrente Zustinde, dann ist die

mittlere erstmalige Ubergangszeit tij endlich.

Beweis: Wenn i = j gqilt, dann erqibt sich die Behauptung des Satzes aus der Defini-
tion des positiv-rekurrenten Zustandes. Fs sei daher i # j.
Nach Voraussetzung ist © < j. Somit ldsst sich ein kleinstes m € N finden, welches fol-

gende Eigenschaft besitzt: pg-qin) > 0.

Der Satz iber die totale mathematische Erwartung (siehe folgende Bemerkung) liefert
E(Tj X0 = j) = B(Tjl Xo = j, Xon = )97 + BE(Tj;| Xo = j, Xon # )1 — ") >

> B(Ty|Xo = j, Xom = )05

Durch die Markoff-Eigenschaft der Zufallsgrofien Xo, X1, Xo, ... und der Minimaleigen-
schaft von m gelangt man zu der folgenden Beziehung

E(T;;|Xo =7, X =1) = m+ E(T;;| X0 = 1).

Schlieflich erhdlt man
Hys = M+ ppy;
bzw da pj; < oo und p%n) > 0 st folgt
i < 5 —m < oo.

Ji

Bemerkung: FEs sei X eine (diskrete) Zufallsvariable iber dem Wahrscheinlichkeitsraum
[, U, P| und {A,},,c; eine endliche oder abzihlbar unendliche Folge paarweise disjunkter
ner An = Q und P(A,) >0 Vn e 1.

Ist weiters C € U mit P(A,NC) >0 Vn € I, dann gilt

E(X|C) =3, E(X]|A,NnC)P(A,|C).

FEreignisse aus U mit |J

3.3 Absorbtionswahrscheinlichkeiten

;;,
Zustinde j niher betrachten. Dazu fiihrt man eine Definition ein, die die Grifien f; etwas

In diesem Abschnitt mdchte man die Grifien fir transiente Zustande i und rekurrente

verallgemeinert:

Definition 3.2. Fs sei C eine beliebige Menge von Zustinden, i ¢ C. Man definiert
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1. pic = Zjecpij

2. fi(g) =0 fi(cl') = Pic
fz-(n) = Zi17,__7in_les\c Piiy * Pivig - - - Pin_yC Oder
9~ P(X,eC, X, ¢ C firl <s<n—1X,=1), ¥n > 2

1

* oo n)
3. Jic = Zn:l i(C
fi(g) st die Wahrscheinlichkeit nach n Schritten, von i ausgehend, zum ersten Mal in die

Menge C zu gelangen.

Man nimmt nun an, dass C eine rekurrente Klasse von Zustinden sei. Dann ist fi
die Wahrscheinlichkeit von @ ausgehend, endgiiltig in der Klasse C zu landen. Durch die
Abgeschlossenheit jeder rekurrenten Klasse kann die Markoff Kette, welche im Zustand 1
gestartet ist, nach Eintreffen in die Menge C, diese nicht mehr verlassen. Die Markoff
Kette wird durch die rekurrente Klasse C absorbiert. Deshalb nennt man die Grifien fi

auch Absorbtionswahrscheinlichkeiten.

Satz 3.7. Sei C C S. Man setzt R={i€S:i-» C} und T = S\(CUR). Dann erfillt
(fic)ies folgendes Gleichungssystem

x; =1 falls i€ C
;=0 falls 1 € R
T =) pesPikte falls i €T

Bemerkung: Die letzte Gleichung kann man auch in dieser Form schreiben:

T = Pic + D per PikTh-

Beweis: Wenn i ein rekurrenter Zustand ist, dann ist das Ergebnis trivial:
1 wenn i€C

0 wenn i¢C

Nun widmet man sich den transienten Ausgangszustinden. Man kann den Zustandsraum
S der Markoff Kette folgendermajflen zerlegen: S = CURUT, wobei C und T als nichtleere

Mengen vorausgesetzt werden.

L
iC T

Nach der gerade gegebenen Definition kann man fi(g) fiirv € T folgendermafien schreiben:

Vn>2: fi(g) = Zk,ig,...,in,leS\C Pik * Pkiy - - - Pin_1C = ZkeS\C Pik Zig,...,in,leS\C Pkiy - - - Dipy_1C =
n—1)

ZkeS\C Pik - fiic
Nun verwendet man die Zerlegung S\C = RUT':

ffg) = rerPik ,izw_l) +> et Dik - f,ig_l) und erhdalt schlieflich, da der Weg von R nach
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C unmdéglich ist (laut der Definition von R),

dh. £ =0 fiir alle k € R,

dass fi(g) = werDik - f,gg_l), Vn > 2 ist.

Fiir n =1 verwendet man Punkt (1) der Definition: fl%) = Dic.

Zusammengefasst ergibt sich die Gleichung:

fie = ZZ‘; z’(g) = Ppic + 220:2 ZkeT Dik fk(:g’_l) = pic + ZkeTpik 220:2 fk(:g_l) -

= pic + D ger Pik - frc-

Somit hat man gezeigt, dass die Absorbtionswahrscheinlichkeiten fj, dem linearen inho-

mogenen Gleichungssystem

T = Pic + D per PikTr Vi € T gendigen.

Bemerkung: In den Anwendungen besteht C meist aus einem einzigen absorbierenden
Zustand a, das heifst es qgilt p,, = 1. Die Zustinde in T sind dann transient, da man von
thnen ausgehend den absorbierenden Zustand mit Wahrscheinlichkeit > O erreichen kann,

von a aber nicht mehr zurickkehren kann, weshalb die Rickkehrwahrscheinlichkeit< 1 ist.

Um die Frage nach der Konvergenz der n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten pg) fuir
transiente Ausgangszustinde i und rekurrente Zustinde j beantworten zu kinnen, wird
vorerst ein Hilfssatz eingefithrt, mit dessen Hilfe man den nachfolgenden wichtigen Satz
beweisen kann.

Dieser Hilfssatz wird Vertauschungslemma genannt und ist ein Spezialfall des Lebesque-

schen Konvergenztheorems.

Satz 3.8. Hilfssatz: Gegeben sei eine Doppelfolge {ant},, ren,-

Wenn die Glieder a,y dieser Folge die Voraussetzungen

o |a.| < by Vn,k € Ny,

d ZkeNo b, < 00,

o lim, . a, = ar Vk € Ny existiert,
erfillen, dann gilt

. o0 o0 .
hmn—>oo Zk:() ank = Zk:() hmn—>oo Anf-

Bewets: Man betrachtet fiir alle n € Ny die Differenz

Cn = | Z;O:O Ank — ZIT:O:O a’f|

und zeigt, dass
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My, oo € = |y o0 D e g @nk — D opeo @k| = 0 gill.

Nach Punkt 2. gibt es zu beliebig vorgegebenem € > 0 ein von n unabhdngiges m = m(e)

maut Z:O:m_H b, < %

Wegen Punkt 1. und |ay| = |lim, o ank| < by erhdlt man
Z];“;m-i,-l a’kf < %}

sowie

Y e Gnk < 5 Vn € Ny,

Somit folgt

Cn = | ZZLO Ank + Zzimﬂ Ank — ZZLO Ak — Zzo:mﬂ ax| <

<D k0 @k = Do @kl | D0y Gk + D ak] <

< | 2000 Gk — Do x| + €.

bzw da

My, oo | D 20g @nk — D j—g akl = | D230 My oo @k — D g ak| = 0 ist,
folgt auch

0 < limy,_0oCn < €.

Da € > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, folgt schliefilich die Behauptung.

Satz 3.9. Es sei i € T ein transienter Zustand und j ein FElement der aperiodischen re-
kurrenten Klasse C, so gilt:

() — = ficlimy, o pg»?) = [l - vj, wobet [ die Wahrscheinlichkeit der Absorbtion

lim,, . p;;
in die rekurrente Klasse C bei Start im Zustand i und v; = lim,,_, p%-” der im Abschnitt
3.2 behandelte Grenzwert ist.

Im Gegensatz zum rekurrenten Fall (siche Satz 3.3.) hangt also firi € T und j € C' der
Grenzwert von pg-b) fiir n — oo sowohl vom Ausgangszustand i als auch vom Endzustand

J ab.

Bewezis: Fir diesen Beweis fiihrt man eine neue Bezeichnung fk o ein:
fl.(h)czP(Xn:kEC,X,,%Cfurlgrgn—l\onz) und 1 € T)n € N.
Dies gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die von v € T ausgehende Markoff Kette nach
n Schritten durch die Klasse C absorbiert wird, und zwar tiber den Zustand k € C.
Es qilt dann
firc = > ch = P(X,, = k € C erstmalig fir irgendein ny € N, X,, ¢ C fir
1<n<ny—1/Xo=1) <1.
Der Zusammenhang zwischen den Absorbtionswahrscheinlichkeiten aus der Definition 3. 2.
und den f(")c z'st folgendermafen gegeben:

Zkec kC?

* 0 (
fiC = Zn:l = Zn 1 Zkec m C ZkeC fzkz C*
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Weiters erhdlt man fir die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markoff Kette
von 4 nach j

Py = P(Xy = j1Xo = i) =

=Y Yk PXn=j1Xo=0,X1=keC,X, ¢ C firl <r<1-1)
xP(X;j=keCX,¢C firl<r<Il—-1|X,=1),

bzw

ng = ZkeC ( =j|Xi = k)fi(igc =

=D 1ot 2kec fsz Prj

und damit

n—l
hmnﬂoo pfj) - hmnﬂoo ZkeC (Zl 1 k)Cpl(ﬂj )>

Man zeigt, dass fur feste 1,7 € S die Doppelfolge

Unk = Y 1oq lkcpk] ) W¥n €N und Vk € C

die Voraussetzungen vom Hilfssatz 3.8. erfiillt.

Es gilt

ke = 311 fik Cpkr; V<Y, fz-(;Qc = fire =br Vn € N,VEk € C,
sowie

Zkec be = ZkeC f;;c,c <1
Mt Hilfe des Hilfssatzes 2.3. wird die Existenz der Grenzwerte lim,, . a,. Vk € C ge-

zeigt.
Vorerst ist Y2, fk:C <
(n)
Dies fiihrt zu lim,, ik, L =0
Zl 1 fzk ,C

Andererseits ist wegen j, k € C

lim,, pg;) = Vj.

Die Voraussetzungen vom Hilfssatz 2.3. sind damit erfullt. Mit diesem Hilfssatz und der
nachfolgenden Bemerkung erhdlt man dann

limy, o0 @k = fifcv; VE € C.

Nun kann man den obigen Hilfssatz 3.8. anwenden und bei der Gleichung

limy, o0 pgg) = limy, oo Zkec (Zl , (I?Cpg; l))

Grenzwert und Summe vertauschen.

Schlieﬂlich erhdlt man
n—I
hmneoop ZkeC hmn—>oo Zl 1 zk C ’({;] ) -

=V Zkec fz’k,C = fic " vj-

Bemerkung: Wenn die Reihe Y~ a, konvergiert, dann gilt
hmnﬂoo ZZzO akbn,k = b 22020 ag.
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Dieser Satz besagt, dass es beim Start in einem transienten Zustand i zu zwei verschiede-
nen Moglichkeiten kommen kann. Entweder nimmt der Prozess fiir alle Zeiten nur tran-
siente Zustinde an (lim,_ pg-L) = 0), oder er erreicht nach einer gewissen Zeit mit der
Absorblionwahrscheinlichkeil fi einen rekurrenten Zustand j und bleibl fir immer in der

rekurrenten Klasse C (j € C), wo sich dann eine stationdre Verteilung einstellt.
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Kapitel 4

Irrfahrten

4.1 Das eindimensionale Irrfahrtsmodell

Hier kann man sich eine Gerade mit den Werten in der Menge 7 vorstellen, auf der sich
ein Teilchen mit der Schrittlinge 1 vorwdrts oder rickwdrts bewegt. Mit der Wahrschein-
lichkeit p bewegt sich das Teilchen einen Schritt vorwdrts (rechts), mit der Wahrschein-
lichkeit q rickwdrts (links). Fs gilt: p+q = 1.

Man unterscheidet zwischen beschrinkten und unbeschrinkten Irrfahrten. Bei der be-
schrinkten Irrfahrt gibt es zusdtzlich noch die Unterscheidung zwischen absorbierenden

und reflektierenden Schranken.

4.1.1 Die beschrankte Irrfahrt mit absorbierenden Schranken

Eine absorbierende Schranke ist ein Punkt, den man nicht mehr verlassen kann, sobald
man ihn einmal erreicht hat. Es gilt: p; = P(X,41 = 1| X, =1) =1 und

pij = P(Xnt1 = j| X =14) =0 fiir i # j.

Ein Beuspiel fiir ein Irrfahrtproblem mit absorbierenden Schranken ist das Problem des

Ruins eines Spielers.

Beispiel: Der Ruin eines Spielers

Es handelt sich hierbei um eine beidseitig beschrinkte Irrfahrt mit zwei absorbierenden
Schranken auf einem endlichen Zustandsraum:

Zwei Spieler S1 und Sy spielen gegeneinander. S1 hat das Starkapital a, Sy hat b zur Ver-
figung. S1 gewinnt mit Wahrscheinlichkeit p und Sy mit Wahrscheinlichkeit g, und r ist
die Wahrscheinlichkeit fiir ein Spiel, das unentschieden endet. Es ist r =1 —p — q. Der

Verlierer jedes Spieles zahlt dem Sieger eine Geldeinheit aus. Bei einem Unentschieden
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wird nichts ausbezahlt. Es wird solange gespielt, bis einer der beiden Spieler kein Geld
mehr besitzt.

Man betrachtet nun das Kapital des Spielers Si im Laufe der Spieldauer. Diese Ent-
wicklung lisst sich durch die Irrfahrt eines Teilchens auf der x-Achse, in den Punkten
0,1,...,m—1,m gut darstellen, wobei m = a+ b ist. Der Zustandsraum S, also die Men-
ge aller maglichen Zustinde, ist hier endlich. S ={0,1,...,m}.

Das Startkapital des Sp-Spielers ist a, also ist das Teilchen mit Wahrscheinlichkeit 1 zu
Beginn des Spieles im Punkt x = a. Nun bewegt es sich entweder nach rechts mit Wahr-
scheinlichkeit p oder nach links mit Wahrscheinlichkeit q (um 1 Einheit), oder es bleibt
auf seinem Platz stehen; dies tut es mit der Wahrscheinlichkeit r. Da das Spiel endet,
wenn einer der Spieler kein Geld mehr besitzt, nimmt man die Punkte x = 0 (das ist der
Ruin des Spielers S1) und © = m (das ist der Ruin des Spielers Sy) als absorbierende
Zustande an.

Weiters sei X, das Kapital des Spielers Sy nach dem n-ten Spiel (n = 0,1,2,...) und

1 ... S gewinnt
Xo = a sein Anfangskapital. Durch Y, =< 0 ... wunentschieden
-1 ... S wverliert
wird eine Folge von unabhdngigen Zuvallsvariablen mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung
p ... =1
PY,=j)=9q ¢ ... j=-1
ro... j=0

definiert.

Hier sieht man nun, dass durch X, = X,,_1 + Y, eine Markoff Kette mit Zustandsraum
S ={0,1,...,m} erzeugt wird. Die Markoff Kette ist homogen, da die Verteilung der Zu-
fallsvariablen Y, nicht von n abhangt. Wegen der Unabhangigkeit von Y,, und X,,_1 erhdlt
man fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten p; = P(X, = j|Xn 1 =1) = P(Y,, = j —i) =

p ... j=i1+1
q ... Jj=i-1
roo... j=i

Sow,iepoozpmmzlapw:ofdrlSjSmapmjzofdroéjém_l-

Daraus kann man nun die Matriz der Ubergangswahrscheinlichkeiten bilden:

1 0 0 0

q r P 0

0 g r 0
P={ 0 0 ¢q r p 0
0 q p

1
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4.1.2 Die beschrankte Irrfahrt mit reflektierenden Schranken

Eine refiektierende Schranke ist ein Punkt, den man auch wieder verlassen kann, wenn
man thn einmal erreicht hat.

Der Punkt i ist genau dann eine von unten reflektierende Schranke, wenn

P(Xpi1 =il X =i+1) =pit1i =¢ P(Xpp1 =1i|X,, =1) =piu = s und

P(Xpp1 =i+ 1|X,, =1i) =piiy1 =1 — s ist.

Der Punkt i ist eine von oben reflektierende Schranke, wenn P(X, 1 =i|X, =i—1) =
pic1i =p, P(Xpp1 =X, =1) =pi =s und P(X,n =1 —1|X,, =4) =pii-1 =1—5
18t.

Der Wert s liegt im Intervall 0 < s < 1, da er eine Wahrscheinlichkeit angibt.

Bezspiel:

Hierbei handelt es sich um eine Irrfahrt, die beidseitig beschrinkt ist und zwei reflektie-
rende Schranken besitzt. Der Zustandsraums S sei endlich, S = {0,1,2,3,4}.

Die Irrfahrt mit refiektierenden Rdndern kann man als Diffusion in einem begrenzten Ge-
biet interpretieren. Spieltheoretisch ist dieser Fall nicht sehr interessant, da immer wenn
ein Spieler verlieren wiirde, dieser wieder ins Spiel gebracht wird.

Ein Teilchen auf der Geraden bewegt sich mit der Wahrscheinlichkeit p einen Schritt nach
rechts, und mit der Wahrscheinlichkeit q nach links. Es gilt: p+q = 1. Nun wird der Fall
betrachtet, bei dem s = q ist. Wenn das Teilchen in den Zustand 0 gelangt, bleibt es mit
der Wahrscheinlichkeit q dort und mit der Wahrscheinlichkeit 1 — q = p verldsst es den
Zustand 0 wieder. Ahnliches gilt fiir den Zustand 4. In diesem bleibt das Teilchen mit
Wahrschenlichkeit p stehen und mit der Wahrscheinlichkeit g verldsst es ihn wieder. Die

Ubergangsmatriz hat dann folgende Gestalt:

~

[
o O oK
o o o
o o’ o

0
0
0
p
p

QR o" o o

Es gibt eine Vielzahl an Variationen bei den Irrfahrten. Man kann also Irrfahrten mit ei-
ner absorbierenden und einer reflektierenden Schranke finden, sowie einseitig beschrankte

Irrfahrten mit einer reflektierenden oder absorbierenden Schranke, und vieles mehr.
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4.1.3 Die unbeschrankte Irrfahrt

Bezispiel:

Ser X, die Position des Teilchens nach t Schritten. Dann sieht man, dass die Menge
{X;:t=0,1,2,...} eine homogene Markoff Kette bildet. Der Zustandsraum
S={...,-2,-1,0,1,2...} ist unendlich und die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind ge-
geben durch

piiy1 = P(Xop1 =i+ 1|X,, =14)=p

Piic1 = P(Xpp1 =i —1|1X,, =1) =¢

pij = 0 sonst.

Daraus kann man nun wiederum eine Matriz der Ubergangswahrscheinlichkeiten bilden,
die folgende Gestalt hat:

or o3

oS O O
o o O

=T e B & N

Die n-Schritt- Ubergangswahrscheinlichkeiten pg-L) kann man mit Hilfe der Binomialver-
teilung berechnen.

Die Uberlegung ist also in n Schritten von i nach j zu gelangen. Die Wahrscheinlichkeit
von n Schritten genau x Schritte nach rechts und y Schritte nach links zu machen betragt
(7)p*q".

Da man ja bei diesen n Schritten von i nach j gelangen mdéchte gilt:
r+y=nundx—y=j—i.

Daraus ergibt sich fiir x und y folgendes: x = %(n +j—i)undy = %(n —Jj+1).
Auferdem muss n = j — i(2) erfillt sein, da die Irrfahrt auf 7 Periode 2 hat.

Somit erhdlt man dann fir die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten

P = (uty o) P2 GO fiirn = j —i(2),

pz(»?) = 0 sonst.

Insbesondere kann man daraus erkennen, dass das Teilchen nur nach einer geraden An-

zahl von Schritten in den Ausgangspunkt zurickkehren kann. Es gilt also:
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M

(2n) _ (Qn q".

ii n)p

Zur Bestimmung von Y~ p;?") kann man die folgende Reihendarstellung verwenden:

S ()t = (1 - dr)h

die fir alle reellen © mit —1 < 4x < 1 erfillt ist. Wie man sieht ist fiir dieses Beispiel
r=p-q=p(l-p) >0.

FirO0<4p(l—p) <1 (p# %) erhdlt man dann folgende Gleichung:

S pi =1 —dp+4p?)E = |1 2 < 0.

Fir den Fall, dass 4p(1 — p) = 1 ist, das bedeutet, dass p = % ist, folgt durch Anwendung
der Induktion, dass (2:) > 4”% Vn € N.

Somit ergibt sich:

> o pgn) = 00 (?)pn(l Pt =0 W =2 nh % = 0.

Nach den Sdtzen 2.2. und 2.5. sind daher fir p = % alle Zustinde der Markoff Kette
rekurrent. Die Zustinde sind dagegen alle transient, wenn p # % 18t.

Diese Erkenntnisse sind offensichtlich, da fir p # % entweder p < q oder p > q gelten
muss. Anschaulich bewegt sich das Teilchen auf der Geraden im ersten Fall in Richtung
—o00, wdhrend es im zweiten Fall nach +oo strebt. Daher hat die Rickkehr zu einem Aus-

gangspunkt i in beiden Fdllen Wahrscheinlichkeit < 1.

Eine zweite Methode um zu bestimmen, ob die eindimensionale unbeschrinkte Irrfahrt
rekurrent oder transient ist, ist die Verwendung der Stirling Formel:

Es gilt:

P =0, firn=0,1,2...

p = (e
Die Stirling Formel lautet folgendermaflen: n! ~ n"tie~"\/2r.
(2n )

i

(p9"2*" __ (4pg)™
e = an Da man

. Gleichheit herrscht genau

FEingesetzt in die Wahrscheinlichkeiten p ) ergibt das pf?n R~

weifs, dass p und q beide < 1 sind, gilt die Ungleichung pq < i
dann, wenn p=q = % 18t.

Dabher folgt, dass ., pgb) ~Y . \/% = oo ist, wenn p =
Somit hat man nun die Aussage erhalten, die besagt, dass die eindimensionale unbe-

N

schrinkte Irrfahrt fiir p=q = % rekurrent ist.

Andererseits ist 4pg = r < 1 wenn p # q ist und fir ein N > 0 gilt:

Srapy < AT < oo
Dies zeigt also, dass die Irrfahrt fir p # q transient ist.
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Positiv-rekurrent oder null-rekurrent?

Nun mdéchte man noch wissen, ob im Falle p = % die Markoff Kette positiv-rekurrent oder
null-rekurrent ist.

Durch das Einsetzten von p = 5 erhdlt man P = (*™)(3)* vn > 0.

Man untersucht jetzt die mittlere erstmalige Rickkehrzeit p; =% - n - fl(ln) Wenn diese
endlich ist, dann ist die Markoff Kette positiv-rekurrent, wenn nicht, dann ist sie null-
rekurrent. (Definition 2.3.)

Man definiert die erzeugenden Funktionen

Fig(w) = Yontg £ und Py(w) = 302 piw”

mit (1) = f und Py(1) = 3202, pif”

Dann verwendet man die Rekursionsformel 2.1. und multipliziert beide Seiten mit w™:
it = o i) e Wt V> L

Durch Summation tiber n erhdlt man folgende Relation:

Pu() — 1= Falw) Pulw).

Differenziert man die Funktion Fy;(w) im Punkt 1, so sieht man, dass

Fp(1) = ot ne £ 1= pa ist.

In diesem Beispiel ist die erzeugende Funktion

Pi(w) = Yoot ool = Y002 () (3)2w?.

Da (") = 22”(—1)”(_n%) ist folgt, dass Pyi(w) =3 ", (_n%)(—uﬂ)” = (1 —w?)"2 ist.
Dieses Ergebnis setzt man jetzt in die erzeugende Funktion Fi;(w) ein:

Fiw)=1— g5 =1— (1 —w?)z.

Schlieflich erhdlt man dann fir die mittlere Riickkehrzeit p;; folgendes Resultat:

fii =D M fz(zn) = limy, .y Fj(w) = lim,, \/1+T =

Deshalb kann man aus dieser Rechnung erkennen, dass die unbeschrinkte Irrfahrt ei-
nes Teilchens auf der Geraden fir p = q = % null-rekurrent ist. Man nennt sie auch die

symmetrische unbeschrdinkte Irrfahrt.

Es gibt also noch die Unterscheidung zwischen symmetrischen und asymmetrischen Irr-
fahrten.

Man nennt eine Irrfahrt symmetrisch, wenn alle Ausgdnge gleichwahrscheinlich sind, dh.
p=q = % ist. Das bedeutet, bei Start im Zustand i springt man in jeden der beiden
Nachbarzustinde © + 1 und © — 1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit %

Bei einer asymmetrischen Irrfahrt sind die Wahrscheinlichkeiten der Ausginge alle unter-
schiedlich. Die einzige Voraussetzung an die Wahrscheinlichkeiten ist, dass deren Summe

1 ergeben muss.
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4.2 Das d-dimensionale Irrfahrtsmodell

Der Zustandsraum der Markoff Kette besteht hier aus d-dimensionalen Vektoren

(21,29, ...,2q) mit ganzzahligen Koordinaten x; (I =1,2,...,d). Man spricht daher von
Irrfahrten in der Fbene, im Raum, etc...

Allgemein spricht man von einer symmetrischen Irrfahrt in d Dimensionen, wenn von
einem Punkt (z1,xs,...,x4) aus nur die 2d Uberginge zu den Nachbarpunkten

(r141, 20, ..., 2q), (21, 20 E 1, .. 2q), ..., (21,2, ..., xq£ 1) méglich sind und alle Uber-

L1
2d

Auch im d-dimensionalen Fall gibt es die Unterscheidung von beschrankten und unbe-

gangswahrscheinlichkeiten - sind.

schrinkten Irrfahrten.

4.2.1 Die zweidimensionale Irrfahrt

Ein einfaches Beispiel einer mehrdimensionalen Markoff Kette ist die zweidimensiona-
le Irrfahrt. Man kann sich hier einen Zufallswanderer in den Straflen einer sehr sym-
metrischen Stadt vorstellen, der an jeder Kreuzung vier verschiedene Moglichkeiten zur
Auswahl hat. Jede dieser Moglichkeiten wird mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
pr gewdhlt. Sollte der Wanderer keine Pausen machen dirfen, muf$ folgende Gleichung
gelten: p1 + pa + p3 + ps = 1. Die beiden Dimensionen werden nun formal so unterschie-
den, dass die zweite Dimension durch gestrichene Gréfien dargestellt wird. Daher geht
der Zufallswanderer in jedem Zeitschritt vom Zustand i,i in den Zustand j,j tber. Dem
Zufallswanderer ist es méglich immer nur in eine Richtung pro Zeitschritt zu wandern.

Daraus ergibt sich fir die zweidimensionalen Ubergangswahrscheinlichkeiten:

p1 fir j=i+1 j
p2 fir j=1—-1 j

ps fir j =i j =i +1
pa fir j=1 J )

PiGg) =

Bei einer zweidimensionalen symmetrischen Irrfahrt ist die Wahrscheinlichkeit der Aus-
gdnge gleich %L. Also erhilt man folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten wenn i = (z',z")
und j= (j,7') ist:

wenn |1—gl =1

1
1
p .. —
Y 0 sonst
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Um die Mdglichkeit zu haben in einen Startpunkt zurick zu kehren, missen auch wie-
der jeweils die gleiche Anzahl von Links- und Rechtsbewegungen sowie Bewegungen nach
oben und unten stattfinden. Weiters muss die Schrittanzahl gerade sein. Um den Startwert
also wieder erreichen zu kénnen, miissen insgesamt 2n Schritte gemacht werden. Ange-
nommen man geht © Schritte nach rechts, i Schritte nach links, j Schritte nach oben und
j Schritte nach unten, dann ergibt sich die Formel 2n = 2i 4 2.

Somit kann man sich i© Schritte in die eine Dimensionsrichtung und n — i Schritte in die

andere bewegen. Bei der zweidimensionalen Irrfahrt gibt es daher Y ), = Mdglich-

W
keiten fiir den Weg der Linge 2n. )
Man erhdlt also folgendes:

P = ()" zz 0 TP

= @) 25 () (%)
e )
= @76 = G"C)

Der erste Schritt dieser Rechnung ist durch die Beziehung S ) (2”) . (7;)( " )

il (n—i)!(n—1i)! n n—i

leicht nachzuvollziehen.
Da (2:) =", (TZL) (nﬁz) qilt, ist auch der dritte Schritt einsichtig und die gesamte Sum-

me fallt zum Faktor Eins zusammen.

Nun wendet man wieder die Stirling Formel an und erhdlt:

(2n) _ ( )Qn (2n)!? (1)2n2n4"+1~e’4"-27r ~ (1)211 c224 1
Pii =13 Tt ~ 4 nint2e—In g2 ™7 \y 27 7 wnc

Daher folgt, dass Y .-, pﬁ?) ~ 2 -(14+3+35+...) = oo, wenn jeder gemachte Schritt
gleichwahrscheinlich (mit Wahrscheinlichkeit %) ist. Deshalb ist die symmetrische zweidi-
mensionale Irrfahrt rekurrent.

Sie ist null-rekurrent, da die mittlere erstmalige Riickkehrzeit p; unendlich ist. Dies kann
man durch das Anwenden des Verfahrens fiir den eindimensionalen Fall leicht nachrech-

nen.

4.2.2 Die dreidimensionale Irrfahrt

Im dreidimensionalen Strafiennetz hat jeder Kreuzungspunkt 6 Nachbarpunkte (Nord, Sid,
Ost, West, Oben, Unten).

Man erhilt fir die Ubergangswahrscheinlichkeiten dhnlich wie fiir den zweidimensionalen
Fall wenn man i=(i,i ,i") setzt:

pgnﬂ) =0 firn=0,1,2... und p(2n) > i,4,0<i+j<n l151(n (Z%J)) (n—i—j)! (%>2n'

Indem man jetzt mit E” ;2 multipliziert und den Term (5) heraushebt kommt man auf
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die folgende Form:

2n n n! n
pgi ) = 22% ’ (2n) 'zi,j,()gi—i-jﬁn [m]Q ' (%)2 .

Weiters kann man eine Abschdtzung vornehmen, und zwar:

(2n) 1 (2n) 1 n!
Pii | < Cngar (n)3_"’ wobei ¢, = maxzj0<z+]<n[—J i) .
n! o .
Dabei hat man verwendet, dass 3, i oci\icn m(3) =1 ist.

Nun zeigt man noch, dass der Wert von ¢, fir grofie n anndhernd so aussieht: W
3 3

das heift, dass sich fir i und j der Wert ~ 2 einstellt:

Es seien ig und jo die Werte von @ und j, dze den Term . mazimieren, wobei

n!
i (n—i—j)!
0 <1435 < n gelten muss.

Dann ergeben sich die vier Ungleichungen:

n! n!
Jo!(io—1)!(n—jo—io+1)! Jolio!(n—jo—io)!’

n! n!
jo!(i0+1)!(n7jof’iofl)! jo!io!(nfjofio)w

n! n!
(jo—l)!io!(n—jo—i()—}—l)! jo!io!(n—jo—io)!’

n! n!
(Jo+1)lio!(n—jo—io—1)! Jolio!(n—jo—io)!’

VAN VAN VAR VAN

Diese vier Ungleichungen kann man auf folgende zwei Ungleichungen reduzieren:
n—20—1§220§n—20+1,
n—Jjo—1<2jo<n-—jo+ 1

Daher kann man erkennen, dass fiir groe Werte von n, ig ~ § und jo =~ 5 sind.

Damit hat man gezeigt, dass c, wirklich den Wert W fur grofie n annimmt.

Setzt man diesen erhaltenen Wert c,, nun in die Ungleichung ein, dann erhalt man:

" < o - i (-

Darauf wendet man wieder die Stirling Formel an und bekommt folgende Abschditzung
22n - (PNEHUF)3 \n or3nd

Summiert man dber n =0,1,...,00 dann folgt: Y ", 3%/?:2 < 0.

Daher hat man schlieflich die Aussage erhalten, dass > Opz:) < oo ist. Somit sieht
man nun, dass der Zustand i transient ist. Die symmetrische dreidimensionale Irrfahrt

1st daher transient.

Zusammengfassend kann man sagen, dass die ein- und zwei-dimensionale symmetrische
Irrfahrt irgendwann wieder zu ihrem Ausgangspunkt zurickkehren wird (auch wenn es in
unendlich langer Zeit passiert). Jedoch bereits bei der dreidimensionalen symmetrischen
Irrfahrt kehrt man niemals wieder an den Ausgangspunkt zurick. Sie lduft so zu sagen

ins Unendliche davon.
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4.3 Anwendungen der Sitze iiber Rekurrenz und Tran-

sienz auf Irrfahrten

1. Bewspiel: Die einseitig unbeschrinkte Irrfahrt mit einer reflektierenden Schranke

Als Beispiel zur Anwendung des Transienzsatzes 2.14. vom Abschnitt 2.8 kann man die
einseitig unbeschrankte Irrfahrt mit einer reflektierenden Schranke heranziehen. Es han-
delt sich hier um eine irreduzible Markoff Kette mit Periode 2.

Die Zustandsmenge ist S = {0,1,2,...} und die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind durch
1 i=0,7=1

P 1>1,5=1i+1 b
Pii = ' o gegeben.
! qg 1>1,5=1—-1
0 sonst

Die Ubergangsmatriz hat die folgende Gestalt:

S O oK O
o o O =
o o O
[ o8 o o
o8 o o o

Der Zustand 0 ist hier eine reflektierende Schranke, da bei Eintreffen in den Zustand
0 die Fahrt mit Wahrscheinlichkeit 1 in den Zustand 1 fihrt.

Fir 0 < p <1 ist die Markoff Kette irreduzibel.

Man sucht nun eine Lésung u = (ug, u1,us, . ..) fir die Gleichung x; = Z]O'i1pij$j :

Ui = PUiy1 + qui—1, Vi > 1.

Vi Z 1 ngt Ujp1 — U; = %(UZ — Uifl) = (%)2(1%,1 — ui,Q) =...= (%)i_l(UQ — Ul)
Setzt man ug = 0, dann ist uy = puy und daraus folgt Vi > 1: u;1 — u; = (%)Zul,
Jetzt summiert man diese Gleichung tiber j = 1,2,...,1 und erhdlt:

Zézl (uji1 —uj) = uy 23:1 (2)7,¥i > 1, das heift w1 = ui (1 + 2;:1 (2)7).

Wahlt man u; > 0, dann ist u = (ug,u1,us,...) genau dann eine beschrinkte, nicht-
konstante Liosung des Gleichungssystems, wenn p > q gilt. Fir uy = 0 erhdlt man eine
konstante Lisung.

Daher folgt die Aussage des Satzes, die besagt, dass alle Zustinde der Markoff Kette fir
p > q transient sind.

Fir p < q sind alle Zustinde dagegen rekurrent.
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2. Beispziel:
Das 1. Beispiel soll den Satz von Foster und dessen Folgerung vom Abschnitt 2./ nun in
der Anwendung zeigen:
Anhand der Ubergangswahrscheinlichkeiten kann man erkennen, dass
o . 1 fir i =0
2= P = Gy g i i
und b; = Z;’il Jpij —t=p—qVi>1, woraus dann auch lim; .. b; = p — q folgt.
Man sieht, dass die Voraussetzungen aus der Folgerung 2.17. genau dann erfillt sind,
wenn p < p gilt.
Das heifit, dass dann alle Zustinde der einseitig unbeschrdankten Irrfahrt mit einer reflek-

tierenden Schranke positiv-rekurrent sind.

Daher kann man unter der Voraussetzung p < q fiir diese Irrfahrt einen stationdren
Vektor finden.

Laut der Definition 3.1. ist eine stationdre Verteilung v; beziiglich der Ubergangsmatriz P
gegeben, wenn v; = Y . o vipi; fir alle j € S gilt. Wenn man diese Gleichung in Matri-
zenschreibweise anschreiben mdchte setzt man v=(v;) es und erhdlt v =v - P.

Fiir die unbeschrinkte Irrfahrt mit einer reflektierenden Schranke gilt dann

W =4qn

vy = Vg + que

Vj = prj_1 +quj Vj > 2.

Dieses Gleichungssystem kann man nun in Abhdngigkeit von vy rekursiv losen.

Man erhilt v; = %(f)jlfo Vi > 1.

Dann sieht man, dass die Reihe ZjeS v;j fir p < q konvergiert.

Da man als Losung eine Wahrscheinlichkeitsverteilung erhalten méchte, muss man vy so

wdhlen, dass die Rethensumme 1 ergibt. Also formt man die Gleichung

1= Zjés Vi = % ZjES <§>] S0 um, dass Vy = W = %(1 — g) >0 ergzbt

Damit ist nun v; >0 Vj € S und
v= (- DY V2 1,
(vj)jes ist eine eindeutig bestimmte stationdre Verteilung zur Ubergangsmatriz P.
In den anderen beiden Fillen, bei denen entweder p > q (alle Zustinde transient) oder
p=q =1 (alle Zustinde null-rekurrent) gilt, ist die Reihe

kann es keinen stationdren Vektor geben.

jes Vj dwergent und daher

Die bisher betrachteten Beispiele haben sich alle mit homogenen Markoff Ketten beschdyf-
tigt.
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Das bedeutet, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht explizit von i oder j, son-
dern nur von der Differenz j — i abhingen. Allgemein gilt fiir homogene Markoff Ketten
Pij = aj—i-

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist somit fiir jeden Abstand eine Konstante.

Mit a_y =q, a9 =1, a; = p erhdlt man die Irrfahrt mit Pausen. Das ist jene Irr-
fahrt, die nicht in jedem Zeitschritt um eine Einheit wandert, sondern mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit v in dem Zustand bleibt, in dem sie gerade ist. Fir die Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten gilt:
p falls i=j5+1

) q falls i=j5-1
Pir = r falls i=7
0 sonst

3. Beuspiel: Zustandsabhingige Markoff Ketten
Zustandsabhingige Markoff Ketten sind rdumlich nicht homogene Markoff Ketten. Das
soll heifen, dass bei diesen Markoff Ketten die Ubergangswahrscheinlichkeiten explizit

vom Zustand des Systems abhdngen. Fir die zustandsabhdingige Irrfahrt mit Pausen gilt
dann:

P(Xpp1 =1+ 11X, =14) =pi, P(Xpy1 =1— 11X, =1) = ¢, und

P(X,11 =1i|X,, = i) = r;. Klarerweise sind die Wahrscheinlichkeiten positiv; p; > 0,
¢G>0, rm>0undp +r;+q =1 firi=1,2,.... Es gilt weiters, dass pop > 0, 19 > 0
und po + 1o = 1 ist. Die Ubergangsmatriz hat dann die folgende Gestalt:

To Po O O
g m p1 O

P = 0 q@ r2 po

Den stationdren Vektor (vj);es erhdlt man indem man das Gleichungssystem v - P = v
lost.

Fiir den Fall, dass r; = 0 V1 ist kann man leicht zeigen, dass die Irrfahrt genau dann eine
stationdre Verteilung besitzt, wenn )~ v; < 0o ist:

Durch die Berechnung des Gleichungssystems v - P = v erhdlt man die Losung:

_ p1p2..pi—1 pk .
V; =y ur ¢ > 1.
v q1G2.. q Yo OH Qkt1 f -

Unter der Vomussetzung, dass Y vi =1 ist, folgt:

l=vy+ > > 1 Vo Hk 0 qp" und daraus erqibt sich dann fir vy die folgende Gleichung:

Vg =

1+Zz:1 HZ :1 Pk

k 0qk+1
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i—1 _p
k=0 gp11

Daraus kann man nun gut erkennen, dass vy > 0 nur dann gilt, wenn > .~ ]
158.
pPip2..-Pi—1

Es sei jetzt vg = 1 dann folgt, dass v; = R 1st. Die Summe von v; muss also kon-

vergieren, damit ein stationdarer Vektor existiert.

Man betrachtet weiters das Gleichungssystem Z;iopij Y = Vi, © # 0 aus dem Tran-

stenzsatz 2.14. Dann erhdlt man:
¢1Yo +Tr1Y1 + P1y2 = Y1,

An¥Yn—-1 + Tn¥Yn + DnYn+1 = Yn-

Hierbei ist y; = 1, Vi die triviale Lisung des Gleichungssystems. Nun will man zeigen,

dass auch yo =0, y, = E?;Ol 1%14’ n > 1 eine Lisung ist:
Q1Yo + 1Y + P1ye = 7“1(1%0) +p1(pi0 +o0) = pio = Y-

Fiir die n-te Gleichung muss man zeigen, dass:

n—2 n—1 n n—1 .

Da p, + q, + 1, =1 ist, kann man die obige Gleichung folgendermafien umschreiben:

—92 -1

Die linke Seite dieser Gleichung wird nach weiteren Umformungen zu

n—1 _1 1 1 : | [
(pn + Qn) Zi:o pivi annill,nil + Pn wobes _an = Pp_1 = 18t.

Pntn’ n—1Vn—1 an Vn—1

Damit hat man die Gleichheit beunesen und gezeigt, dass y, = Z;:Ol ﬁ eine weitere

Losung ist.
n—1 1
=0 p;v;

Wenn die zwei Losungen y; = 1 Vi und y, = (n > 1) unabhdngig voneinander
sind, dann wird die allgemeine Lisung so lauten: z, = o + By,. Eine nichtkonstante be-
schrdankte Losung von Z;O:O Dijzj = %, © # 0 existiert genau dann, wenn die y, beschrinkt
sind, das heift wenn Y2, ﬁ < 00 ist.

Zusammengefasst kommt man auf folgende Resultate:

Yoo o = 0o = rekurrent

=V piV;
oo 1 o) o 3

Dico 55 = 00 und Y ;7 vi = 00 = null-rekurrent
oo 1 00 ) o,

Yoo 5 = 00 und Y .2, v; < 00 = positiv-rekurrent

Yoo o < 00 = transient.
=V PpiV;

4. Beispiel: Das Ehrenfest-Modell
Das Ehrenfest-Modell ist ein Spezialfall der zustandsabhingigen Markoff Ketten. Die Uber-

gangswahrscheinlichkeiten hingen hier vom Ort, in dem man sich befindet, ab.
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Dieses Modell wird meistens als Modell von Molekilen in zwei abgetrennten Kammern
vorgestellt, welche durch die durchlissige Trennwand diffundieren. In den zwei Kammern
A und B befinden sich insgesamt m Molekiile und als Zustand X,, nimmt man die Anzahl
der Molekiile in der Kammer A zum Zeitpunkt n an. Daher hat das Modell als Wertebe-
reich die Zustandsmenge S = {0,1,...,m}.

Wenn X,, = 0 st, dann sind alle Molekiile in der Kammer B und zum Zeitpunkt n + 1
wird ein Molekil von der Kammer B in die Kammer A wandern, sodass X,.1 = 1 folgt.
Somit sieht man, dass poy = 1 und po; = 0 fiir j # 1 ergibt.

Ist andererseits das Verhdaltnis in den Kammern so, dass X,, = m ist, so sind alle Mole-
kiille i der Kammmer A und zum Zeitpunkt n + 1 wandert ein Molekil von A nach B.
Also folgt, dass X, .1 = m—1 ergibt. Daher erhdlt man die Ubergangswahrscheinlichkeiten
Pmm—1 = 1 und pp,; =0 fir j #m — 1.

Sei nun X, =i miti ¢ {0,m} dann wandert zum Zeitpunkt n+ 1 mit Wahrscheinlichkeit

n% ein Molekil von der Kammer A in die Kammer B, und mit Wahrscheinlichkeit % ein

Molekil von B in A. Daher sieht man, dass X, .1 nur die Werte i —1 und i+ 1 annehmen

kann. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten lauten dann folgendermafen:

Pii1= =y Diit1=1— # und fiir j & {1 —1,i+ 1} gilt p;; = 0.

Das Ehrenfest-Modell kann auch als Irrfahrt mit zwei reflektierenden Schranken 0 und
m interpretiert werden.

Man wird sehen, dass sich die Markoff Kette, welche die Irrfahrt beschreibt, eher von den
Rdandern entfernt, als diesen nahe zu kommen.

Wahlt man fir i = % dann befindet man sich in der Mitle des Wertebereiches. Die Uber-

gangswahrscheinlichkeiten fiir beide Richtungen sind dann gleich grofs.

Jetzt wird man zeigen, dass das allgemeine Ehrenfest-Modell positiv-rekurrent ist, da die
Zustandsmenge dieser Markoff Kette endlich ist und ein stationdrer Vektor existiert.
Berechnet man fir das allgemeine Ehrenfest-Modell den stationdren Vektor, so gilt:

v-P=v, wobei

0 1 0 0
L0 1-1 0

o 2 0 1-2 0

P = " " .
0o 0 ... ml 9 L

0 0 0 0

eine m + 1 X m + 1-Matriz ist.

52



Die Gleichungssysteme lauten dann wie folgt
%yl =1y

Vo + 21y =1

(1— %)yl + %Vg = Uy

1 _
%mel =Vnm

Driickt man die Gleichungen nun durch die Variable vy aus, so kann man folgende Struk-

tur erkennen:

v =muyy = (T) v

o = 2052, = ()
vy = (m—2)(6m—1)m1/0 _ (727;) Yo
vi= (7w

Aufgrund der Definition eines stationdren Vektors gilt ja ZjeS v; = 1.
Dies fiihrt dann zu

m 1 m m .
> im0 Vi = l=w) =0 (].), und daraus kann man vy nun berechnen:
1 _ 1
m m m
Yo () 2

vy =

Somit ist der stationdare Vektor durch

vj = (7]”)2%,1 gegeben.

Fiir ein spezielles Ehrenfest-Modell mit den 5 Zustinden 0 bis 4 ist die Ubergangsma-

triz
01000
0200
P=10301310
00201
000710

gegeben, und der stationdre Vektor lautet dann

4
v = ()ar = v = (G 1 160 10 16)-

Daran kann man nun gut erkennen, dass sich die Markoff Kette eher von den Rdindern

wegbewegt, als denen nahe zu kommen.
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Kapitel 5

Warteschlangentheorie

5.1 Einfiihrung iiber Warteschlangen in diskreter Zeit

Personen, die beispielsweise vor den Kassen von Supermdrkten, an den Schaltern von
Banken, in der Prazis eines Arztes, etc. warten, bis sie bedient werden, bilden eine War-
teschlange. Aber auch Programme, die auf die Bearbeitung durch einen Computer warten,
Maschinen, die auf ithre Reparatur warten, uvm. stellen ein Warteschlangensystem dar.
Man spricht von Forderungen, die an einem Schalter (Bedienungssystem) eintreffen und
dort entweder sofort bedient werden, oder warten miissen, bis sie bedient werden.

Die Zeit zwischen dem Fintreffen von zwet Forderungen nennt man die Zwischenankunfts-
zeiten. Diese Zeiten sind unabhdangige Zufallsvariablen Zy, Zo, Zs, ... , die alle dieselbe
Verteilung besitzen. Zusatzlich gibt es noch die Bedienzeiten By, Bo, Bs, ... , die auch als
unabhdngige Zufallsvariablen aufgefasst werden und identisch verteilt sind. Sie sind auch
unabhdngig von den Zwischenankunftszeiten.

Die Verteilungsfunktion der Ankunftszeiten sei: U(t) = P(Z, < t) und der Erwartungs-
wert wird durch a := E(Z,) = [;° tdU(t) < oo gegeben.

Die Verteilungsfunktion der Bedienzeiten sei: V (t) = P(B, < t) mit dem Erwartungswert
b:=E(By,) = [, tdV(t) < c.

Zwei weitere wichtige Kriterien zur vollstindigen Bestimmung einer Warteschlange sind
die folgenden:

1. die Anzahl der Schalter/Programme

2. die Dimension des Warteraumes (dieser kann endlich oder unendlich groff sein).

Man kann also ein Warteschlangenmodell mit unterschiedlichen Bezeichnungen festlegen,
in dem man die Notation von Kendall (1953) benutzt. Dann wird eine Warteschlange
durch 4 Symbole U|V|s|w| beschrieben, die folgende Bedeutungen haben:

U: ist die Verteilungsfunktion der Zwischenankunftszeiten. Diese kann die Exponential-

verteilung (M), die deterministische Verteilung (D), die Erlangverteilung der Ordnung k

95



(Ex), oder die allgemeine Verteilung (GI) haben.

V: ist die Verteilungsfunktion der Bedienzeiten. Diese kann wieder die Verteilungen E,
D, Ey oder GI annehmen (wie U).

s: qibt die Anzahl der parallelen Schalter an. Es kann 1,2,3,... bis co-viele Schalter geben.
w: gibt die Anzahl der Wartepldtze im System an; wieder liuft die Anzahl von 1,2,3,...,bis

Q.

Das Grundmodell hat die Gestalt: GI|GI|1|oo|. Das heifit, dass beide Verteilungen all-

gemein zu wahlen sind, es einen Schalter und unendlich viele Warteplditze gibt.

Bei emer Vielzahl an Warteschlangenmodellen gilt die Annahme eines poissonverteilten
Forderungseinganges als statistisch gesichert.

Sei N(t) die Anzahl der Ankinfte bis zum Zeitpunkt t, t > 0. Dann besitzt hier N(t) die
Wahrscheinlichkeitsverteilung P(N(t) =n) = (’\t) e M Vn € Ny.

Die Verteilungsfunktion U (t) der Zufallsvamablen Zn, ¥Yn € Ny erhdlt man aus

P(Z, > t) = P({keine Ankunft im Intervall Z* |, Z* | +1}) =

— P(N(Z_, +t—Z;,) = 0) =

=P(N(t)=0)=e ™, wobei Z = Zy + Zy+ ...+ Z,, , Z; =0 ist.

1—e™ Vt>0

0 sonst

Daher gilt: U(t) = P(Z, <t) = {

Dieses Modell wird nun im ndchsten Abschnitt ndher betrachitet:

5.2 Beispiele von Warteschlangensystemen

5.2.1 Das Warteschlangensystem M |GI|1|oo|

Die Familie {X(t) :t € I =10,00]} bildet einen Warteschlangenprozess in stetiger Zeit.
Um den Prozess in diskreter Zeit zu beschreiben wird er sozusagen eingebettel. Diese Ein-
bettung kann man durch Xo = X(0+) und X,, = X(7,, +0),Yn € N vornehmen. X,, gibt
anschaulich die Linge der Warteschlange unmittelbar nach dem Abgang der n-ten Forde-
rung an. Der Zustand X, gibt also die Anzahl der Personen an, die in der Warteschlange
unmittelbar nach der n-ten Abfertigung stehen. Die Familie {X,, : n € Ny} ist also ein
Warteschlangenprozess in diskreter Zeit.

Sei (), die Anzahl der Forderungen, die wdhrend der Bedienzeit des n-ten Kunden neu
in das System eintreffen. Die @, sind unabhdngige, identisch verteilte Zufallsvariablen
mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung q; = P(Q, = j) ft o€ AL (’\T?jd‘/(t). Dies erhalt

man, wenn man den Satz tuber die totale Wahrscheinlichkeit anwendet.
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(siehe P. Langrock/W. Jahn)

Der Zustandsraum S = Ng = {0,1,2,...} besteht aus den maoglichen Warteschlangen-
lingen. Ist X,—1 > 0, dann folgt X, = X1 + Q, — 1. Ist X,,_1 = 0, dann folgt
X, = X1+ Q, = Q,, da ja in diesem Fall keine Person bedient wird. Daraus kann
man erkennen, dass es sich hier wieder um eine Markoff Kette handeln muss, da X, von
X1 nicht aber von Xy, k <n — 1 abhdngt.

Es gilt auch: P(X,, = j|X,-1 =19) =P(Qn =7 —i+1) = ¢j_it1 firi>1,7 >0, und
P(X,=jlXn1=0)=P(Q,=j)=gq; firalej>0,i=0.

Daraus kann man die p;; fir j > 1 —1 ablesen. Fir j <i—1 gilt p;; = 0.

Die S x S-Matriz der Ubergangswahrscheinlichkeiten sieht dann folgendermafen aus:

do q1 42 G3
do 41 42 g3
do 1 42

do q1

0 g

Man kommt jetzt zu der Frage, ob dieses Warteschlangenmodell rekurrent oder transi-
ent 1st.

Dafiir muss man vorerst eine erzeugende Funktion der Ubergangswahrscheinlichkeiten pgl)
einfiihren:

Diese n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten stellen in diesem Warteschlangensystem
die Wahrscheinlichkeiten dafir dar, dass nach der n-ten Forderung die Linge der Warte-
schlange j ist, unter der Voraussetzung, dass am Anfang i Forderungen im System waren.
Es gilt nach der Chapman-Kolmogorow-Gleichung 1.1., dass

P = o Py = P 4+ I P e

Diese Gleichung multipliziert man mit 27 (|z| < 1) und summaert sie tiber alle j von 0 bis
00.

Setzt man jetzt noch P;,(z) = Ejoopgb)zj und S(z) =377 q;%, dann folgt:

Pinia(2) = p3'S(2 )+Z] o (T P4y ke1)? =

:pgo) S(z) + > 1p )z k1 G-k ¥ =

=iy S(2) + 27 S()[Pua(2) — 9] =

= 275(2) Pin(2) = 27 S(2)(1 - )iy -

Diese Gleichung wird noch mit "™ (Jw| < 1) multipliziert und iber n von 0 bis 0o sum-
maert.

Setzt man Py(w,z) =Y " Pin(2)w", so erhdlt man

Py(w,2) = Po(2) = wz ' S(2)P(w, 2) — 27 1S(2)(1 — 2) 300 o pig ™
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Es ist Pio(z) = 2' und eingesetzt ergibt das die Funktion:

+1 _ o (”) n
Plw,z) =" wS(E)(1L = 2) 2o Pio @ w/ <1 |2/ <1 (5.1)
z —wS(2)

In dieser Darstellung ist dann nur noch die Potenzreihe Y pgg)w" unbekannt. Diese

versucht man also zu berechnen, indem man zuerst die Nullstellen der Funktion

fu(z) = 2 —wS(z) bestimmt.

Da f(2) = —wS"(2) < 0, das bedeutet, dass f, konkav ist, f,(0) = —wqy < 0 und
fo(l)=1—-w >0 gilt,

besitzt die Funktion f,(z) = z —wS(z) fir 0 <w <1 in z € (0,1) genau eine Nullstelle
z = 0(w).

w — 0(w) ist differenzierbar nach dem Satz Gber implizite Funktionen.

Somit ist z = §(w) also eine Nullstelle des Nenners von der rechten Seite der Gleichung
(5.1).

Pi(w, z) ist fiir jedes w mit 0 < w < 1, z € (0,1) definiert, so dass

B(@))H = WS — 6(w)] X P = 0 gilh,

Da wS[d(w)] = 0(w) ist folgt, dass

Zp(n)w” = —521@ Vies (5.2)

15t.
Fingesetzt in die Funktion P, (w z) erhdlt man:

n) n 21— (w 1—-2)S(2)[6(w
Piw,2) = 00> 0 ong)w Sy au [1(76)(} )][i w;(()])[ I fiir € (0,1) und 0 < w < 1.

Diese Uberlequngen bzw Berechnungen bendtigt man wm das Verhalten des Nullzustan-
des ndher begutachten zu kénnen. Nach dem Satz von Abel iber erzeugende Funktionen

erhdlt man aus der Gleichung (5.2), indem man i = 0 setzt und w — 1 laufen ldisst fol-

gendes:
) !
= : 5.3
nzzopoo 1 —1lim, . §(w) (5:3)
wobei lim,,_,1 0(w) = § und z = § die kleinste positive reelle Nullstelle der Gleichung
z—5(z) =0 ist.

Der ndchste Hilfssatz lisst es zu, dass man die Lage dieser Nullstelle genauer erfassen

kann.
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Satz 5.1. (Hilfssatz) Die Gleichung z — S(z) = 0 besitzt neben z = 1 genau dann noch
eine weitere Nullstelle zo mit 0 < zy < 1, wenn E(Qn) = > 727 - q; > 1 ist. Wenn hin-

gegen nur eine einzige Nullstelle z = 1 ezistiert, dann ist E(Q,) < 1.

Beweis: Zundichst wird einmal die Punktion S'(z) = >y j g 2" behandelt:

Wegen S (z) = D 2adG = 1) -T2 > 0 st S'(2) fir z € [0,1] streng monoton wach-
send. Die Funktion A(z) =z — S(z) ist in [0,1] stetig differenzierbar.

Da S(1) =22 gq; = 1 ist, gilt A(1) = 0.

Wenn nun noch eine weitere Nullstele zy € (0,1) von A(z) ezistiert, so gibt es nach dem
Satz von Rolle ein & € (z,1) mit A'(€) = 0.

Da S'(2) streng monoton wachsend ist, gilt dann:

E(Qn)=370i ¢;=51)>5()=1-A() =1

Ist andererseits E(Q,) > 1, das heift S'(1) > 1, dann folgt, dass A'(1) =1—S(1) <0
gilt. Daher existiert ein € > 0 mit A(1 —¢€) > 0. Wegen A(0) = —qo < 0 ezistiert also im
Intervall (0,1 — €) eine Nullstelle zo der Funktion A(z).

Schlufendlich wendet man die Aussage des Hilfssatzes 5.1. auf (5.3) an.
Es gilt dann:

Yoo p(()g) = oo genau dann wenn E(Q,) <1,
Effzop[%) < oo genau dann wenn E(Q,) > 1.

Das bedeutet, dass die Markoff Kette, die das Warteschlangenmodell M|GI|1|oo beschreibt,
genau dann nur rekurrente Zustdnde besitzt, wenn E(Q,) = Ab < 1 ist. Anderenfalls sind
alle Zustinde transient und E(Q,) > 1.

Anschaulich sind diese Aussagen fir die Warteschlange so zu deuten: Wenn E(Q,) > 1
ist, dann treffen durchschnittlich wahrend einer Bedienphase mehrere Forderungen ein.
Daher wdachst die Lange der Warteschlange stindig an und man sagt dazu, dass sie ins
Unendliche lauft. (Transienz)

Hingegen wenn E(Q,) < 1 ist, dann kommt wdhrend jeder Bedienphase durchschnittlich
hochstens 1 neuer Kunde dazu. Daher ist die Riickkehr der Warteschlange in eine beliebige

Anfangslinge sicher. (Rekurrenz)

Positiv-rekurrent oder null-rekurrent?
Eine Methode, um zu iberprifen, ob die Markoff Kette positiv-rekurrent, oder null-rekurrent

ist, ist die Verwendung der mittleren erstmaligen Rickkehrzeit p; =% " n - fl(ln)
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Betrachiet man weiterhin den Nullzustand, so verwendet man zur Berechnung von
oo = D ooy T £ die Rekursionsformel (2.1): ply) = Do Op ég) Vn > 1.

Es wird wieder auf beiden Seiten mit w™ multipliziert und tiber n € N summiert. Dann
qilt:

) n) n R .
Foo(w) = >207, éo)w = g;;;@g) = P‘;SOE)( und weil y opoow = 1_;@) ist, folgt

FOQ(W) = 5(w)
Die Gleichung z — wS(z) = 0 wird durch z = 6(w) = Fyo(w) geldst, womit sich

/

Foo(1) =14 S (1) EFpy(1) bzw

Hoo = ] erqgibt.

00 fiir E(Qn) =

Daher ist nun ersichtlich, dass alle Zustinde des Warteschlangenprozesses positiv-rekurrent
sind, wenn E(Q,) < 1 ist. Andererseits ist die Warteschlange fir E(Q,) = 1 null-

rekurrent.

Fine andere Methode um zu bestimmen, ob die Warteschlange der Form M|GI|1|oco|

positv-rekurrent oder null-rekurrent ist, ist folgende:

Man nimmt vorest eine Folge von Zufallsvariablen X1, Xy, X3,... an, die unabhdingig
und identisch verteilt sind und die Werte in Z annehmen. Es sei P(X; = k) = by,
k=-1,0,1,2,... b1 >0und S, = X1+ Xo+ X5+ ...+ X,. Jetzt wihlt man Z
als den Wert von n, fir den S, das erste Mal negativ ist und setzt P(Z = k) = ~,
kE=1,2,3,....

Weiters sei U(s) =Y pe g 8" (7o =10)

Angenommen T =71+ S,, wobei r eine positive ganze Zahl ist und Z\") die Zufallsva-
riable, die den ersten Wert von n angibt, fir den T < 0 ist.

Da X; > —1 st sieht man, dass Z0) = 71+ 7o+ .. A Zy1 18t wober die Z; unabhdngige,
wdentisch verteilte Zufallsvariablen sind mit der obigen Verteilung y.

Die erzeugende Funktion von Z") ist dann sichtlich [U(s)]"*!. ) soll dabei den Ko-
effizienten von s™ in U(s)" ™' darstellen.

Schlieflich fiihrt man noch eine letzte Funktion ein:

G(s) =22 + by +bis +bos® + ...

Das Ziel ist U(s) in Termen von G(s) zu schreiben. Zu diesem Zweck bildet man die fol-
genden Relationen:

V=01, =20y k]+11) k>2.

Die erste Relation folgt wegen P(Xy = —1) = b_y. Fir die zweite Relation gilt:

{5, >20:n=1,2,...,k— 1,5, = —1} ist die Vereinigung von den disjunkten Ereignis-
sen {X1=7Xo4+ ...+ X, +j>0n=23,....k—LXo+ ...+ Xp+j=—1},
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J = 0,1,2,..., wobei ihre Wahrscheinlichkeiten ij,gjfll) sind, unter der Voraussetzung,
dass die X; unabhdngig und identisch verteilt sind. Durch den Additionssatz folgt dann
auch das zweite Resultat.

Nun kann man die Funktion U(s) folgendermafen darstellen:

U(s) = bors + 302, (S52 byl i) =

=b_15+s Z;io 10 %(1]:1)5n_1) =

=bas+ s 7 bi[U(s)PH =

=b_15+sU(s)[G(U(s)) — %] =

=sU(s)G(U(s)) fir0 < s <1.

U(s) ist stetig und streng monoton wachsend wenn s € [0,1] und U(0) = 0.

Daher gilt fir 0 < s <1, dass + = G(U(s)) ist.

G (s) = 25 + 2y + 6bgs + 12b4s% + ... > 0 fiir s > 0.
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Das heifst, dass G(s) eine konvere Funktion ist und nach der Definition gilt

lim,_0 G(s) = 400 und G(1) = 1.

G(z) = + kann hichstens zwei positive Lisungen fir s € [0,1] haben. Da lim,_oU(s) =0
und U(s) streng monoton steigend im Intervall [0, 1] ist, sieht man, dass U(s) die kleinere
Lésung der beiden sein muss, unter der Voraussetzung, dass zwei Ldsungen existieren.
Nun wendet man sich zu den Bedingungen, unter denen Y ;- v, = 1 oder < 1 ist. Es
entstehen die folgenden zwei Fille:

1. Fall: Wenn G'(1) > 0 ist, dann ist b_; < Yoo gn - b, und man kann erkennen, dass
U(l) = peome <1 ist.

Die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis {S, > 0 Vn} ist dann strikt positiv.

2. Fall: Wenn G'(1) < 0 ist, dann ist b_y > > 00 n - b, und daher ist U(1) = 35y =
1. Fir 0 < s <1ist G (U(s))U'(s) = =, sodass U(s) — 1, wenn s — 1.

Daraus folgt, wenn G (1) < 0 ist (b_y > > o0 ;n-b,), dass

B(Z) = X5 gn 5 = U'(1) = g7 < 0

und wenn G (1) =0 ist (b_y => .20 n-b,), dass

E(Z) =3 0gn m=U(1) = g4 = .

Zuriick zum Warteschlangenprozess interpretiert man die q s als g = b1 und die Z;; als
die Linge der Zeit, die vom Zustand i ausgehend bis zum ersten Eintritt in den Zustand
j verstreicht.

Da Y2 q; =1 ist, gilt:

b1 > by = qo > 0 NG < 1> Y n- g, und gleichermafen:

by = Zzo:o" by = qo = Zf:on “Guy1 1= fozon *dn-

Deshalb ist

E(Z;;—1) =0 < oo wenny - n-q, <1 und
E(Z;j—1) =0 =00 wenn Y~ n-q, = 1.
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Zij = Zii1+Zic1io+ ...+ 2, 7 <t git, da man tmmer hochstens um 1 nach links
springen kann.

E(Zi;) = (i — )0 und E(Z;o) = i0.

Jetzt sieht man sich noch die mittlere erstmalige Riickkehrzeit vom Zustand 0 an: Man
weifs, dass féé) = poo = Qo st und damit ergibt sich folgende Darstellung fiir die durch-
schnittliche Rickkehrzeit:

Hoo = Yoo fog) =

= qo+ ity GlE(Zig) + 1] =

=1+ 20 6E(Zp) =

=14>7,10g =

=1460>7, ig.

Daher kann man folgern, dass gy < oo ist, wenn 6 < oo bzw 2;’20 1q; < 1 ist,

und figg = o0 ist, wenn 0 = 0o bzw Zfio 1q; = 1 1st.

Zusammengefasst erhdlt man also diese Resultate:
>0 ongn < 1 = positiv-rekurrent

Yo oGy = 1 = null-rekurrent

Yoo oGy > 1 = transient

Man erhdlt somit auch mit dieser Methode die einleuchtenden Resultate: Da ja » .~ ng,
die mittlere Anzahl der Personen angibt, die wihrend einer Bedienzeit ankommen, ist
es in dem Fall wo > 7 ng, > 1 ist so, dass im Durchschnitt mehr Personen ankom-
men, als man bedienen kann. Die Warteschlange wdachst dann ins Unendliche. Wenn aber
Yoo oGy < 1 ist, dann stellt sich nach einem gewissen Zeitraum eine stationdre Vertei-

lung ein.

Das nachste Modell hat eine ahnliche Gestalt:

5.2.2 Das Warteschlangensystem GI|M|1|oo|

Die Zwischenankunftszeiten sind hier allgemein verteilt, die Verteilungsfunktion der Be-

dienzeiten st eine Exponentialverteilung mit dem Parameter p > 0:
1—e* Yt>0

Vi =PB.<=q "

Bei diesem Beispiel macht man eine etwas andere Finbettung, und zwar:
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Xo = X(0—) und X, = X(t, — 0), Vn € N. X,, bezeichnet jetzt die Linge der Warte-
schlange unmittelbar vor dem FEintreffen des n+1-ten Kunden. Q, bezeichnet die Anzahl
der Forderungen, die wihrend des Intervalles [Z,, Z, 1] das System verlassen. Diese Zu-
fallsvariablen QQ1,Qa, ... haben wieder, wie im Beispiel zuvor, eine identische Verteilung

und sind alle unabhdingig voneinander. IThre Wahrscheinlichkeitsverteilung ist:

g =PQn=j)= [, e—fﬂf(*;.fj dU(t),Vj =1,2,.. ..

Esygilt: X,, = X,_1+1—0Q,, falls X,,_1+1>Q,, und X,, =0, falls X,,_1+1 < Q,.
Zusammengefasst kann man das so darstellen: X,, = [X,,_1 +1— Q,]",

wobei [g]t = max(g,0),Vg € R.

Das selbe Verfahren wie fiir das Modell M|GI|1|oo| wendet man hier an, um die Uber-

gangswahrscheinlichkeiten berechnen zu konnen.

Dij :P(Xn = len—l = Z) = P([Xn—l +1- QTL]+ = j|Xn—1 - Z) -
P(Q,>i+1) wenn j = 0,i>0

PQ,=i+1—j) wennj>1,i>0
1_2220% wenn j =0,19>0
Qit1—j wennj>1,1>7—1

Firi<j—1 st p;=0.
Daraus kann man sich nun wieder die S x S-Matriz der Ubergangswahrscheinlichkeiten

aufstellen:

1—qo qp O 0 0
l—q—aq @1 q@ O 0
l—g@—a—-—¢ @ @ q 0

Um herauszufinden, ob dieses Warteschlangenmodell rekurrent oder transient ist, werden
im ndchsten Abschnitt die Sdtze tiber Rekurrenz und Transientz vom 2. Kapitel herange-

20gen.

5.3 Anwendungen der Satze iiber Rekurrenz und Tran-

sienz auf Warteschlangenmodelle

Satz 5.2. In dem Warteschlangenmodell der Form GI|M|1|oo sind alle Zustinde transi-
ent, wenn E(Q,) = ap < 1 ist.
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Beweis: Um diese Aussage beweisen zu konnen, verwendet man das Transienzkriteri-
um 2.14.

FEs sei uw = (uy, ug, us,...) eine Losung des Gleichungssystems, dann gilt

i+1

U; = Z%—H—juj Vi € S\ {O} (54)
j=1

Man erhdlt also diese Gleichungssysteme:
Uy = q1u1 + qoUsz,
Up = QU1 + G1u2 + qoUs,

Uz = q3U1 + @oUs + q1u3 + qoU4,

Ausgehend von der ersten Gleichung, kann man dann dieses System rekursiv losen, wobei
uy als Parameter aufgefasst werden muss.

Wenn uy; = 0 st, dann erhdlt man die triviale Losung, die aber uninteressant ist. Daher
setzt man uy > 0, woraus dann auch u; >0 Vi € S\ {0} folgt.

(=) Vorausgesetzt die Markoff Kette sei transient, dann folgt, dass E(Q,) < 1 ist.

Nach dem Transienzkriterium existiert eine beschrinkte Losung w von (5.4), sodass man
folgende erzeugende Funktion U(z) = Z‘;‘;l u;2? einfiihren kann, die fir |z| < 1 holo-
morph ist.

Sei S(z) =322, ¢;% (|21 < 1), s0 gilt:

2U(2z) = U(2)S(2) — qourz bzw

U(2)[S(2) — 2] = gourz (|2 < 1).

Wenn E(Q,) > 1 ware, so hdtte S(z) — z eine Nullstelle z = zy mit 0 < zp < 1. (siehe
Hilfssatz 5.1.)

Dann wdire aber wegen |U(zp)] < oo 0 = U(20)[S(20) — 20] = qourzo > 0. Dies ergibt
einen Widerspruch und daher kann man folgern, dass E(Q,) < 1 sein muss.

(<) Vorausgesetzt E(Q,) < 1, dann sind die Zustinde der Markoff Kette alle transient.
Der Hilfssatz 5.1. gibt unter dieser Voraussetzung an, dass S(z) — z # 0 fir |z| < 1 ist.
Daher ist die Funktion B(z) = ﬁ im Einheitskreis holomorph. Sie ldsst sich deshalb
in eine Potenzreihe entwickeln: B(z) = >, br2®, 2] < 1.

Die Regel von | "Hopital fithrt zu der folgenden Gleichung:

lim, 1 Y e bkz® = lim, 4 ﬁ = lim,_,; #)171 = lim, ,; m
Da alle Koeffizienten nicht negativ sind ergibt sich schlieflich nach dem Stetigkeitssatz

fiir Potenzreihen die folgende Aussage: Y 7~ by = < 0.

1
'1_E(Qn)
Nun wdhlt man u; > 0 und setzt u; = qouy Zf;g b Y35 > 2. Dann st der Vektor
uw = (u1,u2,us,...) wegen uy > 0 nicht trivial und weil Y~ b, < oo gilt, ist er auch
beschrankt.

FEs fehlt noch der Beweis, dass u auch eine Losung von (5.4) ist:
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Verwendet man wieder die Reihe U(2) = qou1 Y2, (210 b)) 2 = qous D2, > i =
Gotin Y g bz Zﬁo 2= —qoullf(z)-

Setzt man noch B(z) = ﬁ ein, dann erhdlt man U(z) = SOEL

Fiihrt man jetzt den Koeffizientenvergleich durch, so sieht man, dass u = (uy,uz, us, . ..)

eine nicht triviale und beschrinkte Lisung des Gleichungssystems (5.4) ist. Somit sind
daher nach dem Transienzkriterium alle Zustinde der Markoff Kette, die einen Warte-

schlangenprozess der Gestalt GI|M|1|oo angeben, transient.

Satz 5.3. In dem Warteschlangenmodell der Form GI|M|1|oo sind alle Zustinde positiv-
rekurrent, wenn E(Q,) = au > 1 ist.

Beweis: Man geht hier vom Gleichungssystem x; = Y . .cxipi; Vj € S aus, welches
man aus dem ersten Punkt vom Satz 2.18. entnommen hat.

Setzt man die Ubergangswahrscheinlichkeiten fir den Warteschlangenprozess ein, dann
ergibt sich die folgende Gleichung:

o = Do will = Do o] baw

u; = Zfij_l UiGiv1—; V5 > 1.

Weiters wahlt man als gesuchte Lisung u; = c- 27 mit 0 < z <1 und ¢ # 0 als Konstante.
Setzt man diese Losung nun in die Gleichung ein, dann gilt

uj=c- 2 =cy 0 A = e Y0 q2 und dies filrt zu 2z = S(z).

Also gibt es fiir die Annahme u; = c- 27 genau dann eine Losung (# 0) von

uj = Zfij_l UiGir1—j, wenn S(z) =z in 0 < z < 1 eine Losung besitzt.

Man weifS, nach dem Hilfssatz 5.1., dass diese Gleichung genau dann eine Nullstelle
20 € (0,1) hat, wenn S'(1) = E(Q,) = au > 1 ist.

Daher erfillt (u;)jes mit u; = -z ¥j > 0 dann auch die Gleichung u; = 322 ui[1 — S0 _o il
wie man folgendermaflen zeigt:

ujp =Y ouill — ZZ:O a] = ¢ it [1 - ZZ:O ar]2y = 32720 20 — 2oico (ZZ:O qr) 2] =
c[ﬁ—f(_—zgo)] =c = .

Nun sieht man, dass fir E(Q,) = au > 1 u; = c-z} Yj € S eine von der Null-
losung verschiedene Lisung des Gleichungssystems u; = > . qwip;; Yj € S ist, wobei
u= "l =cy T, z = 5 st

Schlieflich ist also die irreduzible Markoff Kette , die das Warteschlangensystem GI|M|1|oco

angibt, positiv-rekurrent, wenn E(Q,) = au > 1 gilt.

Setzt man jetzt E(Q,) = ap < 1 voraus, dann ist u; = 1 Vj € S eine nicht negati-
ve Lisung des Ungleichungssystems x; > Y . _cxipi; Vj € S aus Punkt zwei von Satz
2.18.
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Sei 5 =0, dann folgt

Do Uibio = D itoPio = 2oL = 2o ] = 22500 (ptipi ak) = E(Qn) < 1 = uy,
wéhrend fir 7 > 1 gilt

Z;O:O UiDij = D i1 Qi jil = Yoo @i = 1 = U

Da aber Z;io uj = Z;’iol = 00 1st, ist somit die Markoff Kette nicht positiv-rekurrent,
da nach dem Satz 2.18. im Falle der positiven Rekurrenz fir alle nicht negativen Losungen

(uj)jes des Ungleichungssystems x; > 3, o xipij ¥j €S Y ..qu; < oo gellen muss.

jeS
E(Q,) = ap > 1 ist daher auch eine notwendige Bedingung fiir die positive Rekurrenz des

Warteschlangenmodells.

Um noch schneller eine Antwort auf die Frage zu bekommen, ob der Warteschlangenpro-
zess GI|M|1|oo positiv-rekurrent oder null-rekurrent ist, kann man die Folgerung 2.17.
aus dem Satz von Foster verwenden. Man kommt dann zu folgenden FErkenntnissen:

> Jpij = Z;J:l Jiy1-j <00, Vi €S,

Weiters gilt by = 377, jpij — i = i(Z;ZO ¢ —1)+ Zé‘:a q — 22:1 J4;-

Dadurch, dass 0 < lim; (1 — Z;:o qj) = lim;_,oo Z;‘;Hl ¢; < lim;_, Z?‘;iﬂ Jjg; =0
ist, folgt

lim; oo b; =1— E(Q,)-

Die zweite Voraussetzung der Folgerung ist genau dann erfilll, wenn E(Q,) = ap > 1
ist. Das heifst, dass der Warteschlangenprozess unter der Bedingung FE(Q,) > 1 positiv-

rekurrent 1st.

Auch fir den Warteschlangenprozess mit Bedienungsmodell M|GI|1|oo| kann man die

Berechnungen mit Hilfe der Sdtze vom 2.Kapitel rascher durchfiihren:

Satz 5.4. In dem Warteschlangenmodell der Form M|GI|1|oco| sind alle Zustinde positiv-
rekurrent, wenn E(Q,) = 1o k- qy = Ab < 1 ist.

Beweis: Durch das im Abschnitt 2.3 gemachte Rekurrenzkriterium 2.13., kann man leicht
nachweisen, dass unter der Voraussetzung E(Qn) =Y ook - @ = Ab < 1, fir ein Warte-
system der Form M|GI|1|oco| alle Zustinde rekurrent sind.

Man zeigt, dass u = (0,1,2,...) eine Losung des Ungleichungssystems x; > Zjes Pij - T,
ist. Vi € S\{0} folgt 3 7% g pijus = 3272, 1 J - Gj—iv1 = 251 G- (=1 + 1) +i— 1=
Sii g +i—1=EQn) +i—1<i=u;

was die Rekurrenzaussage bestatigt.
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Verwendent man jetzt wieder die Folgerung 2.17. aus dem Satz von Foster, dann folgt:
. E(Qn) fiir i =0

2= =\ g +io1 i1

E(Q,) = \b < 0o und daher gilt

S ipij < o0, Vi€ S.

Weiters ergibt sich fiir alle i > 1: b; = Z;’iljpij —1i = E(Q,) — 1, woraus dann folgt,
dass lim; . b; = E(Q,) — 1 ist.

Man sieht, dass die rechtsstehende Differenz genau dann negativ wird, wenn E(Q,) =
Ab < 1 qilt. Daher ist unter dieser Bedingung die Markoff Kette positiv-rekurrent.

Die Bedingung E(Q,) < 1 ist fir die positive Rekurrenz der Markoff Kette auch notwen-

dig, was man durch den zweiten Punkt der Folgerung nachweisen kann.
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Kapitel 6

Markoff Ketten in der Biologie

In diesem Kapitel werden stochastische Modelle (im Speziellen Markoff Ketten) der ma-
thematischen Populationsgenetik behandelt. Ein bekanntes Modell ist das Wright-Fisher-
Modell. Das Wissen tiber die Theorie der Markoff Ketten reicht aus, um dieses Modell
genauer behandeln zu konnen. Die Biomathematik beschdftigt sich mit mathematischen
Anwendungen und Methoden in der Biologie. Die mathematische Populationsgenetik ist
ein Teilgebiet der Biomathematik und beschdftigt sich hauptsdchlich mit der zeitlichen
Anderung der relativen Hiufigkeit von erblichen Merkmalen innerhalb einer Art. Um dies
zu prazisieren bendtigt man die mathematischen Modelle, welche tm folgenden Abschnitt
vorgestellt werden. Fir alle folgenden Modelle nimmt man an, dass sich die betrachtete
Population zu diskreten Zeitpunkten reproduziert und dass sich die Generationen nicht

tiberlappen.

6.1 Grundlagen der Populationsgenetik

Die Chromosomen, die sich in den Zellkernen befinden, tibernehmen eine wichtige Rolle
in der Biologie. In ihnen ist das gesamte Erbgut eines Lebewesens gespeichert. Die Anzahl
der Chromosomen ist von Art zu Art verschieden. Man unterscheidet die Fille, bei denen
Chromosomen entweder einzeln (haploider Fall - z.B. Bakterien), paarweise (diploider
Fall - z.B. Menschen) oder mehrfach (polyploider Fall - z.B. einige Pflanzenarten) auftre-
ten. Im diploiden Fall wird ein bestimmtes Erbmerkmal eines Individuums durch ein Paar
von Genen bestimmt, welches an einem Ort des Chromosomenpaares lokalisiert ist. So
einen Ort nennt man Genort oder Locus des Erbmerkmales. Es gibt verschiedene Typen
von Genen, die an einem gewissen Genort auftreten kénnen, diese heiffen Allele. Tre-
ten z.B. zwei Allele A1 und Ay auf, so gibt es die folgenden mdglichen Kombinationen:
A1Ay, Ay As, AsAs. Diese Kombinationen nennt man dann die Genotypen. (A1Ay und
Ay Ay kann man nicht voneinander unterscheiden und daher werden sie als dquivalent

aufgefasst). A1 Ay und Ay As sind die homozygoten Genotypen, Ay Ay (AyAy) sind die he-
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terozygoten Genotypen.

Der Begriff Phinotyp wird auch oft verwendet und beschreibt das dufiere Erscheinungsbild
eines Individuums. Wenn man sich die zwei Genotypen A1 A, und A1 As ansieht und diese
dasselbe dufere Erscheinungsbild haben, dann nennt man das Allel Ay dominant und das
Allel Ay rezessiv. Auf diese Art kinnen verschiedene Genotypen ein und denselben Phd-

notypen bestimmen.

Die Mitose ist die ungeschlechtliche Zellteilung. Dabei entsteht eine Verdoppelung der
Chromosomen einer diploiden Mutterzelle. Das Endprodukt sind zwei diploide Tochter-
zellen, die hinsichtlich ihrer Erbinformation vollkommen ident zur Mutterzelle sind. Die
Mitose tritt bei einfachen Organismen auf und dient der Vervielfiltigung der Zellen eines
Individuums. Bei dieser Art der Zellteilung kommt es aber zu keiner Anderung des Erb-
gutes (von Mutation abgesehen).

Anders ist das bei der geschlechtlichen Fortpflanzung, der Meiose. Fs kommt hier vor-
erst auch zu einer Verdoppelung der Chromosomen, die dann aber aufgeteilt werden auf
vier haploide Keimzellen, auch Gameten genannt. Bei der Befruchtung kommt es dann
zur Verschmelzung einer mdannlichen und einer weiblichen Keimzelle. Dieses Endprodukt
wird befruchtete Eizelle, bzw. auch Zygote, genannt. Sie ist wieder diploid und trigt Teile

des Erbgutes vom ,Vater” und Teile von der ,,Mutter”.

6.2 Das Wright-Fisher-Modell

Hier wird nur das neutrale Wright-Fisher-Modell behandelt. Das bedeutet es tritt weder
Mutation noch Selektion auf.

Man betrachtet eine Population von diploiden Individuen der Grifie N (konstant), in der
Zufallspaarung herrscht. Modelliert wird ein einziger Genort, an dem die Allele Ay und
Ay workommen. Die Gesamtzahl der Gene am betrachteten Genort betrigt 2N, da die
Population diploid ist. Die Generationen sind getrennt und tiberlappen sich nicht. Es soll
ferner keine Unterscheidung der Geschlechter geben und es sollten auch keinerlei selekti-
ve Unterschiede bestehen, das heifit die Genotypen sollen hinsichtlich der Fortpflanzungs-
und Uberlebensfihigkeit gleichwertig sein. Auch Mutation wird ausgeschlossen.

Widmet man sich nun der Hdiufigkeiten des Allels Ay, so bezeichnet man diese zum Zeit-
punkt n mit der Zufallsvariable X,,, welche die Werte 0,1,2...,2N annehmen kann.

Die Gene in der n + 1-ten Generation werden in diesem Modell durch ,Ziehen mit Zu-
ricklegen” aus jener der Generation n gezogen. Daher erhdlt man fir X, eine 2N-p,-
binomialverteilte Zufallsvariable, wobei p,, die relative Hdiufigkeit von Ay zur Zeit n ist.

Somit ergeben sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten
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P(Xp1 = j|1Xn =) = pyy = () (g5 (1 — 55)* 7, 4,j=0,1,...,2N.

Das Wright-Fisher-Modell fiihrt also auf eine homogene Markoff Kette mit Zustandsraum
S =1{0,1,...,2N} und Ubergangsmatriz P = (pij)ijes- Diese Markoff Kette wird durch
die Ubergangsmatriz P und die Anfangsbedingung X, eindeutig festgelegt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass in der n + 1-ten Generation genau j Allele des Typs A; an-
zutreffen sind ergibt sich folgendermafen: P(X, 41 = j) = Z2N P(X,, =1i) - p;j. Dies ist
die Summe der Mdglichkeiten nach j zu gelangen.

Durch diese Rekurrenzrelation kann man jetzt ber bekannter Anzahl des Allels Ay in der
0-ten Generation, die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir X1, Xs, ... schrittweise berech-
nen.

Aufgrund der Beziehungen poo = panon = 1 und p;; > 0 fir i € S\{0,2N}, j € S zer-
fillt der Zustansraum S in drei Aquivalenzklassen Cy = {0}, T = {1,2,...,2N — 1} und
Cy = {2N}. Da poy = 1 ist, kann der 0-Zustand, sobald er einmal angenommen worden
1st, nie wieder verlassen werden. Man nennt die Zustinde 0 und 2N, wie schon bekannt,
absorbierende Zustinde. Nun betrachtet man den Zustand 1 aus der Klasse T'. Man weifs,
dass p1o > 0 und poo = 1 ist, deshalb kann der Prozess bei Start im Zustand 1 nur mit
der Wahrscheinlichkeil fi, < 1 in den Zustand 1 zurickkehren. Somit ist der Zustand 1
transient, wodurch auch die gesamte Klasse T transient ist.

Da hier sichtlich eine homogene Markoff Kette mit endlichem Zustandsraum S vorliegt,
kommt es zur Absorbiion in eine der beiden rekurrenten Klassen Cy oder Co. Anschaulich
bedeutet das, dass eines der beiden Allele Ay oder As letztendlich ausstirbt, unabhdngig
vom Anfangszustand. Das heifst schliefilich, dass nach einer gewissen Anlaufzeit entweder
alle Individuen den Genotypen A1 A, oder den Genotypen AsAs besitzen. Die homozygoten
Genotypen setzten sich also durch. Dies wird in den nachfolgenden Berechnungen auch

noch bewiesen werden.
Der Erwartungswert von X, :

Durch die Berechnung des Erwartungswertes mochte man feststellen wie sich die Zusam-
mensetztung des Genortes zeitlich verhdlt.

B(Xas1) = X2 1P(Xoir = ) = X205 X2 P(X, = i)pys = 525 P(Xo = 0) 52, iy =
SHIP(X, = 1), da

Xnt1 einer Binomialverteilung mit den Parametern 2N und 55 folgt und deshalb
ijoj Dij = QNL =1 ist.

Somit ist daher B(X,11) = SN P(X, =) -i = E(X,), Yn > 0.

Das bedeutet, dass die Anzahl der Allele im Mittel gleich bleibt.
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Dzie Varianz von X,,:

Analog zur obigen Rechnung ergibt sich

E(X2) = Y P(Xa =) 720 7 - py-
Fiir eine binomaalverteilte Zufallsvariable Z mit Parametern n und p gilt:
E(Z?) = 0*(Z)+ (E(Z))? = np + p*(n* — n) und deshalb folgt:

E(X2 1) = Y P(Xn = )i + (1 = 55)].
Schlieflich ergibt sich
B(X2,,) = B(Xo) + (1 - 75)B(X2).
Seiu, = E(X2), dann folgt die Gleichung u, 41 = b+au,, wobeib = E(Xy) unda = 1—55
15t.
Up =b(1+a+...+a" ) +a"uy = bll_f: + a"ug und lim,,_, o U, =
Somit erhilt man E(X?) — 2N - E(X,) wenn n — oo strebt.
Also ist 02(X,) = E(X?) — (E(X,))? — s [2N — E(X)]E(X,).
Die Varianz strebt gegen einen Grenzwert. Dieser ist maximal, wenn der Erwartungswert
E(Xy) = N st und er verschwindet, wenn E(X,) =0 bzw E(Xy) = 2N ist.
Man sieht nun noch einmal, dass diese betrachtete Markoff Kette absorbierende Rdnder
besitzt, deshalb ist auch im Falle des Startwertes Xo = 0 und Xo = 2N die Varianz

0?(X,) = 0. Das Mazimum der Varianz fiir Xo = N kann man so deuten, dass fiir diesen

da 0 <a<1ist

1(17

Anfangswert schliefllich die eine Hdlfte der Wege am ,,oberen und die andere Hilfte am

sunteren® Rand absorbiert wurde.
Die Absorbtionswahrscheinlichkeiten:

Man beschdftigt sich hierbei mit dem Aussterben eines der Allele Ay oder As. Dazu berech-
net man die Wahrscheinlichkeit 9, die angibt ob ein zufillig aus der n-ten Generation
ausgewdhltes Individuum heterozygot ist. Die Wahrscheinlichkeit durch zweimaliges Zie-
hen ein heterozygotes Genpaar (A1 As bzw As Ay ) zu ziehen, unter der Voraussetzung, dass
z'm Genort Allele des Types A; sind, ist
o (1= 220) + (1= 55 (5=1) = wowty-

Summzert man nun tber alle méglichen Zustinde des Systems zur Zeit n, dann erhdlt
man ¥, = zziv (2N —i) P(X, =1i) =

" =0 N(2N-1)

ON . :

= 3T Daio - P<X =1) - N(Q]l\/—l) Zz OZQP(X i) =
- 21\72—1E<Xn) N(2N 1)E(X2)

Wenn man den Grenzwert fiir n — oo betrachtet, dann erhdlt man schluflendlich, durch

obige Uberlequngen, dass
: _ 2B(X0)  2NE(Xo) _ (.
lim,, o0 ¥, = (2N—(i) — N(2N_‘i) =0 ist.

Die heterozygoten Individuen sterben letztendlich alle aus, was durch die absorbierenden

72



Rinder der Markoff Kette bewirkt wird. Sobald sich das System in einem der beiden Rand-
punkte X,, = 0 oder X,, = 2N befindet, ist keine genetische Variabilitat mehr vorhanden
und daher auch keine Fvolution mehr méglich. Das System bleibt also im Zustand 0 bzw

2N, sobald es diesen einmal besucht hat.

Die Frage nach den Fixierungswahrscheinlichkeiten wird nun so beantwortet:

Man mdéchte die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Markoff Kette fiir hinreichend grofie n
im Zustand 2N befindet, berechnen.

Dazu verwendet man die Absorblionswahrscheinlichkeiten f}o vom Abschnitt 3.5.

Es gilt: f5c, =0 und foyc, =1, da ja Cy = {2N} ist.

Sei fic, = ﬁ eine Losung der Gleichung fiz, = D . cqDik - [ic,. Dies dberprift man
folgenderweise:

icy = Zk Oplk’mv_ NZk oDik k= —QNﬁ:W.

Da auch die Randbedingungen erfillt sind, erhdlt man als Wahrscheinlichkeit fur die Fi-

zierung von Ay, wenn der Anfangszustand des Systems i ist, 5.

6.3 Das Moran-Modell

Hier betrachtet man das neutrale Moran-Modell. Das bedeutet es wird ohne Mutation und
Selektion gerechnet.

Dieses Modell ist dem Wright-Fisher-Modell sehr dhnlich, mit dem einen Unterschied,
dass das Moran-Modell nur auf haploide Populationen anwendbar ist.

Man nimmt wieder eine Population mit konstanter Grifie 2N an, die diesmal haploid sein
soll. Der betrachtete Genort besitzt 2 verschiedene Allele Ay und As. Da die Population
jetzt haploid ist, treten nur die beiden Genotypen Ay und Ay auf.

Die Reproduktion in diesem Modell lduft folgendermafien ab:

Ein Individuum vermehrt sich immer zu diskreten Zeitpunkten n € N. Dabei entsteht ein
mit dem Individuum identischer Nachkomme. Daraufhin stirbt ein zufdllig ausgewdhltes
Individuum (aufler das soeben entstandene Individuum).

Angenommen man habe zu einem gewz’ssen Zeitpunkt i Allele vom Typ Ay in der Popu-
lation, dann wird mit Wahrscheinlichkeit W ein Individuum vom Typ Ay bzw mit Wahr-

scheinlichkeit 1 — ﬁ ein Individuum vom Typ As fir die Reproduktion erwdhlt. Das ster-

bende Individuum ist, unabhdngig von der vorangegangenen Wahl des sich vermehrenden
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Individuums, entweder vom Typ Ay oder Ay mit denselben Wahrscheinlichkeiten .

Wenn sich ein Individuum vom Typ Ay vermehrt und ein anderes Individuum vom Typ
Ay stirbt (die Wahrscheinlichkeit betrigt 55 (1 — 5% )), dann nimmt die Anzahl der Allele
vom Typ A1 um FEins zu. Beim Vertauschen der Rollen der beiden Allele sinkt die Anzahl
der Allele vom Typ Ay um Eins. Wenn die beiden Individuen vom selben Typ sind (die
Wahrscheinlichkeit betrigt (55)% + (1 — 5x)?), dann bleibt die Anzahl der Allele unverdin-
dert.

Um nun wieder auf eine homogene Markoff Kette schlieflen zu kénnen beschreibt man
die Anzahl der Allele vom Typ Ay zum Zeitpunkt n € N durch Zufallsvariablen X,,.
Die so entstehende homogene Markoff Kette {X,,n € N} hat dann den Zustandsraum
S =1{0,1,...,2N} und die Ubergangswahrscheinlichkeiten :

piio1 =a; =1(2N —1)/(2N)?,

Piiv1 = fi = (2N — i) /(2N)?,

piizl_ai_ﬁi:%

Man sieht also, dass diese Markoff Kette nur Uberginge in die benachbarten Zustinde
zuldsst. So eine Markoff Kette wird auch Geburts- und Todesprozess genannt. Um die
Markoff Kette vollstindig beschreiben zu kinnen muss noch die Startverteilung, das heifst

die Verteilung der Zufallsvariablen X, angegeben werden.

Wie beim Wright-Fisher-Modell kann man wieder leicht die verschiedenen Klasseneintei-
lungen vornehmen. Da poo = panon = 1, und p;ii—1,piiv1 > 0 firi=1,2,...,2N —1 gilt,
zerfillt der Zustandsraum in die beiden rekurrenten Klassen Cy = {0} und Cy = {2N},
sowie in die transiente Klasse T = {1,2,...,2N — 1}. Es kommt also auch beim Moran-
Modell zur Absorbtion in eine der beiden rekurrenten Klassen und deshalb zur Fizierung
des Allels vom Typ Ay bzw As.

Die Absorbtionswahrscheinlichkeiten:

Seien f;c, die Wahrscheinlichkeiten der Absorbtion in den Zustand 2N bei Start im Zu-
stand i (1 € S). Die Absorbtionswahrscheinlichkeiten sind dann durch das Gleichungssys-
tem

fic, = Z?fo pijfic, (i=0,1,...,2N) und die Randbedingungen

Joc, =0, fonc, =1 eindeutig bestimmi.

Da es sich hierbei um einen Geburts- und Todesprozess handelt, dessen Ubergangsmatriz
eine spezielle Form annimmt, kann man die Losungen [, des Gleichungssystems Schritt
fiir Schritt berechnen.

Fir o = 1 ergibt sich die Gleichung f{c, = pofoc, + Puific, + Pafic, und weiters
ergibt sich f50, = fic,(1+ g—) Mittels Induktion zeigt man, dass der Zusammenhang

1
1
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ficy = M+ G+ G2+ +GF2=F) i, fir ale k =2,3,..., 2N erfillt ist. Schlielich

st fonc, = 1 noch 2 beruckszchtzgen und dann erhdlt man den Zusammenhang

fic, = gz’f_v()olpk fiir allei=1,2,...,2N, wobei pg =1 und p, = %1%; 2k fiir
k=1,2,...,2N — 1 ist.

In diesem Modell gilt nun aber stets ap = (B, Vk = 1,2,...,2N — 1, daher folgt der
Zusammenhang /o, = ﬁ fiir allei=0,1,...,2N.

Man erhdlt nun wieder folgende Resultate:

Wenn in der Ausgangspopulation genau i Individuen des Genotyps A; sind, dann kommit
es mit der Wahrscheinlichkeit # zur Fizierung des Allels Ay und mit der Wahrschein-
lichkeit 1 — ﬁ zur Fizierung des Allels As.

Darum stimmt auch die Absorbtionswahrscheinlichkeit des Moran-Modells mit der Ab-

sorbtionswahrscheinlichkeit des Wright-Fisher-Modells iiberein.

6.4 FEin Modell einer Markoff Kette in der Pflanzen-

ziichtung

Eine Anwendung von Markoff Ketten gibt es auch in der Pflanzenziichtung. Es sei ein
Pflanzengen gegeben, das die Allele Ay und As besitzt. Durch Zuchttechnik méchte man
moglichst reinrassige (homozygote) Ergebnisse, erzeugen. Es hat sich in der Botanik eine
Methode bewdhrt, die dieses Ziel erreicht, ndmlich die Methode der Selbstbefruchtung. Das
st die Kreuzung der Pflanzen mit sich selbst. Mit Hilfe der Eigenschaften einer Markoff
Kette kann man zeigen, warum diese Methode gut funktioniert. Sei (X,,)n>0 eine Markoff
Kette mit Zustandsraum S = {A1 Ay, A1As, AyAs} und der Ubergangsmatrix

1 0 0
P=| 14}
0 0 1

Die Ubergangsmatrz’x 15t 80 zu interpretieren:

FEine homozygote Pflanze bleibt homozygot, denn die Zustinde A1 A1 und AxAs sind ab-
sorbierende Zustande.

Dagegen sind die Chancen der heterozygoten Genotypen heterozygot zu bleiben 1 5, und fir
einen Wechsel zu einem der beiden homozygoten Fille A1 A, oder Ay As betrdgt sie je %1.
Mit Hilfe der Induktion kann man nun die Wahrscheinlichkeit dafir berechnen, dass wenn
man am Anfang eine heterozygote Pflanze nimmt und mit ihr mehrmals hintereinander

die Methode der Selbstkreuzung durchfiihrt, wieder ein heterozygoter Genotyp entsteht:
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Somit gilt
P(Xn = A1A2|X0 = A1A2) = QL,L

Der Zustand A1 Ay ist rekurrent, jedoch die mittlere Riickkehrzeit ist unendlich. Es handelt

sich hierbei also um einen null-rekurrenten Zustand.

Man sieht nun, dass die Wahrscheinlichkeit bei einem Start mit einer Pflanze des Ge-
notyps A1 As nach sukzessiver Selbstkreuzung wieder einen heterozygoten Genotyp zu er-
halten, fir n — oo exponentiell gegen Null geht. Die Methode der Selbstbefruchtung ist
daher bereits nach wenigen Iterationen eine gute Zichtungsart fir reinrassige Pflanzen-

arten, selbst wenn man mit gemischten Allelen startet.
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