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Abstract

Diese Masterarbeit beschaftigt sich mit Struktursitzen und dem Klassifikationsproblem
fiir Bilinearformen. Zu Beginn sollen Grundlagen, die das Arbeiten mit Bilinearformen
ermoglichen dargestellt werden. Zentral fiir die Untersuchung der Struktur einer
orthogonalen oder symplektischen Geometrie ist die Konstruktion der nicht-singulédren
Erweiterung eines singuldren Raumes, die selbst ein hyperbolischer Raum ist. Damit
lasst sich insbesondere die anisotrope Zerlegung einer symmetrischen Bilinarform
herleiten. Die Klassifikation trennt sich auf in symmetrische Bilinearformen und
alternierende Bilinearformen. Fiir symmetrische Bilinearformen héngt die Klassifikation
— im Gegensatz zum alternierenden Fall — vom Grundkorper ab. Am Ende der beiden
Kapitel steht jeweils der Witt’sche Erweiterungs- und Kiirzungssatz, welcher die
Eindeutigkeit der anisotropen Zerlegung einer orthogonalen Geometrie beweist.
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Abstract

This master thesis is about structure theorems and the classification problem for
bilinear forms. First, basic principles for working with bilinear forms are discussed. The
central point in studying the structure of an orthogonal or a symplectic geometry is the

construction of a non-singular extension of a singular space. The non-singular
extension itself is a hyperbolic space. Using non-singular extensions, the anisotropic
decomposition of symmetric bilinear forms is derived. The classification is divided in
symmetric and alternating bilinear forms. For symmetric bilinear forms the
classification depends on the basefield (this is in contrast to the case of alternating
bilinear forms). At the end of both chapters Witt’s extension and cancellation
theorems are obtained; the cancellation theorem in particular yields the uniqueness of
the anisotropic decomposition of an orthogonal geometry.
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Einleitung

Diese Arbeit befasst sich mit der Struktur und Klassifikation von Bilinearformen. In
den Grundlagen wird er Begriff der Bilinearform, sowie die Eigenschaften ,;schiefsymme-
trisch“, aber besonders ,,symmetrisch“ und ,alternierend* beziehungsweise ,,orthogonal®
und ,symplektisch® erldutert. Weiters wird die Darstellungsmatrix einer Bilinearform
vorgestellt und entsprechend Kongruenz zweier Matrizen und die Diskriminante einer
Form definiert. Die Grundlagen werden mit den Isometrien und quadratischen Formen,
wobei hier gezeigt wird, dass jede quadratische Form eine symmetrische Bilinearform
definiert, abgeschlossen.

Im Teil der Orthogonalitit sind wichtige Grundbausteine enthalten, die fiir die Klassifi-
kation unabdingbar sind. Darunter die Definition der orthogonal direkten Summe, sowie
der orthogonalen Zerlegung einer Bilinearform. Auch der Satz von Riesz wird hier her-
geleitet. Zudem werden auch die hyperbolischen Rdume behandelt, welche eine zentrale
Rolle fiir die Klassifikation symplektischer Bilinearformen spielen.

Die Klassifikation metrischer Vektorrdume (sowohl orthogonal, als auch symplektisch)
bedeutet, herauszufinden, ob zwei metrische Vektorrdume isometrisch sind.

Die Arbeit beschéftigt sich zunéchst mit symmetrischen Bilinearformen. Wichtig ist hier
natiirlich die Erwahnung, dass eine orthogonale Geometrie ebenso auch symplektisch
sein kann. Die Frage der Klassifikation wird zunéchst in Richtung der Orthonormalbasis
gestellt. Fiir orthogonale Geometrien existiert jedenfalls eine Orthogonalbasis, sofern sie
nicht die beiden Eigenschaften: symplektisch und die Charakteristik gleich 2 besitzen,
das heifit orthogonale Geometrien sind diagonalisierbar. Die finale Klassifikation hangt
vom Grundkorper ab. Verschiedene Grundkérper fithren zu verschiedenen Diagonalfor-
men, wodurch die Klassifikation von Grundkorper zu Grundkorper verschieden ist. In der
Arbeit wurden algebraisch abgeschlossene Korper, Korper der reellen Zahlen und end-
liche Kérper genauer ausgefithrt. Quadratische Formen iiber Q und Q, kénnen in J.-P.
Serre ,,A course in Arithmetic* Chapter IV, Paragraph 2 und 3 nachgelesen werden|[5][6],
da diese Korper den Rahmen dieser Arbeit {iberschreiten wiirden.

Zur Klassifikation gehorend ist der Witt’sche Kiirzungssatz, welcher auch im Titel der
Arbeit widergespiegelt wird. Mit ihm wird die Eindeutigkeit der anisotropen Zerlegung
bewiesen, aus welcher zum Beispiel die Wohldefiniert der Summenoperation der Witt
Gruppe folgt [g].

Das Klassifikationsproblem fiir symplektische Bilinearformen gestaltet sich einfacher, da
hier nicht zwischen verschiedenen Grundkérpern unterschieden werden muss. Ausschlag-
gebend ist jedoch die nicht-singuldre Erweiterung, um statt einer Orthogonalbasis eine
hyperbolische Basis finden zu kénnen, da symplektische Geometrien nur dann, wenn sie
total degeneriert sind eine Orthogonalbasis besitzen. Schlussendlich wird gezeigt, dass
die Klassifikation lediglich vom Rang der Form abhéngig ist.

Das Kapitel wird mit der Pfaff’schen Determinante einer alternierenden Matrix, wel-
che zusammengefasst aussagt, dass die Determinante einer alternierenden Matrix A mit
dem Quadrat der Spezialisierung der Pfaff’schen bei A bestimmt werden kann, und dem



Witt’schen Erweiterungs- und Kiirzungssatz fiir symplektische Formen abgeschlossen.

Ein Ausblick soll an dieser Stelle auch auf die Witt Ringe gegeben werden, welche in M.
Kneser ,,Quadratische Formen“[8] behandelt werden.

Der Witt’sche Erweiterungs und Kiirzungssatz stammt von Ernst Witt und findet sich in
E. Witt ,,Theorie der Quadratischen Formen in beliebigen Koérpern“[9]. In diesem Auf-
satz betrachtet Witt Quadratische Formen auch iiber speziellen Kérpern wie Zahlkérper
und relle Funktionenkorper.
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Teil I
Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen verschiedene grundlegende Definitionen, wie Bilinearform
oder Quadratische Form, sowie deren Eigenschaften behandelt werden.

1 Bilinearform
Alle Definitionen Sétze und Anmerkungen dieses Kapitels, wenn nicht anders genannt,
basieren auf Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].

Fine Bilinearform kann die Eigenschaften symmetrisch, schiefsymmetrisch und alternie-
rend aufweisen.

Definition 1.1 (Bilinearform). Sei V ein Vektorraum iiber einen beliebigen Korper F'.
Die Abbildung (, ) : V' x V — F heifit Bilinearform, falls sie in jeder Komponente linear
ist. Diese Eigenschaft ist genau dann erfiillt, wenn fiir alle o, 8 € F und z,y, z € V gilt:

<Oé.7} + By, Z) = a<x7 Z> + B<y72>

und
(2,00 + By) = afz,2) + B(2,y).
Eine Bilinear Form heif3t

1) symmetrisch, wenn

(z,y) = {y, z).
2) schiefsymmetrisch, wenn
{z,y) = —{y, ).
3) alternierend, wenn
(x,z) =0.

Definition 1.2 (Metrischer Vektorraum). Eine Bilinearform (, ) : V x V — F, welche
symmetrisch, schiefsymmetrisch oder alternierend ist, heiffit Inneres Produkt auf V'
und ein Paar (V,(, )), bei dem V ein Vektorraum und (, ) das innere Produkt von V'
ist, heifit metrischer Vektorraum. Zudem kann unterschieden werden:

1) Ist die Bilinearform (, ) symmetrisch, so spricht man von einer orthogonalen Geo-
metrie iiber F.
2) Ist die Bilinearform (, ) alternierend, so spricht man von einer symplektische Geo-
metrie iiber F.

Anmerkung 1.3. Das Wort symplektisch wurde von Hermann Weyl in seinem Buch
The Classical Groups eingefithrt. Es handelt sich dabei um eine Substitution fiir das
Wort »komplex«.[2]



Beispiel 1.4 (Der Minkoswki Raum). M, ist eine 4-dimensionale reelle orthogonale
Geometrie mit einem inneren Produkt, welches folgendermafien definiert ist:

<€1,€1> = <€2,€2> = <€3,€3> =1

(es,€4) = —1
(€e,€ej) =0 fiir i # j
wobei eq, ..., e4 die Standardbasis von R* bilden.

Anmerkung 1.5. Wenn S ein Untervektorraum eines metrischen Vektorraums (V (, ))
ist, so erbt dieser die metrische Struktur von V. Wir nennen (S, (, >|S><S) einen Unter-
raum von V.

Tatséachlich sind die Eigenschaften symmetrisch, schiefsymmetrisch und alternierend
nicht voneinander unabhéngig. Thre Relation hingt, von der Charakteristik des Basis-
korpers F' ab. Der nichste Satz zeigt, dass wir keine Riicksicht auf schiefsymmetrische
Formen nehmen miissen, da diese Eigenschaft dquivalent zu symmetrisch oder alternie-
rend ist.

Satz 1.6. Sei (V,(,)) ein Vektorraum tber einem Korper F. Dann gelten die zwei
Aussagen:

1) ist char(F) = 2, dann
alternierend = symmetrisch < schiefsymmetrisch.
2) ist char(F') # 2, dann
alternierend < schiefsymmetrisch.

3) AufSerdem ist, falls char(F) # 2, die einzige Bilinearform, welche alternierend und
symmetrisch ist, die Nullform (x,y) =0 fir alle z,y € V.

Das heifst unabhdingig von der Charakteristik von F gilt: alternierend = schiefsymme-
trisch.

Beweis. Wir zeigen nach der Reihe, dass die Aussagen stimmen. Fiir die erste Aussage
schauen wir uns zunéchst an, was durch die Eigenschaft Alternierend per Umformung
folgt und schlieBen dann mit der zusétzlichen Eigenschaft char(F) = 2 auf die Aquiva-
lenzbeziehung. Aussage 2) kann mit einfachen Aquivalenzumformungen gezeigt werden
und die letzte Aussage erhalten wir, wenn wir die Eigenschaften gegeniiberstellen.

a) Sei also (, ) alternierend, dann folgt

0={(r+y,x+y)
=1-(z,z+y)+1-(y,z+y)
=1-(z,x)+1-(x,y)+1-(y,x) +1-(y,y)



Aus der Eigenschaft alternierend folgt nun (x,z) = (y,y) = 0 und daher:

0= (z,y) + (y, )
= (z,y) = — (y, ) ,das heiit (, ) ist schiefsymmetrisch.

b) Es folgt nun wenn char(F)=2, dann ist —1 = 1 und die Definitionen von symmetrisch
und schiefsymmetrisch sind &dquivalent.

Damit ist die Aussage 1) bewiesen.

c) Fir einen Korper F' mit char (F') # 2 und einer Bilinearform (, ), welche schiefsym-
metrisch ist, gilt fiir jedes z € V:

Das heifit alternierend < schiefsymmetrisch und mit der Eigenschaft, dass, unabhingig
von der Charakteristik von F gilt, wegen a): alternierend = schiefsymmetrisch, folgt die
Aquivalenz.

Also koénnen wir zusammenfassen, dass, falls char (F') # 2, dann sind die Eigenschaften
Alternierend und Schiefsymmetrisch dquivalent und Aussage 2) ist bewiesen.

d) Nach Voraussetzung, ist die Bilinearform sowohl alternierend als auch symmetrisch,

somit folgt aus 2), dass sie schiefsymmetrisch ist und (u,v) = (v,u) = — (u,v) Somit
folgt

2 (u,v) =0

< (u,v) =0

Damit ist gezeigt, dass eine Bilinearform mit den Eigenschaften Alternierend und Sym-
metrie nur die Nullform sein kann
Damit sind alle drei Aussagen bewiesen. O

Beispiel 1.7. Wir untersuchen nun ein Beispiel fiir eine alternierende Bilinearform.
Es wird folgen, wir bereits in Satz dass sie ebenfalls schiefsymmetrisch ist. Seien

7= ( U1 ) und @ = < “ ) € R2. Dann gilt fiir die Bilinearform (v, w) := det (u,v):

V2 U2
det (7, 7)) = det ( v )
V2 Vg

=V1-V2 — V201
=0



und

mw@:@%“1”>
V2 U2

= V1 U2 — V2 U]

= —(uy-vy —ug-vy)

= —det ( v )
Uz V2

= —det (@, V)
Das heifit (, ) ist eine alternierende und schiefsymmetrische Bilinearform.

Beispiel 1.8. Im Gegenzug zum vorangegangen Beispiel schauen wir uns nun eine Bili-
nearform an, welche zwar schiefsymmetrisch, aber nicht alternierend ist. Es sei V = F™
ein Vektorraum mit dem standardméfBigen inneren Produkt (, ) welches durch

(1‘17 7~Tn) : (yh 7yn) =T1Yy1 + ... + TpYn

definiert ist. Dieses ist zwar eine symmetrische Bilinearform, aber nicht alternierend, wie
bereits das einfache Beispiel:

(1,0,...,0)- (1,0,...,0) =1 #£0

zeigt.
Falls char (F') = 2 ist die Bilinearform (, ) auch schiefsymmetrisch, aber nicht alternie-
rend.

2 Matrix einer Bilinearform und Isometrien

Alle Definitionen Sétze und Anmerkungen dieses Kapitels, wenn nicht anders genannt,
basieren auf Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].

2.1 Darstellungsmatrix einer Bilinearform

Wir koénnen eine Bilinearform mit einer Matrix beschreiben. Dafiir bendtigen wir eine
geordnete Basis B = (b1, ...,b,) des Korpers V, welcher eine Bilinearform (, ) besitzt.
Die Bilinearform (, ) ist festgelegt durch die n x n Matrix mit den Werten

Mg = (aij) = ((bi,b5)); ;=1 n

Wir nennen die Matrix Mp die Matrix der Bilinearform (, ) oder kurz die Matrix von
(, ) beziiglich der geordneten Basis B. Weiters gilt, jede n x n Matrix iiber F' ist die
Matrix einer Bilinearform tiber V.



Satz 2.1. Sei B = (b1,...,b,) eine geordnete Basis fir den metrischen Vektorraum
(V,(,)); dann gilt fir die Matrix

Mp = ({b;, bj>)i,j:1,...,n’

dass
(2,y) = [z]5 M5 [4)5

Beweis. Wir schauen uns zunéchst das Produkt Mp [z]z an, indem wir fiir die leichtere
Ansicht Mg [z]z genauer unter die Lupe nehmen und dann im Folgeschritt das ganze
Produkt (2]} Mg [y] umformen. Fiir einen Vektor = = " r;b; gilt

MB[ ] (<blvb >) (J)j 1,...,n
<b1»b> rj

2=

ZTZ <bmb'>'r]
(57
b
(

<2w>
)

<bmx>

Also gilt:
<b1>x>
Mg [z]g = :
(bn, )
Analog gilt

(2] Mg = ((z,b1) ... (z,by)) .

Mit einem weiteren Vektor y = ), s;b;, folgt

(2] Ms [y]5 = ((,b1) - . (z, b))

Sn



Somit ist gezeigt, dass die Matrix My eindeutig definiert durch den Ausdruck [x]g Alylg =
(x,y) fir alle z,y € V und Mp = A. O

Satz 2.2 (Basiswechsel). Seien B = (b1,...,b,) und C = (c1,...,¢n) geordnete Basen
fiir den metrischen Raum V und (, ) eine Bilinearform auf V', mit der Matriz

Mpg = (<bi7bj>)i7j
dann gilt
Mc = Mé,BMBMQB,
wobei Mc g die Ubergangsmatriz von C auf B reprisentiert. (siehe dazu auch Steven

Romans Graduate Texts in Mathematics[1].)

Beweis. Wir zeigen den Basiswechsel, indem wir von Satz ausgehen und mittels
weniger Umformungen auf die gewiinschte Form bringen.

(@,y) = [2]3 M5 [yl
= ([ff]tc Mé,B) Mp (Me s y]c)
= [2]¢ (Mé,BMB (Me,5) [Z/]c)

Das zweite ,=* folgt dabei aus der Aussage [v]z = Mc g [v]., beziehungsweise [v]; =
[v]tc ME,B’ welche den Basiswechsel des Vektors v von der Basis C in die Basis B be-
schreibt.

Insgesamt folgt, da generell gilt fir eine Darstellungsmatrix M¢ die Eigenschaft (z,y) =
[m]tc Me [ylc gilt, durch Anwenden auf x = e;,y = e;, dass

Me = M sMgMe 5.

Somit ist gezeigt, dass der Basiswechsel von einer Basis B auf eine andere C mit der
Ubergangsmatrix Mc 5 gegeben ist. O

Definition 2.3. Zwei Matrizen A, B € M,, (F') heiflen kongruent, wenn es eine inver-
tierbare Matrix P gibt, sodass
A=P'BP

Die Aquivalenzklassen unter der Kongruenz nennen wir Kongruenzklassen.

Satz 2.4. Zwei Matrizen A beziehungsweise B reprasentieren, beziiglich geeigneter Basen
B beziehungsweise C, dieselbe Bilinearform genau dann wenn sie kongruent sind.

Beweis. Wir schauen uns bei diesem Beweis beide Richtungen getrennt voneinander an
und verwenden die Definition und den Satz 2.1

Wenn zwei Matrizen dieselbe Bilinearform auf V' représentieren, aber beziiglich verschie-
dener Basen, miissen die Darstellungsmatrizen kongruent sein, das folgt nach Definition



2.2)
Anders herum reprisentiere nun B = Mpg eine Bilinearform auf V' und es sei

A= P!'BP,
wobei P invertierbar ist, dann gibt es eine geordnete Basis C fiir V', sodass
P = Mc¢ 3,
und oben eingesetzt erhalten wir
A = M¢ zsMgMe .

Es gilt somit nach Defintion [2.1] A = M¢ und A représentiert dieselbe Bilinearform, aber
beziiglich C. O

Satz 2.5. Sei (, ) eine Bilinearform auf V und A = Mp = (a; ;) die Darstellungsmatriz
von (, ) beziiglich der Basis B = (v1,...,v,). Dann gilt fir ((vi,...,v,)):

1) Die Bilinearform (, ) ist orthogonal, genau dann wenn A symmetrisch ist, das heifst
A=At

2) Die Bilinearform (, ) ist schiefsymetrisch, genau dann wenn A schiefsymmetrisch ist,
das heifit A = — A

3) Die Bilinearform (, ) ist symplektisch, genau dann wenn A alternierend ist das heifst
A st schiefsymmetrisch und a;; = 0 fir alle i = 1,...,n. (siehe dazu auch Steven
Romans Graduate Texts in Mathematics[1].)

Beweis. Wir beweisen nur 3):
(<) : Sei z =Y, ayv; € V beliebig, dann folgt

(@,2) = 2] Al2]p

B
— Y oo

i,j=1,..n

= E aiai7jozj+ E aiai7jaj+ E Qa5 505

1>7 1<j i=j

=D ailaig +aji)ag + ) aiaijoy,
i>7 =7

und weil A schiefsymmetrisch ist folgt weiters

IZOQ"O'CL]'JFZO@'O-O[]'

i>j i=j
=0.

Also ist die Bilinearform alternierend, das heifit symplektisch.



(=) : Aus der Eigenschaft symplektisch beziehungsweise alternierend folgt
CLZ‘J == <’L)Z',Uj> == 0, fir i = j,
das heifit, die Eintrdge der Diagonale sind alle gleich 0.

Fiir die restlichen Eintrage wollen wir zeigen, dass a;; + a;j; = 0 gilt. Dafiir formen wir
um:

<’L)Z'—|—Uj,’l)i—|—vj> =0

< (vi, vi) + (vi, v5) + (vj,v3) + (v, v5) =0
& 04 (v, v5) + (vj,v:) +0=0

& <7),‘,Uj> + <vj,7),'> =0

S a;j+aj; =0

Somit ist gezeigt, dass A = A?, das heifit die Matrix A ist schiefsymmetrisch. O

2.2 Die Diskriminante einer Form

Wenn A und B kongruente Matrizen sind, dann gilt
det (A) = det (P'BP) = det (P)* det (B).

Somit unterscheiden sich det (A) und det (B) genau um einen quadratischen Faktor,
det (P)? € (F*)*.

Definition 2.6. Die Diskriminante A einer Bilinearform (, ) ist die Menge von De-
terminanten von allen Matrizen, welche jene Bilinearform (, ) darstellen. Daher, wenn
B = (vi,...,v,) eine geordnete Basis fiir einen Vektorraum V iiber einem Grundkorper
F ist, gilt

A = (F*)? det (Mp) = {r2det (Mg),0 # r € F}.

2.3 Isometrien

Definition 2.7. Es seien (V,(,)) und (W, (, )) metrische Vektorrdume. Wir nutzen
wieder die Notation (, ) fir eine Bilinearform fiir jeden dieser Rdume. Eine bijektive
lineare Abbildung 7: V — W wird Isometrie genannt, wenn

(Tu, 70v) = (U, v)

fir alle Vektoren u,v € V gilt. Wenn eine solche Isometrie von V nach W existiert,
heilen V und W isometrisch und wir schreiben V' =~ W. Es ist offenkundig, dass die
Menge aller Isometrien von V zu V' eine Komposition besitzt.

Anmerkung 2.8. Im Gegensatz zu reellen inneren Produkt-Rdumen, miissen wir die
Voraussetzung, dass 7 bijektiv ist, stellen, weil das nicht automatisch folgt, wie das
untere Beispiel zeigt.

10



Beispiel 2.9. Es sei ((u1,u2), (v1,v2)) = ujv; eine Bilinearform {iber den Raum R? und
7:R? = R2, 7 (u1,us) + (u1,0) eine lineare Abbildung.
Die Abbildung 7 erfiillt fiir alle u,v € R? die Eigenschaft (ru, mv) = (u,v):

(7 (u1,u2), 7 (v1,v2)) = ((u1,0), (v1,0)) = wrvr = ((ur,u2) , (v1,v2)),

aber ist nicht bijektiv, denn, man sieht sofort, dass das Bild von 7 zur Génze in R liegt
und somit eine echte Untermenge von R? ist.

Vormerkung: die folgenden Definitionen verwenden den Begriff der Singularitit, bezie-
hungsweise nicht-Singularitit, welcher erst im Kapitel der Orthogonalitit geklart wird.
Die Definitionen sind trotzdem hier bereits angefithrt, um den Definitionsfluss nicht zu
storen.

Definition 2.10. Wenn (V (, )) eine nicht-singuldre orthogonale Geometrie ist, dann
heifit eine Isometrie auf V' orthogonale Transformation. Die Menge O (V) aller or-
thogonalen Transformationen auf V' ist eine Gruppe unter einer Komposition, genannt
orthogonale Gruppe von V.

Definition 2.11. Wenn (V (, )) eine nicht-singuldre symplektische Geometrie ist, dann
heifit eine Isometrie auf V symplektische Transformation. Die Menge Sp(V') aller
symplektischen Transformationen auf V ist eine Gruppe unter einer Komposition, ge-
nannt symplektische Gruppe von V.

Satz 2.12. Es sei 7 € L(V,W) eine Lineare Transformation zwischen den endlichen
metrischen Vektorraumen (V,(,)) und (W, (,)). Zudem sei B = {v1,...,v,} eine Basis
fiir V. Dann ist T genau dann eine Isometrie, wenn T bijektiv ist und

(Tvi, TV5) = (V;,v5)
fir alle i, 7.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die eine Richtung, unter der Annahme, dass 7 eine Iso-
metrie zwischen V' und W ist und zeigen, dass die Folgerungen gelten. Danach schauen
wir uns die Gegenrichtung an und zeigen, dass wenn 7 bijektiv ist, so ist 7 eine Isometrie.

(=)

Wenn 7 eine Isometrie ist, so ist 7 bijektiv und (rv;, 7vj) = (v;,v;). Diese Aussagen
folgen direkt aus der Definition.

(<)

Umgekehrt, sei nun 7 bijektiv, dann ist zu zeigen

(v,w) = (Tv, TW) YV, W €V

Wir konnen v und w als Linearkombination darstellen:

v:Zavi undw:ZBwj

J
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dann

(v,w) = <Z avi,ZBwj>
i J
= Zazﬂj <vi,w]~) .

Weil nun nach Vorraussetzung (v;, w;j) = (7v;, Tw;) folgt nun weiter

(v,w) = Zazﬂj (vi, wy)

)

= Z Oéz',@j <7'Ui, ij>

i’j

(o) (gom)

= (Tv, TW)
In Summe ist nun die Aquivalenz gezeigt. O

Satz 2.13. Es sei wieder 7 € L(V, W) eine lineare Transformation zwischen den endli-
chen metrischen Vektorraumen (V,(,)) und (W,(, )). Es gelte nun, dass V orthogonal
ist und char(F) # 2. Dann ist T eine Isometrie, genau dann wenn T bijektiv ist und es
gilt

(Tv, V) = (V,V)

fir allev e V.

Beweis. Die Richtung ,,= “ ist offensichtlich.
Fiir die andere Richtung, “< ,, ist zu zeigen, dass

(v,w) = (T, TW) ,YV,W EV
Es gilt nach Voraussetzung

(v+w,v+w)={(T(v+w),(v+w))

= (1v,7V) + (Tw, TW) + 2 (TV, TW)
und auflerdem

(v+w, v+ w) = (v,v) + (w,w) + 2 (v, w)
= (tv, 7v) + (Tw, TW) + 2 (v, W)
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Daraus folgt

(v, 70) + (Tw, TW) + 2 (TV, TW) = (TV, TV) + (TW, TW) + 2 (V, W)
= 2(tv,Tw) = 2 (v, w)

= (Tv,Tw) = (v, W)

somit ist gezeigt, dass (Tv, 7w) = (v, w) und der Beweis ist erbracht. O

Satz 2.14. Es sei wieder T € L(V, W) eine lineare Transformation zwischen den endli-
chen metrischen Vektorriumen (V,(,)) und (W, (, )), Angenommen 7 :V ~ W ist eine
Isometrie und

V=SOStundWwW=T0T",

dann gilt, wenn 7S =T, so 7(S*+) = T+.

Beweis. Es seien z € S und t € T, dann konnen wir, wegen T' = 75, schreiben t = 75
flir ein s € S. Es folgt aus

(t2,t) = (T2,78) = (2,2) =0,

dass 7(S+) C T+ gilt, aber, da die Dimensionen gleich sind, folgt 7(S+) = T+ O

3 Quadratische Formen

Alle Definitionen Sédtze und Anmerkungen dieses Kapitels, wenn nicht anders genannt,
basieren auf Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].

Es gibt eine enge Verbindung zwischen quadratischen Formen auf V' und Bilinearformen
auf V.
Definition 3.1. Eine quadratische Form auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung
Q@ : V — F mit den Eigenschaften:
1) Firaller € F,v eV,
Q (rv) =1*Q (v)

2) Die Abbildung

(u,v)q == Q(u+v) = Q(u) - Q(v)
ist eine (symmetrische) Bilinearform
Anmerkung 3.2. Jede quadratische Form @ iiber V' definiert also eine symmetrische

Bilinearform (u,v)q auf V. Wir zeigen nun, umgekehrt, ist (, ) eine symmetrische Bili-
nearform auf V' und gilt char(F') # 2, dann ist

Q) =3

5 (@)
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eine quadratische Form, denn es gilt fiir ein r € F":

Q (rz) = % (ra,rz)

1
= —r(z,rx)

Somit ist die Form quadratisch. Gleichzeitig erkennt man an

(u,v)g = Q(u+v) —Q(u) —Q(v)

= (u—i—v,u—&—v)—%(u,u}—%(v,w
= 5 (Gt o)+ {o,u b)) = 2 () = 5 {0,0)
1 1

((u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)) — 3 (u,u) — 3 (v, v)

1
<’LL,U> + 9 <U,’LL> = <ua U>7

NN =N =N =

dass die Abbildung (u,v)qeine Bilinearform ist.

2) Man erkennt, dass die Abbildungen (, ) — @ und @ — (, ) zueinander invers sind
und daher gibt es eine Bijektion zwischen symmetrischen Biliniearformen auf V' und
quadratischen Formen auf V falls char (F') # 2. (siehe dazu auch Steven Romans Gra-
duate Texts in Mathematics[I].)

Anmerkung 3.3. Wenn wir auflerdem wieder die Annahme treffen, dass char(F") # 2
und falls B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis einer orthogonalen Geometrie (V(, ))
ist und die Matrix Mp = (ai,aj)L j=1,.n €ine Darstellungsmatrix der symmetrischen
Bilinearform (, ) auf V' ist, dann folgt mit Satz fir x = > z;v;

1 1 1
Q)= 2 {x,2) = 5 (2] M [2]5 = Z 5 i i
i\j

Damit ist @ (z) ein homogenes Polynom zweiten Grades in den Koordinaten x;. (siehe
dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].)
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Teil II
Orthogonalitat

4 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

Alle Definitionen Sédtze und Anmerkungen dieses Kapitels, wenn nicht anders genannt,
basieren auf Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].

Definition 4.1 (Orthogonalitét). Es sei (V, (, )) ein metrischer Vektorraum. Dann gilt:
1) zwei Vektoren x,y € V heiflen orthogonal, man schreibt « L y, wenn (x,y) = 0.

2) ein Vektor x € V ist orthogonal zur Untermenge S von V, wenn gilt (x,s) = 0 fiir
alle s € S.

3) Eine Untermenge T von V ist orthogonal zu einer Untermenge S von V', wenn gilt
(s,t) =0firalleteT und s € S.

Definition 4.2 (Orthogonales Komplement). Das orthogonale Komplement X+
einer Untermenge X von V ist der Unterraum:

Xt ={veVjpLX}.

Anmerkung 4.3. Es kommt nicht darauf an, ob die Form symmetrisch oder alternie-
rend ist, die Orthogonalitét ist jedenfalls eine symmetrische Beziehung. Also x 1 y ist
dquivalent zu y 1 z. Daher werden wir uns genau auf diese beiden Typen von Bilinear-
formen konzentrieren.

Anmerkung 4.4. Es gibt zwei Arten, wie ein Vektor ,,degeneriert sein kann. Er kann
zu sich selbst, oder gar zu jedem anderen Vektor in V' orthogonal sein. Dementsprechend
definieren wir die nachfolgenden Begriffe.

Definition 4.5. 1) Ein x € V, welches nicht dem Nullvektor entspricht heifit isotrop
(oder null), wenn (z,x) = 0, ansonsten heifit es nicht-isotrop.

2) V heift isotrop, wenn es zumindest einen isotropen Vektor enthélt, ansonsten heifit
V nicht-isotrop (oder anisotrop).

3) V heifit total isotrop, wenn alle Vektoren in V' isotrop sind.
Anmerkung 4.6. Wenn v € V ein isotroper Vektor ist, dann ist auch av fir alle a € F
ein isotroper Vektor.
Beweis. Wir zeigen dafiir, dass (v,v) = 0 = (av,av) = 0 fiir ein beliebiges a € F":
(av,av) = a (v, av)
= a(a(v,v))
=a® (v,v)
=a%.0

=0
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Um Vektoren v zu beschreiben, die zu Vektoren w # v orthogonal sind, definieren
wir die folgenden Begriffe:

Definition 4.7. Es sei (V, (, )) ein metrischer Vektorraum.

1) Ein Vektor v € V heiBt degeneriert, wenn v L V. Die Menge V- aller degenerierten
Vektoren heifit Radikal von V' und wird notiert mit rad (V). Also:

rad (V) =V+

2) V heit nicht-singulér oder nicht-degeneriert, wenn rad(V') = {0}.
3) V heiit singulédr oder degeneriert, wenn rad (V') # {0}.
4) V heif}t total-singulér oder total-degeneriert, wenn rad(V) = V.

Satz 4.8. Ein metrischer Vektorraum (V,(, )) ist nicht-singuldr genau dann wenn alle
reprasentierenden Matrizen Mp nicht-singuldr sind.

Beweis. Der Beweis erfolgt wieder in zwei Richtungen. Die Implikation beweisen wir
indirekt, indem wir die Existenz einer singuldren Matrix Mp annehmen und auf einen
Widerspruch fithren. Die andere Richtung des Beweises ergibt sich durch die logische
Folge der Vorraussetzung.

(=) :

Nach Voraussetzung ist rad (V') = 0. Angenommen eine der représentierenden Matrizen
Mp mit der Basis B = {by,bs,...,b,} sei singuldr. Dann gibt es ein w # 0 mit den
beiden Eigenschaften

W= Ay, b1 + ... Ay, by, und Mp [w]g =0

woraus folgt
[v]g Mp [w]g =0= (v,w) =0Vv e V

=swlov,YveV.

Daher w € rad (V'); das heifit (V, (, ,)) ist singulér, was einen Widerspruch darstellt.
(<) :

Wenn alle repriasentierenden Matrizen Mg nicht-singuldr sind, dann gilt fiir jedes v €
Vio # 0 : [M]g[v]z # 0. Folgend existiert ein w € V mit [w]' [M],[v]z # 0, woraus
weiter folgt (w,v) # 0 und ist somit klar, dass v ¢ rad (V)Vv € V,v # 0. Also ist V
nicht singulér.

Somit ist die Aquivalenz der Eigenschaft der nicht-Singularitit von einem metrischen
Vektorraum (V, (, )) und dessen représentierenden Matrizen Mp gezeigt. O

Anmerkung 4.9. Es gilt anzumerken, wenn S ein Unterraum eines metrischen Vektor-
raums (V, (, )) ist, dann ist S = (S, (), ) ebenfalls ein metrischer Vektorraum. Unter

X8

rad (S) verstehen wir dann das Radikal des metrischen Vektorraumes (S, (, >|SXS). Das
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heift rad (.5) ist die Menge der Vektoren von S welche degeneriert in S sind. Wenngleich,
S+ die Menge aller Vektoren in V bezeichnet, welche orthogonal zu S sind; daher gilt

rad (§) = SN S+,
Alternativ gilt rad(S) = S5, wobei S5 :={v € S: (v,8) =0Vs € S.
Anmerkung 4.10. Da S C S+ gilt

rad (§) = SN S+ C $HEN S =rad (1),

wodurch gezeigt ist, wenn S singulir ist, so ist es auch S=.

Beispiel 4.11. Wir betrachten V (2,4) := Fy, ein Vektorraum iiber Fy, der Dimension
4, mit dem Standard Skalarprodukt, wie aus Beispiel FEine Untermenge davon wére

S = {0000, 1100,0011,1111}.

Es gilt S = S5, was bedeutet, dass S total singulir ist. Gleichzeitig ist V (4,2) nicht
total singulér.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass S total singulér ist, indem wir zeigen, dass jedes
Element orthogonal zu jeden anderem Element in § ist.

(0000, 0000) = 0 = 0 (mod 2)
(0000, 1100) = 0 = 0 (mod 2)
(0000,0011) = 0 = 0 (mod 2)
(0000, 1111) = 0 = 0 (mod 2)
(1100,1100) = 2 = 0 (mod 2)
(1100,0011) = 0 = 0 (mod 2)
(1100, 1111) = 2 = 0 (mod 2)
(0011,0011) =2 = 0 (mod 2)
(0011,1111) = 2 = 0 (mod 2)
(1111,1111) = 4 = 0 (mod 2)

Dadurch, dass das Skalarprodukt symmetrisch ist, ist nun gezeigt, dass jedes Element
von S orthogonal zu jeden anderem Element von S ist, wodurch gilt S = S15 und somit
heifit S total singular.
Wir zeigen nun, dass V' nicht singulér ist. Das bedeutet rad(V') = {0}.
Fiir Elemente mit genau einer vorkommenden 1 gilt, dass sie zu sich selbst nicht ortho-
gonal sind:

(1000,1000) = 1 =1 (mod 2)
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Fiir Elemente mit genau zwei vorkommenden len gilt, dass sie zu Elementen, bei denen
genau ein 1 an einer derselben Stellen ist, nicht orthogonal sind:

(1100,0100) = 1 = 1 (mod 2)

Fiir Elemente mit genau drei vorkommenden 1 gilt, dass sie zu sich selbst nicht orthogonal
sind:
(1110,1110) = 3 =1 (mod 2)

Fiir das Element 1111 gilt, dass es zum Beispiel zu 1000 nicht orthogonal ist:
(1111,1000) = 1 =1 (mod 2)
Somit ist gezeigt, dass rad(V) = 0 und somit ist V' nicht singular. O

Satz 4.12. Es sei V ein Vektorraum mit einer Bilinearform (, ) und z,y € V. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:
1) Orthogonalitdt ist eine symmetrische Beziehung, also

zly=ylx

2) Die Form aufV ist symmetrisch oder alternierend, also V ist ein metrischer Vektor-
raum.

Beweis. Die Richtung ,(1) < (2)“ist offensichtlich nach Satz welcher besagt, dass
aus der Eigenschaft Alternierend Symmetrie oder Schiefsymmetrie folgt.

Wir zeigen nun die andere Richtung (1) = (2). Fir das weitere Vorgehen fiithren wir
eine neue Symbolik ein. Aus praktischen Griinden bedeute nun z x y, dass (x,y) = (y, z)
und = X V, dass (x,v) = (v,x) fiir alle v € V. Falls  x V fiir alle z € V, dann ist V
orthogonal, das heifit ( , ) ist symmetrisch, und der Beweis ist erfiillt. Daher werfen wir
nun einen Blick auf 2V, und versuchen

xXV = (z ist isotrop und (z xy =z L y)) (*)
7 zeigen.

Wenn wir die zweite Folge (z x y = x L y) gezeigt haben, folgt aus x X z, dass x
isotrop ist, das heifit dass auch die erste Folge gilt. Sei nun also x X y. Da x)}V, muss
es ein z € V geben, fir das gilt (z,z) # (z,z). Damit gilt (x, z) — (z,2) # 0 und daher
gilt x | y genau dann, wenn

(z,y) - (2, 2) = (z,2)) = 0.
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Durch Umformen erhalten wir:

Somit impliziert die Symmetrie der Orthogonalitdt, dass (z,y) = 0 und die Aussage
x Xy =z Ly ist bewiesen. Also gilt (*).

Nehmen wir nun an, dass (, ) nicht symmetrisch ist. Wir zeigen nun, dass alle Vektoren
in V isotrop sind, woraus folgt, dass die Bilinearform (, ) alternierend ist.

Da V nicht orthogonal ist, existieren u,v € V fir welche u)v und somit uxV und vV
Daher folgt aus (*), dass () v und v isotrop und fiir alle y € V gilt

yMu=ylu yxov=y L. (+)

Da alle Vektoren w € V fiir die gilt wxV schon nach (x) isotrop sind, das heifit die
Bedingung fiir alternierend ist erfiillt, soll nun die Annahme gelten, dass w x V. Dann
folgt w X w und w x v und somit w L w und w L v, wegen (+). Wir schreiben

w=(w—u)+u.
Mit w L u und der Isotropie von u folgt nun
(w—u,uy = (w,u) — (u,u) =0 —0,

und wir sehen w—wu L u. Da die Summe von zwei orthogonal isotropen Vektoren isotrop
ist, folgt, dass w isotrop ist, falls w — u isotrop ist. Da nun uX@v folgt aber

(w—u,v) = — (u,v) # — (v,u) = (v,w — u)

und somit (w — u) XV, was heifit, dass w — u isotrop nach (x) ist. Somit ist gezeigt,
dass auch w isotrop ist. Also sind alle Vektoren von V' isotrop und es folgt (, ) ist
alternierend. ]

Anmerkung 4.13 (Orthogonale und Symplektische Geometrien). Wenn ein metrischer
Vektorraum (V, (, )) sowohl orthogonal als auch symplektisch ist, dann ist die Form
symmetrisch und schief-symmetrisch und daher

(u,v) = (v,u) = — (u,v).

Folglich, wenn char(F') # 2, dann ist V' genau dann orthogonal und symplektisch, wenn
V total degeneriert ist.
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Wenn char (F') = 2, dann gibt es orthogonale symplektische Geometrien, welche nicht
total degeneriert sind. Zum Beispiel, es sei V' = span (u, v) ein zwei-dimensionaler Vek-
torraum, welcher eine Form auf V' definiert, deren Matrix mit

0 1
gegeben ist. Da M sowohl symmetrisch als auch alternierend ist, so ist es auch die Form.

5 Orthogonales Komplement und Orthogonale Summe

Alle Definitionen Séitze und Anmerkungen dieses Kapitels, wenn nicht anders genannt,
basieren auf Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].

Definition 5.1. Ein metrischer Vektorraum (V,(,)) ist die orthogonale direkte
Summe der Unterrdume S und 7', geschrieben als

V=5SQOT,
wenn V=S& T und S L T.

Anmerkung 5.2. 1) Bei allgemeinen metrischen Vektorrdumen, das heiit wenn (, )
singular ist, gilt, dass ein orthogonales Komplement kein Vektorraum Komplement sein
muss. Tatsachlich zeigt Beispiel dass es Fille gibt, bei denen S+ = § gilt. In
anderen Féllen, zum Beispiel, wenn v € V', wobei (V, (, )) ein metrischer Vektorraum
ist, degeneriert ist, dann ist (U)J' = V. Trotzdem, ist das orthogonale Komplement von
S ein Vektorraum Komplement, genau dann wenn entweder die Summe V = S + S+
oder die Schnittmenge SN .S+s = {0}, wobei das letztere bedeute, dass S nicht-singulér
ist.

2) Einige Eigenschaften der Orthogonalitit in reellen inneren Produktraumen kénnen auf
nicht-singuldre metrische Vektorraumen {ibertragen werden. Weiters zeigt das Kapitel
iiber das Radikal, dass die Beschrénkung auf nicht-singulére Raume nicht schwerwiegend
ist.

Satz 5.3. Es sei 7 € L(V,W) eine lineare Transformation zwischen den endlich-
dimensionalen metrischen Vektorriumen (V,(,)) und (W,(,)). Angenommen 7 : V =
W ist eine Isometrie und es gilt

V=85OSt undwW=T0 T

dann folgt aus 7S =T, dass T (SL) =Tt

Beweis. Wir zeigen 7 (SL) = T+ indem wir die Orthogonalitiit der Elemente mit der
Billinearform priifen.
Es sei t € T, dann gilt ¢t = 7s fiir ein s € S, weil 7S = T. Es folgt mit z € S+

(Tz,t) = (T2,7T8)
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und wegen gilt nun
(Tz,78) = (2,5).

Da nun z € S+ und somit z L s gilt, folgt
(z,8) =0

Also
(tz,t) =0Vt € T.

Somit ist 7 (SL) C T+, aber da dim(7(S+)) = dim(7%), folgt die Gleichheit 7 (SJ-) =
T+

Die eben genannte Gleichheit der Dimensionen folgt, weil 7.8 = T' = dim (S) = dim (7')
und dim (V) = dim (W), was gegeben ist, weil 7 bijektiv ist und somit folgt mit der
Dimensionsformel, dim (SJ-) = dim (V) — dim (S) = dim (W) — dim (7') = dim (TL)
das heift wir erhalten dim (T (Si)) — dim (Ti) 0

6 Orthogonale Zerlegung einer Bilinearform
Alle Definitionen Sétze und Anmerkungen dieses Kapitels, wenn nicht anders genannt,
basieren auf Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].

Der Riesz Darsellungssatz besagt, dass jede lineare Funktion f auf einem endlich-
dimensionalen reellen oder auch komplexen Innenproduktraum (V (, )) mit einem Riesz-
vektor Ry € V dargestellt werden kann:

f)=(v,Ry) ,YveV.

Ahnliche Ergebnisse halten nicht-singulire metrische Vektorrdume bereit.
Es sei (V,(,)) ein metrischer Vektorraum tiber einem Koérper F. Es sei zudem z € V
und die Abbildung (-, x) : V — F definiert als

(,x)v=(v,x).

Dabei handelt es sich offenkundig um eine lineare Funktion, daher kénnen wir eine lineare
Abbildung 7: V — V*

T = (-,T)

definieren. Die Bilinearitit der Form ergibt die Linearitdt von 7 und der Kern von 7 ist
definiert durch

ker (1) ={z € V| (V,z) = {0}} =Vt =rad (V).

Injektivitdt bei linearen Funktionen folgt, wenn ausschliefllich der Nullvektor auf den
Nullvektor abgebildet wird. Daher ist 7 injektiv genau dann, wenn V' nicht-singular ist.
(siche dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].)
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Satz 6.1 (Der Riesz Darstellungssatz). Es sei (V, (, )) ein endlich-dimensionaler nicht-
singuldrer metrischer Vektorraum. Die Abbildung 7 : V — V* definiert durch

T = (-,)
ist ein Isomorphismus. (siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1].)

Beweis. Wir zeigen, dass die Abbildung bijektiv ist, wodurch der Rest der Behauptung
folgen wird. Es handelt sich bei 7 um eine lineare Abbildung, von V' zu V* mit ker (7) =
rad (V). Die Injektivitat folgt daher aus der nicht-Singularitdt von V. Die Surjektivitat
folgt aus der Injektivitat und

dim (V') = dim (V*)

Somit folgt, dass es fiir jedes f € V* einen eindeutigen Vektor = € V gibt, fiir den gilt:

fv={(v,z)
fur alle v € V. O

Satz 6.2. Das gilt fir nicht-singuldre metrische Vektorraume (V,(,)), er kann aber
auf singuldre Unterrdume S C V ausgeweitet werden. Die Idee ist, dass jedes linearen
Funktional f € S* zu einem linearen Funktional f auf V erweitert werden kann, wobei
der Riesz Vektor definiert ist als

fo=(v.Rs) = (- By)v

Damit hat f jene Form mit einem Riesz Vektor Ry € V', aber es gilt nicht unbedingt
Rf es.

Satz 6.3 (Der Riesz Dartstellungssatz fiir Unterrdume). Es sei S C V' ein Unterraum
des metrischen Vektorraums (V, (,)). Wenn entweder V' oder S nicht-singuldr ist, dann
ist die lineare Abbildung T :V — S*, definiert mit

Tr= (1) |s,

surjektiv und hat den Kern S*V. Jedes f € S* ist also von der Form f(s) = (s,v) fiir ein
allgemeines, nicht eindeutig bestimmtes v € V. Ist S nicht singuldr, dann kann v € S
gewdhlt werden und dann ist v eindeutig bestimmt. (siehe dazu auch Steven Romans
Graduate Texts in Mathematics[1)].)

Beweis. Die Abbildung 7 ist, weil entweder V oder S nicht-singulér ist, surjektiv nach
Satz und hat den Kern Stv. Daher gibt es einen (nicht unbedingt eindeutigen)
Vektor 2 € V', sodass f(s) = (s, x) fiir alle s € S. Weiters gilt, ist S nicht-singuldr, dann
ist nach Satz 7 : S — S* bijektiv und es folgt Jv € S mit f(s) = (s,z), wobei v, s
eindeutig bestimmt sind. O
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Satz 6.4. Es sei (V,(,)) ein endlich dimensionaler metrischer Vektorraum, dann gilt
V=rd(V)(©O S,
wobei S ein nicht-singuldr Unterraum und rad(V') total singuldr ist.

Beweis. Wir zeigen zunidchst die nicht-Singularitdt von S und schauen uns dann an,
wieso rad (V) total-singulér ist.

Es sei S C V ein Vektorraumkomplement von rad (V'), also
V=rad(V)®S.
Somit gilt rad (V) NS = {0}. Wegen rad (V) = V+ gilt rad (V) L S, und es folgt:
V=rad(V)® S. (*)
Sei s € S mit (s,s’) = 0 fur alle &' € S, dann folgt (s,v) = 0 fiir alle v € V, da

V =rad(V & 95). Also ist s € Rad(V') und es folgt s € rad(V N.S) = {0}, womit s = 0.
Das heifit S ist nicht-singulér.

Nun gilt fiir alle z € rad(V) : (z,v) = 0, fur alle v € V, wordurch folgt (z,v) =0,
fir alle v € rad(V'), was der totalen Singularitdat von V' entspricht. O

Satz 6.5. Es sei S C V ein Unterraum eines endlich-dimensionalen metrischen Vek-
torraums V. Falls V' oder S nicht-singuldr sind, dann gilt

dim (S) + dim <Sl) = dim (V)

weiters gilt: die folgenden Aussage sind dquivalent:

a) V=5+8+
b) SN S+ = {0}
) V=80 St

Beweis. Zunéchst erlautern wir, wieso dim (5) + dim (S J‘) = dim (V') gilt. Dann folgen

wir daraus, die Aquivalenz der drei Aussagen a) b) und c).

Zunéchst folgt, aufgrund der Eigenschaften der Abbildung 7 : V' — S*, welche im Satz
[6-3] gezeigt sind, — es handelt sich um die Surjektivitdt und, dass die Abbildung den
Kern S+ besitzt —, mit der Dimensionsformel

dim (§*) + dim (S*) = dim (V).
Wegen dim (S*) = dim (5), gilt nun

dim ($) + dim ($+) = dim (V).

23



a = b:

Angenommen unter der Bedingung von a) gelte
Snst# {0},
dann gilt
dim (Sn.5%) >0

und S N St enthélt nicht nur triviale Elemente, welche sowohl in S, als auch in S+
enthalten sind und somit fiir die Dimension von V wieder abgezogen werden miissten,
das heif}t, es gilt

dim (V) = dim ($) + dim ($*) — dim (51 5*).

Das wire aber ein Widerspruch zu a). b = a:
Wegen S N S+ = {0} ist die Dimensionsformel mit
dim(S + §*) = dim () + dim (S*+) = dim (V)
erfiillt. Somit folgt
V=25+84
und es ist gezeigt, dass aus der Aussage b) die Aussage a) folgt.
b = c:

Da SN S+ = {0} und dim (S) + dim (SL) = dim (V) folgt

V=Sa&st
und weil S 1 S+ ist
V=505
Somit folgt aus der Aussage b) die Aussage c).
c = b:
Diese Richtung ist offensichtlich.
O

Satz 6.6. Es sei S C V ein Unterraum eines endlich-dimensionalen metrischen Vek-
torraums V. Dann gelten, falls V' nicht-singuldr ist, die folgenden Aussage:

a) St =5

b) rad(S) = rad (S*)

¢) S ist genau dann nicht-singulir, wenn S-+nicht-singuldr ist.
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Beweis. Um die Aussagen a) zu beweisen, miissen wir Bezug auf den vorangegangen
Satz nehmen, die anderen beiden Aussagen folgen aufgrund von Definitionen.

a):

Da V nicht-singulér ist, gilt fiir S C V, wegen [6.5] wieder die Dimensionsformel

dim ($) + dim ($*) = dim (V)
Insbesondere, weil S+ C V gilt auch wieder wegen Satz ebenso
dim (%) + dim ($+4) = dim (V)

Durch Gleichsetzen folgt

dim (8) + dim (%) = dim ($*) + dim (54+)

= dim ($) = dim (5+)
Da nun S C S+ muss gelten
S =5+t

und die Aussage a) ist gezeigt.
b):

Per Definition gilt
rad () = SN S+

und
rad (SJ‘) =Stngstt
Nun gilt wegen a), dass S = S+ und daher
rad (§) = SN+ = s+ N st = g4 g = rad (51).
Daher ist nun die Aussage b) bewiesen.
c):

Wenn S nicht-singulér ist gilt
rad (S) = {0}

und wegen b) gilt, rad (S) = rad (SL> und somit folgt aus der nicht-Singularitiat von S,
dass

rad (SL) = {0}

und somit ist S+ nicht-singulir. Analog folgt aus der nicht-Singularitdt von S+ die
nicht-Singularitét von S, wodurch nun auch c¢) bewiesen ist.
O
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Der vorangegangene Satz kann im allgemeinen nicht strenger gefasst werden. Um
das zu zeigen, diene das nachfolgende Beispiel.

Beispiel 6.7. Ist V singular, dann gilt Satz[6.6] nicht. Wir geben ein Beispiel. Gegeben
sei der zwei-dimensionale metrische Vektorraum
(V = Span (u7v) ) <7 >)7 mit

(uyuy =1 (u,v) =0, (v,v) =0

Wenn wir einen Unterraum S = span (u) betrachten, dann ist S+ = span(v). Nun
ist S nicht-singuldr, aber S+, wegen der Eigenschaft (v,v) = 0 sehr wohl. Das heifit
Aussage c) aus Satz gilt nicht, namlich S ist genau dann nicht-singulir, wenn S+

nicht singuldr. AuBerdem ist rad (S) = {0} und rad (Sl> = S+, somit auch Aussage

b), rad (S) = rad (Sl>, von Satz nicht. Zum Schluss gilt auch noch S*+ =V # S,
womit auch die Aussage a), ST+ = S von Satz nicht gilt.

7 Hyperbolische Raume
Alle Definitionen Sétze und Anmerkungen dieses Kapitels, wenn nicht anders genannt,
basieren auf Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].

Fin spezieller Typ von zwei-dimensionalen metrischen Vektorrdumen spielt eine wichtige
Rolle in der Struktur von metrischen Vektorrdumen.

Definition 7.1 (Hyperbolisches Paar). Es sei (V, (,)) ein metrischer Vektorraum. Ein
hyperbolisches Paar ist ein Paar von Vektoren u,v € V fiir welche gilt

(u,uy = (v,v) =0, (u,v) =1

Anmerkung 7.2. Wenn der metrische Vektorraum (V, (, )) orthogonal ist, gilt, (v, u) =
1. Ist jedoch der metrische Vektorraum (V, (, )) symplektisch, gilt (v, u) = —1. Auerdem
ist im symplektischen Fall stets (u,u) = (v,v) = 0 per Definition, was im orthogonalen
Fall nicht gelten muss und daher Teil der Annahmen ist. In beiden Féllen kann jedoch
die folgende, Definition formuliert werden.

Definition 7.3. (Hyperbolische Ebene): Es sei (V, (, )) ein metrischer Vektorraum und
u,v € V ein hyperbolisches Paar. Dann heifit der Unterraum H = span (u, v) hyperbo-
lische Ebene.

Definition 7.4. (Hyperbolischer Raum): Es seien nun H; Hyperbolische Ebenen, dann
wird ein jeder Raum in der Form

H=H (O O Hy

hyperbolischer Raum genannt.
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Definition 7.5. (Hyperbolische Basis): Es seien u;,v; € (H;, (, )) hyperbolische Paare
fiir eine jede Hyperbolische Ebene H; und H = Hy () - - - () H, ein hyperbolischer Raum,
dann nennen wir die Basis

(ul,vl, . ,’LLk,Uk)

eine hyperbolische Basis von H. Im symplektischen Fall nutzen wir den Begriff sym-
plektische Basis.

Satz 7.6. Jeder hyperbolischer Raum H ist nicht-singuldr.

Beweis. Angenommen, H sei singulér, also es géibe ein x # 0 € H, derart, dass (z,y) =0
fir alle y € H gilt. Wir kénnen z in der Linearkombination mit den Basisvektoren
(u1,v1,...,uk, vg) anschreiben.

T = Z a;u; + Biv;
i

Also miisste fiir alle Basisvektoren v; gelten:

)

(x,v5) = <Z o + Bivs, ’Uj> = Z (e (ug, v;) + Bi (vi,v5)) =0
i

Da, wegen Hy L ... L Hj, nun fiir alle ¢ und j (v;,vj) = 0 gilt, sowie fiir alle ¢ # j,
(ui,vj) = 0 gilt, (fir i = j gilt (u;,v;) = 1), folgt nun

(r,v5) =a; =0,
Analog folgt fiir alle Basisvektoren wu;

(uj,z) =B; =0
und es folgt

x:ZO-ui—i—O-vi:O.
i

Also ist x der Nullvektor, was einen Widerspruch zur Grundannahme darstellt und somit
folgt H ist nicht-singulér. O

Anmerkung 7.7. Im orthogonalen Fall kénnen Hyperbolische Ebenen durch ihren Grad
der Isotropie charakterisiert werden. Im symplektischen Fall sind alle Raume total isotrop
per Definition.

Beispiel 7.8. Eine zwei-dimensionale, nicht-singuldre, orthogonale Geometrie V' ist eine
hyperbolische Ebene, genau dann wenn V genau zwei eindimensionale, isotrope Unter-
rdume besitzt. Anders gesagt, der Kegel der isotropen Vektoren ist die Vereinigung zweier
eindimensionaler Unterrdume von V.

(=):
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Wenn V eine zwei-dimensionale hyperbolische Ebene ist, dann besitzt sie die Basis (u, v),

derart, dass
(u,u) = (v,v) =0, (u,v) = 1.

Also sind die beiden Unterrdume span (u) und span (v) von V isotrop.
Diese sind die einzigen isotropen Unterrdume, denn fiir jeden beliebigen anderen Unter-
raum U CV und x € U C V gilt

T = au+ fv

und somit
0 = (z,z) = (au + Bv, au + fv) = 2o (u,v) = 2a3
= a=0oder =0

Somit ist gezeigt, dass x € span(U) oder x € span(V).

(<)

Angenommen eine nicht-singuldre, orthogonale Geometrie V' besitzt genau zwei ein-
dimensionale, isotrope Unterraume. Dann gibt es zwei Vektoren v’,v" € V fiir die gilt

(W u'y =)y =0
Es bleibt (u/,v’) zu untersuchen. Angenommen
(u',v") =0.
Da o/, v linear unabhéngig sind, wiirde fiir alle z,y € V gelten

z,y € span (u',v")

und somit
(z,y) =0,

was einen Widerspruch zur nicht-Singularitéit darstellen wiirde. Es muss also gelten
(u',v") #0.

Wir setzen nun u := (UZ‘;},> und v = v’ und es folgt

AuBlerdem gilt wegen span (u) = span (u’) und span (v) = span (v'), dass
(u,u) = (v,v) =0

und somit bilden v und v ein hyperbolisches Paar, welches V' aufspannt. Also ist V' eine
hyperbolische Ebene.
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Teil 111
Klassifikation

8 Klassifikationsproblem fiir metrische Vektorraume

Beim Klassifikationsproblem fiir eine Klasse von metrischen Vektorrdumen (sowohl or-
thogonal, als auch symplektisch), geht es darum herauszufinden, ob zwei metrische Vek-
torrdume aus jener Klasse isometrisch sind. Das Problem gilt als gelost, zumindest theo-
retisch, wenn eine Menge kanonischer Formen oder eine komplette Menge von Invarianten
fiir Matrizen unter der Bedingung der Kongruenz gefunden ist. Um zu verstehen warum,
nehmen wir an, dass 7 : V. — W eine Isometrie und B = (v1,...,v,) eine geordnete
Basis fiir V' ist. Dann ist C = (71, ...Tv,) eine geordnete Basis fiir W und es gilt

Mg (V) = ((vi,v5)) = ((T0i, 7v5)) = Mc (W).

Daher ist die Kongruenzklasse der Matrizen, welche V' darstellt identisch mit der Kon-
gruenzklasse der Matrizen, welche W darstellt.

Auf der anderen Seite, angenommen V und W sind metrische Vektorrdume mit dersel-

ben Kongruenzklasse von Darstellungsmatrizen. Dann gilt, wenn B = (vy,...,v,) eine
geordnete Basis von V ist, dann gibt es eine geeordnete Basis C = (w1, ..., wy,) fir W,
sodass

((vi,v)) = M (V) = Mc (W) = ({wi, w;)) .

Daher ist die Abbildung 7 : V — W, welche mit 7v; = w; definiert ist, eine Isometrie
von V zu W.

Somit ist also gezeigt, dass zwei metrische Vektorrdume genau dann isometrisch sind,
wenn es Basen B in V und C in W gibt, sodass die Darstellungsmatrizen Mp(V') und
Mc (W) kongruent sind. Daher kénnen wir nun, unter der Verwendung von kanonischen
Formen oder Mengen kompletter Invarianten, herausfinden, ob zwei metrische Vektor-
rdume isometrisch sind, indem wir bestimmen, ob die jeweiligen Darstellungsmatrizen
zur selben kanonichen Form kongruent sind. (siehe dazu auch Steven Romans Graduate
Texts in Mathematics[I].)

9 Klassifikation symmetrischer Bilinearformen

Alle Definitionen Sétze und Anmerkungen dieses Kapitels, wenn nicht anders genannt,
basieren auf Steven Romans Graduate Texts in Mathematics|[1].

Als Beiwerke fiir das Kapitel 9 seien jedoch Serre, J.P. A course in Arithmetic Chapter
1V, Paragraph 2 und 3 zu nennen. Sie komplettieren die Klassifikation der quadratischen
Formen iiber Qp und Q. Da diese Klassifikationssidtze derart komplex sind, dass sie den
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Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirden, seien die beiden Paragraphen an dieser Stelle
lediglich erwéahnt und nicht nédher behandelt. (siehe [5] und [6]).

9.1 Die Struktur von orthogonalen Geometrien

Wir unterscheiden fiir die Klassifikation von orthogonalen Geometrien zwischen jenen,
die auch symplektisch sind und jenen, die es nicht sind. Wie wir gleich sehen werden,
haben nahezu alle orthogonalen Geometrien V' eine Orthogonalbasis. Im Gegenzug ha-
ben symplektische Geometrien nur im total degenerierten Fall eine Orthogonalbasis.
Orthogonale nicht-symplektische Matrizen haben immer eine Orthogonalbasis, wie wir
spater sehen werden (Satz . Orthogonale symplektische Geometrien haben hinge-
gen genau dann eine Orthogonalbasis, wenn sie total degeneriert sind. Weiters, fiir
char(F) # 2 sind alle orthogonalen symplektischen Geometrien total degeneriert und
haben somit eine Orthogonalbasis. Nur mit der Bedingung char(F") = 2 gibt es orthogo-
nale symplektische Geometrien, welche nicht total degeneriert sind und die somit keine
Orthogonalbasis besitzen (siehe dazu Satz [10.8)).

Wenn wir also orthogonale symplektische Geometrien mit char(F') = 2 exkludieren, kon-
nen wir sagen, dass alle orthogonalen Geometrien eine Orthogonalbasis besitzen.

Wenn ein metrischer Vektorraum V' eine Orthogonalbasis hat, ist der néchste Schritt
nach einer Orthonormalbasis zu suchen. Wenn jedoch V singulér ist, dann gibt es einen
Vektor v € V- mit v # 0. Ein solcher Vektor kann niemals durch eine Linearkombina-
tion von den Vektoren einer Orthonormalbasis {u,...,u,} dargestellt werden, da fiir
alle Linearkoeffizienten zu den Basisvektoren u; € {u1,...,u,} gilt (v,u;) = 0.

Jedoch, selbst wenn V' nicht-singulér ist, heifit das nicht, dass stets eine Orthonormalba-
sis existiert. Die Frage, nach einer Orthonormalbasis ist abhéngig von den Eigenschaften
des Grundkorper. Im spéteren Verlauf schauen wir uns daher die drei Félle an: algebra-
isch abgeschlossene Korper, die reellen Zahlen und endliche Korper.

Auch zu erwéhnen sei, dass auch wenn V eine Orthogonalbasis besitzt, fiihrt das Gram-
Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren nicht notwendigerweise zu einer solchen Ba-
sis, weil selbst nicht-singuldre orthogonale Geometrien isotrope Vektoren besitzen, wo-
durch die Division durch (u,u) = 0 problematisch ist, wie das untenstehende Beispiel
zeigt. (siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].)

Beispiel 9.1. Gegeben sei die hyperbolische Ebene H = span (u, v) und fir den Grund-
korper F' gilt char (F) # 2. Wir zeigen, dass das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisie-
rungsverfahren nicht verwendet werden kann, um eine orthogonale Basis zu finden, ob-
wohl es eine Orthogonalbasis B = {u + v,u — v} gibt.

Da H eine hyperbolische Ebene ist, miissen u, v ein hyperbolisches Paar sein, fiir welches
gilt (u,u) = (v,v) = 0. Das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren sieht nun
aber bei einer gegebenen Basis {u,v} von H vor, dass die Vektoren einer orthogonalen
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Basis w; und wy mittels
(u, v)

u
(v,v)
gefunden werden kénnen. Da aber nach Voraussetzung (u,u) = (v,v) = 0, liegt eine
Division durch 0 vor und das Verfahren versagt.
Jetzt ist noch zu zeigen, dass B = {u + v,u — v} tatséchlich eine orthogonale Basis
der hyperbolischene Ebene H = span (u, v) darstellt. Einerseits miissen wir dazu zeigen,
dass die beiden Vektoren u 4+ v und v — v linear unabhéngig sind und andererseits, dass
die Basis B = {u + v,u — v} ein erzeugendes System von H ist.
Die beiden Vektoren u 4+ v und v — v sind linear unabhéngig weil die Gleichung

w) = U, Wy =0V —

AMu+v) = (u—wv)
SAMu—-—ut+tv+ov=0
SA=-1Du+A+1)v=0

nur dann erfiillt ist, wenn A = 1 und A = —1, das heifit, es gibt keine Losung und somit
ist die lineare Unabhéangigkeit gezeigt.

Die Basis B = {u + v,u — v} erzeugt H = span (u,v). Da H = span (u,v), erzeugen
die Vektoren u und v die Hyperbolische Ebene H und es muss fiir alle Vektoren h € H
gelten, dass

h=M -u+ X -v,
wobei A1, Ay € F. Unser Ziel ist es
h = X3(u+v) + Ag(u—v)
zu erreichen. Also betrachten wir umgekehrt die Gleichung

A+ Aov = A3(u +v) + Ag(u —v)
S AU+ Av = Azu + A3v + Mu — Mg
S AMu+ v = (A3 + A)u+ (A3 — M\q)v
S A =A3+ XM und Ay = A3 — g
S A3=A —Agund Ay = A3 — Ao
SA3=M—(A3—=A)und Ay =X — A\ — Xy
:)\1+)\2 und)\4:)\1;)\2

Das heifit das Gleichungssystem ist l6sbar und w + v, u — v sind ein Erzeugendensystem
fir H.

Also ist B = {u + v,u — v} eine Orthogonalbasis von H = span (u,v), denn es gilt
(u+v,u—v) = (u,u) — (v,v) =0—-0=0.

Alternativ ldsst sich auch wie folgt argumentieren: da u + v,u — v linear unabhéngig
sind und dim(H) = (u,v) = 2 folgt auch direkt, dass (v + v,u — v) den Vektorraum H
erzeugt.

S g
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9.2 Orthogonalbasis

In diesem Unterkapitel schauen wir uns an, wie fiir eine orthogonale Geometrie, sei sie
nun auch symplektisch oder nicht, eine orthogonale Basis hergeleitet werden kann.

Es sei V eine orthogonale Geometrie. Wie wir spéter sehen werden in , wenn V'
auch symplektisch ist, dann hat V eine orthogonale Basis, genau dann wenn, V total
degeneriert ist. Weiters, wenn char (F') # 2 gilt, dann ist V' ohnehin, sofern orthogonal
und auch symplektisch, total degeneriert. Dementsprechend haben alle orthogonal sym-
plektischen Geometrien eine Orthogonalbasis, falls char(F) # 2.

Wenn V' nun orthogonal, aber nicht symplektisch ist, dann enthélt V' einen nicht-
isotropen Vektor u;. Der Unterraum span (uq) ist somit nicht-singulér und

V =span (u1) O V1,

wobei V] = span (ul)L . Wenn V; nicht symplektisch ist, dann kénnen wir dieses weiter
zerlegen und wir erhalten

V = span (u1) © span (uz) ) Va,

. . L
wobei, wie zu erahnen, V5 = span (us)
Dieser Prozess kann nun solange wiederholt werden, bis eine Zerlegung

V =span (u1) © ... O span (ug) O U

erreicht ist, bei der U symplektisch und orthogonal ist. Es kénnte natiirlich sein, dass
gilt U = {0}. Wir setzen nun B = {uj,...,ux}.

Da U symplektisch ist, konnen wir nun die folgende Gleichung betrachten:
0=(z+y,z+y) =(z,z)+(z,y) + Y2+ {yy =2 (z,y) mit z,y €U. (¥)

e ist nun char (F) # 2, so folgt (z,y) = 0 fir alle x,y € U, das heifit, U ist total degene-
riert. Daher, wenn C eine Basis fiir U ist, dann, ist die Vereinigung BUC eine orthogonale
Basis fiir V. Das heifit im Fall char(F') # 2 besitzt jede orthogonale Geometrie eine Or-
thogonalbasis.

e wenn hingegen char (F') = 2 gilt, fallt wegen 2 = 0 in (*) alles weg, und so gibt es trotz
isotroper Vektoren z,y auch die Moglichkeit des Ergebnisses (x,y) = 1. Also existieren
hyperbolische Ebenen in U und es gilt U = H (©) rad (U), wobei ‘H hyperbolisch von der

Dimension 2m ist und somit

V =span(ui;) O ... O span (ux) O H O rad (U),

wobei rad (U) total degeneriert ist und alle u; nicht-isotrop sind. Wenn C = (21, y1, .. ., Zm, Ym)
eine hyperbolische Basis fiir H ist und D = (z1,. .., z;) eine geordnete Basis fir rad (U),
dann ist die Vereinigung

SZBUCUD:(Ul,---,Uk,l'l,yl,-u,fﬂm,ym,Zl,.--,Zl) (**)

keine Orthogonalbasis von V', denn (x;,y;) = 1 # 0, aber ,nahe daran® eine zu sein. In
der Tat, im néchsten Kapitel werden wir sehen, dass V' auch in diesem Fall (das heifit
char(F) = 2) eine Orthogonalbasis besitzt.
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9.3 Orthogonalbasen: der Fall char(F) = 2

Lemma 9.2. Angenommen char(F) = 2. Es sei W eine drei-dimensionale orthogonale
Geometrie der Form

W = span (v) © span(z,y),

wobet v nicht-isotrop und Hy = span(x,y) eine hyperbolische Ebene ist, das heifit (z, x) =
0 und (y,y) =0,(x,y) = 1. Dann gilt

W = span(v1) © span (vs) O span (vs).
wobei jedes v; € W nicht-isotrop ist.

Beweis. Wir finden zunéchst die Existenz linear unabhéngiger Vektoren vi,ve und wvs
und zeigen im weiteren Schritt, dass sie nicht-isotrop sind. Folgend gilt fiir sie auch

W = span (v1) ) span (v2) ) span (vs) .

Zunéchst, weil v nicht-isotrop ist, gilt (v,v) = a, wobei a # 0. Dann definieren wir die
Vektoren
v1=v+x+ty

Vg =V + ax
vs=v+(l—a)z+y
Diese Vektoren sind linear unabhingig, denn, seien A1, A2, A3 € F und v € W derart
gewahlt, dass W = span (v) () span (z,y), dann ist
A1 + Avg + Agv3 =0
Muv+z+y)+Xv+ar)+ v+ (1—a)z+y)=0
AU 4+ A1z + Ay + Agu + Aoax + Agu + A3z — Azax + A3y =0
1)(/\1 + Xy + )\3) + QU()\l + Xoa + Mg — /\3&) + y(>\1 + /\3) = 0.

Da wu,x und y linear unabhéngig sind, bleibt das folgende Gleichungssystem unter die
Lupe zu nehmen:

M+AX+A3=0 (1)
AMF+Xa+A3—A3a=0 (2)
AM+A3=0 (3)

Wegen (3) gilt \; = —\3, es folgt somit aus (2) A2 = A3. Und somit folgt fiir (1):

AM+X+A3=0
—A3+ X+ A3=0
A =0
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woraus nun folgt, dass 0 = Ao = A3 = —A; und somit gilt auch A; = 0. Also sind die
Vektoren v1,v9 und vs linear unabhéangig.

Die drei Vektoren sind weiter paarweise orthogonal. Wir schauen uns zunéchst v; und
Vo an:

(v1,v2) = (v + = +y,v+ ax)

= (v,v 4+ azx) + (x,v + ax) + (y,v + ax)

= (0,0) +a{0,2) + (2,0) + 0 (5,2) + (5,0) +a (y,2)
= (v,0) + (1 +a)(v,2) +alz,z) + (y,v) + a(y,z)
a+(1+a)-0+04+0+a

2a = 0.

Wir fahren nun fort mit den Vektoren vy und vs:

(v,v3) =(v+z+y,v+ (1 —a)r+y)

=@, v+ (1 -a)z+y)+(@v+(1-az+y) +(yv+(1-a)z+y)

= (v,0) + (v, (1 = a)z) + (v,y) + (z,v) + (@, (1 —a)z) + (z,y) + (Y, v) +
+ (v, (1 —a)z) + (y,y)

analog, durch Verwenden der Entitédten, erhalten wir

+
+

a+{(v,(1—a)z) +0+0+{(z,(1—a)z) +1+0+ (y,(1 —a)x) +0
=a+ (v,(1—-a)x)(x,(1—a)x)+1+(y,(1 —a)z).

Wenn wir jetzt noch weiter umformen:

a+ (v,x)y(1—a)(z,z)(l—a)+1+(y,2)(1—a)=a+0+0+1+(1—a)
=a+1+1—-a
=2=0

sehen wir, dass auch vy und v3 orthogonal zueinander sind.
Es bleiben noch v9 und vs:

(vg,v3) = (v +azx,v+ (1 —a)r +y)
=W v+(1—-a)x+y) + (ax,v+ (1 —a)x +y)
(v,v) + (v, (1 —a)z) + (v,y) + (az,v) + (az, (1 — a)x) + (az,y)
=a+0+0+0+ (az,(1 —a)z)+a
=a+a(l—a){x,z)+a
=a+04+a=2a=0,

womit auch fir vo und vg die Orthogonalitit gezeigt ist.
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Vektoren v; nicht-isotrop sind. Wir beginnen mit
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Vektor v1:

(v,v1) = v+ +y,v+z+y)
= (v,v) + (v,2) + (v,y) + (2,v) + (z,7) + (7,y) + (¥, ) + (y,7) + (¥, )
=a+04+04+04+04+1+0+1+40

=a
Somit ist der Vektor v; nicht isotrop. Weiter geht es mit vs:

(v2,v2) = (v + ax,v + ax)
= (v,v) +a (v,z) + a (z,v) + * (v, )
=a+0+0+0=a

Somist ist auch der Vektor vy nicht isotrop. Es bleibt nur noch der Vektor wvs:

(vg,v3) =(v+ (1—a)z+y, v+ (1 —a)z+y)

= (v,0) + (v, (1 = a)z) + (v, y)
+ (1 =a)z,v) +{(1 —a)z, (1 —a)z) + (1 — a)z,y)
+ (o) +{y, (1 —a)z) + {y,9)

=a+0+04+0+(1—a)*(x,z)+ (1 —a)lz,y)
+0+4+(1—a)(y,z)+0

=a+04+0+04+0+(1—a)-1+(1—a)-140

=a+(1—-a)+(1—-a)

=a+2(1—-a)

=a+0=a

und somit ist fiir alle v; gezeigt, dass sie nicht-isotrop sind.
Mit der zuvor gezeigten linearen Unabhéngigkeit ergibt sich, W = span (v1) () span (v2)(©)
span (v3) und der Beweis ist erbracht.

U

Mit dem vorangegangen Lemma, konnen wir in char(F') = 2 Vektoren, wie {ux, z1,y1 }
in Gleichung (**) durch nicht-isotrope Vektoren {vg, vki1,vgso} ersetzen, die eine Or-
thogonalbasis bilden. Auflerdem kann der Prozess solange wiederholt werden, bis die
isotropen Vektoren absorbiert sind und eine orthogonale Basis von nicht-isotropen Vek-
toren tibrig bleibt.

Zusammenfassend erhalten wir:

Satz 9.3. Es sei V eine orthogonale Geometrie.

1) Wenn V' auch symplektisch ist, das heifst alle v € V sind isotrop, dann hat V eine
orthogonale Basis, genau dann wenn V total degeneriert ist (Anmerkung . Wenn
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char(F') # 2, so haben also alle symplektischen orthogonalen Geometrien eine orthogo-
nale Basis, weil sie total degeneriert sind, aber das ist nicht der Fall, wenn char(F) = 2.

2) Wenn V' nicht symplektisch ist, das heifit es existieren v € V, welche nicht iso-
trop sind, dann hat V fir jede Charakteristik von F eine geordnete orthogonale Basis
B = (u1,...,0k,21,-.-2m), wobei (u;,u;) = a; # 0 und (z,z;) = 0. Somit hat die Dar-
stellungsmatriz Mp die diagonale Form:

ay

ay

mit k = rang(Mp) Elementen, die nicht 0 sind.

Beweis. Wir beweisen an dieser Stelle den zweiten Teil des Satzes (da der erste im Kapi-
tel 10.2 fiir symplektische Geometrien gefiihrt wird). Dafiir suchen wir uns einen nicht-
isotropen Vektor u; aus V' heraus, welcher nach Voraussetzung (V' ist nicht-symplektisch)
existiert.

Ist char(F') # 2, so haben wir in Kapitel 9.1 gesehen, dass V' eine Orthogonalbasis be-
sitzt.

Ist char(F') = 2, dann besitzt V eine Basis V' = (uy, ..., Uk, T1, Y1, - -« s Tins Yy 215 - - - 21),
wobei x;,y; eine hyperbolische Basis ist, das heiit H; = (x;,y;) ist eine hyperbolische
Ebene — siehe dazu Gleichung (**) in Kapitel 9.1 —

Wir kénnen nun fiir u; und H; das Lemma [9.2] anwenden und erhalten v1, v, v3, wel-
che zum einem orthogonal aufeinander stehen und zum anderen nicht-isotrop sind. Fiir
jede hyperbolische Ebene H; 1 v; kénnen wir mit v; (oder einem anderen orthogonalen
Vektor v;) das Lemma anwenden bis eine Zerlegung

V =span(v1) © ... (O span(vz) © span(z1) © ... span(zm)

erreicht ist, bei der v; nicht-isotrop und z; isotrop sind, das heifit es gilt (v;, v;) = a; und
(i, zi) = 0. Somit erhédlt man die Basis B = (uy, ... ug, 21, . . . zm) und die Darstellungs-
matrix

ai

ag

mit k& = rang(Mp) Elementen, die nicht 0 sind. O

36



Korollar 9.4. Es sei M eine symmetrische Matriz, die im Fall char(F) = 2 nicht
alternierend sein soll, dann ist M kongruent zu einer Diagonalmatriz.

Beweis. Das Korollar folgt direkt aus aus Satz Die Ausnahme, dass M nur dann
alternierend beziehungsweise symplektisch sein darf, wenn char(F') # 2, ist im ersten
Teil des Satzes klargestellt.

O

Im vorangegangen Satz bilden die Diagonalmatrizen keine Mengen kanonischer
Vertretern beziiglich der Kongruenz von Matrizen. Wir erhielten aber auch nicht unbe-
dingt eine Orthonormalbasis, sondern nur eine Orthogonalbasis.

Wir kénnen jedoch eine zu Mp kongruente Matrix M finden, indem wir die Skalare
r1,...7% (r; # 0) und somit die Basis C = (riui,..., kU, 21, ..., 2m) betrachten. Wir
erhalten also die zu Mp kongruente Matrix

- T%al -

r,%ak

0

Es ist daher moglich durch die Wahl von r; = \/% eine Orthonormalbasis zu finden,
falls \/a; im Korper F' exisitert.

Tatséchlich hangt die Bestimmung einer Menge an kanonischen Vertreter von symmetri-
schen Matrizen, beziiglich Kongruenz von den Eigenschaften des Basiskorpers ab. Dazu
werden wir im néchsten Kapitel drei verschiedene Typen von Basiskérpern unterschei-
den: Algebraisch geschlossene Korper, die reellen Zahlen und endliche Korper.

9.4 Klassifikation symmetrischer Bilinearform

9.4.1 Algebraisch geschlossene Korper

Satz 9.5. Es sei V' eine orthogonale Geometrie iiber einen algebraisch abgeschlossenen
Kérper F. Im Fall char(F) = 2 soll V nicht symplektisch sein. Dann hat V eine geord-
nete orthogonale Basis B = (U1, ..., Uk, 21, -, 2m), sodass (u;,uw;) = 1 und (z;,z;) =0
fir alle u; beziehungsweise z; gilt. Daher hat Mg die diagonale Form
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Mp = Zim =

0

wobei der Fintrag 1 auf der Diagonalen k-mal erscheint und der Eintrag 0 m-mal. Spe-
ziell, wenn V' nicht-singular ist, so hat V eine Orthonormalebasis.

Beweis. Wir verwenden fiir den Beweis die Matrix aus (9.3) und setzen r; = \/% (das

diirfen wir, weil fiir jedes € I hat das Polynom z? — r eine Wurzel in F). Da somit
r? = a%,, ist erhalten wir

a

r?ai ="=1

a;

und somit ) )
1
1
Mg = Zgpn = .
i 0

Zusammenfassend erhalten wir:

Satz 9.6. Es sei die Menge S,, die Menge aller symmetrischen n x n Matrizen tiber ei-
nem algebraisch geschlossenen Korpers F'. Wenn char(F) = 2, schranken wir S, auf die
Menge aller symmetrischer Matrizen ein, welche zumindest einen Eintrag in der Diago-
nale haben, welcher nicht gleich 0 ist. (das heifft wir vermeiden alternierende Matrizen
im Fall char(F) = 2.) Dann gilt:

1) Jede Matriz M in S, ist kongruent zu einer eindeutigen Matriz der Form Zy, ,,. Tat-
sachlich gilt k = rang(M) und m = n — rang(M).

2) Die Menge aller Matrizen Zy, ,,, mit k-+m = n ist eine Menge kanonischer Vertretern,
fir S, modulo Kongruenz von Matrizen.

3) Der Rang einer Matriz ist eine vollstandige Invariante beziglich Kongruenz von Ma-
trizen in S,. (siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1).)

Beweis. 1) Nach Satz existiert zu jeder Matrix M in S, eine kongruente Matrix der
Form Zj, ,,,, wobei der Eintrag 1 auf der Diagonalen k-mal erscheint und der Eintrag
0 m-mal. Es folgt, dass k = rang(M) und m = n — rang(M). Sind Z ,, und Zp
kongruent, dann folgt k = rang(Zy,,,) = rang(Zy /) = k’. Es folgt weiters m =n—k =
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n—k=m'= Zy, = Zy - Eine Matrix M € S, ist also kongruent zu genau einer
Matrix Zj, ;.

2) folgt aus 1).

3) folgt aus 1).

9.4.2 Korper der reellen Zahlen

Wenn wir den Grundkoérper F' = R wéhlen, so kénnen wir, in Anbetracht der Matrix aus
(9.3), 7; = —— wiihlen. Dadurch werden alle Eintrige zu 0, 1 oder -1.
Vlail
Satz 9.7 (Triagheitsgesetz von Sylvester). Jede reelle orthogonale Geometrie V' hat eine
geordnete Basis
B=(u1,...,Up,V1,...,Vm,21,...,2k)

fiir welche gilt (u;,u;) = 1, (v, v;) = —1 und (z;, z;) = 0. Daher hat die Matriz Mp die
Diagonalform

Mp = Zp,m.k =

0

wobet der Eintrag 1 auf der Diagonalen p-mal erscheint, der Eintrag —1 m-mal und der
Eintrag 0 k-mal.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch setzen von r; = |1 ‘ in (9.3); wir erhalten
a;
1 , wenna; >0
2 @i
0 = ] = —1 ,wenna; <0
t 0 ,wenna; =0

Es folgt, dass die Eintrdge der Diagonale der Matrix lediglich aus ler, -ler und Oer
besteht. O

Satz 9.8. Es sei S, die Menge aller symmetrischen n x n Matrizen iber den Kérper
der reellen Zahlen R.

Dann gilt:

1) Jede Matriz in Sy ist kongruent zu einer eindeutigen Matriz der Gestalt Z, v, , fir
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p,m und k=n—p—m.

2) Die Menge aller Matrizen der Form Z, .,  mit p+m + k = n ist eine Menge kano-
nischer Vertretern, fir S, modulo Kongruenz.

3) Sei M € S,, und M kongruent zu Zy p, i,. Dann ist p+m der Rang von M und p—m
heifit die Signatur von M wund das Triple (p,m,k) heifit die Trdgheit von M. Das
Paar (p,m) oder dquivalent dazu, das Paar (p + m,p —m) ist eine vollstindige Inva-
riante beziglich Kongruenz in Sy,. (siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts in
Mathematics[1).)

Beweis. Fiir jede Matrix M existiert eine kongruente Matrix Mp der Gestalt Z,,, ,
wegen Satz Es bleibt also die Eindeutigkeit zu zeigen. Angenommen es gabe noch
eine zweite zu M kongruente Matrix Mc, der Gestalt Z,y .,/ ;s. Dann sehen die geordneten
Basen fiir Mg beziehungsweise M so aus:

B=(u1,...,Up,U1,...,Vm,21,...,2k)

und
/ / / / !/ /
C= (Ul s Uy, Vs Vs 215+ Zpr)

Der Rang der beiden Matrizen muss dquivalent sein, daher muss gelten p +m = p’ +m/
und k = k.

Wenn x € span(uy,...,up) und z # 0, dann gilt

<5L‘,;p> = <Z riui,ZTjuj> = Z’I"ﬂ“j (ui,uj> = Zrirjéi,j = ZTZQ > 0.
i J i.J 0,J

Genauso betrachten wir y € span(vy,...,v. ), wobei y # 0, dann gilt

(y,y) = <Z S, ZSJ'U;‘> = Z 5i5; <v§,v§-> = Z 51507 = — Z s? < 0.
i j i i

Daher, sollte y € span(v,... v}, 2],...2.), dann gilt (y,y) < 0. Es folgt

m’
span(uq, ..., up) Nspan(vy, ..., v, 21, ... 25) = {0}
Also gilt
dim (span(ug, . .., up)) + dim (span(vy, ..., v, 21, ..., 2)) < n.

und somit p + m' + k' < n, beziehungsweise p + (n — p’) < n.

Daher ist p < p/. Aufgrund der Symmetrie gilt aber anders herum auch p’ < p, daher
p=1p. Wegen k =k’ folgt m =m/.

Somit ist auch die Eindeutigkeit gezeigt und der erste Teil des Satzes ist bewiesen.

Der dritte Teil des Satzes folgt direkt aus den Definitionen.

Somit folgt auch der zweite Teil des Satzes und der Satz ist komplett bewiesen. O
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9.4.3 Endliche Korper

Um mit endlichen Korpern klar zu kommen, miissen wir erst die Verteilung von Qua-
draten in endlichen Kérpern, sowie mogliche Werte des Skalars (v, v) betrachten.

Satz 9.9. Es sei Fy ein endlicher Kérper mit q Elementen.

(1) Wenn char(Fy) = 2 dann ist jedes Element von Fy ein Quadrat.

(2) Wenn char(Fy) # 2, dann sind exakt die Hdlfte aller Elemente, ungleich 0, in F,,
Quadrate. Daher sind gesamt (¢ —1)/2 Quadrate, ungleich 0, in F, vorhanden. Zudem,
set x kein Quadrat in F,, dann haben alle Elemente, die kein Quadrat sind, die Gestalt
r2x, fir einr € Ey.

Beweis. Wir schreiben F' = F, und es sei I'* die Untergruppe aller Elemente, welche
nicht 0 sind, in F. Es sei aulerdem

(F*)? = {a®la € F*}

die Untergruppe, aller Quadrate, ungleich 0, in F'. Die Frobenius Abbildung ¢ : F* —
(F*)? definiert durch ¢(a) = a? ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit dem
Kern

ker(¢) = {a € Fla®> =1} = {~1,1}

Wenn nun char(F) = 2, dann ker(¢) = 1 und daher ist ¢ bijektiv und |F*| = |(F*)?,
also ist jedes Element von F' ein Quadrat, womit (1) bewiesen ist.
Wenn char(F') # 2, dann |ker(¢)| = 2 und es erzeugen immer zwei verschiedene Elemente
dasselbe Quadrat (nimlich —a und a € F*). Somit |F*| = 2|(F*)?|, was beweist, dass
die Anzahl der Quadrate, ungleich 0, in F' gleich (¢ —1)/2 ist.
Nun sei € F* kein Quadrat. Wenn wir 2 mit einem Quadrat 2> € F* multiplizieren,
erhalten wir ein Element 72z € F*, welches kein Quadrat ist. Da es qg—l Quadrate
gibt, gibt es auch q;21 Elemente der Form r?z. Entscheidend ist nun, dass wir nun alle
Elemente von F™* vor uns haben denn

P =g-1= 10 T 0 = ()2 4 ()2

Also hat jedes Element in Fj, welches kein Quadrat ist, die Form r2x, wobei r € F, und

somit ist auch (2) des Satzes bewiesen. O

Definition 9.10. Eine Bilinearform (, ) auf V' heifit universell, wenn fiir ein beliebiges
c € F'\ {0} ein Vektor v € V existiert, fir welchen (v,v) = c.

Satz 9.11. Es sei V eine orthogonale Geometrie iber einem endlichen Korper F mit
char(F) # 2. Wir nehmen an, dass V' einen nicht-singuliren Unterraum U besitzt fir
den gilt dim(U) > 2. Dann ist die Bilinearform von V universell. (siehe dazu auch
Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1)].)

41



Beweis. Der Satz impliziert, dass es eine orthogonale Basis mit k = rang(Mp) vielen
Eintrégen in der Diagonale gibt, welche ungleich 0 sind. Da dim(U) > 2, folgt £ > 2 und
es muss also zwei linear unabhéngige Vektoren in V' geben, fiir welche

(u,u) =a #0,(v,v) =b#0, (u,v) =0

gilt.
Wir wollen nun fiir jedes ¢ € F' Skalare o und § finden, sodass

¢ = (au + B, au + Bv) = aa’® + bj?

oder
aa® = ¢ — bB?

gilt. Wir betrachten nun die beiden Mengen A = {ac?|a € F} und B = {c—bj3?|3 € F}.
Die Gleichung aa? = ¢ — b/3? hat eine Losung, genau dann wenn die Schnittmenge AN B
nicht leer ist.

Wenn nun |F| = q ist, so ist die Anzahl seiner Quadrate gleich q;r—l. Die Menge A ent-
spricht genau diesen Elementen multipliziert mit einer Konstante a, also |A| = %1.
Ahnlich sieht es mit der Menge B aus, nur dass hier auch noch eine Verschiebung statt-

findet, also |B| = q;r—l. Wegen

+1 +1
Al + 18] = =+ 15

=q+1>q=]|F|

muss gelten, dass A N B nicht leer ist, also existieren o und 3, sodass aa® = ¢ — b3?
erfillt ist. Woraus folgt, dass V universal ist. O

Satz 9.12. FEs sei V' eine orthogonale Geometrie iiber einem endlichen Kérper F. Im
Fall, dass char(F') = 2 nehmen wir an, dass V' nicht symplektisch ist. Wenn char(F') # 2
dann sei d ein fiziertes Skalar (kein Quadrat) in F*. Fir a € F, wobei a # 0, setzen
wir:

-1 i,

wobei rang(Xy(a)) = k. Dann gelten:

1) Wenn char(F) = 2, dann gibt es eine geordnete Basis B von V fiir welche Mp =
Xi(1).

2) Wenn char(F) # 2, dann gibt es eine geordnete Basis B von V' fiir welche Mg gleich
Xi(1) oder Xi(d) ist. (siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1)].)
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Beweis. 1) ITm Fall char(F) = 2 setzen wir fiir die Matrix (9.3) r; = (\/a;)~!. Das ist
moglich, weil jedes Element in F eine Quadratwurzel besitzt. Folglich erhalten wir:

-1 -

und der Beweis ist erbracht.

2) Wenn char(F') # 2, dann impliziert der Satz dass es eine geordnete orthogonale
Basis
B = (ui,..

')ukvzla'”vzm)

gibt, fiir welche (u;, u;) = a; # 0 und (z;, z;) = 0 ist. Daher hat Mp die diagonale Form

a;

a

0

Wir betrachten nun die nicht-singulidre Geometrie V; = span(u;, ug), welche einen Unter-
raum von V bildet. Nach Satz ist die Form universell, wenn sie auf V; eingeschrénkt
ist. Daher existiert insbesondere ein v; € V; fur das (vy,v1) = 1.

Als néchstes setzen wir v; = ruy + sug mit r, s € F, wobei entweder r oder s ungleich 0
ist. Daher ist

Bl = (Ul,UQ,...,uk,Zl,...,Zm)

eine geordnete Basis fiir V' fiir welche die Matrix Mp, eine Diagonalmatrix ist, bei der
der erste Eintrag gleich 1 ist. Wir kénnen diesen Vorgang wiederholen, indem wir nun
den Unterraum V;, = span(vg, v3) betrachten. Das weitergedacht fithrt uns letzten Endes
zu einer geordneten Basis

C= (’1)1,1)2, ey Up—1,Uky 21y - - - ,Zm)
fiir welche M¢ = X (a), wobei a € F und a # 0.

Wenn a ein Quadrat in F' ist, dann kénnen wir v, durch % ersetzen, um eine Basis D
zu bekommen, fiir welche Mp = X (1) gilt.
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Wenn a kein Quadrat in F' ist, dann gilt nach Satz a = r2d fiir ein r € F. Es folgt,
dass durch das Ersetzen von v, durch “& eine Basis D resultiert, wobei Mp = X(d). O

Wir fassen die Ergebnisse im Satz [9.13] zusammen:

Satz 9.13. Es sei S, die Menge aller symmetrischen nxn Matrizen iiber einen endlichen
Korper F. Im Fall char(F) = 2 beschrinken wir S, auf die Menge aller symmetrischen
Matrizen mit zumindest einem FEintrag in der Hauptdiagonalen ungleich 0.

1) Wenn char(F) = 2, dann ist jede Matriz in S, kongruent zu einer eindeutigen Ma-
triz der Gestalt Xi(1) und die Menge der Matrizen {Xi(1)|k = 0,...n} ist eine Menge
kanonischer Vertretern, fir S, modulo Kongruenz.

2) Wenn char(F) # 2, so sei d € F* fiziert, das kein Quadrat ist. Dann ist jede Matriz
in Sy, kongruent zu einer eindeutigen Matriz der Gestalt Xy (1) oder X (d). Die Menge
{Xr(1), Xk(d)|k =0,...,n} ist eine Menge kanonischer Vertretern, fiir S, modulo Kon-
gruenz. (Das bedeutet, dass es genau zwei Kongruenzklassen fir jeden Rang gibt.) (siehe
dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1)].)

Beweis. 1) Nach Satz [0.12(1) existiert fiir jede Matrix M € S, eine kongruente Matrix
Mp der Form {X%(1)|k =0,...,n}. Es bleibt wieder die Eindeutigkeit zu zeigen.

Ist Xj(1) kongruent zu X} (1), so folgt k = rang(Xy(1)) = rang(X} (1)) = k', daher
Xa(1) = X5(1).

2) Ist Xj(z), mit © = 1 oder = d kongruent zu X} (z’), mit 2’ = 1 oder 2’ = d, dann
folgt wieder durch Betrachten des Rangs, dass k& = k’. Als néchstes werfen wir einen
Blick auf die beiden Matrizen selbst:

1 1

0 0
Wir konzentrieren uns lediglich auf die Teile, in denen die Diagonaleintrage ungleich 0

sind, also
1 1

x x

Wir bilden nun die Determinante und, da die beiden Matrizen kongruent sind folgt die
Gleichheit
det(z') = det(z) - (F*)2.

Es folgt
r=a - (F*)>

Da sich die beiden Seiten kongruent um ein Quadrat unterscheiden folgt auch z = z/. [
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9.5 Rotation, Spiegelung, Symmetrien

Definition 9.14 (Symmetrie). Die Symmetrie H,, u € V ist definiert als der Operator
fiir den gilt
Hyu = —u, Hyw = w fiir alle w € (u)™"

Anmerkung 9.15. Fiir ein x € V gilt

2<x,u>u

(u, u)

Hyx=x—

Satz 9.16. Es sei V eine nicht-singuldre orthogonale Geometrie iber einem Kérper
F, fir den char(F) # 2 gilt. Wenn u,v € V nicht-isotrope Vektoren derselben Linge
(ungleich 0) sind, dann existiert eine Symmetrie o fir welche

ou =v oder ou = —v
gilt.

Beweis. Da u und v nicht-isotrop sind und die gleiche Lénge haben, muss mindestens
u — v oder u + v nicht-isotrop sein, denn v — v und u + v sind zueinander orthogonal und
deren Summe, 2u, wire deshalb isotrop, wie folgende Rechnung zeigt:

(2u,2u) = (u+v+u—v,u+v+u—0v)
durch Substituieren mit x = u 4+ v und y = v — v erhalten wir

= (z,2) +(z,y) + (v, 2) + (y,9)
=0+04+0=0

Wenn v + v nicht-isotrop ist, dann gelten
Outo(u+v) = —(u+v)

und
Outo(u —v) =u—0,

woraus folgt oy ,u = —v.
Wenn u — v nicht-isotrop ist, dann gelten

Ou—v(u —v) = —(u—v)

und
Oy—n(u+v)=u+wv

woraus folgt o,_,u = v. O
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9.6 Witt’sche Kiirzungs- und Erweiterungssatz

Satz 9.17 (Witt’sche Kiirzungssatz). Es seien V' und W isometrische nicht-singuldre
orthogonale Geometrien iber einem Korper F' mit char(F') # 2. Weiter sei

V=SQOStundwW=T0 T

dann gilt
S~T=8t~T"

(siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1].)

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass es geniigt den Satz im Fall V = W zu beweisen.
Angenommen der Satz gilt, wenn V = W und p : V — W eine Isometrie ist, dann folgt

S O S =SSO I =pV =W =T T".
Weiters gilt .S ~ S ~ T. Wir kénnen daher den Satz anwenden und erhalten
St~ p(st) =~ Tt
Um den Beweis nun fiir V' = W zu erbringen, nehmen wir an
V=SOSt=T0O T

wobei S und T nicht-singulér sind (denn V ist nicht-singuldr) und S ~ T gilt. Es sei
dann 7 : .S — T eine Isometrie.
Wir verwenden wir eine Induktion auf dim(.S).

Induktionsanfang: Angenommen dim(S) = 1, wobei S = span(s). Weil

(Ts,7s) = (s,s) #0

gilt, impliziert der Satz dass es eine Symmetrie o gibt, fiir welche os = ers, mit
€ = +1, gilt. Daher ist o eine Isometrie auf V fiir welche T' = ¢S gilt und mit Satz
folgt T+ = o(S*). Daher ist o|g. die gesuchte Isometrie.

Induktionsannahme: Wir nehmen nun an, dass der Satz auch stimmt fiir dim(S) < k.
Induktionsschritt: Es sei dim(S) = k und 7 : S — T eine Isometrie. Weil S nicht-
singulér ist, wahlen wir einen nicht-isotropen Vektor s € S und schreiben S = span(s) ()
U, wobei U nicht-singulér ist. Es folgen

V=50 8t=span(s) O U O S+

und
V=T0 T+ =r(span(s)) O 7U O T+

Aus dem Induktionsanfang (S ist eindimensional) kénnen wir nun schliefien, dass
UQ STt~rU0O T
gilt. Da U ~ 7U und dim(U) = dim(U) < k gilt. Folgt aus der Induktionsannahme

S+~ g(St) ~ T+ womit der Beweis erbracht ist. O]
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Satz 9.18 (Witt’sche Erweiterungssatz). Es seien V und V' isometrische nicht-singuldre
orthogonale Geometrien auf einem Korper F mit char(F) # 2. Angenommen U ist ein
Unterraum von V und

T U—=1tUCV/

ist eine Isometrie, dann kann T zu einer Isometrie von V nach V' erweitert werden.
(siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1].)

Beweis. Laut Satz [10.13| konnen wir 7 auf eine nicht-singuldre Ergdnzung von U erwei-
tern. Daraus folgt, dass wir ohne Probleme annehmen kénnen, dass sowohl U, als auch
75 nicht-singulér sind. Daher gilt

V=UQOUt

und
V' =1UQ (7U)".

Um die Erweiterung von 7 auf V abzuschlieflen, miissen wir lediglich eine hyperbolische
Basis By. fiir U™,
BUJ- = (617f1> cee 7epafp),

und eine hyperbolische Basis B . fiir (tU)*,
By = (€1, fi,- - e f)
wahlen.
Wir definieren nun die Erweiterung durch Setzen von 7e; = €} und 7f; = f/. O
9.7 Anisotrope Zerlegung einer orthogonalen Geometrie

Wir haben gesehen, dass eine jede orthogonale Geometrie V als
V=U(Q rad(V),

wobei U nicht-singulér ist, geschrieben werden kann. Nicht-singuldre Raume mogen je-
doch weiterhin isotrope Vektoren beinhalten.

Fiir ein v € U konnen wir, wie wir spéter in Satz sehen werden, span(u) zu einer
hyperbolischen Ebene H = span(u, z) zu erweitern. Wir kénnen nun

V=HQ HY QO rad(V)

schreiben, wobei H+U das orthogonale Komplement von H und U ist und einen isotro-
pen Vektor weniger beinhaltet. Um diesen Prozess zu verallgemeinern schauen wir uns
zundchst maximalen total degenerierte Unterrdume an und definieren den Witt Index.
(siche dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[I].)

Satz 9.19. FEs sei V eine nicht-singuldire orthogonale Geometrie tiber einem Korper F
mit char # 2. Dann haben alle mazximal total degeneriertern Unterrdaume von V dieselbe
Dimension.
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Beweis. Es seien U und U’ maximalen total degenerierte Unterraume von V. Wenn
dim(U) < dim(U’) gilt, dann gibt es einen Isomorphismus 7 : U — 7U C U’, welcher
eine Isometrie ist, weil sowohl U, als auch U’ total degeneriert sind. Der Witt’sche
Erweiterungssatz 9.18| impliziert, dass 7 auf eine Isometrie 7 : V' — V erweitert werden
kann. Tatséchlich ist 771(U’) ein total degenerierter Raum welcher U enthilt, woraus
folgt, dass 7~1(U’) = U und somit dim(U) = dim(U’) gilt. O

Definition 9.20 (Witt Index). Die Dimension eines maximalen total degenerierten
Unterrdumen von V wird als Witt Index bezeichnet und mit w(V') notiert.

Satz 9.21. Es sei V eine nicht-singuldre orthogonale Geometrie iber einem Kérper
F mit char # 2. Jeder total degenerierte Unterraum von V mit Dimension w(V') ist
mazximal.

Beweis. Angenommen U ist nicht maximal, dann gibt es einen total degenerierten Un-
terraum U’ mit U’ 2 U, dann folgt dim(U’) > dim(U), was allerdings einen Widerspruch
zu Satz [9.19] darstellt. O

Satz 9.22. Es sei V' eine nicht-singuldre orthogonale Geometrie auf einem Kérper F
mit char # 2, dann gelten

1) Alle mazimal hyperbolischen Unterraume von V' haben die Dimension 2w(V).

2) Jeder hyperbolische Unterraum der Dimension 2w(V') muss mazimal sein.

3) Der Witt Index eines hyperbolischen Unterraums Haoy, ist k.

Beweis. 1) Der Beweis verwendet dieselbe Idee wie der Beweis aus Satz Es seien

Hor, =H1 O ... Hg

und
Kom =K1 ©O...00 Kn,

zwei maximal hyperbolische Unterrdume von V', aulerdem soll gelten H; = span(u;, v;)
und K; = span(x;, y;).

Unter der Annahme, dass dim(H) < dim(K) ist die lineare Abbildung 7 : H — K, welche
durch

TU; = L, TV = Yi

definiert ist, eine Isometrie von H nach 7H. Der Witt’sche Erweiterugnssatz [9.18] im-
pliziert die Existenz einer Isometrie 7 : V. — V, welche 7 erweitert. Tatsdchlich ist
771(K) ein hyperbolischer Raum, welcher H enthilt, woraus folgt, dass 7~ }(K) = H
und dim(K) = dim(H) gilt. Das heifit alle maximalen hyperbolischen rdume haben die-
selbe Dimension.

Um zu sehen, dass die maximale Dimension h(V') eine hyperbolischen Unterraums von
V gleich 2w(V'), wobei w(V') der Witt Index von V ist, grenzen wir die Dimension beid-
seitig ein. Die nicht-singuldre Erweiterung eines maximal total degenerierten Unterraum
Uy von V ist ein hyperbolischer Raum mit der Dimension 2w (V). Woraus folgt, dass
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h(V') > 2w(V') gelten muss. Auf der anderen Seite gibt es einen total degenerierten Unter-
raum Uy, welcher in jede hyperbolische Ebene Hyj, enthalten ist, woraus k < w(V') folgt.
Das heifit dim(h(V) < 2w(V) und h(V) < 2w(V). Schlussendlich folgt h(V) = 2w(V).

2) folgt aus 1)
3) Ein hyperbolischer Unterraum Ho kann als

Hor =H1 O ... Hg

Generell mit H; = (u;, v;) geschrieben werden. Es folgt, dass (uq,...,u) ein maximaler
total degenerierter Unterraum ist, daher ist der Witt Index von Hgy, gleich dim(uq, ..., ux) =
k. O

Satz 9.23 (Die anisotrope Zerlegung einer orthogonalen Geometrie). Es sei V = U (©
rad(V') eine orthogonale Geometrie tiber einem Korper F, wobei char(F') # 2 gilt. Es sei
zudem H ein mazimaler hyperbolischer Unterraum von U, wobei H = {0}, falls U keine
isotropen Vektoren beinhaltet. Dann gilt

V=SOHE rad(V),

wobei S anisotrop, H (mazimal) hyperbolisch mit Dimension 2w(V') und rad(V) total
degeneriert ist. (siche dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1].)
Diese Zerlegung ist eindeutig bestimmt bis auf Isomorphie, das heif$t rad(V') ist eindeutig
bestimmt und S und H sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. (siehe dazu auch Jens
Casten Jantzen und Joachim Schwermer, Algebra, [7].)

Beweis. 1) Existenz:

Wenn U bereits keine isotropen Vektoren enthélt setzen wir S = U und H = {0} und
der Satz ist bewiesen.

Sollte U isotrope Vektoren enthalten, dann finden wir einen maximal hyperbolischen
Unterraum H von U und es gilt

U=HQO H*.

Weil H maximal ist, ist A+ anisotrop, denn wire u € HL isotrop, so wire die nicht-
singuldre Erweiterung H (©) span(u) ein hyperbolischer Raum, welcher grofier als H wére,
was ein Widerspruch zur Maximalitat von H wére.

2) Eindeutigkeit:
Angenommen es gibt zwei solche Zerlegungen, dann gilt

V=SOMHK)OradV) =50 HEK") O rad(V),

wobei S und S” anisotrop sind und H(K") = H mit dim(H) = 2r und H(K*) = H' mit
dim(H') = 2s gilt.
Da das Radikal bei beiden Zerlegungen ident ist, folgt aus dem Witt’schen Kiirzungssatz,

dass
SO H(K")und §" () H(K?®)
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isomorph sind.
Wir kénnen ohne weiteres r > s annehmen; dann folgt mit dem Witt’schen Kiirzungssatz

SOHK") =SSO HK™) O H(K*) =S O H(K®),

dass
S'=S0 H(K*™)

gilt. Da S anisotrop ist, muss r = s gelten, und damit S = 5’.
(siche dazu auch Jens Carsten Jantzen und Joachim Schwermer, Algebra, [7].) O

Anmerkung 9.24. Aus der Eindeutigkeit der anisotropen Zerlegung folgt, dass S bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist; S heiflit daher der anisotrope Kern der Bilinearform.
Aus der Eindeutigkeit der anisotropen Zerlegung folgt auch die Wohldefiniertheit der
Summenoperation in der Witt Gruppe. (siehe dazu auch Martin Kneser, Quadratische
Formen, [§].)

In dem nachfolgenden Beispiel wird die Anwendung der anisotropen Zerlegung auf
eine orthogonale Geometrie mit dem Grundkérper R?* gezeigt.

Beispiel 9.25. Es sei (R%, (, )) eine orthogonale Geometrie, dann gibt es nach Satz
eine Orthogonalbasis B = (by, ba, b3, by) von R*, sodass Mp((, )) diagonal ist.
Es sei

1 0 0 0
01 0 O
Ms() =10 o 4 o
00 0 O

die Darstellungsmatrix der Bilinarform.

Wir bestimmen die anisotrope Zerlegung der Geometrie (R, (, )), indem wir wie gefolgt
vorgehen:

1) Das Radikal von rad((, )) bestimmen

2) Alle isotropen Vektoren, welche aulerhalb des Radikals liegen und eine passende hy-
perbolische Ebene bestimmen

3) Anisotrope Zerlegung bestimmen

1) Es gilt rad((, )) = (bs), denn es gilt rad((

) = ker(Mg((,)) = (bs). Wir erhalten
also R* = (by, ba, b3) O (by) mit (by) =rad((, ).

2) Um die isotropen Vektoren in (b1, be, b3) zu bestimmen, setzen wir die Linearkombi-
nation eines isotropen Vektors v = 3°2_; ;. in die Eigenschaft 0 = (v, v) ein.

0= <Z a; B, Z%ﬂj>
{ J
= Z 671871 <bZ) b]>
i,J
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Weil (b;,b5) = 0 fir den Fall ¢ # j fallen alle Summenglieder fiir die gilt ¢ # j weg und
es folgt.

3
Z aiaj <bi, bj> = Z CVZZ <bi, bz>
2,] =1

2 2 2
:a1+a2—a3

Die Gleichung 0 = o + a3 — o3 hat die Lésungen (1,0, 1) und (0, —1, —1), woraus folgt,
das by + b3 und —by — b3 isotrope Vektoren in (by, ba, b3) sind.

Diese Vektoren bilden eine hyperbolische Ebene, denn

(b1 + b3, —bg — b3) = (b1, —ba) + (b1, —b3) + (b3, —b2) + (b3, —b3)

=0+04+0+1
=1
Somit diirfen wir b} = by + b3 und by, = —by — bs setzen und erhalten die hyperbolische

Eben H = (b}, b5).

An dieser Stelle sei angemerkt, wére der isotrope Vektor by + b3 statt —by —bs gewédhlt
worden, wéire bei der obigen Rechnung —1 herausgekommen, woraus ebenso folgt, dass
b1 + bz und —(be + b3) = —bg — b3 eine hyperbolische Ebene aufspannen.

3) Um die anisotrope Zerlegung zu komplettieren, suchen wir das orthogonale Komple-
ment H ) rad(V).

Dies ist identisch mit dem orthogonalen Komplement von H in (by, by, bg). Wir schreiben
by = anby + asbs + as, by und erhalten somit zwei Gleichungen:

(b1 + b3, a1b1 + by + azbs) = 0
< (b1, a1by + agbs 4+ asbs) + (b, a1b1 + asbs + asbs) =0
< o (b1, b1) + ag (b1, b2) + a3 (b1, bs) + a1 (b3, b1) + o (b3, ba) + a3 (b3, b3) =0
< aj (b, b1) + ag (b3, b3) =0

S ap—az3=0

& a1 = Q3
und

(—bg — b3, a1b1 + by + aizbs) =0
& (—ba, anby + by + azbs) + (—bsz, a1by + azbe + abs) =
< ay (—ba, b1) ag (—ba, ba) + a3 (—ba, b3) + a1 (—b3, b1) + ag (b3, ba) + a3 (—bs, b3) =0
< g (—ba, ba) + ag (—bs,b3) =0
S —as+a3=0
<~ (g = O3
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Um eine Losung fiir das Gleichungssystem zu finden, wahlen wir as = 1 und erhalten
b = by + ba + b3. Also folgt fiir die anisotrope Zerlegung

R =H O (b5) O (b)),

wobei by = by gilt; dabei ist (b)) = rad(V'), H = (b},b,) eine hyperbolische Ebene und
(bs) ein anisotroper Teilraum, denn

( é,bg> = (b1 + by + b3, by + ba + b3) = (b1,b1) + (b2, b2) + (b3, b3) =14+ 1—1=1. Fir
die Darstellungsmatrix gilt also

[0 100
-1 0 0 0
MB/ (<7 >) - 0 01 0
| 0 0 0 0
Man erkennt in der Teilmatrix _01 (1) die hyperbolische Ebene wieder. Die 1 in der

Diagonale von Mp/((,)) folgt aus (b5, 05) = 1 und die 0 im letzten Eintrag folgt aus dem
Radikal.

10 Symplektische Bilinearform

Alle Definitionen Sdtze und Anmerkungen dieses Kapitels, wenn nicht anders genannt,
basieren auf Steven Romans Graduate Texts in Mathematics|[1].

10.1 Nicht-Singuliare Erweiterung eines Untervektorraumes

Es sei (V,(,)) ein beliebiger metrischer Vektorraum (das heifit nicht notwendigerweise
orthogonal oder symplektisch) und U C V ein Unterraum von V. Wenn U singular
ist, ist es von Interesse einen minimalen nicht-singuldren Unterraum von V zu finden,
welcher U enthalt. Wir werden am Ende dieses Kapitels herausarbeiten, dass es reicht
eine hyperbolische Erweiterung zu finden.

Definition 10.1 (Erweiterung). Es sei (V,(,)) ein nicht-singuldrer metrischer Vektor-
raum und U C V ein Unterraum. Ein Unterraum U C V fiir den gilt U < U heifit
Erweiterung von U

Definition 10.2 (Nicht-singulire Ergénzung). Es sei wieder (V, (,)) ein nicht-singulérer
metrischer Vektorraum. Eine nicht-singuliare Erganzung von einem Unterraum U C
V, ist eine Erweiterung von U, welche unter der Menge aller nicht-singularen Erweite-
rungen von U minimal ist.

Satz 10.3. Es sei (V,(,)) ein nicht-singuldirer, endlich-dimensionaler metrischer Vek-
torraum tber einem Korper F; wir nehmen an char(F) # 2 wenn V' orthogonal ist.
Sei S ein Unterraum von V; wenn v € V isotrop ist und

span (v) ) S
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gilt (das heifit span(v) () S ist eine orthogonale direkte Summe), dann gibt es eine
hyperbolische Ebene H = span (v, z), sodass

HOS

gilt. Falls v isotrop ist, dann gibt es also eine hyperbolische Ebene H, welche v enthdlt
und orthogonal zu s ist. (siehe dazu auch Satz 11.10 aus [1)])

Beweis. Wir schauen uns zunéchst den Fall an, dass V' symplektisch ist und danach den
Fall, dass V orthogonal ist. Der Abschluss des Beweises erfolgt nach einer Zusammen-
fihrung der Fille.

Da V nicht-singulir ist, ist das Radikal trivial und es folgt S+ = S. Dav ¢ S = S+,
gibt es ein x € S+, fiir welches (v, x) # 0 gilt.

Wenn V' symplektisch ist, dann sind alle Vektoren isotrop und wir kdnnen z =
setzen. Und z und v bilden ein hyperbolisches Paar:

{va)

(v, 2) = <v,1>x> = (v,z) - L _ 1

(v, (v, x)

AuBerdem gilt (z,z) = (v,v) = 0, weil V' symplektisch ist und somit gibt es fir den
symplektischen Fall eine hyperbolische Ebene H = span(v, z).

Wenn V orthogonal ist, setzen wir z = v + sz fiir ein € S*. Da v,z orthogonal zu S
sind, ist auch z orthogonal zu S. Weil v isotrop ist, gilt wieder bereits (v,v) = 0, also
bleibt zu zeigen:

1= (v,z) = (v,rv+ sz) =r(v,v) + s(v,z) = s (v, x)

und
0= (z,2) = (rv+sz,rv+ sx) = 2rs (v,z) + % (x,2) = 2r + s* (z, 1)

Weil (v, z) # 0 kann die erste Gleichung mit s = ﬁ gelost werden.
Da char(F') # 2, kann die zweite Gleichung mit r = w gelost werden.

Folgend sind auch im orthogonalen Fall v und z ein hyperbolisches Paar.

Also gibt es in beiden Féllen eine hyperbolische Ebene H = span(v,z) C S+. Daher
S c S+ € HY. Und weil H nicht-singulir ist, gilt auch H N H+ = {0} und somit
H NS ={0}. Also existiert die orthogonale Summe H () S. O

Satz 10.4. Es sei (V,(,)) ein nicht-singuldirer, endlich-dimensionaler metrischer Vek-
torraum tber einem Korper F'; wir nehmen an char (F') # 2 wenn V' orthogonal ist.
Es sei nun U ein Unterraum von V' und

U = span(vi,...,vx) O W,
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wobei W nicht-singuldr und die Vektoren {v1,...,v;} eine Basis von rad(U) sind. Dann
gibt es einen hyperbolischen Raum H = Hy () ... () Hy mit einer hyperbolischen Basis
(v1,21,...,Vk, 2k), Sodass

U=H, OW

etne echte nicht-singuldre Erweiterung von U ist. Insbesondere gilt
dim(U) = dim(U) + dim(rad(U)).

Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion von k. Zunéchst ist anzumerken, dass alle
Vektoren v;, weil sie in rad(U) liegen, isotrop sind.

Induktionsbeginn: Es sei k = 1, dann existiert span(v;) ) W und Satz impliziert
die Existenz einer hyperbolischen Ebene H = span(vy, z), fiir welche H () W existiert.
Indusktionsannahme: wir nehmen nun an, dass das Ergebnis auch fiir & > 2 richtig
ist.

Induktionsschritt: Da nach Annahme

span(vy) © (span(va,...,vx) O W

gilt, impliziert Satz dass eine hyperbolische Ebene H; = span(vy, z1) existiert, fiir
welche
Hy O (span(ua, ..., v) © W

gilt. Da vg, ..., v € rad(span(ve,...vx) ) W)), impliziert die Induktionsannahme, dass
es einen hyperbolischen Raum Hy (©) ... () Hj mit der

hyperbolischen Basis (v, 22, . .., vk, 2i) gibt, fiir welche die direkte orthogonale Summe
gleich

existiert. Daher existiert auch Hy () ... () Hy O W = Hi () W, das heift, es gilt
U =H; O W, wobei

dim(U) = dim(Hy) + dim(W)
= 2dim(rad(U)) + dim(W)
= dim(rad(U)) + dim(rad(U)) + dim(W)
= dim(rad(U)) + dim(U),
und der Beweis ist erbracht. O

Definition 10.5 (Hyperbolische Erweiterung). Wir nennen jedes U, wie in Satz m
eine hyperbolische Erweiterung von U. Wenn U nicht-singulér ist, sagen wir, dass
U eine hyperbolische Erweiterung von sich selbst ist.

Wir konnen nun beweisen, dass die hyperbolische Erweiterung von U genau die mi-
nimalen, nicht-singuldren Erweiterungen von U sind.
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Satz 10.6. Es sei U ein Unterraum eines nicht-singuldren, endlich-dimensionalen me-
trischen Vektorraums V. Dann sind die drei Aussagen dquivalent:

1) T =H O W ist eine hyperbolische Erweiterung von U

2) T ist eine minimale nicht-singulire Erweiterung von U

3) T ist eine nicht-singuldre Erweiterung von U und

dim(T) = dim(U) + dim(rad(U))
Insbesondere, sind zwei nicht-singuldre Erweiterungen von U isometrisch.

Beweis. 2 = 1): Wenn U < X < V, wobei X nicht-singulér ist, dann konnen wir
den Satz auf U als Unterraum von X anwenden und erhalten eine hyperbolische
Erweiterung K () W von U fiir welchen gilt

UCKOWCX.

Daher, enthélt jede nicht-singuldre Erweiterung X von U eine hyperbolische Erweite-
rung K () W von U. Weiters, alle hyperbolischen Erweiterungen von U haben dieselbe
Dimension:

dim(H O W) = dim(U) + dim(rad(U))

und somit gibt es keine echte hyperbolische Erweiterung von U, welche in einer weiteren
hyperbolischen Erweiterung von U enthalten ist. Also ist K () W eine minimale nicht-
singulére Erweiterung von U. Das heif3t, ist X eine minimale nicht-singulére Erweiterung
von U, dann ist X = K () W und somit ist X eine hyperbolische Erweiterung von U.

1 = 3): Folgt aus Satz

3 = 2): Sei T eine nicht-singulire Erweiterung von U mit dim(7") = dim(U)+dim(rad(U)).
Angenommen 7 ist nicht minimal, dann folgt 7 enthélt eine echte hyperbolische Erwei-
terung K (O U von U, aber nach Satz gilt dim(K O U) = dim(U) + dim(rad(U)).
Folglich gilt 7 = K () U, was bedeutet, dass T keine echte hyperbolische Erweiterung
enthélt und somit ein Widerspruch vorliegt. O

10.2 Kilassifikation symplektischer Bilinearformen

Anmerkung 10.7. 1) Wir zeigen, dass eine symplektische Geometrie (V, (, )) nur dann
eine Orthogonalbasis besitzt, wenn sie total degeneriert ist.

Beweis. Ist vy,...,v, eine Orthgonalbasis, so folgt, fiir alle

x:Zam ev, undy:ZﬂjUj €V (w,pi € F)
i j

dass

(z,y) = aiBj (vi,v;) =0,

/[:7j

95



denn (v, v;) = 0, falls i # j, weil vy, ..., v, eine Orthogonalbasis bilden, und (v;, v;) =0,
falls ¢ = j, da die Form symplektisch und somit alternierend ist.

Umgekehrt ist fiir total degenerierte Form jede Basis eine Orthogonalbasis.

2) Wir sehen, weil (v,v) = 1 fir symplektische Formen unméglich ist, kann es keine
Orthonormalbasis fiir symplektische Geometrien geben. O

Als ,Ersatz“ fiir die Nichtexistenz von Orthogonalbasen haben symplektische Geo-
metrien aber stehts hyperbolische Basen:

Satz 10.8. 1) Eine symplektische Geometrie hat eine Orthogonalbasis genau dann wenn
ste total degeneriert ist.
2) Jede nicht-singuldre symplektische Geometrie V ist ein hyperbolischer Raum, daher
gilt

V=H (O Hy(O) ...Hy,
wobei jedes H; eine hyperbolische Ebene ist. Daher existiert eine hyperbolische Basis fiir
V', welche eine Basis B bildet, fiir welche die Matriz die Gestalt

F 0 1 -

besitzt. Insbesondere ist die Dimension von V' gerade.
3) Jede symplektische Geometrie (V,(,)) hat die Gestalt

V=radV)(® H,

wobei H ein hyperbolischer Raum und rad(V) ein total degenerierter Raum ist. Der
Rang der Form (,) ist dim(H) und V ist eindeutig, bis auf Isometrie, durch seinen
Rang und seine Dimension festgelegt. (siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts
in Mathematics[1)].)

Beweis. 3) Sei F die Familie aller hyperbolischen Unterrdume von V. F' ist nicht leer,
weil der Unterraum {0} singuldr ist. Folglich hat V eine hyperbolische Erweiterung
ungleich 0. Weil nun V' endlich-dimensional ist, gibt es ein maximal Element (beziiglich
der Inklusion ,,C“) in F, welches wir als H bezeichnen. Weil H nicht-singular ist, gilt:
wenn H # F, so ist

V=HQOH.

Da H nicht singulir ist, gilt rad(V) € H*. Wir nehmen an, es existiert ein € H* mit
x ¢ rad(V); dann gibt es ein v € V, sodass

(x,v) #0.
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Wegen V =H ) H', gibt es y € H* und z € H, fiir welche gilt
v=2z+ty,
woraus
(,0) = (z,2) + (z,9)
folgt. Wegen (z, z) = 0, muss also (z,v) = (z,y) # 0 sein.
Es existieren also z,y € H', die eine hyperbolische Ebene aufspannen, welche orthogonal
zu H ist (vergleiche auch Beweis von Es folgt, dass H (O (z,y) € F existiert. Das

widerspricht jedoch der Maximalitit von H und somit muss gelten H+ = rad(V) und
daher hat jede symplektische Geometrie V' die Gestalt

V=rad(V) O H

Es muss weiters gelten rang(V) = dim(#), weil der degenerierte Teil nicht zum Rang
beitrdgt. Somit bestimmen Rang und Dimension die Geometrie eindeutig.

2) Fir nicht-singulire Geometrien fillt das Radikal von V' aus 1) weg und es gilt
V=H=H (O H(® ...() Hg,

wobei jedes H; eine hyperbolische Ebene ist. Es folgt die Existenz einer hyperbolischen
Basis B fiir welche die Matrix Ya; die genannte Gestalt besitzt. Die Dimension ist gerade,
weil auf jedes Element H; ein Block

0 1

-1 0

kommt. 1) folgt aus Anmerkung O

Im néchsten Satz betrachten die Blockform der Matrix aus Satz [10.8]

Satz 10.9. Die Menge aller symmetrischen n x n Matrizen der Gestalt

Yap o]

XQk,n—2k:l 0 0, o
-

ist eine Menge von Vertretern, der Menge der alternierender Matrizen beziiglich Kon-
gruenz. (siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1].)

Beweis. Symplektische Geometrien werden durch alternierende Matrizen reprasentiert.
Das entspricht schiefsymmetrischen Matrizen mit den Diagonaleintragen 0. Weiters exis-
tiert nach Satz fiir jede symmetrische n x n Matrix, welche alternierend ist, eine
kongruente Matrix der Gestalt

Y- 0
Xokn—2k = l Sk — 1 -
i

Der Rang von Xoy, 9 ist gleich 2k. Zwei Matrizen dieser Form koénnen nur kongruent
sein, wenn ihre Rénge tibereinstimmen. O

57



10.3 Pfaff’sche Determinante einer alternierenden Matrix

Satz 10.10. Der Rang einer alternierend Matriz A dber einem Kérper V ist immer
gerade und die Determinante ist immer ein Quadrat. (siehe dazu auch ,Algebra® und
,Basic Algebra I“ von Lang S. und Jacobson N.[3], [4])

Beweis. Da die Matrix A alternierend ist, konnen wir schreiben:

A=Q 01 Q7

Da die Matrix aus l _01 (1) ]—Blécken vom Rang 2 besteht, ist der Rang gerade.

Berechnen der Determinante ergibt

det(4) = det(Q): I det(QT) = der(@){ |

0

Da die Determinante von Q2, aber auch 0 und 1, ein Quadrat ist, ist der Beweis voll-
standig erbracht. O

Im nachfolgenden Satz verschérfen wir den Satz [10.10] und erhalten Formeln fiir
Wurzel der Determinante.

Satz 10.11. Es sein gerade und A eine alternierende n x n Matriz, deren (i,j)-Fintrag,
i < j, die Unbestimmte a; ; ist. (Die Eintrige unterhalb der Diagonalen sind dann durch
a;j = —a;j gegeben und a; =i fir allei.) Dann gibt es genau ein Polynom Pf(A) in den
Variablen a; j, i < j sodass

(P(A))* = det(A)
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beziehungsweise
-\ PRA) = det(A)*

und
Pf(s)=1

gilt. (siehe dazu auch ,Algebra® und , Basic Algebra I“ von Leng S. und Jacobson N.[5],
)

Beweis. Da die Matrix

A=
apl .. Qpp

alternierend ist, kann nach Satz die Determinante von A als Quadrat in Q(a; j, 4, j =
1,...n) geschrieben werden.

Wir verwenden dazu die beiden teilerfremden Polynome P(ay 1, ..., apy) und Q(ai1, - . - ann),
welche beide im gleichen Polynomring Z [a;j,4,j = 1,...n| liegen.

Es gilt also

P(CLH,. . .,ann)>2

det(A) - < Q(all e ann)

woraus nun folgt

Q%det(A) = P2
Da aber ) und P teilerfremd sind muss nun Q = 1 gelten und es folgt

det(A) = P(an, ey ann)Q

womit der Satz bewiesen ist. O

Anmerkung 10.12. Ist A = (x;;) eine alternierende Matrix mit Eintrégen aus dem
Ring R, dann gilt also Pf(z;;)? = det(A). Das heifit um die “Wurzel ,aus der Determi-
nante von A zu berechnen geniigt es die Pfaff’sche bei A = (a;;) zu spezialisieren.

10.4 Witt’sche Erweiterungs- und Kiirzungssatz

Satz 10.13. Es seien V und V' isometrische nicht-singuldre metrische Vektorriume und
U CV ein Unterraum von 'V, mit einer nicht-singuldren Erweiterung U. Jede Isometrie
7:U — 17U kann auf eine Isometrie von U, welche auf eine nicht-singulire Erginzung
von TU abbildet, erweitert werden.

Beweis. Wir schreiben U = rad(U) (O W, wobei (u1,...,uy) eine Basis fir rad(U) ist,
und U = H () W sei eine hyperbolische Erweiterung, wobei (u1, 21, ..., ux, zx) eine
hyperbolische Basis fiir H ist (vergleiche und [10.4]).
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Es sei 7: U — 7U eine Isometrie. Weil (uq, ..., ug) eine Basis fir rad(U) ist, folgt, dass
(Tui,...,Tuy) eine Basis fir rad(rU).
Daher kénnen wir eine hyperbolische Erweiterung fiir 7U = rad(7W) () 7W finden,

TU=H O W,

wobei H' die hyperbolische Basis (tui,x1,...,Tug, xx) hat (siehe Satz [10.4). Um 7 zu

erweitern, setzen wir 7z; = x; fir allei =1,..., k. ]

Satz 10.14 (Witt’sche Erweiterungssatz). Es seien V und V' isometrische nicht-singuldre
symplektische Geometrien tiber einem Kérper F. Dann gilt fiir jede Isometrie

7:S—=>1SCV,

wobei S ein Unterraum von 'V ist, dass diese auf eine Isometrie von V nach V' erweitert
werden kann. (siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1].)

Beweis. Laut Satz[10.13| kénnen wir 7 auf eine nicht-singulére Ergdnzung von S erwei-
tern. Daraus folgt, dass wir ohne Probleme annehmen kénnen, dass sowohl S, als auch
75 nicht-singulér sind. Daher gilt

V=505t

und

V=750 (r)*.

Um die Erweiterung von 7 auf V abzuschlieflen, miissen wir lediglich eine hyperbolische
Basis Bg. fiir S+,
BSJ- = (617 fl’ -+ Ep, fp)a

und eine hyperbolische Basis B, g). fiir (75 )+,
B(TS)J‘ == (6/1, f{, ey 6;7, f[/))

wéahlen.
Wir definieren nun die Erweiterung durch Setzen von 7e; = €} und 7f; = f/. O

Der Witt’sche Kiirzungssatz folgt direkt aus dem Witt’schen Erweiterungssatz:

Satz 10.15 (Witt’sche Kiirzungssatz). Es seien V und V' isometrische nicht-singuldre
symplektische Geometrien iber einem Kérper F. Wenn

V=S0OStundV' =70 T+

dann folgt
S~T= St~T"

(siehe dazu auch Steven Romans Graduate Texts in Mathematics[1].)
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Beweis. wenn S ~ T gilt, gibt es eine Isometrie
T:85 —=T.

Satz [10.14| besagt, dass die Isometrie 7 auf eine Isometrie, welche V' auf V' abbildet,

erweitert werden kann. Somit muss weiters eine Isometrie
¢S5t =Tt

existieren und es folgt S+ ~ T, O
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