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Abstract

Die Schrodingergleichung stellt ein zentrales Fundament der Quantenmechanik dar und
bildet damit eine wesentliche Grundlage der modernen Physik und Chemie. Sie ermog-
licht die mathematische Beschreibung und Vorhersage mikroskopischer physikalischer
Systeme. Die vorliegende Arbeit untersucht die mathematischen Grundlagen der zeit-
unabhéngigen Schrédingergleichung und deren Anwendung auf das Wasserstoffatom.
Dabei werden zentrale mathematische Konzepte wie der Laplace-Operator, Kugelflachen-
funktionen, Legendre-Polynome, Laguerre-Polynome sowie die Struktur von Wellenfunk-
tionen erldutert und auf ihre Bedeutung fiir die zeitunabhéngige Schrédingergleichung
eingegangen.

Im Fokus steht die Loésung der Schréodingergleichung in Kugelkoordinaten und die
daraus resultierende Separation der Variablen, die zur Einfiihrung der Quantenzahlen
fiihrt. Deren mathematische Bedeutung sowie ihre physikalisch-chemische Interpreta-
tion werden besprochen. Dariiber hinaus wird gezeigt, wie aus der zeitunabhéngigen
Schrédingergleichung der Grundzustandsenergieeigenwert fiir das Wasserstoffatom von
—13,6eV mathematisch hergeleitet werden kann.

Die Arbeit verdeutlicht, wie chemische Interpretationen innerhalb der Quantenme-
chanik durch mathematische Strukturen begriindet und strukturiert werden.

The Schrédinger equation is a central pillar of quantum mechanics and therefore
establishes the theoretical basis for modern physics and chemistry. It creates the condi-
tions for the mathematical description and prediction of microscopic physical systems.
This thesis examines the mathematical foundations of the time-independent Schréodinger
equation and its application to the hydrogen atom. Key mathematical concepts such as
the Laplace operator, spherical surface functions, Legendre polynomials, Laguerre poly-
nomials, and the structure of wave functions are defined, and their significance for the
time-independent Schrédinger equation is discussed.

The focus is on the solution of the Schrédinger equation in spherical coordinates
and the resulting separation of variables, which leads to the introduction of quantum
numbers. Their mathematical significance and their physical-chemical interpretation are
discussed. In addition, it is shown how the ground state energy eigenvalue for the hy-
drogen atom of —13,6eV can be mathematically deduced from the time-independent
Schrédinger equation.

The work demonstrates how mathematical structures are essential to the chemical
interpretation in the context of quantum mechanics.
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1 Einleitung

Mit der Entwicklung der Schrédingergleichung schuf Erwin Schrodinger eine der zentra-
len Grundlagen der Quantenmechanik, die bis heute eine Schliisselrolle in der modernen
Chemie und Physik einnimmt. Die Schrédingergleichung ermdéglicht es, quantenmechani-
sche Systeme mathematisch zu beschreiben und liefert damit ein tiefgehendes Verstdnd-
nis iiber den Aufbau von Atomen und Molekiilen sowie deren energetischen Eigenschaften
[4].

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit den mathematischen Grundlagen, die zur
Loésung der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung fiir das Wasserstoffatom im Rahmen
eines Einteilchenmodells erforderlich sind. Das Wasserstoffatom stellt hierbei ein beson-
ders geeignetes Modellsystem dar, da es aufgrund seiner einfachen Struktur eine exakte
Losung ermoglicht und somit grundlegende Prinzipien der Quantenmechanik anschaulich
verdeutlicht.

Zu Beginn der Arbeit wird ein allgemeiner Uberblick iiber die Bedeutung der Schro-
dingergleichung sowie iiber ihre wesentlichen Eigenschaften gegeben. Dabei wird insbe-
sondere auf ihre Rolle als Eigenwertproblem eingegangen und erldutert, welche physikali-
sche Bedeutung der Wellenfunktion und den zugehoérigen Energieeigenwerten zukommt.
Anschlielend werden wichtige mathematische Werkzeuge eingefiihrt, die fiir die spatere
Herleitung und Losung der Gleichung notwendig sind. Hierzu zéhlen unter anderem die
Legendre-Polynome, die Kugelflichenfunktionen sowie die Laguerre-Polynome, welche
bei der Losung der Winkel- und Radialgleichungen eine zentrale Rolle spielen.

Darauf aufbauend wird die Schrédingergleichung fiir das Wasserstoffatom schrittwei-
se hergeleitet. Zundchst werden einige mathematisch sinnvolle Vereinfachungen vorge-
nommen. Im néchsten Schritt erfolgt die Umformung der Gleichung von kartesischen
Koordinaten in Kugelkoordinaten, da diese der Symmetrie des Problems besser ent-
sprechen. Mithilfe des Bernoullischen Produktsatzes kann die Schréodingergleichung an-
schlieflend separiert werden, sodass sie in drei voneinander unabhéngige Differentialglei-
chungen zerfallt: zwei Winkelgleichungen fiir die Azimut- und Polarrichtung sowie eine
Radialgleichung.

Die Losungen dieser drei Gleichungen ergeben gemeinsam die vollstandige Wellen-
funktion des Wasserstoffatoms. Dariiber hinaus wird gezeigt, dass die zuvor getroffenen
Vereinfachungen auch fiir die allgemeine Form der Schrodingergleichung zuléssig sind.
Aus der Losung der Radialgleichung lassen sich schliellich die diskreten Energieeigen-
werte des Systems bestimmen, wobei sich fiir den Grundzustand des Wasserstoffatoms
der bekannte Energieeigenwert von —13,6 eV ergibt.

Anschlieend wird auf die Bedeutung der Schréodingergleichung fiir die Chemie einge-
gangen. Dabei wird insbesondere der Zusammenhang zwischen den Losungen der Schro-
dingergleichung und den Quantenzahlen erldutert, welche die elektronischen Zustédnde
eines Atoms charakterisieren und eine zentrale Rolle beim Verstdndnis chemischer Bin-
dungen, Spektren und Reaktivitdten spielen.



2 Allgemeines zur Schrodingergleichung

Bevor die mathematischen Details behandelt werden, wird ein grundlegender Uberblick
iiber die Schrédingergleichung gegeben. Dabei stiitzt sich dieses Kapitel auf das Buch
Einfiihrung in die Quantenmechanik von Hohenester und Irgang [4].

2.1 Historischer Kontext

Die Schrodingergleichung bildet ein zentrales Element der Quantenmechanik und be-
schreibt das Verhalten mikroskopischer Teilchen, wie etwa Elektronen, Atome oder Mo-
lekiile.

Thre Urspriinge reichen in das frithe 20. Jahrhundert zuriick. Aufbauend auf den
Erkenntnissen von Louis de Broglie, der im Rahmen des Welle-Teilchen-Dualismus pos-
tulierte, dass Teilchen auch Welleneigenschaften besitzen, entwickelte Erwin Schrodinger
1926 eine Wellengleichung, die genau dieses Verhalten mathematisch beschreibt.

Seine Uberlegung war es, eine Gleichung zu finden, deren Losungen nicht, wie etwa
in der klassischen Mechanik, die Bahn eines Teilchens angeben, sondern eine Wellen-
funktion, aus der sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens ergibt.

2.2 Bedeutung der Schrodingergleichung

Die allgemeine zeitunabhéngige Form der Schrédingergleichung lautet

Hy = Ey

wobei H der Hamilton-Operator ist, welcher die Gesamtenergie des Systems beschreibt.
Er besteht aus zwei Teilen: einem kinetischen Anteil, der mit der Bewegung des Teilchens
verkniipft ist, und einem potentiellen Anteil, der durch ein dufleres Kraftfeld (z. B. ein
elektrisches oder gravitationelles Feld) verursacht wird.

Das Symbol E steht fiir den Energieeigenwert, also die Gesamtenergie, die das System
im betrachteten Zustand besitzt. Die Funktion ¢ ist die sogenannte Wellenfunktion und
enthélt alle Informationen iiber den quantenmechanischen Zustand des Teilchens.

Mathematisch gesehen ist die Schrodingergleichung eine partielle Differentialglei-
chung und gleichzeitig eine Eigenwertgleichung. Wird ein Operator O auf eine Funktion
1 angewandt, so kann dies dazu fithren, dass die Funktion lediglich mit einem konstanten
Faktor A\, dem sogenannten Eigenwert, multipliziert wird. Im Fall der Schrédingerglei-
chung ist H der Operator, E der Eigenwert und ¢ die Eigenfunktion.

Die Wellenfunktion 1 ist insbesondere in der Chemie von Bedeutung. Durch das
Betragsquadrat [¢(z)|? erhilt man die Aufenthaltswahrscheinlichkeit, mit der sich ein
Teilchen im Raum in der Ndhe des Ortes = aufhélt. Dies macht die Schrodingerglei-
chung besonders relevant fiir die Chemie, da sie Aussagen iiber Elektronenverteilungen
in Atomen und Molekiilen erlaubt.



3 Mathematische Grundlagen

Zur Berechnung der Schrédingergleichung fiir das Wasserstoffatom werden einige ma-
thematische Grundlagen benétigt. Die folgenden Unterkapitel geben einen allgemeinen
Uberblick iiber diese. Dabei werden insbesondere die Legendre-Polynome, die Laguerre-
Polynome, die Wellenfunktionen und die Kugelflachenfunktionen behandelt.

3.1 Legendre-Polynom

Zunichst soll ndher auf die Legendre-Polynome eingegangen werden. Folgendes Unter-
kapitel bezieht sich auf |9} |11} [1].

Definition 3.1 (Legendre-Polynome). Sei [ € Ny. Ein Polynom p; I-ten Grades heifit
Legendre-Polynom, falls

(1 —2) pf'(z) — 2w pi(x) + (1 + 1) pi(z) = 0 (1)

fir alle
x € [-1,1]

gilt.

Definition 3.2. Fiir [ € Ny setzen wir

1 d o,
Lemma 3.3. Fir jedes | € Ny ist P, ein Legendre-Polynom.

Beweis. Wir definieren die Hilfsfunktion
fi(z) = (x2 — 1)1.

Es reicht zu zeigen, dass fl(l) ein Legendre-Polynom ist.
Es gilt
fi(@) = 2a(a? — 1)

Daraus folgt

(z% = 1) f](z) = 2x(z? - l)l
= 2lxfi(x).

Also gilt
(1 —a?)fi(z) + 2l fi(x) =0

Diese Gleichung differenzieren wir jetzt (I 4+ 1)-mal mit Hilfe der Leibniz-Formel.



Die Leibniz-Formel fiir hohere Ableitungen lautet

n - n n—

(fg)™ = Z (k) fR) g(n=h),
k=0

Daher kann die Ableitung geschrieben werden als

1+1 41 i

k=0

(l . 1) (=) (a)

+< ) )
+<l;1> D)
= (1 -2 (@) - 20+ Daf T (@)
+ Do) 0

AuBlerdem gilt

I+1 I+1 k
% [25$fl($)} _ Z (l —Ik— 1) (dd , (2l ))f(l+1—k) (z)

k=0

_ (l J(; 1) (21z) £ ()

" (l * 1) (20) £ ()

=20 f (@) + 201+ 1) 1D ().

Daher ergibt sich
dl+1

0=y |(1 = ") f{(2) + 2afi(w)]
=1 -2 " (@) =20+ DT @) - 10+ 1) £ (@)
+ 20z (@) + 20+ 1) P (2)
= (1 =) @) = 220V @) + 10+ )P (@)
Also erfiillt fl(l) die Legendre-Gleichung und

dl
@) = @ =)



Lemma 3.4. Seil e Ny und m € Z mit 0 <m <.
Dann erfillt d‘i—mmpl(x) die lineare Differentialgleichung

m m m

(1= 2%) 2l (@) = 20m + D 5 pl () + [0+ 1) = mlm + 1) 2 (@) =0, (2)

Beweis. Induktionsanfang (m = 0):
Fir m = 0 erhalt man

(1= a?)p/ () = 2w pj(x) + (L + V)pu(x) = 0,

das entspricht der Legendre-Differentialgleichung.
Induktionsvoraussetzung;:
Es sei m € Ny fest und es gelte

am am am
(1—2?) dx—mpg’(x) —2(m+ 1)z dx—mpg(x) + [1(1+1) —m(m +1)] TPl = 0.
Induktionsschritt:
Wir differenzieren die Induktionsvoraussetzung nach x
0 =a?) (@) = 20m 4 Do (@) + 10+ 1) = m(m + D) pi(@)| = 0.

Mit der Produktregel folgt unmittelbar

5 m—+1 " derl , dm+1
(1—z%) Py (z) — 2z Wpl(iﬂ) —2(m+1) Wpl(x)
m—+1 , dm+1
Zusammengefasst liefert dies
5 dm+1 " m—+1 , m—+1
(1—2%) ppTESEY (z) —2(m + 2)x Wpl(x) + Il +1) = (m+1)(m+2)] Wpl(x) =0.

(m+2)(m+1)=(m+1+1)(m+1)
gilt, ist die Behauptung fiir m + 1 erfillt.



3.2 Assoziierte Legendre-Polynome

Fiir die Schrédingergleichung fiir das Wasserstoffatom von Bedeutung ist der Spezialfall
der assoziierten Legendre-Polynome P;"(z) oder auch assoziierten Legendre-
Funktionen, da es sich nicht immer um Polynome handelt. Dieses Unterkapitel beruht
auf [9, [11].

Definition 3.5 (assoziierte Legendre-Polynome). Seil € Ny und m € Z mit 0 < m <.
Ein Polynom p;" heifit assoziiertes Legendre-Polynom, falls

(1—a?) dipin(ﬂ?) — 2z ipfn(ﬂf) +(+1) - m )pi"(z) =0 (3)
dz? dx 1— a2
fir alle
x € [—1,1]
gilt.

Definition 3.6. Fir [l € Ny und m € Z mit 0 < m <[ setzen wir

AW

dzm !

P (x) = (1) (1 - 2?)
Lemma 3.7. P/ ist ein assoziiertes Legendre-Polynom
Beweis. Sei
dm

dxz™

I3

(@) = (1 -a?) Bi(x).

Dann gilt
B () = (=1)"p" (2),

also reicht es zu zeigen, dass p;” ein assoziiertes Legendre Polynom ist. Der Kiirze halber
setzen wir
dm
u(x) = —PF(x
(z) = 5 Fi(@)
Mit der Produkt- und Kettenregel folgt zunéchst

%p?‘(:ﬂ) =(1-22)2d(2) —ma(l — 222 u(z).

Fiir die zweite Ableitung ergibt sich durch erneute Anwendung der Produktregel

2
%p;n(x) =(1-2%)% u"(z) — 2ma(1 — 2%)% " /(2)
i

m _
2

+ {m(m —2)2?(1—2%) 22 —m(1 — 2?) 1}u(1:)

Diese Ausdriicke werden nun in die assoziierte Legendre-Differentialgleichung (siehe [3)
eingesetzt. Es gilt dann



m
2

2

<1(z+1)—1m

— 72

) (1— 227 u(x).

Sortiert man nun nach den Termen v”(x), v/(z) und u(zx), so ergibt sich

o Term mit v (x):
(1 - m?)%—i—lu//(x)

o Term mit u/(x):
Fl

—2x(m +1)(1 — 2?) 2/ (z)

o Term mit u(z):
Fl

(11 +1) —m(m + D](1 — 2%) 2 u(x).

Fiigt man die Terme zusammen, so erhalt man

(1= )% (1 - 2?)u"(2) = 22(m + 1)/ (2) + 1L+ 1) = m(m + D)]u(x)].

Dies entspricht der m —ten Ableitung eines Legendre-Polynoms (siehe , da wir bereits
bewiesen haben, dass diese Gleichung gleich 0 ist, folgt.

(1- 2% (1= 2?)u"(2) — 22(m + 1)/ (2) + 1L+ 1) = m(m + 1)]u(z)| =0.

Somit erfiillt auch p/” die assoziierte Legendre-Differentialgleichung. O

Lemma 3.8. Seienl € Ng undm € Z mit 0 < m <. Das assoziierte Legendre-Polynom
P (x) kann in kompakter Form dargestellt werden als

le(a:):(;lll):n<1—x2)?(g:);<m2—l>l, m > 0.

V



~ o da™ \dat
1 . m dm+l
= ﬁ(—l) (1—a%)" Jpmil (2° — 1)’

3.3 Kugelfiachenfunktionen

Von Bedeutung sind die Legendre-Polynome bei den Kugelfachenfunktionen, wie in [12]
beschrieben.

Definition 3.9. Seien | € Ny der Grad und m € Z mit —I < m < [ die Ordnung. Die
Kugelflachenfunktion Y;™ ist definiert durch

20+1 (I—m)

Y™ (9, ) = <—1>m¢ T P (eos ) €,

Dabei ist ¥ € [0, 7] der Polarwinkel und ¢ € [0,27) der Azimutwinkel.

Im Bezug auf die Schrédingergleichung beschreibt [ die Drehimpulsquantenzahl und
m die magnetische Quantenzahl mit — < m < [. Der Exponentialterm /™% bezeich-
net die Abhédngigkeit vom Azimutwinkel ¢. Auf die Bedeutung der unterschiedlichen
Variablen wird in einem spateren Kapitel genauer eingegangen.

3.4 Laguerre-Polynome

Neben den Legendre-Polynomen sind auch die Laguerre-Polynome in der Herleitung von
Bedeutung. Dabei bezieht sich das Unterkapitel iiberwiegend auf [4].

Definition 3.10 (Laguerre-Polynome). Sei a € Ny ein Polynom [, vom Grad « heifit
ein Laguerre-Polynom, falls

2l (z) + (1 —2)l () + aly(z) = 0, fir alle z € R gilt.

Definition 3.11. Fir o € Ny. Setzen wir

e d¢

ol dzo

Lo(z) := (z%™)

Lemma 3.12. L, ist ein Laguerre-Polynom.

Beweis. Der Beweis kann &dhnlich wie bei den Legendre-Polynomen ({3.3) gefiihrt werden.
O



3.5 Zugeordnete Laguerre-Polynome

Fiir die Schrédingergleichung fiir das Wasserstoffatom sind die zugeordneten Laguerre-
Polynome [ relevant. Dieses Kapitel bezieht sich auf [1]

Definition 3.13 (zugeordnete Laguerre-Polynome). Sei o € Ny und und m > —1. Ein
Polynom heifit zugeordnetes Laguerre-Polynome 7'(x), falls die Gleichung

P I2(@) + (m+ 1= ) 1) + (o= m) 12 (2) = 0, @
fiir alle x > 0 gilt.

Definition 3.14. Sei a € Ny und und m > —1.

dm

L) = ()"

Lotm(x), a,m € Ng, m < a.

Lemma 3.15. L7} ist ein assoziiertes Laguerre-Polynom.

Beweis. Der Beweis kann dhnlich zu den Beweis bei den Legendre-Polynomen gefiihrt
werden. O

Fiir die Laguerre-Polynome kann aus der Orthognalitdtsrelation

00 2 1 !
/ xmﬂe,m(LZ(x))zdaj:(a+m+')(a+m)
0 a!

hergleitet werden. Diese wird hier jedoch nicht ausgefiihrt und die Relation angenommen.

3.6 Die Wellenfunktion

Die Wellenfunktion ist die zentrale Grofle fiir die Formulierung der Schrédingergleichung.
In folgendem Kapitel wird nicht nur auf die mathematische Definition eingegangen, son-
dern auch die physikalische und chemische Bedeutung im Wesentlichen beschrieben.
Dabei ist die Grundlage [6].

3.6.1 Mathematische Betrachtung der Wellenfunktion

Die Wellenfunktion, die fir die zeitunabhéngige Schrodingergleichung relevant ist, ist
eine komplexwertige Funktion

$iR 5 C, le) = Re(() +iIm(i(a)).

Dabei beschreibt Re(¢(z)) den Realteil und Im(t(x)) den Imaginérteil. Fiir die Wellen-
funktion gilt die Normierungsbedingung

| Wi =1

9



3.6.2 Physikalische und chemische Betrachtung der Wellenfunktion

In der Quantenmechanik beschreibt die Wellenfunktion v vollstdndig den Zustand eines
physikalischen Systems. Sie hingt bei der zeitunabhingigen Schrodingergleichung vom
Ort ab. Die Wellenfunktion 1 kann dabei selbst nie beobachtet werden, enthélt jedoch
alle Informationen iiber das System.

Es ist unmoglich Zeit und Ort eines Teilchens vorherzusagen. Daher werden Materie-
wellen mit Wahrscheinlichkeitswellen gleichgesetzt. Diese Wahrscheinlichkeit kann durch
eine Wellenfunktion ¢ dargestellt werden.

In der Physik beschreibt

¥l

die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Teilchen an einem bestimmten Ort befindet. Von
Bedeutung ist somit das Betragsquadrat und nicht die Wellenfunktion selbst. Betrach-
tet man eine grofle Zahl gleichartiger Teilchen, so ergibt sich die Intensitdtsverteilung
aus dem Betragsquadrat der Wellenfunktion. An Orten, an denen diese Wahrschein-
lichkeitsdichte grof} ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Teilchen befindet hoch,
wo sie null ist, ist kein Teilchennachweis moglich. Beugungsmaxima und -minima lassen
sich auf diese Weise unmittelbar als Bereiche erhohter bzw. verminderter Teilchendichte
verstehen.

Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion schrankt die Menge zulés-
siger mathematischer Funktionen erheblich ein. Wird die Gesamtwahrscheinlichkeit auf
eins normiert, so muss das Integral iber den gesamten Raum

|k =1

erfillt sein. Dies driickt aus, dass sich das Teilchen mit Sicherheit irgendwo im Raum
befindet.

3.7 Laplace Operator

Ebenso wird fiir die Formulierung der Schrédingergleichung der Laplace Operator beno-
tigt, beruhend auf [6].

Definition 3.16 (Laplace Operator im R3). Sei f : R® — C eine zweimal stetig dif-
ferenzierbare Funktion. Fir den Laplace Operator A in den kartesischen Koordinaten
gilt:

3 92 x 2 f(x 2 f(x 2f(y
Ay = 3 B 2 | P | )

2 2 2 2
Oxy, Oy Oxs Oxs

Damit ist der Laplace-Operator die Summe der zweiten partiellen Ableitungen von f
nach den kartesischen Koordinaten.

Zur besseren Ubersichtlichkeit wird hier eine alternative Schreibweise eingefiihrt.

wia) i= 0

10



beschreibt die partielle Ableitung von v nach dem i-ten Argument.

_ 9*Y(x)
N 81‘@ al‘j
steht fur die zweite partielle Ableitung von v, zuerst nach dem i-ten und anschlieend
nach dem j-ten Argument.
Somit kann der Laplace Operator A als

Yij(z)

Af = fu+ fa2+ f33 (5)

geschrieben werden.

11



4 Herleitung der Schrodingergleichung fiir das Wasserstofi-
atom

Die zeitunabhéngige Schrédingergleichung lautet
H () = Bip(x).

Zunichst wird die vereinfachte Form des Hamilton-Operators H betrachtet, fiir die wir
alle physikalischen Konstanten 1 setzen. Er sei gegeben durch

Ap(z) = (—A + ’3:1‘) V(@) = BEg(z), iR C,

wobei A den Laplace-Operator bezeichnet und E den zugehérigen Energieeigenwert

darstellt. Im folgenden Kapitel wird die Schrédingergleichung fiir das Wasserstoffatom
schrittweise hergeleitet. Dabei beziehen wir uns auf [3, 7, |12].

4.1 Umwandlung der kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten

Die oben angegebene Schrodingergleichung ist in kartesischen Koordinaten im R? formu-
liert. In der Quantenmechanik wird jedoch héufig die Darstellung in Kugelkoordinaten
verwendet, da sie in vielen Féllen eine mathematische Vereinfachung ermoglicht.

Die Koordinatentransformation von kartesischen Koordinaten (z1,z2,x3) in Kugelkoor-
dinaten (7,7, ¢) lautet

x1 = rsind cos ¢
To = rsindsin g

T3 = rcos V.
Hierbei bezeichnet
o 7 den Abstand vom Ursprung (Radius) in r > 0,
o ¥ den Polarwinkel mit Werten in [0, 7],
o ¢ den Azimutwinkel mit Werten in [0, 27).
Lemma 4.1. Sei ) : R? — C und ¢ : (0,00) x [0, 7] x [0,27) — C definiert durch
o(r, 9, p) = (rsind cos p, rsin ¥sin , r cos )

Dann gilt

At)p(rsind cos p, rsin ¥ sin ¢, r cos ) = , or r2sin ¥ 99 09

0*¢(r,9, )
r2sin?9  0p?

%% (7"2 8¢(r,19,<p)) L 9 (sinﬂ({w)
1

fir aller >0, 9 € [0,7], ¢ € [0,27).
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Beweis. Zur Vereinfachung der Notation lassen wir die Argumente der Funktionen gele-
gentlich weg.

1. Radialteil T,
Zu zeigen ist, dass

A (rsind cos @, rsind sin p, r cos¥) = 11 + g + P33

19 ( 209(r, 9, 90)> 1 0 < - 00(r, 9, w)) 1 (r,9,¢)
T - sin ¥ + - .
r2 or dor r2sind O o) r2sin?9  0p?

Wir betrachten

Zunachst gilt

d
di(f = 1)1 sin ¥ cos ¢ + 9 sin ¥ sin p + 13 cos V.

Da die Koeffizienten sin 1 cos ¢, . . . nicht von r abhédngen, gilt

¢ o o O O3
W—Slnﬂcosgoﬁ—ksmﬁs.m«pW+cosz9 e (6)

Mit der Kettenregel erhalten wir

0
% = 111 sin ¥ cos  + Y19 sin I sin ¢ + Y13 cos U,
T

. D 0
und analog fiir %, %.

Dies wird nun in @ eingesetzt

82
a—rf = sin%y COSQQO P11+ sin%y sin2<,0 Po2 + cos®V 133

+ 2sin?9 sin ¢ cos @ Y12 + 2sin 0 cos ¥ cos ¢ i3 + 2sin Y cos U sin @ Ya3.

Nun ist der Radialbeitrag

0 (200N _, 06 0%
8r(r 8r) =2 or T Or?

und durch eine Division durch 72 erhilt man

_ 1D (W00 20000 D)
20 or r or Or2 .

52
Wenn man % und % einsetzt, erhalt man explizit Terme erster und zweiter Ablei-

tungen v; bzw. 1;; mit den oben angegebenen trigonometrischen Koeffizienten.
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2. Polarwinkel Ty
Wir betrachten

1 9, ¢
r2sin o 819<S nf}—).

Zunéchst ist

gj; = rcostcosp i1 + rcosvsinp iy — rsind 3.

Multipliziert mit sin ¢ ergibt dies

s1n19§(£ = rcos¥sin® (cos )y + sin @ hy) — rsin? 9 1h3.

tenregel gilt

N 9

8:6 T ox . .
—1 = @ZJH ! 1/112 2 + wlg 3 = rcos ¥(1h11 cos p + P12 8in ) — rsind 13,

881? = r cos V(P21 cos @ + Paa sin ) — rsin a3,
52? = r cos ¥(1P31 cos ¢ + 132 8in ) — rsinJ Pss.
Nun folgt die Ableitung
o/. 0
%Gm 9 %)
Hierzu betrachten wir zunéchst die Ableitung
2(@& cos ¢ + P12 sin )
90 11 ¥ 128 ).
Dies ergibt
0
59 (11 cos p + g sin )

=rcost {(zpn oS ¢ + 112 8in @) cos @ + (a1 €oS  + a2 sin @) sin gp}
— rsin ¥ (113 cos @ + a3 sin ).

Nach Anwenden der Produktregel, Einsetzen und Zusammenfassen (unter Nutzung (¢12 =
Va1, P13 = P31, P23 = P32) ergibt sich

14



D/ 0N s . .
8—19(&11196—19) = (cos” ¥ — sin“ ) (11 cos ¢ + 1y sin ) — 2sin ¥ cos ¥ 13
+ rsin ¥ cos 19( cos ﬁ(wn cos? © + 2112 cos p Sin @ + Yoo sin® <p)

— sin ¥ (113 cos ¢ + o3 (x) sin go))

— rsin? 19( cos ¥(1h31 cos ¢ + 3g sin @) — sin ¢ 1/133).

Die Division durch 72 sin 9 liefert schlieBlich

L0 (. 07, w))
Ty = —— — ¥,
VT 1 2ging 99 (sm ov
3. Azimutteil T,
Wir betrachten
B
r2siny Op?’
Zunéachst ist
0
&q; = rsind (—¢1 sin g + 1 cos ).

Dies wird nun abermals abgeleitet. Da nur die trigonometrischen Faktoren sin ¢, cos ¢
von ¢ abhéngen, gilt

0? 0
&Pq; = rsind %(—Tﬁl sin ¢ + 12 cos ).
Mit der Produktregel folgt
2
g%;é) = rsinﬁ( — aaqf; sin ¢ — 11 cos p + 587722 cos @ — ngsimp).

i
Zur Berechnung von R

verwenden wir die Kettenregel und erhalten

a({;ij = rsind(—11 sin p + P12 cos @),

%ﬁf = rsin¥(—i2sin p + P2 cos ).

Einsetzen in die obige Formel ergibt
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2
W = rsinz?( — rsin ¥ (—111 sin @ + 112 cos @) sin ¢

+r Sin’l9(—’l7ZJ12 sin ¢ + Y92 cos gp) cos ¢ — 1 cos  — 9 sin <p)

= 72 sin?9 (111 sin®p — 21b19 sin  cos @ + hag cos?p)
— rsind (11 cos p + Yo sin ).

Nach Division durch r2sin?9 erhélt man den Azimutalbeitrag

__L
7 r2sin?y Oy?

= 111 sinp — 2115 sin @ cos @

1 .
~+ 129 COSQQO — ———— (91 cos ¢ + o sin p).
rsin v

4. Addition der drei Teile
Abschlielend soll gezeigt werden, dass

T, + Ty + T, = Aih.

Wir beweisen, dass ¢; = 0 fiir 7 = 1,2,3 und v;; = 0 fiir ¢ # j.

2 1 1
@01(; sin ¥ cos ¢ + Tsinﬁ(COSQ’ﬂ —sin? ) cos p — pp cos @)
1
=1 —(2sin¥ cos p + C?ﬂ — 2sind cos p — C(_)S(p) =0
r sin 9 sin 9
wg(g sin ¥ sin ¢ + (cos® ¥ — sin?¥) sin g — sin )
r rsind rsind
1., . . sin . . sin ¢
= 1)9—(2sin ¥ —— — 2sind - =
1/12r( sin ¥ sin ¢ + v sin ¢ sin ¢ sinﬁ) 0

2 2
3(=cos) — —cos¥) =0
r T

Im néchsten Schritt werden die 2. Ableitungen betrachtet

12(2sin? 9 sin o cos p + 2 cos® ¥ cos @ sin ¢ — 2sin @ cos @) =
2th19(sin ¢ cos p(sin® 9 + cos? ¥ — 1) = 0

16



13(2sin ¥ cos ¥ cos p — cos ¥ sin ) cos p — sin ) cos ¥ cos ) = 0

13 = 2sin ¥ cos ¥ sin ¢ — cos ¥ sin ¥ sin ¢ — sin ¥ cos ¥ sin ¢ = 0.

Zuletzt werden alle 1);; mit ¢ = j betrachtet

11 (sin? 9 cos? ¢ + cos? ¥ cos® p + sin? @) =
wu(cos2 go(s.in2 9 + cos? J) + sin? ) = wu(cos2 o+ sin? ) =Yn

sin? 9 sin” o + cos? ¥ sin® ¢ + cos® p

= sin? p(sin? ¥ + cos® ¥) + cos® ¢ = thaa

¢33(COS2 9+ sin2 19) = ¢33.

Somit ist Tr+Ty+T, = Avp = 111 +1)22+1)33, was der Definition des Laplace-Operators
fiir die kartesischen Koordinaten (siehe [5)) entspricht. O

4.2 Separation der Variablen

Somit kann die zeitunabhingige Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten dargestellt
werden.

Definition 4.2. Sei ¢ : (0,00) x [0, 7] x [0,27) — C eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion. Man nennt ¢ eine Losung der zeitunabhdngigen Schrédingergleichung in
Kugelkoordinaten, falls sie die Differentialgleichung

10 (Tg&b(r,ﬁ,gp)) 1 0 (sinﬂw>

r2 Or or r2 sin 9 99 o

1L 8(r,9,9) 1
E+ - —
r2sin?9  0p? + < + r> o0 ¢) =0
fir alle
r >0, ¥ € [0,7], ¢ € [0,2m)
erfiillt.
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Im néchsten Schritt wird zur Losung der Differentialgleichung eine Separation der
Variablen mit Hilfe des Bernoulli’schen Produktansatzes vorgenommen

o(r,d,0) = R(r) Y (9, p).

Mit einem weiteren Produktansatz erhalt man

¢(r, 0, ) = R(r) O(J) ®(¢).
Dieser wird nun auf die Gleichung angewendet und anschliefend die Gleichung mit
% multipliziert. Durch eine neue Anordnung erhélt man die partielle Schrédingerglei-

chung
1 d QdR(r)) ( 1 > 9
el B+ -
R(r) dr (7‘ dr + + 7| e

Radialanteil

Winkelanteil

Die ersten beiden Summanden dieser Gleichung sind nur von r abhéngig. Dieser Anteil
wird auch als Radialanteil bezeichnet. Die letzten beiden Summanden hingegen héngen
nur von ¥ und ¢ ab und werden als Winkelanteil bezeichnet.

Der Radialanteil und der Winkelanteil miissen jeweils konstant sein. Im néchsten
Schritt werden sie mit der sogenannten Separationskonstanten (I + 1) ersetzt — die
Begriindung hierfiir wird spéter ersichtlich

1 d<T2dR<r>>+(E+1> r? =

R(r) dr dr |7]
_(;QG- gY@, 90)) N 1 9*Y (0, @))
Y (9, ) sind 9¢ oL, Y (9, 0)sin?9  9p? ’
1(1+1)

Mithilfe des Produktansatzes kann nun aus der partiellen Schrédingergleichung (siehe
eine gewohnliche Differentialgleichung in r-Richtung abgespalten werden. Diese Glei-
chung wird als radiale Schrodingergleichung bezeichnet

it () (s )iz

Die in den Winkeln 9 (Polarrichtung) und ¢ (Azimutrichtung) enthaltenen Terme bil-
den die sogenannte Winkelgleichung. Diese bleibt eine partielle Differentialgleichung,
kann jedoch aufgrund der ausschliefllich geometrischen Abhéngigkeit von 9 und ¢ direkt
berechnet werden

1 0 (. ,0Y(0, ) 1 9%V (¥, )
sind 99 (Smﬁ 09 >+sin219 9,2

FII+ 1) Y (9, 0) = 0.
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4.3 Normierungsbedingung der Radialgleichung und Winkelgleichung

Eine wichtige Eigenschaft der Wellenfunktion ¢ ist die Normierungsbedingung, diese
liefert folgende Schlussfolgerungen fiir die Radialgleichung sowie Winkelgleichung.

Lemma 4.3. Sei v : R® — C und ¢ : (0,00) x [0,7] x [0,27) — C gegeben durch.
(1,0, ¢) = Y(rsind cos @, rsin ¥ sin ¢, r cos V)

Weiters sei ¢ von der Form ¢ = R(r)0O(0)¢(p) fir Funktionen R : (0,00) — C, © :
[0,7] = C und @ : [0,27) — C. Dann folgt aus

[e'e) T 27T
/ IR r2dr = 1, / 0(9))? sind dd = 1, / 1B() |2 dp = 1,
0 0 0

|k =1

Beweis. Zunéchst miissen die Integrationsmafle dx1, dxo, dxs in Kugelkoordinaten aus-
gedriickt werden. Hierzu verwendet man die Jacobi-Matrix

dass

sintcosyp rcostvcosp —rsindsing
J=]sind¥sinp rcosdsing rsindcosp

cos —rsin 0

Fiir die Determinante gilt
det J = r?sin 9.

Damit folgt fiir das Integral {iber den gesamten Raum:

oo w2
R3|¢|2:/0 /0/0 6(r, 9, @)|” r*sindd de dd) dr

0 T 2
:/ / / IR(r)2 [0(9)2|®(0)|? 2 sin 9 dp o dr
0 0 0

_ (/OOO \R(r) > dr) </07r ]9(19)|28in19d19> (/0% @(@)Fd@) — 1.

Somit sind die Normierungsbedingungen fiir die Radial-, Polar- und Azimutfunktion
gezeigt. O
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4.4 Losungen der Winkelgleichung

Zunéchst soll die Winkelgleichung naher betrachtet werden.
Die Winkelgleichung

13(-0WM@> 1 Y (9,¢)
sind 9v 09 sin?9  O¢?

wird zunéchst mit sin? ¢ multipliziert. Man erhélt dadurch

FIl+1) Y0, 9) = 0.

Y (9 Y (0
sin 8819 (sinz? 0 ((919’ go)) + 0 8;27 ?) +1(141)sin? 9 Y (9, ) = 0. (10)
Dies ist eine partielle Differentialgleichung, die von den beiden Winkelvariablen ¢ und

o abhangt.
Zur Losung der Winkelgleichung wird ein weiterer Produktansatz verwendet
Y(9,0) = 0(9) 2(¢).

Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung ein und dividiert durch Y (9,¢) =
©(9) ®(p), so ergibt sich

sind d [, _dOW) 9 1 d*®(p)
1 _— = 0.
o) dv <51m9 7 )—l-ﬁ(f—i- ) sin 19+(I’(<P) e 0
=+m?2 =—m?2

Dabei ist m die Separationskonstante. Die ersten beiden Terme beschreiben die Diffe-
rentialgleichung der Polarfunktion ©(J), wiahrend der letzte Term die ¢-Abhéngigkeit
wiedergibt.

4.4.1 Losung der Azimutrichtung ¢

Fiir die Azimutrichtung ¢ erhélt man harmonische Funktionen als Lésungen der Diffe-

rentialgleichung

) 2

Definition 4.4. Fiir m € Z definieren wir die Funktion ®,, : [0,27) — C

1

d,, = ¢™m®
() NG
Lemma 4.5. Die Funktion ®,, erfillt die Gleichung
1.
qu)m((p) 2
7d902 +m q)m((p) =0, (11)
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2. ist periodisch und

3. und ist normiert, d.h.,

2m
| ente)ae =1

Beweis.
1.
Durch Einsetzen der Definition von ®,,(¢) in die Gleichung erhalt man:
Lo 2 img o 1 im o 1 i o 1 i
“m e +m e = —m e +m e =0
V2T \V2r V2T V2rm
2.
1 eim(?w—&—g@) _ 1 eim27r Leimw _ 1 eimtp
s ous V2 s
3.

1 (G () e

1 imey —imey
= [ —eimeemimeg
/0 o e"e %)

2 ]
= —d
/0 2 14
1,
o T
=1.
O
Somit erhélt man fiir die Azimutrichtung die normierte Losung
D) = =" (12
m(p) = — "%,
4 V2T
4.4.2 Losung der Polarrichtung 9
In der ¥-Richtung erhélt man eine Differentialgleichung fiir die Polarfunktion © (1)
1 d /. .dO(w) m?
— P— (l+1) — 9) = 0. 1
sin 0 do (Sm a9 )+ 1) = Gy |OW =0 (13)

Die Losungen dieser Gleichung existieren nur fiir ganzzahlige Werte [ > 0 und m mit
|m| < I. Sie werden durch die zugeordneten Kugelflichenfunktionen beschrieben. Diese
Funktionen erfiillen die Winkelgleichung mit dem charakteristischen Eigenwert (I + 1).
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Um die Polarkomponente ©(9) der Wellenfunktion ¢(r,v, ) zu bestimmen, wird
zunéchst die Gleichung explizit differenziert. Es ergibt sich

d?0(9)  cosd dO(V) m?
(l+1)— ——|6{) =0. 14

di? sind  dv i+ sin? (¥9) (14)

Zur Vereinfachung fithren wir jetzt die neue Variable
x = cost

ein. Damit gilt

d .. d d? d L, d?

%——sm'ﬁ%, W——Cosﬁ%—i-sm 19@.

Eingesetzt in die Gleichung erhélt man

2 2
dO(z) +sin219d @(m)] cos (_ sinﬁdg(x)) N
x

0e+1)— SZLW] O(z) = 0.

—cosV

dx? sin ¥ dx

Durch Vereinfachung folgt

m2

sin? 19] O(z) =0.

Mit sin? ¥ = 1 — 22 und cos ¥ = z ergibt sich schlieflich die Form

2
d“O(z) 9 cos dO(z) n

.2
sin“ 9 122 .

I(+1)—

2

1 — 22

d*O(z) B 2$d6(x) n

1_ 22
(1 =27 dx? dx

I(+1) —

] O(z) =0,

welche die assoziierte Legendre-Differentialgleichung beschreibt.

Deren Losungen sind die Funktionen P/™(x). Es gilt somit ©(x) = A;,,, P/"(z). Sie
beschreiben die Polarkomponente der Wellenfunktion in einem zentralen Potential. Die
assoziierten Legendre-Polynome P;"(x) konnen explizit in kompakter Form dargestellt
werden durch

" —1)™ l+m
le(x) = (_1)m(1 - w2)m/2d713[($) = ( 1) (1 — xQ)m/Qd(iH-m

2 l
dz™ 2] (" —1)"

Dabei bezeichnet Pj(z) das gewohnliche Legendre-Polynom. Der Vorfaktor (—1)™ sorgt
fiir eine wohldefinierte Vorzeichendefinition und wird in der Literatur teilweise wegge-
lassen, da er das physikalische Betragsquadrat nicht beeinflusst.

Fiir die zugeordneten Legendre-Polynome gilt

LR m 2(L+m)!
/_1Pl (@) B () dv = (2l—|—(1)(l—)m)! ek
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Aus x = cos? folgt dr = —sin ¥ dd. Somit kann man die Integration iiber ¥ schreiben
als

LI, m ) 2l +m)!
/0 P/"(cos¥) P;*(cos¥) sind dv = Gl D0 - m)l lke-
Da
07" (¥) = Ay m P"(cos 9),
ist die Normierung
u 2(1 4+ m)!
() OF (V) sind dv = A} dig.
|| erw ex ) sin b 1)1 — !
Die Normierungsbedingung lautet somit
9 2(l+m)! )
™R+ -m)!
woraus folgt
((21 +1)(1— m)!>1/2
Apm = .
’ 2(1 +m)!
Damit ergibt sich fiir die normierte Polarkomponente
moo (QUEDT—m)NYE
o (v) = ( 0+ )] ) P/"(cos ). (15)

Nachstehende Abbildungen zeigen die ersten zugeordneten Legendre-Polynome fir aus-
gewahlte Werte von [ und m (Abb. sowie die zugehorigen Kugelflichenfunktionen
(Abb. ).

L m1_Pifcosd) P (eos 9) Oum (0)
0 0 1 1 5Py (cos )
1 0 cosd cos 1 %P{][ms )
41 sind B P {cos 1)
2 0 L(3cos?d 1) L(3cos9 — 1) 32 P(cos d)
£ Jeos i sind %_-P (cos )
+2 Fsin® ¢ _;{;-PT’ cos 1)
3 0 i(5e08®9 —3cos ) L(5cos3 1 —3cos i) LC}”J(M% )
Ei1 3 sind(5 0082 — 1) }”:/_—P {cos )
+2 15 cos 9 sin® @ 4://_1—,.1" (cos )
+3 15sin® 0 “p{mp_; (cos )

Abbildung 1: Graphische Darstellung der zugeordneten Legendre-Polynome P;"(x) fiir
ausgewihlte Werte von ¢ und m. Quelle: [7]
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Die Gesamtlosung des winkelabhéngigen Anteils der Wellenfunktion ergibt sich aus

den Gleichungen und .

(0, 9) = 671 (0) @) =

20+ 1)t —m
47 (L +m)!

) 1/2 )
) P;"(cos ) e?.

(

3 [ omy Yf..ru((ﬁ._ )
24 71-
1 "J\/_ cos i
+1 7— sin et
2 0 E(Beos?i-1)
e fﬁmﬁ‘;mﬁ(
2 4\/\/121 sin® Pe =2
? A \/V’__h’wﬁ' ! — 3cos )
=1 \/j__(jmﬁzﬁ— 1)etie
e if_z_m@ﬁ sinde™ 2
=4 7: ‘:;1113 PeTbe

Abbildung 2: Kugelflichenfunktionen Y,;™ (¥, ¢) fiir ausgewéhlte Quantenzahlen ¢ und

m. Quelle: [7]

Abbildung 3 zeigt die Form der Orbitale, die durch die Kugelfunktionen entstehen,

abhéngig von den Quantenzahlen.

(a) (b)

(e}

S 04F PPN
02 02" . 0.2
N 000 o 1 ~ ool 1N o0
02t 02t ( ] 0.2
-0.4% , -0.4-1 J -0.4L -
204-0.20.0 02 0.4 20.4-02 00 02 0.4 204-0.20.0 02 0.4
X X X
W g4 & par 0 od4p—
02 m 02 0.2
N 0.0 N U.O. Bg N 0.0 S
02 02 -0.2
040200 02 04 -04-0200 02 04  -04-020.0 02 0.4

Abbildung 3: Auswirkung der Winkel auf die Form der Orbitale abhéingig von den Quan-
tenzahlen: (a) £=0,m =0, (b) L =1,m =0, (c){=1,m==1, (d) £ =2,m =0, (e)
C=2m==1, (f) £ =2,m = £2. Quelle: [7]
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4.5 Losung der Radialgleichung (Laguerre-Polynome)

Die Radialgleichung beschreibt die Energie E' des Atoms sowie die radiale Ausdehnung
der Wellenfunktion. Fiir gebundene Zustédnde gilt £ < 0. Die allgemeine Form der Ra-
dialgleichung lautet:

1 d<r2dR(r))+(E+1>r2—l(l—|—1)=0.

R(r) dr dr |7]
Wir multiplizieren mit RT(QT ) und erhalten

14d (radRm) N (E+ 1w 1>) R(r) = 0.

r2 dr dr |7] r
Zur Vereinfachung wird die Substitution R(r) = @ verwendet. Damit ergibt sich die
reduzierte Radialgleichung
d*P(r) 1 I(l+1)
E+—— P(r)=20 16
dr2 + < + B 2 ) (r) (16)

Dies wird auch die reduzierte Radialgleichung genannt.
Zusétzlich wird der Energieparameter

E=-k*  K>0.
gesetzt. Weiterhin fithren wir die Variable

Tr = 2Kr

ein.
Fiir die neue Variable folgt aufgrund der Kettenregel
d d d? 9 iz

) P .
dr Ml dr? " a2

AuBlerdem gilt

)

1 26 1 4k?
r x r2  x2’

Durch Einsetzen in die reduzierte Radialgleichung und Division durch 4x? ergibt
sich

d? 11 1(+1)

Im néchsten Schritt wird der Ansatz
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P(z) = e /2Q(z).

gewahlt.
Die Ableitungen des Ansatzes lauten
%P(x) _ /2yt [(z 1o ;’) Qz) + = di@(:v)} ,
und
d2

dz?

2 $2
Plz) = o=/ 41 [ﬁjgjg@(ag) ba(20+2— :c)%@(x) + (z(e 1) = (C4 Do+ 4) Q(x)] .

Nach Einsetzen dieses Ansatzes und Kiirzen erhilt man die Differentialgleichung fiir
Q(a) 2

d-Q dq 1

—+ 20 +2—-2)— ——(+1 =0.

oS @r2-n) T+ (50— 14D) Q)

Dies soll nun in Form einer zugeordneten Laguerre-Differentialgleichung gebracht wer-
den.
Die zugeordneten Laguerre-Differentialgleichung lautet

I (@) + (m+ 1 — 2) I (@) + (@ — m) I (2) = 0

mit
m=20+1, a:i—i-l.
2K
Fiir physikalisch sinnvolle Losungen muss a —m € Ny gelten. Daraus folgt die Quan-
tisierungsbedingung

1
7:5+l+1’ TLENQ.
2K

Somit ergibt sich
1

T 2(s+l+1)
Die Losung der Differentialgleichung ist damit gegeben durch die zugeordneten Laguerre-
Polynome

Q(z) = L (z) = L2 (2).

Durch Riicksubstitution erhalt man

P(z) = a1 2Q ()
)

Fir z = 2kr gilt

P(r) = (2nr)l+16_mL§E£1(2nr).
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Da R(r) = P0) gilt, erhilt man

r

) +1
R(r) = (@ewL?_‘?l_ler)
= (2r)Fhrle L 2HL (267)

= (2r)(2r)le T LEAL (2kr).
Die normierte Radialfunktion lautet schlielich
Ry (r)=A (2/£r)le_m"L§l_'§1_1(2/€r),

wobei A durch die Normierungsbedingung bestimmt wird. Der Vorfaktor 2k ist eine
Konstante, die in A enthalten ist.

Zuletzt muss noch die Konstante A bestimmt werden. Aus der Normierungsbedin-
gung folgt

o
1= / Rs7l(r)2r2dr
0 . ,
= AQ/ (2kr)2e 207 (Lglfll_l(Zﬁr)) 2 dr
0Oo ,
= A2/0 (2/{)%7“2”26_2’” (Lgljl_l(Zl-erD dr
Nun fiithren wir die Substitution
T dx

T RT, r 2/%’ r o

2042
P2+2 K2
2K

durch. Damit folgt

Einsetzen ergibt

00 2042
42 a( ™ —x (2041 2 dx
1=A /0 (2kK) (2/@) e (Ls—l—l(x)> 5
Damit vereinfacht sich das Integral zu
1 0 2
_ 42 204+2 — 20+1
1=A4 ) /0 e (Ls_l_l(:v)> dx.

Nun verwenden wir die bekannte Normierungsrelation der verallgemeinerten Laguerre-
Polynome fiir ganze Zahlen

o0 2 1 !
[T et ey an = 2ot Jlatml
0 .
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In unserem Fall ist

m=2l+1, a=s—1—1.
Damit folgt

A ==
_ 2s(s+1)!
IR

Finsetzen in die Normierungsbedingung ergibt

1 25 (s +1)!
(26)% (s—1—1)

1=A?
Auflosen nach A liefert

(s—=1—1)!
2s(s+ 1)~

Somit ergibt sich fiir die Normierungskonstante

B (s—1—1)!
A= \/(2@325(54—0!'

Damit lautet die normierte Radialfunktion schlie3lich

A? = (2r)?

Ryy(r) = \/ (zm)sw (26r)le T L2 (26r).

Aus der Physik wird die Hauptquantenzahl n definiert als

n:=s+1+1.
Daraus folgt aus
i =s+1+1,
die Relation 1
K=o

Setzt man dies in die Radialfunktion ein, so ergibt sich zunéchst

Ry (r) = \/(2H)3W (ZHr)le_mLilfll_l(Zw).

Mit 2k = % folgt

r _ _
25T = —, e = ¢T/(2n)
n
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Damit erhélt man die konsistente Darstellung

= BT (oo 0

4.6 Gesamtlosung der Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom

Zur Berechnung der Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom gingen wir von der
zeitunabhéngigen Schrodingergleichung mit einer vereinfachten Form des Hamilton Ope-
rators aus

Hy(z) = (—A + ’;) Y(z) = Ey(x), ¢:R*—=C.

Fiir das Wasserstoffatom lésst sich die Wellenfunktion durch Separation der Variablen
in Kugelkoordinaten darstellen als

¢n,l,m (7’, 79’ (/7> = Rn,l(r) Ylm (79’ (/3)'

Die Kugelflichenfunktion lautet

2041 (I —m)!
dr (I4+m)!

P™(cos ) e™?.

Y0, p) = (—1)m\/
Der Radialanteil der Wellenfunktion ist gegeben durch

w5 e )

Damit ergibt sich die vollstdndige zeitunabhéngige Schrédingergleichung fiir das Was-
serstoffatom

¢n,l,m (T) v, 90) = RTL,Z(T) Ylm(797 90)

O BT () s 0) P e
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5 Verallgemeinerung der Schrodingergleichung

In dem vorherigen Kapitel wurde eine Wellenfunktion ermittelt, die die Gleichung:

1

At —
R

J(x) = Ei(x)

erfillt.
Im néchsten Schritt soll gezeigt werden, dass dies auch fiir verallgemeinerte Formen gilt.
Definition 5.1. Fiir eine Funktion ¢ : R® — C und «, 8 > 0 setzen wir ¢, g(z) :=
%%,1 (%)

Vi
Lemma 5.2. Falls ¢ 1 die Gleichung Ayn 1(x) + ﬁ% 1(z) = EvYr1(z) Vo € R erfillt,
dann erfillt 1Yo g(x) = ﬁ% 1 ( \f> die Gleichung o Ao 5(y) + % Vo s(y) = E' v 5(y)
mit E' = BE fiir alle y € R.

Beweis.
Sei tha5(x) = ;1/;171(”3&)
B
3 2
Athap(r) = 3 53vas(®)

j=1
1L 62 x

= B ]; %?7/’1,1 (\/g)
1 n (T

- ajzjl wl,l(\/g)

= Ay ()

a
Vi
Fingesetzt in die urspriingliche Gleichung erhélt man

B (@) — B (@)

0= OzA’l/Ja’g(.%) + | ‘

_ ot Awl 1([) *8|;w11(\‘”£) ;E,%Z)l,l(\;g)
= Aty (\;%) + W’Ll <j§> — Bt (xg)-
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Somit kann die zeitunabhéngige Schrodingergleichung auch in ihrer allgemeinen Form

A

H0(x) = Bv@)
(<32 4 V) ) = B

geschrieben werden.
Der Energieparameter x wird in der Physik definiert als

2m(—2E, 2 1 4rregh?
K= m(h n) = 47?222271 = an2n mit dem Bohrschen Radius ag = %.

Die verallgemeinerte Form der Radialgleichung lautet

Abbildung [4] gibt die ersten Losungen der Radialgleichung an.

1 Rulr)
3
10 Hm[r-]—f(ﬁ) o

2 0 Ralr) = 55 (%)u (2 #) -
(%)

1 Raafr) =2-

[

|

LY
R3a(r) = "”2 (1—

| w2

Rsalr) = 22 (L)E (_) /30

Abbildung 4: Darstellung der radialen Funktionen fiir n = 1,2, 3. Quelle: [7]

Die verallgemeinerte Form der Schrédingergleichung lautet nun

¢n,l,m ("‘7 19’ 90) = Rn,l(r) Yim(ﬁ? 90)

1 S(n—l—l)! r\! st 9 r 2+1 (1 —m)! ‘
= R ~ 0 0 /7 nag [, +1 ( > Y pm 9) M
\/<na0> 2n ((n +1))! (nao) ¢ * Pn—i-1 nao A (I+m)! /" (cosd) e
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6 Berechnung des Energieeigenwertes

Interessant ist ebenfalls der Grundzustand des Energieeigenwerts fiir das Wasserstoft-
atom, da dadurch Ableitungen zu den Elektronenbahnen gestellt werden kénnen. Dieses
Kapitel ist auf Grundlage von [10].
Hierzu betrachten wir zunéchst die zeitunabhéngige Schrédingergleichung
. h? e 1

Hi(x) = Ey(x), H= _EA - 471_80;)

wobei p die reduzierte Masse (u =~ m, fiir das Wasserstoffatom) und e die Elementarla-
dung ist.

In unserem Fall wird davon ausgegangen, dass sich die Atome in gebundenen Zu-
standen befinden, sodass E < 0 gilt. Die Radialgleichung @) mit V(r) = ©_ Jautet

" dmweor

L N AN B
2me "dr? = rdr 2mer? 4deor

)R(r) = ER(r)

Dabei ist { > 0 € N.

Wir kénnen uns die Radialgleichung fiir den Grundzustand n = 1 und darausfolgend
| = 0 bereits mit unser Gleichung des Radialanteils berechnen (siehe [4)). Dies kann nun
nach E umgeformt werden, indem durch R(r) gekiirzt wird

E =

" 2meR(r) \ dr? rodr 2mer? Amegr

h? (d?R(r) 2dR(r)>_h2l(l+1) e?

Im néchsten Schritt wird R(r) fir n = 1 eingesetzt.
R(r)=2 aa3/264/“0
Hierzu werden zunéchst die Ableitungen berechnet.

e Erste Ableitung:

d - 1 2

e Zweite Ableitung:

d*R(r) —3/2 ( 1 ) _ 2 _
= 2a — e /w0 = _Z_ T/,
dr? 0 a% ag/Q

Die Kombination beider Ableitungen lautet

d*R(r)  2dR(r) _ 2e~"/a0  4er/a0 _ 9, ~T/2,—r/a0 (1 2a0
dr? rodr gz g o )
ag ray
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Die Energiegleichung fiir [ = 0 lautet

h2 <d2R(r) N 2dR(r)> N e?

E=— .
2meR(r) \ dr? r o dr dmegr

Durch das Einsetzen von R(r) = 2a, 3/2¢=r/a0 erhiilt man

h2 1 -7/2 2a0 62
E=——1 ) —r/ao (1 20 :
2m, [R(r) U < r )] + 4dregr

Da R(r) o< e~7/% kiirzt sich der Exponentialterm heraus

h? 2 2
E=— 2(1—“0)+ <.
meag T 4megr
Im letzten Schritt betrachten wir den Bohrradius
4 60h2
ag = 5 -
Mee

Da F konstant sein muss, ergibt sich fiir den Mittelwert tiber r, dass r = ag. Somit folgt

o K2 B meet
© 2mead 2(4meg)2h?’

wobei
e me =9.11-1073 kg die Masse eines Elektrons,
e g9 =28.85-10"12 \/}—; die elektrische Feldkonstante,
e h=1.05-10"3*Js das plancksche Wirkungsquantum,
e ¢=1.602-107 C die Elementarladung

ist.
Zunéachst werden die Einheiten der Formel betrachtet

kg C* kg C*
b= c2 \2 2 L2
(W) (J S) N2 m?
Gekiirzt erhilt man
o kg _ kg N2 m?*
- NZ1m4 J2g2 0 J2¢2

Es gilt 1J = 1kgm?s 2 und 1N = 1kgms~2.
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Daraus folgt

E- kg (kgms—2)2m* _ kgz m6 s~ ~ kgm?s? =],
(kgm?2s—2)2s2 kg” m*s—2
Wir setzen in die Gleichung ein und erhalten
9.11- 1073 kg)(1.602 - 10~ C)* 6.00 - 107106
bE=- ( —12g>A(s 2 —32 2 = gy = ~2.20- 1077,
2(4m - 8.85- 10712 2)2(1.05 - 10734 Js) 2.72-10

Zur Umrechnung in Elektronenvolt verwenden wir

leV =1.602- 1071 J.
Es folgt

—2.20-10718

= ———~ —13.6€V.
1.602 - 1019 ¢

Somit ergibt sich fiir den Grundzustand der Energie —13.6¢V.
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7 Bedeutung der Schrodingergleichung fiir die Chemie

In den vorherigen Kapiteln wurde die Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom
mathematisch hergeleitet und der Energieeigenwert des Elektrons im Grundzustand

E=-13,66V

berechnet. Im folgenden Kapitel werden diese Ergebnisse in einen chemischen Zusam-
menhang eingeordnet, dabei wird sich auf [10] und [2] bezogen.

Das Wasserstoffatom dient als grundlegendes Modell zur quantenmechanischen Be-
schreibung elektronischer Systeme. Die Losung der Schrédingergleichung fiir dieses Ein-
Elektronen-System liefert die theoretische Grundlage fiir die Atomorbitale. Diese spielen
in der Chemie eine zentrale Rolle fiir das Verstdndnis von Elektronenverteilungen, Bin-
dungsverhéltnissen sowie spektroskopischen Eigenschaften von Atomen und Molekiilen.

Aus der Loésung der Schrodingergleichung gehen die Quantenzalen n,l und m her-
vor. Diese bestimmen die charakteristischen Eigenschaften der Orbitale, wie etwa ihre
Gestalt, rdumliche Orientierung und Energie. Das Orbitalmodell stellt eine Weiterent-
wicklung des in der Schule héufig verwendeten Bohrschen Atommodells dar und erweitert
dieses um eine auf Wahrscheinlichkeit beruhende Beschreibung der Elektronenverteilung.

Hauptquantenzahl n

Die Hauptquantenzahl n tritt im Radialanteil der Wellenfunktion auf und beschreibt
die energetische Schale, in der sich ein Elektron befindet. In der Wellenmechanik ent-
spricht eine Schale einem Raumbereich, in dem sich das Elektron mit hoher Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit befindet. Mit zunehmender Hauptquantenzahl wéchst die mittlere
Entfernung des Elektrons vom Kern, und seine Energie nimmt zu, wird daher weniger
negativ.

Zur Veranschaulichung werden haufig die aus dem Bohrschen Atommodell bekannten
Schalenbezeichnungen verwendet (siehe Tabelle [1)).

Hauptquantenzahl n | Schalenbezeichnung
1 K
2 L
3 M
4 N
5 O
6 P
7 Q

Tabelle 1: Zuordnung der Hauptquantenzahlen n zu den Schalenbezeichnungen

Die Energie eines Elektrons im Wasserstoffatom ist gegeben durch

13,6 eV
Ep=——75—.
n
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Mit steigender Hauptquantenzahl nimmt die elektrostatische Anziehung zwischen
Kern und Elektron ab. Aus chemischer Sicht erkldrt dies, warum Valenzelektronen in
duBeren Schalen leichter an chemischen Bindungen teilnehmen oder abgegeben werden
koénnen, da ihre Bindung an den Atomkern energetisch weniger stabil ist.

Nebenquantenzahl [

Besitzt ein Atom mehr als ein Elektron, treten Wechselwirkungen zwischen den Elek-
tronen auf, wodurch die Energieniveaus innerhalb einer Schale weiter aufgespalten wer-
den. Die Nebenquantenzahl [ beschreibt den Bahndrehimpuls eines Elektrons und
bestimmt damit die rdumliche Gestalt des Orbitals. Sie kann die Werte

annehmen.
Tabelle [2)) zeigt, wie die Unterschalen entsprechend ihrer Nebenquantenzahl bezeich-
net werden.

Nebenquantenzahl [ | Bezeichnung | Historischer Name
0 S scharf
1 p prinzipiell
2 d diffus
3 f fundamental

Tabelle 2: Zuordnung der Nebenquantenzahl [ zu Orbitaltypen und historischen Namen

Die unterschiedlichen Orbitalformen sind fiir die Chemie von zentraler Bedeutung, da
sie die Richtungsabhéngigkeit der Elektronendichte bestimmen und somit Bindungswin-
kel, Hybridisierungstypen und Molekiilgeometrien beeinflussen. Die Nebenquantenzahl
tritt im winkelabhéngigen Teil der Schrodingergleichung auf.

Magnetquantenzahl m

Aus dem winkelabhéngigen Anteil der Wellenfunktion ergibt sich auflerdem die magne-
tische Quantenzahl m. Sie legt die raumliche Orientierung eines Orbitals fest. Fiir
jeden Wert der Nebenquantenzahl [ existieren 2! 4+ 1 mogliche Orientierungen.

In der Chemie beschreibt diese beispielsweise die Ausrichtung der drei p-Orbitale
entlang der Raumachsen. Diese unterschiedlichen Orientierungen erméglichen die Aus-
bildung verschiedener Bindungstypen, insbesondere von o-Bindungen und 7-Bindungen.

Elektronenkonfiguration des Wasserstoffatoms

Das Wasserstoffatom besteht aus einem Proton und einem Elektron. Im Grundzustand
befindet sich das Elektron im 1s-Orbital, das durch folgende Quantenzahlen charakteri-
siert ist:
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e Hauptquantenzahl: n =1
e Nebenquantenzahl: [ =0

o Magnetische Quantenzahl: m =0

Da das Wasserstoffatom nur ein Elektron besitzt, ist dieser Zustand eindeutig be-
stimmt. Hohere Energiezustande konnen durch Anregung, beispielsweise durch die Ab-
sorption eines Photons, erreicht werden.

Abbildung 5] zeigt die Anordung und Form der Orbitale abhéngig von den Quanten-
zahlen n,l und m

s (I=0) p(I=1) d(=2) f(1=3)
m=>0 m=>0 m==1 m=>0 m==1 m=%2 m=0 m==1 m=+2 m=+3
s Pz P Py dz dyz dyz dyy dey fz fr | fyr | by | Tpiyd Bdad) | fadyd)

n=1

= . :..

e 20QITLTGMHEITIER
“elNeEXT@Hon.

~@ 3 00 Q@ -

n=?....

Abbildung 5: Anordnung und Form der Orbitale abhéngig von den Quantenzahlen
n,l und m [§].
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8 Zusammenfassung und Grenzen des Modells

Die Schrodingergleichung ist ein grundlegendes Element der Quantenmechanik und er-
moglicht es, den Aufbau eines Atoms quantenmechanisch zu beschreiben. Besonders das
Wasserstoffatom eignet sich aufgrund seiner einfachen Struktur fiir eine mathematische
Behandlung, da durch geeignete Vereinfachungen, wie die Betrachtung eines Systems
mit nur einem Elektron, die zeitunabhéngige Schrodingergleichung exakt gelost werden
kann. Hierflir werden jedoch mathematische Grundkenntnisse {iber Legendre-Polynome,
Kugelflachenfunktionen sowie Laguerre-Polynome benétigt, um die Gleichung in Kugel-
koordinaten zu 16sen und die Wellenfunktion des Elektrons vollstdndig zu bestimmen
1105 [12].

Durch die Losung der Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom kénnen diskrete
Energieeigenwerte berechnet werden, welche Aufschluss {iber das Verhalten von Elek-
tronen auf bestimmten Energieniveaus geben. Diese Energien stehen in direktem Zu-
sammenhang mit den experimentell beobachteten Spektrallinien des Wasserstoffatoms.
Somit kann mithilfe der Schrédingergleichung ein klarer Zusammenhang zwischen theo-
retisch berechenbaren Gréflen und experimentellen Beobachtungen hergestellt werden,
der mit klassischen Atommodellen, wie etwa dem Bohrschen Atommodell, nicht erklarbar
war [10, 12} 7].

Dariiber hinaus erméglicht die Losung der Schrodingergleichung die systematische
Einfithrung der Quantenzahlen. Diese beschreiben die Energie, die raumliche Form sowie
die Orientierung der Elektronenorbitale. Im Gegensatz zum fritheren Bohrschen Atom-
modell befinden sich die Elektronen nicht auf festen Elektronenbahnen, sondern in soge-
nannten Orbitalen, die eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Aufenthaltsort eines
Elektrons darstellen. Die moderne quantenmechanische Beschreibung des Elektronen-
verhaltens mithilfe der Schrédingergleichunng fiihrt zu einem besseren und physikalisch
genaueren Verstdndnis der atomaren Struktur |10} |12, 7).

Es ist jedoch anzumerken, dass die Schrodingergleichung trotz ihrer grofien Bedeu-
tung auch Grenzen aufweist. Bei Atomen mit mehreren Elektronen kénnen die Wechsel-
wirkungen zwischen den einzelnen Elektronen nicht mehr exakt beriicksichtigt werden,
weshalb Néherungsverfahren erforderlich sind. Zudem werden kleinere Effekte in der
Schrodingergleichung nicht vollstdndig erfasst.

Dennoch bildet die Schrédingergleichung eine zentrale Grundlage der Quantenme-
chanik und liefert entscheidende Erkenntnisse fiir das Verstdndnis der Struktur von Ato-
men sowie der modernen Physik und Chemie, welche auf mathematischen Grundlagen
beruhen.
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