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Zusammenfassung

Die vorliegende Masterarbeit untersucht den Ausgang von Fuflballspielen aus einer wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Perspektive am Beispiel der deutschen Bundesliga. Aus-
gangspunkt ist die Beobachtung, dass Fufiball trotz vergleichsweise geringer Toranzahl
und stark zufallsbeeinflusster Spielsituationen statistische Regelméafligkeiten aufweist, die
eine mathematische Modellierung ermoglichen. Ziel der Arbeit ist es, geeignete stochas-
tische Modelle zur Beschreibung von Torverteilungen und Spielausgdngen theoretisch zu
fundieren, empirisch zu tiberpriifen und hinsichtlich ihrer Prognosefdhigkeit zu bewerten.

Hierzu wird eine literaturgestiitzte Aufarbeitung zentraler Konzepte der Wahrschein-
lichkeitstheorie mit einer datenbasierten Analyse realer Spieldaten kombiniert. Auf theo-
retischer Ebene werden grundlegende Begriffe wie Wahrscheinlichkeitsraume, die
Kolmogorov-Axiome, Zufallsvariablen und deren Verteilungen sowie die stochastische
Unabhéngigkeit behandelt. Im Fokus stehen dabei insbesondere die Binomial- und die
Poisson-Verteilung, die als Modelle fiir die Torentstehung herangezogen werden.

Zur empirischen Uberpriifung der Modellannahmen wird der Chi-Quadrat-Anpassungs-
test eingesetzt, um die Ubereinstimmung zwischen beobachteten und modellierten Tor-
haufigkeiten zu beurteilen. Die Analyse von Bundesligadaten zeigt, dass die Poisson-
Verteilung die charakteristische Form der Torverteilung insgesamt gut approximiert,
wenngleich vereinzelt Abweichungen auftreten. Gleichzeitig wird auf Basis langfristig
aggregierter Daten deutlich, dass auch statistisch signifikante Abweichungen zwischen
empirischen und theoretischen Verteilungen auftreten kénnen.

Aufbauend darauf wird ein probabilistisches Prognosemodell entwickelt, das die Tor-
entstehung zunéchst vereinfacht als Bernoulli-Prozess modelliert und anschliefend in
ein Poisson-Modell iiberfithrt. Zur differenzierteren Abbildung der Teamstédrken wer-
den neben klassischen Kennzahlen insbesondere Expected-Goals-basierte Groflen sowie
der Heimvorteil berticksichtigt. Das resultierende Modell ermoglicht die Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten fiir konkrete Spielausgéinge und liefert realistische Verteilungen
moglicher Ergebnisse.

Insgesamt zeigt die Arbeit, dass sich Fufiball trotz seiner inhérenten Zufalligkeit erfolg-
reich mit stochastischen Modellen beschreiben ldsst. Auch wenn einzelne Spielergebnisse
nicht deterministisch vorhersagbar sind, erlaubt der probabilistische Ansatz eine struk-
turierte und fundierte Bewertung von Spielausgingen.






Abstract

This master’s thesis examines the outcomes of football matches from a probabilistic
perspective, using the German Bundesliga as a case study. The starting point is the
observation that, despite a relatively low number of goals and game situations heavily
influenced by chance, football exhibits statistical regularities that allow for mathematical
modeling. The aim of this thesis is to theoretically ground, empirically test, and evaluate
suitable stochastic models for describing goal distributions and match outcomes in terms
of their predictive power.

To this end, a literature-based review of central concepts in probability theory is combi-
ned with a data-driven analysis of real match data. At the theoretical level, fundamental
concepts such as probability spaces, the Kolmogorov axioms, random variables and their
distributions, as well as stochastic independence are addressed. The focus is particularly
on the binomial and Poisson distributions, which are used as models for goal generation.

To empirically test the model assumptions, the chi-square goodness-of-fit test is used
to assess the agreement between observed and modeled goal frequencies. Analysis of
Bundesliga data shows that the Poisson distribution generally approximates the cha-
racteristic shape of the goal distribution well, although isolated deviations occur. At
the same time, based on long-term aggregated data, it becomes clear that statistically
significant deviations between empirical and theoretical distributions can also occur.

Building on this, a probabilistic forecasting model is developed that initially models goal
generation in a simplified manner as a Bernoulli process and subsequently transforms
it into a Poisson model. To provide a more nuanced representation of team strengths,
expected-goals-based metrics and home-field advantage are taken into account in addi-
tion to traditional metrics. The resulting model enables the calculation of probabilities
for specific match outcomes and provides realistic distributions of possible results.

Overall, the study demonstrates that football, despite its inherent randomness, can be
successfully described using stochastic models. Even though individual match results
cannot be predicted deterministically, the probabilistic approach allows for a structured
and well-founded assessment of match outcomes.
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1 Einleitung

Fuflball ist nicht nur die weltweit beliebteste Sportart, sondern auch ein Phénomen, das
Menschen iiber Generationen und Kulturen hinweg verbindet. Auch fiir mich persénlich
spielt dieser Sport seit meiner Kindheit eine zentrale Rolle: sei es als aktiver Spieler,
als Zuschauer im Stadion oder vor dem Fernseher — und zunehmend auch als analytisch
Denkender. Parallel zu meiner Begeisterung fiir den Fufball entwickelte sich ndmlich eine
besondere Affinitét fiir Zahlen und mathematische Strukturen. In dieser Arbeit vereine
ich zwei auf den ersten Blick gegensétzliche Interessenbereiche, die sich bei genauerem
Hinsehen jedoch auf faszinierende Art und Weise ergénzen.

Trotz klarer Regeln und professioneller Strukturen ist Fulball ein Spiel voller Spannung
und Emotionen, das in seinem Ausgang oft unvorhersehbar bleibt. Ein Ausdruck dessen
sind die immer wieder auftretenden iberraschenden Spielverldufe, die allen Erwartungen
und Prognosen widersprechen. So etwa im Jahr 2016, als der zuvor kaum beachtete
Leicester City Football Club direkt nach dem Aufstieg vollig unerwartet die englische
Premier League gewann. Ein Titelgewinn, dem die Buchmacher anfanglich lediglich eine
Wahrscheinlichkeit von gerade mal 0,02 % bzw. eine Quote von 5000 : 1 zugeschrieben
hatten [1, 6]. Als weiteres Paradebeispiel ldsst sich das legendidre Champions-League-
Riickspiel zwischen dem FC Barcelona und Paris Saint-Germain am 8. Mérz 2017 nennen,
in dem Barcelona nach einem 0:4 im Hinspiel mit einem 6:1-Heimsieg noch die néchste
Runde erreichte — ein aus statistischer Sicht nahezu unmdgliches Szenario |19} |51].

Abgesehen davon zeigen statistische Analysen, dass in einem Bundesligaspiel durch-
schnittlich etwa drei Tore erzielt werden, wihrend die mittlere Anzahl an Abschlussver-
suchen pro Team bei zehn bis zwanzig liegt |18]. Diese Diskrepanz zwischen der Hau-
figkeit von Torversuchen und der tatséchlich erzielten Trefferzahl erklirt die Rolle von
Zufallseinfliissen sowie von Gliick und Pech im Spielverlauf. Im Gegensatz dazu fallen in
Sportarten wie Handball etwa 50 Tore pro Spiel, wodurch die Wahrscheinlichkeit, dass
ein nominell unterlegenes Team gewinnt, deutlich geringer ist. Dementsprechend setzen
sich in Spielen mit hoher Trefferzahl aus statistischer Sicht h&ufiger die stédrkeren Mann-
schaften durch. Die vergleichsweise geringe Torfrequenz im Fufiball hingegen begiinstigt
unvorhersehbare Spielverlaufe — ein zentrales Merkmal, das wesentlich zur Faszination
und Attraktivitit dieser Sportart beitrdgt. In Verbindung mit der hohen Komplexitét des
Spiels erschwert dies die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten und macht verléssliche
Vorhersagen iiber Spielausgédnge zu einer anspruchsvollen Aufgabe.

Gleichzeitig wichst das Interesse an quantitativer Spielanalyse, sodass sich der Fufiball
zunehmend zu einem datengetriebenen Sport entwickelt. Selbst vormals einfache Platt-
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formen, auf denen frither lediglich Endstande abrufbar waren, stellen heute umfangreiche
statistische Informationen zu Torchancen, Passmustern oder Positionsdaten bereit und
schaffen damit die Grundlage fiir mathematisch fundierte Analysen. An dieser Stelle setzt
die vorliegende Arbeit an, indem sie zwei scheinbar gegensétzliche Disziplinen miteinan-
der verbindet: die emotionale Unvorhersehbarkeit des Spiels und die rationale Struktur
der Mathematik. Ziel ist es, den Spielausgang im Fufiball mithilfe stochastischer Mo-
delle zu beschreiben, insbesondere unter Anwendung der Poisson-Verteilung. In diesem
Zusammenhang werden nicht nur historische Tordaten bertiicksichtigt, sondern auch mo-
derne sportanalytische Kennzahlen wie der sogenannte Expected-Goals-Wert (xG) als
Ma#B fiir die Spielstirke in die Modellierung einbezogen.



2 FuBball als Ausgangspunkt
mathematischer Modellierung

Heutzutage steht der Fulball mit einer Fangemeinschaft von schiatzungsweise 3,5 Milli-
arden Menschen an der Spitze der beliebtesten Sportarten weltweit [45]. Laut dem ,Big
Count“-Projekt der FIFA gab es im Jahr 2006 bereits iiber 265 Millionen aktive Fuf3-
ballspieler:innen, die wiederum dafiir verantwortlich sind, Millionen und Abermillionen
Zuschauer:innen regelméafig vor den Fernseher oder in die Stadien zu locken [52].

Die Zahlen der 6sterreichischen Fufiballgemeinschaft sind zwar iiberschaubarer, aber den-
noch beeindruckend. Ende 2024 waren rund 270 500 organisierte Fu3ballspieler:innen in
1985 registrierten FuBballvereinen zu verzeichnen [66} [77]. Damit rangiert der Osterrei-
chische Fufiball-Bund (OFB) als gréfiter Einzelsportfachverband Osterreichs. Angesichts
der grofien Vereinsstruktur stellt FuBball die beliebteste Vereinssportart der Osterrei-
cher:innen dar [77).

Die Faszination des Fuf3balls beruht nicht zuletzt auf seiner Einfachheit: Es bedarf nur
wenig Ausriistung, wodurch das Spiel weltweit — auch in wirtschaftlich schwécheren Re-
gionen — groflen Anklang fand und sich verbreitete. Seine leicht verstdndlichen Regeln
erleichtern den Zugang fiir Spieler:innen wie Zuschauer:innen gleichermaflen [94]. Diese
breite Anziehungskraft ist jedoch keineswegs ein Phidnomen der Neuzeit — schon seit
Jahrtausenden iibten fufiballdhnliche Aktivitdten in verschiedenen Kulturen eine beson-
dere Begeisterung auf Menschen aus und legten damit den Grundstein fiir die spétere
Entwicklung des modernen Fufiballs.

2.1 Geschichte

Nach Kovar und Zart [49)] lassen sich die ersten belegten Urspriinge bis ins alte China
zuriickverfolgen. Bereits 3000 v. Chr. wurde dort ein Spiel namens ,/ Ts’uh-kiith* (Ts’uh:
mit dem Fuf} stoflen; kiih: Ball) praktiziert, das charakteristische Parallelen zum Fufiball
aufwies und zu militérischen Trainingszwecken diente [9} |82].

Obwohl sich weitere fuflballahnliche Spiele iiber die Zeit auf der ganzen Welt verbreiteten,
bildete Grofibritannien die Keimzelle des modernen Fufiballs, so wie er heute bekannt
ist. Was zuvor ein wildes, unstrukturiertes und von Gewalt gepréigtes Spiel war, entwi-
ckelte sich im 19. Jahrhundert zu einer gesitteten Variante, die sich durch entscheidende
Regeldnderungen allméhlich vom Rugby abgrenzte [49]. Im Jahr 1848 wurden an der
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Universitdt Cambridge die gleichnamigen ,,Cambridge Rules® formuliert, die das Spiel
mit dem Fufl bevorzugten [83]. Dieses einheitliche Regelwerk wurde in den darauffol-
genden Jahren immer differenzierter, bis im Jahr 1863 schliefllich die Geburtsstunde des
modernen Fufiballs in London schlug. Dort wurde ndmlich nicht nur der erste nationale
FuBballverband der Welt, die ,,Football Association“ (FA), gegriindet, sondern mit ihm
auch 14 allgemeingiiltige Regeln festgelegt. Durch das Verbot, den Ball zu halten oder
zu tragen, wurde der Fufiball reformiert und emanzipierte sich endgiiltig von seiner einst
verwandten Sportart, dem Rugby |68 83].

Von England aus verbreitete sich Fu3ball rasch in andere Lénder, zunéchst iiber Handels-
und Bildungsnetzwerke, spater auch durch gezielte Vereinsgriindungen. In Kontinental-
europa war insbesondere die Schweiz ein frithes Zentrum der Entwicklung, wiahrend sich
der Sport in Deutschland und Osterreich allméhlich gegen etablierte Turntraditionen
behaupten musste [83, 97].

Einen weiteren Meilenstein markierte die Griindung des Fufiball-Weltverbandes, der
,Fédération Internationale de Football Association® (FIFA), im Jahr 1904 in Paris [25].
Die FIFA trieb die internationale Standardisierung des Regelwerks voran, organisierte
ab 1930 Weltmeisterschaften und etablierte sich in der Folge als zentraler Akteur der
weltweiten FuBlballkoordination und -entwicklung. Damit wurde der Grundstein fiir die
spatere Globalisierung des Sports gelegt, die sich heute in der Zusammenarbeit der FIFA
mit ihren 211 Mitgliedsverbianden auf der ganzen Welt widerspiegelt [25] |49].

2.2 Spielregeln

Bis heute legt die FIFA in Zusammenarbeit mit dem ,,International Football Association
Board“ (IFAB) das offizielle Regelwerk fest. Dieses setzt sich aus insgesamt 17 konstituti-
ven Spielregeln zusammen, die 1938 vom IFAB neu verfasst und seitdem nur geringfiigig
modifiziert wurden. In jahrlich stattfindenden Konferenzen werden die Regeln hinsicht-
lich ihrer Aktualitdt und Spielangemessenheit iiberpriift und bei Bedarf adaptiert, wie
etwa durch den Einsatz von zusétzlichen Video-Schiedsrichterassistent:innen (VAR) im
Jahr 2018 |26} 49, 96].

Grundsétzlich ist Fufiball eine Ballsportart, bei der zwei Mannschaften mit jeweils elf
Spieler:innen gegeneinander antreten, um mehr Tore als der Gegner zu erzielen und
damit das Spiel zu gewinnen. Mit Ausnahme von sogenannten K.-o.-Runden, in denen
zwingend ein Sieger ermittelt werden muss, endet ein Spiel unentschieden, wenn beide
Teams am Ende der reguldren Spielzeit die gleiche Anzahl an Toren erzielt haben. Der
Ball wird zwar vorwiegend mit dem Fufl getreten, darf aber abgesehen von den Armen
und Handen mit dem ganzen Korper gespielt werden. Lediglich der Torwart darf den
Ball innerhalb des eigenen Strafraums zusétzlich mit den Hdnden beriihren. Auf einem
rechteckigen freien Feld, das durch seine Seiten- und Torlinien begrenzt ist, werden zwei
Halbzeiten von jeweils 45 Minuten gespielt, unterbrochen von einer 15-miniitigen Pau-
se. Der genaue Aufbau sowie etwaige Abmessungen des Spielfelds sind in der folgenden
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Abbildung [2.7] dargestellt. Der GroSenrahmen des abgebildeten Spielfelds bezieht sich
jedoch auf nationale Spiele, bei denen vergleichsweise grofle Toleranzbereiche gelten. Fiir
internationale Begegnungen hingegen sind die zulédssigen Abmessungen etwas enger ge-
fasst, sodass die Lange zwischen 100 und 110 Metern und die Breite zwischen 64 und 75
Metern liegen muss. Die Spielleitung obliegt einer Schiedsrichterin bzw. einem Schieds-
richter, die bzw. der gemeinsam mit den Assistent:innen fiir die Einhaltung der Fuf3-
ballregeln sorgt. Etwaige Verstofle gegen das Regelwerk werden mit persdnlichen Strafen
sanktioniert. Wahrend weniger gravierende Regelverstofle mit einer formellen Verwar-
nung in Form einer ,,Gelben Karte“ geahndet werden, fithren schwerwiegende Vergehen
zu einem Platzverweis, der durch eine ,Rote Karte“ signalisiert wird. Erhélt ein:e Spie-
ler:in zweimal im selben Spiel die gelbe Karte, zieht dies eine rote Karte nach sich, sodass
diese:r durch die sogenannte ,,Gelb-Rote Karte“ ebenfalls des Platzes verwiesen wird
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Abbildung 2.1: Grundriss eines Fuf3ballfeldes nach dem IFAB

Da eine detaillierte Darstellung des gesamten Regelwerks den Rahmen dieser Arbeit
iiberschreiten wiirde, sei an dieser Stelle auf die offizielle Fassung des IFAB verwiesen,
die unter folgender Internetadresse abrufbar ist: www.theifab.coml
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2.3 Deutsche FuBball-Bundesliga

Im Rahmen dieser Arbeit dient die deutsche Fufiball-Bundesliga als Grundlage fiir ma-
thematische Analysen. Im Gegensatz etwa zur Osterreichischen Bundesliga, bei der nach
22 Spieltagen die Punkte halbiert und die Liga in zwei Gruppen (Meister- und Qualifika-
tionsgruppe) mit jeweils sechs Vereinen aufgeteilt wird, zeichnet sich das deutsche Pen-
dant durch eine konstante Ligastruktur und stabilere Wettbewerbsbedingungen aus [65].
Der lineare Saisonverlauf sowie die daraus resultierenden konsistenten statistischen Da-
ten unterliegen keiner strukturellen Verzerrung, wodurch sie eine geeignete Grundlage fiir
mathematische Modellierungen bilden |20]. Dartiber hinaus weist die deutsche Bundesli-
ga eine hohere internationale Relevanz auf, was sich unter anderem in ihrer Platzierung
auf Rang vier der UEFA-Fiinfjahreswertung widerspiegelt und sie zu einem interessanten
Untersuchungsobjekt macht [92].

Die heutige Bundesliga ist das Resultat eines tiefgreifenden Reformprozesses, der bereits
lange vor ihrer Griindung einsetzte. In den 1920er-Jahren existierten im Deutschen Reich
iber 70 sogenannte ,Erste Ligen“ [3]. Die Ermittlung des deutschen Meisters erfolgte
damals iiber ein K.-o0.-System mit einem Endspiel, das vielfach kritisiert wurde. Insbeson-
dere unterlegene Teams fiithlten sich benachteiligt und forderten aus sportlichen Erwa-
gungen eine einheitliche Liga auf nationaler Ebene [3][95]. Trotz mehrfacher Reformvor-
schldge wurde erst im Jahr 1962 ein entscheidender Schritt zur Professionalisierung des
deutschen Vereinsfufiballs unternommen. Unter dem Eindruck des enttduschenden Aus-
scheidens der deutschen Nationalmannschaft bei der Weltmeisterschaft 1962 beschloss
der Deutsche Fufiball-Bund (DFB) am 28. Juli 1962 in Dortmund die Griindung einer
bundesweiten Fufiball-Profiliga. Ziel war es, sowohl die strukturellen Schwéchen des bis-
herigen Systems zu beheben als auch die internationale Wettbewerbsfiahigkeit zu starken.
Mit Beginn der Saison 1963/64 nahm die Bundesliga ihren Spielbetrieb auf und 16ste
den bis dahin bestehenden Pokalmodus ab |3} 5, 98]. Seither bildet die Bundesliga die
héchste Spielklasse im deutschen Fufiball. Der grundlegende Austragungsmodus blieb
dabei Uber die Jahrzehnte hinweg weitgehend konstant; lediglich die Anzahl der teil-
nehmenden Teams (16, 18 oder 20) und der Absteiger (zwischen zwei und vier) wurden
im Laufe der Zeit mehrfach angepasst [95, 98]. Seit ihrer Griindung hat sich die deut-
sche Bundesliga — neben der englischen Premier League, der italienischen Serie A und
der spanischen La Liga — zu einer der konkurrenzfahigsten und leistungsstérksten Ligen
Europas entwickelt [92]. Heute umfasst sie insgesamt 18 Vereine, die im Rahmen eines
Meisterschaftsjahres jeweils zweimal gegeneinander antreten — einmal im eigenen Stadion
und einmal auswérts. Dadurch ergeben sich insgesamt 34 Spieltage pro Team [20]. Die
Saison lauft typischerweise von August bis Mai, wobei sie in Jahren mit internationalen
Turnieren (Europa- oder Weltmeisterschaft) bereits im April enden kann [95].

Die Gesamttabelle basiert primér auf Punkten. Wie im Fufiball {iblich, beschert ein Sieg
drei Punkte, wihrend ein Unentschieden jeweils einen Punkt fiir beide Kontrahenten und
eine Niederlage keine Zahler bringt. Auf dieser Grundlage werden der deutsche Fufiball-
meister, die Absteiger sowie die Teilnehmer an den Europapokalwettbewerben ausge-
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spielt. Jenes Team, das nach dem letzten Spieltag auf Tabellenplatz eins steht, darf sich
bis zum Abschluss der darauffolgenden Saison ,,Deutscher Fuflballmeister® nennen. Mit
bislang 34 Meistertiteln ist der FC Bayern Miinchen nicht nur amtierender Titeltrdger
der Saison 2024/25, sondern auch Rekordmeister der deutschen Bundesligageschichte.
Die beiden Letztplatzierten miissen in die 2. Bundesliga absteigen und werden im Ge-
genzug von deren zwei erstplatzierten Teams ersetzt. Zudem bestreitet der Drittletzte
der Bundesliga (Platz 16) zwei Relegationsspiele gegen den Tabellendritten der 2. Bun-
desliga, um sich einen Startplatz in der kommenden Bundesligasaison zu sichern |20} 95].
Im Hinblick auf die Startplétze fiir internationale Vereinswettbewerbe ergibt sich folgen-
des Bild: Die vier bestplatzierten Teams, einschliellich des Meisters, erhalten jeweils ein
Ticket fiir die Ligaphase der UEFA Champions League. Der Meisterschaftsfiinfte sowie
der Sieger des DFB-Pokals diirfen sich auf die Ligaphase der UEFA Europa League freu-
en, wihrend das sechstplatzierte Team an den Play-offs der UEFA Conference League
teilnimmt. Sollte der DFB-Pokalsieger gleichzeitig einen der ersten sechs Tabellenplatze
belegen, riickt der Siebtplatzierte in das deutsche Starterfeld nach, sodass auf jeden Fall
sieben deutsche Vereine in européischen Pokalwettbewerben vertreten sind [20]. Diese
vergleichsweise hohe Teilnehmerquote ist nicht zuletzt dem stabilen vierten Platz der
UEFA-Fiinfjahreswertung zu verdanken, der das Leistungsniveau und die internationale
Wettbewerbsfiahigkeit der Liga widerspiegelt [92].

Bei einer quantitativen Betrachtung der deutschen Bundesliga zeigt sich, dass Anfang
August 2025 der gesamte Marktwert aller Spieler bei rund 4,48 Milliarden Euro lag. Mit
einem individuellen Marktwert von 140 Millionen Euro gilt der deutsche Nationalspie-
ler Jamal Musiala als derzeit wertvollster Akteur der Liga. Der bis dato kostspieligste
Bundesliga-Neuzugang ist der englische Stiirmer Harry Kane, der im Sommer 2023 fiir
95 Millionen FEuro vom FC Bayern verpflichtet wurde. Demgegeniiber steht mit dem
Franzosen Ousmane Dembélé der bislang teuerste Abgang der Bundesligageschichte, der
im Jahr 2017 fiir 148 Millionen Euro zum spanischen Topclub FC Barcelona wechselte.
Im Laufe der Bundesligageschichte avancierte der deutsche Stiirmer Gerd Miiller mit
365 Treffern in 427 Spielen zum erfolgreichsten Torschiitzen aller Zeiten. Aktuell um-
fasst die Liga 542 Spieler, von denen 301 aus dem Ausland stammen (ca. 56 %). In der
vergangenen Saison 2024/25 verfolgten insgesamt 11,8 Millionen Zuschauer:innen die
306 Bundesliga-Partien live in den Stadien, was einem durchschnittlichen Zuschauerauf-
kommen von etwa 39000 Personen pro Spiel entspricht. Vor diesem Hintergrund wird
deutlich, welchen hohen gesellschaftlichen und wirtschaftlichen Stellenwert der Fufiball
nicht nur in Deutschland, sondern weltweit einnimmt |34} |90].

2.4 Statistische Analyse der Toranzahlen im FuB3ball

FEin bekanntes Zitat der deutschen Trainerlegende Sepp Herberger — ,Das Runde muss
in das Eckige* — bringt auf einfache und pragnante Weise auf den Punkt, worum es im
FuBball im Kern geht [20]. Was schlicht klingt, ist in der Realitdt jedoch das Ergebnis
zahlreicher, vielschichtig miteinander verflochtener Faktoren, die dariiber entscheiden, ob
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ein Spielzug mit einem Torerfolg endet oder nicht. Selbst kleinste Einfliisse konnen eine
aussichtslose Spielsituation in eine scheinbar sichere Torchance verwandeln — und vice
versa. Unumstritten spielen dabei Zufallsphidnomene eine wesentliche Rolle im Verlauf
eines Spiels. Wenige Millimeter oder ein leichter Windstofl konnen dariiber entscheiden,
ob ein Ball vom Pfosten hinter die Linie springt oder nicht. Ebenso kann ein Schuss
ungliicklich abgefdlscht werden, sodass der Torwart keine Abwehrchance hat, oder der
Schiedsrichter eine strittige Szene falsch einschétzt und einen Elfmeter beziehungsweise
eine Rote Karte verhdngt. All dies sind vertraute Szenarien im Fufball, denen die Akteure
auf dem Feld wahllos ausgesetzt sind und die den Ausgang eines Spiels entscheidend
pragen koénnen.

Um den Beitrag solcher Faktoren quantifizierbar zu machen, untersuchte der Sportwis-
senschaftler Martin Lames in der Saison 2011/12 insgesamt 1931 Treffer in der deutschen
Bundesliga und der englischen Premier League. Zu diesem Zweck entwickelte er ein Be-
obachtungssystem, das den Zufallseinfluss bei Torerfolgen operationalisiert [54]. Dabei
definierte er sechs Zufallskriterien, die ein nicht kontrollierbares oder nicht geplantes
Zustandekommen eines Tores beschreiben:

o Abgefilschter Schuss

e Abpraller vor dem Schuss

« Ballkontakt mit Pfosten oder Latte

o Starker Ballkontakt durch den Torwart
e Tor aus sehr grofler Distanz

o Fehler des Gegners |54} 73]

Die Auswertung ergab, dass 47 % der untersuchten Treffer von mindestens einem die-
ser Zufallsfaktoren begleitet waren. Auf Basis dieser Erkenntnisse betont Lames [54],
dass der Erfolg im Fufiball nicht ausschlielich auf schematische Spielziige und taktische
Raffinesse zuriickgefithrt werden sollte, sondern der Faktor Zufall ebenfalls als regulére
Einflussgrofle zu beriicksichtigen ist. Paradoxerweise ist es gerade diese Zufallskompo-
nente, die eine mathematische Modellierung des Spiels besonders lohnend macht und
zugleich wertvolle Ankniipfungspunkte fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie bietet.

Im Folgenden wird die deutsche Bundesliga als Untersuchungsobjekt herangezogen, wo-
bei zunéchst die Torhdufigkeiten analysiert werden. Schliellich gelten das Erzielen und
Verhindern von Toren als oberste Pramisse im Fuflball. Das Ergebnis eines Spiels und
damit die Anzahl der vergebenen Punkte wird allein durch die Torerfolge definiert: Wer
mehr Treffer erzielt als der Gegner, gewinnt und erhélt drei Punkte. Tore sind fundamen-
tale Elemente des Fufiballspiels und auf mehreren Ebenen von wesentlicher Bedeutung.
Beispielsweise konnen sie psychologische Auswirkungen auf die Spieler haben und deren
Motivation steigern oder senken, taktische Anpassungen hervorrufen, Spielstrategien be-
einflussen oder einfach den Unterhaltungswert fiir Zuschauer:innen und Medien pragen.
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Zudem bergen sie aus analytischer Perspektive Hinweise auf die Offensiv- oder Defen-
sivstiarke eines Teams und dienen als Basisgrofle fiir zahlreiche statistische Kennzahlen,
wie etwa die Torquote, die Tordifferenz oder den Expected-Goals-Wert (xG).

Darauf aufbauend werden im néchsten Schritt zentrale Begriffe der deskriptiven Statistik
am Beispiel der Bundesliga eingefiithrt. Grundlage bildet eine Datenerhebung mit dem
Umfang n = 306, bei der alle Spiele der Saison 2024/25 im Hinblick auf das Merkmal
»,X = Torsumme pro Spiel“, also die Gesamtanzahl der in einem Spiel erzielten To-
re beider Teams, untersucht wurden. Die beobachteten Merkmalswerte (Realisationen)
x1,T2,...,2, werden auch als Urliste oder Rohdaten bezeichnet [24]. Mit zunehmender
Anzahl n der Untersuchungseinheiten — hier der Spiele — verliert eine bloBe Auflistung
dieser Daten jedoch schnell an Ubersichtlichkeit, sodass alternative Darstellungsformen
zweckmaBig sind. Um die erhobenen Werte strukturiert zusammenzufassen, werden sie
nach den verschiedenen auftretenden Merkmalsauspragungen (Modalititen)

ai,a9,...,ar mitk<n

geordnet [24]. Eine Merkmalsauspriagung ist dabei ein moglicher Wert, den das Merkmal
X annehmen kann [53]. Fiir die Torsumme pro Spiel kommen in Abhéngigkeit von der
torreichsten Begegnung der Saison die natiirlichen Zahlen in Betracht. Da in der Spielzeit
2024/25 hochstens neun Treffer in einem Spiel erzielt wurden, ergibt sich die Menge der
beobachteten Merkmalsauspriagungen zu

a1:O, CL2:1, ey a10:9.

Anschliefend wird die Anzahl der Merkmalswerte der Urliste ermittelt, die mit einer
Auspragung a; fir j € {1,...,10} ibereinstimmen. Allgemein wird jeder Untersu-
chungseinheit ¢ (mit ¢ = 1,...,n) die entsprechende Ausprigung a; als Merkmalswert
x; zugeordnet. Bei einem nicht allzu groflen Umfang n eignet sich zur Darstellung der
Héufigkeiten eine Strichliste, bei der fiir jede Untersuchungseinheit ein Strich bei der
beobachteten Merkmalsauspragung notiert wird. Jeder fiinfte Strich wird quer durch
die vorangegangenen vier gezogen, sodass durch die Biindelung eine Struktur entsteht,
die das Ablesen erleichtert. Dabei vermittelt sie zugleich einen anschaulichen optischen
Eindruck der Haufigkeitsverteilung [24, |32} |53]. Wendet man dieses Verfahren auf alle
Spielbegegnungen an, ergibt sich die in Tabelle (S. dargestellte Ubersicht.

Da die Lesbarkeit der Strichliste bei steigendem n schnell abnimmt, werden die eingetra-
genen Anzahlen iblicherweise in komprimierter Form zusammengefasst. Hierzu werden
die absoluten und relativen Hdufigkeiten der jeweiligen Merkmalsauspriagungen gebildet
und in einer Haufigkeitstabelle anschaulich dargestellt. Wahrend die absolute Hiufigkeit
durch Abzihlen ermittelt werden kann, lasst sich die relative Haufigkeit als Verhéltnis
der absoluten Haufigkeit zur Gesamtzahl der Untersuchungseinheiten n berechnen.

Definition 2.4.1 (Absolute und relative Hiufigkeit). Es sei n die Anzahl der
statistischen Einheiten, und es seien a; mit j = 1,2,...,k und £ < n mogliche Merk-
malsauspragungen. Dann heifit die Anzahl der statistischen Einheiten mit der Merk-
malsauspragung a; die absolute Haufigkeit h(aj) = h; der Merkmalsauspragung a;. Es
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entsteht eine absolute Hdaufigkeitsverteilung hy,. .., hg.
Weiters gilt: Z§:1 hj = n.

Der Anteil der statistischen Einheiten mit der Merkmalsauspragung a; an der Gesamtan-
zahl n der statistischen Einheiten

B
fi= #

heiit relative Hiufigkeit (syn.: Anteil) f(a;) = f; der Merkmalsausprégung a;. Es ent-

steht eine relative Hdaufigkeitsverteilung fi, ..., fi.

Weiters gilt: YF_; f; =1 (vgl. [24, S. 32-33], [47, S. 39-40], [53, S. 12]).

Bemerkung 2.4.2. Gegebenenfalls kann die Summe der relativen Héaufigkeiten auf-
grund von Rundungsfehlern geringfiigig von 1 abweichen [53].

Tabelle 2.1: Strichliste der Torsumme pro Spiel (Saison 2024/25)

Torsumme pro Spiel Strichliste
a; Anzahl der Spiele mit a; Toren
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

In Tabelle (S. sind die absoluten und relativen H&aufigkeitsverteilungen des
Merkmals ,, X = Torsumme pro Spiel“ dargestellt. Die relativen Haufigkeiten f; kon-
nen aufgrund ihrer Normierung als prozentuale Anteile interpretiert werden, indem sie
mit dem Faktor 100 multipliziert werden [47]. Aus der Tabelle lassen sich zudem zen-
trale Eigenschaften der Verteilungen ablesen: Die Summe der absoluten Haufigkeiten
hi + ho + ...+ hig = 306 entspricht der Gesamtzahl der statistischen Einheiten n,
also der Anzahl der Spiele der Saison 2024/25. Gleichzeitig ergibt sich fiir die relati-
ven Haufigkeiten f1 + fo + ...+ fio = 1, was der Gesamtheit aller Anteile von 100 %
entspricht. Da die relativen Haufigkeiten auf vier Nachkommastellen gerundet wurden,
kénnen Rundungsfehler auftreten, die die exakte Normierung beeinflussen. Im vorliegen-
den Fall summieren sich die Werte jedoch trotz moéglicher Rundungsabweichungen exakt
zu eins. Sollte dies nicht der Fall sein, wird geméfl Kosfeld et al. [47] dennoch der Wert
eins angesetzt.

10
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Tabelle 2.2: Haufigkeitsverteilung der Torsumme pro Spiel (Saison 2024/25)

Torsumme pro Spiel | abs. Haufigkeit | rel. Haufigkeit

a; h; fi
0 22 0,0719
1 37 0,1209
2 64 0,2092
3 52 0,1699
4 66 0,2157
5 32 0,1046
6 21 0,0686
7 9 0,0294
8 2 0,0065
9 0,0033

Summe 306 1

Wiéhrend der Spielzeit 2024/25 der deutschen Bundesliga wurden in 306 Spielen insge-
samt 959 Tore erzielt. Ganze 66-mal fielen in einer Begegnung genau vier Tore (Endstén-
de 4:0, 3:1, 2:2, 1:3 oder 0:4), dicht gefolgt von 64 Partien mit insgesamt zwei Treffern.
Man kann daher festhalten, dass der Modus (Modalwert) bei vier liegt, da diese Merk-
malsauspriagung am héufigsten auftritt |47]. Obwohl diese Information in der Tabelle
nicht ausgewiesen ist, sei angemerkt, dass das hidufigste konkrete Ergebnis — unabhéngig
von der Torsumme — ein 1:1 war, das insgesamt 26-mal vorkam.

Weist ein Merkmal besonders viele unterschiedliche Auspragungen auf, kann die zuge-
horige Haufigkeitsverteilung schnell uniibersichtlich werden. Vor allem bei metrischen,
(quasi-)stetigen Merkmalen ist es haufig nicht moglich, die Urliste auf eine tiberschaubare
Menge einzelner Modalitdten zu reduzieren. Um eine Balance zwischen Anschaulichkeit
und Informationsgehalt zu wahren, bietet es sich an, mehrere Merkmalsauspriagungen in
geeigneten Klassen zusammenzufassen. Auf diese Weise entsteht eine gruppierte Haufig-
keitsverteilung, die eine kompaktere und anschaulichere Darstellung der Daten ermog-
licht. Im Kontext der Gesamttreffer pro Spiel wére dieses Vorgehen auch bei Ausreiflern
nach oben sinnvoll. Begegnungen mit aulergewohnlich hohen Ergebnissen moégen zwar
Anlass zu unterhaltsamen Diskussionen unter Stammtisch-Expert:innen geben, tragen
jedoch nur wenig zur Beschreibung der grundlegenden statistischen Strukturen der Tor-
héufigkeiten bei [24].

Abgesehen davon lassen sich die ermittelten Haufigkeiten zur besseren Veranschaulichung
nicht nur tabellarisch, sondern auch grafisch aufbereiten. Fiir metrisch skalierte Merkma-
le mit einer begrenzten Anzahl an unterschiedlichen Auspriagungen, wie die Torsumme
pro Spiel, stehen verschiedene Moglichkeiten offen, etwa Stab-, Sdulen-, Kreis-, Punkt-
oder Liniendiagramme [53]. Mit Ausnahme des Kreisdiagramms werden diese Diagramm-

11
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typen in der Regel in ein kartesisches Koordinatensystem eingebettet. Auf der Abszisse
(x-Achse) sind dabei die Merkmalsausprégungen a; verzeichnet, wihrend die Ordinate
(y-Achse) die Haufigkeiten h; beziehungsweise f; fiir j = 1,...,k angibt. Im vorlie-
genden Zusammenhang wird ein Sdulendiagramm verwendet. Es besteht aus Rechtecken
mit konstanter horizontaler Breite, deren vertikale Lénge proportional zur absoluten oder
relativen Haufigkeit der jeweiligen Merkmalsauspriagung ist. Geméfl Definition [2.4.1] er-
gibt die Summe aller Rechtecksldngen die Gesamtzahl der statistischen Einheiten n im
Fall absoluter Haufigkeiten beziechungsweise 1 bei relativen Haufigkeiten |47 53]. Das in
Abbildung dargestellte Sdulendiagramm zeigt die relative Haufigkeitsverteilung der
Gesamttreffer pro Spiel in der Saison 2024/25 der deutschen Bundesliga.

0,25 [ T T T T T T T T T T ]
021 ] §
<2 i | |
+~ = |
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-~ L |
20 [ B
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j=} n (e i
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Abbildung 2.2: Relative Haufigkeitsverteilung der Torsumme pro Spiel (Saison 2024 /25)

Neben dem iibersichtlichen Eindruck der relativen Haufigkeiten wird bei genauerem Hin-
sehen deutlich, dass in etwa 60 % aller Spiele insgesamt zwei, drei oder vier Tore erzielt
wurden. Die groffiten Anteile liegen demnach leicht links vom Zentrum der Merkmalsver-
teilung. Daraus lasst sich die Tendenz ableiten, dass im FuBball eher wenige Tore fallen.
Diese Annahme wird durch die Beobachtung gestiitzt, dass in 57 % der Spiele hochstens
drei Treffer erzielt wurden.

Auf Basis der erhobenen Daten der deutschen Bundesliga konnen dariiber hinaus weitere
Kennzahlen berechnet werden, die eine kompakte Beschreibung der Verteilung ermog-
lichen. Bei der Analyse mehrerer Datensétze ist es haufig uniibersichtlich, direkt mit
umfangreichen Listen zu arbeiten. Zwar kann es zweckméfig sein, die Daten vollstandig
aufzulisten, doch erweist es sich oft als praktisch, ein geeignetes Lagemafl heranzuzie-
hen, das die Verteilung der Daten moglichst repriasentativ zusammenfasst. Neben dem
bereits erwdhnten Modus eignet sich fiir die Toranzahlen insbesondere das arithmeti-

12
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sche Mittel, das in zahlreichen Alltagssituationen am gebrauchlichsten ist. Da es fiir
metrische Merkmale sinnvoll definiert ist, konnen die Einzelwerte oder Merkmalsauspra-
gungen direkt in die Berechnung einbezogen werden. Das arithmetische Mittel gibt einen
Durchschnittswert an, der durch die Summe aller Realisationen geteilt durch die Anzahl
der betrachteten Merkmalstrager bestimmt wird und somit eine Orientierung iiber die
typische Auspriagung innerhalb der Datenmenge bietet [24, |47].

Definition 2.4.3 (Arithmetisches Mittel). Seien 1, z9,...,x, Daten eines quanti-
tativen Merkmals. Dann heif3t

_ x1+x0 +x3+.
= n le

arithmetisches Mittel dieser Daten [53, S. 30].

Da in der Saison 2024 /25 fiir n = 306 Beobachtungseinheiten die Summe aller Merkmals-
werte x; mit ¢ € {1,...,n} insgesamt 959 Treffer betrigt, ergibt sich das arithmetische
Mittel wie folgt:

81
Il

~ 3.1
; 306959 3,13.

3\'—‘

Demnach fielen in der deutschen Bundesliga durchschnittlich etwa 3,13 Tore pro Spiel.

Werden identische Merkmalswerte mehrfach beobachtet, ist es zur Vereinfachung der Be-
rechnung nicht erforderlich, jeden Wert einzeln zu summieren. Stattdessen konnen gleiche
Realisationen mit der Anzahl ihres Auftretens in der Urliste — vereinfacht ausgedriickt die
Merkmalsausprégungen a; mit ihren absoluten Héufigkeiten h; fiir j = 1,...,k — mul-
tipliziert werden, und die resultierenden Produkte werden anschlieffend summiert [47,
53].

Satz 2.4.4. Seien x1,xs,...,x, Daten eines quantitativen Merkmals, die in den Ausprd-
gungen ai, as, .. .,a mit den absoluten Haufigkeiten hy, ho, ..., hy firk < n vorkommen.
Dann gilt fir das arithmetische Mittel x [50]:

1k k
*Z (2) =2 a;-f;
n ;
j=1 7j=1
Beweis. O. B. d. A. sei die Datenliste x1, x3, . . ., 2, geordnet. Dann gilt nach Kronfellner
et al. [50]
_ 1
T Z:c,— (ay+...+ar+as+...+ay+ap+...+ap)

k
1 1
E'(hl'a1+h2'&2+ -+ h - ag) = Z
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und (1) ist gezeigt. Wegen };—] = f; folgt dann fiir (2):

Z n-firar+n-faraz+...+n- fioag)

k
:f1-al—i—fg-ag—i—...—i—fk-ak:z:aj-fj.

j=1
O

Welche Formel fiir das arithmetische Mittel heranzuziehen ist, hdngt von der Form der
vorliegenden Daten ab. Liegen Einzelwerte vor, lasst sich das arithmetische Mittel di-
rekt aus diesen bestimmen. Bei unklassierten Haufigkeiten erfolgt die Berechnung hin-
gegen liber die Kombination der Merkmalsauspriagungen mit ihren zugehorigen Héufig-
keiten [47].

Auf der Grundlage der Daten von Tabelle (S. und mithilfe der Aussagen aus
Satz kann das arithmetische Mittel der Torsumme pro Spiel nun auch auf folgende
Weise bestimmt werden:

1 10
Z "3 = 306 Z“J

1
= oo (07224 1-374+2:6443-5244-66+5-3246-2147-9
+8-249-1)

=306 - (37 + 128 4 156 + 264 4 160 + 126 4+ 63 + 16 + 9)

1
— 959 = 3,1340
~ 306

k 10
_:Z%"fj:zaj'fj
j=1 j=1
~(0-0,0719 +1-0,1209 + 2 - 0,2092 + 3 - 0,1699 + 4 - 0,2157 + 5 - 0,1046

+ 60,0686 + 7 - 0,0294 + 8 - 0,0065 + 9 - 0,0033)

= (0,1209 + 0,4184 + 0,5097 + 0,8628 + 0,5230 + 0,4116 + 0,2058
+ 0,0520 + 0,0297)

= 3,1339
Wie in der zweiten Berechnung ersichtlich, ergibt sich aufgrund der bereits gerundeten
relativen Haufigkeiten f; aus Tabelle eine geringfiigige Abweichung im Resultat.

Da im Rechenvorgang des arithmetischen Mittels alle FEinzelwerte z1, o, ..., z, gleich
gewichtet werden, ldsst sich eine zentrale Eigenschaft direkt aus der Definition ableiten.
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Es zeigt sich ndmlich, dass die Summe der Abweichungen aller Merkmalswerte x; mit
i=1,...,n vom arithmetischen Mittel z den Wert Null annimmt |24} |53} 56].

Satz 2.4.5 (Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen Mittels). Seien
r1,%2,...,T, € R die Daten eines quantitativen Merkmals und T = % Yo @i ihr arith-
metisches Mittel. Dann gilt nach Leiner [56):

Beweis. Aus der Definition des arithmetischen Mittels folgt unmittelbar

n
na‘c:sz
i=1

Daher gilt nach Leiner [56]

n

n n n n n
Z(xi—a_:):Zmi—ZE:Zaﬁi—ndc:in—Zaﬁi:0.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

O]

Geometrisch betrachtet entspricht dies der Situation, dass alle Werte x1,x2,...,x, als
Massenpunkte mit gleicher Masse auf der Zahlengeraden liegen und ihr gemeinsamer
Schwerpunkt genau im arithmetischen Mittel liegt. Das arithmetische Mittel ist somit
der Punkt, an dem die Abweichungen nach links und rechts im Gleichgewicht sind, wes-
halb man auch von der Schwerpunkteigenschaft spricht. Diese Eigenschaft konnte zudem
als Ausgangspunkt fiir die Definition des arithmetischen Mittels dienen; ein Nachteil be-
stiinde jedoch darin, dass daraus keine unmittelbare Berechnungsvorschrift ableitbar
ist [53].

Aus der Schwerpunkteigenschaft folgt, dass sich fiir einen beliebigen Punkt M € R die
Abweichungen von x; zu M genau dann im besten Sinne aufheben, wenn M mit dem
Schwerpunkt z iibereinstimmt. Formal ldsst sich diese Ausgleichseigenschaft durch die
Minimierung der quadrierten Abweichungen charakterisieren [56].

Satz 2.4.6 (Minimaleigenschaft des arithmetischen Mittels). Seien
Z1,...,Tn € R die Daten eines quantitativen Merkmals und T = %2?21 x; thr arith-
metisches Mittel. Dann gilt fir jeden Wert M € R mit M # Z:

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn M =z [56].
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Beweis. Schreibe fiir M € R mit M # = die Abweichung als
T, — M = (ZL'Z'—i')—F(i’—M).

Quadrieren und summieren liefert

n n

S (i - M= [(a; - 7) + (2 - M))°
1=1 i=1
= Zn:(ﬂfz’ — )" +2(z — M) Zn:(xi —-7)+ zn:(:z — M)>.
=1 =1 i=1

Da per Schwerpunkteigenschaft des arithmetischen Mittels
n n
Z(zl —I) = sz —nz =0,
i=1 i=1
verschwindet der Kreuzterm. AuBerdem ist (z — M)? unabhingig von i und kann aus
der Summe gezogen werden:
n n
Z(Z’Z — M)2 = Z(l‘z — .f)Q —|—n(a_: — M)Q.
i=1 i=1
Der zweite Summand ist fiir M # & stets positiv und wird genau dann null, wenn M = z.
Damit ist die Behauptung gezeigt [56]. O

Da fiir eine belastbare Datengrundlage der Stichprobenumfang n méglichst grof3 sein soll-
te, wird nun unter Verwendung der zuvor erlduterten statistischen Kennzahlen eine um-
fassende Analyse von 1530 Spielen aus fiinf aufeinanderfolgenden Spielzeiten (2020/21
bis 2024/25) vorgenommen. Die Ergebnisse sind in Tabelle (S. iibersichtlich zu-
sammengefasst. Dort werden die absoluten Héufigkeiten hjs mit s = 1,...,5 fir die
jeweiligen Spielzeiten angegeben, wobei sich diese auf Spiele mit einer Torsumme von a;
Treffern (j =1,...,10) beziehen.

Die dargestellten Torhdufigkeiten weisen iiber die letzten Jahre eine weitgehend konsis-
tente Verteilung auf. Betrachtet man alle Spielzeiten gemeinsam, l&sst sich ein erkennba-
res Muster feststellen: Mit Ausnahme der Saison 2024 /25 liegt der Modus — also die am
héufigsten auftretende Torsumme — stets bei zwei Treffern pro Spiel. An zweithadufigster
Stelle stehen ebenfalls in diesen Spielzeiten drei Tore pro Partie. Die durchschnittliche
Toranzahl variiert dabei nur geringfiigig zwischen 3,03 und 3,22 Treffern pro Spiel. Das
arithmetische Mittel iiber alle fiinf Spielzeiten betrdgt 3,14 Tore pro Spiel. Zum Ver-
gleich: Die bislang torreichste Saison der deutschen Bundesligageschichte wurde in den
Jahren 1983/84 verzeichnet, mit insgesamt 1097 Treffern und einem Durchschnitt von
etwa 3,59 Toren pro Spiel [34]. Die hier présentierten Daten dienen unter anderem als
Grundlage fiir die wahrscheinlichkeitstheoretischen Modelle im Hauptteil dieser Arbeit.

Im folgenden Abschnitt wird die Entwicklung der durchschnittlichen Toranzahl im Fuf3-
ball ndher untersucht, wobei auch mégliche Ursachen fiir die beobachteten Verédnderun-
gen diskutiert werden.
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2.5 FuBball(-tore) im Wandel der Zeit

(s)

Tabelle 2.3: Haufigkeitsverteilungen h;” der Toranzahlen a; iiber fiinf Spielzeiten

Torsumme pro Spiel | 20/21 | 21/22 | 22/23 | 23/24 | 24/25 | Summe
0 18 16 15 13 92 84
1 37 35 32 32 37 173
2 71 76 74 70 64 355
3 68 59 69 65 52 313
4 54 52 51 60 66 283
5 32 42 30 32 32 168
6 15 13 18 2 21 91
7 11 14 7 9 50
8 1 3 2 2 10
9 1 0 1 1 3
;‘;;’ 2@; 306 | 306 | 306 | 306 | 306 1530
durChSChI;j(s)Torsumme 303 | 312 | 3,17 | 322 | 313 | 3,14

2.5 FuBball(-tore) im Wandel der Zeit

Seit dem Start der deutschen Bundesliga im Jahr 1963 sind bis 2025 insgesamt 62 Spiel-
zeiten ohne Unterbrechung verstrichen. Obwohl in diesem Zeitraum die Organisationss-
truktur und der Austragungsmodus weitgehend konstant blieben, zeigen sich Verdnde-
rungen in den durchschnittlichen Torzahlen pro Spiel. Betrachtet man den Zeitverlauf,
liegt die Torquote bis 1987 auf einem vergleichsweise hohen Niveau. In den folgenden
Jahrzehnten sinkt sie deutlich und bleibt bis 2017 meist unter der Drei-Tore-Marke. Seit
2018 ist hingegen ein erneuter Anstieg zu verzeichnen, sodass die ,,magische* Drei-Tore-
Grenze durchgéngig tiberschritten wird. In der Saison 2024/25 wurde mit 504 Treffern
sogar die torreichste Hinrunde seit 33 Jahren registriert. Auch im Vergleich mit den eu-
ropéischen Top-5-Ligen setzt sich die Bundesliga an die Spitze [90]. In fiinf Spielzeiten
von 2020/21 bis 2024/25 wurde die Drei-Tore-Marke auerhalb Deutschlands lediglich
zweimal {iberschritten: in der italienischen Serie A 2020/21 mit durchschnittlich 3,06 To-
ren pro Spiel und in der englischen Premier League 2023 /24 mit 3,28 Toren pro Spiel. Im
Mittel derselben fiinf Spielzeiten liegt die Premier League bei 2,91 Treffern pro Partie,
gefolgt von der franzosischen Ligue 1 (2,81). Dahinter rangieren die Serie A (2,73) und
die spanische La Liga mit lediglich 2,56 Toren pro Spiel. Im selben Zeitraum verzeichnet
die Bundesliga im Durchschnitt 3,14 Treffer pro Partie [29].
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2 Fufiball als Ausgangspunkt mathematischer Modellierung

2.5.1 Lineare Regression

Zur iibersichtlichen Darstellung der 62 Bundesliga-Saisons werden die Datenpunkte zu-
néchst in ein Koordinatensystem eingetragen: Auf der y-Achse ist die durchschnittliche
Toranzahl pro Spiel abgetragen, auf der x-Achse die Spielzeiten, beginnend mit 1963 /64
und jeweils durch das Startjahr gekennzeichnet. Um die Beziehung zwischen den beiden
Variablen , X = Saisonjahr“ und ,,)Y" = Torquote“ zu erfassen, wird eine Ausgleichsgerade
durch die Punktwolke gelegt, die moglichst nahe an den tatsédchlichen Beobachtungswer-
ten verlduft. Dieses Vorgehen basiert auf dem Regressionsmodell, mit dessen Hilfe lang-
fristige Entwicklungen einer Variablen in Abhéngigkeit von einer anderen quantifiziert
werden kénnen. Auf Grundlage der erhobenen Daten wird somit eine Gerade bestimmt,
die den Trend der Torquoten im Zeitverlauf bestmoglich beschreibt. Diese Anndherung
in Form einer linearen Funktion zweier Variablen wird als lineare Regressionsgerade be-
zeichnet [24) 47].

Die Berechnung dieser Regressionsgeraden erfolgt nach dem Prinzip der Methode der
kleinsten Quadrate, die Ende des 18. Jahrhunderts von CARL FRIEDRICH GAUSS entwi-
ckelt und 1809 in seiner Abhandlung zur Bahnbestimmung von Himmelskérpern erstmals
publiziert wurde. Ziel dieser Methode ist es, jene Gerade zu bestimmen, bei der die Sum-
me der quadrierten Abweichungen zwischen den beobachteten Werten und den durch die
Gerade prognostizierten Werten minimiert wird [53].

Hervorzuheben ist, dass die Herleitung der Regressionsgeraden eng an die zuvor darge-
stellten Eigenschaften des arithmetischen Mittels ankniipft. So garantiert die Schwer-
punkteigenschaft, dass die durch die Methode der kleinsten Quadrate bestimmte Gerade
stets den Punkt (Z,y) durchlduft. In diesem Sinne bildet das Paar der arithmetischen
Mittelwerte den ,Schwerpunkt® der Daten, durch den die bestangepasste Gerade ver-
lauft [53]. Dariiber hinaus stellt die Minimaleigenschaft des Mittels eine direkte Vorstufe
des Regressionsansatzes dar: Wahrend in einer Dimension das arithmetische Mittel der-
jenige Wert ist, der die Summe der quadrierten Abweichungen minimiert,
- 2
§ = argmin i:1(yz —c)%,
verallgemeinert die lineare Regression dieses Prinzip auf zwei Dimensionen. Hier werden

die Parameter o und S der Geraden
y=a+fbe

so gewahlt, dass die Gesamtabweichung in Form der quadrierten vertikalen Abstédnde zu
den Beobachtungspunkten minimiert wird:

n

~ A . 2
«, = ar min i — (a+ Dpx;)) .
(8,5) = arg min | iZI(y (a + Ba;))

Die Regressionsgerade kann somit als eine natiirliche Erweiterung der Minimaleigen-
schaft des arithmetischen Mittels verstanden werden, wobei die Schwerpunkteigenschaft
die geometrische Verankerung dieses Zusammenhangs liefert [47, 53].
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2.5 FuBball(-tore) im Wandel der Zeit

Definition 2.5.1 (Lineares Regressionsmodell). Seien zy,...,x, € R die Auspri-
gungen einer unabhéngigen Variablen und y1, ..., y, € R die zugehérigen Auspriagungen
einer abhéngigen Variablen. Das lineare Regressionsmodell ist gegeben durch

yi=a+pPr;+e¢ fuiri=1,...,n,

wobei a € R das Absolutglied (Ordinatenabschnitt) und § € R den Steigungsparame-

ter (Regressionskoeffizienten) der linearen Beziehung darstellen und e; zuféllige Fehler
sind 32}, S. 574].

Fiir die Begriindung der Eindeutigkeit und Globalitét der Losung der Methode der kleins-
ten Quadrate werden im Folgenden einige grundlegende Begriffe und Resultate aus der
Analysis und linearen Algebra zusammengefasst.

Definition 2.5.2 (r-malige stetige Differenzierbarkeit). Eine Funktion f : R — R
heifit r-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung r
existieren und stetig sind. In diesem Fall schreibt man f € C"(R") [2, S. 315].

Bemerkung 2.5.3. Sei f € C'(R"). Die Ableitung von f an der Stelle x € R" ist
gegeben durch
of of

4f(@) = (1@ (@)

die nach Arens et al. |2 S. 878] auch als Jacobi-Matriz bezeichnet wird. Besitzt f an der
Stelle « € R™ ein lokales Extremum, so gilt notwendig

df(z) =0.

Ein Punkt z € R"” mit df(z) = 0 wird nach Arens et al. |2, S. 341] als kritischer Punkt
von f bezeichnet.

Definition 2.5.4 (Konvexe Funktion). Nach Arens et al. |2, S. 335] heifit eine Funk-
tion f: R™ — R konvex, wenn fiir alle z,y € R™ und alle t € [0, 1] gilt
fletily—=) = f(A-t)r+ty) < (1-1)f(z) +1f(y).

Bemerkung 2.5.5. Gilt die Konvexitédtsungleichung fiir alle ¢ € (0, 1) sogar in strenger
Form, so spricht man von einer strikt bzw. streng konveren Funktion. Analog heifit eine
Funktion auf einem Intervall (streng) konkav, wenn die zugehorige Funktion —f (streng)
konvez ist [2].

Definition 2.5.6 (Positive Definitheit). Nach Arens et al. |2, S. 735] heifit eine
symmetrische Matrix A € R™*"™ positiv definit, wenn

z"Az >0 fiir alle z € R™\ {0}.

Bemerkung 2.5.7 (Kriterien fiir positive Definitheit). Sei A € R"*" symmetrisch.
Dann sind die folgenden Aussagen nach Arens et al. [2] dquivalent:
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2 Fufiball als Ausgangspunkt mathematischer Modellierung

1. A ist positiv definit, d.h. 2" Az > 0 fiir alle z € R™ \ {0}.
Alle Eigenwerte von A sind positiv.

Alle fithrenden Hauptminoren det(Ag), k = 1,...,n, sind positiv.

- W N

Beim strikten GauB-Verfahren (ohne Zeilenvertauschungen) sind alle auftretenden
Pivotelemente, d. h. die Diagonalelemente der resultierenden Dreiecksmatrix, po-
sitiv.

Definition 2.5.8 (Hesse-Matrix). Sei f € C?*(R"). Die Hesse-Matriz von f an der
Stelle x € R™ ist die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen und nach Arens et al. [2,
S. 892] gegeben durch

2*f o*f ... _9%
Ox? 0x10x2 Oz10xn
0% f ef ... _0f
; 2
Hf (x) _ 8x2‘d$1 8%2 O0x20xn
0% f o’y ... 92f
Oxndry  Oxndxo ox2,

Satz 2.5.9. Sei f € C*(R™) und die Hesse-Matriz Hy(z) fir alle x € R™ positiv definit.
Dann ist f streng konvex auf R™ (2, S. 892].

Beweis. Seien x,y € R™ mit x # y, und sei ¢t € (0,1). Betrachte die Funktion

g9(t) == f((A =t)z +ty) — (1 =) f(z) +1f(y)).

Da f € C%(R") gilt, ist auch g € C?([0, 1]). Weiters gelten nach der mehrdimensionalen
Kettenregel:

df (1 —t)z +ty)(y — =) + f(z) — f(y),
(y— ) Hy((1— )z + ty) (y — ).

g'(t)
q"(t)

Aus x # y folgt y — x # 0. Wegen der positiven Definitheit der Hesse-Matrix fiir alle
x € R” gilt daher

g'(t) >0 firallet € (0,1).

Seien nun 0 < t < s < 1. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £ € (¢, s) mit
g'(s) = g'(t) = g"(E)(s —1).

Da ¢"(&) > 0 folgt ¢'(s) > ¢'(t), also ist ¢’ streng monoton steigend.
Da ¢(0) = g(1) = 0, existiert nach dem Mittelwertsatz ein ¢y € (0, 1) mit

g'(to) = ¢'(to)(1 = 0) = g(1) — g(0) = 0.
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2.5 FuBball(-tore) im Wandel der Zeit

Fiir ¢t € (0, to] existiert nach dem Mittelwertsatz ein & € (0,t) mit
g(t) = g(t) = 9(0) = g'(§)(t = 0).

Wegen & < tg gilt ¢'(§) < ¢'(to) = 0, also g(t) < 0.

Fiir ¢ € [tg, 1) gibt es nach dem Mittelwertsatz ein £ € (¢,1) mit
—g(t) = g(1) — g(t) = ¢'()(1 - 1).

Hier ist t9 < & und deshalb 0 = ¢/(t9) < ¢'(&), woraus sich —g(t) > 0, also g(t) < 0,
ergibt.

Also gilt g(t) < 0 fiir alle ¢ € (0,1), und nach der Definition von g erhdlt man
F((L =)z +ty) < (1 =) f(z) +1f(y).
Folglich ist f streng konvex. O

Fiir den folgenden Satz wiirde es geniigen vorauszusetzen, dass f € C''(R") und streng
konvex ist. Im vorliegenden Zusammenhang ist es jedoch zweckméflig, ihn unter den
Voraussetzungen von Satz zu formulieren und zu beweisen.

Satz 2.5.10. Sei f € C*(R") und die Hesse-Matriz Hy(z) fiir alle x € R™ positiv
definit. Besitzt [ einen kritischen Punkt xq, so ist dieser eindeutig bestimmt und stellt
das globale Minimum von f dar.

Beweis. Es sei xg ein kritischer Punkt von f, also df(zg) = 0. Sei nun =z € R" mit
x # xo. Definiere g : [0,1] — R durch

g(t) == f((1 —t)xo + tx).
Dann ist g € C?([0,1]) und nach der mehrdimensionalen Kettenregel gelten:

g'(t) = df((1 = t)ao + tz) (2 — o),
g"(t) = (x — x0) "H((1 — t)xo + ta)(x — x0).

Da Hy((1 —t)xo + tx) positiv definit ist, folgt
g"'(t) >0 fiir alle t € [0,1].
Seien jetzt 0 < t < s < 1. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £ € (¢, s) mit
g'(s) = g'(t) = g"(€)(s — ).
Wegen ¢”(£) > 0 ergibt sich daraus ¢'(s) > ¢'(t), also ist ¢’ streng monoton steigend.
Da ¢'(0) = df(z¢)(z — x0) = 0 und ¢’ streng monoton steigend ist, gilt

g'(t) >0 fiir alle t > 0.
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2 Fufiball als Ausgangspunkt mathematischer Modellierung

Insbesondere folgt ¢'(1) = df(x)(z — x0) > 0, und damit df(x) # 0. Somit existiert kein
weiterer kritischer Punkt.

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein & € (0, 1) mit
9(1) — g(0) = ¢'(&)(1 = 0) = ¢'(§).
Da ¢/(€) > 0, folgt g(1) > ¢(0). Mit g(0) = f(zo) und g(1) = f(z) ergibt sich
f(x) > f(zo).

Damit ist xy das eindeutige globale Minimum von f. O

Die obigen Resultate bilden die theoretische Grundlage fiir die folgende Herleitung der
Kleinste-Quadrate-Schéitzer im linearen Regressionsmodell.

Satz 2.5.11 (Methode der kleinsten Quadrate). Seien (x1,y1),...,(Zn,yn) Beob-
achtungswerte einer linearen Beziehung, wobei die x; nicht alle gleich sind, d. h.

Die Regressionsgerade

wird durch die Parameter

iz (@i —T)(yi — )
e (@ — z)?

und @:g—B:?:

B=

bestimmt, wobei T = %2?21 z; und y = % vy die arithmetischen Mittelwerte sind.

Die beiden Parameter & und B heifien auch Kleinste-Quadrate-Schdtzer fir o und B [32,
S. 575].

Beweis. Die Schiatzung der Regressionsgeraden erfolgt durch Minimierung der Summe
der quadrierten Abweichungen

n

S(O‘HB) = Z(yz - (a + /Bxl))2

i=1
Da S eine Summe quadratischer Polynome ist, gilt S € C?(R?), sieche Definition m

Zur Bestimmung der kritischen Punkte werden die partiellen Ableitungen nach « und g
gebildet und gleich null gesetzt:

oS - oS -
8—0[——2;(yi—a—ﬁxi)—0, %——2;@(%—@—&@)—0.
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2.5 FuBball(-tore) im Wandel der Zeit

Durch Auflésen dieses linearen Gleichungssystems erhélt man die bekannten Formeln

aus Satz R2.5.11F
Yz (@i —2)(yi — )
S -

Zur Untersuchung der Art des kritischen Punktes (&, B) betrachten wir die Hesse-Matrix

von S:
928 928
O I S I (R
Tl 928 9%s | 25 Lz 23 2]
i=1Ti i=1%;

9poa B2

B = &=y — pz.

Da H symmetrisch ist, gentigt nach Bemerkung [2.5.7) zur Priifung der positiven Definit-
heit, dass die fiilhrenden Hauptminoren positiv sind. Hier gilt
0?8
— =2n>0 firalle a,f
da?

sowie

825 925 [ 95\’ ", n .
detH—aoﬂ-aﬂ2 — (80486) —4n(;xi —nx )—4n;(mi—x) .

Damit ist H(«, () fiir alle (o, 8) positiv definit, wodurch S nach Satz streng konvex
ist. Zudem folgt aus Satz [2.5.10, dass der gefundene kritische Punkt (&, 3) eindeutig

ist und ein globales Minimum der Fehlerfunktion darstellt. Folglich liefern (&, B) die
eindeutigen Kleinste-Quadrate-Schétzer der linearen Regression [53]. O

Bemerkung 2.5.12. Die Parameter & und /3’ ergeben sich aus der Minimierung der
quadrierten vertikalen Abweichungen zwischen den Beobachtungswerten (z;,y;) und den
durch die Regressionsgerade prognostizierten Werten [47].

Korollar 2.5.13. Die durch die Methode der kleinsten Quadrate bestimmte Regressions-
gerade verlduft stets durch den Punkt (Z,y). Dieser Punkt (z,y) heifst Schwerpunkt [55)].

Beweis. Setzt man x =Z in g = & + Bz ein, folgt
g=a+pr=(y-pr)+pr=4.
O

Zur Analyse des zeitlichen Verlaufs der durchschnittlichen Torsumme pro Spiel werden
die folgenden Variablen definiert:
o x; bezeichnet das Startjahr der i-ten Saison, z. B. 1965 fiir die Saison 1965/1966.

e y; bezeichnet die durchschnittliche Toranzahl pro Spiel in der i-ten Saison.
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2 Fufiball als Ausgangspunkt mathematischer Modellierung

Die Beobachtungswerte (x;, y;) bilden somit die Grundlage fiir die lineare Regression, die
durch die Methode der kleinsten Quadrate bestimmt wird. Die vollstdndigen Bundesliga-
Daten der Torquote pro Saison (1963-2024),

{(1963;3,56), (1964; 3,32), (1965; 3,23), .. ., (2024; 3,13)},

sind als Punkte im Koordinatensystem in der untenstehenden Abbildung[2.3] dargestellt.
Im Folgenden wird die Regressionsgerade schrittweise berechnet.

3,6 | . x  Beobachtete Werte
= XX Xy —— Regressionsgerade
CS X
S 34 x %

g
=
o 32|
=
S
=
a 3 |
=
S
S 28|
b
=
A
26 | o
1965 1975 1085 1995 2005 2015 2025

Saison (Startjahr)

Abbildung 2.3: Lineare Regression der durchschnittlichen Toranzahl pro Spiel in der
deutschen Bundesliga (1963-2024)

Schritt 1: Mittelwerte berechnen

62
I= 612 ; =19935  und gj:—Zyi%&O?

Schritt 2: Steigungsmafl 3 berechnen

B _ ?21(% —)(yi — ¥)
Z?il(mz - 5)2
B (1963 — 1993,5)(3,56 — 3,07) + ... + (2024 — 1993,5)(3,13 — 3,07)
- (1963 — 1993,5)2 + ... + (2024 — 1993,5)2
~ —0,00686

Schritt 3: Ordinatenabschnitt & berechnen

— Bz = — (—0,00686) - 1993,5 ~ 16,738
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Schritt 4: Regressionsgerade aufstellen
4 = 16,738 — 0,00686x

Abbildung zeigt die Regressionsgerade und veranschaulicht den Trend der durch-
schnittlichen Toranzahl im Zeitverlauf. Der leicht fallende Funktionsgraph deutet darauf
hin, dass die durchschnittliche Toranzahl pro Spiel im Mittel um etwa 0,007 pro Sai-
sonjahr abnimmt. Der Ordinatenabschnitt ist hingegen rein mathematischer Natur und
daher nicht inhaltlich interpretierbar.

Ob der seit 2018 beobachtete empirische Anstieg der Torquote anhélt oder sich der nur
schwach ausgeprigte negative Trend der Regressionsgerade langfristig bemerkbar macht,
wird sich in den kommenden Jahren zeigen.

2.6 Ursachen der geringen Toranzahl

RegelméBig wird im professionellen Fufiball iiber Regelanderungen diskutiert, um be-
stimmte Effekte im Spiel zu erzielen — insbesondere, um die Zahl der Tore zu erhdhen.
Mehrere wissenschaftliche Studien haben sich mit den Auswirkungen solcher Mafinahmen
auseinandergesetzt. Besonders hervorzuheben ist die Arbeit von Palacios-Huerta [69],
der auf Grundlage von mehr als 100000 Spielen aus den vier héchsten englischen Ligen
im Zeitraum von 1888 bis 1996 einen kontinuierlichen Riickgang der durchschnittlichen
Toranzahl nachweisen konnte. Seine Analyse ergab folgende Mittelwerte:

e 1888-1915: durchschnittlich 3,28 Tore pro Spiel
e 1920-1939: durchschnittlich 3,16 Tore pro Spiel
e 1947-1982: durchschnittlich 2,88 Tore pro Spiel
e 1983-1996: durchschnittlich 2,67 Tore pro Spiel

Dieser langfristige Abwartstrend bildete die Grundlage fiir eine der bedeutendsten Re-
gelinderungen der FIFA: die Einfiihrung der Drei-Punkte-Regel. Wéhrend bis Mitte der
1990er Jahre ein Sieg mit zwei Punkten, ein Unentschieden mit einem Punkt und eine
Niederlage mit null Punkten bewertet wurde, beschloss der Weltverband FIFA 1994,
die Punktevergabe zu {iberarbeiten. Zur Saison 1995/96 tibernahm auch der Deutsche
Fuball-Bund (DFB) dieses System. Von nun an wurden Siege mit drei Punkten be-
lohnt, wodurch Unentschieden deutlich an Wert verloren [22]. Ziel der Reform war es,
offensivere Spielweisen zu fordern, die Zahl torloser Partien zu reduzieren und insgesamt
attraktivere Begegnungen zu ermoglichen.

Die empirische Untersuchung von Palacios-Huerta und Garicano [70] zeigt jedoch, dass
diese Erwartung nicht erfiillt wurde. Im Gegenteil: Anstatt hohere Offensivrisiken ein-
zugehen, konzentrierten sich die Mannschaften verstdrkt auf ihre Defensivarbeit. Ein
knapper Vorsprung wurde zunehmend durch eine tiefstehende Formation verteidigt, was
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2 Fufiball als Ausgangspunkt mathematischer Modellierung

zu einem weiteren Riickgang der Torquoten fiihrte. In der franzosischen Ligue 1 wur-
den in der Saison 2005/06 lediglich 2,13 Treffer pro Spiel erzielt. Der zusétzliche Punkt
fiir einen Sieg bewirkte somit keine Steigerung der Offensivleistung, sondern fithrte zu
einem strategischen Umdenken zugunsten der Defensive. Biermann [12] bringt dies auf
den Punkt, indem er die Situation mit anderen Lebenssituationen vergleicht, in denen
eine Belohnung nicht zwangsldufig zu einer Steigerung der eigenen Anstrengungen fiihrt,
sondern vielmehr zu einer gezielten Einschriankung der Leistungen des Gegners.

FEin &hnliches Bild zeigt sich in der deutschen Bundesliga. Eine Untersuchung von Dilger
und Geyer [22], die den Zeitraum von zehn Jahren vor und nach der Einfithrung der
Drei-Punkte-Regel umfasst, konnte zwar einen leichten Riickgang der Torquote von 2,93
auf 2,87 Tore pro Spiel feststellen, dieser erwies sich jedoch als statistisch insignifikant.
Anhand von Abbildung (S. ist zudem erkennbar, dass die Toranzahlen in der
Bundesliga insbesondere vor Beginn der 1990er Jahre héher lagen, was vor allem auf
taktische Verédnderungen im Profifuball zurtickgefiihrt wird [46]. Auch aktuelle Daten
verdeutlichen die Problematik. Zwischen den Spielzeiten 2020/21 und 2024/25 verzeich-
neten die 18 Bundesligavereine durchschnittlich etwa 16 Torabschliisse pro Spiel, von
denen jedoch nur ein vergleichsweise geringer Anteil erfolgreich verwertet wurde [90].
Dieser Befund lasst darauf schlieflen, dass das Erzielen von Toren nicht allein von der
Qualitdt der Offensivaktionen abhéngt, sondern vor allem auch durch die gestiegenen
Defensivfahigkeiten der Profispieler:innen erschwert wird. Physische Hochstleistungen
iiber die gesamte Spieldauer, detaillierte Gegneranalysen mithilfe moderner Technologi-
en sowie taktische Anpassungen wie kompakte Abwehrformationen und ein akribisches
Einiiben von Standardsituationen tragen dazu bei, Torchancen effektiver zu verhindern.

Die Folge dieser Entwicklung ist, dass Spiele zunehmend durch minimale Vorspriinge ent-
schieden werden. Ein einzelnes Tor kann den Ausschlag iiber Sieg, Unentschieden oder
Niederlage geben, wodurch sich die Wahrscheinlichkeit unerwarteter Ergebnisse unwei-
gerlich erhoht. Ben-Naim et al. [10] konnten in einer vergleichenden Studie aufzeigen,
dass Fufiball mit einer Wahrscheinlichkeit von 45 % jene Sportart ist, in der Favoriten
am héaufigsten gegen Auflenseiter verlieren. Diese hohe Unsicherheit tragt mafigeblich
zur Attraktivitdt des Fufiballs bei und erklért seine anhaltende Popularitit. Gemeinsam
mit der im vorherigen Abschnitt angesprochenen Zufallskomponente verleiht die ver-
gleichsweise geringe Toranzahl dem Spiel seine besondere Spannung und erhéht dessen
Unterhaltungswert. Aufbauend auf diesen Erkenntnissen wird im Hauptteil der Arbeit
dargelegt, welche Auswirkungen die geringe Toranzahl auf die Modellierung des Fufiball-
spiels hat und welche besonderen Implikationen sich daraus ergeben.

2.7 Heimvorteil
Der Heimvorteil gilt im FuBlball seit Langem als zentrale Einflussgrofie auf den Spielerfolg.

Ob und in welchem Ausmaf} dieses Phdnomen im modernen Fufiball weiterhin besteht,
lasst sich anhand empirischer Untersuchungen und aktueller Daten analysieren.
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Historische Analysen der deutschen Bundesliga zeigen einen Riickgang des Heimvorteils.
So stellte Dilger und Geyer [22] im Zusammenhang mit der Einfithrung der Drei-Punkte-
Regel fest, dass die Quote der Heimsiege von 49,23 % auf 48,50 % leicht zuriickging, wih-
rend die Auswirtssiege signifikant von 21,54 % auf 25,75 % anstiegen. Ahnliche Befunde
berichteten Dewenter (2003) fiir die portugiesische Liga sowie Amann, Dewenter und
Namini (2004) ebenfalls fiir die Bundesliga (zitiert nach [22]). Diese Ergebnisse deu-
ten darauf hin, dass die Drei-Punkte-Regel den Heimvorteil tendenziell verringerte, da
sie den Anreiz erhdhte, auch auswérts aktiv auf Sieg zu spielen. Gleichzeitig nahm die
durchschnittliche Toranzahl ab, wobei der Riickgang der Heimtore signifikant ausfiel,
derjenige der Auswértstore hingegen nur geringfiigig.

Langfristige Entwicklungen belegen einen deutlichen Riickgang des Heimvorteils: In den
1960er- und 1970er-Jahren lag die Heimsiegquote bei durchschnittlich etwa 56 %, wéh-
rend die Spielzeiten 2020/21 bis 2024/25 im Mittel nur noch rund 44 % aufwiesen (vgl.
Tabelle S. . Die Ursachen sind vielschichtig, lassen sich jedoch im Wesentlichen
mit der zunehmenden Professionalisierung des Sports in Verbindung bringen. Technische
Innovationen, globalisierte Spielerkarrieren, moderne Stadioninfrastrukturen sowie die
Einfithrung des Video Assistant Referee (VAR) haben den Einfluss des Spielorts relati-
viert. Hinzu kommt die COVID-19-Pandemie: Wahrend der Geisterspielphasen 2019/20
und 2020/21 sank die Heimsiegquote auf historische Tiefstwerte von teils unter 40 % [33].
Untersuchungen von Stickel und Nufer |79] belegen zwar einen Anstieg des Heimvorteils
mit der Riickkehr der Zuschauer:innen, langfristig jedoch eine erneute Abnahme — un-
geachtet der steigenden Zuschauerzahlen.

Trotz dieses Riickgangs bleibt der Heimvorteil statistisch nachweisbar. Seit Beginn der
Bundesliga 1963 liegt die Heimsiegquote knapp iiber 50 %. Im Dezember 2024 betrug
sie 50,17 % (9394 von 18 725 Spielen). Da Auswértssiege und Unentschieden die ibrigen
rund 50 % nahezu gleichméBig teilen, erzielen Heimteams im Mittel mehr Punkte. Zu den
zentralen Faktoren zdhlen die Unterstiitzung durch das Publikum, die Vertrautheit mit
der Spielumgebung und die Vermeidung ldngerer Anreisen. Gleichzeitig haben taktische
Entwicklungen, die weniger an den Spielort gebunden sind, sowie strukturelle Verdnde-
rungen im Zuge der Professionalisierung des Fufiballs den Effekt abgeschwécht [4].

Neben den spielpraktischen Faktoren beeinflusst auch die Reisedistanz den Heimvorteil.
Oberhofer et al. [63] zeigten anhand von iiber 6000 Bundesliga- Auswértsspielen, dass
die Leistung eines Teams in Bezug auf das Erzielen und Verhindern von Toren mit
zunehmender Entfernung abnimmt. Beckmann [7] bestétigte diesen Zusammenhang in
einer Analyse der deutschen Bundesliga tiber 57 Jahre, weist jedoch darauf hin, dass die
Bedeutung der Reisedistanz in den letzten Jahren durch verbesserte Reisebedingungen,
eine wachsende Zahl mitreisender Auswértsfans und die gesteigerte Professionalisierung
des Sports abgenommen hat.

Insgesamt ldsst sich festhalten, dass der Heimvorteil im modernen Fufiball zwar riicklau-
fig ist, jedoch weiterhin besteht und durch ein Zusammenspiel historischer, taktischer,
infrastruktureller und psychologischer Faktoren geprégt wird.
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2 Fufiball als Ausgangspunkt mathematischer Modellierung

Um den aktuellen Heimvorteil in der deutschen Bundesliga zu quantifizieren und fiir die
Modellierung eines Fufiballspiels nutzbar zu machen, wurden erneut die fiinf Spielzei-
ten von 2020/21 bis 2024/25 analysiert. Die in der folgenden Tabelle dargestellte
Verteilung der Ergebnisse und Punkte zeigt, dass mit Ausnahme der Saison 2024/25
stets mehr als 40 % aller Spiele im eigenen Stadion gewonnen wurden. Im Mittel be-
tragt das Verhéltnis von Heimsiegen (HS) zu Auswértssiegen (AS) etwa 1,41 : 1, was
bedeutet, dass ein Team zu Hause rund 41 % héufiger gewinnt als auswérts. Dies stellt
ein deutliches Indiz dafir dar, dass der Heimvorteil nach wie vor eine relevante Rolle
spielt. Bestétigt wird diese Annahme durch den Anteil der im eigenen Stadion erzielten
Punkte, der im Mittel bei 56,96 % liegt. Uber die vergangenen fiinf Spielzeiten haben
die 18 Bundesliga-Teams demnach durchschnittlich mehr als die Hélfte ihrer Punkte vor
heimischem Publikum erzielt |20}, [90].

Tabelle 2.4: Heimvorteil der deutschen Bundesliga (2020/21 — 2024/25): Ergebnis- und
Punkteverteilung

Saison | Spiele | HS (%) | Remis (%) | AS (%) | Punkte zuhause

2020/21 | 306 | 129 (42) 81 (26) 96 (31) 55,91 %
2021/22 | 306 | 143 (47) 73 (24) 90 (29) 59,41 %
2022/23 | 306 | 145 (47) 75 (25) 86 (28) 60,50 %
2023/24 | 306 | 134 (44) 81 (26) 91 (30) 57,71 %
2024/25 | 306 | 118 (39) 77 (25) 111 (36) 51,25 %

Gesamt | 1530 | 669 (44) | 387 (25) | 474 (31) 56,96 %

Tabelle 2.5: Heimvorteil der deutschen Bundesliga (2020/21 — 2024/25): Torverteilung

Saison | Gesamttore | Heimtore (%) | Auswirtstore (%)
2020/21 928 513 (55) 415 (45)
2021,/22 954 539 (56) 415 (44)
2022/23 971 568 (59) 403 (41)

2023 /24 985 553 (56) 432 (44)
2024/25 959 499 (52) 460 (48)
Gesamt 4797 2672 (56) 2125 (44)

Da die Toranzahl eine noch aussagekréftigere Kennzahl fiir die Spielstiarke eines Teams
darstellt, ist es ebenso aufschlussreich, die Anzahl der Tore in Abhéngigkeit vom Spielort
zu analysieren. Im betrachteten Zeitraum wurden insgesamt 4 797 Treffer registriert, da-
von 2672 im eigenen Stadion und 2125 auswirts (vgl. Tabelle [2.5). Damit entfielen mit
56 % mehr als die Halfte aller Tore auf Heimteams. Im Untersuchungszeitraum erzielte
ein Heimteam durchschnittlich etwa 1,75 Tore pro Spiel, wihrend ein Auswértsteam auf
rund 1,39 Tore kam, was einem Verhéltnis von Heim- zu Auswértstoren von etwa 1,26 : 1
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entspricht. Heimteams erzielen demnach etwa 26 % mehr Tore als Auswértsteams [20),
90]. Dies verdeutlicht, dass der Heimvorteil iber die reine Punkteausbeute hinausgeht
und sowohl offensiv (hohere Torzahl) als auch defensiv (geringere Gegentoranzahl) seine
Wirkung offenbart. Somit unterstreicht auch die Torstatistik den Einfluss des Heimvor-
teils.

Die dargestellten Analysen liefern hinreichende Evidenz dafiir, den Heimvorteil als we-
sentliche Einflussgréfie im Grundgeriist der Modellierung eines Fufiballspiels zu bertick-
sichtigen.
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3 Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie

Bevor die Wahrscheinlichkeit verschiedener Spielausgéinge im Fufiball untersucht werden
kann, ist es erforderlich, zentrale Begriffe zu definieren und grundlegende Konzepte der
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erlautern.

3.1 Wahrscheinlichkeitsbegriff

Einer der groflen Vorteile der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist der, daf§ man
lernt, dem ersten Anschein zu mifitrauen [55, S. 127].

Dieses Zitat von Pierre-Simon Laplace verdeutlicht den Kern der Wahrscheinlichkeits-
theorie. Sie fordert dazu auf, intuitiven Einschétzungen kritisch zu begegnen und Zufalls-
phénomene nicht bloff auf Grundlage subjektiver Wahrnehmungen zu beurteilen. Die
Wahrscheinlichkeitstheorie beschéftigt sich mit Vorgéngen, deren Ausgénge vom Zufall
abhdngen und daher nicht eindeutig vorhergesagt werden kénnen. Thr Ziel besteht darin,
Zufalligkeiten und Unsicherheiten systematisch zu erfassen, mathematisch zu modellie-
ren und daraus objektive Prognosen iiber das Eintreten bestimmter Ereignisse abzulei-
ten [43].

Historisch betrachtet entstanden die ersten Uberlegungen zur Wahrscheinlichkeit im Zu-
sammenhang mit Gliicksspielen. Aus diesen frithen Ansétzen entwickelte sich ein hoch
formalisiertes Teilgebiet der Mathematik, das heute in nahezu allen Wissenschaften An-
wendung findet — tiberall dort, wo Zufall eine Rolle spielt [56]. Auch im alltédglichen
Sprachgebrauch wird der Begriff wahrscheinlich verwendet, um Unsicherheiten und Ver-
mutungen auszudriicken, wie etwa: ,wahrscheinlich wird es morgen regnen* oder ,wahr-
scheinlich sehen wir uns morgen*“ [16].

Im Zentrum der Wahrscheinlichkeitstheorie stehen Experimente, bei denen die Menge
aller moglichen Ergebnisse bereits im Vorfeld bekannt ist, der konkrete Ausgang jedoch
vor der Durchfithrung ungewiss bleibt und erst durch die Ausfithrung bestimmt wird.
Ein Vorgang, der diese Eigenschaften aufweist und zudem real oder gedanklich unter
denselben Bedingungen beliebig oft wiederholt werden kann, wird als Zufallsexperiment
bezeichnet [14].

Beispiele fiir Zufallsvorgénge sind etwa das Werfen eines Wiirfels, die Ziehung der Lot-
tozahlen oder — im Fufiballkontext — der Miinzwurf zu Spielbeginn beziehungsweise der
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Spielausgang selbst. Bei einem Fufiballspiel ist bekannt, welche Ergebnisse grundsétzlich
moglich sind (Sieg der Heimmannschaft, Unentschieden oder Sieg der Auswértsmann-
schaft). Vor dem Anpfiff ist jedoch offen, welches dieser Ergebnisse tatséchlich eintreten
wird. Ein solches Spiel kann zudem theoretisch mehrfach wiederholt werden [4§].

Im nachfolgenden Abschnitt sollen zentrale Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie ex-
emplarisch am Beispiel eines klassischen Zufallsexperiments, dem Werfen eines Wiirfels,
erlautert werden.

Definition 3.1.1 (Grundraum, Ergebnis, Ereignis, Elementarereignis). Die Men-
ge aller moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments wird als Grundraum oder Ergeb-
nismenge bezeichnet und iiblicherweise mit () symbolisiert. Sie ist eine nichtleere Menge,
die sdmtliche beim Zufallsexperiment denkbaren Ergebnisse w; enthélt |17, |48].

Q= {wl,wg,wg, .. }

Ein Ergebnis w; beschreibt den konkreten Ausgang eines Zufallsexperiments und ent-
spricht einem Element der Ergebnismenge [17].

Jedes einzelne dieser moglichen Ergebnisse wird als Elementarereignis bezeichnet. Formal
entsprechen die Elementarereignisse den einelementigen Teilmengen {w;}, deren Schnitt-
mengen jeweils leer sind. Man sagt auch, dass die Elementarereignisse paarweise disjunkt
sind, d. h. fiir i # j gilt {w;} N {w;} = @ [56].

Ein Ereignis hingegen ist eine Teilmenge des Grundraums 2, deren enthaltene Elementa-
rereignisse eine gemeinsame Eigenschaft erfiillen. Die Menge aller zuléssigen Ereignisse
wird durch die o-Algebra festgelegt, die im weiteren Verlauf der Arbeit noch genauer
definiert wird [58].

Das Ereignis, das bei jeder Durchfithrung des Zufallsexperiments eintritt, wird als siche-
res Ereignis bezeichnet und umfasst alle Elementarereignisse aus €. Ein Ereignis, das
niemals eintreten kann, heiflit unmaogliches Ereignis und beinhaltet kein Element aus €2;
wird also durch die leere Menge @ = {} dargestellt |14, [48].

Hat man ein Ereignis A C €2 gegeben und wird ein Ergebnis w € 2 beobachtet, so lassen
sich zwei grundlegende Fille unterscheiden:

1. Liegt w in A, so sagt man, dass das Ereignis A eingetreten ist.
2. Liegt w nicht in A, das heiit w € A’| so ist das Ereignis A nicht eingetreten [58].

Beispiel 3.1.2 (Einfacher Wiirfelwurf). Zur Veranschaulichung sei das Zufallsexperi-
ment des Werfens eines idealen Wiirfels betrachtet. Der Grundraum bzw. die Ergebnis-
menge umfasst alle moglichen Augenzahlen von eins bis sechs und lautet daher

0=1{1,2,3,4,5,6}.
Dementsprechend setzen sich die Elementarereignisse aus den einelementigen Mengen

{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}
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zusammen. Ist A das Ereignis ,jes wird eine gerade Zahl geworfen“, so tritt A genau
dann ein, wenn das Ergebnis in der Menge

A={2,4,6}

enthalten ist. Das Ereignis B ,die Augenzahl ist kleiner als drei“ tritt entsprechend
genau dann ein, wenn das Ergebnis ein Element der Menge

B =1{1,2}
ist.

Obwohl Wahrscheinlichkeiten intuitiv oft genutzt werden, wurde die mathematische Un-
tersuchung von Zufallsvorgangen erst 1933 durch den russischen Mathematiker ANDREJ
N. KOLMOGOROV auf ein axiomatisches Fundament gestellt.

Er postulierte, dass sich Zufallsexperimente durch geeignete Wahrscheinlichkeitsrdume
beschreiben lassen, die formal durch das Tripel (€2, A, P) gegeben sind. Dabei bezeichnet
Q den Grundraum, A die Ereignis-o-Algebra und P eine Abbildung von A in das Intervall
[0, 1], das sogenannte Wahrscheinlichkeitsmafs [58].

Damit Wahrscheinlichkeiten mathematisch sinnvoll definiert werden kénnen, muss zu-
néchst festgelegt werden, fiir welche Teilmengen des Grundraums €2 iiberhaupt Wahr-
scheinlichkeiten angegeben werden diirfen. Hierfiir wird eine spezielle Mengensystematik
bendtigt — die sogenannte o-Algebra.

Definition 3.1.3 (0-Algebra). Nach Leiner |56, S. 69] nennt man ein System .4 von
Teilmengen eines Raumes 2 eine o-Algebra, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. Qe A,
2. Ist A € A, so gilt fiir das Komplement A’ = Q\ A, dass A’ € A,
3. Fiir jede abzéhlbare Folge (A;);eny mit A; € A gilt

U Ai e A.

i=1

Die Elemente der o-Algebra A werden als Ereignisse bezeichnet. In endlichen Grundrau-
men, wie beim Wiirfelwurf, kann die Potenzmenge P(2) als o-Algebra gewéhlt werden.
Fiir unendliche Grundrdume, beispielsweise () = R, verwendet man {iiblicherweise die
Borel-o-Algebra, die im Folgenden definiert wird [5§].

Definition 3.1.4 (Borel-o-Algebra). Sei C C P(R) die Menge aller abgeschlossenen
endlichen Intervalle in R, also

C=A{la,b]:a<b} mita,beR.

Die von C auf R erzeugte o-Algebra o(C) heifit Borelsche o-Algebra und wird mit B(R)
bezeichnet. Die Elemente von B(R) heifilen Borel-Mengen [58, S. 5].

33



3 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition 3.1.5 (Paarweise disjunkte Mengen). Eine Familie von Mengen (4;);er
heilt paarweise disjunkt, wenn gilt:

AiﬂAj:@ fiir alle 7,5 € I mit i # j.

Das bedeutet, dass keine zwei Mengen dieser Familie gemeinsame Elemente besitzen |17,
S. 163].

Definition 3.1.6 (Kolmogorov-Axiome). Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
wobei A eine o-Algebra auf 2 und P : A — [0, 1] eine Abbildung ist. Nach Leiner |56
S. 74] und Bosch |14, S. 9] erfiillt das Wahrscheinlichkeitsmafl P folgende Axiome:

1. Nichtnegativitit: Fiir jedes Ereignis A € A gilt

P(A) > 0.

2. Normiertheit: Das sichere Ereignis 2 hat Wahrscheinlichkeit 1, also

P(Q) =1.

3. Additivitat: P ist o-additiv, d. h. fiir jede abzédhlbar unendliche Folge paarweise
disjunkter Ereignisse A1, Ag, Az, ... € A gilt

P( G A;) = iP(Al)
i=1 =1

Aus den Kolmogorov-Axiomen lassen sich nun mehrere grundlegende Eigenschaften
ableiten, die fiir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten von groflem Nutzen sind.
Die folgenden Sétze und Beweise orientieren sich inhaltlich an den Darstellungen von
Linde [58, S. 9-10], Bosch |14} S. 9] und Leiner [56), S. 75-76].

Satz 3.1.7. Fiir jedes Ereignis A € A gilt:

P(A)=1- P(A).
Beweis. Da A und A’ disjunkt sind und AU A’ = Q gilt, folgt mit der o-Additivitit und

der Normiertheit:
1=P(Q)=PAUA)=P(A)+ P(A).

Daraus ergibt sich unmittelbar P(A") =1 — P(A). O

Satz 3.1.8. Fir das unmdgliche Ereignis @ gilt:

P(2) =0.
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Beweis. Aus Satz [3.1.7) und der Normiertheit folgt:
P(@)=1-P(Q)=1—1=0,

O

Satz 3.1.9. Das Wahrscheinlichkeitsmafl ist monoton, d. h. fir A;B € A mit AC B
gilt:
P(A) < P(B).

Beweis. Da B disjunkt zerlegt werden kann in B = AU(B\ A), folgt mit der Additivitét:

P(B)=P(A)+ P(B\ A).
Wegen der Nichtnegativitat ist P(B\ A) > 0, also P(A) < P(B). O
Satz 3.1.10. Fir A,B € A mit A C B gilt:

P(B\ A) = P(B) — P(A).
Beweis. Aus der Zerlegung B = AU (B \ A) folgt direkt:

P(B)=P(A)+ P(B\ A).
Nach Umstellen ergibt sich die Behauptung. O
Satz 3.1.11. Fir alle A, B € A gilt:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Beweis. Die Mengen A\ B, B\ A und ANB sind paarweise disjunkt und bilden zusammen
AU B. Mit der Additivitét folgt:

P(AuB)=P(A\B)+ P(B\ A) +P(ANnB).
Auflerdem gilt:
P(A)=P(A\ B)+ P(ANB), P(B)=P(B\ A)+ P(ANB).
Durch Addition und Umstellen erhélt man:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
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3.2 Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten

Nachdem die zentralen Eigenschaften des Wahrscheinlichkeitsraums (€2, .4, P) einge-
fithrt wurden, soll im Folgenden der Frage nachgegangen werden, wie Wahrscheinlichkei-
ten in der Praxis oder auf Basis theoretischer Uberlegungen bestimmt werden kénnen.
Dabei lassen sich zwei grundlegende Zugénge unterscheiden: die empirisch-statistische
(a posteriori) und die modelltheoretische (a priori) Bestimmung von Wahrscheinlichkei-
ten.

3.2.1 Empirische (frequentistische) Wahrscheinlichkeit

Der frequentistische Wahrscheinlichkeitsbegriff, auch als statistische oder a-posteriori-
Wahrscheinlichkeit bezeichnet, wurde mafigeblich durch RICHARD vON MIisgs (1931)
gepriagt. Er beruht auf der Annahme, dass sich die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
aus der wiederholten Durchfithrung desselben Zufallsexperiments erschliefien lasst [48].

Wird ein Zufallsexperiment n-mal wiederholt, so kann gezdhlt werden, wie oft ein be-
stimmtes Ereignis A eintritt. Diese Anzahl ldsst sich als Verhéltnis der absoluten Hau-
figkeit h,(A) zur Gesamtzahl der Durchfithrungen n in Form der relativen Haufigkeit
darstellen:

fn(A) =

Da sich die relativen Haufigkeiten nach jeder Wiederholung des Zufallsexperiments &n-
dern kénnen, entsteht eine Folge von Werten f,,(A). Zu Beginn schwanken diese meist
stark, doch mit zunehmender Anzahl der Wiederholungen stabilisieren sie sich und né-
hern sich einem festen Wert P(A) an |43} 48, 56]. Dieses Stabilitdtsverhalten der relativen
Héufigkeit bildet die Grundlage des frequentistischen Wahrscheinlichkeitsverstdndnisses
und ist in Abbildung (S. dargestellt.

Definition 3.2.1 (Empirische Wahrscheinlichkeit). Sei A € A ein Ereignis und
fn(A) die relative Haufigkeit von A nach n Wiederholungen des Zufallsexperiments.
Dann ist die empirische Wahrscheinlichkeit von A definiert als

hn(A)

P(A) = lim f,(A),

n—o0

sofern der Grenzwert existiert |48, S. 15].

Da ein Zufallsexperiment in der Praxis nicht unendlich oft wiederholt werden kann, lasst
sich der Grenzwert empirisch nicht exakt bestimmen. Selbst wenn man seine Existenz an-
nimmt, ist diese Annahme ohne Informationen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit von
begrenztem praktischem Nutzen. Nichtsdestotrotz wird sie im frequentistischen Ansatz
vorausgesetzt, um Wahrscheinlichkeiten in anwendungsbezogenen Kontexten zu model-
lieren, wie sie insbesondere in der Statistik, der Datenanalyse, im Ingenieurwesen oder
bei der Analyse sportlicher Ereignisse von Bedeutung sind. Die angenommene Stabilisie-
rung der relativen Haufigkeiten findet ihren Ausdruck im empirischen Gesetz der grofien
Zahlen, das auf JACOB BERNOULLI zuriickgeht [43].
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fn(A)

- - - - Wahrscheinlichkeit P(A)
—— Relative Haufigkeit f,,(A)

n

Abbildung 3.1: Stabilititseigenschaft der relativen Haufigkeit (eigene Darstellung in An-
lehnung an Kosfeld et al. [48, S. 15])

Beispiel 3.2.2 (Minzwurf). Wir betrachten einen fairen Miinzwurf. Um einen Richt-
wert fiir die empirische Wahrscheinlichkeit zu erhalten, wird das Zufallsexperiment mehr-
fach durchgefithrt und gezéhlt, wie oft das Ereignis ,,Z = Zahl“ auftritt. Es ergibt sich
somit eine Folge relativer Haufigkeiten

fn(Z) = hn(Z)’

n

wobei h,(Z) die absolute Héufigkeit nach n Versuchen darstellt. Die entsprechenden
Werte sind in der nachstehenden Tabelle [3.1] zusammengefasst.

Tabelle 3.1: Absolute und relative Haufigkeiten des Ereignisses ,,Zahl“ bei Miinzwiirfen

Anzahl der Versuche n | Absolute Haufigkeit h, | Relative Haufigkeit f,
50 29 0,58
100 54 0,54
300 136 0,4533
600 289 0,4817
1000 507 0,507

Man erkennt, dass die relative Haufigkeit f,,(Z) mit zunehmendem n dem theoretischen
Wert P(Z) = 0,5 immer ndher kommt. Dies veranschaulicht die Stabilitdtseigenschaft
der relativen Hdufigkeit.

Beispiel 3.2.3 (Fufiball: Torschiisse und Tore). Betrachtet man alle Torschiisse eines
Teams iiber mehrere Spiele, so kann das Ereignis A als ,, Torschuss fiihrt zu einem Tor*

37



3 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

definiert werden. Die absolute Haufigkeit h,(A) entspricht dabei der Anzahl der Tor-
schiisse, die zu einem Tor fithren. Die relative Haufigkeit f,,(A) gibt den Anteil der
erzielten Tore an allen abgegebenen Torschiissen an. Mit zunehmender Anzahl von Ver-
suchen néhert sich diese relative Héufigkeit einem stabilen Wert, der die empirische
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,, Torerfolg® repréasentiert.

In einem Spiel der deutschen Bundesliga fallen durchschnittlich 3,14 Tore pro Spiel, also
1,57 Tore pro Team (vgl. Tabelle auf S. . Laut Dambeck [18] liegt die mittlere
Anzahl an Schussversuchen — einschliellich verfehlter und geblockter Abschliisse — bei
etwa 14 pro Team und Spiel. Geht man davon aus, dass ein beliebiges Team in einem
Spiel 14 Schiisse abgibt und dabei zwei Tore erzielt, so ergibt sich die relative Haufigkeit

2
fra(4) = 37 ~ 0,142,

Da die zugrunde liegenden Durchschnittswerte fir Tore und Torschiisse auf Daten iiber
mehrere Jahre beruhen, kann dieser Wert bereits als gute Anndherung an die tatséchliche
Trefferwahrscheinlichkeit betrachtet werden.

3.2.2 Modelltheoretische (Laplacesche) Wahrscheinlichkeit

Im Gegensatz zur empirischen Betrachtung wird bei der modelltheoretischen oder
a-priori-Auffassung der Wahrscheinlichkeit nicht auf Beobachtungen zuriickgegriffen,
sondern ein theoretisches Modell zugrunde gelegt. Diese Herangehensweise geht auf
den franzosischen Mathematiker PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827) zuriick und wird
auch als Gleichwahrscheinlichkeitsmodell bezeichnet [48, [56].

Dabei wird angenommen, dass alle moglichen Ergebnisse bzw. Elementarereignisse eines
Zufallsexperiments gleich wahrscheinlich sind. Diese Annahme ist insbesondere bei idea-
lisierten Experimenten mit endlichem Ergebnisraum plausibel, wie etwa beim Wiirfeln
eines fairen Wiirfels oder bei der Ziehung der Lottozahlen. In diesem Fall ergibt sich
die Wahrscheinlichkeit als Verhéltnis der Anzahl der fiir ein Ereignis giinstigen Félle zur
Gesamtzahl aller moglichen Fille [48, [56].

Definition 3.2.4 (Laplacesche Wahrscheinlichkeit). Sei Q = {w;,wo,...,w,} die
endliche Menge gleichwahrscheinlicher Elementarereignisse und A C 2 ein Ereignis. Nach

Cramer und Kamps [17, S. 164] ist die Laplacesche Wahrscheinlichkeit von A gegeben

durch:
B @ _ Anzahl der fiir A giinstigen Fille

"~ Q] Anzahl der moglichen Fille

P(A)

Die Formel der Laplaceschen Wahrscheinlichkeit ldsst sich, in Anlehnung an Hofbauer
und Greschonig [43, S. 14] und Bosch |14, S. 12-13], unmittelbar aus den Grundannah-
men dieses Ansatzes herleiten.

Sei der Ergebnisraum
Q= {wl,wg,.. . ,wn}
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eine endliche Menge aus n gleichwahrscheinlichen Elementarereignissen. Da sich der Er-
gebnisraum als disjunkte Vereinigung dieser Elementarereignisse darstellen lasst,

Q={w1}U{w}U...U{wn},
folgt nach den Kolmogorov-Axiomen (Definition S. :
1= P(Q) = P({wr}) + P({ws}) + ... + P({wn}).
Da alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind, gilt:
P{wi})=p firallei=1,...,n,

und somit: )
1=PQ)=p+p+...+p=n-p = p=_.

Fiir ein Ereignis A C 2, das aus k dieser Elementarereignisse besteht, ergibt sich daraus:

1k
PA) =k - —=—.
(4) o=
Mit n = || und k = |A| erhélt man schlielich die bekannte Formel
|A]
P(A) = —.
2]

Beispiel 3.2.5 (Wirfelwurf). Beim Wurf eines fairen sechsseitigen Wiirfels ist der Er-
gebnisraum Q = {1,2,3,4,5,6}. Fiir das Ereignis A = {gerade Zahl} = {2,4,6} gibt es
drei giinstige von insgesamt sechs moglichen Ausgingen. Damit ergibt sich die Laplace-
sche Wahrscheinlichkeit zu Al 3 1

P(A) = o "6 3
Aus diesem Beispiel wird deutlich, dass sich die Berechnung der Wahrscheinlichkeit bei
einem Laplace-Experiment auf das Abzédhlen der Elementarereignisse reduzieren lasst.

Beispiel 3.2.6 (Zweimaliger Miinzwurf). Beim zweimaligen Wurf einer fairen Miinze
ist der Ergebnisraum

Q= {(K7K)7(K7Z)7(27K)7 (Z7 Z)}7

wobei K fiir Kopf und Z fir Zahl steht. Sei das Ereignis A definiert als ,mindestens
einmal Kopf“. Anstatt P(A) direkt zu berechnen, kann man hier auch mit der Gegen-
wahrscheinlichkeit des Komplementérereignisses arbeiten:

A" = {kein Kopf} = {(Z, Z)}.

Dann gilt
|A'| 1 1 3

P(A)=1-P(A)=1—

Q] -4 4
Vor allem bei Beispielen mit einem gréfleren Ergebnisraum kann der Umweg iiber die
Gegenwahrscheinlichkeit die Berechnung eleganter machen.
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3.2.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

In vielen Zufallsexperimenten liegt neben dem interessierenden Ereignis A zusétzliche
Information iiber ein weiteres Ereignis B vor. In einer solchen Situation stellt sich die
Frage, wie sich diese Vorabinformation auf die Wahrscheinlichkeit von A auswirkt, da B
das Eintreten von A sowohl begiinstigen als auch benachteiligen kann. Intuitiv betrachtet
richtet sich das Augenmerk daher auf die Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt, unter der
Voraussetzung (Bedingung), dass das Ereignis B bereits eingetreten ist [48]. Vor dem
Hintergrund des axiomatischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs nach Kolmogorov wird dieser
Zugang durch folgende Definition formalisiert.

Definition 3.2.7. Sei (2, A4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A, B € A mit
P(B) > 0. Nach Hofbauer und Greschonig [43, S. 17] ist die bedingte Wahrscheinlichkeit
von A unter der Bedingung B definiert durch

P(A| B) = P(;l(;)B)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit misst damit den Anteil der Wahrscheinlichkeit von B,
der zugleich auf das Ereignis A entfillt. Zudem folgt aus der Definition unmittelbar eine
grundlegende Rechenregel in der Wahrscheinlichkeitstheorie, die es erlaubt, Wahrschein-
lichkeiten fiir das gemeinsame Eintreten von Ereignissen systematisch zu berechnen.

Satz 3.2.8 (Multiplikationssatz). Sei (Q2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei-
en A, B € A mit P(B) > 0. Dann gilt nach Bosch (14, S. 31]

P(ANB)=P(A|B)- P(B).

Beispiel 3.2.9. Es werde ein fairer sechsseitiger Wiirfel einmal geworfen. Der Ergebnis-
raum ist

0=1{1,2,3,4,5,6}.
Zunéchst wird das Ereignis A ,es wird eine 4 gewtirfelt® betrachtet. Fiir A = {4} betrégt
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A klarerweise

Nun stellt sich die Frage, wie sich diese Wahrscheinlichkeit verdndert, wenn man erfahrt,
dass die gewiirfelte Zahl gerade ist. Sei daher das Ereignis B ,die gewiirfelte Zahl ist
gerade“, also B = {2,4,6}. Damit gilt

1 1
P(B):%:§ wd  ANB={1} mit P(ANB) =
Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B ergibt sich somit zu
P(ANB) & 1
PA|B)=——“2=56—-_
(4] B) P(B) : 3

Kennt man also die Information, dass eine gerade Zahl gewiirfelt wurde, so betrigt die
Wahrscheinlichkeit, dass es sich dabei um die Augenzahl 4 handelt, %
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3.3 Kombinatorik

Die Kombinatorik ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich mit dem Z&hlen von
Moglichkeiten beschéftigt. Sie spielt insbesondere in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine
zentrale Rolle, da sich viele Wahrscheinlichkeiten auf das systematische Abzéhlen von
Stichproben oder Anordnungen zuriickfithren lassen. Im Zusammenhang mit der Lapla-
ceschen Wahrscheinlichkeit besteht der grundlegende Ansatz ja gerade darin, ginstige
und mogliche Ereignisse abzuzéhlen. Kombinatorische Methoden bilden die Grundlage
vieler stochastischer Uberlegungen, da sie es ermdglichen, die Anzahl der Méglichkeiten
zu bestimmen, Elemente einer Menge zu ordnen oder aus ihr auszuwdhlen [35) 48].

Zur Veranschaulichung typischer Fragestellungen wird haufig das Urnenmodell herange-
zogen. Dabei enthélt eine Urne n Kugeln, die sich nach bestimmten Merkmalen (z.B.
Farbe oder Nummerierung) unterscheiden, aus denen k-mal gezogen wird. Jeder Zieh-
vorgang kann in einem Baumdiagramm als Pfad dargestellt werden |17].

Um Anordnungs- und Auswahlprobleme korrekt analysieren zu koénnen, ist es sinnvoll,
zunachst die Pfadregeln zu erldutern, da sie die Grundlage fiir die Wahrscheinlichkeits-
berechnung bei mehrstufigen Zufallsexperimenten bilden. Diese Regeln lassen sich in
Anlehnung an Henze [35] wie folgt zusammenfassen:

1. Multiplikationsregel: Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ergibt sich als Produkt
der entlang der einzelnen Stufen auftretenden (bedingten) Wahrscheinlichkeiten.
Dies folgt unmittelbar aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und

dem Multiplikationssatz (vgl. Definition und Satz [3.2.8]).

2. Additionsregel: Besteht ein Ereignis aus mehreren Pfaden, die paarweise disjunkt
sind, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit als Summe der Wahrscheinlichkeiten
aller zugehorigen Pfade. Formal beruht dies auf der o-Additivitdt des Wahrschein-
lichkeitsmafies P (vgl. Axiom 3 in Definition : Sei E = J;—, A; ein Ereignis,
das aus den paarweise disjunkten Pfaden Aq,..., A, besteht. Dann gilt

n n

P(B)=P({J4:) =3 P(A).

1=1 =1

Beispiel 3.3.1 (Pfadregeln bei einem zweistufigen Urnenexperiment). Eine Urne ent-
hélt eine rote und zwei blaue Kugeln. Es wird zweimal mit Zuriicklegen gezogen. Die
Wahrscheinlichkeit, zweimal hintereinander eine rote Kugel zu ziehen, ergibt sich mit
der Multiplikationsregel zu

P(rot, rot) = Ll 1

33 9

Das Baumdiagramm zeigt, dass sich insgesamt neun mogliche Pfade ergeben. Unter
diesen Ereignissen existiert genau ein giinstiger Fall, der der Farbreihenfolge rot—rot ent-
spricht. Da es sich um ein Laplace-Experiment handelt, entspricht die Wahrscheinlichkeit
dieses Ereignisses dem Bruch %.

41
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Start

Abbildung 3.2: Baumdiagramm fiir zweimaliges Ziehen mit Zuriicklegen aus einer Urne
mit einer roten und zwei blauen Kugeln

Die Wahrscheinlichkeit, mindestens einmal eine rote Kugel zu ziehen, ergibt sich mit-
hilfe der Additionsregel als Summe der Wahrscheinlichkeiten der paarweise disjunkten
Ereignisse ,rot-rot“, ,rot-blau“ und ,blau-rot*“ und betragt

11 12 21 5

P(mind. einmalro‘c):g-g—i—g-3 3 3° 0

3.3.1 Permutationen

Unter einer Permutation versteht man die Anordnung einer Menge von Objekten in einer
bestimmten Reihenfolge. Im Folgenden werden die beiden grundlegenden Typen von
Permutationen — ohne und mit Wiederholung — anhand zweier Beispiele veranschaulicht.

Beispiel 3.3.2 (Permutation ohne Wiederholung). Wir betrachten drei verschiedenfar-
bige Kugeln: eine rote (), eine blaue (b) und eine griine (g). Untersucht werden soll, auf
wie viele verschiedene Arten diese Kugeln in einer Reihe angeordnet werden koénnen.

Fir die erste Position stehen alle drei Kugeln zur Verfiigung, also n = 3 Besetzungs-
moglichkeiten. Ist die erste Position belegt, so verbleiben fiir die zweite Position nur
noch n—1 = 2 Moglichkeiten. Sobald die ersten beiden Positionen festgelegt sind, ist die
Farbe der dritten Kugel eindeutig bestimmt; es verbleibt somit genau eine Moglichkeit,
sie zu platzieren, da n — 2 = 1. Damit ergeben sich insgesamt

3-2-1=3'=6
mogliche Anordnungen der drei verschiedenfarbigen Kugeln:
rbg, rgb, brg, bgr, grb, gbr.

Da alle sechs Anordnungen gleich wahrscheinlich sind, betrdgt die Wahrscheinlichkeit

dafiir, dass die Kugeln in der Reihenfolge rot, blau, griin gezogen werden,
1
(rbg) =g,

da es sich um einen giinstigen Fall unter insgesamt sechs moglichen handelt.

42



3.3 Kombinatorik

Allgemein gilt: Ordnet man n verschiedene Objekte in einer bestimmten Reihenfolge
an, so spricht man von einer Permutation ohne Wiederholung. Die Anzahl der
moglichen Anordnungen betragt

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1,

wobei per Konvention 0! := 1 gesetzt wird [58]. Permutationen dieser Art bilden die
Grundlage vieler kombinatorischer Uberlegungen.

Beispiel 3.3.3 (Permutation mit Wiederholung). Im néchsten Schritt betrachten wir
den Fall, dass nicht alle Elemente voneinander unterscheidbar sind. Die n-elementige
Menge lésst sich dabei in j Teilgruppen einteilen, die sich jeweils aus gleichartigen Ob-
jekten zusammensetzen.

Wir nehmen an, es liegen insgesamt 12 Kugeln vor, wovon drei rot, vier blau und fiinf
griin sind. Gesucht ist erneut die Anzahl der unterschiedlichen Reihenfolgen, in denen
diese Kugeln angeordnet werden kénnen.

Wiren alle Kugeln verschiedenfarbig und somit unterscheidbar, ergében sich 12! mégli-
che Anordnungen. Da nun aber mehrere Kugeln gleichfarbig sind, entstehen durch das
Vertauschen gleichartiger Kugeln keine neuen Anordnungen. Diese redundanten Vertau-
schungen miissen daher aus der Gesamtzahl herausgekiirzt werden. Fiir die drei roten,
vier blauen und finf griinen Kugeln ergibt sich somit

31, 41, 5

als Anzahl der nicht unterscheidbaren Vertauschungen.

Die Gesamtzahl der verschiedenen Anordnungen betriagt daher

12!
TR TR
Da in dieser Formel einzelne Elemente mehrfach vorkommen, spricht man von einer
Permutation mit Wiederholung.

Nach Bosch [14] gilt allgemein: Sind n = ki + k2 + ... + k; Elemente in j Gruppen
mit jeweils k1, ko, ..., k; gleichartigen Objekten unterteilt, so ergibt sich die Anzahl der

moghchen Anordnungen zu
|
n:

ke kol Lkl

3.3.2 Stichprobenmodelle

Die Betrachtung von Permutationen hat gezeigt, wie sich die Anzahl aller moglichen
Anordnungen einer Menge von n unterscheidbaren Objekten bestimmen lésst. In vielen
praktischen Situationen interessiert man sich jedoch nicht fiir die vollstdndige Anordnung
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aller Elemente, sondern lediglich fiir die Auswahl von k < n Elementen. Solche Auswahl-
vorgange werden in der Kombinatorik als Stichproben bezeichnet. Abhingig davon, ob
die Reihenfolge der Auswahl beriicksichtigt wird und ob die Elemente nach jedem Zug
wieder zuriickgelegt werden, unterscheidet man verschiedene Arten von Stichproben [43].

Geordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen: Betrachten wir zunéchst den Fall, dass ge-
zogene Elemente nicht wieder in die Ausgangsmenge zuriickgelegt werden. Fiir die erste
Position stehen dann n Moglichkeiten zur Verfiigung, fiir die zweite noch n — 1, fiir die
dritte n — 2 und so weiter, bis die k-te Position mit (n — k + 1) Moglichkeiten besetzt
werden kann. Diese Uberlegung entspricht einer verkiirzten Permutation, da nur die ers-
ten k Plétze der Gesamtheit besetzt werden [48]. Die Anzahl der moglichen Stichproben
betrdgt somit:

n-(n—l)-...‘(n—k%—l):m.

Beispiel 3.3.4 (Urnenmodell: geordnet, ohne Zuriicklegen). Eine Urne enthilt 5 ver-
schiedenfarbige Kugeln. Es sollen 3 Kugeln nacheinander gezogen werden, ohne dass eine
Kugel zuriickgelegt wird. Fiir die erste Ziehung stehen 5, fiir die zweite 4 und fiir die
dritte 3 Moglichkeiten zur Verfiigung.

Anzahl der méglichen Ziehungen =5 -4 -3 = 60.

Da die Reihenfolge der gezogenen Kugeln beriicksichtigt wird, handelt es sich um eine
geordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen.

Geordnete Stichprobe mit Zuriicklegen: Werden gezogene Elemente nach jeder Zie-
hung wieder in die Urne zuriickgelegt, so steht bei jedem Zug erneut die gesamte Menge
von n Elementen zur Verfiigung. Es gibt also fiir jede der k Positionen n Auswahlmdog-
lichkeiten, was zu
n-n-....-n=nk
—_————
k Positionen

moglichen geordneten Stichproben fithrt [48].

Beispiel 3.3.5 (Urnenmodell: geordnet, mit Zuriicklegen). Eine Urne enthélt 3 ver-
schiedenfarbige Kugeln. Es sollen 2 Kugeln nacheinander gezogen werden, wobei jede
Kugel nach dem Ziehen wieder zuriickgelegt wird. Somit stehen bei jeder Ziehung 3
Moéglichkeiten zur Verfiigung.

Anzahl der méglichen Ziehungen = 3% = 9.

Da die Reihenfolge beachtet wird und jedes Element mehrfach auftreten kann, liegt eine
geordnete Stichprobe mit Zuriicklegen vor.

44



3.3 Kombinatorik

In manchen Féllen spielt nicht die Reihenfolge der Auswahl, sondern lediglich die Zu-
sammensetzung der gezogenen Elemente eine Rolle. Man spricht dann von ungeordneten
Stichproben, auch Kombinationen genannt. Wie zuvor unterscheidet man dabei Ziehun-
gen mit und ohne Zuriicklegen.

Ungeordnete Stichproben ohne Zuriicklegen: Werden aus einer Menge von n Elemen-
ten k ausgewdhlt, ohne dass die Reihenfolge berticksichtigt wird, so spricht man von einer
Kombination ohne Zuriicklegen. Die entsprechende Zahlformel ldsst sich in Anlehnung
an Kosfeld et al. [4§] unmittelbar aus den Permutationen herleiten: Zunéchst betrach-
tet man alle moglichen Anordnungen der k gezogenen Elemente — also eine geordnete
Stichprobe ohne Zuriicklegen. Da jedoch jede Kombination auf k! verschiedene Arten
angeordnet werden kann, ohne dass sich dabei die Zusammensetzung dndert, muss diese
Zahl herausdividiert werden. Damit ergibt sich die Anzahl der verschiedenen Kombina-

tionen zu:
n-(n—1)-...-(n—k+1) n! (n)

3] T kmn-k)! \k

Der Ausdruck (Z) wird als Binomialkoeffizient bezeichnet und gibt an, auf wie viele
Arten k Elemente aus einer n-elementigen Menge ausgewéhlt werden kénnen, wenn die
Reihenfolge unbeachtet bleibt. Da nach der Definition 0! = 1 gilt, ergibt sich insbesondere
(8) = 1. Fiir alle K < 0 oder k > n wird der Binomialkoeffizient per Konvention als
() = 0 gesetzt [58].

Anschaulich betrachtet teilt man die Menge der n Objekte in zwei Gruppen auf: eine
Gruppe der ausgewéhlten (k) und eine Gruppe der nicht ausgewéhlten (n — k) Elemen-
te. Die Formel fiir den Binomialkoeffizienten ldsst sich damit auch als Spezialfall einer
Permutation mit Wiederholung verstehen, bei der die Menge in genau zwei Teilmengen
gleichartiger Objekte unterteilt ist |14].

Beispiel 3.3.6 (Urnenmodell: ungeordnet, ohne Zuriicklegen). Aus einer Urne mit 5
verschiedenfarbigen Kugeln sollen 3 Kugeln gezogen werden, wobei die Reihenfolge keine
Rolle spielt.

Anzahl der méglichen Auswahlen = <§> = 10.

Ungeordnete Stichproben mit Zuriicklegen: Werden gezogene Elemente nach jeder
Ziehung wieder in die Urne zuriickgelegt und spielt die Reihenfolge keine Rolle, ergibt
sich eine etwas komplexere Situation. In diesem Fall kann jedes Element mehrfach ge-
wahlt werden, sodass die Auswahl einer k-elementigen Stichprobe einer Verteilung von k
gleichartigen Objekten auf n verschiedene Kategorien entspricht. Cramer und Kamps [17]
und Kosfeld et al. [48] zeigen, dass dies zum folgenden kombinatorischen Ausdruck fiihrt:

o)
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Beispiel 3.3.7 (Urnenmodell: ungeordnet, mit Zuriicklegen). Aus einer Urne mit 3
verschiedenfarbigen Kugeln sollen 2 Kugeln gezogen werden, wobei Kugeln mehrfach
gezogen werden kénnen und die Reihenfolge keine Rolle spielt.

2—-1 4
Anzahl der méglichen Auswahlen = (3 + 5 ) = <2> =6.

3.4 Konzept der Zufallsvariable

Nach der Einfithrung in die Grundlagen des Wahrscheinlichkeitsraums, der Laplace’schen
Wahrscheinlichkeit und der Kombinatorik wird nun der Begriff der Zufallsvariablen ein-
gefiithrt. Dieser stellt eine zentrale Verbindung zwischen den theoretischen Grundlagen
der Wahrscheinlichkeitstheorie und der quantitativen Beschreibung zufélliger Phdnome-
ne her.

In vielen Zufallsexperimenten liegen die Ergebnisse bereits in numerischer Form vor, etwa
beim Werfen eines Wiirfels, bei der Bestimmung der Anzahl defekter Produkte in einer
Stichprobe oder der erzielten Tore in einem Fufiballspiel [87]. In anderen Fillen hinge-
gen treten als Versuchsausgéinge zundchst nichtnumerische Ergebnisse auf, beispielsweise
beim Miinzwurf mit den Ausgéngen ,,Kopf“ oder ,,Zahl“. Auch beim gleichzeitigen Wer-
fen zweier Wiirfel ergibt sich zunéchst eine Menge moglicher Zahlenpaare

Q = {($7 y) ‘ x?:y 6 {1727 37 47 5? 6}}7

die 36 mogliche Ergebnisse umfasst. Haufig interessiert man sich in solchen Féllen nicht
fiir das konkrete Ergebnis selbst, sondern fiir eine daraus abgeleitete Grofle — etwa die
Summe oder das Produkt der beiden geworfenen Augenzahlen [53].

Fir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten spielt die konkrete Gestalt der Ergeb-
nismenge in der Regel keine wesentliche Rolle. Entscheidend ist vielmehr die Art und
Weise, wie den einzelnen Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden [53]. Die-
se Abstraktion erlaubt es, den Fokus von der Struktur der Ergebnisse auf die zugrunde
liegende Wahrscheinlichkeitsverteilung zu lenken — ein Gedanke, der im Konzept der
Zufallsvariablen formalisiert wird.

Zufallsvariablen dienen der Quantifizierung zufélliger Vorgdnge und ermoglichen eine
mathematisch prazise Beschreibung der Wahrscheinlichkeit, mit der bestimmte Werte
auftreten. Intuitiv lassen sie sich als Variablen auffassen, deren Werte vom Zufall abhan-
gen. Formal werden sie als Funktionen auf der Ergebnismenge eines Zufallsexperiments
definiert, die jedem moglichen Ergebnis eine reelle Zahl zuordnen |14, |48].

3.4.1 Definition der Zufallsvariablen

Sei () die Menge aller moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments. Eine Zufallsvaria-
ble X ist eine Abbildung, die jedem Ergebnis w € Q eine reelle Zahl X(w) = z € R
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zuordnet. Damit entspricht jeder mogliche Versuchsausgang einem Zahlenwert, der das
Ergebnis des Zufallsexperiments numerisch beschreibt. Da das tatséchliche Ergebnis w
zufallsabhéngig ist, gilt dies ebenso fiir den Wert X (w) = = |14} 35].

Definition 3.4.1 (Zufallsvariable). Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine
Abbildung
X: Q=R

heifit Zufallsvariable, wenn fiir jede Borelmenge B C R das Urbild
X!'B)={weQ|Xw)eB}
ein Element der o-Algebra A ist, d.h. X 1(B) € A fiir alle B € B(R) [58, S. 98].

Die Menge aller moglichen Werte einer Zufallsvariablen X wird als Wertemenge W
bezeichnet. Eine Zahl x gehort genau dann zu W, wenn ein w € () existiert, sodass
X(w) = x gilt. Zufallsvariablen werden iiblicherweise mit Grofbuchstaben X,Y,Z be-
zeichnet, ihre Realisierungen mit den entsprechenden Kleinbuchstaben z,y, z |14} 48].

3.4.2 Rechenregeln fiir Zufallsvariablen

Wie Henze 35| S. 33| zeigt, sind fir Zufallsvariablen X und Y auf dem Grundraum §2
auch deren Summe, Differenz und Produkt wieder Zufallsvariablen, definiert durch:

(X 4+Y)(w) :=X(w)+Y(w),
(X =Y)(w) = X(w) = Y(w),
(XY)(w) =X(w) Y(w), we

Ebenso ist fiir jedes a € R auch das a-Fache einer Zufallsvariablen wieder eine Zufalls-
variable:
(aX)(w) :=a - X(w), we.

3.4.3 Verteilungsfunktion

Bei der Analyse von Zufallsvariablen ist es hdufig zweckméfBig, kumulierte Wahrschein-
lichkeiten zu betrachten, anstatt sich auf einzelne Realisationen zu beschrinken. Zu die-
sem Zweck wird die Verteilungsfunktion eingefithrt, mit deren Hilfe die Verteilung einer
reellwertigen Zufallsvariable beschrieben werden kann. Sie ordnet jedem reellen Wert x
die Wahrscheinlichkeit zu, dass die Zufallsvariable einen Wert annimmt, der kleiner oder
gleich x ist. Auf diese Weise wird die gesamte Verteilung der Zufallsvariablen in einer
einzigen Funktion zusammengefasst [48].

Definition 3.4.2 (Verteilungsfunktion). Sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Die Abbildung F' : R — [0, 1] mit

F(z) = P(X < ),
heifit Verteilungsfunktion von X [35, S. 380].

47
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Satz 3.4.3. Fiur jede Verteilungsfunktion F einer Zufallsvariablen X gelten nach
Leiner [50] und Henze [35] die folgenden Eigenschaften:

1. F ist monoton wachsend, d. h. fir alle a < b gilt F(a) < F(b).
2. F ist rechtsseitig stetig, d. h. fiir jedes x € R gilt
F(z) = Jim F(z,),

wobei (xy,) eine beliebige Folge mit x1 > xo > ... und lim, oo Ty, = x ist.
3. lim F(z)=0.

r——00
4. mll)l:rl_looF(:L') =1.

Beweis. Die folgende Beweisstruktur ist angelehnt an Henze [35].
1. Sei a < b. Dann gilt aufgrund der Inklusion der Ereignisse
{X <a} C{X <b}.
Daraus folgt wegen der Monotonie des Wahrscheinlichkeitsmafles unmittelbar
F(a)=P(X <a) < P(X <b)=F(b).
2. Sei (2 )nen eine Folge mit x1 > x9 > ... und lim,,_,o 2, = x. Damit bilden die

Ereignisse {X < z,} eine absteigende Folge, und die Stetigkeit des Wahrschein-
lichkeitsmafles von oben liefert

Fz)=P(X <x)= P( ﬁ {X < :cn}> = lim_ P(X <z, = Jim F(xy).
n=1

3. Fiir £ — —oo bildet die Menge {X < x} eine absteigende Familie von Ereignissen
mit
ﬂ {X <z}=02.

r——00

Mit der Stetigkeit von oben folgt
IEIPOO F(x) = xll)l}loo P(X <z)=P(@)=0.

4. Fir 2 — +oo bildet {X < x} eine aufsteigende Ereignisfamilie mit

U {X <z} =qQ.

T—+400

Die Stetigkeit von unten liefert damit

lim F(z)= lim P(X <z)=P(Q) =1

T——400 T— 400
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3.5 Diskrete Zufallsvariablen

Zufallsvariablen werden in der Wahrscheinlichkeitstheorie haufig als diskrete oder ste-
tige Zufallsvariablen betrachtet, wenngleich auch Zufallsvariablen existieren, die keiner
dieser beiden Klassen eindeutig zugeordnet werden koénnen. Die Unterscheidung zwi-
schen diskreten und stetigen Zufallsvariablen ist dennoch von zentraler Bedeutung fiir
die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten und die Beschreibung von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen.

Eine Zufallsvariable heif3t diskret, wenn sie nur endlich oder abzéhlbar unendlich viele
verschiedene Werte annehmen kann. Typischerweise treten diskrete Zufallsvariablen in
Experimenten auf, bei denen die moglichen Ausgénge klar voneinander unterscheidbar
und zédhlbar sind, etwa beim Werfen eines Wiirfels, beim Ziehen von Losen oder beim
Zahlen von Treffern in einer Stichprobe [16, [48].

Im Gegensatz dazu kdnnen stetige Zufallsvariablen tiberabzéhlbar viele Werte annehmen.
In diesem Fall bilden die moglichen Werte ein Intervall der reellen Zahlen |16, 48].

Definition 3.5.1 (Diskrete Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable X, deren Werte
in einer endlichen oder abzadhlbar unendlichen Menge W C R liegen, wird als diskret
bezeichnet. Die Gesamtheit der Zahlenpaare

(.’EZ,P(X = xz)), z;, €W,

heifit Wahrscheinlichkeitsfunktion (bzw. Verteilung) der diskreten Zufallsvariablen X
[14].

Satz 3.5.2. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertemenge W = {xz; | i € I},
wobei I endlich oder abzdhlbar unendlich ist. Dann gilt nach Bosch [1):

Y P(X=umz)=1

z, €W
Beweis. In Anlehnung an Bosch [14] sei fiir jeden Wert xz; € W
Az, ={w e Q| X(w) = z;}

das Ereignis, dass die Zufallsvariable X den Wert x; annimmt. Da X fiir jedes w € Q
genau einen Funktionswert besitzt, sind die Ereignisse A,, paarweise disjunkt, das heifit

Ay, N Ay, =@ fiir alle i # j.

Da X notwendigerweise einen der Werte aus W annimmt, gilt auflerdem

Q= J 4.
z, €W
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3 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Unter Beriicksichtigung von Definition (S. zur o-Additivitdat des Wahrschein-
lichkeitsmafes folgt:

1:P(Q):P( U Azi) = Y P(A;)= > PX=um).

T, €W r, €W ;€W

O]

Satz 3.5.3. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertemenge W = {z; | i € I},
wobei I endlich oder abzihlbar unendlich ist. Nach Bosch [14] gilt fir ein Intervall
S =la,b] CR:

Pla<X<b)= > PX=u).

a<z;<b

Beweis. Nach Bosch |14] gilt fiir diskrete Zufallsvariablen:

Die Ereignisse

Ay, ={we | X(w) =2}, z €W,

sind paarweise disjunkt. Das Ereignis {a < X < b} kann daher als disjunkte Vereinigung
derjenigen A,, geschrieben werden, deren Werte im Intervall [a, b] liegen:

{fa<X<bl= |J A

a<z;<b

Unter Verwendung der o-Additivitat des Wahrscheinlichkeitsmafles (vgl. Definition
S. ergibt sich unmittelbar:

P(aﬁX§b):P< U Axi>: Yo P(Ar)= > P(X =ua).

a<z;<b a<z;<b a<z;<b

O]

Beispiel 3.5.4. In einem Gliicksspiel werden zwei faire Wiirfel gleichzeitig geworfen.
Die Zufallsvariable X bezeichnet die Augensumme der beiden Wiirfel. Damit ergibt sich
der Wertebereich von X mit

W ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}.

In Tabelle (S. sind die méglichen Kombinationen zweier Wiirfel fiir die jeweilige
Augensumme dargestellt.

Da es sich um ein Laplace- Experiment handelt, sind alle 36 Grundereignisse gleich wahr-
scheinlich. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ergibt sich somit als Quotient aus
der Anzahl der fiir das Ereignis giinstigen und der insgesamt moglichen Ergebnisse.
Entsprechend gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X:

Anzahl der Paare mit Summe z;
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Tabelle 3.2: Augensumme fiir zwei Wiirfel

Augensumme z; | mogliche Wiirfelpaare
2 (1,1)
3 (1,2),(2,1)
4 (1,3),(2,2),(3,1)
5 (1,4),(2,3),(3,2),(4,1)
6 (1,5),(2,4),(3,3),(4,2), (5,1
7 (1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)
8 (2,6),(3,5),(4,4), (5,3), (6,
9 (3,6), (4,5),(5,4),(6,3)
10 (4,6),(5,5),(6,4)
11 (5,6),(6,5)
12 (6,6)

Die Werte der Zufallsvariablen X lassen sich nicht nur in Form der nachfolgenden Ta-
belle sondern auch durch das Sdulendiagramm in Abbildung (S. veranschau-
lichen.

Tabelle 3.3: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Augensumme zweier Wiirfel

; 9 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
_ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P(X=x) 3 3 3 3 3 3 3 3% 3% 36 36

Das Gliicksspiel gilt als gewonnen, wenn die Augensumme héchstens 4 betrdgt. Die
dazugehorige Wahrscheinlichkeit betragt:

1 n 2 n 3 6 1
36 36 36 36 6

Schliellich zeigt sich, dass die Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten 1 ergibt:

PR<X<4)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)

P(X=2)+P(X=3)+...+ P(X =12) =
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

=— 4 —4—F—F—F—F—F+—F—F+ —+—=1
36+36+36+36+36+36+36+36+36+36+36

3.5.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung

Fiir diskrete Zufallsvariablen lasst sich die Verteilungsfunktion besonders einfach dar-
stellen, da die Zufallsvariable nur einzelne, abzéhlbare Werte annimmt. Der folgende
Satz, der unmittelbar aus Satz folgt, formuliert die Verteilungsfunktion fur diesen
diskreten Fall.
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0.15 |- |
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Augensumme z;

Abbildung 3.3: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Augensumme zweier Wiirfel

Satz 3.5.5. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertemenge W = {z; | i € I},
wobei I endlich oder abzihlbar unendlich ist. Dann gilt fir alle v € R [56]:

F(z)= > P(X =u).

z; <z

Fiir diskrete Zufallsvariablen besitzt die Verteilungsfunktion F' die Gestalt einer Trep-
penfunktion: An den moglichen Werten z; springt sie jeweils um den Betrag P(X = x;)
nach oben und bleibt zwischen diesen Stellen konstant 35| 48].

Satz 3.5.6. Fir eine diskrete Zufallsvariable X und deren Verteilungsfunktion F gilt
fir a < b:

1. Pla< X <b)=F(b) — F(a),
2. Pla< X <b)=F(b)—F(a),
3. P(X >a)=1-F(a),

wobei F(a™) = lim,_,,- F(x) den linksseitigen Grenzwert von F' an der Stelle a bezeich-
net. Dieser Grenzwert entspricht bei diskreten Zufallsvariablen dem Wert der Treppen-
stufe unmittelbar links von a (14, S. 60].

Beweis. Die folgende Beweisstruktur ist angelehnt an Bosch [14].

1. Das Ereignis {a < X < b} ist eine disjunkte Zerlegung von {X < b} abziglich der
Realisationen X < a:

Pla< X <b)=P(X <b)— P(X < a) = F(b) — F(a).

2. Das Ereignis {a < X < b} umfasst zusitzlich die Realisation X = a. Deshalb gilt

Pla<X<b)=P(X=a)+Pla<X <b).
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Da P(X =a) = F(a) — F(a™), erhélt man
P(a < X <) = [F(a) - F(a")] + [F(b) - F()] = F(b) - F(a™).

3. Fur das Komplement {X > a} gilt
P(X>a)=1—-P(X <a)=1-F(a).

O]

Beispiel 3.5.7. Fiir das oben beschriebene Wiirfelexperiment, bei dem die Zufallsva-
riable X die Augensumme zweier fairer Wiirfel bezeichnet, ldsst sich die zugehdrige
Verteilungsfunktion sowohl in tabellarischer Form als auch grafisch mittels einer Trep-
penfunktion darstellen, wie im Folgenden gezeigt.

Tabelle 3.4: Werte der Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X

mi 9 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 3 6 10 15 21 26 30 33 35 36
F(z) 3% 3% 35 3 36 35 36 3 3% 3 36

Die Spriinge der Verteilungsfunktion treten an den Ausprigungen x; = 2,3,...,12 auf
und entsprechen jeweils den Wahrscheinlichkeiten P(X = x;). Zudem ldsst sich anhand
der Abbildung[3.4] erkennen, dass die Verteilungsfunktion monoton wachsend ist und fir
x — +o0o gegen 1 konvergiert. Da bei x = 12 sémtliche Ausprigungen der Zufallsvaria-
blen beriicksichtigt sind, erreicht sie an dieser Stelle bereits ihren Grenzwert.

]. T .—.—
.—
0,8 | ¢
.—
/{*3\ 076 T o———
= 04 —
.—
072 T *—
.—
0 L — - - - - - - - - - >
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
X

Abbildung 3.4: Graph der Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X

Beispielhaft lassen sich auf Basis der Verteilungsfunktion Intervallwahrscheinlichkeiten
fiir die Augensumme X berechnen:
21 3 18 1

PB<X<T)=F(1)-F@3) = — 2= =5
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PU<X<6)=F6) —F@3) -3 _12_1

T 36 36 36 3
30 6 1
(X >9) 9) 36 36 6

3.5.2 MaBzahlen diskreter Zufallsvariablen

Zur Beschreibung diskreter Zufallsvariablen werden hiufig Kenngroflien herangezogen,
die einerseits die zentrale Tendenz und andererseits die Streuung der Verteilung quanti-
fizieren. Die wichtigsten Maflzahlen sind der Erwartungswert sowie die Varianz und die
Standardabweichung.

Der Erwartungswert charakterisiert jene typische Auspriagung einer Zufallsvariablen, die
sich bei sehr vielen Wiederholungen eines Zufallsexperiments als langfristiger Mittelwert
herausbildet. Wahrend er somit das zentrale Lagemafl der Verteilung darstellt, erfassen
Varianz und Standardabweichung das Ausmaf} der zufilligen Schwankungen um diesen
Mittelwert und beschreiben damit die Streuung der moglichen Werte [48].

Definition 3.5.8 (Erwartungswert). Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit
Wertemenge W = {x; | ¢ € I} und Wahrscheinlichkeiten P(X = x;), wobei
Yier || - P(X = x;) konvergiert. Dann heifit

p=EX)=>Y z-P(X =)
iel
der Erwartungswert von X [53, S. 240].

Satz 3.5.9 (Eigenschaften des Erwartungswertes). Seien X und Y diskrete Zu-
fallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) und a,b € R. Dann gelten
nach Henze (35, S. 105] und Tijms (87, S. 44]:

1. Linearitit: E(a- X +b-Y)=a-E(X)+0b-E(Y).

2. Monotonie: aus X <Y folgt E(X) < E(Y).
Beweis. Sei Wx = {z; | i € I} die Wertemenge von X und Wy = {y; | j € J} die
Wertemenge von Y.

1. Nach Definition des Erwartungswertes diskreter Zufallsvariablen gilt

E(@X +bY)= > (azi+by;) P(X =;,Y =y;),
el jed

wobei P(X = z;,Y = y;) die gemeinsame Wahrscheinlichkeit von X = z; und
Y = y; bezeichnet. Zunéchst kann die Summe folgendermafien aufgeteilt werden:

Z(ami +by))P(X =2;,Y =y;) =

1,J
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aY i P(X =2;,Y =y;) + b)Y _y; P(X =2, Y =y).

0,]

Mit den Randwahrscheinlichkeiten

ZP =z, Y =y;) = P(X = ), ZP =z, Y =y;) = P(Y =y;)

folgt schliefflich:
aZxZ’P(X:xz, = yj) —aZxZZP =, Y =y;) = ab(X),
i,

=P(X=z;)

by Y P(X =2, Y =y;) —beJZP =;,Y =y;) = bE(Y).
i

=P(Y=y;)

Also insgesamt:
E(aX +bY) =aE(X)+bE(Y).

. Angenommen, X (w) < Y (w) fir alle w € Q. Betrachten wir die Erwartungswerte
von X und Y iiber die gemeinsamen Werte (x;, y;) und deren Wahrscheinlichkeiten:

=Y i P(X=x,Y =y;), EY)=> y; P(X =1, =y;).
i,J ,J

Da X(w) < Y(w) fur alle w gilt, folgt fir jede Kombination (x;,y;) mit
P(X =xz;,Y =y;) >0, dass z; < y;. Somit gilt
a:ZP(X :x,;,Y:yj) S yJP(X :xi,Y:yj),

und Summation tiber alle Paare (i, j) liefert

=Y miP(X =2;,Y =y;) <Y y; P(X =2;,Y =y;) = E(Y),

womit die Monotonie gezeigt ist [35].

Waiéhrend der Erwartungswert die mittlere Auspragung einer Zufallsvariablen kennzeich-
net, liefert er allein noch keine Auskunft dariiber, wie stark die tatsédchlichen Werte
um diesen Mittelpunkt schwanken konnen. Genau dieses Streuverhalten wird durch die
Varianz beschrieben. Sie misst ndmlich die mittlere quadratische Abweichung der Zufalls-
variablen von ihrem Erwartungswert und gibt damit an, wie breit oder konzentriert die
Verteilung im Durchschnitt liegt. Die Standardabweichung ergibt sich als Quadratwurzel
der Varianz und quantifiziert, wie stark die moéglichen Werte einer Zufallsvariablen im
Durchschnitt vom Erwartungswert abweichen. Sie fasst damit das typische Ausmafl der
Streuung in einer einzigen Kennzahl zusammen 48] 53].
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Definition 3.5.10 (Varianz und Standardabweichung). Sei X eine diskrete Zu-
fallsvariable mit Wertemenge W = {x; | i« € I} und Wahrscheinlichkeiten P(X = x;),
wobei Y ;c;2? - P(X = m;) konvergiert. Unter dieser Voraussetzung besitzt X einen
Erwartungswert p = E(X).

Nach Bosch [14] S. 70] ist die Varianz von X definiert durch

Satz 3.5.11. Fir die Varianz V(X)) einer diskreten Zufallsvariablen X gilt die folgende
alternative Darstellung:
V(X) = BE(X?) - (E(X))?,

wobei B(X?) =322 - P(X = ;) ist (14} |80, 87].
Beweis. In Anlehnung an Bosch |14, S. 70] folgt aus der Definition der Varianz:

V(X) =) (zi—p)* P(X =) =Y (a7 = 2pi + 1) - P(X = ).
iel iel

Weiter ergibt sich unter Anwendung der Linearitdt des Erwartungswertes:

V(X)=> a} P(X =) = 2pu- > ai- P(X =)+ p° - Y P(X = ).
el el el

Da Y ;crxi - P(X = ;) = pund Y ;c; P(X = ;) = 1 gilt, erhalten wir
V(X) = B(X?) — 24+ 12 = B(X?) — 1 = B(X?) — (B(X))"
O

Definition 3.5.12 (Stochastische Unabhéngigkeit). Nach Bosch [14, S. 74] heilen
zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y stochastisch unabhdngig, wenn fiir alle Werte-
paare (x;,y;) gilt:

Satz 3.5.13. Seien X und Y diskrete Zufallsvariablen, die stochastisch unabhdngig sind
und fir die der Erwartungswert existiert. Dann gilt nach Bosch [14), S. 77]

E(X-Y)=E(X)-E(Y).
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Beweis. Nach Bosch [14] wird zunéchst die Zufallsvariable Z = X - Y mit Wertemenge
{2k }rer betrachtet, wobei jeder Wert 2, als Produkt zweier Realisierungen x; und y;
auftreten kann. Der Erwartungswert von Z lasst sich daher als

EX Y)=E(Z)=)Y 2z P(Z=2z)
keK

schreiben.

Jeder Wert 2, ergibt sich aus bestimmten Paaren (x;,y;), fir die z; - y; = 2, gilt. Damit
kann P(Z = z;) als Summe iiber alle diese Paare ausgedriickt werden:

P(Z=2z)= Z P(X =x;,Y = y;).
Ty

Setzt man diese Darstellung in den Erwartungswert ein und fasst alle Terme iiber die
Paare (x;,y;) zusammen, so erhélt man unter der Annahme der Unabhéngigkeit von X
und Y, also P(X =;,Y =y;) = P(X = ;) - P(Y = y;), weiter

E(X-Y)=) = > PX=xY=y)

keK
Ti'Yj =%k
:Z Z xi-yj-P(X:xi)‘P(Y:yj)
keK  i,j
TiYj=2k

:szi'yj‘P(X:xi)'P(Y:yj)

J

- (Z z; P(X = :m) - (Z i+ P(Y = yj>) = B(X) B(Y).

Satz 3.5.14. Seien X und Y diskrete, stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen mit
existierenden Varianzen. Dann gilt nach Kiitting und Sauer [55, S. 255]

VIX+Y)=V(X)+ V().

Beweis. Wir verwenden die alternative Darstellung der Varianz iiber den zweiten Mo-
ment:

V(X +Y)=E(X+Y)?) - (B(X +Y))".
Durch Ausmultiplizieren und unter Anwendung der Linearitdt des Erwartungswertes
ergibt sich
E(X+Y)}) = BE(X?) +2E(X -Y) + E(Y?),
sowie

2

(E(X+Y))’ = (BE(X)+E(Y))’=EX)?+2-EX)-E(Y)+ E(Y)2
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Setzt man beides ein, ergibt sich

VIX+Y)=(E(X})+2 - B(X- Y)+EY2) (E(X)?+2-E(X)-E(Y)+ E(Y)?)
= (B(X*) - E(X)*) + (E(Y?) - E(Y)*)+2- (BE(X-Y) — E(X) - E(Y))
=V(X)+V(Y)+2- (BX- Y) E(X)-E(Y)).

Fiir stochastisch unabhéngige Variablen gilt nach Satz [3.5.13| E(X - Y) = E(X) - E(Y),
sodass der letzte Term verschwindet und damit

VX +Y) =V(X)+V(Y)
folgt [14]. O

Bemerkung 3.5.15. Der im Beweis auftretende Term E(X-Y)—FE(X)-E(Y) entspricht
der Kovarianz von X und Y, die wie folgt definiert ist:

Cov(X,Y) = E((X — E(X))- (Y — E(Y))) = E(X -Y) — E(X) - E(Y).

Fiir stochastisch unabhéingige Variablen ist die Kovarianz gleich null, weshalb dieser
Ausdruck im Verlauf des vorherigen Beweises wegfillt [53].

Beispiel 3.5.16. Betrachtet wird das Experiment, bei dem zwei faire Wiirfel geworfen
werden. Sei X die Augensumme der beiden Wiirfel. Der Wertebereich lautet

W ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12},
mit Wahrscheinlichkeiten

P(X=2=—, P(X=3)= PX=T)=—, ..., P(X=12)=—.

%’ ceey
Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X berechnet sich zu

1 2 3 . 4
w%;vx (K=m) =2 5 8 55 T4 56 75 5

5 6 5 4 3 2 1
+6-—4+7" —=4+8- —=4+9- —=+10- —=+4+11- —-+12- —=T.
36 * 36 + 36 + 36 + 36 * 36 * 36
Der Erwartungswert E(X) = 7 zeigt, dass die Augensumme bei sehr vielen Wiirfen im
Mittel 7 betragt. Dies entspricht dem typischen Zentrum der Verteilung: Werte um 7

treten haufiger auf als die extremen Ausprigungen 2 oder 12.

Fiir die Varianz und die Standardabweichung der Zufallsvariablen X ergibt sich

1 2
g . — 2 . =
z, €W
3 1 35
4 —17)? 11 — 12-7%. —="n
+(4-7)- 36T o ( 7)?- 36 + ( 7) 6= 6 5,8333
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3.5 Diskrete Zufallsvariablen

o(X) = /V(X) ~ 2,4152.

Die Varianz V (X) zeigt, wie stark die Augensummen typischerweise um den Mittelwert
streuen. Die Standardabweichung o(X) &~ 2,4152 gibt anschaulich an, dass die Augen-
summen meist etwa 2 bis 3 Einheiten vom Mittelwert 7 abweichen.

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt grundlegende Eigenschaften diskreter Zufalls-
variablen untersucht wurden, folgt nun die Betrachtung zweier Verteilungen, die in einer
Vielzahl praktischer Anwendungen auftreten: der Binomial- und der Poisson-Verteilung.
Beide beruhen auf wiederholten, voneinander unabhéngigen Versuchsdurchfithrungen
und bilden damit einen zentralen Baustein vieler stochastischer Modelle.

3.5.3 Binomialverteilung

Zu Beginn wird jenes probabilistische Grundmodell betrachtet, das den Ausgangspunkt
fiir alle folgenden Uberlegungen bildet: das Bernoulli- Experiment. Im Zentrum steht da-
bei ein Zufallsversuch mit genau zwei moglichen Ausgéngen, etwa dem Eintreten oder
Nicht-Eintreten eines bestimmten Ereignisses. Diese dichotome Struktur erlaubt eine
prizise mathematische Beschreibung wiederholter, voneinander unabhéngiger Zufalls-
versuche. Insbesondere die Binomial- und die Poisson-Verteilung lassen sich unmittelbar
aus dieser elementaren Versuchsanordnung ableiten |16 35].

Sei p die Wahrscheinlichkeit fiir das Fintreten eines Ereignisses A und entsprechend
1 — p die Wahrscheinlichkeit fiir das Komplementirereignis A’. Wiederholt man dieses
Experiment n-mal unabhéngig voneinander, entsteht eine Bernoulli-Kette der Lange n.
Wir betrachten die Zufallsvariable X, die angibt, wie oft das Ereignis A bei diesen n
Wiederholungen auftritt. Im Folgenden wird das Auftreten des Ereignisses A auch als
Erfolg bezeichnet [48].

Zunachst analysieren wir die Wahrscheinlichkeit einer konkreten Ergebnisfolge, in der
das Ereignis A genau k-mal und das Ereignis A’ entsprechend (n — k)-mal auftritt.
Aufgrund der Unabhéngigkeit der einzelnen Versuche gilt nach Kosfeld et al. [4§]

pp-.op(I=p)-(1—p)-...-(1—p)=p"- (1—p" "
k Faktoren n—k Faktoren

Da das Ereignis A in beliebiger Reihenfolge innerhalb der n Wiederholungen auftreten
kann, ist zusédtzlich die Anzahl der moglichen Anordnungen zu beriicksichtigen. Die-
se wird durch den Binomialkoeffizienten (}}) beschrieben. Insgesamt ergibt sich damit
die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung als natiirliche Verallgemeinerung
des einmaligen Bernoulli-Experiments auf n unabhéngige Wiederholungen [48].

Definition 3.5.17 (Binomialverteilung). Eine diskrete Zufallsvariable X heifit bino-
mialverteilt mit Parametern n € N und p € (0, 1), wenn ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion
durch

P(X =k)= (n) e (1—p)»* firk=0,1,...,n
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3 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

gegeben ist. In diesem Fall schreibt man kurz X ~ B(n,p) [53} S. 259].

Bemerkung 3.5.18. Da p € (0,1) gilt, folgt unmittelbar P(X = k) > 0 fiir alle k.
Auflerdem ergibt sich mit dem binomischen Lehrsatz Y 7_y P(X = k) = (p+(1—-p))" = 1.
Damit sind die beiden grundlegenden Anforderungen an ein Wahrscheinlichkeitsmaf
erfiillt [43].

Satz 3.5.19. Sei ein Zufallsexperiment gegeben, das n-mal unter identischen Bedingun-
gen wiederholt wird, und sei A ein Ereignis mit P(A) = p, dessen Auftreten in jedem
Durchgang unabhdngig von den tibrigen Durchgangen ist. Dann ist die Zufallsvariable
X, die die Anzahl des Auftretens von A in den n Wiederholungen zihlt, binomialverteilt
mit den Parametern n und p, also X ~ B(n,p) [43].

Beweis. Fiur k € {0,1,...,n} ist P(X = k) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das
Ereignis A in genau k der n Wiederholungen eintritt.

Aufgrund der Unabhéngigkeit der einzelnen Durchfiihrungen besitzt jede konkrete Folge

von n Versuchsausgiangen, in der A genau k-mal und das Komplementérereignis A’ genau

(n — k)-mal auftritt, die Wahrscheinlichkeit
P —p)

Die Anzahl derartiger Folgen entspricht der Anzahl der Mdoglichkeiten, k Erfolge auf n
Positionen zu verteilen, und ist gleich dem Binomialkoeffizienten (Z) Da diese Ereignisse
paarweise disjunkt sind, ergibt sich durch Addition ihrer Wahrscheinlichkeiten

P(X =k) = (Z) PP —p)*,

Damit besitzt X genau die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung mit den
Parametern n und p, also X ~ B(n,p) |43]. O

Satz 3.5.20. Nach Bosch (14}, S. 87] lassen sich der Erwartungswert, die Varianz sowie
die Standardabweichung einer binomialverteilten Zufallsvariable X mit den Parametern
n und p wie folgt berechnen:

(1) E(X)=n-p, (2) V(X)=n-p-(1-p), (3) o(X)=y/n-p-(1-p).

Beweis. Die folgende Beweisstruktur ist angelehnt an Kiitting und Sauer [53, S. 260—
261].

(1) Fiir eine binomialverteilte Zufallsvariable X ~ B(n, p) gilt der Erwartungswert

B(X) = Zn:k <Z> P (L =p)
k=0
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3.5 Diskrete Zufallsvariablen

Da fiir £ = 0 der Summand verschwindet, kann die Summe ab k& = 1 geschrieben
werden:

S e

2 R — k)
) k;” (k _(T)!_@i)i IR,
:kzzn. Z:i).pk.(l_p)n—k
:kz:n p<Z:i> L. (1 = p)nh
=n-p i(g:i) P =p)h

Setze m =n — 1 und j = k — 1. Dann ergibt sich die Summe
n—1l=m
m j m—j __ m o __
> ( ) P (1=p)" =+ (1 -p)" =1,
=0 \J
nach dem binomischen Lehrsatz. Somit gilt

E(X)=n-p.

(2) Zur Herleitung der Varianz verwenden wir den Varianzverschiebungssatz |3.5.11
V(X) = B(X?) - (B(X))*.

Da bereits E(X) = n - p gezeigt wurde, bestimmen wir nun F(X?). Aus
k> =k (k—1)+k folgt

E(X?) = ikQ' (Z) pP (1 —pnF
k=0

:ik‘(k_l)'<z>’z?k'(l—}?)nk-l—ﬁ:k-(:)-pk-(l—p)"k.

Fiir die erste Summe gilt die Identitét

k.(k—l)-@) :n-(n—l)-<z:;>,

weshalb wir schreiben konnen:

zn:’f'(k—l)- (Z) pF (1 —p)F =

k=0
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3 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

n n'

k=2

= (p+(1—p))"»~2 =1 nach binom. Lehrsatz
Damit ergibt sich

EXH=n-(n—1)-pP*+n-p=n-p> —n-p*+n-p.
SchlieBlich folgt fiir die Varianz:

V(X) = B(X?) - (B(X))*

2

(3) Aus der Definition der Standardabweichung als Quadratwurzel der Varianz folgt
unmittelbar

o(X) = \/V(X) = /n-p-(1-p).
O
Beispiel 3.5.21. Ein Multiple-Choice-Test besteht aus n = 9 Fragen. Zu jeder Frage
gibt es genau eine richtige und zwei falsche Antwortmoglichkeiten. Eine Kandidatin bzw.
ein Kandidat beantwortet jede Frage zuféllig mit einer der drei Optionen. Damit ergibt
sich die Wahrscheinlichkeit fiir eine richtige Antwort zu p = % Der Test gilt als bestan-

den, wenn mindestens 5 der 9 Fragen richtig beantwortet werden. Die Zufallsvariable X
bezeichne die Anzahl der richtig beantworteten Fragen.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass alle 9 Fragen richtig beantwortet sind.

Zunéachst sei festgehalten, dass X binomialverteilt ist mit Parametern n = 9 und

p:%, also
9 I

P(x=9)=(" <1>9 (2>0~0000016935
7 \9) \3 3) 7 '

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass die Person den Test besteht (d.h. X > 5)
bzw. den Test nicht besteht.

-2 () 6 ()
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3.5 Diskrete Zufallsvariablen

() 60666+ 0) 66
(1) GG+ 6) @) ) oo

Somit betriagt die Wahrscheinlichkeit, den Test zu bestehen, rund 5,43 %. Entspre-
chend folgt mit der Gegenwahrscheinlichkeit

P(X <4)=1-P(X >5) ~1—0,054253 = 0,945747.

¢) Bestimme Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung der Zufallsvariablen
X fir das zuféllige Ankreuzen.

Im Mittel sind bei rein zufilligem Ankreuzen etwa 3 richtige Antworten zu erwar-
ten — also weniger als die zum Bestehen notwendigen 5.
1 2

V(X):n-p-(l—p):9-§-§—9-

o =1/V(X)=Vv2~ 14142

Diese Kennzahlen beschreiben die Streuung um den Erwartungswert. Typischer-
weise liegen zufillig erzielte Punktzahlen etwa 1 bis 2 Punkte vom Mittelwert
entfernt. Folglich ist es duflerst unwahrscheinlich, durch diese Vorgehensweise die
fiir das Bestehen erforderlichen 5 oder mehr richtigen Antworten zu erreichen, was
sich in der geringen Bestehenswahrscheinlichkeit von rund 5,43 % widerspiegelt.

2
Z_9
9

3.5.4 Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung wird insbesondere zur Modellierung der Anzahl von Ereignis-
sen verwendet, die innerhalb eines festgelegten Zeit- oder Raumintervalls auftreten. Sie
eignet sich vor allem fiir Situationen, in denen viele potenzielle Ereignisméglichkeiten
vorliegen, wahrend die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines einzelnen Ereignisses pro
Teilintervall gering ist. Typische Beispiele sind die Anzahl fehlerhafter Produkte in-
nerhalb eines Tages [16], Verkehrsunfélle an einer Kreuzung innerhalb eines Monats
oder eingehende Telefonanrufe wéhrend einer Stunde [48]. Die Poisson-Verteilung kann
zudem als Grenzfall der Binomialverteilung aufgefasst werden, wenn die Erfolgswahr-
scheinlichkeit p sehr klein, gleichzeitig aber die Anzahl der Versuche n grofl wird. Dieser
Grenziibergang beschreibt Situationen mit vielen unabhéngigen Versuchen bei gleich-
zeitig geringer Eintrittswahrscheinlichkeit pro Einzelversuch, in denen die Formeln der
Binomialverteilung rechnerisch unhandlich werden. Ausgangspunkt ist dabei eine Folge
binomialverteilter Zufallsvariablen mit Parameterpaaren (n,p,), deren Erwartungswert
konstant gehalten wird 16}, |48].
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3 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Zu diesem Zweck wird eine Folge von Wahrscheinlichkeiten p,, = % betrachtet, wobei
A > 0 konstant ist. Dies gewahrleistet, dass die durchschnittliche Anzahl an Erfolgen
in den n Versuchen gleich A betréigt. Die folgende Aussage zeigt, dass die zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten gegen eine explizit angegebene Grenzverteilung konvergieren [35].

Satz 3.5.22 (Poisson-Approximation). Sei X,, ~ B(n,p,) eine Folge binomialver-
teilter Zufallsvariablen mit p, = % Dann gilt nach Leiner [56, S. 137] und Bosch [1/,
S. 93] fir A > 0 und k € Ny:

) n A k A n—k )\k Y
%o(k)(n) (1=3) =men

Beweis. In Anlehnung an Leiner [56, S. 137] und Bosch |14} S. 93] schreibt man zunéchst

die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung mit p,, = % um:

()-C) -2

O A

=
i
I

N
I

1-2-...-k n n
n on-—1 n—k+1 M A" A\
=—- e —— - — (1 —==] - [1—— .
n n n k! n n
Fir n — oo gilt:
-1 —k+1 A\" "
lim ©. " A + =1, lim (1—) =e A, lim (1—) =1
n—o00 n, n n n—00 n n—00 n
Daraus folgt
] n A k A n—k )\k Y
i () () () e
womit die Behauptung gezeigt ist. O

Die in diesem Grenziibergang auftretende Verteilung motiviert die folgende Definition.

Definition 3.5.23 (Poisson-Verteilung). Eine Zufallsvariable X heifit Poisson-verteilt
mit Parameter A > 0, wenn fiir alle k£ € Ny gilt
e AN

k'

Man schreibt kurz X ~ P(\) [87, S. 64].

Bemerkung 3.5.24. Fiir alle £ € Ny gilt P(X = k) > 0, und wegen > ;- %1: = e
gilt > 72y P(X = k) = 1. Damit sind die beiden grundlegenden Eigenschaften eines
Wahrscheinlichkeitsmafes erfiillt |43].
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In der Theorie wird beim Einsatz der Poisson-Verteilung vorausgesetzt, dass ein Zeit-
intervall ¢ in n gleich grofie Teilintervalle zerlegt werden kann, sodass in jedem dieser
Intervalle hochstens ein Ereignis auftreten kann. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist pro-
portional zur Lange des Teilintervalls % und iiber alle Teilintervalle hinweg konstant.
Dariiber hinaus wird angenommen, dass das Auftreten eines Ereignisses in einem Teil-
intervall unabhéngig vom Auftreten in allen iibrigen Teilintervallen ist [48].

Fir die Approximation der Binomialverteilung durch die Poisson-Verteilung gilt nach
Kosfeld et al. [48] folgende Faustregel: Die Approximation ist geeignet, wenn die Einze-
lereigniswahrscheinlichkeit p < 0,1 gilt und zugleich n - p < 5 erfiillt ist. Demgegeniiber
weisen Hofbauer und Greschonig [43] darauf hin, dass eine Approximation der Bino-
mialverteilung durch die Poisson-Verteilung bereits fiir p < 0,05 und n > 10 zuléssig
ist.

Die Mafizahlen dieser Verteilung weisen eine fiir die Poisson-Struktur charakteristische
Figenschaft auf: Erwartungswert und Varianz stimmen {iberein. Dies steht in engem
Zusammenhang mit der Interpretation von A als mittlere Ereignisrate [16].

Satz 3.5.25. Fir eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X ~ P(\) gilt nach Henze [35,
S. 257):

Beweis. Die folgende Beweisfiihrung orientiert sich an Henze [35| S. 257-258] und Leiner
[56, S. 138-139].

(1) Zunéchst bestimmen wir den Erwartungswert:

Zk

7)\ )\k

Da der Summand fiir £ = 0 verschwindet, folgt

> AE )\k !
-
T N AR
e kg Z
k=1
Mit der Substitution j = k — 1 ergibt sich
A 3 ﬁ -\
=0 J!

——

EX)=X-e

(2) Zur Herleitung der Varianz verwenden wir die alternative Darstellung aus

Satz B.5. 11k
V(X) = B(X?) — (BE(X))™.
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3 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Da (E(X))? = A2 bereits aus (1) folgt, sei noch E(X?) zu bestimmen:

=2 A e A
E(X):Zkge_ :Zk.g.e_
k=0 ’ k=1 ’

A io: )\.Akfl N io: Akfl
=e - ke ————=X-e " ko ——.
= (k—1)! = (k—1)!
Mit der Substitution j = k — 1 folgt
IR N o N ==Y/
E(XZ):)\-e)‘-Z(j+1) ﬁ:)\e/\Zj-?—l—)\e)‘ 5
Jj=0 7=0 7=0
O T T A D U WP GO PP SIS LY
— Z] ﬁ-e +A-e Zﬁ_ +A-e et =+ A
7=0 7=0
——
=\ — e

(3) Aus der Definition der Standardabweichung als Quadratwurzel der Varianz folgt

unmittelbar
o(X)=/V(X)= VA

O

Die Gleichheit von Erwartungswert und Varianz unterstreicht die zentrale Rolle des Pa-
rameters A: Er bestimmt sowohl die mittlere Ereignisrate als auch die Streuung der
betrachteten Zufallsvariablen [48]. Zur Veranschaulichung dieser Bedeutung zeigt Abbil-
dung[3.5] zwei beispielhafte Sdulendiagramme der Poisson-Verteilung mit den Parametern
A1 =1 (links) und Ay = 2,5 (rechts).

N o=1 Ao =25
0,4 T 1 T [ T T T T 1 0,4 T T T T T T T
= 0,3 . = 0,3 |
Il Il
02 : 02| .
= o)
01} . 01 H :
0 D = I I R N B 0 H D N o
01 2 345 6 78 01 2 345 6 78
k k

Abbildung 3.5: Sdulendiagramme der Poisson-Verteilung fiir Ay = 1 und Ay = 2,5
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Insbesondere fiir kleine Werte des Parameters A weist die Verteilung eine ausgepragte
Rechtsschiefe auf, wihrend sie mit steigender Ereignisrate zunehmend symmetrischer
wird. Das Maximum der Wahrscheinlichkeitsfunktion liegt in unmittelbarer Néhe des
Erwartungswertes \ [48].

Beispiel 3.5.26. Es soll untersucht werden, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, dass
in einer Gruppe von n = 730 Personen mindestens zwei am Silvestertag (31. Dezember)
Geburtstag haben. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillige Person an diesem Tag
Geburtstag feiert, betrdgt — unter Vernachlédssigung von Schaltjahren —

1
— —— ~0,00274.
P= 365 7Y

Die Anzahl der Personen mit Geburtstag am Silvestertag kann als Zufallsvariable X
modelliert werden. Da es sich um ein Ereignis mit sehr kleiner Einzelwahrscheinlichkeit
bei grofler Personenzahl handelt, wird die Poisson-Verteilung als Approximation der
Binomialverteilung verwendet. Der Parameter der Poisson-Verteilung ergibt sich zu

A=n-p="730- 2.

365

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Personen dieses Geburtsdatum
teilen. ZweckméBig wird dazu die komplementiare Wahrscheinlichkeit betrachtet:

P(X>2)=1-P(X<2) =1-(P(X=0)+P(X =1)).
Fiir eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X ~ P(\) gilt:

PX—0)= 2 o2 — o2 PX—1)= 2 e 2.
(X = )—a'e =ec 5, (X = )—ﬁ-e =z-€ .

Damit ergibt sich
P(X>2)=1—(e?+2-¢?) =1-3e%~1-0,4060 = 0,594.

Demnach betrégt die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Gruppe von 730 Personen min-
destens zwei am Silvestertag Geburtstag haben, etwa 59,4 %.

3.6 Stetige Zufallsvariablen

Im Folgenden wenden wir uns den kontinuierlichen Zufallsvariablen zu. Diese stellen ein
analoges Modell zu diskreten Zufallsvariablen dar, bei dem abzdhlbare Wertebereiche
durch Intervalle der reellen Zahlen ersetzt werden und Wahrscheinlichkeiten nicht mehr
durch Summation, sondern durch Integration von sogenannten Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktionen bestimmt werden [43].

Stetige Zufallsvariablen werden zur Modellierung von Grofien verwendet, die prinzipiell
jeden reellen Wert innerhalb eines Intervalls annehmen kénnen. Typische Anwendungs-
bereiche sind Niederschlagsmengen, Lebens- und Reaktionszeiten oder Zerfallsprozesse
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3 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

radioaktiver Teilchen, die in der Praxis durch kontinuierliche Grofien wie Langen-, Zeit-
oder Gewichtseinheiten beschrieben werden, auch wenn reale Messungen stets nur mit
endlicher Genauigkeit erfolgen |16, [87].

3.6.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung

Definition 3.6.1 (Stetige Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable X heifit stetig bzw.
kontinuierlich, wenn eine nichtnegative, integrierbare Funktion f : R — [0, 00) existiert
mit

| s@ar=1.

sodass die Verteilungsfunktion F’ von X fiir alle t € R durch

Ft)=P(X <t) = /; f(z) da

gegeben ist. Die Funktion f wird in diesem Fall als Dichtefunktion von X bezeichnet |35,
43].

Die Dichtefunktion liefert dabei keine Wahrscheinlichkeiten einzelner Werte, sondern
beschreibt, wie sich die Wahrscheinlichkeit entlang der reellen Achse verteilt. Der Funk-
tionswert f(x) gibt an, wie stark die Umgebung von x zur Gesamtwahrscheinlichkeit
beitragt |16].

Wie im diskreten Fall beschreibt die Verteilungsfunktion F'(t) auch bei stetigen Zu-
fallsvariablen die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X einen Wert kleiner oder
gleich ¢ annimmt. Geometrisch entspricht F'(t) dem bis zur Stelle ¢ € R akkumulierten
Flacheninhalt unter der Dichte f(z) |48].

Pb< X <c¢)

P(X > d)

a b c d

Abbildung 3.6: Wahrscheinlichkeitsdichte einer stetigen Zufallsvariablen
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Ein wesentliches Merkmal stetiger Zufallsvariablen besteht darin, dass Punktwahrschein-
lichkeiten stets verschwinden, d.h. P(X =t) = 0 fiir alle t € R [4§]. Folglich spielt es fiir
die Berechnung von Intervallwahrscheinlichkeiten keine Rolle, ob die Grenzen ein- oder
ausgeschlossen sind [87]:

Pla<X<b)=Pa<X<b=Pla<X<bh).

Damit lassen sich Wahrscheinlichkeiten fiir beliebige Intervalle direkt durch Integration
der Dichtefunktion bestimmen, was im folgenden Satz prézisiert wird.

Satz 3.6.2. Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion f : R — [0,00) und
zugehoriger Verteilungsfunktion F : R — [0,1]. Dann gilt (vgl. [45, S. 29]) fir beliebige
a,b e R mita <b:

1. Fir ein Intervall I = (a,b] gilt

mXen—Pm<Xgm—mm—n@—/U@mm

2. Fiir jedes b € R gilt

b
HXg@:HX<®:H@:A f(x) da.

3. Fiir jedes a € R gilt

[e.e]
HXz@:PM>@=1—H@:/ f(z) da.
a
Beweis. Die folgende Beweisstruktur orientiert sich an Hofbauer und Greschonig [43, S.

29] und Bosch |14} S. 102].

1. Zunéachst zeigen wir, dass Punktwahrscheinlichkeiten verschwinden: Fiir jedes
t € Rgilt P(X = t) = 0. Sei dazu ein beliebiges ¢ > 0. Dann ist
{X =t} C{X € (t —e,t]}, woraus mit Satz folgt:

PX=t)<P(Xe(t—et])= t f(z)dz.

t—e

Da f integrierbar ist, geht der Integralwert fiir ¢ — 0 gegen null, und somit
P(X =t) =0. Fir ein Intervall I = (a, b] spielt es daher keine Rolle, ob die End-
punkte ein- oder ausgeschlossen werden.

Betrachte die disjunkten Ereignisse {X < a} und {a < X < b}. Dann gilt
{X <a}U{a< X <b}={X <b},
und mit der Additivitdt des Wahrscheinlichkeitsmafies (vgl. Definition folgt
P(X<b)=P(X <a)+Pla< X <D).
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Weiter gilt nach Satz [3.4.3]
Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F()—F(a) >0.
Damit folgt fiir das Intervall I = (a, b

P(Xel)= € (a,b]) = Pla< X <b) =F(b) — F(a)

—/ f( dx—/ f(w)dm=[lbf(x)dx,

was den ersten Punkt des Satzes zeigt.

2. Aus der Definition der Verteilungsfunktion folgt direkt

P(X <b) / f(z
Da P(X = b) = 0 gilt, ergibt sich P(X < b) = P(X < b), womit der zweite Punkt
gezeigt ist.

3. Hierzu wird das Gegenereignis betrachtet und Punkt 2 verwendet. Mit Satz
folgt dann

P(X>a)=1-P(X <a)=1-F(a / f(z)dx— / f(x dx—/ f(z
Da P(X = a) = 0, gilt auch P(X > a) = P(X > a), womit der dritte Punkt

gezeigt ist.
O

3.6.2 MaBzahlen stetiger Zufallsvariablen

Die Definitionen der Begriffe Erwartungswert und Varianz lassen sich direkt vom dis-
kreten auf den stetigen Fall iibertragen, indem endliche oder abzidhlbare Summen durch
Integrale ersetzt werden und an die Stelle der Punktwahrscheinlichkeiten eine Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion tritt [43].

Definition 3.6.3 (Erwartungswert). Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion f, fiir die das uneigentliche Integral [ |z|- f(z)dz kon-
vergiert. Dann heifit

der Erwartungswert von X |14 S. 107].

Definition 3.6.4 (Varianz und Standardabweichung). Sei X eine stetige Zufallsva-
riable mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f, fiir die das uneigentliche Integral
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3.6 Stetige Zufallsvariablen

[22 2% f(x) dx konvergiert. In diesem Fall ist der Erwartungswert von X wohldefiniert
und wird mit g = E(X) bezeichnet.

Nach Bosch [14, S. 107] ist die Varianz von X definiert durch

3.6.3 Normalverteilung

In vielen Bereichen der Natur- und Sozialwissenschaften treten Messwerte und beob-
achtbare Merkmale auf, die durch zahlreiche kleine, unabhéngige Einfliisse variieren.
Diese Schwankungen fithren dazu, dass einzelne Messungen nicht exakt gleich ausfal-
len, sondern um einen mittleren Wert streuen. Um solche Streuungen systematisch zu
beschreiben und zu analysieren, werden die entsprechenden Groflen als stetige Zufalls-
variablen betrachtet. Die Normalverteilung stellt ein besonders geeignetes Modell dar,
da sie die typischen Eigenschaften solcher zufalligen Abweichungen mathematisch er-
fasst und daher hiufig als Approximation fiir Messwerte oder Merkmalsauspriagungen,
wie etwa Fiillmengen einer Abfiillanlage oder Abmessungen eines Werkstiicks, verwendet
wird [16].

Die Normalverteilung ist eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung, die durch
ihre charakteristische symmetrische, glockenférmige Dichtefunktion gekennzeichnet ist.
Sie wird vollstdndig durch zwei Parameter beschrieben: den Erwartungswert u, der den
Lageparameter der Verteilung angibt, und die Standardabweichung o, die die Breite bzw.
Streuung der Verteilung bestimmt. Mathematisch fithrt dies zur folgenden Definition |16].

Definition 3.6.5 (Normalverteilung). Eine stetige Zufallsvariable X mit den Para-
metern ¢ € R und o > 0 heifit normalverteilt, falls ihre Wahrscheinlichkeitsdichte die

Form
fle)= ——e T, zeR
T) = e 22 | I
oV 2T

annimmt. Man schreibt kurz X ~ N(u, o) [56, S. 155].

Die Dichtefunktion der Normalverteilung weist mehrere charakteristische Eigenschaften
auf. Sie ist symmetrisch beziiglich der Achse © = g und nimmt an dieser Stelle ihr
Maximum an. Der Erwartungswert p stellt somit nicht nur die Symmetrieachse der
Verteilung dar, sondern entspricht zugleich dem Modalwert und dem Median [87]. Zu
beiden Seiten von p fillt die Dichtefunktion monoton ab und ndhert sich der x-Achse
asymptotisch an. Die Wendepunkte der Dichtefunktion liegen jeweils im Abstand einer
Standardabweichung vom Erwartungswert, das heifit an den Stellen x = y — ¢ und
x=p+o [56).
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3 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wendepunkt

—30 —20 —0 Y +o +20 +30

ca. 68,3%

ca. 95,4 %

ca. 99,7%

Abbildung 3.7: Schematische Darstellung der Dichtefunktion einer Normalverteilung (ei-
gene Darstellung in Anlehnung an Cleff [16, S. 68])

Ein zentrales Merkmal der Normalverteilung ist die Konzentration der Wahrscheinlich-
keitsmasse in der Umgebung des Erwartungswertes. Fiir eine normalverteilte Zufallsva-
riable mit Erwartungswert p und Standardabweichung o liegt etwa 68,3 % der Wahr-
scheinlichkeit im Intervall [ — o, u + o], etwa 95,4 % im Intervall [ — 20, 1 + 20] und
ungefahr 99,7 % im Intervall [u — 30, 1 + 30] [16].

Eine besondere Stellung innerhalb der Klasse der Normalverteilungen nimmt die soge-
nannte Standardnormalverteilung mit Erwartungswert 1 = 0 und Standardabweichung
o =1 ein. Sie dient als Referenzverteilung, auf die sich jede Normalverteilung eindeutig
zuriickfithren lasst [16]. Ist X ~ N(u, o) eine normalverteilte Zufallsvariable, so ldsst sich
durch die Transformation

X —p

g

VA

eine neue Zufallsvariable Z definieren, die standardnormalverteilt ist, also Z ~ N(0, 1).
Dieses Vorgehen wird als Standardisierung oder z- Transformation bezeichnet [48].

Der wesentliche Vorteil dieses Zusammenhangs besteht darin, dass Wahrscheinlichkeiten
fiir beliebige normalverteilte Zufallsvariablen mithilfe der Verteilungsfunktion der Stan-
dardnormalverteilung bestimmt werden kénnen. Fiir diese liegen tabellierte Werte vor,
sodass auf die explizite Berechnung von Integralen verzichtet werden kann. Die Stan-
dardnormalverteilung stellt somit ein zentrales Hilfsmittel fiir die praktische Anwendung
der Normalverteilung dar [16].

Definition 3.6.6 (Standardnormalverteilung). Eine stetige Zufallsvariable Z heifit
standardnormalverteilt, wenn sie der Normalverteilung mit ¢ = 0 und o = 1 folgt. Die
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3.6 Stetige Zufallsvariablen

zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte ist gegeben durch
1 22 R
z) = e 2, zeclk
o(2) NGE
Man schreibt kurz Z ~ N(0,1) [14, S. 133]. Die Verteilungsfunktion der Standardnor-
malverteilung ist definiert durch

t
B(t) = P(Z < 1) = /_ o(z)dz, teR.

Der Graph der Dichtefunktion ¢ einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen wird
durch die sogenannte Gaufsche Glockenkurve in Abbildung[3.8|dargestellt. Diese ist sym-
metrisch um z = 0 und besitzt Wendepunkte bei z = —1 und z = 1. Die Flédche unter
der Kurve betriagt 1, wodurch die gesamte Wahrscheinlichkeit abgedeckt wird. Zur Be-
rechnung konkreter Wahrscheinlichkeiten kénnen Teilflachen unter der Kurve betrachtet
werden, die tiber die Verteilungsfunktion ® bestimmt werden [14].

¢(2)
0,4

Abbildung 3.8: Dichtefunktion der Standardnormalverteilung

Aufgrund der Symmetrie um z = 0 ergeben sich die folgenden Eigenschaften der Stan-
dardnormalverteilung:

Satz 3.6.7. Nach Hofbauer und Greschonig (45, S. 42] gilt:

1. o(—z) =p(z), z€eR.
2. d(—t)=1—-(t), teR.

Beweis. Die folgende Beweisstruktur orientiert sich an Hofbauer und Greschonig [43, S.
42].

1. Die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung ist definiert durch
]_ 2

e T z € R.

Da (—2)? = 22 gilt, folgt unmittelbar
1 (=2) 1 22
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3 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

2. Die Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung ist definiert als
t
O(t) :/ o(z)dz.
—0o0

Unter Verwendung von Punkt 1 und der Substitution v = —z ergibt sich
—t —t
o(-t)= [ elrdz= [ pl-2)dz
—0o0 —00
t t

+oo
= [ et (du) =~ [ pwydu= [ el du=1- ()
+oo +oo t

womit die Aussage gezeigt ist.

O

Aus der zweiten Eigenschaft folgt fiir symmetrische Intervallwahrscheinlichkeiten insbe-
sondere
P(—t<Z<t)=2-9(t) -1,

wodurch sich entsprechende Wahrscheinlichkeiten effizient berechnen lassen. Ferner ge-
niigt es aufgrund dieser Eigenschaft, Tabellen der Verteilungsfunktion ¢ auf nichtnega-
tive Argumente zu beschrénken [14].

Beispiel 3.6.8. Der Durchmesser eines offiziellen Fuflballs der Gréfie 5 unterliegt pro-
duktionstechnischen Schwankungen. Der zuléssige Umfang liegt laut Regularien zwischen
68 cm und 70 cm, was mit d = * einem Durchmesserintervall von etwa 21,7 cm bis 22,3 cm
entspricht [21].

Dementsprechend wird der ideale Durchmesser eines Fufiballs als mittlerer Wert dieses
Intervalls angenommen, der zugleich dem Erwartungswert p entspricht:

21,71 +223
- =

n 22.
Der Durchmesser wird als stetige Zufallsvariable X modelliert und als normalverteilt
angenommen:

X ~N(up,0).

Zur Festlegung der Standardabweichung o wird vereinfachend angenommen, dass etwa
99,7 % der produzierten Bélle einen Durchmesser innerhalb des Intervalls [21,7; 22,3]
besitzen. Mit Bezug auf die zuvor erlduterten symmetrischen o-Intervalle der Normal-
verteilung ergibt sich naherungsweise:

30

Il
=
w
)
Il
=
—_

Damit gilt fiir das Modell:
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3.6 Stetige Zufallsvariablen

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der Durchmesser maximal 21,8 cm betréigt.
Zur Berechnung wird die Zufallsvariable X standardisiert:

X_
7 = H

~N(0, 1).

Es gilt
21,8 — 22

P(X <218) = P(Z <57

) = P(Z < -2).

Mit der Symmetrie der Standardnormalverteilung folgt

P(Z < —2) = ®(-2) = 1 — D(2) ~ 0,0228,

wobei ®(2) ~ 0,9772 aus Tabellen entnommen wurde.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der Durchmesser eines zufillig ausgewéhlten
Balles zwischen 21,9 cm und 22,1 cm liegt.

Es gilt

21,9 — 22 22,1 — 22
A /A h—

P(21,9 < X <22]1) = P(
0,1 0,1

):P(—1gzg1).

Mit der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ergibt sich

P(-1<Z<1)=d(1)— &(—1) =2-d(1) — 1 ~ 0,6826,
(1)
=1-®

wobei ®(1) ~ 0,8413 aus Tabellen entnommen wurde.

Dieses Ergebnis bestétigt die bereits zuvor erlduterte Tatsache fiir Wahrscheinlich-
keiten in symmetrischen Standardabweichungsintervallen (vgl. Abbildung auf
S. , wonach bei normalverteilten Zufallsvariablen etwa 68,3 % aller Beobachtun-
gen innerhalb eines Intervalls von einer Standardabweichung um den Erwartungs-
wert liegen.

3.6.4 Chi-Quadrat-Verteilung

Die Chi-Quadrat-Verteilung zéhlt zu den klassischen kontinuierlichen Verteilungen der
mathematischen Statistik und tritt in vielfaltigen Zusammenhéngen auf, insbesondere in
der Varianzanalyse, der Konstruktion von Konfidenzintervallen sowie in einer Reihe von
Hypothesentests, darunter dem Chi-Quadrat-Anpassungstest, der im weiteren Verlauf
dieser Arbeit genauer betrachtet wird. Von zentraler Bedeutung ist dabei ihre Interpre-
tation als Verteilung einer Summe quadrierter standardnormalverteilter Zufallsvariablen,
was den engen Bezug zur Normalverteilung verdeutlicht [16].
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Definition 3.6.9 (Chi-Quadrat-Verteilung). Seien Zi,..., 7, unabhingige stan-
dardnormalverteilte Zufallsvariablen mit Z; ~ N(0,1) fir ¢ = 1,...,n. Dann ist die
Zufallsvariable

n
X=Z}+..+2.=> 77
=1

Chi-Quadrat-verteilt mit n Freiheitsgraden. Man schreibt kurz X ~ x2 [24, S. 307].

Die Dichte einer Chi-Quadrat-verteilten Zufallsvariablen ist durch folgenden Satz gege-
ben:

Satz 3.6.10. Eine Chi-Quadrat-verteilte Zufallsvariable X ~ x2 mit n Freiheitsgraden
besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte

wobei T'(a) = [Ce V- y*~ldy die sogenannte Gammafunktion darstellt [14, S. 154].
Ein Beweis dieses Resultats findet sich beispielsweise im Skriptum von Hofbauer [42].

Fiir spezielle Argumente a kann die Gammafunktion I'(a) explizit berechnet werden.
Nach Bosch [14, S. 154] gilt:

e I'la+1)=0a- I(a),

-« T(3)=v7F wd (1) =1,
e I'(n)=(n—-1)! firneN.

Die obige Definition zeigt, dass die Freiheitsgrade n die Anzahl der beteiligten un-
abhingigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen wiedergeben. Aus der Form der
Dichte wird ersichtlich, dass die Chi-Quadrat-Verteilung ausschliefSlich auf dem Intervall
(0,00) liegt, was mit der Interpretation als Summe quadrierter Zufallsvariablen konsis-
tent ist [56).

Die Charakteristik der Verteilung hingt wesentlich von der Anzahl der Freiheitsgrade ab.
Fiir kleine Werte von n weist sie eine ausgepréigte Rechtsschiefe auf: FEin grofler Teil der
Wahrscheinlichkeitsmasse liegt in der Ndhe des Nullpunkts, wahrend ein langer rechter
Verteilungsschwanz entsteht [48]. Mit wachsender Anzahl an Freiheitsgraden n steigen
sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz und die Standardabweichung:

(1) EX)=n, (2) V(X)=2n, (3) o(X)=+v2n.

Gleichzeitig nimmt die Schiefe ab, wodurch die Chi-Quadrat-Verteilung fiir grofie n im-
mer symmetrischer wird und sich dem Verlauf einer Normalverteilung annéhert [16].

Dariiber hinaus bildet sie die theoretische Grundlage zahlreicher statistischer Verfahren,
die Abweichungen empirischer Werte von theoretischen Modellen auswerten. Fiir viele
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Anwendungen sind dabei neben der Dichte insbesondere die Quantile von Bedeutung.
Diese sind wiederum iiber die Verteilungsfunktion der Chi-Quadrat-Verteilung definiert
und kénnen analog zur Normalverteilung aus einer x2-Tabelle abgelesen werden [16].
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4 Chi-Quadrat-Anpassungstest

Um die im weiteren Verlauf dieser Arbeit untersuchten Torhéufigkeiten im Fuf3ball ad-
dquat modellieren zu kénnen, ist ein Verfahren erforderlich, das die Ubereinstimmung
zwischen empirischen Héufigkeiten und den durch eine theoretische Verteilung impli-
zierten Erwartungswerten systematisch iiberpriift. Hierfiir hat sich der Chi-Quadrat-
Anpassungstest (kurz: x2-Anpassungstest), der auf der gleichnamigen Chi-Quadrat-Ver-
teilung basiert, als geeignetes inferenzstatistisches Instrument etabliert. Mithilfe dieses
Tests lasst sich beurteilen, ob eine gegebene Stichprobe mit einer vorab spezifizierten
theoretischen Verteilung vereinbar ist und durch diese hinreichend genau beschrieben
werden kann 24, [48].

Zunachst wird die Nullhypothese Hy formuliert, wonach die Verteilung der beobachteten
Daten mit der angenommenen Wahrscheinlichkeitsverteilung iibereinstimmt. Die Alter-
nativhypothese Hj besagt demgegeniiber, dass eine signifikante Abweichung vorliegt [48].
Da Stichprobendaten zufallsbedingten Schwankungen unterliegen, sind geringfiigige Dif-
ferenzen zwischen beobachteten und erwarteten Haufigkeiten unvermeidbar und statis-
tisch zu tolerieren. Erst wenn diese Abweichungen ein bestimmtes Ausmaf iiberschreiten,
wird Hy verworfen. Die Testentscheidung erfolgt unter Kontrolle einer vorab festgeleg-
ten Irrtumswahrscheinlichkeit o, dem sogenannten Signifikanzniveau. Dieses gibt die
Wahrscheinlichkeit an, eine tatsdchlich zutreffende Nullhypothese filschlicherweise zu-
riickzuweisen, und stellt damit ein zentrales Maf} fiir die statistische Zuverlédssigkeit des
Tests dar [24].

Die dem y2-Anpassungstest zugrunde liegenden Daten stammen aus einem sogenannten
Multinomial- Experiment. Ein solches Experiment ist dadurch charakterisiert, dass ein
Zufallsexperiment mit k& > 2 moglichen Ausgéngen z1,...,x; insgesamt n-mal unter
identischen Bedingungen und unabhéngig voneinander durchgefiihrt wird. Die moglichen
Ausginge werden auch als Zellen oder Klassen bezeichnet [28].

Jedem Ausgang z; ist eine Wahrscheinlichkeit p; zugeordnet, wobei p; > 0 fiir
j=1,...,kund Z§:1 pj = 1 gilt. Bezeichnet N; die absolute Haufigkeit des Auftretens
der Auspragung x; in den n Wiederholungen, so ist der Zufallsvektor

(N17 . '7Nk) ~ MUIt(n;p17 ot 7pk)
multinomialverteilt. Fiir die Erwartungswerte gilt insbesondere E(N;) = n - p; 28].

Zur Uberpriifung der Hypothese wird das zugrunde liegende Zufallsexperiment n-mal
unabhéngig durchgefihrt, wobei die absoluten Haufigkeiten N1, Na, ..., N} erfasst wer-
den. Dabei gilt stets N1 + No 4+ ... + Np = n. Die Verwendung von Groflbuchstaben
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verdeutlicht, dass es sich hierbei um Zufallsvariablen handelt, deren konkrete Werte
vom Zufall abhéngen. Unter der Nullhypothese sei die Wahrscheinlichkeit fiir das Auf-
treten der Ausprigung x; gleich p;, wodurch die erwartete absolute Haufigkeit dann
n-p; betragt. Je geringer die Abweichungen zwischen den beobachteten Haufigkeiten N;
und den erwarteten Héufigkeiten n - p; ausfallen, desto eher spricht dies fiir die Giiltig-
keit der Nullhypothese [43]. Zur quantitativen Erfassung dieser Abweichungen wird die
Teststatistik

D=

k
Jj=

(Nj — np;)*
1 npj

verwendet, wobei k die Anzahl der Klassen bezeichnet. Grofle Werte von D deuten auf
eine mangelnde Anpassung der postulierten Wahrscheinlichkeitsverteilung hin [87] 89].

Gegebenenfalls ist eine Zusammenfassung der Daten in disjunkte Klassen erforderlich.
Dabei sollte die Klasseneinteilung so vorgenommen werden, dass die erwarteten Hau-
figkeiten keine zu kleinen Werte annehmen [56]. In der Praxis gelten bestimmte Min-
destanforderungen an die erwarteten Zellbesetzungen als hinreichende Voraussetzung
fiir eine zuverlissige Approximation der Teststatistik. Diese folgt asymptotisch einer x2-
Verteilung, sofern n - p; > 1 fiir alle Klassen und n - p; > 5 in mindestens 80% der
Zellen gilt [48, 87, [89]. Formal ergibt sich die asymptotische x2-Verteilung der Priifgro-
e aus einem zentralen Grenzwertsatz fiir den multinomialverteilten Haufigkeitsvektor
(N1, ..., Ng): Fir hinreichend grofie Stichproben néhert sich die Verteilung von D der
x2-Verteilung mit k — 1 Freiheitsgraden, sodass D ~ X%A gilt. Werden Parameter der
zugrunde liegenden theoretischen Verteilung aus den Daten geschétzt, so reduziert sich
die Anzahl der Freiheitsgrade um die Zahl r der geschitzten Parameter auf k—1—r [87].

Zur Bestimmung des Verwerfungsbereichs sei fr_1(z) die Dichtefunktion der
x2-Verteilung mit k& — 1 Freiheitsgraden. Fiir ein vorgegebenes Signifikanzniveau
a € (0,1) wird der kritische Wert ¢j_q,5—1 durch

Cl—a;k—1

P(X%—1 < cCloak-1) = /0 frei(@)de =1—«

definiert. Der Wert ¢1_q.—1 wird als (1 — a)-Quantil der y-Verteilung mit k& — 1 Frei-
heitsgraden bezeichnet [28]. Aquivalent gilt

P(Xj—1 > Cl-ak—1) = / fr—1(z)dz = «a,

Cl—a;k—1
woraus sich der Verwerfungsbereich
V= (leoz;kfla OO)
ergibt [43].

Grofle Werte der PriifgroBe D sprechen gegen die Nullhypothese, da sie auf erhebliche
Abweichungen zwischen beobachteten und erwarteten Haufigkeiten hinweisen. Zugleich
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gilt unter Giiltigkeit der Nullhypothese P(D € V) = a. Der Verwerfungsbereich ist
somit so definiert, dass er diejenigen Werte enthélt, die am stirksten gegen H sprechen,
wahrend die Wahrscheinlichkeit einer filschlichen Zuriickweisung auf das vorgegebene
Signifikanzniveau begrenzt bleibt [43].

Die Entscheidungsregel des x2-Anpassungstests lautet folglich: Die Nullhypothese wird
auf dem Signifikanzniveau « verworfen, wenn der beobachtete Wert der Teststatistik D
das (1—a)-Quantil ¢;_4,5—1 der entsprechenden x2-Verteilung tiberschreitet. Andernfalls
besteht auf Basis der vorliegenden Daten kein hinreichender Anlass, die angenommene
theoretische Verteilung infrage zu stellen. Aus mathematischer Sicht bedeutet dies, dass
im Falle der Verwerfung der Nullhypothese die Alternativhypothese mit einer Sicherheit
von mindestens 1—a« als bewiesen gilt. Wird die Nullhypothese hingegen nicht verworfen,
so sprechen die vorliegenden Daten im Rahmen des gewéhlten Signifikanzniveaus mit
einer Sicherheit von mindestens 1 — « nicht gegen die Nullhypothese [48, [89).

Beispiel 4.0.1. Ein Teilnehmer an einem Gliicksspiel vermutet, dass der verwendete
Wiirfel nicht fair ist. In einer Datenbank sind die letzten n = 1 500 Wiirfe dieses Wiirfels
dokumentiert. Anhand dieser umfangreichen Stichprobe soll tiberpriift werden, ob die
beobachteten Ergebnisse mit dem Modell eines idealen, fairen Wiirfels vereinbar sind.

Die aufgezeichneten absoluten Haufigkeiten der Augenzahlen seien:

Augenzahlj| 1 2 3 4 5 6
N; 1226 263 248 257 239 2067

Es gilt >-9_, N; = 1500.

1. Signifikanzniveau und Nullhypothese: Es werde das Signifikanzniveau o = 0,05
festgelegt. Die Nullhypothese lautet

1
H01p1=P2=-~-=P6=6,

d. h. jede Augenzahl tritt mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf. Die Alternativhypothese

H, besagt, dass mindestens eine der Wahrscheinlichkeiten von % abweicht.

Unter der Nullhypothese ist der Haufigkeitsvektor (Ni,..., Ng) ~ Mult(n;pi,...,Dpe)
multinomialverteilt. Insbesondere ist jede einzelne Zufallsvariable N; binomialverteilt
mit N; ~ B(n,p;), woraus sich fiir den Erwartungswert E(N;) = n - p; ergibt.

2. Teststatistik und ihre Verteilung: Unter der Nullhypothese ergeben sich die theo-
retisch erwarteten Haufigkeiten zu

1
n-pj:1500-6:250 firalle j =1,...,6.
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Die Teststatistik des x?-Anpassungstests lautet
6 — np;)
p=y Bl
7=1

Einsetzen der Werte liefert

(226 — 250)? N (263 — 250)? N (248 — 250)?2
B 250 250 250
(257 — 250)% (239 — 250)2 (267 — 250)?
+ + + :
250 250 250

Damit ergibt sich
576,169 4 4o 121 289
© 250 0 250 250 250 250 250
= 2,304 + 0,676 4+ 0,016 4 0,196 + 0,484 + 1,156 = 4,832.

Da keine Parameter aus den Daten geschétzt werden, ist die Priifgrofie unter der Null-
hypothese niherungsweise x2-verteilt mit k — 1 = 6 — 1 = 5 Freiheitsgraden.

3. Verwerfungsbereich: Fiir o = 0,05 und k = 6 ergibt sich der kritische Wert als
(1 — a)-Quantil der x2-Verteilung mit k — 1 = 5 Freiheitsgraden zu

Cl—a;k—1 = Co,95;5 ~ 11,07.

Die entsprechenden Quantile kénnen geeigneten Tabellen der y2-Verteilung entnommen
werden.

Der Verwerfungsbereich lautet somit

V = (c1—qk—1;00) = (11,07; 00).

4. Testentscheidung: Da der beobachtete Wert der Teststatistik kleiner ist als der
kritische Wert ¢1_q.1—1, gilt

D=4832¢V = (11,07; ).

Die Nullhypothese wird daher auf dem Signifikanzniveau von 5 % nicht verworfen. Die in
der Datenbank dokumentierten 1500 Wiirfe liefern keinen statistisch signifikanten Hin-
weis darauf, dass der im Gliicksspiel verwendete Wiirfel von der Annahme eines fairen
Wiirfels abweicht. Die beobachteten Abweichungen zwischen empirischen und theoreti-
schen Haufigkeiten sind mit zufélligen Schwankungen vereinbar. Insbesondere sprechen
die vorliegenden Daten mit einer Sicherheit von mindestens 0,95 nicht gegen die Nullhy-
pothese eines fairen Wiirfels.
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Der x2-Anpassungstest stellt ein zentrales inferenzstatistisches Verfahren zur Beurteilung
der Ubereinstimmung zwischen empirischen Beobachtungen und den durch ein theore-
tisches Wahrscheinlichkeitsmodell implizierten Erwartungswerten dar. Im Kontext der
Analyse von Torh&ufigkeiten im Fufiball erméglicht er insbesondere zu priifen, inwieweit
die tatsédchlich beobachteten Spielergebnisse mit stochastischen Modellen vereinbar sind.
Damit bildet der y?-Anpassungstest eine wesentliche methodische Grundlage fiir die em-
pirische Untersuchung von Torverteilungen und schafft zugleich die Voraussetzung fiir
die im folgenden Kapitel entwickelte wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung von
Spielergebnissen im Fufiball.
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5 Entwicklung eines Prognosemodells fiir
Spielausgange

FuB3ball gilt als die weltweit populédrste Sportart, und die Frage nach dem Ausgang eines
Spiels beschéftigt sowohl Fans als auch Forscher:innen. Die Prognose, welche Mannschaft
die ndchste Weltmeisterschaft oder Champions-League gewinnen wird, 16st nicht nur hit-
zige Diskussionen unter Anhénger:innen aus, sondern zieht selbst Gelegenheitszuschau-
er:innen in den Bann. Buchmacher haben diesen Umstand zu einem Geschéft gemacht:
Sie nutzen komplexe Modelle, die Faktoren wie aktuelle Form, Verletzungen, histori-
sche Begegnungen und die Bedeutung des Spiels beriicksichtigen, um Quoten fiir Sieg,
Niederlage und Unentschieden zu bestimmen. So haben sich in den letzten Jahrzehnten
zahlreiche hochentwickelte Prognosemodelle etabliert, die aufgrund ihrer Komplexitét
oft nur schwer nachvollziehbar und zugénglich sind.

Ein bekanntes Zitat der Fuflballlegende Johan Cruyff verdeutlicht die scheinbare Ein-
fachheit und zugleich die hohe Komplexitit des Spiels, die eine vertiefte analytische
Betrachtung erforderlich macht: , FufSballspielen ist sehr einfach, aber Fuf$ball auf ein-
fache Weise zu spielen, ist das Schwierigste, was es gibt.“ Ahnlich dem Eisbergmodell
wirken die beobachtbaren Aktionen auf den ersten Blick leicht verstdndlich, wihrend
die zugrunde liegenden taktischen und strategischen Prozesse hochkomplex sind. Da-
her bleibt die zuverlédssige Vorhersage des Spielausgangs eine Herausforderung, da das
Geschehen von zahlreichen Einflussfaktoren bestimmt wird.

Vor diesem Hintergrund besteht die zentrale Aufgabe darin, Modelle zu entwickeln, die
trotz vereinfachter Annahmen belastbare Vorhersagen erméglichen. Zwar kénnte zu-
néchst angenommen werden, dass es schwierig ist, systematische Gesetzméfigkeiten zur
Beschreibung eines so komplexen Phiénomens wie eines Fuflballspiels zu identifizieren.
FEin wesentlicher Schritt besteht jedoch in der Definition geeigneter Beobachtungsgrofien,
um zentrale Eigenschaften zu erfassen. Ziel dieser Arbeit ist es, konsequent auf subjekti-
ve Einschéitzungen, personliche Praferenzen und emotionale Bewertungen zu verzichten
und stattdessen datenbasierte Gréflen heranzuziehen. Dabei soll ein ausgewogenes Ver-
héltnis zwischen Modellkomplexitdt und Aussagekraft erreicht werden, sodass bereits
mit elementaren mathematischen Mitteln fundierte Vorhersagen moglich sind.
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5 Entwicklung eines Prognosemodells fiir Spielausgéinge

5.1 Erste Ansatze auf Basis der Binomialverteilung

5.1.1 Relative Torverhiltnisse als Modellierungsgrundlage

Ein erster vereinfachter Ansatz basiert auf dem relativen Torverhéltnis der beiden Teams,
wobei jeder erzielte Treffer als Bernoulli-Experiment aufgefasst wird. In Anlehnung an
das Schema von Tolan [88] wird untersucht, welche Auswirkungen die im Fufball ver-
gleichsweise geringe Anzahl an Toren — wie in Abschnitt 2.4] dargestellt — insbesondere
fiir das unterlegene Team hat.

Zur Veranschaulichung des Zusammenhangs zwischen der Torsumme eines Spiels und der
Siegwahrscheinlichkeit des schwécheren Teams werden die erzielten Tore zweier Mann-
schaften ins Verhéltnis gesetzt, um ihre relative Spielstérke zu approximieren. Dabei sei
Team A das schwéchere und Team B das stérkere Team. Die Spielstirke von Team A wird
durch die Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1) fiir einen Torerfolg beschrieben, wéhrend
q = 1 — p die entsprechende Gegenwahrscheinlichkeit fiir Team B angibt. Die Gesamtan-
zahl der Tore in einem Spiel sei n, die Anzahl der Tore von Team A sei k. Fiir ungerade
Werte von n treten ausschliellich die Spielausgidnge Sieg oder Niederlage auf, wihrend
bei geraden Werten zuséatzlich ein Unentschieden moglich ist.

Unter der Annahme, dass jedes Tor als unabhéngiges Bernoulli-Experiment aufgefasst
werden kann, lasst sich die Toranzahl von Team A binomialverteilt modellieren. Die
Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariable X, die die Anzahl der von Team A er-
zielten Tore beschreibt, ergibt sich somit aus der Binomialverteilung mit den Parametern
n und p und besitzt die Form

n

P(X =k)= <k> (1 =-p)"F, k=0,1,...,n.

Anhand konkreter Daten ldsst sich dieser Ansatz illustrieren: Nach der 28. Spielrunde
der Saison 2025/26 erzielten der FC St. Pauli (Team A) 25 Tore, Eintracht Frankfurt
(Team B) 52 Tore [20]. Setzt man diese Werte ins Verhéltnis, ergibt sich mit 52 = 2,08,
dass die Frankfurter etwa doppelt so viele Tore erzielt haben wie der Hamburger Traditi-
onsverein. Im Rahmen des Modells wird dieses Verhaltnis dahingehend interpretiert, dass
die Erfolgswahrscheinlichkeit fir einen Torerfolg von Team A p = % betragt, wihrend
fir Team B entsprechend g =1 —p = % gilt.

Ungerade Toranzahl

Bei ungerader Toranzahl ergeben sich fiir ein Spiel mit einem Tor (n = 1) die Gewinn-
wahrscheinlichkeiten:

1 2
P(Sieg Team A) = 3~ 33% und P(Sieg Team B) = 3~ 67 %.
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5.1 Erste Ansétze auf Basis der Binomialverteilung

Fiir n = 3 Tore gewinnt Team A, wenn es zwei oder drei Tore erzielt. Unter Verwendung
des Binomialkoeffizienten ergibt sich:

P(Sieg Team A) = <§> : (;)3 + <2> - (;)2 ‘ (g) = 2—77 ~ 26 %.

Die Gegenwahrscheinlichkeit liefert dementsprechend fiir Team B:

P(Sieg Team B) =1 — P(Sieg Team A) =1 — 2—77 ~ 74 %.

Mit steigender Toranzahl sinkt die Gewinnwahrscheinlichkeit des schwécheren Teams,
wie in Abbildung [5.1] dargestellt. Dieser Zusammenhang zeigt sich auch fiir unterschied-
liche Spielstérken p. Je grofler der Leistungsunterschied zwischen zwei Mannschaften ist,
desto wahrscheinlicher ist es, dass sich das stérkere Team in torreichen Spielen durch-
setzt. Unterlegene Teams werden bei hohen Trefferzahlen daher ihrer Underdog-Rolle
haufiger gerecht und verlassen das Spielfeld als Verlierer. Dies liefert zugleich eine Er-
klarung fiir die oft geringe Risikobereitschaft und die defensive Spielweise schwécherer
Mannschaften, da ein offener Schlagabtausch mit einem stérkeren Gegner in der Regel
mit geringeren Erfolgsaussichten verbunden ist.

0,5 |
04 |
0,3 |

0,2 +

Siegwahrscheinlichkeit P

0,1 |

1 3 5 7 9 11
Toranzahl n

Abbildung 5.1: Siegwahrscheinlichkeit des schwécheren Teams bei ungerader Toranzahl
(eigene Darstellung in Anlehnung an Tolan [88, S. 51])

Wie bereits bekannt ist, fallen in einem Fuflballspiel im Durchschnitt etwa drei Tore.
Unter dieser Annahme weist selbst ein deutlich unterlegenes Team mit einer Spielstérke
von p = i — wie es beispielsweise bei Begegnungen zwischen Mannschaften unterschied-
licher Ligen im Pokal vorkommen kann — noch eine Gewinnwahrscheinlichkeit von etwa
16 % auf. Vor diesem Hintergrund erscheinen sogenannte Uberraschungssiege vielleicht

gar nicht mehr so unerwartet, wie sie auf den ersten Blick wirken.
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5 Entwicklung eines Prognosemodells fiir Spielausgéinge

Gerade Toranzahl

Bei gerader Toranzahl kann zusétzlich die Wahrscheinlichkeit eines Unentschiedens be-
riicksichtigt werden. Fiir n = 2 ergibt sich:

P(Sieg Team A) ( ) < )
P(Unentschieden) = ( > (;) (;) = % ~ 44 %,

1 4 4
P(Sieg Tt B=1--—-——-=-~r~
(Sieg Team B) 5 9=39

Fir n = 4 gewinnt Team A bei k = 3 oder k = 4 Toren:

P(Sieg Team A) = (j) : (;)4 + <§> : (;)3 (;) = é ~ 11 %,

2 2
P(Unentschieden) = (3) : (;) : (g) % ~ 30 %,

1 8 16
Team B) =1 — -~ — — = = ~
P(Sieg Team B) = o 97 = o7 59 %.

Auf gleiche Weise lassen sich die Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Torsummen n
bestimmen. Da fiir n = 0 trivialerweise P(Unentschieden) = 1 gilt, wurde dieser Daten-
punkt im zweiten Diagramm vernachléssigt. Die Abbildungen (S. und (S.
veranschaulichen die Abhéngigkeit von Sieg- und Unentschiedenwahrscheinlichkeiten von
der Toranzahl, exemplarisch auch fiir andere Spielstarken p.

2
7N11%,

W =

Fallt nach unserer Annahme in einem Spiel eine gerade Anzahl an Treffern, so kann
zusétzlich ein Unentschieden auftreten. Wéhrend fiir niedrige Torsummen die Wahr-
scheinlichkeit eines Remis deutlich hoher ist als die Siegwahrscheinlichkeit des schwa-
cheren Teams, kann sich dieses Verhéltnis bei grofleren Torsummen und zunehmender
Spielstirke des Auflenseiters jedoch umkehren. Auch im Vergleich zu einer ungeraden
Torsumme n liegt die Gewinnwahrscheinlichkeit von Team A auffallend niedrig. Zusam-
menfassend ldsst sich dennoch festhalten, dass aus diesem vereinfachten Modell hervor-
geht: Die Wahrscheinlichkeit, mindestens einen Punkt zu erzielen (d.h. ein Unentschie-
den oder einen Sieg zu erreichen), ist fiir das schwéchere Team umso hoher, je weniger
Tore in einem Spiel fallen.

Nicht nur in der Theorie, sondern auch in der Praxis beobachten Millionen von Zuschau-
er:innen immer wieder dieses Phanomen, dass sich ,David gegen Goliath“ unerwartet
durchsetzt. In der Saison 2023/24 sorgte etwa der Drittligist FC Saarbriicken im DFB-
Pokal fiir eine Sensation: In der 6. Minute der Nachspielzeit drehten sie das Spiel gegen
den tberméchtigen FC Bayern Miinchen und hinterlieffen einen grofien Schock beim
Rekordmeister.
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Abbildung 5.2: Siegwahrscheinlichkeit des schwécheren Teams bei gerader Toranzahl (ei-
gene Darstellung in Anlehnung an Tolan [88] S. 51])

Nicht umsonst wird Fufiball von Experten wie Tolan [88] als der ungerechteste Sport der
Welt bezeichnet. Einen Ausschaltknopf fiir den Zufall gibt es eben nicht, und gerade im
Fufball spielt dieser aufgrund der durchschnittlich niedrigen Trefferzahl eine besonders
entscheidende Rolle. Bei Sportarten wie Handball, Basketball, Tennis oder Darts, deren
Spieleigenschaften wesentlich mehr Treffer erfordern, setzt sich dagegen meist der Favo-
rit durch. Dies liegt daran, dass gliickliche Treffer des vermeintlich Schwécheren durch
die Vielzahl an Mo6glichkeiten, Punkte zu erzielen, leichter ausgeglichen werden kénnen.
Mit zunehmender Anzahl potenzieller Treffer nimmt also die Relevanz der Zufallskom-
ponente ab. Fufiball hingegen ist so konzipiert, dass sich vergleichsweise selten wirklich
aussichtsreiche Angriffe ergeben. Meist bedarf es einer besonderen Konstellation im An-
griff und entsprechendem Abwehrverhalten, um den Ball erfolgreich ins Tor zu beférdern.
Folglich fallen im Fuflball verhdltnisméfig wenige Tore, sodass schon kleine Details den
Unterschied im Kampf um die drei Punkte ausmachen kénnen. Genau diese Eigenschaft
ist einer der Hauptgriinde, warum Fuf3ballfans Woche fiir Woche in die Stadien strémen
und die Spiele oft eine gewisse ,Spannungsgarantie“ auf dem Platz und auf den Réngen
bieten.

Aus statistischen Erhebungen der fiihrenden Fufiballligen geht hervor, dass pro Spiel
und Team durchschnittlich etwa 10 bis 15 Schiisse abgegeben werden. Davon gelangen
im Mittel rund 30 % bis 40 % tatséachlich auf das Tor, wiahrend der Rest entweder geblockt
wird oder das Ziel verfehlt. Von diesen Abschliissen auf das Tor fiihren wiederum nur
etwa 25 % bis 35 % zu einem Treffer. Insgesamt resultiert somit im Durchschnitt lediglich
etwa jeder zehnte Schuss in einem Tor [64, [76]. Diese Erfolgsquote wird unter anderem
von Heuer [38] mit dem Werfen eines Wiirfels verglichen: Je 6fter geworfen wird, desto
ndher kommt man dem erwarteten Ergebnis einer Gleichverteilung — oder im Sport dem
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Abbildung 5.3: Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden bei gerader Toranzahl (eigene
Darstellung in Anlehnung an Tolan [88] S. 51])

Sieg des Favoriten. Wer nur wenige Wiirfe oder Schiisse hat, ist in besonderem Mafe auf
Gliick angewiesen.

5.1.2 Verwertung von Torschiissen als Modellierungsgrundlage

Um die Wiirfelanalogie weiter zu prazisieren, lasst sich das Zustandekommen von Toren
durch ein vereinfachtes Zufallsexperiment modellieren. Dabei kann man sich vorstellen,
dass jeder Schuss einem Wurf eines (gedachten) Wiirfels mit sehr vielen Seiten entspricht.
Nur ein kleiner Teil dieser Seiten steht fir das Ereignis ,, Tor*, wahrend die iberwiegende
Mehrheit keinen Treffer repriasentiert. Ein Tor fillt genau dann, wenn bei einem solchen
L,Wurf“ — beziehungsweise Schuss — eine der wenigen Tor-Seiten realisiert wird. Die unbe-
kannte Struktur dieses Wiirfels, insbesondere die Anzahl der ,, Tor-Seiten“, entspricht der
gesuchten Trefferwahrscheinlichkeit und muss aus beobachteten Spieldaten erschlossen
werden [18§].

Diese Perspektive erlaubt es, grundlegende Konzepte der Wahrscheinlichkeitstheorie an-
schaulich zu iibertragen. Interpretiert man jeden Schuss als unabhéngigen Versuch mit
konstanter Erfolgswahrscheinlichkeit, so ergibt sich fiir die Anzahl der erzielten Tore
eine binomialverteilte Zufallsvariable. Selbst bei identischer Chanceneffizienz kann die
tatsachlich beobachtete Toranzahl von Spiel zu Spiel erheblich variieren, insbesondere
wenn — wie im Fuf3ball iiblich — die Anzahl der Versuche vergleichsweise gering ist. Daraus
folgt, dass selbst unter der Annahme gleicher Schussverwertung unterschiedliche Ergeb-
nisse keineswegs ungewohnlich sind, wobei die Streuung mafigeblich von der Anzahl der
zugrunde liegenden Schiisse abhéngt [59).
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5.1 Erste Ansétze auf Basis der Binomialverteilung

Zugleich wird deutlich, dass die Schitzung der zugrunde liegenden Trefferwahrschein-
lichkeit stets mit Unsicherheit behaftet ist. Werden nur wenige Beobachtungen heran-
gezogen, kann die empirisch ermittelte Erfolgsquote deutlich vom tatsédchlichen Wert
abweichen. Erst mit wachsender Datenbasis stabilisiert sich diese Schétzung und néahert
sich dem wahren Parameter an. Dieses Spannungsfeld zwischen zufélliger Streuung und
systematischer Struktur ist zentral fiir die statistische Modellierung von Fufiballergeb-
nissen [38].

Vor diesem Hintergrund bietet es sich an, Torschiisse explizit als Bernoulli-Experimente
mit einer bestimmten Erfolgswahrscheinlichkeit zu modellieren, die als Spielstirke p
interpretiert wird. Die Verwertung von Torschiissen stellt somit eine naheliegende und
zugleich theoretisch fundierte Grundlage fiir das nachfolgende Modell zur Beschreibung
und Prognose von Spielergebnissen dar. Wie bereits im vorherigen Modell basieren die
Spielstiarken erneut auf empirischen Daten, wobei die Modellierung nun differenzierter
erfolgt und zusatzliche, aussagekriftigere Einflussfaktoren berticksichtigt werden. Der
folgende Ansatz orientiert sich am Modell von Ludwig und Oldenburg [59].

Auf Grundlage einer Auswertung der ersten 28 Spielrunden der Bundesliga-Saison
2025/26 ergibt sich, dass der FC St. Pauli (Team A) pro Spiel durchschnittlich 10,32
Torchancen in Form von Schiissen generiert und im Mittel etwa 0,89 Tore erzielt. Demge-
geniiber kommt Eintracht Frankfurt (Team B) im Durchschnitt auf 11,82 Schussversuche
pro Spiel, von denen etwa 1,86 zu Toren fiihren. Auf Basis dieser Quoten werden die re-
lativen Haufigkeiten als Trefferwahrscheinlichkeiten interpretiert, sodass sich

0,89 1,86

pA = 10.32 ~ 0,0862 und pPB = 11.80 ~ 0,1574

ergeben. Diese dienen zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten fiir & Treffer bei n
Abschliissen.

Da die Binomialverteilung eine natiirliche Anzahl von Versuchen voraussetzt, werden
die durchschnittlichen Schusszahlen entsprechend gerundet. Es sei A die Zufallsvariable,
die die Anzahl der erzielten Tore von Team A beschreibt, und B die Zufallsvariable fiir
die erzielten Treffer von Team B. Unter den getroffenen Annahmen ergeben sich fiir die
Torwahrscheinlichkeiten der beiden Teams:

10

Po(A=ky) = (k ) - 0,0862%4 . 0,9138107F4,

A

12
Pp(B = kp) = <k3> -0,1574%8 . 0,8426'2 "5

Fir k4 = 1 hat Team A nach unserer Auffassung also n = 10 Moglichkeiten im Spiel,
diesen Treffer zu erzielen, sodass sich fiir die entsprechende Wahrscheinlichkeit ergibt:

1
Pa(A=1) = ( 10) -0,0862 - 0,9138% = 10 - 0,0862 - 0,4448 ~ 0,3830.
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Fir k4 = 2 beschreibt die gesuchte Wahrscheinlichkeit die Situation, dass Team A in
insgesamt n = 10 Torschussversuchen genau zweimal erfolgreich ist. Ausgehend von die-
sem Modell lassen sich auch die Wahrscheinlichkeiten fiir weitere mogliche Toranzahlen
im gleichen Kontext berechnen und interpretieren:

PA(A =0) = 0,9138" ~ 0,4060,
Py(A=2)= 5 | - 0,08620,9138" = 45 0,00743 - 0,4868 ~ 0,1626.

Fiir Team B ergeben sich analog:

Pp(B = 0) = 0,8426'% ~ 0,1281,

12
Pg(B=1)= < ) ) -0,1574 - 0,8426" = 12 - 0,1574 - 0,1523 ~ 0,2871,

12
Pg(B=2)= ( ) ) -0,1574% - 0,8426'0 = 66 - 0,02477 - 0,1808 ~ 0,2950.

Im néchsten Schritt sind die bisher getrennt betrachteten Einzelwahrscheinlichkeiten so
zu verkniipfen, dass konkrete Endstande zwischen dem FC St. Pauli und Eintracht Frank-
furt modelliert werden kénnen und darauf aufbauend Aussagen iiber die resultierenden
Spielausginge moglich sind. Formal lasst sich das Zustandekommen eines Spielergeb-
nisses als zweistufiges Zufallsexperiment auffassen, bei dem zunéchst die Toranzahl von
Team A und anschliefend jene von Team B realisiert wird. Eine zentrale Voraussetzung
fiir diese Modellierung ist die Annahme, dass die von den beiden Teams erzielten Tore
stochastisch unabhéngig voneinander sind.

Diese Annahme erscheint auf den ersten Blick wenig realistisch, da der Spielverlauf im
FuBball haufig durch situative Dynamiken geprégt ist. Gleichwohl lassen sich in der
Praxis zahlreiche Situationen beobachten, in denen Tore scheinbar unabhéngig vom bis-
herigen Spielgeschehen entstehen, etwa wenn eine Mannschaft unerwartet in Fiihrung
geht. Solche Beobachtungen kénnen als Indizien fiir eine weitgehende Unabhéngigkeit
interpretiert werden [59]. Zwar kénnte argumentiert werden, dass ein erzieltes Tor den
weiteren Spielverlauf beeinflusst und somit auch die Wahrscheinlichkeit nachfolgender
Treffer verédndert, jedoch zeigen empirische Untersuchungen, dass dieser Zusammenhang
nur sehr schwach ausgeprégt ist. So weist Tolan [88] eine Korrelation von lediglich 0,05
zwischen aufeinanderfolgenden Torereignissen nach, was auf einen vernachléssigbaren
Einfluss hindeutet. Mit anderen Worten verandert ein Tor die Wahrscheinlichkeit eines
weiteren Treffers nur in sehr geringem Ausmaf}, namlich um etwa 5 %. Eine mogliche Er-
klarung hierfiir liegt darin, dass taktische Anpassungen beider Mannschaften einander
weitgehend kompensieren. Reagiert ein Team beispielsweise auf ein Gegentor mit einer
offensiveren Ausrichtung, so passt hdufig auch der Gegner seine Strategie entsprechend
an. Chu |15] argumentiert in diesem Zusammenhang, dass sich diese gegenldufigen An-
passungen im Mittel aufheben, sodass die Torrate im Spielverlauf annédhernd konstant

92



5.1 Erste Ansétze auf Basis der Binomialverteilung

bleibt. In der Folge kénnen die Torerfolge beider Teams mit hinreichender Genauigkeit
als unabhéngig modelliert werden.

Nach Definition 13.5.12| konnen die Einzelwahrscheinlichkeiten fiir Treffer einfach mitein-
ander multipliziert werden, woraus sich der Endstand zwischen Team A und Team B
mit k4 zu kp Toren wie folgt berechnen lasst:

P(A=ky,B=kpg)=P(A=ky) P(B=kg)

1 12
= <k0> +0,0862" - 0,9138107%4 . (k

) -0,1574%8 . 0,8426'2F5
A B

In Tabelle (S. sind die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Spielausgéange fest-
gehalten. Aufgrund der Additivitdt des Wahrscheinlichkeitsmafles kénnen die einzelnen
Ereignisse kombiniert werden, um die kumulierten Wahrscheinlichkeiten fiir einen Sieg
von Team A, ein Unentschieden oder einen Sieg von Team B zu bestimmen:

P(Sieg Team A) = Y P(A=ka)  P(B=kp)
ka>kp

9 10
=Y Y P(A=ka) P(B=kp)~0,1524,
kp=0ka=kp+1

P(Unentschieden) = Y P(A=ky)-P(B = kg)
ka=kp

10
=> P(A=k) P(B=k)~ 02179,
k=0

P(Sieg Team B) = > P(A=ky)-P(B = kg)

k‘B>k‘A

10 12
=Y Y P(A=ks) P(B=kg)~0,6296.
ka=0kp=ka+1

Insgesamt verdeutlichen die in der Tabelle dargestellten Wahrscheinlichkeiten, dass sich
die Wahrscheinlichkeitsmasse auf niedrige Toranzahlen konzentriert. Insbesondere weisen
Ergebnisse mit null bis drei Treffern pro Team die héchsten Eintrittswahrscheinlichkeiten
auf, was der typischen Torverteilung in Fufiballspielen entspricht. Die Struktur der Ta-
belle zeigt zudem, dass die grofiten Wahrscheinlichkeiten entlang der Diagonalen sowie in
deren unmittelbarer Umgebung liegen. Dies impliziert, dass knappe Spielausgénge — ins-
besondere Unentschieden oder Spiele mit geringer Tordifferenz — die wahrscheinlichsten
Szenarien darstellen.

Die kumulierten Wahrscheinlichkeiten am Tabellenrand verdeutlichen dariiber hinaus
eine klare Uberlegenheit von Team B. Wihrend die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sieg von
Team A lediglich etwa 15,24 % betragt, liegt die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir
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Tabelle 5.1: Wahrscheinlichkeiten der Spielausginge zwischen Team A und Team B

Team A | ks =0 1 2 3 4 5 6 7 > 8 |Summe
Team B 0,4060 0,3830 0,1626 0,0409 0,0068 0,0008 0,0001 0,0000 0,0000 1
kg =01 0,1281 | 5,20% 4,90% 2,08% 0,52% 0,09% 0,01% 0,00% 0,00% 0,00%
0,2871 |11,66% 10,99% 4,67% 1,17% 0,19% 0,02% 0,00% 0,00% 0,00%
0,2950 |11,98% 11,30% 4,80% 1,21% 0,20% 0,02% 0,00% 0,00% 0,00%
0,1837 | 7,46% 7,03% 2,99% 0,75% 0,12% 0,01% 0,00% 0,00% 0,00%
0,0772 | 3,13% 2,96% 1,25% 0,32% 0,05% 0,01% 0,00% 0,00% 0,00% |15,24%
0,0231 | 0,94% 0,88% 0,38% 0,09% 0,02% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
0,0050 | 0,20% 0,19% 0,08% 0,02% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
0,0008 | 0,03% 0,03% 0,01% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
>8 0,0001 | 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Summe 1 62,96% 21,79%

N O Ot s W N

Team B bei rund 62,96 %. Die Wahrscheinlichkeit eines Unentschiedens belauft sich auf
21,79 % und liegt damit im erwarteten Bereich. Insgesamt bestétigt das Modell sowohl
die charakteristische Torverteilung im Fufiball als auch die unterschiedliche Spielstérke
der beiden betrachteten Teams.

5.2 Modellierung von Toranzahlen mittels der
Poisson-Verteilung

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die Anzahl erzielter Tore mithilfe der Binomi-
alverteilung modelliert wurde, bietet sich im néchsten Schritt eine weiterfithrende Ap-
proximation an. Insbesondere in Situationen, in denen eine grofie Anzahl von Versuchen
mit einer sehr kleinen Erfolgswahrscheinlichkeit vorliegt, ldsst sich die Binomialvertei-
lung durch die Poisson-Verteilung annéhern, wie bereits in Satz [3.5.22] gezeigt wurde.

Ubertrigt man diese Uberlegung auf den FuBball, so kann die Spieldauer von 90 Minuten
als eine grofle Anzahl potenzieller Gelegenheiten interpretiert werden, in denen jeweils
ein Tor erzielt werden kann. Formal sei n = 90 die Anzahl gleich langer Zeitintervalle.
Die Wahrscheinlichkeit, in einem solchen Intervall ein Tor zu erzielen, sei p. Wahlt man
beispielsweise p = %, so ergibt sich im Erwartungswert ein Tor pro Spiel, wihrend p = %
im Mittel zwei Tore pro Spiel liefert. Allgemein gilt fiir die Binomialverteilung der Erwar-
tungswert n - p, sodass dieser direkt der durchschnittlichen Toranzahl entspricht. Diese
Modellierung kniipft unmittelbar an die zuvor eingefithrte binomialverteilte Beschrei-
bung an, interpretiert die einzelnen Versuche jedoch nicht mehr als diskrete Schiisse,
sondern als zeitliche Mikrointervalle. Der Ubergang zur Poisson-Verteilung erfolgt im
Grenzfall n — oo bei konstantem Produkt A = n - p. Der Parameter )\ beschreibt dabei
die mittlere Anzahl von Toren pro Spiel und stellt die zentrale Kenngréfle der Poisson-

94



5.2 Modellierung von Toranzahlen mittels der Poisson-Verteilung

Verteilung dar. Die praktische Relevanz dieses Ansatzes zeigt sich in den empirischen
Torstatistiken der betrachteten Teams: Fiir den FC St. Pauli (Team A) ergibt sich ei-
ne durchschnittliche Toranzahl von A4 = 0,89, wihrend Eintracht Frankfurt (Team B)
im Mittel Ap = 1,86 Tore pro Spiel erzielt. Diese Werte kénnen direkt als Parameter
der jeweiligen Poisson-Verteilungen interpretiert werden und ersetzen damit die in der
Binomialverteilung separat zu bestimmenden Gréfien n und p 15, 41].

Neben der mathematischen Herleitung spricht auch die empirische Struktur von Tor-
verteilungen fiir den Einsatz der Poisson-Verteilung. Wie aus der statistischen Haufig-
keitsverteilung der Torsummen in Spielen der vergangenen fiinf Saisons der deutschen
Bundesliga (vgl. Tabelle auf S. hervorgeht, beginnt die Verteilung typischerwei-
se bei kK = 0, steigt zu einem Maximum bei kK = 2 Toren pro Spiel an und fallt fiir
groflere Werte rasch ab. Die hochsten Auspriagungen liegen somit unmittelbar in der N&-
he der mittleren Toranzahl von 3,14. Dieses charakteristische Verhalten entspricht der
Form der Poisson-Verteilung, bei der die groiten Wahrscheinlichkeiten im Bereich des
Erwartungswertes liegen, wiahrend hohe Torzahlen nur mit geringer Wahrscheinlichkeit
auftreten.

Dariiber hinaus lasst sich die Eignung dieses Modells auch durch eine zeitliche Betrach-
tung von Torereignissen begriinden. Untersuchungen von Chu |15] zeigen, dass die Zeitab-
stdnde zwischen aufeinanderfolgenden Toren ndherungsweise exponentialverteilt sind.
Zudem wurde von Georgii [30] gezeigt, dass sich aus einer Folge unabhéngiger exponen-
tialverteilter Zufallsvariablen — die in diesem Kontext die Zwischentorzeiten beschrei-
ben — ein Poisson-Prozess konstruieren lasst. Daraus folgt, dass die Anzahl der Tore in
einem festen Zeitintervall, wie einem Fufballspiel, poissonverteilt ist. Nach Dambeck [18]
werden fir die Anwendung im Fuflball mehrere Annahmen getroffen: Zum einen wird
vorausgesetzt, dass in hinreichend kleinen Zeitintervallen hochstens ein Tor fallt, was bei
geeigneter Zerlegung der Spielzeit plausibel ist. Zum anderen wird angenommen, dass die
Wahrscheinlichkeit eines Tores proportional zur Lange des betrachteten Zeitintervalls ist
und dass Torereignisse unabhingig voneinander auftreten. Letztere Annahme wurde be-
reits im vorherigen Abschnitt diskutiert und durch empirische Befunde gestiitzt, sodass
von einer ndherungsweise konstanten Torrate im Spielverlauf ausgegangen werden kann.
Die ersten beiden Bedingungen werden durch die Analyse von Chu [15] untermauert, da
kein einmintitiges Zeitintervall mit mehr als einem Tor beobachtet wurde und sich zeigt,
dass mit zunehmender Intervalllinge auch die Anzahl der Tore steigt.

Da fiir eine poissonverteilte Zufallsvariable X sowohl der Erwartungswert als auch die
Varianz mit dem Parameter A\ iibereinstimmen, also E(X) = A = V(X)) gilt, kann an
dieser Stelle iiberpriift werden, inwieweit sich diese Eigenschaft auch in den empirischen
Daten zur Torsumme eines Bundesligaspiels widerspiegelt. Dazu werden das arithmeti-
sche Mittel Z und die empirische Varianz s der beobachteten Torsummen betrachtet.

Auf Grundlage der in Tabelle zusammengefassten Haufigkeiten ergibt sich fiir die
durchschnittliche Torsumme pro Spiel

T~ 3,14.
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Da die Daten in Form einer Haufigkeitsverteilung vorliegen, ist es zweckméfig, die em-
pirische Varianz nicht tiber einzelne Beobachtungen z;, sondern iiber die moglichen Aus-
priagungen a; mit ihren jeweiligen Haufigkeiten h; zu berechnen. Die Formel geht dabei
in die dquivalente Darstellung

iiber. Durch Einsetzen der Werte ergibt sich

2 _ 1
1530 — 1
+355(2 — 3,14)% + 313(3 — 3,14)% + 283(4 — 3,14)* + 168(5 — 3,14)?

+91(6 — 3,14)% + 50(7 — 3,14)> + 10(8 — 3,14)> + 3(9 — 3,14)2) ~ 3,08.

s (84(0 — 3,14)2 +173(1 - 3,14)?

Damit liegen arithmetisches Mittel und empirische Varianz mit & ~ 3,14 beziechungswei-
se s2 & 3,08 sehr nahe beieinander. Dies entspricht einer charakteristischen Eigenschaft
der Poisson-Verteilung, bei der Erwartungswert und Varianz iibereinstimmen, und lie-
fert somit einen empirischen Hinweis darauf, dass die Poisson-Verteilung die Torsumme
in FuBballspielen zumindest ndherungsweise angemessen beschreibt. Sie ermoglicht es
folglich, die Toranzahl eines Teams allein durch den Parameter A als Erwartungswert zu
approximieren und bildet damit eine zentrale Grundlage fiir die weitere Modellierung
von Spielergebnissen.

Im néchsten Schritt stellt sich die Frage, inwieweit die theoretisch motivierte Poisson-
Verteilung die empirisch beobachtete Verteilung der Torsummen tatsiachlich abbilden
kann. Zu diesem Zweck wird der zuvor bestimmte empirische Mittelwert * ~ 3,14 als
Schéitzer fir den Erwartungswert A verwendet und somit als einziger Parameter der
Verteilung herangezogen. Die Zufallsvariable X beschreibt dabei die Torsumme pro Spiel.

Unter dieser Annahme gilt X ~ P(\ = 3,14) mit

—X . ©\k —3,14 k
e A e >1%. 3,14
P(X =k)= T o , k€N
Fiir jedes k liefert diese Formel die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Spiel genau k
Tore fallen. Multipliziert man diese Wahrscheinlichkeiten mit der Gesamtanzahl der

betrachteten Spiele n = 1530, so erhélt man die erwarteten absoluten Haufigkeiten

E, =1530- P(X = k),

die direkt mit den empirisch beobachteten Héufigkeiten verglichen werden kénnen. Zur
besseren Interpretierbarkeit werden die erwarteten Haufigkeiten auf ganze Zahlen gerun-
det; diese gerundeten Werte werden im Folgenden auch in der Teststatistik verwendet.

Eine charakteristische Eigenschaft der Poisson-Verteilung besteht darin, dass ihre Werte
zunéchst ansteigen, bis k etwa den Erwartungswert A erreicht, und anschliefend wieder

96



5.2 Modellierung von Toranzahlen mittels der Poisson-Verteilung

abfallen. Genauer lasst sich zeigen, dass die Verteilung ihr Maximum im Intervall [A—1, \]
annimmt und somit im vorliegenden Fall im Bereich von & = 2 bis £k = 3 liegt. Dies
stimmt gut mit der empirischen Beobachtung iiberein, dass die hdufigsten Torsummen in
diesem Bereich auftreten. Eine alternative Begriindung liefert die rekursive Darstellung

P(X:k):%P(X:k—n,

aus der unmittelbar folgt, dass die Wahrscheinlichkeiten solange wachsen, wie % > 1 gilt,
und danach monoton abnehmen [11].

Die Gegeniiberstellung der empirischen und theoretischen Werte erfolgt in Tabelle [5.2]
Dabei werden neben den absoluten Haufigkeiten auch die relativen Haufigkeiten sowie
die theoretischen Wahrscheinlichkeiten P(X = k) und die daraus resultierenden erwar-
teten Héaufigkeiten Ej beriicksichtigt. Da die Wahrscheinlichkeiten fiir grole Werte von
k sehr klein sind, werden alle Beobachtungen ab k£ > 9 zu einer gemeinsamen Kategorie
zusammengefasst.

Tabelle 5.2: Gegeniiberstellung empirischer und poissonverteilter Torsummen

k abs. Haufigkeit | rel. Haufigkeit | P(X = k) | Ej
0 84 0,0549 0,0433 66
1 173 0,1131 0,1359 208
2 3595 0,2320 0,2134 327
3 313 0,2046 0,2233 342
4 283 0,1850 0,1753 268
) 168 0,1098 0,1101 168
6 91 0,0595 0,0576 88
7 50 0,0327 0,0258 40
8 10 0,0065 0,0101 16
>9 3 0,0020 0,0051 8
Summe 1530 1 1 1530

Ein Vergleich der Werte zeigt, dass sich die theoretischen und empirischen Haufigkeiten
insgesamt sehr dhnlich verhalten, auch wenn die Abweichungen — mit Ausnahme der Tor-
summe von flinf Treffern — wechselweise in beide Richtungen ausfallen. Nichtsdestotrotz
wird das charakteristische Profil der Verteilung — mit einem Maximum im Bereich von
zwei bis drei Toren und einem anschliefenden raschen Abfall — durch das Poisson-Modell
iiberzeugend reproduziert.

In einer idealisierten ,,Poisson-Fufiballwelt“ liefle sich die empirische Verteilung vollstan-
dig durch die Poisson-Verteilung beschreiben. In der Realitéit zeigen sich zwar gewisse
Abweichungen, die etwa auf taktische Einfliisse, Spielsituationen oder Abhéngigkeiten

97



5 Entwicklung eines Prognosemodells fiir Spielausgéinge

im Spielverlauf zuriickgefiihrt werden kénnen, dennoch wird die grundséatzliche Eignung
dieses Ansatzes durch zahlreiche Studien gestiitzt. So zeigen zahlreiche Literaturquellen,
dass die Poisson-Verteilung eine plausible Modellierung der Toranzahl liefert |11} |15,
18, 131} 138, 160, (71} 75, [78]. Auch vergleichende Analysen verschiedener Prognosemodelle
kommen zu dem Ergebnis, dass Poisson-basierte Ansétze eine hohe Vorhersagequalitét
aufweisen und sich nur geringfiigig von komplexeren Modellen unterscheiden. Dabei wird
hervorgehoben, dass die Giite der Vorhersagen weniger von der konkreten Modellwahl
als vielmehr von der Qualitat der zugrunde liegenden Daten abhéngt |27 44]. Ebenso
zeigen Ley et al. [57], dass insbesondere bivariate und unabhéngige Poisson-Modelle zu
den leistungsfdhigsten Ansétzen in der Modellierung von Fufiballergebnissen zéhlen.

Um die beobachtete Ubereinstimmung zwischen der empirischen Verteilung und dem
theoretischen Modell nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ zu beurteilen, bie-
tet sich der Einsatz statistischer Testverfahren an. Insbesondere kann mithilfe des Chi-
Quadrat-Anpassungstests tiberpriift werden, ob die Abweichungen zwischen den beob-
achteten und den erwarteten H&aufigkeiten im Rahmen zufélliger Schwankungen liegen
oder systematische Unterschiede vorliegen. Im folgenden Abschnitt wird daher unter-
sucht, ob die Annahme einer poissonverteilten Torsumme statistisch gerechtfertigt ist.

5.3 Statistische Uberpriifung der Modellgiite

In diesem Abschnitt wird die zuvor visuell motivierte Modellanpassung formal iiberpriift.
Ziel ist es, die Ubereinstimmung zwischen der empirischen Verteilung der Torsummen
und der theoretischen Poisson-Verteilung statistisch zu bewerten. Zu diesem Zweck wird
der Chi-Quadrat-Anpassungstest herangezogen, der eine quantitative Beurteilung der
Abweichungen zwischen beobachteten und erwarteten Haufigkeiten ermdoglicht.

5.3.1 Chi-Quadrat-Anpassungstest fiir aggregierte Daten (fiinf Spielzeiten)

Da fiir die Durchfithrung des Tests bestimmte Voraussetzungen an die erwarteten Héufig-
keiten gestellt werden, ist eine geeignete Klasseneinteilung erforderlich. Vor diesem Hin-
tergrund werden die Torsummen in Tabelle (S. @ in die zehn Klassen £k =10,...,9
eingeteilt, wobei die letzte Klasse k£ > 9 alle Torsummen mit mindestens neun Treffern
zusammenfasst.

1. Signifikanzniveau und Hypothesen: FEs werde das Signifikanzniveau o = 0,05 fest-
gelegt. Die Nullhypothese lautet

Hj : Die Torsumme pro Spiel ist poissonverteilt mit A = 3,14.

Die Alternativhypothese H; besagt, dass die Torsumme nicht dieser Verteilung folgt.
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2. Erwartete Haufigkeiten und Teststatistik: Seien N die beobachteten Héufigkei-
ten und Ej die unter der Nullhypothese erwarteten Haufigkeiten der jeweiligen Klassen
k=0,...,9. Dann gilt

E,=1530-P(X =k)
fir Kk = 0,...,8, wihrend Fg die erwartete Haufigkeit der zusammengefassten Klasse
k > 9 bezeichnet. Die Teststatistik des Chi-Quadrat-Anpassungstests lautet somit

3. Berechnung der Teststatistik: Aus Tabelle [5.2] ergeben sich die beobachteten und
erwarteten Haufigkeiten. Einsetzen liefert

(84 —66)% (173 —208)%2 (355 —327)2 (313 —342)% (283 — 268)2

D=
66 T 208 T 3w T 32 T o

(168 — 168)2 (91 —88)2 (50 —40)2 (10— 16)2 (3 —8)2
T T s a0 e T s

Damit ergibt sich
D =~ 24.47.

4. Freiheitsgrade und Verwerfungsbereich: Die Anzahl der Klassen betriagt j = 10.
Da der Parameter A\ aus den Daten geschétzt wurde, reduziert sich die Anzahl der
Freiheitsgrade um eins und es gilt

j—1—-1=8.
Fiir o = 0,05 ergibt sich der kritische Wert

€0,95:8 ~ 15,51.
Der Verwerfungsbereich lautet daher

V = (15,51; 00).

5. Testentscheidung und Interpretation: Da
D=2447 €V,

wird die Nullhypothese auf dem Signifikanzniveau von 5 % verworfen. Die empirisch be-
obachtete Verteilung der Torsummen iiber die betrachteten fiinf Bundesligasaisons weicht
somit statistisch signifikant von einer Poisson-Verteilung mit A = 3,14 ab. Insbesonde-
re wurde mit einer Sicherheit von mindestens 0,95 gezeigt, dass die Poisson-Verteilung
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mit A = 3,14 die beobachteten Torsummen nicht addquat beschreibt. Die festgestellten
Unterschiede lassen sich folglich nicht allein durch zuféllige Schwankungen erkléren.

Gleichwohl ist dieses Ergebnis im Kontext der bisherigen Analyse differenziert zu be-
trachten. Trotz der statistisch signifikanten Abweichung zeigt die Poisson-Verteilung
eine insgesamt gute Annéherung an die empirische Verteilung. In der Literatur wird zu-
dem vielfach berichtet, dass bei vergleichbaren Untersuchungen die Nullhypothese nicht
verworfen wird und die Poisson-Verteilung auch quantitativ eine zufriedenstellende Ap-
proximation der Torverteilung in Fufiballspielen liefert |15, |72} 87].

5.3.2 Chi-Quadrat-Anpassungstest fiir die Bundesliga-Saison 2025/26

Da im weiteren Verlauf dieser Arbeit ausschlieflich Daten der aktuellen Bundesliga-
Saison herangezogen werden, erscheint es sinnvoll, die Modellgite zusétzlich anhand
dieser spezifischen Datengrundlage zu tberpriifen. Auf diese Weise kann untersucht wer-
den, ob die Poisson-Verteilung zumindest fiir jene Daten, auf denen auch die spétere
Modellierung basiert, statistisch vertretbar ist.

Fiir die aktuelle Bundesliga-Saison 2025/26 wurden bis zum 28. Spieltag insgesamt
n = 252 Spiele betrachtet. Die beobachteten Torsummen lauten:

Nyg =11, Ny =32, Ny=52, N3=54, N;=50, N;=25,
Ne =19, N;=5 Ng=1, Nyg=2, Nyp=1,

woraus sich der empirische Mittelwert x =~ 3,21 ergibt.

1. Signifikanzniveau und Hypothesen: Es wird erneut das Signifikanzniveau o = 0,05
festgelegt. Die Nullhypothese lautet

Hy : Die Torsumme pro Spiel ist poissonverteilt mit A = 3,21.

Die Alternativhypothese Hi besagt, dass die Torsumme nicht dieser Verteilung folgt.

2. Erwartete Haufigkeiten und Teststatistik: Interpretiert man den empirischen Mit-
telwert x =~ 3,21 als Erwartungswert A = 3,21, so kénnen die theoretischen Wahrschein-
lichkeiten der Torsumme pro Spiel der Saison 2025/26 durch

-3,21 | 3 21k
P(X:k:):eT’, k € Ny,

berechnet werden. Seien N, die beobachteten Haufigkeiten und Ej die unter der Null-
hypothese erwarteten Haufigkeiten der jeweiligen Klassen £ = 0,...,7. Dann gilt

Ej, =252 P(X = k)
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fir £k = 0,...,6, wihrend FEr die erwartete Haufigkeit der zusammengefassten Klasse
k > 7 bezeichnet. Zur besseren Ubersicht werden die erwarteten Hiufigkeiten auf ganze
Zahlen gerundet dargestellt:

ko 1 2 3 4 5 6 >7
Np |11 32 52 54 50 25 19 9
10 33 52 56 45 29 15 11

Es ergeben sich somit die acht Klassen & = 0,...,7, wobei die letzte Klasse k = 7 alle
Torsummen mit mindestens sieben Treffern umfasst. Damit lautet die Teststatistik

DZ

A@'_AEk

3. Berechnung der Teststatistik: Einsetzen der beobachteten und erwarteten Héufig-
keiten liefert

(11 — 10)? N (32 — 33)2 N (52 — 52)2 N (54 — 56)2

D=
10 33 52 56
50 —45)2 (25 —29)2  (19—15)2 (9 —11)?
L (B0—45)? (25-202  (19-15)° (911
45 29 15 11
Damit ergibt sich
D~ 2,74.

4. Freiheitsgrade und Verwerfungsbereich: Die Anzahl der Klassen betrigt j = 8.
Da der Parameter A\ aus den Daten geschétzt wurde, reduziert sich die Anzahl der
Freiheitsgrade um eins. Somit gilt

j—1—-1=6.

Fiir das Signifikanzniveau o = 0,05 ergibt sich der kritische Wert
C0.05:6 ~ 12,59.

Der Verwerfungsbereich lautet daher

V = (12,59; ).

5. Testentscheidung und Interpretation: Da
D=~274¢V,

wird die Nullhypothese auf dem Signifikanzniveau von 5 % nicht verworfen. Die beobach-
teten Torsummen der aktuellen Bundesliga-Saison 2025/26 sind somit mit einer Poisson-
Verteilung mit Parameter A = 3,21 vereinbar. Insbesondere sprechen die vorliegenden
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Daten mit einer Sicherheit von mindestens 0,95 nicht gegen die Poisson-Verteilung mit
A = 3,21. Die Abweichungen zwischen empirischen und theoretischen Haufigkeiten kon-
nen in diesem Fall als zuféllige Schwankungen interpretiert werden.

Dieses Ergebnis stiitzt die weitere Verwendung der Poisson-Verteilung im Rahmen der
vorliegenden Arbeit zusétzlich. Wahrend die Langzeitbetrachtung iiber fiinf Spielzeiten
hinweg noch auf statistisch signifikante Abweichungen hinweist, zeigt sich fiir die aktuelle
Saison — und damit gerade fiir jene Datenbasis, auf der die spateren Modellierungen
beruhen — eine gute quantitative Ubereinstimmung zwischen empirischer Torverteilung
und Poisson-Modell.

5.4 Modellierung von Teamstarken anhand geeigneter
Leistungsindikatoren

Aufbauend auf der statistischen Uberpriifung der Poisson-Verteilung stellt sich im néichs-
ten Schritt die Frage, welche Leistungsindikatoren geeignet sind, um die Spielstéirke von
Teams im Rahmen eines Modells adédquat zu erfassen. Moderne Datenanalysen im Fuf3-
ball ermdglichen eine detaillierte Auswertung von Spielen unter Einsatz umfangreicher
technischer Verfahren. Die dabei gewonnenen Daten erdffnen vielfaltige Anwendungs-
moglichkeiten. Im vorliegenden Kontext steht insbesondere die Prognose zukiinftiger
Spielergebnisse im Fokus. Dieser Prozess lésst sich konzeptionell in zwei Schritte glie-
dern: Zunéchst werden aus vergangenen Spielen geeignete Informationen extrahiert, um
die Leistungsstarke der Teams moglichst prézise zu approximieren. Darauf aufbauend
werden unter Verwendung dieser modellierten Teamstéirken Vorhersagen iiber zukiinfti-
ge Spielausgénge getroffen. Aufgrund der vor dem Spiel nur begrenzt verfiigbaren Infor-
mationen ist die Einschéitzung der Leistungsstirke der beteiligten Teams zwangslaufig
mit Unsicherheiten behaftet, die jedoch durch eine geeignete Auswahl und Optimierung
der verwendeten Daten reduziert werden konnen. Dabei ist von besonderem Interesse,
welche Kenngrofien einen mafigeblichen Einfluss auf die zugrunde liegende Zielgrofie und
damit auf die Prognose des sportlichen Erfolgs haben [38|.

Da Fuf3ballspiele durch Tore entschieden werden, bietet es sich an, zunédchst die Wahr-
scheinlichkeiten fiir erzielte Tore sowie fiir erhaltene Gegentore eines Teams zu model-
lieren. Aus den Torstatistiken der deutschen Bundesliga geht beispielsweise hervor, dass
die TSG Hoffenheim nach den ersten 29 Spieltagen der Saison 2025/26 insgesamt 57
Tore erzielt hat [20]. Dies entspricht einem arithmetischen Mittel von

57
T = 29 ~ 1,97
Toren pro Spiel. Sei X die Zufallsvariable, die die Anzahl der von Hoffenheim in ei-
nem Spiel erzielten Tore beschreibt. Unter der Annahme einer Poisson-Verteilung gilt
X ~ P(1,97), sodass sich die Wahrscheinlichkeiten durch
e 197 197"

P(X=k)=——3"—, ke,
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berechnen lassen.

Beispielhaft ergeben sich folgende Werte:

P(X =0)~0,1395, P(X =1)~0,2747,
2) ~ 0,2706, P(X =3) ~ 0,1778.

Daraus folgt insbesondere:

3
P(X <3)=) P(X =k)~ 08626,
k=0

3
P(X >3)=1-) P(X =k)~0,1374.
k=0

Die Ergebnisse zeigen, dass Hoffenheim mit hoher Wahrscheinlichkeit zwischen null und

drei Tore pro Spiel erzielt, wobei ein oder zwei Treffer die wahrscheinlichsten Auspra-

gungen darstellen. Héhere Torausbeuten treten hingegen vergleichsweise selten auf. Ein

Vergleich mit den empirischen Daten bestétigt die Plausibilitdt der Modellierung: In 25

der 29 betrachteten Spiele wurden hochstens drei Tore erzielt. Dies entspricht einem
25

Anteil von 55 ~ 86,21 % und stimmt somit sehr gut mit dem theoretisch bestimmten

Wert tiberein.

Analog lésst sich die Anzahl der Gegentore modellieren. In den ersten 29 Spieltagen
kassierte Hoffenheim insgesamt 43 Gegentore, was einem Mittelwert von

43
j= — ~ 148
y=55~1L

pro Spiel entspricht. Sei Y die Zufallsvariable fiir die Anzahl der Gegentore. Unter der
Annahme Y ~ P(1,48) gilt:

—1,48 | 1 48k
P(Y:k:):eT’, k € N.

Beispielhaft erhélt man:

P(Y =0)~ 02276, P(Y =1)~0,3368, P(Y =2)~ 0,2492.

Fiir aggregierte Wahrscheinlichkeiten ergibt sich:

2
P(Y £2)=> P(Y =k) ~ 08136,
k=0

2
PY >2)=1-) P(Y =k)~ 0,1864.
k=0
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Auch hier dominieren geringe Gegentoranzahlen, wahrend Spiele mit vielen kassierten
Treffern deutlich seltener auftreten. In den betrachteten 29 Spielen lag der Anteil der
Spiele mit hochstens zwei Gegentoren bei % ~ 86,21 % und damit ebenfalls nahe am
theoretischen Wert. Insgesamt liefert die Poisson-Verteilung somit sowohl fiir die erzielten
Tore als auch fiir die erhaltenen Gegentore eine plausible Beschreibung der zugrunde
liegenden Verteilungen.

Der zuvor dargestellte Ansatz ist zwar intuitiv und liefert eine erste plausible Beschrei-
bung der Torverteilungen, sto8t jedoch bei der konkreten Prognose eines Spiels zwischen
zwei Teams an seine Grenzen. Die Modellierung der erzielten Tore und der kassierten
Gegentore mittels separater Poisson-Verteilungen ermoglicht zunéchst eine getrennte
Betrachtung offensiver und defensiver Aspekte und damit eine erste Annéherung an die
zugrunde liegende Spielstérke. Eine solche isolierte Betrachtung greift jedoch im Kontext
eines FuBlballspiels zu kurz, da die Leistung zweier Teams stets in direkter Wechselwir-
kung steht. Die Anzahl der erzielten Tore eines Teams héngt nicht ausschlieSlich von
dessen Offensivstirke ab, sondern wird zugleich mafigeblich durch die Defensivqualitét
des Gegners beeinflusst. Entsprechend gilt dies auch umgekehrt fiir die kassierten Ge-
gentore. Diese wechselseitige Abhangigkeit verdeutlicht, dass eine getrennte Analyse von
Toren und Gegentoren die tatsichliche Leistungsfihigkeit eines Teams nur unvollsténdig
abbildet. Vielmehr entsteht das Spielergebnis aus dem Zusammenspiel beider Kompo-
nenten, sodass eine integrierte Betrachtung erforderlich erscheint.

5.4.1 Die Tordifferenz als MaBB der Teamstarke

Da im Rahmen des Poisson-Modells pro Team lediglich ein Parameter zur Verfiigung
steht, ist es sinnvoll, offensive und defensive Aspekte in einer gemeinsamen Kenngro-
Be zu biindeln. Auch in der einschligigen Literatur wird betont, dass zur adaquaten
Beschreibung der Spielstdrke sowohl erzielte als auch kassierte Tore gemeinsam bertick-
sichtigt werden sollten. Eine naheliegende Wahl stellt die Tordifferenz dar, da sie beide
Komponenten in kompakter Form vereint und somit eine aussagekraftige Charakterisie-
rung der Teamleistung ermoglicht [18]. Empirische Untersuchungen zeigen zudem, dass
die Offensive und Defensive eines Teams in etwa gleich stark zum Erfolg beitragen, da
sowohl die Anzahl der erzielten Tore als auch die der kassierten Gegentore eine ver-
gleichbare Korrelation mit der Tordifferenz aufweisen [36]. Die Tordifferenz kann somit
als geeignete aggregierte Grofle interpretiert werden, in der offensive und defensive Ein-
flussfaktoren gleichgewichtig beriicksichtigt sind. Dariiber hinaus ist sie unmittelbar mit
dem sportlichen Erfolg verkniipft, da eine positive Tordifferenz eine notwendige Vor-
aussetzung fiir einen Sieg darstellt. Im Folgenden wird die Tordifferenz daher als Mafl
fiir die Leistungsstirke eines Teams verwendet. Ziel ist es, jene Leistungsindikatoren zu
identifizieren, die diese Grofle moglichst prazise prognostizieren kénnen. Hierzu wird im
ndchsten Schritt auf Methoden der Korrelationsanalyse zuriickgegriffen.

Ein zentrales Instrument stellt dabei der Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson
dar, der die Stdrke und Richtung des linearen Zusammenhangs zwischen zwei Zufalls-
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variablen misst. Nach Behrends (8] ist der empirische Korrelationskoeffizient fir zwei
GroBen X und Y definiert durch

i1 (@i — T)(yi — )
Vit (zi =27 X i — )

wobei vorausgesetzt wird, dass nicht alle z; = ¥ und nicht alle y; = y gelten. Der Kor-
relationskoeffizient nimmt Werte im Intervall [—1, 1] an. Dabei steht rxy = 1 fiir einen
perfekten positiven linearen Zusammenhang, rxy = —1 fiir einen perfekten negativen
Zusammenhang und rxy = 0 fiir das Fehlen eines linearen Zusammenhangs; in letzterem
Fall bezeichnet man die Variablen als unkorreliert [48].

Xy =

Im Kontext der vorliegenden Untersuchung dient der Korrelationskoeffizient dazu, den
Zusammenhang zwischen einer Kenngroéfie und der Tordifferenz als Zielgréfie zu ana-
lysieren. Auf diese Weise ldsst sich beurteilen, inwieweit einzelne Leistungsindikatoren
zur Modellierung der Leistungsstérke und damit zur Vorhersage zukiinftiger Spielergeb-
nisse geeignet sind. Damit kann ein systematischer Vergleich verschiedener potenzieller
EinflussgroBen hinsichtlich ihrer Prognosekraft angestellt werden. Eine hohe Prognose-
qualitdt dufert sich dabei in einer starken Korrelation zwischen dem Mittelwert der
betrachteten Kenngrofle in der ersten Saisonhélfte und der mittleren Tordifferenz in der
zweiten Saisonhélfte [3§].

Empirische Untersuchungen zeigen, dass die Tordifferenz selbst bereits eine hohe Pro-
gnosegiite aufweist. Insbesondere besitzt die Tordifferenz der ersten Saisonhélfte eine
hohere Korrelation mit der Tordifferenz der zweiten Saisonhélfte als alternative Indika-
toren wie die reine Anzahl erzielter Tore oder die Punkteausbeute [36]. Dartiber hinaus
lasst sich feststellen, dass die Leistungsstirke eines Teams, gemessen tUber die Tordiffe-
renz, innerhalb einer Saison vergleichsweise stabil ist und sich nicht systematisch ver-
dndert, wahrend iiber mehrere Spielzeiten hinweg deutlich grofiere Schwankungen auf-
treten konnen [27]. Verdnderungen der Teamstérke erfolgen dabei iiberwiegend in der
Sommerpause und deutlich seltener wiahrend der laufenden Saison oder in der Winter-
pause. Langfristige Analysen verdeutlichen zudem, dass die Korrelation der Teamstarken
mit zunehmendem zeitlichen Abstand zwischen den betrachteten Saisons zwar abnimmt,
dieser Riickgang jedoch vergleichsweise langsam erfolgt. Selbst {iber mehrere Jahrzehnte
hinweg bleibt eine positive Korrelation bestehen, was darauf hindeutet, dass strukturelle
Faktoren wie wirtschaftliche Ressourcen und institutionelle Rahmenbedingungen einen
nachhaltigen Einfluss auf die sportliche Leistungsfiahigkeit von Teams ausiiben. Inner-
halb einer Saison nimmt der Informationsgehalt der beobachteten Daten im Zeitverlauf
weiter zu, sodass Schiatzungen der Teamstédrke mit fortschreitender Spieldauer préziser
werden. Gleichzeitig bleibt die geschétzte Leistungsstiarke im Saisonverlauf relativ stabil,
da der Bereich plausibler Werte bereits durch Vorinformationen wie Kaderqualitdt oder
Marktwert eingeschréankt ist. Insgesamt erweist sich die Tordifferenz somit sowohl kurz-
als auch mittelfristig als eine stabile und informationsreiche Gréle zur Beschreibung der
Leistungsstérke eines Teams [306].

In der Literatur wird in diesem Zusammenhang gezeigt, dass neben der Tordifferenz auch
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differenziertere Kenngroflen eine hohere Prognosekraft aufweisen konnen. Insbesondere
ergibt eine Korrelationsanalyse von Heuer [36], dass die Differenz der Torchancen in der
ersten Saisonhélfte stirker mit der Tordifferenz in der zweiten Saisonhélfte korreliert
als die Tordifferenz selbst. Dariiber hinaus wird diese Kenngrofie weiter verfeinert, in-
dem die Effizienz der Chancenverwertung beriicksichtigt wird. Die daraus resultierende
sogenannte effektive Torchancendifferenz, bei der ein Faktor zur durchschnittlichen Ver-
wertungsquote integriert wird, erzielt im Vergleich die hochste Korrelation und weist
somit die grofite Prognosekraft auf.

Diese Ergebnisse legen nahe, dass Kenngrofien, die tiber reine Torstatistiken hinausgehen
und die Qualitat von Torchancen berticksichtigen, einen zusétzlichen Informationsgehalt
fiir die Modellierung der Leistungsstirke besitzen. Daraus ergibt sich die Fragestellung,
inwiefern derartige erweiterte Leistungsmetriken zur Verbesserung der Modellgiite bei-
tragen konnen. Vor diesem Hintergrund riicken insbesondere moderne sportanalytische
Kennzahlen in den Fokus, die auf umfangreichen Datenerhebungen basieren und eine
differenziertere Bewertung von Spielsituationen ermdéglichen. Ein zentrales Beispiel hier-
fiir ist der Expected-Goals-Wert (xG), der die Qualitat von Torchancen quantifiziert und
damit eine verfeinerte Beschreibung der Teamleistung erlaubt. Auf diese Kenngréfie wird
im folgenden Abschnitt detailliert eingegangen.

5.4.2 Integration von sportanalytischen Metriken als Modellgrundlage

Im Zuge der zunehmenden Digitalisierung und Verfiigharkeit umfangreicher Spieldaten
haben sich im Fufiball neue analytische Kennzahlen etabliert, die iiber klassische Ergeb-
nisstatistiken hinausgehen. Grofle Datenanbieter wie Opta erfassen fiir jedes Spiel eine
Vielzahl an Ereignissen, insbesondere auch sdmtliche Torabschliisse. Diese werden hin-
sichtlich ihrer Qualitidt bewertet, indem jedem Schuss eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet
wird, mit der er zu einem Torerfolg fiithrt [74].

Der sogenannte Expected-Goals-Wert (xG) stellt in diesem Zusammenhang ein pro-
babilistisches Mafl zur Bewertung von Torchancen dar. Er gibt die Wahrscheinlichkeit
an, mit der ein bestimmter Abschluss zu einem Tor fiihrt, basierend auf historischen
Daten vergleichbarer Spielsituationen. Formal nimmt xG Werte im Intervall [0,1] an,
wobei beispielsweise ein Wert von 0,1 bedeutet, dass ein entsprechender Abschluss im
Mittel in 10 % der Falle erfolgreich ist. Die Berechnung erfolgt mithilfe statistischer be-
ziehungsweise maschineller Lernverfahren, die auf umfangreichen Datensétzen trainiert
werden [93]. Dabei werden verschiedene Einflussfaktoren berticksichtigt, die die Quali-
tat einer Torchance mafigeblich bestimmen. Hierzu zdhlen insbesondere die Distanz und
der Winkel zum Tor, die Position des Torhiiters, das Sichtfeld sowie der Defensivdruck,
die Art des Abschlusses und die konkrete Spielsituation [62]. Durch die Kombination
dieser Variablen wird fiir jede Abschlusssituation eine individuelle Torwahrscheinlichkeit
geschétzt.

Ein wesentlicher Vorteil des xG-Ansatzes liegt darin, dass nicht lediglich die Anzahl der
erzielten Tore betrachtet wird, sondern die Qualitdt der herausgespielten Chancen in die
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Analyse einflieit. Da der Fufiball von vergleichsweise wenigen Torereignissen lebt und
Ergebnisse daher stidrkeren Zufallsschwankungen unterliegen, erlaubt die Betrachtung
von Torchancen eine robustere Bewertung der Teamleistung [61]. In diesem Sinne tra-
gen Expected-Goals zu einer objektiveren Einschétzung der Spielstirke bei, indem sie
die zugrunde liegende Spielweise eines Teams besser abbilden als rein ergebnisbasierte
Kennzahlen [62].

Auch empirische Studien unterstreichen die hohe Aussagekraft von xG-basierten Metri-
ken. So zeigt Heuer [37], dass sowohl Torchancen als auch Expected-Goals im Vergleich
zur tatsdchlichen Toranzahl einen hoheren Informationsgehalt besitzen, was insbesonde-
re auf die geringere Bedeutung zufélliger Einfliisse zuriickzufiihren ist. Dariiber hinaus
weisen Expected-Goals eine iiberlegene Prognosekraft fiir zukiinftige Spielergebnisse auf
und ermoglichen eine genauere Vorhersage des sportlichen Erfolgs im Vergleich zu tra-
ditionellen Kennzahlen [61]. Die Eignung von xG-Daten zur Modellierung und Prognose
von Spielergebnissen wird zudem durch verschiedene modellbasierte Ansétze bestétigt.
So zeigen Eggels et al. [23], dass auf xG-Daten basierende probabilistische Modelle ei-
ne gute Kalibrierung von Ergebniswahrscheinlichkeiten erreichen. Auch Erweiterungen
klassischer Poisson-Modelle durch die Integration von xG-Werten fiihren zu leicht ver-
besserten Vorhersageergebnissen im Vergleich zu Modellen, die ausschliellich auf Torsta-
tistiken beruhen [86]. Weitere Untersuchungen belegen, dass Modelle, die auf xG-Daten
basieren und zusétzliche Faktoren wie den Heimvorteil beriicksichtigen, eine hohe Pro-
gnosegite aufweisen und sogar praktische Anwendungen im Bereich von Wettstrategien
ermoglichen [71]. Schlieflich zeigen auch empirische Analysen auf aggregierter Ebene,
dass Expected-Goals zur Vorhersage langfristiger Erfolgsgrofien geeignet sind. So konn-
te etwa in einer Untersuchung zur englischen Premier League gezeigt werden, dass ein
Grofiteil der Mannschaften anhand ihrer xG-Werte mit hoher Genauigkeit hinsichtlich
ihrer Endplatzierung prognostiziert werden kann [62].

Insgesamt verdeutlichen diese Ergebnisse, dass Expected-Goals eine zentrale und leis-
tungsfihige Kenngrofle zur Beschreibung der Teamstérke darstellen. Dies legt nahe, die
Prognosekraft der Tordifferenz und des xG-Wertes systematisch miteinander zu ver-
gleichen. Zu diesem Zweck wird die Expected-Goals-Differenz (xGD) als Differenz aus
Expected-Goals (xG) und Expected-Goals-Against (xGA) gebildet. AnschlieBend wird
die Korrelation zwischen dieser Kenngrofle in der ersten Saisonhélfte und der Tordif-
ferenz als Maf} der Leistungsstédrke in der zweiten Saisonhélfte anhand der aktuellen
Bundesliga-Saison bestimmt. Zum Vergleich wird analog die Korrelation zwischen der
Tordifferenz der ersten und der zweiten Saisonhélfte berechnet. Auf diese Weise ldsst sich
beurteilen, welche der beiden Kenngrofien eine bessere Vorhersagequalitiat im Hinblick
auf die zukiinftige Leistungsstéirke eines Teams aufweist.

Die zugrunde liegenden Daten wurden den offiziellen Statistiken der Bundesliga sowie
xG-basierten Auswertungen entnommen |20} 91]. Betrachtet werden die ersten 17 Spielta-
ge der ersten Saisonhélfte sowie die Spieltage 18 bis 29 der zweiten Saisonhélfte. Da die
betrachteten Saisonabschnitte unterschiedlich viele Spiele umfassen, werden sdmtliche
Groflen auf Mittelwerte pro Spiel normiert. Diese lineare Transformation beeinflusst den
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Korrelationskoeflizienten nicht, gewéhrleistet jedoch eine bessere Vergleichbarkeit. Zur
besseren Ubersicht werden die mittlere Tordifferenz der ersten Saisonhélfte mit TDy, die
mittlere Expected-Goals-Differenz mit xGD; sowie die mittlere Tordifferenz der zweiten
Saisonhilfte mit TDy bezeichnet. Die entsprechenden Werte sind in der nachfolgenden
Tabelle [5.3] dargestellt.

Tabelle 5.3: Gegeniiberstellung der Tordifferenz und Expected-Goals-Differenz der ersten
Saisonhélfte mit der Tordifferenz der zweiten Saisonhélfte

Team TD; | xGD; | TD»
Bayern 3,12 | 2,26 | 2,08
Dortmund 1,00 | 0,65 1,17
Hoffenheim | 0,88 | 0,35 | -0,08
Leipzig 0,76 | 0,59 | 0,58
Leverkusen | 0,65 | 0,68 | 0,75
Stuttgart 0,41 | 0,39 | 1,25
Frankfurt -0,06 | 0,01 | 0,08
Freiburg -0,12 | 0,05 | -0,25
Union -0,18 | 0,17 | -1,17
M’gladbach | -0,35 | -0,23 | -0,67
Wolfsburg -0,65 | -0,41 | -1,25

Koéln -0,24 | -0,30 | -0,25
Bremen -0,88 | -0,66 | -0,42
HSV -0,65 | -0,40 | -0,17
Augsburg -0,88 | -0,74 | -0,17
St. Pauli -0,82 | -0,99 | -0,92
Mainz -0,71 | -0,67 | 0,25

Heidenheim | -1,29 | -0,87 | -0,83

Auf Basis dieser Daten wird der Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson zwischen
den jeweiligen Kenngroflen der ersten Saisonhélfte und der Tordifferenz der zweiten Sai-
sonhélfte berechnet. Dabei werden die 18 Teams als Beobachtungseinheiten aufgefasst.
Zur Veranschaulichung der Berechnung wird exemplarisch ein Summand des Zéahlers
betrachtet. Fiir den FC Bayern Miinchen ergeben sich aus Tabelle [5.3] die Werte

r1 = 3,12, y1 = 2,08.

Fir die Mittelwerte gilt aufgrund der Struktur der Tordifferenzen
Zrp, =0, yrD, = 0.

Damit vereinfacht sich der Beitrag dieses Teams im Zahler zu

(i —2)(yi — Y) = i - Ys-
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Analog werden fiir alle 18 Teams die entsprechenden Produkte berechnet und aufsum-
miert. Der Nenner wird durch die quadrierten Abweichungen der jeweiligen Variablen
bestimmt. Insgesamt erhélt man damit den Korrelationskoeffizienten geméafl

21— 3)(yi — §)

rxXy = .
VEB (@i - )2 S (4 - 9)?

Fir die Expected-Goals-Differenz ergibt sich aufgrund von Rundungsabweichungen ein
leicht von Null abweichender Mittelwert von

jXGDl ~ _0712a

wobei diese Abweichung keinen wesentlichen Einfluss auf das Ergebnis der Korrelations-
analyse hat. Fir die vorliegenden Daten ergeben sich die folgenden Korrelationskoeffizi-
enten:

rﬁl 7ﬁ2 ~ 0,75,

’f‘iXGDl TDo =~ 0,84

Der Vergleich dieser Werte zeigt, dass die Expected-Goals-Differenz der ersten Saison-
hélfte eine hohere Korrelation mit der Tordifferenz der zweiten Saisonhélfte aufweist
als die Tordifferenz selbst. Dies deutet darauf hin, dass die Beriicksichtigung der Qua-
litdt von Torchancen zu einer verbesserten Prognose der zukiinftigen Leistungsstirke
eines Teams fiihrt. Die Ergebnisse stehen damit im Einklang mit den in der Literatur
beschriebenen Befunden, wonach xG-basierte Kennzahlen einen héheren Informationsge-
halt besitzen und zuféllige Schwankungen in den tatsdchlichen Torergebnissen teilweise
ausgleichen kénnen. Gleichzeitig zeigt die weiterhin vergleichsweise hohe Korrelation der
Tordifferenz, dass auch diese Kenngrofle eine solide Grundlage zur Beschreibung der
Teamstéarke darstellt.

Insgesamt sprechen die Ergebnisse dafiir, xG-basierte GroBen in die weitere Modellierung
einzubeziehen, da sie einen zusétzlichen Informationsgewinn liefern und die Prognosegii-
te gegeniiber rein torbasierten Kennzahlen verbessern. Es ist jedoch zu beachten, dass
die vorliegende Analyse auf einer einzelnen Saison sowie einer vergleichsweise kleinen
Stichprobe von 18 Teams basiert. Die Ergebnisse sollten daher mit entsprechender Vor-
sicht interpretiert werden und bediirfen zur weiteren Absicherung einer Untersuchung
iiber mehrere Spielzeiten hinweg.

5.5 In fiinf Schritten zur Spielvorhersage

In diesem Kapitel wird das entwickelte Prognosemodell exemplarisch auf ein konkre-
tes Bundesligaspiel angewendet. Das Vorgehen erfolgt in zwei Schritten: Zunéchst wer-
den auf Basis vergangener Spieldaten sowie daraus abgeleiteter sportanalytischer Kenn-
zahlen geeignete Groflien erhoben, aus denen modellrelevante Parameter zur Beschrei-
bung der Spielstiarke bestimmt werden. Anschliefend werden diese in ein Poisson-Modell
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iiberfithrt, um Wahrscheinlichkeiten fiir konkrete Spielausgéinge zu berechnen. Im Mit-
telpunkt stehen dabei xG-basierte Kenngréflen, da im vorangehenden Kapitel bereits
begriindet wurde, dass sie im Vergleich zu rein torbasierten Grofien einen hoheren Infor-
mationsgehalt fiir die Modellierung der Teamstédrke besitzen. Fiir das hier verwendete,
bewusst kompakt gehaltene Modell werden die Expected-Goals-Differenz, die Expected-
Goals-Summe sowie der Heimvorteil als zentrale Einflussgréfien berticksichtigt. Ziel ist es,
eine nachvollziehbare und zugleich hinreichend realitdtsnahe Modellstruktur zu erhalten,
die wesentliche leistungsrelevante Aspekte des Fufiballspiels abbildet.

Zur Veranschaulichung des Prognoseverfahrens wird die Begegnung zwischen der TSG
Hoffenheim (Team A) und Borussia Dortmund (Team B) aus der 30. Runde der Bundes-
liga-Saison 2025/26 betrachtet. Die verwendeten Daten stammen von der offiziellen
Bundesliga-Website sowie von Plattformen mit sportanalytischen Kennzahlen [20] 64,
67, 91]. Eine zeitliche Gewichtung der erhobenen Kennzahlen wird in diesem vereinfach-
ten Modell nicht vorgenommen. Dies erscheint im vorliegenden Kontext vertretbar, da
Fischer und Heuer [27] keinen signifikanten Unterschied zwischen gleichgewichteten und
stirker auf jlingere Spiele fokussierten Auswertungen feststellt, sofern ausschliellich Da-
ten aus der aktuellen Saison betrachtet werden. Das gewéhlte Vorgehen orientiert sich
dabei an dem Prognosemodell von Heuer [36].

Schritt 1: Expected-Goals-Summe

Im ersten Schritt wird die fiir das Spiel zu erwartende xG-Gesamtsumme bestimmt. In
Anlehnung an Heuer et al. [39] wird diese durch

2GSAB =2GSA +2GSp — 2GS

modelliert. Dabei bezeichnet xGS4 p die erwartete xG-Summe des konkreten Spiels,
2GS 4 und zGSp die mittleren xG-Summen pro Spiel der beiden Teams und zGS die
durchschnittliche xG-Summe eines Bundesligaspiels.

Fir Hoffenheim ergeben sich nach 29 Spieltagen ein xG-Wert von 47,01 und ein xGA-
Wert von 44,99. Daraus folgt

- 47,01 + 44
2GSy = 47,01 + 44,99 ~ 3,1724.
29
Fir Dortmund mit G = 54,63 und G A = 32,87 erhilt man analog
2GSy = %932’87 ~ 30172,

Insgesamt wurden in den ersten 29 Runden 261 Bundesligaspiele ausgetragen, wobei sich
ein kumulierter xG-Wert aller Teams von 803,71 ergibt. Somit gilt

—— 803,71
zGS = ’

~ 3,0793.

Damit folgt fiir die zu erwartende xG-Summe des Spiels Hoffenheim gegen Dortmund

xGSy.p =~ 3,1724 43,0172 — 3,0793 = 3,1103.
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Schritt 2: Expected-Goals-Differenz

Zur Aufteilung dieser Gesamtsumme auf die beiden Teams wird im néchsten Schritt die
xG-Differenz herangezogen. In Anlehnung an Heuer [36] wird sie durch

2GDap=2GDy —2GDp

bestimmt. Dabei stehen *GD 4 und G Dp fiir die mittlere xG-Differenz pro Spiel der
beiden Teams. Fiir Hoffenheim ergibt sich mit xG = 47,01 und *GA = 44,99

47,01 — 44,99
2GDjy = ————— =~ 0,0697.
29
Fiir Dortmund erhélt man mit *G = 54,63 und G A = 32,87
— 54,63 — 32,87
xGDpg = # ~ 0,7503.

Somit folgt
xGD 4 g ~ 0,0697 — 0,7503 = —0,6806.

Die negative xG-Differenz zeigt, dass Borussia Dortmund im direkten Vergleich eine
hohere Spielstirke aufweist. Konkret bedeutet dieser Wert, dass im Mittel ein Vorteil
von etwa 0,68 erwarteten Toren zugunsten von Borussia Dortmund gegeniiber den Gast-
gebern besteht, sofern keine weiteren Einflussfaktoren berticksichtigt werden. Mit dem
Gastgeber ist zugleich ein weiterer modellrelevanter Faktor angesprochen, der diese Ein-
schatzung relativieren kann. Im Kapitel wurde das Phdnomen des Heimvorteils be-
reits eingefiihrt, welches im Folgenden in das Prognosemodell integriert wird.

Schritt 3: Heimvorteil

Da Hoffenheim im betrachteten Spiel Heimrecht besitzt, wird nun der Heimvorteil quan-
tifiziert. In Anlehnung an Heuer und Rubner [40] wird dieser durch

cHV = mHeim - @Auswérts

erfasst. Dabei bezeichnen £G Dyeim und G D puswirts die mittleren xG-Differenzen Hof-
fenheims in Heim- bzw. Auswaértsspielen. In den bisherigen 29 Saisonspielen absolvierte
Hoffenheim 14 Heim- und 15 Auswértsspiele. In Heimspielen lagen der mittlere xG-Wert
bei 1,87 und der mittlere xGA-Wert bei 1,30, woraus

G Deim = 1,87 — 1,30 = 0,57

folgt. Auswérts ergeben sich ein mittlerer xG-Wert von 1,40 und ein mittlerer xGA-Wert
von 1,50, also
G D puswirts = 1,40 — 1,50 = —0,10.

Damit erhalt man fiir den Heimvorteil Hoffenheims

2HV = 0,57 — (—0,10) = 0,67.
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Der resultierende Heimvorteil von zHV = 0,67 bedeutet, dass Hoffenheim in Heim-
spielen im Durchschnitt eine um 0,67 héhere Expected-Goals-Differenz aufweist als in
Auswartsspielen. Da sich dieser Effekt im Modell symmetrisch auf beide Teams auswir-
ken soll, wird die Héalfte des berechneten Wertes, also O’S T = 0,335, der zuvor bestimmten

xG-Differenz zugeschlagen. Dadurch ergibt sich die heimvorteilsbereinigte xG-Differenz

HV
2GDY = 3GDap + -

~ —0,6806 + 0,335 = —0,3456.

Durch die Beriicksichtigung des Heimvorteils reduziert sich der zuvor bestehende Vorteil
von Borussia Dortmund deutlich, bleibt jedoch weiterhin bestehen.

Schritt 4: Modellparameter

Die zuvor berechnete xG-Summe xGS4 g und die angepasste xG-Differenz 2GD’) g er-
moglichen nun die Ableitung der erwarteten Toranzahlen beim Aufeinandertreffen der
beiden Teams. Unter der Annahme zweier gleich starker Mannschaften wiirde die xG-
Summe zunéchst gleichméfig auf beide Teams verteilt, also zu

tGSap  3,1103
2 2

= 1,55515.

Unter Beriicksichtigung der xG-Differenz folgt daraus:

GS xGD", —0,3456
Ay = rGOA B + AB 1,55515 + ——— = 1,38235,
2 2 2
GS xGD —0,3456
Ap =2 21“73 - 2“73 ~ 155515 — ——— = 1,72795.

Die Werte A4 und Ap entsprechen den erwarteten Toranzahlen der beiden Teams im
betrachteten Spiel. Dies bedeutet, dass Hoffenheim unter identischen Bedingungen im
Mittel etwa 1,38 Tore erzielen wiirde, wahrend fiir Borussia Dortmund ein Erwartungs-
wert von etwa 1,73 Toren resultiert. Interpretativ ldsst sich dies so verstehen, dass bei
einer groen Anzahl hypothetischer Wiederholungen dieser Begegnung die durchschnitt-
liche Toranzahl der beiden Teams gegen diese Werte konvergieren wiirde.

Im Folgenden werden diese beiden Grofien als Modellparameter der Poisson-Verteilungen
verwendet. Mit A sei die Zufallsvariable fiir die Anzahl der von Hoffenheim erzielten Tore
und mit B jene fiir die Tore Dortmunds bezeichnet. Dann gilt:

N eM o 1,38235ka . 71,3823

ka € Ny,
NP ete 172795k L mLT2T0

P(B = k) kp! kp! :

kp € Np.
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Da die Unabhéngigkeitsannahme im vorangegangenen Kapitel [5.1.2] bereits fachlich be-
griindet wurde, konnen die beiden Einzelwahrscheinlichkeiten multipliziert werden. Fiir
einen konkreten Endstand k4 : kg erhilt man somit allgemein

P(A=ky,B=kp)=P(A=ky) - P(B=kp)
und im vorliegenden Modell

1,38235k4 . ¢—1,38235 1 79795k . ¢—1,72795
kA! kB! ’

P(A=ky,B=kp)=

Schritt 5: Wahrscheinlichkeiten konkreter Spielausgiange

Auf Basis der Modellparameter lassen sich zunéchst die Einzelwahrscheinlichkeiten fiir
die Toranzahlen beider Teams bestimmen. Fiir Hoffenheim ergeben sich:

P(A=0)=0,2510, P(A=1)=0,3470, P(A =2)~0,2398,

4) ~ 0,0382, P(A =5) ~0,0106,

P(A =6) =~ 0,0024, P(A =T7) = 0,0005, P(A > 8) =~ 0,0001.
Fir Dortmund erhélt man:

P(B=0)~0,1776, P(B =1) ~0,3070, P(B =2) ~0,2652,

P(B = 3) = 0,1528, P(B = 4) =~ 0,0660, P(B =5) =~ 0,0228,

P(B = 6) ~ 0,0066, P(B =17)~0,0016, P(B > 8) ~ 0,0004.

Die Verteilungen der Einzelwahrscheinlichkeiten zeigen, dass fiir beide Teams insbeson-
dere geringe Trefferzahlen die héchste Eintrittswahrscheinlichkeit besitzen. Fiir Hoffen-
heim ist mit P(A = 1) ~ 0,3470 ein einzelner Treffer am wahrscheinlichsten, gefolgt von
keinem Tor mit P(A = 0) ~ 0,2510. Fiir Borussia Dortmund stellt ebenfalls ein Tor mit
P(B =1) =~ 0,3070 die wahrscheinlichste Auspragung dar, gefolgt von zwei Treffern mit
P(B =2) =~ 0,2652.

Auftillig ist, dass sich die Wahrscheinlichkeitsmasse bei beiden Teams auf niedrige Tor-
zahlen konzentriert, wihrend die Verteilung fiir Dortmund im Vergleich zu Hoffenheim
leicht zu hoheren Trefferzahlen verschoben ist. Aufgrund der sehr geringen Einzelwahr-
scheinlichkeiten fiir hohe Trefferzahlen werden alle Ergebnisse mit mindestens acht Toren
zu einer gemeinsamen Klasse > 8 zusammengefasst, um die Darstellung {ibersichtlich zu
halten, ohne die Aussagekraft der Verteilung wesentlich zu beeintrichtigen.

Durch Multiplikation dieser Einzelwahrscheinlichkeiten ergeben sich die Wahrscheinlich-
keiten der einzelnen Endstande. Tabelle (S. zeigt die auf zwei Nachkommastellen
gerundeten Prozentwerte fir die jeweiligen Spielausgénge. Siege Hoffenheims sind blau,
Siege Dortmunds rot und Unentschieden griin markiert.
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Tabelle 5.4: Wahrscheinlichkeiten der Spielausginge zwischen der TSG Hoffenheim und
Borussia Dortmund

Hoffenheim | k4 = 0 1 2 3 4 5 6 7 > 8 |Summe
Dortmund 0,2510 0,3470 0,2398 0,1105 0,0382 0,0106 0,0024 0,0005 0,0001 1
kg =0 0,1776 4,46% 6,16% 4,26% 1,96% 0,68% 0,19% 0,04% 0,01% 0,00%
1 0,3070 7,70% 10,65% 7,36% 3,39% 1,17% 0,32% 0,07% 0,01% 0,00%
2 0,2652 6,66% 9,20% 6,36% 2,93% 1,01% 0,28% 0,06% 0,01% 0,00%
3 0,1528 3,83% 5,30% 3,66% 1,69% 0,58% 0,16% 0,04% 0,01% 0,00%
4 0,0660 1,66% 2,29% 1,58% 0,73% 0,25% 0,07% 0,02% 0,00% 0,00% | 30,84%
5 0,0228 0,57% 0,79% 0,55% 0,25% 0,09% 0,02% 0,01% 0,00% 0,00%
6 0,0066 0,16% 0,23% 0,16% 0,07% 0,03% 0,01% 0,00% 0,00% 0,00%
7 0,0016 | 0,04% 0,06% 0,04% 0,02% 0,01% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
>8 0,0004 0,01% 0,01% 0,01% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Summe 1 45,73% 23,43%

Die hochsten Einzelwahrscheinlichkeiten entfallen auf die Spielstande 1:1 mit 10,65 %,
1:2 mit 9,20 % und 0:1 mit 7,70 %. Insgesamt weist das Modell damit auf eine leichte
Favoritenrolle Dortmunds hin. Die kumulierten Wahrscheinlichkeiten der drei Hauptaus-

gange lauten:

P(Sieg Hoffenheim) Z P(A=ky,B=kp) =~ 0,3084,

kA>k;B

P(Unentschieden) = Y P(A =k, B = k) ~ 0,2343,
k=0

P(Sieg Dortmund) = Y P(A =ka, B =kp) ~ 0,4573.
ka<kp
In Prozent ausgedriickt entsprechen diese Werte einer Hoffenheimer Siegchance von
30,84 %, einer Remiswahrscheinlichkeit von 23,43 % und einer Dortmunder Siegchance
von 45,73 %.

Neben konkreten Endstdnden lassen sich auch Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Tor-
differenzen angeben. Fiir einen Hoffenheimer Sieg mit genau r Toren Unterschied, also
fiir den Fall A = B +r mit r € N, gilt
Cuatrs) o= AR
P(A:B—I—T kz%]P —k+TB—k)_€ A BZm

Analog erhélt man fiir eine Niederlage Hoffenheims mit genau r Toren Unterschied

[e'e) [oe} Ak Ak:-i—’l‘
PA=B-r)=)Y P(A=kB= — e Qatdp) N _2ANB
( r) kZ:O (A=k,B=k+r)=ce kzzokwkwﬂ
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Fiir ein Unentschieden ergibt sich als Spezialfall r = 0, also

P(A=B) =Y. P(A=kB=F)=e Oty W

k=0 k=0

Im konkreten Modell mit A4 = 1,38235 und A = 1,72795 erhélt man beispielsweise:

P(A = B) ~ 0,2343,
P(A=B+1)~0,711,
P(A = B+2) ~0,0884,
P(A=DB—1)~0,2139,
P(A=DB-2)~0,1382

Damit ist ein Dortmunder Sieg mit einem Tor Differenz im Modell wahrscheinlicher als
ein Hoffenheimer Sieg mit einem Tor Differenz. Zugleich zeigt sich, dass kleine Tordif-
ferenzen deutlich haufiger auftreten als klare Siege, was gut zur typischen Torstruktur
von Fufiballspielen passt.

Dariiber hinaus lassen sich auf Basis des Modells auch Wahrscheinlichkeiten fiir typi-
sche, aus dem Bereich der Sportwetten bekannte Ereignisse bestimmen. Von besonde-
rem Interesse sind hierbei vor allem Wettkategorien wie ,Beide Teams treffen“ sowie
,Uber-/Unter“-Wetten beziiglich der Gesamtanzahl erzielter Tore.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beide Teams mindestens ein Tor erzielen, ergibt sich
zZu

P(A>1NB>1)=1-P(A=0)—P(B=0)+P(A=0,B=0).

Dabei werden alle Spielausgéinge ausgeschlossen, in denen mindestens eines der beiden
Teams kein Tor erzielt. Da das Ergebnis 0:0 in beiden Teilereignissen enthalten ist,
muss es einmal wieder hinzuaddiert werden. Unter Verwendung der zuvor berechneten
Einzelwahrscheinlichkeiten erhdlt man

P(Beide Teams treffen) ~ 1 — 0,2510 — 0,1776 + 0,0446 ~ 0,6160.

Fiir die Gesamtanzahl der Tore lassen sich ebenfalls entsprechende Wahrscheinlichkeiten
bestimmen. So lasst sich beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens drei Tore
im Spiel fallen (,,Uber 2,5 Tore“), mithilfe des Komplementérereignisses bestimmen:

P(A+B>3)=1-P(A+B<2)=1— > P(A=ks, B=kp).
ka,kp>0
ka+kp<2

Dabei werden alle Spielausgéinge berticksichtigt, bei denen insgesamt héchstens zwei Tore
erzielt werden, also 0:0, 1:0, 0:1, 2:0, 1:1 und 0:2. Daraus folgt

P(A+ B > 3) ~0,6011.
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Analog ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit von mindestens vier Toren (,Uber 3,5
Tore*)

P(A+B>4)=1-PA+B<3)=1- > P(A=ka,B=kp),

ka,kp>0
ka+kp<3

wobei zusétzlich alle Spielausgédnge mit insgesamt drei Toren beriicksichtigt werden, wie
etwa 2:1, 1:2, 3:0 oder 0:3. Es ergibt sich

P(A+ B > 4) ~ 0,3775.

Diese Werte verdeutlichen, dass im betrachteten Spiel mit einer relativ hohen Wahr-
scheinlichkeit beide Teams erfolgreich sein werden und insgesamt eine Toranzahl im Be-
reich des fiir Fulballspiele typischen Durchschnitts zu erwarten ist. Gleichzeitig nimmt
die Wahrscheinlichkeit mit steigender Gesamtanzahl an Toren erwartungsgemaf ab, was
der charakteristischen Struktur von Torverteilungen im Fufiball entspricht.

Insgesamt zeigt das Beispiel, wie aus xG-basierten Kennzahlen, dem Heimvorteil und
einem Poisson-Modell differenzierte Wahrscheinlichkeitsaussagen fiir einzelne Endstéande,
Hauptausgénge, Tordifferenzen sowie weitere wettmarktrelevante Ereignisse gewonnen
werden konnen. Das Modell bleibt dabei bewusst einfach, bildet jedoch bereits zentrale
leistungsrelevante Mechanismen ab und ermoglicht eine nachvollziehbare probabilistische
Beschreibung des Spielausgangs.

5.5.1 Vergleich mit Buchmacherquoten

Zur weiteren Einordnung der Prognosegiite des entwickelten Modells bietet sich ein Ver-
gleich mit Buchmacherquoten an. Da fiir Wettanbieter in der Regel insbesondere die
Quoten fiir Sieg, Unentschieden und Niederlage o6ffentlich zugénglich sind, eignen sich
fiir einen direkten Vergleich vor allem die kumulierten Wahrscheinlichkeiten dieser drei
Spielausgéinge. Eine solche Gegeniiberstellung erscheint auch deshalb sinnvoll, weil Buch-
macherquoten auf umfangreichen Datengrundlagen und komplexen Bewertungsmecha-
nismen beruhen und damit eine naheliegende Referenz fir die Beurteilung statistischer
Prognosemodelle darstellen. Zudem zeigt Heuer [36], dass statistische Modelle und Wett-
marktquoten hinsichtlich ihrer Vorhersagequalitat grundsatzlich gut vergleichbar sind.
Fiir die Begegnung zwischen der TSG Hoffenheim und Borussia Dortmund ergeben sich
bei verschiedenen Wettanbietern die in Tabelle (S. dargestellten Quoten.

Um die Quoten mit den modellbasierten Wahrscheinlichkeiten vergleichen zu kénnen,
werden sie zunéchst in implizite Wahrscheinlichkeiten umgerechnet. Dabei ist zu beach-
ten, dass Buchmacherquoten nicht unmittelbar den tatsidchlichen Eintrittswahrschein-
lichkeiten entsprechen, sondern eine Gewinnmarge enthalten. Die Quoten werden von
den Anbietern in der Regel auf Basis geschétzter Eintrittswahrscheinlichkeiten berech-
net, deren Summe zundchst 1 ergibt und somit den sogenannten fairen Quoten ent-
spricht. Anschliefend werden diese so angepasst, dass ein Teil der Einsédtze als Gewinn
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Tabelle 5.5: Buchmacherquoten fiir die Spielausgdnge Hoffenheim — Dortmund

Anbieter Sieg Hoffenheim | Unentschieden | Sieg Dortmund
Tipico 2,65 3,90 2,40
bet365 2,55 4,00 2,50
bet-at-home 2,70 3,85 2,45
bwin 2,60 3,75 2,45

beim Buchmacher verbleibt. Dies fithrt dazu, dass die ausgegebenen Quoten systema-
tisch unter den fairen Quoten liegen und die Summe der impliziten Wahrscheinlichkeiten
folglich grofler als 1 ist. Die Ausschiittungsquote liegt dabei im Regelfall zwischen etwa
92 % und 96 % |13}, |81]. Beispielsweise wiirde bei einer Ausschiittungsquote von 95 % jede
faire Quote mit dem Faktor 0,95 multipliziert werden, sodass die verbleibenden 5% der
FEinsétze als Gewinn beim Buchmacher verbleiben.

Fiir einen Spielausgang mit Quote g; ergibt sich zunéchst der Kehrwert %. Da die Summe
dieser Kehrwerte aufgrund des Margenaufschlags im Allgemeinen grofier als 1 ist, werden
die so erhaltenen Werte normiert. Fiir die implizite Wahrscheinlichkeit p; gilt somit

1
4
Pi==3 T

i=14g;

Exemplarisch erhélt man fiir die Tipico-Quoten zunéchst:

1
e~ 4 ~ (0,2564 — =~ 0.4167.
5.65 0,3774, 3.0 0,2564, 5.40 0,4167

Da die Summe dieser Werte
0,3774 + 0,2564 + 0,4167 =~ 1,0505

betrégt, folgt nach Normierung:

0,3774
1,0505
0,2564
1,0505
0,4167
1,0505

Analog ergeben sich fiir die tibrigen Anbieter die in Tabelle (S. [118) aufgefithrten
impliziten Wahrscheinlichkeiten. Zusétzlich ist dort den Buchmacherwerten die modell-
basierte Prognose gegeniibergestellt.

Pripico(Sieg Hoffenheim) ~ ~ 0,3592,

Pripico(Unentschieden) ~ ~ 0,2441,

Pripico(Sieg Dortmund) ~ ~ 0,3967.

Der Vergleich zeigt, dass sich das entwickelte Modell und die Buchmacher in der grund-
sétzlichen Einschitzung des Spiels nicht widersprechen: In beiden Féllen wird Borussia
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Tabelle 5.6: Vergleich der modellbasierten Wahrscheinlichkeiten mit den aus den Buch-
macherquoten abgeleiteten impliziten Wahrscheinlichkeiten

Quelle Sieg Hoffenheim | Unentschieden | Sieg Dortmund
Modell 30,84 % 23,43 % 45,73 %
Tipico 35,92 % 24,41 % 39,67 %
bet365 37,63 % 23,99 % 38,38 %
bet-at-home 35,67 % 25,02 % 39,31 %
bwin 36,30 % 25,17 % 38,53 %
Mittelwert der Buchmacher 36,38 % 24.65 % 38,97 %

Dortmund als leicht favorisiert angesehen. Zugleich unterscheiden sich die konkreten
Wahrscheinlichkeiten in ihrer Gewichtung. Wéahrend die Buchmacher Hoffenheim eine
Siegchance von im Mittel 36,38 % zuweisen, liegt der entsprechende Modellwert mit
30,84 % deutlich darunter. Umgekehrt bewertet das Modell einen Auswértssieg Dort-
munds mit 45,73 % merklich hoher als die betrachteten Wettanbieter, die hierfiir im
Mittel lediglich 38,97 % ansetzen. Die Remiswahrscheinlichkeit wird dagegen sehr &hn-
lich eingeschétzt; die Differenz zwischen Modell und dem Mittelwert der Buchmacher
betrégt hier nur rund 1,22 Prozentpunkte. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die aus
den Quoten abgeleiteten Wahrscheinlichkeiten aufgrund der enthaltenen Buchmacher-
marge systematisch verzerrt sind und daher lediglich als Naherung an die tatsédchlichen
Markterwartungen interpretiert werden kénnen.

Insgesamt spricht diese Gegeniiberstellung dafiir, dass das Modell die Begegnung etwas
starker zugunsten Dortmunds bewertet als die Buchmacherquoten. Das Grundmuster der
Prognose bleibt jedoch vergleichbar. Damit fiigt sich das Ergebnis in die Beobachtung
ein, dass statistische Modelle und Wettmarktprognosen héaufig &hnliche Tendenzen auf-
weisen, sich in der Stérke einzelner Wahrscheinlichkeitszuweisungen jedoch unterscheiden
koénnen [36].

5.5.2 Einordnung des tatsachlichen Spielausgangs

Eine abschliefende Einordnung des entwickelten Prognosemodells kann exemplarisch
auch im Abgleich mit dem tatséchlich eingetretenen Spielergebnis erfolgen. Dabei ist je-
doch zu betonen, dass sowohl die modellbasierten Wahrscheinlichkeiten als auch die aus
den Buchmacherquoten abgeleiteten Werte keine deterministischen Vorhersagen darstel-
len, sondern stochastische Erwartungsgréfien. IThre Prognosegiite ldsst sich daher streng
genommen nicht anhand eines einzelnen Spiels beurteilen, sondern erst iiber eine grofie-
re Anzahl von Beobachtungen. Der Ausgang einer einzelnen Partie stellt stets nur eine
Realisierung aus der Gesamtheit aller moglichen Spielverldufe und Endstdnde dar.

Die Begegnung zwischen der TSG Hoffenheim und Borussia Dortmund endete schlief3-
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lich mit einem 2:1-Heimsieg Hoffenheims. Damit trat zwar nicht der vom Modell ins-
gesamt favorisierte Hauptausgang ein, da dieses einen Sieg Dortmunds mit 45,73 % als
wahrscheinlichsten Spielausgang auswies, jedoch liegt auch das tatséichlich realisierte
Ergebnis durchaus im Bereich plausibler Modellresultate. Fiir den konkreten Endstand
2:1 ergibt sich im Modell eine Wahrscheinlichkeit von 7,36 %. Er zéhlt damit nicht zu
den wahrscheinlichsten Einzelresultaten, ist aber keineswegs als ungewohnlicher oder
modellfremder Ausgang zu interpretieren.

Besonders bemerkenswert ist, dass sich der Spielverlauf tiber weite Strecken in einer Er-
gebniskonstellation bewegte, die vom Modell sogar als wahrscheinlichster Einzelendstand
prognostiziert wurde. So stand es lange Zeit 1:1, also genau jenes Ergebnis, dem im Mo-
dell mit 10,65 % die hochste Einzelwahrscheinlichkeit zugewiesen worden war. Zugleich
zeigte sich insbesondere in der zweiten Spielhélfte, dass ein Auswértssieg Dortmunds kei-
neswegs unwahrscheinlich war, da die Mannschaft iiber langere Phasen spielbestimmend
auftrat und mehrere qualitativ hochwertige Torgelegenheiten herausspielte. Erst in der
achten Minute der Nachspielzeit wurde Hoffenheim nach Intervention des VAR (Video
Assistant Referee) ein umstrittener Elfmeter zugesprochen, der zum entscheidenden 2:1
fiilhrte. Gerade dieser spéte und spielentscheidende Moment verdeutlicht anschaulich,
dass der tatsdchliche Ausgang eines Fufiballspiels auch von singuldren, kaum vorhersag-
baren Ereignissen geprégt sein kann, die sich einer prézisen Vormodellierung weitgehend
entziehen.

Der Abgleich mit dem realen Spielausgang zeigt somit zweierlei: Einerseits traf die glo-
bale Tendenz des Modells in diesem konkreten Fall nicht zu, da nicht der favorisierte
Dortmunder Auswértssieg, sondern ein Hoffenheimer Heimsieg eintrat. Andererseits er-
wies sich die probabilistische Beschreibung des Spiels dennoch als plausibel, weil sowohl
der lange Spielstand von 1:1 als auch der spéatere Endstand 2:1 mit nicht vernachléssigba-
ren Wahrscheinlichkeiten im Modell enthalten waren. Gerade dieser Befund verdeutlicht
den grundlegenden Charakter statistischer Prognosemodelle: Diese zielen nicht darauf
ab, einen einzelnen Spielausgang punktgenau vorherzusagen, sondern darauf, die Menge
realistischer Ergebnisse durch geeignete Wahrscheinlichkeitszuweisungen zu strukturie-
ren. Ein Modell ist daher nicht daran zu messen, ob es den tatséchlich eingetretenen
Endstand als wahrscheinlichsten Fall ausweist, sondern daran, ob sich dieser als plau-
sibler Ausgang innerhalb der modellierten Verteilung wiederfindet. Genau dies ist im
vorliegenden Beispiel gegeben.

Insgesamt bestétigt der Vergleich mit dem tatsédchlichen Spielergebnis somit weniger die
Treffsicherheit eines konkreten Tipps als vielmehr die grundsétzliche Eignung des ent-
wickelten Modells zur probabilistischen Beschreibung von Fufiballspielen. Zugleich wird
deutlich, dass einzelne spielentscheidende Situationen — insbesondere spéte und kontro-
verse Ereignisse wie ein VAR-induzierter Elfmeter in der Nachspielzeit — die Grenzen
eines bewusst einfach gehaltenen Prémodells sichtbar machen. Gerade darin liegt jedoch
kein Widerspruch zur Modellidee, sondern ein charakteristisches Merkmal des Fufiball-
spiels selbst, dessen Ausgang trotz statistisch fundierter Beschreibung stets eine erheb-
liche Zufallskomponente behalt.
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6 Fazit und Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war die Entwicklung eines mathematisch fundierten und
zugleich nachvollziehbaren Prognosemodells zur Beschreibung und Vorhersage von Spie-
lausgéingen im Fuflball. Im Zentrum stand dabei die Frage, wie sich die im Fufiball
besonders ausgeprigte Zufallskomponente, die aus der vergleichsweise geringen Toran-
zahl resultiert, durch geeignete Kenngréfen systematisch erfassen und modelltheoretisch
beriicksichtigen ldsst, um valide Wahrscheinlichkeiten fiir Spielausgénge abzuleiten. Vor
diesem Hintergrund bestand die zentrale Herausforderung darin, ein Modell zu entwi-
ckeln, das trotz unvermeidbarer Vereinfachungen belastbare probabilistische und zugleich
interpretierbare Aussagen ermoglicht.

Die schrittweise Modellentwicklung hat gezeigt, dass bereits einfache stochastische An-
sitze wesentliche Strukturen des Fuflballspiels erfassen kénnen. Insbesondere wurde im
Rahmen der binomialverteilten Modellierung deutlich, dass die vergleichsweise gerin-
ge Anzahl an Toren zu einer hohen Streuung moglicher Spielergebnisse fithrt. Dadurch
ergibt sich, dass selbst deutlich unterlegene Teams eine nicht zu vernachlissigende Ge-
winnwahrscheinlichkeit besitzen. Diese Figenschaft liefert eine mathematische Erklarung
fiir die im Fufiball hiiufig beobachteten Uberraschungsergebnisse und unterstreicht die
zentrale Rolle zufallsbedingter Einfliisse.

Die Einfiihrung der Poisson-Verteilung stellte einen entscheidenden Schritt zur weiteren
Prézisierung des Modells dar. Sie ergibt sich als Grenzfall der Binomialverteilung, wenn
die Anzahl der Versuche stark zunimmt, wéhrend die Erfolgswahrscheinlichkeit gleich-
zeitig sehr klein wird, sodass das Produkt beider Gréflen konstant bleibt. Sowohl theore-
tische Uberlegungen als auch empirische Analysen zeigen, dass die Toranzahl im Fufball
in guter Ndherung durch eine Poisson-Verteilung beschrieben werden kann. Insbeson-
dere die Ubereinstimmung von Erwartungswert und Varianz sowie die charakteristische
Form der Verteilung spiegeln die empirisch beobachteten Tormuster tiberzeugend wider.
Waihrend sich bei langfristig aggregierten Daten statistisch signifikante Abweichungen
ergeben, konnte fiir die aktuelle Saison eine gute Ubereinstimmung festgestellt werden,
was die praktische Anwendbarkeit des Modells im konkreten Prognosekontext zusétzlich
stutzt.

Ein wesentlicher Beitrag der Arbeit liegt in der Identifikation geeigneter Leistungsindi-
katoren zur Beschreibung der Teamstérke. Dabei zeigte sich zunéchst, dass die Tordif-
ferenz ein robustes und intuitiv verstdndliches Maf} darstellt. Aufbauend darauf wurde
untersucht, welche Kenngrofien sich besonders gut zur Prognose der Teamstéirke eig-
nen. Die Ergebnisse verdeutlichen, dass die Tordifferenz durch differenziertere Metriken
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6 Fazit und Ausblick

ergénzt werden kann. Insbesondere die Expected-Goals-Differenz (xGD) erwies sich als
prognostisch iiberlegen, da sie die Qualitdt von Torchancen beriicksichtigt und damit zu-
fallsbedingte Schwankungen in den tatséchlichen Torergebnissen teilweise ausgleicht. Die
durchgefiihrte Korrelationsanalyse bestétigt, dass xG-basierte Kennzahlen einen héheren
Informationsgehalt besitzen und eine verbesserte Vorhersage zukiinftiger Leistungsent-
wicklungen ermoglichen.

Die Kombination dieser Erkenntnisse miindete in ein konkretes Prognosemodell auf Basis
unabhéangiger Poisson-Verteilungen, in das zentrale Einflussgrofien wie Expected-Goals-
Summe, Expected-Goals-Differenz und Heimvorteil integriert wurden. Die exemplarische
Anwendung auf ein Bundesligaspiel zeigt, dass sich mit diesem Ansatz differenzierte
Wahrscheinlichkeitsaussagen fiir Spielausgénge, konkrete Endstédnde und weitere Ereig-
nisse ableiten lassen. Der Vergleich mit Buchmacherquoten verdeutlicht zudem, dass das
Modell in seiner grundsétzlichen Einschdtzung mit marktetablierten Prognosen {iiber-
einstimmt, auch wenn Unterschiede in der Gewichtung einzelner Wahrscheinlichkeiten
bestehen. Die Einordnung des tatsdchlichen Spielausgangs macht dariiber hinaus die
Grenzen des modellbasierten Ansatzes deutlich.

Insgesamt zeigt sich, dass die Vorhersage von Fuflballspielen mit erheblichen Unsicher-
heiten behaftet bleibt. Die geringe Anzahl an Toren fithrt dazu, dass einzelne Ereignisse
einen iiberproportional groflen Einfluss auf das Spielergebnis haben. Wie Fischer und
Heuer [27] hervorheben, ist der Spielausgang das Resultat weniger, kaum vorhersehba-
rer Ereignisse wie zufélliger Tore, strittiger Schiedsrichterentscheidungen oder spielim-
manenter Effekte wie Verletzungen oder Platzverweisen. Hinzu kommen spieltagsspezi-
fische Faktoren wie kurzfristige Ausfalle oder taktische Anpassungen, deren quantitative
Erfassung im Modell nur eingeschrénkt moglich ist. In diesem Sinne ist ein Fulballspiel
als Folge vieler kleiner zufélliger Prozesse zu verstehen |31]. Statistische Modelle kénnen
diese Unsicherheit nicht eliminieren, sondern lediglich in Form von Wahrscheinlichkeiten
strukturieren.

Vor diesem Hintergrund ist auch die Aussagekraft des entwickelten Modells kritisch zu
reflektieren. Die getroffenen Annahmen, insbesondere die Unabhéngigkeit von Torereig-
nissen sowie die Konstanz der Torraten, stellen notwendige Vereinfachungen dar, die
nicht in allen Spielsituationen vollstandig erfiillt sind. Dariiber hinaus basiert die Ana-
lyse im Wesentlichen auf Daten einer einzelnen Saison, was die Generalisierbarkeit der
Ergebnisse einschrankt. Vor allem bei wettbewerbsiibergreifenden Prognosen, etwa in
internationalen Turnieren oder Pokalbewerben, ergeben sich zusétzliche Herausforde-
rungen. Die geringere Anzahl an Spielen, Unterschiede in den Ligastirken sowie sich
verandernde Mannschaftszusammensetzungen — insbesondere bei Weltmeisterschaften,
die nur alle vier Jahre ausgetragen werden — erschweren eine verlédssliche Parameter-
schétzung erheblich.

Ein Ansatz zur Verbesserung der Modellgiite liegt in der Erweiterung der Datenbasis und
der berticksichtigten Einflussgréflien. Die Integration zusétzlicher Kenngréflen wie detail-
lierter Torchancenmetriken, positionsspezifischer Leistungsdaten oder weiterer spielbe-
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zogener Ereignisdaten sowie eine differenzierte Gewichtung der Daten, bei der aktuellere
Spiele stirker beriicksichtigt werden als &ltere, konnten die Modellierung weiter verfei-
nern. Dariiber hinaus eréffnet sich ein weiterfithrendes Forschungsfeld im Vergleich mit
komplexeren Modellansétzen, insbesondere aus dem Bereich des maschinellen Lernens.
Verfahren wie neuronale Netze konnten in der Lage sein, nichtlineare Zusammenhénge
besser zu erfassen und zusétzliche Informationsquellen zu integrieren. Gleichzeitig stellt
sich jedoch die grundlegende Frage, inwieweit sich die Prognosequalitét tatsédchlich signi-
fikant steigern lasst oder ob die inhidrente Zufallskomponente des Spiels eine natiirliche
Grenze der Vorhersagbarkeit darstellt.

Insgesamt zeigt die vorliegende Arbeit, dass sich Fufiballspiele trotz ihrer Komplexi-
tdt mit vergleichsweise einfachen mathematischen Mitteln sinnvoll modellieren lassen.
Die entwickelten Ansétze ermdoglichen eine strukturierte und datenbasierte Beschreibung
von Spielausgdngen und liefern realistische Wahrscheinlichkeitsbewertungen. Gleichzei-
tig bleibt festzuhalten, dass auch die besten Modelle die grundlegende Unsicherheit des
Spiels nicht aufheben kénnen. Vielmehr liegt die Stérke statistischer Modelle darin, diese
Unsicherheit transparent zu machen und in eine quantifizierbare Form zu iiberfithren.

Damit erfiillt das entwickelte Modell die eingangs formulierte Zielsetzung: Es erlaubt
eine fundierte probabilistische Einschéitzung von Spielausgéngen auf Basis geeigneter
Leistungsindikatoren und verdeutlicht zugleich die Grenzen mathematischer Vorhersag-
barkeit im Fufiball. Gerade diese Verbindung aus Struktur und Unsicherheit ist es, die
den FuB3ball nicht nur analytisch interessant, sondern auch fiir Zuschauer:innen nachhal-
tig faszinierend macht.
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