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Abstract (Deutsch)

Im Rahmen der vorliegenden Forschungsarbeit werden die beweisbezogenen Beliefs von Ler-
nenden der Sekundarstufe II erhoben sowie eine Verdnderung derselben im Sinne einer Weiter-
entwicklung bestehender und der Aufnahme neuer Beliefs untersucht. Die Beliefainderung wird
dabei tliber die Entwicklung von Interventionseinheiten zu Beweisen aus dem Gebiet der Ana-
lysis sowie deren Durchfiihrung im Mathematikunterricht angestrebt. Die Pra-Post-Erhebung
sowohl mathematik- als auch beweisbezogener Uberzeugungen der Lernenden zum Gegen-
stand sowie zu sich selbst und im Sinne von sozio-affektiven Beliefs erfolgt dabei im Rahmen
eines Mixed-Methods-Ansatzes auf Basis einer quantitativen Fragebogenerhebung und quali-
tativen Einzelfallinterviews. Die Ergebnisse bestétigen eine mogliche Verédnderung bestehender
mathematik- und beweisbezogener Beliefs in der untersuchten Gruppe, wobei insbesondere
eine Abkehr von einem empirischen Beweisverstindnis und eine Hinwendung zu einem struk-
turellen Aspekt von Beweisen festzustellen ist. Dariiber hinaus verdeutlicht die vorliegende Ar-
beit die Limitation quantitativer Erhebungen von Beliefs und plédiert fiir systematische quali-
tative Untersuchungen beweisbezogener Uberzeugungen. Ein entsprechender Nutzen zeigt sich
insbesondere im Einfluss von Beliefs auf mathematische Leistungen sowie in der Charakteri-
sierung der Mathematik als beweisende Disziplin und einer zunehmenden Trennung von Schul-

und Fachmathematik.



Abstract (Englisch)

This thesis examines beliefs about mathematical proof of upper-secondary students and inves-
tigates changes of beliefs in terms of further development of existing beliefs and the adaption
of new ones. These changes are intended to be analysed through the development of interven-
tions based on the issue of mathematical proof in analysis and its implementation in class.
Therefore, beliefs about mathematics and proof as well as beliefs about oneself and socio-af-
fective beliefs are assessed using a pre-post-test as part of a mixed-methods approach including
a quantitative survey and qualitative case interviews. The results confirm a change in beliefs
about mathematics and proof in the investigated group. This marks a shift away from an empir-
ical proof scheme and towards structural aspects of mathematical proofing. Moreover, the thesis
illustrates the limitations of quantitative research on beliefs and advocates for systematic qual-
itative studies. A corresponding benefit is evident in the impact of beliefs on mathematical per-
formance, in a view on mathematics as a proofing discipline and in a growing separation of

school mathematics and abstract mathematics.
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1 Einleitung

Die Mathematik bietet zum einen ein Werkzeug zur Beschreibung und Losung diverser prakti-
scher Probleme und stellt zum anderen eine systematisch entwickelte Theorie dar (Sziics, 2023,
S. 1). Aus diesem Blickwinkel heraus, die Mathematik als ein strukturiertes und zusammenhén-
gendes theoretisches Konstrukt zu verstehen, nimmt das Beweisen als erkenntnissichernde Me-
thode eine zentrale Stellung ein (Jahnke et al., 2023, S. 371). Im Rahmen der Mathematik als
beweisender Disziplin werden demnach neue Erkenntnisse stets auf Basis von Axiomen, Defi-
nitionen und bereits bewiesenen Sitzen durch Beweise verifiziert (Reiss, 2009, S. 4). Fiir Rav
(1999, S. 6) bilden sie dahingehend sogar das Herzstiick der Mathematik und gelten als Ko-
nigsweg zur Schaffung neuer analytischer Werkzeuge und Vorgehensweisen. Diese Perspektive
der zentralen Rolle von Beweisen in der Mathematik kann zudem durch einen mathematikhis-

torischen Blick bestétigt werden (Sziics, 2023, S. 1).

Auf Basis dieser unbestritten hohen Bedeutung des Beweisens innerhalb der Mathematikwis-
senschaft existiert das weit verbreitete Plidoyer, dem Beweisen gleichfalls im Mathematikun-
terricht einen gewichtigen Platz einzurdumen (Sziics, 2023, S. 2). Diesbeziiglich verweisen
Hanna und Jahnke (1996, S. 887) auf den Beweis als bedeutsames Merkmal der Mathematik
und auf die daraus folgende Notwendigkeit, diesen als Schliisselkomponente in den Mathema-
tikunterricht einflieBen zu lassen. Dabei sehen sie allerdings auch die Schwierigkeit ihrer For-
derung in den unterschiedlichen und sich stetig weiterentwickelnden Ansichten zum Wesen und
der Rolle von Beweisen sowie den zu erfiillenden Normen (Hanna & Jahnke, 1996, S. 887).
Dieser Ansicht schlieBt sich Brunner (2014, S. 2) an und zieht aus dem hohen Stellenwert von
Beweisen in der Mathematik den Schluss, dass diese ebenso unverzichtbarer Bestandteil des
Mathematikunterrichts sein sollten. An dieser Forderung beteiligt sich Sziics (2023, S. 2) und
pladiert an die Mathematikdidaktik, Beweise wieder langfristig in der Schulmathematik zu
etablieren und unterstiitzende Maflnahmen in der Lehramtsaus- und -weiterbildung sowie ent-

sprechendes Unterrichtsmaterial zu entwickeln.

Dartiber hinaus verweist auch Heinze (2004, S. 150) auf die zunehmende Bedeutung des Be-
weisens, Argumentierens und Begriindens im Mathematikunterricht und der Mathematikdidak-
tik. Diesbeziiglich ist festzuhalten, dass diese erhdhte Bedeutungszuschreibung erst Mitte der
90er Jahre des vorangegangenen Jahrhunderts festzustellen ist, was mit dem Scheitern der
Neuen Mathematik in den 70er Jahren sowie einer damaligen Uberbetonung des Formalismus
begriindet werden kann (Heinze, 2004, S. 150). Dies fiihrte darauthin in den 80er Jahren zu

einer marginalen Beriicksichtigung von Beweisen im Unterricht, welche zu dieser Zeit vielmehr
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als innermathematischer Aspekt gesehen wurden (Heinze, 2004, S. 150). Der beschriebene
Wandel wird heute in diversen Bildungsstandards und Curricula ersichtlich, welche Beweise
als Teil der mathematischen Erfahrungen von Lernenden fordern (Stylianides et al., 2016, S.
315). Brunner (2014, S. 2) verweist in diesem Kontext insbesondere auf die Nutzung verschie-
dener Begrifflichkeiten, wie dem Begriinden und Argumentieren, welche den Anspruch schuli-

schen Beweisens verringern.

In den 6sterreichischen Bildungsstandards fiir die vierte Schulstufe findet sich dazu unter den
allgemeinen mathematischen Kompetenzen als dritte Kompetenz das ,,Kommunizieren®, wel-
che das ,,Argumentieren‘ umfasst, wobei die Lernenden ihre Aussagen und Handlungsweisen
durch schliissiges Argumentieren belegen sollen (bifie, 2011a, S. 12). Fiir die achte Schulstufe
gibt es vier Handlungsbereiche, von welchen der vierte als ,,Argumentieren, Begriinden* be-
zeichnet wird (bifie, 2011b, S. 10). In diesem Sinne meint das Argumentieren ,,die Angabe von
mathematischen Aspekten, die fiir oder gegen eine bestimmte Sichtweise/Entscheidung spre-
chen® (bifie, 2011b, S. 10) und ,,erfordert eine korrekte und addquate Verwendung mathemati-
scher Eigenschaften/Beziehungen, mathematischer Regeln sowie der mathematischen Fach-
sprache* (bifie, 2011b, S. 10). Unter Begriinden wird sodann die Angabe einer Argumentation
bzw. Argumentationskette verstanden, welche zu einer bestimmten Schlussfolgerung fiihrt (bi-

fie, 2011b, S. 10).

Ein dhnliches Bild liefern die Bildungsstandards der Bundesrepublik Deutschland, wo im Be-
reich der Primarstufe unter den prozessbezogenen Kompetenzen sowie fiir die Allgemeine
Hochschulreife unter den allgemeinen mathematischen Kompetenzen ebenfalls das ,,mathema-
tisch Argumentieren* Eingang findet (KMK, 2012, S. 14; 2022, S. 10). Im schweizerischen
Rahmenlehrplan der gymnasialen Maturitdtsschulen wird unter den tiberfachlich-methodischen
Kompetenzen dazu angefiihrt, dass die Lernenden Methoden und Regeln des logischen Argu-
mentierens beherrschen, worunter abstrahierendes und schlussfolgerndes Denken gefasst wird
(EDK, 2024, S. 64). Wahrend in den hier angefiihrten Beispielen durchwegs von ,,Argumentie-
ren‘ die Rede ist, findet sich in den Prinzipien und Standards des National Council of Teachers
of Mathematics (2000) auf eindeutige Weise der Begriff ,,Proof* iiber simtliche Schulstufen

hinweg.

Wie bereits Reiss (2009, S. 4) fiir Deutschland feststellt, nimmt allerdings das Beweisen einen
marginalen Bestandteil in diversen Lehrplanen ein. Im 6sterreichischen Lehrplan fiir die Unter-
stufe der allgemeinbildenden héheren Schulen findet sich diesbeziiglich der Kompetenzbereich

,Vermuten und Begriinden®, wobei letzteres das Darlegen von Argumenten sowie Bilden von

11



Argumentationsketten zur Bestétigung oder Widerlegung einer Aussage meint (LP AHS, 2024,
Anlage A). Fiir die Oberstufe ist im Lehrplan unter der Handlungsdimension ,,Kritisch-argu-
mentatives Arbeiten” explizit der Begriff ,,Beweisen als Schwerpunkt jenes Bereiches ange-

fithrt (LP AHS, 2024, Anlage A).

Auf eine starke Diskrepanz zwischen den hier angefiihrten normativen Anforderungen und der
tatsdchlichen Unterrichtspraxis verweisen sowohl Brunner (2014, S. 2) als auch Nagel und
Reiss (2016, S. 304). Trotz der scheinbar unbestrittenen Bedeutung von Beweisen scheinen
diese nach Brunner (2014, S. 2) nur marginal Eingang in den Mathematikunterricht zu finden.
Dies zeigt unter anderem das Angebot an diverseren Aufgabenstellungen zum Beweisen in den
vorhandenen Lehrmitteln, welches im Vergleich zu anderen Tétigkeitsbereichen und Kompe-
tenzen eher gering scheint (Brunner, 2014, S. 2). Da Beweise und das Beweisen oftmals als
Handlungsbereich fiir begabtere bzw. leistungsstédrkere Lernende gesehen wird, fehlen kontinu-
ierliche Lerngelegenheiten, sodass der Autbau einer entsprechenden Kompetenz nicht bewusst

gefordert wird (Brunner, 2014, S. 2).

Diverse empirische Befunde verdeutlichen dabei die Schwierigkeiten im praktischen Feld des
Mathematikunterrichts und verweisen auf Probleme mathematisches Wissen entsprechend ein-
zusetzen sowie geeignete Argumente zu finden und diese zu Argumentationsketten zusammen-
zufiihren (z. B. Heinze et al., 2004; Reiss et al., 2002). Daneben zeigen sich Schwierigkeiten
beziiglich mathematischen Faktenwissens (z. B. Heinze 2004; Reiss & Ufer 2009) und fehlen-
dem Methodenwissen zum Beweisen (z. B. Heinze, 2004; Heinze & Reiss, 2003; Ufer et al.,
2009). In verschiedenen Untersuchungen wird zudem deutlich, dass auch leistungsstarke Ler-
nende Schwierigkeiten beim Beweisen haben (z. B. Healy & Hoyles, 1998; Heinze, 2004). Em-
pirische Befunde, welche einen Zusammenhang zwischen Beweisvorstellungen bzw. beweis-
bezogenen Beliefs und der Beweiskompetenz feststellen, sind in diesem Kontext von besonde-
rem Interesse fiir die vorliegende Arbeit (z. B. Healy & Hoyles, 1998; Grundey, 2015; Reiss et
al., 2002). Dies filihrt zur Relevanz von Beliefs im Kontext von Bildung und Unterricht.

Die in der Philosophie grundgelegte Annahme, Beliefs seien der wesentliche Indikator fiir die
Entscheidungen und das Verhalten eines Individuums, riickte sie in das Blickfeld didaktischer
Forschung (Pajares, 1992, S. 307). Eine einheitliche Bezeichnung gibt es dahingehend aller-
dings weder in der deutschen noch in der englischsprachigen Forschungsliteratur. Calderhead
(1996) fiihrt dazu Begriffe wie ,,attitudes, values, judgements, axioms, opinions, ideology, per-
ceptions, conceptions, conceptual systems, preconceptions, dispositions, implicit theories, ex-

plicit theories, personal theories, internal mental processes, action strategies,...” (S. 719, zitiert
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nach Sziics, 2023, S. 5) an. Ebenso finden sich sowohl in der deutschen fachdidaktischen als
auch padagogischen Literatur neben dem Begriff Belief Ausdriicke wie Vorstellungen, Haltun-
gen, Einstellungen, Auffassungen oder Uberzeugungen (Sziics, 2023, 5-6). Mit einem Schwer-
punkt auf die Mathematik wird in der Forschung zudem von sogenannten mathematischen Welt-
bildern gesprochen (z. B. Rolka & Halverscheid, 2011; Torner, 1996; Torner & Grigutsch,
1994).

Ein spezifischer Fokus auf Beweise zeigt sich im Rahmen empirischer Forschungen in einem
Interesse an Beweisvorstellungen. Auf Basis der Ergebnisse von Healy und Hoyles (1998), die
einen Zusammenhang zwischen Schwierigkeiten beim Beweisen und falschen, unvollstindigen
oder zu eng gefassten Beweisvorstellungen nachweisen, untersucht Grundey (2015, S. 274) den
Zusammenhang zwischen Beweisvorstellungen und Beweiskompetenz und stellt fest, dass die
vorhandenen bzw. im Laufe des Designexperiments entwickelten Beweisvorstellungen sowohl

eine forderliche als auch eine hinderliche Auswirkung auf den Beweisprozess haben.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird an diesen auf Beliefs bezogenen Aspekt angekniipft
und ein Fokus auf die Erhebung beweisbezogener Beliefs von Lernenden gelegt. Ausgangs-
punkt und Motivation stellt dabei neben vorliegenden Forschungsergebnissen die eigene Un-
terrichtserfahrung dar, in welcher Beweise Gegenstand diverser Unterrichtseinheiten wurden.
Dabei stellte sich heraus, dass selbst der Begriff ,,Beweis bei den Lernenden der Sekundarstufe
IT zu Ablehnung und regelrechter Abneigung fiihrte, bevor es gar zur Anregung eines Beweis-
prozesses kam. Dies fiihrte zur Frage nach den Einstellungen und Vorstellungen im Sinne von

Beliefs der Lernenden gegeniiber Beweisen.

Basis fiir die Relevanz der Erhebung beweisbezogener Beliefs von Lernenden bieten neben den
bereits angefiihrten Befunden von Healy und Hoyles (1998) sowie Grundey (2015) diverse em-
pirische Studien, welche Hinweis auf den hohen Stellenwert von Beliefs im Rahmen von ma-
thematischen Lehr- und Lernprozessen geben (z. B. Philipp, 2007; Reiss et al., 2002; Schoen-
feld, 1992) geben.

Neben den bereits bestehenden Beliefs ist zudem eine Verdnderung bzw. Weiterentwicklung
derselben von Interesse, insbesondere da von Beginn an {iberwiegend eine ablehnende Haltung
zu erwarten ist. In diesem Kontext hebt Pajares (1992, S. 325) hervor, dass Beliefs umso
schwieriger verdndert werden konnen, je frither sie aufgenommen und verinnerlicht werden,
sodass zwischen vor ldngerer Zeit erworbenen und damit robusten sowie neu erworbenen und
somit fiir Anderungen anfilligeren Beliefs unterschieden werden kann. Liljedahl et al. (2012,

S. 105) differenzieren diesbeziiglich zwischen stabilen ,,core beliefs* (Liljedahl et al., 2012, S.
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105) und verédnderlichen ,,peripheral beliefs* (Liljedahl et al., 2012, S. 105). Mit Blick auf di-
daktische Konzepte zur Anderung von Beliefs beschreibt Bernack-Schiiler (2018, S. 40) anhand
vorliegender Studien diverse Moglichkeiten zur Veranderung bzw. Weiterentwicklung von Be-

liefs, welche sich allerdings tiberwiegend auf Lehrpersonen und Lehramtsstudierende beziehen.

Ankniipfend an diese theoretischen und empirischen Darstellungen liefert die vorliegende Ar-
beit zum einen aktuelle empirische Befunde zu beweisbezogenen Beliefs von Lernenden und
zum anderen ein didaktisches Konzept, welches eine Verdnderung bestehender Beliefs im Sinne
einer Weiterentwicklung vorhandener und Ergéinzung neuer Uberzeugungen anstrebt. Zudem
dient das entwickelte Unterrichtskonzept der expliziten Thematisierung von Beweisen in der

Sekundarstufe I1.

Wie insbesondere der nachfolgend angefiihrte und hier bereits knapp skizzierte aktuelle For-
schungsstand zeigt, kann damit die geringe Anzahl vorhandener empirischer Studien zu beweis-
bezogenen Beliefs ergidnzt werden. Dadurch wird es fiir Lehrpersonen moglich, Einblicke in
potentielle Vorstellungen und Einstellungen zu erhalten. Zudem liefert die Arbeit einen Aus-
gangspunkt flir weitere und umfangreicher angelegte Studien, die es in weiterer Folge ermog-
lichen konnen, mathematische Lehr- und Lernprozesse unter dem Aspekt von Beliefs weiterzu-

entwickeln.

Ergidnzend dazu bietet die Arbeit einen Interventionsentwurf, welcher auf die Verdnderung be-
weisbezogener Beliefs ausgelegt ist und damit auf Ebene der Sekundarstufe II neben Grundey
(2015) ein neues Unterrichtskonzept darlegt. Dadurch wird die fachdidaktische Forschung zu
Beweisen im Mathematikunterricht ergénzt. Diesbeziiglich ist hervorzuheben, dass im Kontext
von Argumentieren und Beweisen im Mathematikunterricht nur wenige empirische Studien im
Bereich der Analysis vorliegen, obwohl diesem Gebiet insbesondere in der gymnasialen Ober-
stufe eine wichtige Rolle zukommt (Bersch, 2023, S. 64). Die vorliegende Arbeit setzt daher
und aus unterrichtspraktischen Griinden an dieser Stelle an und fokussiert im Rahmen der In-

terventionsmaflnahmen auf Beweise im Bereich der Analysis.

Die nachfolgenden Ausfiihrungen zum aktuellen Forschungsstand im Hinblick auf die beschrie-
bene Thematik unterstreichen insbesondere das hier skizzierte vorhandene Forschungsdesiderat
und verdeutlichen damit den Mehrwert der vorliegenden Arbeit sowohl fiir die Forschung zu

Beliefs als auch fiir die Mathematikdidaktik und die unterrichtliche Praxis.
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2 Stand der Forschung zur Thematik

Im Rahmen der Thematisierung beweisbezogener Beliefs von Lernenden findet eine Vereini-
gung zweier etablierter Forschungsrichtungen statt. Sowohl im Umfeld um den Aspekt von Be-
weisen in der Mathematik und im Unterricht als auch im Bereich von Fragestellungen zu Be-
liefs findet sich ein breiter Fundus an theoretischen und empirischen Arbeiten. Um eine ideale
Orientierung auf dem Feld beweisbezogener Beliefs von Schiiler*innen zu ermdéglichen, erfolgt
eine Darstellung des aktuellen Forschungsstandes im Kontext von Beweisen und damit eng
verbundenen Begrifflichkeiten. Diese wird durch Ausfiihrungen zum Stand der Forschung zu
Beliefs und spezifisch mathematische Beliefs ergiinzt, bevor speziell beweisbezogene Uberzeu-

gungen in den Fokus riicken.

2.1 Forschungsstand im Kontext von mathematischem Beweisen

Im Zuge der Beschéftigung mit einem spezifischen Forschungsgegenstand ist es unerlésslich,
diesen zu definieren und damit festzulegen. Zahlreiche Werke haben sich im Kontext des Be-
weisens dieser Aufgabe angenommen und bemiihen sich um die Definition eines Beweisbegrif-
fes (z. B. Bersch, 2023; Brunner, 2014; Hanna, 1990; Jahnke et al., 2023; Kempen, 2019; Ma-
nin, 2010; Meyer, 2021; Reiss & Hammer, 2021; Reiss & Ufer, 2009; Stylianides, 2007). Dies-
beziiglich unterscheiden diverse Arbeiten zwischen einer Produkt- und Prozessperspektive auf
den Beweisbegriff (z. B. Bersch, 2023; Brunner, 2014; Reid & Knipping, 2010; Wittmann,
2018). Im Kontext von didaktisch orientieren Ausfiihrungen geht mit dem Terminus zudem die
Frage nach den formalen Kriterien fiir Beweisprodukte bzw. den Grad formaler Strenge einher
(z. B. Bersch, 2023; Brunner, 2014; Hanna, 1990; Hersh, 1993; Kempen, 2019; Meyer, 2021;).
Fine Vielzahl von Arbeiten vertreten hier nicht nur auf schulischer, sondern auch auf wissen-
schaftlicher Ebene einen vom Ideal eines strengen Formalismus abkehrenden Blick auf die tat-
sdchliche Praxis des Beweisens (z. B. Bersch, 2023; Brunner, 2014; Hanna, 1990, Jahnke et al.,
2023;). Fiir die Etablierung eines schulischen Beweisbegriffes ist zudem eine sozial-kommuni-
kative Perspektive auf den Beweisbegrift von zentraler Bedeutung (z. B. Bersch, 2023; Brun-
ner, 2014; Hanna, 1990; Heintz, 2000; Hersh, 1993; Manin, 2010; Meyer, 2021; Reiss & Ufer,
2009; Stylianides, 2007). Neben der Festlegung des Beweisbegriffs und den damit einherge-
henden verschiedenen Perspektiven, spielen Funktionen von Beweisen eine wesentliche Rolle
in der Forschung (z. B. Bell, 1976; Brunner, 2014; de Villiers, 1990; Hanna & Jahnke, 1996;
Hersh, 1993; Kuntze, 2005).
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Brunner (2014, S. 29) verweist mit Fokus auf den Mathematikunterricht auf die enge Verbin-
dung des Beweisbegriffes mit einer formal-deduktiven Vorstellung, sodass in diesem Kontext
weitergefasste Begriffe wie ,,Argumentieren und ,,Begriinden* verwendet werden (z. B. Ber-
sch, 2023; Jahnke et al., 2023; Meyer, 2021; Tietze et al., 1997). Eine Vielzahl von theoretischen
und empirischen Arbeiten widmet sich daher dem Argumentationsbegriff (z. B. Bersch, 2023;
Brunner, 2014; Habermas, 2011; Hefendehl-Hebeker & HuBmann, 2018; Kempen, 2019;
Meyer, 2021; Reid & Knipping, 2010; Reiss & Ufer, 2009) und in weiterer Folge dem Verhalt-
nis zwischen den Begriffen Argumentieren, Begriinden und Beweisen (z. B. Bersch, 2023;
Brunner, 2014; Duval, 1991; Jahnke et al., 2023; Kempen, 2019; Pedemonte, 2007; Reid &
Knipping, 2010).

Fiir den Kontext Schule sind zudem Arbeiten mit einem Uberblick und Vergleich verschiedener
didaktischer Beweiskonzepte von Relevanz (z. B. Biehler & Kempen, 2016; Kempen, 2019;
Reid & Knipping, 2010). Dahingehend ist insbesondere die Entwicklung einer Vielzahl diverser
unterschiedlicher Konzepte festzuhalten (z.B. Blum & Kirsch, 1989, 1991; Branford, 1908;
Freudenthal 1978; Kirsch, 1979; Semadeni, 1984; Wittmann, 1985, 2014; Wittmann & Miiller,
1988, zitiert nach Biehler & Kempen, 2016). Brunner (2014) entwickelt schlieBlich in Anleh-
nung an bisherige Beweiskonzepte ein kognitionspsychologisches Modell schulischen Bewei-

sens.

Ein Blick auf die empirische Forschung zum Beweisen zeigt eine grobe Orientierung in zwei
Richtungen. Zum einen werden Schwierigkeiten im Hinblick auf das Beweisen identifiziert und
analysiert, zum anderen daran ankniipfend Methoden und Maflnahmen entwickelt sowie getes-
tet, um den gefundenen Problematiken entgegenzuwirken. Dabei lassen sich spezifische For-
schungsarbeiten zu Lehramts- bzw. Mathematikstudierenden (z. B. Abels, 2025; Alcock & We-
ber, 2005; Bauer et al., 2022; Neuhaus & Rach, 2019; Schwarz et al., 2008; Sommerhoff, 2017;
Stewart & Thomas, 2019; Weber, 2001), sowie mit besonderer Relevanz fiir die vorliegende
Arbeit, Forschungen mit einem Fokus auf Schiiler*innen diverser Schulstufen (z. B. Bell, 1976;
Galbraith, 1981; Healy & Hoyles, 1998, 2000; Heinze, 2004; Heinze et al., 2004; Heinze &
Reiss, 2003, 2004; Porteous, 1990; Reiss et al. 2001; Williams, 1979) identifizieren. Zudem
liegen Arbeiten mit iibergreifendem Format vor (z. B. Reiss et al., 2002; Sommerhoff & Ufer,
2019), wobei Reid und Knipping (2010) eine detaillierte Zusammenstellung empirisch identi-

fizierter Schwierigkeiten beim Beweisen liefern.

Grol3e Hiirden bei der Notation bzw. Konstruktion von Beweisen werden dabei sowohl bei Stu-

dierenden (z. B. Abels, 2025; Schwarz et al., 2008) als auch bei Schiiler*innen der
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Sekundarstufe I (z. B. Bell, 1976; Healy & Hoyles, 1998, 2000; Kempen, 2019; Reiss et al.,
2002) festgestellt. Zudem werden Beispiele bzw. Argumente mit fehlender logischer Kohérenz
als Verifikation angenommen, wohingegen dies bei deduktiven Beweisen nicht zwingend zu-
treffen muss (z. B. Healy & Hoyles, 1998, 2000; Williams, 1979). Dartiber hinaus werden die
widerlegende Eigenschaft von Gegenbeispielen nicht akzeptiert (z. B. Galbraith, 1981) sowie
empirische Argumente zur Uberpriifung angeboten (z. B. Bell, 1976; Bieda, 2010; Galbraith,
1981; Porteous, 1990) und induktive Argumentationen bevorzugt (z. B. Heinze & Reiss, 2003),
obwohl bekannt ist, dass diese nicht generalisierbar sind (z. B. Healy & Hoyles, 2000; Reiss et
al., 2001). Insbesondere fillt es den Lernenden schwer, eine Briicke von einer empirischen zu
einer formalen Argumentation zu schlagen (z. B Heinze & Reiss, 2003; Schwarz et al., 2008)
und sowohl Schiiler*innen als auch Studierende haben Schwierigkeiten beim Anbieten passen-
der Begriindungen (z. B. Sommerhoff & Ufer, 2019). Problematiken bestehen zudem bei der
Identifikation falscher bzw. nicht korrekt gefiihrter Beweise (z. B. Alcock & Weber, 2005;
Healy & Hoyles, 1998, 2000; Reiss et al., 2002), wobei festzuhalten ist, dass Lernenden der
Sekundarstufe I und II die Bewertung von Beweisen tendenziell leichter fallt als die eigenstin-

dige Konstruktion derselben (z. B. Healy & Hoyles, 1998, 2000; Reiss et al. 2001).

Als Ursache fiir die genannten Schwierigkeiten wird unter anderem doménenspezifisches Wis-
sen von Studierenden (z. B. Sommerhoff, 2017) sowie Faktenwissen von Schiiler*innen (z. B.
Heinze, 2004) als entscheidende, wenn auch seltener fehlende Komponente genannt. Bauer et
al. (2022) weisen in diesem Kontext nach, dass leistungsstarke Studierende mit entsprechendem
inhaltlichem Vorwissen ein hoheres Beweisverstindnis aufweisen. Diese Ergebnisse kdnnen
durch die Studie von Neuhaus und Rach (2019) erginzt werden, welche fiir Studierende den
Einfluss von Vorwissen auf das Verstindnis von Beweisen ebenfalls bestitigen. Ein positiver
Zusammenhang zwischen dem Beweisverstindnis und dem Interesse an Hochschulmathematik
sowie mathematischem Selbstvertrauen kann allerdings nicht festgestellt werden (Neuhaus &
Rach, 2019). Auf dhnliche Weise zeigen Schwarz et al. (2008), dass eine universitire Ausbil-
dung sowie Affinitét fiir das Beweisen nicht ausreichend auf das Lehren von Beweisen vorbe-

reiten.

Neben dominenspezifischem Faktenwissen beziehen sich zentrale Ergebnisse vorliegender
Forschungen zudem auf ein fehlendes Methodenwissen sowie Metakognition und Metawissen
als entscheidende Komponenten im Hinblick auf Beweiskompetenz und -verstindnis (z. B. A-
bels, 2025; Heinze, 2004; Heinze et al., 2004; Heinze & Reiss, 2003; Reiss et al., 2002; Reiss
et al., 2001; Sommerhoff, 2017; Ufer et al., 2009; Weber, 2001). Dabei wird deutlich, dass

fehlendes strategisches Wissen zentraler Priadiktor fiir Schwierigkeiten beim Beweisen ist (z.
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B. Sommerhoff, 2017; Weber, 2001) und alle drei Aspekte von Methodenwissen — Beweisstruk-
tur, Beweisschema und Beweiskette — fiir die Beurteilung von Beweisen von Bedeutung sind
(z. B. Heinze & Reiss, 2003). Ufer et al. (2009) stellen insbesondere ein Fehlen von Wissen zur
Beweisstruktur heraus und plddieren daher fiir eine starkere Beriicksichtigung von Zusammen-
hiangen in Beweisschritten. Zudem scheinen ein Mangel an Wissen zu deduktiven Schlusswei-
sen und hypothetischem Denken (Reiss et al., 2002) sowie Schwierigkeiten beim Einsatz von
mathematischem Wissen und der Identifikation sowie Kombination von Argumenten (Heinze
et al., 2004) gegeben zu sein. Heinze (2004) stellt dahingehend Defizite sowohl im Bereich des
Faktenwissens, des Methodenwissens und bei der Entwicklung von Beweisstrategien bei leis-
tungsschwicheren Schiiler*innen fest, wohingegen leistungsstirkere Lernende insbesondere
Schwierigkeiten im letzten Bereich aufweisen. Weitere Studien streichen explizit die Bedeutung
von metakognitivem Wissen und Prozessen im Rahmen der Beweiskompetenz heraus (z. B.

Abels, 2025; Reiss et al., 2001).

Dariiber hinaus verweisen diverse Arbeiten auf den bedeutenden Einfluss des Mathematikun-
terrichts und damit verbundenen Instruktionen von Lehrkriften auf die Entwicklung von Be-
weisfdhigkeiten (z. B. Bieda, 2010; Heinze et al., 2004; Heinze & Reiss, 2004; Reiss et al.,
2002).

Aus den vorliegenden Forschungsarbeiten zu Schwierigkeiten und Problemfeldern im Kontext
von Beweisen und Argumentieren ergeben sich in weiterer Folge diverse Implikationen fiir die
Lehramtsausbildung sowie den Unterricht und zahlreiche Arbeiten, welche sich mit der Ent-
wicklung sowie empirischen Uberpriifung unterschiedlicher Konzepte und MaBnahmen befas-
sen (z. B. Bersch 2023; Buchbinder und McCrone, 2023; Hilbert et al., 2008; Hodds et al.,
2014; Hoffmann et al., 2024; Kempen, 2019; Kuntze et al., 2004; Sill, 2019; Stylianides, 2007;
Stylianides & Stylianides, 2017, 2022).

Ansitze fiir diverse intervenierende Mallnahmen mit positiven Effekten auf die Beweiskompe-
tenz und das Beweisverstdndnis erstrecken sich dabei von der Arbeit mit heuristischen Losungs-
beispielen (z. B. Heinze, 2004; Hilbert et al., 2014) iiber die Methode ,,I1lustrieren am Beispiel
(z. B. Bauer et al., 2022) hin zu Selbsterklarungstrainings (z. B. Hodds et al., 2014) und schrift-
lichen Selbstreflexionen (z. B. Hoffmann et al., 2024). Weitere Arbeiten betonen in diesem
Kontext die hohe Bedeutung einer aktiven Rolle der Lehrperson im Rahmen von Beweistétig-
keiten (z. B. Hanna & Jahnke, 1996; Stylianides, 2007). Sill (2019, S. 216) pladiert dahingehend

fiir die permanente Einforderung von Begriindungen im Unterricht.
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Insbesondere im Rahmen der Lehramtsausbildung sowie von WeiterbildungsmafBnahmen steht
die Entwicklung von Lehrveranstaltungen und Kursen im Fokus. Kempen (2019) zeigt, dass
eine Lehrveranstaltung mit einem Schwerpunkt auf dem Beweisen zu Verbesserungen in den
Bereichen Beweiskonstruktion, -bewertung und -akzeptanz bei den Studierenden fiihrt. Ahnlich
dazu koénnen Buchbinder und McCrone (2023) eine Zunahme von padagogischem und inhalt-
lichem Wissen zur Rolle von Beispielen beim Beweisen mittels eines Abschlusskurses zur The-
matik verzeichnen. Einen Ansatz, der sowohl Schiiler*innen als auch Lehrkréfte anspricht, lie-
fern Stylianides und Stylianides (2022) mit der Entwicklung eines Lernverlaufs und einer Un-
terrichtssequenz, welche zur Erkenntnis eines Lernbedarfs im Hinblick auf Beweise und der

Entwicklung einer entsprechenden Konzeptionalisierung derselben fiihrt.

Fiir den schulischen Kontext stellen Kuntze et al. (2004) eine ungeniigende Berlicksichtigung
beweisrahmender Elemente wie der Formulierung von Behauptungen, der Diskussion der Be-
weisbediirftigkeit sowie allgemeiner Bemerkungen iiber das Beweisen fest. Zudem zeigen sie
ein niedriges Anforderungsniveau der Aufforderungen und Fragen der Lehrpersonen und pla-
dieren fiir einen schiiler*innenzentrierten und materialgestiitzten Unterricht mit einem Schwer-

punkt auf der Férderung von Metawissen (Kuntze et al., 2004).

Mit spezifischerem Fokus untersucht Bersch (2023) mathematisches Argumentieren im Analy-
sisunterricht aus der Sicht von Lehrkréiften und stellt dabei unter anderem eine mangelnde Be-
achtung von Beweisen und theoretischen Herleitungen sowie eine Dominanz von schemati-
schen und verfahrensorientierten Aufgaben fest. Auf dieser Basis entwickelt sie eine differen-
zierende und aufgabenbasierte Lernumgebung mit sprachforderlichen Elementen und stellt im
Rahmen der Evaluation eine allgemein positive Bewertung und Bestitigung der unterstiitzen-

den Funktion von Losungsbeispielen fest (Bersch, 2023).

Neben den bereits angefiihrten Ansétzen existieren zudem Forschungsarbeiten, welche sich auf
digitale UnterstiitzungsmaBnahmen und Interventionen fokussieren (z. B. Roy et al., 2010,
2017; Stimmermann et al., 2021). Roy et al. (2017) zeigen, dass multimediale Interventionen
im Sinne einer Préasentation von Beweisen mittels Audiokommentaren und visuellen Animati-
onen mit einer schlechteren langfristigen Sicherung und einer Stérung von Integrationsprozes-
sen in bestehendes Wissen verbunden sind. Dies ergidnzt die Ergebnisse von Roy et al. (2010),
wonach die Présentation eines Beweises durch einen Dozenten sowie die schriftliche Darstel-
lung fiir das Beweisverstindnis effektiver sind als computerbasierte Beweise. Mit einem Fokus
auf interaktive Simulationen von Beweisen weg von vordefinierten computerbasierten Anima-

tionen verweisen Siimmermann et al. (2021) hingegen auf eine theoretische Ubereinstimmung
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der Funktionen solcher simulationsbasierten mit traditionellen, symbolischen Beweisen. Mit
einem stirker praxisorientierten Fokus thematisiert Elschenbroich (2009) den Einsatz visuell-

dynamischer Puzzles beim Beweisen und verweist auf den praformalen Charakter derselben.

Die hier angefiihrten Studien bestéitigen das Bild von Bersch (2023, S. 64), wonach spezifische
empirische Untersuchungen oftmals auf die mathematischen Teilbereiche Geometrie und Arith-
metik bzw. Algebra fokussieren, sodass nur verhiltnismiBig wenige empirische Studien zum
Argumentieren und Beweisen im Bereich der Analysis vorliegen, obgleich diesem Gebiet ins-
besondere in der gymnasialen Oberstufe eine wichtige Rolle zukommt. Die Ursache dafiir sieht
Bersch (2023, S. 64) insbesondere in der Rolle der Geometrie als traditionellem Gebiet des
Beweisens. Dementsprechend fokussiert ein iiberwiegender Teil der dargelegten Untersuchun-
gen im Rahmen von Beweisen und Argumentieren auf den Teilbereich Geometrie (z. B. Abels,
2025; Healy & Hoyles, 1998, 2000; Heinze 2004; Hilbert et al., 2008; Kuntze et al., 2004; Reiss
et al., 2002; Reiss et al., 2001; Ufer et al. 2009). Ein Schwerpunkt auf Arithmetik und Algebra
findet sich unter anderem bei Healy und Hoyles (1998, 2000) sowie Stewart und Thomas
(2019).

Im Kontext der Analysis ist auf die Studie von Grundey (2015) zu Beweisvorstellungen und
eigenstidndiger Beweisaktivitidt von Lernenden der Sekundarstufe II zu verweisen, auf welche
an spéterer Stelle ndher eingegangen wird. Auch Bersch (2023) nimmt diesen Befund aus der
Forschung zum Anlass, mathematisches Argumentieren im Analysisunterricht aus Lehrperso-
nensicht zu untersuchen, wie bereits zuvor dargestellt wurde. Weitere Studien auf dem Teilge-
biet der Analysis mit einem Fokus auf Studierende liefern unter anderem Alcock und Weber

(2005), Bauer et al. (2022) sowie Neuhaus und Rach (2019).

Ein fiir die vorliegende Arbeit weiterer relevanter Fokus zeigt sich beziiglich der Aufteilung der
Arbeiten im Sekundarbereich in einem tiberwiegenden Teil von Arbeiten zum Sekundarbereich
I (z. B. Bell, 1976; Healy & Hoyles, 1998, 2000; Heinze, 2004; Heinze et al., 2004; Heinze &
Reiss, 2003, 2004; Kempen, 2019; Reiss et al., 2002; Ufer et al., 2009) und einer verhdltnismé-
Big geringeren Anzahl von Studien fiir den Sekundarbereich II (z. B. Bersch, 2023; Grundey,
2015; Reiss et al., 2001).

2.2 Befunde zu (mathematikbezogenen) Beliefs

Beliefs werden seit einiger Zeit als bedeutendes Element pddagogisch-didaktischen Handelns
gesehen (Sziics, 2023, S. 5). Dabei steht das Aufkommen eines Interesses an Beliefs in diversen

Forschungsbereichen wie der pddagogischen Psychologie und empirischen Bildungsforschung
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mit einer Ansicht in Verbindung, diese als besten Indikator fiir Entscheidungen im Leben eines

Individuums zu sehen (Pajares, 1992; S. 307; Thompson, 1992, S. 129).

Der Terminus Beliefs selbst war bereits vor Jahren so populér, dass auf eine Definition dessel-
ben in vielen pddagogischen Werken verzichtet wurde (Philipp, 2007, S. 25). Allerdings exis-
tieren ebenso Arbeiten, welche sich um eine Definition des Begriffs bemiihen (z. B. Cross,
2009; Cross Francis et al. 2015; Op’t Eynde et al., 2003; Pajares, 1992; Philipp, 2007; Torner,
2003). Einzelne Ausfiihrungen pladieren zudem fiir das Aufgeben einer multifunktionellen De-
finition zugunsten eines vom Verstidndnis von Beliefs geleiteten strukturellen Rahmens (Goldin
et al., 2009, S. 3) oder eines Fokus auf Zielorientierung und Kontextualisierung zur Charakte-

risierung von Beliefs (Furinghetti & Pehkonen, 2003, S. 53).

Neben der Schwierigkeit einer einheitlichen Definition von Beliefs, besteht zudem keine Ein-
deutigkeit im Hinblick auf diverse Bezeichnungen. Calderhead (1996) fiihrt dabei Begriffe wie
Lattitudes, values, judgements, axioms, opinions, ideology, perceptions, conceptions, concep-
tual systems, preconceptions, dispositions, implicit theories, explicit theories, personal theories,
internal mental processes, action strategies,...” (S. 719, zitiert nach Sziics, 2023, S. 5) an.
Ebenso treten sowohl in der deutschen fachdidaktischen als auch piddagogischen Literatur ne-
ben dem Begriff Belief, Ausdriicke wie Vorstellungen, Haltungen, Einstellungen, Auffassungen
oder Uberzeugungen auf (Sziics, 2023, 5-6). Dariiber hinaus findet sich in diversen For-
schungsarbeiten der Terminus mathematisches Weltbild nach Torner und Grigutsch (1994) (z.
B. Grigutsch et al., 1998; Torner, 1996; Weygandt, 2021) sowie das englische Pendant world
view (z. B. Rolka & Halverscheid, 2011; Schoenfeld, 1985).

Nach einfiihrenden Versuchen einer Begriffsdefinition besteht eine weitere Debatte in der Tren-
nung von Beliefs und Wissen (z. B. Beswick, 2012; Furinghetti & Pehkonen, 2003; Pajares,
1992; Philipp, 2007). Wiahrend einzelne Autor*innen eine Unterscheidung nicht anstreben (z.
B. Beswick, 2012; Thompson, 1992), legt der Grofiteil Wert auf eine gemeinsame Betrachtung
bei gleichzeitiger Trennung der Begriffe (z. B. Ernest, 1989; Pehkonen, 1995; Richardson,
2003; Térner & Grigutsch, 1994). Ahnlich dazu werden Werte auf der einen Seite gegensétzlich
zu Beliefs als kontextunabhéngig und internalisierter, auf der anderen Seite als Untergruppe
von Beliefs gesehen (Bishop et al. 2003; Philipp, 2007). DeBellis & Goldin (1999) sowie

Rokeach (1970) verstehen Werte gemeinsam mit Beliefs als Teil eines iibergeordneten Systems.

Dies fiihrt zur charakteristischen Organisation von Beliefs in sogenannten Belief-Systemen und
Clustern nach Rokeach (1970) und Green (1971) sowie zur Unterscheidung zwischen priméren

und abgeleiteten bzw. sekundédren sowie zentralen und peripheren Beliefs nach Green (1971).
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Sein Konzept findet sich weitgehend in allen folgenden Forschungsarbeiten im Umfeld von
Beliefs (z. B. Beswick 2005, 2007/2008; 2012; Cooney et al., 1998; Cross, 2009; Erens, 2017;
Erens & Eichler, 2014; Liljedahl et al., 2007; Philipp, 2007; Richardson, 1996; Schoenfeld,
1983, 1985; Thompson, 1992; Torner, 1996; Torner & Grigutsch, 1994).

Von entscheidender Bedeutung fiir zukiinftige Forschungen ist zudem die Entwicklung des
Konzepts von McLeod (1992), welcher Beliefs, Einstellungen und Emotionen unter eine affek-
tive Doméne einordnet. Der Einbezug affektiver Aspekte findet daran ankniipfend in zahlrei-
chen Arbeiten seine Beriicksichtigung (z. B. Bernack-Schiiler, 2018; Ernest, 1998; Goldin,
2003; Goldin et al., 2009; Grigutsch et al., 1998; McLeod, 1994; Pehkonen, 1995; Térner, 1996;
Torner & Grigutsch, 1994). Zudem beziehen sich diverse Forschungen auf das neuere Konzept
von Hannula (2012), wonach Belief-Systeme und Ziele Teil der mathematikbezogenen Affek-
tivitdt, bestehend aus affektiven, kognitiven und motivationalen Aspekten, sind (z. B. Eichler

& Erens, 2014; Erens, 2017; Erens & Eichler, 2014).

Neben der Erweiterung des Ansatzes von McLeod (1992) um wertbezogene, ethische und mo-
ralische Aspekte, fithren DeBellis und Goldin (1999, 2006) den Begriff Meta-Affektivitit, in
Anlehnung an Metakognition im Sinne des Fiihlens iiber Gefiihle, ein. Hinzu treten Ansichten,
dass Beliefs durch ihre Gebundenheit an spezifische Objekte, ihre Inhalte sowie die Erfiillung
affektiver und kognitiver Funktionen selbst strukturiert sind (Goldin et al., 2009; Torner, 2003).
Diverse Arbeiten unternehmen dariiber hinaus den Versuch, Beliefs bzw. mathematische Beliefs
zu kategorisieren (z. B. Liljedahl et al., 2007; McLeod, 1992; Op’t Eynde et al., 2003; Pehko-
nen, 1995; Rosken et al., 2007; Torner, 2003; Torner & Grigutsch, 1994).

Im Rahmen von Forschungsarbeiten zu Beliefs sind dabei stets Instrumente zur Messung von
(mathematikbezogenen) Beliefs von Relevanz. Leder und Forgasz (2003, S. 98-99) fiihren dies-
beziiglich in einem kurzen Uberblick unter anderem quantitative Tests wie Intervallskalen, Li-
kert-Skalen sowie das semantische Differential und qualitative Methoden wie Interviews und
Beobachtungen an. Ebenso verweist Philipp (2007, S. 268) auf offene Befragungen zur Erhe-
bung von Beliefs und betonz den vielfachen Einsatz von Likert-Skalen bei gréferen Stichpro-

ben.

Hinsichtlich quantitativer Instrumente greift eine Vielzahl der hier dargestellten Forschungen
auf Fragebogen (z. B. Kuntze, 2012; Geisler & Rolka, 2021; Beumann & Bendlken 2022;
Beumann & Kisters, 2022; Kotelawala, 2016) unter besonderer Verwendung von Likert-Skalen
(z. B. Beswick 2005, 2012; Beumann & Geisler, 2022; Grigutsch et al., 1998; Kempen, 2019;
Kloosterman, 2003; Pehkonen, 1995; Richardson, 1996; Sziics, 2023; Toérner & Grigutsch
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1994) zuriick. Dennoch gibt es beziiglich der Methode von Fragebdgen und Likert-Skalen auch
kritische Stimmen, welche ihre fehlende Flexibilitét (z. B. Kollosche, 2015, S. 479) und Prob-
lematik der Interpretation der Ergebnisse aufgrund sozialer Erwiinschtheit (Safrudiannur &
Rott, 2020, S. 2; Sziics, 2023, S. 11) hervorheben. Auf dieser Basis entwickeln beispielsweise
Safrudiannur und Rott (2020) diese Methode durch Berticksichtigung sozialer Kontexte in der

Schule und ,,rank-then-rate‘*-Items weiter.

Hervorzuheben sind zudem die im Kontext angewandten qualitativen Methoden wie Interviews
(z. B. Beumann & Benoélken, 2022; Beumann & Kisters, 2022; Cai & Wang, 2010; DeBellis &
Goldin, 1999; Eichler & Erens, 2014, Erens & Eichler, 2017; Furinghetti & Morselli, 2011;
Kloosterman & Cougan, 1994; Kloosterman et al., 1996; Lee, 2019; Rolka & Halverscheid,
2011) und Unterrichtsbeobachtungen (z. B. Knipping, 2002; Kuntze, 2012; Pehkonen, 1995),
aber auch die Untersuchung von Beliefs anhand von Bildern (z. B. Halverscheid & Rolka, 2007;
Rolka & Bulmer, 2005; Rolka & Halverscheid, 2011).

Mit Blick auf empirische Forschungsarbeiten zu mathematikbezogenen Beliefs von Lehrperso-
nen und Lehramtsstudierenden stellt Thompson (1992, S. 130) fest, dass zumeist in die zwei
Kategorien Natur liber die Mathematik sowie Lehren und Lernen von Mathematik unterschie-
den wird. Beziiglich dieses Forschungsgebietes liefern Cross Francis et al. (2015) eine Zusam-
menfassung der wichtigsten Entwicklungen und verweisen auf eine Erweiterung um personli-
che Uberzeugungen, fachliches und fachdidaktisches Wissen sowie auf Forschungen zur Be-
ziehung von Wissen und Beliefs sowie deren Auswirkungen auf den Unterricht. Zudem werden
epistemologische Beliefs, Selbstwirksamkeitsiiberzeugungen, Beliefs liber Schiiler*innen und

kulturelle Hintergriinde im Forschungsgebiet stirker beriicksichtigt (Cross Francis et al., 2015).

Vorliegende Arbeiten stellen im Hinblick auf die Bildung von Uberzeugungen fest, dass diese
insbesondere im Mathematikunterricht der Primar- und Sekundarstufe sowie im Studium und
der eigenen Berufstitigkeit erworben werden und damit wesentlich mit eigenen Erfahrungen in

Verbindung stehen (z. B. Bernack-Schiiler, 2018; Beswick, 2012; Richardson, 1996, 2003).

Studien, welche sich auf die Auswirkungen dieser von Lehrpersonen erworbenen Beliefs auf
die eigene Praxis fokussieren, konnen nicht nur eine Auswirkung bestétigen (z. B. Cross, 2009;
Liljedahl et al., 2007), sondern stellen auch fest, dass die eigene Praxis insbesondere mit den
Beliefs tiber die Mathematik und weniger mit jenen iiber das Lehren und Lernen im Einklang
steht (z. B. Raymond, 1997; Thompson, 1992). Diesbeziiglich zeigen daher diverse Studien
Inkonsistenzen zwischen den Beliefs und der Praxis von Lehrpersonen auf (z. B. Bernack-Schii-

ler, 2018; Cross Francis et al., 2015; Raymond, 1997). Im Hinblick auf diese Diskrepanz wird
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auf entsprechende Kontexte als Ursache verwiesen, die unter anderem in Zeitbeschrankungen,
dem Fihigkeitsniveau der Lernenden und entsprechenden weiteren Ressourcen gegeben sind
(z. B. Beswick, 2005; Raymond, 1997). Furinghetti und Morselli (2011) vertreten zudem die
Ansicht, dass primére bzw. fiihrende Beliefs dabei helfen, die Rolle und das Gewicht verschie-
dener Beliefs zu verstehen und mit jenem Konstrukt die Inkonsistenz zwischen Beliefs und

Praxis iiberwunden werden kann.

Mit Blick darauf, welche mathematischen Beliefs bei Lehrpersonen und Lehramtsstudierenden
gegeben sein konnen, unterscheiden vorliegende Studien hdufig im Hinblick auf statische Sicht-
weisen, Mathematik als System von Regeln und Formeln zu sehen, sowie dynamische Perspek-
tiven mit einem Fokus auf Anwendungs- und Prozessaspekte (z. B. Geisler & Rolka, 2021;
Grigutsch et al., 1998; Torner, 1996). Ernest (1989) unterscheidet diesbeziiglich in eine prob-
lemldsungsorientierte, instrumentalistische und platonische Sichtweise. Im Allgemeinen kann
ein positives Bild der Mathematik sowie eine Hinwendung zum Prozess- und Anwendungsas-
pekt im Sinne einer dynamischen Sichtweise nachgewiesen werden (z. B. Grigutsch et al., 1998;
Torner, 1996). Beswick (2007/2008) stellt allerdings im Hinblick auf Beliefs {iber Schiiler*in-

nen im Allgemeinen und solchen mit mathematischen Lernschwierigkeiten Unterschiede fest.

Im Rahmen der Fokussierung auf die Beliefs von Studierenden am Ubergang von der Schul-
zur Hochschulmathematik zeigen Geisler und Rolka (2021) eine Abnahme dynamischer Be-
liefs, wohingegen statische Beliefs stabil bleiben, welche als negativer Pradiktor fiir Leistungen
gesehen werden. Torner und Grigutsch (1994) stellen eine Hinwendung zum Prozessaspekt fest,
wobei im Hinblick auf eine statische Sichtweise der Toolboxaspekt, Mathematik als ,,Werk-
zeugkiste* mit Formel und Verfahren zum Anwenden zu verstehen, ebenso hervortritt. Zudem
zeigen die Studierenden eine mittelméBige bis tendenziell negative Einschédtzung ihrer eigenen

Leistungen (Torner & Grigutsch, 1994).

Fiir eine kontext- und gegenstandsgebundene Erhebung von Beliefs pldadieren unter anderem
Bernack-Schiiler (2018) sowie Erens und Eichler (2014). Letztere stellen im Hinblick auf den
Teilbereich der Analysis eine liberwiegende Ablehnung der Lehrpersonen gegeniiber starrem
Formalismus und exakten Definitionen fest (Eichler & Erens, 2014). Rolka und Bulmer (2005)
untersuchen dazu die Beliefs von Studierenden iiber das Fachgebiet Statistik, konnen allerdings
in ithrer Studie keine signifikanten Assoziationen zwischen Bildern zu statischen Beliefs und

anschliefenden Leistungsmessungen feststellen.

Daneben bestétigen landeriibergreifende Untersuchungen zu mathematikbezogenen Belief von

Lehrpersonen, Studierenden und Schiiler*innen die theoretischen Annahmen zur kulturellen
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Pragung von Beliefs (z. B. Cai & Wang, 2010; Knipping, 2002; Kuntze, 2012; Pehkonen, 1995,
1994).

Neben zahlreichen Studien mit einem Fokus auf die Beliefs von Mathematiklehrkriften und
Studierenden, existiert ein breiter Fundus an Arbeiten, welche sich mit den mathematikbezoge-
nen Uberzeugungen von Schiiler*innen befassen (z. B. Kislenko, 2009; Kloosterman, 2003;
Kloosterman & Cougan, 1994; Kollosche, 2015; Maall & Ege, 2007; Reiss et al., 2002; Rosken
et al., 2007; Rolka & Halverscheid, 2011; Wen & Dubé, 2022).

Rosken et al. (2007) stellen in ihrer Studie eine eher ablehnende Haltung gegentiiber Freude an
Mathematik fest, wohingegen Schwierigkeit eine hohe Zustimmung erfahrt. Anhand der ge-
wonnenen Ergebnisse konstatieren sie eine starke Verbindung von Kompetenz, Schwierigkeits-
grad sowie Selbstvertrauen und sehen darin die Kernbeliefs (Rosken et al., 2007). Weitere Stu-
dien stellen einen starken Fokus auf das Auswendiglernen als wichtigen Teil der Mathematik
fest (z. B. Kloosterman, 2003) und berichten von einer Haufung negativer Wahrnehmungen wie

Unwohlsein, schwachem Interesse und Verstdndnisschwierigkeiten (z. B. Kollosche, 2015).

Demgegeniiber stehen Ergebnisse der Studie von Reiss et al. (2002), welche insgesamt eine
positive Prigung der Beliefs zum Mathematikunterricht feststellen, wobei fiir die Proband*in-
nen Mathematik von Formalismus sowie Exaktheit dominiert wird und der Anwendungs- sowie
Prozesscharakter unabhiangig von den Leistungen der Schiiler*innen in den Hintergrund tritt.
Die Autor*innen kdnnen zudem keinen signifikanten Zusammenhang zwischen den Leistungen
und Beliefs der Lernenden feststellen, sodass davon auszugehen ist, dass die Uberzeugungen
iiber diverse Mediatorvariablen wie Motivation und Interesse wirken (Reiss et al., 2002). Diese
Sicht bestdtigen Wen und Dubé (2022), die eine negative Korrelation fiir Angst und eine posi-
tive fir Freude, Selbstkonzept und -vertrauen sowie den wahrgenommen Wert auf die Mathe-

matikleistung festhalten.

Daneben untersuchen Samuelsson et al. (2015) Unterschiede im Hinblick auf Beliefs von Schii-
ler*innen mit differentem soziookonomischem Hintergrund und stellen bei hohen vorhandenen
Ressourcen eine relationale, bei niedrigen Voraussetzungen eine instrumentelle Sichtweise auf

die Mathematik fest.

Mit Blick auf den Niitzlichkeitsaspekt von Mathematik zeigt sich auf der einen Seite eine posi-
tive Zuschreibung, wobei davon ausgegangen wird, dass es sich um tibernommene Glaubens-
atze handeln konnte (Kollosche, 2015) und zum anderen eine begrenzte Einsicht in den Nutzen

von Mathematik (Maall & Ege, 2007). Maal3 und Ege (2007) streichen dabei heraus, dass
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Mathematik iiberwiegend als selbstreferenzielles System gesehen wird und bilden autbauend

auf den Erkenntnissen ihrer Studie eine Theorie verschiedener Schiiler*innentypen.

Einen spezifischen Fokus auf die Beliefs von begabten Schiiler*innen legen Beumann und
Benolken (2022) sowie Beumann und Kisters (2022), wobei ein Auftreten vielseitiger Beliefs
iiber die Mathematik festgestellt und eine problemlosende Sichtweise als vorteilhaft identifi-

ziert wird.

Fiir eine Schwerpunktsetzung auf Problemlosen und mathematisches Argumentieren plédiert
auch Garofalo (1989), nachdem er einige von ihm identifizierte Sichtweisen von Schiiler*innen
auf die Mathematik darlegt. Dabei zeigt sich die Annahme, mathematische Probleme mittels
Anwendens von Formeln und Verfahren 16sen zu kénnen, die zuvor von der Lehrperson darge-
legt wurden oder im Buch zu finden sind (Garofalo, 1989, S. 502). Dies wird ergénzt durch die
Sichtweise, nur jene Mathematik als wichtig und wertvoll anzusehen, welche auch getestet wird
(Garofalo, 1989, S. 503). Garofalo (1989, S. 504) hebt diesbeziiglich hervor, dass jene Beliefs

einen spezifischen Blick in die Unterrichtsmathematik geben.

Diese spezielle Situation zum Problemldsen im Unterricht spricht auch Schoenfeld (1989, S.
349) an und verweist auf eine entstehende Trennung der Schulmathematik, jener Mathematik,
welche die Lernenden durch ihre Unterrichtserfahrung kennen, von der Mathematik als Wis-
senschaft, von der sie zwar gehort, diese jedoch nicht erfahren haben. Insbesondere fiihrt dies
nach Schoenfeld (1989, S. 349) dazu, dass eine positive Sichtweise auf die Wissenschaft Ma-
thematik von den Schiiler*innen zwar vertreten wird, ihr Problemldseverhalten allerdings stér-
ker von ihren durch den Unterricht gepriigten Erfahrungen als von ihren positiven Uberzeugun-
gen iiber die Mathematik dominiert wird. Auf Basis von Lampert (1990, zitiert nach Schoen-
feld, 1992, S. 359) listet Schoenfeld (1992, S. 359) drei Jahre spéter diverse allgemeine Beliefs
von Schiiler*innen zur Natur der Mathematik auf und zeigt die Uberzeugungen auf, dass ma-
thematische Probleme nur eine korrekte Antwort hitten und es nur einen Weg gibe, diese zu
16sen, welcher von der Lehrperson vorgegeben wird. Zudem konnten gewohnliche Schiiler*in-
nen nicht erwarten Mathematik zu verstehen, diese werde in Einzelarbeit betrieben, Mathematik
und die reale Welt seien kaum miteinander verbunden und formale Beweise seien irrelevant fiir

Erfindungs- und Entdeckungsprozesse (Schoenfeld, 1992, S. 359).

Im Rahmen der Beliefforschung interessiert neben der Erhebung und Analyse von mathematik-
bezogenen Beliefs zudem eine Verdnderung derselben. Dabei findet sich hdufig eine dynami-
sche Sichtweise, nach welcher Beliefs und Belief-Systeme durch emotionale Erfahrungen ver-

dndert werden konnen (z. B. Ambrose, 2004; Goldin, 2003; Liljedahl, 2005; Richardson, 2003;
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Thompson, 1992). Richardson (1996, 2003) betont diesbeziiglich, dass das Studium eine eher
schwache Rolle bei der Verinderung einnimmt und zudem eine Anderung von Beliefs nicht
zwingend auf die paddagogische Praxis von Lehrkriften wirken muss. Andere Arbeiten verwei-
sen auf eine Anderung von Uberzeugungen durch Reflexion (z. B. Furinghetti & Pehkonen,
2003; Philipp, 2007) oder auf Beliefinderungen durch widerspriichliche Spannungen zwischen
den Beliefs und der eigenen Praxis (z. B. Chapmann, 2003).

Dabei wird beziiglich der Verdnderung von Beliefs zudem fiir die Beriicksichtigung entspre-
chender Strukturen und Beziehungen pladiert (z. B. Bernack-Schiiler, 2018; Chapman, 2015;
Cross, 2009; Grigutsch et al., 1998). Erens (2017) hebt in diesem Kontext die Wirkung fest
verwurzelter Beliefs als psychologische Filter und ihre damit einhergehende erschwerte Modi-
fizierbarkeit, je zentraler ihre Stellung im Belief-System ist, hervor. Daneben hélt Bernack-
Schiiler (2018) fest, dass der Verdnderungsprozess sowie das Ergebnis davon bestimmt sind, ob
kontext- bzw. gegenstandsbezogene Beliefs oder ein gesamtes Belief-System in Frage gestellt

werden.

Mit Blick auf intendierte Beliefanderungen verweisen zudem unter anderem Cross Francis et
al. (2015) und Richardson (2003) auf eine entsprechende Rechtfertigung und ethische Frage-

stellungen zur Entscheidung, welche Uberzeugungen einer Anderung bediirfen.

Im Rahmen empirischer Studien zur Verdnderung von Beliefs verdeutlichen unter anderem
Ambrose (2004) und Yoo (2008), dass es sich dabei um einen ldnger andauernden Prozess han-
delt, der schrittweise erfolgt. Zahlreiche Studien sind gleichwohl in der Lage, Beliefanderungen
empirisch festzustellen (z. B. Ambrose, 2004; Bernack-Schiiler, 2018; Chapman, 1999; Kem-
pen, 2019; Liljedahl et al., 2007; Safrudiannur et al., 2022; Vacc & Bright, 1999; Weygandt,
2021; Weygandt & Oldenburg, 2015). Sowohl Liljedahl et al. (2007) als auch Bernack-Schiiler
(2018) und Kempen (2019) kdnnen anhand von Interventionen bei Lehramtsstudierenden eine
Entwicklung hin zum Prozessaspekt feststellen, wobei Bernack-Schiiler (2018) diesbeziiglich
insbesondere die affektiven Erfahrungen im Rahmen der Beliefanderung herausstreicht. Dabei
verweist sie auf ein Ausbleiben einer Anderung hin zum Prozessaspekt bei fehlenden Erfolgs-
erlebnissen und negativen Emotionen (Bernack-Schiiler, 2018). Dariiber hinaus zeigen empiri-
sche Ergebnisse die Begiinstigung einer problemorientierten Sichtweise durch Lehrveranstal-
tungen zur Universitdtsmathematik (z. B. Safrudiannur et al., 2022) und eine mogliche Ein-
flussnahme auf Beliefs bei fortgeschrittenen Studierenden (z. B. Weygandt, 2021; Weygandt &
Oldenburg, 2015). Ambrose (2004) hebt allerdings in diesem Kontext hervor, dass alte Beliefs

weiterhin bestehen bleiben und entweder stirker oder weniger zentral werden, sodass davon
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auszugehen ist, dass neue Uberzeugungen mit bereits bestehenden Beliefs koexistieren und

diese nicht ersetzt werden.

Neben den hier angefiihrten Arbeiten zur Anderung mathematikbezogener Beliefs sei an dieser
Stelle am Rande auf Forschungen zur Verinderung epistemologischer Uberzeugungen von

Schiiler*innen verwiesen (z. B. Beumann & Geisler, 2022; Stoppel, 2019).

Da die vorliegende Arbeit eine Anderung bzw. Weiterentwicklung von Beliefs anstrebt, interes-
sieren insbesondere didaktische Konzepte zur Beliefinderung. Bernack-Schiiler (2018, S. 40)
beschreibt diesbeziiglich anhand vorliegender Studien diverse Moglichkeiten, um eine Verén-

derung anzustreben.

Die vorliegenden Studien zeigen dabei einen starken Fokus auf das Sammeln eigener Erfahrun-
gen mittels neuer Inhalte und Problemldseinterventionen (z. B. Ambrose, 2004; Bernack, 2011;
Bernack-Schiiler, 2018; Chapman, 1999; DeBellis & Rosenstein, 2004; Liljedahl, 2005; Roscoe
& Sriraman, 2011; Yoo, 2008). Zudem spielen der Austausch iiber sowie die Reflexion und
Dokumentation von Beliefs in diversen Studien eine wesentliche Rolle (z. B. Ambrose, 2004;
Bernack, 2011; Chapman, 1999; Furinghetti & Pehkonen, 2003; Liljedahl et al., 2007; Roscoe
& Sriraman, 2011; Weygandt, 2021), wobei Journal-Writing oftmals eine gewéhlte Variante
darstellt (z. B. Bernack, 2011; Chapman, 1999; Liljedahl et al., 2007).

2.3 Forschungsstand zu beweisbezogenen Beliefs

Sowohl im Umfeld der Forschung zum Beweisen als auch zu mathematischen Beliefs findet
sich, wie zuvor dargestellt, ein reicher Fundus an vorliegenden Forschungsarbeiten, welche
diese beiden Gebiete bereits breit untersuchen. Das Interesse der vorliegenden Arbeit liegt dabei
noch spezifischer auf beweisbezogenen Beliefs im Sinne von Uberzeugungen zum Beweisen

in der Mathematik und dem Mathematikunterricht.

Diverse Forschungsarbeiten untersuchten diesbeziiglich bereits die beweisbezogenen Beliefs
oder damit in Verbindung stehende Konzepte von Lehramtsstudierenden und Lehrpersonen (z.
B. Kotelawala, 2016; Lee, 2019, 2025; Stewart & Thomas, 2019; Sziics, 2023; Varghese, 2009;
Weber & Mejia-Ramos, 2014; Yoo, 2008).

Einen Blick auf die Wahrnehmung von Studierenden beziiglich des Beweisens in der linearen
Algebra werfen Stewart und Thomas (2019), wobei sie herausstellen, dass Sinnbildung sowie
Versténdnis den personlichen Beliefs vorausgehen. Kotelawala (2016) zeigt anhand von empi-
rischen Ergebnissen, dass die Wichtigkeit von Beweisen fiir allgemeine mathematische Fahig-

keiten durchaus wahrgenommen wird, mit Blick auf die Klasse jedoch verfahrensorientierte

28



Fertigkeiten beim Beweisen im Vordergrund stehen. Dabei sieht Kotelawala (2016, S. 1113) die
mit Angst verbundenen personlichen Erfahrungen der Proband*innen mit der Thematik als we-
sentlichen Faktor. Dariiber hinaus stellt Sziics (2023, S. 26) eine mangelnde Erfahrung von
Studierenden mit Beweisen heraus, was sie zur Vermutung bringt, dass einschldgige Beliefs
iiberwiegend im Studium etabliert werden. Damit kommt es zur Pragung der Beliefs durch ei-
nen wissenschaftlichen Beweisbegriff sowie eine tiberwiegend ablehnende Haltung gegeniiber

der Thematisierung von Beweisen im Unterricht (Sziics, 2023, S. 26).

Ebenfalls im Kontext von Lehramtsstudierenden verweist Lee (2019) auf eine produktive Wahr-
nehmung der Proband*innen beziiglich des Lehrens von Beweisen, jedoch auf eine nachteilige
Interpretation der Lernbediirfnisse der Schiiler*innen, wonach Beweise nicht fiir alle Lernenden
geeignet bzw. notwendig sind. Lee (2019) identifiziert dabei eine priifungsorientierte Lernkul-
tur als Hauptfaktor fiir fehlende Beweisaktivitdten in der Praxis. Zudem betont Lee (2025) die
entscheidende Bedeutung affektiver Aspekte bei der Ubernahme von Ideen und der Férderung

produktiver Beliefs zu Beweisen im Mathematikunterricht.

Mit einem verstirkten Fokus auf schiiler*innenbezogene Beliefs von Lehrpersonen stellt
Varghese (2009) fest, dass Uberzeugungen dominieren, welche von einem fehlenden schii-
ler*innenseitigen Interesse Beweise zu lernen und einer beschriankenden Sichtweise von Be-
weisen auf die Schulgeometrie gepriagt sind. Zudem besteht die Ansicht, Beweise wiirden auf-
grund ihrer Komplexitdt und Abstraktheit iiber die Kapazititen der meisten Lernenden hinaus-

gehen (Varghese, 2009).

Spezifischer betrachten Weber und Mejia-Ramos (2014) die Beliefs von Studierenden zum Le-
sen von Beweisen, wobei sie Differenzen im Hinblick auf Professor*innen feststellen. Weber
und Mejia-Ramos (2014, S. 99) fassen zusammen, dass, wahrend Studierende davon ausgehen
in unter 15 Minuten einen Beweis zu studieren, Mathematiker*innen jedenfalls mehr Zeit in
Betracht ziehen. Dariiber hinaus vertreten Studierende die Ansicht, Beweisverstdndnis zu er-
langen, indem sie jeden Schritt begriinden kénnen, wihrend Professor*innen hier von einem
globaleren Beweisverstdndnis ausgehen (Weber & Mejia-Ramos, 2014, S. 99). Zudem wird das
Lesen eines Beweises von den Student*innen als eher passiv empfunden, wahrend Mathemati-
ker*innen fiir ergéinzende Teilbeweise oder Graphiken pliddieren (Weber & Mejia-Ramos, 2014,
S. 99). Diesbeziiglich halten Weber und Mejia-Ramos (2014, S. 100—101) fest, dass unproduk-

tive Beliefs bereits im Mathematikunterricht entwickelt werden.

Dies fiihrt zur Frage nach beweisbezogenen Beliefs von Schiiler*innen. Schoenfeld (1985, S.

185) stellt mit dem Begriff der mathematischen Weltbilder von Lernenden fest, dass diese
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insbesondere auf Erfahrungen im Klassenraum aufgebaut werden. Damit einhergeht eine Ein-
schitzung der Niitzlichkeit geometrischer Beweise auf Basis der erfolgten Thematisierung im
Unterricht (Schoenfeld, 1985, S. 1985). Allerdings entsteht nach Schoenfeld (1985, S. 186) so-
mit hdufig die Einsicht, dass mathematische Argumentation und Beweisen der ausschlieBlichen
Verifikation von vorgegebenem Wissen dient und damit nicht mit einer Entdeckungs- oder Ver-
staindnisfunktion verbunden wird. Schoenfeld (1985, S. 186) nutzt in diesem Kontext das Kon-
zept des ,,naiven Empirismus®, um einen Weg aufzuzeigen, wie Beliefs auf das Verhalten von

Schiiler*innen wirken.

Daneben werden nachfolgend drei empirische Studien vorgestellt, die sich explizit mit den Be-
weisvorstellungen von Studierenden (Harel & Sowder, 1998) sowie Schiiler*innen (Grundey,

2015; Healy & Hoyles, 1998, 2000) befassen und fiir die vorliegende Arbeit daher besonders

zentral sind.

Harel und Sowder (1998) untersuchen im Rahmen des Projekts ,,Proof Unterstanding, Produc-
tion and Appreciation® die Vorstellungen zur Beweisfiihrung von Collegestudierenden. In die-
sem Kontext klassifizieren sie verschiedene Beweisschemata, welche sich darauf beziehen, was
eine Person liberzeugt und darauthin auch anbietet, um zu iiberzeugen (Harel & Sowder, 1998,
S. 244). Jede der Kategorien reprisentiert dabei insbesondere eine kognitive Stufe (Harel &
Sowder, 1998, S. 244). Sie prasentieren drei Oberkategorien, welche allerdings einander nicht
ausschlieen und jeweils in weitere Unterkategorien gegliedert sind (Harel & Sowder, 1998, S.
245). Harel und Sowder (1998, S. 278) identifizieren in ihrer Studie insbesondere eine Domi-
nanz von autoritdren und empirischen Beweisschemata. Zudem plédieren sie fiir eine friihzei-
tige Anleitung der Lernenden im Hinblick auf transformative, deduktive Beweisstrategien

(Harel & Sowder, 1998, S. 280).

Die bereits im Rahmen des Forschungsstandes im Umfeld von Beweisen angefiihrte Studie von
Healy und Hoyles (1998) untersucht im Zuge des Projektes ,,Justifying and Proving in School
Mathematics unter anderem die Ansichten von leistungsstarken Lernenden in der Sekundar-
stufe I liber die Rolle von Beweisen und inkludiert Aufgaben im Bereich der Arithmetik und
Algebra sowie der Geometrie. Die Ergebnisse verdeutlichten, dass Lernende schlechte Leistun-
gen beim Konstruieren von Beweisen erzielen, Erfolge im Rahmen der Algebra eher erreicht
werden als in der Geometrie und die Schiiler*innen im Allgemeinen besser in der Auswahl
giiltiger mathematischer Argumente sind als bei der eigenstindigen Konstruktion derselben
(Healy & Hoyles, 1998, S. 2-3). Mit Blick auf die Beweisvorstellungen der Lernenden zeigt

sich ein signifikant positiver Einfluss der allgemeinen mathematischen Leistungen auf die
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Ansichten der Lernenden iiber Beweise sowie ithre Kompetenzen, wobei hervorzuheben ist,
dass dies nicht die einzige Variable darstellt (Healy & Hoyles, 1998, S. 4). Zudem wirken sich
die Ansichten der Schiiler*innen iiber Beweise sowie ihre Zwecke auf ihre Antworten im Fra-
gebogen aus (Healy & Hoyles, 1998, S. 4). Genauer zeigt sich, dass die Vorstellung von der
Rolle von Beweisen die Argumentwahl beeinflusst und insbesondere Lernende, welche allge-
mein eine Ansicht dazu abgegeben haben, weniger geneigt sind, empirische Argumente auszu-
wihlen (Healy & Hoyles, 1998, S. 30). Zudem weisen Lernende, welche die Allgemeingiiltig-
keit von Beweisen und ihre Rolle bei der Verifizierung einer Aussage anerkennen, bessere Kon-
struktionsleistungen auf (Healy & Hoyles, 1998, S. 47). Dariiber hinaus neigen Schiiler*innen
mit einem Fokus auf die erklirende Funktion von Beweisen eher zur Konstruktion narrativer
Argumente und Lernende mit einer Einsicht in den Zweck von Beweisen zur Verifizierung einer
Aussage erreichen bei Argumentbewertungen hinsichtlich ihrer Korrektheit und Allgemeingiil-
tigkeit bessere Leistungen (Healy & Hoyles, 1998, S. 54—61). Abschlieend zeigt sich in Klas-
sen, wo Beweisen als separates Thema unterrichtet wird, ein vorteilhafteres Ergebnis hinsicht-

lich der Bewertung von Argumenten (Healy & Hoyles, 1998, S. 62).

Healy und Hoyles (2000, S. 418) streichen in ihrem Uberblick iiber die Ergebnisse der Studie
von 1998 im Bereich der Algebra heraus, dass ungeféhr die Hélfte der teilnehmenden Personen
den Zweck von Beweisen im Belegen der Richtigkeit einer mathematischen Aussage sieht und
nur ein Prozent auf eine Systematisierungs- oder Entdeckungsfunktion verweist. Daneben sieht
mehr als ein Drittel eine erkldrende Funktion in Beweisen, wobei sich im Rahmen von Inter-
views herausstellt, dass von einer hoheren Anzahl auszugehen ist (Healy & Hoyles, 2000, S.
418). Mehr als ein Viertel der Befragten hat wenig bis keine Vorstellung von der Bedeutung
und dem Zweck von Beweisen (Healy & Hoyles, 2000, S. 418).

Ankniipfend an die Studie von Healy und Hoyles (1998) untersucht Grundey (2015) im Rahmen
einer qualitativ-empirischen Studie das Wechselspiel zwischen Beweisvorstellungen und der
eigenstindigen Beweisaktivitit von Schiiler*innen der Sekundarstufe II aus deutschen und ka-
nadischen Klassen mit einem Fokus auf den Analysisunterricht. Auf Basis des methodischen
Ansatzes der fachdidaktischen Entwicklungsforschung nach dem Dortmunder Modell fiihrt sie
in vier Lerngruppen dasselbe Designexperiment durch, wobei Beweisaufgaben auf dem Gebiet
der Analysis herangezogen werden und ein dreimaliger Durchlauf eines Prozesses von Beweis-
rezeption, -diskussion und -konstruktion vollzogen wird (Grundey, 2015). Die Ergebnisse von
Grundey (2015, S. 273-274) zeigen eine stark ausgeprégte formal-algebraische Sichtweise, wo-
bei zwar eine Erweiterung um soziale und funktionelle Aspekte des Beweisens sowie um logi-

sche Strukturen und Allgemeingiiltigkeit erfolgt, fiir die meisten Teilnehmer*innen allerdings
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die Anfangsvorstellung weiterhin grundlegend bleibt. Indes konnten bereits bestehende Vorstel-
lungen durch das vorgelegte Unterrichtskonzept erweitert bzw. verdndert werden, wobei
Grundey (2015, S. 274) vermutet, dass der Verlauf der einzelnen Phasen sowie das Interventi-
onsverhalten der Lehrperson einen entscheidenden Einflussfaktor darstellen. Im Wechselspiel
zwischen einer Beweis- und Inhaltsebene betont Grundey (2015, S. 275-276), dass eine enge
formal-algebraische Beweisvorstellung die Konstruktion derselben behindert, obgleich dies auf
Inhaltsebene moglich wére. Zudem zeigt sich, dass Schwierigkeiten auf der Inhaltsebene oft-
mals auf die des Beweisens iibertragen werden und es zudem bei ausschlieBlicher Konzentra-
tion auf eine Ebene zu Problematiken im Beweisprozess kommt (Grundey, 2015, S. 276-279).
Grundey (2015, S. 281-282) hebt die positive Wirkung von Beweisdiskussionsphasen bei der
Erweiterung und Verdnderung enger bzw. falscher Vorstellungen hervor und betont den Einfluss
der Lehrperson auf die Anderung von Beweisvorstellungen. Gleichzeitig stellt Grundey (2015,
S. 283-284) fest, dass die vorgelegten prototypischen Schiiler*innenbeweise lediglich fiir einen
kleinen Teil der Teilnehmer*innen hilfreich waren und die damit implizierten Analogien wenig

angenommen wurden.

Die Betrachtung des aktuellen Forschungsstandes im Umfeld von Beweisen sowie Beliefs und
damit einhergehend beweisbezogenen Uberzeugungen zeigt damit ein klares Bild. Es existieren
bereits zahlreiche Forschungsarbeiten und theoretische Grundlagen zum Beweisen im Kontext
von Schule, wobei auch Ausfithrungen zum mathematischen Argumentieren und Begriinden zu
berticksichtigen sind. Diverse didaktische Beweiskonzepte bieten dabei Anhaltspunkte fiir un-
terrichtliche Interventionen. Dahingehend wurden ebenso diverse Schwierigkeiten beim Be-
weisen aufgedeckt und analysiert sowie mogliche unterstiitzende Unterrichtskonzepte entwi-
ckelt und empirisch gepriift. Ein dhnliches Bild zeigt sich im Hinblick auf Beliefs und spezifisch
mathematische Uberzeugungen, die bereits sowohl auf Ebene von Lehrpersonen und Studie-
renden als auch aus Schiiler*innenperspektive ausfiihrlich behandelt und untersucht wurden.
Uberdies scheint sich auch aus theoretischer Perspektive ein zunehmender Konsens zu bilden,
Beliefs in Belief-Systemen und Clustern zu verorten, welche sich wiederum mit Emotionen und
Einstellungen sowie Werten in Verbindung stehen. Zudem wird tliberwiegend die Unterschei-
dung zwischen zentralen und peripheren sowie priméren und abgeleiteten bzw. sekundéren Be-
liefs betont. Was jedoch im Hinblick auf beweisbezogene Beliefs auffillt, ist ein stidrkerer Fokus
neuerer Forschungsarbeiten auf Lehramtsstudierende. Uberzeugungen zum Beweisen von
Schiiler*innen werden in jiingster Zeit dahingehend kaum thematisiert, obwohl mehrfach fest-
gehalten wird, dass Beliefs bereits in entscheidender Weise im Schulunterricht entwickelt wer-

den. An diesem festgestellten Forschungsdesiderat zu beweisbezogenen Beliefs von
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Schiiler*innen mochte die vorliegende Arbeit ansetzen und dabei einen Fokus auf die Sekun-
darstufe IT und das Teilgebiet der Analysis legen, Schwerpunkte, die wie vorangegangen darge-

legt, ebenfalls weniger Beachtung in bisherigen Forschungen finden.
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3 Forschungsfragen und Zielsetzung

Basierend auf den einfiihrenden Ausfiihrungen zum Stellenwert des Beweisens, Argumentie-
rens und Begriindens im Mathematikunterricht sowie auf dem dargelegten Forschungsstand
ergibt sich im Rahmen der vorliegenden Arbeit die zentrale Fragestellung, inwiefern bestehende
beweisbezogene Beliefs von Lernenden der Sekundarstufe II durch unterrichtliche Interventio-
nen auf dem Gebiet der Analysis beeinflusst werden konnen. Der Fokus auf spezifische Uber-
zeugungen zum Beweisen sowie auf die Sekundarstufe II und das Teilgebiet Analysis ergibt
sich insbesondere aus der vorangegangenen Analyse des aktuellen Forschungsstandes zu Be-
weisen und Beliefs. Die Wahl des Begriffes ,,beeinflussen® orientiert sich dabei an vorliegenden
Arbeiten, welche verdeutlichen, dass es weniger zu einer Veranderung im Sinne eines Ersetzens
bestehender Beliefs kommt, sondern vielmehr zu einer Weiterentwicklung vorhandener und Er-
ginzung neuer Uberzeugungen (z. B. Ambrose, 2004; Grundey, 2015). Insbesondere liegt ein
Schwerpunkt auf der Festigung und dem Ausbau produktiver Beliefs sowie auf der Entkraftung
und positiven Fortentwicklung hinderlicher Uberzeugungen im Hinblick auf Beweisverstind-

nis, -konstruktion und -akzeptanz.
Die dieser Arbeit zugrundeliegende leitende Forschungsfrage ergibt sich somit wie folgt:

,, Inwiefern kénnen bestehende beweisbezogene Beliefs von Lernenden der Sekundarstufe 11

durch unterrichtliche Interventionen auf dem Gebiet der Analysis beeinflusst werden? *

Daraus folgen weitere Subfragen, welche im Zuge der vorliegenden Arbeit beantwortet werden

sollen:

1. Welche Beliefs unter Berticksichtigung von Emotionen finden sich bei Schiiler*innen
der Sekundarstufe II im Hinblick auf mathematische Beweise und Beweisen im Mathe-
matikunterricht?

ii.  Welche Zusammenhinge zwischen mathematischen und beweisbezogenen Beliefs der
Schiiler*innen lassen sich erkennen?

iii.  Inwiefern erzielen die entwickelten unterrichtlichen Interventionen eine Verdnderung
im Sinne einer Weiterentwicklung bestehender und Aufnahme neuer beweisbezogener
und mathematischer Beliefs?

iv.  Welche spezifischen Komponenten der InterventionsmaBnahmen bewirken im Einzel-

fall eine vorliegende Verdnderung beweisbezogener Beliefs?

In diesem Sinne besteht ein erstes Ziel der vorliegenden Arbeit in der systematischen Erhebung

vorrangig beweisbezogener Beliefs unter Beriicksichtigung der Emotionen von Schiiler*innen
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der Sekundarstufe II. Im Spezifischen handelt es sich dabei um eine Untersuchung mittels Pa-
per-Pencil-Fragebogen in zwei Klassen der 11. Schulstufe eines Wiener Gymnasiums in Form
eines Pritests. Das Vorhaben wir ergidnzt durch die theoretische Entwicklung und praktische
Durchfiihrung von Interventionsmaflnahmen, um eine Verdnderung im Sinne einer Weiterent-
wicklung bestehender sowie Aufnahme neuer Beliefs zu erreichen. Die Interventionen werden
dahingehend als Unterrichtseinheiten konzipiert, welche im reguldren Mathematikunterricht
umgesetzt werden. Den Abschluss der Untersuchungen bildet schlielich ein Posttest, mit wel-
chem eine mogliche Verdnderung der Beliefs quantitativ erfasst wird. In Einzelfédllen wird dies
um entsprechende Interviews nach der Auswertung der Daten aus den Fragebogenerhebungen
erginzt, um tiefergehende Einblicke in die Verdnderungsprozesse und entsprechende Wirkun-

gen der InterventionsmafB3nahem zu erlangen.

Da bereits der aktuelle Forschungsstand sowohl auf theoretischer als auch empirischer Ebene
ausfithrlich dargestellt wurde, um im beachtlichen Fundus an vorliegenden Arbeiten zum
Thema eine Orientierung zu bieten und die nachfolgenden Ausfithrungen entsprechend einzu-
ordnen, beschrinkt sich der theoretische Teil der Arbeit auf jene Begriffe und Konzepte zum
Beweisen sowie zu Beliefs, welche fiir die Entwicklung der Testinstrumente und Interventionen
von Bedeutung sind. Daran ankniipfend finden sich diesbeziigliche methodische Ausfithrungen
bevor auf die Durchfiihrung sowie die Ergebnisse der Studie eingegangen wird. AbschlieBend

erfolgen eine Diskussion und Interpretation der Ergebnisse sowie ein Fazit zur gesamten Arbeit.
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4 Theoretischer Hintergrund

Im Rahmen der Darstellung zum aktuellen Forschungsstand wurde bereits auf zentrale theore-
tische Aspekte und Debatten im Kontext von Beweisen im Mathematikunterricht sowie Beliefs
peripher eingegangen. Die nachfolgenden Ausfiihrungen beschranken sich daher insbesondere
auf die fiir die vorliegende Arbeit entscheidenden theoretischen Grundlagen zu den Gebieten
Beweisen und Beliefs. Diese bilden sodann die Basis fiir die Entwicklung des Testinstruments
sowie der unterrichtlichen Interventionen. Im ersten Abschnitt werden die wichtigsten Aspekte
zum mathematischen Beweisen herausgearbeitet, wobei eingangs eine Begriffsklarung (4.1.1)
vorgenommen sowie auf die spezifischen Beweisfunktionen (4.1.2) eingegangen wird. Daran
ankniipfend gilt es die insbesondere im Unterrichtskontext verwandten Begriffe Argumentieren
und Begriinden sowie deren Verbindung mit Beweisen (4.1.3) anzusprechen, um einen entspre-
chenden Rahmen fiir die Arbeit zu schaffen. SchlieBlich riicken unterrichtliche Beweisprozesse
(4.1.4) und didaktische Beweiskonzepte (4.1.5) in den Fokus. Die theoretischen Ausfiihrungen
zu Beliefs befassen sich sodann ebenfalls mit einer Kldrung des Begriffs (4.2.1) sowie mit Kon-
zepten mathematikbezogener (4.2.2) und Kategorisierungen beweisbezogener Beliefs (4.2.3).
Im Rahmen der Thematisierung von Beliefainderungen wird insbesondere auf theoretische As-

pekte und didaktische Konzepte eingegangen (4.2.4).

4.1 Beweis(en)

Was kann unter einem Beweis und Beweisen verstanden werden und auf welche Weise sind
schulische Beweisprozesse aufzufassen? Wie kann der Beweisbegriff von bekannten Termini
wie mathematischem Argumentieren und Begriinden abgegrenzt oder mit diesen in Verbindung
gesetzt werden? Welche Moglichkeiten gibt es, Beweisprozesse im Unterricht anzustof3en?
Diese hier dargestellten Fragen erfahren in den nachfolgenden Ausfiihrungen eine Kldrung und
bilden insbesondere die theoretische Basis fiir die Entwicklung von intervenierenden Maf3nah-

men im Hinblick auf Beliefinderungen.

4.1.1 Begriffsklirung

Kempen (2019, S. 26) verweist zu Beginn seiner Ausfiihrungen zum Beweisbegriff auf die
schwierige normative Fassbarkeit des Terminus und seines Verstdndnisses. Diesbeziiglich er-
ginzt Bersch (2023, S. 24), dass vor allem Unterschiede im Hinblick auf die Perspektive zum

Beweisen festzustellen sind.

Ein Blick auf verschiedene Definitionen des Beweisbegriffes zeigt dabei die Betonung ver-

schiedener Aspekte. So streicht Bersch (2023, S. 26) hervor, dass es sich beispielsweise bei der
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Definition von Reiss und Hammer (2021, S. 47) um einen riickfiihrenden Fokus auf das Bewei-
sen handelt. Die Autor*innen sehen dabei die Bedeutung von Beweisen in der Riickfiihrung

einer mathematischen Aussage auf eine andere (Reiss & Hammer, 2021, S. 73).

Im Gegensatz dazu sind Definitionen wie unter anderem jene von Meyer (2021) oder Jahnke et
al. (2023) auf eine Folgerung bzw. Herleitung fokussiert (Bersch, 2023, S. 26). Meyer (2021,
S.20-21) hebt ein Verstindnis von Beweisen im mathematischen Sinn hervor und verweist auf
die schrittweise formal-deduktive Folgerung einer Behauptung aus bekannten Sitzen und De-
finitionen. Dabei wird angenommen, dass ein Riickgriff bis auf die entsprechenden theoreti-
schen Grundlagen wie beispielsweise Axiome moglich ist (Meyer, 2021, S. 21). Allerdings zeigt
Meyer (2021, S. 21) auch die Problematik eines solchen Verstdndnisses fiir die Praxis auf. In
dhnlicher Weise verstehen Jahnke et al. (2023) unter einem mathematischen Beweis ,,die de-
duktive Herleitung eines mathematischen Satzes aus Axiomen und zuvor bewiesenen Sitzen
nach spezifischen Schlussregeln® (S. 370). Auch Jahnke et al. (2023, S. 372) verweisen jedoch
darauf, dass die damit einhergehende vollstindige mathematische Strenge in der Praxis meis-

tens weder zu erreichen noch wiinschenswert ist.

Diese Frage nach den formalen Kriterien fiir Beweise bzw. den Grad formaler Strenge spielt im
Kontext didaktisch orientierter Ausfiihrungen eine zentrale Rolle (z. B. Bersch, 2023; Brunner,
2014). Hersh (1993) unterscheidet diesbeziiglich zwei Bedeutungen eines Beweises in der Ma-
thematik und verweist dabei auf eine praktische Perspektive sowie eine Sichtweise im Sinne
der Logik und mathematischen Philosophie (S. 391). Die erste beschreibt Hersh (1993) als ,,ar-
gument that convinces qualified judges® (S. 391), die zweite als ,,sequence of transformations
of formal sentences, carried out according to the rules of the predicate calculus® (S. 391). Aus
dieser und dhnlichen Sichtweisen schliefft Bersch (2023, S. 28), dass der Fokus bei einem for-
malen Beweisverstindnis auf der Form des Beweises sowohl im Hinblick auf die d&uere Dar-
stellung als auch die verwendete Logik liegt. Meyer (2021, S. 21) betont dabei insbesondere
die schrittweise zwingende Ableitung einer Aussage aus einer anderen und Brunner (2014, S.
9) hebt die formal-deduktive Darstellung sowie die Forderung nach absoluter Strenge hervor.
Daneben identifiziert Bersch (2023, S. 28) aus bestehender Literatur weitere Merkmale, welche
einem solchen Idealtyp eines Beweises zugeschrieben werden und verweist unter anderem auf
die Verwendung logischer Schliisse, die ausschlieBliche Zulassung deduktiver Schlussformen,
die Anordnung in Ketten und Folgerungen sowie die Vollstdndigkeit, Liickenlosigkeit und Mi-
nimalismus. GemaBigtere Perspektiven finden sich daneben, wie bereits angefiihrt unter ande-

rem bei Jahnke et al. (2023, S. 372) sowie bei Hersh (1993, S. 391).
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Neben den Aspekten der Richtung sowie der Strenge, spielt auch eine Produkt- oder Prozess-
perspektive auf das Beweisen in einigen Definitionen eine zentrale Rolle (Bersch, 2023, S. 26).
So spricht Brunner (2014, S. 7) von einem Prozess, der nach streng logischen Regeln vom All-
gemeinen zum Speziellen erfolgt. Mit Blick auf diese Unterscheidung verweist Bersch (2023,
S. 27) auf das hdufig implizite oder explizite Verstdndnis des Begriffs Beweisen als Prozess und
des Terminus Beweis als Produkt. Wittmann (2018, S. 26) nimmt diesbeziiglich eine Unter-
scheidung in die Beweisfindung mit Fokus auf den Prozess und den Beweis als Produkt dieses
Prozesses vor. Im englischsprachigen Kontext verweisen Reid und Knipping (2010, S. 18) auf
die Verwendung von proof im Singular fiir das Konzept, proof mit Artikel oder im Plural fiir
das Produkt und prove fiir die Prozessperspektive. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird
dabei unter Beweisen bzw. Beweisprozess der jeweilige Prozess verstanden und unter Beweis

das entsprechende Produkt.

An dieser Stelle sei noch auf den weiteren Aspekt der mathematischen Gemeinschaft bzw. com-
munity verwiesen, der in vielen Definitionen eine wichtige Rolle einnimmt (Bersch, 2023, S.
26). Reiss und Ufer (2009) betonen hier ,,den Anspruch, nach Kriterien der mathematischen
Community letztendlich die Giiltigkeit einer Behauptung abzusichern (S. 157). Dabei heben
sie den sozialen Prozess der Akzeptanz eines Beweises beispielsweise mittels Peer-Review her-
vor (Reiss & Ufer, 2009, S. 158). Auch Manin (2010) schreibt dazu: ,,A proof becomes a proof
only after the social act of ‘accepting it as a proof* (S. 45). Ergénzend dazu fiihrt auch Hanna

(1990) neben zwei weiteren Beschreibungen diesen Aspekt in ithrer Definition an:

1. Formal proof: proof as a theoretical concept in formal logic (or metalogic), which may be

thought of as the ideal which actual mathematical practice only approximates.

2. Acceptable proof: proof as a normative concept that defines what is acceptable to qualified

mathematicians.

3. The teaching of proof: proof as an activity in mathematics education which serves to elu-

cidate ideas worth conveying to the student. (S. 6)

Auch Brunner (2014, S. 12) verweist in dieser Hinsicht auf die kommunikative Bedeutung von
Beweisen. Dariiber hinaus ist nach Heintz (2000) ein Beweis demnach ein ,,hochgradig nor-
miertes Kommunikationsverfahren (S. 219). Die Perspektive findet sich zudem auch bei Hersh
(1993), der von ,,qualified judges™ (S. 391) spricht sowie bei Meyer (2021) mit dem Begriff
»Gemeinschaft® (S. 29) und als ,,community* (S. 30) bei Bersch (2023). In der weiter unten
angefiihrten Definition von Stylianides (2007, S. 291) wird sogar diese Abhingigkeit in die

Beweisdefinition aufgenommen, welche er spezifisch fiir die Schulmathematik etabliert.

38



Mit Blick auf den schulischen Kontext zeigen sich insbesondere zwei Orientierungen, wobei
nach Bersch (2023, S. 26) kein Konsens iiber eine Hinwendung zu der einen oder anderen Rich-
tung besteht. So sind nach Brunner (2014, S. 2) Beweise aufgrund ihres hohen Stellenwertes in
der Mathematik auch im Unterricht unverzichtbar. Um den Anspruch des schulischen Bewei-
sens jedoch zu verringern, werden unterschiedliche Begrifflichkeiten wie Argumentieren und
Begriinden in diesem Kontext verwendet (Brunner, 2014, S. 2). Auch Bersch (2023, S. 31) ver-
weist auf den engen Zusammenhang von Argumentieren, Begriinden und Beweisen. Auf die
Bedeutung dieser Begrifte sowie Modelle fiir die Beschreibung ihres Zusammenhangs wird in

Abschnitt 4.1.3 eingegangen.

Neben diesem Fokus gibt es Ansétze, welche flir verdnderte MafBstibe an einen schulischen
Beweisbegriff pladieren (Bersch, 2023, S. 26). Jahnke et. al (2023, S. 373) verweisen dabei auf
die Nutzung eines offenen Begriffes von Beweisen, der nicht mehr auf den axiomatischen Auf-
bau rekurriert und fithren dazu den Begriff der Argumentationsbasis ein, worunter jene Aussa-
gen und Annahmen zu verstehen sind, die zum geteilten Wissen einer Gruppe gehdren und zu-
grunde gelegt werden (Jahnke et al., 2023, S. 373). Stylianides (2007) verfolgt einen dhnlichen
Ansatz und definiert das Folgende:

Proof'is an mathematical argument, a connected sequence of assertions for or against a ma-

thematical claim, worth the following characteristics:

1. It uses statements accepted by the classroom community (sef of accepted statements) that

are true and available without further justifications;

2. It employs forms of reasoning (modes of argumentation) that are valid and known to, or

within the conceptual reach of, the classroom community; and

3. It is communicated with forms of expressions (modes of the argument representation) that
are appropriate and known to, or within the conceptual reach of, the classroom community.

(S. 291, Hervorhebungen im Original)

Kempen (2019, S. 29) verweist allerdings im Hinblick auf diese Definition von Stylianides
(2007) auf die fehlende Rolle der Lehrperson als Teil der mathematischen Gemeinschaft und
die Frage nach der Nihe der gesetzten Normen in der Klasse zu jenen der fachlichen Commu-

nity.

Wenngleich in der Literatur verschiedene Wege beschrieben werden, Beweisen und Beweise
im Mathematikunterricht zu beschreiben, so besteht jedoch Einigkeit iiber die Funktion von

Bewelisen.
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4.1.2 Funktionen von Beweisen in der Mathematik und Schule

In Anlehnung an Hersh (1993) unterscheidet Brunner (2014, S. 13) zwei Hauptfunktionen von
Beweisen. Hersh (1993) schreibt dazu: ,,Mathematical proof can convince, and it can explain.
In mathematical research, its primary role is convincing. At the high-school or undergraduate
level, its primary role is explaining* (S. 398). Brunner (2014, S. 13) hebt diesbeziiglich hervor,
dass die Uberzeugungsfunktion im Mathematikunterricht zwar gleichfalls von Bedeutung ist,
allerdings Lernende aufgrund der Komplexitit des Beweisens und des hierarchischen Ungleich-
gewichts im Klassenraum tendenziell leicht zu {iberzeugen sind. Ahnlich dazu identifiziert Bell
(1976, S. 24) drei Bedeutungen von mathematischen Beweisen. Zum einen verifizieren oder
rechtfertigen Beweise im Sinne der Erfassung der Wahrheit einer Aussage (Bell, 1976, S. 24).
Zum anderen nennt Bell (1976) die Funktion ,,i/lumination* (S. 24, Hervorhebung im Original),
wobel ein guter Beweis zeigen sollte, warum die Aussage wahr ist. Als dritte Komponente fiigt
Bell (1976, S. 24) eine Systematisierungsfunktion hinzu und meint damit die Organisation der

Ergebnisse in grofere Systeme und Konzepte sowie in kleinere abgeleitete Resultate davon.

Autfbauend auf Bell (1976) etabliert de Villiers (1990, S. 18) die fiinf Funktionen Verifika-
tion/Uberzeugung, Erklirung, Systematisierung, Entdeckung und Kommunikation. Die ersten
drei Beweisfunktionen werden dabei im Sinne von Bell (1976) verstanden. Mit Entdeckungs-
funktion meint de Villiers (1990, S. 18) die Erfindung oder Entdeckung neuer Resultate, mit
der Kommunikationsfunktion die Ubertragung von mathematischem Wissen. Dabei nehmen in
unterschiedlichen Situationen verschiedene der Funktionen eine iiberwiegende Rolle ein (de
Villiers, 1990, S. 23). De Villiers (1990, S. 23) verweist zudem auf die Unvollstdndigkeit seiner
Auflistung und nennt noch eine dsthetische und selbstverwirklichende Funktion von Beweisen
als weitere Aspekte. Ergénzend zu den genannten fiinf Beweisfunktionen von de Villiers (1990)
etablieren Hanna und Jahnke (1996, S. 903) die drei weiteren Funktionen Konstruktion, Explo-

ration und Inkorporation.

Eine fiir die vorliegende Arbeit zentrale Zusammenfiihrung der genannten Beweisfunktionen
liefert Kuntze (2005), welcher ein Kategoriensystem zur Beschreibung der Beweisfunktionen
fiir den schulischen Kontext entwickelt und dessen Einsatz empirisch iiberpriift. Kuntze (2005,
S. 43-55) fiihrt dabei neun nicht disjunkte Kategorien ein, wobei bei einzelnen Typen eine wei-
tere Aufspaltung erfolgt. Beweisen hat demnach die Funktion (1) eine Aussage zu verifizieren,
(2) eine Reflexion zugrunde liegender Probleme anzuregen und damit zu erkldren, warum eine
Aussage giiltig ist, (3) andere Personen zu iiberzeugen, (4a) die Zusammenhinge und Ordnung
mathematischen Wissen zu explorieren sowie (4b) eine systematische Ordnung herzustellen

und (4¢) das Wissen neu zu ordnen (Kuntze, 2005, S. 53—54). Dariiber hinaus besitzt Beweisen
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die Funktion (5a) mathematisches Wissen zu entdecken, (5b) auf Beweisen bereits bewiesener
Behauptungen aufzubauen, (6) mathematisches Wissen mitzuteilen und (7a) sich individuell
selbst oder (7b) im sozialen Kontext daran zu beweisen (Kuntze, 2005, S. 54-55). Dies wird
durch die Funktionen ergiinzt (8) Asthetisches zu entdecken oder zu erschaffen und (9) eine

fundierte Grundlage fiir Verfahren und Wege in der Praxis zu begriinden (Kuntze, 2005, S. 55).

Kempen (2019, S. 53-54) reflektiert die genannten Beweisfunktionen zudem aus einer didak-
tischen Perspektive und weist im Hinblick auf die Verifizierungs- und Uberzeugungsfunktion
darauf hin, dass sowohl der objektive Giiltigkeitsnachweis einer Aussage als auch die subjek-
tive Uberzeugung iiber die Giiltigkeit im Unterricht Beriicksichtigung finden sollten. Daneben
bedarf die Systematisierungsfunktion eines notwendigen Explizierens eines formalen Beweis-
konzeptes im Unterricht (Kempen, 2019, S. 54). Nach Kempen (2019, S. 54) sollten Beweise
im Sinne der Entdeckungsfunktion nicht als Standardaufgaben im Unterricht erfolgen, sondern
in Prozesse der Erkenntnis eingefiigt werden. Die Kommunikationsfunktion fiithrt im didakti-
schen Kontext zur Frage nach der Ausfiihrlichkeit und Darstellung von Beweisen, damit Be-
weisverstandnis erreicht werden kann (Kempen, 2019, S. 55). Andere, wie die dsthetische Funk-
tion entsprechen subjektiven Momenten und konnen nicht von der Lehrperson oder im Allge-

meinen von auBen bewirkt werden (Kempen, 2019, S. 55).

Beweisen und Beweise erschopfen sich damit nicht nur in verschiedenen Perspektiven hinsicht-
lich einer Akzentuierung in ithrer Definition, sondern haben diverse unterschiedliche Funktio-
nen eingeschrieben. Um eine weitere Klidrung des Forschungsgegenstandes zu ermoglichen,
interessiert in den nachfolgenden Ausfiihrungen die bereits angesprochene Verbindung zu so-

wie Abgrenzung von weiteren Begriffen wie Argumentieren und Begriinden.

4.1.3 Argumentieren, Begriinden, Beweisen in der Mathematik

Ausfiihrliche Darstellungen iiber den Argumentations- sowie Begriindungsbegriff und damit in
Verbindung den Begriff Beweis und Beweisen finden sich unter anderem bei Bersch (2023),
Brunner (2014) und Kempen (2019). Brunner (2014, S. 27) betont im Hinblick auf den Argu-
mentationsbegriff, dass dieser zum einen in unterschiedlichen Bereichen verwendet und zum
anderen dariiber hinaus verschieden definiert wird. Mit Blick auf die Mathematikdidaktik ver-
weist Pedemonte (2007, S. 26) auch hier auf das Fehlen einer einheitlichen Definition. Damit
ist der Begriff in verschiedenen Arbeiten mit diversen Akzentuierungen in Verwendung (Kem-

pen, 2019, S. 62).
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Da das Argumentieren keine spezifisch mathematische Tétigkeit ist, beziehen sich sowohl Ber-
sch (2023) als auch Kempen (2019) am Beginn ihrer Ausfithrungen auf den Argumentationsbe-
griff nach Habermas (2011):

Argumentation nennen wir den Typus von Rede, in dem die Teilnehmer strittige Geltungs-
anspriiche thematisieren und versuchen, diese mit Argumenten einzulésen oder zu kritisie-
ren. Ein Argument enthélt Griinde, die in systematischer Weise mit dem Geltungsanspruch

einer problematischen AuBerung verkniipft sind. (S. 38, Hervorhebungen im Original)

Im Zusammenhang mit dem Argumentationsbegrift sieht Brunner (2014, S. 28) allerdings die
Notwendigkeit Definitionen zu finden, welche stirker im mathematischen Bereich verortet wer-
den konnen und damit weniger generalisierbar sind als beispielsweise die hier angefiihrte De-

finition von Habermas (2011).

Mit Bezug auf den Unterricht definiert Schwarzkopf (2000, S. 240, zitiert nach Brunner, 2014,
S. 28) Argumentation als sozialen Prozess, der mit dem Anzeigen eines Begriindungsbedarfs
und dem damit einhergehenden Versuch, denselben zu befriedigen, einhergeht. Bersch (2023,
S. 13) verweist dabei auf den fehlenden strittigen Anspruch als auslosendes Element und das

Ausbleiben eines zwingend subjektiven Begriindungsbediirfnisses.

Hefendehl-Hebeker und HuBmann (2018, S. 94-95) verstehen dahingegen Argumentation be-
reits als fiir oder gegen eine Aussage gerichtet und betonen eine schrittweise liickenlose Riick-
fiihrung auf bereits anerkannte Aussagen oder Normen. Ein noch weiteres Verstdndnis von ma-

thematischem Argumentieren zeigen Reiss und Ufer (2009):

Mathematisches Argumentieren ist dabei weit gefasst als eine Tatigkeit, die auf die Unter-
suchung und Absicherung von Hypothesen und offenen Fragen ausgerichtet ist. Insbeson-
dere sind dadurch auch nicht-deduktive Formen der Argumentation mit eingeschlossen wie

Schliisse durch Analogien, Metaphern, durch Abduktion oder durch Induktion. (S. 157)

Kempen (2019, S. 67) betont daher fiir den Mathematikunterricht, dass die Untersuchungsge-
genstdnde nicht notwendigerweise strittig sein miissen, sondern auch von au3en, beispielsweise
durch die Lehrperson oder das Schulbuch, eingebracht werden konnen. Dabei koénnen insbe-
sondere verschiedene Argumentationsformen von mathematischem Argumentieren umfasst
werden (Kempen, 2019, S. 67). In dhnlich breiter Weise sieht Bersch (2023, S. 16) mathemati-
sches Argumentieren als Tatigkeit oder Prozess im Bereich der Mathematik, wobei unter Zu-
hilfenahme von logischen Schliissen Argumente fiir oder gegen Zusammenhénge, Meinungen,
Hypothesen oder Aussagen gesucht, entwickelt, verkniipft oder beurteilt werden. Dies kann

schriftlich oder miindlich erfolgen und die Positionen der jeweiligen Personen miissen vorab
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nicht klar sein (Bersch, 2023, S. 16). Zudem ist nicht vorgeschrieben, welche Schlussregeln
Verwendung finden diirfen (Bersch, 2023, S. 16). Im Sinne von Bersch (2023, S. 16) werden in
der vorliegenden Arbeit Argumentieren als Prozess und Argumentationen als Produkt aufge-

fasst.

Mit Blick auf das Verhiltnis von Argumentieren und Beweisen bestehen nach Brunner (2014,
S. 29) zum einen Ansitze, welche einen engen Zusammenhang postulieren und zum anderen
Arbeiten, welche beide Begriffe als unterschiedliche Téatigkeiten auffassen. Pedemonte (2007,
S. 26-27) fiihrt beispielsweise die Eigenschaft der rationalen Begriindung, den Uberzeugungs-
charakter sowie den Adressatenkreis und die Zugehorigkeit zu einem Bezugsfeld als gemein-
same Kriterien an. Dahingegen vertritt Duval (1991) die folgende Ansicht: ,,Deductive thinking
does not work like argumentation (S. 233). Nach Brunner (2014, S. 30) sieht Duval (1991)
Begriinden als Oberbegriff von Argumentieren und Beweisen. Dies fithrt zum Verhéltnis dieser

drei Begrifflichkeiten.

Nach Bersch (2023, S. 20) ergeben sich drei verschiedene Verwendungsweisen des Begriin-
dungsbegriffes im Zusammenhang mit Argumentieren und Beweisen. Zum einen kann Begriin-
den als Zwischenform verstanden werden, als spezielle Form von Argumentieren (Bersch,
2023, S. 20). Beweisen ist damit wiederum eine spezifische Art des Begriindens (Bersch, 2023,
S. 20). In dieser Hinsicht sehen Reiss und Ufer (2009) ,,Begriinden als Teilaspekt des Argumen-
tierens® (S. 156). In Anlehnung an Mittelstrass (1995/96, zitiert nach Hefendehl-Hebeker &
HuBmann, 2018, S. 95) schreiben dazu auch Hefendehl-Hebeker und Humann (2018): ,,Eine
schliissige Argumentation fiir eine Aussage bzw. Norm heif3t eine Begriindung derselben [...]
(S. 95). Unter anderem unter Bezug auf diese Autor*innen versteht auch Bersch (2023, S. 23)
Begriinden als Zwischenform von Argumentieren und Beweisen, womit der Terminus als Ober-

begriff fiir Beweisen und spezifische Form des Argumentierens fungiert.

Eine weitere Verwendungsweise ist nach Bersch (2023, S. 22) die Verwendung von Begriinden
als Argumente. Sill (2019, S. 211) versteht dahingehend unter der Téatigkeit des Begriindens ein

deduktives Argument.

Insbesondere fiir die vorliegende Arbeit von Bedeutung ist die dritte und letzte Verwendungsart,
Begriinden als Oberbegriff von Argumentieren und Beweisen zu verstehen (Bersch, 2023, S.
20). In Anlehnung an Duval (1991) vertritt Brunner (2014) diesen Ansatz und versteht Begriin-
den ,,als Kontinuum mit den Stationen alltagsbezogenes Argumentieren, Argumentieren mit
mathematischen Mitteln, logisches Argumentieren mit mathematischen Mitteln und formal-de-

duktives Beweisen (S. 30). Dieses Verstidndnis bildet neben den nachfolgenden Ausfiihrungen
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die Grundlage der vorliegenden Arbeit und die Basis fiir die Entwicklung entsprechender Inter-

ventionsmallnahmen.

4.1.4 Mathematische Beweisprozesse im Unterricht

Ein Blick auf den Beweisprozess im Mathematikunterricht fiihrt zwangslédufig zum Prozessmo-
del des Beweisens von Boero (1999). Darin werden sowohl induktive als auch deduktive Pha-
sen beschrieben, die der Exploration und dem Zusammenfiihren von Teilargumenten zu einer
Argumentationskette und damit einem Beweis dienen (Reiss & Ufer, 2009, S. 162). Das ur-
spriingliche Modell gliedert sich in sechs Phasen, die zwar aufeinander aufbauen, allerdings
nicht linear durchlaufen werden miissen, sondern auch mehrfach und in Schleifen absolviert
werden konnen (Reiss, 2009, S. 6). Die sechs Phasen nach Boero (1999, S. 2) sind: (1) Ent-
wicklung einer Vermutung und Erkundung der Problemsituation sowie Identifizierung von Re-
gelméaBigkeiten und Bedingungen, (2) Formulierung einer Behauptung nach geltenden mathe-
matischen Normen, (3) Untersuchung der Vermutung sowie damit einhergehend von Zusam-
menhingen und Identifizierung geeigneter Argumente, (4) Auswahl und Verkniipfung der Ar-
gumente zu einer deduktiven Argumentationskette, (5) Formulierung eines mathematischen Be-
weises nach aktuellen mathematischen Standards und (6) Anndherung an einen formalen Be-

weis (siehe auch Reiss, 2009, S. 6).

Reiss und Ufer (2009, S. 162) ergénzen aufbauend auf Manin (2010) sowie Heinze und Reiss
(2004) eine weitere Phase der Akzeptanz durch die mathematische Gemeinschaft. Dabei ver-

weisen sie auf die Rolle der Lehrperson als priifende Community (Reiss & Ufer, 2009, S. 193).

In Anlehnung an das Modell von Boero (1999) sehen Kuntze et al. (2004, S. 6) die Notwendig-
keit, dieses im Hinblick auf die spezifische Situation im Klassenzimmer zu adaptieren, um es
fiir den Mathematikunterricht anwendbar zu machen. Damit etablieren Kuntze et al. (2004, S.
6—7) sogenannte inhaltliche Elemente fiir die Behandlung von mathematischen Beweisen im
Unterricht und entwickeln folgendes Prozessmodell: (1) Sammlung der Voraussetzungen, (2)
Formulierung der Behauptung(en), (3) Diskussion der Beweisbediirftigkeit, (4) Bereitstellung
und Aktivierung von Grundwissen, (5) Sammlung, (6) Erkundung sowie (7) Zusammensetzung
von Argumenten, (8) Uberblick iiber das Beweisproblem, (9) Entscheidung fiir einen Beweis-
weg, (10) Beweisredaktion, (11) Verifikation und Riickblick sowie Diskussion und (12) allge-
meine Bemerkungen {iber das mathematische Beweisen. Dieses Modell wird insbesondere den

Beweisprozessen im Rahmen der Interventionseinheiten zugrunde gelegt.

Zwei entscheidende Aspekte, die in diesem Beweisprozess angesprochen werden, gilt es an

dieser Stelle hervorzuheben. Mit der letzten Phase der allgemeinen Bemerkungen tiber das
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mathematische Beweisen wird der Autbau von beweisbezogenem Methodenwissen impliziert
(Kuntze et al., 2004, S. 8). Neben dem Inhaltswissen iiber Definitionen, Begriffe und Regeln
miissen Lernende in der Lage sein auf entsprechende Kriterien fiir akzeptierte Beweise zuriick-
zugreifen (Ufer et al., 2009, S. 35). Heinze und Reiss (2003, S. 2) gliedern dahingehend metho-

disches Wissen in drei unabhéngige Aspekte.

Der erste Aspekt, das Beweisschema, umfasst jene Argumente, welche im Rahmen eines Be-
weises zugelassen werden (Heinze & Reiss, 2003, S. 2; Ufer et al., 2009, S. 35). Bei einem
mathematischen Beweis sind dies deduktive Schlussweisen, wohingegen empirisch-induktive
Argumentationen sowie die Berufung auf eine Autoritit oder anschauliche Argumente nicht
anerkannt werden (Heinze & Reiss, 2003, S. 2; Ufer et al., 2009, S. 35). Die Fixierung in for-
maler Sprache ist dahingegen kein relevanter Aspekt des Beweisschemas, sodass insbesondere
die Transparenz des Arguments und nicht seine korrekte Form im Vordergrund steht (Ufer et
al., 2009, S. 35). Die Beweisstruktur als zweiter Aspekt spricht den logischen Aufbau der de-
duktiven Schliisse an, wobei der Beginn bei den Voraussetzungen und das Ende bei der Be-
hauptung liegt (Heinze & Reiss, 2003, S. 2; Ufer et al., 2009, S. 35). In anderen Worten soll der
Beweis beweisen, dass aus den Voraussetzungen die Behauptung folgt, wobei Beweisliicken
und Zirkelschliisse nicht erlaubt sind (Heinze & Reiss, 2003, S. 2; Ufer et al., 2009, S. 35).
Unter dem letzten Aspekt der Beweiskette wird die Formierung als logische Kette im Sinne
einer moglichen Herleitung jedes Beweisschrittes aus der vorangegangenen Aussage verstan-

den (Heinze & Reiss, 2003, S. 2; Ufer et al., 2009, S. 36).

Ufer et al. (2009, S. 36) halten zusammenfassend fest, dass sich der erste Aspekt nur auf die
einzelnen Schritte bezieht, wihrend der dritte Bereich die Verbindung der einzelnen Beweis-

schritte anspricht und der zweite Aspekt die Geschlossenheit der Argumentation aufzeigt.

Neben dem Methodenwissen sprechen Kuntze et al. (2004, S. 7) zudem die Diskussion der
Beweisbediirftigkeit an. Kuntze et al. (2004, S. 7) unterscheiden dahingehend eine motivatio-
nale und eine kognitiv-methodische Komponente im Sinne der Einsicht in die Unzulidnglichkeit
des vorausgesetzten Wissens fiir die Giiltigkeit der Behauptung. In dhnlicher Weise trennt Kem-
pen (2019, S. 42) in Anlehnung an Winter (1983, zitiert nach Kempen, 2019, S. 42) zwischen
objektivem und subjektivem Beweisbediirfnis. Dabei verweist Kempen (2019, S. 43) auf die
enge Verbindung des objektiven Beweisbediirfnisses zum konzeptionellen Beweisverstindnis,
wonach innerhalb eines Beweises nur Axiome sowie bereits bewiesene Aussagen verwendet
werden diirfen und woraus zwingend eine objektive Notwendigkeit eines Beweises entsteht.

Das subjektive Beweisbediirfnis siecht Kempen (2019, S. 44) in engem Zusammenhang mit der
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Erklarungsfunktion von Beweisen. Dessen Herausbildung im Sinne eines echten intrinsischen

Verlangens sollte die didaktische Grundintention im Unterricht sein (Kempen, 2019, S. 44).

Wie diese Beweisprozesse im Unterricht angestoBen werden konnen, fithrt zwangslaufig zur

Thematik didaktischer Beweiskonzepte.

4.1.5 Didaktische Beweiskonzepte

Ein Vergleich verschiedener didaktischer Beweiskonzepte findet sich unter anderem bei Biehler
und Kempen (2016) sowie bei Reid und Knipping (2010). Reid und Knipping (2010, S. 130)
nehmen dahingehend eine Unterscheidung im Hinblick auf die verwendeten bzw. nicht verwen-
deten Darstellungen vor. Dabei unterscheiden Reid und Knipping (2010, S. 130) die Kategorien
(1) Empirisch, als Verwendung von spezifischen Beispielen, welche allerdings nicht als Repri-
sentanten einer Klasse fungieren, (2) Generisch, als Verwendung von Beispielen, die als Repré-
sentanten eingesetzt werden, (3) Symbolisch, wobei Worter und Symbole als Darstellung mit
semantischer Bedeutung verwendet werden und (4) Formal, als Darstellung mittels Worter und
Symbole, die nicht als semantische Bedeutungstrager fungieren (siehe auch Biehler & Kempen,

2016, S. 143).

Die Darstellung in der vorliegenden Arbeit orientiert sich an Biehler und Kempen (2016), wel-
che eine historische Perspektive einnehmen. Biehler und Kempten (2016, S. 147) verweisen
dahingehend auf den Ausgangspunkt von Beweiskonzepten bei Branford (1908), der sich in
samtlichen didaktischen Arbeiten im deutschsprachigen Raum zum Thema wiederfindet. Bran-
ford (1908, S. 93) verfolgt das Ziel, eine Balance zwischen den experimentellen Verfahren im
Unterricht und der ,,alten Euklidischen Schule* zu schaffen. Dazu fiihrt Branford (1908, S. 94)
drei Stufen bzw. Typen des Beweisens ein: experimentell, intuitiv und wissenschaftlich. Auf
der experimentellen Stufe gilt es, Lernende mit dem Wissen im Sinne von Gegenstdnden und
Begriffen vertraut zu machen, wobei die Priifung konkreter Félle eine allgemeine Wahrheit an-
regen soll (Biehler & Kempen, 2016, S. 148; Branford, 1908, S. 94). Auf der zweiten intuitiven
Stufe werden allgemeine Wahrheiten gegebenenfalls unter Zuhilfenahme von sinnlich erfahre-
nen Postulaten entwickelt (Biehler & Kempen, 2016, S. 148; Branford, 1908, S. 97). Hier kon-
nen insbesondere Anregungen fiir einen wissenschaftlichen Beweis erfolgen (Biehler & Kem-
pen, 2016, S. 148; Branford, 1908, S. 97). Auf der dritten und letzten Stufe werden keine sinn-
lich erfahrenen Postulate mehr herangezogen, sondern Axiome als Grundlage festgelegt und
rein logisches SchlieBen verwendet (Biehler & Kempen, 2016, S. 149; Branford, 1908, S. 99—
100). Lernende sollten insbesondere daran gewohnt werden auf dieser Stufe selbststindig Be-

weise zu entwickeln (Biehler & Kempen, 2016, S. 149; Branford, 1908, S. 100). Branford
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(1908, S. 101) verweist zudem auf die Unerreichbarkeit des Ideals eines wissenschaftlichen
Beweises und plidiert dafiir, dass die Strenge und der Grad des wissenschaftlichen Beweises

fiir die Lernenden angemessen sein sollten.

In weiterer Folge deuten Biehler und Kempen (2016, S. 152) auf das Konzept quasi-allgemeiner
Beweise von Freudenthal (1953) hin, welches sie als essentielle Komponente in seinen darauf-
folgenden beispielgebundenen Beweisen sehen. Mit der Frage, ob die Ubung mit zahlreichen
Beispielen nicht gerade die Ursache fiir Lernschwierigkeiten und Misserfolge ist, werden Bei-
spiele eingefiihrt, die er als Paradigmen bezeichnet und ,,einen weiten Bereich von Isomorphie

(Freudenthal, 1978, S. 199) besitzen (Freudenthal, 1978, S. 194-199).

Fiir weitere Ausfithrungen zu Freudenthals quasi-allgemeinen Beweisen sowie paradigmati-
schen Beispielen sei an dieser Stelle auf Freudenthal (1953, 1978) sowie Biehler und Kempen

(2016) verwiesen, da andere Konzepte im Rahmen dieser Arbeit zentraler erscheinen.

Insbesondere das Konzept der Prdmathematik von Semadeni (1976, zitiert nach Biehler &
Kempen, 2016, S. 153) hat nach Biehler und Kempen (2016, S. 153) wesentlichen Einfluss auf
nachfolgende didaktische Beweiskonzepte. Im Rahmen des prdmathematischen Beweisens
oder auch des ,,action proof nach Semadeni (1984) sehen Biehler und Kempen (2016, S. 155)
einen dreistufigen Prozess, der in der Durchfiihrung einer physischen Handlung sowie deren
Verinnerlichung und schlieBlich Verallgemeinerung besteht. Biehler und Kempen (2016, S.
157) fassen diesbeziiglich zusammen, dass primathematische Beweise enaktiv oder ikonisch
erfolgen, die Argumente allerdings fachlich korrekt sein miissen und nicht auf empirischer Evi-
denz beruhen diirfen. Ein Fokus liegt dabei auf der Grundschule (Biehler & Kempen, 2016, S.
157).

Mit Bezug auf die pramathematischen Beweise von Semadeni und paradigmatische Beispiele
nach Freudenthal spricht Kirsch (1979, S. 261-262) vom ,,addquatem Représentieren eines Be-
weises auf enaktivem Niveau* (Kirsch, 1979, S. 262) oder ,,beispielgebundenem Begriinden*
(Kirsch, 1979, S. 262). Kirsch (1979, S. 262) grenzt diese Art von Beweisen klar von ungentii-
genden, anschaulichen oder plausiblen Begriindungen sowie experimentellen Verifikationen ab.
Biehler und Kempen (2016, S. 159) fassen zusammen, dass auch diese Beweise auf enaktiver
bzw. ikonischer Ebene stattfinden und als mathematische Beweise ohne formale Darstellung

gelten.

Das Konzept inhaltlich-anschaulicher Beweise nach Wittmann und Miiller (1988, zitiert nach

Biehler & Kempen, 2016, S. 160) beschreiben Biehler und Kempen (2016, S. 160) als
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iibereinstimmend mit Branfords intuitiver Stufe, wobei diese ebenfalls nicht auf formal-sym-

bolischer Ebene gefiihrt werden.

Blum und Kirsch (1989, 1991) greifen das Konzept des inhaltich-anschaulichen Beweisens von
Wittmann und Miiller (1988) auf und etablieren aus einer gescheiterten Ubertragung desselben
auf die Analysis eine neue Richtung. Blum und Kirsch (1989) wollen darunter ,,eine Kette von
korrekten Schliissen verstehen, die auf nicht-formale Pramissen zuriickgreifen (S. 202). Dabei
findet sich in ihren Arbeiten zum einen der Begriff ,,inhaltlich-anschauliches Beweisen* (Blum
& Kirsch, 1989, S. 202) und zum anderen ,,preformal proof (Blum & Kirsch, 1991, S. 187).
Blum und Kirsch (1989, S. 202-203) unterscheiden dabei zwar ihr Konzept von dem Begriff
des ,,priformalen* Beweises nach Heidenreich (1987, zitiert nach Blum & Kirsch, S. 202) und
fassen handlungsbezogenes und inhaltlich-anschauliches Beweisen unter diesen Begriff, ver-
wenden allerdings in der englischen Version dennoch die Bezeichnung ,,preformal“ (Blum &
Kirsch, 1991, S. 187). In Anlehnung an Biehler und Kempen (2016, S. 161) wird daher in der
vorliegenden Arbeit inhaltlich-anschauliches Beweisen mit Wittmann und Miiller sowie préfor-
males Beweisen mit Blum und Kirsch in Verbindung gebracht, um die beiden Konzepte zu

trennen.

Da das Konzept des priaformalen Beweisens eine Basis der vorliegenden Arbeit bildet, sei an
dieser Stelle noch auf eine Unterscheidung im Hinblick auf die Darstellungsform in drei ver-
schiedene Arten von priformalen Beweisen nach Blum und Kirsch (1991, S. 187-188) verwie-
sen. Unter einem action proof wir demnach eine Handlung an einem konkreten paradigmati-
schen, generischen Beispiel verstanden, wobei die Handlungen korrekten mathematischen Ar-
gumenten entsprechen miissen (Biehler & Kempen, 2016, S. 162; Blum & Kirsch, 1991, S.
187-188). Ein geometrisch-intuitiver Beweis basiert auf fundamentalen geometrischen Kon-
zepten und intuitiven Fakten (Biehler & Kempen, 2016, S. 162; Blum & Kirsch, 1991, S. 188).
Im sogenannten ,,reality-oriented proof (Blum & Kirsch, 1991, S. 188) erfolgt die Nutzung
sinnstiftender Ideen der Realitit, die fiir Lernende leicht zugénglich sind (Biehler & Kempen,
2016, S. 162; Blum & Kirsch, 1991, S. 188).

An dieser Stelle sei zudem auf die operativen Beweise nach Wittmann (1985, 2014) verwiesen.
Als Spezialform des operativen Prinzips fiihrt Wittmann (1985, S. 11) operative Beweise an.
Wittmann (1985) charakterisiert diese insbesondere als ,,Beweise, bei denen die den Objekten
durch Konstruktion aufgepriagten Eigenschaften und Beziehungen sowie deren Verhalten bei
Operationen explizit ausgenutzt werden* (S. 11). Von didaktischem Interesse sind operative

Beweise damit vorrangig an , konkret oder zeichnerisch repriasentierten Objekten* (Wittmann,
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1985, S. 11). Bieler und Kempen (2016, S. 165) verweisen dabei auf die fehlende explizite
Diskussion des Verhiltnisses von operativen und inhaltlich-anschaulichen Beweisen. Brunner

(2014, S. 17-19) verwendet beide Begriffe bei der Beschreibung von Beweistypen gemeinsam.

Neben den bereits angefiihrten didaktischen Beweiskonzepten existiert eine Vielzahl weiterer
Beweistypen, die jedoch an dieser Stelle nicht néher betrachtet werden. Zu nennen sind hier
unter anderem generische Beispiele und Beweise (z. B. Balacheft, 1988; Biehler & Kempen,
2014, 2016; Dreyfus et al., 2021; Harel & Sowder, 1998; Mason & Pimm, 1984; Reid & Knip-
ping, 2010; Selden, 2021) und weitere Beweiskonzepte wie beispielgebundenes Beweisen von
Krumsdorf (2017) oder ,,Proofs Without Words* von Nelsen (1993) (siehe auch Biehler & Kem-
pen, 2016, S. 168—170).

Von besonderer Relevanz fiir die vorliegende Arbeit ist, aufbauend auf den didaktischen Be-
weiskonzepten, das kognitionspsychologische Modell schulischen Beweisens nach Brunner
(2014). Eine hervorragende graphische Darstellung des Modells findet sich bei Brunner (2014,
S. 72). Dabei wird in die zwei Dimensionen diskursiver und sozialer Raum sowie psychologi-
scher Prozess unterschieden (Brunner, 2014, S. 72). Ausgangspunkt ist ein kognitiver Konflikt
und damit ein Beweisbediirfnis, was einen Prozess des Verifizierens und Experimentierens an-
regt (Brunner, 2014, S. 72—73). Dahingehend skizziert Brunner (2014, S. 72-74) drei Stufen im
Sinne eines experimentellen Beweises, welcher in Form von Beispielen erfolgt, eines operati-
ven Beweises, der meist auf ikonischer, aber auch enaktiv oder auf sprachlich symbolischer
Ebene den Zusammenhang veranschaulicht und eines formal-deduktiven Beweises, welcher

formal symbolisch reprisentiert wird.

Brunner (2014, S. 49, S. 75) integriert dabei nicht nur die Phasen des Prozessmodels von Boero
(1999) in sein Konzept, sondern verortet die einzelnen Phasen auch im Kontinuum des Begriin-
dens vom alltagsbezogenen Argumentieren bis hin zum formal-deduktiven SchlieBen. Eine
Darstellung, welche die Prozesse, Beweistypen, Darstellungsebenen, Begrifflichkeiten sowie
Begriindungsarten und Argumente auf den diversen Ebenen zusammenfasst findet sich eben-

falls bei Brunner (2014, S. 49).

Dieses kognitionspsychologische Konzept schulischen Beweisens von Brunner (2014) bildet
die Grundlage der vorliegenden Arbeit im Hinblick auf die InterventionsmaBBnahmen zum Be-
weisen im Mathematikunterricht. Dabei wird sowohl die Perspektive eines Kontinuums des
Begriindens iibernommen als auch der Dreischritt von experimentellem, inhaltlich-anschauli-
chem bzw. operativem und formal-deduktivem Beweis. Da die Interventionen allerdings einen

ausschlieBlichen Fokus auf das Gebiet der Analysis legen, wird fiir den zweiten Schritt das
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beschriebene Konzept des priformalen Beweisens nach Blum und Kirsch (1989, 1991) ange-
wendet, welches ebenfalls einen starken Bezug zur Analysis aufweist. Da Brunner (2014, S. 18)
zudem hier keine ausschlieBende Trennung vom Konzept nach Blum und Kirsch (1989, 1991)
vornimmt, ist eine Ubernahme des Modells schulischen Beweisens nach Brunner (2014) jeden-

falls moglich.

4.2 Beliefs

Was ist unter dem Begriff Belief zu verstehen? Wie konnen Beliefs von anderen Begriffen wie
unter anderem Einstellungen und Vorstellungen abgegrenzt oder mit diesen in Verbindung ge-
bracht werden? Welche Konzepte existieren im Hinblick auf spezifisch mathematikbezogene
Beliefs? Basierend auf den angefiihrten Fragestellungen werden eine Auseinandersetzung mit
dem diffusen Begriff der Beliefs angestrebt und Konzepte mathematikbezogener sowie in wei-
terer Folge spezifisch beweisbezogener Beliefs in den Fokus gestellt, welche die Grundlage der

vorliegenden Arbeit bilden.

4.2.1 Allgemeine Begriffsklirung
So, my hypothesis is: whatever the notion of belief is, it may solve our problem. (Bogdan,

1986, S. 2, zitiert nach Torner, 2003, S. 73)

Das vorliegende Zitat verdeutlicht die bislang vorherrschende Schwierigkeit der Definition von
Beliefs, welche in sdmtlichen Arbeiten immer wieder hervorgehoben wird (z. B. Cross, 2009;
Cross Francis et al., 2015; Kempen, 2019; Philipp, 2007; Sziics, 2023; Weygandt, 2021). Paja-
res (1992) spricht in diesem Kontext auch von einem ,,Messy Construct” (S. 307). Dennoch

unternehmen einige Autor*innen den Versuch einer Definition von Beliefs.

Richardson (1996, S. 105-106) stellt trotz der Schwierigkeiten einer einheitlichen Definition
fiir die Anthropologie, die Philosophie und die Psychologie die definitorische Kongruenz fest,

dass Beliefs insbesondere individuell und auf personliche Erfahrungen bezogen sind.

Schoenfeld (1998, S. 19) hélt in dhnlicher Weise fest, dass es sich bei Beliefs um mentale Struk-
turen handelt, welche die Erfahrungen und Verstdndnisse von Personen in kodifizierter Form

darstellen und damit das Verhalten wesentlich beeinflussen.

Dariiber hinaus betont auch Cross (2009) das Fehlen einer einheitlichen Definition und definiert
selbst Beliefs als ,,embodied conscious and unconscious ideas and thoughts about oneself, the
world, and one’s position in it, developed through membership in various social groups; these
ideas are considered by the individual to be true® (S. 326). Beliefs sind demnach fiir Cross

(2009, S. 326) insbesondere stabil und personlich sowie auBlerhalb der unmittelbaren
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Finflussnahme oder des Wissens eines Individuums. Dieser Definition schliefBen sich auch

Cross Francis et al. (2015, S. 337) an.

Kempen (2019, S. 58) bezieht sich in seiner Arbeit insbesondere auf die Definition nach Philipp

(2007), wonach unter Beliefs das Folgende verstanden wird:

Psychologically held understandings, premises, or propositions about the world that are
thought to be true. Beliefs are more cognitive, are felt less intensely, and are harder to change
than attitudes. Beliefs might be thought to as lenses that affect one’s view of some aspect of
the world or as dispositions towards action. Beliefs, unlike knowledge, may be held with
varying degrees of conviction and are not consensual. Beliefs are more cognitive than emo-

tions and attitudes. (S. 259)

Mit bereits spezifischem Bezug auf die Mathematik, halten Goldin et al. (2009, S. 2) ebenfalls
das Fehlen einer allgemein akzeptierten Definition von Beliefs in der mathematikdidaktischen
Forschung fest. Dahingehend wiéhlen Goldin et al. (2009, S. 3) einen abweichenden Ansatz zur
Entwicklung einer einheitlichen Definition und stellen konstitutive Elemente eines Rahmen-
werkes nach ihrem Verstindnis von Beliefs vor. Dabei berufen sich Goldin et al. (2009, S. 3)
auf Torner (2003) und nennen ontologische, aufzdhlende, normative und affektive Aspekte von
Beliefs. Diese beziehen sich dahingehend immer auf ein sogenanntes ,,belief object** (Goldin et
al., 2009, S. 3, Hervorhebung im Original; Térner, 2003, S. 78) und kénnen als Ansammlungen
mentaler Zustdnde wie unter anderem Eigenschaften, Wahrnehmungen und Ideologien gesehen
werden, welche unter Beliefs zusammengefasst sind (Goldin et al., 2009, S. 3; Torner, 2003, S.
78-79). Zudem sind Beliefs hoch individuell im Sinne einer unterschiedlichen Gewichtung von
Wahrnehmungen und stark verwoben mit Affektivitit im Sinne von Haltungen, Werten und

Emotionen (Goldin et al., 2009, S. 3; Torner, 2003, S. 79-82).

Neben Goldin et al. (2009) schlagen auch Furinghetti und Pehkonen (2003) einen anderen Weg
ein und betrachten verschiedene Definitionen bzw. Charakterisierungen von Beliefs, um daraus
Merkmale zu identifizieren, welche einer Beschreibung von Beliefs dienen. Furinghetti und
Pehkonen (2003, S. 54) plddieren dahingehend fiir die Betrachtung von zwei Wissensarten, dem
subjektiven und dem objektiven Wissen, wobei Beliefs dem letzteren zuzuschreiben sind. Zu-
dem sollten affektive Faktoren in Belief-Systeme inkludiert sowie kognitive und affektive Be-
liefs, wenn notig, getrennt betrachtet werden (Furinghetti & Pehkonen, 2003, S. 54). Dartiber
hinaus sollte stets der Stabilititsgrad und die Moglichkeit von Verdnderungen beriicksichtigt
werden, ebenso wie der entsprechende Kontext und das Untersuchungsziel (Furinghetti & Peh-

konen, 2003, S. 54-55).
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Unter anderem in Anlehnung an diese Beschreibung nutzt Maal3 (2006) die nachfolgende De-

finition:

Beliefs setzen sich aus relativ tiberdauerndem subjektivem Wissen von bestimmten Objekten
oder Angelegenheiten sowie damit verbundenen Emotionen und Haltungen zusammen. [...]

Beliefs konnen bewusst oder unbewusst sein. (S. 119)

Auch Weygandt (2021, S. 115) nutzt diese Definition, da sie sowohl die subjektive Charakte-
ristik als auch die affektive Komponente von Beliefs beriicksichtigt und zudem auf ihre Stabi-

litat verwelist.

Neben einer einheitlichen Definition fehlt es dariiber hinaus sowohl im englischsprachigen als
auch im deutschsprachigen Raum an einer durchgéngigen Bezeichnung (Sziics, 2023, S. 5;
Weygandt, 2021, S. 114). In deutschsprachigen Werken finden sich dahingehend sowohl in
fachdidaktischen als auch pidagogischen Arbeiten Termini wie Einstellungen, Uberzeugungen,
Vorstellungen, Auffassungen, Haltungen, Verstindnis sowie individuelle Annahmen und Er-
wartungen (Sziics, 2023, S. 6). Fiir die englischsprachige Literatur nennt Pajares (1992) unter
anderem ,,attitudes, values, judgements, axioms, opinions, ideology, perceptions, conceptions,
conceptual systems, preconceptions, dispositions, implicit theories, explicit theories, personal

theories, [...] (S. 309).

Ein Blick auf das Zusammenspiel bzw. die Unterscheidung von Haltungen, Beliefs und Einstel-
lungen wird dariiber hinaus durch das Fehlen einer einheitlichen Definition bzw. einer allge-
mein anerkannten Theorie beziiglich Einstellungen erschwert (Grigutsch et al., 1998, S. 5;
Weygandt, 2021, S. 99). Torner und Grigutsch (1994, S. 212) definieren dahingehend als deut-
sches Pendant zum Begriff Belief das sogenannte Weltbild, wobei sie wortlich iibersetzt den
Begriff der Vorstellungen mit Beliefs verbinden. Detailliertere Ausfiihrungen zum Konzept des
mathematischen Weltbildes finden sich in Abschnitt 4.2.2. An dieser Stelle sei allerdings auf
den von Torner und Grigutsch (1994) in Anlehnung an Seiffge-Krenke (1974, S. 104, zitiert
nach Torner & Grigutsch, 1994) postulierten Zusammenhang von Einstellungen, Beliefs bzw.

Weltbildern und Haltungen verwiesen:

Vorstellungen bzw. “Weltbilder* erzeugen eine Einstellung, beide zusammen eine Verhal-
tenskomponente; das beobachtbare Verhalten 146t die in Haltungen integrierten Vorstellun-

gen und Einstellungen sichtbar werden. (S. 213)

Demnach werden Beliefs und Einstellungen unter Haltungen gefasst. Im englischsprachigen
Raum wird dariiber hinaus die Untersuchung der Beziehung zwischen den Begriffen ,,belief*

und ,,attitude durch die mogliche Ubersetzung sowohl als ,,Einstellung® als auch ,,Haltung*

52



erschwert (Weygandt, 2021, S. 100). Weygandt (2021, S. 100-101) fiihrt diesbeziiglich die Un-
tersuchung von Zan und Di Martino (2007, S. 158) an. Diese unterscheiden im Hinblick auf
mattitudes® zwischen (1) einfachen Definitionen, welche lediglich zwischen positiven und ne-
gativen emotionalen Haltungen differenzieren, (2) mehrdimensionalen Ansitzen, die Beliefs,
Emotionen und Verhalten umfassen sowie (3) zweidimensionalen Konzepten, welche die Ver-

haltenskomponente aussparen (Zan & Di Martino, 2007, S. 158).

Andere Ansitze wie jener von McLeod (1992, S. 578) subsumieren Emotionen, Einstellungen

bzw. Haltungen und Beliefs gemeinsam unter eine affektive Doméne.

Nach Weygandt (2021, S. 101) ist die Definition von T6rner und Grigutsch (1994) in der zwei-
ten Kategorie zu verorten und stellt nach Furinghetti und Pehkonen (2003) die ,,commonly ac-
cepted three-component definition of attitudes™ (S. 50) dar. Auch Sziics (2023, S. 6) nimmt
diese Dreikomponententheorie als Grundlage ihrer Studie und verweist auf die damit einherge-
hende Annahme, Beliefs hétten eine kognitive, affektive und handlungsbezogene Komponente.
Dabei bezieht sich die kognitive Ebene auf ein bestimmtes Belief-Objekt, die affektive Dimen-
sion entspricht der emotionalen Bindung zu dem jeweiligen Objekt und die konative oder hand-
lungsbezogene Ebene bezeichnet die Bereitschaft und Tendenz fiir eine bestimmte Handlung

oder ein spezifisches Verhalten (Grigutsch et al., 1998, S. 6-7; Sziics, 2023, S. 6).

Bevor auf das dieser Arbeit zugrundeliegende Verstindnis von Beliefs eingegangen wird, sei an
dieser Stelle knapp auf weitere Unterscheidungen im Hinblick auf die Begriffe Vorstellungen,

Wissen und Werte verwiesen.

Torner und Grigutsch (1994, S. 212) {ibersetzen Beliefs mit dem Terminus Vorstellungen, ver-
weisen allerdings darauf, dass jener Begriff im Deutschen nicht den intendierten Bedeutungs-
inhalt von Beliefs umfasst. In dhnlicher Weise verbindet Weygandt (2021, S. 104) mit Vorstel-
lungen einen ikonischen Inhalt und eine oftmals idealtypische Form. Diese sind zudem bereits
teilweise reflektiert und auf kognitiver Ebene noch nicht mit einem entsprechenden Urteil ver-
bunden (Weygandt, 2021, S. 104). Im Hinblick auf die Mathematikdidaktik erscheint die The-
matisierung der Unterscheidung von Vorstellungen und Beliefs insbesondere fiir das Konzept
von Grundvorstellungen von Relevanz (Weygandt, 2021, S. 105, S. 107). Vohns (2005, S. 61)
hélt diesbeziiglich fest, dass im Rahmen der Beliefforschung zwar von Schiiler*innenvorstel-
lungen die Rede ist, damit allerdings Vorstellungen zur Mathematik, dem Lernen von Mathe-
matik und {iber sich selbst als Betreiber*in der Mathematik gemeint sind und damit nicht dem
didaktischen Grundvorstellungskonzept entsprechen. Der Begriff stimmt in diesen Forschungs-

arbeiten daher tendenziell mit der Bedeutung von Beliefs iiberein.
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Im Rahmen von Ausfiihrungen zu Beliefs finden sich in einem GroBteil der Arbeiten Anmer-
kungen zum Verhiltnis von Beliefs und Wissen (z. B. Furinghetti & Pehkonen, 2003; Pajares,
1992; Philipp, 2007; Weygandt, 2021). Einzelne Autor*innen unterscheiden dahingehend nicht
zwischen den beiden Begriffen (z. B. Beswick, 2012; Thompson, 1992). Beswick (2012, S.
128) sieht Beliefs untrennbar mit Wissen verbunden, da diese notwendigerweise mathemati-
sches Wissen iiber den Unterricht umfassen. Zudem sind Beliefs ebenso wie Wissen konstruiert
(Beswick, 2012, S. 128). Thompson (1992, S. 129-130, S. 140) fiihrt zwar diverse unterschei-
dende Merkmale von Beliefs und Wissen an, pladiert allerdings fiir die Betrachtung von Kon-

zeptionen, welche beide Aspekte umfassen.

Ein Grofiteil der Arbeiten zu Beliefs nimmt im Gegensatz dazu allerdings eine eindeutige Tren-
nung von Wissen und Beliefs vor (z. B. Ernest, 1989; Pehkonen, 1995; Richardson, 2003; To6r-
ner, 1999; Torner & Grigutsch, 1994; Weygandt, 2021). Weygandt (2021, S. 101) verweist da-
hingehend einfiihrend auf die Unterscheidungsmerkmale nach Abelson (1979), auf welche sich
unter anderem auch Pajares (1992) und Thompson (1992) beziehen. Nach Abelson (1979, S.
356) sind unter anderem die in Belief-Systemen enthaltenen Elemente nicht zwingend einver-
nehmlich. Zudem werden Beliefs mit unterschiedlicher Uberzeugungskraft gehalten und sind
damit nicht vollkommen sicher (Abelson, 1979, S. 360; Thompson, 1992, S. 129; Weygandt,
2021, S. 101). Dariiber hinaus beinhalten Beliefs nicht nur eine Vorstellung von der ,, Welt* bzw.
einem Objekt, sondern auch eine Ansicht, wie diese ,,Welt* oder das Objekt aussehen sollte
(Abelson, 1979, S. 357; 101). Zudem muss, im Gegensatz zu Wissen, kein generelles Einver-
nehmen iiber die Angemessenheit und die Validitit von Beliefs bestehen (Pajares, 1992, S. 311;
Weygandt, 2021, S. 101). Pajares (1992, S. 311) erginzt dariiber hinaus die nicht notwendiger-
weise gegebene Konsistenz innerhalb des Belief-Systems, was dazu fiihrt, dass diese von Natur
aus weniger flexibel, umstritten und dynamisch sind als Wissenssysteme. Zudem sind letztere
offen fiir eine kritische Priifung und Evaluation (Pajares, 1992, S. 311; Weygandt, 2021, S. 102).
Pajares (1992, S. 310, S. 113) schreibt dahingehend zwar Wissen ebenso ein affektives, werten-
des Element zu, unterstreicht allerdings auch unterschiedliche zugrundeliegende kognitive Pro-

zesse beim Erwerb von Beliefs und Wissen (siehe auch Weygandt, 2021, S. 102).

Diese Ausfiihrungen abschlieend sei auf eine Definition von Wissen in Bezug auf Beliefs von
Philipp (2007, S. 259) verwiesen, welche in prignanter Weise den Zusammenhang, aber auch
Unterschied verdeutlicht. Demnach handelt es sich bei Wissen um ,,beliefs held with certainty
or justified true belief* (Philipp, 2007, S. 259). Dabei hebt Philipp (2007, S. 259) spezifisch
hervor, dass Wissen fiir eine Person ein Belief eines anderen Menschen sein kann und umge-

kehrt, je nachdem, ob die entsprechende Vorstellung als unbestritten angesehen wird.
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In dhnlicher Weise finden sich in der Literatur verschiedene Zugénge im Hinblick auf die Un-
terscheidung von Beliefs und Werten. Philipp (2007, S. 265—-166) bezieht sich in seinen dies-
beziiglichen Ausfiihrungen tiberwiegend auf Bishop et al. (2003), welche anhand vorliegender
Arbeiten Unterschiede und Gemeinsamkeiten von Beliefs und Werten herausarbeiten. Dahin-
gehend verweisen Bishop et al. (2003, S. 725) auf die hdufig synonyme Nutzung der beiden
Begriffe in mathematikdidaktischen Arbeiten. Zwar werden Werte als internalisierter und in
einer stérker kognitiven Form vorliegend als Beliefs gesehen, jedoch folgt damit nicht notwen-
digerweise ein beobachtbarer Unterschied beider Aspekte (Bishop et al., 2003, S. 725). Beliefs
werden allerdings in der Literatur eher mit einer Dichotomie von ,,wahr* und ,,falsch* in Ver-
bindung gebracht, wihrend Werte eher im Hinblick auf den Gegensatz von ,,erwiinscht* und
,Sunerwiinscht betrachtet werden (Bishop et al., 2003, S. 725-726; Philipp, 2007, S. 265). Zu-
dem beziehen sich Beliefs auf ein spezifisches Objekt und sind damit im Gegensatz zu Werten
kontextabhéngig (Bishop et al., 2003, S. 725-726; Philipp, 2007, S. 265). Werte werden daher
insbesondere als internalisierter als Beliefs verstanden (Bishop et al., 2003, S. 723; Philipp,
2007, S. 265). In Verbindung mit Beliefs fithren Bishop et al. (2003, S. 723) sowie Philipp
(2007, S. 266) Sichtweisen verschiedener Arbeiten an, Werte als Untermenge von Beliefs oder
als dauerhafte Beliefs zu verstehen. Ebenso wie Beliefs, legen einzelne Werte allerdings nicht
die Entscheidungen und das Verhalten von Personen fest, sondern befinden sich innerhalb eines
komplexen Wertesystems (Bishop et al., 2003, S. 728; Philipp, 2007, S. 266). Dies flihrt zu dem
weiteren wichtigen Aspekt der Organisation von Beliefs in sogenannten Belief-Systemen, ein

Begriff, welcher sich in der vorliegenden Arbeit bereits vorangegangen mehrmals wiederfindet.

Grundlegend im Hinblick auf die Struktur von Beliefs sind die Arbeiten von Rokeach (1970)
sowie von Green (1971). Insbesondere die Ausfiihrungen von Green (1971) finden sich, wie

bereits in Abschnitt 2.2 angefiihrt, in simtlichen Forschungsarbeiten im Umfeld von Beliefs.

Beliefs sind demnach in sogenannten Belief-Systemen bzw. Clustern organisiert und treten nie-
mals in totaler Isolation auf (Green, 1971, S. 42; Rokeach, 1970, S. 2). Rokeach (1970) halt
detaillierter das Folgende fest:

A belief system may be defined as having represented within it, in some organized psycho-
logical but not necessarily logical form, each and every one of a person’s countless beliefs

about physical and social reality. (S. 2)

Green (1971, S. 44-45) spricht dahingehend von einer quasi-logischen Struktur. Die Ordnung
von Beliefs ist damit nicht von einer objektiven Logik bestimmt. (Green, 1971, S. 44-45). Dies-

beziiglich unterscheidet Green (1971, S. 44-45) zwischen primiren und davon abgeleiteten
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Beliefs, deren Position im Belief-System allerdings nicht durch eine objektiv logische Bezie-
hung organisiert sein miissen. Dariiber hinaus differenziert Green (1971, S. 46) in Abhingigkeit
von der Wichtigkeit derselben fiir die jeweilige Person zwischen zentralen, auch ,,core beliefs*
(Green, 1971, S. 46), und peripheren Beliefs. Furinghetti und Pehkonen (2003) fassen diese
drei Charakterisierungen von Green (1971) in die drei Dimensionen ,,quasi-logicalness, psy-
chological centrality (the degree of conviction) and cluster structure* (S. 43) zusammen. Insbe-
sondere im fiir die vorliegende Arbeit relevanten Kontext von Beliefinderungen verweisen Li-
ljedahl et al. (2012) auf die Relevanz des Konzepts von Green (1971), da die Unterscheidung
in zentrale und periphere Beliefs einen Einblick in forderliche und hinderliche Anderungsbe-

dingungen liefert. Ndhere diesbeziigliche Ausfithrungen finden sich in Abschnitt 4.2.4.

Zusammenfassend liegt der vorliegenden Arbeit ein Verstiandnis von Beliefs nach Maal3 (2006,
S. 119) zugrunde, wonach diese einer Zusammensetzung von stabilem subjektivem Wissen iiber
spezifische Objekte oder Gegebenheiten sowie damit in Verbindung stehenden Emotionen und
Haltungen entsprechen. Der Begriff des subjektiven Wissens verweist hier zudem auf eine Un-
terscheidung zum objektiven Wissen. Damit werden auch in diesem Rahmen Beliefs und Wis-
sen als voneinander getrennt verstanden. Zudem wird die Dreikomponententheorie in Anleh-
nung an Torner und Grigutsch (1994) als Grundlage herangezogen, sodass Beliefs stets in Ver-
bindung mit einer kognitiven, affektiven und handlungsbezogenen Komponente gesehen wer-
den. Dartiber hinaus wird in der vorliegenden Arbeit nicht explizit zwischen Beliefs und Werten
unterschieden, da fiir eine empirische Untersuchung nach Bishop et al. (2003, S. 725) die feh-
lende Moglichkeit einer explizit beobachtbaren Differenzierung in den Vordergrund tritt, womit
eine Unterscheidung die Komplexitit der Studie wesentlich erhohen wiirde und damit nicht
zielfithrend scheint. Daneben wird allerdings das Konzept von Green (1971) liber Belief-Sys-
teme als notwendige Grundlage fiir die Annahme und Interpretation von Beliefinderungen ge-
sehen. In Anlehnung an die vorangegangenen Ausfithrungen zu diversen Begrifflichkeiten sei
an dieser Stelle auf die synonyme Nutzung der Begriffe Beliefs, Uberzeugungen, Vorstellungen
und Einstellungen in der vorliegenden Arbeit verwiesen. Analoge Vorgehensweisen finden sich
dazu bei Sziics (2023, S. 6) sowie Kempen (2019, S. 58) im Hinblick auf die Termini Uberzeu-
gungen und Einstellungen. Die Nutzung des Begriffs Vorstellungen deckt sich dartiber hinaus
mit der Sichtweise von Vohns (2005, S. 61), wonach in der Beliefforschung hier eher eine sy-

nonyme Nutzung mit dem Belief-Begriff konstatiert werden kann.

Einen fiir die vorliegende Arbeit relevanten spezifischen Fokus stellen diverse Konzepte ma-
thematischer Beliefs dar, welche in den nachfolgenden Ausfiihrungen nédher beleuchtet wer-

den.
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4.2.2 Konzepte mathematikbezogener Beliefs

Kempen (2019, S. 58) verweist auf die enge Verbindung zwischen einem Verstindnis von Be-
weisen und den individuellen Vorstellungen zur Mathematik. Damit einhergeht die Betrachtung
mathematischer Beliefs, woraus zudem spezifischere beweisbezogene Uberzeugungen abgelei-
tet werden konnen. Kempen (2019, S. 59) betont dahingehend, dass bei einer eher statischen
und formalistisch gepréigten Sicht auf die Mathematik ein Fokus auf die formalen Momente von
Beweisen und die Verifikationsfunktion zu erwarten ist, wihrend bei einer dynamischen und
prozessorientierten Perspektive der Beweisprozess sowie die Uberzeugungs- und Erklirungs-

funktion im Fokus sein wird.

Unter anderem verweist Kempen (2019, S. 60) in den theoretischen Ausfithrungen auf das Kon-
zept mathematikbezogener Beliefs von Lehrpersonen bei Ernest (1989, o. S.). Ernest (1989, o.
S.) fiihrt dahingehend unter anderem Uberzeugungen iiber die Natur der Mathematik an, wobei
er drei philosophisch begriindete Sichtweisen herausarbeitet. Ernest (1989) nennt hier eine dy-
namische, problemzentrierte Perspektive auf die Mathematik als ,,a continually expanding field
of human enquiry* (o. S.). Es handelt sich demnach nicht um ein fertiges Produkt und die Er-
gebnisse bleiben offen fiir Anpassungen (Ernest, 1989, o. S.). Eine statische, platonistische
Sichtweise fasst dahingegen die Mathematik als einheitlichen Wissensbestand bestehend aus
miteinander verwobenen Wahrheiten und Strukturen auf (Ernest, 1989, o. S.). Mathematik ist
damit ,,a static immutable product, which is discovered, not created* (Ernest, 1989, o. S.). Eine
instrumentelle Sichtweise als dritte und letzte Perspektive sieht Ernest (1989) als ,,the view that
mathematics is a useful but unrelated collection of facts, rules and skills* (o. S.). Neben Beliefs
iiber die Natur der Mathematik spricht Ernest (1989, o. S.) auch Uberzeugungen iiber das Leh-
ren und Lernen von Mathematik, Bildungsprinzipien und Haltungen im Sinne von ,,attitudes*

an.

Mit einer zunehmenden Ausdifferenzierung etabliert McLeod (1992) ein Konzept mathematik-
bezogener Beliefs, welche er zusammen mit Haltungen und Emotionen unter eine affektive
Domine subsummiert. Dabei unterscheidet McLeod (1992, S. 578-581) Beliefs iiber die Ma-
thematik an sich, sich selbst als Betreiber*in von Mathematik, Lehren von Mathematik und den
sozialen Kontext. Kislenko (2009) nimmt dieses Konzept mathematikbezogener Beliefs und
damit verbundenen Haltungen und Emotionen als Basis zur Entwicklung von Fragenbogen-

items zur Erhebung mathematikbezogener Uberzeugungen von Schiiler*innen.

In dhnlicher Weise findet sich bei Grigutsch et al. (1998, S. 9) auf kognitiver Ebene eine Glie-

derung des subjektiven Wissens eines Individuums {iiber die Mathematik und den
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Mathematikunterricht in verschiedene Kategorien von Einstellungen. Diese betreffen Einstel-
lungen (1) tiber die Mathematik, (2) das Lernen und (3) Lehren von Mathematik sowie (4) iiber
sich selbst und andere Personen als Betreiber*innen von Mathematik im Sinne des Selbstkon-
zepts (Grigutsch et al., 1998, S. 9). Dabei fiihren Grigutsch et al. (1998, S. 9) unter der Rubrik
»Einstellungen liber Mathematik* diverse Komponenten wie unter anderem Vorstellungen iiber
die Mathematik selbst, das Schul- bzw. Hochschulfach oder die Natur mathematischer Aufga-
ben und den Ursprung mathematischen Wissens an. Fiir jede der Kategorien sind zudem unter-
schiedliche und vielschichtige Affektionen denkbar, welche sich in Emotionen, Bewertungen
und Verhaltensintentionen und -dispositionen widerspiegeln (Grigutsch et al., 1998, S. 10). Un-
ter einem mathematischen Weltbild verstehen die Autor*innen hiernach ein System von Ein-

stellungen gegeniiber der Mathematik (Grigutsch et al., 1998, S. 10).

Mit spezifischem Blick auf die Grundiiberzeugungen iiber die Mathematik und den Mathema-
tikunterricht unterscheiden Grigutsch et al. (1998, S. 11) eine statische Sichtweise, wonach Ma-
thematik als abstraktes System verstanden wird, sowie eine dynamische, prozess- und titig-
keitsorientierte Perspektive. In diesen Polen einer Prozess- und Systemsichtweise beziehen sich
Grigutsch et al. (1998, S. 13) auf die vier Aspekte Schema, Formalismus, Anwendung und Pro-
zess. Eine tendenziell statische Perspektive entspricht dahingehend einer schematischen bzw.
formalistischen Orientierung, wiahrend sich ein dynamisches Verstdndnis in den anwendungs-
und prozessorientierten Aspekten wiederfindet (Grigutsch et al., 1998, S. 13). Die von Grigut-
sch et al. (1998) beschriebenen Einstellungen zur Mathematik sowie die Kategorisierungen und
entsprechend entwickelten Items werden in zahlreichen Studien als theoretische Grundlage und
zur Fragebogenkonstruktion herangezogen (z. B. Kempen, 2019; Liljedahl et al., 2007; Pehko-
nen, 1995).

Auf Basis vorliegender Arbeiten zu Kategorisierungen und Modellen von mathematikbezoge-
nen Beliefs von Schiiler*innen unternehmen Op’t Eynde et al. (2003) den Versuch der Entwick-
lung einer Arbeitsdefinition sowie der Konstruktion eines theoretischen Rahmens, welcher die
wichtigsten Bestandteile bestehender Konzepte integriert. Op’t Eynde et al. (2003) definieren

dabei mathematische Beliefs von Lernenden wie folgt:

Students’ mathematics-related beliefs are the implicitly or explicitly held subjective concep-
tions students hold to be true, that influence their mathematical learning and problem sol-

ving. (S. 16).

Mit dieser Definition verbinden Op’t Eynde et al. (2003, S. 16) verschiedene definitorische

Versuche und Charakteristiken von Beliefs unter anderem von Richardson (1996) und
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Thompson (1992). Op’t Eynde et al. (2003, S. 17-20) untersuchen dariiber hinaus die Modelle
und damit einhergehende Kategorisierungen von Underhill (1988), McLeod (1992), Klooster-
man (1996) und Pehkonen (1995). Underhill (1988, zitiert nach Op’t Eynde et al., 2003, S. 17)
unterscheidet diesbeziiglich zwischen Beliefs iiber die Mathematik als Disziplin, das Lernen
sowie Lehren von Mathematik und sich selbst innerhalb eines sozialen Kontextes. Diese As-
pekte stimmen im weitersten Sinn mit den bereits angefiihrten Kategorien bei McLeod (1992)
iiberein. Mit Blick auf das theoretische Modell von Kloosterman (1996, zitiert nach Op’t Eynde
et al., 2003, S. 18-20) identifizieren Op’t Eynde et al. (2003, S. 18-20) in Anlehnung an
McLeod (1992) die zwei Basiskategorien Beliefs tiber Mathematik und iiber das Lernen von
Mathematik. Letztere wird in die drei Aspekte von Uberzeugungen iiber sich selbst als Ler-
nende*r der Mathematik, die Rolle der Lehrkraft und weitere Beliefs {iber das Lernen von Ma-
thematik differenziert (Kloosterman, 1996, zitiert nach Op’t Eynde et al., 2003, S. 18). In einem
letzten Schritt untersuchen Op’t Eynde et al. (2003, S. 20) das Konzept mathematikbezogener
Beliefs von Pehkonen (1995). Hier finden sich in &hnlicher Weise die vier Hauptkategorien ,,(1)
beliefs about mathematics, (2) beliefs about oneself as a learner and as a user of mathematics,
(3) beliefs about mathematics teaching, and (4) beliefs about mathematics learning* (Pehkonen,
1995, S. 19). Jede Kategorie wird zudem nach Pehkonen (1995, S. 20) in kleinere Zweige auf-
gesplittet. So werden beispielsweise unter Beliefs iiber die Mathematik, Uberzeugungen iiber
das Schulfach Mathematik, den Ursprung mathematischen Wissens sowie iiber die Mathematik

als Disziplin subsummiert (Pehkonen, 1995, S. 20).

Op’t Eynde et al. (2003, S. 27) verorten die Entwicklung mathematikbezogener Beliefs von
Schiiler*innen auf Basis ihrer Untersuchungen in drei konstitutive Dimensionen und fiihren
hier das Objekt, den Kontext im Sinne der Klasse und das Individuum selbst an. Davon ausge-
hend entwickeln Op’t Eynde et al. (2003, S. 28) ein theoretisches Rahmenwerk, welches (1)
Beliefs iiber den Mathematikunterricht, (2) liber sich selbst und (3) den sozialen Kontext um-
fasst. Dariiber hinaus bilden Op’t Eynde et al. (2003, S. 28-32) jeweils spezifische Unterkate-
gorien und bieten Beispiele zur Orientierung. Beliefs iiber den Mathematikunterricht werden
dabei in Uberzeugungen iiber das Fach selbst, das Lernen von Mathematik und Problemldsen
sowie iiber das Lehren von Mathematik differenziert (Op’t Eynde et al., 2003, S. 28). Beliefs
tiber sich selbst umfassen zielorientierte, aufgabenbezogene, kontrollbezogene sowie Selbst-
wirksamkeitsiiberzeugungen (Op’t Eynde et al., 2003, S. 30). Die letzte Kategorie der Beliefs
iiber den sozialen Kontext findet sich in Uberzeugungen zu sozialen Normen in der Klasse wie
der Rolle und Funktion der Lehrperson sowie der Lernenden und den sozio-mathematischen

Normen der eigenen Klasse wieder (Op’t Eynde et al., 2003, S. 31-32).
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Im Hinblick auf die Kategorien von Op’t Eynde et al. (2003, S. 30) entwickeln Rosken et al.
(2007) in Anlehnung an Hannula et al. (2006, zitiert nach Rosken et al., 2007, o. S.) sieben
Dimensionen zur Beschreibung der Sichtweise von Lernenden auf die Mathematik. Diesbeziig-
lich nennen Rosken et al. (2007, o. S.) Kompetenz, Anstrengung und Selbstvertrauen als selbst-
bezogene Aspekte sowie Qualitdt der Lehrperson und familidre Unterstiitzung als auf den sozi-
alen Kontext bezogen. Auf einer emotionalen Ebene findet sich zudem der Aspekt von Freude
an der Mathematik sowie Schwierigkeiten bezogen auf die Mathematik als Fach (Rosken et al.,

2007, o. S.).

Die von Op’t Eynde et al. (2003) konstruierten Kategorien von Beliefs iiber den Mathematik-
unterricht bzw. die Mathematik, sich selbst als Mathematik lernendes und betreibendes Indivi-
duum und den sozialen Kontext bilden in Verbindung mit dem Modell von Grigutsch et al.
(1998) die Basis fiir mathematikbezogene Beliefs in der vorliegenden Arbeit. Daneben werden
insbesondere dynamische und statische Sichtweisen von Mathematik in Anlehnung an Grigut-
sch et al. (1998) sowie Ernest (1989) beriicksichtigt, welche nach Kempen (2019, S. 59) zudem
mit einem unterschiedlichen Beweisverstindnis einhergehen. Diese theoretischen Rahmen-
werke zu mathematikbezogenen Beliefs liefern zudem eine Grundlage fiir die Erhebung und
Kategorisierung spezifisch beweisbezogener Uberzeugungen. Die nachfolgenden Ausfiihrun-
gen dienen einer diesbeziiglichen Prazisierung und Thematisierung von Konzepten beweisbe-

zogener Beliefs.

4.2.3 Kategorisierungen beweisbezogener Beliefs

Wihrend, wie bereits angefiihrt, in Bezug auf mathematikbezogene Beliefs zahlreiche theore-
tische Modelle entwickelt und zudem empirisch untersucht wurden, findet sich kein Rahmen-
werk, welches explizit beweisbezogene Uberzeugungen in den Fokus stellt. Allerdings lassen
sich anhand vorliegender Forschungen diverse Schwerpunkte bei der Untersuchung von Beliefs
zu mathematischem Beweisen herausstellen (z. B. Harel & Sowder, 1998; Healy & Hoyles,

1998; Kempen, 2019).

Kempen (2019, S. 130-132) erhebt im Kontext einer Studie zur Thematik von Begriinden und
Beweisen am Ubergang von der Schul- zur Hochschulmathematik unter anderem die Einstel-
lungen von Studierenden zum Beweisen in der Schule und im Allgemeinen. Dahingehend be-
tont Kempen (2019, S. 132) einen fehlenden Konsens in bestehender Literatur, was unter Ein-
stellungen zum Beweisen zu verstehen ist und fokussiert darauthin auf Beliefs zum Erlernen
der Beweistdtigkeit und Beweisaffinitit, worunter die subjektive Zuneigung des Individuums

zum Beweiskonstrukt verstanden wird.
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Dartiber hinaus erheben Healy und Hoyles (1998) im Zusammenhang mit Beweisvorstellungen
die Ansichten zur Rolle bzw. Funktion von Beweisen. In ihren Ergebnissen unterscheiden Healy
und Hoyles (1998, S. 17-18) im Wesentlichen in die Verifizierungs-, Erkldrung- und Entde-
ckungsfunktion sowie fehlende oder sinnbefreite Antworten. Die Ergebnisse der Studie von
Healy und Hoyles (1998) zeigen dahingehend einen Zusammenhang zwischen den verschiede-
nen Funktionszuschreibungen und der Auswahl von Argumenten fiir einen Beweis sowie der
eigenstindigen Konstruktion, sodass es jedenfalls sinnvoll erscheint, diese in eine Erhebung

beweisbezogener Beliefs einflieBen zu lassen.

Im Rahmen einer Untersuchung von Uberzeugungen im Hinblick auf mathematische Beweise
liefert dariiber hinaus das von Harel und Sowder (1998) entwickelte Modell zu verschiedenen
Beweisschemata einen weiteren Ansatz. Nach Harel und Sowder (1998) besteht das Beweis-
schema einer Person ,,of what constitutes ascertaining and persuading for that person (S. 244).
Dabei reprisentiert jede der entwickelten Schemata eine kognitive Stufe (Harel & Sowder,
1998, S. 244). Harel und Sowder (1998, S. 244) betonen, dass die drei entwickelten Oberkate-
gorien sowie entsprechende Subtypen einander allerdings nicht ausschlieBen miissen, sodass

eine Person zugleich mehrere Schemata internalisiert haben kann.

Die erste Stufe bezeichnen Harel und Sowder (1998) als ,,external conviction proof schemes*
(S. 345). In diese Kategorie fallen das ritualistische, das autoritire und symbolische Beweis-
schema (Harel & Sowder, 1998, S. 245-246). Unter einem ,ritual proof scheme* (Harel &
Sowder, 1998, S. 246) wird die Beeinflussung der Wahl von Argumenten durch ihre Erschei-
nungsform als mathematische Beweise und weniger durch ihre Richtigkeit verstanden (Harel
& Sowder, 1998, S. 246). Ein autoritires Beweisschema verweist auf die fehlende Notwendig-
keit einer intrinsischen Rechtfertigung und der damit einhergehenden Frage nach der Beweis-
last in der Mathematik (Harel & Sowder, 1998, S. 247). Damit einhergeht eine Uberzeugung
von aullen durch ein Lehrbuch oder die Lehrperson (Harel & Sowder, 1998, S. 247). Ein sym-
bolisches Beweisschema steht dariiber hinaus mit symbolischem Denken in Verbindung, wel-
ches allerdings oberfldchlich oder ohne Sinn erfolgen kann, wobei mit der Problemldsung be-
gonnen wird, ohne zuvor dessen Bedeutung zu verstehen oder ein kohérentes Bild der Situation

zu entwickeln (Harel & Sowder, 1998, S. 250-251).

Auf einer weiteren Ebene finden sich empirische Beweisschemata, welche sich in dem ,,induc-
tive empirical proof scheme* (Harel & Sowder, 1998, S. 252) und dem ,,persceptual empirical
proof scheme* (Harel & Sowder, 1998, S. 252) duflern. Ein induktives Beweisschema basiert

auf der Verifizierung einer Behauptung bzw. Vermutung durch empirische Priifung an

61



spezifischen Fillen im Sinne von Beispielen (Harel & Sowder, 1998, S. 252). Ein wahrneh-
mungsbasiertes Beweisschema dagegen beruht auf rudimentiren mentalen Bildern, welche Ob-
jekttransformationen ignorieren und die Ergebnisse einer solchen Transformation nicht oder nur

unvollstindig antizipieren konnen (Harel & Sowder, 1998, S. 255).

Auf der letzten Stufe halten Harel und Sowder (1998, S. 258) sogenannte analytische Beweis-
schemata fest, worunter sie die Verifizierung einer Behauptung durch logisches Schlieen ver-
stehen und welche sie in ein transformatives und ein axiomatisches Beweisschema unterteilen.
Unter einem transformativen Beweisschema verstehen Harel und Sowder (1998, S. 258) die
Transformation von mentalen Bildern mittels Deduktion, welche verbal oder schriftlich erfol-
gen kann. Dabei wird die Allgemeingiiltigkeit einer Behauptung beriicksichtigt und werden
mentale Operationen zielorientiert und vorausschauend angewendet und die Transformationen
innerhalb eines Deduktionsprozesses vollzogen (Harel & Sowder, 1998, S. 261). Spezifischer
unterscheiden Harel und Sowder (1998, S. 262—-272) hier in die Ebene eines internalisierten und
interioristierten Beweisschemas sowie mit Blick auf Einschrankungen des transformativen Be-
weisschemas auf sogenannte kontextuelle, generische oder konstruktive Beweisschemata. Fiir
detaillierte diesbeziigliche Ausfithrungen wird an dieser Stelle auf die Arbeit von Harel und
Sowder (1998) verwiesen. In einem letzten Schritt weisen Harel und Sowder (1998, S. 273)
sodann ein axiomatisches Beweisschema aus, welches aus der Einsicht entwickelt wird, dass
eine mathematische Begriindung im Ursprung auf Axiomen basiert. Ein spezifisch intuitiv-axi-
omatisches Beweisschema zeigt sich dabei in der eingeschrinkten Verarbeitung von Axiomen,
die in der Vorstellung der Person liegen (Harel & Sowder, 1998, S. 273). Dariiber hinaus nennen
Harel und Sowder (1998, S. 273-274) ein strukturelles Beweisschema mit einem Fokus auf
eine Sammlung von Axiomen im Sinne einer gemeinsamen Struktur sowie ein axiomatisieren-

des Beweisschema, wobei eine Person in der Lage ist, ein Feld selbst zu axiomatisieren.

Mit Blick auf das hier beschriebene Modell ist fiir die vorliegende Arbeit insbesondere festzu-
halten, dass Harel und Sowder (1998, S. 278, S. 280) eine Dominanz von autoritiren und em-
pirischen Beweisschemata feststellen und fiir die Entwicklung von transformativen Beweisstra-

tegien pladieren.

In Ermangelung eines spezifischen theoretischen Rahmens zur Kategorisierung beweisbezoge-
ner Beliefs wird im Zuge der vorliegenden Arbeit das auf Op’t Eynde et al. (2003) basierende
Modell mathematikbezogener Beliefs in Verbindung mit dem Konzept von Grigutsch et al.
(1998) fiir beweisbezogene Uberzeugungen adaptiert. Dementsprechend ergeben sich die drei

Kategorien (1) Beliefs iiber die Mathematik und mathematisches Beweisen, (2) iiber sich selbst
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und (3) den sozialen Kontext. Insbesondere werden im Rahmen der ersten Kategorie, entspre-
chend den angefiihrten Ausfithrungen, Vorstellungen zu Beweisfunktionen sowie verschiedene
Beweisstrategien aufgenommen. Dariiber hinaus werden die dynamischen und statischen Sicht-
weisen von Mathematik nach Grigutsch et al. (1998) sowie Ernest (1989) in der vorliegenden
Arbeit auf beweisbezogene Uberzeugungen transferiert. Entsprechend dem dieser Arbeit zu-
grundeliegenden Verstdndnis nach Maal3 (2006, S. 119), wonach Beliefs einer Zusammenset-
zung von stabilem subjektiven Wissen iiber spezifische Objekte sowie damit in Verbindung
stehenden Emotionen und Haltungen entsprechen, werden zudem affektive Elemente in Bezug

auf das Beweisen mitberiicksichtigt.

Von besonderer Bedeutung fiir die vorliegende Arbeit sind dariiber hinaus theoretische Aspekte

beziiglich einer Anderung bestehender Beliefs, die nachfolgend niher ausgefiihrt werden.

4.2.4 Anderung von Beliefs

Ansichten im Hinblick auf die Verdnderlichkeit und damit einhergehend die Stabilitét von Be-
liefs differieren in vorliegenden Arbeiten stark (Bernack-Schiiler, 2018, S. 34). Nach Pajares
(1992, S. 325) sind Beliefs umso schwieriger zu verandern, je frither sie in die Belief-Struktur
aufgenommen werden, sodass insbesondere eine Beliefdnderung im Erwachsenenalter eine Be-
sonderheit darstellt. Allerdings existieren zahlreiche Arbeiten, welche eine dynamische und da-
mit verdnderliche Perspektive auf Beliefs und Belief-Systeme einnehmen (z. B. Ambrose, 2004;

Goldin, 2003; Liljedahl, 2005; Richardson, 2003; Thompson, 1992).

Mit Blick auf die Stabilitdtszuschreibung von Beliefs analysieren Liljedahl et al. (2012) 92 Ar-
beiten hinsichtlich der Verinderlichkeit von Uberzeugungen. Jedes Anzeichen einer Anderung
verstehen sie dahingehend als Fehlen der Stabilitdtseigenschaft von Beliefs (Liljedahl et al.,
2012, S. 103). Die Analyse zeigt dabei verschiedene Interpretationen der Stabilitit von Uber-
zeugungen in diversen Arbeiten (Liljedahl et al., 2012, S. 104). Zum einen werden Beliefs als
stabil charakterisiert, wobei eine Verdnderung durch Interventionen als moglich angesehen wird
(Bernack-Schiiler, 2018, S. 34; Liljedahl et al., 2012, S. 104). Zum anderen werden Unterschei-
dungen in neu erworbene und damit leicht verdnderliche sowie bereits éltere, fundierte und

damit stabile, nicht verdnderbare Beliefs unternommen (Liljedahl et al., 2012, S. 104-105).

In dhnlicher Weise findet sich die bereits angesprochene Differenzierung in zentrale und perip-
here Beliefs nach Green (1971, S. 46). Green (1971, S. 46) nutzt hier die Metapher konzentri-
scher Kreise fiir die Struktur von Belief-Systemen, um zu veranschaulichen, dass eine Verén-
derung von Uberzeugungen nicht mit der quasi-logischen Struktur, sondern mit der entspre-

chend psychologischen Stérke, mit welcher spezifische Beliefs gehalten werden, in Verbindung
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steht. Demnach werden ,,core Beliefs* (Green, 1971, S. 46) mit besonderer psychologischer
Kraft gehalten, liegen damit zentraler und sind somit auch resistenter gegeniiber Verdnderungen
als periphere Beliefs (Green, 1971, S. 46; siche auch Bernack-Schiiler, 2018, S. 34-35). Eine
dhnliche Sichtweise findet sich bei Pajares (1992, S. 317), der davon ausgeht, dass friiher er-
worbene Beliefs schwerer zu verdandern sind, insbesondere da sie anschlielende Wahrnehmun-
gen beeinflussen und die weitere Informationsverarbeitung stark prigen. Neu erworbene Uber-
zeugungen sind damit wesentlich anfdlliger fiir Verdnderungen, da sie erst mit der Zeit und

durch ihre Nutzung robust werden (Pajares, 1992, S. 317).

Liljedahl et al. (2012, S. 105) betonen diesbeziiglich die Schwierigkeit solcher Differenzierun-
gen in zentrale und periphere Beliefs, welche iiber die Beschreibung empirischer Befunde hin-
ausgehen und in einer ontologischen Sichtweise genutzt werden. Demnach werden ,,core be-
liefs* (Green, 1971 S. 46) per Definition als stabil und damit einhergehend unverénderlich be-
trachtet, sodass zugleich Stabilitit und Verinderungen von Uberzeugungen postuliert werden
(Liljedahl et al., 2012, S. 105). Sie pladieren daher fiir das Aufgeben der Stabilititseigenschaft
in Definitionen von Beliefs und fiir eine tendenzielle Nutzung dieser Eigenschaft im Rahmen
der Ergebnisse empirischer Forschungen, welche eine aktuelle Verdnderung messen (Liljedahl

etal, 2012, S. 113).

Damit kann grundsétzlich die Mdglichkeit von Beliefanderungen konstatiert werden, welche
allerdings vorrangig auf die empirische Forschung und weniger auf definitorischer Ebene fest-
gehalten werden sollte (Bernack-Schiiler, 2018, S. 35). Diese potenzielle Verdnderlichkeit

bringt die Frage mit sich, wie solche Prozesse angeregt und begiinstigt werden kdnnen.

Bernack-Schiiler (2018, S. 35) fasst basierend auf Ambrose (2004), Furinghetti und Pehkonen
(2003) sowie Goldin (2003) insgesamt vier Aspekte zusammen, welche bei der Entstehung und
Verdnderung von Beliefs von Bedeutung sind. Emotionen, welche im Rahmen von Erfahrun-
gen, in der Interaktion mit anderen sowie bei Wiinschen und Zielen auftreten, spielen dabei eine
besondere Rolle (Ambrose, 2004, S. 95; Bernack-Schiiler, 2018, S. 35; Furinghetti & Pehkonen,
2003, S. 52; Goldin, 2003, S. 68). Nach Goldin (2003, S. 69) haben insbesondere positive und
negative Emotionen einen stabilisierenden Effekt auf Beliefs. Die wiederholte positive Erfah-
rung der Bestitigung von Uberzeugungen durch andere Beliefs fiihrt dariiber hinaus zur Stabi-
litdt von Belief-Systemen, welche wiederum meta-affektive Kontexte fiir das Erleben von Emo-
tionen, welche mit diesen verbunden sind, etablieren (Goldin, 2003, S. 69). Jene Meta-Affekte
besitzen zudem die Stirke, Beliefs trotz widersprechender Erfahrungen beizubehalten (Goldin,

2003, S. 69). Demnach rufen Kontexte, die diese Uberzeugungen umgeben, positive oder
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negative Emotionen hervor, welche die kognitiven Informationen dementsprechend kodieren
(Goldin, 2003, S. 69). Sind in weiterer Folge diese Affektivitit und Kognition miteinander ver-
woben, fiihrt dies zur Konstruktion von Beliefs, welche die Meta-Affektivitit aufrechterhalten
und unterstiitzen (Goldin, 2003, S. 69). Goldin (2003) leitet aus diesen Ausfiihrungen daher das
Folgende ab:

Mathematics educators who set out to modify existing, strongly-held belief structures of
their students [...] are not likely to be successful addressing only the content of their students’
beliefs, or only the warrants for their beliefs. It will be important to provide experiences that
are sufficiently rich, varied, and powerful in their emotional content to foster the students’

construction of new meta-affect. This is a difficult challenge indeed. (S. 70-71)

Von Bedeutung sind in diesem Rahmen sogenannte Aha-Erlebnissen, welche eine affektive und
kognitive Komponente umfassen und durchwegs mit positiven Emotionen verbunden sind (Ber-
nack-Schiiler, 2018, S. 36). Unter anderem zeigt Liljedahl (2005) dahingehend einen Zusam-
menhang zwischen den Erfolgserlebnissen im Sinne eines Aha-Effektes und einer damit ein-
hergehenden Beliefdnderung in Richtung positiver Einstellungen zur Mathematik und den ei-

genen mathematischen Fahigkeiten.

Neben dieser mit Emotionen verbundenen Komponente, kann es zudem zu unreflektierten
Ubernahmen von Beliefs durch andere Personen kommen, insbesondere in hierarchischen Kon-
texten (Bernack-Schiiler, 2018, S. 35-36; Furinghetti & Pehkonen, 2003, S. 52; Goldin, 2003,
S. 68). In diesem Rahmen ist auch die Ubernahme von Beliefs der Lehrperson durch die Ler-
nenden aufgrund von Dominanz oder sozialer Erwiinschtheit zu sehen (Bernack-Schiiler, 2018,
S. 36). Dariiber hinaus kann die Einsicht in bislang unbewusste Beliefs, beispielsweise durch
Reflexion, zu einer Anderung von Uberzeugungen fithren (Ambrose, 2004, S. 59; Bernack-
Schiiler, 2018, S. 36). Als vierten und letzten Aspekt nennt Bernack-Schiiler (2018, S. 36) die
Moglichkeit der Verdanderung einzelner Beliefs durch eine Neustrukturierung des Belief-Sys-
tems, welche durch Erfahrungen oder Reflexion angeregt werden konnen (siehe auch Ambrose,

2004, S. 95).

Neben den genannten Aspekten, welche eine Entstehung oder Anderung von Beliefs bedingen,
spielen zudem die kognitiven Prozesse im Rahmen von Beliefanderungen eine Rolle, welche
nach Bernack-Schiiler (2018, S. 37) in Anlehnung an Pajares (1992, S. 320) mit den lernpsy-
chologischen Konzepten der Assimilation und Akkommodation beschrieben werden konnen.
Bei der Assimilation erfolgt die Integration neuer Erfahrungen und Informationen in bestehende

Uberzeugungen, withrend bei der Akkommodation die Notwendigkeit einer Ersetzung oder
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Neuorganisation bestehender Beliefs gegeben ist (Bernack-Schiiler, 2018, S. 37; Pajares, 1992,
S. 320). In beiden Fillen findet eine Anderung von Uberzeugungen statt, wobei allerdings eine
grundlegende Beliefanderung nur bei der Akkommodation angenommen wird (Bernack-Schii-
ler, 2018, S. 37; Pajares, 1992, S. 320). Eine Ersetzung bestehender Uberzeugungen wird dabei
voraussichtlich nicht stattfinden, es sei denn, diese erweisen sich als unbefriedigend und kénnen
somit nicht mehr in bestehende Strukturen assimiliert werden (Bernack-Schiiler, 2018, S. 37,
Pajares, 1992, S. 321). Die beobachtete Zuriickweisung neuer Erkenntnisse, um einen Konflikt
mit bestehenden Beliefs zu vermeiden zeigt allerdings, dass eine Beliefanderung im Sinne der
Akkommodation die letzte Alternative darstellt (Bernack-Schiiler, 2018, S. 37; Pajares, 1992,
S. 321).

Ambrose (2004) sieht die hdufig angestrebte Verdnderung naiver oder falscher Beliefs mittels
einer Ersetzung durch neue Uberzeugungen aufgrund ihrer Widerstandsfahigkeit problematisch
und pladiert daher fiir Ansétze, welche auf bestehenden Beliefs aufbauen, statt diese zu zersto-
ren. Durch intensive Erfahrungen und Reflexion sollen sich bestehende Beliefs weiterentwi-
ckelt, neue Uberzeugungen bilden und Verbindungen zwischen den Beliefs geschaffen werden
(Ambrose, 2004, S. 116). Ambrose (2004, S. 116) verweist dahingehend auf die Beibehaltung
bereits bestehender Beliefs bei gleichzeitiger Bildung neuer Uberzeugungen. Allerdings handelt
es sich dabei eher um einen schrittweisen als monumentalen Prozess, sodass verschiedene Er-

fahrungen dafiir notwendig erscheinen (Ambrose, 2004, S. 117).

Der vorliegenden Arbeit liegt dieser Ansatz nach Ambrose (2004) zugrunde, sodass unter Ver-
dnderung die Weiterentwicklung bestehender sowie Aufnahme neuer Beliefs verstanden wird.
Diese Sichtweise wird nicht zuletzt aufgrund einer praventiven Vermeidung gewaltsamer Assi-

milation oder Ablehnung neuer Erkenntnisse vertreten (Pajares, 1992, S. 117).

Dariiber hinaus sind die im Rahmen von Beliefanderungen entwickelten didaktischen Konzepte
von Relevanz. Bernack-Schiiler (2018, S. 40) arbeitet dahingehend auf Basis vorliegender Stu-
dien fiinf verschiedene Faktoren heraus, welche sich dabei als Bestandteile von Interventionen
identifizieren lassen. Eigene mathematische Erfahrungen mit neuen mathematischen Inhalten
oder Aufgaben sowie im Rahmen von Problemldsesituationen werden dabei ebenso angefiihrt
wie ein Fokus auf das mathematische Denken von Lernenden sowie die Entwicklung und Im-
plementierung von Unterrichtskonzepten (Bernack-Schiiler, 2018, S. 40). Daneben bilden nach
Bernack-Schiiler (2018, S. 40) die Reflexion und damit die Aufdeckung von Beliefs sowie Aus-
tausch und Kooperation wesentliche Einflussfaktoren bei Beliefinderungen. Hervorzuheben ist

dabei allerdings, dass ein {iberwiegender Teil vorliegender Untersuchungen auf
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Lehramtsstudierende oder bereits titige Lehrkrifte fokussiert (z.B. Ambrose, 2004; Bernack,
2011; Chapman, 1999; DeBellis & Rosenstein, 2004; Liljedahl et al., 2007; Roscoe & Sriraman,
2011). Dennoch erscheint eine kurze Einflihrung an dieser Stelle sinnvoll, um die Wirksamkeit

moglicher Interventionen herauszustellen.

Bernack-Schiiler (2018, S. 49) hélt diesbeziiglich fest, dass bei einer Vielzahl vorliegender Stu-
dien dhnliche didaktische Konzepte vorzufinden sind. Dabei zeigen Problemldsesettings sowie
die eigenstdndige Erfahrung mit neuen Inhalten ebenso wie ein Fokus auf das mathematische
Denken der Lernenden und die Einfilhrung neuer Unterrichtskonzepte eine besonders hohe
Wirksamkeit (Bernack-Schiiler, 2018, S. 49). Zudem werden diverse Reflexionsarten hervor-
gehoben, wobei die Aussagekraft aufgrund einer Bandbreite von normativen Zielvorstellungen
bis hin zu empirisch abgesicherten Befunden deutlich variiert (Bernack-Schiiler, 2018, S. 49).
Insbesondere pladiert Bernack-Schiiler (2018, S. 49) fiir zusétzliche experimentell kontrollierte
Studien, welche sich ebenso quantitativer Instrumente bedienen, um den Einfluss der diversen

Konzepte bestdtigen zu konnen.

Die vorangegangenen theoretischen Ausfiihrungen zu Beliefinderungen sind fiir die vorlie-
gende Arbeit insbesondere dahingehend von Relevanz, da sie die Moglichkeit einer Verdnde-
rung von Uberzeugungen im Sinne einer Weiterentwicklung bestehender und Aufnahme neuer
Beliefs sowohl auf einer theoretischen als auch, insbesondere in Verbindung mit den diesbe-
ziiglichen Forschungsarbeiten, auf einer empirischen Ebene absichern. Die erfolgreiche Imple-
mentierung diverser Aus- und Weiterbildungsseminare mit einem Fokus auf Studierende und
Lehrpersonen, wird dabei als Grundlage zur Einfiihrung von intervenierenden Unterrichtskon-
zepten flir Schiiler*innen herangezogen. Im Kontext beweisbezogener Beliefs spielen dabei
insbesondere didaktische Konzepte und empirische Ergebnisse im Rahmen der Forschung zum
Beweisen im Mathematikunterricht eine zentrale Rolle. Die nachfolgenden Ausfithrungen zu
der dieser Arbeit zugrundeliegenden Methode verbinden dahingehend die hier angefiihrten the-

oretischen Ausfiihrungen zum Thema Beweisen und Beliefs.
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S Forschungsmethode

In den nachfolgenden Ausfiithrungen wird die der vorliegenden Arbeit zugrundeliegende For-
schungsmethode dargestellt sowie auf die Entwicklung der quantitativen und qualitativen Er-
hebungsinstrumente eingegangen. Ankniipfend an eine allgemeine Erlduterung des Untersu-
chungsdesigns (5.1), finden sich spezifische Anmerkungen zur Stichprobenauswahl und den
Rahmenbedingungen (5.2). Dies wird durch eine detaillierte Beschreibung der Konstruktion
der Erhebungsinstrumente sowie der Auswertungsmethoden (5.3) ergédnzt, wobei auf den fiir
die quantitative Erhebung konstruierten Fragenbogen (5.3.1) sowie die im Zuge von qualitati-
ven Einzelfallanalysen entwickelten Interviews (5.3.2) eingegangen wird. Im Weiteren wird die
Entwicklung der spezifischen InterventionsmafBnahmen im Rahmen eines umfassenden Unter-
richtskonzeptes thematisiert (5.4), wobei die zugrundeliegende Methode des Cognitive App-
renticeship-Ansatzes (5.4.1) ndher beleuchtet und das unterrichtspraktische Konzept (5.4.2) de-

tailliert beschrieben wird.

5.1 Forschungsdesign

Doéring (2023, S. 184) verweist im Kontext von Untersuchungsdesigns auf das Fehlen eines
einheitlichen Klassifikationssystems, wobei sich in der Literatur allerdings dahingehend einige
Beschreibungsdimensionen etabliert haben. Ein zentrales Kriterium stellt dabei der wissen-
schaftstheoretische Ansatz dar, welchem eine Studie bzw. ein Untersuchungsdesign zugeordnet
werden kann (Doring, 2023, S. 185). Die vorliegende Arbeit basiert in diesem Sinne auf einem
sogenannten Mixed-Methods-Ansatz, welcher qualitative und quantitative Herangehensweisen

im Rahmen einer Studie kombiniert (Ddring, 2023, S. 186).

Nach Kuckartz (2014, S. 28) arbeiten quantitative Methoden insbesondere mit numerischen
Daten und werden mit standardisierten Erhebungsinstrumenten in Verbindung gebracht. Ziel
quantitativer Methoden ist dabei ein Inferenzschluss von einer bestenfalls zufélligen Stichprobe
auf eine Gesamtpopulation (Kuckartz, 2014, S. 28). Im Gegensatz dazu postulieren qualitative
Methoden verstarkt Offenheit und Authentizitit sowie Kommunikation und Interaktion der in
der Untersuchung involvierten Personen (Kuckartz, 2014, S. 28). Dabei stehen nicht-numeri-
sche Daten sowie interpretative Methoden zur Analyse der Daten im Fokus (Ddring, 2023, S.
16). Kuckartz (2014, S. 28) betont dahingehend die Vielfalt und Heterogenitit qualitativer und
quantitativer Ansétze, welche zugunsten eines vermeintlichen Dualismus Gefahr laufen, ausge-

blendet zu werden.
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Diesbeziiglich verweist Doring (2023, S. 26) auf die Uberwindung eines Konkurrenzverhilt-
nisses qualitativer und quantitativer Sozialforschung im Hinblick auf ein ergéinzendes Verstand-
nis. Der dieser Arbeit zugrundeliegende Mixed-Methods-Ansatz geht {iber diese Sichtweise
noch hinaus und befasst sich mit der Kombination beider Forschungsmethoden in einer einzel-
nen Studie zur Maximierung des Erkenntnisgewinns (Déring, 2023, S. 26). Ahnlich definiert
Kuckartz (2014) das Folgende:

Unter Mixed-Methods wird die Kombination und Integration von qualitativen und quantita-
tiven Methoden im Rahmen des gleichen Forschungsprojekts verstanden. Es handelt sich
also um eine Forschung, in der die Forschenden im Rahmen von ein- oder mehrphasig an-
gelegten Designs sowohl qualitative als auch quantitative Daten sammeln. Die Integration
beider Methodenstringe, d.h. von Daten, Ergebnissen und Schlussfolgerungen, erfolgt je
nach Design in der Schlussphase des Forschungsprojektes oder bereits in fritheren Pro-

jektphasen. (S. 33)

Sowohl Kuckartz (2014, S. 44) als auch Doring (2023, S. 26) verweisen dabei auf bereits be-
stehende Ansitze der Verkniipfung unterschiedlicher Methoden und insbesondere die soge-
nannte Triangulation. Kuckartz (2014, S. 46) fiihrt in Anlehnung an Denzin (1978, zitiert nach
Kuckartz, 2014, S. 46) verschiedene Formen der Triangulation an und nennt dabei die Daten-,
Beobachter*in- oder Forscher*intriangulation sowie die Theorie- und Methodentriangulation.
Die Kombination von qualitativen und quantitativen Forschungsmethoden entspricht dabei der
methodenexternen Kombination nach Denzin (1978, zitiert nach Kuckartz, 2014, S. 47), welche
hiufig mit der Triangulation gleichgesetzt wird (Kuckartz, 2014, S. 47). Zum Verhéltnis des
Mixed-Methods-Ansatzes zur Triangulation verweist Kuckartz (2014, S. 48) einerseits auf eine
gemeinsame forschungspraktische Ausrichtung, andererseits auf das Verstdndnis des Mixed-
Methods-Ansatzes als eigenes Paradigma. Kuckartz (2014, S. 49) sieht dabei Mixed-Methods
im Vergleich zur allgemeinen Konzeption der Triangulation als weitergehendes Konzept mit
konkreten Umsetzungsformen. Zur Motivation des Einsatzes des Mixed-Methods-Ansatzes
verweist Kuckartz (2014, S. 54) auf diverse potenzielle Gewinne wie unter anderem eine wach-
sende Chance der Generalisierung von quantitativ gewonnen Ergebnissen sowie ein besseres

Versténdnis quantitativ untersuchter Probleme durch die Ergéinzung um qualitative Daten.

Mixed-Methods-Ansétze unterscheiden sich dabei im Hinblick auf die Reihenfolge der Imple-
mentation der qualitativen und quantitativen Erhebungen, die Priorititen der Methoden unter-
einander sowie den Zeitpunkt der Integration qualitativer und quantitativer Ergebnisse und die

Rolle der theoretischen Sichtweise (Kuckartz, 2014, S. 65). In der vorliegenden Arbeit handelt
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es sich im Gegensatz zu einer parallelen Implementation um ein sequenzielles Design, welches
als erkldrend bzw. vertiefend charakterisiert wird, da im Anschluss an eine quantitative Erhe-
bung und statistische Auswertung der Daten eine qualitative Untersuchung fiir ein vertieftes
Verstindnis der Ergebnisse erfolgt (Kuckartz, 2014, S. 66). Prioritéit hat nach Kuckartz (2014,
S. 66) in diesem Design die quantitative Methode. Die Integration der gewonnenen Ergebnisse
erfolgt dabei auch im Zuge der vorliegenden Arbeit insbesondere im Rahmen der Interpretation

(Kuckartz, 2014, S. 66).

Entsprechend diesem Vertiefungsmodell im Mixed-Methods-Ansatz wird im Zuge der vorlie-
genden Arbeit aufbauend auf einer etablierten theoretischen Basis eine hypothesenpriifende
quantitative Untersuchung durchgefiihrt, wobei statistisch nachgewiesene Effekte im Zuge ei-
ner qualitativen Studie genauer beschrieben und mittels Einzelfallanalysen konkretisiert werden
(Doring, 2023, S. 27). Die Ergebnisse der quantitativen Erhebung werden dabei direkt fiir die
Gestaltung anschlieender Interviews herangezogen, wobei nicht nur ergidnzende Informatio-
nen gewonnen, sondern auch etwaige Erkenntnisliicken geschlossen werden sollen (Kuckartz,

2014, S. 78).

Im Rahmen von Mixed-Methods-Anséten sind dabei sowohl Giitekriterien der quantitativen als
auch der qualitativen Sozialforschung zu beriicksichtigen (Doring, 2023, S. 114). Diese werden
bei der Konstruktion der entsprechenden Erhebungsinstrumente in den Abschnitten 5.3.1 und
5.3.2 ndher thematisiert. Daneben sind spezifische Glitekriterien der Mixed-Methods-For-
schung zu priifen, welche sich auf die Design- sowie die Interpretationsqualitit beziehen (D6-

ring, 2023, S. 114).

Mit Blick auf die Designqualitit erscheint es an dieser Stelle bedeutend, die Wahl eines Mixed-
Methods-Ansatzes im Sinne des Vertiefungsmodells explizit zu begriinden. Im Hinblick auf
Beliefs sowie spezifischer mathematikbezogene Uberzeugungen und die Thematik von Bewei-
sen im Mathematikunterricht ist eine entsprechend gut etablierte theoretische Basis fiir die vor-
liegenden Untersuchung jedenfalls gegeben. Diverse Arbeiten verbinden bereits beide For-
schungsgebiete miteinander und fokussieren insbesondere auf mathematische Beweisvorstel-
lungen, wobei Kategorien mathematikbezogener Beliefs auf spezifische Uberzeugungen zum
Beweisen iibertragen werden kénnen (z. B. Grundey, 2015; Harel & Sowder, 1998; Healy &
Hoyles, 1998, 2000; Kempen, 2019; Kotelawala, 2016; Sziics, 2023). Insbesondere aufgrund
zeit- und anderer ressourcendkonomischer Uberlegungen in Anbetracht der Umsetzung einer
Untersuchung zu beweisbezogenen Beliefs samt Implementierung von Interventionsmafnah-

men zur moglichen Anderung derselben in einem schulischen Setting wird dabei eine
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quantitative Untersuchung mittels eines standardisierten Fragebogens als vorrangiges Testin-
strument eingesetzt. Die bestehende Kritik an Fragebogen und Likert-Skalen im Rahmen der
Beliefforschung (z. B. Kollosche, 2015; Safrudiannur & Rott, 2020; Sziics, 2023) sowie das
Anliegen eines tiefergehenden Einblicks in auftretende oder ausbleibende Beliefinderungen
fiihren dariiber hinaus zur Ergénzung der quantitativen Daten um eine qualitative Erhebung.
Detailliertere Einzelfallanalysen werden dabei auf Basis der Auswertung der quantitativen Er-
gebnisse mittels anschlieBenden Interviews durchgefiihrt. Entsprechende Ausfiihrungen finden
sich in Abschnitt 5.3.2. Die Befunde der qualitativen Untersuchung werden schlielich im Rah-
men der Interpretation der Ergebnisse fiir ein tiefergehendes Verstindnis der quantitativen Da-

ten herangezogen und miteinander in Verbindung gebracht.

Es sei darauf hingewiesen, dass die im Rahmen des aktuellen Forschungsstandes ndher be-
schriebene Studie von Healy und Hoyles (1998, 2000) zu den Beweisvorstellungen sowie Be-
weiskompetenzen ebenfalls auf einer quantitativen Fragebogenerhebung beruht, welche durch

Follow-up-Interviews ergénzt wird.

Mit Blick auf den Gegenstand handelt es sich bei der vorliegenden Arbeit, im Gegensatz zu
einer Theorie- oder Methodenstudie, um eine empirische Studie, welche im Allgemeinen auf
Basis systematischer Datenerhebung und -analyse der Losung inhaltlicher Forschungsprobleme
dient (Doring, 2023, S. 188). Spezifisch liegt eine empirische Originalstudie mit selbstentwi-
ckeltem Design vor (Doring, 2023, S. 191). Dabei ist anzumerken, dass zwar, wie in Abschnitt
2.3 zum Forschungsstand angefiihrt, dhnliche empirische Arbeiten vorliegen, allerdings auf-
grund einer fehlenden spezifischen Untersuchung, welche auf die vorliegende Forschungsarbeit
iibertragen werden kann, die Entwicklung eines eigenen Designs und adaptierter Erhebungsin-

strumente unter Einbezug theoretischer und empirischer Befunde erfolgt.

Im Hinblick auf eine Unterscheidung empirischer Studien nach dem zugrundeliegenden Er-
kenntnisinteresse, liegt eine explanative Studie zur Uberpriifung moglicher Verinderungen mit
einem Fokus auf beweisbezogene Beliefs vor. Explanative Studien dienen insbesondere dem
Nachweis von diversen Effekten und kldren im Rahmen von experimentellen und quasi-expe-
rimentellen Untersuchungen mogliche Ursache-Wirkung-Relationen (Doring, 2023, S. 194).
Dies entspricht der Intention der vorliegenden Arbeit, eine durch spezifische Interventionen

intendierte Beliefinderung im Hinblick auf Beweise im Mathematikunterricht nachzuweisen.

Im Gegensatz zu experimentellen Studien, findet bei quasi-experimentellen Untersuchungen
keine Randomisierung statt, wodurch die interne Validitit im Hinblick auf personenbezogene

Storvariablen geringer ausfillt (Doring, 2023, S. 201). Diese Designs spielen insbesondere in
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Feldstudien eine zentrale Rolle, da es im Allgemeinen nicht problemlos umsetzbar ist, feste
Personengeflige wie unter anderem Schulklassen zu teilen und im Sinne des Zufallsprinzips neu
zusammenzufiithren (Doring, 2023, S. 201). Eine Randomisierung wiirde dabei im Feld storen
und wire aus einer teils forschungsokonomischen und -ethischen Perspektive nicht moglich
(Doring, 2023, S. 717). Der vorliegenden Untersuchung beweisbezogener Beliefs zweier Klas-

sen der 11. Schulstufe liegt demnach ein derartiges quasi-experimentelles Design zugrunde.

Um die bereits angesprochene geringere interne Validitdt auszugleichen, bieten sich unter an-
derem Messwiederholungen an, da die abhidngige Variable vor und nach einer Intervention ge-
messen wird (Doring, 2023, S. 202). Das hier vorliegende Forschungsdesign entspricht dabei
spezifisch einem Eingruppen-Pritest-Posttest-Plan, wobei die Stichprobe einmal vor der ent-
sprechenden Intervention bzw. dem Treatment untersucht wird und einmal danach (Doring,
2023, S. 722). Die unabhéngige Variable ist dabei nicht die Intervention, sondern der Messzeit-
punkt (Doring, 2023, S. 722). Doring (2023, S. 722, S. 726-727) hebt im Hinblick auf die ge-
ringe interne Validitdt derartiger Designs verschiedene Maflnahmen zur Priifung der Wirksam-
keit der Intervention hervor und verweist darauf, dass eine Verbesserung derselben ,,mecha-
nisch® kaum mdglich ist. Allerdings sollte ein entsprechendes Problembewusstsein im Rahmen
solcher Designs gegeben sein, welches dazu fiihrt, die interne Validitat bestmdglich zu sichern
(Doring, 2023, S. 727). Doéring (2023, S. 727) fiihrt dahingehend Methoden zur Kontrolle per-
sonenbezogener und untersuchungsbedingter Storvariablen an. Im Rahmen der vorliegenden
Untersuchung ist insbesondere die Konstanthaltung dieser Storvariablen sowie das Ausschalten
untersuchungsbedingter Variablen von Bedeutung (Doring, 2023, S. 202-203). Nihere diesbe-
ziigliche Ausfiihrungen finden sich gemeinsam mit der Thematisierung der Stichprobenauswahl

im nachfolgenden Abschnitt 5.2.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass Prd-Post-Designs im Rahmen diverser Studien
zur Beliefforschung und spezifisch zur Anderung von Uberzeugungen nach vorangegangenen
Interventionen bereits weithin etabliert sind (z. B. Ambrose, 2004; Bernack-Schiiler, 2018;

Chapman, 1999; Grundey, 2015; Roscoe & Sriraman, 2011).

5.2 Strichprobenauswahl und Rahmenbedingungen

Die vorliegenden Ausfiihrungen befassen sich zum einen mit der Stichprobenauswahl im Rah-
men der empirischen Untersuchung, wobei zwischen der Stichprobe der gesamten Studie und
jener der ankniipfenden Follow-up-Interviews unterschieden wird. Dariiber hinaus wird auf die
entsprechenden Rahmenbedingungen der Untersuchung eingegangen, womit insbesondere et-

waige Storvariablen und Gefahren der internen Validitdt angesprochen werden.
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Zur Stichprobenauswahl verweist Kuckartz (2014, S. 86) auf eine bestenfalls gegebene Zufalls-
auswahl im Rahmen der quantitativen Studie sowie die Bildung einer kleineren qualitativen
Stichprobe nach Kriterien einer zielgerichteten Wahl. Dabei konnten bewusst typische Fille
oder Extrembeispiele gewdhlt werden, um eine maximale Variation in der Stichprobe zu erhal-

ten (Kuckartz, 2014, S. 85).

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit handelt es sich mit Blick auf die gesamte Stichprobe zur
quantitativen Erhebung beweisbezogener Beliefs sowie der damit verbundenen Interventionen
um eine sogenannte Gelegenheitsstichprobe (Doring, 2023, S. 307). Dies ist nicht zu verwech-
seln mit einer Klumpenstichprobe, welche aus einer vollstdndigen Liste von Klumpen zufillig
ausgewahlt wird (Doring, 2023, S. 315). Dies wiirde im Kontext von Schulklassen vorausset-
zen, dass die Stichprobe aus mehreren zufillig gewéhlten Klassen gebildet wird, was in der
vorliegenden Studie nicht gegeben ist (Doring, 2023, S. 216). Im Rahmen einer sogenannten
Gelegenheits- oder auch Ad-hoc-Stichprobe werden Personen, welche aktuell zur Verfligung
stehen oder leicht zugénglich sind, willkiirlich ausgewéhlt (Doring, 2023, S. 307). In der vor-
liegenden Untersuchung bilden Schiiler*innen zweier Klassen der 11. Schulstufe einer allge-
meinbildenden hoheren Schule im 19. Wiener Gemeindebezirk die Stichprobe, da sie den Ma-
thematikklassen der Studienleiterin entsprechen und dahingehend leicht zugénglich sind. Die
Gelegenheitsstichprobe weist die geringste Stichprobenqualitét auf, sodass hier auf die engen
Grenzen der Aussagekraft sowie die fehlende Moglichkeit zur Populationsbeschreibung hinzu-
weisen ist (Doring, 2023, S. 308). Diese und weitere Limitationen der vorliegenden Studie wer-

den in der Diskussion der Ergebnisse explizit gemacht.

Die Stichprobe fiir die an die quantitativen Ergebnisse ankniipfende qualitative Untersuchung
mittels Follow-up-Interviews basiert auf einer sogenannten absichtsvollen bzw. bewussten Aus-
wahl, auch ,,purposive sampling* genannt (Doring, 2023, S. 303). Auf Basis der theoretischen
und empirische Informationen werden dabei gezielt Personen in die Stichprobe inkludiert, wel-
che besonders aussagekriftig erscheinen (Doring, 2023, S. 303). Spezifischer handelt es sich in
der vorliegenden Arbeit um eine Anlehnung an eine Theoretische Stichprobe, auch ,,theoretical
sample®, wobei die Wahl bewusst fiir einen maximalen Erkenntnisgewinn getroffen wird (D6-
ring, 2023, S. 304). Hierbei konnen Extremfille ebenso wie typische Fille in die Stichprobe
aufgenommen werden (Ddring, 2023, S. 304). Die Stichprobenauswahl sollte dabei im Idealfall
erst abgeschlossen sein, wenn keine neuen Informationen mehr gewonnen werden kénnen und
eine sogenannte theoretische Sattigung vorliegt (Doring, 2023, S. 304). Im Kontext der vorlie-
genden Studie ist darauf hinzuweisen, dass diese theoretische Sittigung nicht zwangslaufig ge-

geben ist und aus zeit- und anderen ressourcendkonomischen Griinden explizit fiinf Félle
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gewihlt werden, welche Extremwerte bzw. Durchschnittswerte und Ubereinstimmungen mit
einigen weiteren Personen aufweisen. Damit ist die qualitative Stichprobe der Arbeit lediglich
an das ,.theoretical sampling® (Doring, 2023, S. 303) angelehnt und kann nicht explizit als The-
oretische Stichprobe ausgewiesen werden. Spezifische Ausfiihrungen zur Wahl der Félle finden

sich in Abschnitt 5.3.2.

Im Gegensatz zu einem Zweigruppen-Pritest-Posttest-Plan, welcher eine Kontrollgruppe um-
fasst, muss im Rahmen der vorliegenden Arbeit von einer solchen abgesehen werden (Doring,
2023, S. 723). Da die untersuchte Stichprobe mit n = 25 tendenziell bereits sehr klein ist,
wiirde eine Aufteilung in eine Experimental- und Kontrollgruppe die Dateninterpretation und
Aussagekraft weiter einschrinken. Eine weitere Gruppe wird aufgrund ressourcenékonomi-

scher Griinde nicht herangezogen.

Da im Rahmen von quasi-experimentellen Designs wie der vorliegenden Studie zudem keine
Randomisierung stattfindet, ist die interne Validitit zur Beurteilung der Sicherheit der Interpre-
tation kausaler Ursache-Wirkungs-Zusammenhinge geringer als in experimentellen Settings
(Doring, 2023, S. 93, S. 201). Um hier EinbuBlen der internen Validitit teilweise auszugleichen,
bieten sich unter anderem Kontrolltechniken personengebundener Storvariablen an (Doring,
2023, S. 202). In der vorliegenden Arbeit werden die von Doring (2023, S. 202) angesprochenen
personenbezogenen Storvariablen Alter und Klassengrof3e konstant gehalten, indem die beste-
hende Klassenzusammensetzung iiber den Untersuchungszeitraum nicht verdndert wird. Dar-
iiber hinaus werden die personenbezogenen Daten Geschlecht, Mathematiknote, Besuch des
Wabhlpflichtfachs Mathematik sowie Verstdndnis der Themen auf dem Gebiet der Analysis und
Vorkenntnisse zu Beweisen im Unterricht im Rahmen der quantitativen Untersuchung erhoben.
Dabei erfolgt die Priifung eines Unterschieds hinsichtlich der Merkmale Geschlecht und Besuch
des Wahlpflichtfachs mit den einzelnen Differenzwerten der Items mittels Welch-Test, welcher
eine robustere Variante des Student-Tests bei fehlender Homogenitét der Varianzen darstellt
(Doring, 2023, S. 1053; Janczyk & Pfister, 2020, 54-55). Im Hinblick auf die Priifung der Items
Mathematiknote, Verstdndnis der Analysis und Vorkenntnisse zum Beweisen wird die Spe-
armans Rangkorrelation fiir ordinalskalierte Daten berechnet (Doring, 2023, S. 253). In Tabelle
D6 sowie D7 in Anhang D wird diesbeziiglich ersichtlich, dass kein signifikanter Unterschied
der Differenzwerte hinsichtlich dem Merkmal Geschlecht und dem Besuch des Wahlpflicht-
fachs Mathematik gegeben ist. Im Rahmen von Spearmans Rangkorrelation zeigen sich in Ta-
belle D8 in Anhang D jedoch zwei signifikante mittlere positive Zusammenhinge mit der Ma-
thematiknote und dem Verstindnis von Themen aus der Analysis. Dies ist jedenfalls bei der

Interpretation insbesondere signifikanter Ergebnisse zu beriicksichtigen.
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Im Hinblick auf die Kontrolle untersuchungsbedingter Storvariablen werden die bekannten
Réumlichkeiten sowie Uhrzeiten entsprechend dem Mathematikunterricht konstant gehalten.
Zudem erfolgt die Durchfiihrung der Untersuchung durchgéngig, sodass keine andere Thematik
zwischenzeitlich im Unterricht behandelt wird. Die entsprechenden Rahmenbedingungen in
den jeweiligen quantitativen und qualitativen Untersuchungsphasen finden sich in Abschnitt

5.3.1 sowie 5.3.2.

Doring (2023, S. 102) nennt zudem in der Tradition Campbells neun weitere Bedrohungen der
internen Validitét bei der Interpretation von Ursache-Wirkungs-Relationen, welche nachfolgend
im Hinblick auf das vorliegende Forschungsdesign thematisiert werden. Die Gefahr einer un-
klaren zeitlichen Abfolge besteht aufgrund des strikten Settings eines Pra-Post-Designs nicht
(Doring, 2023, S. 102). Da dartiber hinaus nur eine Untersuchungs- und keine Kontrollgruppe
vorhanden ist, entfallen zudem die von Ddring (2023, S. 102) genannten Selektionseffekte. Eine
Kontrolle externer zeitlicher Einfliisse kann zwar hier nicht durch eine Kontrollgruppe erfolgen,
jedoch werden diese ebenso wie Reifungsprozesse aufgrund der Dauer der Studie von 24 Tagen
als tendenziell marginal betrachtet, sind allerdings in der Interpretation als Limitation zu be-
riicksichtigen. Die experimentelle Mortalitdt nach Doring (2023, S. 102) wird umgangen, indem
nur jene Daten in die Studie aufgenommen werden, wo sowohl Pré- als auch Posttest absolviert
und an allen Interventionseinheiten teilgenommen wurde. Im Rahmen des Pra-Post-Settings ist
zudem der Testiibungseffekt zu beriicksichtigen (Doring, 2023, S. 103). In der vorliegenden
Studie ist mit einer Dauer von 24 Tagen zwischen Prd- und Posttest ein tendenziell geringer
Testlibungseffekt zu erwarten, kann allerdings auch nicht vollkommen ausgeschlossen werden,

insbesondere da die Items der Anfangs- und Endtestung vollkommen identisch sind.

Neben der Kontrolle und Berticksichtigung der bereits genannten personen- und untersuchungs-
bezogenen Storvariablen gilt es dariiber hinaus bei quantitativen sowie qualitativen Methoden
spezifische Giitekriterien zu beriicksichtigen, welche in den nachfolgenden Ausfiihrungen né-
her beleuchtet werden. Zudem werden die Entwicklung der quantitativen und qualitativen Er-

gebungsinstrumente sowie deren spezifischen Auswertungsmethoden dargelegt.

5.3 Erhebungsinstrumente und Auswertungsmethoden

Die nachfolgenden Ausfiihrungen fokussieren spezifisch auf die Entwicklung der quantitativen
und qualitativen Untersuchungsinstrumente sowie deren jeweiligen Auswertungsmethoden.
Dahingehend wird die jeweils gewidhlte Methode kurz allgemein beschrieben, bevor auf die
detaillierte Konstruktion und Auswertung desselben sowie entsprechende Gitekriterien einge-

gangen wird. Da in der vorliegenden Arbeit eine quantitative Untersuchung in Form einer

75



Fragebogenerhebung den anschlieBenden Interviews mit spezifischen Einzelfédllen vorausgeht,
erfolgt in einem ersten Schritt die Beschreibung des quantitativen Erhebungsinstruments
(5.3.1), bevor daran ankniipfend die Entwicklung und Auswertung der qualitativen Einzelfall-
analysen in den Fokus riickt (5.3.2).

5.3.1 Quantitatives Erhebungsinstrument — Fragebogen

Im Zuge des quantitativen Ergebungsinstrumentes ist ein standardisierter Fragebogen von Inte-
resse, welcher iiberwiegend aus geschlossenen Fragen bzw. Aussagen besteht, sodass die be-
fragten Personen eine passende Antwortalternative wéahlen konnen (Doring, 2023, S. 399). Dar-
iiber hinaus zeigt sich eine enge Verbindung von vollstandardisierten Fragebogen zu psycho-
metrischen Personlichkeitstests (Doring, 2023, S. 427). Synonyme Begriffe fiir standardisierte
Paper-Pencil-Fragebogen, welche Personlichkeitsmerkmale durch Selbstauskunftsitems erhe-
ben, sind dabei unter anderem Personlichkeitstests oder -fragebdgen (Doring, 2023, S. 427).
Nach Doring (2023, S. 427) werden sowohl standardisierte Fragebogen als auch psychometri-

sche Tests oftmals auf Basis der Klassischen Testtheorie entwickelt und bilden Likert-Skalen.

Likert-Skalen stellen dabei nach Déring (2023, S. 270) die psychometrische Skala dar, welche
in der sozialwissenschaftlichen Forschung am héufigsten zur Anwendung kommt. Dabei wird
insbesondere anhand mehrerer Indikatoren ein spezifisches Konstrukt auf Intervallskalenniveau
erhoben, wobei die Items insbesondere als Frage oder Aussage formuliert sind und auf einer
mindestens flinfstufigen Ratingskala bewertet werden sollen (Doring, 2023, S. 271). Doring
(2023, S. 272) weist dabei im Zuge der Entwicklung solcher Likert-Skalen auf Abweichungen
von der Theorie in der tatsdchlichen Forschungspraxis hin, wobei der Skalenbildungsprozess
hiufig abgekiirzt wird und von der Bildung eines umfangreichen Item-Pools abgesehen wird,

um direkt mit einem Prétest zu starten.

Im Rahmen der Konstruktion eines standardisierten Fragebogens fithrt Doring (2023, S. 401)
daran ankniipfend die Operationalisierung in Form von Einzel-Items sowie psychometrischer
Skalen an. Einzelitems weisen dabei insbesondere eine hohe 6konomische Komponente auf, da
der Entwicklungsaufwand gering und der Fragebogen kurz bleibt (Doring, 2023, S. 401). Al-
lerdings kann die Reliabilitdt im Sinne der Messgenauigkeit bei Einzelitems nicht gepriift wer-
den, sodass im Allgemeinen Messungen mittels Einzelitems tendenziell weniger messgenau
sind (Doring, 2023, S. 401). Doring (2023, S. 401) empfiehlt im Zuge der Fragebogenkonstruk-

tion zudem die Nutzung erprobter Items und Skalen.

Im Zuge der vorliegenden Arbeit muss auf die Ubernahme einer bereits etablierten Skala bzw.

eines bereits gepriiften Fragebogens verzichtet werden, da ein derartiges Format bisher in der
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bestehenden Literatur nicht vorliegt. Diverse spezifische Untersuchungen zu beweisbezogenen
Beliefs beziehen sich zum einen auf Studierende und umfassen damit spezifisch fiir diese Inte-
ressensgruppe formulierte Items (z. B. Kempen, 2019; Kotelawala, 2016; Sziics, 2023) oder
erheben die Beweisvorstellungen von Schiiler*innen tendenziell mit offenen Fragebogenitems

(z. B. Grundey, 2015; Healy & Hoyles, 1998).

Aufgrund dessen wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit ein eigenstdndiger quantitativer,
standardisierter Fragebogen in einer Kombination aus Einzelitems und Likert-Skalen entwi-
ckelt, wobei anzufiihren ist, dass den wissenschaftstheoretischen Anspriichen nach Dd&ring
(2023, S. 271-272) nicht vollstindig Folge geleistet werden kann und sich die Konstruktion

tendenziell an der Vorgehensweise in der wissenschaftlichen Praxis orientiert.

Bevor spezifischer auf die Entwicklung entsprechender Kategorien und Items im Zuge der Fra-
gebogenkonstruktion eingegangen wird, sei an dieser Stelle auf die Form der Datenerhebung
verwiesen. Im Rahmen der vorliegenden Studie handelt es sich um einen Paper-Pencil-Frage-
bogen, welcher im Zuge einer Face-to-Face-Gruppensituation ausgeteilt und direkt im An-
schluss eingesammelt wird (Doring, 2023, S. 408). Durch das sofortige Einsammeln der Frage-
bdgen kann insbesondere eine Riicklaufquote von nahezu 100 % erreicht werden (Doring, 2023,
S. 408). Der Fragebogen wird demnach vor der Erhebung gedruckt und insbesondere zusam-

mengeheftet verteilt.

Doéring (2023, S. 406) verweist darauf, dass bei einer tendenziell grofleren Anzahl selbstkon-
struierter Items auf entsprechende Vortestungen des Fragebogens nicht verzichtet werden sollte.
Dabei sollten insbesondere Probleme bei den Befragungspersonen identifiziert und in weiterer
Folge das Erhebungsinstrument verbessert werden (Doring, 2023, S. 406). Doring (2023, S.
406) empfiehlt diesbeziiglich qualitative Tests, wobei der Fragebogen einer Gruppe von Perso-
nen aus der entsprechenden Zielpopulation vorgelegt wird, welche an der Haupttestung nicht
teilnehmen. Im Zuge der vorliegenden Arbeit wird ein solcher qualitativer Test mittels der Me-
thode des lauten Denkens durchgefiihrt, wobei insbesondere bei zwei der flinf teilnehmenden
Personen eine Art Fragebogenkonferenz nach Doring (2023, S. 406) stattfindet, indem zwei
Mathematiklehrkrifte in die Vortestung mitaufgenommen werden. Zur ndheren Beschreibung
entspricht die Methode des lauten Denkens oder im Englischen ,,think-aloud-method* (Ddring,
2023, S. 366) einer miindlichen Befragung, wobei die untersuchten Personen ihre eigenen Ge-
danken verbal in Worte fassen und im Gegensatz zu Interviewsituationen die Interaktion der
Forschenden und Befragten nicht im Zentrum steht (Doring, 2023, S. 366). Im Rahmen der

vorliegenden Arbeiten werden die Verbalisierungen der personlichen Gedanken direkt wihrend
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dem Ausfiillen des Fragebogens aufgezeichnet, sodass es sich spezifischer um periaktionales

lautes Denken handelt (Doring, 2023, S. 366).

Die Vortestung des Fragebogens im Zuge der Methode des lauten Denkens fand mit zwei Ma-
thematiklehrpersonen am 17.11.2025 statt. Die befragten Personen erhielten nacheinander den
Fragebogen vorgelegt und wurden gebeten diesen vollstindig auszufiillen sowie ihre entspre-
chenden Gedanken dabei laut zu dulern. Fiir die nachtrigliche Verarbeitung wurde die Audio-
aufnahme der Verbalisierungen gestattet. Im Anschluss erfolgte die Vorlage des Fragebogens
an drei Lernende aus der Parallelklasse der 11. Schulstufe, welche nicht an der Haupttestung
teilnehmen. Wiederum wurde um die verbale AuBerung der eigenen Gedanken sowie die Au-
dioaufnahme des Prozesses gebeten. Die Auswahl der befragten Lehrpersonen erfolgte insbe-
sondere im Hinblick auf ressourcenokonomische Aspekte, sodass jene Personen gewahlt wur-
den, welche Zeit hatten und eine entsprechende Motivation dulerten. Die Lernenden aus der
Parallelklasse wurden auf Empfehlung der Mathematiklehrperson in dieser Klasse gewihlt, wo-
bei insbesondere auf Schiiler*innen die Wahl fiel, bei welchen aus subjektiver Perspektive mit
reichhaltigen Antworten zu rechnen war. Die entsprechenden Ergebnisse der Vortestung bzw.
die erfolgten spezifischen Anderungen werden im Nachfolgenden bei der Beschreibung der

Item- und Skalenkonstruktion beschrieben.

Im Sinne einer guten wissenschaftlichen Praxis ist an dieser Stelle darauf zu verweisen, dass
im Rahmen der Fragebogenerstellung Kiinstliche Intelligenz als unterstiitzenden Tool bei der
Kategorie- und Itemkonstruktion herangezogen wird. Insbesondere werden in einer Kombina-
tion aus ChatGPT (Open Al) sowie DeepSeek (DeepSeek Al) die Formulierung entsprechender
Kategorien unter Bezug auf spezifische theoretische und empirische Arbeiten angeregt sowie
Ideenimpulse zur Ausgestaltung der Items aufgegriffen. Die von der Kiinstlichen Intelligenz
zur Verfiigung gestellten Informationen im Sinne von praktischen und literaturbezogenen Hin-
weisen werden in weiterer Folge in eigenstiandiger Arbeit zusammengetragen und in ein ent-
sprechendes theoretisches Gesamtkonstrukt integriert. Die finale Ausgestaltung des Fragebo-

gens wird ebenfalls unter Ergénzung von Kiinstlicher Intelligenz inspiriert.

Der konstruierte Fragebogen besteht insbesondere aus einem einleitenden Teil, wobei auf die
Erhebung personlicher Einstellungen und Vorstellungen zur Mathematik und mathematischen
Beweisen hingewiesen wird. Dabei wird explizit auf die personliche Meinung der Lernenden
sowie das Fehlen von falschen oder richtigen Antworten verwiesen. Den einleitenden Ausfiih-

rungen folgen insgesamt sieben Teile, welche von A bis G nummeriert sind, um zum einen den
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Fragebogen iibersichtlicher zu gestalten und schlieBlich bei der Auswertung der Daten die Iden-

tifikation der Items zu erleichtern.

Bevor auf die Bildung der einzelnen Kategorien zur Erhebung der mathematik- und beweisbe-
zogenen Beliefs eingegangen wird, sei an dieser Stelle auf den ersten Teil A des Fragebogens
zur Erhebung soziodemographischer Merkmale sowie damit einhergehend entsprechender Stor-
variablen verwiesen (Doring, 2023, S. 266). Dies ist nicht nur zur Beschreibung der Stichprobe
notwendig, sondern insbesondere zur Erhebung mdglicher Storvariablen, um in weiterer Folge
ihren Einfluss auf die abhéngigen Variablen neben der Intervention zu priifen (Doring, 2023, S.
727). Die Ergebnisse im Hinblick auf den Einfluss der Stérvariablen wurden bereits im voran-

gegangenen Abschnitt 5.2 dargestellt.

Insgesamt werden in dieser Kategorie zur Erhebung personenbezogener Daten sowie von Stor-
variablen fiinf [tems konstruiert, welche in Tabelle 5.1 dargestellt sind. Die Items werden dabei
entsprechend ihrer Zugehorigkeit zu Teil A im Fragebogen von 1 bis 5 nummeriert. In der Ta-
belle sind dabei sowohl die formulierte Frage bzw. Aussage als auch die entsprechenden Ant-
wortmoglichkeiten angefiihrt. Zudem findet sich ein Verweis auf die zugrundeliegende For-
schungsliteratur, wodurch die Wahl und Konstruktion des Items begriindet werden. Die detail-
lierten Ergebnisse der angefiihrten Arbeiten finden sich in Abschnitt 2 zum Forschungsstand

sowie Abschnitt 4 zum theoretischen Hintergrund.

Im Hinblick auf soziodemographische Merkmale nach Doring (2023, S. 266), wie unter ande-
rem Alter, Wohnort sowie Geschlecht, wird im Zuge der Itemkonstruktion nur eine Frage zum
Geschlecht entwickelt. Aufgrund der spezifischen Wahl der Stichprobe wird auf die Erhebung
des Alters verzichtet, da die untersuchte Population ein konstantes Alter von 16 bis 18 Jahren
aufweist. Weitere soziodemographische Daten werden aufgrund fehlender Relevanz fiir die For-

schungsfrage sowie zugunsten der Okonomie des Fragebogens nicht erhoben.

Im Zuge der Vortestung wurde insbesondere von beiden Mathematiklehrpersonen das Anfiihren
der Beispiele fiir das Gebiet der Analysis in Item A3 positiv bewertet, da die Beantwortung der
Frage somit erleichtert wird und der Begriff der Analysis unter den Schiiler*innen nicht zwin-
gend bekannt sein muss. Im Rahmen von Item A4 wird im Zuge der Vortestung eine Ergéinzung
um die Hinweise zu mathematischen Beweisen in der Klammer vorgenommen, da von einer
der Mathematiklehrpersonen gefragt wurde, ob die Schiiler*innen schon wiissten, was mathe-
matische Beweise sind. Dariiber hinaus merkten im Zuge der Methode des lauten Denkens zwei
Lernende bei der Vortestung des Fragebogens an, nicht zu wissen, was genau unter mathemati-

schen Beweisen zu verstehen ist.
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Zudem wird auf Basis der Vortestung des Fragebogens der Teil A um das Item A5 zum Besuch
des Wahlpflichtfaches Mathematik ergénzt. Ausgangspunkt stellt dabei der Verweis auf das
Wabhlpflichtfach von zwei der drei befragten Lernenden dar, wonach entsprechende Assoziati-

onen mit dem auBerreguldren Fach angemerkt und Hinweise auf bessere Leistungen in Bezug

auf das Beweisen aufgrund des Besuchs hervorgehoben wurden.

Tabelle 5.1
Itemkonstruktion Teil A

Item Frage/Aussage Antwortmdglichkeiten Bezug zur Forschungsliteratur
weiblich (1) Zusammenhang zwischen Geschlecht und Leis-
Al Welchem Geschlecht fiihlst du dich zu- minnlich (2) tungen bei der Beweiskonstruktion bzw. allge-
gehorig? . . meinen mathematischen Leistungen (z. B. Healy &
divers/keine Angabe (3)
Hoyles, 2000)
1 (Sehr gut) Zusammenhang zwischen .den "Leis.tungen. von
. . . 2 (Gut) Lernepden und .dem Bewelsverstandms sowie der
A2 Was war deine Mathematiknote im letz- 3§ @ edg) Beweiskonstruktion und Beliefs (z. B. Bauer et al.,
ten Zeugnis, das du erhalten hast? 4 (Geniigend) 2022; Healy & Hoyles, 1998; Heinze, 2004;
B — Neuhaus & Rach, 2019; Reiss et al., 2002; Wen &
Dubé, 2022)
Zusammenhédnge zwischen doménenspezifischem
Wie gut verstehst du die Themen auf sehr gut (1) Wissen sov\./ie Mefhod.enwissgl zum Beweisen. und
dem Gebiet der Analysis (z B. gu.t (2)' dem Beweisverstindnis sowie der Kogstruktlons—
A3 Funktionen Grenzwerte tellwel.se 3) korppetenz (z. B. Baue.r et al., 2(?22; Heinze, 2004;
Di fferential,rechnung) 9 ” eher nicht gut (4) Heinze et al., 2004; Heinze & Reiss, 2003; Neuhaus
gar nicht gut (5) & Rach, 2019; Reiss et al., 2003; Sommerhoff,

Wurde in deinem Mathematikunterricht
zuvor schon einmal ausfiihrlicher iiber

A4 mathematische Beweise (z. B. ,,Was ist
ein Beweis?, Beweisformen) gespro-
chen?

Ich besuche derzeit das Wahlpflichtfach

A5
Mathematik.

ja, sehr oft (1)
ja, hin und wieder (2)
nein, so gut wie nie (3)

ja(D)
nein (0)

2017; Ufer et al., 2009; Weber, 2001)

Zusammenhdnge zwischen doménenspezifischem
Wissen sowie Methodenwissen zum Beweisen und
dem Beweisverstindnis sowie der Konstruktions-
kompetenz (z. B. Bauer et al., 2022; Heinze, 2004;
Heinze et al., 2004; Heinze & Reiss, 2003; Neuhaus
& Rach, 2019; Reiss et al., 2003; Sommerhoff,
2017; Ufer et al., 2009; Weber, 2001)

Kein direkter Bezug zur Forschungsliteratur.

Im Zuge der Vortestung des Fragebogens ergab sich
die Relevanz des Items als Storvariable bei der
Interpretation der Ergebnisse

Anmerkung. Die Tabelle zeigt die Items aus Teil A des Fragebogens, wobei sowohl die Frage bzw. Aussage, die
Antwortmoglichkeiten als auch der theorie- und forschungsbasierte Hintergrund der Itemkonstruktion angegeben
sind. Bei den Antwortmoglichkeiten ist in Klammer die numerische Kodierung angegeben. Eigene Darstellung.

Bevor auf die Konstruktion der Kategorien und darin enthaltenen Items zu mathematik- und
beweisbezogenen Beliefs eingegangen wird, sei an dieser Stelle auf den letzten Teil G des Fra-
gebogens verwiesen, welcher aus einem offenen Aufgabenitem besteht. Dabei handelt es sich
um eine Konstruktionsaufgabe einer Beweisidee zur notwendigen Bedingung lokaler Extrema,
genauer zur Aussage ,,Wenn die Funktion f auf einem offenen Intervall I differenzierbar ist und
in x, € I eine lokale Extremstelle besitzt, dann gilt f'(x,) = 0. (Greefrath et al., 2016, S.
197). Im Rahmen der Probetestung des Fragebogens im Zuge der Methode des lauten Denkens

wurde die Aufgabenstellung nachtriglich wesentlich reduziert. So wurden anfangs sowohl die
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Begriffe Beweisidee und Hauptgedanke in die Formulierung der Aufgabe mitaufgenommen,
wobei von einer der Mathematiklehrpersonen angemerkt wurde, dass nicht klar sei, ob hier
dasselbe verlangt wird. Dariiber hinaus wurde im Anschluss an die explizite Aufforderung zur
Notation der eigenen zentralen Beweisidee angemerkt, dass Stichpunkte geniigen. Dabei war
der befragten Lehrperson nicht klar, ob beispielsweise Skizzen erlaubt waren. Um hier mog-
lichst vielfdltige Beweisideen und -impulse zu erhalten, wird im finalen Fragebogen auf den

Zusatz verzichtet.

Die Wahl der Aussage basiert insbesondere auf ihrer Reprisentativitét fiir das mathematische
Gebiet der Analysis sowie einem Minimum an notwendigen Voraussetzungen und einem mdog-
lichen induktiven bzw. experimentellen sowie priformalen Ansatz mittels eines graphisch-in-
tuitiven Beweises (Blum & Kirsch, 1991, S. 188; Tietze et al., 1997, S. 175). Zudem schafft die
Behauptung einen engen Bezug zur direkt vorangegangenen, im Unterricht behandelten The-
matik der Untersuchung von Polynomfunktionen mittels der Differentialrechnung. Die Auf-
nahme der Konstruktionsaufgabe in den Fragebogen wird insbesondere mit den Ergebnissen
diverser Forschungsarbeiten begriindet, welche einen Zusammenhang zwischen den Ansichten
und Vorstellungen der Lernenden zum mathematischen Beweisen und den entsprechenden Be-
weiskonstruktionsleistungen feststellen (z. B. Grundey, 2015; Healy & Hoyles, 1998). Néhere

diesbeziigliche Ausfiihrungen finden sich in Abschnitt 2 zum Forschungsstand.

Wie bereits ebenfalls in Abschnitt 2 angefiihrt, greift eine Vielzahl an empirischen Forschungs-
arbeiten bei der Erhebung von Beliefs auf Fragebogen in Verbindung mit Likert-Skalen als Er-
hebungsinstrumente zuriick (z. B. Beswick 2005, 2012; Beumann & Geisler, 2022; Grigutsch
et al., 1998; Kempen, 2019; Kloosterman, 2003; Pehkonen, 1995; Richardson, 1996; Sziics,
2023; Torner & Grigutsch 1994). Trotz der erwédhnten kritischen Stimmen wird aufgrund der
sichtbaren Anerkennung dieser Methode in der Forschung auch im Rahmen der vorliegenden
Arbeit als quantitatives Messinstrument ein Fragebogen entwickelt, welcher Items im Sinne
eines Likert-Formats zur Erhebung mathematik- und beweisbezogener Beliefs umfasst. Dabei
stellt der Fragebogen eine Kombination aus Einzelitems im Likert-Typ sowie Likert-Skalen dar,
wobei erneut darauf zu verweisen ist, dass diese Skalen dem theoretischen Anspruch nach D6-

ring (2023, S. 271-272) nicht vollstindig gerecht werden.

Jedes Item besteht dabei aus einer Aussage, welche auf einer Ratingskala von 1 bis 5 bewertet
wird. Dabei entspricht der Wert 1 der Beurteilung mit ,,stimme ich gar nicht zu* und der Wert
5 der Bewertung mit ,,stimme ich voll zu“. Nach Déring (2023, S. 247) handelt es sich dabei

um eine unipolare Ratingskala, wobei nur die Skalenendpunkte mit verbalen Marken versehen
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werden. Insgesamt werden 28 Items im Likert-Stil entwickelt bzw. aufgenommen und in fiinf
Themengebiete von B bis F im Fragebogen aufgegliedert. Um Antworttendenzen entgegenzu-
wirken, werden sowohl positive als auch negative Items formuliert (Doring, 2023, S. 271).
Diese werden im Rahmen der Auswertung entsprechend umgepolt bzw. invertiert, um sie mit
den iibrigen positiv formulierten Items vergleichbar zu machen (D6ring, 2023, S. 271). Teil C
wird zudem um ein Ranking im Sinne der ,,rank-then-rate“-Methode nach Safrudiannur und
Rott (2020) ergénzt. In Anlehnung an McCarty und Shrum (1997, zitiert nach Safrudiannur &
Rott, 2020, S. 5) entwickeln Safrudiannur und Rott (2020, S. 2, S. 5) ein Instrument zur Erhe-
bung von Beliefs bei Lehrpersonen tiber ihre Praxis. In diesem Instrument kombinieren Safru-
diannur und Rott (2020, S. 5) Rangordnungs- und Bewertungsverfahren im Sinne von Likert-
Items, um die Tendenz zur besseren Bewertung positiv formulierter [tems zu verringern sowie
die Bereitschaft zu erhéhen, Differenzierungen vorzunehmen. In Anlehnung an Sziics (2023, S.
11) sei allerdings darauf verwiesen, dass es sich dabei erst um eine zu etablierende Form der
quantitativen Erhebung von Beliefs handelt, sodass im Rahmen des Fragebogens lediglich ein
derartiges Verfahren aufgenommen wird. Eine entsprechende diesbeziigliche Reflexion findet

sich insbesondere in Abschnitt 9.

Im Nachfolgenden wird auf die Entwicklung der Kategorien sowie der entsprechenden Items
ndher eingegangen, wobei darauf hinzuweisen ist, dass sich die auf theoretischer Basis konstru-
ierten Kategorien nicht mit den Themenbereichen im Fragebogen decken. Auf die entspre-
chende Fragebogenstruktur wird im Anschluss verwiesen, wobei die Bezeichnungen der Items
bereits einen Hinweis auf die Position und Zuordnung im Fragebogen geben. So bezeichnet

Item B1 das erste Item in Teil B des Fragebogens.

Die Grundlage der entwickelten Kategorien zur Erhebung mathematik- sowie beweisbezogener
Beliefs bildet das in Abschnitt 4.2.2 vorgestellte theoretische Rahmenwerk zu mathematikbe-
zogenen Beliefs von Op’t Eynde et al. (2003). Die von Op’t Eynde et al. (2003, S. 28) etablier-
ten Kategorien (1) Beliefs iiber den Mathematikunterricht, (2) Beliefs {iber sich selbst und (3)
Beliefs iiber den sozialen Kontext finden sich in dem hier vorgestellten Konzept wieder. Die
erste Kategorie umfasst nach Op’t Eynde et al. (2003, S. 28) Beliefs iiber die Mathematik selbst,

das Lernen von Mathematik und Problemlosen sowie das Lehren von Mathematik.

Ausgehend von dieser ersten Kategorie nach Op’t Eynde et al. (2003, S. 28) entspricht Katego-
rie 1 in dieser Arbeit den Beliefs iiber die Mathematik und mathematisches Beweisen. Diese
gliedert sich wiederum in die fiinf Unterkategorien 1A Statische Sichtweise, 1B Formales Be-

weiskonzept, 1C Dynamische Sichtweise, 1D Beweisen als Entdecken und Explorieren und 1E
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Beweisverstindnis. Die Unterkategorien 1A und 1C entsprechen dabei insbesondere einem
Transfer der fiir mathematikbezogene Einstellungen bzw. Beliefs formulierten statischen und
dynamischen Sichtweisen nach Grigutsch et al. (1998) sowie Ernest (1998), welche in Ab-
schnitt 4.2.2 detaillierter dargestellt werden. Ebenso orientieren sich die Subkategorien 1B so-
wie 1D an der von Grigutsch et al. (1998, S. 13) entwickelten Unterscheidung in einen Forma-
lismus-, Schema-, Prozess- und Anwendungsaspekt mathematischer Weltbilder. Die letzte Un-
terkategorie zum Beweisverstindnis basiert auf dem Beweisschemakonzept von Harel und
Sowder (1998), welches in Abschnitt 4.2.3 beschrieben ist. Die Kategorien 2 Beliefs iiber sich
selbst und 3 sozio-affektive Beliefs werden ebenfalls auf Basis von jenen nach Op’t Eynde et al.
(2003, S. 30) entwickelt, wobei insbesondere im Rahmen der letzten Kategorie verstérkt affek-

tive Aspekte nach Maal3 (2006, S. 119) ebenfalls beriicksichtigt werden.

Bei jeder der Kategorien wird zudem im Zuge der Methode der internen Konsistenz der Cron-
bachs Alpha-Koeffizient berechnet (Ddring, 2023, S. 438). Cronbachs Alpha stellt dabei ein
Bestimmungsmal der internen Konsistenz dar, welches hoher ist, umso mehr eine Gruppe von
Items korreliert (Prospeschill, 2022, S. 168). Prospeschill (2022, S. 170) betont dahingehend,
dass die Reliabilitdt als Giitekriterium der Klassischen Testtheorie nur geschétzt werden kann
und Konsistenzanalysen wie jene mittels dem Cronbachs Alpha-Koeftizienten zwar die hochste
Praktikabilitdt aufweisen, bei heterogenen Merkmalen allerdings ungeeignet sind. Dennoch er-
freut sich die Schatzung der Reliabilitat mittels interner Konsistenzanalysen in der Praxis hoher
Beliebtheit, obwohl in der Regel die Voraussetzungen fiir die Berechnung des Cronbachs Alpha
nicht gegeben sind (Ddring, 2023, S. 463). Aus diesem Grund wird zusétzlich insbesondere
McDonalds Omega ermittelt, ebenfalls ein bekanntes Reliabilitditsmal3, welches allerdings ein
weniger strenges Modell im Hinblick auf die Voraussetzungen darstellt (Moosbrugger &
Kelava, 2020, S. 634). Da das zur Auswertung genutzte Statistikprogramm JASP bei lediglich
zwei Items kein McDonalds Omega berechnen kann, wird hier zudem auf Spearmans Rangkor-
relation zuriickgegriffen, da diese zum einen auch fiir ordinalskalierte Daten herangezogen wird
und im Gegensatz zur Pearson-Korrelation keine Normalverteilung voraussetzt (Doring, 2023,
S. 253, S. 648). Die Normalverteilung wird in JASP mittels Shapiro-Wilk-Test iiberpriift
(Schuster, 2010, S. 145). Séamtliche Berechnungen finden sich in Tabelle D9 in Anhang D.
Moosbrugger und Kelava (2020, S. 331, S. 364) fiihren hinsichtlich der Hohe der Reliabilitét
an, dass sich im Hinblick auf Personlichkeitstests ein Wert ab .70 fiir das Cronbachs Alpha
sowie McDonalds Omega etabliert hat, um als angemessen interpretiert zu werden. Mit Blick
auf Spearmans Rangkorrelation fithrt Doring (2023, S. 559) einen Reliabilitdtskoeffizienten

grofer als .80 an.
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Tabelle 5.2
Kategorie 1A4: Statische Sichtweise

Item Aussage Bezug zur Forschungsliteratur
Mathematik besteht aus dem korrekten Das Item entspricht der Verbindung des Formalismus- und
Bl Anwenden von Regeln und Gesetzen, die Schemaaspekts bei Grigutsch et al. (1998, S. 17—-18), wobei eine
prdzise und streng befolgt werden miissen. Kombination der Items 29 und 30 erfolgt.

Das Item beriicksichtigt die Verbindung von einer statischen,
formalistisch gepréagten Sicht und der Verifikationsfunktion von
Ein Beweis hat die Aufgabe, die Wahrheit Beweisen nach Kempen (2019, S. 59).
einer Aussage zu bestdtigen. Die Formulierung der Verifikationsfunktion erfolgt in Anleh-
nung an de Villiers (1990, S. 18), Kempen (2019, S. 137) und
Kuntze (2005, S. 53).

Anmerkung. Items in der Kategorie 1A: Statische Sichtweise. Eigene Darstellung.

Cl

Im Rahmen der Probetestung des Fragebogens ergaben sich bei den Items in Tabelle 5.2 keine
notwendigen Anderungen, sodass die Formulierungen aus dem ersten Entwurf beibehalten wur-
den. Da sich im Zuge der Uberpriifung der internen Konsistenz ein Cronbachs Alpha von .546
sowie ein Spearmans Rho von .368 mit einem Wert p = .070 ergibt, ist die Korrelation der
beiden Items sowie Cronbachs Alpha als unzureichend anzusehen. Die Items werden im Zuge
der Ergebnisse dennoch als eine inhaltliche Kategorie angefiihrt, da dies im Rahmen der ange-
fiihrten Forschungsliteratur inhaltlich begriindet werden kann. Allerdings wird damit kein Mit-
telwert der gesamten Kategorie gebildet, sondern es erfolgt eine Gegeniiberstellung der Ein-

zelitems im Pré-Post-Vergleich.

Die zweite Kategorie steht in engem Zusammenhang mit dem ersten Themenkomplex zur sta-
tischen Sichtweise und umfasst zwei Items zum formalen Beweiskonzept. In der nachfolgenden
Tabelle 5.3 finden sich die beiden ausformulierten Items sowie ihre theoretische Begriindung.
Eine allgemeine Zustimmung im Rahmen beider Kategorien wiirde damit auf ein formales Be-
weiskonzept hindeuten und mit einer statischen Sichtweise auf die Mathematik in Verbindung
stehen. Dabei entspricht die Auffassung weniger einem rezeptartigen Anwenden von Regeln
und Gesetzen als einem Beweisverstidndnis im Sinne der Hochschulmathematik (Grigutsch et
al., 1998, S. 6). Auch hier ergaben sich im Zuge der Probetestung keine Anderungen zum ur-
spriinglichen Fragebogenentwurf. Fiir die beiden Items wurde wiederum der Cronbachs Alpha-
Koeffizient mit einem Wert von .400 sowie aufgrund der beschriankten Anzahl von zwei Items
ein Spearmans p =.295 mit p =.152 ermittelt. Aufgrund dieser niedrigen Werte muss die Reli-
abilitét hier ebenfalls als unzureichend interpretiert werden, sodass in weiterer Folge lediglich

die beiden Einzelitems betrachtet werden, die thematische Kategorie allerdings bestehen bleibt.
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Tabelle 5.3

Kategorie 1B: Formales Beweiskonzept

Item Aussage Bezug zur Forschungsliteratur
Das Item entspricht der Systematisierungsfunktion von
Beweise helfen dabei, verschiedene Beweisen nach de Villiers (1990, S. 20) sowie Kuntze (2005, S.
C4 mathematische Konzepte in einen grofieren 54) und berticksichtigt die Verbindung der
Zusammenhang zu stellen. Systematisierungsfunktion mit dem Vorliegen eines formalen

Beweiskonzepts nach Kempen (2019, S. 54).
Das Item rekurriert ebenso auf eine formalistische Sicht und
Beim Beweisen ist es wichtig, die Definitionen damit einhergehend auf ein formales Beweiskonzept, wobei die
D5 aller fiir den Beweis notwendigen Begriffe zu  Formulierung des Items auf Basis der Items Nummer 45 und 48
kennen. im Rahmen des Formalismusaspekts bei Grigutsch et al. (1998,
S. 17) fiir das Beweisen adaptiert ist.
Anmerkung. Items in der Kategorie 1B: Formales Beweiskonzept. Eigene Darstellung.

Die dritte Kategorie zur dynamischen Sichtweise umfasst analog zur Kategorie 1A zwei Items,
wobei sich Item B2 wiederum auf die Mathematik im Allgemeinen bezieht, wohingegen Item
C2 die Erklarungsfunktion von Beweisen widerspiegelt. Die nachfolgende Tabelle 5.4 zeigt die
beiden ausformulierten Items sowie deren theoretische Fundierung. Im Rahmen der Probetes-
tung ergab sich im Hinblick auf Item C2 eine Anderung dahingehend, dass hier urspriinglich
von einem ,,guten Beweis* gesprochen wurde. Dabei wurde von einer der Lehrpersonen ange-
merkt, dass nicht deutlich ist, was darunter verstanden werden kann. Die Berechnung im Rah-
men der Konsistenzanalyse ergibt in dieser Kategorie ein Cronbachs Alpha von —.232 sowie ein
Spearman Rho von —.144 mit p = .494. Nach Prospeschill (2022, S. 169) ist ein negatives Cron-
bachs Alpha nicht zu interpretieren, doch auch die Ergebnisse im Rahmen der Rangkorrelation
weisen auf eine ungeniigende Reliabilitdt hin. Aus diesem Grund wird auch in dieser Kategorie

kein Mittelwert der gesamten Items gebildet, sondern diese als inhaltliche Rubrik verstanden.

Tabelle 5.4
Kategorie 1C: Dynamische Sichtweise

Item Aussage Bezug zur Forschungsliteratur

Das Item entspricht der Verbindung des Prozess- und An-
wendungsaspekts bei Grigutsch et al. (1998, S. 17-18), wobei
eine Kombination der Items 31 und 72 erfolgt.

B2 Mathematik hilft dabei Probleme zu lésen und

lebt von neuen Ideen.
Das Item beriicksichtigt die Verbindung von einer dynamischen,
prozessorientieren Sicht und der Erkldrungsfunktion von

Ein Beweis erkldrt, warum eine Beweisen bei Kempen (2019, S. 59).

mathematische Aussage gilt. Die Formulierung der Erklarungsfunktion erfolgt in Anlehnung
an de Villiers (1990, S. 19), Kempen (2019, S. 137) und Kuntze
(2005, S. 54).

C2

Anmerkung. Ttems in der Kategorie 1C: Dynamische Sichtweise. Eigene Darstellung.

Eine weitere Kategorie im Rahmen von Beliefs {iber Beweise bilden Items zu einem durch
Entdecken und Explorieren gepriagten Beweisverstindnisses. In Tabelle 5.5 finden sich die ins-

gesamt finf Items innerhalb dieser Kategorie, welche insbesondere in enger Verbindung mit
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einer dynamischen Sichtweise stehen und damit die vorangegangene Kategorie weiter ausdif-
ferenzieren. Nach der erfolgten Probetestung wurde hier insbesondere eine Anderung im Hin-
blick auf die vorgesehene Rangordnung der Items D1 bis D4 vorgenommen. Urspriinglich
wurde hier ein Ranking von 1 bis 4 im Hinblick auf die individuelle Wahrnehmung der wich-
tigsten Beweisstrategie angestrebt. Im Rahmen der Probetestung wurde dabei allerdings sowohl
von einem der Lernenden als auch von einer Lehrperson darauf hingewiesen, dass diese stark
abhingig vom jeweiligen Beweisproblem ist, weshalb eine allgemeine Ordnung tendenziell als
schwierig wahrgenommen wurde. Daher wurde in Teil D des Fragebogens auf ein derartiges
,rank-then-rate“-Format verzichtet. Fiir die bereits in den verschiedenen Kategorien angefiihr-
ten Items C1 bis C4 zu diversen Beweisfunktionen wurde die Methode allerdings im endgiilti-

gen Fragebogen beibehalten.

Tabelle 5.5

Kategorie 1D: Beweisen als Entdecken und Explorieren

Item Aussage Bezug zur Forschungsliteratur

Das Item entspricht der Entdeckungsfunktion mathematischer
Beweise nach Kuntze (2005, S. 54) in Anlehnung an de Villiers
(1990, S. 21) und verweist auf die Generierung von Methoden-
wissen (Heinze & Reiss, 2003). Zudem stellt es eine Verbindung
zu den von Schoenfeld (1985, S. 15) betonten Heuristiken fiir
das Problemldsen her.

Das Item betont die Bedeutung von Inuition und informellem
Wissen im Hinblick auf Problemloseprozesse nach Schoenfeld
(1985, S. 15) sowie fiir die Mathematik allgemein im Sinne des
Prozessaspekts nach Grigutsch et al. (1998, S. 18). Das Item
entspricht zudem einer Anlehnung an Item 41 bei Grigutsch et

al. (1998, S. 18).
Das Item entspricht ebenso emer prozessorientierten Sichtweise

nach Grigutsch et al. (1998, S. 18) und basiert auf deren Item

Durch das Beweisen lernt man allgemeine
C3 Methoden, um mathematische Probleme zu
losen.

Der erste Schritt beim Beweisen liegt darin,
D1 eine intuitive Idee zu entwickeln, warum eine
Aussage wahr sein konnte.

Beim Beweisen ist es hilfreich, spezifische 43. Dariliber hinaus betont das Item eine experimentelle
D2 Beispiele zu probieren, um ein Muster zu Sichtweise, welche durch die Intervention verstirkt werden
erkennen. sollte. Zudem ist das Item in Anlehnung an die Items zur

Nutzung von Beispielen im Beweisprozess nach Kempen (2019,
Q 140_141\ antctandan
Das Item betont erneut verstarkt einen Prozessaspekt und ist

i I 4 i Gri h L. (1 . 1
Ein Beweis entsteht oftmals durch insbesondere an das Item 43 bei Grigutsch et al. (1998, S. 18)

D3 Ausprobieren und Verwerfen von Ansitzen angelehnt. Dariiber hinaus stellt das Item einen Bezug zur Explo:
' rationsfunktion von Beweisen nach Hanna und Jahnke (1996, S.

903) her.
Das Item wurde ebenfalls in die Kategorie aufgenommen, da es
D4 Das Finden eines Gegenbeispiels ist ein im Sinne des Entdeckens bzw. Explorierens auf eine Beweis-
wichtiger Teil des Beweisprozesses. technik hinweist, welche nach Galbraith (1981) sowie Healy und

Hoyles (1998) tendenziell weniger akzeptiert wird.
Anmerkung. Ttems in der Kategorie 1D: Beweisen als Entdecken und Explorieren. Eigene Darstellung.

Dariiber hinaus erfolgte fiir die fiinf Items in Tabelle 5.5 ebenfalls die Uberpriifung der Relia-
bilitdt mittels einer Konsistenzanalyse. Die Ergebnisse weisen mit a = .380 sowie McDonalds
w =.399 allerdings auf eine unzureichende Reliabilitétsschdtzung hin, sodass wie bereits in den

anderen Kategorien auch hier lediglich die Einzelitems miteinander verglichen werden.

86



Die letzte Kategorie im Rahmen von Beliefs zu mathematischen Beweisen besteht aus insge-
samt drei [tems zum Beweisverstindnis. Insbesondere wurde hier ein Fokus auf ein empirisches
und autoritires Beweisschema gelegt, da Harel und Sowder (1998, S. 278) hier eine Dominanz
identifizieren. In Abschnitt 4.2.3 finden sich diesbeziiglich ndhere Ausfiihrungen. Im Zuge der
Probetestung stellte sich heraus, dass sowohl einer Lehrperson als auch einem der Lernenden
nicht klar war, was unter ,,formal* zu verstehen ist. Aus diesem Grund wurden die ergéinzenden
mathematischen Symbole in der Klammer angefiihrt. Im Rahmen der Berechnungen zur inter-
nen Konsistenz ergeben sich ein a = .429 sowie ein w = .474, sodass hier von einer ungenii-
genden Reliabilitit auszugehen ist und die Kategorie damit insbesondere auf inhaltlicher und

nicht statistischer Ebene verstanden wird.

Tabelle 5.6

Kategorie 1E: Beweisverstindnis

Item Aussage Bezug zur Forschungsliteratur

. . Das Item entspricht dem empirischen Beweissschema nach
Wenn man eine Aussage anhand vieler

C5 Beispiele priift, reicht das als Bewei Harel und Sowder (1998, S. 252) und greift das Konzept des
erprece prjt, TEICHE 4as i3 Dewets. ,haiven Empirismus* nach Schoenfeld (1985, S. 186) auf.

Das Item orientiert sich an den Ergebnissen von Grundey (2015,

Es handelt sich erst um einen mathematischen S. 72-73) in Anlehnung an Healy und Hoyles (19?8) S.(.) e

Beweis. w f ! mittel Harel und Sowder (1998), wonach Lernende Beweise hdufig

Co SR, TR0 G J et Wi aufgrund ihrer Darstellungsart und weniger auf Basis ihres In-

mathematischer Symbole und Sprache

formuliert ist (z B. <, € f(x), R). halts bewerten. Grundey (2015, S. 275) verweist zudem auf die

Dominanz eines engen formal-algebraischen Beweisverstand-
nisses.

Beweise sind nur dann notwendig, wenn man
Cc7 den Aussagen von erfahrenen
Mathematiker*innen nicht vertraut.

Das Item entspricht dem autoritiren Beweisschema nach Harel
und Sowder (1998, S. 247).

Anmerkung. Items in der Kategorie 1 E: Beweisverstindnis. Eigene Darstellung.

Die zweite grofle Kategorie umfasst insgesamt sieben Items zu Beliefs iiber sich selbst als Be-
treiber*in der Mathematik sowie beweisendes Individuum. Das Item B3 bezieht sich insbeson-
dere wiederum auf die Mathematik im Allgemeinen, wihrend die iibrigen sechs Items spezi-
fisch auf mathematisches Beweisen fokussieren. Im Zuge der Probetestung wurde der Teil E im
Fragebogen mit den Items E1 bis E6 von einer der Lehrpersonen positiv hervorgehoben, wobei
darauf verwiesen wurde, dass die Fragen gleichfalls zu beantworten sind, auch wenn noch we-
nige Erfahrungen mit der Thematik vorliegen sollten. Im Zuge von Item E6 wurde dabei auf
die Differenzierung verwiesen, ob bereits Kenntnisse iiber die spezifische Vorgehensweise bei
der Beweiskonstruktion im Sinne von Analogien vorliegen. Dieser Aspekt wurde sodann fiir
eine starkere Konkretisierung in die Formulierung mitaufgenommen. Von einem der befragten
Lernenden wurde darauf verwiesen, dass die Fragen spezifisch fiir Personen sind, welche sich

bereits mit Beweisen besser auskennen wiirden, sodass hier eventuell eine Unterscheidung
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notwendig sein konnte. Dies wurde durch Aufnahme des Items zum Besuch des Wahlpflicht-

fachs sowie im Zuge der Erhebung der Vorkenntnisse zu Beweisen in Teil A gewéhrleistet.

Tabelle 5.7

Kategorie 2: Beliefs iiber sich selbst

Item

Aussage

Bezug zur Forschungsliteratur

B3

El

E2

E3

E4

E5

E6

Meine mathematischen Fdhigkeiten
verbessern sich im Laufe des Lernprozesses.

Ich bin davon itiberzeugt, dass ich meine
Beweisfihigkeiten durch Ubung verbessern
kann.

Ich habe geniigend Ausdauer, um auch bei
schwierigen Beweisen dabei zu bleiben.

Ich fiihle mich im Umgang mit typischen
Beweistechniken (wie direkter Beweis,
Widerspruch) sicher.

Es bereitet mir Schwierigkeiten, die zentrale
Idee eines Beweises von den spezifischen
Details zu unterscheiden.

Ich sehe mich in der Lage, einen Beweis
selbststandig nachzuvollziehen.

Ich fiihle mich tiberfordert, wenn ich einen
Beweis selbststindig fiihren soll, selbst wenn
ich die Vorgehensweise beim Beweis kenne.

Das Item entstammt einer Ubersetzung des Items C9 aus der
Arbeit von Kislenko (2009, S. 153) und zeigt zudem ein dyna-
misches Selbstbild nach Dweck (2007, S. 71).

Das Item entspricht einer Adaption des Items B3 fiir das
mathematische Beweisen.

Das Item entspringt aus dem von Schoenfeld (1985, S. 43)
angefiihrten Belief, mathematische Probleme miissten in unter
zehn Minuten geldst sein. Dies hat frithzeitiges Aufgeben zur
Folge (Schoenfeld, 1985, S. 43). Ein dhnliches Item findet sich
bei Kislenko (2009, S. 154), wonach das schnelle Finden
korrekter Antworten in der Mathematik notwendig ist. Auch
Weber und Mejia-Ramos (2014, S. 99) verweisen auf das Belief
eines notwendigen zeitlich schnellen Beweisversténdnisses.

Das Item verweist insbesondere auf die Sicherheit im beweis-
spezifischen Methodenwissen, welches von Kuntze et al. (2004,
S. 6) hervorgehoben wird. Insbesondere durch das Sprechen
iiber mathematische Beweise sollte hier nach Kuntze et al.
(2004, S. 8) eine tendenziell hohere Zustimmung die Folge sein.

Das Item rekurriert auf die Unterscheidung zwischen Syntaktik
und Semantik nach Alcock und Weber (2004, S. 210) im Zuge
von Beweiskonstruktionen sowie auf die Studie von Weber und
Mejia-Ramos (2014, S. 93), wonach fiir Lernende Beweis-
verstidndnis aus dem Nachvollziehen aller einzelnen Argumente
resultiert, wohingegen Mathematiker*innen dies nicht als aus-
reichend sehen.

In Verbindung mit Item E6 bezieht sich das Item auf die
Unterscheidung zwischen dem Lesen sowie der eigenstdndigen
Konstruktion von Beweisen in Anlehnung an Healy und Hoyles
(1998) sowie Grundey (2015). Das Item ist zudem eine
Umformulierung eines Items zur Selbstwirksamkeit und dem
Kompetenzzuwachs bei Kempen (2019, S. 141-142).

In Verbindung mit Item ES5 bezieht sich das Item auf die
Unterscheidung zwischen dem Lesen sowie der eigenstdndigen
Konstruktion von Beweisen in Anlehnung an Healy und Hoyles
(1998) sowie Grundey (2015). Das Item ist zudem eine
Umformulierung eines Items zur Selbstwirksamkeit und dem
Kompetenzzuwachs bei Kempen (2019, S. 141-142), wobei hier
die affektive Komponente der Uberforderung im Sinne einer
negativen Emotion einflieit und eine Erleichterung durch
Kenntnis der Vorgehensweise gegeben ist.

Anmerkung. Ttems in der Kategorie 2: Beliefs iiber sich selbst. Eigene Darstellung.

Im Gegensatz zu den vorangegangenen Kategorien ergibt sich fiir die sieben Items in Tabelle

5.7 ein Cronbachs Alpha von .747 sowie ein McDonalds Omega von .708. Diese Werte liegen

zwar knapp iiber dem von Moosbrugger und Kelava (2020, S. 331, S. 364) angefiihrten Wert

von .70 fir die Angemessenheit der Reliabilitdt, werden allerdings aufgrund der geringen
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Anzahl der Items sowie der kleinen Stichprobe von n = 25 und der Uberschreitung des Wertes
sowohl im Zuge der Berechnung des Cronbachs Alphas als auch des McDonalds Omegas als

ausreichend fiir die Mittelwertbildung und die Annahme der internen Konsistenz angesehen.

Die letzte Kategorie bezieht sich auf den sozialen Kontext und fokussiert insbesondere verstarkt
auf affektive Komponenten, sodass hier von sozio-affektiven Beliefs zum Beweisen sowie zur
Mathematik gesprochen wird. Wiederum finden sich auch hier ein Item zur Mathematik im

Allgemeinen sowie sechs Items mit einem spezifischen Fokus auf mathematisches Beweisen.

Tabelle 5.8
Kategorie 3: Sozio-affektive Beliefs

Item Aussage Bezug zur Forschungsliteratur
Im Mathematikunterricht erscheint es mir Das Item wurde in Anlehnung an das von Schoenfeld (1992, S.
B4 wichtig, sich iiber mathematische Probleme 359) konstatierte Belief entwickelt, wonach Mathematik eine
und Losungen auszutauschen und diskutieren  Einzelaktivitat darstellt, welche in Isolation betrieben wird. Eine
zu kénnen. hohe Zustimmung steht damit diesem Belief entgegen.
Die Diskussi, Bewei it . . .. .
l,e ls._ uss1'0n von' ewe.lsen ,ml Das Item wurde in Verbindung zu Item B4 mit einem spezi-
F1 Mitschiiler*innen hilft mir, diese besser zu . .
fischen Bezug auf Beweise konstruiert.
verstehen.
Das Item beriicksichtigt einen positiven emotionalen Bezug zu
Der P . . B . Beweisen als sozialer Tétigkeit und verbindet damit das Item
er Prozess, gemeinsam an einem Beweis zu . B . o
F2 g A25 aus der Kategorie zur Freude {iber Mathematik bei Rosken

arbeiten, macht mir Spafs et al. (2007, o. S.) sowie den sozialen Kontext nach Op’t Eynde

et al. (2003, S. 31).

Das Item zeigt das Verstdndnis der Rolle der Lehrperson und der
Lernenden im Beweisprozess auf und ist damit aus den
Unterkategorien von Op’t Eynde et al. (2003, S. 32) entwickelt
worden.

Es ist befriedigender fiir mich, eine
F3 Beweisidee selbst zu entdecken, als sie nur
vorgezeigt zu bekommen.

Ich fiihle mich auf mathematischer Ebene Dieses Item steht vordergriindig in Verbindung mit Item F5 und
F4 sicher, wenn ich meine eigenen Beweisideen in befindet sich insbesondere in dieser Kategorie, um die direkte
der Klasse vorstellen soll. Unterschiedung zu Item F5 zu ermoglichen.

Ich fiihle mich auf sozialer Ebene im Das Item wurde konstruiert, um einen weiteren Fokus auf die
Beliefs liber den Klassenkontext der Lernenden im Mathematik-
eigenen Beweisideen in der Klasse vorstellen unterricht zu legen und rekurriert damit auf Op’t Eynde et al.

soll. (2003, S. 32).

Fs Klassenverband sicher, wenn ich meine

Das Item spricht insbesondere eine motivationale Komponente
beim Beweisen an, welche nach Reiss et al. (2002, S. 60) als
Mediatorvariable fiir das Wirken von Beliefs auf den Unterricht
gesehen wird. Die Aufnahme in diese Kategorie wird mit dem
verstirkten Fokus auf Emotionen in den hier angefiihrten Items
begriindet.

Die Herausforderung einen abstrakten Beweis
F6 endlich durchdrungen zu haben, ist fiir mich
eine lohnende Erfahrung.

Anmerkung. Items in der Kategorie 3: Sozio-affektive Beliefs. Eigene Darstellung.

Im Zuge der vorgenommen Probetestung des Fragebogens wurde insbesondere die Betonung
der Emotionen in diesem Teil von einer der Lehrpersonen positiv hervorgehoben. Eine Verdn-
derung wurde im Hinblick auf Item F4 und F5 in Tabelle 5.8 vorgenommen. Hier handelte es
urspriinglich um ein Item, wobei nicht zwischen einer mathematischen und sozialen Ebene dif-

ferenziert wurde. Da sowohl von Seiten der Lehrkréfte als auch von Seiten der Lernenden hier

89



nicht eindeutig ersichtlich war, worauf Bezug genommen wird, wurden zwei separate Items

gebildet, um die Unterscheidung zu verdeutlichen.

Im Rahmen der Priifung der internen Konsistenz zur Schitzung der Reliabilitét ergibt sich ein
Cronbachs Alpha von .709 sowie ein McDonalds Omega von .764. Mit derselben Begriindung
wie bereits im Rahmen der zweiten Kategorie zu Beliefs iiber sich selbst werden auch hier die
Ergebnisse als ausreichend fiir die Annahme interner Konsistenz sowie die Ermittlung eines

Gesamtmittelwerts der Kategorie angesehen.

Bevor in den nachfolgenden Ausfiihrungen auf die entsprechenden quantitativen Giitekriterien
sowie die Auswertung der im Zuge des Fragebogens erhobenen Daten eingegangen wird, sei an
dieser Stelle auf die Struktur des Fragebogens verwiesen, welche bereits anhand der Kodierun-

gen der einzelnen Items in den diversen Kategorien ersichtlich wird.

Der Fragebogen besteht insgesamt aus sieben Teilen, wobei jeder Teil mit einem GrofSbuchsta-
ben von A bis G sowie einem Titel gekennzeichnet ist. Dariiber hinaus findet sich bei jedem
Teil, ausgenommen Teil A, ein einleitender Satz, welcher darauf hinweist, worauf der nachfol-
gende Abschnitt fokussiert. Wie bereits an anderer Stelle angefiihrt, befasst sich Teil A eingangs
mit Fragen zur Person, bevor daran ankniipfend die spezifischen Abschnitte zu den Beliefs der
Lernenden folgen. Am Beginn werden dabei die vier Items B1 bis B4 zur Mathematik im All-
gemeinen abgefragt, bevor in den iibrigen Teilen spezifisch auf mathematisches Beweisen ein-
gegangen wird. Der darauffolgende Teil C fokussiert sodann auf den Sinn und Zweck von Be-
weisen sowie deren Charakteristika, wobei sowohl die verschiedene Beweisfunktionen als auch
Beweisvorstellungen thematisiert werden. In diesem Teil findet zudem die Integration der
,rank-then-rate“~-Methode statt, da sich das Ranking der Beweisfunktionen in Item C1 bis C4
dazu anbietet, Priferenzen festzustellen, sollten auf der Bewertungsskala keine Unterschiede
sichtbar werden. Teil D fokussiert dahingegen stirker auf den Beweisprozess und die Vorge-
hensweise beim Beweisen. Hier wurde schlieBlich im Zuge der Ergebnisse der Probetestung
auf eine Rangordnungsskala verzichtet. In Teil E wird auf Beliefs {iber sich selbst eingegangen,
wobei hier Aspekte wie Selbstkonzept, Ausdauer und affektive Komponenten einflieBen. Teil F
konzentriert sich schlieBlich auf das Erleben von Beweisen im Unterricht selbst, wobei verstarkt
auf den sozialen Kontext sowie damit verbundene Emotionen eingegangen wird. Den Ab-
schluss bildet Teil G mit der bereits ndher thematisierten offenen Aufgabenstellung. Spezifische
Details sind dem Fragebogen in Anhang A zu entnehmen. Von einer iibereinstimmenden Uber-
nahme der entwickelten Kategorien in den Fragebogen im Hinblick auf die Reihenfolge wurde

zugunsten eines schiiler*innenzentrierten Verstéindnisses sowie einer vereinfachten Gliederung
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abgesehen. Wihrend sich die einzelnen entwickelten Kategorien auf die dahinterliegenden
Sichtweisen und Beliefs sowohl im Hinblick auf die Mathematik als auch mathematisches Be-
weisen beziehen, werden fiir einen allgemeinen Einstieg die mathematikbezogenen Beliefs an
den Beginn des Fragebogens gesetzt. Zudem sind die entsprechenden Beweisfunktionen ge-

sammelt angeflihrt, um die ,,rank-then-rate“-Methode zu ermoglichen.

Die Auswertung der erhobenen Daten im Rahmen der quantitativen Pri- und Posterhebung er-
folgt im Rahmen des Statistikprogramms JASP sowie der ergénzenden Nutzung von Excel. Zu
unterscheiden ist dabei die Deskriptivstatistik im Sinne der Zusammenfassung der Stichproben-
daten auf Basis von Stichprobenkennwerten, sowie die Inferenzstatistik, wobei insbesondere
Methoden zur statistischen Priifung von Hypothesen herangezogen werden (Ddoring, 2023, S.
601). Im Sinne der Datenbereinigung werden dabei im ersten Schritt fehlende Werte sowie
mehrfache Angaben durch Auslassen in JASP als fehlend ausgewertet (Doring, 2023, S. 605).
Sowohl fiir die Beschreibung der Stichprobe als auch der Ergebnisse der Pra- und Posttestung
werden dariiber hinaus deskriptivstatistische Methoden herangezogen (Doring, 2023, S. 605).

Fiir die Items A1 bis A5 werden dabei lediglich absolute und prozentuelle Haufigkeiten ermit-
telt, da es sich hierbei um nominal- bzw. ordinalskalierte Daten handelt und die Berechnung
entsprechender sinnvoll zu interpretierender Mittelwerte nur bei intervallskalierten Daten ge-
geben ist (Doring, 2023, S. 237). In Anlehnung an die Likert-Skalierung entsprechen die iibri-
gen Items zur Erhebung von Beliefs jeweils einer flinfstufigen Ratingskala und werden nach
Doéring (2023, S. 271) als intervall- bzw. teilweise ordinalskaliert aufgefasst. Dementsprechend
erfolgt hier im Rahmen der deskriptiven Statistik die Bildung der Mittelwerte der jeweiligen
Items sowie die Berechnung der Standardabweichung und Minima sowie Maxima. Dariiber
hinaus werden auf Basis der bereits gepriiften Voraussetzung im Hinblick auf die interne Kon-
sistenz der diversen Kategorien Mittelwerte fiir die Kategorie zu Beliefs iiber sich selbst und

sozio-affektive Beliefs gebildet.

Im Zuge der erstmaligen Erhebung der Beliefs der Lernenden werden dariiber hinaus inferenz-
statistische Methoden herangezogen, um Zusammenhangs- und Unterschiedshypothesen zu
priifen (Doring, 2023, S. 606). Dabei sind zudem statistische Voraussetzungen wie die Homo-
genitdt der Varianzen sowie die Normalverteilung zu priifen (Doring, 2023, S. 606). Im Allge-
meinen wird dabei auf eine bivalente Korrelation und insbesondere Spearmans Rangkorrelation
zuriickgegriften, da diese, wie bereits an anderer Stelle angefiihrt, auch fiir ordinalskalierte Da-
ten herangezogen kann und im Gegensatz zur Pearson-Korrelation keine Normalverteilung vo-

raussetzt (Doring, 2023, S. 253, S. 648, S. 665). Die Normalverteilung wird in JASP mittels
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Shapiro-Wilk-Test iiberpriift (Schuster, 2010, S. 145). Die Priifung der Varianzenhomogenitét
erfolgt in JASP iiber den Levene-Test (Janczyk & Pfister, 2020, 54). Dariiber hinaus wird im
Rahmen der Eingangserhebung ein t-Test fiir unabhéngige Stichproben zur Priifung von Unter-
schieden im Hinblick auf das Geschlecht sowie den Besuch des Wahlpflichtfachs Mathematik
durchgefiihrt (Doring, 2023, S. 654). Da allerdings der Student-Test eine Normalverteilung des
Merkmals insbesondere bei kleinen Stichproben sowie die Homogenitét der Varianzen voraus-
setzt, wird dariiber hinaus der Welch-Test fiir den Fall ungleicher Varianzen herangezogen
(Janczyk & Pfister, 2020, 54-55). Die EffektgroBenmalle werden dabei nach Déring (2023, S.
802) interpretiert. Insbesondere im Hinblick auf bivalente Korrelationen ist dabei ein Wert von
1 als starker Zusammenhang zu interpretieren (Doring, 2023, S. 668), wobei Doring (2023, S.
802) dartiber hinaus in Anlehnung an Cohen (1988, zitiert nach Déring, 2023, S. 802) anfiihrt,
dass ein Wert ab .50 auch als groBer Effekt interpretiert werden kann.

Im Rahmen der Untersuchung eines Unterschieds im Hinblick auf die Pra- und Posttestung wird
der t-Test fiir Beobachtungpaare bzw. abhédngige Stichproben herangezogen, sofern die entspre-
chenden Voraussetzungen der Normalverteilung sowie der Homogenitét der Varianzen gegeben
sind (Schuster, 2010, S. 124—125). Andernfalls wird auf den Wilcoxon-Test zuriickgegriffen,
sollte die Normalverteilung verletzt sein (Schuster, 2010, S. 125). Zu beriicksichtigen ist dabei,
dass aufgrund der tendenziell sehr kleinen Stichprobe eher auf den Welch- bzw. Wilcoxon-Test

rekurriert wird (Schuster, 2010, S. 126).

Die Auswertung des offenen Aufgabenteils am Ende des Fragebogens erfolgt in Anlehnung an
die Kategorien bei Grundey (2015, S. 111, S. 156) sowie Healy und Hoyles (1998, S. 13) zur
Bewertung von Schiiler*innenbeweisen. Dabei wird fiir einen fehlenden oder fehlerhaften An-
satz der Wert 0 vergeben. Darunter fallen insbesondere fehlerhafte graphische Vorstellungen
sowie Zirkelschliisse. Unvollstindige Ansétze werden mit dem Wert 1 kodiert. Dies umfasst
unter anderem die empirisch-rechnerische bzw. empirisch-graphische Uberpriifung der Aussage
sowie konkrete Argumentationen iiber die Steigung ohne tieferliegende Begriindungen, warum
die Steigung an einer Extremstelle gleich null sein muss. Mit dem Wert 2 werden prédformale
bzw. inhaltlich-anschauliche Ansdtze bewertet, welche in narrativer, graphischer oder kombi-
nierter Form vorliegen konnen. Darunter fallen insbesondere Argumentationen, welche den As-
pekt der Steigung mit einer Anderung des Monotonieverhaltens narrativ argumentieren oder
graphisch veranschaulichen. Formal-deduktive Ansédtze unter Verwendung mathematischer
Sprache und Symbolik sowie der Argumentation iiber den Differentialquotienten und den

Grenzwert werden mit dem Wert 3 kodiert.
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Nach der vorangegangenen Darstellung der Auswertungsmethoden belechten die nachfolgen-
den Ausfithrungen die allgemeinen Giitekriterien fiir Tests und Fragebogen, welche im Hinblick
auf das entwickelte quantitative Erhebungsinstrument gepriift werden. Das erste Kriterium der
Objektivitdt umfasst dabei die Durchfiihrungs-, Auswertungs- und Interpretationsobjektivitit
(Doring, 2023, S. 438). Die Durchfiihrungsobjektivitit wird dabei im vorliegenden Fragebogen
durch die einfiihrenden Instruktionen am Beginn des Fragebogens sowie die gleichbleibenden
Fragen bzw. Aussagen gewdhrleistet. Dariiber hinaus finden sich in jedem Teil wiederholt Aus-
fiihrungen zur entsprechenden Bewertung der angefiihrten Aussagen. Zudem wird wihrend der
Durchfiihrung des Tests auf jegliche Kommunikation der Leiterin mit den Teilnehmenden ver-
zichtet. Die Konstruktion des Fragebogens im Sinne von Single-Choice-Items sowie
Rangskalen und die Beschreibung der Kodierung der Ergebnisse des offenen Items am Ende
des Fragebogens gewéhrleisten zudem die Auswertungsobjektivitéit. Die Interpretationsobjek-
tivitdt ist insbesondere durch die Bewertung individueller Ergebnisse anhand der empirischen
Normwerte in der Vergleichsstichprobe sowie durch die vorangegangene Festlegung der

Rangskala gegeben (Doring, 2023, S. 430).

Die Reliabilitdt im Sinne der Zuverldssigkeit bzw. Messgenauigkeit des Fragebogens wurde
bereits liber die Methode der internen Konsistenz mittels des Cronbachs Alpha-Koeffizienten
bzw. McDonalds Omega sowie Spearmans Rangkorrelation liberpriift, konnte allerdings ledig-
lich fiir einen Teil des Fragebogens gewihrleistet werden. Dies ist jedenfalls bei der Interpreta-
tion der Ergebnisse zu beriicksichtigen. Es sei allerdings an dieser Stelle darauf verwiesen, dass
insbesondere die iibrigen Items in engem Bezug zu bestehenden Items in der Literatur entwi-

ckelt und in den meisten Fillen lediglich fiir das Beweisen adaptiert wurden.

Im Hinblick auf die Validitit wird als Methode zur Uberpriifung der Inhaltsvaliditit auf die im
Zuge der Probetestung erfolgte Bewertung des Fragebogens durch zwei Fachlehrpersonen ver-
wiesen (Ddring, 2023, S. 406). Davon abzugrenzen ist die Augenschein-Validitét, welche mit-
tels Bewertung der Fragebogenitems durch die Lernenden gegeben ist (Moosbrugger & Kelava,
2020, S. 32). Im Rahmen der Kriteriums- sowie Konstruktvaliditét ist insbesondere auf die
Stiitzung der Interpretation durch den starken Bezug zu vorliegenden theoretischen Arbeiten
sowie empirischen Befunden zu verweisen, auf deren Basis die Items entwickelt bzw. generell

tibernommen und lediglich adaptiert wurden.

5.3.2 Qualitative Einzelfallanalysen — Follow-up-Interview
Im Rahmen der qualitativen Erhebung wird auf ein halbstrukturiertes Interview zuriickgegrif-

fen, welches auf der Entwicklung eines Interviewleitfadens basiert (Doring, 2023, S. 355).
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Dabei dient der Leitfaden zur Vorgabe von Fragen sowie einer entsprechenden Reihenfolge,
gestattet allerdings zudem individuelle Anpassungen und Abweichungen wéhrend der Durch-
fiihrung des Interviews (Doring, 2023, S. 356). Doring (2023, S. 365) spricht in diesem Zusam-
menhang von teilstandardisierten Interviews, wenn keine entsprechenden Antwortmoglichkei-
ten geboten sind, sondern sich die interviewten Personen mit eigenen Worten duflern. Spezifisch
handelt es sich bei den im Zuge der vorliegenden Arbeit durchgefiihrten Befragungen um per-
sonliche Einzelinterviews, die in der Schule in einem separaten Raum durchgefiihrt werden

(Déring, 2023, S. 356).

Im Allgemeinen hebt Doring (2023, S. 367) die Entwicklung eines Interviewleitfadens anhand
spezifischer Themen und Fragestellungen sowie die Vorabpriifung durch sogenannte Probein-
terviews hervor. Da im Rahmen der vorliegenden Arbeit die Leitfdden spezifisch auf Basis der
vorangegangenen quantitativen Ergebnisse der Fragebogenerhebung entwickelt werden und da-
mit individuell stark differieren, wird im Zuge der vorliegenden Studie auf eine Vorabpriifung
verzichtet. Spezifischer handelt es sich dabei um fokussierte Interviews nach Doring (2023, S.
373), welche das Ziel haben, verschiedene Sichtweisen auf ein fokussiertes Objekt zu erfragen.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit entspricht dieses ,,fokussierte Objekt™ (Doring, 2023, S.

373) den vorangegangenen Fragebogenergebnissen sowie dahinterliegenden Begriindungen.

Da sich die Entwicklung der Interviewleitfdden an den ausgewdihlten Féllen und damit der Wahl
der Stichprobe orientiert, ist an dieser Stelle auf die Stichprobenauswahl hinzuweisen. In Ab-
schnitt 5.2 wurde diesbeziiglich bereits festgehalten, dass die qualitative Stichprobe der vorlie-
genden Arbeit an dem ,theoretical sampling* (Doring, 2023, S. 303) angelehnt ist. Insgesamt
werden fiinf Fille aus der quantitativen Stichprobe ausgewihlt, um tiefergehende Einblicke in
die Fragebogenergebnisse gewihrleisten zu konnen. Die fiinf Personen decken dabei spezifi-
sche Schwerpunkte bzw. Extremfille ab, die in den nachfolgenden Ausfithrungen niher be-

schrieben werden sollen.

Der erste gewihlte Fall A1 reprasentiert den Durchschnitt der Ergebnisse der teilnehmenden
Personen. Um diese Person zu ermitteln, wird liber simtliche Items hinweg die Summe der
Abweichungen von den errechneten Mittelwerten aller Items des Fragebogens ermittelt. Da die

Person insgesamt den kleinsten Wert aufweist, wird sie fiir ein Interview herangezogen.

Fiir die Auswahl der iibrigen vier Fille wird eine Ubersichtstabelle erstellt, in welcher sémtliche
Préa- und Postergebnisse aller teilnehmenden Personen dargestellt sind. Auf Basis bestehender
Ergebnisse aus der aktuellen Forschungsliteratur werden sowohl forderliche als auch hinderli-

che Verdnderungen im Ausmal3 von ab zwei Werten auf der Zustimmungsskala entsprechend

94



markiert und gezahlt. Dariiber hinaus wird die Auspragung der Zustimmungswerte untersucht,

um Personen mit {iberwiegend hohen und niedrigen Werten zu extrahieren.

Auf Basis dieser Methode wird Fall A8 in die Stichprobe aufgenommen, da dieser auf Grund-
lage der Datenanalyse als Extremfall mit tendenziell hinderlichen Beliefs und kaum starken
Anderungen identifiziert werden kann. Von Interesse sind dabei die Hintergriinde des Vorlie-
gens entsprechender Uberzeugungen sowie das Ausbleiben groBerer Verinderungen. Ergin-
zend dazu wird eine Person als Extrem auf der anderen Seite der Skala ausgemacht. Fall A13
zeigt keine groBeren Anderungen im Rahmen der InterventionsmaBnahmen, weist allerdings
bereits am Beginn der Untersuchung iiberwiegend hohe Zustimmungswerte und damit forder-
liche Beliefs auf. Dementsprechend interessieren auch in diesem Fall die dahinterliegenden

subjektiven Begriindungen.

Neben den genannten Extremféllen sowie der Wahl eines den Durchschnitt reprisentierenden
Falls, werden dariiber hinaus Personen in die qualitative Stichprobe aufgenommen, welche tie-
fergehende Einblicke in vorliegende Verdnderungen ermoglichen konnen. Fall A12 zeigt dabei
insbesondere Unterschiede in den Pri-Post-Ergebnissen, welche sich im Vergleich bei einigen
andere Teilnehmer*innen ebenfalls zeigen. Als fiir die vorliegende Arbeit von zentraler Bedeu-
tung wird Fall B7 ausgewdhlt, da sich bei dieser teilnehmenden Person mit deutlichem Abstand

die meisten grofleren positiven Verdnderungen zeigen.

Nach erfolgter Extraktion der fiinf Fille aus der gesamten Stichprobe werden die quantitativen
Ergebnisse der Fragebogenerhebung fiir jeden Einzelfall getrennt zusammengestellt, um darauf
aufbauend die individuellen Interviewleitfdden zu entwickeln. Bei der Entwicklung der Leitfa-
den werden einleitend insbesondere die Ausfiihrungen von Doring (2023, S. 433) zur sozialen
Erwiinschtheit bei Fragen der Selbstauskunft beriicksichtigt, wonach sich die Aussagen der zu
interviewenden Personen tendenziell an sozial erwiinschten Normen sowie Erwartungen und
weniger an dem personlichen Verhalten und Erleben orientieren. Déring (2023, S. 433) fiihrt
dabei als klassische Gegenmaflnahme den einfithrenden Hinweis auf die Freiwilligkeit und
Anonymitét der Erhebung sowie die Bitte um eine ehrliche Beantwortung der Fragen an. Er-
génzt werden diese in das Interview einfithrenden Anmerkungen um Hinweise zum Verhéltnis
der teilnehmenden Personen, wobei insbesondere auf den Rollenwechsel der Lehrkraft zu einer

Studentin hingewiesen wird (Doring, 2023, S. 360).

Hinsichtlich der weiteren Gliederung des Interviewleitfadens bezieht sich die Entwicklung auf
Doring (2023, S. 365), wobei an einleitende allgemeine Fragen Detailfragen anschlieBen. Ma-

yring (2002, S. 70) spricht in diesem Kontext von ,,Sondierungsfragen* (Mayring, 2002, S. 70),
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welche in das Thema einleiten sollen. In diesem Sinne findet sich in jedem der entwickelten
Leitfdden die einfiihrende Frage zu den ersten Gedanken und Gefiihlen, wenn sich die Befrag-
ten an das durchgefiihrte Projekt zuriickerinnern. In dhnlicher Weise schliefit das Interview mit
einer Frage zu moglichen weiteren Ergdnzungen, die nicht explizit angesprochen wurden. Den
Hauptteil bilden schlieBlich spezifische Detailfragen zu den jeweils individuellen Ergebnissen
der Teilnehmenden. Dabei werden zum einen spezifische Entwicklungen bei diversen Items
erfragt, wo sich besondere Verdnderungen oder Stabilitdt zeigen, und zum anderen allgemeine
Tendenzen iiber den gesamten Fragebogen hinweg angesprochen. Dariiber hinaus werden ent-
sprechende Inkonsistenzen innerhalb des ,,rank-then-rate“-Items eruiert. Mit verstarktem Fokus
auf die Interventionsmaflnahmen werden zudem Fragen in den Leitfaden aufgenommen, um
tiefergehende Einblicke zu erlangen, welche MaBnahmen zu einer Anderung fiihrten bzw. wel-
che weiteren Aspekte notwendig wéren, um Verdnderungen hinsichtlich der im Fragebogen an-
gegeben persdnlichen Uberzeugungen moglicherweise zu erreichen. Die entwickelten Leitfi-

den der einzelnen Fille finden sich in Anhang C.

Uber ein mogliches Interview werden die Lernenden bereits zu Beginn der Untersuchung in-
formiert. Fiir die Durchfiihrung erfolgt eine Freistellung vom Unterricht fiir die Zeit des Inter-
views, die vorab mit der entsprechenden Lehrperson abzusprechen ist. Entsprechend der iibli-
chen Vorgehensweise nach Doring (2023, S. 365) werden die Interviews mittels Audioauf-
nahme dokumentiert und schlieBlich transkribiert. Die Transkription orientiert sich an den bei
Doring (2023, S. 364) angefiihrten Transkriptionszeichen nach Selting et al. (1998, zitiert nach
Doring, 2023, S. 364) sowie an Mayring (2022, S. 56).

Der Inhalt steht bei der Transkription im Vordergrund, sodass Fiillworter wie ,,4h%, ,,ahm* etc.
weggelassen werden (Mayring, 2022, S. 56). Zudem werden Dialektfarbungen eingedeutscht
und sprachliche Glittungen vorgenommen (Mayring, 2022, S. 56). Dariiber hinaus werden
kurze, im Hintergrund stattfindende Bestédtigungen wie ,,ja* und ,,mhm* ausgelassen, sofern es
fiir das Verstidndnis des Inhalts nicht notwendig erscheint. Kurze Gesprichspausen werden
durch einen Bindestrich, (-), langere Pausen durch mehrere Bindestriche, wie zum Beispiel
durch (--) vermerkt (Selting et al., 1998, zitiert nach Doring, 2023, S. 364). Der Abbruch eines
Wortes oder Satzes wird mittels Schrégstrich ,,\* gekennzeichnet (Selting et al. 1998, zitiert
nach Doring, 2023, S. 364). Besondere Auffilligkeiten, wie beispielsweise Lachen, werden in
Klammern vermerkt (Mayring, 2022, S. 56). Wird aus dem Fragebogen vorgelesen, so werden
diese Stellen mit Anfiihrungszeichen markiert. Die interviewende Person ist mit ,,F* gekenn-
zeichnet, wihrend die Schiiler*innen mit ,,S* bezeichnet werden (Mayring, 2022, S. 56). Die

entsprechenden Transkriptionen finden sich in Anhang E.
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Die Auswertung der Interviewtranskriptionen erfolgt dabei in Anlehnung an eine qualitative
Inhaltsanalyse nach Mayring (2022). Mayring (2022, S. 67) fiihrt diesbeziiglich diverse Formen
zur qualitativen Analyse von Texten an und nennt unter anderem die Zusammenfassung im
Sinne einer induktiven Bildung von Kategorien sowie die Strukturierung im Rahmen einer de-
duktiven Anwendung zuvor abgeleiteter Kategorien. Dariiber hinaus verweist Mayring (2022,
S. 67) auf Mischformen diverser Ansitze. Die Auswertung im Rahmen der vorliegenden Arbeit
ist insbesondere an die bei Mayring (2022, S. 107) angefiihrten Parallelformen angelehnt. Dabei
wird das entsprechende Material basierend auf deduktiv abgeleiteten Theorien analysiert sowie
dariiber hinaus induktiv durch weitere Kategorien erweitert (Mayring, 2022, S. 107). In der
vorliegenden Arbeit bildet dabei das im vorangegangenen Abschnitt 4.3.1 entwickelte Katego-
riensystem den Ausgangspunkt der Auswertung. Insbesondere erfolgt bereits eine Vorabaus-
wahl diverser Kategorien und Items zur Aufnahme in den Interviewleitfaden, die auf Basis der
quantitativen Ergebnisse getroffen wird. Dementsprechend werden die Transkriptionen entlang
der in den Leitfiden aufgenommenen Kategorien und Items ausgewertet. Das Kategoriensys-
tem in Abschnitt 4.3.1 wird dabei im Zuge der Interviews um eine Kategorie zur Intervention
selbst ergdnzt. Darunter sind insbesondere Aspekte aufzunehmen, die sich explizit auf durch-
geflihrte MaBBnahmen beziehen oder auch weiterfiihrende Wiinsche fiir Interventionen im Hin-
blick auf eine mogliche Anderung von Beliefs ausfiihren. In Anlehnung an die induktive Kate-
gorienbildung bei Mayring (2022, S. 84) wird aus der Transkription dariiber hinaus eine weitere
Kategorie abgeleitet, welche sich auf die Interpretation und das Verstindnis einzelner Items
bezieht. Insbesondere werden dabei abweichende Interpretationen und Missverstdndnisse aus-
gewertet. Auf einen detaillierten ,,Kodierleitfaden* (Mayring, 2022, S. 107) wird an dieser
Stelle verzichtet, da die Interviews bereits entlang eines theoretisch fundierten Kategoriensys-
tems entwickelt werden, die aufgenommenen Items sowie Kategorien fiir jeden Fall individuell
sind und im Allgemeinen das Transkriptionsmaterial bei fiinf spezifischen Interviews in iiber-

schaubaren Mengen vorliegt.

AbschlieBend sei auf entsprechende qualitative Glitekriterien verwiesen. Doring (2023, S. 107)
hélt diesbeziiglich eine grofere Akzeptanz hinsichtlich der Entwicklung von fiir die qualitative
Forschung spezifischen Giitekriterien als der Ubernahme derselben aus der quantitativen For-
schung fest. Ausfithrungen zu den quantitativen Hauptgiitekriterien finden sich in Abschnitt
5.3.1. Allerdings betont Doring (2023, S. 107) einen bisher fehlenden Konsens hinsichtlich ein-
heitlicher qualitativer Giitekriterien. Da sich die Auswertung der Transkripte an der qualitativen
Inhaltsanalyse nach Mayring (2022) orientiert, dienen insbesondere auch die von Mayring

(2002, S. 140-148) formulierten Giitekriterien qualitativer Forschung als Grundlage der
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vorliegenden Arbeit. Weitere Kriterienkataloge finden sich dariiber hinaus bei Déring (2023, S.
108—114). Das erste Kriterium, die Dokumentation des Verfahrens, gewihrleisten zum einen
die hier beschriebenen Ausfiihrungen zur Zusammenstellung und Auswertung des Materials
(Mayring, 2002, S. 144—145). In Abschnitt 6.2 wird zudem die Durchfiihrung der Interviews
ndher beschrieben (Mayring, 2002, S. 145). Dariiber hinaus ist im Rahmen der Interpretation
darauf zu achten, dass diese stets argumentativ zu begriinden ist (Mayring, 2002, S. 145). Er-
ginzend dazu nennt Mayring (2002, S. 145-146) die Regelgeleitetheit der Analyse sowie die
Nédhe zum Gegenstand, die insbesondere durch eine Interessensanndherung erreicht werden
kann. Die schrittweise Analyse jedes Interviews entsprechend der aufgenommenen Items und
Kategorien sowie die Durchfiihrung im Feld mit spezifischem Bezug auf die Lernenden ge-
wihrleisten diese Kriterien (Mayring, 2002, S. 145—-146). Zwar wird die von Mayring (2002,
S. 147) angefiihrte kommunikative Validierung im Sinne der nachtriglichen Uberpriifung der
Interpretation mit den beforschten Personen in der vorliegenden Arbeit nicht gewihrleistet, al-
lerdings findet eine Triangulation im Sinne des Vergleichs der qualitativen und quantitativen

Ergebnisse statt.

Nach der in den vorangegangenen Ausfithrungen néher beschriebenen Entwicklung und Aus-
wertung des quantitativen und qualitativen Erhebungsinstruments, befasst sich der folgende
Abschnitt 5.4 mit den im Rahmen der vorliegenden Arbeit zentralen InterventionsmaBnahmen

fiir eine potenzielle Anderung beweisbezogener Beliefs der Lernenden.

5.4 Entwicklung der Interventionsmaf3nahmen

Die nachfolgenden Ausfithrungen befassen sich mit der Entwicklung der Interventionsmaf3nah-
men zur Verdnderung beweisbezogener Beliefs im Sinne einer Weiterentwicklung bestehender
und dem Aufbau neuer Uberzeugungen zu Beweisen in der Mathematik und dem Mathematik-
unterricht. Im Hinblick auf unterrichtliche Interventionen zur Beweisfiihrung fiihren Styliani-
des und Stylianides (2017, S. 125) drei Merkmale derselben an. Zum einen sollten solche In-
terventionen einen theoretischen Rahmen umfassen, welcher die Auswirkungen der jeweiligen
MaBnahmen erklart (Stylianides & Stylianides, 2017, S. 125). Zum anderen pléddieren Styliani-
des und Stylianides (2017, S. 125) fiir einen klar definierten und engen Anwendungsbereich der
Interventionen, sodass diese tendenziell kurz sein konnen. Dariiber hinaus sollten die Malinah-
men konzeptionelle Verdnderungen bei den Lernenden auslosen und unterstiitzen (Stylianides

& Stylianides, 2017, S. 125).

Dementsprechend wird im Nachfolgenden die theoretische Basis der einzelnen Interventionen

hervorgehoben und ihre spezifisch erwiinschte Wirkung dargelegt. Zudem ist darauf zu
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verweisen, dass es sich bei dem dargestellten Unterrichtskonzept um eine Kombination mehre-
rer Interventionen handelt, welche teilweise auch nur partiell in den Unterricht integriert werden
konnen. Die didaktische Basis des Unterrichtskonzeptes bildet dabei der sogenannte Cognitive
Apprenticeship-Ansatz, welcher nachfolgend ndher beleuchtet wird, bevor auf die Entwicklung
der konkreten Interventionen im Rahmen des Konzeptes eingegangen wird und damit einher-

gehend die Grundlagen der einzelnen didaktischen Mafinahmen aufgedeckt werden.

5.4.1 Cognitive Apprenticeship als Methode

Scherrmann (2016, S. 16) verweist auf Reinmann und Mandl (2006, S. 629, zitiert nach Scherr-
mann, 2016, S. 16), welche Cognitive Apprenticeship als vielbeachtetes Beispiel im Rahmen
des situierten Lernens herausstellen. In der Auffassung situierten Lernens stellt ,,Lernen einen
situations- und kontextgebundenen, im Rahmen von sozialer Transaktivitit (Kooperation und
Kommunikation) und Unterstiitzung (Instruktion von Lernbegleitung) stattfindenden Vorgang
dar* (Reusser, 2005, S. 162). Demnach ist Wissen an die in ihnen erworbenen Kontexte gebun-
den (Reusser, 2005, S. 162). Wihrend in traditionellen Lehr- und Lernkonzepten Kontext und
Kognition, Lernprodukt und -prozess, Inhalt und Form sowie Anwendung und Wissen getrennt
werden, wird im Rahmen des situierten Lernens deren Untrennbarkeit postuliert (Reusser, 2005,
S. 162). Scherrmann (2016, S. 19) betont allerdings, dass insbesondere von einer Einseitigkeit
im Hinblick auf kognitivistische und situative Sichtweisen tendenziell Abstand genommen
wird. Cognitive Apprenticeship stellt dabei einen Instruktionsansatz dar, welcher sich insbeson-

dere an Merkmalen situierten Lernens orientiert (Reusser, 2005, S. 163).

Scherrmann (2016) bietet eine detaillierte Ausfiihrung des Cognitive Apprenticeship-Ansatzes,
wobei liberwiegend auf das Originalwerk von Collins et al. (1989, zitiert nach Scherrmann,
2016) verwiesen wird. Grundlage der vorliegenden Darstellung bilden die Hinweise von

Scherrmann (2016) sowie eine frithere Fassung der Arbeit von Collins et al. (1987).

In ihren Ausfithrungen betonen Collins et al. (1987, S. 2) die in schulischen Kontexten vorge-
fundene Vernachldssigung der Prozesse von Fachleuten, welche diese zum Wissenserwerb so-
wie zur Ausfithrung komplexer Aufgaben heranziehen. Vielmehr stehen Prozesse mit einem
Schwerpunkt auf verfahrensorientiere Methoden im Fokus (Collins et al., 1987, S. 2). Die Auf-
16sung dieses Missstandes sehen Collins et al. (1987, S. 2) im Zusammenwirken von kognitiven
und metakognitiven Prozessen (siehe auch Scherrmann, 2016, S. 19). Als erfolgreiches Modell
wird hierbei das Lehrverhiltnis im Sinne einer Meister*in-Lehrling-Dynamik angesehen, wo-
bei ein spezifischer Prozess eingangs durch die Fachperson modelliert und anschlieBend unter

stetiger Riicknahme von Anleitungen und UnterstiitzungsmaB3nahmen vom Lehrling ausgefiihrt
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wird (Collins et al., 1987, S. 2—-3; Scherrmann, 2016, S. 19). In dieser Ansicht verstehen Collins
et al. (1987) den Cognitive Apprenticeship-Ansatz wie folgt:

We call this rethinking of teaching and learning in school “cognitive apprenticeship® to em-
phasize two things. First, these methods are aimed primarily at teaching the processes that
experts use to handle complex tasks. [...] That is, in cognitive apprenticeship, conceptual and
factual knowledge is exemplified and situated in the contexts of its use. [...] It is this dual
focus on expert processes and situated learning that we expect to help solve the educational

problems of brittle skills and inert knowledge. (S. 3)

Basierend auf den drei bestehenden Lehr-Lernmodellen ,,Reciprocal Teaching of Reading*
(Palincsar & Brown, 1984), ,,Procedural Facilitation of Writing* (Scardamalia & Breiter, 1985,
zitiert nach Collins et al., 1987) sowie ,, Teaching Mathematical Problem Solving* (Schoenfeld,
1983, 1985) zur Entwicklung kognitiver und metakognitiver Fihigkeiten, entwickeln Collins et
al. (1987) ihren Cognitive Apprenticeship-Ansatz. Eine ndhere Betrachtung der drei Ansitze
erfolgt aus Relevanzgriinden an dieser Stelle nicht, sodass hier auf die entsprechende Primérli-

teratur verwiesen wird.

Collins et al. (1987, S. 13-23) présentieren dahingehend einen ,,Rahmen zur Gestaltung von
Lernumgebungen® (Scherrmann, 2016, S. 24), welcher die vier Dimensionen Inhalt, Methode,
Abfolge und Soziologie umfasst. Bevor die einzelnen Dimensionen nédher beschrieben werden,
sei darauf verwiesen, dass im Rahmen des Cognitive Apprenticeship zwischen diesem genann-
ten Rahmen und dem ,,Prozess des Cognitive Apprenticeship® (Scherrmann, 2016, S. 24) zu
unterscheiden ist. Letzterer inkludiert insbesondere lediglich die sechs Teilmethoden ,,mode-
ling, coaching, scaffolding and fading, articulation, reflection, exploration* (Scherrmann, 2016,

S. 24).

Die erste Dimension des Inhalts umfasst doménenspezifisches Wissen, Problemldsestrategien
und Heuristiken sowie Kontroll- und Lernstrategien (Collins et al., 1987, S. 13—15; Scherr-
mann, 2016, S. 25). Nach Collins et al. (1987, S. 13) sind insbesondere alle vier Wissensformen
anzustreben, wobei allerdings vorrangig doménenspezifisches Wissen in der Schule Eingang

findet (siehe auch Scherrmann, 2016, S. 25).

Die zweite Dimension der Methode ist insbesondere im Rahmen der vorliegenden Arbeit von
Bedeutung und entspricht dem ,,Prozess des Cognitive Apprenticeship® (Scherrmann, 2016, S.
24). In der ersten Phase des Modelling wird die Fachperson bei der Ausfiihrung von Aufgaben
von den Lernenden beobachtet, wobei intern ablaufende kognitive Prozesse wie Heuristiken

und Kontrollstrategien zu externalisieren sind (Collins et al., 1987, S. 16). Beim Coaching
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werden die Lernenden bei der Bearbeitung von Aufgaben mittels Anleitungen, Hilfestellungen
und Feedback durch die Lehrperson unterstiitzt (Collins et al., 1987, S. 16—17; Scherrmann,
2016, S. 21). In dhnlicher Weise bezieht sich Scaffolding auf die adaptive Unterstiitzung durch
die Lehrperson, um bei der Ausfithrung von Aufgaben zu helfen (Collins et al., 1987, S. 17,
Scherrmann, 2016, S. 21). Fading beschreibt schlieBlich die schrittweise Zuriicknahme der Un-
terstiitzungsmafinahmen durch die Lehrperson (Collins et al., 1987, S. 17; Scherrmann, 2016,
S. 21). Die anschlieBende Methode der Articulation umfasst Wege, welche die Lernenden bei
der Artikulation ihrer internen Denkprozesse unterstiitzen (Collins et al., 1987, S. 17; Scherr-
mann, 2016, S. 25). Die Phase der Reflection beinhaltet dariiber hinaus die Reflexion der eige-
nen kognitiven Prozesse sowie jener der Lehrperson (Collins et al., 1987, S. 17; Scherrmann,
2016, S. 21). Die Reflexion kann dabei durch Reproduktionstechniken sowohl bei der Lehrper-
son als auch bei den Lernenden gestirkt werden (Collins et al., 1987, S. 17). Exploration meint
schlieBlich das Anregen der Lernenden, eigene Probleme zu finden und damit einhergehend

diese zu 16sen, wobei hier Explorationsstrategien zu vermitteln sind (Collins et al., 1987, S. 18).

Die ersten drei genannten Methoden bilden dabei den Kern des Ansatzes, da sie bei den Ler-
nenden den Erwerb kognitiver und metakognitiver Fahigkeiten durch Beobachtung sowie an-
geleitete und unterstiitzte Ubung begiinstigen (Collins et al., 1987, S. 16; Scherrmann, 2016, S.
23). Die Methoden der Artikulation und Reflexion dienen insbesondere dem Zugang zu und der
Kontrolle von eigenen Problemldsestrategien (Collins et al., 1987, S. 16; Scherrmann, 2016, S.
23). Die Methode der Exploration soll dariiber hinaus der Férderung von Autonomie in Prob-
lemldseprozessen dienen und zudem die eigenstindige Formulierung von Problemen ermdgli-

chen (Collins et al., 1987, S. 16; Scherrmann, 2016, S. 23).

Die dritte Dimension des Rahmens umfasst die Abfolge, wobei sowohl eine zunehmende Kom-
plexitdt als auch zunehmende Diversitit der Aufgaben zu beriicksichtigen ist (Collins et al.,
1987, S. 18—19; Scherrmann, 2016, S. 25). Dariiber hinaus beschreibt der Aspekt ,,Global before
local skills* (Collins et al., 1987, S. 19) das Anstreben eines allgemeinen Uberblicks vor spezi-

fischen Fihigkeiten (Scherrmann, 2016, S. 25).

Die letzte Dimension umfasst die Soziologie der Lernumgebung, wobei Collins et al. (1987, S.
20) darauf verweisen, dass diese oftmals zugunsten von curricularen und padagogischen Ent-
scheidungen vernachléssigt wird (siehe auch Scherrmann, 2016, S. 26). Die Autor*innen fassen
darunter das situierte Lernen, eine ,,Culture of expert practice (Collins et al., 1987, S. 21), intrin-
sische Motivation sowie Kooperation und Wettbewerb der Lernenden (Collins et al., 1987, S.

20-23; Scherrmann, 2016, S. 26).
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Scherrmann (2016, S. 26) fiihrt mit Blick auf das Rahmenwerk die Integration diverser psycho-
logischer und erziechungswissenschaftlicher Ansitze an, welche den Cognitive Apprenticeship-
Ansatz gleichfalls mit Kritik konfrontieren. Auf Ebene der empirischen Unterrichtsforschung
wird zumeist nicht der gesamte Ansatz herangezogen, sondern lediglich auf einzelne Prinzipien
rekurriert (Scherrmann, 2016, S. 27). Nach Scherrmann (2016, S. 27) decken die Studien zum
Cognitive Apprenticeship-Ansatz jedoch ein breites Altersspektrum von Kleinkindern bis zu
Erwachsenen und verschiedenste Themen- und Fachbereiche ab. Dariiber hinaus wird der An-
satz auch in der fachdidaktischen Literatur haufig lediglich in Ausschnitten herangezogen, wo-
bei in den meisten Fillen auf die Methoden im Cognitive Apprenticeship verwiesen wird
(Scherrmann, 2016, S. 27). Die Abkehr von einer festgelegten Sequenzierung der einzelnen
Teilmethoden wird mit Blick auf didaktische Diskussionen und unterrichtspraktische Umset-

zungen besonders hervorgehoben (Scherrmann, 2016, S. 28).

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sind dabei insbesondere die Ausfiihrungen von Scherr-
mann (2016, S. 31) zur unterrichtspraktischen Umsetzbarkeit von Bedeutung. Scherrmann
(2016, S. 31) hebt dahingehend den Cognitive Apprenticeship-Ansatz als Zielversion hervor,
welche nicht generell verworfen werden sollte. Die selektive Umsetzung des Ansatzes in der
unterrichtlichen Praxis sieht Scherrmann (2016, S. 31) allerdings nicht fiir jede Lehr-Lernsitu-
ation als geeignet an. Mit spezifischem Blick auf den Mathematikunterricht verweist Scherr-
mann (2016, S. 31-32) auf die Schwierigkeit der Umsetzung des Coachings und Scaffoldings
aufgrund fehlender Ressourcen fiir eine individuell abgestimmte Unterstiitzung. Zudem gestal-
tet sich die Fading-Methode auf individueller Ebene im Klassensetting schwierig (Scherrmann,

2016, S. 32).

Der Cognitive Apprenticeship-Ansatz bildet in der vorliegenden Arbeit den methodischen Rah-
men der Unterrichtseinheiten im Zuge der geplanten Interventionen zur Anderung beweisbezo-
gener Beliefs. Damit ist insbesondere der ,,Prozess des Cognitive Apprenticeship™ (Scherr-
mann, 2016, S. 24) von Bedeutung, welcher die Teilmethoden Modelling, Coaching, Scaffol-
ding, Articulation, Reflexion und Exploration umfasst. Die einzelnen Phasen werden dabei,
dhnlich wie in der allgemeinen didaktischen Diskussion, nicht als lineare Abfolge verstanden,
sondern flexibel in die Planung eingeflochten. Dariiber hinaus werden auf der Inhaltsebene
nicht alle vier Wissensformen nach Collins et al. (1987, S. 13) explizit vermittelt, sondern es
wird ein Fokus auf doménenspezifisches Wissen und Problemldsestrategien bzw. Heuristiken
gelegt. Zunehmende Komplexitdt sowie Diversitit in Bezug auf die Dimension der Abfolge
werden im Rahmen der InterventionsmafB3nahmen durch eine Variation der Beweisprobleme so-

wie einen zunehmenden Anspruch der Aufgabenstellungen gewéhrleistet. Der Aspekt ,,Global
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before local skills* (Collins et al., 1987, S. 19) wird zum Teil durch einen den spezifischen
Beweisproblemen vorangehenden allgemeinen Uberblick beriicksichtigt. Mit Blick auf die Di-
mension Soziologie wird insbesondere in der ersten Interventionsphase durch das Modelling
eine ,,Culture of expert practice (Collins et al., 1987, S. 21) etabliert. Dariiber hinaus spielt die
Kooperation im Rahmen der geplanten Gruppenarbeiten sowie das situierte Lernen im Sinne
der Moglichkeit eines Transfers durch den Erwerb allgemeiner Beweisstrategien eine Rolle in
den Interventionseinheiten. Wéhrend der Aspekt des Wettbewerbs im vorliegenden Unterrichts-
konzept aufgrund zunehmender Komplexitédt ausgeblendet wird, ist die intrinsische Motivation
der Lernenden jedenfalls ein Ziel der Interventionen. Es sei abschlieBend darauf verwiesen,
dass das nachfolgend dargestellte Unterrichtskonzept nicht den Anspruch erhebt, den Cognitive
Apprenticeship-Ansatz in seiner Vollstdndigkeit entsprechend seinen theoretischen Anforde-

rungen auf die Praxis zu libertragen.

5.4.2 Beschreibung des Unterrichtskonzepts

Das vorgestellte Unterrichtskonzept im Sinne einer Intervention zur Weiterentwicklung beste-
hender und dem Aufbau neuer beweisbezogener Beliefs von Lernenden umfasst neben der Ein-
fithrung in die Studie sowie der quantitativen Erhebung im Rahmen des Pri- und Posttests ins-
gesamt fiinf Einzelinterventionen, welche in den nachfolgenden Ausfithrungen niher beschrie-

ben werden.

Bevor auf die einzelnen Interventionen detaillierter eingegangen wird, sei an dieser Stelle auf
die dem Konzept zugrundeliegende Theorie verwiesen. Den theoretischen Rahmen fiir die Ge-
samtheit der Interventionsmalinahmen stellt der in Abschnitt 5.4.1 beschriebene Cognitive Ap-
prenticeship-Ansatz von Collins et al. (1987) dar. Die jeweils in den einzelnen Interventionen

einflieBenden Aspekte und Methoden werden an entsprechender Stelle hervorgehoben.

Eine weitere theoretische Basis stellt das in Abschnitt 4.1.5 vorgestellte kognitionspsychologi-
sche Konzept schulischen Beweisens von Brunner (2014) dar. Wie in dem entsprechenden Ab-
schnitt beschrieben, wird im Rahmen der nachfolgend angefiihrten Beweistatigkeiten ein Drei-
schritt von experimentellem, praformalem und formal-deduktivem Beweis durchlaufen, wobei
in der zweiten Phase das inhaltlich-anschauliche Beweisen im Konzept von Brunner (2014)

durch praformale Beweise nach Blum und Kirsch (1989, 1991) ersetzt wird.

Dariiber hinaus wird der Prozess um die inhaltlichen Elemente fiir die Behandlung mathemati-
scher Beweise im Unterricht nach Kuntze et al. (2004) ergénzt. Die einzelnen Phasen des Mo-

dells von Kuntze et al. (2004) wurden in Abschnitt 4.1.4 bereits ndher thematisiert. In den
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entsprechenden Ausfiihrungen zu den jeweils einzelnen Interventionen wird auf die jeweiligen

Prozessphasen verwiesen.

Insgesamt werden im Rahmen des Unterrichtskonzepts vier Beweisprobleme bzw. -themen an-
gesprochen. Dabei handelt es sich um die Beschranktheit konvergenter Folgen, die Anzahl von
Extremstellen einer Polynomfunktion zweiten Grades sowie die Anzahl der Wendestellen einer
Polynomfunktion dritten Grades und die Faktorregel im Zuge der Differentialrechnung. Die
Auswahl der entsprechenden Themen orientiert sich dabei an den von Tietze et al. (1997, S.
175) angefiihrten Kriterien fiir die Bewertung von Beweisen. Tietze et al. (1997, S. 175) nennen
dabei insbesondere die Forderungen nach Zuginglichkeit und Einfachheit, Variabilitit sowie

Situationsangepasstheit und Zielangemessenheit.

Das erste Beweisproblem zur Beschrianktheit konvergenter Folgen erfiillt dabei mehrere Krite-
rien. Zum einen sind fiir den Beweis entsprechend dem Anspruch von Tietze et al. (1997, S.
175) vergleichsweise kaum neue Voraussetzungen notwendig. Die Lernenden sind bereits mit
der Definition einer Zahlenfolge sowie der Konvergenz und Beschrinktheit einer Folge ver-
traut. Lediglich die fiir einen formalen Beweis essenzielle Dreiecksungleichung ist dabei neu
einzufiihren, welche allerdings gemél den Forderungen von Tietze et al. (1997, S. 175) mittels
eines geeigneten Zahlenbeispiels leicht plausibel gemacht werden kann. Dariiber hinaus eignet
sich der Beweis fiir einen experimentellen Zugang mittels GeoGebra, wobei die Beschranktheit
konvergenter Folgen graphisch veranschaulicht werden kann (Tietze et al., 1997, S. 175). Damit
entspricht die Wahl der ,,Forderung nach Einfachheit und Zugénglichkeit* (Tietze et al., 1997,
S. 175). Die Variabilitéit des Beweises wird insbesondere mit der Verwendung vom ,,unbestritten
wichtigsten Buchstaben der Analysis® (Behrends, 2015, S. 54), dem ,,&%, begriindet. Ein Blick
in das Werk von Behrends (2015) verdeutlicht unter anderem die enorme Bedeutung von &-
Beweisen in der Analysis. Der Beweis wird daher paradigmatisch fiir eine Vielzahl von mathe-
matischen Beweisen im Rahmen der Analysis herangezogen. Damit entspricht das Beweisprob-
lem insbesondere dem von Tietze et al. (1997, S. 175) geforderten représentativen Charakter
fiir ein mathematisches Teilgebiet sowie einer bereichsspezifischen heuristischen Strategie.
Dariiber hinaus wurden reelle Folgen bereits kurz zuvor im Unterricht behandelt, was wiederum

die Angemessenheit des Beweises erhoht.

Da die Entscheidung zur Thematisierung von Beweisen zur Anzahl von Extremstellen bzw.
Wendestellen von Polynomfunktionen zweiten bzw. dritten Grades miteinander verbunden ist,
wird nachfolgend eine gesammelte Begriindung fiir beide Beweisprobleme dargelegt. Zumal

die Lernenden bereits mit Polynomfunktionen sowie deren Untersuchung und damit
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einhergehend mit der Differentialrechnung vertraut sind, erscheint die Wahl jedenfalls situati-
onsangemessen. Entsprechend der Forderung von Tietze et al. (1997, S. 175) werden nur we-
nige und zudem bereits bekannte Voraussetzungen benétigt und ein experimenteller Zugang ist
wiederum graphisch mittels GeoGebra leicht zu ermoglichen. Die von Tietze et al. (1997, S.
175) postulierte Variabilitét zeigt sich dabei insbesondere in der Wahl der beiden Beweisprob-
leme selbst, da der Beweis fiir die Anzahl von Wendestellen einer Polynomfunktion dritten Gra-
des direkt aus jenem fiir die Anzahl von Extremstellen einer Polynomfunktion vom Grad 2 ge-
schlossen werden kann. Die Wahl wird dariiber hinaus auch mit dieser leicht zuganglichen Ana-
logiebildung begriindet. Zudem erscheinen beide Beweise insbesondere im Rahmen der Schul-

mathematik als reprisentativ fiir den Bereich der Analysis.

Die letzte Phase der Interventionseinheiten befasst sich mit dem Beweis der Faktorregel. Wie-
derum sind auch hier nur wenige Voraussetzungen notwendig, die den Lernenden bereits be-
kannt sind. Konkret handelt es sich dabei um die Definition des Differentialquotienten und die
Rechenregeln fiir Limiten. Ein experimenteller Zugang wird dabei ebenfalls durch GeoGebra
ermoglicht, sodass auch hier die Forderungen nach Zuginglichkeit und Einfachheit von Tietze
et al. (1997, S. 175) erfiillt werden kdnnen. Der Beweis unter Verwendung des Differentialquo-
tienten ldsst, wie ein Blick auf weitere Beweise aus der Analysis bei Behrends (2015) zeigt,
zudem weitere Analogien zu und kann ebenfalls als représentativ fiir das mathematische Teil-
gebiet gesehen werden. Dariiber hinaus zeigt sich darin wiederum eine wichtige ,,bereichsspe-
zifische heuristische Strategie* (Tietze et al., 1997, S. 175). Die Lernenden sind zudem bereits
mit den Ableitungsregeln vertraut, sodass ein derartiger Beweis jedenfalls angemessen er-
scheint. Damit erfiillt auch dieses Beweisproblem die von Tietze et al. (1997, S. 175) formu-

lierten Forderungen zur Bewertung von Beweisen.

Nach der Darstellung des theoretischen Rahmens der Interventionseinheiten sowie der darge-
legten Begriindung fiir die Wahl der spezifischen Beweisprobleme im Zuge des Unterrichts-

konzepts, werden im Folgenden die einzelnen Interventionen néher beschrieben.
Intervention 1 — Input

Die erste Intervention im Rahmen des Unterrichtskonzepts umfasst eine theoretische Einfiih-
rung zu Beweisen und allgemeinen Beweisformen. Diese erfolgt im Anschluss an den Pritest
und dient zum Einstieg in die Thematik. Mit Bezug auf den Cognitive Apprenticeship-Ansatz
wird in dieser Phase explizit doméinenspezifisches Wissen zu Beweisen von der Lehrperson
vermittelt. Dariiber hinaus erfolgt ein Einblick in Probleml&sestrategien durch die Thematisie-

rung des Beweisprozesses nach Boero (1999). Kuntze et al. (2004, S. 6) betonen im Rahmen
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von schulischen Beweisprozessen das Bereitstellen von beweisspezifischem Methodenwissen
nach Heinze und Reiss (2003). Daher plddieren die Autor*innen insbesondere fiir eine Phase
der expliziten Thematisierung von allgemeinem Wissen iiber Beweise in der Mathematik und
dem Mathematikunterricht (Kuntze et al., 2004, S. 7). Diesen Anspriichen wird im Rahmen der

ersten Intervention gerecht.

Mittels digitaler Unterstiitzung durch eine PowerPoint-Prisentation wird im Rahmen eines Vor-
trags ein allgemeiner Einstieg in beweisbezogenes Inhalts- und Methodenwissen ermdglicht.
Einfiihrend wird dabei thematisiert, was gemeinhin unter einem mathematischen Beweis ver-
standen wird. Daran ankniipfend soll die Frage geklart werden, was mathematisches Beweisen
niitzt, wobei insbesondere auf die Beweisfunktionen nach Kuntze (2005) eingegangen wird. In
einem weiteren Schritt wird explizit auf beweisspezifisches Methodenwissen nach Heinze und
Reiss (2003) verweisen. Dariiber hinaus erfolgen die Darstellung eines Beweisprozesses nach
Boero (1999) sowie die Thematisierung der Beweisformen eines direkten, indirekten und In-
duktionsbeweises nach Brunner (2014). Damit den Lernenden insbesondere eine tatsdchliche
Vorstellung von einem indirekten Beweis und einem Induktionsbeweis ermdglicht werden
kann, werden zudem zwei indirekte Beweise und ein Induktionsbeweis exemplarisch vorge-
stellt. Wichtig ist dabei zu betonen, dass es in dieser Phase tendenziell weniger darum geht, die
vorgestellten Beweise zu durchdringen, sondern vielmehr die Struktur und das Aussehen sol-
cher mathematischen Beweise kennenzulernen. Dies wird auch den Lernenden explizit vermit-
telt. Vorgestellt wird dabei ein indirekter Beweis zur Paritét einer Zahl bei geradem Quadrat der
Zahl sowie zur Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2 (Behrends, 2015, S. 50-51; Pinkernell et
al., 2009, S. 42; Tietze et al., 1997, S. 168). Ein Beweis durch vollstindige Induktion wird
anhand der Gau3schen Summenformel veranschaulicht (Behrends, 2015, S. 40—41; Greefrath
et al., 2016, S. 85). Die Wahl fiir den indirekten Beweis wird insbesondere mit der Relevanz
der Irrationalitit der Quadratwurzel von 2 im schulischen Kontext begriindet. So findet sich
dahingehend im Lehrplan der Unterstufe der allgemeinbildenden hoheren Schulen eine expli-
zite Erwdhnung (LP AHS, 2024, Anlage A). Da fiir den gefiihrten Beweis der Satz zur Paritit
einer Zahl bei geradem Quadrat der Zahl notwendig ist und hier ebenfalls ein indirekter Beweis
erfolgt, wird dieser in den Ausfiihrungen ergidnzt. Damit bietet sich zudem ein Einblick in die
Struktur von Beweisen, auf bereits bewiesenen Sitzen und Definitionen aufzubauen. Die Wahl
fiir den Induktionsbeweis der Gaullschen Summenformel orientiert sich insbesondere an dem
Werk von Behrends (2015, S. 40), welcher die vollstindige Induktion anhand dieses Beweises
einfiihrt. Die spezifischen Inhalte des theoretischen Inputs sowie die exemplarischen Beweise

und die Folien der Prédsentation finden sich in Anhang B.
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Intervention 2 — Beschrdinktheit konvergenter Folgen

Die zweite Intervention entspricht der im Cognitive Apprenticeship-Ansatz integrierten Mo-
delling-Methode. Die Lehrperson durchlduft hier im Sinne einer Vorzeigefunktion einen ge-
samtem Beweisprozess. Entsprechend der Forderung im Cognitive Apprenticeship werden
wihrend der Bearbeitung der Beweisaufgaben die intern ablaufenden kognitiven Prozesse von
der Lehrkraft verbal externalisiert (Collins et al., 1987, S. 16). Dabei wird implizit die Methode
der Artikulation verfolgt, indem die Lehrperson ihre internen Denkprozesse duflert und damit
fiir die zukiinftige eigenstidndige Artikulation der Lernenden einen ersten Einblick bietet (Col-
lins et al., 1987, S. 17; Scherrmann, 2016, S. 25). Zudem wird der Beweisprozess und der damit
einhergehende kognitive Prozess laufend von der Lehrkraft reflektiert, sodass an diesen Stellen
auch die Reflexionsmethode im Cognitive Apprenticeship eine Rolle spielt (Collins et al., 1987,
S. 17; Scherrmann, 2016, S. 21).

Entsprechend dem Beweisprozess nach Kuntze (2009, S. 12) und Kuntze et al. (2004, S. 7) gilt
es im ersten Schritt das Beweisproblem zu kldren. Dabei werden notwendige Voraussetzungen
gesammelt bzw. bereitgestellt sowie die Behauptung formuliert. Im Sinne der Modelling-Me-
thode wird dabei die nachfolgende Aussage formuliert und digital iiber die PowerPoint-Présen-

tation dargelegt: ,.Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.* (Deitmar, 2021, S. 49).

In einem ersten Schritt werden daran ankniipfend die entsprechenden Voraussetzungen der Be-
hauptung durch die Lehrperson eruiert. Vorausgesetzt wird dabei die Existenz einer konvergen-

ten Folge. Dies wird explizit hervorgehoben.

Im Sinne des der Intervention zugrundeliegenden Beweisprozesses wird im ndchsten Schritt die
Beweisbediirftigkeit der Behauptung diskutiert (Kuntze, 2009, S. 12; Kuntze et al., 2004, S. 7).
Dabei ist bei der Wahl dieses Beweisbeispiels zu beriicksichtigen, dass anhand graphischer
Uberlegungen die Behauptung durchaus schnell zur Einsicht in die Wahrheit dieser Aussage bei
den Lernenden fithren kann. Diesbeziiglich ist insbesondere auf die vorangegangene theoreti-
sche Input-Phase zu verweisen, um zu verdeutlichen, welche Kriterien ein mathematischer Be-

weis erfiillen sollte.

Ist die Beweisbediirftigkeit deutlich geworden, gilt es an dieser Stelle entsprechend notwendi-
ges Grundwissen fiir den Beweis zu sammeln und zur Verfiigung zu stellen bzw. bei den Ler-
nenden zu aktivieren (Kuntze et al., 2004, S. 7). Zu diesem Zweck werden die Definition einer
reellen Folge, der Folgenkonvergenz sowie der Beschranktheit von Folgen zur Verfligung ge-

stellt und gemeinsam mit den Schiiler*innen wiederholt. Im Allgemeinen sind sdmtliche dieser
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notwendigen Voraussetzungen den Lernenden bereits aus dem reguldren Mathematikunterricht

bekannt. Die entsprechend verwendeten Definitionen finden sich in Anhang B.

In dem nachfolgend durchlaufenen Dreischritt des experimentellen, priformalen und formal-
deduktiven Beweises nach Brunner (2014, S. 71) erfolgen die weiteren Schritte im Rahmen des
Beweisprozesses nach Kuntze et al. (2004, S. 7). Im Zuge des Ubergangs von einem experi-
mentellen hin zu einem formal-deduktiven Beweis werden entsprechende Argumente fiir den
Beweis gesammelt, ndher erkundet und schlieBlich zu einer Argumentationskette zusammen-
gesetzt (Brunner, 2014, S. 71; Kuntze et al., 2004, S. 7). Damit wird ein Uberblick iiber das
Problem gewonnen und es kann eine Entscheidung {iber den zu wihlenden Beweisweg getrof-
fen werden (Kuntze et al., 2004, S. 7-8). SchlieBlich erfolgt eine Beweisredaktion im Sinne der
Formulierung und Verschriftlichung des Beweises (Brunner, 2014, S. 71; Kuntze et al., 2004,
S. 7-8). Den Abschluss des Prozesses bilden eine Riickschau auf und Diskussion iiber den Be-
weis zum Aufbau von Metawissen sowie eine bestenfalls allgemeine Akzeptanz der mathema-
tischen Community im Sinne der Klassenmitglieder (Brunner, 2014, S. 71; Kuntze et al., 2004,
S. 7-8).

Abbildung 5.1

Experimenteller Beweis zur Beschrdnktheit konvergenter Folgen
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Anmerkung. Priiffung der Konvergenz und Beschréinktheit der Folge a,, = % in
GeoGebra. Eigene Darstellung.

Im Rahmen eines experimentellen Beweises werden unter Verwendung von GeoGebra drei
exemplarische Folgen hinsichtlich ihrer Konvergenz und Beschrinktheit graphisch untersucht.
Um die Konvergenz rechnerisch zu priifen, wird der Grenzwert der Folge zudem mittels des
Computeralgebrasystems von GeoGebra berechnet. Im Sinne des Modelling werden die drei

Beispiele von der Lehrperson vorgegeben und iiberpriift. Die nachfolgende Abbildung 5.1 ver-

anschaulicht den experimentellen Beweis der Folge a, = % Die iibrigen beiden Beispiele
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finden sich in Abbildung B1 und B2 in Anhang B. Dabei handelt es sich um die Folgen b,, =

1 2n—-7
—~ und ¢, =27,
n+1 3n+4

Nachdem alle drei Beispiele fiir die Lernenden hinldnglich untersucht wurden, erfolgt die For-
mulierung eines pridformalen Beweises. Dieser wird von der Lehrperson schrittweise an der
Tafel gefiihrt und durch graphische Veranschaulichungen ergénzt. Der entsprechende prifor-
male Beweis sowie die Darstellung der graphischen Konstruktionen finden sich wiederum in
Anhang B und insbesondere in Abbildung B3 sowie B4. Abbildung 5.2 zeigt dabei einen Ein-
blick in den konstruierten priformalen Beweis, wobei ein geometrisch-intuitiver Beweis nach
Blum und Kirsch (1991, S. 188) gewihlt wird, welcher durch weitere Ausfiihrungen ergénzt

wird.

Abbildung 5.2

Priformaler Beweis zur Beschrdnktheit konvergenter Folgen
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Anmerkung. Die graphische Darstellung wurde mittels GeoGebra vorbereitet
und an der Tafel im Rahmen eines praformalen Beweises skizziert. Eigene Dar-
stellung in Anlehnung an Biichter und Henn (2010, S. 144).

Die sprachlichen Elemente orientieren sich dabei bereits stark an dem formal-deduktiven Be-
weis zur Beschrinktheit konvergenter Folgen. Insbesondere wird mit einer entsprechenden &-
Umgebung argumentiert und von dem Spezialfall einer Folge, bei der die Folgenglieder am
Beginn ,,unter der mittels e-Umgebung gefundenen Schranke liegen, um einen allgemeineren
Fall erginzt, bei welchem als Schranke das Maximum aller endlich vielen Folgenglieder am
Beginn der Folge gewéhlt werden muss. In der vorangegangenen Abbildung 5.2 ist der geomet-
risch-intuitive Beweis zur Verallgemeinerung der Beschranktheit konvergenter Folgen ersicht-
lich, welcher in dieser Form an der Kreidetafel skizziert wird. Betont wird dabei insbesondere
die Voraussetzung der Konvergenz der gegebenen Folge. Diese ermdglicht die Sicherheit, dass
alle ,,spateren” Folgenglieder innerhalb der e-Umgebung liegen und nicht mehr hinsichtlich

ihrer Beschrédnktheit zu untersuchen sind. Daraus folgt wiederum die Moglichkeit, bei den
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endlich vielen Folgengliedern am Beginn der Folge ein Maximum zu finden und dieses als

Schranke zu wihlen.

Im Anschluss an die Formulierung des praformalen Beweises zur Beschranktheit konvergenter
Folgen sowie einem daran ankniipfenden Uberblick und einer Reflexion des dargelegten Be-
weises erfolgt die Konstruktion eines formal-deduktiven Beweises der Aussage. Dieser orien-
tiert sich an den Ausfithrungen von Behrends (2015, S. 116) sowie Deitmar (2021, S. 50) und
findet sich in vollstdndiger Form in Anhang B. Grundlage des Beweises bildet wiederum die
Definition der Konvergenz einer Folge, welche als Voraussetzung erneut explizit hervorgeho-
ben wird. Aus der Definition wird eine erste Schranke fiir alle Folgenglieder nach einem be-
stimmten Folgenindex entwickelt, um sodann darauf zu verweisen, dass dies flir eine Verallge-
meinerung nicht ausreichend ist, da die Folgenglieder am Beginn der Folge von dieser Schranke
nicht zwingend erfasst sein miissen. Da allerdings diese Anfangsfolgenglieder auf eine endliche
Anzahl beschriankt werden konnen, ist es moglich, das Maximum dieser endlich vielen Folgen-
glieder als endgiiltige Schranke zu wihlen. Dies entspricht schlieBlich der Beschrénktheit der

Folge, was zu zeigen ist.

Nach einer Riickschau und Reflexion des gefiihrten formal-deduktiven Beweises wird dartiber
hinaus darauf verwiesen, dass die Umkehrung der Aussage nicht giiltig ist und damit allgemei-
ner Umkehrungen grundsitzlich nicht einer wahren Aussage entsprechen miissen. Dies wird im
Falle der Behauptung der Beschrianktheit konvergenter Folgen insbesondere als ertragreich an-
gesehen, da damit die Beweistechnik eines Gegenbeispiels illustriert werden kann. An dieser
Stelle wird den Lernenden die Folge a,, = (—1)" durch Berechnung der ersten Folgenglieder
sowie eine graphische Darstellung an der Tafel ndhergebracht, welche in Form eines Gegenbei-
spiels zeigt, dass aus der Beschrinktheit einer Folge nicht zwangslaufig die Konvergenz der-

selben folgen muss (Deitmar, 2021, S. 50).

Wie in Abbildung 5.3 ersichtlich wird, ist die Folge a,, = (—1)™ durch —1 nach unten sowie 1
nach oben beschrinkt. Allerdings ist es nicht moglich, eine noch so kleine e-Umgebung um

eine Zahl zu finden, sodass irgendwann alle weiteren Folgenglieder in dieser Umgebung liegen.
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Abbildung 5.3

Gegenbeispiel zur Konvergenz beschrdinkter Folgen
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Anmerkung. Priifung der Konvergenz und Beschrinktheit der Folge a,, =
(—=1)™ in GeoGebra. Eigene Darstellung.

Intervention 3 — Extremstellen von Polynomfunktionen zweiten Grades

Die dritte Intervention bezieht sich auf die Anzahl von Extremstellen bei Polynomfunktionen
zweiten Grades. Mit Bezug auf den Cognitive Apprenticeship-Ansatz finden hier insbesondere
die Methoden Coaching und Scaffolding Eingang. In diesem Sinne durchlaufen die Lernenden
den zuvor beschriebenen Beweisprozess mit Unterstiitzung der Lehrperson in Form von Anlei-
tungen sowie Hilfestellungen und Feedback (Collins et al., 1987, S. 16—17; Scherrmann, 2016,
S. 21). Zudem erfolgen im Rahmen des Scaffolding adaptive Unterstiitzungsmaf3nahmen, um
vereinzelt die Ausfiihrung von Aufgaben zu férdern (Collins et al., 1987, S. 17; Scherrmann,
2016, S. 21). Im Zuge einzelner Gesprache mit den Lernenden sowie in der abschlieBenden
Plenumsdiskussion flieBen dariiber hinaus die Methoden der Artikulation und Reflexion in
diese Interventionsphase ein. Im Hinblick auf die erste Dimension des Inhalts im Cognitive
Apprenticeship werden wie in sdmtlichen der hier beschriebenen Interventionen insbesondere
doménenspezifisches Wissen und Problemlosestrategien vermittelt. Im Rahmen der vierten Di-
mension der Soziologie spielen in dieser Phase dariiber hinaus die Kooperation sowie das situ-

ierte Lernen eine tragende Rolle.

Zur Thematik der Anzahl von Extremstellen bei Polynomfunktionen zweiten Grades entwi-
ckelte Grundey (2015, S. 71-72) didaktisches Material im Sinne von prototypischen Schii-
ler*innenantworten zum Beweis der Aussage, dass eine Polynomfunktion zweiten Grades ge-
nau eine Extremstelle besitzt. Die Intention in der Entwicklung eines solchen Materials liegt in
einem verstirkten moglichen Motivationsimpuls sowie einer geringen Hemmschwelle im Hin-
blick auf mathematisches Beweisen (Grundey, 2015, S. 70). Dabei finden sich sowohl korrekte

als auch fehlerbehaftete  prototypische = Beweisversuche und  unterschiedliche
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Darstellungsweisen im Sinne von formalen, narrativen und graphischen Darstellungen im Ma-
terial wieder (Grundey, 2015, S. 70). Dariiber hinaus werden sowohl induktive als auch deduk-
tive Schlussweisen berticksichtigt (Grundey, 2015, S. 70). Dabei betont Grundey (2015, S. 72—
73) die bewusste Wahl fehlerhafter Beispiele, um die Ergebnisse der Studien von Healy und
Hoyles (1998) sowie von Harel und Sowder (1998) zu berticksichtigen, wonach Schiiler*innen
Beweise hdufig anhand der Art ihrer Darstellung und weniger auf Basis ihres Inhalts oder der
Art des SchlieBens bewerten. Obwohl Grundey (2015, S. 283-284, 287) in ihrer Zusammen-
fassung der Ergebnisse betont, dass lediglich fiir eine geringe Anzahl von Lernenden die proto-
typischen Schiiler*innenbeweise hilfreich waren und die implizierten Analogien wenig ange-
nommen wurden, werden diese als insgesamt positiv im Hinblick auf ihre Sensibilisierung fiir

das Thema Beweisen bewertet.

Unter Verwendung des von Grundey (2015, S. 71-72) entwickelten Materials, erhalten die Ler-
nenden ein Arbeitsblatt mit insgesamt sieben prototypischen Schiiler*innenbeweisen zur An-
zahl der Extremstellen von Polynomfunktionen zweiten Grades. Das mehrseitige Arbeitsblatt
wird dabei von den Lernenden gemeinsam in Gruppen erarbeitet, wobei die einzelnen Schii-
ler*innenbeweise jeweils in Gruppenarbeit schriftlich zu bewerten sind. Die Gruppeneinteilung
erfolgt dabei ausgehend vom Alphabet in Grofen von drei bis vier Personen. Dies ermoglicht

insbesondere eine Durchmischung der tiblichen Klassenkonstellation.

Im Hinblick auf die Gestaltung des Arbeitsblattes ist festzuhalten, dass die sieben prototypi-
schen Schiiler*innenbeweise mit verschiedenen fiktiven Namen von Lernenden versehen sind.
In Anlehnung an Grundey (2015, S. 71-72) sowie Healy und Hoyles (1998, o. S.) dient dies der
verbesserten Identifikation mit den Argumentationen. Die nachfolgenden Bezeichnungen der
Prototypen orientieren sich ebenfalls an Grundey (2015, S. 71-72) sowie Healy und Hoyles
(1998, o. S.), finden sich allerdings nicht auf dem fiir die Schiiler*innen vorgesehenen Material.
Eine spezifische Reihenfolge der Beweise auf dem Arbeitsblatt wurde dabei nicht berticksich-
tigt, sondern orientiert sich an der optimalen Nutzung des Platzes auf den einzelnen Seiten.
Entsprechend der Reihung werden die angefiihrten prototypischen Schiiler*innenbeweise an
dieser Stelle kurz erldutert und beschrieben. Abbildung 5.4 zeigt einen Einblick in die Aufga-
benstellung des Arbeitsblattes sowie die Gestaltung der einzelnen prototypischen Schiiler*in-

nenbeweise und Hannahs Begriindung. Das gesamte Arbeitsblatt findet sich in Anhang B.
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Abbildung 5.4

Arbeitsblattausschnitt zu prototypischen Schiiler*innenbeweisen

»Eine Polynomfunktion zweiten Grades besitzt genau eine Extremstelle.”

Betrachtet in euren Gruppen die verschiedenen Beweise der Schiiler*innen und bewertet

diese! Macht euch dazu Notizen unter den entsprechenden Begriindungen!

Hannahs Begriindung: ,Eine Polynomfunktion f zweiten Grades besitzt eine
Ableitungsfunktion f’ vom Grad 1. Die Ableitung f” dieser Funktion ist konstant und
ungleich Null. Jede Polynomfunktion ersten Grades hat genau eine Nullstelle 2. Diese
Nullstelle ist damit die einzige Extremstelle von f, da f” konstant ist und f”(z) ungleich
Null ist. Daher ist die Aussage wahr.®

Anmerkung. Ausgangsbehauptung sowie Aufgabenstellung und erster proto-
typischer Schiiler*innenbeweis. Eigene Darstellung.

Bei der ersten angefiihrten Darstellung, Hannahs Begriindung, handelt es sich um einen narra-
tiv-deduktiven Beweis zur Anzahl der Extremstellen von Polynomfunktionen zweiten Grades
(Grundey, 2015, S. 71). Grundey (2015, S. 206) betont im Hinblick auf diesen Beweis, dass
dieser oftmals auf der Beweisebene aufgrund fehlender formaler Darstellung abgelehnt wird.
Nur in Verbindung mit der Inhaltsebene kann dieser als korrekt erkannt werden (Grundey, 2015,
S. 206). Im Rahmen der vorliegenden Arbeit fungiert Hannahs Begriindung als eine Art prafor-
maler Beweis nach Blum und Kirsch (1989, 1991), wobei ein graphisch-intuitiver Teil nach

Blum und Kirsch (1991, S. 188) ergéinzt werden konnte.

Bei der zweiten angefiihrten Begriindung von Sonja handelt es sich um einen empirisch-rech-
nerischen Beweis, wobei zwei exemplarische Funktionen im Hinblick auf ihre Extremstellen
rechnerisch untersucht werden. Mit der Begriindung, dass die Funktionen beliebig gewahlt wur-
den, wird eine Verallgemeinerung angestrebt. Grundey (2015, S. 206) hilt dabei fest, dass die
fehlende Allgemeingiiltigkeit bei empirischen Argumentationen von den meisten Lernenden

durchaus kritisiert wird.

Die dritte Begriindung von Robert stellt einen formal-deduktiven Beweis der Existenz einer
einzigen Extremstelle bei Polynomfunktionen zweiten Grades dar (Grundey, 2015, S. 71).
Grundey (2015, S. 206) fiihrt beziiglich dieses Beweises an, dass dieser von den Lernenden
ebenfalls als korrekt identifiziert wurde, wobei auf der Beweisebene mit ausschlie3lichem Be-
zug auf die dullere Form argumentiert wird. Dieses Beweisbeispiel bietet sich im Rahmen der
anschlieenden Diskussion im Plenum insbesondere an, um die Bedeutung entsprechender Vo-

raussetzungen in einem Beweis zu verdeutlichen. Der Beweis wiirde scheitern, wiirde nicht
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vorausgesetzt werden, dass es sich um eine Polynomfunktion zweiten Grades handelt, wobei
der erste Koeffizient a zwingend ungleich null sein muss, da es sich andernfalls nicht um den
Grad 2 handelt. Ohne diese Voraussetzung konnte in weiterer Folge nicht durch den Koeffizien-
ten a dividiert werden und nicht geschlossen werden, dass die zweite Ableitung im gesamten

Definitionsbereich ungleich null sein muss.

Bei der darauffolgenden Begriindung von Paul handelt es sich um einen Autorititsbeweis
(Grundey, 2015, S. 71). Paul versucht die Aussage zur Anzahl der Extremstellen von Polynom-
funktionen zweiten Grades mit Bezug auf eine Behauptung der Lehrperson zu beweisen. Bei
Grundey (2015, S. 190) wird diesbeziiglich festgehalten, dass in simtlichen Kursen und Klassen

dieser Autorititsbeweis abgelehnt wurde.

Im Falle der Begriindung von Aron handelt es sich um einen fehlerhaften formal-deduktiven
Beweis (Grundey, 2015, S. 71-72). Der Fehler liegt dabei in Form eines Zirkelschlusses bei der
Aussage ,,f hat genau einen Extrempunkt, weil f eine Polynomfunktion vom Grad 2 ist.” vor.
Grundey (2015, S. 206) hilt im Hinblick auf diese Begriindung fest, dass mit ausschlieBlichem
Blick auf die Beweisebene diese aufgrund der dulleren Form héufig abgelehnt wird. Nur in
Verbindung mit der Inhaltsebene kann dabei der Zirkelschluss in der Argumentation erkannt
und dieser damit richtig bewertet werden (Grundey, 2015, S. 206-207). Im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit fungiert das Beweisbeispiel dariiber hinaus als exemplarische Darstellung eines
Zirkelschlusses, die es den Lernenden ermdglicht, diesen Argumentationsfehler besser nachzu-

vollziehen.

Die Behauptung von Monika bedient sich der Beweistechnik eines Gegenbeispiels, um zu ver-
deutlichen, dass die Aussage der Existenz einer einzigen Extremstelle bei Polynomfunktionen
zweiten Grades falsch ist (Grundey, 2015, S. 71-72). Die Begriindung ist allerdings fehlerhaft,
da Monika bei der Wahl ihres Gegenbeispiels die Voraussetzung verletzt, indem sie den Koef-
fizienten a einer Polynomfunktion zweiten Grades gleich null setzt und somit eine lineare Funk-
tion erhélt. Grundey (2015, S. 206) hebt dabei hervor, dass auf der Beweisebene das falsche
Gegenbeispiel von den Lernenden erkannt wird. Die erginzende Hervorhebung der Tatsache,
dass der fiihrende Koeffizient gleich null gesetzt wurde, riickt dabei zudem die Inhaltebene in

den Fokus (Grundey, 2015, S. 191).

Im Falle der letzten Begriindung von Johann handelt es sich um eine empirisch-graphische Ar-
gumentation mittels drei Beispielfunktionen (Grundey, 2015, S. 72). Nach Grundey (2015, S.
206) wurde diese Behauptung von den meisten Lernenden auf der Beweisebene aufgrund feh-

lender Allgemeingiiltigkeit abgelehnt. Durch die Betonung, dass zusitzlich, ohne Kenntnisse
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iiber den Verlauf von Polynomfunktionen zweiten Grades, nicht festgestellt werden kann, wie
die Funktion auBlerhalb des Ausschnittes verlduft und ob hier moglicherweise weitere Extrem-
stellen zu finden wéren, wird ein verstarkter Bezug zur Inhaltsebene hergestellt (Grundey, 2015,

S. 191).

Die an die Gruppenarbeit anschlieende gemeinsame Diskussion im Plenum soll dabei insbe-
sondere der Offenlegung der hier genannten Aspekte bei den jeweiligen Behauptungen dienen.
Zu betonen ist zudem, dass die Erarbeitung der prototypischen Schiiler*innenbeweise nicht nur
der von Grundey (2015, S. 187) genannten Sensibilisierung fiir das Thema Beweisen dient,
sondern diese insbesondere als unterstiitzendes Material im Sinne des Coaching, Scaffolding
und Fading im Rahmen der nachfolgenden Interventionsphase als Analogien fiir selbststindige

Beweise herangezogen werden konnen und sollen.
Intervention 4 — Wendestellen von Polynomfunktionen dritten Grades

Im Rahmen der vierten Intervention zur Thematik von Wendestellen bei Polynomfunktionen
dritten Grades stellt, ebenso wie im Zuge der zweiten Intervention, das kognitionspsychologi-
sche Modell schulischen Beweisens von Brunner (2014) die Basis dar. Dieses wird, wie bereits
angeflihrt, um die inhaltlichen Elemente zur Behandlung mathematischer Beweise im Unter-
richt nach Kuntze et al. (2004) ergénzt. Demnach werden die einzelnen Phasen des Modells
von Kuntze et al. (2004) ebenso wie die Stufen des Konzepts nach Brunner (2014) analog zur

zweiten Intervention im Zuge der Beschréinktheit konvergenter Folgen durchlaufen.

Mit Bezug auf den Cognitive Apprenticeship-Ansatz stehen hier die Methoden Coaching, Scaf-
folding und Fading im Vordergrund (Collins et al., 1987, S. 16—17; Scherrmann, 2016, S. 21).
Im Zuge von Gesprichen innerhalb der vorgesehenen Gruppen sowie in einer abschlieenden
Riickschau im Plenum gilt es zudem die Methode der Artikulation und Reflexion anzuregen,
wobei die Lernenden dazu motiviert werden sollen, ihre internen Denkprozesse zu duflern und
zu reflektieren (Collins et al., 1987, S. 16—17; Scherrmann, 2016, S. 25). Dies wird vorrangig
durch wiederkehrende, verbale Aufforderungen durch die Lehrperson angestrebt. Dariiber hin-
aus wird, entsprechend den bereits angefiihrten Interventionen, der Erwerb von doménenspezi-
fischem Wissen und Problemldsestrategien in dieser Interventionsmafinahme berticksichtigt
(Collins et al., 1987, S. 13—15; Scherrmann, 2016, S. 25). Durch die aus der vorangegangenen
Interventionsphase fortbestehende Sozialform der Gruppenarbeit, wird zudem wiederum die
Kooperation als Teil der soziologischen Dimension im Cognitive Apprenticeship gewihrleistet
(Collins et al., 1987, S. 20-23; Scherrmann, 2016, S. 26). Dariiber hinaus spielt auch hier situ-
iertes Lernen im Sinne des Cognitive Apprenticeship eine Rolle (Collins et al., 1987, S. 21).
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Ausgangspunkt dieser Intervention bilden, entsprechend dem Beweisprozess nach Kuntze
(2009, S. 12) und Kuntze et al. (2004, S. 7), die Klarung des Beweisproblems sowie die Bereit-
stellung und das Sammeln notwendiger Voraussetzungen und die Formulierung der Behaup-
tung. Im Sinne der Coaching-Methode wird hier eine gemeinsame Erarbeitung im Rahmen ei-
nes Unterrichtsgesprachs angestrebt. Im Anschluss daran wird in einem ersten Schritt die finale
Behauptung ,,Eine Polynomfunktion dritten Grades besitzt genau eine Wendestelle.* von der

Lehrperson unter Heranziehung der PowerPoint-Présentation offengelegt.

Daran ankniipfend gilt es die Beweisbediirftigkeit der formulierten Aussage zu kldren (Kuntze,
2009, S. 12; Kuntze et al., 2004, S. 7). Wie bereits im Rahmen der zweiten Intervention ist dabei
moglicherweise eine naheliegende graphisch-intuitive Einsicht in das Beweisproblem bei eini-
gen Lernenden gegeben, sodass hier gegebenenfalls von der Lehrperson explizit auf die bereits

angefiihrten Kriterien eines mathematischen Beweises zu verweisen ist.

Ist die Beweisbediirftigkeit einsichtig geworden, gilt es an dieser Stelle entsprechend notwen-
diges Grundwissen flir den Beweis zu sammeln und zur Verfiigung zu stellen bzw. bei den Ler-
nenden zu aktivieren (Kuntze et al., 2004, S. 7). Hier liegt der Fokus weiterhin auf einem Un-
terrichtsgesprich, wobei nach der erfolgten Sammlung notwendigen Grundwissens, entspre-
chende Definitionen und Sétze von der Lehrperson iiber die PowerPoint-Priasentation zur Ver-
fligung gestellt werden. Dabei handelt es sich um die Definition einer Polynomfunktion sowie
die hinreichende Bedingung fiir Wendestellen. Diese finden sich in ausformulierter Form in
Anhang B. Im Allgemeinen sind sdmtliche dieser notwendigen Voraussetzungen den Lernenden

bereits aus dem reguldren Mathematikunterricht bekannt.

Wie bereits im Rahmen der zweiten Intervention, erfolgen die weiteren Schritte des Beweis-
prozesses nach Kuntze et al. (2004, S. 7) im von den Lernenden nachfolgend zu durchlaufenden
Dreischritt des experimentellen, prdformalen und formal-deduktiven Beweises nach Brunner
(2014, S. 71). Eine genaue Beschreibung des Bezugs der einzelnen Phasen auf das Modell von
Brunner (2014) erfolgte bereits in diesem Abschnitt 5.2 der Intervention 2. Im Sinne der
Coaching-Methode im Cognitive Apprenticeship werden die drei Phasen von der Lehrperson

explizit an der Tafel festgehalten und mit Bezug auf die zweite Intervention wiederholt.

Im Zuge des experimentellen Beweises wihlen die Lernenden im Rahmen ihrer Gruppe drei
Beispiele von Polynomfunktionen dritten Grades und untersuchen diese mit digitaler Unterstiit-
zung durch GeoGebra hinsichtlich der Anzahl von Wendestellen. Sollte gegebenenfalls in ein-
zelnen Gruppen weitere Unterstiitzung benotigt werden, wird im Sinne des Scaffolding auf die

Analogie zu Johanns graphisch-empirischer Argumentation im Rahmen der prototypischen
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Schiiler*innenbeweise verwiesen. Ein moglicher experimenteller Beweis in GeoGebra findet

sich in der nachfolgenden Abbildung 5.5.

Abbildung 5.5

Experimenteller Beweis zur Anzahl von Wendestellen
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Anmerkung. Priifung der Anzahl von Wendestellen bei Polynomfunktionen
dritten Grades anhand von drei Beispielfunktionen in GeoGebra. Eigene Dar-
stellung.

Wiederum in derselben Gruppenkonstellation erarbeiten die Lernenden im Anschluss an den
experimentellen Beweis eine priformale Argumentation. Sollten in dieser Phase der Gruppen-
arbeit Unterstiitzungen durch die Lehrperson notwendig werden, kann an dieser Stelle ebenfalls
explizit auf die Analogie der Beweisfithrung zur Begriindung von Hannah im Zuge der proto-
typischen Schiiler*innenbeweise verwiesen werden. Ein mdglicher narrativer Beweis in Anleh-
nung an einen priformalen Beweis findet sich in Anhang B, wobei ein graphisch-intuitiver Teil
nach Blum und Kirsch (1991, S. 188) hier gegebenenfalls ergdnzt werden konnte oder auch fiir
sich alleinstehend mdglich wére. Im Rahmen des narrativen Beweises wird mithilfe der Diffe-
rentialrechnung darauf geschlossen, dass es sich bei der zweiten Ableitung einer Polynomfunk-
tion dritten Grades um eine lineare Funktion handelt. Daraus kann weiter deduktiv geschlossen
werden, dass deren Ableitung wiederum konstant und ungleich null ist. Zudem nutzt der Beweis
die Eigenschaft einer Polynomfunktion ersten Grades, genau eine Nullstelle zu besitzen, welche
damit die einzige mogliche Wendestelle darstellt. Da bereits geschlossen werden konnte, dass
die dritte Ableitung einer Polynomfunktion dritten Grades konstant und ungleich null ist, han-

delt sich nach der hinreichenden Bedingung fiir Wendestellen tatsdchlich um eine Wendestelle.

Im Anschluss an die Konstruktion eines praformalen im Sinne eines narrativen oder graphisch-
intuitiven Beweises sollen die Lernenden in der bestehenden Gruppenkonstellation einen for-
mal-deduktiven Beweis anstreben. Ahnlich wie in den bereits vorangegangenen Phasen kénnen

hier Scaffolding-Maflnahmen getétigt und unter anderem auf die Analogie zu Roberts
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Begriindung im Rahmen der prototypischen Beweisbeispiele verwiesen werden. Die Argumen-
tation erfolgt dabei analog zum beschriebenen narrativen Beweis, wobei im weiteren Schritt
eine algebraisch-symbolische Ebene angestrebt wird. Ausgehend von der allgemeinen Funkti-
onsgleichung einer Polynomfunktion dritten Grades, wird die zweite und dritte Ableitung der
Funktion gebildet. Auf Basis der notwendigen Bedingung fiir Wendestellen wird mittels algeb-
raischer Aquivalenzumformungen eine mogliche Wendestelle ermittelt. Durch Einsetzen in die
dritte Ableitung der Funktion zeigt sich, dass aufgrund der Voraussetzung, dass es sich um eine
Polynomfunktion dritten Grades handelt, wobei der filhrende Koeffizient ungleich null sein
muss, die dritte Ableitung auf dem gesamten Definitionsbereich und damit insbesondere an
dieser Stelle ungleich null ist. Damit ist die hinreichende Bedingung fiir Wendestellen erfiillt
und die Existenz einer einzigen Wendestelle bewiesen. Der entsprechend ausformulierte Beweis

findet sich in Anhang B.

Nach erfolgreichem Durchlaufen aller Phasen bildet eine gemeinsame Riickschau im Plenum
den Abschluss der Intervention, wobel insbesondere, wie zuvor beschrieben, die Methode der
Artikulation interner Denkprozesse sowie die Reflexion des Beweisprozesses im Sinne des
Cognitive Apprenticeship angestrebt werden (Collins et al., 1987, S. 17; Scherrmann, 2016, S.
21, S. 25). Als motivationaler Aspekt ist dabei insbesondere die erfolgreiche eigenstéindige Kon-

struktion von Beweisen durch die Lernenden hervorzuheben.

Intervention 5 — Faktorregel der Differentialrechnung

Die letzte Intervention im Rahmen des Unterrichtskonzepts erfolgt zur Faktorregel der Diffe-
rentialrechnung. Der hier von den Lernenden zu durchlaufende Prozess erfolgt analog zur vo-
rangegangenen Phase, sodass an dieser Stelle auf eine neuerliche detaillierte Ausfiihrung ver-
zichtet wird. Im Sinne des Cognitive Apprenticeship-Ansatzes liegt hier allerdings nun ein stir-
kerer Fokus auf der Scaffolding- und Fading-Methode (Collins et al., 1987, S. 17; Scherrmann,
2016, S. 21). Demnach werden die Unterstlitzungsmalnahmen schrittweise weiter zuriickge-
nommen und das Ziel besteht in dem weitgehend selbststindigen Durchlaufen des Beweispro-

zesses (Collins et al., 1987, S. 17; Scherrmann, 2016, S. 21).

Die Sozialform der Gruppenarbeit wird in der bestehenden Konstellation auch in dieser Phase
beibehalten, um vor iibermiBiger Uberforderung und damit einhergehendem Motivationsver-
lust am Ende der Interventionseinheiten zu schiitzen, insbesondere da die Schiiler*innen den
Beweisprozess weitgehend ohne Unterstiitzung vollziehen sollen. Nach der Klirung des Be-
weisproblems sowie der notwendigen Voraussetzungen liegt der Fokus insbesondere auf der

eigenstindigen Formulierung der Behauptung und damit der Faktorregel (Kuntze, 2009, S. 12;
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Kuntze et al., 2004, S. 7). Die Lernenden kénnen dabei auf bereits im reguldren Unterricht
erworbenes Material zuriickgreifen. Eine mogliche Behauptung wire die Folgende: Es sei g
eine Funktion gegeben durch g(x) =k - f(x) mit k € R. Fiir die Ableitung von g gilt dann
g'(x) = k- f'(x) (Greefrath et al., 2016, S. 167). Es sei an dieser Stelle darauf verwiesen, dass
es sich hierbei um eine didaktisch reduzierte Behauptung handelt, wobei den Lernenden am
Ende des Prozesses der entsprechende fachmathematische Satz ndhergebracht wird, der insbe-
sondere die Differenzierbarkeit der Funktion beriicksichtigt und sich in Anlehnung an Greefrath
et al. (2016, S. 167) in Anhang B wiederfindet. In den einzelnen Gruppen ist im Anschluss

zudem bestenfalls eine Diskussion iiber die Beweisbediirftigkeit der Behauptung anzuregen.

Abbildung 5.6

Experimenteller Beweis der Faktorregel
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Anmerkung. Priifung der Faktorregel anhand der Funktion g(x) = 2x? in Geo-
Gebra. Eigene Darstellung.

Daran ankniipfend sammeln die Lernenden gemeinsam in der Gruppe das notwendige Grund-
wissen, welches sie vermuten fiir den Beweis zu benotigen. Dies sollte insbesondere Wissen
zum Differenzen- und Differentialquotienten sowie deren geometrischen Interpretation und die
Definition einer Ableitungsfunktion abdecken. Die Schiiler*innen verfiigen dabei bereits {iber
diesbeziigliches Material aus vorangegangenen Einheiten im Zuge des reguldren Mathematik-
unterrichts. Entsprechende Definitionen sowie geometrische Interpretationen des Differenzen-

und Differentialquotienten finden sich in Anhang B angefiihrt.

Im Anschluss erarbeiten die Lernenden entsprechend des bereits bekannten Prozesses einen ex-
perimentellen Beweis. Dabei konnen die Ableitungen dreier selbst gewahlter Funktionen sowie
die urspriingliche Funktion unter Zuhilfenahme von GeoGebra graphisch und rechnerisch er-
mittelt werden. Bestenfalls untersuchen die Lernenden bereits hier die Steigung einer Funktion

sowie im Vergleich dazu die Steigung derselben Funktion multipliziert mit einer beliebigen
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Zahl. Entsprechende Anregungen einer derartigen Untersuchung kdnnen dabei von der Lehr-
person im Sinne der Scaffolding-Methode gegebenen werden. Abbildung 5.6 zeigt einen sol-

chen Vergleich der Steigung in GeoGebra.

In Anlehnung an den experimentellen Beweis erarbeiten die Lernenden einen praformalen Be-
weis in der Gruppe, wobei gegebenenfalls, im Sinne einer Scaffolding-Mallnahme, ein Hinweis
auf einen graphisch-intuitiven Beweis in Verbindung mit der geometrischen Interpretation des
Differentialquotienten gegeben werden kann. Einen mdglichen praformalen Beweis im Sinne
einer solchen graphisch-intuitiven Darstellung findet sich in Abbildung 5.7. Dabei wird gra-
phisch veranschaulicht, dass durch die Multiplikation einer Funktion mit einer beliebigen reel-
len Zahl k, die Steigung der Funktion in einem beliebigen Punkt mit dem Faktor k verdndert
wird. Da die Steigung einer Funktion in einem Punkt dem Differentialquotienten in diesem
Punkt entspricht, ergibt sich daraus die Faktorregel, wonach die urspriingliche Steigung im

Sinne der ersten Ableitung mit dem entsprechenden Faktor multipliziert wird.

Abbildung 5.7

Moglicher graphisch-intuitiver Beweis der Faktorregel

a(xg)

9
)

L

Anmerkung. Eigene Darstellung in Anlehnung an Greefrath et al. (2016, S.
168).

Im Anschluss an die Formulierung bzw. Darstellung eines praformalen Beweises der Faktorre-
gel erfolgt in den einzelnen Gruppen ein Gespréch iiber den bisherigen Prozess sowie den kon-
struierten Beweis. Dabei werden wiederum im Sinne des Cognitive Apprenticeship die Artiku-
lation interner Denkprozesse sowie die Reflexion des eigenen Denk- und Beweisvorgangs an-
gestrebt, bevor zur Formulierung eines formal-deduktiven Beweises libergegangen wird (Col-

lins et al., 1987, S. 17; Scherrmann, 2016, S. 21, S. 25).
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Im Rahmen eines formal-deduktiven Beweises kann als Hilfestellung gegebenenfalls der Ver-
weis auf die Definition der ersten Ableitung und damit des Differentialquotienten erfolgen.
Demnach kann, entsprechend der Definition, die Ableitung der Funktion {iber den Differential-
quotienten ausgedriickt werden. In einem weiteren Schritt flieBt die Voraussetzung ein, dass es
sich dabei um eine Funktion g handelt, welche sich aus dem Produkt einer reellen Zahl mit
einer anderen Funktion f zusammensetzt. Wird dies in den Differentialquotienten eingesetzt,
so kann mithilfe der Grenzwertrechenregeln der reelle Faktor vor den Bruch und in weiterer
Folge aus dem Limes herausgezogen werden. Wiederum mit Bezug auf die Definition der Ab-
leitung, kann nun der Differentialquotient der Funktion f als erste Ableitung geschrieben wer-
den. Diese didaktisch reduzierte Formulierung des Beweises beruht auf dem fachmathemati-
schen formal-deduktiven Beweis nach Greefrath et al. (2016, S. 167), welcher sich in Anhang
B findet.

Den Abschluss der Intervention bilden wiederum eine Reflexion und Artikulation des durch-
laufenen Prozesses sowie der internen Denkprozesse im Rahmen eines Unterrichtsgesprichs.
Zudem erfolgen eine abschliefende Darstellung und Zusammenfassung des Beweisprozesses
durch die Lehrperson, wobei sdmtliche Schritte durchlaufen sowie ein mdglicher préaformaler
und formal-deduktiver Beweis vorgestellt werden. Die Prédsentation erfolgt wiederum mittels

digitaler Unterstiitzung durch die PowerPoint-Prasentation, welche den Prozess begleitet.

Da es sich dabei um die letzte Interventionsmaflinahme im Rahmen des vorgelegten Unterrichts-
konzepts handelt, ist an dieser Stelle zudem ein ausklingender Austausch mit den Lernenden
iiber das gesamte durchlaufene Projekt anzustreben. Ziel ist es dabei, einen ersten Eindruck von
den Schiiler*innen zu erhalten sowie den gesamten Prozess gemeinsam zu reflektieren und ge-

gebenenfalls offengebliebene Fragen zu klaren.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass die Lernenden im Zuge des vorgestellten Unterrichts-
konzepts fiir eine angestrebte Weiterentwicklung bestehender mathematik- und insbesondere
beweisbezogener Beliefs im Sinne des Cognitive Apprenticeship-Ansatzes nach Collins et al.
(1987) sowie dem kognitionspsychologischen Modell schulischen Beweisens nach Brunner
(2014) in Verbindung mit dem Beweisprozess nach Kuntze et al. (2004) fiir mathematische
Beweise sensibilisiert werden sollen. Dariiber hinaus dienen die Mafnahmen der Entwicklung
eines im Idealfall tiefergehenden Beweisverstindnisses sowie einer tragefiahigen und erweiter-
ten Beweiskompetenz. An dieser Stelle ist allerdings notwendigerweise explizit darauf zu ver-
weisen, dass im Zuge der vorliegenden Arbeit das vorgestellte Konzept nicht eingehender em-

pirisch gepriift wird. Vorrangiges Ziel der Studie ist die Untersuchung moglicher
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Beliefanderungen auf Basis der vorgestellten Interventionen, sodass zwar eine Reflexion des
geplanten Unterrichtskonzeptes in den abschlieBenden Ausfithrungen dieser Arbeit erfolgt und
damit auch die Wirksamkeit der angefiihrten MaBnahmen diskutiert wird, jedoch nicht der An-
spruch erhoben wird, eine aus didaktischer Perspektive mogliche Idealform zur Behandlung

von Beweisen im Mathematikunterricht vorzulegen.
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6 Durchfiihrung der Studie

Die nachfolgenden Ausfiihrungen zur Durchfithrung der Untersuchungen im Rahmen des Pré-
und Posttests sowie der Interventionseinheiten und der abschlieBenden Follow-up-Interviews
geben einen Einblick in die Rahmenbedingungen der Studie. In diesem Sinne wird die Daten-
erhebung mittels des entwickelten Fragebogens beschrieben, der sowohl fiir die Anfangs- als
auch die Endbefragung nach Abschluss der Interventionsmafinahmen heranzogen wurde. Damit
in Verbindung finden sich Bemerkungen zur Durchfiihrung der zuvor geplanten Interventions-
einheiten. Den Abschluss bilden schlieSlich Anmerkungen zur Durchfithrung der Follow-up-
Interviews mit einzelnen Lernenden. Eine Reflexion des Testinstruments sowie der Interventi-
onsmafinahmen und der ankniipfenden Befragungen findet sich am Ende der vorliegenden Ar-

beit.

6.1 Beschreibung der Datenerhebung und InterventionsmafSinahmen

Die Erhebung der Daten zu mathematik- und beweisbezogenen Belief von Schiiler*innen der
Sekundarstufe II sowie die daran ankniipfenden Interventionsmafinahmen erfolgten in zwei von
drei siebten Klassen der Oberstufe eines Wiener Gymnasiums im 19. Gemeindebezirk. Die
Wahl dieser Schulstufe liegt zum einen im Fokus auf der Sekundarstufe II begriindet, zum an-
deren in der moglichen Durchfithrung im regulidren Mathematikunterricht als Mathematiklehr-
person dieser beiden Klassen. Schiiler*innen, welche an der Anfangserhebung nicht teilnehmen
konnten oder denen es nicht mdglich war, den gesamten Prozess zu durchlaufen, wurden von

der Untersuchung ausgenommen.

Nachdem aufgrund schulinterner Regelungen eine Mathematikschularbeit im ersten Semester
vorgesehen ist, wurde der Beginn der Studie auf einen Zeitpunkt nach dem Abschluss der
schriftlichen Leistung gelegt, um insbesondere zeitliche und schiiler*innenbezogene Ressour-
cen effektiv nutzen zu kdnnen. Insgesamt erfolgte die Erhebung der Daten mittels Anfangs- und
Endbefragung sowie den intervenierenden Einheiten vom 7. bis zum 30. Jdnner 2026. Da der
Préa- und Posttest sowie die Interventionsmaflinahmen in den beiden Klassen getrennt durchge-
fiihrt wurden, erfolgt die Beschreibung jeder Einheit teilweise getrennt fiir beide Gruppen, wo-
bei hervorzuheben ist, dass die Durchfiihrung bis auf zeitliche Unterschiede analog erfolgte.
Aus datenschutzrechtlichen Belangen wird hier in Gruppe A und Gruppe B unterschieden und
nicht die genaue Klassenbezeichnung angegeben. Auf eine Kontrollgruppe musste aufgrund der
Gruppengrofen und zugunsten einer grofleren Stichprobe fiir die Interpretation der Ergebnisse

verzichtet werden.
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6.1.1 Pritest und Interventionseinheit 1

Die Erhebung der mathematik- und beweisbezogenen Beliefs erfolgte in Gruppe A am 7. Janner
2026 und in Gruppe B am 8. Janner 2026. Die teilnehmenden Schiiler*innen wurden zu Beginn
der 50-miniitigen Einheit miindlich iiber die geplante Studie sowie die Vorgehensweise fiir die
ndchsten Einheiten informiert. Daran ankniipfend wurden die teilnehmenden Personen gebeten
sich in alphabetischer Reihenfolge im Klassenraum zu positionieren. Dies unterstiitzte zum ei-
nen die Verteilung der Fragebogen, welche mit den entsprechenden Codes von A1 bis A15 bzw.
B1 bis B15 versehen wurden. Zum anderen wurde so eine Durchmischung des iiblichen Klas-
sensettings arrangiert und die Wahrscheinlichkeit fiir den Erhalt individueller Ergebnisse bei
den Testungen erhoht. Der Paper-Pencil-Fragebogen wurde anschlieBend an die Proband*innen

verteilt und ausgefiillt.

Nachdem alle Fragebdgen durch die leitende Person eingesammelt wurden, erfolgte die Input-
phase zum Thema ,,Was versteht man unter Beweisen in der Mathematik?*. Diese fand in Form
eines Vortrags durch die Leiterin statt und wurde durch eine PowerPoint-Prisentation visuell
unterstiitzt. Vertiefende und Verstdndnisfragen durch die Lernenden wurden dabei gestattet und
beantwortet. Die erste Einheit schloss in beiden Gruppen mit Ausfithrungen zu drei Beweisfor-
men, wobei die beispielhaften Darstellungen der zwei indirekten Beweise und des Induktions-

beweises hier aufgrund zeitlicher Ressourcen nicht mehr stattfanden.

6.1.2 Interventionseinheit 2

Die zweite Interventionseinheit erfolgte sowohl fiir Gruppe A als auch fiir Gruppe B in der
darauffolgenden Unterrichtsstunde am 12. Janner 2026. Beginnend mit einer Wiederholung des
Inputs aus der vorangegangenen Einheit, wurden die Beispiele fiir indirekte Beweise und der
Induktionsbeweis wiederum mit visueller Unterstiitzung der PowerPoint-Prasentation durch die
Studienleiterin vorgestellt. Zudem erfolgte in diesem Rahmen ein Austausch mit einzelnen Teil-
nehmer*innen beziiglich Fragen zum Input. Wéhrend fiir Gruppe B die Thematisierung dieser
beispielhaften Beweise die gesamte Einheit von 50 Minuten in Anspruch nahm, konnte in
Gruppe A das erste groBBe Beweisthema zur Beschrianktheit konvergenter Folgen eingefiihrt

werden.

Hierfiir wurde die entsprechende Aussage ,,Jede konvergente Folge ist beschrinkt.* wiederum
mittels Prisentation an die Wand projiziert. Im Sinne des Cognitive Apprenticeship-Ansatzes
erfolgte hier die Methode des Modelling. Die Studienleiterin trat als Expertin im Beweisprozess
auf und fiihrte diesen vor den Lernenden vor. In einem ersten Schritt wurden dabei die gegebe-

nen Voraussetzungen gekldrt. Schiiler*innenmeldungen wurden hierbei zugelassen. Daran
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ankntipfend erfolgte die Diskussion der Beweisbediirftigkeit im Austausch mit der Gruppe, wo-
bei insbesondere von der Leiterin auf den vorangegangenen Input verwiesen wurde. Es stellte
sich zudem heraus, dass die intuitive Akzeptanz der Aussage von Beginn an in beiden Gruppen
nicht gegeben war, was die Beweisbediirftigkeit hervorhob. Darauf autbauend erfolgte entspre-
chend dem Beweisprozess die Bereitstellung entsprechenden Grundwissens bzw. der Aktivie-
rung desselben bei den Lernenden. Dies erfolgte wiederum durch Projizierung mittels Power-
Point-Présentation. Als eine Art ,,sich selbst erkldirender Monolog* betrachtete die Leiterin das
fiir das Beweisproblem notwendige Grundwissen, wobei auf diverse Fragen eingegangen

wurde.

Im Rahmen der Phase des experimentellen Beweises wurden durch die Studienleiterin die zuvor
gewdhlten drei Beispiele konvergenter Folgen mittels GeoGebra dargestellt. Dabei wurde der
Verlauf der Folgen nédher untersucht, indem mogliche Schranken festgelegt und der Grenzwert
graphisch eruiert wurde. Neben der graphischen Veranschaulichung erfolgte zudem die Priifung
der Konvergenz mittels dem Computeralgebrasystem von GeoGebra. Nachdem die Teilneh-
mer*innen eine intuitive Einsicht in die Behauptung erlangt hatten, konnte diese Phase abge-

schlossen werden.

6.1.3 Interventionseinheit 3

Die dritte Einheit fand fiir Gruppe A am 14. Janner und fiir Gruppe B am 15. Janner statt. In
diesem Rahmen wurde fiir den Wiedereinstieg in die Thematik der experimentelle Beweis bei
Gruppe A wiederholt, ebenso wie das bereits dargelegte Grundwissen. Daran ankniipfend er-
folgte die Phase des praformalen Beweises, wobei die Studienleiterin weiterhin im Rahmen der
Modelling-Methode im Sinne des Cognitive Apprenticeship agierte. Die Darstellung des préfor-
malen Beweises erfolgte schrittweise an einer Kreidetafel. Damit wihrend der Beweisfiihrung
auf das entsprechende Grundwissen und damit einhergehend verwendete Definitionen und
Sitze zuriickgegriffen werden konnte, wurde die Prédsentation als unterstiitzendes Tool heran-
gezogen. Die schrittweise Erarbeitung wurde dabei durchwegs von der Leiterin unter Verweis
auf ihre eigenen internen Denkprozesse beim Beweisen kommentiert. Auf gleiche Weise wurde
daran ankniipfend der formale Beweis zur Beschrianktheit konvergenter Folgen von der Stu-
dienleiterin dargelegt. Dariiber hinaus wurde die Frage der Umkehrung der Behauptung in den
Raum gestellt und auf das entsprechend vorbereitete Gegenbeispiel einer alternierenden Folge
hingewiesen. Der Graph der Folge wurde zudem an der Tafel skizziert. Am Ende der Interven-
tionseinheit erfolgte eine Riickfrage an die teilnehmenden Personen zum durchlaufenen Pro-

ZCSS.
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Fiir Gruppe B bestand diese Interventionseinheit aus der zuvor beschriebenen Einfithrung in
das erste Beweisproblem sowie die genannte Phase des experimentellen und priformalen Be-
weises. Die jeweiligen Phasen erfolgten dabei analog zur anderen Gruppe, jedoch wurde der
priformale Beweis fotografiert, um zur Wiederholung in der darauffolgenden Einheit sicheren

Zugriff darauf zu haben.

6.1.4 Interventionseinheit 4

Am 15. Janner 2026 fand die vierte Interventionseinheit der Gruppe A statt. Hier erfolgte die
Erarbeitung des Arbeitsblattes zu den prototypischen Schiiler*innenbeweisen zur Extremstelle
einer Polynomfunktion zweites Grades. Zur Bearbeitung wurden Gruppen von drei bis vier
Schiiler*innen gebildet, wobei die Einteilung nach dem Alphabet erfolgte. Die Gruppenzusam-
mensetzungen blieben dabei fiir den gesamten weiteren Prozess bestehen. Die Ergebnisse der
einzelnen Gruppierungen wurden im Anschluss gemeinsam im Plenum besprochen und reflek-
tiert, wobei wiederum als unterstiitzende MaBBnahme die einzelnen Schiiler*innenbeweise digi-
tal projiziert wurden. Im Anschluss erfolgte die Hinfiihrung zum zweiten groflen Beweisprob-
lem tiber Wendestellen von Polynomfunktionen dritten Grades. Dabei wurden erneut die ersten
Phasen des Beweisprozesses im Plenum gemeinsam durchlaufen. Ab diesem Zeitpunkt iiber-
nahm die Studienleitern die Rolle des Coaching, Scaffolding und Fading im Sinne des Cogni-
tive Apprenticeship. Das notwendige Grundwissen wurde in diesem Rahmen noch von der Lei-
terin erneut mittels PowerPoint-Priasentation zur Verfiigung gestellt, wobei zuvor unter mog-
lichst geringer Anleitung die Voraussetzungen gesammelt, die Beweisbediirftigkeit diskutiert

und nétiges Hintergrundwissen erhoben wurde.

In Gruppe B erfolgte die vierte Interventionseinheit am 19. Janner 2026. Hier wurde der prafor-
male Beweis aus der vorangegangenen Einheit erneut projiziert und wiederholt. Die Erarbei-
tung des formalen Beweises zum ersten Beweisproblem erfolgte dabei analog zur Gruppe A.
Daran ankniipfend wurden auch hier die prototypischen Schiiler*innenbeweise in Kleingruppen
erarbeitet und anschlieBend im Plenum diskutiert und reflektiert. Die Hinfiihrung zur zweiten

Beweisthematik erfolgte in dieser Gruppe erst in der darauffolgenden Einheit.

6.1.5 Interventionseinheit S

Die fiinfte Interventionseinheit vollzog sich fiir die Gruppe A am 19. Janner 2026. Dabei wurde
in kleinem Rahmen das zugrundeliegende Beweisproblem sowie das dafiir notwendige Grund-
wissen wiederholt. Im Zuge der Gruppenerarbeitungen eines experimentellen, praformalen und
formalen Beweises fiir die Aussage zur Wendestelle einer Polynomfunktion dritten Grades wur-

den je nach Wiinschen der einzelnen Gruppen sowie auf Initiative der Leiterin weiterfiihrende
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Hinweise gegeben und insbesondere auf die Analogien in den prototypischen Beweisen des
Arbeitsblattes verwiesen. Die experimentellen Beweise wurden mittels digitaler Unterstiitzung
durch GeoGebra durchgefiihrt, der praformale und formale Beweis handschriftlich dokumen-
tiert. Nach jeder der Beweisphasen erfolgte zudem ein kurzer Austausch und eine Reflexion

iiber die Erarbeitung gemeinsam mit der Leiterin in den jeweiligen Kleingruppen.

Im Rahmen dieser Einheit konnte bei der Gruppe B am 20. Janner 2026 nach der Einfiihrung
in das Beweisproblem im Sinne der oben beschriebenen Vorgehensweise auch hier mit den
Gruppenarbeiten gestartet werden. Am Abschluss dieser Einheit lagen auch hier bereits formale

Bewelise vor.

6.1.6 Interventionseinheit 6

Die sechste Interventionseinheit gestaltete sich nun fiir beide Gruppen gleich, wobei diese fiir
Gruppe A am 21. Janner und Gruppe B am 22. Janner erfolgte. Insbesondere im Sinne der Fa-
ding-Methode gab die Leiterin hier nur Hinweise in Féllen, wo dies fiir den weiteren Beweis-
prozess notwendig wurde. Das dritte Beweisproblem, die Faktorregel, wurde wiederum digital
projiziert und es erfolgte ein Hinweis auf die Vorgehensweise zuerst eine entsprechende Be-
hauptung zu formulieren und dann erneut den bereits zweimal durchlaufenen Dreischritt zu
durchlaufen. Einen Verweis gab es diesbeziiglich zum Finden des notwendigen Materials in den

Unterlagen des Mathematikunterrichts.

In Rahmen der vorangegangenen Gruppenkonstellationen stellten die Teilnehmer*innen eine
entsprechende Behauptung auf und fiihrten unter Zuhilfenahme von GeoGebra einen experi-
mentellen Beweis durch. Der Prozess wurde zudem beim Abschluss der Einheit im Unterrichts-

gespréch reflektiert.

6.1.7 Interventionseinheit 7

Die letzte Interventionseinheit fand fiir Gruppe A am 22. Janner und fiir Gruppe B am 27. Janner
statt. In diesem Rahmen wurde in den bestehenden Gruppenkonstellationen an einem préfor-
malen und formalen Beweis der Kettenregel gearbeitet. Die Notation der Ergebnisse erfolgte
erneut handschriftlich. Im Sinne der Fading-Methode wurden hier lediglich individuelle Hin-
weise gegeben. Eine Reflexion und Nachbesprechung des vollzogenen Beweisprozesses er-
folgte erst am Ende der Einheit, wobei wiederum individuelle Reflexionen in den einzelnen

Kleingruppen angestof3en wurden.

6.1.8 Posttest und Reflexion
Der Posttest sowie eine Reflexion iiber die vorangegangenen Interventionseinheiten erfolgten

fiir Gruppe A am 28. Janner 2026, fiir Teile der Gruppe B am 29. Jénner und die iibrigen
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Personen der Gruppe B am 30. Janner 2026. Die Reflexion fand dabei im Unterrichtsgesprich
statt und wurde verbal vollzogen. Dabei wurde ein erster Eindruck iiber die Durchfiihrung der

Studie erhoben. Fiir den Posttest erfolgte erneut die Verteilung nach dem Alphabet.

6.2 Follow-up-Interview

Um einen tiefergehenden Einblick in die Ergebnisse der Pra-Post-Untersuchung zu erhalten und
damit im Weiteren insbesondere den individuellen Prozess hinter nachgewiesenen oder auch
ausgebliebenen Beliefanderungen zugénglicher zu machen, erfolgen im Anschluss an die Inter-
ventionseinheiten sowie die Fragebogenerhebung insgesamt fiinf Follow-up-Interviews im
Sinne einer ankniipfenden qualitativen Untersuchung. Die Auswahl der Proband*innen erfolgt
in Anlehnung an das Prinzip einer theoretischen Strichprobenziehung und wird in den Abschnit-

ten 5.2 und 5.3.2 ndher beschrieben.

Die Durchfiihrung der Interviews im Sinne von Einzelfallanalysen erfolgte 18 Tage nach Ab-
schluss der Posttestung vom 17. bis zum 19. Februar 2026. Alle Gesprache wurden dabei wéh-
rend der Unterrichtszeit gefiihrt, wobei die Teilnehmer*innen dafiir vom Unterricht befreit wur-
den. Jedes Interview fand in einem verglasten Raum im Schulgebédude selbst statt und wurde
unter Bezug auf den zuvor entwickelten Interviewleitfaden sowie den jeweiligen Pri- und Post-
fragebogen durchgefiihrt. Die entsprechenden individuellen Leitfinden finden sich fiir jeden
Fall in Anhang C. Nachfolgend wird daher nur kurz auf die Uhrzeit und Dauer sowie besondere

Vorkommnisse wéhrend der jeweiligen Interviews eingegangen.

Das erste Interview erfolgte mit Fall A13 am 17. Februar 2026 um 9:14 Uhr. Das Interview
dauerte insgesamt 10 Minuten und 31 Sekunden und fokussierte vorrangig auf bereits beste-

hende positive Beliefs sowie leichte Veranderungen im Pra-Post-Vergleich.

Am selben Tag fand zudem das zweite Interview mit Fall A1 um 10:18 Uhr statt. Dieses hatte
eine Dauer von 14 Minuten und 50 Sekunden und legte insbesondere einen Fokus auf ausblei-

bende Effekte sowie unproduktive Verdnderungen.

Zwei weitere Interviews fanden am Tag darauf, den 18. Februar 2026, statt. Das erste Gespréich
erfolgte um 11:16 Uhr mit einer Dauer von 18 Minuten und 26 Sekunden und fokussierte ins-
besondere auf vorliegende Verdnderungen, welche bei einigen weiteren Proband*innen gege-
benen waren. Direkt im Anschluss, um 11:39 Uhr, fand das vierte Interview mit einer Dauer
von 14 Minuten und 16 Sekunden statt. Im Zentrum standen dabei tendenziell unproduktive
Beliefs fiir mathematisches Beweisen, welche sich in eine teils positive und teils negative Rich-

tung entwickelt hatten. Die Verdnderungen waren hier allerdings tendenziell gering.
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Das letzte Interview erfolgte einen Tag spéter am 19. Februar 2026 um 9:20 Uhr und war mit
einer Dauer von 26 Minuten und 25 Sekunden das lingste Gespriach. Im Fokus stand dabei
insbesondere eine starke Verdnderung in Richtung tendenziell produktiver Beliefs, welche in
den Fragebogenuntersuchungen identifiziert wurde. Da derartige Beliefanderungen im Zentrum
der vorliegenden Arbeit stehen, hatte dieser Leitfanden mit insgesamt zehn Fragen den grof3ten

Umfang, was zudem die Dauer des Interviews begriindet.

Die qualitativen Ergebnisse der Einzelfallinterviews sowie die Daten der quantitativen Frage-
bogenuntersuchung der einzelnen Fille finden sich in der nachfolgenden Darstellung der Er-

gebnisse in Abschnitt 7.4.
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7 Ergebnisse

Die nachfolgenden Ausfiihrungen umfassen die Darstellung der quantitativen und qualitativen
Ergebnisse der empirischen Untersuchung. Dabei wird einfiihrend die Stichprobe néher charak-
terisiert (7.1), um die entsprechenden Befunde im Kontext einordnen zu kénnen. Daran ankniip-
fend findet sich die Beschreibung der quantitativen Ergebnisse aus dem Prétest (7.2), welche
sowohl deskriptive als auch inferenzstatistische Befunde umfasst. Diese Darstellung bietet ei-
nen Einblick in die bei den Schiiler*innen vorliegenden mathematik- und beweisbezogenen
Beliefs vor den entsprechenden Interventionseinheiten. AnschlieBend erfolgt eine Gegeniiber-
stellung der Ergebnisse aus dem Pri- und Posttest (7.3), um Verdnderungen und Kontinuitdten
sichtbar zu machen. Die entsprechenden Befunde werden durch qualitative Resultate aus fiinf

Follow-up-Interviews erginzt (7.4).

7.1 Charakteristika der Stichprobe

Im Rahmen der empirischen Untersuchung der vorliegenden Arbeit wurden zwei Klassen der
11. Schulstufe einer allgemeinbildenden hoheren Schule im 19. Wiener Gemeindebezirk aus-
gewihlt. Die Wahl ist mit der eigenen Unterrichtstitigkeit im Fach Mathematik in diesen beiden
Klassen begriindet. Insgesamt umfassen die beiden Schulklassen 31 Schiiler*innen, wovon auf-
grund von linger andauernder Abwesenheit 25 Lernende an der Studie teilnahmen. Die nach-
folgenden Ausfiihrungen dienen der spezifischeren Charakterisierung der Stichprobe, um die

aus der Testung resultierenden Ergebnisse entsprechend interpretieren zu konnen.

Abbildung 7.1
Geschlechterspezifische Verteilung der Teilnehmenden (in %)

100 +
80 A

60 A

Haufigkeit (in %)

20 A

weiblich ménnlich divers

Geschlecht

Anmerkung. Eigene Darstellung.

Wie in Abbildung 7.1 ersichtlich wird, identifizieren sich im Hinblick auf die geschlechterspe-

zifische Verteilung der teilnehmenden Personen 17 der insgesamt 25 Lernenden als weiblich.
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Dies entspricht mit 68 % etwa zwei Drittel der gesamten Stichprobe. Die iibrigen 8 Personen
und damit 32 % der Teilnehmenden ordnen sich dem ménnlichen Geschlecht zu. Keine der
teilnehmenden Personen versteht sich als divers. Die entsprechenden absoluten Haufigkeiten

finden sich in Tabelle D1 in Anhang D.

Hinsichtlich der Verteilung der Jahresnoten im Unterrichtfach Mathematik zeigt sich in Abbil-
dung 7.2 eine Mehrheit von 44 % der Teilnehmenden mit einem ,,Befriedigend* in der Beurtei-
lung. Zudem ist je ein prozentueller Anteil von 16 % mit einer Bewertung der Note ,,Gut* bzw.
,»Geniigend* im Jahreszeugnis festzustellen. Dariiber hinaus weisen insgesamt 24 % der Teil-
nehmenden die Note ,,Sehr gut* und keine Person die Note ,,Nicht geniigend* im letzten Jah-

reszeugnis auf. Tabelle D2 in Anhang D zeigt die diesbeziiglichen absoluten Haufigkeiten.

Abbildung 7.2

Notenverteilung im Unterrichtsfach Mathematik (in %)

100
80 -
60 -
40 1
20 1 I

[l [l
0

Sehr gut Gut Befriedigend Gentigend Nicht gentigend

Haufigkeit (in %)

Mathematiknote im Jahreszeugnis

Anmerkung. Die Beurteilung im letzten Jahreszeugnis erfolgt mit Sehr gut
(1), Gut (2), Befriedigend (3), Geniigend (4), Nicht geniigend (5). Eigene
Darstellung.

Dartiber hinaus zeigt Abbildung 7.3, dass eine liberwiegende Mehrheit von 80 % der Pro-
band*innen angibt, Themen aus dem Gebiet der Analysis wie Funktionen, Grenzwerte und die
Differentialrechnung gut oder teilweise zu verstehen. Spezifischer gehen 10 Personen von ei-
nem guten bzw. teilweisen Verstdndnis aus. Die diesbeziiglichen absoluten Haufigkeiten finden
sich in Tabelle D3 in Anhang D. Von insgesamt 25 Personen geben 12 % der Teilnehmenden
an, dass sie Themen aus dem Bereich der Analysis sehr gut verstehen. Lediglich eine Person
bezeichnet das personliche Verstidndnis als eher nicht gut. Dies entspricht 4 % der gesamten

Strichprobe. Dariiber hinaus wurde in einem Fall keine Angabe gemacht.
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Abbildung 7.3

Verstindnisverteilung der Themen der Analysis (in %)

eher nicht gut h

teilweise

sehr gut

Verstandnis von Themen aus der Analysis

0 20 40 60 80 100
Haufigkeit (in %)

Anmerkung. Die Bewertung des individuellen Verstdndnisses der Themen aus
der Analysis erfolgt in einer Skala von ,,sehr gut, ,,gut”, , teilweise® bis ,,cher
nicht gut®. Eigene Darstellung.

Im Hinblick auf die Haufigkeit der Thematisierung von mathematischen Beweisen im Unter-
richt zeigt Abbildung 7.4, dass mit 60 % mehr als die Hilfte der Testpersonen angibt, dass im
Unterricht bereits hin und wieder {iber Beweise gesprochen wurde. Insgesamt 28 % und damit
beinahe ein Drittel der Proband*innen hilt fest, dass Beweise so gut wie nie im Unterricht the-
matisiert wurden. Lediglich 12 % und damit 3 der 25 Teilnehmenden geben an, dass Beweise
sehr oft Gegenstand des bisherigen Mathematikunterrichts wurden. Detaillierte Daten finden

sich in Tabelle D4 in Anhang D.

Abbildung 7.4

Verteilung der Thematisierung von Beweisen im Unterricht (in %)

nein, so gut wie nie

Thema Beweise und Beweisen im
Unterricht
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Ja i und wieder _
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Anmerkung. Die Angabe der expliziten Thematisierung von Beweisen im Un-
terricht erfolgt in einer Skala von ,,ja, sehr oft“, ,,ja, hin und wieder* bis ,,nein,
so gut wie nie“. Eigene Darstellung.

Hinsichtlich der Teilnahme am Wahlpflichtfach Mathematik zusétzlich zum reguldren Unter-

richt zeigt Abbildung 7.5, dass mit 80 % mehr als drei Viertel der Testpersonen den
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Wahlpflichtgegenstand Mathematik nicht besuchen. Insgesamt 20 % der Studienteilnehmer*in-
nen nehmen an diesem zusitzlich zum reguldren Unterricht teil. Dies entspricht 5 Personen in

der gesamten Stichprobe.

Abbildung 7.5
Verteilung der Teilnahme am Wahlpflichtfach Mathematik (in %)

" _

jﬂ-
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Haufigkeit (in %)

Besuch des Wahlpflichtfachs Mathematik

Anmerkung. Eigene Darstellung.

Zusammenfassend zeigt sich, dass sich ein liberwiegender Teil der Stichprobe als weiblich iden-
tifiziert und sich im mittleren Leistungsfeld mit der Beurteilung ,,Befriedigend* in Mathematik
im Jahreszeugnis bewegt. Das spiegelt sich dariiber hinaus in dem individuellen Verstindnis
der Lernenden von Themen aus dem Bereich der Analysis wider, welches von einer groflen
Mehrheit als gut bzw. teilweise vorhanden charakterisiert wird. Ein Blick auf die Haufigkeit
der expliziten Thematisierung von Beweisen gibt zudem Aufschluss dariiber, dass diese bisher
tendenziell hin und wieder bzw. so gut wie nie im Mathematikunterricht erfolgte. Eine deutliche
Minderheit besucht dariiber hinaus zusétzlich zum reguldren Unterricht den Wahlpflichtgegen-
stand Mathematik. Die hier dargestellte Charakterisierung der Stichprobe dient im Weiteren der

Interpretation der nachfolgenden quantitativen und qualitativen Ergebnisse der Studie.

7.2 Pratest

Die Ergebnisse aus dem Pritest sollen nachfolgend insbesondere explizit hervorgehoben wer-
den, um einen detaillierteren Einblick in die vor den Interventionen bestehenden Beliefs von
Lernenden zu mathematischen Beweisen und der Mathematik zu erméglichen. Ergénzend zu
den deskriptiven Ergebnissen des Anfangsfragebogens finden sich zudem inferenzstatistische
Befunde in Bezug auf zusitzlich erhobene Merkmale und Zusammenhinge zwischen mathe-
matik- sowie beweisbezogenen Beliefs. Die Darstellung erfolgt dabei insbesondere im Hinblick

auf die in Abschnitt 5.3.1 entwickelten Kategorien.
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7.2.1 Deskriptive Ergebnisse

Im Zuge der ersten Kategorie zu einer statischen Sichtweise wurde je ein Item in Bezug auf die
Mathematik im Allgemeinen und das Beweisen im Spezifischen getestet. Dabei handelt es sich
um das Item B1 ,,Mathematik besteht aus dem korrekten Anwenden von Regeln und Gesetzen,
die prazise und streng befolgt werden miissen.* und C1 ,,Ein Beweis hat die Aufgabe, die Wahr-
heit einer Aussage zu bestétigen.* Die Aussagen sollten je mit einem Zustimmungswert von 1
(stimme ich gar nicht zu) bis 5 (stimme ich voll zu) bewertet werden. Die Ergebnisse in Tabelle
7.1 zeigen einen Mittelwert bei Item B1 von 4.32 sowie eine Standardabweichung von 0.63.
Mit 52 % wihlt dabei ungefahr die Hélfte der teilnehmenden Personen den Wert 4 auf der Zu-
stimmungsskala. Dartiber hinaus wird der Wert 1 und 2 auf der Skala von keiner Person ange-
geben. Entsprechende Haufigkeiten und Prozente finden sich in Tabelle D10 in Anhang D. Eine
insgesamt dhnliche Zustimmung findet sich bei Item C2 mit einem Mittelwert von 4.36 und
einer Standardabweichung von 0.86. Mit 56 % stimmt bei diesem Item mehr als die Hélfte der

Teilnehmer*innen voll zu, wie in Tabelle D10 in Anhang D ersichtlich.

Tabelle 7.1

Deskriptive Statistik — Kategorie 1A4: Statische Sichtweise

Bl Pre Cl_Pre
Giiltig 25 25
Mittelwert 432 4.36
Standardabweichung 0.63 0.86
Minimum 3 2
Maximum 5 5

Anmerkung. Item B1: , Mathematik besteht aus dem korrekten Anwenden von Regeln und Gesetzen, die prizise
und streng befolgt werden miissen.”; Item C1: ,,Ein Beweis hat die Aufgabe, die Wahrheit einer Aussage zu besti-
tigen.” Eigene Darstellung.

Die zweite Kategorie ist ebenfalls stark an einer statischen Sichtweise orientiert und untersucht
Items im Hinblick auf ein formales Beweiskonzept. Dabei wurde die Zustimmung zu Item C4
,Beweise helfen dabei, verschiedene mathematische Konzepte in einen grofleren Zusammen-
hang zu stellen.” sowie Item D5 ,,Beim Beweisen ist es wichtig, die Definitionen aller fiir den
Beweis notwendigen Begriffe genau zu kennen.” von 1 (stimme ich gar nicht zu) bis 5 (stimme
ich voll zu) gemessen. Die Ergebnisse zeigen bei Item C4 einen Mittelwert von 3.60 sowie bei
Item D5 einen Mittelwert von 4.40 und demnach eine etwas hohere Zustimmung bei dem zwei-
ten Item. Entsprechende weitere Informationen finden sich in Tabelle 7.2. Mit 44 % wihlt der
grofite Anteil der Stichprobe bei Item C4 den Wert 4 auf der Zustimmungsskala. Keine Person
stimmt der Aussage gar nicht zu. Dies trifft auch auf das Item D5 zu, wobei hier mit 60 % eine
Mehrheit der Teilnehmer*innen der Aussagen voll zustimmt. Die genauen Héufigkeiten und

Prozente der beiden Items finden sich wiederum in Tabelle D10 in Anhang D.
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Tabelle 7.2

Deskriptive Statistik — Kategorie 1B: Formales Beweiskonzept

C4 Pre D5 Pre
Giiltig 25 25
Mittelwert 3.60 4.40
Standardabweichung 0.96 0.87
Minimum 2 2
Maximum 5 5

Anmerkung. Item C4: ,Beweise helfen dabei, verschiedene mathematische Konzepte in einen groferen Zusam-
menhang zu stellen.”; Item D5: ,,Beim Beweisen ist es wichtig, die Definitionen aller fiir den Beweis notwendigen
Begriffe genau zu kennen.“ Eigene Darstellung.

Im Zuge einer dynamischen Sichtweise auf die Mathematik und mathematisches Beweisen
wurden die beiden Items B2 , Mathematik hilft dabei Probleme zu 16sen und lebt von neuen
Ideen.* sowie C2 ,,Ein Beweis erkldrt, warum eine mathematische Aussage gilt.”“ gemessen.
Dabei zeigt sich eine Differenz der Mittelwerte, die fast bei einem Wert von 1 liegt. Tabelle 7.3
offenbart dabei einen Mittelwert von 3.96 sowie eine Standardabweichung von 0.89 bei Item
B2 sowie einen Mittelwert von 4.84 und eine Standardabweichung von 0.37 bei Item C2. Mit
36 % stimmt der grofite Anteil der Stichprobe der Aussage in Item B2 mit einem Wert 4 auf der
Zustimmungsskala zu. Bei Item C2 hingegen stimmen 84 % der Aussage voll zu, 16 % der
Teilnehmenden mit einem Wert von 4. Keine Person wihlt bei diesem Item einen Zustimmungs-

wert von 1 bis 3. Entsprechende Ergebnisse finden sich in Tabelle D10 in Anhang D.

Tabelle 7.3

Deskriptive Statistik — Kategorie 1C: Dynamische Sichtweise

B2 Pre C2 Pre
Giiltig 25 25
Mittelwert 3.96 4.84
Standardabweichung 0.89 0.37
Minimum 2 4
Maximum 5 5

Anmerkung. Item B2: , Mathematik hilft dabei Probleme zu 16sen und lebt von neuen Ideen.; Item C2: ,,Ein Be-
weis erklart, warum eine mathematische Aussage gilt.” Eigene Darstellung.

Verbunden mit einer dynamischen Sichtweise auf die Mathematik sowie mathematisches Be-
weisen ist zudem die Kategorie zu einem Verstindnis von Beweisen als Entdecken und Explo-
rieren. Insgesamt wurden hier fiinf Items gemessen. Wie in Tabelle 7.4 ersichtlich, zeigt sich
bei Item C3 ,,Durch das Beweisen lernt man allgemeine Methoden, um mathematische Prob-
leme zu l6sen.* ein Mittelwert von 3.60 sowie eine Standardabweichung von 0.82. Im Vergleich
weist dieses Item in der Kategorie den niedrigsten Zustimmungsmittelwert auf. Mit 44 %
stimmt beinahe die Hilfte der Lernenden hier mit einem Wert 4 zu. Ahnliche Werte weisen die
beiden Items D1 ,,Der erste Schritt beim Beweisen liegt darin, eine intuitive Idee zu entwickeln,

warum eine Aussage wahr sein konnte.“ mit einem Mittelwert von 4.04 und einer
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Standardabweichung von 0.84 sowie Item D2 ,,Beim Beweisen ist es hilfreich, spezifische Bei-
spiele zu probieren, um ein Muster zu erkennen.* mit einem Mittelwert von 4.08 und einer
Standardabweichung von 0.91 auf. Item D1 stimmt dabei mit 44 % der grofite Anteil der Stich-
probe mit einem Wert 4 zu, wohingegen lediglich eine Person Wert 2 wihlt und keiner der
Lernenden gar nicht zustimmt. Item D2 zeigt dahingegen, dass mit 56 % mehr als die Hélfte
der Teilnehmenden mit einem Wert 4 auf der Zustimmungsskala zustimmt. Keine Person wihlt
hier einen Wert von 1 oder 3. Insgesamt 12 % und damit 3 der 25 Personen entscheiden sich
allerdings fiir einen Zustimmungswert von 2. Entsprechende weitere Daten zu den Haufigkei-
ten und Prozenten finden sich in Tabelle D10 in Anhang D. Den hochsten Mittelwert innerhalb
der Kategorie erreicht mit 4.24 und einer Standardabweichung von 0.78 Item D3 ,,Ein Beweis
entsteht oftmals durch Ausprobieren und Verwerfen von Ansitzen.” Wie aus Tabelle 7.4 anhand
des Minimums ersichtlich wird, wihlt hier keine Person einen Zustimmungswert von 1 oder 2.
Mit insgesamt 44 % stimmt der grofte Anteil der Stichprobe der Aussage voll zu, wie in Tabelle
D10 in Anhang D einsehbar ist. Dahingegen findet sich bei Item D4 ,,Das Finden eines Gegen-
beispiels ist ein wichtiger Teil des Beweisprozesses.* ein Spektrum von Personen, die der Aus-
sage gar nicht bzw. voll zustimmen. Mit 40 % zeigt sich dabei allerdings, dass eine Vielzahl der
Teilnehmenden der Aussage voll und lediglich eine Person gar nicht zustimmt. Entsprechende

Werte sind wiederum aus Tabelle D10 in Anhang D zu entnehmen.

Tabelle 7.4
Deskriptive Statistik — Kategorie 1D: Beweisen als Entdecken/Explorieren

C3 Pre D1 Pre D2 Pre D3 Pre D4 Pre
Giiltig 25 25 25 25 25
Mittelwert 3.60 4.04 4.08 4.24 3.80
Standardabweichung 0.82 0.84 0.91 0.78 1.23
Minimum 2 2 2 3 1
Maximum 5 5 5 5 5

Anmerkung. Ttem C3: ,,Durch das Beweisen lernt man allgemeine Methoden, um mathematische Probleme zu
16sen.; Item D1: ,,Der erste Schritt beim Beweisen liegt darin, eine intuitive Idee zu entwickeln, warum eine
Aussage wahr sein konnte.“; Item D2: ,,Beim Beweisen ist es hilfreich, spezifische Beispiele zu probieren, um ein
Muster zu erkennen.*; Item D3: ,,Ein Beweis entsteht oftmals durch Ausprobieren und Verwerfen von Ansétzen.*;
Item D4: ,,Das Finden eines Gegenbeispiels ist ein wichtiger Teil des Beweisprozesses.* Eigene Darstellung.

Die in den bereits dargestellten Items C1 bis C4 angefiihrten Aussagen entsprechen den unter-
schiedlichen Beweisfunktionen und waren vor der Bewertung auf der Zustimmungsskala von
1 (stimme ich gar nicht zu) bis 5 (stimme ich voll zu) entsprechend ihrer fiir die teilnehmende
Person personlichen Wichtigkeit zu ordnen. Dabei entspricht 1 der wichtigsten und 4 der un-
wichtigsten Funktion. Die Ergebnisse des Rankings zeigen dabei, dass Item C2 bzw. hier CR2
mit einem Mittelwert von 1.75 sowie einer Standardabweichung von 1.11 tendenziell als wich-

tigste Funktion bewertet wird. Mit 56 % setzt mehr als die Hilfte der Teilnehmenden dieses
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Item auf den ersten Platz. An die zweite Stelle tritt mit einem Mittelwert von 2.12 und einer
Standardabweichung von 1.05 das Item C1 bzw. CR1. Der grofite Anteil von 40 % positioniert
das Item auf den zweiten Platz, allerdings sehen auch 32 % das Item C1 ,,Ein Beweis hat die
Aufgabe, die Wahrheit einer Aussage zu bestitigen.” als wichtigste Funktion von Beweisen an.
Die Funktion aus Item C4 ,,Durch das Beweisen lernt man allgemeine Methoden, um mathe-
matische Probleme zu 16sen.* folgt mit einem Mittelwert von 3.04 sowie einer Standardabwei-
chung von 0.98. Lediglich zwei Personen sehen diese Funktion auf dem ersten Rangplatz, mit
40 % wahlt der groBte Anteil dieses Item als unwichtigste Funktion, 32 % setzen die Aussage
auf Platz 3. Das letzte Item C3 ,,.Durch das Beweisen lernt man allgemeine Methoden, um ma-
thematische Probleme zu 16sen.* in dieser Kategorie wird mit 56 % von mehr als der Hilfte der
Teilnehmenden auf Platz 3 gesetzt. Keine Person sieht dies als wichtigste Funktion von Bewei-
sen an. Dies fiihrt zu dem in Tabelle 7.5 errechneten Mittelwert von 3.08 sowie einer im Ver-
gleich geringen Standardabweichung von 0.65. Die entsprechenden detaillierten Haufigkeiten
und Prozente finden sich wiederum in Tabelle D10 in Anhang D. Bei den Items CR2 sowie CR3
muss je ein fehlender Wert vermerkt werden, da die teilnehmende Person hier zweimal densel-

ben Wert vergeben hatte.

Tabelle 7.5
Deskriptive Statistik — Ranking der Beweisfunktionen

CR1_Pre CR2 _Pre CR3_Pre CR4_Pre
Giiltig 25 24 24 25
Fehlend 0 1 1 0
Mittelwert 2.12 1.75 3.08 3.04
Standardabweichung 1.05 1.11 0.65 0.98
Minimum 1 1 2 1
Maximum 4 4 4 4

Anmerkung. Die Items CR1 bis CR4 entsprechen den bereits genannten Items C1 bis C4. In diesem Teil wurden
die vier Aussagen zu den Beweisfunktionen nicht auf einer Zustimmungsskala von 1 (stimme ich gar nicht zu) bis
5 (stimme ich voll zu) bewertet, sondern nach ihrer personlichen Wichtigkeit (1 = wichtigste Funktion, 4 = un-
wichtigste Funktion) geordnet. Eigene Darstellung.

Im Zuge der Kategorie zum Beweisverstindnis wurde die Zustimmung zu drei Items von 1
(stimme ich gar nicht zu) bis 5 (stimme ich voll zu) gemessen. Hervorzuheben ist dabei, dass
es sich um negativ formulierte Items handelt. Um allerdings eine Vergleichbarkeit mit den iib-
rigen Kategorien zu ermdglichen, werden hier die jeweils invertierten Items angefiihrt. Dem-
entsprechend verweist ein hoher Wert auf eine hohe Zustimmung zur jeweils positiv formulier-
ten Aussage. Den hochsten Mittelwert zeigt mit 4.36 sowie einer Standardabweichung von 0.81
das Items C7 ,,Beweise sind nur dann notwendig, wenn man den Aussagen von erfahrenen Ma-
thematiker*innen nicht vertraut.“. Demnach wird die Aussage liberwiegend abgelehnt, wobei

52 % der Aussage gar nicht zustimmen und 36 % einen Wert 2 auf der Zustimmungsskala
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wihlen. Das Item C5 ,,Wenn man eine Aussage anhand vieler Beispiele priift, reicht das als
Beweis. erfahrt mit einem invertierten Mittelwert von 3.84 sowie einer Standardabweichung
von 0.85 eine tendenziell geringe bis mittlere Zustimmung. Mit 40 % weist der grofite Anteil
der Stichprobe dieser Aussage den Wert 2 zu, 32 % entscheiden sich fiir eine neutrale Haltung
und damit Wert 3. Eine weniger eindeutige Verteilung zeigt sich bei Item C6 ,,Es handelt sich
erst um einen Beweis, wenn er formal mittels mathematischer Symbole und Sprache formuliert
ist.“ Hierbei wird ein invertierter Mittelwert von 3.28 sowie eine Standardabweichung von 1.06
ersichtlich, was auf eine tendenziell neutrale Haltung bei diesem Item verweist. Je 32 % der
Teilnehmenden wéhlen hier den Wert 2 oder 3 auf der Zustimmungsskala. Zudem entscheidet
sich mit 20 % ein Fiinftel der Stichprobe fiir den Wert 4 und stimmt dabei der Aussage iiber-

wiegend zu.

Tabelle 7.6

Deskriptive Statistik — Kategorie 1E: Beweisverstdndnis

C5_Pre_inv C6_Pre_inv C7 Pre_inv

Giiltig 25 25 25
Mittelwert 3.84 3.28 4.36
Standardabweichung 0.85 1.06 0.81
Minimum 2 1 2
Maximum 5 5 5

Anmerkung. Item C5: ,,Wenn man eine Aussage anhand vieler Beispiele priift, reicht das als Beweis.*; Item C6:
,,Es handelt sich erst um einen Beweis, wenn er formal mittels mathematischer Symbole und Sprache formuliert
ist [...].; Item C7: ,,Beweise sind nur dann notwendig, wenn man den Aussagen von erfahrenen Mathematiker*in-
nen nicht vertraut.” Eigene Darstellung.

Wihrend die vorangegangen beschriebenen Kategorien Beliefs zur Mathematik und zu Bewei-
sen als Gegenstand untersuchen, beschreiben die nachfolgenden Items insbesondere Uberzeu-
gungen tiber sich selbst als mathematikbetreibende bzw. beweisfiithrende Personen. Da es sich
dabei um insgesamt sieben Items handelt, werden diese in die zwei Tabellen 7.7 und 7.8 aufge-
teilt, wobei die invertierten Items zusammengefasst werden. Die grofite Zustimmung in dieser
Kategorie erfahrt Item B3 ,,Meine mathematischen Fahigkeiten verbessern sich im Laufe des
Lernprozesses.* mit einem Mittelwert von 4.48 und einer Standardabweichung von 0.77, wie
in Tabelle 7.7 ersichtlich wird. Wie zudem am angegebenen Minimum deutlich wird, wihlt bei
diesem Item keine Person den Wert 1 oder 2 auf der Zustimmungsskala. Mit 64 % stimmen
beinahe zwei Drittel der Aussage sogar voll zu. In dhnlicher Weise findet sich bei Item E1 ,,Ich
bin davon iiberzeigt, dass ich meine Beweisfihigkeiten durch Ubung verbessern kann.* bei kei-
ner Person in der Stichprobe der Wert 1 oder 2 auf der Skala sowie ein Mittelwert von 4.40 mit
einer Standardabweichung von 0.65. Insgesamt stimmt mit 48 % beinahe die Halfte der Teil-
nehmenden der Aussage voll zu, 44 % Prozent wihlen den Wert 4 auf der Zustimmungsskala.

Eine tendenziell neutrale bis zustimmende Haltung zeigt sich mit einem Mittelwert von 3.36
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sowie einer Standardabweichung von 3.36 bei Item ES ,,Ich sehe mich in der Lage, einen Be-
weis selbststandig nachzuvollziehen.” Je 32 % der Teilnehmenden wihlen bei diesem Item ei-
nen Wert von 3 oder 4 auf der Zustimmungsskala, insgesamt vier Personen stimmen der Aus-
sage voll zu. Eine breitere Verteilung der Zustimmungswerte zeigt sich bei Item E3 ,,Ich fiihle
mich im Umgang mit typischen Beweistechniken sicher.” mit einem Mittelwert von 3.32 und
einer Standardabweichung von 1.22. Mit 32 % bezieht der grofite Anteil der Stichprobe bei
diesem Item mit dem Wert 3 eine neutrale Position. Insgesamt 24 % der Teilnehmenden stim-
men der Aussage allerdings auch tendenziell bzw. 20 % der teilnehmenden Personen sogar voll
zu. Allerdings lehnen 4 der 25 Personen und damit 16 % der Teilnehmer*innen das Item mit
einem Wert 2 eher ab. Eine dhnlich breite Verteilung zeigt sich bei Item E2 ,,Ich habe geniigend
Ausdauer, um auch bei schwierigen Beweisen dabei zu bleiben.* mit einem Mittelwert von 3.16
und einer Standardabweichung von 1.14. Je 32 % der Lernenden wihlen hier einen Zustim-
mungswert von 2 bzw. 4 auf der Skala, 20 % der teilnehmenden Personen entscheiden sich fiir
eine neutrale Haltung und damit den Wert 3. Lediglich drei Personen stimmen der Aussage voll
zu. Detaillierte Werte zu den Haufigkeiten und Prozenten finden sich wiederum in Tabelle D11

in Anhang D.

Tabelle 7.7
Deskriptive Statistik — Kategorie 2: Beliefs tiber sich selbst (1)

B3 Pre El Pre E2 Pre E3 Pre E5 Pre
Giiltig 25 25 25 25 25
Mittelwert 4.48 4.40 3.16 3.32 3.36
Standardabweichung 0.77 0.65 1.14 1.22 1.15
Minimum 3 3 1 1 1
Maximum 5 5 5 5 5

Anmerkung. Item B3: , Meine mathematischen Féhigkeiten verbessern sich im Laufe des Lernprozesses.*; Item
El: ,Ich bin davon iiberzeugt, dass ich meine Beweisfahigkeiten durch Ubung verbessern kann.“; Item E2: ,,Ich
habe geniigend Ausdauer, um auch bei schwierigen Beweisen dabei zu bleiben.*; Item E3: ,Ich fithle mich im
Umgang mit typischen Beweistechniken [...] sicher.”; Item ES: ,,Ich sehe mich in der Lage, einen Beweis selbst-
standig nachzuvollziehen.” Eigene Darstellung.

Dartiiber hinaus wurden im Kontext von Beliefs iiber sich selbst auch Daten zu zwei negativ
formulierten Items erhoben. Zur besseren Vergleichbarkeit der Mittelwerte werden diese wie-
derum invertiert. Hohere Mittelwerte entsprechen demnach positiveren Uberzeugungen. Item
E6 ,,Ich fiihle ich liberfordert, wenn ich einen Beweis selbststindig fiihren soll, selbst wenn ich
die Vorgehensweise beim Beweis kenne.* weist entsprechend der Tabelle 7.8 einen invertierten
Mittelwert von 3.34 sowie eine Standardabweichung von 1.23 auf. Je 28 % der Teilnehmenden
stimmen dem Item mit einem Wert von 2 tendenziell nicht zu bzw. nehmen mit einem Zustim-
mungswert von 3 eine neutrale Haltung ein. 24% der Teilnehmenden stimmt der Aussage gar

nicht zu. Diese Tendenzen zeigen sich in den tendenziell hohen Mittelwerten. Einen etwas
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niedrigeren invertierten Mittelwert zeigt Item E4 ,,Es bereitet mir Schwierigkeiten, die zentrale
Idee eines Beweises von den spezifischen Details zu unterscheiden.* mit einem Wert von 3.36
sowie einer Standardabweichung von 1.04. Keine Person stimmt der Aussage des Items voll zu,
wihrend vier Teilnehmende dem Item gar nicht zustimmen. Der grofte Anteil von 32 % nimmt
hier wiederum mit einem Zustimmungswert von 3 eine tendenziell neutrale Haltung ein. Dar-
iiber hinaus lehnen 28 % der Lernenden die Aussage mit dem Wert 2 auf der Skala eher ab, 24

% der Teilnehmenden stimmen allerdings dariiber hinaus eher zu.

Tabelle 7.8
Deskriptive Statistik — Kategorie 2: Beliefs iiber sich selbst (2)

E4 Pre_inv E6 _Pre_inv

Gilltig 25 25
Mittelwert 3.36 3.48
Standardabweichung 1.04 1.23
Minimum 2 1
Maximum 5 5

Anmerkung. Item E4: | Es bereitet mir Schwierigkeiten, die zentrale Idee eines Beweises von den spezifischen
Details zu unterscheiden.*; Item E6: ,,Ich fiihle mich iiberfordert, wenn ich einen Beweis selbststindig fithren soll,
selbst wenn ich die Vorgehensweise beim Beweis kenne.* Eigene Darstellung.

Neben der Kategorie zu Beliefs iiber sich selbst wurden in einer letzten Kategorie Daten von
sieben Items zu sozio-affektiven Beliefs erhoben. Diese werden wiederum fiir eine verbesserte
Ubersicht in Tabelle 7.9 und 7.10 aufgeteilt. [tem B4 ,,Im Mathematikunterricht erscheint es
mir wichtig, sich liber mathematische Probleme und Losungen austauschen und diskutieren zu
kdnnen.“ bezieht sich dabei insbesondere auf allgemeinere mathematikbezogene Uberzeugun-
gen. Ein Mittelwert von 4.24 sowie eine Standardabweichung von 0.93 spricht bei diesem Item
fiir eine tendenzielle Zustimmung zur Aussage. Der grof3te Anteil der Stichprobe stimmt mit 52
% der Aussage voll zu. 24 % der Teilnehmenden entscheiden sich fiir den Wert 4 auf der Zu-
stimmungsskala. Lediglich eine Person wihlt Wert 2 und niemand aus der Stichprobe lehnt die
Aussage ab. Eine noch hohere Zustimmung innerhalb der Kategorie findet sich bei Item F6
,Die Herausforderung einen abstrakten Beweis durchdrungen zu haben, ist fiir mich eine loh-
nende Erfahrung.” mit einem Mittelwert von 4.48 und einer Standardabweichung von 0.82. Mit
einer iiberwiegenden Mehrheit von 64 % stimmen beinahe zwei Drittel der Aussage voll zu und
24 % der Proband*innen wihlen eine tendenzielle Zustimmung mit dem Wert 4. Das Item wird
zudem von keiner Person vollstéindig abgelehnt, wie das Minimum in Tabelle 7.9 zeigt. Eine
insgesamt minimal geringere Zustimmung erfahrt das Item F1 ,,Die Diskussion von Beweisen
mit Mitschiiler*innen hilft mir, diese besser zu verstehen.* mit einem Mittelwert von 4.16 sowie
einer Standardabweichung von 0.75. Keine Person entscheidet sich bei diesem Item fiir den

Wert 1 oder 2 auf der Skala, wohingegen 44 % der Teilnehmenden der Aussage mit dem Wert
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4 auf der Zustimmungsskala tendenziell zustimmen. Mit 36 % stimmt mehr als ein Drittel dem
Item zudem voll zu. Dariiber hinaus zeigt sich auch bei Item F2 eine neutrale bis positive Hal-
tung gegeniiber der Aussage ,,Der Prozess, gemeinsam an einem Beweis zu arbeiten, macht mir
SpaB.“ mit einem Mittelwert von 3.88 und einer Standardabweichung von 0.97. Je 32 % der
Befragten stimmen dieser Aussage voll oder eher zu, 28 % der Teilnehmenden nimmt eine neut-
rale Haltung mit einem Zustimmungswert von 3 auf der Skala ein. Item F3 ,,Es ist befriedigen-
der fiir mich, eine Beweisidee selbst zu entdecken, als sie nur vorgezeigt zu bekommen.* weist
zwar einen dhnlichen Mittelwert von 3.84 auf, zeigt allerdings eine groflere Standardabwei-
chung von 1.21. Tiefere Einblicke liefern hier erneut die Hiufigkeiten und Prozente aus Tabelle
D11 in Anhang D. Mit 40 % stimmt hier der grofte Anteil der Aussage voll zu, allerdings ent-
scheiden sich dariiber hinaus zwei Personen und damit 8 Prozent dazu, dem Item gar nicht
zuzustimmen, wihrend keine Person den Wert 2 wiéhlt. Zudem nehmen 32 % der Befragten eine

eher neutrale Haltung mit einem Zustimmungswert von 3 ein.

Tabelle 7.9
Deskriptive Statistik — Kategorie 3: Sozio-affektive Beliefs (1)

B4 Pre F1 Pre F2 Pre F3 Pre F6 Pre
Giiltig 25 25 25 25 25
Mittelwert 4.24 4.16 3.88 3.84 4.48
Standardabweichung 0.93 0.75 0.97 1.21 0.82
Minimum 2 3 2 1 2
Maximum 5 5 5 5 5

Anmerkung. Item B4: , . Im Mathematikunterricht erscheint es mir wichtig, sich iiber mathematische Probleme und
Losungen austauschen und diskutieren zu kénnen.*; Item F1: ,,Die Diskussion von Beweisen mit Mitschiiler*innen
hilft mir, diese besser zu verstehen.”; Item F2: ,,Der Prozess, gemeinsam an einem Beweis zu arbeiten, macht mir
SpalB3.«; Item F3: ,Es ist befriedigender fiir mich, eine Beweisidee selbst zu entdecken, als sie nur vorgezeigt zu
bekommen.“; Item F6: ,,Die Herausforderung einen abstrakten Beweis durchdrungen zu haben, ist fiir mich eine
lohnende Erfahrung.“ Eigene Darstellung.

Im Vergleich tendenziell niedrige Mittelwerte zeigen sich bei den in Tabelle 7.10 angefiihrten
Items zu sozio-affektiven Beliefs. Beide Items thematisieren dabei die Présentation von eigenen
Beweisideen in der Klasse, wobei explizit zwischen einer mathematischen und sozialen Ebene
unterschieden wird. Item F4 ,,Ich fiihle mich auf mathematischer Ebene sicher, wenn ich meine
eigenen Beweisideen in der Klasse vorstellen soll.” weist hier einen Mittelwert von 2.64 und
eine Standardabweichung von 1.38 auf, was auf eine tendenziell neutrale bzw. ablehnende Hal-
tung verweist. Mit 32 % hat der grof3te Anteil der Stichprobe dieser Aussage gar nicht zuge-
stimmt. Je 24 % der Teilnehmenden wihlten den Wert 3 bzw. 4 auf der Zustimmungsskala und
zeigen damit eine eher neutrale bis positive Haltung. Lediglich 2 Personen stimmen der Aus-
sage voll zu. Etwas zustimmender gestalten sich die Ergebnisse bei Item F5 ,,Ich fithle mich auf
sozialer Ebene im Klassenverband sicher, wenn ich meine eigenen Beweisideen in der Klasse

vorstellen soll.* Hier zeigt sich ein Mittelwert von 3.32 und ebenfalls eine Standardabweichung
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von 1.38. Insgesamt 28 % der teilnehmenden Personen stimmen der Aussage eher zu, 24 % tun
dies sogar voll. Allerdings lehnen dariiber hinaus 20 % das Item mit einem Wert von 2 auf der

Zustimmungsskala eher ab.

Tabelle 7.10
Deskriptive Statistik — Kategorie 3: Sozio-affektive Beliefs (2)
F4 Pre F5 Pre
Giiltig 25 25
Mittelwert 2.64 3.32
Standardabweichung 1.38 1.38
Minimum 1 1
Maximum 5 5

Anmerkung. Item F4: | Ich fiihle mich auf mathematischer Ebene sicher, wenn ich meine eigenen Beweisideen in
der Klasse vorstellen soll.*“; Item F5: ,,Ich fithle mich auf sozialer Ebene im Klassenverband sicher, wenn ich meine
eigenen Beweisideen in der Klasse vorstellen soll.*“ Eigene Darstellung.

Im Zuge der Reliabilitdtspriifung in Abschnitt 5.3.1 konnte bereits festgestellt werden, dass mit
einem Cronbachs @ von 0.747 bzw. einem McDonalds w von 0.708 der Mittelwert iiber die
Items in Kategorie 2 zu den Beliefs iiber sich selbst gebildet werden kann. Dies trifft mit einem
a von 0.709 bzw. einem w von 0.764 ebenso auf Kategorie 3 zu den sozio-affektiven Beliefs
zu. Die nachfolgende Tabelle 7.11 zeigt dabei einen Mittelwert von 3.65 sowie eine Standardab-
weichung von 0.66 in der Kategorie 2 und damit eine neutrale bis mittlere Zustimmung. Ein
minimal héherer Mittelwert von 3.79 sowie eine iibereinstimmende Standardabweichung von
0.66 wird in Kategorie 3 sichtbar und verweist auf eine ebenfalls neutrale bis zustimmende

Haltung.

Tabelle 7.11

Deskriptive Statistik — Mittelwerte Kategorie 2 und 3

MW BS Pre MW BSA Pre

Giiltig 25 25
Mittelwert 3.65 3.79
Standardabweichung 0.66 0.66
Minimum 2.29 2.29
Maximum 4.86 4.86

Anmerkung. Die Tabelle zeigt die Mittelwerte der Kategorie 2 zu Beliefs iiber sich selbst (MW_BS Pre) und Ka-
tegorie 3 zu sozio-affektiven Beliefs (MW_BSA _Pre). Eigene Darstellung.

Den Abschluss des Fragebogens bildet eine offene Aufgabe zur Konstruktion einer Beweisidee
zur Aussage ,,Ist eine Funktion f auf einem offenen Intervall I differenzierbar und besitzt f in
Xo € I ein lokales Extremum, dann gilt f'(x,) = 0.“ (Greefrath et al., 2016, S. 197). Dabei
wird der Wert 0 fiir fehlerhafte oder fehlende Ansétze, 1 fiir unvollstindige, jedoch teilweise
korrekte Ansétze, 2 fiir bereits praformale im Sinne inhaltlich-anschaulicher Ansétze und 3 fiir
beginnende formal-deduktive Ansétze vergeben. Es ist darauf hinzuweisen, dass der Wert 3,

wie am Maximum in Tabelle 7.12 ersichtlich, nicht vergeben werden konnte.
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Tabelle 7.12

Deskriptive Statistik — Konstruktion einer Beweisidee

G _Pre
Gilltig 25
Mittelwert 0.68
Standardabweichung 0.90
Minimum 0
Maximum 2

Anmerkung. Die Konstruktionen wurden mit den Zahlen 0 (= fehlerhafter oder kein Ansatz), 1 (= unvollstdndiger
Ansatz), 2 (= praformaler/inhaltlich-anschaulicher Ansatz) und 3 (= formal-deduktiver Ansatz) kodiert. Eigene
Darstellung.

Insgesamt zeigt sich zudem ein niedriger Mittelwert von 0.68 sowie eine Standardabweichung
von 0.90. Mit 60 % zeigt die Mehrheit der Teilnehmenden keinen oder einen fehlerhaften An-
satz. Insgesamt 28 % der Befragten und damit konkret 7 Personen konnen allerdings auch einen
bereits praformalen bzw. inhaltlich-anschaulichen Ansatz liefern, welcher mit graphischen Ele-
menten arbeitet und/oder iiber die Monotonie argumentiert. Von den insgesamt 25 Lernenden
zeigen drei Personen zudem einen unvollstindigen Ansatz, welcher zwar Beziige zu Vorstel-
lungen wie der Steigung einer Tangente herstellt, allerdings diese nicht ndher konkretisiert. Die

detaillierten Haufigkeiten und Prozente finden sich wiederum in Tabelle D11 in Anhang D.

An dieser Stelle sollen zudem zwei exemplarische Ausarbeitungen dargestellt werden, welche
das Spektrum der von den Lernenden skizzierten Ansitze fiir eine Beweisidee widerspiegeln.
Abbildung 7.6 zeigt dabei eine Ausarbeitung, welche mit dem Wert 0 bewertet wurde. Die Per-

son verweist auf die Priifung durch ein Koordinatensystem.

Abbildung 7.6

Beispiel zur Konstruktion einer Beweisidee (1)

Anmerkung. Konstruktion einer Beweisidee zur notwendigen Bedingung lo-
kaler Extrema.

Im Gegensatz dazu zeigt sich in Abbildung 7.7 eine Ausarbeitung, welche mit dem Wert 2 be-

wertet wurde. Die Person bringt auf der einen Seite einen Ansatz iiber einen indirekten Beweis
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und flihrt auf der anderen Seite Ausfithrungen zu einem direkten Beweis an, wobei iiber das

Monotonieverhalten argumentiert wird. Ergéinzt werden die Ansédtze um eine Skizze.

Abbildung 7.7

Beispiel zur Konstruktion einer Beweisidee (2)

Anmerkung. Konstruktion einer Beweisidee zur notwendigen Bedingung lo-
kaler Extrema.

Zusammenfassend zeigen sich in der Kategorie zur statischen Sichtweise sowie zu einem for-
malen Beweiskonzept tendenziell mittlere bis hohe Mittelwerte der Zustimmung. Ahnliches
trifft auf die Kategorie zur dynamischen Sichtweise auf die Mathematik und mathematische
Beweise zu, wobei die Zustimmung beim Thema Beweisen ausgepragter ist als bei einer Per-
spektive auf die Mathematik im Allgemeinen. Ein Blick auf die Items in der Kategorie, Bewei-
sen als Entdecken und Explorieren zu verstehen, zeigt dariiber hinaus tendenziell neutrale bis
mittelhohe Zustimmungswerte, die sich insbesondere um den Wert 4 auf der Zustimmungsskala
bewegen. In der Kategorie zum Beweisverstindnis finden sich ebenso tendenziell mittlere bis
hohe Mittelwerte, wobei darauf zu achten ist, dass ein hoher Mittelwert insbesondere wiin-
schenswert ist, da die negativ formulierten Items hier invertiert wurden. Diese neutrale bis zu-
stimmende Haltung in einem Bereich zwischen 3 und 4 auf der Zustimmungsskala zeigt sich
auch bei den Mittelwerten der Kategorien zu Beliefs iiber sich selbst und sozio-affektiven Uber-
zeugungen. Im Rahmen der selbststidndigen Konstruktion einer Beweisidee zeigen sich vorran-
ging fehlerhafte bzw. unvollstindige Ansétze. Kein Ansatz stellt einen formal-deduktiven Be-

zug her.

Bevor die Ergebnisse im Pri-Post-Vergleich dargestellt werden, interessieren nachfolgend et-
waige Zusammenhinge im Hinblick auf die im Zuge des im Anfangsfragebogen erhobenen
Beliefs und den gesammelten Daten zum Geschlecht, dem Besuch des Wahlpflichtfaches Ma-

thematik, der Mathematiknote, dem Verstindnis der Analysis und dem Vorwissen der
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Lernenden. Dariiber hinaus wird die Korrelation zwischen den mathematik- sowie spezifisch

beweisbezogenen Beliefs in den Blick genommen.

7.2.2 Inferenzstatistische Ergebnisse

Da im Zuge der Inferenzstatistik die Unterschiede zwischen dem Merkmal Geschlecht sowie
dem Besuch des Wahlpflichtfachs Mathematik und die Zusammenhénge zur Mathematiknote,
dem Verstidndnis von Themen der Analysis und den Vorerfahrungen mit Beweisen zu jedem
einzelnen Item gepriift wurden, finden sich an dieser Stelle lediglich die signifikanten Ergeb-
nisse angeflihrt. Eine vollstdndige Darstellung sdmtlicher Berechnungen findet sich in Tabelle
D14 bis D17 in Anhang D. Dariiber hinaus werden in den nachfolgenden Tabellen sowohl der
Student- als auch der Welch-Test dargestellt, die Bestimmung der Voraussetzungen findet sich

ebenfalls in Tabelle D14 und D15 im Anhang.

Tabelle 7.13
t-Test fiir unabhdngige Stichproben zum Merkmal Geschlecht

Test Statistik p df Cohens d Std.—Fehler Cohens d

MW_BSA Pre Student -3.102 .005 23.00 -1.330 0.486
Welch -3.777 .001 22.04 -1.459 0.496

F3_Pre Student -2.436 .023 23.00 —-1.044 0.465
Welch —2.902 .008 21.23 -1.135 0.471

F4 Pre Student —2.765 011 23.00 -1.185 0.475
Welch —3.403 .003 22.37 -1.307 0.484

F5_Pre Student -2.576 017 23.00 -1.105 0.469
Welch —3.230 .004 22.79 -1.227 0.478

Anmerkung. Die Tabelle zeigt die signifikanten Unterschiede im Hinblick auf das Geschlecht. Eigene Darstellung.
Einen Blick auf Unterschiede hinsichtlich des Merkmals Geschlecht bei einzelnen Items liefert
Tabelle 7.13. Dabei ist hervorzuheben, dass ein t-Test zur Bestimmung des Unterschieds ins-
besondere mdglich war, da keine der befragten Personen im Hinblick auf ihr Geschlecht ,,di-
vers/keine Angabe“ angibt. Hinsichtlich des Unterschieds beziiglich des Geschlechts sowie des
Mittelwerts der Kategorie 3 zu den sozio-affektiven Beliefs kann aufgrund der Voraussetzung
der Normalverteilung (W = .981, p = .907) sowie der Homogenitit der Varianzen (F =2.702, p
= .114) der Student-Test angewendet werden. Dabei zeigt Tabelle 7.13 mit t = -3.102 und p =
.005 einen signifikanten Unterschied zwischen Jungen und Madchen im Hinblick auf die Kate-
gorie zu sozio-affektiven Beliefs. Mit t =—3.777 und p = .001 wird dieser Unterschied zudem
durch den Welch-Test bestitigt. Mit einem Mittelwert von 4.304 weisen dabei die ménnlichen
Teilnehmenden einen hoheren Wert auf als die weiblichen mit einem Mittelwert von 3.555. Mit
d = —1.330 zeigt sich diesbeziiglich zudem ein grofer Effekt. Innerhalb der Kategorie ergibt
sich dabei ein signifikanter Unterschied bei drei Items. Sowohl bei Item F3 (W =.890, p=.011)
als auch F4 (W = .872, p = .005) kann die Normalverteilung nicht vorausgesetzt werden. Fiir
Item F3 zeigt sich im Welch-Test mit t =-2.902 und p = .008 ein signifikanter Unterschied im
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Hinblick auf das Geschlecht. Das negative Vorzeichen verweist auf eine hohere Zustimmung
der ménnlichen Teilnehmer zur Aussage, dass es fiir sie befriedigender ist, eine Beweisidee
selbst zu entwickeln als nur vorgezeigt zu bekommen. Mit d = —1.135 zeigt sich auch hier ein
starker Effekt. Auch im Hinblick auf Item F4 und die Aussage ,,Ich fithle mich auf mathemati-
scher Ebene sicher, wenn ich meine eigenen Beweisideen in der Klasse vorstellen soll.* ergibt
sich ein signifikanter Unterschied im Hinblick auf das Geschlecht mit starkem Effekt (t = -
3.403, p=.003, d =-1.307), wobei minnliche Teilnehmende der Aussage hoher zustimmen als
weibliche. Dies trifft gleichfalls auf das Vorstellen von eigenen Beweisideen hinsichtlich der

Sicherheit auf sozialer Ebene zu (t = 3.230, p = 0.004, d = -1.227).

Im Hinblick auf den Besuch des Wahlpflichtfachs Mathematik zusétzlich zum regulidren Unter-
richt zeigen sich deutlich mehr signifikante Unterschiede als in Bezug auf das Geschlecht. Die
Priifung der entsprechenden Voraussetzungen, ob der Student- oder Welch-Test heranzuziehen
ist, findet sich wiederum in Tabelle D15 in Anhang D. Die durchwegs negativen Vorzeichen
verweisen dabei auf hohere Zustimmungsmittelwerte in der Gruppe, welche das Wahlpflicht-

fach besuchen. Die entsprechenden Mittelwerte der Gruppen sind Tabelle D16 in Anhang D zu

entnehmen.
Tabelle 7.14
t-Test fiir unabhdngige Stichproben zum Besuch des Wahlpflichtfachs (1)
Test Statistik p df Cohens d Std.—Fehler Cohens d
C4_Pre Student ~1.619 119 23.000 ~0.809 0.516
Welch -2.502 024 15.213 -0.969 0.523
DI_Pre Student -2.494 020 23.000 ~1.247 0.537
Welch 3515 004 11.659 ~1.448 0.550
C5_Pre_inv Student —L711 101 23.000 -0.855 0.518
Welch 2,243 049 9.739 0.967 0.523

Anmerkung. Die Tabelle zeigt die signifikanten Unterschiede im Hinblick auf den Besuch des Wahlpflichtfachs
Mathematik. Eigene Darstellung.

Der erste signifikante Unterschied mit groBem Effekt ergibt sich in Tabelle 7.14 bei Item C4
und der Aussage, dass Beweise dabei helfen, verschiedene mathematische Konzepte in einen
grofleren Zusammenhang zu stellen (t =-2.503, p =.024, d =-0.969). Teilnehmende des Wahl-
pflichtfachs zeigen damit tendenziell hhere Zustimmungswerte bei diesem Item. Ein dhnliches
Bild ergibt sich bei Item D1, wonach der erste Schritt beim Beweisen in der Entwicklung einer
intuitiven Idee liegt (t=-3.515, p=-.004, d =—1.448) sowie Item C5 zur Priifung einer Aussage
anhand vieler Beispiele als Beweisform (t =-2.243, p =.049, d =-0.967).

Neben den hier beschriebenen Einzelitems verdeutlicht Tabelle 7.15 zudem einen signifikanten
Unterschied mit groBem Effekt zwischen dem Besuch des Wahlpflichtfachs und den Beliefs
tiber sich selbst im Rahmen des Welch-Tests (t=-2.740, p =.014, d =—1.036). Der Unterschied
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spiegelt sich dabei insbesondere in den Items E2 zur Ausdauer bei schwierigen Beweisen (t =
—4.058, p <.001, d = —1.525), Item E5 zur Aussage ,,Ich sehe mich in der Lage, einen Beweis
selbststindig nachzuvollziehen.“ (t = —2.494, p = .020, d = —1.247) und Item E6 zur Uberfor-
derung beim selbststindigen Fiihren eines Beweises (t = —2.548, p =.019, d = -0.925) wider.
Dabei zeigt sich im Hinblick auf die Ausdauer ein hochsignifikanter Unterschied, wobei das
negative Vorzeichen wiederum auf hohere Zustimmungswerte beim Besuch des Wahlpflicht-
fachs verweist. Dariiber hinaus weisen alle Items einen groen Effekt auf, wie am jeweiligen
Cohens d erkennbar wird. Bei Item E5 sind, wie in Tabelle D15 in Anhang D ersichtlich, die
Voraussetzungen fiir den Student-Test gegeben, welcher auf einen signifikanten Unterschied
hinweist. Im Zuge des Welch-Tests zeigt sich ebenfalls ein signifikantes Ergebnis (t = -3.712,
p=.002,d=-1.475).

Tabelle 7.15
t-Test fiir unabhdngige Stichproben zum Besuch des Wahlpflichtfachs (2)

Test Statistik p df Cohens d Std.—Fehler Cohens d

MW_BS Pre Student -1.713 .100 23.00 —0.856 0.518
Welch —2.740 .014 16.90 -1.036 0.526

E2_Pre Student -2.514 .019 23.00 -1.257 0.538
Welch —4.058 <.001 17.37 -1.525 0.555

E5_Pre Student —2.494 .020 23.00 —-1.247 0.537
Welch -3.712 .002 13.59 —-1.475 0.552

E6_Pre_inv Student -1.503 147 23.00 —0.751 0.514
Welch —2.548 .019 20.00 —0.925 0.521

Anmerkung. Die Tabelle zeigt die signifikanten Unterschiede im Hinblick auf den Besuch des Wahlpflichtfachs
Mathematik. Eigene Darstellung.

Dariiber hinaus ergibt sich sowohl mit dem Student- als auch mit dem Welch-Test ein signifi-
kanter Unterschied mit groBem Eftekt fiir den Besuch des Wahlpflichtfaches und die getesteten
sozio-affektiven Beliefs (t=-2.265, p=.033,d=-1.133 bzw. t =-2.851, p =.019, d =-1.260),
wobei wiederum anhand des Vorzeichens ersichtlich wird, dass Teilnehmende des Wahlpflicht-
faches hohere Zustimmungswerte aufweisen. Die entsprechenden Gruppenmittelwerte finden
sich wiederum in Tabelle D16 in Anhang D. Fin signifikanter Unterschied mit groem Effekt
ergibt sich dabei spezifisch bei Item B4 zur Mathematik im Allgemeinen, wonach es im Ma-
thematikunterricht wichtig erscheint, sich iiber mathematische Probleme und Losungen austau-
schen und diskutieren zu kénnen (t =-2.375, p=.032, d =-0.928). Spezifisch fiir das Beweisen
zeigt sich bei Item F2 zum Spal} am Prozess des gemeinsamen Arbeitens an einem Beweis ein
signifikanter Unterschied mit groem Eftekt (t=-2.740, p=.019, d =—1.135), wobei Teilneh-
mende des Wahlpflichtfaches hier eine tendenziell hohere Zustimmung zeigen. Bei Item F3,
wonach es befriedigender ist eine Beweisidee selbst zu entdecken, als nur vorgezeigt zu be-
kommen, zeigt sich ein signifikantes Ergebnis mit groBem Effekt im Hinblick auf den Unter-

schied (t=-3.527, p=.002, d = -1.296).
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Tabelle 7.16
t-Test fiir unabhdngige Stichproben zum Besuch des Wahlpflichtfachs (3)

Test Statistik p df Cohens d Std.—Fehler Cohens d

MW_BSA_Pre Student —2.265 .033 23.000 -1.133 0.531
Welch —2.851 .019 8.905 —-1.260 0.538

B4 Pre Student —-1.557 133 23.000 —-0.778 0.515
Welch —2.375 .032 14.630 —0.928 0.521

F2_Pre Student -1.960 .062 23.000 —0.980 0.523
Welch —2.740 .019 11.405 -1.135 0.531

F3 Pre Student -2.116 .045 23.000 -1.058 0.527
Welch -3.527 .002 19.090 —-1.296 0.540

Anmerkung. Die Tabelle zeigt die signifikanten Unterschiede im Hinblick auf den Besuch des Wahlpflichtfachs
Mathematik. Eigene Darstellung.

Neben den Unterschieden im Hinblick auf das Geschlecht sowie den Besuch des Wahlpflicht-
faches beziiglich der Beliefs der Lernenden im Prétest, wurden dariiber hinaus Zusammenhinge
mit der Mathematiknote sowie dem Verstindnis der Themen aus der Analysis und den Vorer-
fahrungen zu beweisen untersucht. Wéhrend bei keinem Item ein signifikanter Zusammenhang
zu den Vorkenntnissen festgestellt werden kann, zeigt sich beziiglich der Mathematiknote eine
signifikante Korrelation bei der Kategorie zu Beliefs tiber sich selbst (p = .020), wobei mit p =
—462 ein negativer mittlerer Zusammenhang bzw. Effekt festzustellen ist. Bessere Mathema-
tiknoten stehen damit mit tendenziell positiven Beliefs {iber sich selbst im Zusammenhang.
Spezifischer besteht ein signifikanter negativer mittlerer Zusammenhang zwischen der Mathe-
matiknote sowie dem Item E5 und der empfundenen Sicherheit auf sozialer Ebene bei der Pra-
sentation von Beweisideen in der Klasse (p = —480, p = .015). Damit besteht ein positiver
Zusammenhang im Hinblick auf bessere Mathematiknoten und der Sicherheit bei der Prisenta-

tion eigener Beweisideen auf sozialer Ebene.

Tabelle 7.17

Spearmans Rangkorrelation zur Mathematiknote

n Spearmans Rho p
Mathematiknote - MW_BS Pre 25 —462 .020
Mathematiknote — E5_Pre 25 —.480 .015

Anmerkung. Die Tabelle zeigt die signifikanten Zusammenhédnge im Hinblick auf die Mathematiknote. Eigene
Darstellung.

Dariiber hinaus zeigen sich mehrere signifikante Zusammenhénge im Hinblick auf das Ver-
standnis der Themen aus der Analysis und Beliefs iiber sich selbst sowie sozio-affektive Beliefs.
Tabelle 7.18 veranschaulicht dabei einen signifikanten, negativen mittleren bis hohen Zusam-
menhang zwischen dem Verstdndnis und der Kategorie zu Beliefs iiber sich selbst (p = —.680,
p =.001). Entsprechend der Kodierung von 1 (= sehr gut) bis 5 (= gar nicht gut) steht damit ein
besseres Verstdndnis mit hoheren Zustimmungswerten und damit positiveren Beliefs in Verbin-
dung. Innerhalb der Kategorie trifft dies insbesondere auf Item B3 zur Einsicht, dass sich ma-

thematische Fahigkeiten im Laufe des Lernprozesses verbessern (p = —.712, p < .001) sowie
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Item ES5 ,,Ich sehe mich in der Lage einen Beweis selbststindig nachzuvollziehen.” (p =—.598,
p = .002) zu. Im Hinblick auf Item B3 zeigt sich dabei insbesondere ein hochsignifikanter,

tendenziell hoher Zusammenhang.

Zudem ergibt sich ein weiterer hochsignifikanter, negativer mittlerer bis hoher Zusammenhang
im Hinblick auf die Kategorie zu sozio-affektiven Beliefs (p = —.639, p < .001), wobei hier
insbesondere bei Item F4 zur Sicherheit auf mathematischer Ebene bei der Présentation von
Beweisideen in der Klasse (p =—.576, p =.003) und Item F6 das Durchdringen eines abstrakten
Beweises als lohnende Erfahrung zu sehen (p = —.542, p = .006) negative mittlere bis hohe,
signifikante Zusammenhénge festzustellen sind, wie in Tabelle 7.18 ersichtlich wird. Dement-
sprechend steht ein besseres Verstdndnis mit positiveren sozio-affektiven Beliefs in Verbindung,
wobei hier spezifisch die Sicherheit auf mathematischer Ebene bei der Prasentation von Be-

weisideen sowie das Durchdringen eines Beweises als lohnende Erfahrung hervorzuheben sind.

Tabelle 7.18

Spearmans Rangkorrelation zum Verstdndnis der Analysis

n Spearmans Rho p
Versténdnis der Analysis - MW _BS Pre 24 —.620 .001
Versténdnis der Analysis - B3 Pre 24 =712 <.001
Verstdndnis der Analysis - ES5 Pre 24 —.598 .002
Verstédndnis der Analysis - MW_BSA Pre 24 —.639 <.001
Verstdndnis der Analysis - F4 Pre 24 -.576 .003
Versténdnis der Analysis - F6 Pre 24 —.542 .006

Anmerkung. Die Tabelle zeigt die signifikanten Zusammenhénge im Hinblick auf das individuelle Verstidndnis der
Themen aus dem Gebiet der Analysis. Eigene Darstellung.

In einem letzten Schritt wurde zudem der Zusammenhang zwischen den mathematik- sowie
spezifisch beweisbezogenen Beliefs untersucht. In Tabelle 7.19 wird dabei insbesondere er-
sichtlich, dass sowohl im Hinblick auf eine statische (p = .368, p = .070) als auch dynamische
Sichtweise (p = —.144, p = .494) geringe bis mittlere Zusammenhinge zwischen mathematik-
und beweisbezogenen Beliefs festzustellen sind, wobei statistische Signifikanz nicht gegeben
ist. Dariiber hinaus veranschaulicht Tabelle 7.19 tendenziell positive mittlere Zusammenhinge
der allgemeinen mathematikbezogenen Items zu Beliefs iiber sich selbst sowie sozio-affektive
Beliefs und den iibrigen beweisspezifischen Items innerhalb dieser Kategorien (p = .307 bzw.
p =.315). In Tabelle D in Anhang D9 finden sich entsprechende Voraussetzungsiiberpriifungen
zur Bildung der Mittelwerte innerhalb der Kategorien, wenn die jeweils mathematikbezogenen
Items entfernt werden. Mit p=.136 und p = .125 sind die Zusammenhénge allerdings fiir keine
der beiden Kategorien signifikant. Es zeigt sich demnach kein signifikanter Zusammenhang

zwischen den mathematik- und beweisbezogenen Beliefs in dieser Gruppe.
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Tabelle 7.19

Spearmans Rangkorrelation zu mathematik- und beweisbezogenen Beliefs

n Spearmans Rho p
B1 Pre - Cl _Pre 25 368 .070
B2 Pre - C2 Pre 25 —.144 494
B4 Pre - MW_BSA B 25 307 136
B3 Pre -  MWBSB 25 315 125

Anmerkung. Die Tabelle zeigt die signifikanten Zusammenhénge zwischen den mathematik- und beweisbezogenen
Beliefs in den verschiedenen Kategorien. Eigene Darstellung.

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass im Zuge der Inferenzstatistik signifikante Unter-
schiede im Hinblick auf das Geschlecht sowie den Besuch des Wahlpflichtfaches festzustellen
sind. Die Ergebnisse zeigen diesbeziiglich insbesondere signifikant hohere Zustimmungswerte
hinsichtlich sozio-affektiver Beliefs bei midnnlichen Teilnehmern, sodass einer sozialen Kom-
ponente von Beweisen eine hohere Bedeutsamkeit zugeschrieben wird. Insbesondere wird das
selbststindige Entwickeln von Beweisideen sowie die Sicherheit beim Préasentieren von Bewei-
sen sowohl auf mathematischer als auch sozialer Ebene positiver hervorgehoben. Hinsichtlich
des Besuchs des Wahlpflichtfaches Mathematik auB3erhalb des reguldren Unterrichts zeigen sich
signifikante Unterschiede bei der Betonung der Systematisierungsfunktion, der Entwicklung
einer intuitiven Idee und der Priifung vieler Beispiele als ungeniigender Beweis, wobei eine
hohere Zustimmung bei Lernenden des Wahlpflichtfaches festzustellen ist. Dariiber hinaus zei-
gen sich signifikante Unterschiede im Zuge der Beliefs iiber sich selbst und der sozio-affektiven
Beliefs, wobei auch hier Schiiler*innen, die das Wahlpflichtfach Mathematik besuchen, tenden-
ziell hohere Zustimmungswerte und damit positivere bzw. produktive Uberzeugungen fiir ma-
thematisches Beweisen zeigen. Zudem ergibt sich ein Zusammenhang zwischen der Mathema-
tiknote und der Kategorie zu Beliefs iiber sich selbst, wobei insbesondere die Betonung der
Sicherheit bei der Prisentation von Beweisideen auf mathematischer Ebene hervorzuheben ist.
Bessere Noten gehen dabei mit hoheren Zustimmungswerten einher und zeigen damit hier ten-
denziell positivere Beliefs iiber sich selbst. Ebenso zeigt sich ein Zusammenhang zwischen dem
Verstdndnis der Themen aus dem Gebiet der Analysis und den Beliefs der Lernenden iiber sich
selbst und den sozio-affektiven Beliefs. Dabei wird von Lernenden mit einem groBeren Ver-
standnis das Durchdringen eines abstrakten Beweises als lohnende Erfahrung bewertet und die
Sicherheit bei der Prasentation von Beweisideen auf der mathematischen Ebene betont. Zudem
zeigt sich bei diesen Lernenden eine hohere Zustimmung im Hinblick auf die Verbesserung der
mathematischen Fahigkeiten im Laufe des Lernprozesses und beim selbststandigen Nachvoll-
ziehen von Beweisen. Innerhalb der untersuchten Stichprobe ist dariiber hinaus kein Zusam-

menhang zwischen den mathematik- und beweisbezogenen Beliefs im Hinblick auf eine
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statische bzw. dynamische Sichtweise sowie Uberzeugungen iiber sich selbst und sozio-affek-

tive Einstellungen festzustellen.

7.3 Vergleich der Ergebnisse des Pri- und Posttests

Ankniipfend an die Darstellung der Ergebnisse aus der ersten Erhebung mathematik- und be-
weisbezogener Beliefs der Lernenden, werden in den nachfolgenden Ausfithrungen die Items
innerhalb jeder Kategorie im Pri-Post-Vergleich gegeniibergestellt. Dariiber hinaus wird fiir
jedes Item ein t-Test fiir abhdngige Stichproben durchgefiihrt. Dabei wurde zuerst die Voraus-
setzung der Normalverteilung mittel Shapiro-Wilk-Test gepriift und sowohl der Student-Test
fiir abhdngige Stichproben als auch der Wilcoxon-Test durchgefiihrt. Samtliche diesbeziigliche
Ergebnisse finden sich in Tabelle D19 in Anhang D. Die hier im Rahmen des Pri-Post-Ver-
gleichs angefiihrten deskriptiven Ergebnisse finden sich dariiber hinaus in Tabelle D10 und D11
in Anhang D.

Abbildung 7.8
Prd- und Postergebnisse Kategorie 1A4: Statische Sichtweise
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Anmerkung. Mathematik besteht aus dem prézisen und streng zu befolgenden
Anwenden von Regeln und Gesetzen (B1); Verifikationsfunktion (C1). Eigene
Darstellung.

Innerhalb der Kategorie 1A zur statischen Sichtweise auf die Mathematik und mathematische
Beweise zeigt der Pria-Post-Vergleich in Abbildung 7.8 kaum eine Verdnderung im Hinblick auf
die Zustimmung zur Aussage, dass Mathematik aus der prizisen und streng zu befolgenden
Anwendung von Regeln und Gesetzen besteht (MW =4.32, SD = 0.63 bzw. MW =4.33, SD =
0.48). Dies wird durch den Wilcoxon-Test ebenfalls bestétigt (z=0.338, p = 0.777). Ein dhnli-
ches Bild zeigt sich bei der Zustimmung zur Verifikationsfunktion von Beweisen, wobei ein
minimal héherer Zustimmungsmittelwert in Abbildung 7.8 ersichtlich ist (MW = 4.36, SD =
0.86 bzw. MW = 4.52, SD = 0.77). Der Wilcoxon-Test zeigt dabei mit z = —1.274 sowie p =
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.183 keinen signifikanten Unterschied. Insgesamt ergibt sich damit kein signifikanter Unter-
schied im Hinblick auf eine mathematik- und beweisbezogene statische Sichtweise und eine

allgemein eher hohe Zustimmung zu einer statischen Perspektive.

Abbildung 7.9

Prd- und Postergebnisse Kategorie 1B: Formales Beweiskonzept
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Anmerkung. Systematisierungsfunktion von Beweisen (C4); Notwendigkeit
der Kenntnis simtlicher Definitionen in Beweisen (D5). Eigene Darstellung.

In Zusammenhang mit einer statischen Sichtweise auf die Mathematik und mathematisches Be-
weisen zeigt sich im Rahmen eines formalen Beweiskonzepts eine neutrale bis tendenziell zu-
stimmende Haltung zur Systematisierungsfunktion von Beweisen in dem Sinne, dass Beweise
dabei helfen, mathematische Konzepte in einen grofleren Zusammenhang zu stellen. Im Zuge
des Pra-Post-Vergleiches wird in Tabelle 7.9 eine hohere Zustimmung zu diesem Aspekt nach
Abschluss der InterventionsmaB3nahmen ersichtlich (MW = 3.60, SD = 0.96 bzw. MW = 4.04,
SD =0.79). Allerdings verweist der Wilcoxon-Test diesbeziiglich auf keinen signifikanten Un-
terschied (z = —1.883, p = .053). Sowohl in der Anfangs- als auch der Enderhebung zeigt sich
dariiber hinaus eine tendenziell hohe Zustimmung zur Notwendigkeit im Zuge des Beweisens
die Definition sdmtlicher einflieBender Begriffe zu kennen (MW = 4.40, SD = 0.87 bzw. MW
=5.56,SD =0.71). Auch wenn die Posttestung einen hoheren Mittelwert der Zustimmung zeigt,
ist der Unterschied auch hier nicht signifikant (z=-0.917, p =.358). Insgesamt zeigt sich damit
eine Tendenz zu einer héheren und im Allgemeinen deutlicheren Ausprigung eines formalen

Beweiskonzeptes am Ende der Untersuchung.

Ein dhnliches Bild zur statischen Sichtweise auf die Mathematik und mathematisches Beweisen
ergibt sich in der Kategorie zu einer dynamischen Perspektiven in Abbildung 7.10. Eine im
Vergleich zur statischen Sichtweise auf die Mathematik niedrigere, neutrale bis tendenziell zu-
stimmende Haltung zeigt sich bei Item B2 und zur Aussage, dass Mathematik dabei hilft Prob-

leme zu 16sen und von neuen Ideen lebt, wobei am Ende der Intervention ein etwas hoherer
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Zustimmungswert erzielt wird (MW =3.96, SD = 0.89 bzw. MW =4.08, SD = 0.83). Wiederum
zeigt sich allerdings, dass der Unterschied im Zuge der Pra-Post-Erhebung nicht signifikant ist
(t=-0.385, p =.704). Eine hohe Zustimmung zur Erkldrungsfunktion von Beweisen zeigt sich
sowohl im Zuge der Pri- als auch Posterhebung, wobei ein marginal geringerer Zustimmungs-
wert in der Abschlusstestung in Abbildung 7.10 ersichtlich wird (MW = 4.84, SD = 0.37 bzw.
MW =4.76, SD = 0.60). Auch hier zeigt sich kein signifikanter Unterschied zwischen der An-
fangs- und Enderhebung (z = 0.734, p = .484). Insgesamt ergeben sich damit sowohl vor den
InterventionsmafBnahmen als auch im Anschluss eine zustimmende Haltung zur dynamischen

Sicht auf die Mathematik und eine hohe Zustimmung zur Erkldrungsfunktion von Beweisen.

Abbildung 7.10
Prd- und Postergebnisse Kategorie 1C: Dynamische Sichtweise
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Anmerkung. Mathematik als Losung von Problemen und zum Finden neuer
Ideen (B2); Erklarungsfunktion von Beweisen (C2). Eigene Darstellung.

Die mit einer dynamischen Sichtweise einhergehende Kategorie zu Beweisen im Sinne des Ent-
deckens und Explorierens zeigt dariiber hinaus ein dhnliches Bild. Hinsichtlich der Aussage,
dass man durch das Beweisen allgemeine Methoden lernt, um mathematische Probleme zu 16-
sen ergibt sich sowohl am Beginn als auch beim Abschluss eine tendenziell neutrale bis zustim-
mende Haltung (MW = 3.60, SD = 0.82 bzw. MW = 3.68, SD = 0.95), wobei1 die hohere Zu-
stimmung beim Posttest nicht signifikant ist (t = 0.467, p = .629). Dariiber hinaus zeigen die
Items zur Entwicklung einer intuitiven Idee am Beginn eines Beweises (MW =4.04, SD = 0.84
bzw. MW = 4.16, SD = 0.85), dem Probieren von Beispielen, um Muster zu erkennen (MW =
4.08, SD =0.91 bzw. MW =432, SD = 0.85) und dem Ausprobieren und Verwerfen von An-
sitzen (MW = 4.24, SD = 0.78 bzw. MW = 4.32, SD = (.75) sowohl vor als auch nach den
Interventionsmallnahmen eine eher zustimmende Haltung, welche sich bei jedem der Items zu-
dem am Ende minimal erh6ht. Die Unterschiede sind dabei allerdings wiederum bei keinem der

genannten Items signifikant (z=—-0.588, p =.570 bzw. z=-1.022, p = .282 bzw. z=-0.431, p
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=.675). Das Finden eines Gegenspiels als wichtigen Teil des Beweisprozesses zu sehen, zeigt
ebenfalls eine eher neutrale bis zustimmende Haltung, die allerdings am Ende der Intervention
minimal abnimmt (MW = 3.80, SD = 1.23 bzw. MW = 3.71, SD = 1.06), wobei dieser Unter-
schied entsprechend dem Wilcoxon-Test nicht signifikant ist (z = 0.710, p = .469). Insgesamt
zeigt sich damit sowohl im Pré- als auch im Posttest eine relativ stabile neutrale bis eher zu-
stimmende Haltung gegeniiber entdeckenden und explorierenden Aspekten mathematischer Be-

weise, die mit einer dynamischen Perspektive in Verbindung stehen.

Abbildung 7.11
Prd- und Postergebnisse Kategorie 1D: Entdecken/Explorieren
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Anmerkung. Entdeckungsfunktion mathematischer Beweise (C3); Entwick-
lung einer intuitiven Idee beim Beweisen (D1); Priifung von Beispielen zur
Erkennung von Mustern (D2); Ausprobieren und Verwerfen von Ansétzen
(D3); Finden von Gegenbeispielen (D4). Eigene Darstellung.

Innerhalb der Kategorie zu verschiedenen Beweisverstdndnissen zeigt sich ein gemischtes Bild
im Zuge des Pri-Post-Vergleichs. Zur besseren Vergleichbarkeit mit anderen Kategorien wer-
den in Abbildung 7.12 die invertierten Mittelwerte abgebildet, da es sich jeweils um negativ
formulierte Items handelt. Ein hoher Mittelwert entspricht damit einer Ablehnung des jeweili-
gen Beweisschemas bzw. -verstidndnisses. Im Hinblick auf ein empirisches Beweisverstidndnis
zeigt sich dahingehend am Beginn der Interventionen eine eher ablehnende Haltung, welche
am Ende der Untersuchung deutlich gesteigert ist (MW = 3.84, SD = 0.85 bzw. MW =4.56, SD
=0.77). Im Zuge des Wilcoxon-Tests bestétigt sich dabei mit z=-2.726 und p = .005 ein hoch-
signifikanter Unterschied im Hinblick auf die Anfangs- und Enderhebung. Anders verhélt es
sich bei einer engen formal-algebraischen Beweisvorstellung, wonach es sich erst um einen
Beweis handelt, wenn er formal mittels mathematischer Sprache und Symbole formuliert ist.
Hierbei zeigt sich in Abbildung 7.12 sowohl im Pré- als auch im Posttest eine tendenziell neut-
rale Haltung (MW = 3.28, SD = 1.06 bzw. MW = 3.36, SD = 1.38). Die hohe Standardabwei-

chung lisst sich dabei mit einer Betrachtung der Haufigkeiten ndher beleuchten. Wahrend 24
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% der Teilnehmenden der Ansicht sind, dass es sich nicht erst um einen Beweis handelt, wenn
diese formalen Aspekte beriicksichtigt werden, vertreten 20 % eher bzw. 12 % der teilnehmen-
den Personen vollkommen eine Sichtweise auf Beweise, die stark formal geprigt ist. Der Un-
terschied ist im Prd-Post-Vergleich nicht signifikant (t =-0.262, p =.795). Im Zuge eines auto-
ritdren Beweisschemas zeigt sich sowohl am Beginn als auch am Ende der Erhebung eine eher
ablehnende Haltung (MW = 4.36, SD = 0.81 bzw. MW = 4.28, SD = 0.89), wobei der geringe
Pra-Post-Unterschied nicht signifikant ist (z = 0.392, p = .705). Insgesamt ergibt sich damit
sowohl vor als auch nach den InterventionsmafBnahmen eine eher neutrale Haltung gegeniiber
einem formal-algebraischen Beweisverstidndnis sowie eine ablehnende Sichtweise im Hinblick
auf ein autoritdres Beweisschema. Allerdings zeigt sich eine deutlich gestiegene Abkehr von
einem empirischen Beweisverstandnis im Posttest im Vergleich zu einer neutralen bis ableh-

nenden Haltung am Beginn der Intervention.

Abbildung 7.12

Prd- und Postergebnisse Kategorie 1E: Beweisverstdndnis
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Anmerkung. Die Items sind urspriinglich negativ formuliert, sodass diese in der
Abbildung zur besseren Vergleichbarkeit invertiert werden. Empirisches Be-
weisschema (C5); formal-algebraische Beweisvorstellung (C6); autoritires
Beweisschema (C7). Eigene Darstellung.

Die nachfolgende Abbildung 7.13 veranschaulicht die Gegeniiberstellung der Pra-Post-Ergeb-
nisse der Kategorie zu den Beliefs der Lernenden iiber sich selbst als Betreibende der Mathe-
matik und beweisende Individuen. Ein Blick auf die Mittelwerte der gesamten Kategorie (MW
=3.65, SD = 0.66 bzw. MW = 3.77, SD = 0.58) bzw. der Kategorie mit ausschlieBlich beweis-
bezogenem Fokus (MW =3.51, SD =0.72 bzw. MW = 3.66, SD = 0.60) zeigt dabei sowohl am
Beginn der Erhebung als auch beim Abschluss eine tendenziell neutrale bis eher zustimmende
Haltung. Insgesamt ergibt sich dabei im Hinblick auf eine Verinderung iiber die Uberzeugun-
gen liber sich selbst hinweg kein signifikanter Unterschied hinsichtlich der Pra- und Postergeb-

nisse (t =—1.284, p = .211). Spezifischer zeigt sich dabei eine insgesamt positive Uberzeugung
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hinsichtlich der Verbesserung mathematischer Fahigkeiten (B3) (MW = 4.48, SD = 0.77 bzw.
MW =4.40, SD = 0.87) bzw. Beweisfahigkeiten (E1) (MW =4.40, SD = 0.65 bzw. MW =4.52,
SD = 0.59) im Laufe des Lern- bzw. Ubungsprozesses. Bei beiden Items ist allerdings kein
signifikanter Unterschied im Pré-Post-Vergleich festzustellen (z = 0.630, p = .530 bzw. z = —
0.943, p = .375). Im Hinblick auf die Ausdauer bei schwierigen Beweisen (E2) zeigt sich eine
eher neutrale bis zustimmende Haltung, wobei eine positive Entwicklung im Sinne einer zu-
nehmenden Zustimmung im Posttest zu verzeichnen ist (MW = 3.16, SD = 1.14 bzw. MW =
3.48, SD =1.01). Nach Abschluss der Interventionen geben dabei 36 % der Teilnehmenden an,
der Aussage zur vorhandenen Ausdauer eher zuzustimmen, 16 % stimmen voll zu. Am Beginn
stimmen insgesamt 44 % der Aussage eher bzw. voll zu. Der Wilcoxon-Test zeigt diesbeziiglich

allerdings keinen signifikanten Unterschied (z =—1.600, p = .097).

Abbildung 7.13
Prd- und Postergebnisse Kategorie 2: Beliefs iiber sich selbst
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Anmerkung. Item E4 und E6 sind negativ formuliert, sodass zur besseren Ver-
gleichbarkeit die invertierten Mittelwerte herangezogen werden. Kategorie 2
(BS); Kategorie 2 exklusive Item B3 (BS_B). Auf die einzelnen Items wird im
Text verwiesen. Eigene Darstellung.

Dariiber hinaus zeigt sich, dass die Lernenden sowohl am Beginn als auch Ende der Interven-
tionen eher eine neutrale bis leicht zustimmende Haltung gegeniiber der Sicherheit beim Um-
gang mit typischen Beweistechniken (E3) (MW =3.32, SD = 1.22 bzw. MW =3.25, SD =0.79)
und dem selbststdndigen Nachvollziehen von Beweisen (E5) (MW =3.36, SD =1.15 bzw. MW
= 3.60, SD = 0.87) einnehmen, wobei auch hier Unterschiede im Pri-Post-Vergleich minimal
und nicht signifikant sind (z = 0.000, p = 1.000 bzw. z = —1.224, p = .198). Zudem ist eine
Verdanderung im Hinblick auf Schwierigkeiten zur Unterscheidung der Beweisidee von spezifi-
schen Details (E4) eine eher neutralen bis tendenziell ablehnenden Haltung zu verzeichnen
(MW = 3.26, SD = 1.04 bzw. MW = 3.80, SD = 0.82) und es zeigt sich hinsichtlich der Uber-

forderung beim selbststéindigen Fithren von Beweisen unter Kenntnis der Vorgehensweise (E6),
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ein Wandel von einer eher ablehnenden zu einer neutraleren Haltung (MW = 3.48, SD = 1.23
bzw. MW = 3.28, SD = 1.21). Wiederum stellen sich diese Unterschiede allerdings nicht als
statistisch signifikant heraus (z = —1.831, p = .054 bzw. z = 0.824, p = .398). Insbesondere
hervorzuheben ist dabei, dass im Hinblick auf die Schwierigkeiten zur Unterscheidung einer
Beweisidee von den spezifischen Details der Student-Test fiir abhéngige Stichproben mit t =—
2.107 und p = .046 einen signifikanten Unterschied zeigen wiirde, allerdings zeigt der Shapiro-
Wilk-Test hier mit W = .892 und p = .012 eine mogliche Verletzung der Normalverteilung.
Dartiber hinaus legen die niedrigeren Standardabweichungen bei sémtlichen Items im Zuge der

Posttestung eine allgemeine Angleichung der Zustimmungswerte nahe.

Insgesamt zeigen sich innerhalb der Kategorie zu Beliefs iiber sich selbst keine statistisch sig-
nifikanten Unterschiede im Hinblick auf die Anfangs- und Enderhebung sowie eine allgemein

neutrale bis positive im Sinne von produktiven Uberzeugungen der Lernenden iiber sich selbst.

Abbildung 7.14
Prd- und Postergebnisse Kategorie 3: Sozio-affektiven Beliefs
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Anmerkung. Kategorie 3 (BSA); Kategorie 3 exklusive Item B4 (BSA_B). Auf
die einzelnen Items wird im Test verwiesen. Eigene Darstellung.

Im Hinblick auf die Kategorie zu sozio-affektiven Beliefs zeigt sich sowohl insgesamt (MW =
3.79, SD = 0.66 bzw. MW = 3.82, SD = 0.66) als auch spezifisch beweisbezogen (MW = 3.72,
SD = 0.70 bzw. MW = 3.78, SD = 0.71) eine relativ stabil bleibende neutrale bis tendenziell
zustimmende Haltung im Sinne von sozialen Aspekten und positiven affektiven Komponenten
beim mathematischen Beweisen. Der Student-Test fiir abhdngige Stichproben bestitigt dabei
den zu vermutenden nicht signifikanten Unterschied der Prd- und Postergebnisse dieser Kate-
gorie (t=-0.279, p=.782). Insgesamt zeigt sich dabei eine Verdnderung spezifisch zum Gefiihl
von Spaf} beim gemeinsamen Arbeiten an einem Beweis (MW = 3.88, SD = 0.79 bzw. MW =
3.88, SD = 1.05) sowie bei der Bevorzugung, einen Beweis eher selbststindig zu entdecken als

vorgezeigt zu bekommen (MW = 3.84, SD = 1.21 bzw. MW = 3.84, SD = 1.21). Allerdings
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verdeutlicht ein Blick auf die prozentuellen Hiufigkeiten, dass mit insgesamt 68 % der Teil-
nehmenden der iberwiegende Anteil dem Aspekt von Spal} eher bis voll zustimmt, wohingegen
in der Anfangsbefragung hier ein Anteil von 64 % zu verzeichnen ist. Auch hinsichtlich der
selbststandigen Erarbeitung zeigt sich hier ein Unterschied von 4 Prozentpunkten, wobei eine
abnehmende Zustimmung ersichtlich ist. Tendenziell mittlere bis hohe Zustimmungswerte zei-
gen sich sowohl in der Anfangs- als auch Enderhebung hinsichtlich der Bewertung des Austau-
sches iiber mathematische Probleme und Losungen in der Klasse (MW = 4.24, SD = 0.93 bzw.
MW =4.04, SD = 0.96), der Diskussionen mit Mitschiiler*innen zum besseren Verstiandnis von
Beweisen (MW =416, SD = 0.75 bzw. MW =4.25, SD = 0.79) sowie des Durchdringens eines
abstrakten Beweises als lohnende Erfahrung (MW = 4.48, SD = 0.82 bzw. MW =4.32, SD =
1.03). Dabei stellt sich der Unterschied bei keinem der genannten Items als statistisch signifi-

kant heraus (z = 0.840, p = .407 bzw. z=—-0.454, p = .644 bzw. z = 1.468, p = .129).

Eine eher ablehnende Haltung, welche beim Abschluss der Interventionen tendenziell in eine
neutrale Sichtweise libergeht, zeigt sich im Hinblick auf die Sicherheit beim Pridsentieren von
Beweisideen in der Klasse auf mathematischer Ebene (MW =2.64, SD = 1.38 bzw. MW =2.92,
SD = 1.12). Die prozentuellen Haufigkeiten zeigen dabei eine Tendenz zur Mitte auf. Wahrend
noch am Beginn insgesamt 8 % der Teilnehmenden der Aussage voll zustimmen, sind es bei
der Endbefragung um 4 Prozentpunkte weniger, wobei im Gegenzug statt 24 % der untersuch-
ten Personen zu Beginn, am Ende insgesamt 32 % der Teilnehmenden eher zustimmen. Dariiber
hinaus lehnen im Pritest 32 % der teilnehmenden Personen die Aussage vollstdndig ab, wih-
rend sich dies im Endfragebogen auf einen Anteil von 12 % an der Stichprobe reduziert. Der
Unterschied ist allerdings nach dem Wilcoxon-Test statistisch nicht signifikant (z=-1.334,p =
.166). Ein dhnliches Bild zeigt sich im Hinblick auf die Sicherheit beim Vorstellen von Beweis-
ideen auf sozialer Ebene (MW = 3.32, SD = 1.38 bzw. MW = 3.48, SD = 1.23), wobei sich eine
allgemein neutralere Haltung zeigt, welche sich nicht signifikant verdnderte (z = —1.067, p
=.276). Insgesamt ergibt sich damit im Rahmen der Préd- und Posterhebung kein statistisch sig-
nifikanter Unterschied in der Kategorie zu sozio-affektiven Beliefs. Insbesondere zeigt sich da-
bei eine allgemeine Tendenz zur Mitte im Sinne einer neutralen bis produktiven Haltung ge-
geniiber einer sozialen Komponente beim Beweisen sowie damit verbundenen positiven Emo-
tionen. Eine Ausnahme zeigt sich hinsichtlich der Sicherheit beim Vorstellen eigener Beweis-
ideen vor der Klasse auf mathematischer Ebene, wobei tendenziell eine eher ablehnende Ein-

stellung ersichtlich wird.
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Abbildung 7.15
Prd- und Postergebnisse: Rangordnung der Beweisfunktionen
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Anmerkung. Ranking der Verifikationsfunktion (CR1), Erklarungsfunktion
(CR2), Entdeckungsfunktion (CR3) und Systematisierungsfunktion (CR4) von
1 (= wichtigste Funktion) bis 4 (= unwichtigste Funktion). Eigene Darstellung.

Im Hinblick auf die Rangordnung der verschiedenen Beweisfunktionen zeigt Abbildung 7.15
eine Ubereinstimmung der Pri- und Postergebnisse hinsichtlich der Ordnung der Wichtigkeit
der Funktionen. Die Erklarungsfunktion wird dabei allgemein als wichtigste Funktion angese-
hen (MW = 1.75, SD = 1.11 bzw. MW = 1.44, SD = 0.65), gefolgt von der Verifikations- (MW
=2.12, SD = 1.05 bzw. MW = 2.04, SD = 1.02) und Systematisierungsfunktion (MW = 3.04,
SD = 0.98 bzw. MW = 3.12, SD = 0.73). Der Abschluss und damit die unwichtigste Funktion
wird in der Erklarung gesehen (MW = 3.08, SD = 0.65 bzw. MW = 3.40, SD = 0.76). Mit 58.3
% bzw. 64 % der Teilnehmenden sieht ein iiberwiegender Anteil sowohl in der Anfangs- als
auch in der Enderhebung die Erklidrung als wichtigste Funktion von Beweisen an. Im Hinblick
auf die Verifikationsfunktion zeigt sich ein weniger eindeutiges Bild, wobei insbesondere im
Posttest je 36 % der teilnehmenden Personen den ersten bzw. zweiten Rangplatz zuordnen.
Dariiber hinaus zeigt sich, dass wahrend zu Beginn mit 40 % der Teilnehmenden ein iiberwie-
gender Anteil der Stichprobe die Systematisierungsfunktion auf dem vierten Platz sieht, im
Posttest mit 48 % beinahe die Hélfte der Personen den dritten Platz zuweist. Ein &hnlich deut-
liches Bild zeigt sich bei der Entdeckungsfunktion. In der Anfangserhebung ergibt sich eine
Mehrheit von 58.3 % der teilnehmenden Personen, welche der Entdeckung als Beweisfunktion
den dritten Rangplatz zuweisen. Im Posttest hingegen wird mit 56 % von mehr als der Hélfte
der Personen die Entdeckungsfunktion als unwichtigste Funktion gesehen. Insgesamt zeigen
die Ergebnisse damit eine gleichbleibende Praferenz der Erkldrungsfunktion und eine nicht ein-
deutige Positionierung hinsichtlich der Verifikationsfunktion auf dem zweiten Rangplatz. Wih-
rend die prozentuellen Haufigkeiten eine Erhebung der Systematisierungsfunktion auf den drit-

ten Rangplatz ersichtlich machen, zeigt sich auch hier am Mittelwert eine tendenziell
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gleichbleibende Priferenz. Dies trifft im gegenteiligen Sinne auch auf die Erkldarungsfunktion

zu, wobei hier eine Dominanz der Sichtweise als unwichtigste Funktion ersichtlich wird.

Abbildung 7.16

Prd- und Postergebnisse: Konstruktionsleistung der Lernenden
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Anmerkung. Bewertung der Konstruktionen der Beweisideen mit 0 (= fehler-
haft oder fehlend), 1 (= unvollstindig), 2 (= praformal bzw. inhaltlich-anschau-
lich) und 3 (= formal-deduktiv). Eigene Darstellung.

Im Hinblick auf die Konstruktionsleistungen der Lernenden zeigt sich eine tendenziell hohere
Bewertung im Posttest (MW = 0.68, SD = 0.90 bzw. MW = 0.84, SD = (0.85), wobei der Unter-
schied allerdings statistisch nicht signifikant ist (z =—-0.714, p = .405). Einen tieferen Einblick
zeigen dabei die deskriptiven Ergebnisse. Wahrend am Beginn der Untersuchung mit 60 % der
Teilnehmenden mehr als die Halfte einen fehlenden oder fehlerhaften Ansatz einer Beweisidee
aufweist, zeigt sich dies im Posttest nur noch bei 44 % der Lernenden. Dariiber hinaus finden
sich beim Abschluss der InterventionsmafBnahmen bei je 28 % der Teilnehmenden unvollstin-
dige sowie bereits priformale bzw. inhaltlich-anschauliche Ansétze. Bei keiner Person zeigt
sich dabei sowohl im Pré- als auch im Posttest ein formal-deduktiver Ansatz. Insgesamt ergeben
sich damit im Hinblick auf die Beweiskonstruktionsleistungen der Lernenden tendenziell feh-

lerhafte oder unvollstandige Ansitze fiir eine Beweisidee.

Zusammenfassend zeigen sich im Rahmen der Prd- und Posttestung zu den mathematik- und
beweisbezogenen Beliefs kaum statistisch signifikante Anderungen im Sinne einer grundlegen-
den Verinderung der Uberzeugungen der Lernenden. Hervorzuheben ist allerdings eine bedeut-
same Anderung beziiglich eines empirischen Beweisschemas, wonach es fiir einen Beweis aus-
reichend ist, eine Aussage anhand vieler Beispiele zu priifen. Hier zeigt sich insbesondere ein
statistisch signifikanter Unterschied hinsichtlich einer Abkehr von einem derartigen Beweisver-

standnis.
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Dartiber hinaus zeigt sich im Allgemeinen sowohl im Rahmen der Anfangs- als auch Enderhe-
bung eine mittlere bis hohe Zustimmung zu einer statischen Sichtweise, wonach Mathematik
aus dem korrekten Anwenden von Regeln und Gesetzen besteht, welche prizise und streng zu
befolgen sind. Dies spiegelt sich dariiber hinaus in einer tendenziell hohen Zustimmung zur
Verifikationsfunktion von Beweisen wider, welche mit einem solchen Verstindnis in Verbin-
dung gesehen wird. Erginzend dazu zeigt sich im Hinblick auf ein Beweisverstindnis, welches
von einem formalen Beweiskonzept geprégt ist, dass hinsichtlich der Systematisierungsfunk-
tion im Zuge der Abschlusserhebung eine deutlichere Zustimmung zu verzeichnen ist. Auch
wenn der Unterschied nicht statistisch signifikant ist, ist diese Verdnderung auf Basis der klei-
nen Stichprobe doch hervorzuheben. Diese Anderung spiegelt sich dariiber hinaus in dem Ran-
king der Beweisfunktionen wider, wo zu Beginn ein iiberwiegender Anteil der Teilnehmenden
diese Funktion auf den letzten Rangplatz verweist, wahrend in der Endbefragung die Funktion
von ungefdhr der Hélfte der Personen auf den dritten Platz positioniert wird. Dariiber hinaus
zeigt sich innerhalb eines formalen Beweiskonzeptes sowohl im Pré- als auch Posttest eine hohe

Zustimmung zur Notwendigkeit, simtliche Definitionen innerhalb eines Beweises zu kennen.

Mit Blick auf eine dynamische Sichtweise zur Mathematik zeigt sich verglichen mit einer sta-
tischen Perspektive eine tendenziell geringere Zustimmung zur Aussage, dass die Mathematik
dabei hilft, Probleme zu I6sen und von neuen Ideen lebt, wobei eine allgemein mittlere Zustim-
mung gegeben ist. Hier ist zudem kein signifikanter Unterschied im Zuge der Pra-Post-Erhe-
bung festzustellen. Im Vergleich dazu weist die Erkldrungsfunktion als beweisbezogener dyna-
mischer Aspekt sowohl innerhalb der Kategorie als auch verglichen mit der Verifikationsfunk-
tion eine deutlich hohere Zustimmung auf. Dies stimmt dariiber hinaus mit dem Ranking der
Beweisfunktionen iiberein, wonach sowohl im Zuge der Pri- als auch Posttestung ein {iberwie-
gender Anteil der Befragten die Erklarung als wichtigste Funktion ansieht, gefolgt von der Ve-
rifikationsfunktion. In Verbindung mit einer dynamischen Perspektive zeigt sich innerhalb der
Kategorie, Beweisen im Sinne von Entdecken und Explorieren zu verstehen, eine iiberwiegend
neutrale bis zustimmende Haltung zu den darin enthaltenen Items. Insbesondere ergeben sich
hier im Vergleich der Pri- und Postergebnisse tendenziell stabile Uberzeugungen. Die im Ver-
gleich niedrigere Zustimmung zur in dieser Kategorie befindlichen Entdeckungsfunktion von
Beweisen, wonach man durch das Beweisen allgemeine Methoden lernt, um mathematische
Probleme zu l6sen, deckt sich dabei mit dem im Zuge der Posttestung iberwiegend vergebenen

vierten und letzten Rangplatz.

Hinsichtlich der Kategorie zu verschiedenen Beweisverstdndnissen wurde bereits der signifi-

kante Unterschied beziiglich eines empirischen Beweisverstindnisses hervorgehoben. Dartiber
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hinaus zeigen sich im Hinblick auf eine neutrale Haltung gegeniiber einem formal-algebrai-
schen Beweisverstindnis sowie einer tendenziell ablehnenden Position hinsichtlich eines auto-

ritdren Beweisschemas allgemein kaum Verdanderungen.

Beziiglich der Kategorie zu Beliefs der Lernenden iiber sich selbst als Betreibende der Mathe-
matik und in Ausiibung von Beweistétigkeiten zeigt sich insgesamt sowohl im Pré- als auch im
Posttest eine neutrale bis eher zustimmende Haltung und damit weder besonders hinderliche
noch stark forderliche Uberzeugungen zum mathematischen Beweisen. Hervorzuheben ist da-
bei allerdings im Spezifischen die liberwiegend positive Einstellung, dass sich die eigenen ma-
thematischen Féhigkeiten im Laufe des Lernprozesses verbessern sowie Beweisfahigkeiten
durch Ubung optimiert werden kénnen. Allerdings ist festzuhalten, dass hinsichtlich der Aus-
dauer beim Beweisen eine tendenziell positivere Zustimmung nach dem Prozess zu verzeichnen
ist, auch wenn der Unterschied statistisch nicht signifikant ist. Auch im Hinblick auf Schwie-
rigkeiten bei der Unterscheidung einer Beweisidee von den spezifischen Details zeigt sich bei
der Abschlusserhebung eine eher ablehnende Haltung. Zwar zeigt hier der Wilcoxon-Test kein
signifikantes Ergebnis, doch unter der Voraussetzung der Normalverteilung wiirde der Student-

Test fiir abhéingige Stichproben hier einen signifikanten Unterschied ausweisen.

Dariiber hinaus zeigt die Pra-Post-Erhebung der sozio-affektiven Beliefs eine starke Stabilitét
hinsichtlich einer neutralen bis eher produktiven Haltung im Sinne eines Verstindnisses von
Beweisen als sozialen Prozess und einer Verbindung mit positiven Emotionen. Eine mittlere bis
hohe Zustimmung ergibt sich dabei in der positiven Bewertung von Austausch und Diskussion
sowohl liber mathematische Probleme im Allgemeinen als auch {iber Beweise im Spezifischen
sowie dem Durchdringen eines abstrakten Beweises als lohnende Erfahrung sowohl im Pré- als
auch im Posttest. Eine tendenziell eher zustimmende Haltung zeigt sich dariiber hinaus auch
hinsichtlich der eigenstindigen Entdeckung von Beweisideen und dem Prozess, gemeinsam an
einem Beweis zu arbeiten. Eher ablehnende Uberzeugungen zeigen sich hinsichtlich der Sicher-
heit auf mathematischer Ebene bei der Prasentation eigener Beweisideen in der Klasse. Insbe-

sondere ergibt sich hier im Posttest eine Tendenz zur Mitte.

AbschlieBend ist im Hinblick auf die Konstruktionsleistungen der Lernenden darauf zu verwei-
sen, dass sowohl im Rahmen der Pré- als auch Posterhebung iiberwiegend fehlerhafte bzw. un-
vollstindige Ansitze festzustellen sind, auch wenn eine Reduktion fehlerbehafteter Beweiside-

enansitze in der Abschlusserhebung zu verzeichnen ist.
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7.4 Ergebnisse der Einzelfallanalysen

Die nachfolgenden Ausfiihrungen stellen eine Kombination der quantitativen und qualitativen
Ergebnisse von den insgesamt fiinf ausgewihlten Einzelfillen dar, um einen tiefergehenden
Einblick in die beschriebenen ausgeblicbenen und stattgefundenen Anderungen im Hinblick
auf die untersuchten mathematik- und beweisbezogenen Beliefs zu erlangen. Der Fokus liegt
dabei insbesondere auf den qualitativen Ergebnissen der leitfadengestiitzten Interviews, wobei
fiir eine hinreichende Einordnung der Interviewinhalte die entsprechenden quantitativen Daten

in den einzelnen Kategorien dargestellt werden.

7.4.1 Fall Al

Bei Fall A1 handelt es sich um eine Person aus der Stichprobe, welche in Summe die geringsten
Abweichungen von den allgemeinen Mittelwerten aufweist und somit exemplarisch fiir die
durchschnittlichen Ergebnisse der Teilnehmenden herangezogen wird. Die untersuchte Person
identifiziert sich mit dem ménnlichen Geschlecht und hatte im letzten Zeugnis die Beurteilung
,Gentigend* in Mathematik. Der Teilnehmer gibt an, die Themen auf dem Gebiet der Analysis
gut zu verstehen und bereits hin und wieder Beweise im Mathematikunterricht thematisiert zu

haben. Das Wahlpflichtfach Mathematik besucht der Schiiler nicht.

Wie in der nachfolgenden Abbildung 7.17 ersichtlich wird, ergeben sich im Zuge der mathema-
tik- und beweisbezogenen Beliefs tendenziell keine bis marginale Verdnderungen im Rahmen
des Interventionsprozesses. Im Zuge des Interviews gab der Schiiler diesbeziiglich am Beginn
die personliche Einschitzung ab, dass sich fiir ihn jedenfalls Verdnderungen bemerkbar mach-
ten: ,,Ja es hat sich verdndert, weil zuerst wusste ich nichts vom Thema, bevor Sie es prasentiert
haben und ich habe halt angekreuzt, was flir mich halt richtig war.* Insbesondere wurde ange-
merkt, dass sich fiir den Lernenden im Rahmen des Prozesses herausstellte, dass Beweisen viel

komplizierter ist, als er es sich anfangs gedacht hatte.

Die in Abbildung 7.17 ersichtliche groflere Verdnderung bei Item C6 zu einem formal-algebra-
ischen Beweisverstindnis wurde im Interview explizit erfragt. Dabei wurde von dem Lernen-
den die nachfolgende Begriindung angegeben: ,,Also beim ersten Fragebogen, da wo wir das
Thema noch nicht vertiefend gemacht haben, dachte ich mir okay, man kann es mit der Sprache
formulieren, ohne jetzt die mathematischen Symbole.* Dariiber hinaus fiihrte er aus: ,,Nachdem
Sie uns das Ganze prisentiert haben, dachte ich mir nein okay, es ist komplett das Gegenteil.
Sprache ist wichtig, aber die mathematischen Symbole sind viel wichtiger, damit man Formeln
aufstellen kann, damit man auch irgendwie ableiten kann.“ Auf den Hinweis, dass im Rahmen

der Interventionen ebenso priformale Beweise thematisiert und formuliert wurden, verwies der
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Schiiler darauf, dass Skizzen zwar mdglich sind, die Einbeziehung mathematischer Symbole

allerdings besser ist, um auch Zusammenhénge darstellen zu konnen.

Abbildung 7.17
Prd- und Postergebnisse Fall A1
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Anmerkung. Die Abbildung zeigt eine Gegeniiberstellung der Pré- und Postergebnisse aller Items. Negativ formu-
lierte Items werden invertiert und mit ,,Inv* gekennzeichnet. Eigene Darstellung.

Hinsichtlich einer ausbleibenden Verdnderung im Zuge eines empirischen Beweisverstindnis-
ses, wo sich, wie in Abschnitt 7.3 angefiihrt, ein allgemein signifikanter Unterschied ergibt,
verwies der Schiiler darauf, dass man theoretisch eine Aussage anhand von Beispielen priifen
kann und fiihrte weiter aus: ,,Bevor man ein Beispiel macht, muss man es irgendwie beweisen,

dass es immer so sein wird, egal wie man es ausrechnet.*

In Abbildung 7.17 wird dariiber hinaus ersichtlich, dass im Rahmen der Beliefs iiber sich selbst
die Interventionen zu einer eher negativen Veridnderung fithrten. Der Schiiler griff dabei Item
E6 zur Uberforderung beim selbststindigen Fiihren von Beweisen auf und meinte dazu: ,,Also
ich habe mich bei Beweisen nie iiberfordert gefiihlt.“ Die Veranderung begriindet er damit, dass
es in weiterer Folge doch nicht so leicht schien und er merkte an: ,,Aber es ist auch iiberhaupt

nicht schwierig und man muss einfach ein bisschen nachdenken.*

Insbesondere zeigen sich bei der Person keine Ubereinstimmungen hinsichtlich der Rangord-
nung der vier verschiedenen Beweisfunktionen und deren anschlieBenden Bewertung. Dabei
wurde im Interview als Erkldrung eingangs angemerkt, dass sich der Schiiler des Zusammen-
hangs der Rangordnung und Bewertung nicht bewusst war. Er fiihrte weiter aus, dass die Be-
stitigung der Wahrheit einer Aussage ,,das Allerwichtigste ist und die Zusammenhénge ma-
thematischer Konzepte ,,viel wichtiger sind als allgemeine Methoden zu lernen. Dies begriin-

dete er damit: ,,Wenn ich zum Beispiel den groBBeren Zusammenhang verstehe, dann kann ich
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auch die allgemeinen Methoden leichter verstehen. Auch die Verdnderung bei Item E3 begriin-

dete er damit.

Als Begriindung, warum die Person keiner der Aussagen und damit den Beweisfunktionen in
den Item C1 bis C4 vollig zustimmte, fiihrte der Schiiler hinsichtlich der Verifikationsfunktion
an, dass manche Beweise ,,nicht immer die Wahrheit einer Aussage bestétigen* miissen, son-

dern auch das Gegenteil erzielen konnen.

Abbildung 7.18
Prd- und Postergebnisse Fall Al: Ranking der Beweisfunktionen
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Anmerkung. Die Abbildung zeigt eine Gegeniiberstellung der Pra- und Poster-
gebnisse des Rankings der Beweisfunktionen. Eigene Darstellung.

AbschlieBend wurde der Lernende darauf aufmerksam gemacht, dass seine Uberzeugungen re-
lativ stabil geblieben sind und nach einer moglichen Begriindung gefragt: ,,Es kommt nicht
davon, weil meine mathematischen Féhigkeiten schlecht sind, sondern weil ich manchmal faul
bin und mich nicht so konzentrieren will, weil ich denke, okay, das ist doch leicht.* Dazu er-
ginzte er: ,,Ich kann eh alles nachvollziehen und ich kann alles verstehen und deshalb hat sich
bei mir nicht so viel verindert. Auf die Frage, ob es etwas giibe, was seine Uberzeugungen
verandern konnte, meinte der Lernende: ,,Nein, ich glaube Sie haben eh alles ganz gut durch-

gefiihrt.*

Die Lernenden wurden im Zuge des Interviews nicht auf die eigenen Konstruktionsleistungen
angesprochen, um eine priifungsdhnliche Situation zu vermeiden. Allerdings sei zur Vollstén-
digkeit an dieser Stelle angefiihrt, dass im Rahmen der Konstruktion eine fehlerhafte graphische
Vorstellung einer Ableitungsfunktion im Pritest sowie eine falsche Wiedergabe der Faktorregel

1m Posttest ersichtlich sind.

Insgesamt zeigt sich bei der befragten Person ein starker Fokus auf die personlichen Fahigkei-

ten, die allgemein positiv hervorgehoben werden. Zudem werden Verédnderungen im eigenen
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Prozess und die weitere Unverinderbarkeit der persénlichen Uberzeugungen verstirkt betont.
Es zeigt sich insbesondere ein tendenziell positives Selbstbild der eigenen Fahigkeiten, welche

nicht mit den entsprechenden Beweiskonstruktionsleistungen im Einklang stehen.

7.4.2 Fall A8

Im Rahmen von Fall A8 wurde eine Person gewdhlt, welche auf Basis des Fragebogens tenden-
ziell unproduktive Beliefs iiber die Mathematik und mathematische Beweise sowie damit in
Verbindung tiber sich selbst und sozio-affektive Beliefs aufweist. Die nachfolgende Abbildung
7.19 veranschaulicht die Zustimmungswerte in den einzelnen Items und verdeutlicht die be-
schriebenen Tendenzen. Dabei handelt es sich um eine weibliche Teilnehmerin, welche eine
Beurteilung mit der Note ,,Genligend* im letzten Zeugnis aufweist. Die Person gibt an, Themen
auf dem Gebiet der Analysis teilweise zu verstehen und hin und wieder bereits iiber Beweise
im Mathematikunterricht gesprochen zu haben. Das Wahlpflichtfach Mathematik besucht sie

nicht.

Abbildung 7.19
Prd- und Postergebnisse Fall A8

5

Zustimmung von 1 bis 5
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Anmerkung. Die Abbildung zeigt eine Gegeniiberstellung der Pra- und Postergebnisse aller Items. Negativ formu-
lierte Items werden invertiert und mit ,,Inv* gekennzeichnet. Eigene Darstellung.

Im Zuge erster Gedanken und Gefiihle duBlerte die Schiilerin im Interview: ,,Also ich muss
schon sagen, es hat mir schon Spall gemacht. Vor allem, weil wir halt als Gruppe gearbeitet
haben.* Diese Aussage spiegelt sich in den quantitativen Ergebnissen der Fragebogenuntersu-
chung wider, wo die Lernende bei Item F2 zum Spal} eine hohere Zustimmung beim Abschluss
aufweist. Gruppenarbeiten werden dabei besonders hervorgehoben, ,,weil dann die anderen halt
auch Ideen haben und dann kann ich mehr damit anfangen, weil ich selbst das nicht so schnell

begreife.*
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Im Vergleich zu den allgemeinen Ergebnissen zeigt sich bei der Schiilerin eine tendenzielle
Ablehnung der Aussage, dass Mathematik dabei hilft Probleme zu 16sen und von neuen Ideen
lebt. Dies begriindete die Lernende im Interview folgendermal3en: ,,Ich denk mir so, also Ma-
thematik existiert schon so lange. Das miissten ja eigentlich immer schon die gleichen Regeln
gewesen sein, weil es konnen ja nicht einfach so jetzt neue Regeln existieren, weil dann wiirden
ja wahrscheinlich viele alte Regeln dann nicht mehr gelten.” Bei der Betonung der Probleme
verwies sie darauf, dass dies schon fiir mathematische Probleme zutreffen wiirde, nicht jedoch

fiir ihre Alltagsprobleme.

Eine weitere Frage im Interview betraf die Verdnderung bei Item C6 und einem formal-algeb-
raischen Beweisverstdndnis. Thre abschlieBende Tendenz, der Notwendigkeit von mathemati-
scher Sprache und Symbole fiir einen Beweis zuzustimmen, begriindete die Schiilerin damit,
dass es fiir sie im Interventionsprozess so gewirkt habe, dass es allerdings mit ,,normalen Sét-
zen“ auch gehen wiirde. Der Aussage, dass ein Beweis nur notwendig ist, wenn man den Aus-
sagen erfahrener Mathematiker*innen nicht vertraut, stimmte sie im Interview ,,ziemlich gar
nicht zu, betonte dabei jedoch, dass es schon sein kann, ,,dass man das auch macht, wenn eine

Aussage ein bisschen komisch fiir einen selbst wirkt®.

Die steigende Uberforderung (E6) am Ende des Interventionsprozesses begriindete die Ler-
nende damit, dass sie davor wenig Ahnung von Beweisen hatte und sich dann ,,schon ziemlich
iiberfordert gefiihlt“ hat. Ahnlich begriindet die Schiilerin ihre Entwicklung hinsichtlich der
Verbesserung der mathematischen Féhigkeiten im Laufe der Zeit: ,,Ich glaube, ich bin einfach
davon ausgegangen, wenn ich es viel mache, dann verstehe ich es und ich habe es nicht wirklich
verstanden, aber ich habe es jetzt auch nicht so viel gemacht.”“ Auf die Frage, ob ein ldnger
andauernder Prozess mehr verdndern hitte konnen, entgegnete die Lernende: ,,Es hitte sich

verandern konnen, aber nicht sehr.*

Eine ausbleibende bzw. lediglich minimale Verdnderung begriindet die Schiilerin damit, dass
sie ,,Mathematik vom Gegenstand her nicht sonderlich lustig* findet, wenn man allerdings et-
was versteht und allein darauf kommt, dass das ,,schon ziemlich cool ist. Hinsichtlich einer
nicht vorhandenen Anderung bei der Bewertung der Items zum Austausch und zur Diskussion
im Mathematikunterricht, hob die Schiilerin hervor, dass sie meistens von Anfang an nicht so

schnell mitgekommen sei und deswegen dann ,,ziemlich schnell verloren* war.

AbschlieBend wurde die Lernende befragt, ob es im Prozess und im Allgemeinen Aspekte geben
wiirde, welche ihre Uberzeugungen und Einstellungen tendenziell verbessern kénnten. Diesbe-

zliglich merkte die Schiilerin an: ,,Ich glaub das ist von aulen ziemlich schwierig, weil ich
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glaube, mir fehlen generell einfach Grundlagen in Mathe, die ich einfach nicht habe.” Die
Frage, ob gesichertes Faktenwissen dazu fiihren konnte, dass sich ihre Uberzeugungen verin-

dern wiirden, erwidert sie zustimmend.

Im Hinblick auf die Konstruktionsleistungen einer Beweisidee zeigt sich bei der Schiilerin unter
Anfiihrung der Aussage: ,,Ich habe leider keine Ahnung. kein Ansatz bei der Anfangserhebung.
Im Zuge der Posttestung findet sich ein fehlerhafter Ansatz mit einem Verweis auf das Vorliegen
von Wendestellen bei der Ableitungsfunktion an den Extremstellen der urspriinglichen Funk-

tion.

Zusammenfassend sind bei der teilnehmenden Person tendenziell negative affektive Aspekte
mit der Mathematik im Allgemeinen und mathematischem Beweisen im Spezifischen verbun-
den. Die eigenen Féahigkeiten und Leistungen werden als gering eingeschitzt, was insbesondere
mit dem Fehlen doménenspezifischen Wissens begriindet wird. Diese Einschdtzung wird zudem
mit eher ablehnenden Uberzeugungen in Verbindung gebracht. Eine mdgliche Verinderung der

eigenen Beliefs wird von der befragten Person ambivalent eingeschitzt.

7.4.3 Fall A12

Die Person aus Fall A12 wurde insbesondere ausgewihlt, da sich hier einige Anderungen zeig-
ten, welche allgemein bei mehreren teilnehmenden Personen ersichtlich sind. Bei dem befrag-
ten Teilnehmer handelt es sich um eine Person méannlichen Geschlechts, welche im letzten Jah-
reszeugnis die Beurteilung mit der Note ,,Gut* erhielt. Der Schiiler gibt an, Themen auf dem
Gebiet der Analysis gut zu verstehen und mathematische Beweise bereits sehr oft im Unterricht

thematisiert zu haben. Das Wahlpflichtfach Mathematik besucht der Teilnehmer nicht.

Einleitend bewertete die befragte Person den Interventionsprozess als ,,nette Abweichung vom
normalen Unterricht” und betonte, dass es wenigstens im Vergleich zur Differentialrechnung
,»ziemlich Spafl gemacht* habe. Im weiteren Verlauf des Interviews wurde insbesondere die
Struktur beim Beweisen als ,,Hauptsache* der Erkenntnis im Laufe des Prozesses hervorgeho-
ben. Die personliche Uberforderung (E6) sei insbesondere durch die Kenntnis der Struktur und

das Lernen verschiedener Beweistypen positiv beeinflusst worden.

Bei dem Lernenden zeigt sich insbesondere eine Entwicklung hinsichtlich eines empirischen
Beweisschemas, die sich im Allgemeinen als signifikanter Unterschied in der gesamten Gruppe
herausstellt. Auf eine genauere Nachfrage konnte sich der Schiiler allerdings selbst nicht die
Wahl im Pritest erkldaren und betonte, dass dies ,,einfach nicht zur Definition* eines Beweises

passen wiirde. In #dhnlicher Weise konnte auch die Frage nach der Anderung bei Item D1
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hinsichtlich der Entwicklung einer intuitiven Idee nicht selbst nachvollzogen werden: ,,Es ist

halt einfach fiir mich so. Also ich brauche irgendetwas. Ich brauche eine Idee.*

Abbildung 7.20
Prd- und Postergebnisse Fall A12

5 4

Zustimmung von 1 bis 5
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Anmerkung. Die Abbildung zeigt eine Gegeniiberstellung der Pré- und Postergebnisse aller Items. Negativ formu-
lierte Items werden invertiert und mit ,,Inv* gekennzeichnet. Eigene Darstellung.

Dariiber hinaus verwies der Lernende beziiglich einer tendenziellen Ablehnung der Entde-
ckungsfunktion, im Sinne des Lernens neuer Methoden zur Losung mathematischer Probleme,
darauf, dass es sich hier um ,,keine allgemeinen Methoden* handle, sondern ein Beweis ,,sehr
spezifisch sein kann. Damit rekurrierte er insbesondere auf die mathematischen Inhalte der
einzelnen Beweise. Hinsichtlich der Schwierigkeiten zur Unterscheidung der Beweisidee von
spezifischen Details zeigte sich dariiber hinaus eine dhnlich abweichende Interpretation, wobei
dem Schiiler nicht die Unterscheidung, sondern der Ubergang zu den Einzelheiten eines Bewei-
ses schwierig erschien. Dariiber hinaus wurden im Hinblick auf eine allgemeine Verinderung

insbesondere Interesse und damit verbundene positive Emotionen wie Spal} hervorgehoben.

An dieser Stelle ist ein im Interview auftretender Aspekt hervorzuheben, der eine in den quan-
titativen Daten scheinbare Stabilitdt postuliert, allerdings eine dahinterliegende Verdnderung
zeigt. Dies betrifft die Sicherheit bei der Priasentation eigener Beweisideen auf mathematischer
Ebene: ,,Also meine Beweisfahigkeiten haben sich verbessert, aber hier konnte man mehr kri-

tisieren als da, weil hier mehr Menschen mitgemacht haben.*

Hinsichtlich der Konstruktionsleistung zeigte sich zwar eine strukturelle Anderung, allerdings
wurde sowohl im Prid- als auch im Posttest inhaltlich mit der Kriimmung einer Funktion argu-

mentiert und ist damit als fehlerhafter Ansatz zu werten.

Insgesamt zeigt sich bei der Befragung der teilnehmenden Person ein Fokus auf den Strukturas-

pekt beim Beweisen, der insbesondere positiv bewertet wurde und Einfluss auf Verdnderungen
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hinsichtlich diverser Beliefs zu Beweisen, aber auch zu Uberzeugungen iiber sich selbst zeigt.
Dariiber hinaus ist festzuhalten, dass es bei diversen der hinterfragten Items zu Verstindnis-
bzw. Interpretationsschwierigkeiten kam, die zu einer abweichenden Bewertung der Aussagen
fiihrten. Diesen Aspekt gilt es jedenfalls bei der Interpretation der Ergebnisse zu berticksichti-
gen. Beispielsweise wurden die allgemeinen Methoden aus Item C3 mit der inhaltlichen Ver-
schiedenheit von Beweisen identifiziert und Schwierigkeiten der Unterscheidung mit dem
Ubergang zu spezifischen Details ersetzt. Dariiber hinaus zeigt sich auch bei diesem Teilnehmer

die Betonung von positiven Emotionen und motivationalen Aspekten wie Interesse.

7.4.4 Fall A13

Das Interview mit der Person aus Fall A13 wurde insbesondere aufgrund des Vorliegens von
iiberwiegend positiven bzw. produktiven Beliefs zur Mathematik und mathematischen Bewei-
sen sowie iiber sich selbst und sozio-affektive Uberzeugungen gewihlt. Dariiber hinaus zeigt
die Person im Falle einer Anderung der bestehenden Beliefs tendenziell eine wiinschenswerte
Entwicklung in Richtung fiir mathematisches Beweisen forderlicher Uberzeugungen. Die Schii-
lerin gibt an, im letzten Jahreszeugnis die Beurteilung ,,Sehr gut* erhalten zu haben und Themen
auf dem Gebiet der Analysis sehr gut zu verstehen. Dariiber hinaus vermerkt sie, hin und wieder
bereits liber Beweise im Mathematikunterricht gesprochen zu haben und das Wahlpflichtfach

zusdtzlich zum reguldren Unterricht zu besuchen.

Einleitend ist hervorzuheben, dass die befragte Teilnehmerin im Interview positive Emotionen
und motivationale Aspekte in Verbindung mit dem Beweisen hervorhob: ,,Also ich finde es
eigentlich sehr interessant und ich mag das, dass es so eine Abfolge gibt und ich mag auch sehr
das Gefiihl, wenn ich es dann geschafft habe, einen Beweis richtig zu machen oder wenn ich es
geschafft habe, einen Beweis zu durchschauen eben und zu verstehen.* Dazu ergénzte die Schii-
lerin: ,,Es macht mir eigentlich sehr Spal3, auch wenn ich es manchmal nicht durchschauen

kann.*

Ahnlich wie zum vorangegangenen Fall A12, betonte die Lernende die Strukturierung beim
Beweisen und erklérte dadurch ihre erhohte Zustimmung zum Schema- und Formalismusaspekt
in Item B1: ,,Aber ich glaube das und einfach durch diesen strukturierten Ablauf, indem Sie uns
halt erklart haben, wie man einen Beweis angeht, war es fiir mich klarer, dass es noch mehr
wirklich Regeln und Gesetze sind.* Im Interview hob sie zudem hervor, auch der dynamischen

Sichtweise in Item C2 nachtriaglich voll zuzustimmen.
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Abbildung 7.21
Prd- und Postergebnisse Fall A13
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Zustimmung von 1 bis 5
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Anmerkung. Die Abbildung zeigt eine Gegentiiberstellung der Pri- und Postergebnisse aller Items. Negativ formu-
lierte Items werden invertiert und mit ,,Inv* gekennzeichnet. Eigene Darstellung.

Fiir eine gesteigerte Sicherheit beim Umgang mit typischen Beweistechniken sowie auf mathe-
matischer Ebene beim Prisentieren eigener Beweisideen, verwies die Schiilerin auf die Not-
wendigkeit eines ldnger andauernden Prozesses: ,,Ich glaube [...], dass ich fiir mich personlich
langer brauchen wiirde, um wirklich komplett sicher zu werden und mich wirklich komplett
sicher zu fiihlen, das vor der Klasse auch zu priasentieren.” Insbesondere fande es die Lernende
forderlich, wenn man ,,doch immer wieder irgendwelche Beweise macht und selbst wenn man
sie nicht selbst macht, zumindest anzuschauen und zu versuchen zu verstehen®. Dabei betont
sie: ,,Natiirlich kann es fiir viele tiberfordernd sein, das verstehe ich auch, aber mir personlich

hilft es eigentlich sogar, Sachen besser zu verstehen, wenn man mehr in die Tiefe geht.*

Hinsichtlich der Konstruktionsleistungen zeigte sich bei der Schiilerin in der Anfangserhebung
ein differenzierter Ansatz in einer Kombination aus einem pridformalen Beweis mit der Priifung
spezifischer Beispiele. Im Posttest zeigte sie allerdings einen formal-deduktiven Beweis der

hinreichenden Bedingung fiir lokale Extremstellen.

Zusammenfassend zeigt sich bei der befragten Teilnehmerin ebenfalls die Betonung strukturel-
ler Aspekte beim Beweisen im Sinne von Methodenwissen sowie positiver affektiver und mo-
tivationaler Aspekte beim Beweisen. Dariiber hinaus offenbart sich eine dynamische Perspek-

tive auf mogliche weitere Veriinderungen der eigenen Uberzeugungen.

7.4.5 Fall B7
Beim Fall B7 handelt es sich um eine teilnehmende Person, welche insbesondere eine deutliche,
produktive Veranderung der Beliefs im Rahmen der Prd- und Posttestung zeigt. Die Schiilerin

gibt als letzte Mathematiknote die Beurteilung mit ,,Befriedigend* an und verweist darauf, dass
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sie die Themen auf dem Gebiet der Analysis teilweise versteht. Dariiber hinaus fiihrt die Ler-
nende an, im Mathematikunterricht bereits hin und wieder Erfahrungen mit Beweisen gemacht

zu haben und das Wahlpflichtfach Mathematik nicht zu besuchen.

Abbildung 7.22
Prd- und Postergebnisse Fall B7
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Zustimmung von 1 bis 5
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Anmerkung. Die Abbildung zeigt eine Gegentiiberstellung der Prd- und Postergebnisse aller Items. Negativ formu-
lierte Items werden invertiert und mit ,,Inv* gekennzeichnet. Eigene Darstellung.

Ahnlich wie in Fall A12 und A13 wurde auch von der hier befragten Schiilerin die Struktur
beim Beweisen positiv hervorgehoben: ,,Also schon, dass es halt so irgendwie eine Regel\ [...]
Es muss zuerst das passieren und dann das und so, dass es dann irgendwie so zusammengehort.
Dariiber hinaus wurden gleichfalls motivationale Aspekte und positive Emotionen hervorgeho-
ben, wie die Aussage ,,Also ich fand das Thema schon spannend.* oder ,,Also ich denke, ich
habe halt mehr iiber Beweise erfahren und es macht schon irgendwie einigermaf3en Spal3 daran
zu arbeiten, wenn es nicht zu schwer ist.“ verdeutlichen. Insbesondere erkldrt die Schiilerin
damit die positiven Verdnderungen zu ihren Beliefs iiber sich selbst. Dabei ist hervorzuheben,
dass fiir die Lernende der Hinweis auf eine groBe Anderung im Rahmen der Posttestung ,,uner-

wartet* war: ,,Ich wusste nicht, dass ich mich so sehr verandert habe.*

Wiederum wurden spezifische Veranderungen im Interview aufgegriffen, um hier tiefergehende
Einblicke zu erlangen. Den deutlichen Unterschied bei Item B2 zu einer dynamischen Sicht auf
die Mathematik erklérte die Schiilerin wie folgt: ,,Also es hilft dabei diese Probleme zu 16sen,
weil Beweise sind dafiir da um Sachen, bei denen man sich nicht sicher ist, zu beweisen, also
halt zu verstehen, also Probleme zu 16sen. Also man versucht ja regelméBig irgendwelche neuen
Beweise aufzustellen, also sind es quasi schon neue Ideen.“ Thre Anderung hinsichtlich der
Bewertung von Gegenbeispielen begriindet sie direkt mit den Vortrdgen und Beispielen, welche

im Rahmen der Intervention Eingang fanden.
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Der allgemein signifikante Unterschied hinsichtlich eines empirischen Beweisverstdndnisses
zeigt sich ebenfalls bei der interviewten Schiilerin: ,,Also dann habe ich erfahren, dass es ei-
gentlich gar nicht um die Beispiele geht, sondern um das ganze Prinzip.“ und hebt dabei die
Bedeutung des Vortrags im Zuge der Interventionen erneut hervor. Zudem zeigt die Lernende
eine Abkehr von einem tendenziell formal-algebraischen Beweisverstindnis, indem sie im Pro-

zess erfahren habe, dass mathematische Symbole nicht zwingend bendtigt werden.

Verstindnis- bzw. Interpretationsschwierigkeiten zeigten sich auch hier insbesondere hinsicht-
lich des Items C7 zur ausschlieBlichen Notwendigkeit von Beweisen, wenn man erfahrenen
Mathematiker*innen nicht vertraut, und beziiglich der Unterscheidung von Item C1 und C2 zur
Verifikations- und Erklarungsfunktion: ,,Dann wiirde ich sagen, die Erkldrung ist wichtiger als
allgemein die Aussage zu bestétigen.” Auch die Aussage in Item C7 wurde im Zuge des Inter-
views schlieBlich vollsténdig abgelehnt. Ein dhnliches Bild zeigt sich bei Item E6 zur Uberfor-
derung, wobei die Schiilerin anmerkte, dass diese insbesondere mit der Unsicherheit ihrer Er-
gebnisse sowie deren Priasentation und Priifung durch die Lehrkraft einhergeht und weniger aus

einer personlichen Uberforderung resultiert.

Im Allgemeinen zeigt sich bei der Lernenden ein dynamisches Selbstbild, wonach sich auf Ba-
sis von weitergehender Ubung und ausreichend Zeit ihre Fihigkeiten verbessern und Sicher-
heiten steigern wiirden: ,,Allgemein, weil Ubung macht den Meister. Wenn man iibt zu bewei-
sen, dann sollte es sich verbessern mit der Zeit denke ich.* Dariiber hinaus wurde sowohl im
Anfangs- als auch Endfragebogen im Zuge der Konstruktion einer Beweisidee iiber das Mono-

tonieverhalten mit einem korrekten Ansatz argumentiert.

Zusammenfassend erkldren sich die deutlichen Verdnderungen der Schiilerin mit tendenziell
positiven Emotionen und motivationalen Aspekten zum Beweisen sowie im Allgemeinen einem
ersten tiefergehenden Kontakt mit der Thematik, wobei wiederum strukturelle Aspekte ver-
starkt hervorgehoben werden. Zudem zeigt sich eine dynamische Sichtweise auf die eigenen

Fihigkeiten und Leistungen sowie eine weiterfiihrende Anderung der eigenen Einstellungen.

Insgesamt ergibt sich damit iiber alle gefiihrten Interviews hinweg ein deutlicher Fokus auf den
Einfluss positiver sowie negativer affektiver Komponenten und motivationaler Aspekte, welche
fiir die personlichen Uberzeugungen der Lernenden bedeutsam sind. Dabei zeigen sich insbe-
sondere bei Anderungen hinsichtlich produktiver Beliefs fiir die Mathematik und mathemati-
sches Beweisen dahinterliegende dynamische Sichtweisen beziiglich der eigenen Féahigkeiten
und Leistungen. Andersherum verdeutlichen tendenziell hinderliche Entwicklungen dahinter-

liegende statische Perspektiven, die mit stark personlichen Aspekten in Beziehung gesetzt
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werden. Forderlich fiir weiterfiihrende Verdnderungen werden dabei zeitliche Aspekte und da-
mit einhergehend Mdglichkeiten der Ubung betrachtet. AbschlieBend erscheint es besonders
essenziell hervorzuheben, dass verschiedene Interpretationen sowie Verstandnisschwierigkei-
ten bei einzelnen Items im Interview zu anderen Ergebnissen als in den Fragebdgen fiihren.
Dariiber hinaus zeigen sich tieferliegende Anderungen, die innerhalb der quantitativen Erhe-
bung als stabil erscheinen. Insbesondere ist damit festzuhalten, dass sich im Rahmen der vor-
liegenden Untersuchung ein Mixed-Methods-Ansatz als gewinnbringende Methode zur Unter-

suchung von bestehenden und sich verdndernden Beliefs erweist.
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8 Interpretation und Diskussion der Ergebnisse

Im Rahmen der nachfolgenden Ausfiihrungen zur Interpretation und Diskussion der dargestell-
ten Ergebnisse soll die der vorliegenden Arbeit zugrundeliegende leitende Forschungsfrage be-

antwortet werden:

., Inwiefern konnen bestehende beweisbezogene Beliefs von Lernenden der Sekundarstufe 11

durch unterrichtliche Interventionen auf dem Gebiet der Analysis beeinflusst werden? *

Zur Beantwortung der zentralen Fragestellung wurden insgesamt vier Subfragen entwickelt,

welche im Nachfolgenden systematisch mit den gewonnenen Ergebnissen verbunden werden.

1. Welche Beliefs unter Beriicksichtigung von Emotionen finden sich bei Schiiler*innen
der Sekundarstufe II im Hinblick auf mathematische Beweise und Beweisen im Mathe-

matikunterricht?

Hinsichtlich beweisbezogener Beliefs von Lernenden wurden in der vorliegenden Arbeit, an-
gelehnt an Op’t Eynde et al. (2003), die Hauptkategorien Beliefs iiber die Mathematik und ma-
thematisches Beweisen, Beliefs iiber sich selbst und sozio-affektive Beliefs entwickelt sowie
untersucht. Die erste Kategorie wurde dabei in insgesamt fiinf Subkategorien unterteilt, die in
den nachfolgenden Ausfiihrungen einzeln betrachtet werden. Hinsichtlich der Uberzeugungen
der Lernenden zur Mathematik und insbesondere zu mathematischen Beweisen als Gegenstand
zeigt sich eine deutlich ausgeprigte statische Sichtweise auf die Mathematik im Allgemeinen
und zu Beweisen im Sinne der Verifikationsfunktion im Spezifischen. Kempen (2019, S. 59)
hebt diesbeziiglich hervor, dass eine statische, formalistisch gepréigte Sicht auf die Mathematik
mit einem erwartbaren Fokus auf die Verifikationsfunktion von Beweisen in Zusammenhang
steht. Diese von Kempen (2019, S. 59) postulierte Korrelation kann allerdings im Rahmen der
vorliegenden Arbeit nicht bestétigt werden. Es zeigt sich zwar mit Blick auf eine dynamische
Sichtweise der Mathematik, welche dabei hilft Probleme zu 16sen und von neuen Ideen lebt,
eine weitgehende Zustimmung, diese ist allerdings weniger ausgeprégt als hinsichtlich einer
eher statischen Sichtweise, wonach die Mathematik aus dem prizisen und streng zu befolgen-
den Anwenden von Regeln und Gesetzen besteht. Im Kontrast dazu zeigt sich allerdings eine
starkere Hinwendung zur Erkldrungsfunktion von Beweisen, die nach Kempen (2019, S. 58)
mit einer eher dynamischen und prozessorientierten Perspektive einhergehen wiirde. Die Do-
minanz der Erkldrungsfunktion gegeniiber der Verifikationsfunktion von Beweisen kann insbe-
sondere im Rahmen der ,,rank-then-rate“-Methode bestitigt werden. Hinsichtlich der mathe-

matikbezogenen Beliefs decken sich die Ergebnisse allerdings mit den Befunden der Studie von
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Reiss et al. (2002), wonach Formalismus und Exaktheit dominieren, wéhrend der Anwendungs-

und Prozesscharakter der Mathematik eher in den Hintergrund tritt.

Daran ankniipfend zeigt sich in der Anfangserhebung eine tendenziell neutrale bis zustimmende
Einstellung zur Systematisierungsfunktion von Beweisen im Sinne des Verbindens mathemati-
scher Konzepte zu einem gréfleren Zusammenhang. Kempen (2019, S. 54) sieht dabei eine
Verbindung dieser Funktion zu einem formalen Beweiskonzept, welches auf dieser Basis auch
im Zuge der vorliegenden Arbeit mit der Systematisierungsfunktion verbunden wird. Entspre-
chend einer formalen Beweisvorstellung wird von den Lernenden die Notwendigkeit der Kennt-
nis von Definitionen in Beweisen durchaus anerkannt, wobei sich jedoch auf Grundlage der
Ergebnisse der Beweisideenkonstruktionen zeigt, dass diese Ansicht iiberwiegend nicht umge-
setzt wird. Dies deckt sich mit der von Schoenfeld (1989, S. 349) postulierten Trennung von
Schul- und Fachmathematik, wobei die geduBerten durchaus positiven, im Sinn von forderli-
chen Beliefs zur abstrakten Mathematik nicht mit dem Problemléseverhalten der Lernenden

iibereinstimmen, welches tendenziell durch den Unterricht geprigt ist.

Mit einer tendenziell dynamischen Sichtweise wird dartiber hinaus ein Beweisverstindnis ver-
standen, welches Beweistatigkeiten im Kontext von Entdeckung und Exploration versteht. Ins-
besondere zeigen hier die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit eine eher neutrale bis leicht zu-
stimmende Einstellung. Dies deckt sich wiederum mit der von Schoenfeld (1992, S. 359) for-
mulierten Sichtweise bei Lernenden, Beweise als irrelevant fiir Erfindungs- und Entwicklungs-
prozesse zu verstehen. Schoenfeld (1985, S. 186) hebt dabei eine dominante Ansicht von Ler-
nenden hervor, wonach mathematisches Beweisen und Argumentieren vorrangig der Verifika-
tion und weniger der Entdeckung und dem Verstidndnis dient. Hinsichtlich der Entdeckungs-

funktion von Beweisen kann dies in der vorliegenden Arbeit bestitigt werden.

Die von den Lernenden angegebenen Priaferenzen der verschiedenen Beweisfunktionen decken
sich dabei nur teilweise mit den Ergebnissen der Studie von Healy und Hoyles (2000, S. 418),
wonach ein iberwiegender Teil der hier befragten Schiiler*innen auf die Verifikationsfunktion
rekurriert. Allerdings wird auch bei Healy und Hoyles (2000, S. 418) die Erklarungsfunktion

héiufiger als die Systematisierungs- oder Entdeckungsfunktion von Beweisen angefiihrt.

Als letzter Aspekt zu Beliefs iiber mathematisches Beweisen selbst, wurden verschiedene Be-
weisverstindnisse untersucht. Dabei zeigt sich eine neutrale bis eher ablehnende Haltung ge-
geniiber einem empirischen und engem formal-algebraischen Beweisverstindnis am Beginn der
Erhebung. Deutliche Ablehnung tritt dariiber hinaus bei einem autoritdren Beweisschema auf,

sodass im Zuge der vorliegenden Arbeit die von Harel und Sowder (1998, S. 278) festgestellte

176



Dominanz von autoritdren und empirischen Beweisschemata nicht zwingend bestétigt werden
kann. Auch im Rahmen der Beweiskonstruktion finden sich tendenziell keine empirischen Be-
weisansitze, sondern vielmehr unvollstindige oder fehlerhafte Beweisideen. Auch eine ausge-
priagte formal-algebraische Sichtweise, wie in den Befunden der Untersuchung von Grundey
(2015, S. 273-274), kann zumindest auf Basis der Fragebogenergebnisse nicht bestétigt wer-

den.

Hinsichtlich der Beliefs iiber sich selbst als Betreibende der Mathematik und beweisfithrende
Individuen zeigen sich neutrale bis tendenziell positive Uberzeugungen insbesondere im Hin-
blick auf eine Verbesserung der eigenen mathematischen und beweisbezogenen Fahigkeiten
durch Ubung und im Laufe des Lernprozesses. In Bezug auf die personliche Ausdauer findet
sich allerdings eine eher zuriickhaltende, neutrale Einstellung {iber die untersuchte Stichprobe
hinweg. Neutrale bis teils positiv zustimmende Uberzeugungen zeigen sich in der Anfangser-
hebung hinsichtlich des selbststindigen Nachvollziehens von Beweisen sowie des Umgangs
mit typischen Beweistechniken und einer eher geringen Uberforderung beim selbststindigen

Fithren von Beweisen.

Dariiber hinaus weisen die im Rahmen der vorliegenden Arbeit untersuchten Lernenden iiber-
wiegend durch positive Emotionen geprigte sozio-affektive Beliefs und eine das Beweisen als
gemeinschaftliche Titigkeit verstehende Uberzeugung auf. Damit entsprechen die Ergebnisse
nicht der von Lampert (1990, zitiert nach Schoenfeld, 1992, S. 359) aus bestehender Literatur
zitierten Sichtweise, Mathematik wiirde in Einzelarbeit betrieben werden. Insbesondere hin-
sichtlich affektiver Aspekte beim Beweisen zeigt sich dabei eine eher neutrale bis méiBig zu-
stimmende Einstellung zum Spal am gemeinsamen Erarbeiten eines Beweises, wihrend dem
Durchdringen eines abstrakten Beweises als lohnender Erfahrung iiberwiegend zugestimmt

wird. Dies legt die Interpretation gemischter Gefiihle hinsichtlich des Beweisens nahe.

AbschlieBend sei an dieser Stelle auf die Konstruktionsleistungen der Lernenden verwiesen,
welche sich trotz tendenziell produktiver und positiver Uberzeugungen fiir das Beweisen als
mangelhaft herausstellen. Dieses Ergebnis deckt sich unter anderem mit diversen Studien, wel-
che groB3e Hiirden bei der Konstruktion und Notation von Beweisen bei Schiiler*innen festhal-
ten (z. B. Bell, 1976; Healy & Hoyles, 1998, 2000; Kempen, 2019; Reiss et al., 2002). Anders
als beispielsweise bei Bell (1976), Bieda (2010), Galbraith (1981) und Porteous (1990) wurden
im Rahmen der vorliegenden Studie allerdings weniger empirische Argumente angeboten, son-

dern vielmehr fehlerhafte und unvollstindige Ansédtze ohne empirischen Fokus dargelegt.
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Neben der allgemeinen Erhebung vorliegender Uberzeugungen der Lernenden zur nachtrigli-
chen Priifung von Verdnderungen, interessieren auch diverse Zusammenhinge zwischen ma-

thematik- und beweisbezogenen Beliefs:

ii.  Welche Zusammenhdnge zwischen mathematischen und beweisbezogenen Beliefs der

Schiiler*innen lassen sich erkennen?

Wie bereits vorangegangen angedeutet, zeigt sich auf Basis der quantitativen Ergebnisse kein
statistisch signifikanter Zusammenhang zwischen den mathematik- und beweisbezogenen Be-
liefs hinsichtlich einer statischen und dynamischen Perspektive. Dariiber hinaus kann keine
Korrelation beziiglich mathematik- und beweisbezogener Beliefs iiber sich selbst sowie sozio-
affektiver Beliefs anhand der dargestellten quantitativen Fragebogenergebnisse verzeichnet
werden. Da diesbeziiglich keine weiteren empirischen Forschungen vorliegen, kann an dieser
Stelle nur vermutet werden, dass hier die von Schoenfeld (1989, S. 349) postulierte Trennung
der Schulmathematik von einer abstrakten, wissenschaftlichen Mathematik erfolgt. Wahrend
die Lernenden ihre Uberzeugungen zur Mathematik an ihre Erfahrungen aus dem alltéiglichen
Unterricht anlehnen, konnte die mangelnde bis kaum vorliegende Erfahrung mit Beweisen dazu
fithren, diesbeziigliche Beliefs an anderen Orientierungspunkten wie gesellschaftlich anerkann-
ten Sichtweisen oder iibernommenen Glaubenssitzen auszurichten, eine Sichtweise, die sich

auch bei Kollosche (2015) findet.

Zwar zeigen die Ergebnisse keinen direkten Zusammenhang zwischen mathematik- und be-
weisbezogenen Beliefs, allerdings werden bei der Analyse der Daten diverse zusammenhén-
gende Aspekte sichtbar, welche an dieser Stelle zur Vollstindigkeit erwéhnt seien. So zeigen
sich insbesondere geschlechterspezifische Unterschiede hinsichtlich sozio-affektiver Beliefs,
wobei die mannlichen Teilnehmer eine tendenziell gemeinschaftlich orientiere Sicht und damit
verbundene positive Emotionen zeigen. Ein geschlechterspezifischer Unterschied hinsichtlich
der Konstruktionsleistungen wie ihn Healy und Hoyles (2000, S. 421) zeigen, kann nicht besté-
tigt werden. Dariiber hinaus zeigt sich ein Unterschied im Hinblick auf den Besuch des Wahl-
pflichtfachs Mathematik auB3erhalb des reguldren Unterrichts. Lernende des Wahlpflichtfaches
zeigen dabei tendenziell positivere Beliefs iiber sich selbst sowie sozial-affektive Beliefs und
lehnen ein empirisches Beweisverstiandnis stirker ab. Dariiber hinaus zeigt sich eine stirkere
Hinwendung zur Systematisierungsfunktion und Entwicklung einer intuitiven Idee am Beginn
des Beweisprozesses. Auf Basis des Interviews mit einer Schiiler*in aus dem Wahlpflichtfach
ist zu vermuten, dass der Unterschied durch eine groBere Vorerfahrung sowie generell durch

den Besuch des Wahlpflichtfaches auf Basis eines personlichen Interesses an der Mathematik
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und damit verbundenen positiven Emotionen begriindet ist. Ein Zusammenhang zwischen bes-
seren Mathematiknoten und der behaupteten Fihigkeit, einen Beweis selbststdndig nachzuvoll-
ziehen, ist ebenfalls festzustellen. Dariiber hinaus zeigen sich keine Korrelationen mit der Ma-
thematiknote. Allerdings ergeben sich hinsichtlich des Verstandnisses der Themen aus dem Ge-
biet der Analysis Zusammenhinge zu den angefiihrten Beliefs {iber sich selbst und sozio-affek-
tiven Beliefs. Insbesondere werden von Lernenden, die ein besseres Verstindnis angeben, die
Verbesserung der eigenen Fihigkeiten sowie das selbststdndige Nachvollziehen eines Beweises
und die Sicherheit auf mathematischer Ebene bei der Présentation einer Beweisidee zustim-
mender hervorgehoben. Hinsichtlich der angegebenen Vorerfahrungen zeigt sich allerdings kein

statistisch signifikanter Zusammenhang.

Zwar stehen die angefiihrten Unterschiede und Zusammenhinge nicht im Fokus der vorliegen-
den Arbeit, sollen allerdings insbesondere verdeutlichen, dass eine Vielzahl von Faktoren einen
entscheidenden Einfluss auf die Uberzeugungen der Lernenden hat, wiihrend moglicherweise
andere, wie die Mathematiknote, weniger mit den personlichen Einstellungen in Verbindung
stehen, wie eventuell vermutet werden konnte. Auf eine tiefergehende Untersuchung der be-
schriebenen Zusammenhénge wird in der vorliegenden Arbeit aufgrund eines abweichenden
Fokus verzichtet. Von vorrangigem Interesse ist dabei insbesondere die nachfolgende For-

schungsfrage:

iii.  Inwiefern erzielen die entwickelten unterrichtlichen Interventionen eine Verdnderung
im Sinne einer Weiterentwicklung bestehender und Aufnahme neuer beweisbezogener

und mathematischer Beliefs?

Hinsichtlich einer durch die geplanten InterventionsmaBnahmen im Rahmen eines Unterrichts-
konzeptes angestrebten Anderungen bestehender Beliefs, ergibt sich auf Basis der quantitativen
Fragebogenergebnisse ein signifikantes Ergebnis im Hinblick auf eine Abkehr von einem em-
pirischen Beweisverstiandnis. Insbesondere bestétigen die gefiihrten Interviews eine tendenzi-
elle Anlehnung gegentiber eines solchen Beweisschemas, welches bei Harel und Sowder (1998,

S. 278) als dominant hervorgehoben wird.

Zwar zeigt sich bei diesem Item im Fragebogen der einzige statistisch signifikante Unterschied
hinsichtlich eines Pri-Post-Vergleichs, es soll an dieser Stelle allerdings auf weitere zentrale
Verdnderungen eingegangen werden. So zeigen sich dariiber hinaus im Hinblick auf die Syste-
matisierungsfunktion im Rahmen der Endbefragung deutlich héhere Zustimmungswerte, die
sich auch im Ranking der Beweisfunktionen widerspiegeln. Wéhrend in der Anfangserhebung

ein liberwiegender Anteil der Teilnehmenden diese Funktion auf dem letzten Platz positioniert
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und damit als unwichtigste Funktion sieht, zeigt sich in der Posttestung eine dominante Positi-
onierung auf dem dritten Rang. Insbesondere werden in drei der insgesamt fiinf Interviews
Strukturaspekte beim Beweisen als dominante Erfahrung im Rahmen der Interventionsmafnah-
men hervorgehoben. Angesprochen wird dabei die Struktur beim Ablauf eines Beweises und
eine entsprechende Vorgehensweise im Beweisprozess. Insbesondere zeigt sich damit, dass eine
starke Betonung einer Struktur im Sinne einer Vorgehensweise in den Interventionsmafinahmen
deutlich geworden ist und positiv hinsichtlich der Auswirkung auf die Beliefs iiber das Bewei-
sen und tber sich selbst gewirkt hat. Dieser strukturierende Beweisaspekt wird insbesondere in
Verbindung mit der Vermittlung von Methodenwissen gesehen. Die in einer Vielzahl von Stu-
dien hervorgehobene Bedeutung von strategischem bzw. methodischem Beweiswissen (z. B.
Heinze, 2004; Heinze et al., 2004; Heinze & Reiss, 2003; Reiss et al., 2002; Reiss et al., 2001;
Sommerhoft, 2017; Ufer et al., 2009; Weber, 2001) kann damit in der vorliegenden Arbeit eben-
falls bestétigt werden.

Dariiber hinaus zeigen die Ergebnisse der quantitativen Untersuchung insbesondere stabile
Uberzeugungen hinsichtlich einer sowohl statischen als auch dynamischen Sichtweise auf die
Mathematik im Allgemeinen und das mathematische Beweisen im Spezifischen. Dariiber hin-
aus weisen die Lernenden tendenziell stabile Beliefs {iber sich selbst auf. Allerdings zeigt sich
hinsichtlich der personlichen Ausdauer bei schwierigen Beweisen eine eher positive Einstel-
lung, die jedoch statistisch nicht signifikant ist. Ebenso zeigt sich eine Abkehr hinsichtlich der
empfundenen Schwierigkeiten bei der Unterscheidung einer Beweisidee von den spezifischen
Details. Wire dabei die Voraussetzung der Normalverteilung erfiillt, wiirde sich diesbeziiglich
sogar ein signifikanter Unterschied im Hinblick auf die Anfangserhebung ergeben. Ebenso zeigt
sich bei den sozio-affektiven Beliefs eine tendenzielle Stabilitit der Uberzeugungen der Ler-

nenden.

Diese Ergebnisse lassen sich zum Teil in jene aus der Studie von Grundey (2015, S. 273-274)
einordnen, wonach es zwar zu einer Erweiterung um soziale und funktionelle Aspekte des Be-
weisens sowie um logische Strukturen und Allgemeingiiltigkeit kam, fiir die meisten Teilneh-
mer*innen allerdings ihre Anfangsvorstellungen grundlegend blieben. Einer derartigen Inter-
pretation stehen allerdings auch mehrere Aspekte entgegen. Zum einen zeigt sich eine statistisch
signifikante Verdnderung hinsichtlich eines empirischen Beweisverstandnisses sowie dariiber
hinaus, weitere deutliche Anderungen im Hinblick auf einzelne Aspekte. Eine diese Befunde
ablehnende Interpretation der Ergebnisse wiirde dabei einen wesentlichen Umstand der durch-
gefiihrten Studie aussparen: die Stichprobengrdfie, welche die Interpretation statistisch signifi-

kanter oder nicht signifikanter Ergebnisse erschwert. Dementsprechend ist fiir eine vollstédndige
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Interpretation die durchgefiihrte qualitative Untersuchung im Rahmen der an die quantitative
Erhebung anschlieBenden Interviews von entscheidender Bedeutung. Hier zeigt sich zum einen
die bereits angesprochene Hervorhebung eines strukturellen Aspekts, der durch die Interventio-
nen vermittelt wurde und sowohl die beweisbezogenen als auch Beliefs tiber sich selbst ent-
scheidend zu beeinflussen scheint. Dariiber hinaus bestétigt sich in den Interviews die von Ber-
nack-Schiiler (2018) hervorgehobene Bedeutung von affektiven Erfahrungen im Rahmen von
Beliefanderungen, wobei positive Emotionen und motivationale Aspekte wie Interesse insbe-
sondere von Personen geduBert werden, die ein dynamisches Selbstbild nach Dweck (2007, S.
71) zeigen und davon ausgehen, dass sich ihre eigenen Uberzeugungen durchaus veriindern
konnen. Entsprechend gegenteilig zeigt sich in den Interviews eine generell statische Sichtweise
zur Verbesserung der eigenen Fahigkeiten und Verdanderung der personlichen Beliefs in Verbin-
dung mit negativen Emotionen und tendenziell schlechteren Beurteilungen im Fach Mathema-
tik, was sich mit den Ergebnissen von Wen und Dubé (2022) deckt, die eine negative Korrela-
tion flir Angst und eine positive fiir Selbstkonzept und -vertrauen mit der Mathematikleistung
festhalten. Im Rahmen der Interviews kann zudem die von Heinze (2004) hervorgehobene Be-
deutung von Faktenwissen fiir Schwierigkeiten im Umgang mit Beweisen bestétigt werden.
Demnach werden von den Lernenden selbst ihre Beweisfahigkeiten und Ansichten mit fehlen-

dem Faktenwissen in Verbindung gebracht.

Erginzend ist hinzuzufiigen, dass trotz einer in den quantitativen Ergebnissen sichtbaren Ab-
kehr von einem empirischen Beweisverstindnis sowie der im Interview zum iiberwiegenden
Teil postulierten Verbesserungen der eigenen Fahigkeiten und Einsichten in die Struktur von
Beweisprozessen, nur eine geringe Verbesserung der Konstruktionsleistungen ersichtlich wird,
wobei allerdings eine Reduktion fehlerbehafteter Ansitze in der Abschlusserhebung festzustel-
len ist. Das legt eine Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Reiss et al. (2002) nahe, wobei
kein signifikanter Zusammenhang zwischen den Leistungen und Beliefs der Lernenden festzu-
stellen ist. Dariiber hinaus scheint die vorliegende Arbeit weiter die von Schoenfeld (1989, S.
349) postulierte Trennung zwischen der Schul- und Fachmathematik zu bestitigen, wodurch
insbesondere positiv geduBerte Uberzeugungen nicht mit dem Verhalten im Rahmen von Prob-

lemlseprozessen und, im Zuge der vorliegenden Arbeit, Beweisprozessen iibereinstimmen.

Insgesamt reiht sich damit die vorliegende Arbeit in eine Reihe von diversen Studien ein, die
empirisch Beliefdnderungen feststellen (z. B. Ambrose, 2004; Bernack-Schiiler, 2018; Chap-
man, 1999; Kempen, 2019; Liljedahl et al., 2007; Safrudiannur et al., 2022; Vacc & Bright,
1999; Weygandt, 2021; Weygandt & Oldenburg, 2015). Dabei zeigen sich insbesondere verein-

zelte Verdnderungen insgesamt iiber die gesamte Gruppe hinweg, wie hinsichtlich einer
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verstarkten Abkehr von einem empirischen Beweisverstindnis sowie einer stirkeren Zuwen-
dung zur Systematisierungsfunktion von Beweisen, sowie deutliche Verdnderungen bei verein-
zelten Personen, wie insbesondere die Einzelfallanalyse von Fall B7 zeigt. Eine ausbleibende
tiefergehende Verdnderung bestehender mathematik- und beweisbezogener Beliefs ist dabei zu-
dem vor dem Hintergrund zu betrachten, dass bereits vor der Durchfiihrung der Interventions-
malBnahmen durchaus fiir das mathematische Beweisen und die Mathematik iiberwiegend pro-
duktive Beliefs bei den Lernenden vorliegen, wie unter anderem im Zuge der Einzelfallanalyse
von Fall A13 deutlich wird. Von Interesse fiir die vorliegende Arbeit ist damit zudem die Wir-
kung der einzelnen Interventionsmafinahmen, die im Rahmen der Interviews erfragt wurden,

um die nachfolgende Forschungsfrage zu beantworten:

iv.  Welche spezifischen Komponenten der InterventionsmaBnahmen bewirken im Einzel-

fall eine vorliegende Verdnderung beweisbezogener Beliefs?

Ein Zusammenhang zwischen einer dynamischen Sichtweise zur Anderung beweis- und ma-
thematikbezogener Beliefs zeigt sich in den durchgefiihrten Interviews insbesondere mit posi-
tiven Emotionen und motivationalen Aspekten wie Interesse. Dabei werden die Gruppenarbei-
ten als emotional positiv konnotiert in den Gesprichen hervorgehoben. Da, wie bereits ange-
fithrt, auch in anderen vorliegenden Studien die Bedeutung von affektiven Erfahrungen im Rah-
men von Beliefanderungen hervorgehoben wird (z. B. Bernack-Schiiler, 2018), ist auf Basis der
qualitativen Ergebnisse der Einfluss kooperativer Sozialformen, wie die Gruppenarbeit, positiv

fiir die Anderung von Beliefs hervorzuheben.

In drei der insgesamt fiinf Interviews wird dartiber hinaus die Vermittlung von Struktur im Rah-
men der Interventionseinheiten deutlich positiv hervorgehoben. Damit erweist sich das von
Brunner (2014) entwickelte kognitionspsychologische Modell schulischen Beweisens als trag-
fahige didaktische Grundlage um einerseits den Lernenden mathematisches Beweisen allge-

mein niher zu bringen und um andererseits in weiterer Folge Beliefanderungen zu bewirken.

Dariiber hinaus werden die zu Beginn der Interventionseinheiten vermittelten allgemeinen Wis-
sensinhalte zum Beweisen in der qualitativen Erhebung hervorgehoben. Das bestétigt die Be-
deutung der inhaltlichen Elemente fiir die Behandlung mathematischer Beweise im Unterricht
nach Kuntze et al. (2004, S. 6-—7), wobei die allgemeinen Bemerkungen iiber das mathematische

Beweisen zum Aufbau von Methodenwissen damit besonders positiv hervorzuheben sind.

Fiir weiter- bzw. tiefergehende Anderungen der personlichen Uberzeugungen, insbesondere im
Hinblick auf Beliefs iiber sich selbst und affektive Aspekte, wurde mehr Zeit fiir weitere

Ubungsméglichkeiten in den Interviews hervorgehoben. Dieser Befund deckt sich mit den
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Ansichten von Ambrose (2004) und Yoo (2008), wonach es sich bei einer Verdnderung von

Beliefs um einen ldnger andauernden, schrittweise erfolgenden Prozess handelt.

AbschlieBend sind allerdings einige Limitationen der dargestellten Ergebnisse sowie deren In-
terpretation zu berticksichtigen, welche im Nachfolgenden ausgefiihrt werden. Zum einen han-
delt es sich bei der vorliegenden Untersuchung um eine, mit 25 Personen, kleine Stichprobe,
die als Gelegenheitsstichprobe auszuweisen ist (Ddring, 2023, S. 307). Demnach sind keine
Verallgemeinerungen auf die gesamte Population moglich und die Interpretationen sind auf die

untersuchte Gruppe beschrinkt.

Dariiber hinaus wurde bereits angedeutet, dass die quantitativen Fragebogenergebnisse ledig-
lich einen ungenauen Einblick in tatsdchliche Verdnderungen ermoglichen, was zudem im Zuge
der qualitativen Erhebung in Form von personlichen Interviews bestétigt werden kann. Die in-
terviewten Lernenden sprechen hier von Verdnderungen, die in den quantitativen Ergebnissen
nicht ersichtlich sind. Ergénzend dazu, offenbaren sich in den Interviews abweichende Inter-
pretationen und Verstindnisschwierigkeiten bei einzelnen Items, sodass es zu einer nachtragli-

chen Verzerrung der quantitativen Fragebogenergebnisse kommt.

Daneben ist sowohl im Rahmen der Interviews als auch im Zuge der Fragebogenerhebung die
unter anderem von Safrudiannur und Rott (2020, S. 2) sowie Sziics (2023, S. 11) angesprochene
Problematik der sozialen Erwiinschtheit zu bertiicksichtigen, da diese auch in der vorliegenden
Arbeit nicht ausgeschlossen werden kann. Dabei ist hinsichtlich des quantitativen Messinstru-
ments in Form eines standardisierten Fragebogens darauf hinzuweisen, dass dieser nicht bereits

vorab im Rahmen einer separaten Studie empirisch gepriift wurde.

AbschlieBBend ist insbesondere hervorzuheben, dass die entstandenen Verdnderungen zudem
dadurch bedingt sein kénnen, dass eine liberwiegende Anzahl der teilnehmenden Lernenden
vor der expliziten Thematisierung im Rahmen der Interventionseinheiten bisher kaum mit Be-
weisen in Kontakt gekommen ist. Damit ist davon abzusehen, die Anderungen den hier spezi-
fischen geplanten Interventionsmaflnahmen und -methoden zuzuschreiben, da moglicherweise

jegliche Art der Behandlung von Beweisen im Unterricht zu einer Verdnderung gefiihrt hitte.
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9 Fazit

Zusammenfassend kann im Rahmen der vorliegenden Studie nachgewiesen werden, dass be-
stehende beweisbezogene Beliefs von Lernenden der Sekundarstufe II durch unterrichtliche In-
terventionen auf dem Gebiet der Analysis beeinflusst werden kdnnen. Spezifischer zeigt sich
eine Verinderung bestehender Uberzeugungen bei den Lernenden insbesondere hinsichtlich ei-
nes empirischen Beweisverstindnisses nach Harel und Sowder (1998, S. 252), wobei eine Ab-
kehr eines solchen Schemas erreicht wird. Dabei ist darauf zu verweisen, dass die untersuchte
Gruppe bereits vor der Durchfiihrung entsprechender beweisspezifischer Interventionsmaf3nah-
men fiir die Mathematik und mathematisches Beweisen bereits in vorliegenden Studien als pro-
duktiv identifizierte Uberzeugungen aufweist. Vor diesem Hintergrund ist das Ergebnis zu se-
hen, dass weitreichende Verdnderungen auf Basis der quantitativen Fragebogenerhebung nicht
festzustellen sind. Innerhalb von Einzelstudien macht allerdings ein tiefergehender Einblick
allgemein tiefergreifende Beliefinderungen bei einzelnen Lernenden ersichtlich, die sich ins-
besondere auf Beliefs iiber mathematisches Beweisen im Spezifischen sowie verstérkt Beliefs
iiber sich selbst im Sinne der personlichen Selbstwirksamkeit beziehen. Damit reihen sich die
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit in eine Vielzahl von Studien ein, die Beliefinderungen be-
reits empirisch feststellen konnten (z. B. Ambrose, 2004; Bernack-Schiiler, 2018; Chapman,
1999; Kempen, 2019; Liljedahl et al., 2007; Safrudiannur et al., 2022; Vacc & Bright, 1999;
Weygandt, 2021; Weygandt & Oldenburg, 2015).

Hinsichtlich einer Reflexion des fiir die intendierte Verdnderung bestehender beweisbezogener
Beliefs entwickelten Unterrichtskonzepts, zeigt sich ein weitergehender zeitlicher Bedarf zur
entsprechenden Umsetzung von Interventionsmafinahmen. Der von Brunner (2014, S. 71) ent-
wickelte Dreischritt aus empirischem, inhaltlich-anschaulichem und formal-deduktivem Be-
weis ist dabei riickwirkend positiv hervorzuheben, da sich auf Basis der Interviews mit den
Lernenden sowie auf Grundlage der quantitativen Ergebnisse eine positive Resonanz zeigt. Die
einfiihrende Inputphase im Zuge der Interventionsmafinahmen erweist sich insbesondere zur
Vermittlung von beweisspezifischem Methodenwissen und hinsichtlich einer anfanglichen Sen-
sibilisierung fiir das Beweisen als zielfithrende MaBBnahme, wobei eine Kiirzung des Inputs an-
zudenken ist. Da im Rahmen der vorliegenden Arbeit allerdings nicht die empirische Priifung
des entwickelten Unterrichtskonzepts im Vordergrund steht, eine solche Entwicklung und em-
pirische Uberpriifung jedoch fiir weitere diesbeziigliche Untersuchungen als wiinschenswert
und notwendig erachtet wird, pladiert die vorliegende Arbeit fiir die Entwicklung und Weiter-

entwicklung sowie empirische Priifung von InterventionsmaBBnahmen, die insbesondere auch

184



kleinteilig im Unterricht eingesetzt werden konnen, um Beweiskompetenz und damit in Ver-
bindung die Herausbildung forderlicher Beliefs fiir das mathematische Beweisen weiter zu un-

terstiitzen.

Die vorliegende Arbeit greift insbesondere eine Forschungsliicke in der mathematischen Be-
liefforschung auf, innerhalb welcher zwar bereits zahlreiche Studien zu mathematikbezogenen
Beliefs von Lernenden vorliegen (z. B. Kislenko, 2009; Kloosterman, 2003; Kloosterman &
Cougan, 1994; Kollosche, 2015; Maall & Ege, 2007; Reiss et al., 2002; Rosken et al., 2007,
Rolka & Halverscheid, 2011; Wen & Dubé, 2022), beweisbezogene Beliefs allerdings bisher
weitgehend ausgespart wurden, trotz der hohen Bedeutungszuschreibung mathematischer Be-
weise sowohl fiir die Fachwissenschaft als auch die Mathematikdidaktik und den Mathematik-
unterricht (z. B. Brunner, 2014; Hanna & Jahnke, 1996; Jahnke et al., 2023, Rav, 1999; Sziics,
2023). Dies erscheint vor dem Hintergrund eines bestehenden Plddoyers fiir eine kontext- und
gegenstandsgebundene Erhebung von Beliefs (z. B. Bernack-Schiiler, 2018; Erens & Eichler,
2014) umso bedeutender.

Abseits eines allgemeinen Interesses an beweisbezogenen Beliefs von Lernenden erweist sich
dies insbesondere auf der Praxisebene umso notwendiger, da ,kritisch-argumentatives Arbei-
ten“ und ,,.Beweisen* explizit im Lehrplan der 6sterreichischen Oberstufe angefiihrt sind (LP,
AHS, 2024, Anlage A) und diverse Studien vorliegen, welche einen Zusammenhang zwischen
mathematischen Leistungen und iiber Mediatorvariablen und Emotionen wirksam werdende
Beliefs nachweisen bzw. postulieren (Reiss et al., 2002; Wen & Dubé, 2022). Zwar zeigen sich
im Rahmen der vorliegenden Arbeit trotz tiberwiegend produktiver Beliefs, tendenziell man-
gelhafte Leistungen bei der Konstruktion von Beweisideen, die auf einer durchaus gréfleren
Datengrundlage basierende Studie von Healy und Hoyles (1998, S. 4) weist diesbeziiglich al-
lerdings einen signifikanten Zusammenhang nach. Zudem erscheint dieses gegensitzliche Bild
von beweisbezogenen Beliefs und Konstruktionsleistungen umso bedeutsamer vor dem Hinter-
grund der von Schoenfeld (1989, S. 349) angesprochenen Trennung von Schul- und Fachma-
thematik in den Kdpfen der Lernenden, die dazu fiihrt, dass die positiven Uberzeugungen der
Lernenden iiber die abstrakte Mathematik nicht mit dem Verhalten und den Fahigkeiten in Prob-
lemlGsesituationen tlibereinstimmen oder es sich, im Sinne von Kollosche (2015), vornehmlich

um bernommene Glaubenssitze handelt.

Auf dieser Basis pladiert die vorliegende Arbeit fiir umfangreichere Untersuchungen beweis-
bezogener Beliefs sowie die Entwicklung eines diesbeziiglichen quantitativen Erhebungsinstru-

ments und dessen empirischer Uberpriifung. Dabei wire eine Weiterentwicklung des im Zuge
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dieser Arbeit entwickelten Fragebogens sowie der dafiir konstruierten Kategorien anzustreben,
welche die aufgedeckten Schwierigkeiten aufgreift und tiefergehende Einblicke durch den Ein-
bezug der ,,rank-then-rate“~-Methode nach Safrudiannur und Rott (2020) ermdglicht, die sich
im Zuge des entwickelten Erhebungsinstruments als wertvolle Ergdnzung im Rahmen der Er-
gebnisinterpretation herausstellt. Dariiber hinaus bestétigt die Arbeit den Bedarf an qualitativen
Methoden zur tiefergehenden Untersuchung von Beliefs, sodass hier die Entwicklung eines
qualitativen Erhebungsinstruments beispielsweise im Sinne eines standardisierten Interview-

leitfadens zur systematischen Untersuchung beweisbezogener Beliefs anzudenken ist.

Abschlielend sei hervorzuheben, dass insbesondere im Sinne einer vielfach vertretenen Per-
spektive wie bei Rav (1999, S. 6), das Beweisen als Herzstiick der Mathematik zu sehen, und
Beweise als essenziellen Bestandteil im Mathematikunterrichts zu etablieren (z. B. Brunner,
2014; Hanna & Jahnke, 1996; Jahnke et al., 2023, Rav, 1999; Sziics, 2023), Beweisfahigkeiten,
-kompetenz und -verstindnis in enger Verbindung mit beweisbezogenen Beliefs durch die Ein-
fithrung verschiedener kleinteiliger Unterrichtskonzepte und -methoden gefordert werden miis-
sen. Damit diese Forderung allerdings tatséchlich realistisch in einer von Zeitmangel beherrsch-
ten Unterrichtspraxis realisiert werden kann, bedarf es einer verstirkten Abkehr von regelhaf-
tem Anwenden von Formeln und Regeln, was insbesondere in der Oberstufe unter Anbetracht
von Formelheften und technologischer Vielfalt iiberholt erscheint. Damit bleibt auch Zeit und

Raum fiir: quod erat demonstrandum.
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Anhang A

Fragebogen zum Thema: Beweisen und Beweise in der Mathematik

Liebe Schiler*innen!

In dieser Umfrage geht es um deine persdnlichen Einstellungen und Vorstellungen zur
Mathematik und speziell zu mathematischen Beweisen.

Bitte lies dir die Fragen genau durch und beantworte sie vollstindig. Es ist deine persgnliche
Meinung gefragt — es gibt keine richtigen oder falschen Antworten!

Am Beginn findest du ein paar Fragen zu deiner Person. Die anschlieBenden Teile beinhalten
immer einen kurzen Satz, worum es in dieser Kategorie geht.

Vielen Dank flr deine Unterstitzung]

TEIL A: Fragen zu deiner Person

1. Welchem Geschlecht fiihlst du dich zugehirig?
O weiblich
2 mannlich
O divers/keine Angabe

2. Was war deine Mathematiknote im letzten Zeugnis, das du erhalten hast?
1 (Sehr gut)

2 (Gut)

3 (Befriedigend)

4 (Gendgend)

o000

5 (Micht geniigend)

3. Wie gut verstehst du die Themen auf dem Gebiet der Analysis (z.B. Funktionen, Grenzwerte,
Differentialrechnung)?

sehr gut

But

teilweise

eher nicht gut

gar nicht gut

0000

4. Wurde in deinem Mathematikunterricht zuvor schon einmal ausfihrlicher iliber mathematische
Beweise [z.B. ,Was ist ein Beweis?", Beweisformen) gesprochen?
O ja, sehr oft
O ja, hin und wieder
O nein, 50 gut wie nie

5. Ich besuche derzeit das Wahlpflichtfach Mathematik.
O ja

O nein
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TEIL B: ,Wie siehst du Mathematik?"

Bei diesemn Teil geht es darum, was das Fachgebiet Mathematik und den Mathematikunterricht fiir dich
ausmacht und was dir zentral erscheint.

Beurteile die nachfolgenden Aussagen durch Einkreisen oder Ankreuzen (1 = stimme ich gar nicht zu, 5
= stimme ich voll zu).

stimme stimme
ich gar ich voll
nicht zu i

(1} Mathematik besteht aus dem korrekten
Anwenden von Regeln und Gesetzen, die 1 2 3 4 5

prazise und streng befolgt werden missen.

(2} Mathematik hilft dabei Probleme zu lésen i 3 3 4 5
und lebt von neuen Ideen.
(3} Meine mathematischen Fahigheiten 1 3 3 a 5
verbessern sich im Laufe des Lernprozesses.
(4} Im Mathematikunterricht erscheint es mir
wichtig, sich Gber mathematische Probleme
2 3 4 5

und Lésungen austauschen und diskutieren
zu knnen.

TEIL C: ,Wozu gibt es (mathematische) Beweise und was macht sie aus?”
Hierbei geht es darum, welchen Sinn und Zweck du selbst in mathematischen Beweisen siehst und was du
unter einem mathematischen Beweis verstehst.

Ordne die nachfolgenden Beweisfunktionen nach deiner perstnlichen Wichtigkeit, indem du den
entsprechenden Rang won 1 bis 4 eintragst |1 = wichtigste Funktion, 4 = unwichtigste Funktion).

Ein Beweis hat die Aufgabe, die Wahrheit einer Aussage zu bestitigen.

Ein Beweis erklart, warum eine mathematische Aussage gilt.

Durch das Beweisen lernt man allgemiegine Methoden, um mathematische Probleme zu lgsen.

Beweise helfen dabei, verschiedene mathematische Konzepte in einen groferen

L O OO

Zusammenhang zu stellen.
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Beurteile die nachfolgenden Aussagen durch Einkreisen oder Ankreuzen (1 = stimme ich gar nicht zu, 5

= stimme ich voll zu).

stimme stimme
ich gar ich voll
nieht zu 2
(1} Ein Beweis hat die Aufgabe, die Wahrheit 5
einer Aussage zu bestatigen.
(2} Ein guter Beweis erklart, warum eine 1 5
mathematische Aussage gilt.
(3) Durch das Beweisen lernt man allgemeine
Methoden, um mathematische Probleme zu 1 5
I&sen.
(4} Beweise helfen dabei, verschiedene
mathematische Konzepte in einen griferen 1 5
Zusammenhang zu stellen.
(5} Wenn man eine Aussage anhand vieler i 5
Beispiele prift, reicht das als Beweis,
(B} Es handelt sich erst um einen
mathematischen Beweis, wenn er formal 1 5
mittels mathematischer Symbaole und
Sprache formuliert ist (2.B. &, €, F{x), B).
(7} Beweise sind nur dann notwendig, wenn
man den Aussagen von erfahrenen 1 5

Mathematiker*innen nicht vertraut.

TEIL D: ,Wie geht man beim mathematischen Beweisen vor?"”

Bei diesem Teil geht es um die Frage, wie Beweise gefunden werden und wie du selbst einen finden cder

verstehen kannst.

Beurteile die nachfolgenden Aussagen durch Einkreisen oder Ankreuzen (1 = stimme ich gar nicht zu, 5

= stimme ich voll zu).

stimme
ich gar
nicht 2u
(1} Der erste Schritt beim Beweisen liegt darin,
eine intuitive |dee zu entwickeln, warum 1
eine Aussage wahr sein kinnte.
{2} Beim Beweisen ist es hilfreich, spezifische
Beispiele zu probieren, um ein Muster zu 1
erkennen.
3

stimme
ich vell
u
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(3} Ein Beweis entsteht oftmals durch
Ausprobieren und Verwerfen von Ansatzen.

(4} Das Finden eines Gegenbeispiels ist ein
wichtiger Teil des Beweisprozesses.

(5) Beim Beweisen ist es wichtig, die
Definitivnen aller fir den Beweis 1 2 3 & 5
natwendigen Begriffe genau zu kennen.

TEIL E: ,Wie sicher fiihlst du dich selbst beim Beweisen?"

Hier geht es darum, fiir dich einzuschitzen, wie sicher du dich beim Arbeiten mit Beweisen fiihlst und
was du dir dabei selbst zutraust, selbst wenn du damit noch kaum/keine Erfahrungen hast.

Beurteile die nachfolgenden Aussagen durch Einkreisen oder Ankreuzen (1 = stimme ich gar nicht zu, 5
= stimme ich voll zu).

stimme stimme
ich gar ich voll
nicht 2u FiT
{1) Ich bin davon dberzeugt, dass ich meine
Beweisfihigkeiten durch Obung verbessern 1 2 3 4 5
kann.
(2} Ich habe genigend Ausdauer, um auch bei 1 3 3 4 5
schwierigen Beweisen dabei zu bleiben.
(3} lch fiihle mich im Umgang mit typischen
Beweistechniken {wie direkter Beweis, 1 2 3 4 5
Widerspruch) sicher.
(4} Es bereitet mir Schwierigkeiten, die zentrale
Idee eines Beweises von den spezifischen 1 2 3 4 5
Details zu unterscheiden.
(S} lch sehe mich in der Lage, einen Beweis i 2 3 4 5
selbststandig nachzuvollziehen.
(B) Ich fihle mich Gberfordert, wenn ich einen
Beweis selbststandig fihren soll, selbst
1 2 3 4 5

wenn ich die Vorgehensweise beim Beweis

kenne.
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TEIL F: ,Wie erlebst du Beweise im Unterricht?”

Dabei geht es darum, wie du Beweise und das Beweisen im Unterricht selbst empfindest und was du
dariiber denkst.

Beurteile die nachfolgenden Aussagen durch Einkreisen oder Ankreuzen (1 = stimme ich gar nicht zu, 5
= stimme ich voll zu).

stimme stimme
ich gar ich voll
nicht zu u
(1} Die Diskussion von Beweisen mit
Mitschiler*innen hilft mir, diese besser zu 1 2 3 4 5
verstehen,
(2} Der Prozess, gemeinsam an einem Beweis zu
1 2 3 4 5

arbeiten, macht mir Spali.

(3

Es ist befriedigender fir mich, eine
Beweisidee selbst zu entdecken, als sie nur 1 2 3 4 5
vargezeigt zu bekommen.

Ich fihle mich auf mathematischer Ebene

sicher, wenn ich meine eigenen Beweisideen 1 2 3 4 5

(4

in der Klasse vorstellen soll.

(5} Ich fihle mich auf sozialer Ebene im

Klassenverband sicher, wenn ich meine
eigenen Beweisideen in der Klasse vorstellen
soll.

5

Die Herausforderung einen abstrakten
Beweis endlich durchdrungen zu haben, ist 1 2 3 4 5
fiir mich eine lohnende Erfabrung.
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TEIL G: Konkrete Aufgabe

Stell dir vor, du méchtest Mitschiler®*innen die wichtigste Idee fiir den Beweis der folgenden Aussage aus
der Analysis erkldren. Was ist die zentrale ldee dabei?

Wichtig: Du musst keinen perfekten oder vollstdndigen Beweis hinschreiben. Es genigt villig, wenn du

den Kern deiner ldee notierst.

Die Aussage:

Ist gine Funktion [ auf einem offenen Intervall [ differenzierbar und besitzt f in xy € ! ein lokales
Extremum, dann gilt [ (x,) =

o

Schreibe deine zentrale Beweisidee aufl

Vielen Dank fiir deine Mithilfe!
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Anhang B
Anhang B1 — Theoretischer Input Intervention 1

Was versteht man unter Beweisen in der Mathematik?

Was ist ein mathematischer Beweis?

Beim Beweisen handelt es sich um einen Prozess, bei dem eine Behauptung schrittweise deduktiv (also vom All-
gemeinen zum Speziellen) aus bereits bekannten Definitionen und Sétzen gefolgert wird (Brunner, 2014, S. 7).

Hinweis: Im Gegensatz zu einem mathematischen Satz, legt man mit einer Definition fest, was unter einem be-
stimmten mathematischen Begriff oder Objekt zu verstehen ist. Es handelt sich also um eine Aussage, die nicht zu
beweisen ist (Pinkernell et al., 2009, S. 30).

Beim Prozess des Beweisens wird zwischen Behauptung und Voraussetzung unterschieden (Brunner, 2014, S. 7).
Das Ziel ist es dann, aus der Voraussetzung die Behauptung zu folgern bzw. diese daraus ableiten zu konnen
(Brunner, 2014, S. 7). Ist dieser Prozess erfolgreich, so wird die Behauptung als wahre Aussage gesehen (Brunner,
2014, S. 7). Dies ist allerdings nur dann der Fall, wenn ausschlieBlich auf Definitionen oder auf bereits bewiesene
Aussagen zuriickgegriffen wurde und sich die verwendeten Aussagen nicht widersprechen (Brunner, 2014, S. 7).

Damit ein Beweis allgemein giiltig ist, muss dieser dokumentiert werden, sodass er von der mathematischen Com-
munity gepriift werden kann (Brunner, 2014, S. 8). Dies erfolgt nicht zwingend deduktiv (vom Allgemeinen zum
Speziellen), sondern kann auch ein induktiver Vorgang vom Speziellen zum Allgemeinen sein, eine Strategie, die
vor allem in der ersten Phase des Beweisens sinnvoll und angebracht ist (Brunner, 2014, S. 8).

Was bringt das Beweisen?

Da nun geklért ist, was ein mathematischer Beweis {iberhaupt ist und was ihn ausmacht, stellt sich vielleicht die
Frage, wozu das Beweisen in der Mathematik dient. Insbesondere wenn Beweise von Mathematiker*innen entwi-
ckelt werden, kann dies folgende Funktionen haben (Kuntze, 2005, S. 53-55; Kuntze, 2009, S. 13):

e Mit einem Beweis kann festgestellt werden, ob Aussagen wahr oder falsch sind.

o Ein Beweis ermdglicht es, zugrundeliegende Probleme und Zusammenhénge zu verstehen und damit die
Einsicht zu gewinnen, warum eine Aussage wahr oder falsch ist.

o Mithilfe eines Beweises konnen andere Personen von der Wahrheit oder Falschheit einer Aussage iiber-
zeugt werden.

e Ein Beweis ermdglicht es, die Ordnung von mathematischem Wissen zu erkunden, eine systematische
Ordnung des Wissens herzustellen oder dieses aus einer neuen Perspektive heraus anders zu ordnen.

e Aus dem Beweisprozess heraus kann mathematisches Wissen, wie neue Sitze, Begriffe oder Zusam-
menhénge, entdeckt und wiederum auf den bewiesenen Aussagen in weiterer Folge aufgebaut werden.

e  Mathematisches Wissen kann durch mathematische Beweise in einer weltweit geteilten Sprache mitge-
teilt werden.

e Beweise ermoglichen es, sich selbst und die mathematische Community zu iiberzeugen.

e Durch den Beweisprozess konnen ,,elegante” bzw. ,,schone” Beweise entdeckt oder erschaffen werden,
Beweisen hat also auch eine dsthetische Komponente.

e Beweise liefern eine gesicherte Grundlage fiir praktische Entscheidungen und Verfahren.

Wann ist ein Bewelis ,.richtig*?

Um zu erkennen, ob eine Argumentation tatsidchlich als Beweis zugelassen werden kann, ist nicht ausschlielich
fachliches Wissen notwendig, sondern auch Wissen iiber zugelassene Methoden in der Mathematik (Kuntze, 2009,
S. 13). Dabei ist zu beriicksichtigen, dass im Unterricht andere Arten von Beweisen akzeptiert werden als auf
wissenschaftlicher Ebene (Heinze & Reiss, 2004, S. 1-2). Dieses methodische Wissen iiber Beweise wird in der
Literatur in drei voneinander unabhéngige Bereiche unterteilt (Heinze & Reiss, 2003, S. 2; Kuntze, 2009, S. 13):

e Beweisschema: Damit ist das Wissen iiber zuldssige Argumentationsarten gemeint. Im Unterschied zum
deduktiven SchlieBen (vom Allgemeinen zum Speziellen), sind induktive Verallgemeinerungen oder die
Berufung auf eine hohere Autoritét als Argumentationen nicht ausreichend bzw. zuléssig.

e Beweisstruktur: Ein Beweis beginnt mit einer bestimmten Voraussetzung und endet schlieBlich mit einer
Behauptung bzw. Aussage. Es stellt sich also die Frage, was vorausgesetzt wird und was daraus folgen
soll. Es muss also tatsédchlich bewiesen werden, was gezeigt werden soll. Beweisliicken oder die Nutzung
der Behauptung als Argument (Zirkelschluss) sind dabei unzuldssig.

e Jeder Beweisschritt muss aus dem vorangegangenen abgeleitet werden konnen. Dies kann auch durch
zusitzliche Informationen wie Séitze oder Definitionen erfolgen.
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Wie kommt man zu einem Beweis?

Mathematische Beweise entstehen in einem Prozess. Dieser kann in verschiedene Phasen eingeteilt werden, wobei
die einzelnen Phasen nicht in einer geradlinigen Abfolge verlaufen miissen, sondern einzelne Schritte auch mehr-
fach wiederholt werden kdnnen (Boero, 1999, S. 2-3; Kuntze, 2009, S. 13):

1. Untersuchung einer Problemstellung, Entwicklung einer Vermutung (Hypothese) und Identifikation mog-
licher Argumente

2. Formulierung der Hypothese als Aussage

3. Untersuchung der Hypothese und méglicher Argumentverkniipfungen durch Sammeln von Informationen
und moglicher Verbindungen

4. Auswahl der Argumente und Verbindung zu einer Kette von deduktiven Schliissen (vom Allgemeinen
zum Speziellen)

5. Formulierung des Beweises

6. Gegebenenfalls Anndherung an einen formalen Beweis

Welche Formen von Beweisen gibt es aus mathematikwissenschaftlicher Sicht?

Aus fachwissenschaftlicher Sicht gibt es in der Mathematik eine Unterscheidung in direkte und indirekte Beweise
(Brunner, 2014, S. 15).

Bei einem direkten Beweis wird eine Behauptung durch Anwendung bereits bewiesener Aussagen bzw. durch
logische Schlussfolgerung bewiesen, wohingegen bei einem indirekten Beweis davon ausgegangen wird, dass das
Gegenteil der aufgestellten Behauptung zutriftt, wodurch im Laufe des Beweisprozesses ein Widerspruch entsteht,
der dadurch begriindet wird, dass die Annahme der negierten Behauptung selbst falsch ist (Brunner, 2014, S. 15).
Damit wird die urspriingliche Behauptung indirekt bewiesen (Brunner, 2014, S. 15).

Neben den beiden genannten Kategorien gilt die vollstdndige Induktion als wichtiges Beweisverfahren. Dabei wird
nach Priifung der Behauptung fiir eine kleine natiirliche Zahl n gezeigt, dass eine Aussage, die fiir n gilt, auch fiir
n + 1 giiltig ist (Brunner, 2014, S. 16).

Diese drei genannten Beweistypen beziehen sich insbesondere auf vollstidndig gefiihrte Beweise durch Mathema-
tiker*innen, wobei anzumerken ist, dass unter anderem im schulischen Kontext weitere relevante Typen von Be-
weisen existieren, wie beispielsweise das Widerlegen durch Gegenbeispiele (Brunner, 2014, S. 16).

Beispiele:

Zwei indirekte Beweise (Behrends, 2015, S. 50-51; Pinkernell et al., 2009, S. 42; Tietze et al., 1997, S. 168):

Fiir den nachfolgenden Beweis bendtigen wir die Definition ungerader natiirlicher Zahlen.
Definition. Eine natiirliche Zahl k heifit ungerade, wenn es ein n € N gibt, sodass k = 2n + 1.
Satz 1. Ist fiir k € N die Zahl k? gerade, so ist auch k gerade.

Beweis. Wir zeigen diesen Satz durch einen indirekten Beweis in Form eines Widerspruchs der Aussage: ,,Ist fiir
k € N die Zahl k? gerade, so ist k ungerade.*

Es sei nun k eine ungerade natiirliche Zahl. Nach Definition einer ungeraden Zahl lésst sich k schreiben als k =
2n + 1 mit n € N. Das Quadrat dieser Zahl ist dann gegeben durch

E2=0Cn+1)?=4n>+4n+1=22n%+2n) +1

Das bedeutet nach Definition der ungeraden Zahlen jedoch genau, dass k2 ungerade ist. Hier liegt also ein Wider-
spruch zur Voraussetzung.

Diesen Satz und die nachfolgende Definition bendtigen wir fiir den anschlieBenden Beweis:
Definition. Eine natiirliche Zahl k heif3t gerade, wenn es ein n € N gibt, sodass k = 2n.
Satz 2. Die Quadratwurzel aus 2 ist irrational.

Beweis. Wir zeigen diesen Satz wieder indirekt:

Angenommen /2 ist eine rationale Zahl, so lasst sich diese nach Definition der rationalen Zahlen als Bruch dar-
stellen, also

="

n
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mit m und n aus den natiirlichen Zahlen. Wir nehmen dabei an, dass dieser Bruch vollstindig gekiirzt ist. Es gilt
dann

m
2=
und weiter
2n? = m2. (1)

Nach Definition einer geraden Zahl ist damit m? gerade.
Aus dem Satz, dass die Zahl selbst gerade ist, wenn das Quadrat der Zahl gerade ist, folgt nun, dass m gerade ist.
Wieder mit der Definition einer geraden Zahl kénnen wir nun schreiben m = 2k fiir eine natiirliche Zahl k.
Dies setzen wir nun in Gleichung (1) ein und erhalten
2n? = 4k?
und weiter
n? = 2k?.
Damit ist auch n? gerade und wieder aus dem Satz fiir Quadrate gerader Zahlen folgt, dass dann auch n gerade ist.

Somit sind jedoch m und n gerade und der Bruch % ist nicht vollstindig gekiirzt. Ein Widerspruch. Damit ist V2
irrational.

Beweis durch vollstindige Induktion (Behrends, 2015, S. 40—41):

Satz 3. Fiir jedes n € N ist

+1
Zk=1+...+n=%

Wir wollen zeigen, dass diese Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen stimmt und miissen dazu das Folgende beweisen:

1. Die Aussage gilt firn = 1.
2. Gilt die Aussage fiir n, so gilt sie auch firn + 1.

Beweis. Durch vollstindige Induktion:

1. Induktionsanfang: Der Satz ist richtig fiir n = 1 wegen

Zl: 1(1+1)

2. Induktionsvoraussetzung: Der Satz gelte fiir eine feste natiirliche Zahl n, also es sei

n

+1
Zk=1+...+n=M_

2
k=1

3. Induktionsschluss: Zu zeigen ist nun, dass der Satz auch fiir n + 1 gilt:

“Z“k _ @+ D+ 1D +1]
k=1 2
Nun ist
s nn+1) nn+1)+2n+1) n?+n+2n+2
Zk Zk+(n+1)—7 n+1) = ; = .
_nP4+n+2n+1+1 (+1D?*+n+1 (m+D[n+1)+1]
2 2 2
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Anhang B2 — Material Intervention 2

Grundwissen.

Definition 1.1. (Biichter & Henn, 2010, S. 136; Deitmar, 2021, S. 45) Eine reelle Folge oder kurz Folge ist eine
Funktion

a: N->Rnwe a,.
Man schreibt dafiir (a,,),ey oder kurz (a,,) und nennt a,, a,, ... die Folgenglieder.

Definition 1.2. (Biichter & Henn, 2010, S. 145) Eine Folge (a,,) konvergiert gegen eine reelle Zahl a fiir n gegen
Unendlich, wenn fiir jede noch so kleine reelle Zahl € > 0 eine Nummer n, € N existiert, sodass

la, —al < ¢
fiir alle n > n, gilt.
Die Zahl wird dann Grenzwert der Folge (a,,) genannt.

Man schreibt dafiir lim a,, = a oder a,, — a.
n—oo

n—-oo

Definition 1.3. (Deitmar, 2021, S. 49) Eine Folge (a,,) heilt nach oben beschrdinkt, falls es ein S, € R gibt, sodass
a, < S, firjedesn € N gilt.

Eine Folge (a,,) heiBt nach unten beschrdnkt, falls es ein S,, € R gibt, sodass a,, < S,, fiir jedes n € N gilt.

Eine Folge (a,) heiBit beschrinkt, wenn sie nach oben und unten beschrénkt ist, also falls es ein S € R gibt, sodass
la,| < S fiir jedes n € N gilt.

Satz 1.4. (Behrends, 2015, S. 97) Fiir x,y € R gilt
lx +yl < |x| + [yl.
Experimenteller Beweis.

Abbildung B1
Experimenteller Beweis zur Beschrdnktheit konvergenter Folgen
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Anmerkung. Uberpriifung der Konvergenz und Beschriinktheit der Folge a,, = ﬁ in GeoGebra.
Eigene Darstellung.
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Abbildung B2
Experimenteller Beweis zur Beschrdnktheit konvergenter Folgen

2n—-7 1
G t i
renzwer (3n+4 x)
08

—

06

Wi

04
02
o] «5 10 15 20 25 30 4 40 45 50 55 60 65
02
04
06
08
=l

-1.2

Anmerkung. Uberpriifung der Konvergenz und Beschrinktheit der Folge a,, = % in GeoGebra.
Eigene Darstellung.

Priformaler Beweis.

Wir betrachten eine konvergente Folge (a,,),ey mit Grenzwert lim a,, = a. Da die Folge konvergent ist, gibt es

n—oo

eine beliebig kleine positive Zahl &, sodass irgendwann, ab einem gewissen Folgenglied, alle weiteren in dem
Intervall (a — ¢; a + ¢€) liegen.

Das bedeutet, dass fiir alle Folgenglieder a,, nach dem gewissen Folgenglied |a,| < |a| + € gilt. Im Falle von
Abbildung B3 kann man daher S = |a| + 1 setzen und die Folge ist beschrankt.

Abbildung B3
Graphisch-intuitiver Beweis zur Beschrdnktheit konvergenter Folgen
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n

Anmerkung. Die graphische Darstellung wurde mittels GeoGebra vorbereitet und an der Tafel im
Rahmen des praformalen Beweises skizziert. Eigene Darstellung.

Allerdings ist dies nicht allgemein mdglich, wie Abbildung B4 zeigt, sodass noch ein weiterer Schritt notwendig
ist, um die Behauptung allgemein zu beweisen.
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Abbildung B4
Graphisch-intuitiver Beweis zur Beschrdnktheit konvergenter Folgen
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n

Anmerkung. Die graphische Darstellung wurde mittels GeoGebra vorbereitet und an der Tafel im
Rahmen des priformalen Beweises skizziert. Eigene Darstellung in Anlehnung an Biichter und
Henn (2010, S. 144).

Wie zuvor gilt auch hier fiir alle Folgenglieder ab einem gewissen Folgenglied, dass |a,| < |a| + . Fiir die Fol-
genglieder am Beginn trifft dies nicht zu, also miissen wir die Schranke S groBer wéhlen und nehmen damit das
Maximum aller Zahlen |a,|, |a,|, ... |a] + 1. Dann gilt |a,| < S fur alle a,,.

Formal-deduktiver Beweis.
Beweis. (Behrends, 2015, S. 116; Deitmar, 2021, S. 50) Es sei (a,),ey €ine konvergente Folge mit Grenzwert
lim a, = a. Da die Folge konvergiert, gilt nach Definition, dass fiir jede noch so kleine Zahl € > 0 ein n, € N

n—oo

existiert, sodass
la, —al <1
fir jedes n = n,.
Fiir n > n, gilt dann
la,| =la, —a+al <la,—al+|al <1+]al,

also kénnen wir fiir diese n unsere Schranke s = 1 + |a,,| wéhlen.

Allerdings gilt damit nicht notwendigerweise, dass |a,| < s, ..., |an€_1| < 5. Um dies sicherzustellen, wéhlen wir
S als das Maximum der endlich vielen Zahlen |a, |, |a,|, ..., |an8_1 |, 1 + |a|. Dann gilt offensichtlich
la,| <S

fiir alle a,,. Dies entspricht der Definition der Beschréinktheit einer Folge, was zu zeigen war.
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Anhang B3 — Material Intervention 3

5CHULER*INNENBEWEISE ZU POLYNOMFUNKTIONEN ZWEITEN GRADES UND
EXTREMSTELLEM

Auf diesem Arbeitsblatt findet ibr insgesamt sieben verschiedene Beweise von Schiler*innen

zu der folgenden Aussage:
»Eing Polynomfunktion zweiten Grades besitzt genau eine Extremstelle.”

Betrachtet in euren Gruppen die verschiedenen Beweise der Schiler*innen und bewertet

diese! Macht euch dazu Motizen unter den entsprechenden Begrindungen!

Hannahs Begriindung: ,Eine Polynomfunktion f zweiten Grades besitzt eine
Ableitungsfunktion J* vom Grad 1. Die Ableitung /* dicser Funktion ist konstant umnd
ungleich Null. Jede Polynomfunktion ersten Grades hat genau eine Nullstelle xy. Diese
Nullstelle ist damit die cinzige Extremstelle von §, da " konstant ist und f'{zy) ungleich
Null ist. Daher ist die Aussage wahr”

Sonjas Begriindung: _Ich betrachte swei Funktionen. Durch Rechnen habe ich
heraushekommen, dass f{z) = 227 — 4 bei £ = 2 eine Extremstelle hat.

Durch eine weitere Rechnung zeigt sich auch, dass g{z) = =5z + 2r = 3 bei z = ! eine
Extremstelle hat. Da beide Funktionen genau eine Extremstelle haben und diese beliebig
gewiihit wurden, ist die Aussage wahe
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Roberts Begriindung: _Ich wihle diesen Ansatz:
flz) = ax® +br+ ¢ (a,bece Ra#0).
Dann gilt fiir die erste und zweite Ableitung:

Flx) = 2ar 4 b und f"(z) = 2a.

Die notwendige Bedingung fir eine Extromstelle ist: (x) = 0, d.h.

0= 2ar,+ b | =&
& —b = 2axy |+ 2a (miglich, da a # 0)

3 .
L= 2 = ry it die einzige mogliche Extremstelle.
I

§"(5%) = 2a und da a # 0 ist, gilt: f"(z) # 0.

Damit besitzt f die einzige Extremstelle bei xg = %‘. Die Aussage ist also wahr?®

Pauls Begriindung: ,Alle Polynomfunktionen vom Grad 2 sind Parabeln und unsere

Lehrerin hat gesagt, dass jede Parabel genan einen Scheitelpunkt besitzt

Scheitelpunkt ist dann ein Extrempunkt. Damit ist die Aussage wahr®

Dieser
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Arons Begriindung: Voraussetzung:
flz)=a’z+bx+e (a,bceR,a#0),

da f eine Polynomfunktion zweiten Grades ist.
Aus der Faktorregel und der Summenregel folgt:

f(z) = 2ax + bund f(x) = 2a.

f hat genau einen Extrempunkt, weil f eine Polynomfunktion vom Grad 2 ist.

Fiir zp gilt: f'(zp) = 0 und f(xg) # 0, da dies die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir Extremstellen ist. xg ist die einzige Extremstelle, da f'(zy) = 0 und
£"(z0) £ 0.

Damit ist die Aussage bewiesen”

Monikas Begriindung: .Ich betrachte die folgende Funktion in GeoGebra:

flz) =02 — 4z + 1.

Diese Funktion besitzt keine Extremstelle. Daher ist die Aussage falsch”®
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Johanns Begriindung: _Ich stelle drei Beispiele in GeoGebra dar:

Alle drei Funktionen besitzen genan eine Extremstelle. Daher ist die Aussage wahr”
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Anhang B4 — Material Intervention 4

Grundwissen.

Definition 2.1. (Biichter & Henn, 2010, S. 63) Eine Funktion f: R = R, f(x) = apx™ + ap_1x" 1 + -+ a;x +
a, mit reellen Koeffizienten a,, .., a,, ag und a,, # 0 heillt Polynomfunktion vom Grad n.

Satz 2.2. (Biichter & Henn, 2010, S. 286) Es sei f in einer Umgebung von x, dreimal differenzierbar. Zudem seien
f"(xg) = 0 und "' (xg) # 0. Dann ist x, eine Wendestelle von f.

Praformaler Beweis.

Besitzt eine Polynomfunktion f den Grad 3, so ist die zweite Ableitung f'' vom Grad 1 und f""' ist konstant und
ungleich null. Jede Polynomfunktion ersten Grades besitzt genau eine Nullstelle x,. Diese Nullstelle ist damit die
einzig mogliche Wendestelle x, von f, da f""’ konstant und f'"'(x,) ungleich null ist.

Formal-deduktiver Beweis.
Beweis. Wir gehen von einer Polynomfunktion dritten Grades aus:
fx)=ax®+bx>+cx+d (a,b,c,d€R,a=0).
Dann gilt fiir die zweite und dritte Ableitung:
f"(x) =6ax +2bund f'"'(x) = 6a.
Die notwendige Bedingung fiir Wendestellen ist f''(x,) = 0. Das heif3t

0=6ax,+2b |—2b
& —2b = 6ax, |:6 (moglich,da a # 0)
b

- =y
3a 0

ist die einzige mogliche Wendestelle.

£ (_ %) = 6aund da a # 0 ist, gilt f'"(x,) # 0.

. . L . b .
Damit besitzt f die einzige Wendestelle bei x, = — o Die Aussage ist also wahr.

Anhang BS — Material Intervention 5

Grundwissen.

Definition 3.1. (Biichter & Henn, 2010, S. 196; Greefrath et al., 2016, S. 147) Es seien [ ein Intervall, f:1 - R
eine Funktion und x,, x; € I. Der Differenzenquotient der Funktion f im Intervall [x,; x,] ist definiert durch

A_y _ f(x) _f(xo)_

Ax X1 — Xg

Wie in Abbildung BS ersichtlich, entspricht der Differenzenquotient geometrisch der Steigung der Sekante durch
die Punkte P(x,, f (%)) und Q (x4, f (1)) (Biichter & Henn, 2010, S. 196).
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Abbildung B5
Geometrische Interpretation Differenzenquotient

f(x,)

Xo Xy

Anmerkung. Eigene Darstellung in Anlehnung an Biichter und
Henn (2010, S. 196).
Definition 3.2. (Biichter & Henn, 2010, S. 197) Es seien I ein Intervall, f: I = R eine Funktion und x, € I. Dann
heiflt f differenzierbar an der Stelle x,, wenn der Grenzwert
Ay (%) —f(x0)
lim ———

lim — =
x-x9 A X x->x9 X —Xq

existiert. Dieser Grenzwert des Differenzenquotienten heifit dann der Differentialquotient oder die Ableitung von
f an der Stelle x, und wird mit f'(x,) bezeichnet.

Abbildung B6
Geometrische Interpretation Differentialquotient

k = f(x)

Anmerkung. Eigene Darstellung.

Geometrisch entspricht der Differentialquotient der Steigung der Tangente an den Graphen im Punkt P (xo, f (xo)),
wie in Abbildung B6 ersichtlich wird (Biichter & Henn, 2010, S. 196).

Definition 3.3. (Biichter & Henn, 2010, S. 197) Ist die Funktion f auf D definiert und an jeder Stelle x € D
differenzierbar, so heiBt die Funktion f': D - R, x = f'(x) die Ableitungsfunktion von f auf D und f heiBt diffe-
renzierbar.

Formal-deduktiver Beweis.

Beweis. Sei f in x, differenzierbar. Dann gilt
. f0) = f(xo)
m — 207

' . g(x) — g(x) . kf(0) — kf (%)
g'(xg) = lim = lim =k-li
X—=Xg X — Xo X— Xg X — Xo X Xg X — X

=k f'(x0)

Da x, beliebig war, gilt dies fiir jede Stelle x, in welcher f differenzierbar ist.
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Anhang B3 — Prasentation

verdteht man

whiler Beweiren in der

Nathesratik?

Wapr Bt ein mathermatizcher Beweis?
\—\\_\——_

. Prozess, bei dem eine Behauptung dedukdiv {vom Algemeinen zum Spezielen] aus bereits bekannten Defintionen und
Satzen gefolgert wird.

« Esist awischen Yoraussetzung und Behauptung zu unterscheiden —3» Ziel: aus der Voraussetzung die Behauptung mittels
Definitionen oder bereits bewiesener Aussagen 2u folgern

« Beweise massen dokumentiert und von der mathematischen Community geprcft werden

halle

® Was it ein mathematicher Beweis?

© Yas bringt das Beweisen?

* Wann ist ein Bewess Jrchtig”?

* Wie kommt man zu einem Beweis”

* Welche Formen von Beweisen ibt s aus mathematiowissenschaticher Scht?

M Beweisen kann man
« fesstelln, b eine Aussage wah oder flsch st

de Probleme und
warum eine hussage wahr oder filsch st
o andae Psonen von dr Waehe e e husare dberegen

. L

verstehen und die Einsicht erhelen,

lt)
bringt day

Beweiren?

o die Ordoung von mathematischem sen erkunden,eine (rdnung des Wisens
esstlln der dieses aus einer neuen Perspektve heraus ordren

* mathematisches Wissen entdecken und auf den bewiesenen Aussagen weiter
aubauen

« mathematisches Wissen in einer wellwei. eleiten Sprache mitfeilen

« sich sebst und andere, vor allem die mathematische Community, iberzeugen.

o etwas Schones” und Degentes” schaffen oder enfdecken

* auf eine gescherte Grundiage fir praksche Ertscheidungen und Verlhren augreen

Methodisches Wissen

 Beweisschema: Wissen ober zulssige Arqumentationsarten = deduktives SchlieBen (vom Algemeingn 2um Speciellen)
* Beweisstruktur. Voraussetzung und Behauptung = keire Beweislicken oder inelschlisse

* Abletung jedes Beweischrites aus dem vorangegangenen Schvit samt ausablicher Informationen (Jefinitionen, Saze)

Wie kommt man gwanmswm‘?

en GibT e) aud

Welche Forren von Berveid
mathemali Sicht?

tkwisdens

Indirekder Beweis: asspeqenen wird ) Volisandige Indukton: Prifung der )

T e e o o e Reuung i e Weie e
bewi::gn A MW:EW)[: wodurch ein Widerspruch geschaffen Lahl n und ancehlieBendes Schifen
Sdm wird = uspringlhe Behauptung der Giltighet der Aussage fir n af

g wird indirekt bewiesen L n+ ),

Indivekler Beaweis |

Fiir den nachfolgenden Beweis benotigen wir die Definition ungerader natiirlicher Zahlen.
Definition. Eine natiirliche Zahl k heiBt ungerade, wenn es ein n € N gibt, sodass k =2n + 1.

Satz. Ist fiir k € N die Zahl k? gerade, so ist auch k gerade.

Beweis. Wir zeigen diesen Satz durch einen indirekten Beweis in Form eines Widerspruchs der
Aussage: st fiir k € N die Zahl k? gerade, so ist k ungerade

Es sei nun k eine ungerade natiirliche Zahl. Nach Definition einer ungeraden Zahl liisst sich k
schreiben als k = 2n + 1 mit n € N. Das Quadrat dieser Zah! ist dann gegeben durch

=(2n+1 =dn? +4n+1=2(2n +2n) + 1.

Das bedeutet nach Definition der ungeraden Zahlen jedoch genau, dass k? ungerade ist. Hier hegt
also ein Widerspruch zur Voraussetzung.
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ndivekder Beaweis

Diesen Satz und die nachfolgende Definition bendtigen wir fiir anschliefenden Beweis:

Definition. Eine natiirliche Zahl k heiit gerade, wenn es ein n € N gibt, sodass k = 2n.

Satz. Die Quadratwurzel aus 2 ist irrational.

Beweis. Wir zeigen diesen Satz wieder indirekt:
Angenommen +/2 ist eine rationale Zahl, so lisst sich diese nach Definition der rationalen Zahlen
als Bruch darstellen, also

V="
n

mit m und n aus den natiirlichen Zahlen. Wir nehmen dabei an, dass dieser Bruch vollstindig
gekiirzt ist.

ndirekler Beweis I

Es gilt dann

und weiter

n? = m? (1)

Nach Definition einer geraden Zahl, ist damit m? gerade.

Aus dem Satz, dass die Zahl selbst gerade ist, wenn das Quadrat der Zahl gerade ist, folgt mun,
dass m gerade ist.

Wieder mit der Definition einer geraden Zahl kinnen wir nun schreiben m = 2k fir cine natiirliche
Zahl k.

Indivekler Beweis 1l

Dies setzen wir nun in Gleichung (1) ein und erhalten
2n? = 4k?
und weiter
n? = 2k?

Damit ist auch n* gerade und wieder aus dem Satz fiir Quadrate gerader Zahlen folgt, dass dann
auch n gerade ist.
Somit sind jedach m und n gerade und der Bruch % ist nicht vollstandig gekirzt. Ein Widerspruch.

Damit ist v/2 irrational. o

Bewveis durch volstandige Induktion

Satz. Fiir jedes n € N ist

n(n + 1)

=l4..+4n=
+otn= B0

Wir wollen zeigen, dass diese Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen stimmt und miissen dazu das
Folgende beweisen:

1. Die Aussage gilt fir n = 1.
2. Gilt die Aussage fiir n, so gilt sie auch fiir n+ 1.

Beweis durch volfptandige Induklion

Beweis. Durch vollstindige Induktion:

1. Induktionsanfang: Der Satz ist richtig fiir n = 1 wegen

Ek:l:w.

1
k=1 2
2. Induktionsvoraussetzung: Der Satz gelte fiir eine feste natiirliche Zahl n, also es sei

Zk:l+...+n:@.
k=1

Beweis durch vollptandige Induklion

3. Induktionsschluss: Zu zeigen ist nun, dass der Satz auch fiir n + 1 gilt:

Nach Defetion

erer Surme
Nun ist

nt1

PR SN SRR

k=1 kel

an+1)+2n+1) _nl+n+m+2
2 B

_nidnddntl4l _ (n+1P4ntl _(r+D)n+1)+1]
B B 2 B 2

9

Folye bt bechrankt.”

Grundwisrsen (1)

Definition 1.1. Eine reelle Folge oder kurz Folge ist eine Funktion

a:N=R,nan.

Man schreibt dafir (as}ucx oder kurz (an) und nennt ay, az, .. die Folgenglieder.

Definition 1.2.Eine Folge (a,) konvergiert gegen eine reclle Zahl a fiir n gegen Unendlich, wenn
fiir jede noch so Kleine reelle Zahl ¢ > 0 eine Nummer n, € N existiert, sodass

lan—al <e
fir alle n > n, gilt.

Dic Zahl wird dann Grenzwert der Folge (a,) genannt.
Man schreibt dafiir lim a, = a oder 6, > a

Grundwirsen (2)

Definition 1.3. Eine Folge (a,) heibt nach oben beschrinks, falls es ein S, € R gibt, sodass a, < S,
fiir jedes n € N gilt.

Eine Folge (a,) heit nach unten beschninkt, falls os cin S, € R gibt, sodass a, > S, fiir jedes
n € N gilt.

Eine Folge heift beschrinkt, wenn sic nach oben und unten beschrinkt ist, also falls s cin § € R
gibt, sadass [an| < S fiir jedes n € N gilt

Satz 1.1. Fiir 2,y € R gilt

|z +ul < |=] + lul-

,,Eine Po m*unkt
dritten Gradey besitet

genanw eine Werudest
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Crundwissen

Definition 2.1. Eine Funktion f : R — R, f(z) = anz" + @u_12""' + ... + @17 + ao mit reellen
Koeffizienten ay, .., a1, ay und a, # 0 heit Polynomfunktion vom Grad .

Satz 2.1. Es sei ‘bung von 7o dreimal di Zudem seien f” () = 0 und

f"(24) # 0. Dann ist zg cine Wendestelle von f

Nb‘ﬁﬁdur préjormaler Beweis

Besitzt eine Polynomfunktion f den Grad 3, so ist dic zweite Ableitung f* vom Grad 1 und f*
ist konstant und ungleich 0. Jede Polynomfuntion ersten Grades besitzt genau eine Nullstelle x.
Diese Nullstelle ist damit dic cinzig mégliche Wendestelle 7o von f, da f* konstant und f"(zo)
ungleich Null ist.

MNoglicher pormaler Beweis

Wir gehen von einer Polynomfunktion dritten Grades aus:
flx) =ar’ +brt+er+d (a,be,d€R,a#£0).
Dann gilt fiir die zweite und dritte Ableitung:
f7(z) = 6azx + 2b und f*(x) = 6a.

Die di fir Wendestellen ist: f"(zq) = 0, d.h
0 = Gazg +2b |-2b
& —2b = 6azg | : 6a (moglich, da a # 0)
- -% = 2 iat dis einzige mogliches Wendestelle,
V& 6a und da a # 0 ist, gilt: f"(x) # 0

Damit besitzt f die cinzige Wendestelle bei zo = — . Die Aussage ist also wahr.

Faktorr%d:

Behawptunyg

Satz 3.1. Ist die Funktion f in einem Bereich differenzierbar, so ist auch g = k- f mit k € K in
diesem Bereich differenzierbar und es gilt

Grunadwirsen (1)

Definition 3.1. Es seien I ein Intervall, f : I — R eine Funktion und xo, 2 € I. Der Differenzen-
quotient der Funktion f im Intervall [zo; ] ist definiert durch
Sy _

(%0)
Ar .

Definition 3.2. Es seien I ein Intervall, f : I — R eine Funktion und zp € I. Dann heift f
differenzierbar an der Stelle xo, wenn der Grenzwert

Fic)

fzo)

Ty

= lim
i T

li Ay
=%, Ar

existiert. Dieser Grenzwert des Differenzenquotienten heift dann der Differentiolquotient oder die
Ableitung von f an der Stelle zo und wird mit f'(zo) bezeichnet.

Gevnudwirsen (2)

Diffrentialguatient graphisch interprebirt

Diferenzenquotient graphisch interpretiet:

Byt

i)

l’lé'g(’icher formaler Beweis

Satz 3.1. Ist die Funktion f in einem Bereich differenzierbar, so ist auch g = k- f mit k € R in
diesem Bereich differenzierbar und es gilt

k- f.

Beweis. Sei f in xq differenzierbar. Dann gilt

o) = i SE ) LRI o) @) =S
zza  T—Tg o0 T—Tp T30 T—Tg
Da xy beliebig war, gilt dies fiir jede Stelle z, in welcher f differenzierbar ist. a
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Anhang C
Interviewleitfaden: Fall A1

Liebe Schiilerin! Lieber Schiiler!

Wir haben in den letzten Wochen das Thema Beweisen im Mathematikunterricht ausfiihrlicher behandelt. Wie ich
euch allen bereits mitgeteilt habe, haben wir das insbesondere im Zuge meiner Masterarbeit gemacht, die ich zum
Thema beweisbezogene Beliefs verfasse. Damit ich noch etwas tiefere Einblicke in die Ergebnisse meiner Unter-
suchung erhalte, wiirde ich gerne dieses kurze Gesprach mit dir fiihren und dir ein paar Fragen stellen.

Ich wiirde dich bitten, diese vollkommen offen und ehrlich zu beantworten. Bitte sieh mich dabei nicht als deine
Lehrerin, sondern einfach als Studentin, die jetzt deine Unterstiitzung bei ihrer Studie benétigt! Es ist auf keinen
Fall eine Priifungssituation mit richtigen oder falschen Antworten. Vielen Dank!

Frage 1:

Wir haben in den letzten Wochen eine Art Projekt zu Beweisen im Mathematikunterricht gemacht.
Was sind deine ersten Gedanken und Gefiihle dazu, wenn du dich daran zuriickerinnerst?

Frage 2:

Bei der Datenauswertung zum Teil C ist mir aufgefallen, dass du beim Abschlussfragebogen jeweils fiir die ersten
drei Beweisfunktionen (Bestétigung der Wahrheit einer Aussage, Erklarung der Wahrheit einer Aussage und Ent-
deckung von Methoden zum Problemlsen) auf der Zustimmungsskala Platz 4 gewéhlt hast. Fiir die vierte Aussage
,Beweise helfen dabei, verschiedene mathematische Konzepte in einen groleren Zusammenhang zu stellen.* hast
du den mittleren Wert gewéhlt. Hier gibt es Unterschiede zu deiner Reihung, wo du die letzte Aussage auf Platz 3
gesetzt hast.

Was waren deine Gedanken dazu?
Frage 3:

Eine weitere sehr konkrete Frage im Anschluss: Vor unseren Einheiten zum Beweisen hast du angegeben, dass du
der Aussage ,,Es handelt sich erst um einen mathematischen Beweis, wenn er formal mittels mathematischer Sym-
bole und Sprache formuliert ist [...].* weder gar nicht noch vollkommen zustimmst. Im Abschlussfragebogen hast
du dieser Aussage vollkommen zugestimmt. Ahnlich dazu hast du der Aussage ,,Ein Beweis ist nur notwendig,
wenn man erfahrenen Mathematiker*innen nicht vertraut.“ in der Endbefragung mehr zugestimmt als zu Beginn.

Womit wiirdest du das fiir dich begriinden?
Frage 4:

Sowohl im Anfangs- als auch im Abschlussfragebogen hast du fiir die Behauptung ,,Wenn man eine Aussage an-
hand vieler Beispiel priift, reicht das als Beweis.” den Wert 3 gewihlt.

Was sind deine Gedanken dabei gewesen?
Frage 5:

Mir ist bei deinen Daten aufgefallen, dass deine Einstellung dazu, wie du dich beim Beweisen fiihlst, beim An-
fangsfragebogen minimal positiver war als beim Abschluss. Das trifft beispielsweise auf die Sicherheit im Umgang
mit Beweistechniken und die eigene Uberforderung beim selbststdndigen Fiihren von Beweisen zu.

Wie wiirdest du diese Entwicklung einschdtzen?

Frage 6:

Die Ergebnisse aus dem Fragebogen zeigen, dass deine Ansichten und Einstellungen relativ stabil geblieben sind.
Wie wiirdest du das fiir dich personlich wahrnehmen?

Frage 7:

Was wiirdest du an dieser Stelle gerne noch ergdnzen, was vielleicht noch nicht angesprochen wurde?
Interviewleitfaden: Fall A8

Liebe Schiilerin! Lieber Schiiler!

Wir haben in den letzten Wochen das Thema Beweisen im Mathematikunterricht ausfiihrlicher behandelt. Wie ich
euch allen bereits mitgeteilt habe, haben wir das insbesondere im Zuge meiner Masterarbeit gemacht, die ich zum
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Thema beweisbezogene Beliefs verfasse. Damit ich noch etwas tiefere Einblicke in die Ergebnisse meiner Unter-
suchung erhalte, wiirde ich gerne dieses kurze Gespriach mit dir fiihren und dir ein paar Fragen stellen.

Ich wiirde dich bitten, diese vollkommen offen und ehrlich zu beantworten. Bitte siech mich dabei nicht als deine
Lehrerin, sondern einfach als Studentin, die jetzt deine Unterstiitzung bei ihrer Studie benétigt! Es ist auf keinen
Fall eine Priifungssituation mit richtigen oder falschen Antworten. Vielen Dank!

Frage 1:

Wir haben in den letzten Wochen eine Art Projekt zu Beweisen im Mathematikunterricht gemacht.
Was sind deine ersten Gedanken und Gefiihle dazu, wenn du dich daran zuriickerinnerst?

Frage 2:

Eine sehr konkrete Frage im Anschluss: Sowohl bei der Anfangserhebung als auch beim Abschluss stimmst du der
Aussage ,,Mathematik hilft dabei Probleme zu l6sen und lebt von neuen Ideen. eher nicht zu.

Womit wiirdest du das fiir dich begriinden?
Frage 3:

Im Teil C hast du bei der Aussage 6 ,,Es handelt sich erst um einen Beweis, wenn er formal mittels mathematischer
Symbole und Sprache formuliert ist [...].“ zu Beginn den Wert 3 auf der Zustimmungsskala gewéhlt. Am Ende
unseres Projektes hat du dieser Behauptung dann mit einem Wert von 4 eher zugestimmt.

Was sind deine Gedanken dabei gewesen?
Frage 4:

Ich wiirde noch gerne bei Teil C und bei der Aussage ,,Beweise sind nur dann notwendig, wenn man den Aussagen
von erfahrenen Mathematiker*innen nicht vertraut.* bleiben. Hier hast du in der Anfangs- und Endbefragung den
Wert 2 gewihlt, also eher nicht zustimmt.

Womit wiirdest du das fiir dich begriinden?
Frage S:

Generell zeigen die Daten, dass deine Uberzeugungen im Hinblick darauf, wie du dich beim Beweisen fiihlst im
Laufe des Prozesses tendenziell negativer geworden sind. Das trifft beispielsweise auf die Aussagen ,,Meine ma-
thematischen Fahigkeiten verbessern sich im Laufe des Lernprozesses.* (von 3 auf 2), ,,Ich fithle mich tiberfordert,
wenn ich einen Beweis selbststindig fithren soll, selbst wenn ich die Vorgehensweise beim Beweis kenne.“ (von
2 auf 4) und ,,Die Herausforderung einen abstrakten Beweis endlich durchdrungen zu haben, ist fiir mich eine
lohnende Erfahrung.” (von 2 auf 1) zu.

Gleichzeitig hast du den Aussagen, dass du dich beim Umgang mit typischen Beweistechniken sicher fiihlst (von
1 auf 2) und, dass du dich in der Lage siehst, einen Beweis selbststdndig nachzuvollziehen (von 1 auf 2) etwas
mehr zugestimmt.

Wie wiirdest du diese Entwicklung einschdtzen?
Frage 6:

Im Teil F zu deinem personlichen Erleben von Beweisen im Unterricht hast du bei den Aussagen ,,Die Diskussion
von Beweisen mit Mitschiiler*innen hilft mir, diese besser zu verstehen.* und ,,Es ist befriedigender fiir mich, eine
Beweisidee selbst zu entdecken, als sie nur vorgezeigt zu bekommen.* einen mittleren Zustimmungswert angege-
ben. Dieser hat sich durch unsere Einheiten nicht veridndert. Gleichzeitig hast du der Aussage ,,Der Prozess, ge-
meinsam an einem Beweis zu arbeiten, macht mir SpaB3.“ (von 2 auf 3) etwas mehr zugestimmt.

Welche Griinde wiirdest du dafiir identifizieren?
Frage 7:

Ganz allgemein: Welche Interventionen denkst du hiitten dir perséonlich geholfen, deine Einstellungen und Uber-
zeugungen gegeniiber Beweisen und der Mathematik tendenziell positiver zu gestalten? Was hdttest du dir person-
lich gewiinscht?

Frage 8:
Was wiirdest du an dieser Stelle gerne noch ergdinzen, was vielleicht noch nicht angesprochen wurde?
Interviewleitfaden: Fall A12

Liebe Schiilerin! Lieber Schiiler!
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Wir haben in den letzten Wochen das Thema Beweisen im Mathematikunterricht ausfiihrlicher behandelt. Wie ich
euch allen bereits mitgeteilt habe, haben wir das insbesondere im Zuge meiner Masterarbeit gemacht, die ich zum
Thema beweisbezogene Beliefs verfasse. Damit ich noch etwas tiefere Einblicke in die Ergebnisse meiner Unter-
suchung erhalte, wiirde ich gerne dieses kurze Gespriach mit dir fiihren und dir ein paar Fragen stellen.

Ich wiirde dich bitten, diese vollkommen offen und ehrlich zu beantworten. Bitte siech mich dabei nicht als deine
Lehrerin, sondern einfach als Studentin, die jetzt deine Unterstiitzung bei ihrer Studie benétigt! Es ist auf keinen
Fall eine Priifungssituation mit richtigen oder falschen Antworten. Vielen Dank!

Frage 1:

Wir haben in den letzten Wochen eine Art Projekt zu Beweisen im Mathematikunterricht gemacht.
Was sind deine ersten Gedanken und Gefiihle dazu, wenn du dich daran zuriickerinnerst?

Frage 2:

Eine erste sehr konkrete Frage an dich: Bei dir ergab sich, wie bei vielen anderen, ein Sprung bei der Behauptung
,,Wenn man eine Aussage anhand vieler Beispiele priift, reicht das als Beweis.” von einer Zustimmung vom Wert
3 auf den Wert 1. Am Ende der Interventionen hast du also gar nicht zugestimmt.

Womit wiirdest du das fiir dich begriinden?
Frage 3:

Ein weiterer groBBer Sprung zeigt sich bei deinen Daten zur Behauptung ,,.Durch das Beweisen lernt man allgemeine
Methoden, um mathematische Probleme zu 16sen.” Im Anfangsfragebogen hast du hier mit einem Wert von 4
zugestimmt, im Abschlussfragebogen hast du gar nicht mehr zugestimmt.

Welche Gedanken hattest du hierzu?
Frage 4:

Eine weitere sehr konkrete Frage im Anschluss: Vor unseren Einheiten zum Beweisen hast du angegeben, dass du
der Aussage ,,Der erste Schritt beim Beweisen liegt darin, eine intuitive Idee zu entwickeln, warum die Aussage
wahr sein konnte.” mit einer Zustimmung vom Wert 2 eher nicht zustimmst. Im Abschlussfragebogen hast du
dieser Aussage vollkommen zugestimmt.

Welche Interventionen haben dich deiner Ansicht nach zur Anderung deiner Wahl bewegt?
Frage 5:

Im Allgemeinen hat sich bei dir eine positive Verdnderung im Hinblick auf deine Uberzeugungen iiber deine per-
sonliche Sicherheit beim Beweisen gezeigt. Du hast angegeben, dass du dich beim Umgang mit typischen Beweis-
techniken ein wenig sicherer fiihlst (von 2 auf 3) und hast einen positiven Sprung gemacht, was Schwierigkeiten
beim Identifizieren der zentralen Beweisidee anbelangt (von 4 auf 2). Zudem hast du angegeben, dich weniger
iiberfordert zu fiihlen, wenn du einen Beweis selbststindig fithren sollst (von 3 auf 2).

Was konnte deiner Ansicht nach diese Anderungen bewirkt haben? Gab es spezifische Interventionen, die dazu
gefiihrt haben?

Frage 6:

Auf der anderen Seite gab es bei dir auch einige Werte, welche gleichgeblieben sind. Das betrifft etwa deine per-
sonliche Ausdauer, das selbststindige Nachvollziehen eines Beweises und die Sicherheit auf mathematischer
Ebene einen Beweis in der Klasse vorzustellen. Bei all diesen Aussagen bist du auf Stufe 3 der Zustimmung ge-
blieben.

Welche Mafsnahmen hdtten deiner Ansicht nach hier eine positive Verdnderung bewirken konnen, die in unserem
Setting nicht gegeben waren?

Frage 7:

Was wiirdest du an dieser Stelle gerne noch ergdnzen, was vielleicht noch nicht angesprochen wurde?
Interviewleitfaden: Fall A13

Liebe Schiilerin! Lieber Schiiler!

Wir haben in den letzten Wochen das Thema Beweisen im Mathematikunterricht ausfiihrlicher behandelt. Wie ich
euch allen bereits mitgeteilt habe, haben wir das insbesondere im Zuge meiner Masterarbeit gemacht, die ich zum
Thema beweisbezogene Beliefs verfasse. Damit ich noch etwas tiefere Einblicke in die Ergebnisse meiner Unter-
suchung erhalte, wiirde ich gerne dieses kurze Gespriach mit dir fiihren und dir ein paar Fragen stellen.
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Ich wiirde dich bitten, diese vollkommen offen und ehrlich zu beantworten. Bitte siech mich dabei nicht als deine
Lehrerin, sondern einfach als Studentin, die jetzt deine Unterstiitzung bei ihrer Studie bendtigt! Es ist auf keinen
Fall eine Priifungssituation mit richtigen oder falschen Antworten. Vielen Dank!

Frage 1:

Wir haben in den letzten Wochen eine Art Projekt zu Beweisen im Mathematikunterricht gemacht.
Was sind deine ersten Gedanken und Gefiihle dazu, wenn du dich daran zuriickerinnerst?

Frage 2:

Die Auswertung deiner Daten ergab im Allgemeinen positive Beliefs fiir das Beweisen im Mathematikunterricht
und zeigt dariiber hinaus, dass deine Ansichten und Einstellungen relativ stabil geblieben sind.

Wie wiirdest du das fiir dich personlich wahrnehmen?
Frage 3:

Im Hinblick auf deine Sichtweise auf die Mathematik hat bei dir eine kleine Verdnderung stattgefunden. Du hast
am Beginn der Aussage, dass Mathematik aus dem korrekten Anwenden von Regeln und Gesetzen besteht, die
prézise und streng befolgt werden miissen, mit einem Wert von 4 zugestimmt. Dies hat sich dann um einen Wert
erhoht. Bei der Aussage, dass Mathematik dabei hilft Probleme zu 16sen und von neuen Ideen lebt, ist es genau
andersherum.

Welche Interventionen haben deiner Ansicht nach zu dieser Anderung gefiihrt?
Frage 4:

Auch deine Uberzeugungen dazu, wie sicher du dich beim Beweisen selbst fiihlst, waren schon zu Beginn gut. Du
hast im Hinblick auf deine personliche Ausdauer beim Beweisen angegeben, dass du mit einem Wert von 4 zu-
stimmst. Das trifft auch auf deine personliche Sicherheit auf mathematischer Ebene beim Présentieren von Bewei-
sen in der Klasse zu. Fiir dein Sicherheitsgefiihl im Umgang mit typischen Beweistechniken hast du auf der Skala
den Wert 3 gewéhlt. In diesen Kategorien kam es zu keiner weiteren Steigerung.

Womit wiirdest du das fiir dich begriinden?
Frage 5:

Welche anderen Interventionen oder Unterrichtsmethoden hdtten dich hier moglicherweise unterstiitzen konnen,
die in diesem Rahmen nicht gegeben waren?

Frage 6:

Es gab im Fragebogen zudem in Teil E die Aussage ,,Ich sehe mich in der Lage einen Beweis selbststéindig nach-
zuvollziehen.” Zu Beginn hast du hier mit einem Wert von 5 voll zugestimmt. Beim Abschlussfragebogen hast du
hier einen Wert weniger als Zustimmung angegeben?

Wie kam es deiner Ansicht nach zu dieser Verdnderung?

Frage 7:

Was wiirdest du an dieser Stelle gerne noch ergdnzen, was vielleicht noch nicht angesprochen wurde?
Interviewleitfaden: Fall B7

Liebe Schiilerin! Lieber Schiiler!

Wir haben in den letzten Wochen das Thema Beweisen im Mathematikunterricht ausfiihrlicher behandelt. Wie ich
euch allen bereits mitgeteilt habe, haben wir das insbesondere im Zuge meiner Masterarbeit gemacht, die ich zum
Thema beweisbezogene Beliefs verfasse. Damit ich noch etwas tiefere Einblicke in die Ergebnisse meiner Unter-
suchung erhalte, wiirde ich gerne dieses kurze Gespriach mit dir fiihren und dir ein paar Fragen stellen.

Ich wiirde dich bitten, diese vollkommen offen und ehrlich zu beantworten. Bitte sieh mich dabei nicht als deine
Lehrerin, sondern einfach als Studentin, die jetzt deine Unterstiitzung bei ihrer Studie benotigt! Es ist auf keinen
Fall eine Priifungssituation mit richtigen oder falschen Antworten. Vielen Dank!

Frage 1:
Wir haben in den letzten Wochen eine Art Projekt zu Beweisen im Mathematikunterricht gemacht.
Was sind deine ersten Gedanken und Gefiihle dazu, wenn du dich daran zuriickerinnerst?

Frage 2:
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Die Auswertung deiner Daten ergab im Allgemeinen eine grofle Verdnderung in Richtung produktiver Beliefs fiir
das Beweisen im Mathematikunterricht.

Wie wiirdest du das fiir dich persénlich wahrnehmen?
Frage 3:

Ganz konkret fand bei dir bei den folgenden Aussagen eine grofle Verdnderung statt: ,,Mathematik hilft dabei,
Probleme zu 16sen und lebt von neuen Ideen.“ (von 3 auf 5), ,,Beweise helfen dabei, verschiedene mathematische
Konzepte in einen groBeren Zusammenhang zu stellen.“ (von 2 auf 5) und ,,.Das Finden eines Gegenbeispiels ist
ein wichtiger Teil des Beweisprozesses.” (von 1 auf 5).

Womit wiirdest du diese starken Verdnderungen fiir dich begriinden? Gibt es hier spezifische Interventionen, die
wir gemacht haben?

Frage 4:

Weitere Verdnderungen zeigen sich bei deiner Zustimmung zu den Behauptungen ,,Wenn man eine Aussage anhand
vieler Beispiele priift, reicht das als Beweis. (von 3 auf 1) und ,,Es handelt sich erst um einen mathematischen
Beweis, wenn er formal mittels mathematischer Symbole und Sprache formuliert ist [...].” (von 4 auf 1).

Was hat deiner Ansicht nach zu diesen Verdnderungen gefiihrt?
Frage S:

Bleiben wir bei Teil C. Der Aussage ,,Beweise sind nur dann notwendig, wenn man den Aussagen erfahrener Ma-
thematiker*innen nicht vertraut. hast du im Anfangsfragebogen gar nicht zugestimmt und diese Wertung dann am
Ende um einen Skalenwert erhdht.

Welche Gedanken hast du dir hierzu gemacht?
Frage 6:

Bei der Aussage, dass man durch das Beweisen allgemeine Methoden kennenlernt, hat sich bei dir laut Angabe im
Fragebogen deine Zustimmung von 2 auf 3 um einen Wert veréndert.

Wie wiirdest du diese Verdnderung fiir dich begriinden?
Frage 7:

Ganz allgemein haben sich deine Uberzeugungen, wie sicher du dich selbst beim Beweisen fiihlst, positiv erwei-
tert. Dies trifft beispielsweise auf die Aussagen ,,Ich bin davon iiberzeugt, dass ich meine Beweisfahigkeiten durch
Ubung verbessern kann.“ (von 4 auf 5), ,,Es bereitet mir Schwierigkeiten, die zentrale Idee eines Beweises von
den spezifischen Details zu unterscheiden.* (von 4 auf 2), ,,Ich sehe mich in der Lage einen Beweis selbststindig
nachzuvollziehen.“ (von 1 auf 3) sowie ,,Die Herausforderung einen abstrakten Beweis endlich durchdrungen zu
haben, ist fiir mich eine lohnende Erfahrung.” (von 4 auf 5) zu.

Welche Interventionen haben deiner Ansicht nach zu dieser Verinderung deiner Uberzeugungen gefiihrt?
Frage 8:

Daneben gibt es auch Aussagen, wo sich deine Zustimmung nicht oder nur minimal verdndert hat wie beispiels-
weise bei der Aussage ,,Ich fithle mich auf mathematischer Ebene sicher, wenn ich meine eigene Beweisidee in
der Klasse vorstellen soll.“ (von 1 auf 2) oder keine Verdnderung bei den Behauptungen ,,Ich habe gentigend
Ausdauer, um auch bei schwierigen Beweisen dabei zu bleiben. (Wert 3) bzw. ,,Ich fiihle mich iiberfordert, wenn
ich einen Beweis selbststindig fiithren soll, selbst wenn ich die Vorgehensweise beim Beweis kenne.* (Wert 3).

Was wire deiner Ansicht nach noch moglich gewesen, um hier eine (stirkere) Verdnderung zu erreichen?
Frage 9:

Eine weitere Frage hitte ich noch zu den Ergebnissen deines Abschlussfragebogens. Im Teil C hattet ihr die Auf-
gabe, vier Aussagen zu Beweisfunktionen zu reihen und anschlieBend zu bewerten. Dabei hast du die Funktion der
Verifizierung einer Aussage auf Platz 3, die Erklarung, warum eine mathematische Aussage gilt, auf Platz 1 sowie
das Lernen allgemeiner Methoden zum Losen von Problemen auf Platz 4 und die Funktion, dabei zu unterstiitzen,
mathematische Konzepte in einen grofleren Zusammenhang zu stellen, auf Platz 2 gesetzt. Allerdings hast du bei
der Bewertung hier der Reihe nach den Wert 5, 4, 3 und dann 5 vergeben, was sich nicht mit dem Ranking deckt.

Welche Gedanken hast du dir hierzu gemacht?
Frage 10:

Was wiirdest du an dieser Stelle gerne noch ergdnzen, was vielleicht noch nicht angesprochen wurde?
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Anhang D

Tabelle D1
Demographische Verteilung nach Geschlecht
Geschlecht Haufigkeit Prozent Prozent giiltig Prozent kumulativ
weiblich 17 68 68 68
ménnlich 8 32 32 100
divers 0 0 0 100
Fehlend 0 0
Gesamt 25 100
Anmerkung. Eigene Darstellung.
Tabelle D2
Verteilung der Mathematiknoten im letzten Jahreszeugnis
Mathematiknote Héufigkeit Prozent Prozent giiltig Prozent kumulativ
Sehr gut 6 24 24 24
Gut 4 16 16 40
Befriedigend 11 44 44 84
Geniigend 4 16 16 100
Nicht geniigend 0 0 0 100
Fehlend 0 0
Gesamt 25 100

Anmerkung. Die Verteilung der Mathematiknoten im letzten Jahreszeugnis erfolgt mit Sehr gut (1), Gut (2), Befriedigend (3), Geniigend (4),
Nicht gentigend (5). Eigene Darstellung.

Tabelle D3
Verteilung des individuellen Verstindnisses der Themen aus der Analysis

Verstdndnis der Analysis Haufigkeit Prozent Prozent giiltig Prozent kumulativ
sehr gut 3 12 12.5 12.5
gut 10 40 41.7 54.2
teilweise 10 40 41.7 95.8
eher nicht gut 1 4 42 100.0
Fehlend 1 4
Gesamt 25 100

Anmerkung. Die Verteilung des individuellen Verstidndnisses der Themen aus der Analysis erfolgt in einer Skala von ,,sehr gut“, ,,gut®, ,teil-
weise bis ,,eher nicht gut“. Eigene Darstellung.

Tabelle D4
Verteilung der Thematisierung von Beweisen im Mathematikunterricht

Beweise im Unterricht Haufigkeit Prozent Prozent giiltig Prozent kumulativ
ja, sehr oft 3 12 12 12
ja, hin und wieder 15 60 60 72
nein, so gut wie nie 7 28 28 100
Fehlend 0 0
Gesamt 25 100

Anmerkung. Die Verteilung der expliziten Thematisierung von Beweisen im Unterricht erfolgt in einer Skala von ,,ja, sehr oft®, ,.ja, hin und
wieder” bis ,,nein, so gut wie nie“. Eigene Darstellung.

Tabelle D5
Verteilung der Teilnahme am Wahlpflichtfach Mathematik
Wahlpflichtfach Haufigkeit Prozent Prozent giiltig Prozent kumulativ
ja 5 20 20 20
nein 20 80 80 100
Fehlend 0 0
Gesamt 25 100

Anmerkung. Eigene Darstellung.
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Tabelle D16
Deskriptive Statistik nach den Gruppen Geschlecht und Wahlpflichtfach

Gruppe Geschlecht N Mittelwert Standardabweichung  Gruppe Wahlpflichtfach N Mittelwert Standardabweichung

BI1_Pre 1 17 4.412 0.507 0 20 4.400 0.598
2 8 4.125 0.835 1 5 4.000 0.707

Cl1_Pre 1 17 4.471 0.717 0 20 4.350 0.875
2 8 4.125 1.126 1 5 4.400 0.894

C4_Pre 1 17 3.647 0.996 0 20 3.450 0.999
2 8 3.500 0.926 1 5 4.200 0.447

D5_Pre 1 17 4.353 0.996 0 20 4.250 0.910
2 8 4.500 0.535 1 5 5.000 0.000

B2_Pre 1 17 3.882 0.993 0 20 3.850 0.875
2 8 4.125 0.641 1 5 4.400 0.894

C2_Pre 1 17 4.882 0.332 0 20 4.850 0.366
2 8 4.750 0.463 1 5 4.800 0.447

C3_Pre 1 17 3.529 0.874 0 20 3.500 0.889
2 8 3.750 0.707 1 5 4.000 0.000

D1_Pre 1 17 4.000 0.791 0 20 3.850 0.813
2 8 4.125 0.991 1 5 4.800 0.447

D2 Pre 1 17 4.059 0.899 0 20 3.950 0.945
2 8 4.125 0.991 1 5 4.600 0.548

D3_Pre 1 17 4.235 0.831 0 20 4.200 0.768
2 8 4.250 0.707 1 5 4.400 0.894

D4_Pre 1 17 3.647 1.320 0 20 3.800 1.281
2 8 4.125 0.991 1 5 3.800 1.095

C5_Pre_inv 1 17 3.824 0.883 0 20 3.700 0.865
2 8 3.875 0.835 1 5 4.400 0.548

C6_Pre_inv 1 17 3.059 1.144 0 20 3.150 1.040
2 8 3.750 0.707 1 5 3.800 1.095

C7_Pre_inv 1 17 4.412 0.795 0 20 4.250 0.851
2 8 4.250 0.886 1 5 4.800 0.447

CRI1_Pre 1 17 2.059 0.966 0 20 2.200 1.105
2 8 2.250 1.282 1 5 1.800 0.837

CR2_Pre 1 17 1.882 1.269 0 19 1.684 1.108
2 7 1.429 0.535 1 5 2.000 1.225

CR3_Pre 1 17 3.118 0.697 0 19 3.053 0.621
2 7 3.000 0.577 1 5 3.200 0.837

CR4_Pre 1 17 2.941 1.029 0 20 3.050 0.945
2 8 3.250 0.886 1 5 3.000 1.225

B3_Pre 1 17 4.353 0.786 0 20 4.450 0.759
2 8 4.750 0.707 1 5 4.600 0.894

El_Pre 1 17 4.294 0.588 0 20 4.300 0.657
2 8 4.625 0.744 1 5 4.800 0.447

E2 Pre 1 17 3.176 1.074 0 20 2.900 1.119
2 8 3.125 1.356 1 5 4.200 0.447

E3_Pre 1 17 3.471 1.179 0 20 3.400 1314
2 8 3.000 1.309 1 5 3.000 0.707

E4 Pre_inv 1 17 3.471 1.068 0 20 3.350 1.137
2 8 3.125 0.991 1 5 3.400 0.548

E5_Pre 1 17 3.353 1.320 0 20 3.100 1.119
2 8 3.375 0.744 1 5 4.400 0.548

E6_Pre_inv 1 17 3.471 1.007 0 20 3.300 1.302
2 8 3.500 1.690 1 5 4.200 0.447

B4_Pre 1 17 4.059 0.966 0 20 4.100 0.968
2 8 4.625 0.744 1 5 4.800 0.447

F1_Pre 1 17 4.000 0.707 0 20 4.150 0.813
2 8 4.500 0.756 1 5 4.200 0.447

F2_Pre 1 17 3.882 1.054 0 20 3.700 0.979
2 8 3.875 0.835 1 5 4.600 0.548

F3_Pre 1 17 3.471 1.231 0 20 3.600 1.231
2 8 4.625 0.744 1 5 4.800 0.447

F4_Pre 1 17 2.176 1.380 0 20 2.500 1.395
2 8 3.625 0.744 1 5 3.200 1.304

F5_Pre 1 17 2.882 1.409 0 20 3.200 1.399
2 8 4.250 0.707 1 5 3.800 1.304

F6_Pre 1 17 4.412 0.870 0 20 4.350 0.875
2 8 4.625 0.744 1 5 5.000 0.000

G_Pre 1 17 0.824 0.951 0 20 0.600 0.883
2 8 0.375 0.744 1 5 1.000 1.000

MW_BS Pre 1 17 3.656 0.702 0 20 3.544 0.687
2 8 3.644 0.610 1 5 4.088 0.282

MW_BSA_Pre 1 17 3.555 0.633 0 20 3.657 0.637
2 8 4.304 0.355 1 5 4.344 0.435

Anmerkung. Im Zuge der deskriptiven Statistik werden der Mittelwert und die Standardabweichung der Prétestergebnisse der
einzelnen Items fiir das Merkmal Geschlecht (1 = weiblich, 2 = ménnlich) und den Besuch des Wahlpflichtfaches (0 = nein, 1
= ja) in der Tabelle angefiihrt. Fiir eine bessere Vergleichbarkeit sind bei negativ formulierten Items die invertierten Mittelwerte
angefiihrt. Eigene Darstellung.
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Anhang E

Transkript Fall A1

F: Gut, also wir haben in den letzten Wochen einiges zum Thema Beweisen im Mathematikunterricht gemacht und
ich habe euch ja schon mitgeteilt, dass ich das fiir meine Masterarbeit mache.

S: Ja.

F: Und ich schaue mir hier eure beweisbezogenen Beliefs an. Also ich schaue mir einfach eure Uberzeugun-
gen/Einstellungen zu Beweisen an und damit ich noch ein bisschen einen besseren Einblick in die Ergebnisse
bekomme, fiihre ich diese Interviews mit euch.

S: Okay.

F: Und ich wiirde dich wirklich bitten ganz, ganz offen und ehrlich zu antworten, auch wenn es vielleicht etwas
ist, was ich nicht horen will. Das ist egal. Ich bin nicht deine Lehrerin im Moment. Es ist keine Priifungssituation.
Ich bin eine Studentin, die deine Hilfe braucht.

S: Okay.

F: Gut. Der erste Punkt ist einmal ganz allgemein die Frage: Wir haben eben das Projekt gemacht. Wenn du jetzt
daran zuriickdenkst, was sind so deine ersten Gedanken/Gefiihle dazu? Ganz allgemein einmal.

S: Naja, also als wir das zuerst gemacht haben\ Ich dachte mir okay\ Ich dachte mir wir machen das generell. Dann
habe ich herausgefunden, das ist doch nur iiber Beweise. Und so, Beweise (-)\ Bei mir sind die halt entweder gut
oder schlecht, kommt darauf an. Wenn ich mich wirklich darauf konzentriere und mich dazusetze, dann kann ich
diese Beweise auch verstehen und nachvollziehen und bei der Schularbeit zum Beispiel wiedergeben, aber wenn
ich sie zum Beispiel nicht mache, dann kann ich das nie allein machen.

F: Mhm.

S: (-) Und ja.

F: Zum Prozess, wie wir es gemacht haben, irgendetwas noch? Irgendwelche Gedanken noch dazu?

S: Nein, es war\ also halt gut, wie Sie es strukturiert haben. Zuerst der Fragebogen, dann haben Sie alles erklart
und dann die Gruppenarbeiten und dann am Ende wieder dieser Fragebogen. (-) Ja und bei mir haben sich auch
so\ (-) Am Beginn\ Die Antworten haben sich dann am Ende ein bisschen verdndert beim Fragebogen und ja.

F: Womit wiirdest du das jetzt begriinden, wenn du sagst, du glaubst, es hat sich verandert?

S: Ja es hat sich verandert, weil zuerst wusste ich nichts vom Thema, bevor Sie es prasentiert haben und ich habe
halt angekreuzt, was fiir mich halt richtig war.

F: Mhm.

S: Und dann, nachdem wir das Thema explizit gemacht haben, vertiefend gemacht haben, habe ich realisiert: Okay,
es ist doch nicht so, sondern es ist viel komplizierter als ich mir dachte.

F: Okay. Gut, danke.

S: Bitte.

F: Dann komme ich gleich zu den direkten Ergebnissen, und zwar beim Teil C. Den habe ich mir angeschaut. (-)
Das war hier. (-) So, das war der Teil C. Und es war ja beim Teil C hier zum Zustimmen.

S: Ja.

F: Und hier war zum Ranken.

S: Ja.

F: Nur ersten vier Aussagen waren zum Ordnen und da hast du hier beim\ Das ist der Abschlusstest gewesen. Bei
den ersten drei Funktionen, da ging es um Funktionen von Beweisen, hast du jeweils den Wert 4 angekreuzt.

S: Ja.

F: Also nicht ganz zugestimmt, aber relativ und beim letzten Punkt hast du dann ein bisschen weniger mit dem
Wert 3 zugestimmt.

S: Ja.

F: Und da war fiir mich die Frage: Hier ist eine unterschiedliche Reihung. Du hast zum Beispiel hier bei der vierten
Aussage am wenigsten zugestimmt.

S: Ja.

F: Und (-)\ Warte, machen wir es so, damit du beides vergleichen kannst. Und hier hast du aber die dritte Aussage:
,Durch das Beweisen lernt man allgemeine Methoden, um mathematische Probleme zu 16sen.” dann eigentlich
auf dem vierten Platz. Das heift hier hat sich etwas getan. Wenn du das noch einmal anschaust, was waren jetzt
deine Gedanken dazu wiirdest du sagen? Lass dir Zeit. Es hat keine Eile.

S: Okay, nein. Ich glaube, ich weil3, was ich hier gemacht habe. Ich habe zuerst dieses Ranking gemacht, bevor
ich angekreuzt habe.

F: Ja.

S: Und dann bin ich nicht wieder zuriickgegangen und ich glaube, ich habe im Moment nicht realisiert, dass beide
miteinander zusammenhéingen.
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F: Okay. Das wire auch gar nicht schlimm, wenn du das gar nicht realisierst, aber dann wiirdest du ja quasi\ Hier
hittest du eine andere Einstellung dazu gehabt und Vorstellung als dann hier.

S: Ja.

F: Wenn du es dir nochmal anschaust, was wiirdest du\ Kannst du mir irgendetwas dazu sagen vielleicht? Lies es
dir gerne auch nochmal durch.

S: Naja ich habe sie sozusagen nach, unter Anfithrungszeichen, nach meinem personlichen Geschmack irgendwie
geordnet.

F: Okay.

S: Also zum Beispiel hier: ,,Ein Beweis hat die Aufgabe, die Wahrheit einer Aussage zu bestétigen.” Das ist halt
das Allerwichtigste, wenn es um einen Beweis geht und dann habe ich es einfach so geordnet, was halt wichtiger
ist, was weniger wichtig ist. Und hier kann man sehen, dass ich hier zuerst drei und vier geschrieben habe und
dann wieder vertauscht habe\

F: Genau.

S:\weil dann habe ich mir das nochmal angeschaut. Dann dachte ich mir okay, vielleicht sollte ich das vertauschen,
weil zum Beispiel die Aussage ,,Beweise helfen dabei, verschiedene mathematische Konzepte in einem gréferen
Zusammenhéngen zu verstehen. ist viel wichtiger als zum Beispiel die Aussage ,,Durch das Beweisen lernt man
allgemeine Methoden.*

F: Okay.

S: Weil wenn ich zum Beispiel den grofleren Zusammenhang verstehe, dann kann ich auch die allgemeinen Me-
thoden leichter verstehen.

F: Okay, gut. Danke.

S: Bitte.

F: Und dann dazu noch: Hier hast du dann quasi\ Also du hast mir hier schon beschrieben, was jetzt fiir dich am
wichtigsten wére von den Aussagen. Hier hast du dann aber trotzdem keiner von diesen vier Aussagen eindeutig
zugestimmt. Gébe es theoretisch irgendetwas, wo du sagen wiirdest, das wére wirklich etwas, was fiir mich eigent-
lich beim Beweisen am wichtigsten ist?

S: Von diesen Aussagen jetzt? Die ersten vier?

F: Oder eine andere, weil du hast ja quasi keiner von vier Aussagen jetzt komplett zugestimmt.

S: Ja. (-) Naja, wie ich das irgendwie (--). Okay.

F: Sag es geradeheraus. Mich interessiert total, was du denkst.

S: Naja manchmal habe ich mir gedacht (-), manche Beweise miissen nicht immer die Wahrheit einer Aussage
bestitigen.

F: Okay, sondern?

S: Sie kdnnen das Gegenteil manchmal.

F: Okay.

S: Wenn man zum Beispiel eine Aussage bekommt\ (--). Keine Ahnung, ob das jetzt dumm klingt, aber zum Bei-
spiel: ,,A Quadrat plus b Quadrat ist gleich ¢.*

F: Mhm.

S: Dann muss man das irgendwie beweisen und dann kommt man darauf: Okay, wenn man jetzt die Wurzeln
einsetzt, dann ist a plus b die Wurzel von c.

: Okay, ja.

: Und das stimmt dann nicht. Dann muss es irgendwie sein: A Quadrat plus b Quadrat gleich ¢ Quadrat.

: Mhm, okay.

: Und ja manchmal kénnen Beweise auch das Gegenteil bestimmen.

: Okay, deswegen hittest du da nicht ganz zugestimmt?

:Ja.

: Okay, gut. Mdochtest du da noch etwas ergénzen?

: Mmbh. Nein.

: Okay. Dann\ Genau. Vor unseren hast du hier\ Wir sind noch bei dem Teil.

: Okay.

: Hier. Das war der erste Fragebogen: ,,Es handelt sich erst um einen mathematischen Beweis, wenn er formal
mittels mathematischer Symbole und Sprache formuliert ist.“ Da hast du ganz am Anfang eine mittelméfBige Zu-
stimmung angegeben.

S: Ja.

F: Und ganz am Ende beim Abschlusstest hast du der Aussage dann total zugestimmt.

S: Okay. Darf ich sehen?

F: Jaja, bitte. Schau dir das gerne an. Also diese Aussage. Und da wiirde mich einfach interessieren, womit wiirdest
du das begriinden, dass du dann am Ende gesagt hast, dem stimme ich ganz sicher zu.

S: Okay. Also beim ersten Fragebogen, da wo wir das Thema noch nicht vertiefend gemacht haben, dachte ich mir
okay, man kann es mit der Sprache formulieren, ohne jetzt die mathematischen Symbole. Nachdem wir\ Nachdem
Sie uns das Ganze présentiert haben, dachte ich mir nein okay, es ist komplett das Gegenteil. Sprache ist wichtig,
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aber die mathematischen Symbole sind viel wichtiger, damit man Formeln aufstellen kann, damit man auch ir-
gendwie ableiten kann.

F: Okay. Aber es ist quasi so formuliert, dass es sich ERST um einen Beweis handelt, wenn du diese Zeichen
verwendest. Das heil3t, alles andere, wenn ich zum Beispiel eine Skizze mache oder irgendetwas, ist kein Beweis.
Und wir haben zum Beispiel praformale Beweise im Unterricht gemacht.

S: Ja. Okay. (-)

F: Aber hittest du das quasi dann in den Interventionen eher so verstanden, dass auf jeden Fall mathematische
Symbole und Zeichen verwendet werden miissen?

S: Ja, so habe ich es verstanden.

F: Okay.

S: Also Skizzen ja, aber es ist eher besser, wenn wir die mathematischen Symbole dabeihaben, damit wir auch
einen Zusammenhang darstellen konnen.

: Okay, gut. Danke. Das ist nur fiir mich wichtig, um zu verstehen, woher dann diese Anderung kommt.

: Okay.

: Gut, genau. Wir sind noch immer da.

: Ist okay.

. ,,Wenn man eine Aussage anhand vieler Beispiel priift, reicht das als Beweis.* Hier dariiber, bei der Aussage 5.
:Ja.

: Da bist du ziemlich gleichgeblieben. Also da bist du im mittleren Bereich. Was sind deine Gedanken dabei
gewesen, dass du sagst, ich bleibe bei dem, dass ich denke, es ist in der Mitte?

S: Ja, also halt (-)\ Man kann theoretisch eine Aussage anhand von Beispielen priifen. Man\ Ich kann nicht so
tausend Beispiele machen zu einer bestimmten Aussage, aber trotzdem\ es wird mir auch nichts bringen, wenn ich
so davon sagen wir einmal 700-mal das gleiche Ergebnis bekomme von dieser Aussage und 300 irgendwie ver-
schiedene Antworten. Dann ist es ein bisschen kompliziert, weil die Aussagen zum Beispiel\ die Beispiele konnen
verschieden sein.

F: Ja.

S: Sie konnen (--) falsch gerechnet sein und das ist halt das Problem bei mir, weil es ist halt so.

F: Okay. Konntest du das noch ein bisschen ausfithren. Du meinst jetzt, Beispiele helfen dir, aber nicht nur Bei-
spiele?

S: Ja, nicht nur Beispiele. Man muss\ weil\ Ja, Beweise sind halt auch wichtig fiir mich. Also wenn man\ Bevor
man ein Beispiel macht, muss man es irgendwie beweisen, dass es immer so sein wird, egal wie man es ausrechnet
und jetzt halt, wenn man einfach aus dem Nichts eine Aussage anhand von Beispielen priifen will, dann hilft das
auch gar nichts.

F: Okay, gut. Danke.

S: Okay.

F: Gut. Dann ist mir aufgefallen\ Ich habe mir auch deine Einstellungen, wie ihr euch beim Beweisen fiihlt ange-
sehen. Also das war eher so, wie es euch geht. Und beim Anfangsfragebogen\ (-) Da sind wir hier\ Also das war
vor allem das: Wie fiihlst du dich beim Beweisen. Da war es so, dass du dich sogar am Anfang minimal besser
gefiihlt hast als beim Abschluss.

S: (Lachen) Ja.

F: (Lachen) Das ist iiberhaupt nicht schlimm. Und zum Beispiel war das bei der Sicherheit im Umgang mit typi-
schen Beweistechniken.

S: Ja.

F: Da hast du um einen Punkt dann weniger zugestimmt.

S: Ja.

F: Und bei dem selbststédndigen Fiihren\ also bei Aussage 5 (-) hast du dann eben auf den Wert 4 gewechselt. Nein
entschuldige bitte, bei der Uberforderung war das, hier. Bei der Uberforderung hast du gesagt: Ich fithle mich eben
iiberfordert, wenn ich einen Beweis fiihre, und dann hast du da gar nicht zugestimmt. Also es ist ein bisschen
ambivalent irgendwie.

S: Ja.

F: Wie wiirdest du diese Entwicklung einschétzen?

S: Also zum Beispiel bei Aussage 6 bei der Uberforderung\ Also ich habe mich bei Beweisen nie iiberfordert
gefiihlt.

F: Mhm.

S: Aber nachdem wir jetzt halt ein bisschen kompliziertere Beweise durchgefiihrt haben, dachte ich mir okay, da
muss ich wirklich nachdenken. Ich kann nicht das gleiche Muster benutzen, wie ich das immer benutzt habe. Da
muss ich sogar meinen eigenen Beweis irgendwie darstellen und meinen eigenen Gedankengang und nicht das
vom Buch oder von einem Lehrer oder einer Lehrerin. Und da dachte ich mir, okay, es ist doch nicht so leicht, aber
es ist auch tiberhaupt nicht schwierig und man muss einfach ein bisschen nachdenken. (-) Und ja (--) Und wo war
es noch?

F: Genau. Zum Beispiel hier bei der dritten Aussage: ,,Ich fithle mich eben mit dem Umgang sicher. Da hast du
dann schon quasi hier: ,Ich fithle mich beim Umgang mit typischen Beweistypen sicher.“\ Da hast du hier

248

mwnTmwn ™y ™



179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215

O 01NN W~

mittelméBig zugestimmt und dann hast du hier doch mehr zugestimmt. Nein, andersherum. Da hast du mehr zu-
gestimmt und dann ist es weniger geworden.

S: Ja. Ich glaube ich werde wiederholen, was\

F: Also es trifft bei dem auch zu?

S. Ja, auch bei dem.

F: Okay. Das heif3it, wo du dann gemerkt hast, wie das ganze wirklich ist\ Okay. (-) Dann ganz allgemein: Also,
wenn man so iiber deinen ganzen Fragebogen betrachtet und jetzt nicht einzelne Sachen ansieht, ist mir schon
aufgefallen, dass es relativ stabil geblieben ist.

S: Aso, okay.

F: Da bist du nicht der Einzige. Es gibt einige, bei denen das Ganze relativ stabil geblieben ist und da wiirde mich
interessieren: Wie wiirdest du das personlich wahrnehmen? Warum denkst du, ist das so stabil geblieben? Das
wire einmal die erste Frage.

S: Ich glaube halt\ ja\ meine Mathematikféhigkeiten\ Also ja, ich bin nicht schlecht in Mathe. Ich bin nur, und das
sage ich jetzt einfach offen, faul manchmal. Deshalb, naja, meine Schularbeitsnoten zum Beispiel. Es kommt nicht
davon, weil meine mathematischen Féhigkeiten schlecht sind, sondern weil ich manchmal faul bin und mich nicht
so konzentrieren will, weil ich denke, okay, das ist doch leicht. Ich mache es jetzt einfach irgendwie. Deshalb hier
ging es halt darum meine mathematischen Fahigkeiten (--) in der Praxis umzusetzen sozusagen. Und ich dachte
mir, okay, es hat sich schon etwas verdndert. Da habe ich irgendwie realisiert, okay, man muss doch viel mehr
machen als ich es mir gedacht habe. Aber (-), ich kann eh alles nachvollziehen und ich kann alles verstehen und
deshalb hat sich bei mir nicht so viel veridndert.

F: Okay. Wiirdest du irgendetwas sagen, auch so bei deinen generellen Einstellungen zu deiner Fahigkeit oder so,
weil das zum Beispiel noch hoher steigen wiirde oder so (-). Gébe es irgendwelche Interventionen, die ich jetzt
nicht\ also die wir jetzt nicht so gemacht haben, wo du sagst, das wire vielleicht noch gut gewesen, um dich da
mehr zu unterstiitzen oder irgendetwas? Lass dir kurz dafiir Zeit auch dariiber nachzudenken. Also irgendetwas,
was wir vielleicht jetzt nicht gemacht haben.

S: (--) Nein, ich glaube, Sie haben eh alles ganz gut durchgefiihrt. Sie haben alles beantwortet, was ich auch fragen
wollte, den praformalen Beweis und wie ich das machen kann. Ich glaube, nein, also bei mir gibt es gar nichts\
also nichts wo sie noch\

F: Also du glaubst nicht, dass das generell noch verbessert werden konnte, sondern du denkst das ist dein Einstel-
lungslevel und so\

S: Ja.

F: Okay. Magst du sonst noch etwas ergénzen, wo du sagst, das haben noch tiberhaupt nicht besprochen oder ist
noch gar nicht gefallen?

S: Um ehrlich zu sein, nein. Sie haben alles\ Das sage ich nochmal. Sie haben alles eh ganz gut abgedeckt und es
war eigentlich perfekt von der Gestaltung her und ja.

F: Okay. Dankeschon fiir das Interview. Danke.

S: Bitte sehr.

Transkript Fall A8

F: Gut. Also wir haben eben das Thema Beweisen im Unterricht gemacht. In Mathematik. Und ich mache das ja
fiir meine Masterarbeit. Also ich schaue mir einfach eure Uberzeugungen und Einstellungen zum Beweisen in der
Mathematik an, ob die eher positiv oder negativ sind. Genau. Und ich habe mir dann eben angeschaut, ob sich da
vielleicht etwas tut, wenn man das quasi auf die Art und Weise macht, wie ich das mit euch gemacht habe. Und
einfach damit ich noch so ein bisschen tiefere Einblicke in die Fragebogenergebnisse bekomme, mochte ich gerne
das Interview mit dir fiithren.

S: Ja.

F: Und ich wiirde dich bitten wirklich ganz offen zu antworten. Also ich bin jetzt nicht deine Lehrerin (lachen),
wenn das geht, sondern ich bin wirklich eine Studentin, die deine Hilfe braucht bei ihrer Arbeit. Also es gibt auch
kein richtig oder falsch, sondern eher einfach nur, was du dir gedacht hast, damit ich das ein bisschen nachvollzie-
hen kann. Ja und ganz allgemein einmal am Anfang, was ich eh auch jeden frage: Wenn du jetzt an das Projekt
zurlickdenkst, was sind deine ersten Gedanken/Gefiihle irgendwie dazu, wenn du daran zuriickdenkst?

S: Also ich muss schon sagen, es hat mir schon Spal gemacht.

F: Okay.

S: Vor allem, weil wir halt als Gruppe gearbeitet haben.

F: Mhm.

S: Und ich finde es als Gruppe insgesamt einfacher zu arbeiten als allein, weil dann die anderen halt auch Ideen
haben und dann kann ich mehr damit anfangen, weil ich selber das nicht so schnell begreife und auch in der Gruppe
habe ich mir ziemlich schwer getan, also ich habe\ Ich wiirde nicht sagen, dass ich es wirklich verstanden habe,
aber das ist halt bei mir ein generelles Problem mit Mathematik. Also da tue ich mir generell ziemlich schwer,
deswegen ja.
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F: Okay. Gut, aber sonst fandest du die Gruppenarbeit positiv?

S: Ja.

F: Super. Gut. Dann ein paar Fragen zu den spezifischen Items.

S: Mhm.

F: Beim Anfang\ Das ist der erste Test. Beim Anfang hast du angekreuzt\ Genau. Bei der Aussage: ,,Mathematik
hilft dabei, Probleme zu 16sen und lebt von neuen Ideen.* Du hast zum Beispiel hier dieser ersten Aussage schon
immer sehr zugestimmt, also, dass ich Regeln und Gesetze habe und die wende ich einfach an und bei\ Also du
bist da gleichgeblieben, dass Mathematik dabei hilft, Probleme zu 16sen und von neuen Ideen lebt. Da hast du eher
nicht so zugestimmt. Also sowohl davor als auch danach und mich wiirde einfach nur interessieren, wie wiirdest
du das fiir dich begriinden, dass du sagst, eher nicht so und das andere mehr?

S: Ich mein, vielleicht denke ich einfach falsch.

F: Man kann nicht falsch denken (lachen).

S: (Lachen) Ich denk mir so, also Mathematik existiert schon so lange. Das miissten ja eigentlich immer schon die
gleichen Regeln gewesen sein, weil es konnen ja nicht einfach so jetzt neue Regeln existieren, weil dann wiirden
ja wahrscheinlich viele alte Regeln dann nicht mehr gelten.

F: Okay. Das heifit deswegen wiirdest du sagen eher die Regeln und die Gesetze, die befolgt werden und dass aber
Mathematik dabei hilft Probleme zu 16sen oder so zum Beispiel?

S: (--) Ja schon auch, also halt mathematische Probleme.

F: Okay.

S: Aber das sind halt Probleme, die ich sonst\ die mich jetzt nicht im Alltag betreffen.

F: Okay also das heif3t fiir mathematische Probleme ja, deswegen wahrscheinlich auch den Wert 2, aber\

S: Ja.

F: Okay. Gut. Genau (-). Dann beim Teil C hatte ich eine Frage. Aja. Beim Teil C, das war dieser hier. Ich gehe
wieder bei beiden Fragebogen dorthin. (-) Das ist am Anfang, das ist am Ende. Also das war zuerst, der erste
Fragebogen. Da war die Aussage: ,,Es handelt sich erst um einen mathematischen Beweis, wenn er formal mittels
mathematischer Symbole und Sprache formuliert ist.*

S: Mhm.

F: Da hast du eben am Anfang hier den Wert 3 angekreuzt, also weder zu noch nicht zugestimmt, so in der Mitte.
Und dann hast du hier dann beim Abschluss schon eher zugestimmt, dass du sagst: Ein Beweis ist es schon eher
dann, wenn er mit Zeichen und Symbolen geschrieben ist. Und da wiirde mich nur interessieren, was deine Ge-
danken dabei waren, dass du dann doch eher zustimmen wiirdest bei der Aussage 67

S: Es hat so gewirkt, als wir die ganzen Beweise gemacht haben, dass es halt schon das dafiir braucht. Ich meine
es braucht eben schon auch die Beispiele und so, aber es hat auf mich so gewirkt wie wird die ganzen Beweise
gemacht haben.

F: Ja. Dass es am Ende dann einfach schon wichtig ist, dass ich diese Zeichen habe, oder?

S: Ja schon. Also ich glaube es geht auch mit normalen Sétzen, ohne wirklich fachmathematische Sprache glaube
ich.

F: Mhm.

S: Aber ich glaube es ist einfacher quasi mit den\

F: Wenn man dann diese Zeichen verwendet.

S: Ja.

F: Okay gut, danke. Wir bleiben bei Teil C. Genau da war der letzte Punkt hier: ,,Beweise sind nur dann notwendig,
wenn man den Aussagen von erfahrenen Mathematiker*innen nicht vertraut.” Du hast hier eher nicht zugestimmt.
Bei beiden Fragebogen. Also eher auf dem Wert 2.

S: Ziemlich gar nicht eigentlich.

F: Ziemlich gar nicht. Also du wiirdest eher auf den Wert 1 tendieren jetzt?

S: Ja, wahrscheinlich.

F: Okay. Kannst du dir vielleicht irgendwie vorstellen, was du dir dabei gedacht, hast dass du vielleicht doch eher
den Wert 2 und nicht den Wert 1 gewéhlt hast?

S: Wahrscheinlich, weil man es nicht ausschlieBen kann. Also ich wiirde jetzt nicht\ Ich glaube niemand macht
einen Beweis einfach, weil er irgendeiner Aussage nicht traut, sondern um es halt\ weil es einen interessiert, wie
das geht oder wie man das priifen kann.

F: Okay.

S: Aber es kann schon sein, dass man das auch macht, wenn eine Aussage ein bisschen komisch fiir einen selbst
wirkt.

F: Okay, also so wiirdest du es interpretieren. Das heifit, ich sage das und du denkst dir, dass das komisch klingt
jetzt, was die Frau Professor sagt, sodass man es dann braucht. So in der Art?

S: Mhm, ja.

F: Okay. Gut. Danke. Ich frage das nur, weil manche von diesen Aussagen einfach jeder ein bisschen anders ver-
standen hat und deswegen fiihre ich die Interviews, um auch zu schauen, was meine Intention dahinter war und
was ihr euch dabei gedacht habt.

S: Mhm, ja.
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F: /damit mir das hilft. Genau, ja. Was bei ist\ Das war beim Teil (--) E, genau. Da habe ich mir ein bisschen
angeschaut, wie ihr euch selbst beim Beweisen fiihlt. Also wie es euch einfach so personlich damit geht. Und (-)
da habe ich das Gefiihl, dass es dir dann danach ein bisschen schlechter ging als davor.

S: Ui (lachen).

F: (Lachen) Das ist iiberhaupt nicht schlimm. Nein, vielleicht war es dann auch einfach so, dass du wirklich mit
Beweisen in Verbindung gekommen bist, keine Ahnung. Auf jeden Fall war das hier: ,,Meine Fahigkeiten“\ Ah,
das war noch am Anfang. Entschuldigung. (--) Hier die allererste Aussage: ,,Meine Fahigkeiten verbessern sich im
Laufe des Lernprozesses.* Da hast du am Anfang in der Mitte angekreuzt. Und (-) dann hast du beim Nachtest auf
den Wert 2\

S: Oh.

F:\also, dass du eher weniger gesagt hast, sie verbessern sich. Wo noch zum Beispiel? Genau, auch wie du dich (-
-\ ,,Ich fithle mich iiberfordert.“ Hier hast du am Anfang eher nicht so zugestimmt und dann hast du schon zuge-
stimmt. Genau, es wiirde mich nur interessieren, was da einmal passiert ist, weil du hast dann ndmlich auch\ Ma-
chen wir das im nichsten Schritt. \auch Dinge, wo es sich positiv verdndert hat. Also du hast beides, aber zum
Beispiel die Aussage, dass sich deine Lernfihigkeiten im Laufe des Lernprozesses verbessern und auch die Uber-
forderung waren etwas, wo du eher nicht zugestimmt hast. Was wiirdest du dir dazu denken?

S: Okay, also jetzt zur Uberforderung.

F: Ja.

S: Ich glaube\ Also davor hatte ich ja ziemlich wenig Ahnung, was ein Beweis ist und dann wie wir es gemacht
haben\ Es hat mich schon ziemlich iiberfordert. Ja.

F: Okay. Das heif3t da war es quasi so, dass du es nicht weil3t\

S: Mhm.

F: Beweise habe ich ja noch gar nicht so viele gemacht und dann hast du gemerkt, wenn ich Beweise mache, dann
schon?

S: Ja.

F: Okay. Und der Lernprozess, wo du gemeint hast, dass sich die Féhigkeiten im Laufe der Zeit verbessern?

S: Mmh. Ich glaube, ich bin einfach davon ausgegangen, wenn ich es viel mache, dann verstehe ich es und ich
habe es nicht wirklich verstanden, aber ich habe es jetzt auch nicht so viel gemacht.

F: Mhm.

S: Also das kann daran liegen.

F: Okay. Gut. Das heifit, wenn wir es vielleicht sogar noch linger gemacht héitten, glaubst du hétte das etwas
gedndert oder denkst du, es ist einfach da\

S: Es hitte sich verdndern konnen, aber nicht sehr. Also\

F: Okay, gut. Und positiv war aber zum Beispiel\ Wenn wir da kurz hingehen\ (-) Du hast hier am Anfang gesagt:
Ich fithle mich beim Umgang mit typischen Beweistechniken gar nicht sicher. Also da hast du gar nicht zuge-
stimmt.

S: Mhm.

F: Und dann hat sich das bei dir zumindest schon auf den Wert 2 verbessert. Du hast zwar nicht total zugestimmt,
aber du hast schon gesagt, ein bisschen etwas hat sich verbessert. Und wo war das noch so? Auch das selbststidndige
Nachvollziehen. Hier warst du zuerst auf dem Wert 1 und hast gesagt: Nein, das sehe ich jetzt nicht so. Und hier
hast du dann gesagt, ja, doch, ein bisschen mehr fiihle ich mich schon in der Lage. Gab es da irgendetwas in
unserem Prozess, wo du sagst, das hat das ein bisschen verbessert?

S: Mmbh. (--)

F: Schau es dir gern noch einmal an und lass dir Zeit.

S: Ich glaube ich habe jetzt kein konkretes Beispiel, wann sich das verbessert hat. Aber so\ Im Laufe der Zeit habe
ich schon teilweise halt Prozesse nachvollziehen kdnnen. Also ich wére selbst wahrscheinlich nicht darauf gekom-
men, aber ich habe es halt nachvollziehen konnen.

F: Okay. Gut, also nachvollziehen. Und hier mit den Beweistechniken, weil du es nachvollziehen konntest, oder?

S: Ja. Ich meine wir haben dann auch {iber die ganzen verschiedenen Arten geredet und das haben wir eh o6fters
gemacht, also da habe ich dann schon ein bisschen etwas mitbekommen.

F: Okay, gut. (--) Genau. Dann zum letzten vielleicht. Dann kommen wir dann eh schon bald zum Ende. Bei diesem
Teil, wie du Beweise im Unterricht erlebst. Also dieser ganz letzte Teil. Da warst du relativ in der Mitte.

S: Okay.

F: Viele. Und da ging es zum Beispiel darum: ,,Die Diskussion hilft mir eben Beweise besser zu verstehen.“ Da
bist du gleichgeblieben, also eine mittlere Zustimmung.

S: Mhm.

F: Und: ,,Es ist befriedigender fiir mich den selbst zu entdecken, als nur vorgezeigt zu bekommen.“ von mir zum
Beispiel. Auch da bist du in der Mitte geblieben. Genau. Und zum Beispiel hat sich aber wieder etwas verbess\
wenn man das so sagen kann, verdndert. Bei der Aussage: ,,Es macht dir Spaf3.” warst du zuerst auf Stufe 2 und
dann auf Stufe 3. Was wiirdest du da jetzt fiir Griinde nennen, dass du sagst, hier bist du vielleicht gleichgeblieben,
da hat es sich doch ein bisschen verbessert oder so?
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S: Ich finde generell Mathematik vom Gegenstand her nicht sonderlich lustig, aber wenn man es versteht, wenn
man es dann selber machen kann, wenn man dann alleine auf etwas kommt, finde ich das dann schon ziemlich
cool.

F: Okay.

S: Und dann mache ich es eigentlich auch ganz gerne.

F: Deswegen dann hier der Wert 3? Oder war das jetzt auf den Wert 2 bezogen?

S: Aso nein, das war auf den Wert 3 bezogen. War das davor oder war das danach?

F: Das ist danach. Das ist davor.

S: Aso, ja okay. Ja voll.

F: Das ist eben davor gewesen und mich wiirde eben interessieren\ Bei der Diskussion bist du eher beim Wert 3
geblieben oder auch hier bei der Aussage, dass du es selbst entdeckst.

S: Mhm.

F: Und hier hat es sich dann doch verbessert. Also das hast du gerade eh gesagt zum Thema Spal.

S: Mhm.

F: War das dann die Gruppenarbeit oder\ Also mich wiirde einfach interessieren\ Hier hat sich nichts getan. Hatte
es hier vielleicht etwas gegeben, sodass sich etwas hétte verdndern kénnen, dass es dir bei der Diskussion hilft, es
doch besser verstehen zu kénnen?

S: Ich bin halt meistens von Anfang an nicht so schnell mitgekommen, deswegen war ich dann ziemlich schnell
verloren.

F: Okay, das heif3t, deswegen sagst du dann auch die Diskussion dann ist zu\

S: Ja, das war dann\ Ich bin halt nicht mitgekommen.

F: Okay. Und (--) die Aussage mit dem selbststdndigen Entdecken eher als es vorgezeigt zu bekommen. Glaubst
du gébe es irgendetwas, wo du sagst, okay ich entdecke es lieber selbst als vorgezeigt zu bekommen? Oder?

S: Ja. Das kann schon sein, aber halt nicht bei den Beweisen, weil ich mich da halt nicht genug auskenne, wiirde
ich sagen.

F: Okay. Das heifit du sagst einfach, weil ich mich nicht genug auskenne, ist es so ein Mittelding?

S: Ja.

F: Okay, gut. Gut. Das ist es eigentlich eh schon von meinen konkreten Fragen her. Dann ein bisschen allgemeiner
iiber den ganzen Prozess, den wir gemacht haben. Welche Sachen hétten dir glaubst du vielleicht geholfen, dass
die Einstellungen fiir dich selbst einfach noch positiver geworden wiéren iiber die Mathematik und das Beweisen?
Irgendetwas. Lass dir Zeit. Wo du einfach sagst, das hitte mir vielleicht doch ein bisschen mehr noch geholfen,
dass es ein bisschen mehr zu einer positiven Steigerung kommt, oder das hétte ich mir vielleicht eher gewiinscht
oder wiirde ich mir wiinschen.

S: Ich glaube das ist von auBlen ziemlich schwierig, weil ich glaube, mir fehlen generell einfach Grundlagen in
Mathe, die ich einfach nicht habe.

F: Okay. Das heiflt vom Faktenwissen, oder wie?

S: Generell zum Beispiel Funktionen oder Ableitungen betreffend. So das alles\ Da bin ich ziemlich instabil. Also
wahrscheinlich wére es\ Hitte ich einfach mehr Grundlagen, wire es einfacher, aber das war ja nicht alles, was
wir dieses Jahr gemacht haben. Es sind teilweise Sachen, die ich einfach\ die mir von davor fehlen.

F: Mhm. Das heif3t, du wiirdest schon sagen, dass wenn dein mathematisches Wissen, wenn ich das jetzt so richtig\
wenn das quasi fester wire, waren deine personlichen Einstellungen gegeniiber dem Beweisen besser?

S: Ja, ich glaube schon.

F: Okay. Das heifit du glaubst, wenn dein Faktenwissen mehr gesichert ist, dann wiirde es tendenziell positiver
werden, oder wie?

S: Ja, wiirde ich schon sagen.

F: Okay gut. Dann kommen wir eh zum Ende. Gébe es noch irgendetwas, was du zu diesem ganzen Prozess, den
wir gemacht haben, ergénzen mdchtest, woriiber wir jetzt nicht geredet haben? Was ich jetzt nicht ausgefragt habe?
S: Ich glaube nicht eigentlich.

F: Okay, gut. Dann, Dankeschon.

S: Danke.

F: Danke fiir das Interview.

Transkript Fall A12

F: Lieber Schiiler, liebe Schiilerin. (Lachen) Wir haben in den letzten zwei Wochen das Thema Beweisen im Ma-
thematikunterricht gemacht und ich habe euch ja mitgeteilt, dass das fiir meine Masterarbeit ist. Und ich mache
das zu beweisbezogenen Beliefs, also zu euren Einstellungen und Uberzeugungen zum Beweisen und einfach,
damit ich jetzt noch ein bisschen tiefere Einblicke in diese Entwicklung bekomme, mdchte ich gerne das Interview
mit dir fithren und ich wiirde dich bitten, dass du es wirklich offen und ehrlich beantwortest und nicht, wie ich mir
das wiinsche oder so. Ich bin jetzt nicht deine Lehrerin, sondern eine Studentin, die einfach deine Hilfe braucht.
Also es ist keine Priifung mit richtigen oder falschen Antworten. (-) Die erste Frage ist einmal ganz allgemein: Wir
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haben ja das Projekt gemacht im Unterricht. Was sind deine ersten Gedanken/Gefiihle dazu, wenn du dich jetzt
daran zuriickerinnerst?

S: Mmbh (--). Ich finde es war\ Also ich habe das glaube ich eh irgendwann im Unterricht gesagt, aber fiir mich war
es (--) eigentlich so eine nette (-) Ausweichung vom normalen Unterricht.

F: Mhm.

S: Und es hat eh so ziemlich SpaBl gemacht, wenigstens im Vergleich zu so Differentialrechnung jetzt, Sie verste-
hen.

F: Ja.

S: Und (--) ich habe auch das Gefiihl, ich habe\ Es ist mir schon etwas im Kopf geblieben. Ich hatte gestern oder
vorgestern Englischnachhilfe und ich habe darauf so irgendwie\ Irgendwie habe ich mich so zuriickerinnert, weil
wir haben iiber Beweise gesprochen und er hat so\ Wir haben so irgendwas\ und ich habe mich erinnert und ich
habe erwihnt, ja das ist ein praformaler Beweis oder so.

F: Ah, cool.

S: Ja. Also ja, es ist schon irgendetwas im Kopf geblieben.

F: Ja.

S: Ob ich jetzt besser mathematische Beweise durchfiihren kann\ (-) Ich habe es halt nicht versucht alleine. Ich
hoffe\ Also ich habe das Gefiihl, es wiirde schon besser gehen, weil ich eine Struktur hétte.

F: Mhm.

S: Ich glaube das ist die Hauptsache, was ich von dem Ganzen mitgenommen habe.

F: Mhm, okay. Gut. Danke. Dann komme ich zu konkreten Ergebnissen. Also bei dir ergaben sich Spriinge, die
bei vielen anderen Personen eben auch so waren.

S: Mhm.

F: Und zum Beispiel war das bei dieser Aussage hier. Ich gehe gleich hin, damit wir das im Fragebogen auch
anschauen konnen. (-) Und zwar hier. Das ist eben dein erster Fragebogen. ,,Wenn man eine Aussage anhand vieler
Beispiele priift, reicht das als Beweis.“ Also die Aussage 5 war das.

S: Ja.

F: Und dann hast du bei der Endbefragung, das wére dann diese hier, vom Wert 3 auf den Wert 1 diesen Sprung.
Das heif}t, dass es eben nicht geniigt, dass du hier eben gar nicht zustimmst. Wie wiirdest du das jetzt fiir dich
begriinden? Woher kam dann dieser Sprung?

S: (--) Ich weiB nicht, warum ich da {iberhaupt den Wert 3 angekreuzt habe um ehrlich zu sein jetzt im Nachhinein.
F: Mhm.

S: Weil es ist ja klar. Ich meine\ Also wir haben das besprochen, aber nicht nur\ Es erscheint jetzt logisch fiir mich,
dass es einfach nicht reicht Beispiele zu machen, um irgendwas zu beweisen, auch wenn es sehr viele Beispiele
sind.

F: Mhm.

S: Und auch wenn man sich denkt\ Also es ist einfach keine Definition von Beweis.

F: Ja.

S: Es konnte allgemein stimmen\ Wir haben in Physik auch\ Wir reden {iber Quantenphysik und dass es nicht
widerlegt werden kann und dass hunderte Beispiele\ also (---) Beispiele gerechnet wurden und alle\ Also die schaf-
fen es nicht Quantenphysik zu widerlegen, aber es ist quasi kein Beweis dafiir, dass es so irgendwie existiert.

F: Okay.

S: Und\ Es passt einfach nicht.

F: Genau. Das passt jetzt zur Endbefragung, wo du angekreuzt hast, du stimmst dieser Aussage jetzt gar nicht zu.
Interessant war eben, ob das durch irgendetwas in unseren Interventionen jetzt passiert ist oder\

S: Ja, es passt einfach nicht zur Definition.

F: Okay.

S: Es konnte halt allgemein korrekt sein, aber es passt nicht zur Definition davon, was ein Beweis ist.

F: Mhm, okay gut. Dann hast du noch einen groflen Sprung gemacht, und zwar (--) das war hier: ,,Durch das
Beweisen lernt man allgemeine Methoden, um mathematische Probleme zu 16sen.“ Diese Aussage 3 hier. Und da
hast du zuerst hier bei der Aussage ,,Durch das Beweisen lernt man allgemeine Methoden, um mathematische
Probleme zu l16sen.“\ Das ist quasi wieder dein erster Fragebogen. Da hast du hier schon recht zugestimmt.

:Ja.

: Und beim\ Ich sehe hier eh, dass du hier zuerst den Wert 5, dann 4 und dann doch 1 gewéhlt hast.

: Nein, weil ich habe das alles\ Ich kann mich erinnern, ich habe einfach die Richtungen vertauscht am Anfang.
: Okay.

: Und ich habe am Anfang alles so angekreuzt und dann habe ich es weggemacht.

: Okay, aber hier wire es dann trotzdem, dass du jetzt quasi dann dem gar nicht mehr zustimmst.

:Ja.

: Also, dass man durch das Beweisen jetzt nicht Methoden lernt, um Probleme zu 16sen.

: Mhm.

: Wie wiirdest du das\ Welche Gedanken hattest du da dazu?

: Ich muss mir das mal durchlesen.
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F: Jaja, lass dir Zeit.

S: (---) Ja halt fiir mich passt das jetzt gar nicht zusammen. Es sind keine allgemeinen Methoden. Ein Beweis kann
sehr spezifisch sein.

F: Mhm.

S: Und (-) daher ist es einfach keine passende Aussage.

F: Okay, das hei3t du hast gemeint, okay, wenn ich einen Beweis habe, der wird so geldst und ein anderer wieder
ganz anders, oder wie?

S: Ja, meistens schon. Ich meine von der Struktur her, wie man Beweise durchfiihren sollte, ist es ja immer &hnlich
eigentlich.

F: Ja.

S: Aber mathematisch sind sie\ von meiner\ komplett anders immer.

F: Okay, gut.

S: Deswegen habe ich das so angekreuzt.

F: Okay. Danke.

S: Vielleicht hétte ich auch den Wert 2 ankreuzen kénnen, aber\

F: Nein, nein, alles gut. Mir ist einfach nur wichtig, wie du die Aussage verstanden hast, weil es war zum Beispiel
von mir eigentlich damit eben genau intendiert: Ich gehe bei jedem Beweis dieselbe Reihenfolge an.

S: Ah okay.

F: Und ich verwende immer\ Ich fange mit meiner Behauptung an und priife dann und schaue dann und so etwas,
aber deswegen ist das auch einfach wichtig fiir mich, warum\ Ja.

S: Mhm.

F: Gut. Genau. Dann bleiben wir gleich hier. Beim Teil D hattest du auch einen sehr grolen Sprung. Und zwar\
das ist wieder dein Endfragebogen gewesen, also nach unseren Einheiten, und das war der am Anfang. Hier eben
bei der Aussage: ,,Der erste Schritt beim Beweisen liegt in einer intuitiven Idee.*

S: Ja.

F: Und da hast du am Anfang eben gemeint\

S: Ja, das ist komisch. Ich weif3 nicht warum\

F: Du stimmst eher nicht zu und dann hast du da voll zugestimmt. Also ja, ich brauche eine intuitive Idee, warum
das iiberhaupt wahr sein konnte.

S: (-) Ich glaube, ich\ Ich weil3 nicht\ Ich weil} einfach nicht, warum ich hier den Wert 2 angekreuzt habe, aber\
F: Das heif3t, du wiirdest eher dem\

S: Ja sicher. Es ist halt einfach fiir mich so. Also ich brauche irgendetwas. Ich brauche eine Idee oder ein\ keine
Ahnung ein Beispiel, das einfach zeigen wiirde, dass man einen Beweis durchfiihren kann.

: Okay.

: Ich kann nicht einfach blind beginnen, wie ich da andeuten wiirde.

: Okay.

: Keine Ahnung, warum ich das so gemacht habe.

: Okay, also du kannst nicht sagen, was dein Gedanke da dahinter war? Okay.

: Oder (--)

: Lass dir bitte Zeit. Wir haben alle Zeit der Welt.

(-------- ) Gibt es andere so erste Schritte?

F: Es\ Du kannst es dir gern noch einmal durchlesen. Es waren eben diese fiinf Sachen bei der Reihenfolge, wie
man einen Beweis angehen konnte.

S: Mhm. (-------- ) Ja ich bin mir nicht sicher.

F: Okay. Nein, ist liberhaupt kein Problem. Wiirdest du jetzt aber sagen, unabhéngig davon, dass es irgendwie eine
Intervention gab, also irgendetwas, was wir gemacht haben in diesen Einheiten, dass du sagst, deshalb ist mir das
jetzt als besonders wichtig erschienen.

S: Ja, auf jeden Fall. Ich meine, ich bin mir schon sicher, dass ich mir irgendetwas dazu gedacht habe, als ich das
angekreuzt habe.

F: Mhm.

S: Ich kann mich jetzt einfach nicht zuriickerinnern. Und das hat sich schon\

F: Okay. Kannst du dir vielleicht irgendetwas Spezifisches denken, was wir gemacht haben, dass das\ dass du dann
sagst, diese intuitive Idee ist flir mich total wichtig? Wenn du dich zuriickerinnerst, was wir gemacht haben?

S: (-) Wir haben die Ableitungsregeln bewiesen, oder?

F: Genau, die Faktorregel haben wir bewiesen und das mit den Polynomfunktionen dritten Grades mit der Wende-
stelle.

S: Ja.

F: Das haben wir gezeigt.

S: (-) Ich meine wir haben davor ja schon die Differentialrechnung gemacht und ohne dem hitte ich halt keine
Idee, wo ich beginnen soll.

F: Okay.
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S: Aber auch allgemein sollte ich\ Also ich muss schon verstanden haben oder eine grobe Idee haben, wie Ablei-
tungen funktionieren, was die Steigung oder was die erste Ableitung angibt, was die Steigung iiberhaupt ist und
wie die Funktion aussehen konnte, um im Kopf einen Beweis aufstellen zu kdnnen.

F: Okay, gut. Danke. Dann hast du allgemein eine positive Verdnderung gemacht, wo es um deine personliche
Sicherheit beim Beweisen ging. Also das war dieser (-) Teil hier. Teil E: ,,Wie sicher fiihlst du dich beim Bewei-
sen?. Und insgesamt hast du eine positive Veranderung hier gehabt. Du hast eben angegeben, wenn ich kurz\ Ich
gehe da auch kurz hin, dann haben wir den Vergleich. Du hast hier zum Beispiel angegeben, dass du dich beim
Umgang mit typischen Beweistechniken hier sicherer fiihlst.

S: Ja.

F: Ja, das ist der erste Test gewesen und das ist der Endtest. Also du hast zuerst den Wert 2 angegeben und dann
hast du den Wert 3 angegeben, also einen Schritt mehr. Dann hast du dich auch hier dazu, dass du Schwierigkeiten
hast, die zentrale Idee herauszufinden, sogar um zwei Spriinge verbessert. Du hast gesagt dem stimmst du nicht
mehr zu. Also ich habe keine\ also kaum Schwierigkeiten. Und dann hast du noch angegeben bei der Uberforde-
rung hier (-): ,,Ich fiihle mich tiberfordert.”. Auch da hast du dann weniger zugestimmt. Und da wiirde mich einfach
interessieren, was glaubst du in diesem Prozess kénnte irgendwie diese Anderung bewirkt haben?

S: Ich glaube ich habe eh darauf hingedeutet am Anfang, wo ich iiber diese Struktur geredet habe. Ich glaube das
hat mir vor allem geholfen und einfach auch Definitionen zu lernen, was ein direkter und indirekter Beweis ist.

F: Okay.

S: Praformal, formal. Das hitte ich davor nicht gewusst.

F: Mhm. Das heifit Struktur und einfach Grundwissen zu den\

S: Ja.

F: Okay. Gab es hier irgendwelche Interventionen, also irgendetwas ganz Spezifisches, was wir gemacht haben,
wo du dann sagst\ Also du hast schon gesagt eben das mit dem direkten und indirekten Beweis, das haben wir
schon gesagt. Und bei der selbststdndigen Arbeit, gab es da irgendetwas oder\

S: Selbststiandig? Aso, in der Grupp\

F: Wo ihr dann in Gruppen gearbeitet habt.

S: Ich wollte auch das sagen. Ich finde (--)\ Vielleicht besonders beim sechsten Punkt ist es so, als Gruppe konnten
wir uns\ Also ich habe mich gar nicht iiberfordert oder irgendwie gefiihlt. Ich finde es hat Spall gemacht diese
Beweise zu machen, durchzurechnen, zu verstehen.

F: Mhm.

S: Und das konnte auch einfach ein Grund dafiir sein, warum sich das alles verbessert hat.

F: Genau und dann eben das mit den Schwierigkeiten, hier bei der zentralen Idee, da hast du ja zwei Spriinge
gemacht.

S: Mhm.

F: Was wiirdest du hier sagen? Weil da hast du zuerst gesagt, es bereitet mir Schwierigkeiten. Da hast du schon
eher zugestimmt, dass du gesagt hast, es bereitet dir schon Schwierigkeiten.

S: Ja, ich wiirde nicht sagen, dass es mir Schwierigkeiten bereitet, sie zu unterscheiden, aber vielleicht von der
groben Idee in diese Details zu kommen, wiirde mir vielleicht mehr Schwierigkeiten bereiten. Aber die zu unter-
scheiden, ist fiir mich jetzt nicht so eine gro3e Sache.

F: Okay, gut. Dann gab es bei dir Werte, die gleichgeblieben sind. Das betrifft deine personliche Ausdauer zum
Beispiel. Da bist du auf der mittleren Stufe geblieben. Und genau, was war das noch? Das selbststdndige Nach-
vollziehen von einem Beweis. Da bist du auch auf der Stufe 3 geblieben, also so in der Mitte. Genau und auch\
Wenn ich kurz wechsle\ Hier, dass du dich auf mathematischer Ebene sicher fiihlst, einen Beweis in der Klasse
vorzustellen. Da bist du auch bei dem Wert 3 geblieben.

S: Okay.

F: Das heiBt, hier hat sich einfach nichts getan. Also eher eine mittlere Zustimmung. Und mich wiirde interessieren,
ob du glaubst, dass es irgendetwas gegeben hitte in unserem Prozess, was jetzt nicht gegeben war, was vielleicht
hier eine Verdnderung bewirkt hitte. Also es war das hier: Aussage 2 und Aussage 5, wo du auf der Stufe 3 geblie-
ben bist.

S: Also ich glaube bei Aussage 2 auf jeden Fall ist es\

F: Die Ausdauer, ja.

S: \ist es ziemlich personlich fiir mich. Also ich denke da kdnnte man nichts gemacht haben. Auch bei diesen
Gruppenarbeiten\ Ab irgendeiner Zeit habe ich dann nicht so viel mitgemacht.

F: Mhm.

S: Ja und ich glaube da kdnnte man vielleicht\ Wenn der Beweis mich personlich sehr, sehr interessiert hétte, aber
es ist wiederum dann mein persdnliches Gefiihl, ob es fiir mich interessant ist, ob das Thema mir Spal} bereitet
oder nicht.

F: Mhm.

S: Dann Aussage 5: ,,Ich sehe mich in der Lage einen Beweis selbststdndig nachzuvollziehen.* (--) Wenn ich\ Also
ob man was gemacht hitte, um das zu\

F: Genau. Gibe es irgendetwas, wo du sagst\

S: Ich glaube wieder nicht.
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F: Das selbststindige Nachvollziehen war ja zum Beispiel bei diesen prototypischen Schiilerbeispielen, dieses
Arbeitsblatt, was ich euch gegeben habe, wo es ein bisschen darum ging, Beweise auch nachzuvollziehen.

S: Ja, aber das ging eigentlich eh gut, finde ich. Also es hat Spall gemacht und\ aber, ob man was machen kann\
Ich glaube, je besser man unterrichtet, desto einfacher ist es, besonders fiir mich, weil ich meine, es hingt mit
Aufmerksamkeit schon zusammen.

F: Okay.

S: Wenn ich irgendwann nicht aufpasse fiir fiinf oder zehn Minuten, dann ist es schon so, dass ich mich ein bisschen
verloren fiihle.

F: Okay. Aber selbststindig nachzuvollziehen wire ja dann gegeben, wenn ich gar nicht da bin, sondern du be-
kommst den Beweis vorgelegt und du musst ihn selbststandig nachvollziehen, wie der gefiihrt wurde, was da
gemacht wurde.

S: Okay, als wenn\

F: Also wirklich selbststéndig fiir dich. Also du solltest ihn eigentlich nachvollziehen.

S: Dann ja, wenn ich die mathematische Ebene davon verstehe, dann wiirde ich schon sagen, dass es fiir mich nach
dieser Intervention (lachen) einfacher oder, dass es schon besser\ Wie sagt man?

F: Besser gehen wiirde.

S: Ja.

F: Okay und das mit dem Vorstellen auf der mathematischen Ebene, dass du eine Beweisidee vorstellst vor deiner
Klasse. Da warst du dann auch eher im mittleren Bereich.

S: Mhm. (--)

F: Das war hier. (-) Also eben das ist da.

S: Aber ich glaube das hingt auch damit zusammen, dass wir als Klasse jetzt alles gemeinsam gelernt haben und
gemacht haben und wir haben alle diese Struktur gelernt und was ein Beweis ist und wie man Beweise durchfiihrt.
Das heif3t\ Und zu dem Zeitpunkt haben wir das alle nicht gewusst und zu dem Zeitpunkt haben wir das alle
gewusst. Deswegen finde ich, ist es gleichgeblieben, obwohl es sich trotzdem viel verbessert hat.

F: Okay, aber da wére quasi ja die Frage gewesen, dass du dich von deinem mathematischen Wissen zu Beweisen
jetzt so sicher fiihlst, dass du vor der Klasse es jetzt vorstellen konntest. Oder du meinst jetzt sind alle gleich sicher\
Also ganz verstehe ich es noch nicht ganz. (-) Du sagst, da habt ihr es alle noch nicht gewusst\

S: Ja, weil hier konnten mehr\ okay\ ich\ keine Ahnung\ Aber ich glaube hier konnte man mehr dann kritisieren.
F: Ah, okay. Aber das wire quasi\

S: Also meine Beweisfahigkeiten haben sich verbessert, aber hier konnte man mehr kritisieren als da, weil hier
mehr Menschen mitgemacht haben.

F: Okay.

S: Und halt die ganze Klasse jetzt\

F: Ein anderes Niveau hat sagen wir mal.

S: Ja genau.

F: Okay. Das heifit\ Okay. Weil deshalb habe ich eigentlich versucht, diese zwei Fragen ndmlich zu trennen mit
der sozialen Ebene. Hier wire es wegen deinen Klassenkameraden eher nicht so gewesen ndmlich. Okay, nein, ich
kenne mich aus. Gut. Wiirdest du noch gerne etwas ergidnzen wollen, was wir jetzt nicht angesprochen haben?
Irgendetwas, was dir noch einfallt?

S: (----) Ich glaube nicht.

F: Nicht?

S: Nein.

F: Okay gut. Dann danke.

Transkript Fall A13

F: Passt. Gut. Also erste Sache: Wir haben ja schon ganz viel iiber Beweise gesprochen. Wir haben das eben in den
letzten Wochen behandelt und ich mache das ja im Zuge meiner Masterarbeit eben zu beweisbezogenen Beliefs.
Also ich schaue mir eben an, was sind eure Uberzeugungen/Einstellungen zu Beweisen und damit ich einfach noch
ein paar Einblicke in eure Ergebnisse bekomme, mochte ich euch eben interviewen. Und ja. Was mir ganz, ganz
wichtig ist: Ich bin jetzt nicht deine Lehrerin, sondern eine Studentin, die deine Hilfe braucht, weil sonst\ Also es
ist jetzt keine Priifungssituation\

S: Passt, ja.

F: Es gibt keine richtigen oder falschen Antworten, sondern es geht wirklich einfach darum, was du denkst. Ja, die
erste Frage ist einmal ganz allgemein. Wir haben eben das Projekt zu Beweisen gemacht im Mathematikunterricht.
Was sind jetzt deine ersten Gedanken/Gefiihle dazu, wenn du dich daran zuriickerinnerst? Was kommt dir als
erstes?

S: Also, dass es verschiedene Art\ Also, dass es eine fixe mehr oder weniger Abfolge gibt, wie man einen Beweis
angehen kann. Dass man sich eben zuerst Gedanken macht und dann versucht einen praformalen Beweis zu for-
mulieren. Und, dass man dann eben schaut\ Aber es muss nicht sein, das in mathematische Zeichen auch
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umzuwandeln, dass es dann ein formaler Beweis ist. Und, dass ein Beweis auch nie so, wie man ihn dann quasi
préasentiert bekommt entstanden ist, sondern, dass eben die Mathematiker und Mathematikerinnen, die daran ge-
arbeitet haben, das mehr oder weniger durcheinander gemacht haben, von hinten begonnen haben, wieder neu
iiberarbeitet haben. Also ich weil nicht, ob das die Antwort auf die Frage ist.

F: Ja, nein, nein. Einfach was du dir dazu jetzt im ersten Moment gedacht hast. Okay. Gefiihle auch irgendetwas
dazu oder neutral?

S: Also fiir mich persénlich wie mir das so\

F: Ja genau wie es fiir dich war. Diese\

S: Also ich finde es ist eigentlich sehr interessant und ich mag das, dass es so eine Abfolge gibt und ich mag auch
sehr das Gefiihl, wenn ich es dann geschafft habe, einen Beweis richtig zu machen oder wenn ich es geschafft
habe, einen Beweis zu durchschauen eben und zu verstehen. Also ich finde das sehr interessant, weil das sind halt
auch generelle mathematische Aussagen und dann sich aber auch zu iiberlegen, wieso das so ist. Also das finde
ich eigentlich sehr interessant.

F: Okay, freut mich. Ich habe dann quasi deine Daten und von jedem generell genauer ausgewertet und die Aus-
wertung deiner Daten ergab einmal sehr allgemein positive Uberzeugungen/Beliefs fiir das Beweisen und es hat
sich bei dir auch gezeigt, dass deine Ansichten und Einstellungen relativ stabil geblieben sind vom Anfang an,
iber den Prozess hinweg und dann am Ende habe ich sie mir ja nochmal angeschaut. Wie wiirdest du das wahr-
nehmen, dass der Fragebogen zeigt, dass deine Werte relativ stabil sind? Wie wiirdest du das wahrnehmen fiir
dich?

S: Also ich glaube, das ist eben viel auch wegen dem Wahlpflichtfach (-), wobei ich sagen muss, dass wir im
Wabhlpflichtfach nie so wirklich die Herangehensweise besprochen haben. Deswegen war es am Anfang ein biss-
chen iiberfordernd, aber ich habe mich da halt langsam einfach eingefunden, wiirde ich sagen. Und deswegen war
das fiir mich jetzt trotzdem nochmal ein guter Uberblick und so. Und ich habe auch das Gefiihl, dass ich dann das
zweite Mal diesen Beweis strukturierter angegangen bin. Aber ja ich glaube generell hat es sich halt nicht so viel
verandert.

F: Wenn es halt schon sehr positiv ist\

S: Ja, genau.

F: Genau. Ein paar kleine Anderungen sind mir trotzdem aufgefallen. Du hast am Beginn dieser Aussage\ Ich habe
die Fragebogen mitgebracht, um dir das zu zeigen.

S: Also ich war bei ein paar Aussagen immer so\ da habe ich mir iiberlegt\ also da war ich zwischen zwei und dann
habe ich mich so\ ich weil} nicht entschieden. Deswegen es kann da\

F: Ja, nein. Es ist einfach interessant, weil du hast\ genau, dass die Mathematik hier aus dem korrekten Anwenden
von Regeln und Gesetzen besteht. Das ist dein erster\ quasi deine Anfangsbefragung und das ist deine Endbefra-
gung. Und hier ist es total interessant, weil es bei dir genau gewechselt hat. Zwar nur um einen Wert, es ist jetzt
nicht\ aber keine Ahnung, denkst du, dass es irgendetwas gab, in diesem ganzen Prozess, irgendeine Intervention,
die jetzt diese kleine Anderung bewirkt haben konnte?

S: Also eben, dass Sie nochmal gesagt haben, dass man wirklich nur Definitionen verwenden darf. Das war mir
jetzt vorher nicht so ganz bewusst, sonst hétte ich vorher auch so, keine Ahnung, allgemeine Sitze verwendet.
Aber ich glaube das und einfach durch diesen strukturierten Ablauf, indem Sie uns halt erklart haben, wie man
einen Beweis angeht, war es flir mich klarer, dass es noch mehr wirklich Regeln und Gesetze sind.

F: Okay, deswegen dann das erste. Und das zweite, dass dann aber Mathematik generell dabei hilft Probleme zu
l6sen und von neuen Ideen lebt, da bist du dann ein bisschen abgekommen. Gibt es da irgendeinen\ wo du.

S: Ahm.

: Also die zweite Frage war das.

: (--) (Lachen) Das weiB ich leider nicht. (-)

: Okay.

: Ich weiB nicht, was ich mir dabei gedacht habe, ganz genau. (-)

: Nicht schlimm. Was wiirdest du dir jetzt denken oder\

: Also ich wiirde dem eigentlich jetzt mehr zustimmen.

: Also beides auf den Wert 5?

:Ja.

: Okay. Ja, das sind einfach nur Dinge, die aufgefallen sind bei der Auswertung. Genau. Dann habe ich mir ja
auch angeschaut, wie sicher ihr euch beim Beweisen fiihlt bei einem Teil und da war es einmal bei dir generell
schon gut. Und du hast bei ein paar Sachen\ Ich suche das wieder im Fragebogen, damit wir dort sind. (-) Genau,
das war dieser Teil E hier, wie sicher du dich beim Beweisen fiihlst.

S: Ja.

F: Und du hast hier eben bei der personlichen Ausdauer\ hast du eben angegeben, dass du mit einem Wert 4 hier
zustimmst. Das hast du hier auch gleich gelassen und es war dann auch noch die Frage zur Sicherheit vom Priasen-
tieren in der Klasse. Also das war dann hier hinten. Genau. Da bist du namlich auch gleichgeblieben und bei dem
Umgang mit diesen typischen Beweistechniken, also bei der zweiten und dritten Aussage hier, bist du auch gleich
geblieben auf dem Wert 3 und 4. Und da wiirde ich einfach gerne wissen, womit du das begriinden wiirdest, dass
sich hier vielleicht nichts getan hat?
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S: Ich glaube das liegt generell daran, weil halt der Zeitraum\ Ich wei3 nicht, war es vielleicht ein Monat, wenn
iiberhaupt, den wir verwendet haben fiir diese Beweisstunden und ich glaube, dass man fiir dieses Thema\ oder
zumindest glaube ich, dass ich fiir mich personlich ldnger brauchen wiirde, um wirklich komplett sicher zu werden
und mich wirklich komplett sicher zu fiihlen, das vor der Klasse auch zu prisentieren. Weil es ist etwas anderes,
wenn man es selbst versteht, als wenn man es dann wirklich anderen Leuten erkldren muss und das wirklich so
présentieren muss, dass das andere dann auch verstehen.

F: Okay und das\

S: Also ich glaube einfach, dass der Zeitrahmen dafiir zu kurz war.

F: Mhm. Das heif3t, wiirdest du eben\ Du hast jetzt schon den Zeitrahmen angesprochen, irgendwelche anderen
Interventionen oder Unterrichtsmethoden, die wir jetzt nicht gemacht haben, wo du glaubst, das konnte das irgend-
wie noch verstérken, dass du zum Beispiel beim Umgang sicherer wirst also beim Présentieren?

S: Meinen Sie jetzt generell im Unterricht oder wenn man das so\

F: Im Unterricht oder so, wie wir es jetzt gemacht haben. Also\

S: Also ich glaube es wiirde helfen, das haben wir dazwischen eh auch ein bisschen gemacht, halt so wie es der
Zeitrahmen halt hergibt generell, dass man doch immer wieder irgendwelche Beweise macht und selbst wenn man
sie nicht selbst macht, zumindest anzuschauen und zu versuchen zu verstehen.

F: Okay.

S: Also ich glaube, dass das auch fiir mathematisches Verstandnis generell sehr hilft, weil ich habe im Wahlpflicht-
fach schon gemerkt generell, auch wenn es dann teilweise die einfachsten Beweise von den grundlegendsten Aus-
sagen sein konnen, dass das einfach dabei hilft, Sachen dann zusammenzufiigen.

F: Mhm, okay.

S: Und auch dem Verstindnis durchaus behilflich sein kann. Also ich weil3 nicht\ Natiirlich kann es fiir viele tiber-
fordernd sein, das verstehe ich auch, aber mir personlich hilft es eigentlich sogar, Sachen besser zu verstehen,
wenn man mehr in die Tiefe geht.

F: Mhm, okay. Das heif3t, das wire jetzt so regular im Unterricht das ein bisschen mehr einbringen\

S: Ja.

F: Gébe es irgendwas jetzt an dem Format, wie wir es jetzt gemacht haben, wo du sagst, das konnte da vielleicht
ein bisschen besser sein, um das noch mehr zu unterstiitzen als so, wie wir es gemacht haben?

S: Also vielleicht, dass vor dem Fragebogen wirklich alle allein und nicht nur in Gruppenarbeit einen Beweis
nochmal machen.

F: Mhm.

S: Da ist dann halt auch die Frage, wie es die Zeit hergibt, aber ich glaube, dass das auch helfen wiirde, weil bei
dem Fragebogen mussten wir den Beweis allein machen und es ist schon etwas anderes, wenn man davor in einer
Gruppe ist und auch Sie dann theoretisch etwas fragen kann und beim Verstdndnis da\ also, wenn Sie dann auch
behilflich sein kdnnen. Also, dass das vielleicht alle allein nochmal machen vor dem Fragebogen.

F: Okay. Als Interessensfrage: Denkst du, wenn vielleicht auch mehr Zeit gewesen wire, dass es besser gewesen
wire, wenn ich mich mehr herausgenommen hétte? Oder denkst du, dass die Unterstiitzung notig war?

S: Ja, also ich glaube vor allem am Anfang war Thre Unterstiitzung schon sehr notwendig und auch bei dem Beweis,
den wir in der Gruppe ausgearbeitet haben, habe ich auch Ihre Hilfe gebraucht. Also allein hétte ich das wahr-
scheinlich nicht so geschafft. Aber ich glaube dann mit der Zeit, also wenn wir das ldnger gemacht hétten, dass sie
immer sukzessive weniger helfen miissen.

F: Okay. Gut, danke. Dann war noch eine Frage. Genau bei Teil E auch: ,,Ich sehe mich in der Lage einen Beweis
selbststandig nachzuvollziehen.“ bei der Frage 5. Da hast du hier am Beginn vollstindig zugestimmt und beim
Endfragebogen dann um einen Wert weniger. Also jetzt nicht drastisch. Und da wiirde mich einfach interessieren:
Was wiirdest du sagen, wie kam es zu dieser Verdanderung, dass du dann doch vielleicht ein bisschen weniger sicher
warst oder zugestimmt hast?

S: Also ich glaube ich habe halt gemerkt\ Also ich glaube vielleicht habe ich Beweise am Anfang auch ein bisschen
unterschétzt.

F: Okay.

S: Und ich glaube, ich habe halt wirklich gemerkt, dass wenn ich es wirklich komplett selbststindig mache, ich
mich jetzt nicht komplett sicher fiihle. Also am Anfang waren fiir mich Beweise halt\ Also im Wahlpflichtfach wir
machen jetzt auch nicht so viele Beweise. Das haben wir eher letztes Jahr gemacht, jetzt machen wir eher Arbeits-
blétter allein. (-) Und da hatte ich es wahrscheinlich so in Erinnerung\ Diese Beweise im Wahlpflichtfach haben
wir auch gemeinsam gemacht und deswegen habe ich das wahrscheinlich so iibertragen, dass ich es allein mehr
oder weniger auch geschafft hitte. Und dann habe ich eben hier bemerkt, wenn man das dann wirklich komplett
allein macht, ist es dann doch nicht so leicht, wie ich es mir vorgestellt habe.

F: Okay. Nein, sehr gut. Danke. Dann komme ich schon bei dir zu der letzten Frage: Gibt es irgendetwas, was du
jetzt noch ergénzen wiirdest, was du jetzt noch nicht gesagt hast oder was wir noch nicht angesprochen haben?
Etwas, was dir noch am Herzen liegt oder du dir denkst?

S: Also generell vielleicht, dass man Beweise mehr im Unterricht einbauen konnte, wenn es der Zeitrahmen her-
gibt. Auch zum Beispiel diese kurzen Beweise wie bei den Logarithmusrechenregeln und ja es macht mir eigentlich
sehr Spal3, auch wenn ich es manchmal nicht durchschauen kann oder so (lachen).
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F: (Lachen) Ja, aber generell, wenn es dir Spal macht, ist es schon gut. Okay. Danke auf jeden Fall. Dankeschon.
(lachen)
S: Dankeschon.

Transkript Fall B7

F: Passt. Okay. Also wir haben Beweise im Unterricht gemacht und ich mache das fiir meine Masterarbeit. Das
heif3t ich wiirde dich jetzt wirklich bitten, mich als Studentin zu sehen. Ich brauche deine Hilfe und bin nicht deine
Mathematiklehrerin.

S: Okay.

F: Und ich wollte mir eben eure Einstellungen und Vorstellungen ansehen, also was ihr euch zur Mathematik und
zu den Beweisen denkt und fiihlt. Und damit ich einfach noch einen tieferen Einblick in deinen Fragebogen be-
komme, wiirde ich gerne das Interview mit dir fithren. Es gibt keine richtigen oder falschen Antworten. Es ist eben
keine Priifungssituation, sondern das ist nur fiir mich, damit ich dann mehr interpretieren kann, was ich noch
dndern kann oder was gut funktioniert hat. Gut und dann habe ich schon eine erste Frage an dich einfach einmal
ganz allgemein, wenn du dich jetzt zuriickerinnerst an das, was wir gemacht haben: Was sind deine ersten Gedan-
ken und Gefiihle dazu, wenn du daran zuriickdenkst?

S: Allgemein an Beweise?

F: An das, was wir gemacht haben. Ganz egal, was es betrifft.

S: Also ich fand das Thema schon spannend. Manchmal ist es schon schwer zu verstehen, aber ich mag es schon
so Sachen zu beweisen und nachzuvollziehen, wieso das eigentlich so sein soll.

F: Mhm. Okay. Und von der Dauer her vielleicht noch etwas? Oder wie hast du dich gefiihlt dabei?

S: (-) Ja es was schon manchmal verwirrend, aber interessant.

F: Okay, gut. Danke. Bei dir hat sich eben eine groBe Verdnderung in Richtung positive und produktive Beliefs
also Uberzeugungen zu den Beweisen im Mathematikunterricht gezeigt. Wie wiirdest du das, wenn ich dir das
jetzt so sage, fiir dich personlich wahrnehmen? Jetzt ohne Fragebogen. Wie wiirdest du das fiir dich jetzt wahrneh-
men, wenn ich sage, bei dir hat sich positiv etwas getan?

S: Also unerwartet.

F: Okay.

S: Ich wusste nicht, dass ich mich so sehr verdndert habe. Also meine Antworten, weil ich kann mich nicht mehr
erinnern, was genau ich angegeben habe.

F: Okay, also du hittest jetzt gar nicht damit gerechnet, dass sich bei dir so viel getan hat. Okay, das ist interessant.
Dann komme ich vielleicht einmal gleich zu konkreten Sachen, damit wir dariiber reden. Und zwar war das bei dir
zum Beispiel\ Also das ist der erste Fragebogen gewesen, den ihr am Anfang ausgefiillt habt und das war dann der
zweite im Anschluss. Und bei dir zum Beispiel hat sich hier bei der Frage 2 doch um zwei Punkte etwas getan,
also hier: ,,Mathematik hilft dabei Probleme zu 16sen und lebt von neuen Ideen.“ Da hast du am Anfang eben eine
mittlere Zustimmung angekreuzt, eher den Wert 3. Und dann am Ende nach unseren Interventionen sage ich jetzt
einmal, hast du dann hier auf den Wert 5 hoch gewechselt, wenn ich das so sagen kann. Also das war hier zum
Beispiel. Genauso\ Also das war die erste Aussage, wo das zutrifft. Aber auch hier\ Wir kénnen es dann eh der
Reihe nach durchgehen. Bei der Aussage: ,,Beweise helfen dabei verschiedene mathematische Konzepte in einen
groBeren Zusammenhang zu stellen. Da hast du hier den Wert 2 und hier hast du dann auch den Wert 5, also auch
ein sehr groBer Sprung, wo du sagst: Okay, zuerst eher nicht so und dann doch mehr. Und ja, vielleicht reden wir
einmal {iber die zwei Aussagen, bevor es weitergeht. Wenn du jetzt sagst: ,,Mathematik hilft dabei Probleme zu
16sen und lebt von neuen Ideen.* Was konntest du dir einfach einmal vorstellen\ Womit wiirdest du so eine Verin-
derung fiir dich begriinden? Gab es da irgendetwas?

S: Ich denke halt, ich habe halt mehr\ genauer {iber Beweise erfahren und also ich finde schon, dass diese ganzen
Probleme, also Beweise, dass das halt\ man kann es halt\ Also es hilft dabei diese Probleme zu 16sen, weil Beweise
sind dafiir da um diese Sachen, bei denen man sich nicht sicher ist, zu beweisen also halt zu verstehen, also Prob-
leme zu 16sen. Und es gibt ja schon\ Also man versucht ja regelméBig irgendwelche neuen Beweise aufzustellen,
also sind es quasi schon neue Ideen.

F: Mhm. Okay, gut. Und das ist dir dann in unserem Prozess quasi erst bewusst geworden, dass du dann sagst\

S: Mhm.

F: Okay, interessant. Sehr gut. Dann kommen wir vielleicht zur zweiten Aussage. Genau, wo es eben darum ging:
Beweisen hilft dabei, die mathematischen Konzepte eben in einen gréoleren Zusammenhang zu stellen. Da war bei
dir eben auch ein groBer Sprung vom Wert 2 auf den Wert 5. Gibt es da irgendetwas Spezifisches, wo du sagst,
durch das hast du dir das dann anders gedacht oder so?

S: Also ich denke, ich habe auch erfahren, dass es irgendwie solche Einteilungen gibt irgendwie. Und dass halt so
verschiedene Sachen zu einem Teil oder so gehdren und andere auch wo anders hin und dass es so irgendwie
aufgeteilt ist. Man kann es auch so zuordnen in der Art.

F: Okay. Das heif3t Struktur, wenn ich das jetzt so sehe?

S: Ja, sozusagen.
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F: Okay. Gibt es da etwas Spezifisches bei den ganzen Sachen, die wir gemacht haben, wo dir das besonders
aufgefallen ist?

S: Mir fillt gerade nichts ein, aber ich denke ich habe an irgendetwas gedacht, als ich das angekreuzt habe.

F: Okay. Vielleicht wenn du kurz nachdenkst. Ich habe ja zuerst Input gegeben und dann habt ihr die Gruppenar-
beiten gemacht. In den Gruppenarbeiten habt ihr zuerst das Thema mit den Wendestellen gemacht, nachdem ihr
die Aussagen zu den Schiiler*innenbeweisen zuordnen musstet. Dann habt ihr euch eben die Wendestelle\ dass
eine Polynomfunktion dritten Grades nur eine Wendestelle hat, angeschaut und dann eben die Faktorregel ganz
zum Schluss. Gibt es da irgendetwas, wo du sagst, da ist mir das besonders aufgefallen, dass das so ineinander-
greift?

S: Ahm.

F: Wir haben es nicht eilig.

S: Also schon, dass es halt so irgendwie eine Regel\ sozusagen eine Befolgung\ Es muss zuerst das passieren und
dann das und so. Dass das dann irgendwie so zusammengehort.

F: Okay, also da ist dir das dann so ein bisschen klarer geworden?

S: Ja.

F: Okay. Dann ein Punkt, wo sich bei dir noch viel getan hat, war das hier: ,,Das Finden eines Gegenbeispiels\
Genau, das war hier. Da bist du vom Wert 1 auf den Wert 5. Und das ist natiirlich ein interessanter Sprung, wo ich
mir denke, okay, zuerst hast du gar nicht\ also das ein Gegenbeispiel liberhaupt gar nicht wichtig ist quasi. Und
dann doch, dass es schon ein ganz wichtiger Teil ist.

S: Mhm.

F: Wie wiirdest du da diese Verdnderung irgendwie begriinden?

S: Also davor\ Also wusste nicht\ Also ich dachte Gegenbeispiele sind gar nicht relevant und so. Aber nach Thren
Vortréagen und so, habe ich\ wurde mir bewusst, dass Gegenbeispiele eigentlich sehr wichtig sind und auch ein Teil
des Beweises sind.

F: Okay. Also durch die Vortrige vor allem dann. Weil ich habe ja glaube ich auch ein Gegenbeispiel gezeigt bei
diesem\ bei der Umkehrung von dem einen Satz zu den Folgen.

S: Ja, auch durch die Beispiele wurde es mir halt\

F: Mhm. Gut, danke. Dann gab es noch Verdnderungen, und zwar war das\ Ich glaube das war hier. Bei Teil C war
das. Genau. Und zwar gab es da ein paar Aussagen. Diese hier unten: ,,Wenn man eine Aussage anhand vieler
Beispiele priift, reicht das als Beweis.” Da hast du am Anfang eben auf den Wert 3 getippt, also nicht ganz zuge-
stimmt, aber auch nicht ganz abgelehnt. Und dann am Ende von unseren Einheiten quasi hier auf: Dem stimme
ich gar nicht zu, dass das reicht. Wie wiirdest du deine Verdnderung hier einschitzen?

S: Also ich dachte friiher, dass man halt so\ dass man halt Beweise irgendwie nur durch Beispiele beweisen kann.
Aber\ Also dann habe ich erfahren, dass es eigentlich gar nicht um die Beispiele geht, sondern um das ganze
Prinzip. Und man muss das halt beweisen kdnnen und ja.

F: Und woran ist dir das, wenn du zuriickdenkst, besonders aufgefallen? Was ich gesagt habe oder wie wir es
gemacht haben? Oder?

S: Ahm. Also ja, durch Thren Vortrag, weil Sie es zuerst einmal erklirt haben, aber auch durch Beispiele. Also dass
halt nicht jedes Beispiel zutreffen kann, nicht stimmen kann.

F: Mhm, gut. Danke. Und bleiben wir gleich da. Was war noch. Hier: ,,Es handelt sich erst um einen Beweis, wenn
er mittels mathematischer Symbole und Sprache formuliert wird.” Das war eben am Anfang. Da hast du schon
zugestimmt. Also ja, ich brauche schon mathematische Symbole und Sprache und dann hast du eben hier gar nicht
mehr zugestimmt, dass du sagst; Nein, es ist nicht dann erst ein Beweis. Wie kam es zu dieser Verdnderung?

S: Also es gab Fachbegriffe dazu, aber ich kann mich nicht mehr erinnern (lachen).

F: Alles gut (lachen).

S: Man kann es halt denk ich auch mit Worten formulieren und man braucht nicht wirklich so mathematische
Symbole dazu.

: Genau, praformaler Beweis war das.

: Genau.

: Wir haben es mit Worten formuliert und ja auch nur mit einer Skizze bei dem letzten Beispiel.

: Jaja, genau.

: Das heil3t, dass ist dir dadurch dann bewusst geworden?

: Mhm.

: Okay, ja. Gut. Ja wir sind noch immer bei dem Teil (lachen). Bei dir waren wirklich so viele spannende Ergeb-
nisse, wo ich einfach nachfrage. Manche haben am Anfang dasselbe gewdhlt wie am Ende und deswegen\ Ja.
»Beweise sind nur dann notwendig, wenn man den Aussagen von erfahrenen Mathematikern nicht traut.” Also
Aussage 7. Da hast du am Anfang gar nicht zugestimmt, du hast gesagt: Nein. Und dann bei der Endbefragung)\
Das ist jetzt keine riesige Verdnderung, aber hier hast du auf den Wert 2 quasi doch umgeschwenkt. Woran liegt
das, dass du dem dann doch ein bisschen mehr zugestimmt hast?

S: Also die Sachen, die halt bewiesen wurden, da man kann sich nie wirklich hundert Prozent sicher sein, dass es
stimmt.

F: Mhm.
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S: Und wenn man das halt wirklich tiberpriifen will, dann ist es gut, wenn man selbst diese Beweise nachzuvoll-
ziehen versucht. Und ja, man sollte nie wirklich so vertrauen damit. Also am besten man versucht es selbst, um es
zu verstehen.

F: Mhm, ja. Das wiirde ja quasi auf das hier zutreffen. Dem stimmst du gar nicht zu. Also du musst es selbst priifen.

S: Mhm.

F: Aber hier hast du dann ja gemeint: Naja nicht so ganz.

S: (=)

F: Das was du beschrieben hast, trifft darauf zu. Ich muss das ja nicht\

S: Ahm. (---)

F: Da hast du gemeint, sie sind eher nur dann notwendig, wenn ich den anderen nicht vertraue, aber sonst nicht.
S: (--) Dann (---) Also nicht nur. Beweise sind nicht nur dafiir da, finde ich.

F: Okay.

S: Also es geht auch allgemein\ Also man kann auch selber versuchen etwas zu beweisen einfach so, ohne dass
man)\

(Unterbrechung durch eintretende Person)

F: Das heif3t, du wiirdest dann doch eher wieder zum Wert 1 tendieren, wenn ich das jetzt richtig verstehe, weil es
nicht nur dafiir ist?

S: Ja. Naja (---). Also weil da steht ja, Beweise sind NUR DANN notwendig.

F: Genau.

S: Also eigentlich wiirde ich sage es ist nicht nur deswegen, sondern\

F: Das heif3t, du wiirdest eben nicht zustimmen, weil es nicht nur deswegen ist.

S: Ja, schon. Entschuldigung.

F: Nein, alles gut. Es ist nur fiir mich auch interessant, weil zum Beispiel manche Aussagen, also das ist jetzt nicht
nur bei dir, habe ich etwas anders gemeint in meiner Formulierung und wurden von euch ganz unterschiedlich
interpretiert.

S: Aso.

F: Und das ist fiir mich dann auch interessant. Wie wurde das {iberhaupt von euch gesehen, damit ich dann einord-
nen kann, warum das gewéhlt wurde. Gut. Dann bei den\ Genau. Hier: ,,Beim Beweisen lernt man allgemeine
Methoden, um mathematische Probleme zu 16sen.” Da hast du einen kleinen Sprung gemacht. Also du hast zuerst
mit dem Wert 2 eher nicht so zugestimmt, dass man dadurch Methoden lernt, und dann warst du doch auf der Stufe
3, wo du ein bisschen mehr in Richtung Zustimmung gehst. Wie wiirdest du das fiir dich begriinden, dass hier so
ein kleiner Sprung stattgefunden hat?

S: Also, ich denke man lernt irgendwie diese Beweise anders anzuschreiben und so, ja.

F: Also, dass man dann schon ein bisschen etwas lernt?

S: Ja.

F: Aber das ist fiir dich scheinbar nicht der Hauptgrund, weil du hier nur Stufe 3 gewihlt hast.

S: Ja, weil es gibt ja eigentlich schon so Methoden, durch die man etwas beweisen kann, deswegen war ich mir
nicht so ganz sicher.

F: Okay. Das heif3t, du meinst es gibt diese Methoden und da lerne ich dann nichts Neues oder wie?

S: Also es gibt ja schon Methoden, durch die man beweisen kann, aber man kann auch zum Beispiel andere\ Man
kann lernen, es anders anzuschreiben irgendwie so.

F: Mhm, okay.

S: Wiirde ich sagen.

F: Gut, danke. Dann gehen wir zum anderen Teil. Bei dem Teil E war das, wo ich euch eben gefragt habe, wie ihr
euch selbst beim Beweisen fiihlt. Also da ging es hauptséchlich um euer Gefiihl, wie ihr euch selbst einschétzt und
da hat sich das bei dir auch positiv veréndert. Also da war es auch eher zuerst so naja und dann ein bisschen besser.
Und zum Beispiel ist das\ Ich habe mir hier die Aussagen herausgeschrieben. ,,Ich bin davon iiberzeugt, dass sich
meine Beweisfihigkeiten durch Ubung verbessern.” Hier warst du schon auf Stufe 4. Also du hast gesagt: Ja, wenn
ich iibe, dann verbessert sich das. Und das hast du dann noch stirker erhoht. Oder zum Beispiel bei der Aussage:
,,Es bereitet mir Schwierigkeiten\ Die Aussage vier. \die zentrale Beweisidee von den einzelnen Details zu erken-
nen.” Und bei Schwierigkeiten hast du zuerst schon gemeint, dass du Schwierigkeiten hast und dann hast du an-
gekreuzt, dass es eigentlich doch nicht so ist. Es ist auf jeden Fall besser geworden. Genau. Was war noch? ,,Ich
sehe mich in der Lage selbststindig einen Beweis nachzuvollziehen.* Da hast du zuerst gesagt, dass du dich gar
nicht in der Lage siehst. Und dann doch zumindest Stufe 3 gewéhlt, also in der Mitte. Also das wire zum Beispiel
einmal das. Genau. Was wiirdest du zu diesen Aussagen\ Oder warum hat sich da dein Selbstbild, wiirde ich jetzt
einmal sagen, so positiv verdndert schitzt du?

S: Also ich denke ich habe halt mehr iiber Beweise erfahren und es macht schon irgendwie einigermafien Spaf3
daran zu arbeiten, wenn es nicht zu schwer ist.

F: Ja.

S: Und (--) ja, ich denke, dass ich auch vielleicht einen Beweis selbst nachvollziehen konnte.

F: Mhm. Wodurch ist das denn gekommen wiirdest du sagen, dass du das jetzt denkst und am Anfang nicht gedacht
hast?
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S: Durch Ubungen vor allem wiirde ich sagen.

F: Okay. Gut. Weil du gesagt hast Spal}, nehme ich an\ Weil hier hat es sich auch von\ Dass es fiir dich eine
lohnende Erfahrung ist, wenn du den Beweis verstanden hast. Da warst du eh schon sehr positiv und bist dann auf
den Wert 5 hoch. Womit héngt das zusammen? Ich nehme an in dhnlicher Weise mit dem, was du schon gesagt
hast?

S: Ja, also davor habe ich nicht wirklich mit Beweisen gearbeitet, aber nachdem\ Also es ist schon eine positive
Erfahrung fiir mich, wenn ich das halt schon hinter mir habe und es verstehe.

F: Okay, sehr gut. Gut, dann gibt es auch ein paar Aussagen, die mich natiirlich auch interessieren, wo sich ndmlich
deine Zustimmung fast gar nicht\ also entweder gar nicht oder nur minimal verédndert hat.

S: Mhm.

F: Und das wiére zum Beispiel, wenn wir schon hier sind, die Aussage: ,,Ich fiihle mich auf mathematischer Ebene
sicher, wenn du deine Beweisidee vorstellen sollst. Da hat sich minimal etwas getan, und zwar hast du zuerst
gesagt, dass du dich gar nicht sicher fiihlst und dann bist auf Stufe 2 hoch. Das war jetzt eine Verdnderung. Diese
ist aber nicht so enorm. Wie wiirdest du das begriinden? Was wére hier wichtig gewesen, dass vielleicht eine hdhere
Zustimmung passiert wére?

S: Weil ich denke, dass ich halt nie wirklich so\ also nicht hundert Prozent richtig sein kann, also meine Ergebnisse,
und deswegen bin ich eher unsicher.

F: Okay. Das heifit du vertraust dir selbst nicht, dass es zu hundert Prozent richtig ist und deswegen eher nicht so.
S: Ja.

F: Okay. Gut. Gibt es da irgendetwas, wo du sagst, vielleicht wenn wir das und das gemacht hitten oder noch
etwas anderes gemacht hétten, hétte sich das noch weiter verbessert? Was auch immer?

S: Vielleicht wenn wir mehrere Ubungen gemacht hitten.

F: Mhm. Also noch ldnger dazu\

S: Mhm.

F: Im Unterricht oder noch in unserer Phase?

S: Allgemein, weil Ubung macht den Meister. Wenn man {ibt zu beweisen, dann sollte es sich verbessern mit der
Zeit denke ich.

F: Mhm, okay. Das heif3t\ Ich meine so lange war das nicht. Drei Wochen haben wir das jetzt gemacht.

S: Ja.

F: Okay. Wo du gar keine Verdnderung hast, war\ Ich gehe mal zuriick zum Teil E. Da war das. Das war deine
Ausdauer hier: ,,Ich habe geniigend Ausdauer, um eben bei schwierigen Beweisen dabei zu bleiben.* Hier bist du
im mittleren Bereich geblieben, also auf Stufe 3. Genau. Da wire eben meine selbe Frage: Hétte es hier etwas
gegeben iiberhaupt oder wiirde es dafiir in der Zukunft etwas geben, wo du sagst, dass sich deine Ausdauer noch
etwas steigern konnte?

S: Ich denke es hingt vom Beweis ab. Wenn er so sehr schwer ist, so kompliziert, dann ist es auch schwer fiir
mich.

F: Okay.

S: Aber wenn er einfach ist, dann bleibe ich eh dabei. Deswegen habe ich den Mittelwert genommen.

F: Okay, also den mittleren Wert, weil es einfach darauf ankommt, was das fiir ein Beweis ist.

S: Ja, genau.

F: Okay, gut. Danke. Und was noch war, wo du auf Stufe 3 geblieben bist, war hier\ wobei ich sehe, dass du da
hin und her gewechselt hast\

S: Ja.

F: \dass es eben fiir dich ein bisschen iiberfordernd ist, wenn du einen Beweis jetzt eben selbststindig fithren sollst,
obwohl du die Vorgehensweise kennst. Vorgehensweise kennen war dann fiir mich eben ein bisschen dieses\ Wir
haben ja zum Beispiel diese Schiilerbeispiele gesehen und ihr musstest dann darauf aufbauend selbst einen Beweis
erstellen und da wiirde mich wieder interessieren, was hier vielleicht zu einer stirkeren Anderung gefiihrt hitte.
S: Ahm. (---) Also ich denke, dass ich halt auch so nicht hundert Prozent richtig\ also die richtigen Ergebnisse
vorfiihren konnte, deswegen so.

F: Okay. Angenommen du machst das jetzt nur fiir dich, nur ganz allein, ohne dass du das pridsentieren miisstest
oder mir zeigen miisstest. Wie wiirde sich das dann fiir dich anfiihlen? Auch iiberfordernd oder kommt das eher
davon, dass du es dann eben zeigen und préasentieren miisstest?

S: Eher zeigen und prasentieren. Also es wiirde halt schon interessant sein so einen Beweis selbst nachzuvollziehen
und daran zu arbeiten, wenn ich auch Fortschritte machen wiirde. Wenn ich halt die ganze Zeit nicht weiterkomme,
dann ist es auch nicht so gut.

F: Okay. Aber das heiBt die Uberforderung\ Wenn du alle mathematischen Informationen bekommst und weift,
wie das Verfahren theoretisch gehen wiirde, weil wir es zum Beispiel schon einmal gemeinsam gemacht haben,
und du miisstest es dann selbst machen, ohne dass ich dich dann zwingen wiirde, das zu prasentieren. Wie wiirdest
du dann deine Uberforderung einschitzen?

S: Ahm, wenig. Also dann wiire es eigentlich eh okay fiir mich.

F: Okay, gut. Dann weif3 ich eben, was die Uberforderung auslosen wiirde. Gut, wir kommen langsam zum Ende.
Und zwar betrifft das jetzt nur deinen Abschlussfragebogen, also den vom Beginn gar nicht mehr. Beim
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Abschlussfragebogen hattet ihr bei Teil C\ Genau. Ihr musstet hier die vier Aussagen von der wichtigsten Funktion
zur eher weniger wichtigeren von 1 bis 4 ordnen. Und da hast du dich dazu entschieden, dass ein Beweis die
Aufgabe hat, die Wahrheit zu bestétigen nur auf Platz 3 zu setzen, dass er eben erklért, warum das iliberhaupt gilt
auf Platz 1 und die Aussage mit den Methoden auf Platz 4 und am zweiten Platz das mit ,,in einen gemeinsamen
Zusammenhang stellen®.

S: Mhm.

F: Das ist schon allein sehr interessant, aber was mich dann vor allem interessiert ist, dass sich das hier nicht ganz\
weil das sind dieselben vier Aussagen.\

S: Aso, ja.

F: \deckt mit deiner Zustimmung dann.

S: Mhm.

F: Das ist iiberhaupt nicht schlimm. Es ist nur von meinem Interesse einfach, weil du hier zum Beispiel bei der
Aussage: ,,Der Beweis hat die Aufgabe, die Wahrheit einer Aussage zu bestétigen.” Platz 3 gewahlt hast. Also eher
weiter unten. Und hier hast du aber die mit dem Wert 5 bewertet. Also dem stimmst du voll zu.

S: Aso, ja. Mhm und beim zweiten die 4.

F: Genau, bei der zweiten Aussage den Wert 4. Und auch zum Beispiel bei der Nummer\ Bei der Nummer 4:
,Durch das Beweisen lernt man\ Da hast du eh den Wert 3 als Aussage, aber hier zum Beispiel deckt sich das nicht
ganz. Da hast du als Zustimmung Wert 5 gewéhlt zum Beispiel. Das heilt\ Das ist eben wichtig fiir dich. Das hast
du auch hier auf Platz 2. Ja.

S: ()

F: Lass dir ruhig Zeit dabei es nochmal anzusehen. Es ist einfach nur interessant fiir mich. Auch vielleicht was du
dir jetzt im Moment dazu denkst, wenn du das liest.

S: (---) Also ich wiirde es ehrlich gesagt dndern. Also hier die den Wert 4 und hier den Wert 5 vergeben, weil ich
denke, dass es nicht wirklich darum geht die Wahrheit zu zeigen, sondern eher um zu zeigen, ob dieser Beweis
gilt, ob er halt wirklich stimmt.

F: Mhm.

S: Aber ist das nicht theoretisch dasselbe?

F: Das ist theoretisch dasselbe. Was hier war: ,,Der Beweis hat die Aufgabe, die Aussage zu bestétigen.* Stimmt
oder stimmt nicht. Und hier bei der zweiten Aussage geht es eher darum, dass er dann noch genauer erklért, WA-
RUM das iiberhaupt gilt. Und da ist fiir mich eben interessant gewesen, was fiir euch in erster und zweiter Linie
wichtig ist.

S: Okay, ja. Dann wiirde ich sagen die Erklarung ist wichtiger als allgemein die Aussage zu bestitigen.

F: Okay, also so, wie du es hier eigentlich geordnet hast\

S: Genau, ja.

F: \dass du das hier dann noch &ndern wiirdest.

S: Ja, ich weil} nicht, was ich hier gemacht habe. (lachen)

F: Das ist iiberhaupt nicht schlimm und du bist iiberhaupt nicht die einzige, bei der das so war und da habe ich
dann auch nachgefragt. Ja. Gut. Das war es auch schon. Das war {ibrigens das ldngste Interview. (lachen)

S: (Lachen)

F: Wiirdest du jetzt zum Abschluss noch gerne etwas ergédnzen wollen, wo du meinst, das habe ich nicht angespro-
chen und wir haben nicht dariiber geredet?

S: (--) Mmh. Nein, alles gut.

F: Nicht?

S: Nein (lachen).

F: Okay, gut. Dann danke fiir das Interview.

S: Ich danke Thnen auch.
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