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Abstract

Diese Masterarbeit beschaftigt sich mit Quadriken, es werden sowohl Kegelschnit-
te im R? als auch Flichen zweiter Ordnung im R?® betrachtet. Der Schwerpunkt
liegt dabei auf konfokalen Quadriken im R3.

Im ersten Kapitel werden einige wichtige Grundbegriffe und Eigenschaften von
Quadriken geklart. Aulerdem wird mit Hilfe der Hauptachsentransformation die
kompakte Normalform bzw. Matrixform der Gleichung hergeleitet.

Das zweite Kapitel gibt einen kurzen Einblick in die projektive Geometrie der Ebe-
ne und des Raumes, um die Begriff ,homogene Koordinaten“und ,,Dualitéit“einzufithren.

Kapitel 3 widmet sich den Kegelschnitten in der Ebene, es werden die finf Typen
von Kegelschnittsbiischeln sowie die dazu dualen Kegelschnittsscharen beschrie-
ben. AnschlieBend wird erkléart, was unter konfokalen Kegelschnitten zu verstehen
ist. Mit Hilfe von homogenen Koordinaten wird eine Gleichung fiir konfokale Ke-
gelschnittsscharen hergeleitet.

Das vierte Kapitel handelt von konfokalen Quadriken im R?, auch hier wird die
Gleichung einer Konfokalschar hergeleitet. Dies fiihrt zu dem Begriff , Fokalkegel-
schnitte”, welche bei der ebenfalls beschriebenen Fadenkonstruktion eines dreiach-
sigen Ellipsoides eine wichtige Rolle spielen. Weiters wird gezeigt, dass eine Schar
konfokaler Quadriken ein dreifaches Orthogonalsystem bildet, in so einem Flachen-
system gilt der Satz von Dupin.

Um den Satz von Dupin verstehen und beweisen zu konnen, liefert das fiinfte
Kapitel eine Einfiihrung in die Differentialgeometrie von Fldchen. Durch Zuhilfe-
nahme der ersten und zweiten Fundamentalform werden die Hauptkriimmungen
berechnet. Anschlielend werden die Begriffe , Kriimmungslinie“und ,, Kriimmungs-
linienparametrisierung“eingefiihrt.

Mit den im vorangegangenen Abschnitt erlangten Informationen kann im Kapitel
6 der Satz von Dupin bewiesen werden. Auflerdem werden ein paar weitere Bei-
spiele fiir dreifach orthogonale Flachensysteme genannt.

Diese Arbeit orientiert sich hauptséchlich an den Werken ,, The Universe of Conics*
(Glaeser et al., 2016) und ,, The Universe of Quadrics“(Odehnal et al., 2020).



Abstract

This master’s thesis deals with quadrics, both conics in R? and second-order surfa-
ces in the R? are considered. The focus is on confocal quadrics in the R3. In the first
chapter, some important basic concepts and properties of quadrics are clarified.
In addition, with the help of the main axis transformation, the compact normal
form or rather matrix form of the equation is obtained. The second chapter gives
a brief insight into the projective geometry of the plane and space to introduce the
concept of “homogeneous coordinates” and “duality”.

Chapter 3 deals with conics in the plane, the five types of pencils of conics are de-
scribed as well as their dual counterparts - flocks of conics. Then we explain what
is understood by confocal conics. With the help of homogeneous coordinates, an
equation for families of confocal conics gets derived.

The fourth chapter deals with confocal quadrics in R?, also the equation of a family
of confocal quadrics is derived. This leads to the term “focal conics” which plays
an important role in the string construction of a triaxial ellipsoid. Furthermore, it
is shown that a family of confocal quadrics forms a triply orthogonal system, in
such a system of surfaces Dupin’s theorem holds.

In order to be able to understand and prove Dupin’s theorem, the fifth chapter
provides an introduction to the differential geometry of surfaces. The principal
curvatures are calculated by using the first and second fundamental forms. Sub-
sequently, the terms “curvature line” and “curvature line parameterization” are
introduced. The information obtained in the previous section can prove Dupin’s
theorem in chapter 6. In addition, a few more examples of triply orthogonal sys-
tems of surfaces are mentioned.

This work is mainly based on the books “The Universe of Conics” (Glaeser et al.,
2016) and “The Universe of Quadrics”. (Odehnal et al., 2020).
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1 Quadriken

Die folgenden Abséatze zur Klarung des Begriffs ,,Quadrik“orientieren sich an Hogel
(2022). Unter dem Begriff Quadrik versteht man die Losungsmenge einer quadrati-
schen Gleichung mit mehreren Unbekannten. Das Wort Quadrik stammt von dem
lateinischen ,,quadra“(=Quadrat) ab.

Im zweidimensionalen Fall bilden Quadriken i.A. Kurven in der Ebene, diese wer-
den Kegelschnitte genannt.

Im dreidimensionalen Fall sind Quadriken Flachen im Raum und werden auch als
Flachen zweiten Grades bzw. zweiter Ordnung oder quadratische Flachen bezeich-
net.

Quadratische Flichen spielen im R3 eine analoge Rolle zu den Kegelschnitten
in der Ebene. Daher soll auch diese Einleitung mit einer kurzen Erkldrung der
Kegelschnitte im R? beginnen.

1.1 Kegelschnitte im R?

In diesem Unterkapitel wird ein erster Uberblick zu Quadriken im R? in Anlehnung
an Odehnal et al. (2020, S. 1 {.) gegeben.
Kegelschnitte konnen durch eine algebraische Gleichung der Form

Ar? + Bay+Cy* + D+ Ey+ F =0 (1)

angegeben werden. Der Fall A = B = (' = 0 muss dabei ausgeschlossen sein,
denn sonst erhélt man eine lineare Gleichung, welche lediglich eine Gerade im R?
beschreibt.

[.A. beschreibt (1) die bekannten Kegelschnitte: Ellipse, Parabel und Hyperbel.
Wenn F' # 0 ist, kann man die Gleichung durch F' dividieren, setzt man anschlie-
Bend fiir x und y die Koordinaten von 5 verschiedenen Punkten, von welchen keine
3 kollinear sind, ein, so erhdlt man durch Losen eines linearen Gleichungssystems
mit 5 Unbekannten die Gleichung des Kegelschnittes, der durch die 5 Punkte ein-
deutig festgelegt ist.

Es konnen auch ausgeartete Kegelschnitte in Form von einander schneidenden oder
parallelen Geradenpaaren auftreten.

Kegelschnitte sind Kurven 2. Grades, das heifit: Jeder Kegelschnitt ¢ hat mit einer
Gerade, die in der selben Ebene liegt, zwei Schnittpunkte, diese konnen reell oder
komplex sein. Ist die Gerade eine Tangente an ¢, so fallen die beiden Schnittpunkte
zusamimen.



Dual zu der Klassifizierung von Kegelschnitten als Kurven 2. Grades ist jene als
Kurven 2. Klasse. Das bedeutet, dass von jedem Punkt P, der in der Ebene des
Kegelschnitts ¢ liegt, 2 Tangenten an ¢ existieren. Liegt P auf dem Kegelschnitt,
so fallen die beiden Tangenten zusammen. Jene Lagen von P, an denen die Tan-
genten komplex sind, bilden das Innere des Kegelschnitts c.

Die Brennpunkte von ¢ sind die Punkte, an denen die Tangenten konjugiert kom-
plexe Minimalgeraden mit Normalvektor (1, £i) sind. Diese Tangenten schneiden
die Ferngerade in den absoluten Kreispunkten I und I.!

Die Kegelschnitte konnen in drei verschiedene Typen unterteilt werden:
o Ellipsen: Es existieren keine reellen Schnittpunkte mit der Ferngerade.
o Parabeln: Es existiert ein reeller Beriihrpunkt mit der Ferngerade.

o Hyperbeln: Es existieren zwei reelle Schnittpunkte mit der Ferngerade.

1.2 Quadriken im R?

Das nachfolgende Unterkapitel orientiert sich an Odehnal et al. (2020, S. 2 ff.).
Quadriken kénnen durch die folgende algebraische Gleichnung beschrieben werden.

Az? + By’ + C2* + Dxy+ Exz + Fyz + Ge + Hy+ 124+ J =0 (2)

Sind die Koeffizienten A bis F alle gleich 0, so verschwinden die quadratischen An-
teile der Gleichung und (2) beschreibt eine Ebene im R3, diesen Fall mochten wir
ausschlieen. Im Allgemeinen beschreibt (2) die typischen Quadriken: Ellipsoid,
Paraboloid und Hyperboloid.

Ist J # 0, so kann die Gleichung durch J dividiert werden, durch Einsetzen der Ko-
ordinaten von 9 verschiedenen Punkten in zulassiger Lage erhélt man ein lineares
Gleichungssystem. Die Losung dieses Gleichungssystems fiihrt auf die zugehorige
Quadrik.

Analog zu den Kegelschnitten im R? gibt es auch bei den Quadriken im Raum
ausgeartete Formen in der Gestalt von quadratischen Zylindern, quadratischen
Kegeln sowie parallele oder einander schneidende Ebenenpaare.

'Die Begriffe ,,Ferngerade“ und ,,absolute Kreispunkte* werden in Kapitel 2.1 bzw. 3.3 erklart.



Algebraisch gesehen sind Quadriken @) Fliachen 2. Grades, fiir sie gilt genauso wie
fiir Kegelschnitte, dass sie von einer Geraden ¢ in zwei Punkten geschnitten wer-
den. ? Diese Schnittpunkte sind entweder reell oder konjugiert komplex. Die beiden
Schnittpunkte sind ident, wenn g eine Tangente an (@ ist.

Quadriken im R3 sind, wie der Vergleich zu Kegelschnitten schon vermuten lésst,
Flachen 2. Klasse. Das heifit, von jedem beliebigen Punkt P im Raum lassen sich
unendlich viele Tangentialebenen an die Quadrik () legen. Diese Tangentialebenen
hiillen einen quadratischen Kegel ein.

Abbildung 1: Tangentialkegel aus einem Punkt P an eine Quadrik Q).

Fir den Fall, dass P auf @ liegt, existiert nur genau eine Tangentialebene, welche
gleichzeitig auch den degenerierten quadratischen Kegel darstellt. Alle Punkte, fir
welche es keine reellen Tangentialebenen gibt, bilden das Innere der Quadrik @
(sofern ein Inneres existiert, HP-Flichen besitzen z.B. kein Inneres). Jene Punkte,
von welchen die ausgehenden Tangentialkegel Drehkegel® sind, werden die Brenn-
punkte der Quadrik genannt. Diese Drehkegel konnen sowohl innerhalb als auch
auBerhalb von () liegen und die entsprechenden Drehkegel somit reell oder ima-
gindr sein. Alle Brennpunkte einer Quadrik ¢ bilden ein Paar von quadratischen
Kurven, die sogenannten Fokalkegelschnitte. Diese Fokalkurven spielen eine ver-
gleichbare Rolle wie die Brennpunkte von Kegelschnitten in der Ebene.*

Die Quadriken im R3 kénnen in drei verschiedene Typen unterteilt werden:

» Ellipsoide: Es existiert kein reeller Schnitt-Kegelschnitt mit der Fernebene
« Paraboloide: Die Fernebene beriihrt die Quadrik.

» Hyperboloide: Es existiert ein reeller Schnitt-Kegelschnitt mit der Fernebene.

2Der Fall g € Q muss dabei ausgeschlossen werden.
3Diese Kegel konnen auch imaginér sein.
4Eine genauere Erklirung zu den Fokalkegelschnitten folgt in Kapitel 4.3
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1.3 Hauptachsentransformation

Das folgende Beispiel sowie die dazugehorenden Erklarungen folgen dem Aufbau
von Xylander (2016).

Da Gleichung (2) fiir die meisten Quadriken ziemlich lang und somit unpraktisch
und untbersichtlich ist, werden Quadriken meist durch ihre Matrixform angege-
ben. Damit diese Matrixdarstellung moglichst kompakt wird, empfiehlt es sich
zuvor eine Hauptachsentransformation durchzufithren. Diese Transformation be-
wirkt, dass die Achsen und der Fliachenmittelpunkt mit den Koordinatenachsen
bzw. dem Ursprung des Koordinatensystems iibereinstimmen. Am folgenden Bei-
spiel soll die Hauptachsentransformation nun erklart werden.

Beispiel 1:
Gegeben sei das einschalige Hyperboloid H mit der allgemeinen Gleichung
377 — 2y + 32° + 4wz + 4y — 12 = 0. (3)
Diese Gleichung lésst sich in der Matrixform allgemein anschreiben als
AT+ <d, > +a=0.

In diesem Bsp. ergibt sich daraus

3 0 2 T T
(r,y,2)- [0 =2 Of-|y|+<(0,4,0),|y|>—-12=0.
2 0 3 z z

Dabei wird der Vektor 77 = (z,v, 2) Koordinatenvektor genannt.

3 0 2
A=|(0 -2 0
2 0 3

ist eine symmetrische Matrix und enthélt die Koeffizienten der quadratischen und
gemischtquadratischen Terme der Gleichung, A wird auch Formenmatrix genannt.

Im Vektor @’ = (0,4, 0) stehen die Koeffizienten der linearen Glieder.

Das Vorhandensein gemischtquadratischer Glieder in der Gleichung (3) verrit uns,
dass die Koordinatenachsen nicht parallel zu den Hauptachsen von H sind. Wird
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H geeignet um seine Hauptachsen gedreht, sodass diese zu den Koordinatenachsen
parallel sind, so verschwinden die gemischtquadratischen Terme aus der Flachen-
gleichung.

Dazu werden zuerst die Eigenwerte der Formenmatrix bestimmt, um daraus die
Formenmatrix der Normalform zu gewinnen und anschlieend die Drehmatrix als
orthogonale Transformationsmatrix ermittelt. Schliellich ergibt sich als erster Zwi-
schenschritt eine transformierte Flachengleichung, verbunden mit einem Koordi-
nateniibergang von (x,y, z) zu neuen, transformierten Koordinaten (2’,1/, 2’).
Berechnung der Eigenwerte mit Hilfe des charakteristischen Polynoms:

3 0 2 A0 0
0 =2 0|—=1(0 X Of|=0 = Al=05, Ma=1, \3=-2
2 0 3 0 0 A

Aus den Eigenwerten von A wird nun die Diagonalmatrix

5 0 0
E=101 0
0 0 -2

gebildet, sie ist die Formenmatrix der Normalform von H.

Die Drehung des Hyperboloids H wird durch die Transformationsmatrix C' be-
schrieben. C ist eine orthogonale Matrix (d.h. CT = C~! bzw. C'- CT = 1) und es
muss gelten: £ =CT-A.C.

Wird nun £ = CT - A-C umgeformt zu C - E = A-C,

Ci11 C12 C13 5 0 0 3 0 2 Ci11 Ci12 Ci3
Cop € 3|10 1 0 [ =10 =2 Of-]coa coo co3
C31 C32 Cs33 0 0 =2 2 0 3 C31 C32 C33

so lassen sich die Komponenten der Matrix C' bestimmen. Die normierten Lo-
sungsvektoren der folgenden drei Vektorgleichungen liefern die Spaltenvektoren
der gesuchten Transformationsmatrix C'.

0 0O 3 0 2 C11 C12 C13 5011 1612 —2613
00 O0l=(0 -2 0]- Cg1 Co2 Co3 | — 5021 1022 —2023
000 2 0 3 C31 C32 C33 5031 1632 —2C33



0 3 0 2\ [en 5c11 cn 1
2

01 =10 =2 O -|coal|l—1|bcaul|l=1|cal = \g_ -0

O 2 O 3 C31 5631 C31 1

0 3 0 2 C12 1(312 C12 1
2

0]l =10 —2 0O]f- Coo | — 1022 = | Coa | = \é_ . 0

0 2 0 3 C32 1632 C32 —1

01 =10 =2 Of-co3| —|—2cs3|=]cs| =11
0 2 0 3 C33 —2033 C33 0

(0 3 0 2 C13 - 2013 C13 0

= C=

o oIS

Die durch C beschriebene Drehung fithrt zu einer Koordinatentransformation der
Form ¥ = C' - &’ mit den Transformationsgleichungen

_7/ -
x—2x+2y Y 5

I
w
w

I
8

|

2

Setzt man die transformierten Koordinaten in die Gleichung (3) ein, so erhélt man
eine erste transformierte Gleichung von H

5% 4+ 9y — 227+ 42 —12=0. (4)

Diese Gleichung enthélt keine gemischtquadratischen Terme mehr, da durch die
Drehung alle Hauptachsen der Flache parallel zu den Koordinatenachsen sind.
Das verbliebene lineare Glied wird im Folgenden durch eine Verschiebung des
Koordinatenursprungs in den Mittelpunkt der Flache eliminiert.

Die notwendige Verschiebung erfolgt durch eine quadratische Ergénzung in der

Gleichung (4)

527 4 y% —2(2 —1)2 =10 = 0.
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Die dadurch entstehende Koordinatentransformation wird beschrieben durch die
Gleichungen
/ 1 / i

=z y =y Z=2"+1

Daraus erhalt man die gesuchte Flachengleichung des einschaligen Hyperboloids
H in Normalform °

5272 4+ 4? — 22" —10 = 0. (5)

Die Matrixform davon lautet

5 0 0 T
(x,y,z)- {0 1 O y| —10=0. (5.1)
0 0 =2 z

Abbildung 2: Links: Einschaliges Hyperboloid in allgemeiner Lage wie in Gleichung
(3). Rechts: Einschaliges Hyperboloid in Normalform wie in Gleichung (5) bzw.
(5.1).

°Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird bei Flichengleichungen in Normalform zur besseren
Lesbarkeit anstelle von z”” nur = geschrieben, analog fiir 4" und z”.
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1.4 Ellipsoid, ein- und zweischaliges Hyperboloid

Da sich der Grofiteil dieser Arbeit mit Ellipsoiden sowie ein- und zweischaligen
Hyperboloiden beschéftigen wird, werden diese drei Flachentypen nun genauer
untersucht, dabei dient Xylander (2016) als Vorlage.

Oft wird die Normalform, wie sie oberhalb hergeleitet ;Vurde, durch eine weitere Di-
2 2
vision umgeformt zu einer Gleichung der Form: %3 £4% +% = dmit d € {-1,0, 1}.

Einschaliges Hyperboloid

Bei einem einschaligen Hyperboloid in Normalform liefern die Schnitte mit zwei
Koordinatenebenen Hyperbeln, daher stammt auch der Name Hyperboloid (grie-
chisch: ,eine Hyperbel zeigend“). Der Schnitt mit der dritten Koordinatenebene
ist eine Ellipse.

Im Fall des einschaligen Hyperboloids aus Beispiel 1 lautet die Gleichung in Nor-
malform 522 + y? — 222 — 10 = 0.

Eine Division durch das konstante Glied 10 liefert eine Gleichung der Gestalt

Allgemein gilt: Flachengleichungen der Form z—; + 3;—2 — 'Z—j = 1 beschreiben einscha-

lige Hyperboloide.
Aus dieser Darstellung lassen sich die Abmessungen der Achsenrechtecke der Hy-

perbeln sowie der Ellipse, die als Schnittkurven der Hauptschnitte des einschaligen
Hyperboloids auftreten, ablesen.

12



Abbildung 3: In diesem Beispiel haben die Strecken a, b, ¢ die Lingen:

a=+v2, b=+10, ¢ = /5.

Zweischaliges Hyperboloid

Auch beim zweischaligen Hyperboloid liefern die Hauptschnitte in zwei Koordina-
tenebenen Hyperbeln. Mit der xy-Ebene existieren keine reellen Schnittkurven.

Aus der allgemeinen Gleichung in Normalform az?+ 3y% —v2? +§ = 0 erhélt man

P

durch Divisoin durch ¢ eine Flachengleichung der Gestalt: z—j +&5 -5 =-1
Die oben gewahlte Normalform fiir das zweischalige Hyperboloid beschreibt die
Fléache so, dass die xy-Ebene die beiden Schalen trennt, somit sind die Schnitt-
kurven mit xy-parallelen Ebenen Ellipsen. Fiir Ebenen mit |z| > ¢ sind diese
Schnittellipsen reell.

Auch in diesem Fall geben die Parameter a, b, ¢ die halben Seitenldngen der Ach-

senrechtecke der Schnitthyperbeln mit den Koordinatenebenen an.

Ellipsoid

Schneidet man ein Ellipsoid in Normalform mit Ebenen, die parallel zu einer der
drei Koordinatenebenen sind, so sind die Schnittkurven Ellipsen, daher hat auch

diese Flache ihren Namen, der aus dem Griechischen kommt und soviel bedeutet
wie ,eine Ellipse zeigend*.
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Analog zu den beiden zuvor beschriebenen Fliachen kann auch die allgemeine Fla-
chenformel eines Ellipsoids in Normalform aa? + Sy? +~2z? = § durch Division mit

dem konstanten Glied 4 in die Form 2—2 + Z—; + ‘Z—j = 1 gebracht werden.

Die Parameter a, b, c geben die Halbachsenldngen in z-, y- und z-Richtung an.
Da bei dem hier beschriebenen allgemeinen Fall eines Ellipsoids alle drei Achsen
verschiedene Langen haben, wird diese Fléche als dreiachsiges Ellipsoid bezeichnet.

1.5 Regulire und singuliare Quadriken
Dieses Kapitel orientiert sich hauptséchlich an Xylander (2016) sowie Hogel (2019).
Ist eine Quadrik durch ihre allgemeine Flachengleichung (vgl. (2)) gegeben, so lau-
tet die entsprechende Matrixdarstellung #7 - A - % + < @,Z > + a = 0.
Ersetzt man nun < @, ¥ > durch 2 < 5, Z >, so fithrt dies zur Matrixform

A F+2<b,T>+a=0. (6)

Nun lasst sich eine erweiterte Matrix A* bilden:

o (alh b by

a|bt by lain a2 ags
A = F=—=—] = 7
%A ) by lasr asy ass ( )

bs laz1 asy ass

Definition 1: Eine Quadrik heifit reguldr, wenn ihre erweiterte Matrix A* vollen
Rang hat. Ist dies nicht der Fall, so heifit die Quadrik singulér. (siehe z.B. Odehnal
et al. , 2020, S. 106)

Da es sich bei A* € R*** um eine quadratische Matrix handelt, gilt:
A* hat vollen Rang (rg(A*) = 4), genau dann, wenn ihre Determinante det(A*) # 0
ist.

Zu den reguliren Quadriken im R3? gehoren die Ellipsoide, ein- und zweischalige
Hyperboloide sowie elliptische und hyperbolische Paraboloide.

Ellipsoide und die oben genannten Hyperboloide zahlen zu den Mittelpunktsqua-
driken.

Eine Mittelpunktsquadrik ) in Normalform besitzt ein Symmetriezentrum. Dieses
stimmt mit dem Koordinatenursprung iiberein; d.h. liegt ein Punkt P = (z,y, 2)
auf @, so liegt auch sein Spiegelpunkt P* = (—z, —y, —z) auf der Quadrik.
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1.6 Erweiterte Matrixdarstellung

Nach Odehnal et al. (2020, S. 97 f.) ldsst sich zusammenfassen: Mit den bis jetzt
erlangten Informationen kann nun jede Quadrik Q € R™ durch eine erweiterte
Matrixform der folgenden Gestalt angeschrieben werden, unabhangig davon, ob
die Gleichung in Normalform eine lineare Komponente besitzt oder nicht:

Q: 7T A7 =0 A* e ROHDX0HD) g+ ¢ gl (8)

Dabei ist A* die erweiterte Matrix analog zu Gleichung (7) und ¥* der erweiterte

T
Koordinatenvektor ©* = (1, T1, ..., xn) 5

5Tm weiteren Verlauf dieser Arbeit wird bei Flichengleichungen in Matrixform zur besseren
Lesbarkeit anstelle von A* nur A geschrieben, analog fiir £* nur Z.
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2 Einfiihrung in die projektive Geometrie

Dieses Kapitel gewédhrt einen kurzen Einblick in die projektive Geometrie und
orientiert sich an online einsehbaren Skripten von Barth (1998), Brauner (1973),
sowie Halbeisen und Hungerbiihler (2016).

2.1 Die projektive Ebene P?

Definition 2: Eine projektive Ebene ist eine Menge von Punkten und Geraden,
welche folgende Axiome erfillt:

P1 Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.
P2 Zwei verschiedene Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.
P3 Es gibt 4 Punkte, so dass keine 3 Punkte auf einer Geraden liegen.

(siche z.B. Halbeisen & Hungerbiihler, 2016, S. 1)

Bemerkung: Die euklidische Ebene (bzw. die reelle kartesische Ebene) ist keine
projektive Ebene, da das Axiom P2 fiir parallele Geraden nicht erfiillt ist.

Aus der euklidischen Anschauungsebene E? erhilt man die projektiv abgeschlos-
sene Anschauungsebene P? indem man neue Punkte und Geraden hinzufiigt.

o Jede Gerade wird durch einen Fernpunkt erweitert, sodass parallele Gera-
de denselben Fernpunkt besitzen. Alle parallelen Geraden einer Richtung
schneiden einander in ihrem gemeinsamen Fernpunkt, damit erfiillt P? das
Axiom P2.

o Die Menge der Geraden wird um die sogenannte Ferngerade ergénzt, sie ist
die Menge aller Fernpunkte.

Homogene Koordinaten: Die aus der euklidischen Geometrie bekannten karte-
sischen Koordinaten (z,y) € R? eignen sich nicht zur Beschreibung von Fernpunk-
ten. Daher wird in der projektiven Geometrie die Ebene in einen Dreiraum mit
den Koordinatenachsen xg, x1,rs als Ebene xy = 1 eingebettet.

o Punkte des P? werden nun als Geraden durch den Ursprung definiert.

o Geraden des P? werden nun als Ebenen durch den Ursprung definiert.
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Aus dem Koordinatenpaar (z,y) das einen Punkt in E? eindeutig festlegt, wird
in P? ein Koordinatentrippel (1,z,y). Dieses Koordinatentrippel kann als Rich-
tungsvektor der entsprechenden Gerade durch den Ursprung interpretiert werden.
Da eine Gerade jedoch keinen eindeutigen Richtungsvektor hat, beschreibt jedes
Trippel der Form A(1,z,y) = (xg, z1, 22) mit A € R\{0} dieselbe Gerade und legt
somit den Punkt (z,y) eindeutig fest, dabei gilt:

ZL':;O, 92;07 x()?éo

(20, 1, x9) heifen homogene Koordinaten. Da sie bis auf einen gemeinsamen Fak-
tor bestimmt sind, werden sie oft auch mit (zo : 21 : 22) angeschrieben.

Der gemeinsame Fernpunkt aller parallelen Geraden mit dem Richtungsvektor
(g1, g2) wird mit den homogenen Koordinaten (0, g1, g2) beschrieben.

Alle eigentlichen Punkte der Geraden ¢ liegen in einer Ebene durch den Ursprung
(2-dim Unterraum des R?).

Fernpunkte (uneigentliche Punkte) sind durch zy = 0 gekennzeichnet, o = 0 ist
eine Ebene durch den Ursprung, daher wird die Menge aller Fernpunkte als Gerade
(Ferngerade) aufgefasst.

Zwei wichtige Begriffe der projektiven Geometrie sind ,,Inzidenz* und ,,Duali-
tate.

In der projektiven Geometrie ist es tiblich, die Relationen, wie sie in den Axiomen
P1 und P2 vorkommen, anders zu formulieren:

o Statt ,Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade., sagt man
,Zwei verschiedene Punkte inzidieren mit genau einer Geraden®.

o Statt ,Zwei verschiedene Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.,
sagt man ,,Zwei verschiedene Geraden inzidieren mit genau einem Punkt*.

o Punkte, die mit derselben Geraden inzidieren, heiflen kollinear.

o Geraden, die mit demselben Punkt inzidieren, heiflen kopunktal.

Dualitdtsprinzip: Vertauscht man in einer wahren Aussage in P?, welche durch
Punkte, Geraden und Inzidenzen formuliert ist, die Begriffe ,Punkt“ und ,Gerade*
und behélt die Inzidenzen bei, so erhélt man wieder eine wahre Aussage - die duale
Aussage.
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2.2 Der projektive Raum P?

In der projektiven Ebene wurden bereits alle Geraden um einen Fernpunkt ergénzt.
Im projektiv abgeschlossenen Anschauungsraum P? wird zusétzlich jede Ebene um
eine Ferngerade erganzt, sodass parallele Ebenen dieselbe Ferngerade besitzen. Al-
le Fernpunkte und -geraden liegen in der sogenannten Fernebene.

Wie in der projektiven Ebene arbeiten wir auch im P? mit homogenen Koordinaten
(20, T1, T, x3). Analog zum ebenen Fall gilt:

Fernpunkte sind durch xg = 0 gekennzeichnet.

Das Dualitdtsprinzip im P3 lautet: Vertauscht man in einer wahren Aussage
in P3, welche durch Punkte, Geraden, Ebenen und Inzidenzen formuliert ist, die
Begriffe ,,Punkt” und ,Ebene* und behélt die Geraden und Inzidenzen, so erhélt
man wieder eine wahre Aussage - die duale Aussage.
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3 Kegelschnittsbiischel und -scharen

3.1 Kegelschnittsbiischel

Der folgende Abschnitt iiber Kegelschnittsbiischel orientiert sich am Vorlesungs-
skriptum zu Projektiver Geometrie von Brauner (1973).
In Kapitel 1.1 wurde gezeigt, dass ein Kegelschnitt im R? durch 5 Punkte, von
welchen keine 3 kollinear sind, eindeutig festgelegt ist. Sind lediglich 4 Punkte vor-
gegeben, so kann der flinfte Punkt frei gewéhlt werden.

Die folgende Definition gilt sowohl fiir Kegelschnitte im R? als auch fiir Quadriken
im R3.

Definition 3: Seien Q4 : 77 - A-Z =0 und Qp : 77 - B - ¥ = 0 zwei Quadriken
mit der Schnittmenge Q4 N Q) p, so bestimmen sie das Quadrikenbiischel

T M+ pB)-Z=0 mit \peR, (\pu)#(0,0) (9)

Bemerkung: Bis auf den Fall A = 0 kann ein Quadrikenbiischel auch durch die
folgende Gleichung beschrieben werden:

#(A+tB)-£=0 mit t:%

Satz 1:
o Jede Quadrik des Biischels (9) enthélt die Schnittmenge Q4 N @ p.
o Je zwei beliebig gewdhlte Quadriken eines Biischels spannen dieses auf.

e Durch jeden Punkt des P" mit n € {2,3}, der nicht in der Schnittmenge
Q4 N Qp enthalten ist, geht genau eine Quadrik des Biischels.

Je nachdem, welche Elemente die Schnittmenge ()4 N Q) g enthéilt, werden verschie-
dene Typen von Kegelschnittsbiischeln unterschieden.

o Kegelschnittsbiischel 1. Art
Die Schnittmenge Q4 N @ p enthilt 4 Punkte {B;, By, B3, By}, von denen
keine 3 kollinear sind. Sie werden Basis- oder Grundpunkte genannt.
Singulare Quadriken des Biischels: 3 Geradenpaare
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o Kegelschnittsbiischel 2. Art
Die Schnittmenge Q4 N @Qp enthilt 2 Punkte und ein Linienelement (By, t;).
Ein Linienelement ist ein Punkt mit einer inzidenten Gerade (in diesem Fall
handelt es sich dabei um eine gemeinsame Tangente der Kegelschnitte).
Singulare Quadriken des Biischels: 2 Geradenpaare

» Kegelschnittsbiischel 3. Art (Beriihrbiischel)
Die Schnittmenge Q4 N Qg besteht aus zwei Linienelementen.
Singulare Quadriken des Biischels: ein Geradenpaar (die beiden gemeinsa-
men Tangenten) und die doppelt gezédhlte Verbindungsgerade der beiden
Grundpunkte.

Abbildung 4: v.l.n.r.: Kegelschnittsbiischel der 1., 2. und 3. Art.

« Kegelschnittsbiischel 4. Art (Oskulationsbiischel)
Die Schnittmenge 4 N Q5 besteht aus einem ,, gewohnlichen® Schnittpunkt
und einem dreifachen Schnittpunkt, d.h. ein gemeinsamer Punkt von zwei
Kegelschnitten, in welchem sowohl ihre Tangenten als auch ihre Kriimmungs-
kreise (engl. ,osculating circle®) identisch sind.
Singulare Quadriken des Biischels: Die Tangente am dreifachen Schnittpunkt
By = By = B3 und die Verbindungsgerade B; B, zum anderen Schnittpunkt.

« Kegelschnittsbiischel 5. Art (Hyperoskulationsbiischel)
Die Schnittmenge Q)4 N Q) p besteht nur aus einem einzigen vierfachgezahlten
Punkt. Der Beriithrpunkt ist (euklidisch betrachtet) ein Scheitelpunkt der
beiden Kegelschnitte, )4 und () haben in diesem Punkt eine gemeinsame
Tangente und denselben Kriimmungskreis.
Singuldre Quadriken des Biischels: Die doppelt gezdhlte Tangente im Be-
rihrpunkt.
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Abbildung 5: v.l.n.r.: Kegelschnittsbiischel der 4. und 5. Art.

Fiir die singuliren Quadriken eines Biischels 27 - (AA + uB) - z = 0 gilt, wie in
(Kap. 1.4) erklart wurde, dass ihre Koeffizientenmatrix singuldr sein muss. D.h.
ein Kegelschnitt des Biischels ist singular genau dann, wenn det(AA + uB) = 0.

3.2 Kegelschnittsscharen

Dieses Unterkapitel orientiert sich an Glaeser et al. (2016, S. 307 f.) Dual zu einem
Kegelschnittsbiischel im P? ist eine Kegelschnittsschar, dabei werden Kegelschnitte
nicht als Menge von Punkten, sondern als Hiillkurven ihre Tangenten aufgefasst.
Dualisiert man die verschiedenen Typen von Kegelschnittsbiischeln, so erhélt man
die folgenden Kegelschnittsscharen.

Bem.: Linienelemente sind selbstdual, sie bleiben beim Dualisieren als solche er-
halten.

o Kegelschnittsschar 1. Art
Alle Kegelschnitte mit 4 gemeinsamen Tangenten {a, b, ¢, d}. Keine drei die-
ser Tangenten sind kopunktual, sie bilden also ein Vierseit.

o Kegelschnittsschar 2. Art
Besteht aus allen Kegelschnitten, die ein Linienelement (A, a) und zwei weite-
re von a verschiedene Tangenten b, ¢ gemein haben. Dabei gilt: A ¢ b, A ¢ c.

21



» Kegelschnittsschar 3. Art
Die beiden Linienelemente des Beriihrbiischels bleiben beim Dualisieren er-
halten (selbstdual), daher enthélt die Schar 3. Art dieselben reguléren Ke-
gelschnitte wie das Biischel. Man spricht auch von einer Biischelschar.

o Kegelschnittsschar 4. Art
Alle Kegelschnitte, die einander in einem gemeinsamen Punkt A oskulieren
und zusétzlich eine gemeinsame Tangente b mit A ¢ b besitzen.

o Kegelschnittsschar 5. Art
Auch in diesem Fall bleibt das Linienelement erhalten und die Schar 5. Art
enthélt dieselben reguldren Kegelschnitte wie das duale Biischel. Singula-
re Quadriken des Biischels: Die doppelt gezédhlte Tangente wird zu einem
doppelten Geradenbiischel.

Abbildung 6: Die 3 Arten von Kegelschnittsscharen, welche sich von ihren dualen
Gegenstiicken unterscheiden: Links: KS-Schar 1. Art: alle Kegelschnitte, die tan-
gential zu einem gemeinsamen Tangenten-Vierseit liegen; Mitte: KS-Schar 2. Art:
alle Kegelschnitte, welche ein Linienelement und zwei weitere Tangenten gemein
haben; Rechts: KS-Schar 4. Art: Alle Kegelschnitte berithren die schwarze Parabel
in einem gemeinsamen Punkt und haben eine weitere gemeinsame Tangente.

3.3 Konfokale Kegelschnittsbiischel

Die folgenden beiden Aussagen folgen den Ausfithrungen von Glaeser et al. (2016,
S. 32 ff.)

Theorem 1: Sei ¢ ein Kegelschnitt mit Brennpunkten £} und F5. In jedem Punkt
P € c halbiert die zugehorige Tangente ¢, den Winkel zwischen den beiden Brenn-
strahlen PF; und PF5. Im Fall einer Parabel wahlt man fir F, den Fernpunkt der
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Parabelachse.

Korollar 1: Zwei Kegelschnitte heiflen konfokal, wenn ihre Brennpunkte tiber-
einstimmen. Mdgliche Paare von konfokalen Kegelschnitten sind (Ellipse, Ellip-
se), (Hyperbel, Hyperbel), (Ellipse, Hyperbel) und (Parabel, Parabel). Einander
schneidende konfokale Kegelschnitte schneiden sich immer unter einem rechten

Winkel.

Beweis fiir den Fall Ellipse und Hyperbel: Hogel (2022) liefert folgenden
Beweis: Die Tangente an die Ellipse halbiert den Auflenwinkel und die Tangente
an eine Hyperbel halbiert den Innenwinkel der Brennstrahlen der Kegelschnitte,
somit stehen sie orthogonal aufeinander und damit bilden alle konfokalen Ellipsen
und Hyperbeln ein orthogonales Netz. U

Abbildung 7: Links: Konfokale Ellipsen- und Hyperbelschar. Rechts: Beweis: Kon-
fokale Ellipsen und Hyperbeln schneiden einander orthogonal.

Die Ebene lisst sich durch konfokale Kegelschnitte mit einem orthogonalen Netz
iiberziehen. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten:

o FEin orthogonales Netz bestehend aus einer Schar konfokaler Ellipsen und
Hyperbeln.

« Ein orthogonales Netz bestehend aus einer Schar konfokaler Parabeln.

In beiden Fallen haben alle beteiligten Kegelschnitte sowohl dieselben Brennpunk-
te als auch idente Achsen.
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In Abschnitt (1.1) wurde schon erwihnt, dass die Brennpunkte F; und Fy eines
Kegelschnitts ¢ jene Punkte sind, an welchen die Tangenten an ¢ konjugiert kom-
plex und selbstorthogonal sind; sie sind Minimalgeraden.

Diese Tangenten schneiden die Ferngerade v : 2o = 0 in den absoluten Kreis-
punkten / und /. Grillmayer (2009, S. 122) erklirt dazu: Die absoluten Kreis-
punkte sind die gemeinsamen Fernpunke aller Kreise.

Berechnung von I und [
allg. Kreisgl. k: (x —m)? 4+ (y—n)? —r?=0= .. =22+ > +do+ey+ f=0

k in homogenen Koord.: 2% + 23 + dzoz; + exoze + faf =0

kNu:2?+22=0 =  [=(0,1,i), [=(0,1,—17)

Schoenflies (1931) erklart weiter, die duale Auffassung von konfokalen Kegel-
schnittsbiischeln sind Konfokalscharen, welche durch gemeinsame Tangenten auf-
gespannt werden. Anstelle der beiden Brennpunkte gibt es nun zwei Paare (g, g)

und (h, h) von konjugiert komplexen Tangenten, welche die absoluten Kreispunkte
I und I als Fernpunkte besitzen. Es gilt F; = ¢gNg und F» = h N h.

Beispiel 2:
Berechnung der Konfokalschar zu einer gegebenen Ellipse k:

Gegeben sei die Ellipse k: ‘Z—; + g—j =1
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Matrixform in homog. Koord.:

-1 0 0 ZTo
k: @7 A-%F=(vg,m1,m3)-| 0 a% 0 | =0
0 0 %/ \a

Die duale Darstellung davon lautet k*: g7 - A71 - 7 = 0

Wie im Absatz oberhalb erwahnt, existiert ein Paar von Tangenten durch F; mit
den Fernpunkten I bzw. I. Die absoluten Kreispunkte werden durch die Gleichung
22 + 23 = 0 beschrieben, dualisiert fithrt dies auf j : y? +y2 = 0, darstellbar durch
die Matrix

000
J=1(0 10
001

In dieser dualen Form berechnet man nun die Konfokalschar:
K4+ X g (AP AT) -5 =0
—1 0 0 Yo

o (Yo, yr,y2) - | O a® + \ 0 v | =0
0 0 b + A Y2

Erneutes Dualisieren liefert die gesuchte Konfokalschar in Punktdarstellung:

—1 0 O Zo
C (l’o,l‘l,xg) . 0 ai‘r}\ 0 I | = 0
0 0 bQi_A i)
2 2
2 T )
D= =0
¢ SR S TR

Umgerechnet in affine Koordinaten liefert dies die in der Literatur oft gebrauchliche
Darstellung einer konfokalen Kegelschnittsschar:
2 2

T Yy
ot L AeR\(-a )
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4 Quadrikenbiischel und -scharen

Der Schwerpunkt dieses Kapitels wird auf Konfokalscharen von Quadriken lie-
gen. Es wird lediglich auf die Existenz von Quadrikenbiischeln hingewiesen, eine
genauere Auseinandersetzung damit wiirde jedoch eine weitere komplette Arbeit
fiillen.

4.1 Quadrikenbiischel

Die Definition eines Quadrikenbitischels findet sich bereits in Abschnitt (3.1). Im
Fall von Kegelschnittsbiischeln im P? wurden 5 Typen unterschieden.

Im P3 gibt es 13 verschiedene Arten von Quadrikenbiischeln, welche von Odehnal
et al. (2020, S. 177 ff.) beschrieben werden. Je nach Typ des Biischels schneiden
die Quadriken einander in Geraden, Kegelschnitten sowie Raumkurven dritter und
vierter Ordnung.

Analog zu den Kegelschnittsbiischeln erhalt man die singuldren Quadriken eines
Biischels P : 77 - (AA + uB) - ¥ = 0, indem man die Nullstellen der Determinante
det(AA + pB) berechnet.

4.2 Konfokalscharen

Definition 4: Zwei Quadriken heiflen konfokal, wenn sie gemeinsame Achsen ha-
ben und jede Symmetrieebene in konfokalen Kegelschnitten schneiden. (siehe z.B.
Odehnal et al., 2020, S. 280)

Bevor wir uns ausfiihrlicher mit konfokalen Quadriken beschéftigen, werden wir
analog zum zweidimensionalen Fall eine Gleichung zur Darstellung einer Familie
konfokaler Quadriken erarbeiten.

Analog zu den absoluten Kreispunkten enthélt jede Kugel den sogenannten Fern-
kegelschnitt oder auch absoluten Kegelschnitt 7 als Schnittkurve mit der Fernebene

w.

Berechnung des absoluten Kegelschnitts:
allg. Kugelgleichung K: (z —my)? + (y — m2)* + (z —m3)*> —r* =0
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K in homogenen Koord.:

(1 — myx0)? + (29 — max)? + (23 — mgavo)2 — 7"2558 =0

Schneiden mit der Fernebene w : o = 0 liefert den absoluten Kegelschnitt:

KNw: zj+a25+2;=0.

Beispiel 3:
Berechnung der Konfokalschar zu einem gegebenen Ellipsoid E:

Gegeben ist das dreiachsige Ellipsoid E : 2—2 + g—i +5=1

Matrixform in homogenen Koordinaten:

-1 0 0 0 To
0O 4+ 0 0 x
. _’T‘ ._’: : a2 ' -
K: & -B-7=(xy,x1,22,3) 0 0 % 0 T2 !
0 0 0 % T3

Die duale Form schreiben wir wie folgt an: E*: 7 - B~ . ¢ = 0.

Analog zum zweidimensionalen Fall dualisieren wir nun die Gleichung des abso-
luten Kegelschnitts j, dies fithrt auf j: y? + y2 + y2 = 0, die zugehorige Matrix
ist

0000
0100
J_0010
0001

Das duale Biischel E* 4+ A\j berechnet man nun durch:

g (B +A)-G=0
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10 0 0 Yo

. 0 a®+\ 0 0

¢ o) | g 0 s o z; -0
0 0 0 2+ \u

Erneutes Dualisieren fithrt auf die gesuchte Konfokalschar in Punktdarstellung:

—1

0 0 0 Zo
0 =1 0 0 x
. . a2+A : 1 =
q: (:L”o,l‘lax%x?)) 0 0 ﬁ 0 T2 0
00 0 S5/ \a

Durch Ausmultiplizieren und Umrechnen in affine Koordinaten erhélt man die

in der Literatur haufig anzutreffende Darstellung einer einparametrigen Familie
konfokaler Quadriken:

1’2 y2 22

PERS UL TR WL B

1, AeR\{-a* —b* —c*}. (10)

Auch Odehnal et al. (2020, S. 280) arbeiten mit dieser Gleichung und fithren weiter
aus: Wenn A € R\{—a? —b* —c*} und a > b > ¢ > 0 erfiillt ist, dann erhélt man
fiir die folgenden Bedingungen je einen der drei auftretenden Flachentypen:

—c? < )\ < oo, dreiachsige Ellipsoide
—b? < A < —c%, einschalige Hyperboloide (11)
—a? < A\ < —b%, zweischalige Hyperboloide

Schneidet man diese Quadriken mit den Koordinatenebenen (= gemeinsame Sym-
metrieebenen), so erhdlt man als Schnittkurven jeweils konfokale Kegelschnitte:

o Schnitt mit der Ebene z = 0 liefert Kurven mit den Brennpunkten (£+v/a? — 62,0, 0)
o Schnitt mit der Ebene y = 0 liefert Kurven mit den Brennpunkten (£+v/a? — ¢2,0,0)

e Schnitt mit der Ebene x = 0 liefert Kurven mit den Brennpunkten (0, £v/6% — ¢2,0)
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4.3 Fokalkegelschnitte

In den Grenzfillen A — —c? und A — —b? (jeweils Anndherung von oben) erhilt
man unendlich flache Quadriken.

Im erstgenannten Fall fiihrt dies auf die sogenannte Fokalellipse

2 2
e+ Y 1 =0 (12)

a2 — 2 b2 — 2

Der zweite Fall liefert die zugehorige Fokalhyperbel

x? 22

h - =1, y=0 (13)

'a2_b2 b2 — 2

Abbildung 8: Einparametrige Familie konfokaler Quadriken. rot: dreiachsiges EII.,
blau: einschaliges Hyp., rosa: zweischaliges Hyp., schwarz: Fokalellipse und -
hyperbel

Definition 5: Sei ¢; € E? ein Kegelschnitt, dann heifit ein zweiter Kegelschnitt
¢ € E3 Fokalkegelschnitt von ¢;, wenn ¢; und ¢, in orthogonalen Ebenen liegen
und dieselbe Hauptachse haben. Die Brennpunkte des einen Kegelschnitts fallen

dabei mit den Scheitelpunkten des anderen zusammen. (siche z.B. Glaeser et al.,
2016, S. 137)
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Nach Glaeser et al (2016, S. 137 ff.) gibt es zwei mogliche Paare von Fokalkegel-
schnitten:

o Das oberhalb beschriebene Paar bestehend aus einer Ellipse und einer Hy-
perbel

o Ein Paar aus zwei Parabeln, welche in entgegengesetzte Richtungen geoffnet
sind.

Abbildung 9: Die beiden moglichen Paare von Fokalkegelschnitten

Theorem 2: Seien e, h ein Paar aus Fokalellipse und -hyperbel, dann ist der Ver-
bindungskegel mit beliebiger Spitze P € h durch die Ellipse e ein Drehkegel. Die
Tangente an h im Punkt P ist die Achse dieses Kegels. Dasselbe gilt auch umge-
kehrt, also jeder Punkt auf e lasst sich durch einen Drehkegel mit A verbinden.

Bemerkung: Die Aussage in Theorem 2 gilt auch fiir paare von Fokalparabeln
(p1, p2). Wahlt man eine Kegelspitze P € p; beliebig, dann ist der Vebindungske-
gel durch die Parabel ps ein Drehkegel. Die Kegelachse ist die Tangente an p; im
Punkt P.

Mit Hilfe der Dandelinschen Kugeln lasst sich dieses Theorem beweisen und ver-
anschaulichen.
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Abbildung 10: Verbindungskegel mit Spitze auf h durch e; Dandelinsche Kugel
bertihrt die xy-Ebene im Brennpunkt von e.

In Kapitel (1.2) wurde bereits kurz erwéhnt, dass Fokalkegelschnitte nicht nur
als eigenstédndige Kurvenpaare auftreten, sondern auch zu einer Flache zweiter
Ordnung gehoéren und dabei eine vergleichbare Rolle zu den Brennpunkten eines
Kegelschnitts in der Ebene spielen.

Hilbert und Cohn-Vossen (1932, S. 18) erkliren in diesem Zusammenhang, dass
zwei Kegelschnitte die Fokalkurven einer Flache F' zweiter Ordnung sind, wenn:

o die Tragerebenen der Kegelschnitte Symmetrieebenen von F' sind und

o die Schnittkurven der Triagerebenen mit der Flédche F' wiederum Kegelschnit-
te sind, die mit den Fokalkurven konfokal liegen.

Abbildung 11: Dreiachsiges Ellipsoid mit Ellipse und Hyperbel als Fokalkurven.
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4.3.1 Fadenkonstruktion eines dreiachsigen Ellipsoides

Dieses Kapitel orientiert sich an Odehnal et al. (2020, S. 319 ff.) sowie Hilbert und
Cohn-Vossen (1932, S. 17 ff.) Da Flachen zweiter Ordnung das rdumliche Pendant
zu quadratischen Kurven in der Ebene sind, ist es naheliegend zu tiberlegen, ob
man die Fadenkonstruktion (Gértnerkonstruktion) einer Ellipse auf ein Ellipsoid
im Raum tbertragen kann.

Otto Staude loste dieses Problem im Jahr 1882. Das folgende Theorem beschreibt
die Fadenkonstruktion eines Ellipsoids.

Theorem 3: Sei e eine Ellipse mit Brennpunkten F; und F;, sowie den Hauptschei-
teln S; und Ss. Sei h die zugehorige Fokalhyperbel. Dann ist S; ein Scheitelpunkt
von e und Brennpunkt von A und F3 ein Brennpunkt von e und ein Scheitelpunkt
von h. Nun sei ein Faden mit fester Liange gegeben, der mit einem Ende an S; be-
festigt wird, dann fithrt man ihn (oberhalb) der Ellipse hinter dem néchstgelegenen
Ast von h und (von oben nach unten) vor e vorbei und befestigt das andere Ende
schlieflich an F (siche Abb. 12). Wird der Faden an einem Punkt P so gestreckt,
dass er ein raumliches Polygon mit den Eckpunkten S;,G; € h, P,G5 € e, F5 (in
dieser Reihenfolge!) bildet, dann ist P ein Punkt eines Ellipsoids €, das e und h
als Fokalkurven besitzt. (siche z.B. Odehnal et al., 2020, S. 319 f.)

Abbildung 12: Konfiguration wie in Theorem 3

Durch die oben beschriebene Konfiguration wird das vordere obere Viertel des El-
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lipsoids erzeugt. Verdndert man die Art, wie der Faden zwischen S; und F, um e
und A herumgefiihrt wird, so lassen sich auch die anderen Teile der Flache erzeugen.

Das Geritist aus Ellipse und Hyperbel spielt bei dieser Konstruktion eine dhnliche,
wenn auch deutlich komplexere Rolle wie die Brennpunkte bei der ebenen Faden-
konstruktion einer Ellipse (Gértnerkonstruktion).

Verwendet man fiir die durch Theorem 3 beschriebene Fadenkonstruktion verschie-
dene Fadenldngen und lédsst das Gertist der Fokalkurven unverandert, so erhélt man
eine Schar von konfokalen Ellipsoiden. Diese Ellipsoide iiberdecken den gesamten
R3 einfach und liickenlos. D.h., dass durch jeden Punkt im Raum genau ein Ellip-
soid der Schar hindurchgeht.

Einen Beweis fir Theorem 3 liefern z.B. Odenahl et al. (2020, S. 320 ff.).
Zusammenhang von Fadenlinge und Grofie des Ellipsoids:

Die Grofie des durch die oben beschriebene Fadenkonstruktion erzeugten Ellipsoi-
des € hangt von der Wahl der Fokalkegelschnitte e und A sowie von der Fadenlange

[ ab.

Hogel (2023) erklart dazu, die Fokalkegelschnitte seien durch folgende Parame-
terdarstellungen gegeben:

e(¢) = (a cos(4),b sin(¢),0),  h(y) = (¢ cosh(),0,b sinh(x)) mit ¢ = a®—b>.

Dann erhélt man fiir das Ellipsoid € mit der Gleichung € : f—j + i’—i + j—z = 1 Halb-

achsenlangen, die sich wie folgt berechnen lassen:

aj_

1
rxzi(l—a%—c), ry =72 — 2, r, =4\/12 — a?
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Beweis: Die Herleitung der
angegebenen Halbachsenlangen
ldsst sich einfach nachvollziehen,
wenn man den Punkt P des
gespannten Fadens mit den
Scheitelpunkten Y = (0,7,,0)
bzw. Z = (0,0,r,) des Ellipsoid
€ zusammenfallen l&sst.

Im Grundriss zeigt sich, dass
die Fokalellipse e sowie die
Aquatorellipse von € konfokal
sind, d.h. sie haben gemeinsame
Brennpunkte F; und F5. Dar-
aus lasst sich leicht erkennen,
dass flir die Fadenlange [ gilt:
I = 2r, + (a — ¢) was durch
Aquivalenzumformungen die
Gleichung 7, = 1(l — a + ¢)
liefert.

Mit dem Satz des Pythago-
ras erhalt man ebenfalls sofort

~ : 2 _ .2 2
die Gleichung ry =73 — c*.

Im Aufriss sieht man, dass
die Schnittellipse von & mit
der xz-Ebene und die Hyperbel
h konfokal mit gemeinsamen
Brennpunkten S; und S, sind.
Auch hier liefert der Satz des
Pythagoras sofort die gesuchte
Gleichung 72 = 72 — a?. O
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4.4 Weitere Konfokalscharen

In der Ebene haben wir zwei Konstellationen von konfokalen Kegelschnitten, wel-
che einander schneiden, kennengelernt (Ellipse, Hyperbel), (Parabel, Parabel).
Das dreidimensionale Analogon zum ersten Fall wurde bereits durch die Gleichung
(10) ausgehend von einem Ellipsoid beschrieben.

Nun ist es naheliegend, dass es auch fiir den Fall (Parabel, Parabel) eine Entspre-
chung im R? gibt. Auch diese Schar konfokaler Paraboloide soll an dieser Stelle in
Anlehnung an Odehnal et al. (2020, S. 282 f.) kurz erwahnt werden.

Ausgehend von einem elliptischen Paraboloid P,; = "’a”—; + z—j — 2z = 0 erhalt man
eine Schar konfokaler Paraboloide, dargestellt durch die folgende Gleichung:

33'2 y2

Zan Ty A0 AeR\({—d b (14)

p

Wenn 0 < b < a erfiillt ist, enthéalt diese einparametrige Familie von Quadriken
die folgenden Flachen:

—b? < A< oo, elliptische Paraboloide
—a? < A < —b%, hyperbolische Paraboloide
A < —a?, elliptische Paraboloide

Der Scheitel der Paraboloide ist abhédngig vom Parameter A\ und hat stets die
Koordinaten (0,0, ).

Schneidet man diese Quadriken mit den Koordinatenebenen, so erhalt man als
Schnittkurven jeweils konfokale Kegelschnitte:

o Schnitt mit der Ebene x = 0 liefert Kurven mit dem gemeinsamen Brenn-
2
punkt (0,0,%)

o Schnitt mit der Ebene y = 0 liefert Kurven mit dem gemeinsamen Brenn-
2
punkt (0,0, %)

Die beiden Fokalparabeln erhélt man, indem man den Parameter A gegen die
Grenzwerte —b? bzw. —a? konvergieren lisst.

Der Fall A\ — —b? liefert;:

132

a2 — b2

fi: —2z+0°=0, y=0

35



Der Fall A\ — —a? liefert:

2

foi s =22 4a? =0, =0
a_

4.5 Dreifaches Orthogonalsystem

Dieses Unterkapitel orientiert sich an Hogel (2022).

Analog zum zweidimensionalen Fall, bei dem durch jeden Punkt der Ebene genau
zwei konfokale Kegelschnitte hindurch gehen, welche einander orthogonal schnei-
den, gilt fiir den dreidimensionalen Fall.

Satz 2: Im R?® beschreibt eine Familie von konfokalen Quadriken ein dreifaches
Orthogonalsystem. Das heifit, durch jeden Punkt P im Raum, der nicht in einer
der Koordinatenebenen (= gemeinsame Symmetrieebenen) liegt, gehen genau drei
konfokale Quadriken (von jedem Flachentyp genau eine); die Quadriken schneiden
einander paarweise orthogonal.

Beweis:
(i) Existenz der drei Quadriken durch einen Punkt: Sei P = (¢, yo, 29) mit
29 # 0, yo # 0, 29 # 0 ein Punkt im R3. Setzt man diesen Punkt in die Gleichung
(10) einer Familie konfokaler Quadriken ein, so erhélt man die Funktion:
22 o2 2
\) = _Fo 0 o
TV =3 T e T2

Diese Funktion hat die drei Polstellen —a? < —b? < —c?, in den dadurch entste-
henden Intervallen liegen drei Nullstellen \;, ¢ € {1,2,3} der Funktion:

—a? <M< <h<P<I <o
Durch den Punkt P liefert die Nullstelle
e )\ das zweischalige Hyperboloid,
e ) das einschalige Hyperboloid,
» A3 das dreiachsige Ellipsoid.

Bemerkung: Die Parameter (A1, A2, A3), welche die drei Quadriken durch einen
Punkt P beschreiben, werden die elliptischen Koordinaten (allg. auch krummli-
nige Koordinaten) des Punktes P genannt. Aus Griinden der Symmetrie gibt es
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jeweils acht Punkte, welche symmetrisch beziiglich der Koordinatenebenen liegen,
die dieselben elliptischen Koordinaten besitzen.

Abbildung 14: Funktion f(\)

(ii) Paarweise orthogonale Flichen:

Mit Hilfe der Funktionenschar F\(z,y,z) = a'i,\ + béjjA + Cf; mit dem Scharpa-
rameter A lassen sich die konfokalen Quadriken durch F)(z,y, z) = 1 beschreiben.
Seien F),(x,y,z) = 1 und F),(x,y,z) = 1 zwei einander schneidende Quadriken;

fir sie gilt in einem gemeinsamen Punkt P = (z,y, 2):

x? x?
O:F)\l(.ﬂﬁ,y,Z)—F)\Q(.’E,y,Z):a2+>\1—a2+)\2—|—m:
r?a® + 2, B 22a® + 22\ L
(@4 A1) (@ +X2)  (a®+ ) (a®+ X))
[L’2 ()\2 — )\1) n o
(a24+ X)) (a2 +)g)
1'2 y2 22
Az — A + - =0
A ( @) (@ +2) ) P+ h) (@4 h) @+ A2>>
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Daraus folgt fir die Gradienten grad F),(x,y,z) = (g—i, %—5, %—f) der beiden Fliachen
in einem gemeinsamen Punkt:

2w (2es
<grad Fy(z,y,2), grad Fx,(z,y,2) > =< (255 | |2 ot | > =
2 cQ-IZ—)q 2 02-&Z->\2
22 2 2
4 2 2 + 5 d 2 + = 2 =0
(CL —|—>\1) (CL +>\2) (b +/\1) (b +/\2> (C +)\1> (C +/\2)

Somit ist gezeigt, dass die Fliachen einer Familie konfokaler Quadriken paarweise
orthogonal aufeinander stehen. 0

4.6 Schnitt in Kriimmungslinien

Mit der Gewissheit, dass die Quadriken einer Konfokalschar ein dreifaches Ortho-
gonalsystem bilden, kann nun eine interessante Folgerung daraus genauer unter-
sucht werden. Folgenden Satz formulierte Charles Dupin 1813.

Satz 3 - Satz von Dupin: Die Flichen eines dreifach orthogonalen Systems
schneiden sich gegenseitig in Kriummungslinien. (sieche z.B. Strubecker, 1959, S.

80)

Um diesen Satz zu beweisen, bietet das nachfolgende Kapitel eine Einfithrung in
die Differentialgeometrie.
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5 Differentialgeometrie

Das Kapitel iiber Differentialgeometrie basiert auf den Ausfithrungen von Bobenko
(2006, S. 69 ff.), Hogel (2016, 2021, 2022) und Strubecker (1959, S. 25 ff. bzw. 1969,
S. 28 ff.). Einige Formulierungen und Abbildungen dieses Kapitels habe ich bereits
in meiner Bachelorarbeit ,Kriimmungen von regulir parametrisierten Flachen*
verwendet.

5.1 Parameterdarstellung der Quadriken

Um Quadriken differentialgeometrisch untersuchen zu kénnen, benétigen wir eine
Parameterdarstellung der Flachen, man spricht dann von einer parametrisierten
Fléche.

Definition 6: Eine parametrisierte Fliche ist eine glatte Abbildung” o : R? D
U — R3, das Bild o(U) heifit Fliche und o(p) fir p € U wird Flichenpunkt
genannt. Die Kurven u +— o(u,vy) und v — o(ug,v), wobei (ug,vg) € U heiflen
Parameterlinien.

Jede parametrisierte Flache besitzt also zwei Familien von Parameterlinien, die u
- Linien und die v - Linien.

Bemerkung: Die offene Teilmenge U des R? wird als Parameterbereich bezeich-
net.

<

U

> U

Abbildung 15: ¢ bildet den Parameterbereich U auf die Flache o(U) ab.

Ein Ellipsoid mit der Gleichung i—i + z—j + 'z—j = 1 kann auch durch die folgende
Parameterdarstellung angegeben werden:

"Eine Funktion f : R — R"™ heifit glatt, falls f; € C°(R) fiir alle i = 1..n, d.h. f ist
unendlich oft (stetig) differenzierbar.
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e(u,v) = (a cos(u) cos(v), b sin(u) cos(v), ¢ Sin(U)) (15)

Ein einschaliges Hyperboloid mit der Gleichung 2—2 + z—j — z—j = 1 wird in

Parameterform wie folgt dargestellt:

hy(u,v) = (a cosh(u) cos(v), b cosh(u) sin(v), ¢ sinh(u)) (16)

Ein zweischaliges Hyperboloid mit der Gleichung z—; — % — i—i = 1 besitzt die
folgende Parameterdarstellung:

ho(u,v) = (ia cosh(u), b sinh(u) cos(v), ¢ sinh(u) sin(v)) (17)

Die Koeffizienten a,b, ¢ bewirken jeweils eine Streckung bzw. Stauchung in die
entsprechende Koordinatenrichtung im Vergleich zu einer reinen Rotationsfliche
desselben Typs.

Wir arbeiten bei der Darstellung der konfokalen Quadriken mit der Gleichung (10):

.132 y2 22

PERS UL TR WL N

q: 1, AeR\{-a* —b* —c*}.

Setzt man nun a? 4+ A = «, b> + A = B und ¢ + X\ = 7, so lassen sich die entspre-
chenden Parameterdarstellungen auf folgende Weise anschreiben.

Ellipsoid

e(u,v) :( la| cos(u) cos(v), /|5] sin(u) cos(v), \/|7] sin(v))

Einschaliges Hyperboloid

hy(u,v) :< || cosh(u) cos(v), /|B] cosh(u) sin(v), \/|v] sinh(u))
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Zweischaliges Hyperboloid

ho(u,v) = (i la| cosh(u), +/|5| sinh(u) cos(v), /|| sinh(u) sin(v))

In den folgenden Unterkapiteln werden einige Eigenschaften, Gréfen und Funktio-
nen eingefithrt, um damit erklédren zu konnen, was man unter Kriimmungslinien
versteht.

5.2 FErste Fundamentalform

Definition 7: Sie ¢ : U — R? eine parametrisierte Fliche, dann heifit [ =<
do,do > die erste Fundamentalform oder induzierte Metrik von ¢. Die Funktionen

E.=<o,, o,> F=<o,, o,> G =<0, 0,>
heifen die Koeffizienten von I.%

Bemerkung: Oft wird die erste Fundamentalform auch als Tensor oder Matrix
geschrieben:

Tensor: [ = ds®> = FE du® + 2F du dv + G dv?

) E F
Matrix: I = (F G)

Anhand der Koeffizienten der ersten Fundamentalform lassen sich drei Typen von
speziellen Parametrisierungen charakterisieren.

Definition 8: Eine Parametrisierung o : U — R3 heifdt:
o orthogonal, wenn F' =0
e konform, wenn £ = G und F =0

e isometrisch, wenn £ =G =1 und F =0

804 = g—z und o, = g—,‘; heiflen die partiellen Ableitungen der parametrisierten Fliche o (u,v).
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5.3 Gauf3-Abbildung

In diesem Abschnitt soll die Fliche ein Einheitsnormalenfeld erhalten, das heif3t
eine Familie von Vektoren, die normal auf die Flache stehen und Lénge 1 haben.
Da parametrisierte Flichen in jedem reguliren Punkt ? eine eindeutige Tangen-
tialebene besitzen, gibt es auch in jedem dieser Flachenpunkte genau eine Normale
auf die Flache.

Definition 9: Sei 0 : U — R3? eine parametrisierte Fliche, dann heiit das Ein-
heitsnormalenfeld

Oy X Oy

N:U-—S*  (uv) (u,v) (18)

Hau X UUH

die GauB-Abbildung.

5.4 Zweite Fundamentalform

Definition 10: Sei 0 : U — R3 eine parametrisierte Fliche, dann heifit 1 :=<
do,dN > die zweite Fundamentalform von o. Die Funktionen

e =< —oy, N,> fi=<—-0y, N,> g =< —0y, N, >
heiflen die Koeffizienten von 11.

Bem.: Durch Differenzieren der Gleichungen < o,, N > = O0und < o,, N > = 0
erhélt man die folgenden Identitéten:

e e =< —0u,, Ny >=<0yy, N>
o f=<—-0,N,>=<—0,,N,>= <04, N>

o g =< —0,,Ny>=<0u, N>

Bem.: Auch die zweite Fundamentalform wird oft als Matrix oder Tensor geschrie-
ben.

9In einem reguliren Punkt gilt: o, und o, sind linear unabhingig; bis auf einige Scheitelpunkte
erfiillen alle Punkte der untersuchten Quadriken diese Bedingung.
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5.5 Normalkriimmung einer Flache

Sei o(ug,vg) = p ein Punkt auf der Flache (u,v) — o(u,v) und n = AN (A € R)
ein Normalvektor der Flache im Punkt p. Aulerdem sei € ein beliebiger Tangen-
tialvektor von o in p. Nun wird die Normalkrimmung der Flache o in Richtung
¢ interpretiert als die Kriitmmung der ebenen Schnittkurve, die entsteht, wenn die
Fléiche o mit ihrer Normalebene aufgespannt durch den Normalvektor n und die
Tangentialrichtung ¢ geschnitten wird.

Abbildung 16: Schnitt der Flédche o mit einer Normalebene

Definition 11: Sei (u,v) + o(u,v) eine parametrisierte Fliche, o(ug,vg) = p
ein Punkt auf der Fliche o und ¢ ein Tangentialvektor an ¢ in p. Dann heift

Kp = %(5) die Normalkrimmung von ¢ in p in Richtung &.

Bem.: Analog dazu gilt fiir eine Fldchenkurve ¢t — a(t) := o(71(t), 12(%)):

() et H2f i mtgny
TTIY) EARH2F %+ GAF

5.6 Hauptkrimmungen einer Flache

Wenn man die Normalkriimmung in einem Flachenpunkt p € o betrachtet, so
nimmt sie dabei im Allgemeinen in jeder Richtung einen anderen Wert an. Der
kleinste bzw. grofite dieser Werte wird mit k1 bzw. ko bezeichnet, k1 und ko werden
Hauptkrimmungen genannt. Die zugehorigen Richtungen werden als Hauptkriim-
mungsrichtungen e; bzw. e; bezeichnet. Der Winkel zwischen diesen Richtungen
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betragt 90°.

Eine einfache Methode, die Hauptkriimmungen x; und k, sowie die Hauptkriim-
mungsrichtungen e; und ey zu berechnen, ist es, die Matrixdarstellung A der Wein-
gartenabbildung zu benutzen.

A_(EF le N1 Ge—Ff Gf—Fyg
“\F G) \f g) EG-F2 \Ef-Fe Eg—Ff

Die Eigenwerte der Matrix A sind die Hauptkriimmungen x; und ks.
Die Eigenvektoren sind die zugehorigen Hauptkrimmungsrichtungen e; und es.

Fiir den Beweis, dass k1 bzw. ko wirklich die kleinste bzw. grofite Normalkriim-
mung liefern, bendtigt man zuerst der Satz von Euler.

Satz 4 - Satz von Euler: Seien e;, es die Hauptkriimmungsrichtungen und
k1, ko die Hauptkrimmungen, dann ist die Normalkriimmung in Richtung

e(p) = cos(yp) e; +sin(p) eq
gegeben durch

Kn(p) = K1 COSQ(QO) + Ko Sinz(gp)

Bemerkung: Mit Hilfe dieses Satzes kann nachgerechnet werden, dass k1 bzw. ko
das Minimum bzw. Maximum der Normalkriimmungen liefern.

Sei O.B.d.A. k1 < Ky
Kn = K1 cos%(p) + ko sin?(p) = Ky (COSQ(gp) + sin2(90)> + (kg — K1) sin?(p) > Ky,

Kn = K1 €08%(p) + Ko sin?(p) = kKo (cosQ(gp) + sin2(gp)) + (k1 — Ka) cos?(p) < Ka.

5.7 Konjugierte Netze

Definition 12: Zwei Vektoren 7 = o 0, +f 0, und € = X\ o, + i 7, in der Tangen-
tialebene der Flache o(u,v) heilen konjugiert (zueinander), wenn sie orthogonal
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beziiglich der zweiten Fundamentalform sind, d.h.
e f A
a, ) - . =0
(@) (f 9) (M)

Definition 13: Eine Parametrisierung o : U C R? — R3 heifit konjugiert, wenn
in jedem Punkt die Tangenten an die Parameterlinien konjugiert sind.

Lemma 1: o ist konjugiert < o, € span(oy, o,)

Beweis: o ist konjugiert < (1,0) - <; ‘5) : <(1)> =0 f=0e <0y, N>=

0< ow L N & oy € span(oy, o,)

Bemerkung: Fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit ist insbesondere das Resultat:
o ist konjugiert < f = 0 von Bedeutung.

5.8 Kriimmungslinien

Definition 14: Eine Kurve ¢ — «(t) auf der Fliche (u,v) — o(u, v) heifit Kriim-
mungslinie genau dann, wenn ihre Tangente in jedem Punkt p parallel zu einer
Hauptkrimmungsrichtung der Flache in p ist.

Fir Krimmungslinien gilt demzufolge, dass ihre Normalkriimmung k,, in jedem
Punkt gleich einer Hauptkrimmung der Fléche ist. Da die Hauptkriitmmungsrich-
tungen normal aufeinander stehen, gilt weiters:

on Lo, = o, Nuy 0y | Ny

Damit ergeben sich die Formeln von Rodriguez, mit welchen sich Kriimmungs-
linien charakterisieren lassen.

N, = —k1 0y, Ny, = —Ko 0. (19)

Bemerkung: Da die Hauptkriimmungsrichtungen normal aufeinander stehen, bil-
den auch die Kriimmungslinien ein orthogonales Kurvennetz auf einer Fléche o.
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5.8.1 Kriimmungslinienparametrisierung

Definition 15: Eine Parametrisierung (u,v) — o(u, v) heifit Kriimmungslinien-
parametrisierung, wenn alle Parameterlinien Kriitmmungslinien sind.

Bemerkung: Kriimmungslinienparametrisierungen sind konjugiert. Daher geniigt
es zu zeigen, dass fiir die Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamentalform
F = f = 0 gilt, um nachzurechnen, ob eine Fliche nach ihren Kriimmungslinien
parametrisiert ist.
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6 Satz von Dupin

Zur Erinnerung an dieser Stelle nochmal der Satz von Dupin: Die Flichen
eines dreifach orthogonalen Systems schneiden sich gegenseitig in Kriimmungs-
linien.

Der folgende Beweis orientiert sich an den Ausfiihrungen von Dérrie (1941, S. 186

£)

Beweis: In einem dreifachen Orthogonalsystem kann jeder Punkt im R? als ge-
meinsamer Schnittpunkt X von drei Flachen angegeben werden. Es seien A1, Ao, A3
die Scharparameter der entsprechenden Flichen, dann kénnen diese \;, i € {1, 2, 3}
als neue Koordinaten des Punktes X interpretiert werden. X = x(\1, A2, A3). Im
Fall von drei konfokalen Quadriken heiflen die \; die elliptischen Koordinaten des
Punktes X. Allgemein spricht man auch von krummlinigen Koordinaten.

Hélt man eine der drei Koordinaten konstant, so erhélt man durch Variation der
anderen beiden Koordinaten eine Flache durch X.

Sei Ay = r = const. liefert dies die Flache x(r, Ay, A3).

Ay = s = const. liefert die Flache z(\y, s, A3).

A3 =t = const. liefert die Flache x(A1, Ao, t).

Setzt man fiir r, s,t immer andere geeignete Werte (fiir den Fall konfokaler Qua-
driken siehe (11)) ein, so erhilt man drei Flachenscharen.

Sei nun x; = g—fq_, dann liefert die Voraussetzung, dass es sich um paarweise ortho-
gonale Flachen handelt, die folgenden Bedingungen:

< xT1,T9 > = 0, < 9,13 > = 0, <x3,x1>= 0 (20)

Leitet man diese Gleichungen erneut nach dem jeweils fehlenden Parameter ab,
erhilt man das folgende Gleichungssystem:

<@,T23 >+ <2, 713> = 0
< T3,T12 > + < XT9,T13 > = 0 (21)
< X1,To3 >+ < x3,T120>= 0

Durch Losen des Gleichungssystems erkennt man, dass die drei auftretenden Ska-
larprodukte alle gleich 0 sind, also:

< x1,T03 > = 0, < x9,x13 > = 0, < x3,x12>= 0 (22)
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Aus (20) und (22) erkennt man nun, dass gilt:
w3 L 21,19, 2190 = 19 € span{xy, 12} = det(xq,x9,212) = 0 (23)
analog erhélt man:

th(I% xrs, ZL‘23) =0

det(acl, xrs, 3313) =0

Aus (20) lédsst sich sofort ablesen, dass fir den Koeffizienten F' der 1. Fundamen-
talform gilt: F' = 0.

Mit Hilfe von (23) lasst sich wiederum der Koeffizient f der 2. Fundamentalform
berechnen:

det(l’l,mg,l'lg) =< (33'1 X 1'2),3712 > =< n,rig > = f =0
Damit ist fiir die Flache x (A1, A2, t) gezeigt, dass fir die Koeffizienten F' und f der
zugehorigen 1. und 2. Fundamentalform gilt: F' = f = 0.

F' = 0 bedeutet, die Parametrisierung ist orthogonal.
f = 0 heifit, die Parameterlinien bilden ein konjugiertes Netz.

Somit sind die Parameterlinien, welche die Schnittkurven mit den Flichen der
anderen beiden Scharen sind, Kriimmungslinien.

Analog lasst sich dieses Ergebnis auch fiir die anderen Flachen zeigen. U
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6.1 Weitere Beispiele fiir dreifache Orthogonalsysteme

Neben den konfokalen Quadriken, wie sie durch Gleichung (10) beschrieben wer-
den, gibt es noch weitere Beispiele fiir dreifache Orthogonalsysteme.

Auch Scharen konfokaler Paraboloide, wie sie in Abschnitt (4.4) beschrieben wer-
den, bilden ein dreifach orthogonales Flachensystem. In Abbildung (17) wird der
Satz von Dupin fiir konfokale Paraboloide veranschaulicht.

5
S

Abbildung 17: Konfokale Paraboloide mit Kriimmungslinien

Das einfachste Beispiel fiir ein dreifaches Orthogonalsystem sind die drei Scharen
von Ebenen, welche zu je einer der Ebenen eines kartesischen Koordinatensystems
parallel sind.

Ein dhnlich triviales Beispiel ist: Eine Schar koaxialer senkrechter Drehzylinder,
ein Ebenenbiischel welches die Zylinderachse enthélt, sowie eine Schar von Ebenen,
welche auf die Zylinderachse orthogonal stehen.

Bei diesen Beispielen ist zu beachten, dass die Ebenen selbst keine Krimmungs-
linien besitzen, da die Normalkrimmung in alle Richtungen gleich null ist. Die
Ebenen schneiden jedoch die Zylinder nach deren Kriimmungslinien (Erzeugende,
horizontale Breitenkreise).
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Ein weiteres Beispiel liefert ein Flachensystem bestehend aus einer Schar Tori mit
demselben Mittenkreis, einer Schar Kegel durch diesen Leitkreis und Spitze auf
der Torusachse sowie einer Schar von Ebenen, welche die Torusachse enthélt.

Abbildung 18: Der Torus ist hier transparent dargestellt, damit der Mittenkreis

im Inneren erkennbar ist.

Es ist leicht ersichtlich, dass Torus und Kegel orthogonal aufeinander stehen, denn
der Mittenkreis ist die Menge aller Mittelpunkte der Meridiankreise des Torus.
Somit sind die Erzeugenden des Kegels (in der oben beschriebenen Lage), welche
durch den Mittenkreiskreis hindurchgehen Radien der Meridiankreise.

Die Tori und Kegel in diesem Beispiel sind Drehflichen, sie entstehen durch die Ro-
tation einer Meridiankurve um die z-Achse. Die Bahnkurven der einzelnen Punkte
eines Meridians sind Kreise, sie werden als Breitenkreise bezeichnet. Die Meridiane
und Breitenkreise einer Drehfléche sind ihre Kriitmmungslinien. Beim Torus sind
dies zwei Scharen von Kreisen. Die Meridiane eines Kegels sind Geraden - die Er-

zeugenden des Kegels.

20



Die rdaumlichen Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten) liefern ein anderes Beispiel
bestehend aus: Allen Kugeln mit gemeinsamen Mittelpunkt O, allen koaxialen
Drehkegeln mit derselben Spitze im Kugelmittelpunkt O sowie einem Ebenenbii-
schel durch die Kegelachse (= z-Achse).

Abbildung 19: Die rdumlichen Polarkoordinaten auf einer Kugel

Fasst man die Kugeln und Kegel als Drehflichen auf, so erkennt man, dass die
auftretenden Schnittkurven bzw. -geraden genau die Meridiankurven (bzw. Erzeu-

genden des Kegels) sowie die Breitenkreise und somit auch die Krimmungslinien
der Fléchen sind.
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7 Fazit

Das Thema dieser Arbeit sind Quadriken, dabei werden sowohl Kegelschnitte im
R? als auch Flichen zweiter Ordnung im R?® behandelt. Im ersten Kapitel werden
die wichtigsten und fiir diese Arbeit relevanten Typen von Quadriken und deren
Eigenschaften vorgestellt. Aulerdem wird gezeigt, dass mit Hilfe der Hauptach-
sentransformation jede Quadrik so verschoben und gedreht werden kann, dass ihr
Mittelpunkt sowie ihre Achsen mit dem Koordinatenursprung bzw. den -achsen
iibereinstimmen.

Kapitel zwei befasst sich mit den Grundlagen der Projektiven Geometrie. Es
wird dabei das Dualitatsprinzip sowie die homogenen Koordinaten eingefiihrt. Ein
Punkt P = (z,y,z) € R? erhélt im P? die homogenen Koordinaten P = (z : z; :
T @ x3) wobei gilt: x = Y= 2=, xo # 0 fiir alle eigentlichen Punkte.
Im dritten Kapitel werden die zueinander dualen Kegelschnittsbiischel und -scharen
betrachtet. Insbesondere werden auch die Eigenschaften konfokaler Kegelschnitte
erklart. Aulerdem wird die Berechnung einer konfokalen Kegelschnittsschar durch-
gefiihrt.

In Kapitel vier wird die Gleichung afj_/\ + beiA + Cfi)\ =1, A € R\{—a? —0? —c*}
einer einparametrigen Familie konfokaler Quadriken im R? hergeleitet. Ein be-
sonderer Schwerpunkt liegt im Folgenden auf den dabei auftretenden Fokalkegel-
schnitten, welche z.B. fiir die Fadenkonstruktion eines dreiachsigen Ellipsoides von
Bedeutung sind.

Des Weiteren wird der Beweis erbracht, dass in einer einparametrige Familie kon-
fokaler Quadriken jede Flache eines Typs jede Flache der beiden anderen Fla-
chentypen unter einem rechten Winkel schneidet. Ein solches Flachensystem heift

dreifach orthogonal.

Im fiinften Kapitel wird ein kurzer Einblick in die Differentialgeometrie gewahrt.
Die Hauptkriimmungen ki, ko bzw. Hauptkrimmungsrichtungen e;, e; werden
als Eigenwerte bzw. -vektoren der Matrixdarstellung der Weingartenabbildung be-
rechnet. Dabei wird nachgewiesen, dass die Hauptkriimmungen das Minimum bzw.
Maximum der Normalkriimmungen darstellen. Kriitmmungslinien sind jene Kurven
auf einer Flache, deren Tangentenvektor in jedem Punkt Hauptkriimmungsrich-
tung hat.

In Kapitel sechs wird mit den Erkenntnissen aus der Differentialgeometrie der Satz

von Dupin bewiesen. Dieser besagt, dass sich die Flachen eines dreifachen Or-
thogonalsystems in ihren Kriimmungslinien schneiden. Auflerdem werden weitere
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Beispiele fiir dreifach orthogonale Flachensysteme besprochen und mit Grafiken
veranschaulicht.
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