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Kurzfassung

Diese Arbeit behandelt zentrale Konzepte der Graphentheorie und der Ramsey-Theorie,
zwei bedeutende Teilgebiete der diskreten Mathematik. Nach einer Einfiihrung in grund-
legende Begriffe wie Knoten, Kanten und Wege werden Verfahren zur Bestimmung
kiirzester Verbindungen vorgestellt, um erste strukturierte Abldufe in Graphen zu ver-
deutlichen. Weiters erfolgt eine Darstellung verschiedener Graphklassen, darunter bi-
partite und vollstdndige Graphen, die grundlegende Konzepte der Graphentheorie ver-
anschaulichen. Ergénzend dazu werden klassische Strukturen sowie graphentheoretische
Eigenschaften analysiert, die in engem Zusammenhang mit strukturellen Fragestellungen
stehen.

Darauf aufbauend wird die Ramsey-Theorie als Theorie struktureller Unvermeidbar-
keit eingefiihrt. Ihr Grundprinzip sowie ihre historische Entwicklung werden eingehend
erldutert, bevor zentrale Aussagen, insbesondere der Satz von Ramsey, anhand anschau-
licher Beispiele veranschaulicht werden. Zudem werden zwei weitere Sdtze vorgestellt,
die eng mit dem Ramsey-Satz verwandt sind.

Im Mittelpunkt der Anwendung der Ramsey-Theorie in der Graphentheorie steht das
Auftreten monochromatischer Teilgraphen in gefdrbten vollstéandigen Graphen. Dariiber
hinaus wird untersucht, wie sich dieses Prinzip auf bipartite Strukturen sowie auf Fér-
bungen mit mehr als zwei Farben iibertragen lasst. Abschliefend wird die Bedeutung von
Zufallsgraphen im Kontext ramsey-theoretischer Fragestellungen aufgezeigt. Durch die
Verbindung beider Theorien entsteht ein vertieftes Verstdndnis fiir die Wechselwirkun-
gen zwischen Struktur, Grofle und Farbung in Graphen. Dabei wird deutlich, wie sich
scheinbare Unordnung mathematisch beschreiben ldsst und unter welchen Bedingungen
Ordnung unausweichlich wird.

Abschlielend werden aktuelle Forschungsrichtungen und offene Probleme thematisiert,
da viele Fragestellungen der Ramsey-Theorie bislang ungelost sind und nur fiir wenige
Spezialfille exakte Ramsey-Zahlen bekannt sind. Dies unterstreicht die Relevanz weiterer
theoretischer und algorithmischer Forschung in diesem spannenden Gebiet.

iii






Abstract

This thesis discusses fundamental concepts of graph theory and Ramsey theory, two si-
gnificant branches of discrete mathematics. It begins with an introduction to key terms
such as nodes, edges, and paths, followed by methods for determining shortest connec-
tions to illustrate initial structured processes in graphs. Furthermore, various graph
classes are presented, including bipartite and complete graphs, which illustrate funda-
mental concepts of graph theory. In addition, classical structures and graph-theoretical
properties closely linked to structural questions are analyzed.

Building on this, Ramsey’s theory is introduced as a theory of structural inevitabili-
ty. Its core principle and historical development are thoroughly explained, followed by
central results, particularly Ramsey’s theorem, illustrated through concrete examples.
Furthermore, two additional theorems closely related to Ramsey’s theorem are discussed.

The main focus of applying Ramsey’s theory in graph theory lies in the occurrence
of monochromatic subgraphs in coloured complete graphs. This principle is then exten-
ded to bipartite structures and colourings involving more than two colours. The role of
random graphs in the context of Ramsey-theoretical considerations is also examined. By
combining both theories, a deeper understanding emerges of the interplay between struc-
ture, size, and colouring in graphs. It is shown how apparent disorder can be described
mathematically and under which conditions order becomes unavoidable.

Finally, current research directions and open problems are addressed, as many questi-
ons in Ramsey theory remain unsolved and exact Ramsey numbers are only known for a
few specific cases. This highlights the relevance of continued theoretical and algorithmic
research in this compelling field.
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1 Einleitung

Strukturen in scheinbar chaotischen Systemen zu entdecken, ist eine der faszinierendsten
Aufgaben der Mathematik. Besonders in der diskreten Mathematik lassen sich Muster,
RegelméBigkeiten und GesetzméBigkeiten oft auf elegante Weise sichtbar machen. Ein
viel diskutiertes Beispiel dafiir ist die Ramsey-Theorie, die sich mit der Frage beschéftigt,
welche Strukturen in beliebig groflen und ungeordneten Systemen unvermeidlich auftre-
ten miissen. Die Vorstellung, dass Ordnung zwangslaufig aus Zufalligkeit entsteht, bietet
nicht nur ein theoretisch spannendes Konzept, sondern auch vielfidltige Anwendungen,
insbesondere in der Graphentheorie.

Die vorliegende Masterarbeit beschéftigt sich mit der Verbindung zwischen Ramsey-
Theorie und Graphentheorie. Im Zentrum steht die Frage, wie sich durch gezielte Far-
bungen und Groflenwachstum in Graphen bestimmte Strukturen nachweisen lassen.
Strukturen, deren Existenz nicht zuféllig, sondern mathematisch zwingend ist.

Das Forschungsinteresse ergibt sich nicht zuletzt aus persénlichen Erfahrungen: Be-
reits wiahrend meiner Bachelorarbeit, in der ich mich intensiv mit Bindrbdumen und
rekursiven Strukturen befasste, zeigte sich mein Interesse an mathematischen Konzep-
ten, die sowohl formal tiefgreifend als auch visuell nachvollziehbar sind. Der Ausléser fiir
die vertiefte Beschéftigung mit der Ramsey-Theorie war schliellich ein Video auf einer
Social-Media-Plattform, das die Thematik mit dem Partyproblem in leicht zugénglicher
Form prisentierte. Die Idee, dass bestimmte Strukturen, unabhéngig von ihrer Anord-
nung, unausweichlich sind, faszinierte mich sofort. Als visuell orientierter Mensch erschi-
en mir die Kombination aus Ramsey-Theorie und Graphentheorie als ideale Verbindung
von theoretischer Tiefe und anschaulicher Klarheit.

Aus wissenschaftlicher Perspektive besteht die Relevanz des Themas darin, dass die
Frage nach konkreten Werten von Ramsey-Zahlen, die Untersuchung von Hypergraphen
und die Analyse gefiarbter Zufallsgraphen nicht nur Gegenstand aktueller mathemati-
scher Forschung sind, sondern auch mit zahlreichen ungelésten Problemen verbunden
sind. Diese Forschungsliicken bieten Raum fiir theoretische Erkundungen, die sowohl
methodisch als auch didaktisch von Bedeutung sind.

Ziel dieser Arbeit ist es, zentrale Begriffe und Konzepte der Ramsey-Theorie sowie der
Graphentheorie herauszuarbeiten, in Beziehung zueinander zu setzen und die Ubertrag-
barkeit ramseyscher Prinzipien auf graphentheoretische Problemstellungen zu analysie-
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ren. Im Fokus stehen dabei die Visualisierbarkeit der Phiénomene und die strukturelle
Interpretation typischer Konstellationen. Die Arbeit basiert auf einer umfassenden Li-
teraturrecherche, durch die klassische wie moderne Ansdtze des Themas systematisch
dargestellt und auf ihre Potenziale sowie Grenzen hin untersucht werden.

Um die Komplexitidt des Themas angemessen darzustellen, erfolgt eine gezielte Ein-
grenzung des Untersuchungsgegenstands. So konzentriert sich die Arbeit auf grundle-
gende Begriffe, zentrale Anwendungen und ausgewihlte Beweise. Auf die vollsténdige
Behandlung probabilistischer Methoden und hypergraphentheoretischer Erweiterungen
wird bewusst verzichtet, um den thematischen Fokus zu wahren.

Die Arbeit gliedert sich in vier Hauptkapitel: Nach dieser Einleitung folgt ein Kapi-
tel, das die grundlegenden Begriffe und Werkzeuge der Graphentheorie erldutert. Daran
anschlieBend werden die theoretischen Konzepte und Kernaussagen der Ramsey-Theorie
vorgestellt. Im vierten Kapitel steht die Anwendung ramseyscher Prinzipien auf graphen-
theoretische Fragestellungen im Vordergrund — etwa bei bipartiten Strukturen, multiko-
lorierten Farbungen und Zufallsgraphen. Die Arbeit schlieft mit einem Fazit, das zentrale
Ergebnisse zusammenfasst und einen Ausblick auf weiterfiihrende Fragestellungen gibt.



2 Grundlagen der Graphentheorie

Die Graphentheorie ist ein zentrales Teilgebiet der diskreten Mathematik und bildet
die Grundlage vieler Anwendungen in Informatik, Netzwerktheorie, Operations Rese-
arch und kombinatorischer Optimierung. Sie beschéftigt sich mit der Untersuchung von
Graphen, das sind abstrakte Strukturen, die aus Objekten und deren Verbindungen be-
stehen. Die Urspriinge der Graphentheorie reichen zuriick bis ins 18. Jahrhundert, als
Leonard Euler das berithmte Koénigsberger Briickenproblem untersuchte und damit die
Basis fiir die moderne Graphentheorie legte. In diesem Kapitel werden die grundlegenden
Begriffe, Darstellungen und Eigenschaften von Graphen eingefiihrt. Ziel ist es, ein solides
Verstédndnis fir die zentralen Konzepte aufzubauen, die spéter fir das Verstéandnis der
Ramsey-Theorie notwendig sind.

2.1 Das Konigsberger Briickenproblem als Ursprung der
Graphentheorie

Die Entstehung der Graphentheorie [37] 46] ist eng mit einem historischen Problem aus
dem 18. Jahrhundert verkniipft: dem sogenannten Koénigsberger Briickenproblem. Die
Stadt Konigsberg (heute Kaliningrad) war zur damaligen Zeit durch den Fluss Pregel
in vier Landmassen unterteilt, verbunden durch insgesamt sieben Briicken. Die Frage-
stellung, die sich den Bewohnern stellte, war scheinbar einfach: Gibt es einen Rundweg
durch die Stadt, bei dem jede der sieben Briicken genau einmal {iberquert wird, ohne
eine Briicke doppelt zu betreten?

Abbildung 2.1: Stadtplan von Konigsberg/Kaliningrad mit den sieben Briicken [54]
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Diese Fragestellung [42], [35] wurde im Jahr 1736 von Leonhard Euler untersucht. Seine
Herangehensweise bestand darin, die konkrete geografische Situation zu abstrahieren und
in ein mathematisches Modell zu iiberfithren. Dabei reduzierte er das Problem auf seine
wesentlichen Bestandteile: Die Landmassen wurden als Knoten dargestellt, die Briicken
als Kanten, also Verbindungen zwischen diesen Knoten. Auf diese Weise entstand ei-
ne erste Form eines Graphen, ohne dass dieser Begriff zu Eulers Zeit bereits etabliert
war. Durch diese Abstraktion konnte Euler allgemeine Uberlegungen zur Struktur des
entstandenen Graphen anstellen. Er stellte fest, dass fir einen geschlossenen Weg, der je-
de Kante genau einmal durchliduft, ein sogenannter Eulerkreis (Definition , jeder
Knoten eine gerade Anzahl an Kanten besitzen muss. Im Fall von Kénigsberg [35] hatten
jedoch alle vier Knoten eine ungerade Anzahl an Kanten, sodass ein solcher Weg nicht
existieren konnte. Euler konnte somit mathematisch beweisen, dass das urspriingliche
Problem unlésbar war.

Die Bedeutung dieser Arbeit liegt nicht nur in der Loésung einer konkreten Frage-
stellung, sondern in der Einfithrung eines neuen Denkansatzes [47]: Die Untersuchung
struktureller Eigenschaften abstrakter Netze. Damit begriindete Euler die Graphentheo-
rie als eigenstdndiges mathematisches Gebiet. Seine Verdffentlichung aus dem Jahr 1736
gilt heute als die erste wissenschaftliche Arbeit auf diesem Gebiet und markiert damit

den Beginn der modernen Graphentheorie.

Abbildung 2.2: Stadtteile von Konigsberg als Knoten, Briicken als Kantnen darge-
stellt [46]

2.2 Begriffe und Definitionen in der Graphentheorie

Die Betrachtungen des Konigsberger Briickenproblems zeigten bereits exemplarisch,
wie reale Fragestellungen durch abstrakte mathematische Strukturen modelliert werden
konnen. Begriffe wie ,Knoten“, , Kante* oder ,,Weg* wurden dabei zunéchst anschaulich
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verwendet, ohne formale Definition. Um jedoch komplexere Zusammenhénge zu unter-
suchen und allgemeingiiltige Aussagen treffen zu kénnen, ist es notwendig, diese Begriffe
mathematisch prézise zu definieren.

Graphen stellen in der diskreten Mathematik ein zentrales Modell dar, um Bezie-
hungen zwischen Objekten strukturiert zu erfassen. Die Grundidee besteht darin, Ele-
mente, sogenannte Knoten, durch Verbindungen, sogenannte Kanten, miteinander zu
verkniipfen. Solche Strukturen treten in vielfiltigen Kontexten auf, etwa in Kommuni-
kationsnetzwerken, Verkehrsplanung, Biologie oder Informatik. Trotz leicht variierender
Definitionen in der Literatur ist der Kernbegriff [37] einheitlich: Ein Graph ist eine
abstrakte, aus Knoten und deren Verbindungen bestehende Struktur.

Im Folgenden wird eine formal saubere Definition eingefiihrt, die als Grundlage fiir
alle weiteren Uberlegungen dient.

Definition 2.2.1 (Graph). Ein Graph G [42] [44] ist ein Paar G = (V, E), bestehend

aus:

e einer nichtleeren endlichen Menge V', deren Elemente als Knoten oder Ecken be-

zeichnet werden,

o einer Menge F C {{u,v} | u,v € V,u # v}, deren Elemente als Kanten bezeichnet
werden. Jede Kante verbindet also genau zwei verschiedene Knoten u, v und wird

als {u, v} notiert.

Die Menge V wird als Knotenmenge und E als Kantenmenge des Graphen bezeich-
net. In einer grafischen Darstellung [35] [32] eines Graphen werden Knoten iiblicherweise
durch kleine ausgefiillte Kreise oder Punkte dargestellt, Kanten durch Linien, die jeweils
zwei Knoten verbinden.

In der Graphentheorie beschreibt der Begriff Inzidenz [46] die Beziehung zwischen
den Elementen eines Graphen — genauer gesagt zwischen Knoten und Kanten. Ein Kno-
ten v € V und eine Kante e € E eines Graphen G = (V, E) heiflen inzident [37], wenn
der Knoten v einer der Endpunkte der Kante e ist.

v ist inzident mit e <= v € e

Eine Kante ist somit mit genau den beiden Knoten inzident, die sie verbindet. Umge-
kehrt sind alle Kanten, die an einem Knoten anliegen, mit diesem inzident.

Zwei Knoten u und v heilen benachbart oder adjazent [44, 56], wenn eine Kante
{u,v} € E existiert und die beiden Ecken verbindet.

Definition 2.2.2 (Grad). Der Grad deg(v) oder d(v) [37] einer Ecke v in einem Graphen
G = (V,E) ist die Anzahl der zu v benachbarten Kanten. Dies entspricht der Anzahl
der Nachbarn von v.
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Der Minimalgrad eines Graphen G, bezeichnet mit 0(G), ist der kleinste Grad, der
unter allen Knoten von G vorkommt. Der Maxzimalgrad eines Graphen G, notiert als
A(G), ist der grofite in G auftretende Knotengrad. Ein Graph, in dem alle Knoten
denselben Grad k € Ny haben, wird als k-reguldr [56] bezeichnet.

Beispiel 2.2.3. In Abbildung[2.3|besitzt der erste Graph einen Minimalgrad von §(G) =
2 und einen Maximalgrad von A(G) = 4. Der Knoten b hat mit d(b) = 4 den hochsten
Grad und somit den Maximalgrad, wahrend alle iibrigen Knoten a, ¢, d und e jeweils den
Grad 2 aufweisen, also dem Minimalgrad entsprechen.

Der zweite dargestellte Graph ist ein 2-regulidrer Graph, da jeder der sechs Knoten
genau zwei Nachbarn besitzt, also fiir alle Knoten v € V' gilt: d(v) = 2.

(a) Graph mit Minimalgrad e a

2 und Maximalgrad 4 (b) 2-reguldrer Graph

Abbildung 2.3: Beispielgraphen zu Minimal- und Maximalgrad und k-Regularitéit

Satz 2.2.4. Sei G = (V, E) ein endlicher, ungerichteter Graph. Dann gelten folgende
grundlegende Eigenschaften [50]:

i) Die Summe der Grade aller Knoten ist gleich dem Doppelten der Anzahl der Kan-

ten:

> d(v) =2|E|.

veV

it) Die Anzahl der Knoten ungeraden Grades ist gerade.

iit) Fir jeden Graphen mit mindestens zwei Knoten, also |V| > 2 existieren mindestens
zwei Knoten mit gleichem Grad.
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Beweis. i) Jede Kante verbindet genau zwei Knoten und tragt somit zu genau zwei
Knotengraden bei, einmal bei jedem Endknoten. Daher wird jede Kante in der
Summe der Grade doppelt gezéihlt, woraus die Gleichung folgt.

ii) Teilt man die Knotenmenge V in die beiden disjunkten Mengen
Vo :={v € V|d(v) ist gerade} und V; := {v € V|d(v) ist ungerade},

so ergibt sich mit i):

20B] =" dv)= > dv)+ Y d)

veV veVp veVy

Die erste Teilsumme besteht nur aus geraden Zahlen, also ist auch sie gerade. Da
die Gesamtsumme ebenfalls gerade ist, muss auch die zweite Teilsumme gerade
sein. Diese besteht jedoch ausschliellich aus ungeraden Zahlen, also kann ihre An-
zahl nur dann eine gerade Summe ergeben, wenn es eine gerade Anzahl ungerader
Summanden gibt. Somit ist die Anzahl der Knoten ungeraden Grades gerade.

iii) Angenommen, G habe n > 2 Knoten und alle Knoten hétten paarweise verschiede-
ne Grade. Da der Grad eines Knotens in einem einfachen Graphen héchstens n — 1
betragen kann, miissten die moglichen Knotengrade genau die Zahlen 0,1,...,n—1
umfassen. Wenn jedoch ein Knoten den Grad n — 1 hat, ist er mit allen anderen
Knoten verbunden - somit kann kein Knoten den Grad 0 haben. Es koénnen al-
so nicht gleichzeitig ein Knoten mit Grad 0 und einer mit Grad n — 1 existieren.
Das widerspricht der Annahme, dass alle n Knotengrade verschieden sind. Daher

miissen mindestens zwei Knoten denselben Grad haben.
O

Definition 2.2.5 (Schlinge). Eine Schlinge [34] ist eine Kante, die von einem Knoten
zu sich selbst fithrt, also eine Kante der Form {v,v}. In einfachen Graphen sind Schlingen

in der Regel nicht erlaubt.

Abbildung 2.4: Graph mit Schlinge

Der Begriff ,,Schleife* wird in der Literatur [47] hdufig synonym zur Schlinge verwendet
und beschreibt ebenfalls eine Kante, die einen Knoten mit sich selbst verbindet, wie in

Abbildung
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Zwei Graphen konnen in ihrer Darstellung stark voneinander abweichen und dennoch
dieselbe Struktur besitzen. Da die optische Anordnung der Knoten und Kanten allein
dariiber keine verldssliche Aussage erlaubt, wird zur formalen Unterscheidung das Kon-
zept der Isomorphie [47] verwendet.

Definition 2.2.6 (Isomorphe Graphen). Zwei Graphen G; = (Vi, E1) und Go = (Va, E9)
heiflen isomorph [37, 21], G; = G5 wenn es eine bijektive Abbildung f: Vi — V, gibt,
sodass fiir alle u,v € V; gilt:

{U7U} S <~ {f(u)vf(v)} € Es.
Eine solche Abbildung f wird als Graphen-Isomorphismus [56] bezeichnet.

Zwei isomorphe Graphen besitzen genau dann also dieselbe Struktur [35], wenn sie

gleich viele Knoten und gleich viele Kanten haben.

Beispiel 2.2.7. Beim Vergleich der in Abbildung 2.5 dargestellten Graphen G und G,
fallt auf, dass sie zundchst sehr unterschiedlich aussehen. Dennoch zeigen sie strukturell
die gleiche Verbindung der Knoten.

2 a b
1 3
f c
4 5 6 e d
(a) Graph G (b) Graph Gy

Abbildung 2.5: Graph G; und G2 aus dem Beispiel Graphen [35]

Nach Definition lasst sich eine bijektive Abbildung f zwischen den Knotenmen-
gen finden [35], die die Isomorphie der beiden Graphen nachweist. Bei der Abbildung
f: Vg, = Vg, gilt: Zwei Knoten in (1 sind genau dann durch eine Kante verbunden,
wenn auch ihre Bilder in G durch eine Kante verbunden sind. Die folgende Tabelle
zeigt eine mogliche bijektive Zuordnung der Knoten.

Tabelle 2.1: Bijektive Abbildung f [35]
. Ve (1 2 3 4 5 6
" Vg, |a c e b od f

Da diese Abbildung bijektiv ist, sind die Graphen G; und G5 isomorph.



2.2 Begriffe und Definitionen in der Graphentheorie

Das Erkennen von Isomorphie zwischen Graphen stellt eine besondere Herausforde-
rung dar und ist algorithmisch aufwendig zu 16sen. Zwar ist es grundsétzlich in endlicher
Zeit losbar, jedoch kann im ungiinstigsten Fall eine vollstindige Uberpriifung aller n!
moglichen Zuordnungen der Knoten notwendig sein. Eine vereinfachte oder allgemein
effizientere Definition des Graphen-Isomorphismus ist in der Literatur [47), 35] nicht be-
kannt, weshalb das Konzept in seiner formalen Form verwendet und nochmal durch ein

konkretes Beispiel veranschaulicht wird.

Beispiel 2.2.8. Sind die beiden Graphen isomorph?

(a) Graph 1 (b) Graph 2
Abbildung 2.6: Graphen zum Beispiel

Ja, denn die Beschriftung mit Zahlen und Buchstaben (Abbildung macht sichtbar,
dass sich die Knoten beider Graphen so zuordnen lassen, dass die Kantenverbindungen

zwischen den Knoten erhalten bleiben.

(a) Graph 1 (b) Graph 2

Abbildung 2.7: Beschriftete Graphen zum Beispiel Knoten mit Kleinbuchstaben
und Kanten mit Zahlen beschriftet
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2.3 Graphklassen

Graphklassen dienen der strukturierten Einteilung von Graphen nach bestimmten Ei-
genschaften und bilden die Grundlage fiir viele zentrale Resultate in der Graphentheorie.

Definition 2.3.1 (Multigraph). Erlaubt man mehrere Kanten zwischen denselben Kno-

ten, so spricht man von einem Multigraphen [42].

"

Abbildung 2.8: Multigraph mit zwei Kanten zwischen denselben Knoten

Definition 2.3.2 (Ungerichteter Graph). Ist jede Kante e € E eine ungeordnete Zwei-
ermenge {u,v} mit u,v € V, so ist es ein ungerichteter Graph. In diesem Fall gibt es
keinen Unterschied zwischen {u,v} und {v,u}.

Definition 2.3.3 (Gerichteter Graph). Bestehen die Kanten aus geordneten Paaren
(u,v), wobei u,v € V, so handelt es sich um einen gerichteten Graphen. Hierbei zeigt

jede Kante vom Startknoten u zum Zielknoten v.

In einem gerichteten Graphen zeigt jede Kante eindeutig vom Startknoten zum Ziel-
knoten und gibt mit Pfeilspitzen die genaue Richtung an. Solche Strukturen [46] 34] 42]
sind dann sinnvoll, wenn Relationen mit einer bestimmten Richtung modelliert werden
sollen.

In ungerichteten Graphen sind die Kanten im Gegensatz dazu einfache Linien zwischen
den Knoten (Abbildung [2.9). In der Fachliteratur [37] wird das Attribut ,ungerichtet*
meist weggelassen, da dies als Standardfall gilt. Auch in dieser Arbeit wird bei ungerich-
teten Graphen auf explizite Kennzeichnung verzichtet.

2 4 6
OO O

(a) ungerichteter Graph (b) gerichteter Graph

Abbildung 2.9: Unterschied ungerichteter Graph und gerichteter Graph [46]

10



2.3 Graphklassen

Definition 2.3.4 (Zusammenhéngender Graph). Ein Graph G = (V, E) heifit zusam-
menhiingend [37, 34], wenn es fiir jedes Paar von Knoten u,v € V einen Weg gibt, der
u mit v verbindet. Das bedeutet, von jedem Knoten aus ist jeder andere Knoten durch

eine Folge von Kanten erreichbar.

Ist ein Graph nicht zusammenhéngend, so besteht er aus mehreren Zusammenhangs-
komponenten, also maximalen Teilgraphen (Definition , die jeweils fiir sich zusam-
menhdngend sind. Ein Knoten ohne benachbarte Knoten — also mit Grad 0 — wird als
isolierter Knoten [46] bezeichnet und bildet eine eigene Zusammenhangskomponente.

Definition 2.3.5 (Gewichteter Graph). Ein gewichteter Graph [42] ist ein Graph, bei
dem jeder Kante ein numerischer Wert zugeordnet ist. Bei einem gerichteten Graphen
G = (V,E,c) ist E die Menge gerichteter Kanten (u,v), und die Abbildung ¢ : E — R
ordnet jeder Kante ein Gewicht zu. Im ungerichteten Fall wird der Graph mit G =
[V, E, c] bezeichnet. Auch hier ordnet ¢ jeder Kante ein numerisches Gewicht zu.

Solche Werte repréasentieren in Anwendungen meistens Grofien wie Kosten, Distanzen
oder Zeitspannen und erlauben die Modellierung und Analyse vielfaltiger Optimierungs-

probleme.

Beispiel 2.3.6. Die Knoten A, B,C und D in Abbildung stellen vier Stadte [42]
dar. Die Zahlen an den Kanten geben die Fahrtzeit in Minuten zwischen den Stddten

an.

Abbildung 2.10: gewichteter Graph zum Beispiel [42]

Definition 2.3.7 (Wald). Ein Wald [44] ist ein Graph, der keine Kreise (Definiti-
on [2.4.3)) enthélt.

Definition 2.3.8 (Baum). Ein Baum [37] ist ein ungerichteter Graph, der kreisfrei und

zusammenhéngend ist.

11



2 Grundlagen der Graphentheorie

Ein Wald muss nicht zwingend zusammenhéngend sein. Er besteht aus mehreren Zu-
sammenhangskomponenten [35], die jeweils Baume sind. Daher wird ein Wald als Graph
beschrieben, der aus mehreren Bdumen besteht.

Definition 2.3.9 (Blatt). Ein Blatt [56] ist ein Knoten in einem Baum, dessen Grad
gleich 1 ist.

Blatter werden auch als ,Endecken* [32] eines Graphen bezeichnet.

Definition 2.3.10 (planarer Graph). Ein planarer Graph [47] ist ein Graph, dessen
Knoten und Kanten so in der Ebene gezeichnet werden koénnen, dass sich die Kanten
nicht kreuzen und nur an gemeinsamen Endknoten beriihren.

Jeder Baum und jeder Wald ist planar[35]. Die in Abbildung gezeigten Graphen
lassen sich ohne iiberschneidende Kanten in der Ebene darstellen und sind daher pla-
nar. Ein Graph wird auch als planar bezeichnet, wenn er iiberkreuzungsfrei gezeichnet
werden kann, auch wenn seine aktuelle Darstellung Kreuzungen aufweist. In manchen
Quellen [56] finden sich weiterfiihrende Begriffe wie ,pléttbar und ,eben®. Diese Un-
terscheidungen werden in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht vertieft und auch nicht

verwendet.

Definition 2.3.11 (bipartiter Graph). Ein Graph G = (V, E) heifit bipartit [37, [13],
wenn sich die Knotenmenge V' in zwei disjunkte und nicht leere Teilmengen Vi und Vs
zerlegen lasst, sodass jede Kante e € E zwei Knoten verbindet, von denen einer in V;
und der andere in V5 liegt. Es existiert also keine Kante, die zwei Knoten derselben

Teilmenge verbindet.

Fin bipartiter Graph, dessen Knotenmenge sich in zwei disjunkte nichtleere Teilmen-
gen V7 und V5 aufteilen lasst, kann formal als G = (V;, Va, E) [13][44] angegeben werden.
Weiters gilt V' = V; U Vo und der Durchschnitt Vi NVa = {} ist leer.

Beispiel 2.3.12. Der Graph in Abbildung erfillt diese Eigenschaft, auch wenn
dies in dieser Darstellung nicht gleich zu erkennen ist. Bei ndherer Betrachtung zeigt
sich jedoch, dass alle Kanten ausschliefllich Knoten aus den Mengen V; = {1, 3,5, 7} und
Vi =1{2,4,6,8,9} miteinander verbinden. Zur besseren Veranschaulichung ist in Abbil-
dung [2.1TD] derselbe Graph erneut dargestellt, jedoch so angeordnet, dass alle Knoten
der Menge V7 auf der linken Seite und alle Knoten der Menge Vo auf der rechten Seite
angeordnet sind.

Anhand des Beispiels wird deutlich, dass bipartite Graphen durch eine geeignete Grup-
pierung der Knoten in zwei disjunkte Mengen so dargestellt werden koénnen, dass keine
Kanten innerhalb der Gruppen auftreten.

12
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&)
€

()
N>
o)
J

(=)

(b) Erneute Darstellung des bipartiten
(a) bipartiter Graph Graphen aus Abbildung

Abbildung 2.11: Zwei Visualisierungen eines bipartiten Graphen [13]

Definition 2.3.13 (vollstdndiger Graph). Bei einem vollstéindigen Graphen [49] ist
jede Ecke mit jeder anderen Ecke durch genau eine Kante verbunden. Weiters gilt, wenn
der Graph n Knoten besitzt, hat er genau (%) Kanten [35].

Satz 2.3.14. Sei G ein vollstindiger, ungerichteter Graph mit n FEcken. Dann gilt

EG)| = (Z’)

Beweis. In einem vollstdndigen Graphen ist jeder Knoten mit allen anderen n—1 Knoten
durch eine Kante verbunden [47]. Somit besitzt jeder Knoten den Grad n—1. Die Summe
aller Knotengrade ergibt daher:

> d(w)=n-(n-1)

veV(Q)
Nach Satz gilt jedoch auch:

S dlv) =2 |E@)|
veV(G)
Damit folgt:

2B =n-(n—1) = [BG)=""=Y_ <n>

13



2 Grundlagen der Graphentheorie

Beispiel 2.3.15. In Abbildung sind die ersten fiinf vollstdndigen Graphen K, mit
n < 5 Ecken dargestellt.

° o—o A
(a) Kl (b) KQ (C) K3
(d) K4 (e) K5

Abbildung 2.12: Die ersten fiinf vollstindigen Graphen K, mit n <5 [35]

2.4 Wege, Pfade und kiirzeste Verbindungen

Ein weiteres wesentliches Konzept in der Graphentheorie ist die Untersuchung von We-
gen, also Abfolgen von Kanten, die bestimmte Knoten in einem Graphen miteinander
verbinden. Diese bilden die Grundlage vieler Fragestellungen, etwa bei der Analyse von
Netzwerken oder beim Nachweis spezieller Strukturen wie in der Ramsey-Theorie. Je
nach Kontext (gerichtet oder ungerichtet, mit oder ohne Mehrfachkanten) existieren
unterschiedliche Definitionen und Begriffe, die im Folgenden prézisiert werden.

Definition 2.4.1 (Weg). Ein Weg [35] in einem Graphen ist eine alternierende Folge
von Knoten und Kanten, bei der aufeinanderfolgende Knoten jeweils durch eine Kante

verbunden sind.
W = (UU7 €1,v1,€2,V2,€3,...,Vk—1,Ck, Uk)

In der Praxis wird ein Weg héufig der Einfachheit halber nicht mit Kanten, sondern
lediglich als Folge benachbarter Knoten angegeben, etwa in der Form:

W = (1)0,1)1,... ,’Uk).

14



2.4 Wege, Pfade und kiirzeste Verbindungen

Der Knoten vy wird als Anfangsknoten oder -ecke und vy, als Endknoten oder -ecke [35]
bezeichnet. Alle anderen Knoten nennt man innere Knoten. In einem ungerichteten Gra-
phen geniigt es, dass die Kante zwischen zwei Knoten existiert, wahrend in einem ge-
richteten Graphen zusétzlich die Richtung der Kante [13] berticksichtigt werden muss.

Definition 2.4.2 (Pfad). Ein Weg, bei dem kein Knoten doppelt vorkommt, wird als
Pfad bezeichnet.

Er ist somit ein spezieller Weg ohne Wiederholungen von Knoten.

Definition 2.4.3 (Kreis). Ein Kreis [33] ist ein geschlossener Weg, bei dem der Start-

und Endknoten identisch sind, also vg = vy.

Die Lange eines Weges gibt an, wie ,,weit“ zwei Knoten iiber diesen Weg voneinander
entfernt sind. Je nach Art des betrachteten Graphen unterscheidet sich die Berechnung

der Weglange:

¢ In einem ungewichteten Graphen entspricht die Linge eines Weges der Anzahl der
durchlaufenen Kanten.

e In einem gewichteten Graphen ergibt sich die Weglédnge als die Summe der Ge-

wichte der entlang des Weges genutzten Kanten.

Beispiel 2.4.4. Der Weg W = (1, 3,2,4) im ungewichteten Graphen in Abbildung
der tiber vier Kanten fiihrt, hat die Lange 4.

Beispiel 2.4.5. Im Graphen existieren fiinf verschiedene Pfade vom Knoten 1 bis
zum Knoten 8, die jeweils unterschiedliche Langen aufweisen:

e (1,2,5,4,7,8) mit Linge 28,

e (1,2,3,6,9,8) mit Lange 11,

« (1,2,5,8) mit Linge 22,

e (1,2,5,6,9,8) mit Linge 18 und
o (1,4,7,8) mit Linge 13.

Zudem enthélt der Graph den Kreis (6,9, 10,6). Der Weg (1,2,3,6,9,10,6,9,8) ist ein
Beispiel fiir einen Weg, der kein Pfad ist, da er Knoten mehrfach besucht. Das Beispiel
verdeutlicht auflerdem, dass ein Pfad, der mehr Kanten durchlauft, kiirzer sein kann als

einer mit weniger Kanten, wenn die Kantengewichte unterschiedlich sind.

15



2 Grundlagen der Graphentheorie

t

\

[N
—_
w

(@)

e
N
2

Q -

Abbildung 2.13: Beispiel zu Wege, Pfade und Léngen [13]
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Definition 2.4.6 (Weglénge in einem gewichteten gerichteten Graphen). Besitzt ein
gerichteter Graph G = (V, E, ¢) eine Bewertungsfunktion ¢, dann ist fiir einen Weg

W:(Ul,UQ,...,vk)

die Lange dieses Weges definiert als

T

1
c(W) = c(vi,vit1).
1

<.
Il

Fine héufige Fragestellung in gewichteten Graphen ist der Weg mit dem minimalsten
Gesamtgewicht.

Definition 2.4.7 (Kiirzester Weg). Besitzt ein bewerteter, gerichteter Graph G =
(V, E, c) einen Weg [40]

Wi = (vi,v2, ..., k)

von einem Startknoten ¢ = v; zu einem Zielknoten j = vy, , so heifit

k—1

c(Wi5) = clv, 1)

=1
die Lénge des Weges W [46].

Ein solcher Weg W;; wird als kiirzester Weg bezeichnet, wenn fiir alle Wege W;;

von i nach j gilt [46]:
c(Wij) < e(Wij).

Die Grofle ¢(Wp%) wird auch als Entfernung [32] von i nach j bezeichnet.
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2.4 Wege, Pfade und kiirzeste Verbindungen

Fiir ungerichtete gewichtete Graphen lasst sich diese Definition analog anwenden.
Das Finden des kiirzesten oder schnellsten Weges ist eine hdufige Problemstellung, zum
Beispiel fiir Navigationsgerate.

Beispiel 2.4.8. Ziel ist es, den kiirzesten Weg vom Knoten 2 zum Knoten 5 im dar-
gestellten gewichteten Graphen zu bestimmen. Dazu werden alle moglichen Wege
zwischen diesen beiden Knoten betrachtet und hinsichtlich ihrer Gesamtldnge verglichen.
Der Weg W = (2,5) hat die Lange 55. Der Weg W = (2,4, 3,5) hat die Lange 50 und
ist so der kiirzeste Weg im Graphen.

20

Abbildung 2.14: Graph zum Beispiel zum Berechnen kiirzester Wege [46]

Dieses Beispiel verdeutlicht, wie auch Beispiel dass ein Weg mit weniger Kanten
nicht unbedingt der kiirzeste sein muss. So verlauft der Weg (W = (2,5)) nur iiber eine
Kante, ist aber nicht der kiirzeste Weg im Graphen.

Dies wirft die zentrale Frage auf, wie sich in einem gewichteten Graphen der kiirzeste
Weg zwischen zwei Knoten systematisch bestimmen lésst. Genau dafiir wurden spezielle
Algorithmen entwickelt, von denen im Folgenden drei bedeutende exemplarisch vorge-

stellt werden.

2.4.1 Algorithmus von Dijkstra

Der Algorithmus von Dijkstra [44L [13],26] ist ein fundamentales und weit verbreitetes Ver-
fahren in der Graphentheorie, das zur Bestimmung kiirzester Wege in Graphen eingesetzt
wird. Er wurde 1959 von dem niederléndischen Mathematiker und Informatik-Pionier
Edsger Wybe Dijkstra entwickelt.

Der Dijkstra-Algorithmus 16st das sogenannte Single-Source-Shortest Path-Problem.
Das Ziel [46, 35] ist es, die kiirzesten oder schnellsten Wege von einem festgelegten
Startknoten zu allen anderen erreichbaren Knoten in einem Graphen zu finden.

Die praktische Bedeutung des Algorithmus [46], 35, [44] ist sehr hoch:

o Er ist der Kern jedes Navigationssystems. Verkehrsnetze werden als gewichtete
Graphen modelliert, wobei Kreuzungen Knoten und Straflenabschnitte Kanten
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2 Grundlagen der Graphentheorie

sind, deren Gewichte Entfernungen darstellen. Der Algorithmus berechnet dann

optimale Routen.
o Er wird auch als Routing-Algorithmus im Internet eingesetzt.

e Er kann dariiber hinaus fiir scheinbar Graphentheorie-fremde Probleme wie das
Miinzproblem aus der Zahlentheorie (Bestimmung der Frobenius-Zahl) verwendet

werden.

Voraussetzungen

Damit der Dijkstra-Algorithmus korrekt funktioniert und optimale Ergebnisse liefert,
miissen bestimmte Bedingungen [13| [56), 35] [46] erfiillt sein:

1. Der Graph muss gewichtet sein.
2. Alle Kantengewichte miissen nicht-negativ sein.

3. Der Algorithmus wird primér fiir gerichtete Graphen beschrieben. Er kann jedoch
auch auf ungerichtete Graphen angewendet werden, indem jede ungerichtete Kante

durch zwei gerichtete Kanten mit demselben Gewicht ersetzt wird.

4. Es wird angenommen, dass der Graph zusammenhéngend ist, um alle Knoten

erreichen zu konnen.

5. Fiir Echtzeitanwendungen, wie Verkehrsinformationen, miissen die Kantengewichte

wéhrend der Berechnung konstant bleiben.

Funktionsweise

Der Dijkstra-Algorithmus verfolgt eine Greedy-Strategie. Er arbeitet schrittweise und
wéhlt in jedem Schritt den Knoten aus, der aktuell den geringsten Abstand zum Start-
knoten hat und dessen kiirzeste Entfernung noch nicht endgiiltig festgelegt wurde. Sobald
ein Knoten ausgewéhlt und verarbeitet wurde, gilt seine Distanz als endgiiltig bestimmt.
Das bedeutet, dass kein kiirzerer Weg zu diesem Knoten mehr gefunden werden kann.

Fiir jeden Knoten werden zwei Informationen gespeichert:
o D(i) - die aktuelle kiirzeste bekannte Entfernung vom Startknoten s zu ¢

o R(i) - der Vorgiangerknoten von i auf diesem kiirzesten Weg
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2.4 Wege, Pfade und kiirzeste Verbindungen

Ablauf

Gegeben sei ein bewerteter gerichteter Graph G = (V, E, ¢) mit |V| = n.

1. Alle Distanzen werden mit oo initialisiert, aufler fiir den Startknoten D(s) = 0, da

der Weg vom Knoten s zu s bekannt und dieser 0 ist.

2. Alle Knoten sind anfianglich ,unbesucht“. Anschliefend wird folgender Vorgang
mehrfach durchlaufen:

o Der unbesuchte Knoten h mit der aktuell kleinsten Distanz D(h) wird gewéhlt.

e Alle Nachbarn j von h werden betrachtet und auf folgendes gepriift:

falls D(h) + cp; < D(j) : D(j) :== D(h) + cpj, R(j) :==h
e h wird als ,besucht“ markiert.

3. Dieser Ablauf [44],34] wird solange wiederholt, bis alle erreichbaren Knoten besucht

wurden.

Beispiel 2.4.9. Fortsetzung von Beispiel

Der Startknoten ist s = 1. Die erste Iteration startet beim Knoten 1, von dem aus
die Kanten zu 2 (Lénge 40) und zu 3 (Lénge 20) fithren. Beide Distanzen werden ak-
tualisiert. In der zweiten Iteration wird Knoten 3 als néchster verarbeitet, da er die
aktuell kleinste Distanz besitzt. Von dort aus wird ein besserer Weg zu Knoten 5 ge-
funden (D(5) = 30 iiber 3). In der dritten Iteration wird 5 ausgewéhlt, jedoch ergeben
sich keine Verbesserungen, da es von 5 aus keine weiteren ausgehenden Kanten gibt. In
Iteration vier wird Knoten 2 weiter verarbeitet. Hier ergibt sich ein neuer Pfad zu 4 iiber
2 mit gesamter Lénge 50. In der letzten Iteration wird 4 betrachtet, es erfolgen aber kei-
ne weiteren Aktualisierungen. Es existiert zwar iiber den Knoten 4 ein Weg zu 3, dieser
wird jedoch nicht berticksichtigt, da Dijkstra nur dann Aktualisierungen vornimmt, wenn
ein kiirzerer Weg gefunden wird. Die aktuell bekannte Distanz zu 3 betragt bereits 20
und ist damit kiirzer als die neue mogliche Strecke (80). Der Algorithmus iiberschreibt
Eintréage also nur im Fall einer Verbesserung. Der Knoten 6 bleibt unerreicht, da er nicht
durch eine Kante mit dem restlichen Graphen verbunden ist.

Abbildung [2.T5 zeigt die kiirzesten Wege im Graphen vom Startknoten 1 zu allen
anderen erreichbaren Knoten. Die Tabelle 2.2] stellt die zugehorigen Berechnungsschritte
dar.
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40
D ©

Abbildung 2.15: Baum kiirzester Wege [46] zum Beispiel Knoten 6 bleibt isoliert,
da keine Kante ihn zum restlichen Graphen verbinden

Tabelle 2.2: Dijkstra-Algorithmus [46] zum Beispiel
Initialisierung: 1|1 2 3 4 5 6

D) |0 o0 oo oo oo oo

1. Iteration: h =1 i1 2 3 4 5 6
DGE) |0 40 20 oo o0 o0
RGE) |1 1

2. Iteration: h =3 111 2 3 4 5 6

3. Iteration: h =5 i1 2 3 4 5 6

4. Iteration: h=2 i1 2 3 4 5 6
D@GE) |0 40 20 50 30 o

5. Iteration: h =4 11 2 3 4 5 6
D@GE) |0 40 20 50 30 oo
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Beispiel 2.4.10. Bei einem Beispiel aus [44] soll fiir eine Besichtigungstour durch
Wiirzburg, bei der die Residenz als auch die Festung Marienberg eingeplant wird, die
kiirzeste Route gefunden werden. In Frage kommen Wege iiber die Neubaustrafle, die
Domstrafle oder durch den Ringpark. Die verschiedenen Strecken werden auf der Karte
markiert und die Distanzen in Metern dazugeschrieben. Die Straflenverbindungen wer-
den in einem gewichteten Graphen (Abbildung iibertragen, wobei jeder Knoten
einen wichtigen Ort in der Stadt darstellt und jede Kante die Distanz zwischen zwei
Orten angibt. Ziel ist es, mithilfe des Dijkstra-Algorithmus den Weg mit der geringsten
Gesamtlange [44] von der Residenz zur Festung zu bestimmen.

145

176 375 561

825 299 444 440 442
Festung @ Residenz

877 561

614

Abbildung 2.16: Beispiel |2.4.10; Mogliche Routen von der Residenz zur Festung Mari-
enberg [44]

So wie bei Beispiel ist die Distanz D(s) = 0 und alle anderen Distanzen werden
zundchst mit oo initialisiert. In jeder Iteration wird der Knoten mit der aktuell gerings-
ten bekannten Distanz ausgewéhlt, seine Nachbarn untersucht und, falls ein kiirzerer
Weg gefunden wird, die Distanz sowie der Vorgéngerknoten in der Algorithmus-Tabelle
aktualisiert.

176 375

4 40 /7N 442

Residenz

Festung @ 825 /8\ 299

4
7
NG
877
6

Abbildung 2.17: Beispiel [2.4.10; Graph mit beschrifteten Knoten, s ist der Start (=Re-
sidenz) und z ist das Ziel (=Festung) [44]

561

4070\ 4
N
614

3

In Iteration 1 wird der Startknoten s betrachtet. Es existieren direkte Verbindungen
zu den Knoten 1 und 2 mit Distanzen 442 m bzw. 516 m. Diese Werte sind kiirzer als
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oo, daher werden D(1) = 442 und D(2) = 516 gesetzt und s als Vorgénger eingetragen.
In Iteration 2 ist Knoten 1 der Knoten mit der derzeit geringsten Distanz. Von dort aus
werden Knoten 3 iiber die Kante (1,3) mit Linge 561 und Knoten 4 iiber die Kante
(1,4) mit Lange 440 erreicht. Daraus ergeben sich die neuen Distanzen D(3) = 1003
und D(4) = 882. Der Vorgéinger beider Knoten wird mit 1 vermerkt. In Iteration 3 wird
Knoten 2 verarbeitet, da dieser nach Iteration 2 die geringste Distanz aufweist. Von dort
fithrt eine Kante zu Knoten 5 mit Kosten 145. Der bisherige Wert fiir D(5) war oo, daher
wird er nun auf 661 gesetzt (D(2) + 145). Der Vorgénger R(5) ist entsprechend 2. In
Iteration 4 folgt Knoten 5. Von dort aus kénnte Knoten 7 iiber die Kante (5,7) mit 176
erreicht werden. Die bisherige Distanz zu 7 betrégt oo, der neue Wert D(7) = 661+176 =
837 ist also kiirzer. Daher wird R(7) = 5 gesetzt. Eine weitere Kante fithrt zuriick zu
Knoten 4, doch deren neue Distanz von 1036 ist linger als die bereits bekannte D(4) =
882, weshalb keine Aktualisierung erfolgt. In Iteration 5 wird Knoten 7 betrachtet. Eine
Verbindung zu Knoten 8 mit Lange 299 wird genutzt, wodurch D(8) = 8374299 = 1136
gesetzt und R(8) = 7 bestimmt wird. In Iteration 6 folgt Knoten 3. Eine Kante fithrt zu
Knoten 6 mit Lange 614, woraus sich D(6) = 1003 + 614 = 1617 ergibt. Da dies kiirzer
als oo ist, wird R(6) = 3 notiert. In Iteration 7 wird Knoten 8 verarbeitet. Von dort fiihrt
eine Kante zur Zielecke z mit Lange 825, sodass sich D(z) = 1136 + 825 = 1961 ergibt
und R(z) = 8 gesetzt wird. Alle erreichbaren Knoten wurden verarbeitet und weitere
Verbesserungen der Distanzen sind nicht mehr méglich, weshalb der Algorithmus beendet

wird.

Die kiirzeste Verbindung [44] von der Residenz zur Festung betrigt somit 1961 Meter
und ist in Abbildung dargestellt. Die einzelnen Schritte des Dijkstra-Algorithmus

sind in Tabelle veranschaulicht.
(5 )—"—)
176 561
825 299 44 442
Festung @ @ @ 0 m @ Residenz
561
@ 614 s

Abbildung 2.18: Beispiel [2.4.10; Baum kiirzester Wege zu den einzelnen Knoten [44];
kiirzester Weg von der Residenz zur Festung in dicken griinen Pfeilen

dargestellt
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2.4 Wege, Pfade und kiirzeste Verbindungen

Tabelle 2.3: Dijkstra-Algorithmus zum Beispiel [2.4.10

Initialisierung: i | s 1 2 3 4 5 6 7 8 z

DGE) |0 oo c) C) c) () ) () 00

1. Iteration: h=s i | s 1 2 3 4 5 6 7 8 z
D(3) 442 516 oo 0o 0o 0o 0o 0o 00
R(3) s S

2. Iteration: h =1 i | s 1 2 3 4 5 6 7 8 z
D(%) 442 516 1003 882 oo 0o 0o ()
R(3) s s 1 1

3. Iteration: h =2 1| s 1 2 3 4 5 6 7 8 z
D(3) 442 516 1003 882 661 %) %) o0
R(3) s s 1 1 2

4. Iteration: h =05 ] 1 2 3 4 5 6 7 8 z
D(3) 442 516 1003 882 1257 %9 837 %9 o0
R(7) s s 1 1 4 5

5. Iteration: h =7 1| s 1 2 3 4 5 6 7 8 z
DG) | 0 442 516 1003 882 1257 %9 837 1136
R(3) s s 1 1 4 5 7

6. Iteration: h =3 1| s 1 2 3 4 5 6 7 8 z
D(i) | 0 442 516 1003 882 1257 1617 837 1136
R(i s s 1 1 4 3 5 7

7. Iteration: h =28 1| s 1 2 3 4 5 6 7 8 z
D(i) | 0 442 516 1003 882 1257 1617 837 1136 1961
R(3) s s 1 1 4 3 5 7 8
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2 Grundlagen der Graphentheorie

2.4.2 Algorithmus von Kruskal

Der Algorithmus von Kruskal [44] [13] ist ein fundamentaler Algorithmus der Graphen-
theorie, der zur Bestimmung eines minimalen spannenden Baumes in einem Graphen
dient. Er wird der Klasse der Greedy-Algorithmen zugeordnet. Entwickelt wurde dieser
Algorithmus 1956 von dem amerikanischen Mathematiker Joseph Bernhard Kruskal.
Das Hauptziel des Algorithmus besteht darin, aus einem zusammenhédngenden, ge-
wichteten Graphen einen Teilgraphen zu erzeugen, der alle Knoten enthélt, dabei jedoch
nur so viele Kanten wie nétig verwendet und die Gesamtkosten (Summe der Kantenge-
wichte) minimiert. Ein solcher Teilgraph wird als minimaler Spannbaum [34] bezeichnet.
Minimale spannende Baume, die der Algorithmus von Kruskal findet, haben vielfaltige

praktische Anwendungen [35]:

e Sie werden in Rechnernetzen eingesetzt, um zu bestimmen, iiber welche Leitun-
gen eine Nachricht an alle weitergeleitet werden soll und iiber welche nicht, um
Nachrichtenschleifen zu vermeiden.

o Weiters werden sie bei Infrastrukturplanungen verwendet - etwa beim Entwurf
effizienter Strom-, Kommunikations- oder Verkehrsnetze, in denen Redundanz mi-
nimiert und Kosten reduziert werden sollen.

Voraussetzungen

So wie beim Dijkstra-Algorithmus miissen auch beim Algorithmus von Kruskal bestimm-

te Bedingungen [46, [34] erfiillt sein:
1. Der Graph muss ungerichtet sein.
2. Der Graph ist zusammenhéngend und schlingenfrei.

3. Jede Kante ist mit einem Gewicht versehen. Es handelt sich also um einen gewich-

teten Graphen.

4. Anders wie beim Dijkstra-Algorithmus ist es optional, dass es keine negativen Kan-
tengewichte gibt. Der Algorithmus von Kruskal kann prinzipiell damit umgehen,

solange keine Zyklen entstehen.

Funktionsweise

Der Algorithmus arbeitet nach folgendem Prinzip: In jedem Schritt wird die jeweils
aktuell kostengiinstigste Kante ausgewéhlt, unter der Bedingung, dass ihre Aufnahme
keinen Zyklus erzeugt. Die Kanten werden so lange nacheinander hinzugefiigt, bis ein

aufspannender Baum entsteht, also alle Knoten miteinander verbunden sind.
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2.4 Wege, Pfade und kiirzeste Verbindungen

Ablauf
Die Schritte des Algorithmus [34], 13], 35] sind wie folgt:
1. Alle Kanten des Graphen werden nach ihren Bewertungen aufsteigend sortiert.

2. Eine leere Menge E’ wird festgelegt, die die Kanten des zu bestimmenden mini-

malen spannenden Baumes aufnehmen wird. Initial ist diese Menge leer: E' = {}.

3. Die sortierten Kanten werden sukzessive durchlaufen. Fiir jede Kante e; wird ge-
prift, ob das Hinzufiigen dieser Kante einen Kreis erzeugt.

o Wenn das Hinzufiigen der Kante ¢; keinen Kreis bildet, wird e; zur Menge E’
hinzugefiigt.

o Andernfalls, wird die Kante verworfen.

4. Dieser Ablauf wird solange wiederholt, bis die Menge E’ genau n — 1 Kanten
enthélt, wobei n die Anzahl der Knoten im Graphen ist. Zu diesem Zeitpunkt
bildet £’ den minimalen spannenden Baum.

Wiéhrend des Aufbaus kann der Algorithmus zunéchst mehrere kreisfreie Komponenten,

einen Wald, bilden, bevor er zum finalen, zusammenhéngenden Spannbaum wird.

Beispiel 2.4.11. Die Funktionsweise des Algorithmus von Kruskal wird anhand des
Beispiels [34] veranschaulicht. Betrachtet wird der Graph aus Abbildung dern =6
Knoten und m = 10 Kanten besitzt. Um einen minimalen spannenden Baum zu bilden,

werden also n — 1 = 5 Kanten benétigt.

Abbildung 2.19: Graph zum Beispiel [2.4.11| [34]

1. Sortierung der Kanten: Die Kanten werden nach ihren aufsteigenden Bewertungen
sortiert:

[2,4],[3,4],[4,5],[3,6],[4,6],[1,4], [5,6], 2, 5], [1, 3], [1, 2]
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2 Grundlagen der Graphentheorie

2. Initialisierung: Die Menge E’ der ausgewihlten Kanten ist zunéchst leer: E' = {}.

3. Iteration und Kantenpriifung;:
o Kante wird hinzugefiigt, da sie keinen Kreis bildet. (E' = [2,4])
o Kante wird hinzugefiigt. (E' = [2,4],[3,4])
« Kante wird hinzugefiigt. (E' = [2,4],[3,4], [4, 5])
+ Kante wird hinzugefigt. (E' = [2,4],[3,4], [4, 5], [3,6])

o Kante wird nicht hinzugefiigt, da sie einen Kreis mit den bereits ausgewahlten
Kanten [2,4],[3,4], [4, 5], [3, 6] bilden wiirde.

o Kante wird hinzugefugt. (E' = [2,4],[3,4], [4, 5], [3, 6], [1,4])

4. Abbruchbedingung: Die Schleife wird abgebrochen, da E’ nun aus 5 Kanten be-
steht. Das Ergebnis ist der minimale spannende Baum aus Abbildung [2:20]

Abbildung 2.20: Minimal spannender Baum zum Beispiel [2.4.11 [34]

2.4.3 Algorithmus von Prim

Auch der Algorithmus von Prim [44, [57] findet minimale Spannbdume. Der Hauptun-
terschied liegt in der Strategie. Wahrend der Algorithmus von Kruskal mit den Kanten
beginnt und diese nach Gewicht sortiert, beginnt Prims Algorithmus mit einem Start-
knoten und baut darauf einen aufspannenden Baum schrittweise aus, indem er immer
die billigste Kante wahlt, die einen neuen Knoten zum bereits konstruierten Baum hin-
zufiigt. Der Algorithmus von Prim, der erstmals 1930 von Voitéch Jarnik entwickelt
wurde, wurde spiter von Robert Clay Prim und unabhéngig davon von Edsger Wybe
Dijkstra wiederentdeckt. Der Prim-Algorithmus wird zum Beispiel bei der Erzeugung

von Labyrinthen verwendet.
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2.4 Wege, Pfade und kiirzeste Verbindungen

Voraussetzungen

Es gelten dieselben Voraussetzungen [46] wie beim Algorithmus von Kruskal: Der Graph
muss zusammenhéngend, ungerichtet und gewichtet sein. Das Ziel ist es auch, alle Knoten
mit moglichst geringem Gesamtgewicht zu verbinden, ohne dass dabei ein Kreis entsteht.

Funktionsweise

Anders als der Algorithmus von Kruskal beginnt der Algorithmus von Prim bei einer
beliebigen Startecke vg und einer leeren Kantenmenge E’ fiir den Spannbaum. In jedem
Schritt [44] wird diejenige Kante ausgewéhlt, die eine bereits besuchte Ecke mit einer
noch nicht besuchten Ecke verbindet und dabei das geringste Gewicht aufweist.

Ablauf

Der Ablauf des Algorithmus ist immer:
1. Ein Startknoten vy wird beliebig gewéhlt und als Teil des Baums markiert.

2. Unter allen Kanten, die vom aktuellen Baum zu noch nicht enthaltenen Knoten

fithren, wird die Kante mit dem kleinsten Gewicht gewé&hlt.
3. Diese Kante wird mit samt dem neuen Knoten dem Baum hinzugefiigt.
4. Schritt 2 und 3 werden wiederholt, bis alle Knoten im Baum enthalten sind.

Beispiel 2.4.12. Am gleichen Beispiel [2.4.11] an dem der Algorithmus von Kruskal

gezeigt wurde, wird nun der Algorithmus von Prim angewendet.
o Als Startknoten vy wird Knoten 1 ausgewahlt.

o Die Kante mit dem geringsten Wert ist [1,4] mit Gewicht 6. Beide, Knoten 4 und
die Kante, werden zum Baum hinzugefiigt.

o Im Anschluss stehen [1,2],[1, 3], [4, 2], [4, 3], [4, 5] und [4, 6] zur Auswahl. Die Kante

[4, 2] besitzt das geringste Gewicht und wird mit Knoten 2 aufgenommen.

e Es folgen zwei Kanten mit gleichem Gewicht. Da die Auswahl beliebig ist, wird
[4,5] mit Knoten 5 zum Baum hinzugefiigt.

o Danach wird [4, 3] mit Knoten 3 gewéhlt und hinzugefiigt.
o SchlieBlich vervollstédndigt die Kante [3,6] mit Knoten 6 den Baum.

¢ Da nun alle Knoten im Baum enthalten sind, endet der Algorithmus.
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2 Grundlagen der Graphentheorie

Es ergibt sich somit derselbe minimale Spannbaum wie beim Algorithmus von Kruskal
in Abbildung [2.20] Der Prim-Algorithmus lduft aber schneller ab und ist im Vergleich
effektiver.

2.5 Klassische Probleme und Fragestellungen

In der Graphentheorie treten einige klassische Probleme immer wieder auf, die sowohl
historisch bedeutsam als auch von praktischer Relevanz sind. Zwei besonders zentrale
Fragestellungen betreffen sogenannte Wege mit speziellen Eigenschaften: der eulersche
und der hamiltonsche Weg. Diese Konzepte sind nicht nur fiir das Verstdndnis grundle-
gender Strukturprinzipien in Graphen wichtig, sondern bilden auch die Basis fiir viele
Anwendungen in Informatik, Netzwerktheorie und Logistik.

2.5.1 Eulerscher Wege und eulerscher Kreis

Die Begriffe des Eulerwegs und des Eulerkreises stehen in direktem Zusammenhang
mit der Frage [56], ob sich ein Graph so zeichnen lésst, dass jede Kante genau einmal
durchlaufen wird, ,,ohne den Stift abzusetzen®. Ihren Ursprung haben diese Begriffe im
Konigsberger Briickenproblem, das bereits in Kapitel ausfithrlich behandelt wurde.
Ziel ist es [44], ein einfach tiberpriifbares Kriterium zu finden, mit dem sich feststellen
ldsst, ob ein solch spezieller Weg durch den gesamten Graphen iiberhaupt existiert.

Definition 2.5.1 (Eulerscher Weg und Eulerscher Kreis). Ein eulerscher Weg [47]
beschreibt einen Weg in einem Graphen G, der jede Kante genau einmal durchlauft und
Start- und Endknoten nicht gleich sind.

Ein eulerscher Kreis [47] ist ein eulerscher Weg, bei dem zusétzlich der Start- und
Endknoten iibereinstimmen, also ein geschlossener Weg.

Satz 2.5.2 (Satz von Euler). Sei G ein zusammenhdingender Graph. Dann gilt [42):

1. G besitzt genau dann einen eulerschen Kreis, wenn alle Knoten von G geraden
Grad haben.

2. G besitzt genau dann einen eulerschen Weg (aber keinen Kreis), wenn genau zwei

Knoten von G ungeraden Grad haben.

Korollar 2.5.3. Fin zusammenhdngender Graph besitzt genau dann keinen eulerschen

Weg, wenn mehr als zwei Knoten ungeraden Grad haben.

Dieses Resultat ist besonders hilfreich zur schnellen Einschédtzung eines Graphen. Die
Bedingung iiber die Knotengrade liefert eine einfache Moglichkeit, zu entscheiden, ob
ein Eulerscher Weg oder Kreis existiert, ohne den Graphen tatséchlich zu zeichnen.
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Beispiel 2.5.4 (Das Haus des Nikolaus). Ein bekanntes Beispiel [47, [56] aus der Kind-
heit ist das sogenannte ,,Haus des Nikolaus*, das viele Kinder und Erwachsene aus dem
Gediichtnis zeichnen kénnen. Mit etwas Ubung auch in einem Zug, ohne den Stift ab-
zusetzen. Bei genauer Betrachtung zeigt sich, dass der zugrunde liegende Graph einen
eulerschen Weg, jedoch keinen eulerschen Kreis besitzt:

e Der Graph besteht aus 5 Knoten.
e Zwei der Knoten, die beiden unteren Ecken, haben einen ungeraden Grad.

e Nach dem Satz von Euler gilt: Besitzt ein zusammenhéngender Graph exakt zwei
Knoten mit ungeradem Grad, so enthélt er einen eulerschen Weg, jedoch keinen
eulerschen Kreis.

Somit ist das Haus des Nikolaus ein anschauliches Beispiel fiir einen eulerschen Weg.

Man kann es nur zeichnen, wenn man bei einer der beiden Ecken mit ungeradem Grad

(Abbildung [2.21]) beginnt.

Abbildung 2.21: Haus des Nikolaus mit den beiden Knoten (blau), mit ungeradem Grad

2.5.2 Hamilton-Wege

Im Gegensatz zu eulerschen Wegen, die jede Kante genau einmal durchlaufen, miissen
Hamilton-Wege [32], [46] jeden Knoten genau einmal durchlaufen. Der Name leitet sich
von einem Spiel ab, das William Rowan Hamilton 1859 herausgab. Die Aufgabe bestand
darin, in einem Dodekaedergraphen einen Hamilton Kreis zu finden.

Definition 2.5.5 (Hamilton-Weg und Hamilton-Kreis). Ein Hamilton-Weg [37] ist
ein Weg in einem Graphen G, bei dem jeder Knoten aus der Knotenmenge genau einmal
vorkommt.

Ein Hamilton-Kreis [44] ist ein Hamilton-Weg, bei dem Start- und Endpunkt iden-
tisch sind und die Lénge des Kreises der Anzahl der Knoten im Graphen entspricht.

|V | = Lange des Kreises
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Die Frage [35, [56], ob ein Graph einen Hamilton-Kreis besitzt, ist deutlich schwie-
riger zu beantworten als die Existenz eines Eulerkreises. Im Gegensatz zum Eulerkreis
gibt es ndmlich keine einfache Charakterisierung von Graphen, die einen Hamilton-Kreis
enthalten. Das Entscheidungsproblem gehort sogar zu den NP-vollstdndigen Problemen.
Das bedeutet, dass kein effizienter Algorithmus bekannt ist, der in polynomieller Zeit
einen Hamilton-Kreis findet oder dessen Nichtexistenz feststellt. Die triviale Losung, alle
Moéglichkeiten durchzuprobieren, erfordert im schlechtesten Fall n! Moglichkeiten bei n
Knoten — das ist nicht effizient.

Ein bekanntes Optimierungsproblem, das eng mit dem Hamilton-Kreis verwandt ist,
ist das Problem des Handlungsreisenden [57]. Dabei geht es darum, eine Rundreise durch
alle Knoten eines vollstindig gewichteten Graphen zu finden, bei der jeder Knoten genau
einmal besucht wird und die Gesamtldnge minimal ist.

Obwohl es keine einfache allgemeine Charakterisierung gibt, existieren hinreichende
Bedingungen [44}, 32}, 46, [56]. Das Kriterium von Dirac besagt, dass ein Graph G = (V, E)
mit n Ecken einen Hamilton Kreis besitzt, wenn sein Minimalgrad §(G) die Bedingung
d(G) > 5 erfiillt. Auch das Theorem von Ore bietet ein solches Kriterium: Wenn in einem
zusammenhéngenden, ungerichteten Graphen G mit |V| > 3 fiir alle nicht benachbarten
Knotenpaare u,v € V gilt, dass d(u) + d(v) > |V|, dann ist G ein Graph mit Hamilton-
Kreis.

2.5.3 Vier-Farben-Problem

Das Vier-Farben-Problem [37] zdhlt zu den bekanntesten und historisch bedeutends-
ten Fragestellungen der Graphentheorie und der diskreten Mathematik. Es beschéftigt
sich mit der Frage nach der minimalen Anzahl von Farben, die benétigt wird, um die
Regionen einer politischen Landkarte so einzufirben, dass keine zwei benachbarten Re-
gionen dieselbe Farbe erhalten. Dabei wird vereinfachend angenommen, dass jedes Land
ein zusammenhédngendes Gebilde bildet, Nachbarldnder mit einer gemeinsamen Gren-
ze unterschiedliche Farben erhalten miissen und isolierte Punkte nicht als gemeinsame
Grenze zahlen. Ziel [50] ist es, mit moglichst wenigen Farben auszukommen. Die Fra-
gestellung [I1] wurde erstmals um das Jahr 1852 von Francis Guthrie aufgeworfen, der
beim Einfarben der Landkarte von England beobachtete, dass 4 Farben offenbar immer
ausreichten, 3 zu wenig und 5 zu viel waren. Sein Lehrer Augustus de Morgan verbreitete
das Problem in mathematischen Kreisen. Im Jahr 1878 wurde es in den ,Proceedings
of the London Mathematical Society“ veroffentlicht und erlangte dadurch internationa-
le Aufmerksamkeit. Alfred Kempe présentierte 1879 einen Beweis, der als Durchbruch
galt, bis dieser 11 Jahre spéater, 1890, von Percy Heawood als fehlerhaft entlarvt wurde.
Dennoch trugen Kempes Methoden mafigeblich zur spédteren Losung bei. Erst 1976 ge-
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lang es den Mathematikern Kenneth Appel und Wolfgang Haken gemeinsam mit John
Koch, das Vier-Farben-Problem mithilfe von Computerunterstiitzung [35] endgiiltig zu
beweisen.

In der Graphentheorie ist das Vier-Farben-Problem ein Knotenférbungsproblem [7]:

e Die Léander der Landkarte werden durch Knoten repréasentiert.

e Gemeinsame Landesgrenzen werden durch Kanten zwischen den einzelnen Knoten

dargestellt.
o Landkarten konnen als planare Graphen aufgefasst werden.

Satz 2.5.6 (Vier-Farben-Satz). Jeder planare Graph lisst sich so farben [58], dass keine
zwes benachbarten Knoten dieselbe Farbe erhalten, und es dabei hichstens 4 verschiedene
Farben bendtigt. Es gilt die Ungleichung [{7)]:

X(G) <4

Die chromatische Zahl x(G) wird auch Knotenfiarbungszahl genannt. Sie beschreibt die
minimale Anzahl an Farben, mit der die Knoten eines Graphen so gefarbt werden kénnen,
dass benachbarte Knoten stets unterschiedliche Farben erhalten. Eine ausfiihrlichere
Darstellung findet sich in Kapitel Der Vier-Farben-Satz [44] besagt, dass niemals
mehr als 4 Farben fiir eine Landkarte benotigt werden. Das bedeutet aber nicht, dass jede
Landkarte auch tatsichlich vier Farben benotigt. Viele Landkarten kénnen mit weniger
Farben auskommen. Die Umkehrung des Vier-Farben-Satzes [35] gilt nicht: Nicht jeder
Graph, der mit héchstens 4 Farben gefarbt werden kann, ist planar.

Abbildung 2.22: Schematische Darstellung einer Landkarte mit vier angrenzenden Re-
gionen und der zugehorigen Graphfirbung nach dem Vier-Farben-Satz

2.6 Strukturen in Graphen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Strukturen wie Teilgraphen, Cliquen und
Féarbungen behandelt. Diese Konzepte sind zentral fiir die Ramsey-Theorie, da sie sich
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mit der Frage befasst, ob in jeder hinreichend grofien Férbung bestimmter Graphen not-
wendigerweise monochromatische Teilstrukturen (Cliquen) auftreten. Ergédnzend dazu
werden deshalb auch verschiedene Arten von Graphfirbungen genauer untersucht.

2.6.1 Teilgraphen, Cliquen und unabhdngige Mengen

Ein Teilgraph ist ein grundlegendes Konzept in der Graphentheorie, das eine Substruktur
eines grofleren Graphen beschreibt. Die Terminologie kann in der Literatur [35] variieren,
wobei ,, Teilgraph“ und ,,Untergraph“ manchmal synonym verwendet werden, aber auch

spezifischere Bedeutungen annehmen kénnen.

Definition 2.6.1 (Teilgraph). Ein Teilgraph [56] 7" = (W, F)) eines Graphen G =
(V,E) ist ein Graph, dessen Knotenmenge W eine Teilmenge von V ist (W C V) und
dessen Kantenmenge F' eine Teilmenge der Kantenmenge von G ist (F' C E). Wenn T'
ein Teilgraph von G ist, wird dies oft als T' C G notiert.

Ein Teilgraph [35] kann durch das Entfernen von Knoten und Kanten aus dem ur-
spriinglichen Graphen gebildet werden. Werden Knoten entfernt, miissen dabei alle mit
diesen Knoten inzidierenden Kanten ebenfalls entfernt werden. Es koénnen aber auch
einzelne Kanten entfernt werden, wodurch auch isolierte Knoten entstehen kénnen. Der
Nullgraph [32], ein Graph ohne Knoten und Kanten, ist ein trivialer Teilgraph jedes
Graphen.

Beispiel 2.6.2. In Abbildung sind zwei Teilgraphen von G dargestellt. T entsteht
durch das Streichen von Knoten 2 mit allen seinen Kanten, und die Kante zwischen
Knoten 1 und 6 wird ebenfalls gestrichen. T” entsteht dann durch zusétzliches Streichen
von Knoten 4 mit seinen inzidierenden Kanten und dem Streichen der Kante {3,5}.

(c) T

Abbildung 2.23: Graph G mit zwei Teilgraphen T und 7" |21]
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Definition 2.6.3 (Untergraph). Ein Untergraph G’(auch induzierter Teilgraph), eines
Graphen G = (V| E), der durch eine Knotenmenge W C V bestimmt ist, ist der Graph
G' = (W,Ew), wobei Ey alle Kanten aus F enthélt, deren beide Endpunkte in W
liegen. Es gilt also [56} 35]:

Ew = {{u,v} € E|u,v e W}.

Ein Untergraph entsteht somit, indem man aus dem urspriinglichen Graphen einige
Knoten entfernt und lediglich jene Kanten beibehélt, deren Endpunkte noch im verblei-
benden Knotenbereich W liegen. Es handelt sich dabei um eine reduzierte Version von
G, bei der so viele Kanten wie moglich erhalten bleiben, solange sie nur zwischen zwei
verbleibenden Knoten verlaufen. Der Unterschied [35] zwischen einem Teilgraph und ei-
nem Untergraph ist, dass bei Teilgraphen beides, Kanten und Knoten, entfernt werden
diirfen und bei Untergraphen nur jene Kanten entfernt werden, die mit den entfernten
Ecken inzidieren. Diese Definitionen werden in der Literatur [56], 37, 35, 82] jedoch nicht
einheitlich verwendet.

Die in Abbildung dargestellten Teilgraphen sind keine Untergraphen von G, da

zusatzlich zu den mit den Knoten inzidierenden Kanten andere Kanten entfernt wurden.

Beispiel 2.6.4. Abbildung zeigt zwei Untergraphen von G. U entsteht durch das
Streichen von Knoten 2 mit allen seinen Kanten und U’ entsteht dann durch zusétzliches

Streichen von Knoten 4 mit seinen inzidierenden Kanten.

() U’

Abbildung 2.24: Graph G mit zwei Untergraphen U und U’ [21]

Definition 2.6.5 (Clique). Eine Clique [56] beschreibt eine Menge von Knoten in
einem Graphen G, in der alle Knoten paarweise miteinander verbunden sind. Anders

ausgedriickt, eine Clique ist ein vollstdndiger Teilgraph.

Ein Graph wird als n-Clique oder Clique mit n Knoten bezeichnet, wenn er zu einem
vollstdndigen Graphen K, isomorph ist [56].
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2 Grundlagen der Graphentheorie

Definition 2.6.6 (Cliquenzahl). Die Cliquenzahl [56] w(G) eines Graphen G ist die
Kardinalitét einer groftmoglichen Clique in G.

Beispiel 2.6.7. Beispiele der Cliquenzahl fiir spezielle Graphen:
o Fiir einen vollstdndigen Graphen K, ist w(K,) = n.
o Fiir einen leeren Graphen FE,, (ohne Kanten) ist w(E,) = 1.

Definition 2.6.8 (unabhéngige Menge). Eine unabhingige Menge [35] S (oder auch
stabile Menge) in einem Graphen G ist eine Teilmenge der Knoten S C V', in der keine
zwei Knoten benachbart sind. Das bedeutet, fiir zwei unterschiedliche Knoten u,v € S
existiert keine Kante {u,v} € E.

Definition 2.6.9 (Stabilitdtszahl). Die Stabilitdtszahl [56] eines Graphen G, symbo-
lisiert als «(G), ist die Kardinalitdt einer grofitmoglichen unabhéngigen Menge in G.

Beispiel 2.6.10. Beispiele der Stabilitatszahl fiir spezielle Graphen aus [2.6.
o Fiir einen vollstdndigen Graphen K, ist a(K,) = 1.
o Fiir einen leeren Graphen E,, (ohne Kanten) ist o(E,) = n.
Beispiel 2.6.11. Abbildung zeigt eine Clique und eine unabhéngige Menge.

4 3
®:

1 2 1 @ o>

(a) 4-Clique (b) 3-stabile Menge

Abbildung 2.25: Eine 4-Clique und eine 3-stabile Menge [56]

2.6.2 Graphfarbungen

Graphen und deren Farbungen sind zentrale Konzepte in der Graphentheorie, die sich
mit der Zuordnung von Farben zu Elementen eines Graphen unter bestimmten Regeln
befassen. Das Hauptziel ist dabei meist, die minimale Anzahl von Farben zu bestimmen,
die fiir eine ,zuldssige* Farbung bendtigt wird.
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2.6 Strukturen in Graphen

Knotenfarbung und chromatische Zahl

Definition 2.6.12 (Knotenfirbung). Sei G = (V, E) ein einfacher ungerichteter Graph
mit Knotenmenge V und Kantenmenge E. Eine Knotenfirbung ist eine Abbildung [37]

f:V-==5

S ist eine endliche Menge von Farben, sodass fiir alle benachbarten Knoten u, v gilt:

fu) # f(v)

Dabei ist f(u) die Farbe des Knotens u. Zwei Knoten, die durch eine Kante verbunden
sind, diirfen nicht dieselbe Farbe haben. Nur dann ist die Farbung ,zuléssig”.

Definition 2.6.13 (k-Knotenfirbung). Eine k-Knotenfiarbung eines Graphen ist eine
zuldssige Knotenfidrbung, bei der héchstens k verschiedene Farben verwendet werden.

Formal ist das eine Abbildung
[V —={1,...,k} mit |S| = k.
Die Elemente von S [35] stehen dabei fiir die unterschiedlichen Farben.

Definition 2.6.14 (Farbklasse). Die Menge aller Knoten, die dieselbe Farbe erhalten
haben, wird als Farbklasse bezeichnet. Eine Farbklasse C; ist definiert [32] durch

Ci={veV|fv)=i}

Jede Farbklasse bildet somit eine unabhédngige Menge von Knoten, das heifit, es gibt
keine Kante zwischen zwei Knoten derselben Farbklasse.

Beispiel 2.6.15. Die 4-Knotenfiarbung des Graphen in Abbildung[2.26]ist gegeben durch
die Abbildung f : V. — S mit V = {1,2,...,10} und S = {1,2,3,4}, wobei fur alle
benachbarten Knoten u,v € V gilt: f(u) # f(v). Die verwendeten Farben orange, rot,
blau und griin werden durch die natiirlichen Zahlen 1,2, 3,4 € S dargestellt.

Definition 2.6.16 (chromatische Zahl). Die chromatische Zahl [56, B7] x(G) eines
Graphen G ist die kleinste natiirliche Zahl k € N, fiir die es eine zuléssige Knotenfarbung
mit k Farben gibt:

X(G) :== min{k € N| G ist k-farbbar}.

Die chromatische Zahl x(G) wird in der Literatur [56,[47] auch Farbungszahl oder auch
Farbzahl genannt. Wenn x(G) = n ist, wird G auch n-chromatisch genannt. Je hoher
die chromatische Zahl, desto komplexer ist die Struktur des Graphen hinsichtlich seiner
Féarbbarkeit. Ein Graph mit x(G) = 1 besitzt keine Kanten, da alle Knoten dieselbe
Farbe erhalten diirfen. Es existieren sowohl obere als auch untere Schranken [56} [37] fiir
die chromatische Zahl, die auf anderen Eigenschaften des Graphen basieren.
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2 Grundlagen der Graphentheorie

S

Abbildung 2.26: 4-Knotenfarbung eines Graphen

Satz 2.6.17 (obere Schranke fir x(G)). Fir einen Graphen G mit m = |E| Kanten
lasst sich die chromatische Zahl x(G) nach oben abschdtzen. Es gilt:

1 1
< — 2 —.
X(G)_2+\/ m+4

Beweis. Angenommen, G sei mit k Farben gefirbt, also x(G) = k. Zwischen je zwei
Farbklassen muss mindestens eine Kante verlaufen, da andernfalls zwei Farbklassen zu-
sammengelegt und mit einer einzigen Farbe gefirbt werden kénnten - ein Widerspruch

zur Minimalitat von k. Somit gibt es mindestens (];) Kanten, also:

k(k — 1)
> - 7
m=""y

Diese Ungleichung lésst sich nach k£ auflsen:

k(k—1) 1 1
m>—~ s k< /oma =,
2 k 2 2 4

Es gibt noch eine einfachere obere Schranke, die sich durch ein einfaches, aber effektives

O]

Verfahren [56] ergibt: Man nummeriert die Knoten des Graphen in beliebiger Reihenfolge
und weist jedem Knoten der Reihe nach die kleinste Farbe zu, die sich von allen bereits
geférbten Nachbarknoten unterscheidet. Da ein Knoten héchstens A(G) Nachbarn haben
kann, stehen immer mindestens A(G)+1 verschiedene Farben zur Auswahl. Es gilt daher
folgende Abschétzung:

X(G) < A(G) + 1.

Neben den oberen Schranken, die angeben, mit wie vielen Farben ein Graph héchstens
eingefarbt werden kann, existieren auch untere Schranken, die beschreiben, wie viele
Farben mindestens notwendig sind, um eine giiltige Knotenfiarbung zu erhalten.
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2.6 Strukturen in Graphen

Eine einfache untere Schranke fiir die chromatische Zahl x(G) eines Graphen ergibt
sich iiber die sogenannte Stabilitdtszahl a(G) (Definition [2.6.9)), also die maximale An-
zahl an Knoten, die paarweise nicht benachbart sind.

Satz 2.6.18 (untere Schranke fur x(G)). Fir einen Graphen G = (V,E) mit Stabi-
litdtszahl a(G) existiert fir die chromatische Zahl x(G) die untere Schranke:
4
G)>——~

x(G) = a(G)
Beweis. Bei einer zuldssigen k-Farbung wird die Knotenmenge in &k disjunkte Farbklas-
sen aufgeteilt, wobei jede Klasse eine unabhéngige Menge bildet. Jede dieser k£ Farbklas-
sen darf hochstens «(G) Knoten enthalten. Daher konnen alle k£ Farbklassen zusammen
hochstens k - a(G) Knoten enthalten. Das fiihrt zu folgender notwendiger Bedingung:

k-a(G)>|V]
Daraus folgt:
14 V]
> 171 > 11
(I Te)

Satz 2.6.19. Sei U C G ein Untergraph. Dann gilt:

x(U) < x(G)

Beweis. Jede zuldssige Farbung von G ist automatisch eine zuldssige Farbung fiir U, da
U alle Knoten von G, aber nur eine Teilmenge der Kanten von G besitzt. Andernfalls
gilt: Benoétigt ein Untergraph U mindestens k-Farben, so kann auch der gesamte Graph
G nicht mit weniger als k-Farben gefarbt werden, da G alle Kanten von U enthélt und

somit auch dessen Farbungsanforderungen erfiillt werden miissen. O

Dieses Prinzip ist besonders hilfreich, um untere Schranken fiir x(G) zu bestimmen:
Wenn ein Teilgraph bereits k Farben bendétigt, dann gilt diese Untergrenze auch fiir den
Gesamtgraphen.

Satz 2.6.20 (Farbung eines vollstdndigen Graphen). Ein vollstandiger Graph K,
benotigt n verschiedene Farben, da jeder Knoten mit allen anderen verbunden ist. Daher
qgilt:

X(K,) = n.
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2 Grundlagen der Graphentheorie

Satz 2.6.21 (Féarbung eines bipartiten Graphen). Ein bipartiter Graph G = (ViU Vs, E)
besitzt per Definition keine Kanten innerhalb von Vi oder V,. Es gentigt daher, Vi mit
einer und Vo mit einer zweiten Farbe zu farben. Damit gilt:

sofern G nicht kantenfrei ist.

Beispiel 2.6.22. In Abbildung sieht man einen bipartiten Graphen G mit 6 Knoten.
V1 ist in blau geférbt und V5 ist in griin gefarbt.

Abbildung 2.27: 2-geférbter bipartiter Graph

Obwohl die chromatische Zahl theoretisch exakt definiert ist, stellt sich in der Praxis
oft die Frage, wie eine minimale Farbung effizient gefunden werden kann. Es existieren
verschiedene Heuristiken und Algorithmen [37], wie der Small-Last-Heuristik oder der
Greedy-Enumeration-Algorithmus, um Graphen zu farben. Eine vertiefte Behandlung
algorithmischer Verfahren erfolgt in dieser Arbeit jedoch nicht.

Kantenfarbung

Definition 2.6.23 (Kantenfarbung). Sei G = (V, E) ein einfacher ungerichteter Graph
mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E. Eine Kantenfirbung ist eine Abbildung [37]

h:E—S.

S ist eine endliche Menge von Farben, sodass fiir alle benachbarten Kanten e, f gilt:

h(e) # h(f)

h(e) ist dabei die Farbe der Kante e. Keine zwei Kanten, die einen gemeinsamen
Endpunkt haben, diirfen dieselbe Farbe aufweisen.

Definition 2.6.24 (k-Kantenfirbung). Eine k-Kantenférbung [35] eines Graphen G =
(V,E) ist eine zuldssige Kantenfarbung, bei der hochstens k verschiedene Farben ver-
wendet werden. Formal ist das eine Abbildung

h:E—{1,....k} mit |S] = k.
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2.6 Strukturen in Graphen

Beispiel 2.6.25. Eine 6-Kantenfarbung des Graphen in Abbildung ist gegeben
durch die Abbildung h: V' — S mit V = {1,2,...,10} und S = {1,2,3,4,5,6}, wobei
fiir alle benachbarten Kanten e, f € E gilt: h(e) # h(f). Die verwendeten Farben orange,
rot, blau, griin, gelb und magenta werden durch die natiirlichen Zahlen 1,2,3,4,5,6 € S
dargestellt.

Abbildung 2.28: 6-Kantenfdrbung eines Graphen

Definition 2.6.26 (chromatischer Index). Der chromatische Index [37] x'(G) ist die
kleinste natiirliche Zahl k, fir die es eine zulidssige Kantenfarbung mit k Farben gibt:
X' (G) := min{k € N | G ist k-kantenféirbbar}.

Definition 2.6.27 (Kantengraph). Der Kantengraph [32, 35] L(G) eines Graphen G
wird konstruiert, indem die Kanten von G zu Knoten in L(G) werden und zwei dieser
neuen Knoten genau dann benachbart sind, wenn die entsprechenden Kanten in G einen
gemeinsamen Endpunkt haben.

Dies reduziert das Problem der Kantenfarbung auf das Problem der Knotenfdrbung.
Es gilt:
X' (G) = x (L(G))

Es ist jedoch zu beachten [35], dass der chromatische Index und die chromatische Zahl
desselben Graphen nicht identisch sind. Es gilt also:  x/(G) # x(G)

Beispiel 2.6.28. In Abbildung sieht man einen Graph G mit einer 3-Kantenfirbung
und seinen dazugehorigen Kantengraph L(G) mit der Knotenfirbung x(L(G)) = 3.

Satz 2.6.29. Sei G = (V, E) ein Graph mit m Knoten und n Kanten. Dann besitzt der
zugehérige Kantengraph L(G) = (V', E') [33] genau n Knoten und genau

% Z (d(v)Q) —n Kanten,

veV
wobei d(v) den Grad des Knotens v € V' bezeichnet.
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2 Grundlagen der Graphentheorie

(a) Graph G mit x'(G) =3 (b) Kantengraph L(G) mit x(L(G)) =3

Abbildung 2.29: Graph G und sein Kantengraph L(G) zum Beispiel [2.6.28| [37]

Beweis. Jede Kante e = {u,v} € E des Ausgangsgraphen G = (V, E) wird im Kanten-
graphen L(G) = (V' E’) ein Knoten. Das bedeutet, dass die Knotenmenge von L(G)
der Kantenmenge von G entspricht, also L(G) = (E, E'). Zwei solcher Knoten in L(G),
also zwei Kanten im urspriinglichen Graphen, sind genau dann durch eine Kante ver-
bunden, wenn sie im Ausgangsgraphen G einen gemeinsamen Endpunkt besitzen. Fir
eine Kante e = {u,v} € E ist die Anzahl der Kanten, die mit e inzident sind, gleich
d(u) 4+ d(v) — 2, da e sowohl in d(u) als auch in d(v) enthalten ist und nicht doppelt
gezéhlt wird. Summiert man diese Anzahl iiber alle Kanten des Graphen G, ergibt sich:

BI@) =5 Y () +dw)-2)
{uv}eE
=2 2w dw) -5 Y 2
{uv}eE {up}eE
=2 Y W rdw) -5 Y
{uv}eE {u,v}eE
=2 2 (dw)+dw) —n

{uv}eFr

Der Bruch % ist notwendig, da jedes benachbarte Kantenpaar doppelt geziahlt wird (ein-
mal von e; zu ez und einmal umgekehrt).

Da jeder Knotengrad d(v) in der Summe >y, ,yep(d(u) + d(v)) genau d(v)-mal vor-
kommt, ergibt sich:

O]

Die Kantengraphen liefern eine hilfreiche Grundlage fiir die Analyse der kantenchro-
matischen Zahl x/(G). In manchen Féllen, bei bipartiten und vollstindigen Graphen,
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2.6 Strukturen in Graphen

lasst sich diese Zahl exakt angeben. Die folgenden zwei Sétze [37, [33] geben prézise
Auskunft tiber deren Farbungseigenschaften.

Satz 2.6.30 (Satz von Koénig). Die chromatische Zahl x'(G) ist fiir jeden bipartiten
Graphen G gleich dem Mazimalgrad von G.

Das bedeutet, bipartite Graphen lassen sich mit genau so vielen Farben kantenférben,
wie ihr héchster Knotengrad betrégt.

Beispiel 2.6.31. In Beispiel 2.3.12] wurde gezeigt, dass der Graph in [2:30] ein bipartiter
Graph ist, da er sich in zwei disjunkte Knotenmengen aufteilen lésst, sodass jede Kante
nur Knoten von der einen Teilmenge mit der von der anderen Teilmenge verbindet.
Nach Satz besitzt dieser Graph dann den chromatischen Index x/'(G) = A(G). In
unserem Beispiel besitzt der Knoten 5 den héchsten Grad A(G) =5 = x/(G) und lésst
sich mit der Abbildung h: V — S mit V = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} und S = {1,2,3,4,5}
farben. Die verwendeten Farben blau, griin, orange, rot und gelb sind als die natiirlichen
Zahlen 1,2,3,4,5 € S dargestellt.

QQi
O

Abbildung 2.30: bipartiter Graph mit Kantenfdrbung

Satz 2.6.32. Fir einen vollstindigen Graphen K, mitn > 1 Knoten gilt:

n, wenn n ungerade
n—1, wenn n gerade

Das heif3t, die kantenchromatische Zahl eines vollstdndigen Graphen héangt davon ab,
ob die Anzahl seiner Knoten gerade oder ungerade ist.
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Beispiel 2.6.33. In Abbildung sind die beiden vollstandigen Graphen K5 und Kg
gegeben. Die Kanten von K5 wurden mit folgender Abbildung A : V — S mit V =
{1,2,3,4,5} und S = {1,2,3,4,5} gefirbt, da dieser vollstandige Graph eine ungerade
Anzahl an Knoten besitzt. Der vollstdndige Graph Kg besitzt 6 Knoten, also eine gerade
Anzahl. Nach konnen die Kanten des Graphen mit n —1 = 6 — 1 = 5 Farben
geférbt werden und besitzt ebenfalls die Abbildung h : V' — S mit V = {1,2,3,4,5}
und S = {1,2,3,4,5}. Die natiirlichen Zahlen 1,2,3,4,5 € S stehen fiir die verwendeten
Farben blau, griin, orange, gelb und rot.

e

(a) Ks (b) Ko

Abbildung 2.31: vollstéindige Graphen K35 und Kg mit Kantenfiarbung

Wihrend Satz[2.6.30| und Satz [2.6.32| konkrete Werte fiir x'(G) in Spezialféllen liefern,
stellt sich die Frage nach einer allgemeingiiltigen Schranke fiir beliebige Graphen. Genau

diese liefert der néchste Satz [37, [33].

Satz 2.6.34 (Satz von Vizing). Fir einen Graphen G = (V, E) kann die chromatische
Zahl X'(G) mit dem Mazximalgrad von G abgeschitzt werden. Es gilt:

A(G) <X (G) < AG) +1

Beweis. Untere Schranke: x'(G) > A(G)

Ein Knoten v € V mit Grad A(G) ist mit A(G) Kanten inzident. Da in einer giiltigen
Kantenfdrbung keine zwei benachbarten Kanten dieselbe Farbe haben diirfen, benttigen
diese Kanten mindestens A(G) verschiedene Farben. Daher ist die kantenchromatische
Zahl immer mindestens so grofl wie der maximale Grad und die linke Seite der Unglei-
chung \/(G) > A(G) ist bewiesen [33].

Obere Schranke: \/'(G) < A(G) +1

Diese wird mittels vollstandiger Induktion [37] nach der Anzahl der Kanten |E| be-
wiesen.

Induktionsanfang: Fiir |E| = 1 (Graph mit nur einer Kante) ist x'(G) =1 = A(G).

Dann gilt:

X(Q)<AG) +1=1+1=2
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Die Aussage stimmt also fiir |E| = 1.

Induktionsvoraussetzung: Angenommen, die Aussage gilt bereits fiir alle einfachen
Graphen mit weniger als n Kanten giiltig.

Induktionsschritt: Sei G = (V, E) ein einfacher Graph mit |E| = n Kanten. Eine
beliebige Kante e = {u,v} € F wird gewéhlt. Nach Induktionsvoraussetzung ist der Teil-
graph G’ = (V, E\ {e}) kantenfarbbar mit hochstens A(G)+ 1 Farben. Es sei nun f eine
solche giiltige Kantenfirbung von G’ mit Farben aus der Menge C' = {1,2,...,A(G)+1}.
Ziel ist es, eine Farbe ¢ € C zu finden, mit der e = {u,v} gefiarbt werden kann, ohne
dass benachbarte Kanten dieselbe Farbe erhalten.

Dazu werden folgende Félle unterschieden.

1. Fall 1: Es existiert eine Farbe ¢ € C, die weder an einer zu v noch an einer zu v
inzidenten Kante verwendet wurde. —Dann kann e mit der Farbe c gefarbt werden.
Die Farbung bleibt giiltig.

2. Fall 2: Fiir jede Farbe ¢ € C gilt: Entweder ist ¢ bereits an einer zu u oder einer
zu v inzidenten Kante verwendet. —In diesem Fall existieren zwei Farben a,b € C,

sodass a bei u, aber nicht bei v vorkommt, und b bei v, aber nicht bei w.

Nun wird der durch die Kanten mit den Farben a und b induzierte Teilgraph betrachtet.
Die Komponenten dieses Teilgraphen bestehen ausschlielich aus Kanten, die entweder
mit a oder b gefdrbt sind, und bilden dabei zusammenhéngende Teilgraphen, in denen
sich die Farben abwechseln. Solche Strukturen werden als Kempe-Ketten bezeichnet:

Eine Kempe-Kette [§] ist ein maximaler, zusammenhéngender Teilgraph, dessen
Kanten abwechselnd genau zwei verschiedene Farben verwenden, in diesem Fall a und b.

Innerhalb einer solchen Kempe-Kette kann eine Farbenvertauschung vorgenommen
werden, das bedeutet, alle Kanten mit Farbe a werden mit b gefirbt und umgekehrt.
Diese Umféarbung erhélt die Giiltigkeit der Farbung, da benachbarte Kanten weiterhin
unterschiedliche Farben tragen.

Durch eine geeignete Wahl der Komponente fiir die Umféarbung wird erreicht, dass
entweder eine der beiden Farben a oder b an einem der Knoten u oder v frei wird, oder
eine neue Farbe insgesamt in der Nachbarschaft von e = {u,v} nicht mehr verwendet
wird. In beiden Féllen kann die Kante e giiltig eingefdrbt werden, sodass der gesamte
Graph mit hochstens A(G) + 1 Farben kantengefarbt ist.

Schlussfolgerung: Fiir jeden endlichen einfachen Graphen G mit maximalem Grad
A(G) gilt:

X' (G) < A(G) + 1.
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2.6.3 Anwendungen von gefarbten Graphen

Graphenfarbungen spielen eine zentrale Rolle in der Graphentheorie, insbesondere bei
Problemen, bei denen Konflikte oder Uberschneidungen vermieden werden miissen. Klas-
sische Anwendungen reichen von der Kartenfarbung iiber die Ressourcenverteilung bis
hin zur Planung in Netzwerken. In diesem Kapitel werden grundlegende Sétze zur
Farbung behandelt sowie spezielle Klassen von Graphen vorgestellt, fiir die bestimm-
te Farbbarkeiten gelten. Diese Anwendungen illustrieren klassische Farbungsprobleme,
bei denen Farben gezielt zur Vermeidung von Konflikten eingesetzt werden. Davon zu
unterscheiden sind Fragestellungen der Ramsey-Theorie, bei denen gerade das unver-
meidbare Auftreten geordneter Strukturen bei beliebigen Farbungen im Vordergrund
steht und in Kapitel [3] behandelt wird.

Anwendungsbeispiel: Vier-Farben-Problem

Das Vier-Farben-Problem z&hlt zu den bekanntesten Fragestellungen der Graphentheo-
rie und wurde bereits in Kapitel thematisiert. Zum damaligen Zeitpunkt wurde der
Begriff der Farbungszahl jedoch noch nicht eingefiihrt, weshalb auf eine vertiefte Ausein-
andersetzung verzichtet wurde. An dieser Stelle soll das Problem nochmals aufgegriffen
und durch ein konkretes Anwendungsbeispiel ergénzt werden.

Zur Wiederholung: Der Vier-Farben-Satz besagt, dass jede ebene Landkarte so ein-
gefarbt werden kann, dass benachbarte Regionen unterschiedliche Farben erhalten und
zwar mit hochstens vier Farben. Formal ausgedriickt bedeutet dies, dass jeder planare
Graph eine Farbungszahl von hochstens vier besitzt. Der Beweis des Satzes von Appel
und Haken war der erste, bei dem der Einsatz von Computeralgorithmen zur Fallunter-
scheidung und vollsténdigen Uberpriifung unerlisslich war.

Ein anschauliches Anwendungsbeispiel [7] fiir das Vier-Farben-Problem liefert die
Farbung der sechzehn deutschen Bundesliander. Dabei wird deutlich, wie in der Ma-
thematik reale Probleme auf ihre strukturelle Essenz reduziert werden: Beim Farben
von Landkarten ist es unerheblich, wie die Grenzen konkret verlaufen - entscheidend
ist lediglich, ob zwei Regionen eine gemeinsame Grenze besitzen oder nicht. Osterreich
wurde hier als Beispiel nicht herangezogen, weil es mit nur neun Bundeslindern und
einer vergleichsweise einfachen Nachbarschaftsstruktur eine weniger anspruchsvolle gra-
phentheoretische Herausforderung darstellt. Eine Ubersetzung des Farbungsproblems in
die Sprache der Graphentheorie lautet wie folgt: Jedem Bundesland wird ein Knoten
zugeordnet, und zwischen zwei Knoten wird genau dann eine Kante eingezeichnet, wenn
die entsprechenden Lander aneinandergrenzen. Es entsteht ein planarer Graph, der die
Nachbarschaftsstruktur der Bundesldnder abbildet. Wie man in Abbildung sieht,
lasst sich der Graph der deutschen Bundeslidnder so firben, dass keine benachbarten
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2.6 Strukturen in Graphen

Knoten dieselbe Farbe erhalten.

()

1

©,

Abbildung 2.32: Knotengefirbter Graph der deutschen Bundesldnder [7]

Tabelle 2.4: Verzeichnis Nummern - Bundeslédnder [7]

1 | Hamburg 5 | Bremen 9 Nordrhein-Westf. | 13 | Saarland

2 | Schleswig-Holstein 6 | Niedersachsen 10 | Hessen 14 | Rheinland-Pfalz
3 | Mecklenburg-Vorpom. | 7 | Sachsen-Anhalt | 11 | Thiringen 15 | Baden-Wiirtt.

4 | Berlin 8 | Brandenburg 12 | Sachsen 16 | Bayern

Der Fiinf-Farben-Satz

Der Fiinf-Farben-Satz bildet eine wichtige Vorstufe zum bekannten Vier-Farben-
Problem. Er besagt, dass jeder planare Graph mit hochstens fiinf Farben so gefiarbt
werden kann, dass benachbarte Knoten unterschiedliche Farben erhalten. Der zugrunde
liegende Beweis ist vergleichsweise einfach und basiert auf vollstdndiger Induktion iiber
die Anzahl der Knoten sowie der Tatsache, dass planare Graphen stets Knoten mit Grad

hochstens finf enthalten.

Satz 2.6.35 (Eulerscher Polyedersatz). Fir jeden zusammenhdingenden, planaren Gra-
phen gilt [51, [21):

VI+I[F| = |E] =2
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2 Grundlagen der Graphentheorie

wobei |V| die Anzahl der Knoten, |E| die Anzahl der Kanten und |F| die Anzahl der
Fldchen (einschlieflich der Aufenfldche) ist.

Lemma 2.6.36. Jeder planare Graph enthdlt mindestens einen Knoten vom Grad
hochstens finf [50].

Beweisskizze. Aus dem Eulerschen Polyedersatz folgt fiir planare Graphen mit mindes-
tens drei Knoten die Ungleichung [56] |E| < 3|V| — 6. Da die Summe der Knotengrade
2|E| betrégt, ergibt sich ein mittlerer Knotengrad kleiner als sechs. Daher muss ein

Knoten vom Grad hochstens finf existieren. O

Satz 2.6.37 (Fiinf-Farben-Satz). Jeder planare Graph ist mit héchstens finf Farben
farbbar [33], sodass benachbarte Knoten stets unterschiedliche Farben erhalten:

X(G) <5

Beweisskizze. Der Beweis beruht auf vollstdndiger Induktion tiber die Anzahl der Kno-
ten. Ein Knoten vom Grad hochstens fiinf (existiert laut Lemma) wird entfernt. Der
Restgraph wird mit finf Farben (Induktionsvoraussetzung) gefarbt und der Knoten wird
wieder hinzugefiigt. In allen Féllen aufler einem ist eine Farbe verfiigbar. Im verbleiben-
den Fall (wenn der Knoten Grad fiinf hat und alle Nachbarn verschieden gefirbt sind)
kann durch Umfirbung entlang sogenannter Kempe-Ketten eine Farbe freigemacht wer-
den. O

Drei-Farben-Satz

Nicht alle planaren Graphen benétigen vier oder fiinf Farben, um korrekt gefirbt zu
werden. In vielen Féllen geniigen bereits drei Farben. Allerdings ldsst sich nicht jeder
planare Graph mit drei Farben farben, ohne dass benachbarte Knoten dieselbe Farbe
erhalten. Der sogenannte Drei-Farben-Satz gilt also nicht allgemein. Es sind jedoch spe-
zielle Klassen planarer Graphen [32] [37] bekannt, bei denen eine 3-Farbung stets moglich
ist. Ein bedeutendes Beispiel liefert der folgende Satz:

Satz 2.6.38 (Satz von Grotzsch). Fir jeden planaren Graphen, der keinen Kreis der
Ldnge 3 enthdlt, gilt: Seine Knoten kinnen mit 3 Farben eingefirbt werden.

Wiéhrend sich klassische Farbungsprobleme damit beschéftigen, wie wenige Farben
man verwenden kann, stellt die extremale Graphentheorie gewissermaflen die Gegenfra-
ge: Wie viele Kanten kann ein Graph unter gegebenen Bedingungen maximal enthalten,
ohne eine bestimmte Eigenschaft — etwa einen vollstédndigen Teilgraphen — aufzuweisen?
Diese Perspektive erlaubt es, die Strukturen in Graphen gezielt zu untersuchen, die gera-
de noch nicht gewisse Regularititen erzwingen. Diese Denkweise bereitet den Ubergang
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2.6 Strukturen in Graphen

zur Ramsey-Theorie vor, bei der die Unvermeidbarkeit bestimmter Strukturen im Vor-
dergrund steht.

2.6.4 Extremale Graphentheorie

Ein besonders faszinierender Teilbereich der Graphentheorie ist die extremale Gra-
phentheorie [38], die sich mit Grenzfragen befasst: Sie untersucht, wie viele Knoten,
Kanten oder andere Strukturelemente ein Graph hoéchstens oder mindestens enthalten
darf, ohne eine bestimmte Eigenschaft zu besitzen. Ihre Urspriinge reichen zuriick bis ins
Jahr 1941 mit dem klassischen Satz von Turdn [I], und sie bildet bis heute ein aktives
und tiefgreifendes Forschungsfeld.

Von besonderem Interesse ist ihre enge Verbindung zur Ramsey-Theorie [42], die
sich gewissermaflen mit dem Gegenteil beschéftigt: Wahrend die extremale Graphen-
theorie fragt, wie weit sich gewisse Strukturen vermeiden lassen, untersucht die Ramsey-
Theorie, wann sie unausweichlich auftreten — etwa in Form von monochromatischen
Teilgraphen [17), 49]. Die Unterschiede werden in Kapitel néaher behandelt.

Der Satz von Turéan ist ein fundamentales Resultat der Graphentheorie. Er wurde
1941 von Paul Turan [I] formuliert. Turdn [56], ein ungarischer Mathematiker, fithrte
seine Forschungen in diesem Gebiet auch wiahrend seiner Inhaftierung in Arbeitslagern
des Zweiten Weltkriegs fort. Sein Satz befasst sich mit der Frage [1], wie viele Kanten ein
einfacher Graph mit n Knoten maximal enthalten darf, ohne eine Clique zu enthalten.

Satz 2.6.39 (Satz von Turdn). Sei k € N und G = (V, E) ein Graph mit n Ecken. Wenn
G keine Clique der Grofie k enthdlt, dann gilt [56]:

1 n?
El<(l1———)—.
Bl (1-759) 3
Zusdtzlich ist der Satz durch k > 2 eingeschrinkt.

Beispiel 2.6.40. Wie viele Kanten darf ein Graph mit 10 Knoten haben, ohne eine
Clique Ky, also 4 vollsténdig verbundene Knoten?
Hier ist £k = 4 und n = 10.

Dann gilt:
1\ 10? 1 -
<1—4_1> - = (1—3> -850 = 33,3

Der Graph darf héchstens 33 Kanten haben, wenn er keine Clique der Grofie 4 enthalten
soll.

Die im Satz von Turdn beschriebene obere Schranke fiir die Anzahl an Kanten in
einem Kj-freien Graphen wird genau dann erreicht, wenn der betrachtete Graph ein
sogenannter Turdn-Graph [31] ist.
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2 Grundlagen der Graphentheorie

Definition 2.6.41 (Turdan-Graph). Ein Turdan-Graph [31], [I] mit » Knoten und ohne K},
wird als Tj_1(n) oder Ky, ., , bezeichnet. Dabei handelt es sich um einen vollstéindig
(k — 1)-partiten Graphen, das heif}t:

e Die Knotenmenge ist in £ — 1 disjunkte Teilmengen Vi, ..., Vi_;1 partitioniert.
e Innerhalb jeder Menge gibt es keine Kanten, das heifit die Mengen sind unabhéngig.
o Zwischen Knoten aus verschiedenen Mengen existieren alle moéglichen Kanten.

Die Besonderheit des Turdan-Graphen liegt in der gleichméfligen Verteilung. Das ga-
rantiert die maximale Anzahl an Kanten [32] bei gegebener Knotenanzahl n, ohne dass
eine Kj-Clique entsteht. Die Méchtigkeiten der Partitionsmengen [I] n1, ..., ng_1 diirfen
sich um hoéchstens 1 unterscheiden.

Beispiel 2.6.42. Der Graph K> 34 (Abbildung|2.33) besteht aus drei Partitionsmengen
mit jeweils 2,3 und 4 Knoten. Es existieren alle moglichen Kanten zwischen Knoten aus
verschiedenen Partitionsmengen, jedoch keine Kanten innerhalb einer Partitionsmenge.
Der Graph hat insgesamt 9 Knoten und soll keine Clique der Gréfle 4 enthalten.

Nach dem Satz von Turan ergibt sich fiir einen solchen Graphen eine maximale Kan-
tenanzahl von:

1 92 2 81
1-—— )2 =2.2=927K
( 1 1) 2 33 7 Kanten

Die Struktur enthélt 26 Kanten und damit nicht mehr als die im Turin-Satz angege-

bene maximale Anzahl. Die Zahl 27 stellt nur eine obere Schranke dar, die im Idealfall

(gleichméBige Verteilung der Knoten) erreicht wird.

Abbildung 2.33: 3-partiter Graph K34
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3 Grundlagen der Ramsey-Theorie

Die Ramsey-Theorie ist ein Teilgebiet der extremalen Kombinatorik und befasst sich mit
der fundamentalen Frage, unter welchen Bedingungen zwangsldufig geordnete Strukturen
in hinreichend groflen oder komplexen Systemen auftreten. Sie basiert auf der Idee, dass
in einem scheinbar chaotischen Umfeld ab einer bestimmten Gréfle immer eine gewisse
Ordnung entsteht — ein Prinzip, das unter dem Begriff Strukturzwang bekannt ist.

Die theoretischen Wurzeln der Ramsey-Theorie liegen in einem logischen Beweis von
Frank Plumpton Ramsey aus dem Jahr 1930, der urspriinglich nicht im Kontext der
Graphentheorie, sondern in der mathematischen Logik verortet war. Erst durch die Ar-
beiten von Paul Erdos und George Szekeres in den 1930er-Jahren wurde die zentrale
Aussage Ramseys auf graphentheoretische Fragestellungen iibertragen.

In diesem Kapitel werden die Grundprinzipien der Ramsey-Theorie, ihre historischen
Urspriinge und zentralen Aussagen behandelt. Anhand ausgewéhlter Beispiele, bekann-
ter Ramsey-Zahlen sowie bedeutender Verallgemeinerungen und strukturverwandter
Satze wird aufgezeigt, wie eng die Idee des unausweichlichen Auftretens von Ordnung
mit verschiedensten Bereichen der Mathematik verkniipft ist. Ziel ist es, ein grundlegen-
des Verstandnis fiir diese faszinierende Theorie zu entwickeln, die an der Schnittstelle
von Kombinatorik, Logik und Graphentheorie steht und bis heute Gegenstand intensiver
Forschung ist.

3.1 Schubfachprinzip

Das Schubfachprinzip (englisch: Pigeonhole Principle) oder Dirichlet-Prinzip [10], ist
ein fundamentales Prinzip der Mathematik, das primér zum Nachweis von Existenzaus-
sagen dient. Es hat seinen Ursprung [51] in der Kombinatorik und wurde erstmals explizit
vom deutschen Mathematiker Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet formuliert.

Satz 3.1.1 (Einfaches Schubfachprinzip). Das einfache Schubfachprinzip [22, [2]
besagt, dass wenn man n+1 Objekte auf n Schubficher verteilt, dann enthdlt mindestens
ein Schubfach zwei Objekte. Hierbei bezeichnet n [51] eine natirliche Zahl.

Beweis. Der Beweis [30] erfolgt typischerweise indirekt durch Widerspruch. Wiirde jedes
der n Schubficher héchstens ein Objekt enthalten, dann géibe es insgesamt hochstens
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3 Grundlagen der Ramsey-Theorie

n Objekte. Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung, dass m 4+ 1 Objekte verteilt
wurden. O

Das Schubfachprinzip stellt einen nicht-konstruktiven Existenzbeweis [30] dar. Er ga-
rantiert die Existenz eines Objekts mit einer bestimmten Eigenschaft, ohne jedoch anzu-
geben, wie dieses Objekt konkret gefunden werden kann. Bildlich gesprochen weifl man,
dass sich mindestens zwei Objekte in einem Schubfach befinden miissen, doch welches
Schubfach dies ist, bleibt unbekannt. Das Prinzip wird klassischerweise mit dem Bild
von Tauben und Taubenschldgen veranschaulicht.

Beispiel 3.1.2. Angenommen, es stehen nur sieben Plitze zur Verfiigung, auf denen
acht Tauben untergebracht werden sollen. Da mehr Tauben als Plédtze vorhanden sind,
folgt aus dem Schubfachprinzip zwangsldufig, dass mindestens zwei Tauben denselben
Platz teilen miissen. In Abbildung werden die Platze als Késtchen und die Tauben
als Punkte dargestellt.

Abbildung 3.1: Beispiel fiirs Schubfachprinzip: 7 Objekte in 6 Fachern verteilt

Das Schubfachprinzip ldsst sich anschaulich anhand einfacher Alltagssituationen ver-
deutlichen. Solche Beispiele werden haufig zur Einfithrung des Themas genutzt, um das
zugrundeliegende Strukturprinzip intuitiv zugénglich zu machen:

e In einer Gruppe von 13 Personen gibt es mindestens zwei, die im selben Monat
Geburtstag haben [55]. Es gibt ndmlich nur 12 Monate, also mehr Objekte als

Kategorien.

e Befinden sich acht Personen in einem Raum, so miissen mindestens zwei am selben

Wochentag geboren sein [51], da es lediglich sieben Wochentage gibt.

e Mochte man aus einem Korb mit weiflen und schwarzen Socken blind mindestens
zwei Socken gleicher Farbe entnehmen, so sind drei Socken nétig [10]. In diesem
Fall stehen drei Objekte (Socken) zwei Kategorien (Farben) gegeniiber. Das Schub-
fachprinzip garantiert, dass mindestens zwei gleichfarbige Socken dabei sind.

Das Prinzip existiert in mehreren verallgemeinerten Formen, die seine Anwendbarkeit

erweitern:
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1. Verallgemeinertes Schubfachprinzip [30} [10]: Wenn m Objekte in n Kategori-
en eingeteilt werden und die Bedingung m > r - n erfiillt ist, so enthélt mindestens
eine Kategorie mindestens r + 1 Objekte.

2. Unendliches Schubfachprinzip [I4]: Werden unendlich viele Objekte auf nur
endlich viele Kategorien verteilt, so lasst sich daraus schlieflen, dass mindestens ei-
ne dieser Kategorien unendlich viele Objekte aufnehmen muss. Andernfalls wéren
insgesamt nur endlich viele Objekte untergebracht — ein Widerspruch zur Aus-

gangsannahme.

Die fundamentale Idee hinter dem Schubfachprinzip, dass aus einer blofen Uberfiille
zwangsldufig Wiederholung und somit Struktur entsteht, bildet das konzeptuelle Funda-
ment der Ramsey-Theorie [I4]. Diese greift das Prinzip nicht nur auf, sondern hebt
es auf eine abstraktere Ebene: Wahrend das Schubfachprinzip garantiert, dass bei der
Verteilung endlich vieler Objekte auf weniger Kategorien mindestens eine Kategorie
mehrfach belegt wird, zeigt die Ramsey-Theorie, dass selbst in komplexen, scheinbar
ungeordneten Strukturen geordnete Teilstrukturen unvermeidlich sind. Der Ubergang
vom konkreten Schubfach zur abstrakten Farbung vollstdndiger Graphen markiert eine
bemerkenswerte Generalisierung, die in der Arbeit von Frank Plumpton Ramsey ihren
Ursprung nahm. Seine bahnbrechenden Uberlegungen legten nicht nur den Grundstein
fiir ein neues Teilgebiet der Kombinatorik, sondern verdeutlichten auch, wie aus einem
einfachen Prinzip tiefgreifende mathematische Einsichten hervorgehen kénnen.

3.2 Historischer Hintergrund und ldee

Dieses Kapitel beleuchtet die Urspriinge und die konzeptuelle Grundlage der Ramsey-
Theorie. Ziel ist es, die historischen Entwicklungen nachzuzeichnen, die zu Ramseys
zentralem Satz fithrten, und die zugrunde liegende Idee verstdndlich zu machen: Ordnung

ist in hinreichend groflen Strukturen unvermeidlich.

3.2.1 Entwicklungsgeschichte der Ramsey-Theorie

Die Ramsey-Theorie ist nicht das Ergebnis einer einzelnen Entdeckung [48], sondern
ging aus mehreren unabhéngigen Entwicklungen hervor, die spéter zu einer kohérenten
Theorie zusammengefithrt wurden. Der Namensgeber, Frank Plumpton Ramsey [56],
war ein Mathematiker aus Cambridge, der trotz seines frithen Todes im Alter von nur
26 Jahren wegweisende Beitrdge in Mathematik, Logik und Philosophie leistete. Sein
berithmtes Resultat, das heute als Ramseys Theorem bekannt ist, wurde im Jahr
1930 unter dem Titel ,On a problem of formal logic‘ [29] veroffentlicht. Urspriinglich
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3 Grundlagen der Ramsey-Theorie

diente es lediglich als Hilfslemma [48] in einem logiktheoretischen Kontext. Die Tragweite
und das kombinatorische Potenzial dieses Satzes wurden jedoch erst spéter erkannt [8]
und tibertrafen die urspriingliche Zielsetzung bei Weitem.

Die historische Entwicklung der Ramsey-Theorie [53] 48, [17] ist gepridgt von einer Rei-
he bedeutender Vorlaufer, deren Bedeutung teilweise erst riickblickend erkannt wurde:

o Hilberts Wiirfellemma (1892): David Hilbert bewies, dass fiir jedes Paar po-
sitiver ganzer Zahlen r und n eine minimale ganze Zahl m = H(r,n) existiert,
sodass in jeder r-Farbung von [m] ein monochromatischer n-dimensionaler affiner
Wiirfel enthalten ist. Obwohl dieses Ergebnis keine unmittelbare Wirkung auf die
Ramsey-Theorie hatte, wird es heute als frither Vorldaufer betrachtet.

o Schurs Satz (1916) (Kapitel [3.6.2)): Issai Schur zeigte, dass bei jeder endlichen
Farbung der natiirlichen Zahlen stets einfarbige Tripel a, b, ¢ mit a 4+ b = ¢ existie-
ren. Dies war der erste kombinatorische Existenzbeweis dieser Art. Im Gegensatz
zu Hilbert erkannte Schur die Relevanz der Entdeckung und forschte daran weiter.

o Satz von van der Waerden (1927) (Kapitel [3.6.1)): Bartel Leendert van der
Waerden bewies, dass jede endliche Féarbung der natiirlichen Zahlen monochroma-
tische arithmetische Progressionen beliebiger Lénge enthélt. Sein Beitrag markiert

einen wichtigen Schritt in Richtung des Strukturzwangs.

Ramsey formulierte 1930 erstmals prézise die Idee, dass in hinreichend grofien, gefarbten
Strukturen zwangslaufig Ordnung entsteht. Es wurde zur formalen Grundlage der heuti-
gen Ramsey-Theorie. Nur wenige Jahre spater, im Jahr 1935, wurde das Resultat durch
Paul Erdés und George Szekeres unabhéngig wiederentdeckt [48], als sie ein von Esther
Klein angeregtes geometrisches Problem untersuchten. Thre Arbeit [17] trug wesentlich
zur Popularisierung des Satzes bei und leitete iiber zur graphentheoretischen Interpreta-
tion. Dabei entstanden auch erste konkrete Schitzungen fiir sogenannte Ramsey-Zahlen.

Die oben dargestellten Ereignisse stellen die zentralen Meilensteine der Ramsey-
Theorie dar. Weitere historische Beitréige, die fir das Gesamtverstdndnis relevant, aber

hier nicht im Detail ausgefiihrt wurden, sind im folgenden Zeitstrahl zusammengefasst.

1892 1927 1935 1971
Schur Ramsey Hales-Jewett
| | | | | | |
x x x x x x x
Hilbert van der Waerden Erdd&s-Szekeres Graham-Rothschild
1916 1930 1963

Abbildung 3.2: Wichtige Beitrdge zur Entwicklung der Ramsey-Theorie
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3.2.2 Ordnung im Chaos — das zentrale Prinzip

Die Ramsey-Theorie ist ein Teilgebiet der Mathematik [53], das sich mit der unvermeid-
baren Existenz von Ordnung in ausreichend grofen, scheinbar unstrukturierten Systemen
beschéftigt. Sie stellt die zentrale Frage [8], unter welchen Bedingungen eine Struktur
notwendigerweise wohlgeordnete Teilstrukturen enthalten muss.

Ein pragnanter Ausdruck zu dieser Idee stammt von Theodore Motzkin [6]: ,,V6llige
Unordnung ist unmoglich.“ Unabhéngig davon, wie chaotisch oder willkiirlich ein System
auf den ersten Blick erscheinen mag, sobald es eine bestimmte Groéfle iiberschreitet,
erzwingt diese Grofie das Auftreten einer bestimmten Ordnung.

Zentral dabei ist das Konzept der Farbung, also der Einteilung von Elementen in
sogenannte Farbklassen [56], 53]. Besonders relevant ist die Féarbung der Kanten (Ka-
pitel . Ramseys Satz [48] besagt, dass in jeder Kantenfirbung eines hinreichend
groflen vollstdndigen Graphen zwangslaufig eine vollstiandig einfarbige (monochrome)
Clique bestimmter Grofle existiert. Mit anderen Worten: Unabhéngig davon, wie die
Farbung gewahlt wird, ldsst sich eine geordnete, einfarbige Teilstruktur nicht vermei-
den.

Damit stellt der Satz eine tiefgreifende Verallgemeinerung des klassischen Schubfach-
prinzips von Dirichlet dar, das bereits besagt, dass unter bestimmten Bedingungen Wie-
derholungen oder Strukturen unvermeidlich sind. Die Ramsey-Theorie erweitert diesen
Gedanken von einfachen Mengen auf komplexe kombinatorische Objekte wie Graphen,
Mengenfamilien und mehr.

Die Theorie hat zahlreiche Anwendungen [53] und Verbindungen zu anderen Bereichen
der Mathematik, insbesondere zur Kombinatorik, Zahlentheorie, Geometrie, Topologie
und Mengenlehre.

3.3 Satz von Ramsey

Das Phéanomen [56], das der Ramsey-Theorie zugrunde liegt, ist, dass hinreichend grofle
Objekte automatisch wohlstrukturierte Teilobjekte enthalten miissen. Formal befasst
sich der Satz von Ramsey mit dem Férben von Kanten eines vollstdndigen Graphen
und der Frage [23], ob unter diesen Farbungen immer ein vollstdndiger Untergraph, eine
Clique, einer bestimmten Grofle existiert, dessen Kanten alle dieselbe Farbe haben.

Der Satz von Ramsey ldsst sich formal wie folgt ausdriicken [56, [23]:

Satz 3.3.1 (Satz von Ramsey). Fir alle natirlichen Zahlen s,t € N existiert eine
kleinste Zahl R(s,t), sodass jede 2-Fdrbung der Kanten eines vollstindigen Graphen
K, mit n > R(s,t) entweder eine vollstindig rote Clique Ky der Grifie s oder eine
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vollstindig blave Clique K; der Grifie t enthdlt. Die Zahl R(s,t) wird als Ramsey-
Zahl bezeichnet.

Der Satz von Ramsey [9] besagt also, dass fiir beliebige s,¢ > 2 die Ramsey-Zahl
endlich ist. In der Literatur [6l [47), [16] werden héufig die Buchstaben r und b verwendet,
da sie sich auf die Farben 7ot und blau beziehen, die traditionell zur Darstellung der

Kantenfiarbung genutzt werden.

Beweis. Der Beweis der Endlichkeit von R(s,t) [9, 1] erfolgt iiblicherweise durch Induk-
tion und stiitzt sich auf die Rekursionsbeziehung:

R(s,t) < R(s — 1,t) + R(s,t — 1) (3.1)

1. Induktionsanfang: Basisfall (Abbildung3.3)): Betrachten wir einen vollstandigen
Graphen mit 2 Knoten (K3). Dieser hat nur eine Kante. Egal welche Farbe diese
Kante hat (rot oder blau), es existiert immer ein Ky der gefdrbten Farbe. Daher
ist R(2,2) = 2 und somit endlich.

O—® RO

Abbildung 3.3: Mogliche Farbungen der Kante zwischen Knoten 1 und Knoten 2; rote
Kanten sind durchgezogen, blaue Kanten gestrichelt dargestellt.

2. Induktionsvoraussetzung: Angenommen, R(s — 1,t) und R(s,t — 1) existieren
und sind endlich.
3. Induktionsschritt: Beweis von Ungleichung [3.1}

a) Betrachten wir einen vollstandigen Graphen K, mit n = R(s—1,¢)+R(s,t—1)
Knoten und férben wir seine Kanten rot oder blau.

b) Wir wéahlen einen beliebigen Knoten x. Er hat n — 1 Nachbarn, die entweder

mit x durch eine rote Kante verbunden sind oder durch eine blaue Kante.

c¢) Es gibt also die zwei Mengen:

A = {Menge der Knoten, die mit « durch eine rote Kante verbunden sind}

B = {Menge der Knoten, die mit « durch eine blaue Kante verbunden sind}
d) Da es nur zwei Farben gibt |A| 4+ |B| = n — 1, sagt das Schubfachprinzip:

Wenn du R(s — 1,t) + R(s,t — 1) — 1 Kanten hast und sie auf zwei Farben

verteilst, dann muss mindestens eine Farbe mindestens so oft auftreten wie
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der groflere der beiden Summanden. Eine der beiden Bedingungen muss also

erfullt sein:

|A] > R(s — 1,t) (3.2)
IB| > R(s,t — 1) (3.3)

e) Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass gilt. Das
bedeutet: Unter den n — 1 Nachbarn von x gibt es mindestens R(s — 1,t)
Knoten, die iiber rote Kanten mit = verbunden sind. Wir bezeichnen diese

Knoten als Menge A (Abbildung .

Abbildung 3.4: Ausgangssituation fiir Fall 1: Alle Knoten der Menge A = {1,2,3,4,5}
sind iiber rote, durchgezogene Kanten mit dem Knoten z verbunden.

Diese Konstellation bildet die Grundlage fiir die folgende Analyse des

Teilgraphen auf A im Beweis des Ramsey-Satzes.

Wir betrachten nun den induzierten Teilgraphen auf der Menge A, also den
vollstdndigen Graphen auf den Knoten in A. Nun gibt es zwei Moglichkeiten:

o Fall 1 (Abbildung - eine blaue Clique der Grofle t existiert in A:
Dann enthélt der Teilgraph auf A eine vollstdndig blau gefarbte Clique
der Grofe t. Da alle Kanten innerhalb dieser Clique blau sind, ist die
Behauptung erfillt - wir haben eine gesuchte monochromatische Clique

gefunden.

e Fall 2 (Abbildung - keine blaue Clique der Grofle ¢t in A: Dann garan-
tiert uns die Definition der Ramsey-Zahl R(s — 1,t), dass der Teilgraph
auf A eine rote Clique der Grofle s — 1 enthalten muss. Diese besteht aus
s — 1 Knoten, die untereinander alle mit roten Kanten verbunden sind.

Weil zusétzlich alle Knoten in A mit dem Knoten x iiber rote Kanten ver-
bunden sind, kénnen wir  zur roten Clique hinzufiigen. Dadurch entsteht

eine rote Clique der Grofle s.
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3 Grundlagen der Ramsey-Theorie

Abbildung 3.5: Darstellung Fall 1: Der Knoten x ist {iber rote, durchgezogene Kanten
mit allen Knoten der Menge A = {1,2,3, 4,5} verbunden. Im Teilgraphen

auf A existiert eine vollstdndig blau geférbte Clique der Grole t = 4 (hier
die Knoten 2, 3, 4, 5), dargestellt durch gestrichelte blaue Kanten.

(b) Erweiterung durch den Knoten z, der

(a) Teilgraph auf der Menge A mit ei- mit allen Knoten der roten Clique ver-
ner vollstandig rot gefdrbten Clique der bunden ist — ergibt eine rote Clique der
Grofle s — 1 =4. Grofle s = 5.

Abbildung 3.6: Darstellung Fall 2: Im Teilgraphen auf der Menge A existiert keine
vollstdndig blau, strichliert gefirbte Clique der Grofle t, wohl aber ei-
ne vollstdndig rot gefirbte Clique der Grofie s — 1 = 4 (hier die Knoten
2, 3, 4, 5). Da alle Knoten dieser Clique zusétzlich iiber rote, durch-
gezogene Kanten mit dem Knoten z verbunden sind, ergibt sich durch

Hinzufligen von z eine vollstandig rot gefiarbte Clique der Gréfle s = 5.
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3.4 Beispiele und bekannte Ramsey-Zahlen

4. Folgerung: In beiden Féllen existiert somit entweder eine blaue Clique der Grofie
t oder eine rote Clique der Grofle s. Damit ist gezeigt, dass:

R(s,t) < R(s—1,t) + R(s,t — 1)

O

Ein klassisches Beispiel ist R(3,3) = 6. Es besagt, dass unter sechs beliebigen Personen
stets drei existieren, die sich entweder alle gegenseitig kennen oder alle gegenseitig nicht
kennen. Dieses sogenannte Party-Problem eignet sich besonders gut zur Veranschauli-
chung der Aussage. Wird jede Zweierbeziehung zwischen den Personen durch eine farbige
Kante dargestellt, rot fir bekannt, blau fiir unbekannt, so garantiert der Satz und unser
obiger Beweis, dass sich unter den Kanten ein monochromatisches Dreieck finden lésst.

Die bisherige Form des Satzes betrachtete nur zwei Farben. Ramsey’s Theorem lésst
sich jedoch auf beliebig viele Farben verallgemeinern:

Satz 3.3.2 (Allgemeiner Satz von Ramsey). Fiir alle natirlichen Zahlen ny,na, ..., ng >
2 gilt:

R(ni,ng,...,ng) < 0o

Der allgemeine Satz von Ramsey besagt [9] also, dass es fir alle natiirlichen Zahlen
ni,ng,...,ng > 2 eine kleinste nattirliche Zahl R(nj,na,...,nk) gibt. Diese Zahl hat
die Eigenschaft, dass in jeder k-farbigen Kantenfirbung eines vollstdndigen Graphen K,
mit n > R(ny,na,...,n;) mindestens eine vollstdndig einfarbige Clique K, existiert,
deren Kanten alle die Farbe ¢ haben - unabhéngig davon, wie die Farbung gewéhlt wird.

3.4 Beispiele und bekannte Ramsey-Zahlen

Nach dem allgemeinen Satz von Ramsey stellt sich die Frage, wie grof die entsprechenden
Ramsey-Zahlen tatséchlich sind. In diesem Kapitel werden bekannte Beispiele, bewiesene
Werte sowie offene Fragestellungen vorgestellt.

3.4.1 Allgemeine Schranken

Die Bestimmung der genauen Werte von Ramsey-Zahlen ist schwierig, da sie mit zuneh-
mender Grofle bemerkenswert schnell wachsen. Daher konzentriert sich ein grofler Teil
der Forschung auf die Ermittlung von oberen und unteren Schranken [9] 1] fir diese
Zahlen.
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3 Grundlagen der Ramsey-Theorie

Satz 3.4.1 (Obere Schranke fiir Ramsey-Zahlen). Eine obere Schranke [6, [9] fir R(s,t)

kann rekursiv von [3.1] abgeleitet werden. Dies fihrt zu der kombinatorischen Formel:

s+t—2
R(s,t)<< s 1 >

Beweis. Man geht davon aus, dass man die obere Schranke fiir die Ramsey-Zahlen R(s—
1,¢) und R(s,t—1) kennt. Dann setzt man in die Rekursionsgleichung[3.1]fiir R(s—1,¢) <

((s(s 1)1";'5 %) und fiir R(s,t —1) < ((S+(f:11))_2).

<R(s—1,t) + R(s,t — 1)

<s—1 )+t — >+<(s+(t—1)—2> B <(5—|—t)—2>
s—1) (s—1) N s—1
R(S t) (S:‘i)1—2>

Fiir den letzten Schritt bendtigt man Pascals Regel:

n—1 n n—1\ [n
k—1 k \k
In unserem Fallist n —1=s+t—3,k—1=s—2und k=s—1. O

Diese allgemeine obere Schranke ist ein hervorragender Ausgangspunkt, auch wenn
die Liicke zu den tatséchlichen Werten mit zunehmenden s und ¢ grofler wird.

Definition 3.4.2 (Diagonale Ramsey-Zahlen). Die Ramsey-Zahl R(s, s) ist die kleinste
natiirliche Zahl n, sodass jede 2-Kantenfiarbung (z.B. rot und blau) eines vollstandigen

Graphen K, entweder eine rote Clique der Grofle K oder eine blaue Clique der Grofe
K, enthalt.

Satz 3.4.3 (Obere Schranke fiir diagonale Ramsey-Zahlen). Fir den Spezialfall der
diagonalen Ramsey-Zahlen ergibt sich [1):

25 — 2 28—3 28—3 2k—3
< = <2
R(S’s)—<s—1> (k—1>+<k—2>_

Robert Wayne Thomason hat 1988 eine weitere Verbesserung der oberen Schranke [J]
gefunden:

223
R(s,s) < S
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3.4 Beispiele und bekannte Ramsey-Zahlen

Satz 3.4.4 (Untere Schranke fiir diagonale Ramsey-Zahlen). Eine untere Schranke der
diagonalen Ramsey-Zahlen [1, [24)] ist:

R(s,s) > 22

Das ist die beriihmte untere exponentielle Schranke, die Erdés mit probabilistischen
Methoden bewiesen hat.

Wiéhrend sich fiir die diagonalen Ramsey-Zahlen R(s, s) eine einfache untere Schranke
angeben ldsst, ist keine dhnlich einfache allgemeine untere Schranke fiir R(s,t) mit s # ¢
bekannt. In der Literatur [9, 39, 28] dominieren in diesem Fall komplexere probabilisti-
sche oder rekursive Abschétzungen.

3.4.2 Spezifische Werte und die besten bekannten Schranken

Ramsey-Zahlen sind berithmt fiir die Schwierigkeit ihrer genauen Bestimmung. Auch
wenn einige Grenzen bestimmt wurden, sind heute nur wenige exakte Werte [§] bekannt.
Triviale Félle [6, 1]:

e R(1,t)=1 o R(2,t)=t

Die Zahl R(3,3) = 6 [§] ist eines der bekanntesten und am héufigsten zitierten Beispiele
in der Ramsey-Theorie. Sie ist nicht nur historisch bedeutsam, sondern ldsst sich auch
leicht visualisieren und ist daher besonders anschaulich. Dieses Beispiel ist als Party-
Problem bekannt und wird oft verwendet, um das Grundprinzip der Ramsey-Zahlen zu

illustrieren.

Beispiel 3.4.5 (Das Party-Problem [9]). Stellen wir uns eine Party mit sechs Personen
vor. Die Ramsey-Zahl R(3,3) = 6 besagt, dass unter diesen sechs Personen immer eine
Gruppe von drei Personen geben muss, die sich entweder alle gegenseitig kennen oder alle
gegenseitig fremd sind. Die Beziehungen zwischen den Personen werden als vollstdndiger
Graph Kg modelliert, wobei jede Kante entweder rot (sie kennen sich) oder blau (sie
kennen sich nicht) gefarbt ist. Das Ziel ist es zu zeigen, dass jede 2-Farbung der Kanten
des Graphen K¢ notwendigerweise ein einfarbiges Dreieck enthalt.

Wiéhle eine beliebige Person A aus. Diese Person hat 5 Beziehungen zu den ande-
ren Gisten. Wir haben 5 Kanten von A zu den anderen Personen, die in 2 Farben
(Schubfécher) eingeteilt werden: rot oder blau. Nach dem Schubfachprinzip miissen min-
destens 3 dieser 5 Beziehungen dieselbe Farbe haben. Nehmen wir an, A kennt die drei
Personen B, C und D. Falls sich nun zwei dieser drei Personen (etwa B und C') ebenfalls
kennen, dann bilden A, B und C ein rotes Dreieck. Falls sich keine der drei unterein-
ander kennt, dann bilden B,C und D ein blaues Dreieck. In beiden Féllen entsteht ein
einfarbiges Dreieck.
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3 Grundlagen der Ramsey-Theorie

Abbildung 3.7: Visualisierung des Party-Problems im Fall R(3,3) = 6: Unabhéngig
von der Farbung der Kanten in rot (durchgéngig) und blau (strich-
liert) enthélt jeder vollstdndige Graph auf sechs Knoten entweder eine
vollstdndig rot oder eine vollstdndig blau gefarbte Clique der Grofle drei.

Ein gingiger Ansatz zur Bestimmung von Ramsey-Zahlen besteht darin, Gegen-
beispiele zu konstruieren. Dabei werden alle moglichen Farbungen der Kanten eines
vollstédndigen Graphen untersucht, um zu zeigen, dass eine bestimmte monochrome Cli-
que noch nicht zwangslaufig entsteht. Im Fall von finf Personen (siehe Abbildung |3.8)
lasst sich beispielsweise keine vollstdndig rot oder blau gefarbte Clique der Gréfle drei
finden. Erst ab 6 Knoten tritt eine solche Farbung zwangsldufig auf. Der Fall von fiinf

Personen ist also das Gegenbeispiel zum Fall R(3,3) = 6.

Abbildung 3.8: Gegenbeispiel fir K5: Eine Farbung der Kanten in rot (durchgéngig)

und blau (strichliert), bei der keine monochrome Clique der Grofle drei
entsteht — ein Beleg dafiir, dass R(3,3) > 5 gilt.

Weitere bekannte Werte [30, [8 48, [16], O]:

« R(3,4)=09 « R(3,7)=23
e R(4,4) =18 « R(3,8) =28
« R(3,6) =9 « R(3,9) =36
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3.5 Eigenschaften und Verallgemeinerungen

« R(4,5)=25 e R(3,3,4) = 30

e R(3,3,3) =27

R(5,5) ist bis heute unbekannt [I6]. Die derzeit besten bekannten Schranken liegen
bei 43 < R(5,5) < 46 [4]. Dies bedeutet, dass jede Rot-Blau-Férbung von Ky einen
monochromatischen Ky zwangsldufig enthélt, und es existiert eine Rot-Blau-Féarbung
von Ky9, die keinen K3 in einer der beiden Farben aufweist. Fiir R(10,10) sind die
Schranken 798 < R(10,10) < 16064 [8] bekannt.

Diese Schranken wurden mit aufwendigen Computermethoden gefunden. Die An-
zahl der moglichen Farbungen wéchst exponentiell mit der Anzahl der Knoten. Im
Zusammenhang mit der aktuellen oberen Schranke R(5,5) < 46 betrachtet man den
vollstandigen Graphen K¢ mit

4
(26> = 1035 Kanten.

Da jede Kante unabhéngig in zwei Farben gefarbt werden kann, ergibt sich eine Gesamt-
zahl von 21935 moglichen Firbungen.

Diese enorme Anzahl zeigt, warum der Nachweis der Existenz oder Nichtexistenz mo-
nochromer Cliquen bei gréfleren Graphen rechnerisch sehr aufwéndig ist und fast nur
mit Computereinsatz gelingt. Die genaue Bestimmung weiterer Ramsey-Zahlen bleibt
weiterhin ein herausforderndes Problem und ist bis heute Gegenstand intensiver kombi-

natorischer Forschung.

3.5 Eigenschaften und Verallgemeinerungen

Ramsey-Zahlen besitzen mehrere grundlegende Eigenschaften und lassen sich in verschie-

denen Richtungen verallgemeinern:

o Symmetrie der Ramsey-Zahlen: Die Ramsey-Zahl R(s, t) ist symmetrisch [15],
was bedeutet, dass R(s,t) = R(t, s) gilt. Dies ist eine natiirliche Folge der Symme-
trieeigenschaft von Graphen: Betrachtet man eine 2-Farbung eines vollstdndigen
Graphen, so hat ein umgekehrter gefarbter Graph (rot wird blau und umgekehrt)
aquivalente Bedingungen [6] fiir die Existenz einer monochromatischen Clique.

¢« Monotonie der Ramsey-Zahlen: Eine weitere zentrale Eigenschaft der Ramsey-
Zahlen ist ihre Monotonie. Sie besagt, dass die Werte der Ramsey-Zahlen mit
wachsendem Parameter nicht kleiner werden. Formal gilt:

R(s,t) < R(s+1,t) und R(s,t) < R(s,t+1).
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3 Grundlagen der Ramsey-Theorie

Diese Eigenschaft ist intuitiv nachvollziehbar: Wenn also in einem vollsténdigen
Graphen mit n Knoten schon garantiert ist, dass entweder eine rote Clique der
Grofle s oder eine blaue Clique der Grofle ¢ vorkommt, dann wird diese Eigenschaft
nicht verschwinden, nur weil man jetzt eine noch eine grofiere Clique - zum Beispiel
der Grofle fordert. Im Gegenteil: Groflere Cliquen sind schwerer zu finden, daher
braucht man dafiir mindestens genauso viele Knoten, meist sogar mehr. Diese
Eigenschaft hilft in vielen Beweisen und Tabellen, weil man so aus bekannten
Werten direkt neue abschitzen kann.

Multikolorierte Ramsey-Zahlen: Die klassische Definition kann auf mehr als
zwei Farben erweitert werden (siehe Satz[3.3.2)).

Erweiterung auf Hypergraphen (Definition : Das Ramsey-Theorem
kann auch auf Hypergraphen [24] [I7]erweitert werden. Die Hypergraph-Ramsey-
Zahl R®) (s,t) bezeichnet die kleinste natiirliche Zahl n, sodass jede zweifarbige
Farbung der Kanten eines vollstdndigen k-uniformen Hypergraphen auf n Knoten
entweder eine monochrom gefirbte vollstdndige k-uniforme Clique der Gréfle s
oder t enthélt.

Ein Hypergraph heif3t dabei k-uniform, wenn jede Kante genau k£ Knoten umfasst —
analog zu normalen Graphen, bei denen jede Kante zwei Knoten verbindet (k = 2).
Die entsprechenden Ramsey-Zahlen wachsen mit steigendem & extrem schnell und
sind bislang nur in wenigen Spezialfillen bekannt.

Definition 3.5.1 (Hypergraph). Ein k-uniformer Hypergraph ist ein Paar H = (V, E),

wobei V' eine Menge von Ecken und E eine Sammlung von k-elementigen Teilmengen von

V' (sogenannten Hyperkanten) ist. Wéhrend ein gewohnlicher Graph aus einer Menge

von Knoten und Kanten besteht, wobei jede Kante genau zwei Knoten verbindet [20],

kann eine Hyperkante in einem Hypergraphen mehr als zwei Knoten [5] gleichzeitig ver-

binden. Dies ermdéglicht es, komplexere, nicht paarweise Beziehungen zwischen Objekten

darzustellen.

Beispiel 3.5.2. Ein Beispiel (Abbildung eines ungerichteten, ungewichteten Hy-
pergraphen [5, 20]. V' = {v1, va, v3, v4, v5, v6, U7 }

E= {{U17U27U3}7 {’U2,'U3}, {U3,U5,U6}, {U4}} — {61;62;63764}
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e Nicht-konstruktive Existenzbeweise: Viele Existenzbeweise fiir Ramsey-

Zahlen, insbesondere fiir untere Schranken, sind nicht konstruktiv. Beriithmt ist
der probabilistische Beweis von Erdds [§], mit dem sich zeigen lésst, dass bestimm-
te Ramsey-Zahlen existieren miissen — ohne dass man ein konkretes Beispiel kennt.
Diese Methode zeigt, wie stark kombinatorische Aussagen durch Wahrscheinlich-
keitsiiberlegungen unterstiitzt werden kénnen.



3.6 Weitere strukturverwandte Satze
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Abbildung 3.9: Beispiel eines Hypergraphen mit 7 Knoten und 4 Hyperkanten

3.6 Weitere strukturverwandte Satze

Die Idee, dass durch einfache Féarbungsregeln zwangsldufig geordnete Strukturen ent-
stehen, findet sich nicht nur in der Ramsey-Theorie wieder. Auch in anderen Bereichen
der Kombinatorik und Zahlentheorie treten dhnliche Phinomene auf. Zwei besonders
bekannte Beispiele sind der Satz von Van der Waerden und der Satz von Schur.

3.6.1 Satz von Van der Waerden

Der Satz von Van der Waerden ist ein klassisches Beispiel dafiir, dass bei jeder noch
so ,chaotischen Férbung der natiirlichen Zahlen zwangsldufig geordnete Strukturen
entstehen. Genauer gesagt: Wenn man die natiirlichen Zahlen mit endlich vielen Farben
farbt, lassen sich bestimmte arithmetische Muster nicht vermeiden.

Satz 3.6.1 (Satz von Van der Waerden). Fir jede Anzahl von Farben r und jede
gewiinschte Linge k existiert eine natirliche Zahl n [36], sodass jede r-Fdarbung der

Zahlen {1,2,...,n} eine monochrome arithmetische Progression der Linge k enthdlt.
Dies gilt nur fir r,k € N [{§].

Die Van-der-Waerden-Zahl W (r, k) ist die kleinste Zahl n, die den Satz von Van der
Waerden fiir gegebene r und k erfiillt.

Beispiel 3.6.2. Ein bekanntes Beispiel [6] ist W(2,3) = 9. Eine mogliche Zerlegung der
Menge {1,2,...,9} in zwei Teilmengen ist in Tabelle sichtbar. Die erste Teilmenge
{1,3,4,6,9} enthélt die arithmetische Folge 3, 6,9, die alle drei denselben Abstand haben
und daher eine gleichfarbige Progression in der Farbe Blau bilden. Wére hingegen 9 rot
eingefirbt, ergéibe sich mit 5, 7,9 eine arithmetische Folge der Lénge 3 in der Farbe Rot.
Dies zeigt, dass sich bei einer Zweifarbung der Zahlen von 1 bis 9 eine gleichfarbige
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3 Grundlagen der Ramsey-Theorie

arithmetische Folge der Lange drei nicht mehr vermeiden ldsst — eine solche Struktur
tritt zwangslaufig auf.

Tabelle 3.1: Beispielhafte Farbung von {1,2,...,9}; gemafl W(2,3) = 9 lisst sich eine
gleichfarbige arithmetische Progression der Lénge drei nicht vermeiden. B
steht hier fiir die Farbe blau und R fir die Farbe Rot.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
B R B B R B R R B

Dieser Satz hat zahlreiche Anwendungen in der Zahlentheorie [36] und zeigt, dhnlich
wie die Ramsey-Theorie, dass bei ausreichender Gréfle geordnete Strukturen unvermeid-
bar werden, unabhéngig davon, wie die Elemente gefarbt werden.

3.6.2 Satz von Schur

Der Satz von Schur ist ein weiteres klassisches Beispiel fiir zwanghafte Ordnung bei
endlichen Farbungen.

Satz 3.6.3 (Satz von Schur). Fiir jede positive ganze Zahln (Anzahl der Farben) existiert
eine kleinste positive ganze Zahl f(n) [T]l]. Wenn die Menge {1,2, ..., f(n)} in n belicbige
disjunkte Teilmengen (Farbklassen) Ti, ..., T, zerlegt wird, dann enthdlt mindestens eine
dieser Teilmengen ein monochromatisches Tripel (a,b,c) [32, [14)], das die Gleichung
a+ b = c erfillt. Dabei ist es nicht ausgeschlossen, dass zwei der Zahlen a,b,c gleich
sind.

Beispiel 3.6.4. Betrachtet man das Beispiel f(2) = 5. Die Zahlen {1,2,3,4,5} werden
mit zwei Farben eingefiarbt. Wir betrachten jedoch zuerst die Menge {1,2,3,4} (Ta-
belle um auszuschliefen, dass es bereits hier ein gleichfarbiges Tripel a + b = ¢

existiert.

Tabelle 3.2: Zweifdrbung der Zahlen {1, 2, 3,4}, bei der kein gleichfarbiges Tripel a+b =
¢ vorkommt. Diese Férbung zeigt, dass fiir n = 4 noch eine Schur-freie
Einfarbung mit zwei Farben (R = rot, B = blau) mdglich ist.

Zahl 1 2 3 4
Farbe R B B R

Wir prifen die Tripel:

e 1+1=2:R+ R = B nicht gleichfarbig
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3.6 Weitere strukturverwandte Satze

e 1+2=3: R+ B = B nicht gleichfarbig
e 1+3=4: R+ B = R nicht gleichfarbig
e 24 2=14: B+ B = R nicht gleichfarbig

— keine echte monochrome Lésung vorhanden.
Nun kommt die Zahl 5 ins Spiel (Tabelle . Sie kann als Summe von 1 + 4 oder
2 + 3 dargestellt werden. Da sowohl 1,4 € R als auch 2,3 € B sind, fiihrt jede mogliche

Férbung von 5 zu einem monochromen Tripel:

Tabelle 3.3: Wird die Zahl 5 zu der bisherigen Farbung ergéinzt, entsteht — unabhéngig
von ihrer Farbe — ein gleichfarbiges Tripel (R = rot, B = blau) a + b = c.
Damit lasst sich f(2) = 5 nachweisen.
Zahl 1 2 3 4 5
Farbe R B B R ?

o Ist 5 € R, ergibt {1,4,5} eine rote Losung.
o Ist 5 € B, ergibt {2,3,5} eine blaue Losung.

Daher muss gelten:
f(2)=5

Die zugehorige Schur-Zahl f(n) gibt an, wie grofi eine Menge mindestens sein muss,
damit bei einer n-Farbung eine solche monochrome Lésung garantiert auftritt. Damit
wird deutlich, dass auch additive Strukturen nicht beliebig ,zerstért* werden kénnen.

Der Satz von Schur wird haufig der additiven Kombinatorik zugeordnet, steht aber in
enger inhaltlicher Verbindung zur Ramsey-Theorie, da auch hier Ordnung durch Farbung
entsteht. Die Schur-Zahl f(n) ist nach oben durch eine Ramsey-Zahl begrenzt [32], ge-
nauver gilt f(n) < R(3,2,n). Die Existenz monochromatischer Tripel [32] mit a + b = ¢
kann also auch durch das Ramsey-Theorem iiber dreielementige monochromatische Men-
gen in gefdrbten Graphen gezeigt werden.

Beweisidee: Egal wie man die Zahlen 1 bis N := R(3,2,n) mit n Farben einfirbt, es
gibt immer drei gleich gefiarbte Zahlen x,y, z, bei denen gilt x + y = z. Der Trick dabei
ist, dass wir nicht direkt nach solchen Zahlen suchen, sondern uns die Abstidnde zwischen
Zahlen anschauen. Wir farben die Absténde so ein, wie wir vorher die Zahlen eingeféarbt
haben. Wenn vorher die Zahl 5 rot gefirbt war, dann wird jede Kante zwischen zwei
Zahlen, die Abstand 5 haben, rot.
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3 Grundlagen der Ramsey-Theorie

Beweis. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt:
f(n) < R(3,2,n)
Dieser Zusammenhang soll bewiesen [56] werden.

1. Wir nehmen an, wir haben eine beliebige Farbung der Zahlen 1 bis N := R(3,2,n)
mit n Farben. Diese Farbung nennen wir f, also:

f:{L2,...,N} = {1,2,...,n}

2. Wir machen aus f eine Farbung von Kanten ]A” zwischen Zahlen und definieren:
F(5Y) = (5 —il)

3. Da N = R(3,2,n), sagt uns das Ramsey-Theorem, dass in dieser Kantenfarbung
ein monochromatisches Dreieck existiert, also drei Zahlen a < b < ¢, bei dem alle
drei Kanten dieselbe Farbe haben. Das heif3t:

}({a, b}) = .]Ac({bﬂ C}) = JAC({CL?c}) =T0

4. Jetzt schauen wir uns die Abstédnde an:
e y:=b—a
e« z:=c—b
e x:=c—a
Dann gilt:
y+z=(0b—-a)+(c—b)=c—a==zx
Und weil die Kanten alle Farbe rg haben gilt weiter:

Fy) = F{a.b)) =ro; J(z)=F({b,e}) =ro; Jla) = F({a,¢}) = ro

Schlussfolgerung: Es gibt also drei gleich gefiarbte Zahlen z,y, z mit y + z = x. Das
ist genau ein monochromatisches Schur-Tripel.
O
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4 Anwendung der Ramsey-Theorie in der
Graphentheorie

Auch wenn Anwendungen der Ramsey-Theorie bereits in den vorangegangenen Kapiteln
immer wieder angesprochen wurden, widmet sich dieses Kapitel gezielt der Frage, welche
graphentheoretischen Strukturen sich mithilfe ramseyscher Uberlegungen modellieren,
analysieren und beweisen lassen. Dabei wird insbesondere deutlich, wie maéchtig das
Prinzip des Strukturzwangs fiir konkrete Fragestellungen in der Graphentheorie — etwa
bei Kantenfiarbungen, Cliquen oder Schranken — eingesetzt werden kann.

4.1 Motivation und Bedeutung fiir die Graphentheorie

Die Ramsey-Theorie ist fur die Graphentheorie von hochster Relevanz [56], da sie ein
fundamentales Prinzip der Ordnung in scheinbar chaotischen Systemen auf Graphen
anwendet und somit die Existenz spezifischer, geordneter Teilstrukturen in ausreichend
groflen Graphen garantiert.

Ramseys urspriingliches Theorem aus dem Jahr 1930 kann auflerdem direkt als Satz
iiber Graphen [16] interpretiert werden:

e Knoten - Objekte und Kanten - Beziehungen [10]: Elemente einer Menge
(z.B. Personen) werden als Knoten eines Graphen dargestellt, und die Beziehungen
zwischen diesen Elementen (z.B. ob sie sich kennen oder nicht) werden als Kanten

modelliert.

o Kantenfirbungen [16]: Die Klassifizierung dieser Beziehungen erfolgt durch das
Farben der Kanten eines vollstdndigen Graphen (z.B. rot fiir ,kennen sich“, blau
fiir ,kennen sich nicht*)

e Monochromatische Teilstrukturen [I6]: Die vorhergesagte geordnete Teil-
struktur ist ein monochromatischer vollstindiger Teilgraph, also eine Clique, in
der alle Kanten dieselbe Farbe haben.

Die zentrale Fragestellung der Ramsey-Theorie ist: Wann ist eine monochromatische
Clique unausweichlich? Dies ist die Kernfrage der klassischen Ramsey-Theorie im Kon-
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4 Anwendung der Ramsey-Theorie in der Graphentheorie

text von Graphen. Sie wird durch die Ramsey-Zahlen [30] quantifiziert. Eine Ramsey-
Zahl R(s,t) (oder in vereinfachter Notation R(k) fiir R(k,k)) gibt die kleinste Anzahl
von Knoten n an, die ein vollstdndiger Graph K, haben muss, um bei einer 2-Farbung
seiner Kanten garantiert eine monochromatische Clique der Gréfle K (z.B. alle rot) oder
K, (z.B. alle blau) [9] zu enthalten.

Das bekannteste Beispiel ist das Party-Problem [6] (Beispiel [3.4.5)): Auf einer Party
mit mindestens sechs Personen gibt es immer eine Gruppe von drei Personen, die sich

alle untereinander kennen oder drei Personen, die sich nicht kennen.

4.2 Verbindung zur extremalen Graphentheorie

Die Ramsey-Theorie unterscheidet sich grundlegend von der extremalen Graphentheo-
rie [43], obwohl beide oft zusammen untersucht werden. Die extremale Graphentheorie
(Kapitel fragt [31]: ,Wie viele Kanten darf ein Graph auf n Knoten enthalten,
der keinen Graphen aus G als Teilgraph besitzt?“ Thr Fokus liegt auf der Vermeidung
bestimmter Strukturen und der Maximierung anderer Eigenschaften unter dieser Bedin-
gung. Ziel [38, 12] ist es also, eine Obergrenze fiir die Anzahl der Kanten zu finden,
bevor eine unerwiinschte Struktur zwangsldufig auftritt. Ein prominentes Beispiel und
ein Grundstein dieses Gebiets ist Turdns Theorem (Satz [2.6.39).

Die Ramsey-Theorie hingegen fokussiert sich auf die Unvermeidbarkeit von Struk-
turen [23]. Dies bedeutet, dass in ausreichend grofien Systemen [53], selbst wenn das
System zuféllig oder unstrukturiert erscheint, eine bestimmte geordnete Teilstruktur
existiert. Die zentrale Fragestellung der Ramsey-Theorie ist: ,,Wann ist eine monochro-
matische Clique unausweichlich?“ Ziel ist es, die minimale Knotenanzahl zu finden, so-
dass eine gewiinschte Struktur auftritt.

Zusammenfassend lésst sich sagen, die extremale Graphentheorie beschéftigt sich
mit der maximalen Kantenanzahl, die ein Graph haben darf, ohne eine gegebene
Struktur zu enthalten. Die Ramsey-Theorie hingegen fragt nach der minimalen Kno-
tenanzahl, die ein Graph haben muss, damit eine bestimmte Struktur unvermeidlich
auftritt.

4.3 Strukturierte Subgraphen in groBBen Graphen
Im Kontext der Graphentheorie konzentriert sich der Ramsey-Satz klassischerweise [25]

auf vollstdndige Graphen K. Es gibt jedoch auch direkte Erweiterungen fiir bipartite
Graphen.
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4.3 Strukturierte Subgraphen in grofien Graphen

4.3.1 Anwendung der Ramsey-Theorie auf vollstandige Graphen

Zur Wiederholung [10]: Ein vollsténdiger Graph auf n Knoten K, ist ein Graph, in dem
jeder Knoten mit jedem anderen Knoten durch genau eine Kante verbunden ist. Ein K,
besitzt genau % = (4) Kanten [46].

Die Ramsey-Zahl R(s,t) = n [9] ist die kleinste Anzahl n an Knoten die ein
vollsténdiger Graph haben K, haben muss, damit jede 2-Férbung seiner Kanten garan-
tiert einen vollstdndigen Teilgraphen der Gréfle s oder einen vollstdndigen Teilgraphen
der GroBe t enthélt.

Einige Beispiele wurden bereits in Kapitel erwahnt und grafisch veranschaulicht.

Beispiel 4.3.1. Die Ramsey-Zahl R(3,4) ist definiert als die kleinste natiirliche Zahl n,
fiir die in jeder 2-Farbung der Kanten in rot und blau des vollstdndigen Graphen K,
entweder ein rotes vollstédndiges Dreieck (K3) oder ein blauer vollstdndiger Viererkreis
(K4) entstehen muss. Um zu zeigen, dass R(3,4) > 8, geniigt es, eine konkrete Farbung
der Kanten von Kg (Abbildung zu konstruieren, bei der weder ein rotes K3 noch ein
blaues K4 enthalten ist. Diese Farbung dient als Gegenbeispiel und beweist: R(3,4) > 8

CRE
N

Abbildung 4.1: Graph zu 8 < R(3,4) = 9; keine rote, durchgezogene Clique K3 oder
blaue, strichlierte Clique K4 sichtbar

Dies stellt eine gute Untergrenze fiir den Wert von R(3,4) dar. Eine Obergrenze fiir
diesen Wert kann auch mit der Rekursionsungleichung [3.1] gefunden werden:

R(3,4) < R(2,4) + (3,3)

R(3,4) <4+6=10
Gleichzeitig ist aus der mathematischen Literatur [16, B9] der genaue Wert fiir R(3,4)
bekannt, der durch einen Widerspruchsbeweis gefunden wurde. R(3,4) = 9 bedeutet,

dass in jeder 2-Féarbung der Kanten von Ky entweder ein rotes Dreieck oder ein blauer

Viererkreis auftreten muss.
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4 Anwendung der Ramsey-Theorie in der Graphentheorie

4.3.2 Das Spiel Sim — eine spielerische Anwendung

Das Spiel Sim ist ein faszinierendes und vielbeachtetes kombinatorisches Spiel [52], das
erstmals 1969 von Simmons beschrieben wurde. Es hat seither grofles Interesse in der ma-
thematischen Forschung geweckt und stellt eine anschauliche Anwendung der Ramsey-
Theorie dar.

Sim wird von zwei Spielern auf den Kanten des vollstiandigen Graphen K¢ (Abbil-
dung gespielt [52], wobei diese abwechselnd je eine noch nicht gefarbte Kante in
ihrer eigenen Farbe farben - typischerweise rot oder griin. Ziel ist es, die Bildung eines
gleichfarbigen Dreiecks, eines monochromen K3, zu vermeiden. Der Spieler, der gezwun-
gen ist, eine solche Konstellation [52] zu vervollsténdigen, verliert das Spiel sofort. Somit
liegt ein perfektes Vermeidungszielspiel vor, das ohne Zufallselemente oder versteckte

Informationen auskommt.

Abbildung 4.2: Spielbrett von Sim

Die mathematische Grundlage bildet die Tatsache, dass jede 2-Férbung der Kanten
eines K¢ ein monochromes Dreieck enthalten muss, da R(3,3) = 6 gilt. Dieses klassische
Resultat der Ramsey-Theorie schliefit ein Unentschieden im Spiel Sim [19] strenggenom-
men aus: Spatestens mit dem 15. Zug, also nachdem alle 15 Kanten gefarbt wurden,
muss mindestens ein gleichfarbiges Dreieck entstanden sein. Eine intuitive Begriindung
ergibt sich durch Betrachtung eines beliebigen Knotens, der mit fiinf weiteren verbunden
ist: Mindestens drei dieser Kanten miissen dieselbe Farbe haben. Betrachtet man nun
die drei zugehorigen Zielknoten, so folgt — je nach Farbung der zwischen ihnen liegenden
Kanten — zwangsldufig die Existenz eines monochromen Dreiecks.

Computergestiitzte Analysen [19] des gesamten Spielbaums haben ergeben, dass der
zweite Spieler — bei optimalem Spiel — stets gewinnen kann. Dennoch ist die zugehorige
Gewinnstrategie so komplex [52], dass sie bislang nicht in eine einfache, fiir Menschen
intuitiv nachvollziehbare Form gebracht werden konnte. Dies macht Sim zu einem span-
nenden Forschungsobjekt an der Schnittstelle zwischen kombinatorischer Spieltheorie

und algorithmischer Strategieentwicklung.

70



4.3 Strukturierte Subgraphen in grofien Graphen

Es existieren verschiedene Varianten [52] des Spiels Sim. Eine davon ist Sim+, bei der
jeder Spieler pro Zug mehr als eine Kante farben darf. Diese Regeldnderung erhéht die
Komplexitéat des Spiels erheblich und erweitert den zugrundeliegenden Spielbaum, wo-
durch strategische Entscheidungen noch anspruchsvoller werden. Eine weitere Variante
stellt Sim4 dar. Diese basiert auf der Ramsey-Zahl R(4,4) = 18 und verwendet somit
einen vollstdndigen Graphen mit 18 Knoten, was insgesamt 153 zu farbende Kanten
ergibt. Ziel dieser Spielversion ist es, die Bildung eines einfarbigen K, (also eines Te-
traeders) zu vermeiden. Aufgrund der hohen Knotenanzahl und der damit verbundenen
Komplexitit wird Sim4 typischerweise ndmlich in einem computersimulierten dreidi-
mensionalen Raum gespielt, um die visuelle Darstellung und strategische Analyse zu
erleichtern.

Didaktisch bietet Sim eine hervorragende Moglichkeit, Schiiler*innen spielerisch an
Konzepte wie Strukturzwang, Unvermeidbarkeit und kombinatorische Argumentationen
heranzufithren. Die scheinbar einfache Spielregel verbirgt eine tiefgreifende mathemati-
sche Struktur, die sich durch eine gezielte Unterrichtsinszenierung offenbaren lasst — etwa
durch explorative Spielphasen, die in eine systematische Analyse der zugrunde liegenden
Ramsey-Zahl R(3,3) miinden. Eine grafische Visualisierung kann zusétzlich dabei hel-
fen, zentrale Zusammenhénge im Spielverlauf transparent zu machen und strategische

Denkweisen zu fordern.

4.3.3 Anwendung der Ramsey-Theorie auf bipartite Graphen

Bipartite Graphen [13], B3] sind dadurch gekennzeichnet, dass ihre Knotenmenge in zwei
disjunkte Mengen (Partitionsmengen) aufgeteilt werden kann, sodass Kanten nur zwi-
schen Knoten aus verschiedenen Partitionsmengen verlaufen.

Die Anwendung der Ramsey-Theorie auf bipartite Graphen [16, 59] konzentriert sich
typischerweise auf die Kantenfarbung von vollstidndigen bipartiten Graphen, um mono-
chromatische bipartite Untergraphen zu finden. Die bipartite Ramsey-Zahl wird meist
mit dem Symbol b(s,t) oder BR(s,t) bezeichnet und definiert sich wie folgt:

Definition 4.3.2 (Bipartite Ramsey-Zahl). Die bipartite Ramsey-Zahl [59] BR(s,t) =
N ist die kleinste natiirliche Zahl N, sodass jede 2-Kantenfdrbung des vollstdndigen
bipartiten Graphen Ky n entweder einen roten K¢ oder einen blauen K;; als Unter-
graphen enthélt.

Ein vollstandiger bipartiter Graph K, [25] verbindet dabei alle s Knoten der einen
Menge V7 mit allen ¢ Knoten der anderen Menge V5.

In den frithen 1970er Jahren wurde die Untersuchung bipartiter Ramsey-Zahlen [59]
von Faudree und Schelp sowie Gyarfas und Lehel initiiert.
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4 Anwendung der Ramsey-Theorie in der Graphentheorie

Beispiel 4.3.3. Gegeben ist der bipartite Graph Kj4. Ist es moglich, bei einer 2-
Férbung der Kanten eine Férbung zu finden, ohne dass ein roter K5 oder ein blauer
K> 9 entsteht?

Abbildung 4.3: Beispielhafte 2-Farbung des vollstandigen bipartiten Graphen Ky 4, bei
der weder ein roter K3 2 noch ein blauer K> o auftritt. Die Kanten wurden
abwechselnd rot (durchgéngig) und blau (strichliert) eingeférbt.

Aus Abbildung folgt, dass b(2,2) > 4, da die 2-Farbung von K4 4 keine monochrome

Clique erzwingt.

Abbildung 4.4: 2-Férbung des vollstdndigen bipartiten Graphen K55 mit durchgezoge-
nen roten und gestrichelten blauen Kanten. Die vier dick hervorgehobe-

nen roten Kanten bilden ein monochromes Ks .

So wie in der Literatur [16], 27] angegeben und die Abbildungzeigt, ist die bipartite
Ramsey-Zahl b(2,2) = 5.

Auch fiir bipartite Ramsey-Zahlen b(s, t) existiert - analog zu den klassischen Ramsey-
Zahlen vollsténdiger Graphen - eine obere Schranke, die eine grobe Abschitzung ihres
Wertes ermoglicht.

Satz 4.3.4 (Obere Schranke fiir bipartite Ramsey-Zahlen). Seien s,t zwei positive
natirliche Zahlen. Eine obere Schranke fiir b(s,t) [27, [16] ist gegeben durch:

b(s,t) < <S;Lt> 1
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Wenn wir dies anhand unseres vorherigen Beispiels tiberpriifen, sehen wir:

b(2,2) < <2;2> - (;) _1-5

Beispiel 4.3.5. Wir berechnen nun drei bipartite Ramsey-Zahlen unter Verwendung
der Schranke und vergleichen diese mit den tatsichlich bekannten Werten [16]:

e 5(2,3) < (*3%) —1=(5) — 1 = 9. Der bekannte Wert von b(2, 3) ist ebenfalls 9.
e b(2,4) < (*T") — 1= (§) — 1 = 14. Der bekannte Wert von b(2,4) ist 14.
e 5(3,3) < (*3%) = 1= () — 1 = 19. Der bekannte Wert von b(3,3) ist 17.

Diese Beispiele zeigen, dass die obere Schranke eine brauchbare Orientierung bietet, aber
schon bei kleinen Parametern nicht immer exakt ist.

Bipartite Ramsey-Zahlen sind besonders relevant in Anwendungen, in denen die zu-
grundeliegende Struktur nicht vollstdndig vernetzt, sondern natiirlich zweigeteilt ist —
zum Beispiel in Netzwerken mit zwei Typen von Objekten (z. B. Schiiler vs. Aufgaben,
Server vs. Clients,...).

Ahnlich wie bei klassischen Ramsey-Zahlen sind auch bipartite Ramsey-Zahlen sehr

schwer zu berechnen.

4.4 Ramsey-Theorie fiir multikolorierte Graphen

Die klassische Ramsey-Theorie befasst sich mit der Unvermeidbarkeit einfarbiger Teil-
strukturen in Graphen, deren Kanten mit zwei Farben gefarbt sind. Diese Idee ldsst sich
jedoch auf beliebig viele Farben [17] erweitern. Wie in Satz gezeigt, existiert fiir
jede endliche Anzahl an Farben stets eine endliche Zahl R(ny,ng,...,ng), bei der jede
k-térbige Kantenférbung eines vollstdndigen Graphen Ky eine monochrome Clique K,
in einer der k£ Farben enthalt.

Ein besonders interessantes Beispiel ist die Zahl R(3,3,3) = 17 [48, 9]. Dabei han-
delt es sich um die kleinste natiirliche Zahl n, sodass jede 3-Farbung der Kanten des
vollstdndigen Graphen K, zwangsldufig einen monochromen vollstdndigen Untergraphen
K3 in einer der Farben enthélt. Der Wert wurde 1955 von Greenwood und Gleason [27]
bestimmt und stellt bis heute den einzigen bekannten nichttrivialen Fall [52] einer exak-
ten mehrfarbigen Ramsey-Zahl mit drei gleichen Zielgraphen dar.

Die Aussage R(3,3,3) = 17 bedeutet:

o Fiir n = 16 gibt es mindestens eine konkrete 3-Farbung der Kanten von Kig, die
kein monochromes K3 enthélt.
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4 Anwendung der Ramsey-Theorie in der Graphentheorie

e Fiir n = 17 hingegen garantiert jede beliebige 3-Farbung der Kanten von Kj7 ein
monochromatisch gefarbtes Dreieck in einer der drei Farben.

Abbildung [4.5] zeigt eine Farbung von K¢, bei der kein einfarbiges K3 auftritt.

Abbildung 4.5: Farbung des vollstindigen Graphen Kjg mit drei Farben (Rot, Blau,
Griin), sodass keine monochrome Clique der Grole 3 entsteht. Diese
Darstellung zeigt, dass R(3,3,3) > 16.
Grafik von Maproom [18]

Beispiel 4.4.1. Ein einfaches Beispiel zur Veranschaulichung einer mehrfarbigen
Ramsey-Zahl ist R(3,2,2) = 3. Dies ist der vollstdndig multikolorierte Graph mit drei
Knoten, bei dem jede Kante eine andere Farbe erhélt. In jedem 3-Farbungsfall tritt ent-
weder ein rotes K3, ein griines Ky oder ein blaues K» auf. Eine mdégliche Farbung ist in
Abbildung dargestellt. Bei dieser Féarbung des Graphen treten sowohl ein griiner als
auch ein blauer K5 auf.

Abbildung 4.6: Multikolorierter vollstindiger Graph Ks zur Veranschaulichung von
R(3,2,2) = 3; kein rotes, verdicktes K3, aber ein blaues, strichliertes
K5 und ein griines, durchgezogenes K» sichtbar
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4.5 Ramsey-Theorie in Zufallsgraphen

4.5 Ramsey-Theorie in Zufallsgraphen

Die Ramsey-Theorie in Zufallsgraphen ist ein weiteres faszinierendes Forschungsge-
biet [48]. Es untersucht die Bedingungen, unter denen in groflen, zufillig generierten
Strukturen notwendigerweise eine bestimmte Ordnung oder Unterstruktur auftauchen

muss.

4.5.1 Grundlagen von Zufallsgraphen (Erdés—Rényi-Modell)

Die Theorie der Zufallsgraphen [43] wurde von Paul Erdds und Alfred Rényi in einer
Reihe von Verdffentlichungen zwischen 1959 und 1968 begriindet. Das am héufigsten
verwendete Modell ist G(n,p) wird wie folgt definiert [56]:

Definition 4.5.1 (Erdés—Rényi-Modell). Das Erdés-Rényi-Modell G(n,p) beschreibt
einen Zufallsgraphen mit n Knoten, in dem jede Kante unabhéngig mit einer Wahr-
scheinlichkeit p existiert.

Konkret bedeutet dies [56], dass auf der Knotenmenge jede der (g) moglichen Kanten
mit Wahrscheinlichkeit p auftritt. Der Wahrscheinlichkeitsraum dieses Experiments wird
als Produktraum bindrer Ergebnisse (Kante existiert oder nicht) fiir jede potenzielle
Kante modelliert. Ein zentrales Untersuchungsobjekt ist das Auftreten von Cliquen. Die
Wabhrscheinlichkeit, dass G(n, p) eine Clique der Grofie k& enthélt, kann ndherungsweise
iiber Erwartungswerte abgeschétzt werden. So betrigt die erwartete Anzahl an k-Cliquen
etwa (Z)p(g)

Die Formel setzt sich zusammen aus (}) [56]: In einem Graphen der Grofe n existieren
insgesamt (}}) Moglichkeiten, eine Menge von k auszuwéhlen, die potenziell eine k-Clique
bilden konnte.

Der zweite Teil der Formel ist p(g): Fine k-Clique ist ein vollstdndiger Graph auf
k Knoten - das heift, alle (’5) Kanten zwischen diesen Knoten miissen im Zufallsgraph

vorhanden sein. p(g) ist also die Wahrscheinlichkeit, dass alle (g) Kanten vorhanden sind.

Beispiel 4.5.2. Im Fall einer 4-Clique K, besitzt jede solche Clique genau (g) =6
Kanten. Die erwartete Anzahl der 4-Cliquen in einem Zufallsgraphen G(n,p) ist daher

E[X] = @ g

wobei X die Zufallsvariable ist, die die Anzahl der 4-Cliquen in G(n,p) zéhlt.

Ein zentrales Resultat hierzu ist, dass es einen scharf definierten Schwellenwert fiir die
Existenz einer 4-Clique gibt. Es gilt folgender Satz [39]:
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4 Anwendung der Ramsey-Theorie in der Graphentheorie

Satz 4.5.3. Der Schwellenwert fiir das Auftreten einer 4-Clique in einem Erdds—Rényi-
Zufallsgraphen G(n,p) liegt bei:

3
Il
S
colto

Genauer gilt:
o Firp< n~5 enthilt G(n,p) mit hoher Wahrscheinlichkeit keine Kopie von Kjy.

o Fiirp> n=5 enthilt G(n,p) mit hoher Wahrscheinlichkeit mindestens eine Kopie
von Ky.

Der Beweis dafiir findet sich in [39] und wird in dieser Masterarbeit nicht gefiihrt.

4.5.2 Ramsey-Eigenschaften fiir Zufallsgraphen

Die Untersuchung von Ramsey-Eigenschaften in G(n,p) ist ein aktives Forschungsfeld,
das als ,Random Ramsey Theory“ bezeichnet wird. Die entscheidende Verbindung zwi-
schen Zufallsgraphen und der Ramsey-Theorie wird durch die probabilistische Metho-
de [39] hergestellt, die von Paul Erdés entwickelt wurde. Der zentrale Gedanke [56] dieser
Methode besteht darin, die Existenz eines diskreten Objekts mit bestimmten Eigen-
schaften indirekt nachzuweisen, indem man ein geeignetes Zufallsexperiment konstruiert
und zeigt, dass ein solches Objekt mit positiver Wahrscheinlichkeit existiert. Zusam-
menfassend zeigt die probabilistische Analyse, dass selbst in diinn besetzten, zufillig
konstruierten Graphen strukturierte Ordnung in Form von monochromatischen Cliquen
unvermeidlich wird, sobald eine kritische Dichte iiberschritten ist.

Die Arbeiten von R6dl und Rucinski [48] haben in diesem Zusammenhang eine prazise
Charakterisierung der Schwellenwerte fiir Ramsey-Eigenschaften geliefert und damit die
enge Verbindung zwischen Ramsey-Theorie und Zufallsgraphen eindrucksvoll verdeut-
licht. Ein zentrales Resultat ist der folgende allgemeine Schwellenwertsatz:

Satz 4.5.4 (Allgemeiner Schwellenwertsatz fiir Ramsey-Eigenschaften). Sei F' ein fixer
Graph mit mindestens einer Kante. Dann besitzt der Zufallsgraph G(n,p) die Ramsey-
FEigenschaft [15]

G(n,p) = (F),

mit hoher Wahrscheinlichkeit genau dann, wenn [{1|]

e(H)
max .
HCF, e(H)>0 |H| — 1

p>n V™ E) wobei m*(F) =

Fiir p < n~ V" (F) gilt hingegen mit hoher Wahrscheinlichkeit G(n, p) /4 (F),.
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Die GroBe m*(F') bezeichnet den maximalen Quotienten aus der Anzahl der Kanten
e(H) eines nichtleeren Teilgraphen H C F' und der Anzahl seiner Knoten minus eins. Sie
liefert eine Kenngrofe fiir die strukturelle Dichte des Graphen F' und ist mafigeblich fiir
das Auftreten der Ramsey-Eigenschaft in G(n,p). Der fixe Graph F ist ein beliebiger,
aber konstanter, nichttrivialer Graph. Dabei steht das Symbol (F), [3] fiir die Ramsey-
FEigenschaft in r Farben, das heifit: Unabhéngig davon, wie man die Kanten des Graphen
mit r Farben farbt, enthélt jede solche Farbung eine monochromatische Kopie von F'. Im
Fall » = 2 bedeutet dies konkret, dass jede Rot-Blau-Farbung der Kanten von G(n,p)
eine einfarbige Clique isomorph zu F' enthélt.

Beispiel 4.5.5. Fiir verschiedene Graphen F' ergeben sich folgende Werte fiir m*(F)

und damit konkrete Schwellenfunktionen:

o Fir K3: m*(K3) = g = Schwelle bei p = n=2/3.
. X 6 : —1/2
o Fir Kyt m*(Ky) = 3= 2 = Schwelle bei p =n~"/~.
() _k
o Allgemein fiir Kj: m*(K}) = —%— = — = Schwelle bei p = n=2/k,

k-1 2
o Fir Pfade P, [40]: keine konstante Schwelle — es gentigt p - n — 0o, um monochro-

matische Pfade der Lange ~ %n zZu erzwingen.

Ein Vergleich mit der bereits zuvor diskutierten Schwelle von p = n~2/3 fiir das reine
Auftreten einer 4-Clique zeigt deutlich, dass die Anforderungen an die Dichte fiir die
Erzwingung der Ramsey-Eigenschaft deutlich héher liegen als fiir das blofle Vorkommen

der gesuchten Struktur.

Beispiel 4.5.6 (Berechnung von m*(Ky)). Gegeben ist der vollsténdige Graph K4, also
ein Graph mit vier Knoten, bei dem jeder Knoten mit jedem anderen verbunden ist. Der
Graph besitzt 4 Knoten und 6 Kanten.

Nach Definition lautet:

e(H)
* F —
m*(F) Hg;,n?()ﬁl)w |H| —1

Das bedeutet: Man betrachtet alle Teilgraphen H von K, (Tabelle mit mindestens
einer Kante und berechnet fiir jeden diesen Quotienten. Der grofite dieser Werte ist dann
m*(Ky). Der grofite Wert unter allen berechneten Quotienten ist:

6
m*(Ky) =—-=2
3
Die Schwellenwertfunktion fiir die Ramsey-Eigenschaft G(n,p) — (K4)2 ergibt sich zu:
p= nfl/m*(F) = nfé
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Tabelle 4.1: Berechnung von m*(Ky) tiber Teilgraphen

Teilgraph H C K, Anzahl Knoten | Anzahl Kanten e(H)
v(H) e(H) v(H) -1
2 Knoten, 1 Kante 2 1 % =1
3 Knoten, 2 Kanten 3 9 % _
(Pfad)
3 Knoten, 3 Kant
noten, anten 3 3 % —15
(K3)
4 Knot'en, 4 Kanten 4 4 % ~1.33
(Teil von Ky)
4 Knoten, 5 Kanten 4 5 % ~ 1,67
4 Knoten, 6 Kanten 4 6 g _9
(ganz Ky)

Satz 4.5.7. Der Schwellenwert fiir die Ramsey-FEigenschaft G(n,p) — (K4)2 liegt bei

p= n-1/2.

Genauer gilt:

o Fiir p< n=Y? gilt mit hoher Wahrscheinlichkeit: G(n, p) 4 (K4)s.

Das bedeutet: Es existiert mit hoher Wahrscheinlichkeit eine 2-Farbung der Kanten
von G(n,p), in der kein vollstindiger monochromatischer K, vorkommt.

o Firp>>n~? gilt mit hoher Wahrscheinlichkeit: G(n,p) — (K4)a.
Das bedeutet: Mit hoher Wahrscheinlichkeit enthdlt jede 2-Farbung der Kanten von

G(n,p) einen vollstindigen monochromatischen Kjy.

Weitere bemerkenswerte Ergebnisse zu Ramsey-Schwellen fiir spezielle Graphklas-
sen finden sich in neueren Arbeiten. So konnte Letzter [40] zeigen, dass bereits bei
p - n — oo mit hoher Wahrscheinlichkeit eine monochromatische Kopie eines Pfades der
Léange (% — 5) n in jeder 2-Férbung von G(n,p) auftritt. Dies stellt eine nahezu opti-
male Schranke fiir Pfade dar. Ergénzend analysierten Rodl, Ruciniski und Schacht [50]
die Struktur und Regularitdt monochromatischer Cliquen und liefern eine prézisere Ein-
ordnung der Ramsey-Eigenschaft fiir unterschiedliche Graphklassen im Kontext der Zu-
fallsgraphen.

Diese Ergebnisse zeigen, dass selbst zuféllig konstruierte Graphen gezwungenermaflen

hochgradig strukturierte Eigenschaften besitzen.
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Die vorliegende Arbeit widmete sich zwei bedeutenden Teilgebieten der diskreten Mathe-
matik: der Graphentheorie und der Ramsey-Theorie. Beide Felder zeichnen sich durch
eine beeindruckende Vielfalt an Begriffen, Strukturen und Anwendungen aus und weisen
zugleich eine enge theoretische Verbindung auf, die insbesondere im letzten Kapitel an-
hand konkreter Anwendungen der Ramsey-Theorie in der Graphentheorie verdeutlicht
wurde.

Die Auseinandersetzung mit der Graphentheorie begann mit einem historischen
Riickblick auf das Koénigsberger Briickenproblem, das als Ausgangspunkt dieses For-
schungsbereichs gilt. Darauf aufbauend wurden zentrale Begriffe wie Knoten, Kanten,
Pfade, Kreise und verschiedene Graphklassen eingefithrt und durch zahlreiche Beispiele
veranschaulicht. Besondere Aufmerksamkeit galt algorithmischen Verfahren zur Bestim-
mung kiirzester Wege (Dijkstra) sowie zur Berechnung minimaler Spannbdume (Kruskal,
Prim), da sie nicht nur in der Theorie, sondern auch in praxisnahen Problemstellungen,
etwa in der Informatik oder Netzwerkanalyse, von grofler Relevanz sind. Dariiber hinaus
wurden klassische Problemstellungen wie eulersche und hamiltonsche Wege behandelt,
deren Losungen tiefgreifende Einsichten in die Struktur und Komplexitdt von Graphen
ermoglichen.

Im Anschluss daran wurde die Ramsey-Theorie als eigenstandiger, aber eng verwand-
ter Bereich eingefiihrt. Ausgehend vom Schubfachprinzip entwickelte sich eine Theorie,
deren zentrales Anliegen die Untersuchung unvermeidbarer Strukturen innerhalb grofier
und scheinbar chaotischer Systeme ist. Der Satz von Ramsey bildet das Herzstiick dieser
Theorie und liefert die theoretische Grundlage fiir die Bestimmung sogenannter Ramsey-
Zahlen, die angeben, ab welcher Gréfle eines Graphen bestimmte monochromatische
Teilstrukturen notwendigerweise auftreten. Die Beschéiftigung mit allgemeinen Schran-
ken und konkreten Werten dieser Zahlen zeigt eindrucksvoll, wie herausfordernd viele
Fragen der Ramsey-Theorie bis heute geblieben sind. Selbst kleinste Verbesserungen
bestehender Schranken gelten in der mathematischen Forschung als bedeutende Fort-
schritte.

Ein zentraler Schwerpunkt der Arbeit lag auf der Anwendung der Ramsey-
Theorie innerhalb der Graphentheorie. Obwohl die Ramsey-Theorie klassischerweise auf
vollstéandige Graphen angewendet wird, zeigt ihre Erweiterung auf bipartite Graphen so-
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wie auf Farbungen mit mehr als zwei Farben, wie flexibel das zugrunde liegende Prinzip
struktureller Unvermeidbarkeit auf unterschiedliche graphentheoretische Konstellationen
iibertragbar ist. Auch spielerische Zugéinge wie das ,,Sim“-Spiel oder Betrachtungen in
Zufallsgraphen verdeutlichten das Potenzial dieser Theorie, komplexe Phénomene auf
elegante Weise zu modellieren.

Trotz zahlreicher Fortschritte bleiben viele Fragen offen. Die exakten Werte vieler
Ramsey-Zahlen sind bis heute unbekannt, selbst bei vergleichsweise kleinen Parametern.
Vermutungen und neue Schranken beschéftigen eine Vielzahl von Forschenden welt-
weit. Besonders dynamisch entwickelt sich derzeit die Hypergraph-Ramsey-Theorie, die
sich mit Verallgemeinerungen in héheren Dimensionen beschéftigt und vielversprechen-
de neue Einsichten liefert. Auch die Untersuchung ramsey-theoretischer Eigenschaften
in zufélligen Graphen stellt ein aktuelles Forschungsfeld dar.

Die Bedeutung der Ramsey-Theorie reicht jedoch weit iiber die Grenzen der Gra-
phentheorie hinaus. Sie beeinflusst Bereiche wie die Kombinatorik, Logik, Informatik
und selbst die theoretische Physik. In all diesen Disziplinen spielt die Frage nach unver-
meidbaren Strukturen, Ordnung im Chaos und der Existenz von Mustern eine zentrale
Rolle — genau jene Fragen, mit denen sich die Ramsey-Theorie befasst. Gerade in ei-
ner zunehmend komplexen und datengetriebenen Welt eréffnen sich dadurch zahlreiche
Anwendungsfelder, etwa in der Analyse grofler Netzwerke, in algorithmischen Prozessen
oder in der Modellierung von Systemverhalten.

Abschlielend ldsst sich festhalten: Die Verbindung von Graphen- und Ramsey-Theorie
eroffnet nicht nur tiefgreifende theoretische Einsichten, sondern bildet auch eine wertvolle
Grundlage fiir die Weiterentwicklung mathematischer Methoden. Obwohl bereits bedeu-
tende Fortschritte erzielt wurden, ist das Feld weit davon entfernt, vollstédndig erschlossen
zu sein. Die Vielzahl offener Fragen, insbesondere im Bereich der Ramsey-Zahlen und
ihrer Verallgemeinerungen, unterstreicht das enorme Potenzial zukiinftiger Forschung in

diesem faszinierenden Grenzbereich zwischen Struktur, Zufall und Notwendigkeit.
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