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»In fact, mathematics is the closest that we humans get to true magic.
How else to describe the patterns in our heads that — by some mysterious
agency — capture patterns of the universe around us?%

(Ian Stewart, The Magical Maze 1998)
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1 Einleitung

Fin einfaches Kartendeck ermoglicht Einblicke in verschiedenste Themenbereiche der
Mathematik. Wir kénnen es in nur einer Hand halten und damit dennoch unvorstell-
bar grofle Zahlen erzeugen. Im Schulunterricht dienen Spielkarten deshalb héufig als
Versuchsobjekt fiir Permutationen und Variationen, wenn das Thema Kombinatorik be-
handelt wird. Sie werden auch gerne in Zusammenhang mit Wahrscheinlichkeitsrechnung
verwendet und eignen sich aulerdem als Anwendungsbeispiel fiir die Gauflsche Summen-
formel, wenn wir beispielsweise alle Werte im Deck zusammenzihlen méchten.

Derartige Beispiele haben fiir manche von uns womoéglich bereits etwas Magisches an
sich, aber es gibt auch eine Fiille an mathematischen Zauberkunststiicken, bei denen
mit Spielkarten gearbeitet wird. Manche davon bieten sich nicht nur fiir einen Einsatz
auf der Biithne, sondern auch im Klassenzimmer an. Ein Publikum mit Magie in Staunen
zu versetzen motiviert ungemein, aber im Vordergrund sollte dabei vor allem eine nach-
vollziehbare Erklarung der zugrundeliegenden Funktionsweise stehen. Viele Zaubertricks
beruhen ndmlich blof§ auf geschickt durchgefiihrten Tduschungsmantvern. Mathemati-
sche Magie hingegen l&sst sich in der Regel mit ein wenig geistiger Anstrengung ent-
schliisseln. Diese Herangehensweise diirfte insbesondere jene Menschen ansprechen, die
mit dem Vorwand der Zauberei eher wenig anfangen kénnen, weil ihnen von vornherein
klar ist, dass keine wirkliche Magie dahintersteckt.

Der kanadische Universitétsprofessor Dr. Peter Liljedahl und der australische Lehrer Ed-
ward K. Woo nutzen Kartentricks seit vielen Jahren im Rahmen ihrer Lehre an Schulen
und Universitéiten, um die Prinzipien bestimmter Algorithmen aufzuzeigen, die Uberset-
zung in mathematische Notation zu trainieren oder eher abstrakte Lehrplaninhalte mit
praktischen Versuchen zu ergidnzen. Entsprechende Arbeiten zum Einsatz von Zauberei
im Unterricht, bei der auch Spielkarten zum Einsatz kommen, wurden unter anderem
von Bernhard Schwankl (2021) und Tanja M. Fasching (2022) erbracht. In beiden Fillen
lag der Fokus auf dem Thema Motivation beim Einsatz mathematischer Tricks im Un-
terricht sowie der Erstellung exemplarischer Aufgaben und Materialien.

Manche Menschen kénnen dem Konzept der Zauberei wenig abgewinnen, solange so
getan wird, als ob es keine rationale Erkldrung dafiir gibt, warum etwas vermeint-
lich Unmoégliches passiert. Bei der mathematischen Magie spielt jedoch auch das Ent-
schliisseln des Tricks eine entscheidende Rolle und es kann mitunter sogar erfiillender
sein, die zugrundeliegende Funktionsweise herauszufinden und zu verstehen. Dadurch
kann man einen Trick in weiterer Folge nicht nur selbst vorfithren, sondern moglicher-
weise auch noch personalisieren. Als Lehrer an einer AHS mit dem Schulversuch der



1 Einleitung

Wiener Mittelschule arbeite ich téglich mit heterogenen Klassen. Deshalb beschiftige
ich mich in meiner Arbeit unter anderem damit, wie der Einsatz von Spielkarten im Un-
terrichtsgegenstand Mathematik mit Moglichkeiten der Binnendifferenzierung verkniipft
werden kann, um Lernende mit unterschiedlichen Leistungsniveaus anzusprechen.

Im ersten Teil dieser Arbeit werden deshalb zunéchst verschiedene Arten der Diffe-
renzierung im Schulunterricht voneinander abgegrenzt. Anschlielend wird auf Basis von
vorhandener Literatur eine moégliche Definition von Binnendifferenzierung gegeben, ehe
ihre unterschiedlichen Formen und bedeutende Einflussfaktoren fiir ihre Auswahl behan-
delt werden. Im Anschluss werden wichtige Begriffe in Zusammenhang mit Spielkarten
sowie die Wahl der Notation erldutert. Dabei wird auch auf niitzliche Eigenschaften von
Spielkarten fiir den Einsatz in der Zauberei eingegangen, ehe versucht wird, mathema-
tische Kartentricks genauer zu definieren. Darauf aufbauend werden Kriterien fiir die
Auswahl geeigneter Tricks vorgestellt. Am Ende finden sich noch praktische Hinweise
zur Arbeit mit Spielkarten im Unterricht.

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden entsprechende Tricks und Methoden vorgestellt
und im Lehrplan verortet. Dabei wird auch darauf eingegangen, welche Formen von
Binnendifferenzierung in diesem Zusammenhang jeweils moglich sind, und es werden
Vorschlége fiir eine praktische Umsetzung gegeben. Zum Schluss werden Vor- und Nach-
teile der Arbeit mit Spielkarten im Unterricht diskutiert und eigene Erfahrungen aus der
Erprobung in der Praxis geschildert.



2 Theoretischer Hintergrund

2.1 Differenzierung im Schulunterricht

Vor geraumer Zeit war es in den 6sterreichischen Pflichtschulen noch iiblich, die Lernen-
den entsprechend ihrer Leistungen zu trennen und in sogenannte Klassenziige einzuteilen.
Mittlerweile wird diese Mafinahme nicht mehr angewandt, aber auch in allgemein- und
berufsbildenden héheren Schulen hat die Heterogenitét in Bezug auf die Leistungsniveaus
der Lernenden aufgrund von unterschiedlichem Vorwissen, Interesse und Motivation an
den jeweiligen Lerninhalten zugenommen (vgl. Klein 2016 [22], Westphal et al. 2016 [46]
sowie Letztel & Otto 2019 [25]). Hinzu kommt, dass die heutigen Lehrpléne [8] stérker
kompetenz- und weniger inhaltsorientiert sind und das iibergeordnete Ziel haben, indi-
viduelle Lernerfolge zu ermdglichen.

2.1.1 Arten der Differenzierung

Es gibt eine Vielzahl an Moglichkeiten fiir den Umgang mit heterogenen Lerngruppen.
Eine davon ist die Differenzierung von Lernenden, wobei grob zwischen zwei Arten, und
zwar der dufleren und der inneren Differenzierung, unterschieden wird.

AuBere Differenzierung kann das Fordern von leistungsschwiicheren oder das Fordern von
leistungsstéirkeren Lernenden zum Ziel haben und begegnet der Heterogenitdt mit or-
ganisatorischen Mainahmen, indem eine Umstrukturierung des Klassenverbandes statt-
findet (vgl. Roder (2020 [39]). Man spricht in diesem Zusammenhang von sogenann-
ten Fachklassen, falls es Gruppenteilungen in bestimmten Unterrichtsgegenstdnden gibt.
Beispiele dafiir wiren die frither gebrauchliche Einteilung in Leistungsgruppen sowie
das heutzutage iibliche Anbieten von Foérder- und Forderkursen. Sie kann jedoch auch
zeitlich versetzt stattfinden. Im Anschluss an den Regelunterricht sind Intensiv- oder
Aufbaukurse, Freificher sowie unverbindliche Ubungen denkbar und abseits davon die
Teilnahme an der Sommerschule, Wochenendveranstaltungen oder Feriencamps. Beim
System der Jahrgangsklassen, das sich im Allgemeinen etabliert hat, bietet sich eine
generelle Trennung in allen Unterrichtsgegenstdnden an. Beispiele dafiir sind spezielle
Klassen und im Extremfall sogar eigene Schulen fiir Hochbegabte. Im Gsterreichischen
Schulsystem sind in der Regel Mischformen aus Jahrgangs- und Fachklassen gebriduch-
lich.

Andererseits gibt es Formen der inneren Differenzierung. Diese wird deshalb auch als Bin-
nendifferenzierung bezeichnet und verzichtet im Gegensatz zur dufleren Differenzierung
auf rdumliche und zeitliche Trennung, sodass eine heterogene Lerngruppe grundsétzlich
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gemeinsam betreut wird. Stattdessen wird nach Moglichkeiten gesucht, wie man den
unterschiedlichen Leistungsniveaus innerhalb der Gruppe entgegenkommen kann (vgl.
Aschemann, Gugler & Nimmerfall 2011 [2]). Dabei wird, im Hinblick auf die jewei-
lige Zielsetzung, grob zwischen sogenannter konvergenter und divergenter Differenzie-
rung unterschieden. Wihrend bei der konvergenten Differenzierung (auch: Fundamen-
tum) darauf geachtet wird, dass alle Lernenden ein gemeinsames Ziel erreichen, wird
leistungsstéirkeren Lernenden bei der divergenten Differenzierung (auch: Additum) die
Moglichkeit gegeben, sich auch dariiber hinaus mit den Lerninhalten zu beschéftigen.
Ersteres kann unter anderem durch eine Differenzierung nach Methoden und Medien
erreicht werden, wihrend Letzteres einer Differenzierung nach Lernzielen und -inhalten
entspricht.

Endepohls-Ulpe (2017 [13]) nennt Binnendifferenzierung (internal differentiation, auch:
differentiated instruction sowie ability grouping, tiered instruction oder within-class grou-
ping), d. h. die Differenzierung innerhalb einer Lerngruppe (z. B. ein Klassenverband),
als eine von vier Moglichkeiten der Begabtenforderung. Allerdings wird in mehreren
Quellen auch angemerkt, dass diese von Lehrpersonen als vergleichsweise schwierig zu
organisieren und daher als hohe Arbeitsbelastung wahrgenommen wird (vgl. Aschemann,
Gugler & Nimmerfall 2011 [2], Bastian 2016 [3], Loibl & Leuders 2021 [26], Roder 2020
[39] und Roeder 1997 [40]).

Abgesehen davon gibt es noch das Uberspringen von Schulstufen (acceleration), die
Absolvierung eines Frithstudiums an einer Hochschule (early placement) sowie die An-
reicherung des Curriculums (enrichment). Die ersten beiden Mafinahmen entsprechen
jedenfalls der &ufleren Differenzierung. Falls ein Frithstudium nicht parallel zur regulidren
Beschulung betrieben wird, sondern diese génzlich ersetzen soll, werden diese auch mit-
einander kombiniert. Sie bedeuten jedenfalls einen vergleichsweise geringen organisato-
rischen Aufwand. Allerdings werden sie nicht nur von Lehrpersonen, sondern auch von
Eltern vergleichsweise weniger geschitzt, da sie darauf abzielen, Lernende zu segregieren.

Eine Anreicherung der Lerninhalte wiederum kann unter anderem durch die Beschéfti-
gung mit Inhalten aus den Erweiterungsbereichen der Lehrpldne [8] erreicht werden,
aber es ist genauso moglich, bestimmte Themen des Lehrstoffs anderweitig zu ergénzen
oder sogar zu ersetzen. Mafinahmen dieser Art weisen deshalb unter Umsténden viele
Gemeinsamkeiten mit Binnendifferenzierung auf, da sie einerseits in der Regel eben-
falls das Ziel haben, alle Lernenden in einer Gruppe zu belassen, und andererseits auch
wihrend des Regelunterrichts stattfinden kénnen. Der zeitliche und finanzielle Aufwand
kann jedoch hoch ausfallen, wenn Schulen derartige Moglichkeiten selbst anbieten. Das
gilt insbesondere bei der d&ufleren Differenzierung, wenn diese aulerhalb des Regelunter-
richts stattfindet.



2.1 Differenzierung im Schulunterricht

2.1.2 Definition von Binnendifferenzierung

Klein (2016 [22]) schldgt vor, die Bezeichnung Binnendifferenzierung als Sammelbegriff
fiir didaktische, methodische und organisatorische Mafinahmen in der Bildungsarbeit zu
verwenden, mit denen Lernende innerhalb einer Lerngruppe individuell geférdert wer-
den koénnen. Im Vordergrund stehen dabei Chancengleichheit sowie Kooperation in und
mit der Gruppe. Dazu muss sich die Lehrperson zu Beginn mithilfe von diagnostischen
Verfahren einen Uberblick iiber das Vorwissen und die Kompetenzen der Lernenden
verschaffen. Darauf aufbauend kénnen in weiterer Folge geeignete Mafinahmen fiir die
weitere Vorgehensweise gewahlt werden.

In Bezug auf die Umsetzung unterscheiden Aschemann, Gugler & Nimmerfall drei Arten
von Binnendifferenzierung nach Bonsch (2008):

e nachgehende Differenzierung: Zu Beginn gibt es eine kurze Instruktion fiir alle ge-
folgt von einer Arbeitsphase, bei der sich die Lernenden mit Aufgaben, die ihrem
jeweiligen Leistungsniveau entsprechen, auseinandersetzen. Diese kénnen sich unter
anderem in Bezug auf den Umfang, die Komplexitit, die Art der Unterstiitzungs-
angebote oder die verfiigbare Arbeitszeit unterscheiden.

e Bearbeitungsdifferenzierung bei klaren Vorgaben: Zu Beginn werden bestimmte
Aufgaben vorgegeben. Anschliefend haben die Lernenden die Moglichkeit, sich
iiber einen ldngeren Zeitraum damit auseinanderzusetzen, um diese zu erledigen.
Das erfordert zwar wesentlich mehr Eigensténdigkeit als die nachgehende Differen-
zierung, aber da der Fokus auf ausgewihlten Themen liegt, gibt es einen klaren
Rahmen, an dem sich die Lernenden orientieren kénnen.

e freigebende Differenzierung: Im Extremfall werden alle Lerninhalte verlautbart,
die am Ende, d. h. nach einem Semester oder Schuljahr beherrscht werden sollen.
Die Lernenden sind in weiterer Folge selbst dafiir verantwortlich, sich diese in
ihrem eigenen Tempo anzueignen. Dies erfordert ein dementsprechend hohes Maf3
an Eigenstandigkeit und Verantwortungsbewusstsein.

In weiterer Folge nennen sie folgende Kriterien, die zur Differenzierung herangezogen
werden konnen und sich teilweise mehr oder weniger gut miteinander kombinieren lassen:

e Leistungsanforderungen bzw. Schwierigkeitsgraden der Aufgaben und Ubungen:
Man spricht deshalb in diesem Zusammenhang von einer sogenannten Niveaudif-
ferenzierung.

e Lernthemen: Dies kann zum Beispiel in Form einer Gliederung in Unterthemen
bzw. durch verschiedene Bearbeitungsfragen geschehen.

e Lernziele: Das kann sich derart duflern, dass die Lernenden ihre eigenen Ziele ver-
folgen.

e Lernmedien und Lernmaterialien: Diese konnen gegebenenfalls in einem Lernquel-
lenpool zur Verfiigung gestellt werden.
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unterschiedliche Sozialformen wie Gruppen-, Kleingruppen- bzw. Tandem- oder
Einzelarbeit

Methoden bzw. geschlossene/offene Aufgabenformate

Lernzeiten: Diese kénnen entweder von den Teilnehmenden selbststdndig oder
durch die Kursleitung (mit-)gesteuert flexibel eingeteilt werden.

Lerntechniken und -strategien: Dabei steht die Forderung individueller Lernstile
im Mittelpunkt.

Ausgangssprachen: Denkbar wire zum Beispiel die temporére Auflésung von dies-
beziiglich gemischten Gruppen.

2.1.3 Formen der Binnendifferenzierung

Letztel & Otto (2019 [25]) verwenden fiir ihre Untersuchungen zum Thema Binnendif-
ferenzierung eine Taxonomie von Pozas und Schneider mit sechs verschiedenen Gestal-
tungsvarianten:

Einsatz abgestufter Unterrichtsmaterialien und Aufgaben: Dazu zdhlen unter an-
derem Regeln, visuelle Hilfen, inhaltliche Ideen, Strukturierungshilfen und Check-
listen, Nachschlagewerke, Hilfekéirtchen. Loibl & Leuders (2021 [26]) merken dies-
beziiglich an, dass Lernende mit mehr Vorwissen insbesondere durch visuelle Hilfen
eher daran gehindert werden, gréflere Zusammenhinge zu erkennen.

gezielte Gruppenzusammensetzungen von Lernenden: Diese kénnen homogen, he-
terogen oder einfach interessenbasiert zusammengesetzt sein.

Hilfestellungen und Tutorien innerhalb der Lerngruppe: Dies kann von Assistenz-
lehrpersonen iibernommen werden, aber auch Lernen auf gleicher Augenhohe (engl.
peer learning) ist eine Moglichkeit.

sonstige nonverbale Lernhilfen
Varianten zielerreichenden Lernens (engl. mastery learning)

Offnung des Unterrichts mit dem Ziel der Autonomiegewdhrung: Dies kann un-
ter anderem in Form von Lerntheken oder -werkstiatten, Wahlaufgaben, Wochen-
planen, Projektarbeiten, Portfolios, Stationenlernen etc. geschehen.

Loibl & Leuders [26] verwenden in diesem Zusammenhang den Begriff methodische
Individualisierung fiir die Strukturierung von Réumen, Zeiten und Materialien und mer-
ken an, dass die Auswahl passender Unterrichtsstrukturen die Grundlage fiir erfolgreiche
Binnendifferenzierung ist. Sie fiigen jedoch hinzu, dass eine Auswahl aufgrund der Pas-
sung der Lernziele zu den Lernenden, der Qualitéit der Lernangebote und deren Nutzung
durch die Lernenden und jener der Unterstiitzung durch die Lehrkraft getroffen werden

1muss.
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Aschemann et al. [2]wiederum unterscheiden anhand der didaktischen Ausrichtung
grob zwischen Formen der Binnendifferenzierung, die eher von den Lehrerenden oder
von den Lernenden gesteuert werden und listen insgesamt vierzig Methoden fiir Binnen-
differenzierung auf, die in folgende Bereiche zusammengefasst werden kénnen:

latente Differenzierung: Dazu zéhlen individuelle Fragen, Hilfestellungen oder Kor-
rekturen sowie offene Fragen an die gesamte Lerngruppe.

Einzelunterricht in der Gruppe: Damit hingen Mafinahmen wie zum Beispiel indi-
viduelle Lernziele, Lehrplédne, Lernkarteien oder Kompetenzraster zusammen.

Extra-Angebote fiir Leistungsstérkere: Eine mogliche Form davon sind zusétzliche
oder freie Aufgaben fiir leistungsstirkere und fixe Aufgaben fiir leistungsschwéche-
re Lernende.

Extra-Angebote fiir Leistungsschwiichere: Dazu zédhlen unter anderem verschiedene
mittel- bis langfristige Einteilungen in (Klein-)Gruppen fiir leistungsschwichere
Lernende und in weiterer Folge gegebenenfalls eine (rdumliche und/oder zeitliche)
Trennung dieser Gruppen.

unterschiedliche Aufgabenstellungen: Ein typisches Beispiel hierfiir sind unter-
schiedlich gestaltete Arbeitsblatter.

offene Aufgabenstellungen: Hierbei sind qualitativ oder quantitativ variable Losun-
gen moglich, wie zum Beispiel eine Gruppenarbeit mit anschlieBender Préasentation
der Ergebnisse oder auch Projektunterricht. Falls der Ausgang einheitlich bleiben
soll, kénnen die Lernenden stattdessen aus mehreren Aufgaben auswihlen.

Formen mit wenig Zielausrichtung: Dazu zéhlen unter anderem Methoden wie der
Stationenbetrieb oder die Freiarbeit. Beide Formen kénnen jedoch mit Moglichkei-
ten zur Ergebniskontrolle kombiniert werden.

Peer-Learning (siehe weiter oben)
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2.2 Mathematische Kartentricks

2.2.1 Notation und Glossar

Behrends (2015 [4]) wihlt eine Notation, bei der die Symbole fiir die Farben der Kar-
ten 4, ¥ o und ¢ mit den jeweiligen Zahlen oder Buchstaben kombiniert werden, die
im Rahmen dieser Arbeit iibernommen wird. Das Ass (engl. ace) wird dabei jedenfalls
mit dem Buchstaben A notiert. Den drei Bildkarten Bube (engl. jack, dt. auch Jun-
ge oder Bauer), Dame (engl. queen) und Koénig (engl. king) kénnen dementsprechend
entweder die Buchstaben B, D und K oder stattdessen auch J, @Q und K zugewiesen
werden. Die englischen Bezeichnungen werden zwar auch im deutschsprachigen Raum
verwendet, sind aber nicht allzu gebrauchlich und somit vermutlich auch den Lernenden
weniger bekannt. Aus diesem Grund werden die Bildkarten im Rahmen dieser Arbeit mit
den deutschsprachigen Bezeichnungen notiert. Auflerdem kann so stattdessen ein Joker,
sofern dieser notig sein sollte, mit dem Buchstaben J notiert werden.

Es folgt eine kurze Erlduterung einiger ausgewéhlter Begriffe des Fachjargons in Zu-
sammenhang mit Kartentricks, da diese im weiteren Verlauf der Arbeit immer wieder
verwendet werden:

e Rang (engl. rank): Dieser Begriff bezeichnet den Wert einer Karte (meist un-
abhéingig von der Spielfarbe). In vielen Féllen haben die Asse den Rang eins,
die Buben den Rang elf, die Damen den Rang zwolf und die Koénige den Rang
dreizehn.

e Bild (engl. picture/face): Hierbei handelt es sich um die Karten Bube, Dame und
Konig sowie manchmal im erweiterten Sinn auch die Asse und Joker. Aufgrund der
Bildmotive werden sie manchmal auch als Hofkarten (engl. court cards) bezeichnet.

e Stapel (engl. stack): Damit ist in jedem Fall eine Menge aufeinandergestapelter
Karten gemeint. Das Deck entspricht ganz einfach einem Stapel mit allen Spiel-
karten.

e Paket (engl. pack(age)): Dieser Begriff ist nicht ganz trennscharf und stellt eine
andere Bezeichnung fiir einen (Teil-)Stapel dar. Die Begriffe Paket und Stapel
werden im Rahmen dieser Arbeit teilweise synonym verwendet.

e Blatt (engl. hand): Dieser Begriff bezeichnet neben der Art der Spielkarten bzw.
deren Herkunft auch die Handkarten einer Person.

e Ficher (engl. fan): Diese Form entsteht, wenn die Handkarten oder auch das ge-
samte Deck geméfl der Bezeichnung aufgefiachert werden. Beim Zaubern dient dies
haufig der Veranschaulichung einer bestimmten Sortierung oder auch das (ver-
meintliche) Fehlen einer solchen.

e Abheben (engl. cut): Hiermit ist zundchst einmal nur gemeint, dass ein Paket von
einem Stapel abgehoben wird. In der Regel wird anschlieBend der verbleibende
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Stapel dariiber gelegt, was auch als completing the cut bzw. vollstdndiges Abhe-
ben bezeichnet wird (siehe auch Mulcahy 2013 [33]). In vielen Féllen soll dies als
Zusicherung fiir das Gegeniiber dienen, dass die Anordnung der Karten tatséchlich
zufillig ist.

Uberhandmischen (engl. overhand shuffle): Eine der am hiufigsten verwendeten
Mischtechniken, bei der Pakete abgehoben und danach moglichst zufillig in den
restlichen Stapel gesteckt werden. Wenn man es geschickt anstellt, kann man die-
se Mischtechnik nutzen, um zu verschleiern, dass in Wirklichkeit nur sukzessive
Karten abgehoben werden (siehe auch Mulcahy 2013 [33]).

Bogenmischen (engl. riffle shuffle oder dovetail shuffle): Eine weitere héufig ver-
wendete Mischtechnik. Dafiir wird das Deck in zwei Stapel geteilt, die ineinander
gemischt werden, indem man sie aneinanderlegt und die Karten gewissermaflen in-
einander fallen lasst. Bei vielen Tricks macht man sich den Umstand zunutze, dass
die jeweilige Reihenfolge der Karten in den beiden Paketen untereinander nach
einem solchen Mischvorgang unveréndert bleibt.

Durchwiihlen (engl. wash oder scramble): Vergleichsweise verléssliche Mischvari-
ante, die unter anderem in Casinos zum Einsatz kommt. Dabei werden alle Karten
verdeckt ausgebreitet und dann durcheinander geschoben.

Ziehen (engl draw): Das (in der Regel zufillige) Auswéhlen einer Karte.

Ausgeben (engl. deal): Hiermit sind jegliche Formen des Austeilens von Karten
gemeint.

2.2.2 Niitzliche Eigenschaften von Spielkarten

Gardner (1956 [1]) betont fiinf Merkmale von Spielkarten, die man sich zunutze machen
kann, um Kartentricks zu entwickeln, die auf mathematischen Grundlagen basieren:

Sie eignen sich, &hnlich wie Miinzen und Streichhélzer (oder etwas abstrakter:
Punkte und Striche), als einfache und anschauliche Zihleinheiten, d. h. noch ohne
Beriicksichtigung der Zahlen und Bilder.

Sie haben bestimmte Zahlenwerte, wobei man den Bildkarten je nach Bedarf un-
terschiedliche zuweisen kann.

Sie lassen sich in verschiedene Kategorien wie die vier Spielfarben (Pik, Herz, Kreuz
und Karo) oder die beiden Farben Rot und Schwarz aufteilen.

Sie haben Vorder- und Riickseiten.

Thre einheitliche Gréle und Festigkeit erleichtern ihre Anordnung in verschiedens-
te Reihen und Mengen, die dariiber hinaus durch Mischen leicht wieder zerstort
werden koénnen.
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Behrends stellt unter anderem einige Tricks vor, bei denen die Eigenschaften von
Karten genutzt werden, um Informationen zu codieren. Manche Kartentricks, wie das
Kartenlesen mittels Asymmetrie [4] [14] [41], machen sich den Umstand zunutze, dass
bestimmte Karten (0. B. d. A. Ass, Drei, Fiinf, Sechs, Sieben und Neun der Farben Pik,
Herz und Kreuz sowie 7 und meist auch die Joker) weder achsen- bzw. spiegel- noch
punkt- bzw. rotationssymmetrisch sind (siehe Abbildung 2.1).
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Abbildung 2.1: Asymmetrische Spielkarten (eigene Abbildung)

Eine weitere hiufig genutzte Eigenschaft sind sogenannte Invarianten. Das kénnen
zum Beispiel bestimmte Anordnungen des Kartendecks sein, die sich auch nach der
Durchfiihrung bestimmter Transformationen nicht &ndern. Man spricht in diesem Zu-
sammenhang auch von Hummer-Mischen (benannt nach dem Magier Bob Hummer).
Hierbei handelt es sich, streng genommen, nicht um eine bestimmte Mischtechnik, son-
dern um eine Sammlung von Arbeitsschritten, die gewisse Eigenschaften des Kartendecks
unverédndert lassen. Falls die zyklische Reihenfolge in einem Kartendeck unverédndert blei-
ben soll, sind unter anderem wiederholtes Abheben (solange der abgehobene Teilstapel
anschlieflend unter den anderen wandert) oder das Invertieren des Stapels (indem alle
Karten der Reihe nach abgelegt werden) erlaubt (siehe auch Behrends 2015 und 2017 [4]
[5] [6]). Dazu zdhlen unter anderem die vier Reiter 4 und das vorhergesagte Umstecken
4 [28], welche im Anhang erldutert werden.

Abgesehen davon lassen sich auch Parallelen zu den Zahlen und Bildern ziehen, die man
in Geschichten verpacken kann, um bestimmte Tricks ein wenig auszuschmiicken. Die
Anzahl Karten in einem Deck entspricht der Anzahl der Wochen in einem Kalenderjahr
und die Summe aller Werte ist fast gleich wie die Anzahl der Tage. Jene der Spielfarben
wiederum entspricht der Anzahl der Jahreszeiten. Beim doppeldeutschen Deck kommen
diese sogar als Bildmotive vor, aber in diesem Fall sind es in Summe lediglich 32 statt
52 Karten.
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2.2.3 Definitionsversuche und Kriterien fiir die Auswahl von Tricks

Die Frage, was nun genau einen mathematischen Kartentrick ausmacht, ist nicht ganz
einfach zu beantworten, da es verschiedene Interpretationsmoglichkeiten gibt. Als grund-
legendes Kriterium setzen wir jedenfalls voraus, dass mathematische Kartentricks auf
einem mathematischen Prinzip basieren miissen. Cummings (2023 [11]) unterscheidet
zwischen arithmetischen, permutationellen, kombinatorischen und topologischen Tricks.
Matthew T. Parker, Peter W. McOwan und Jason Davison sprechen in einem Video
aus dem Jahr 2012 auch von algebraischen, zahlentheoretischen und vektoriellen Tricks.
Behrends [4] stellt neben stochastischen unter anderem auch algebraische und kombina-
torische Tricks vor. Es gibt also auch abseits der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine grofie
Bandbreite an Tricks zu vielen anderen mathematischen Themenbereichen.

Eine weitere Bedingung koénnte sein, dass bei einem mathematischen Trick stets alles
mit rechten Dingen zugeht. Bei der Durchfiihrung ist also keine groflartige Fingerfertig-
keit vonnoten, da nichts manipuliert werden muss. In der Biithnenmagie geschieht dies
hiufig im Zuge eines Mischverfahrens, indem ein Uberhandmischen vorgetéuscht wird
(man spricht auch von Monge-Mischen) oder Karten beim Bogenmischen festgehalten
werden. Bei Tricks, die eine Vorhersage oder Gedankenlesen beinhalten, ist es oftmals
notwendig, eine bestimmte Karte (hiufig die unterste) zu erspihen, was deshalb auch
als peek oder glance bezeichnet wird (siehe auch Mulcahy 2013 [33]).

Ein moglicher Einwand gegen den Verzicht auf jegliche Art von Manipulation ist al-
lerdings, dass bei vielen Tricks mit einem vorsortierten Deck gearbeitet werden muss,
damit sie gelingen. Beispiele dafiir sind unter anderem Der Name der Karte ist... 3.5.2
[31], die vier Asse oder die Macht der 9 bzw. Such dir eine Zahl aus [20] [28]. In man-
chen Fillen gibt es dafiir sogar &uflert elaborierte Merksétze, wie zum Beispiel fiir den
sogenannten eight kings stack, bei dem der englische Satz ,Eight kings threatened to sa-
ve ninetyfive ladies for one sick knave.“ fiir die Reihenfolge 8-K-3-10-2-7-9-5-D-4-1-6-B
steht (siehe Benjamin 2023 [7]).

Falls wir zumindest gewisse Manipulationen erlauben, kommen auch Tricks infrage, bei
denen Karten vorab an bestimmten Positionen platziert oder bestimmte Sortierungen
des gesamten Decks vorgenommen werden. Damit ist jedoch nicht geklért, ob auch Ar-
beitsschritte wie das Vorenthalten oder Forcieren bestimmter Karten (siche Kadan 2017
[21]), die Nutzung von Duplikatkarten, der Austausch oder die Trennung von Decks so-
wie vermeintliches Mischen, ohne tatséchlich etwas an der Anordnung der Karten zu
dndern (zum Beispiel durch sogenannte false cuts), erlaubt sind (siehe auch Danilyuk
2017 [12]). Keine Manipulation stellt jedenfalls das Weglassen von Karten dar, insofern
diese nicht benétigt werden. Ein typisches Beispiel dafiir wire die Reduktion des Decks
auf gewisse Teilmengen wie bestimmte Farben, Zahlen oder Bilder. Dasselbe gilt auch
fiir das Hinzufiigen zusétzlicher Karten, falls ein einzelnes Deck nicht ausreicht, wie bei
der Kartenschlange [41] oder Penney’s Game [14].
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Cummings merkt an, dass bei mathematischen Zaubertricks nicht etwa das Unmdgliche,
sondern ganz einfach das Unvermeidbare geschieht und beschreibt die mathematische
Magie (engl. mathemagics), d. h. die Kombination von Magie und Mathematik, als je-
nen Teilbereich der Magie, der ohne Taschenspielertricks auskommt, weil alle Tricks von
selbst funktionieren und garantiert gelingen. Wir kénnten also aulerdem verlangen, dass
ein mathematischer Kartentrick nicht schiefgehen darf, solange man alle Arbeitsschritte
korrekt ausfithrt. Derartige Tricks werden dementsprechend oft als selbstarbeitend (engl.
self working) bezeichnet.

Ein moglicher Einwand gegen dieses Kriterium des garantierten Erfolgs wére, dass es
durchaus Tricks gibt, die fehlschlagen kénnen. Zwei Beispiele dafiir sind die Karten-
schlange [41], welche auf dem Kruskal Count basiert [4] [18] [24] und Penney’s Game,
welches man, insbesondere bei der Durchfithrung mit Spielkarten statt mit Miinzen, auch
verlieren kann [4] [6][14].

Von diesen Uberlegungen ausgehend wird nun festgelegt, dass alle im Rahmen dieser Ar-
beit vorgestellten Tricks und Methoden, nach Moglichkeit, folgende Bedingungen erfiillen
sollen:

e Bei den verwendeten Karten handelt es sich um Exemplare aus einem standard deck
mit insgesamt 52 Karten des franzosischen Blatts, d. h. mit den beiden schwarzen
Farben Pik (franz. Pique, engl. Spades) und Kreuz (franz. Treéfle, engl. Clubs, 6st.
Treff ) sowie den beiden roten Farben Herz (franz. Ceur, engl. Hearts) und Karo
(franz. Carreau, engl. Diamonds, dt. auch Eckstein), wobei manchmal auch Joker
inkludiert sind [12]. Die meisten Spielkarten sind ungefihr fiinf bis sechs Zentimeter
breit und acht bis neun Zentimeter hoch, aber es gibt auch kleinere Ausfithrungen,
die unter anderem bei Patience bzw. Solitaire zum Einsatz kommen, sowie grofiere,
die fiir Bithnenvorfithrungen hergestellt werden.

Abbildung 2.2: Grofenvergleich von Spielkarten (eigene Abbildung)

Es sind also keinerlei Spezialanfertigungen vonnéten, wie bei der von Kolpas (1992
[23]) vorgestellten Originalversion des Oriental Express von David Copperfield oder
der urspriinglichen Version des magischen Dreiecks von Steve Humble (siehe Beh-
rends 2015 [4]). Manche Tricks konnen ebenso mit anderen Bléttern wie dem deut-
schen (Eicheln, Laub bzw. Griin, Herz und Schellen), dem schweizerischen (Eicheln,

12
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Schilten, Rosen und Schellen) oder dem italienisch-spanischen (Schwerter, Kelche,
Miinzen und Stébe) durchgefiihrt werden.

Es miissen nicht immer zwingend alle Karten des Decks zum Einsatz kommen, da
bei manchen Tricks oder Methoden sogar schon eine Handvoll Karten geniigt, wie
zum Beispiel beim Piano-Duett 3.1.2; bei den einfachen Varianten verschiedener
Abzéhltricks 3.1.3 oder beim vorhergesagten Umstecken [28].

Die Karten sind ausschliefllich anhand der aufgedruckten Motive voneinander un-
terscheidbar. Ihre physische Beschaffenheit wurde also nicht durch bestimmte Féarbun-
gen, Muster, Einschnitte, Eselsohren, Abfeilen, Geruch, Oberflichenbeschaffenheit
oder Sonstiges manipuliert.

Abgesehen von einem oder auch mehreren Decks sind keine besonderen Werkzeuge,
Requisiten oder Gimmicks vonnéten, und es wird auch nicht mit Gegensténden ge-
arbeitet, welche die Sicht verdecken (engl. vision-preventing-devices). Davon aus-
genommen sind Schreibmaterial oder technische Gerite, wenn sie nicht fiir die
Durchfithrung erforderlich sind, sondern stattdessen der besseren Visualisierung
fiir das Publikum dienen.

Taschenspielertricks (engl. sleight-of-hand) sind nur bedingt erlaubt. Es ist zwar
zuldssig, im Vorhinein das Kartendeck auf eine bestimmte Art und Weise zu arran-
gieren wie bei Spell the Deck 4 oder nur bestimmte Karten zu verwenden wie bei
den Komplementérfarben [14], aber nicht durch bestimmte Mischtechniken, die auf
T&uschungsmantvern basieren, die Reihenfolge der Karten im Deck zu manipulie-
ren wie bei den vier Gaunern/Bankrdubern [12] [38]. Abgesehen davon kommen
auch keine Tricks infrage, bei denen lediglich die Tatsache ausgenutzt wird, dass
jemand nicht genau aufpasst und eine andere rote oder schwarze Karte fiir eine
der gesuchten hélt, wie bei den drei Briidern [12] oder Behalte die Karten im Auge
[28].

Alle Tricks konnen grundsétzlich alleine durchgefiihrt werden. Es sind also keine
Helferinnen oder Helfer notig, um Kartencodierungen zu iibermitteln (vgl. Beh-
rends 2015 [4]) oder das Publikum zu tduschen, indem ein Schritt durchgefiihrt,
eine Vorhersage gemacht oder sonstiges unternommen wird, was eine tatséchlich
zufillig ausgewéhlte Person nicht machen wiirde oder kénnte.

Die Karten sind danach problemlos wiederverwendbar, weil sie nicht bemalt, gefal-
tet, gebogen, gerollt, zusammengekniillt, zerschnitten oder anderweitig unbrauch-
bar gemacht werden. Dadurch kommen bestimmte Tricks nicht infrage, bei denen
beispielsweise Autogramme auf Karten geschrieben werden oder fiir die eine Karte
als Requisite vorbereitet werden muss, wie bei der umgestiilpten Karte von Morgan
& Ginther (1994 [32]). Es ist dementsprechend aber auch keine Voraussetzung bei
der Durchfithrung besonders abgenutzte Karten oder dergleichen zu verwenden,
damit ein Trick gelingt (siehe auch Mulcahy 2013 [35]).
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2.2.4 (Karten-)Zauberei im Schulunterricht

Schwankl (2021 [41]) und Fasching (2022 [14]) gehen in ihren Arbeiten auch auf mogliche
Vorteile des Einsatzes von Zauberei im Mathematikunterricht ein. Die wichtigsten davon

werden in diesem Abschnitt kurz zusammengefasst (siche auch Spencer 2012 [44] und
Zwicker 2023 [51]):

14

e Erhohung der (intrinsischen) Motivation: Falls die Lernenden positive Er-

fahrungen machen und Freude bei der Sache sind, kann Zauberei eine duflerst
sinnstiftende Tétigkeit darstellen, und zwar selbst dann, wenn kein unmittelbarer
Nutzen des Gelernten bzw. praktische Anwendungsmoglichkeiten abseits davon
erkennbar sind. Sie macht unter Umsténden sogar Lust auf mehr bzw. fungiert
gewissermaiflen als Lockmittel, weil die Lernenden danach eher bereit sind, sich auf
neue Themen einzulassen. Kadan (2017 [21]) verwendet in diesem Zusammenhang
den Begriff Edutainment, der sich aus den englischen Worten fiir Unterricht und
Unterhaltung, und zwar education und entertainment zusammensetzt.

Steigerung der Aufmerksamkeit und Konzentration: Der Anspruch, die
Tricks fehlerfrei durchfiihren zu kénnen, sorgt unter Umsténden fiir grofle Sorgfalt
beim Arbeiten und spornt an, die eigenen (mathematischen) Fahigkeiten zu trai-
nieren. Lernende, die sonst unter Umsténden als eher schwach eingestuft werden
und womdglich Lernschwierigkeiten haben, legen teilweise ein génzlich anderes Ver-
halten an den Tag und zeigen eine vergleichsweise hohe Arbeitsbereitschaft. Das
Einiiben der Arbeitsschritte oder auch Durchgehen einer diesbeziiglichen Anleitung
stellt eine Art von Gedéchtnistraining dar, starkt die Ausdauer und hilft auflerdem
beim Erwerb einer soliden Arbeitshaltung.

Aneignung kreativer Problemlosefihigkeiten: Die Ergriindung der Funkti-
onsweise eines Tricks erfordert mitunter vielfiltige Kompetenzen. Hierzu zéhlen
unter anderem Beobachtungstechniken, kritisches Denken, Verkniipfung von neu
erworbenem mit bereits bestehendem Wissen, Herausfiltern und Analyse von rele-
vanten Informationen und logisches Schliefen, aber genauso auch (fein-)motorische
Fahigkeiten. Es ist oft n6tig Muster zu erkennen, verschiedene Félle durchzuspielen
und schlussendlich Argumente zu finden, welche die eigenen Vermutungen stiitzen.
In der Regel wird im Rahmen der Erarbeitung n&dmlich auch erwartet, dass Hy-
pothesen formuliert, getestet und verifiziert oder wieder verworfen werden. Sowohl
das Gelingen, als auch das Fehlschlagen eines Tricks dienen dabei als unmittelbares
konstruktives Feedback.

Forderung der Teamfihigkeit: Im Sinne des Peer-Learning kénnen Lernen-
de dazu aufgefordert werden, sich die Funktionsweise eines Tricks gegenseitig zu
erkldren oder ihn sich untereinander vorzufithren. Das férdert unter anderem die
Zusammenarbeit und Kommunikation mit anderen, Kritikfahigkeit, Fithrungs- und
Prasentationskompetenzen. Abgesehen davon fallen im Zuge von diesbeziiglichen
Partner- oder Gruppenarbeiten etwaige Leistungsunterschiede und verschiedene
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Lernfortschritte womdglich weniger ins Gewicht und es entsteht ein Zusammen-
gehorigkeitsgefiihl.

Stiarkung des Selbstvertrauens: Falls Lernende dazu angehalten sind, die Tricks
selbst vorzufiihren, kann nebenbei auch das Selbstwertgefiihl gesteigert werden. Im-
merhin miissen Lernende fiir die erfolgreiche Darbietung unter anderem ihr Lam-
penfieber iiberwinden, die Funktionsweise eines Tricks verstehen und sich die Ab-
folge der Arbeitsschritte merken. Die selbststéndige Vorfithrung von Zaubertricks
sollte fiir die Lernenden allerdings keine Voraussetzung fiir eine positive Leistung
sein, weil man, wie Schwankl [41] und Fasching [14] anmerken, nicht davon aus-
gehen darf, dass nicht alle Lernenden gerne zaubern oder im Rampenlicht stehen.
Zwicker merkt an, dass es auch eine Kehrseite zu beachten gibt, weil das Wissen
um Zauberei und deren erfolgreiche Prisentation mitunter Aufmerksamkeit und
Anerkennung bewirken kénnen. Dies sollte jedoch nicht in Uberheblichkeit und
Besserwisserei miinden.
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2.2.5 Tipps fiir den Einsatz in der Praxis

In diesem Abschnitt wird erldutert, was beim Zaubern beachtet werden sollte, um die
Aufmerksamkeit einer Schulklasse in den Bann zu ziehen und das Verstidndnis der Funk-
tionsweisen zu erleichtern.

Fasching [14] orientiert sich dazu an den vier Leitfragen nach dem Was, Wann, Wer
und Wie. Bei der Auswahl eines Tricks sollte darauf geachtet werden, dass er sich mit
den aktuell relevanten Lehrplaninhalten deckt. Man muss dementsprechend zuerst die
Ausgangslage kldren und unter anderem erheben, welches Vorwissen beim Publikum
vorhanden ist. Nur so kann man sich vergewissern, dass die nétigen mathematischen
Grundlagen vorhanden sind, um die Funktionsweise eines Tricks zu verstehen. Abgese-
hen davon kann auch erfragt werden, wer Kartentricks kennt, schon einmal Zauberei
miterlebt oder sogar selbst durchgefiihrt hat. Da viele Tricks auf dem gleichen oder ei-
nem dhnlichen Prinzip basieren und teilweise auch unterschiedliche Varianten desselben
Tricks darstellen, bieten sich manche davon unter Umstédnden als Diagnoseinstrumente
fiir das Leistungsniveau der Lernenden an. Beispiele dafiir wiren unter anderem das
15243-Verfahren als Voriibung zu Spell the Deck [28] oder der Das vorhergesagte Um-
stecken [28] als Voriibung zu den Hummer-Zaubertricks [4] [5] [6].

Ein weiteres Kriterium ist die Wahl eines geeigneten Zeitpunkts fiir den Einsatz eines
Kartentricks. Predinger & Leuders (2016 [37]) unterscheiden im Falle des Gegenstandes
Mathematik unter anderem zwischen Erarbeitung, Systematisierung, Ubung, Wiederho-
lung und Uberpriifung. Letztere diirfte in Verbindung mit Kartentricks eher eine geringe
bis keine Rolle spielen. Matthews (2008 [31]) kritisiert in diesem Zusammenhang, dass
viele mathematische Kartentricks oft nur als Stundeneinstieg (siehe auch Kadan 2015
[20]), kurze Uberbriickung bzw. Liickenfiiller zwischen Unterrichtsphasen oder davon
unabhéngigen Themen dienen. Die zugrundeliegenden Verfahren sind, seines Erachtens,
némlich in der Regel durchaus bedeutsam genug, um mehr als blole Unterhaltungsma-
thematik zu sein, und kénnten dementsprechend besser genutzt werden.

Liljedahl (2017 [27]) merkt an, dass das Erreichen eines Flow-Zustands notig ist, um
Lernenden die Moglichkeit zu geben, sich wirklich auf das Thema einzulassen. Beide
sprechen sich deshalb dafiir aus, den Tricks ausreichend Zeit einzurdumen, damit die
Lernenden ihr konzeptuelles und prozedurales Verstéindnis von Mathematik trainieren
kénnen. Matthews (2008 [31]) ist der Meinung, dass auch kompliziertere Tricks, deren
Funktionsweise iiber die Inhalte des Lehrplans hinausgeht, trotzdem als Ausblick auf
mathematische Inhalte mit fortgeschrittener Schwierigkeit dienen kénnen, um den Ler-
nenden so moglicherweise die Lust auf eine spétere Vertiefung mit der Materie zu wecken.
Fasching [14] hebt in ihrer Arbeit zwar vor allem die Nutzung von Zauberei im Unterricht
als Stundeneinstieg hervor, betont jedoch zugleich, dass diese ebenso als Uberleitung zu
anspruchsvolleren Inhalten oder Wiederholung von bereits Gelerntem geeignet ist.
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Ein weiterer Aspekt ist die Unterrichtsgestaltung, d. h. in welcher Form der jeweilige
Trick in den Unterricht eingebaut wird. Dabei spielt die vor allem die Bithnenwirksamkeit
der Lehrperson eine entscheidende Rolle. Diese benétigt dafiir erwartungsgeméfl deut-
lich mehr Hintergrundwissen iiber die zugrundeliegende Mathematik als die Lernenden.
Cummings [11] merkt in diesem Zusammenhang an, dass mathematische Kartentricks in
der Literatur haufig leider nur kurz und eher oberflichlich erldutert werden, ohne dabei
ausreichend ins Detail zu gehen.

Fiir Lehrkrifte ist es jedenfalls essenziell, sich gebithrend mit den Hintergriinden ei-
nes Tricks vertraut zu machen, um den Lernenden bei spéter bei etwaigen Verstdnd-
nisschwierigkeiten helfen zu kénnen. Damit die Tricks verldsslich gelingen, miissen sie
also im Vorfeld sowohl griindlich durchgearbeitet, als auch mehrmals geiibt werden. Ein
wesentlicher Aspekt der Zauberei ist ndmlich die Aufbereitung bzw. Ausschmiickung ei-
nes Tricks im Rahmen der Vorfithrung. Falls man selbst noch keinerlei Biithnenerfahrung
hat, sollte man sich vorher genau {iberlegen, wie man den Trick présentieren will, um
das Publikum zu begeistern.

Zu Beginn wird ein Trick in der Regel von der Lehrperson vorgefiihrt. Hierbei emp-
fiehlt sich der Einsatz eines Projektors, und zwar am besten mit einem Lesegerit oder
einer Dokumentenkamera (siche Abbildung 2.3), damit die Arbeitsschritte aus der Vo-
gelperspektive gezeigt werden konnen. Sollte kein derartiges Gerét vorhanden sein, kann
auch auf ein Tablet oder Mobiltelefon mit Kamera ausgewichen werden, indem man
ein Videotelefonat startet, den Bildschirm des Geréts teilt und diese Ansicht mit einem
Beamer projiziert.

Abbildung 2.3: Dokumentenkamera (eigene Abbildung)

Bei der Gestaltung von Tafelbildern im Unterricht wird héufig mit Farben gearbei-
tet, um bestimmte Elemente der Notation hervorzuheben und die Lernenden so dabei
zu unterstiitzen, einen besseren Uberblick zu behalten. Bei Kartentricks kommt dieses
Prinzip unter Umsténden ebenfalls zum Einsatz, falls nur bestimmte Farben oder Bilder
genutzt werden. Der britische Mathematiker James Grime hat einen Trick entwickelt,

17



2 Theoretischer Hintergrund

bei dem er die Karten einer Farbe (im Original: roten Herz- und Karo-Karten) einzig
und allein dafiir verwendet, um Differenzen zwischen zwei Karten der anderen Farbe (im
Original: schwarz) zu markieren [17]. Denkbar wére auch der Einsatz von Vierfarben-
decks, wie sie beim Skat (4, ¥ de &) oder Online-Poker (#, ¥ < @) iiblich sind. Falls
moglich und sinnvoll, kénnen Karten mit unterschiedlichen Farben auf der Riickseite
als visuelle Hilfe verwendet werden, um gewisse Arbeitsschritte fiir das Publikum bzw.
in diesem Fall die Lernenden leichter nachvollziehbar zu machen. Eine weitere mogliche
Hilfestellung seitens der Lehrperson wire die Bereitstellung von Ressourcen, in denen die
Vorgehensweise noch einmal erldutert wird. Denkbar wéren unter anderem Anleitungen
mit Bildern und Texten oder auch Videos zu allen Arbeitsschritten.

Man sollte sich auflerdem iiberlegen, was die Lernenden in weiterer Folge zu tun haben
oder ob sie zu Beginn erst einmal nur zuschauen sollen. Schwankl [41] empfiehlt, wenn
moglich, Wetten mit einzelnen Personen oder sogar dem gesamten Publikum einzugehen
und Lernende in die Darbietung miteinzubeziehen. Sie kénnen unter anderem bei Tricks
assistieren oder Entscheidungen treffen, indem sie zum Beispiel Karten auswihlen. Oft-
mals konnen die Lernenden die Arbeitsschritte des Tricks wiahrend der Vorfithrung durch
die Lehrperson auch gleich selbst durchfithren. Dafiir miissen jedoch ausreichend Karten-
decks fiir alle Beteiligten vorhanden sein, wobei die Lernenden dafiir auch in Zweier- oder
Dreierteams eingeteilt werden konnen, falls es nicht genug Decks gibt. Sie kénnen zwar
auch eigene Decks mitbringen, aber es empfiehlt es sich, fiir die ganze Gruppe einheit-
liche Decks zur Verfiigung zu stellen. Manche Tricks sind ndmlich anschaulicher, wenn
die Karten bestimmte Eigenschaften wie bestimmte Farben auf der Vorder- und/oder
Riickseite, gut sichtbare Symbole, spezielle Beschichtungen, etc. besitzen.

Bei manchen Tricks lassen sich die Arbeitsschritte in eine Rahmengeschichte verpacken,
die man wéhrend der Darbietung erzidhlen kann, um das Publikum in den Bann zu zie-
hen. Solche spielerischen Erzdhlungen, wie sie unter anderem bei den vier Reitern 4, der
grofilen Pause 3.1.4 und dem (Kopfgeld-)Jéger 3.3.2 vorkommen, kénnen die Lernenden
dabei unterstiitzen, die Arbeitsschritte besser im Gedé4chtnis zu behalten. Gardner [1]
merkt auflerdem an, dass so gut wie jeder Zaubertrick, bei dem eine Vorhersage moglich
ist, auch in eine Variante mit Gedankenlesen abgeéndert werden kann.

Bei vielen Tricks kann gewissermaflen die Macht der Masse ausgenutzt werden, weil sie
sich gleichzeitig mit einer grofen Anzahl an Teilnehmenden durchfiihren lassen. Dadurch
ist die Verbliifftung am Ende womdglich umso grofier, weil unter Umsténden jede Person
eine andere Verteilung der Karten hat und trotzdem zum gleichen Resultat kommt. Aus
diesem Grund eignen sich diese auch besonders gut fiir einen Einsatz im Klassenzimmer.
Ein typisches Beispiel fiir einen (Gedankenlese-)Trick, der auch problemlos mit mehre-
ren Personen durchgefiihrt werden kann, ist die Kartencodierung 3.6.3. Fasching [14] rit
allerdings, darauf zu achten, dass am Ende nicht die Illusion, sondern der mathematische
Hintergrund in den Fokus riickt.
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2.2 Mathematische Kartentricks

Zwei Faustregeln der Magie besagen, dass man einen Trick nicht mehr als einmal vorfiihrt,
um die Ilusion zu wahren und auflerdem niemals verrét, wie ein Trick funktioniert (sie-
he auch Mulcahy 2013 [35]). Dadurch soll verhindert werden, dass unser Publikum die
Funktionsweise durchschaut. Kadan (2017 [21]) ist jedoch der Meinung, dass es sinn-
voll und auch legitim ist, derartige Grundsétze im Schulunterricht iiber Bord zu werfen.
Unter Umstédnden sind sogar mehrere Durchgénge nétig, um das Publikum mit den
Arbeitsschritten vertraut zu machen. Mulcahy sieht diese Vorgehensweise ebenso als ge-
rechtfertigt an, insofern man es mit einem intellektuell neugierigen Publikum wie einer
Schulklasse oder einer Seminargruppe zu tun hat. Er fiigt jedoch hinzu, dass die Beteilig-
ten sich das Recht, das Geheimnis hinter einem Trick zu kennen, auch selbst erarbeiten
sollten.

Lim (2019 [29]) plddiert ebenfalls dafiir, den Lernenden nicht gleich die Losung zu ver-
raten, sondern allenfalls beratend zur Seite zu stehen, damit die Lernenden die Funk-
tionsweise selbst ergriinden konnen. Wéhrend Liljedahl dementsprechend bewusst auf
die Bereitstellung von Lésungen verzichtet, um das Publikum zu animieren, moglichst
von allein auf die Losung zu kommen und somit mehr Wert auf die selbststédndige Er-
arbeitung von Losungen und den Austausch mit anderen legt, bespricht Woo diese im
Anschluss an die Vorfithrung im Rahmen der Erarbeitungsphase gemeinsam mit seinen
Schulklassen, um die zugrundeliegende Mathematik in den Vordergrund zu riicken. In
einer ersten Arbeitsphase, die er mit learn betitelt, sollen die Lernenden zunéchst eine
detaillierte Liste mit Instruktionen aufschreiben, um so genau wie moglich zu erkldren,
was von Anfang bis Ende gemacht werden muss, damit der Trick gelingt (siehe auch Ka-
dan 2015 [20]). Auf diese Weise kann gegebenenfalls bereits eine ziindende Idee entstehen
und die Lernenden konnen auBerdem ihre vorigen Uberlegungen noch einmal {iberden-
ken.

In der darauffolgenden Phase, die Woo perform nennt, probieren die Lernenden auf
Basis ihrer Notizen den Trick in Einzel-, Partner- oder auch Gruppenarbeit noch einmal
selbst aus. Diese Vorgehensweise entspricht der sogenannten nachgehenden Differenzie-
rung [22]. Dieser Schritt dient auch dazu, ihnen ein erstes Erfolgserlebnis in Form einer
gelungenen Durchfiihrung zu ermoéglichen. Bei manchen Tricks gelingt das bereits im
Zuge der ersten Vorfithrung, falls die Lernenden parallel dazu auch gleich selbst die
notigen Arbeitsschritte gemeinsam mit der Lehrperson durchfithren. Nachdem der Trick
mindestens einmal gezeigt wurde und die Lernenden gegebenenfalls auch die Moglich-
keit hatten, ihn selbst auszuprobieren, sollen sie zunéchst einmal {iberlegen, was genau
eigentlich passiert ist und warum der Trick funktioniert.

Im Anschluss sollen eigene Hypothesen formuliert und gepriift werden. Diese Arbeitspha-
se, die Woo als understand bezeichnet, nimmt womoglich die meiste Zeit in Anspruch,
da die Lernenden nun selbst Vermutungen aufstellen und testen miissen. Um das Prinzip
eines Tricks zu verstehen, empfiehlt es sich, ihn unter geinderten Bedingungen durch-
zufithren, um herauszufinden, ob dieser dann immer noch funktioniert oder anféllig fiir
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2 Theoretischer Hintergrund

Manipulationen ist. Es kann hilfreich fiir das Verstdndnis sein, eine Art Fehlersuche
zu betreiben. Dazu versuchen wir, Situationen zu erzeugen, bei denen ein Trick miss-
lingt, um herauszufinden, woran das liegen koénnte. Haufig handelt es sich dabei um
Spezialfille, bei denen, dhnlich wie bei Extremwertaufgaben, eine minimal oder maxi-
mal notige Menge an Karten zum Einsatz kommt wie bei Rot und Schwarz 3.4.1 oder
Countdown 3.3.3. In vielen Féllen funktionieren die Tricks trotzdem, wenn man sie gege-
benenfalls ein wenig abédndert. Um die Funktionsweise eines Tricks besser zu verstehen,
konnen wir aulerdem die Arbeitsschritte in umgekehrter Reihenfolge durchgehen und
zusétzlich dazu unter Umsténden auch eine Art Rontgenblick nutzen. Damit ist gemeint,
dass wir bei Tricks, die normalerweise mit verdeckten Karten durchgefiihrt werden, statt-
dessen mit aufgedeckten Karten arbeiten, um zu sehen, was dabei vor sich geht. Im Zuge
einer etwaigen Verschriftlichung kann, je nach Zielsetzung, die Notation entweder durch
die Lehrperson vorweggenommen oder zu Beginn noch vorenthalten werden, falls die
Lernenden sich diese selbst erarbeiten sollen.

Die abschlieende Phase beinhaltet das Abéndern von Tricks und hat den Namen trans-
form. Falls am Ende noch Zeit bleibt, um weiter in die Tiefe zu gehen, konnen die
Lernenden auch versuchen, eigene Varianten zu erfinden und diese gegebenenfalls vor
der Klasse vorfithren. Sobald die Durchfithrung eines Tricks hinreichend bekannt ist,
konnen unter Umsténden auch verschiedene Parameter abgeindert werden. Man kann
zum Beispiel die Grundgesamtheit erhthen, um zu testen, ob ein Trick auch mit mehr
Karten als in einem Deck noch funktioniert, wie bei Jack the Bounty Hunter 4.

Schwankl stellt in seiner Arbeit den Trick Kartenschlange [41] vor und wandelt die-
sen in Anlehnung an die von Lagarias, Rains und Vanderbei (2009 [24]) vorgeschlagenen
Varianten (Bildkarten haben entweder die Rénge 11, 12 und 13, alle 10 oder alle 5) ein
wenig ab, indem er die Werte der Bildkarten niedriger ansetzt als bei den Versionen von
Behrends [4], Gardner [1] und Grime [18] und so dafiir sorgt, dass der Trick im Schnitt
haufiger gelingt. Auch jener Trick, den er als Kartenwanderung [41] bezeichnet, ldsst
sich ein wenig abgewandelt auch mit weniger Karten durchfiihren, weshalb er oftmals
einfach 15er-, 21er- oder 27er-Trick genannt wird [9].

Bevor ein Kartentrick im Unterricht zum Einsatz kommt, sollte man sich jedenfalls genau
iiberlegt haben, welches Ziel man damit verfolgt. Aschemann, Gugler & Nimmerfall [2]
betonen, dass Selektion dabei bestenfalls keine oder nur eine untergeordnete Rolle spielen
sollte, damit Binnendifferenzierung gelingen kann und die Lernenden weder unter- noch
iiberfordert sind (siehe auch Westphal et al. 2016 [46]). In Anlehnung an konvergente Dif-
ferenzierung koénnte ein dementsprechendes Ziel sein, dass alle Beteiligten am Ende den
jeweiligen Trick zumindest selbst durchfiihren und erkldren konnen. Leistungsstéirkere
Lernende hingegen koénnten, im Sinne der divergenten Differenzierung, die Moglichkeit
haben, sich eigene Abwandlungen eines Tricks zu iiberlegen, was einer Niveaudifferen-
zierung durch eigenstidndiges Erstellen von Unterrichtsmitteln entspricht. Zwicker [51]
bezeichnet diese beiden unterschiedlichen Zugénge als Kellner- und Kochniveau.
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3 Kartentricks fiir verschiedene Schulstufen

Wie wir in diesem Abschnitt sehen werden, bieten vor allem die Abwandlungen von
Tricks oftmals Moglichkeiten fiir eine Binnendifferenzierung, da viele bereits vorab ent-
sprechend geéndert werden konnen, sodass die zugrundeliegende Funktionsweise mehr
oder auch weniger offensichtlich ist. Um den Zugang auch fiir leistungsschwéchere Ler-
nende zu ermoglichen, lassen sich ndmlich in vielen Féllen auch einfachere Varianten eines
Tricks mit weniger Karten betrachten. Es folgt eine Auflistung verschiedener Tricks und
Methoden, bei denen mit Spielkarten gearbeitet wird, inklusive einer Verkniipfung mit
dem Lehrplan der jeweiligen Schulstufe, der Erlduterung aller nétigen Arbeitsschritte
sowie der Funktionsweise gefolgt von Vorschldgen fiir eine Binnendifferenzierung.

3.1 Erste Klasse (fiinfte Schulstufe)
3.1.1 Die fehlende Karte

Thema: Division mit Rest

Lehrplanverortung:

e Kenntnisse und Fahigkeiten im Umgang mit natiirlichen Zahlen vertiefen, dabei
auch grofie natiirliche Zahlen verwenden und mehrstellige Multiplikationen und
Divisionen durchfithren kénnen

e anhand von Teilern und Vielfachen Einblicke in Zusammenhénge zwischen natiirli-
chen Zahlen gewinnen

e grundlegende Sicherheit im Kopfrechnen gewinnen
e Kenntnisse iiber Umkehroperationen erweitern
e Formeln anwenden und interpretieren kénnen

Durchfithrung: Bei diesem Trick haben die Bildkarten Bube, Dame und Konig die
Rénge elf, zwolf und dreizehn. Wir lassen unser Gegeniiber den Stapel mischen und an-
schlieend eine Karte ziehen, ohne zu verraten, um welche es sich dabei handelt. Nun
teilen wir Karte fiir Karte den restlichen Stapel aus und kénnen sofort den Rang der
fehlenden Karte nennen.

Funktionsweise: Es geniigt zu wissen, dass die Summe aller Rénge im Deck in die-
sem Fall 364 ergibt. Um das zu zeigen, kénnen wir mit der Gauflischen Summenformel

21



3 Kartentricks fiir verschiedene Schulstufen

arbeiten: 4+ (1+2 + ... + 13) =4 1314 = 364 ergibt. Wir miissen also im Grunde
nur sukzessive die Rénge der ausgeteilten Karten addieren und am Ende die Differenz
berechnen.

Mboéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Fiir leistungsschwichere Lernende kann
die Gesamtanzahl der Karten reduziert werden, indem man sich zum Beispiel auf nur
zwei Spielfarben beschrénkt oder die Bildkarten weglésst. Gardner (1956 [1] stellt gleich
mehrere Varianten vor, die verschiedene Zugénge ermoglichen. Bei einer davon weisen
wir den Konigen stattdessen den Rang null zu, wodurch die Gesamtsumme bereits ein
wenig kleiner wird und nur noch 312 betrégt.

Bei den néchsten beiden Varianten arbeiten wir zusétzlich mit sogenannten Restklas-
sen, und zwar in diesem Fall modulo 20 bzw. 13. Sobald die Zwischensumme 20 bzw. 13
iiberschreitet, zdhlen wir stattdessen mit dem jeweiligen Rest weiter. Das hat den Vorteil,
dass wir von Anfang bis Ende mit vergleichsweise kleinen Zahlen arbeiten. Zum Schluss
landen wir bei einer Zahl zwischen 0 und 12, die wir nur noch von 12 abziehen miissen,
um den Rang der gesuchten Karte zu erhalten. Unter Umstédnden finden die Lernenden
auch eigene Strategien, um moglichst einfach auf das Endresultat zu kommen.

Gardner stellt auflerdem noch mehrere Moglichkeiten vor, um zusétzlich zum Rang auch
die Spielfarbe der Karte zu ermitteln. Bei zwei davon gibt es fiir die Spielfarben eigene
Zéhler. Bei der ersten bekommt jede Spielfarbe eine Kennzahl von 0 bis 3. Diese werden
ebenfalls aufsummiert, wobei modulo 10 gerechnet werden kann, um die Zwischenergeb-
nisse niedrig zu halten. Am Ende landen wir entweder bei 5, 6, 7 oder 8 und subtrahieren
dieses Ergebnis von 8, um die Kennzahl der gesuchten Spielfarbe zu erhalten.

Die zweite Variante des Magiers Charles T. Jordan ist schon wesentlich anspruchsvoller
und wire dementsprechend etwas fiir besonders ehrgeizige Lernende. Hier arbeiten wir
mit einer Art Stellenwertsystem. Wir kénnen uns dazu ein Ziffernschloss, das zu Be-
ginn 0-0-0-0 zeigt, vorstellen und miissen uns nur entscheiden, welche Spielfarbe welche
Position des Zahlers belegt. In weiterer Folge addieren wir dann wieder die jeweiligen
Rénge. Auch bei dieser Variante konnen wir den Rechenweg vereinfachen, indem wir mit
Restklassen arbeiten und modulo 20 rechnen. Das Endergebnis jenes Zahlers, der von
den anderen abweicht, muss dann von 11 subtrahiert werden, um den entsprechenden
Rang zu erhalten. Falls es jedoch grofler ist als 11, subtrahieren wir von 31, um her-
auszufinden, ob es sich um einen Buben (20), eine Dame (19) oder einen Konig (18)
handelt. Die jeweilige Spielfarbe entspricht einfach der Position des Zéhlers. Ein Vorteil
dieser Variante ist, dass sie auch fiir vier Karten gleichzeitig funktioniert, insofern alle
zu unterschiedlichen Spielfarben gehoren, und in diesem Fall auch die Kénige wieder den
Rang null haben kénnen.
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3.1 Erste Klasse (fiinfte Schulstufe)

3.1.2 Piano-Duett

Thema: Zahlenmengen und Paritéit (gerade und ungerade natiirliche Zahlen)

Lehrplanverortung: Kenntnisse und Fahigkeiten im Umgang mit natiirlichen Zah-
len vertiefen

Durchfiihrung: Liljedahl [27] nennt diesen Trick Piano Fingers und merkt an, dass
er sich bereits fiir Kinder ab dem Volksschulalter eignet. Er ist auch als Piano Duet(s)
oder einfach Piano-Trick [1] bekannt, weil die Haltung der Finger beim Platzieren der
Karten so aussieht, als ob jemand Klavier spielt. Zu Beginn bitten wir unser Gegeniiber,
beide Hande auszustrecken und dabei die Finger auseinander zu spreizen. Dann platzie-
ren wir der Reihe nach Kartenpaare zwischen den Fingern. Es spielt dabei keine Rolle,
ob wir mit der linken oder rechten Hand beginnen. Zwischen den letzten beiden Fingern
wird schlieflich nur noch eine einzelne Karte platziert:

Abbildung 3.1: Vorbereitung des Piano-Tricks (eigene Abbildung)

Im n#chsten Schritt nehmen wir die Kartenpaare der Reihe nach wieder zwischen den
Fingern heraus, trennen sie voneinander und bilden damit zwei gleich grofle Stapel bis
nur noch die einzelne Karte {ibrig ist. Unser Gegeniiber darf entscheiden, auf welchen
der beiden Stapel diese verbleibende Karte gelegt werden soll. Dem Anschein nach sollte
diese zusétzliche Karte nun dazu fiihren, dass die Anzahl der Karten im jeweiligen Stapel
dadurch ungerade wird. Diese Vermutung lésst sich jedoch widerlegen, indem man zeigt,
dass daraus vier Paare gebildet werden koénnen, wihrend das beim anderen Stapel nicht
funktioniert.
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3 Kartentricks fiir verschiedene Schulstufen

Funktionsweise: Zunéchst sollte ergriindet werden, wie viele Karten involviert sind.
An jeder Hand befinden sich vier Zwischenrdume. Dort platzieren wir siebenmal jeweils
zwel Karten, aber im letzten nur eine und kommen somit auf 7 - 2 + 1 = 15. Wenn wir
jene Karte abziehen, die am Ende dazugelegt wird, sind es vierzehn Karten aufgeteilt
auf zwei gleich grofie Stapel. Die Gesamtanzahl der Karten ist also gerade, aber die An-
zahl der Karten in den einzelnen Stapeln nicht. Es macht somit keinen Unterschied, auf
welchen Stapel wir die verbleibende Karte legen, da die Anzahl der Karten im Stapel
dadurch automatisch gerade wird. Es wird also féilschlicherweise behauptet, dass beide
bereits zuvor gerade wiren. Der Trick gelingt also nur, wenn das Publikum dieser Be-
hauptung Glauben schenkt und dadurch einem Trugschluss unterliegt.

Moglichkeiten der Binnendifferenzierung: Man kann es dem Publikum ein we-
nig leichter machen, den Trick zu durchschauen, indem man nicht von Paaren spricht,
sondern die Karten genau mitzéhlt. Falls man die Funktionsweise des Tricks stattdessen
besser verschleiern mochte, konnte man die Reihenfolge der Kartenplatzierung abéndern,
indem man mit den beiden Fingerpaaren aus Daumen und Zeigefingern beginnt und sich
dann alternierend nach auflen arbeitet.
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3.1 Erste Klasse (fiinfte Schulstufe)

3.1.3 Abzahltricks

Es gibt eine ganze Kategorie von Tricks, die auch unter dem Sammelbegriff Spelling Bee
bekannt sind darauf beruhen, dass beim Buchstabieren der Kartenwerte in irgendeiner
Form mitgezihlt wird. Ein klassisches Beispiel dafiir ist jener, den Liljedahl [28] als Spell
the Deck bezeichnet.

Thema: Arithmetik

Lehrplanverortung:
e Kenntnisse und Fahigkeiten im Umgang mit natiirlichen Zahlen vertiefen

e anhand von Teilern und Vielfachen Einblicke in Zusammenhénge zwischen natiirli-
chen Zahlen gewinnen

Durchfithrung: Wir nehmen einen Kartenstapel mit dreizehn Karten von Ass bis
Konig zur Hand. Diese miissen nicht von derselben Spielfarbe sein, aber es kann zur
besseren Ubersicht dienen, wenn sie einheitlich sind. Danach gehen wir der Reihe nach
die Bezeichnungen der Karten durch, d. h. wir beginnen mit dem Ass und buchstabieren
A-S-S. Mit jedem Buchstaben wird die oberste Karte ans Ende des Stapels befordert
und am Ende des Wortes wird je nach Variante entweder die letzte oder néchste Karte
abgelegt. Wir machen so weiter, bis der komplette Stapel weg ist und auf wundersame
Art und Weise automatisch in einer gewiinschten Sortierung aufliegt.

Funktionsweise: Dieser Trick funktioniert, weil wir den Stapel entsprechend vorsor-
tiert haben. Da es verschiedene Moglichkeiten dafiir gibt, wie wir die Karten bezeichnen
bzw. buchstabieren, muss Klarheit beziiglich der Z&hlweise herrschen. Eine einfache Va-
riante fiir den Einstieg ist, anstatt zu Buchstabieren, einfach die Rédnge abzuzédhlen. Falls
in diesem Fall nach jedem Z&hlvorgang die letzte Karte abgelegt werden soll, lautet die
Reihenfolge A-8-2-5-10-3-D-B-9-4-7-6-K. Falls hingegen die jeweils ndchste Karte abge-
legt werden soll, lautet sie 4-A-D-K-2-10-6-7-3-5-B-9-8.

Beim tatsdchlichen Buchstabieren konnten wir wie oben beschrieben von der neuen
Rechtschreibung ausgehen, d. h. wir buchstabieren A-S-S statt nur A-S. Auflerdem ei-
nigen wir uns darauf, dass die elfte Karte Bube heifit und nicht etwa Bub, Junge oder
Bauer. Dariiber hinaus werden die Umlaute U bei Fiinf und O bei Kénig als ein Buchsta-
be gezahlt. Falls in diesem Fall nach jedem Zahlvorgang die letzte Karte abgelegt werden
soll, lautet die Reihenfolge 6-4-A-9-B-8-2-5-K-D-3-7-10. Falls hingegen die jeweils néichs-
te Karte abgelegt werden soll, lautet sie 3-D-9-A-8-10-4-7-2-6-K-B-5.

Im Original, d. h. in der englischsprachigen Version des Tricks, gibt es keinen vergleich-
baren Klarungsbedarf, aber dafiir bietet es viele Moglichkeiten fiir die Lernenden eigene
Losungen zu finden und auch zu argumentieren, warum diese mit den von ihnen be-
schlossenen Regeln funktionieren. Eine Liste mit moglichen Varianten des Zahlens und
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Buchstabierens befindet sich im Anhang 4. Analoge Uberlegungen kinnen auch fiir ande-
re (versetzte) Reihenfolgen wie Zwei bis As(s) o. 4. sowie fiir mehr als nur eine Spielfarbe
bis hin zum gesamten Deck vorgenommen werden.

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Der Trick Place One Kill One, den Beh-
rends als Down Under bzw. Australisches Ausgeben bezeichnet, stellt gewissermafien eine
Voriibung des oben beschriebenen Tricks dar. Als Einstieg empfiehlt sich eine Variante,
bei der nur die Karten von Ass bis Fiinf benétigt werden, wobei das Ass den Rang eins
hat. Anstatt die Werte zu buchstabieren, wird einfach jeweils bis zum entsprechenden
Zahlenwert gezihlt. Die Aufgabe ist nun, die fiinf Karten so zu sortieren, dass am Ende
ein Stapel in absteigender Reihenfolge abgelegt wurde, d. h. das Ass liegt ganz unten
und die Fiinf ganz oben. Liljedahl [27] [28] bezeichnet diesen Trick als 15243 und nimmt
damit die gesuchte Sortierung fiir fiinf Karten im Namen bereits vorweg.

Eine einfache Strategie ist, die Schritte in umgekehrter Reihenfolge durchzugehen d.
h. wir legen den Stapel in der gewiinschten Sortierung ab und nehmen zunichst die
erste Karte auf. Da wir eine einzelne Karte nicht vor sich selbst geben kénnen, nehmen
wir auch gleich die néchste auf und geben anschliefflend die unterste Karte nach oben.
Danach nehmen wir die néichste Karte auf, geben wieder die unterste nach oben und
machen so weiter bis wir den gesamten Stapel aufgenommen haben. Am Ende halten
wir die gesuchte Startkonfiguration in der Hand. Eine Liste mit den Sortierungen fiir das
gesamte Deck befindet sich im Anhang 4. Sobald die Strategie zur Findung der notigen
Sortierung klar ist, kann man entweder die Anzahl der Karten erhthen oder zur Analyse
des oben beschriebenen Tricks iibergehen.

Obwohl die Funktionsweise auf einem vergleichsweise einfachen Algorithmus basiert,
ldsst sich der Trick mit einer interessanten Aufgabenstellung verkniipfen, und zwar dem
Josephus-Problem. In der Geschichte, die fiir die Aufgabenstellung ein wenig geindert
wurde, flieht der namensgebende Historiker Josephus-Flavius vor den rémischen Sol-
daten gemeinsam mit vierzig anderen Juden in eine Hohle. Da ihre Lage aussichtslos
erscheint, vereinbarten die Méanner, einander zu téten. Dazu stellen sie sich im Kreis
auf und strecken der Reihe nach den jeweils nichsten mit ihrem Schwert nieder, bis am
Ende nur noch einer iibrig bleibt, der sich selbst toten muss. Da Josephus insgeheim
lieber in Gefangenschaft leben will als zu sterben, muss er sich iiberlegen, an welcher
Position im Kreis er sich aufstellt, um als Letzter iibrigzubleiben (vgl. Siemon 1985 [42]).
Eine Liste mit den Sortierungen fiir die Variante, deren jeweils letzte Karte den Losun-
gen dieses Problems fiir die Félle 1 bis 52 entspricht, befindet sich ebenfalls im Anhang 4.

Wir kénnen den Trick vereinfachen, indem wir das Buchstabieren weglassen und statt-
dessen einfach allen Karten Zahlenwerte zuweisen. Das ist insofern hilfreich, dass es
dann keine Unklarheiten beziiglich der Formulierung bestimmter Wérter gibt. Fiir mehr
Informationen sieche Anhang 4.
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3.1 Erste Klasse (fiinfte Schulstufe)

3.1.4 GroBe Pause

Thema: Paritat

Lehrplanverortung:
e Kenntnisse und Fahigkeiten im Umgang mit natiirlichen Zahlen vertiefen

e anhand von Teilern und Vielfachen Einblicke in Zusammenhénge zwischen natiirli-
chen Zahlen gewinnen

Durchfithrung: Dieser Trick entspricht der zugrundeliegenden Vorgehensweise des
Oriental Express von David Copperfield. Die Ausarbeitung entspricht jener von Kolpas
(1992 [23]), aber der Einfachheit halber wurde die entsprechende Rahmengeschichte in
der folgenden Erlduterung weggelassen.

Zunichst legen wir dazu neun Karten einer Spielfarbe in einem Raster mit drei Zei-
len und drei Spalten auf (das Ass hat in diesem Fall den Rang eins). Bevor es losgehen
kann, ist es wichtig, dass das Publikum verstanden hat, dass man sich mit jedem Schritt
entweder nach oben, unten, links oder rechts bewegen kann. Diagonale Bewegungen sind
jedoch nicht erlaubt.

1. Unser Gegeniiber darf sich aussuchen, ob es auf #2, #4, #6 oder #8 beginnen
mochte. Wir wissen jedoch nicht, welche der vier Karten ausgewéhlt wurde.

2. Es diirfen vier Schritte gemacht werden. Danach nehmen wir #9 weg.

3. Es diirfen fiinf Schritte gemacht werden. Danach nehmen wir #2 weg.

4. Es diirfen zwei Schritte gemacht werden. Danach nehmen wir #8 weg.

5. Es diirfen drei Schritte gemacht werden. Danach nehmen wir #A und #3 weg.
6. Es diirfen erneut drei Schritte gemacht werden. Danach nehmen wir #6 weg.

7. Zum Schluss wird ein letzter Schritt gemacht, ehe wir #5 und #7 weglegen.

Wie durch Zauberhand haben wir es geschafft unserem Gegeniiber immer mehr Spiel-
raum zu nehmen und schlieflich auf eine bestimmte Karte zu lotsen, obwohl wir bis zum
Schluss nicht wussten, welche Schritte gemacht wurden.

Funktionsweise: Der Trick hingt mit der Addition von geraden und ungeraden Zahlen
zusammen. Da wir ihn mit Spielkarten durchfiihren, kann es sein, dass manche Lernen-
de bereits wiahrenddessen erkennen, wie er funktioniert. Der vertikale oder horizontale
Schritt von einer Karte zur nichsten entspricht einem Wechsel der Paritét, d. h. entwe-
der von gerade auf ungerade oder umgekehrt.
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Da wir im oben beschriebenen Fall auf einem geradzahligen Feld beginnen und an-
schlieflend vier Schritte machen, landen wir garantiert auf einer geraden Zahl, weshalb
jede ungerade Karte bedenkenlos weggelegt werden kann. Anschlieend machen wir fiinf
Schritte, wodurch wir sicher auf eine ungerade Karte kommen und #2 entfernt werden
kann. Das Ganze geht so weiter bis wir am Ende garantiert auf #4 landen.

Mboéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Sobald die Funktionsweise bekannt ist,
lassen sich relativ mit wenig Aufwand eigene Abwandlungen mit mehr oder auch weni-
ger Karten sowie anderen Instruktionen und Rahmengeschichten erfinden. Ein Beispiel
dafiir befindet sich im Anhang 4.

Der Trick ist noch um ein Vielfaches eindrucksvoller, wenn alle Beteiligten ein eige-
nes Feld vor sich liegen haben, auf dem sie ihre ganz personliche Route abgehen kénnen.
Dafiir miissen zwar nicht zwangsweise Spielkarten zum Einsatz kommen, aber diese eig-
nen sich gut fiir die Durchfithrung, weil die Zahlen bereits aufgedruckt sind und man sie
auch vergleichsweise schnell auflegen und wieder wegrdumen kann. Um die Funktionswei-
se besser zu verschleiern, kann jedoch stattdessen auch, wie im Original, mit beschrifteten
Feldern o. a. gearbeitet werden, damit die Lernenden nicht sofort die Verbindung zur
Paritét erkennen.
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3.2 Zweite Klasse (sechste Schulstufe)

3.2.1 Doppelt vertikal

Thema: kartesisches Koordinatensystem
Lehrplanverortung: mit kartesischen Koordinatensystemen arbeiten

Durchfiihrung: Dieser Trick hat in der entsprechenden Quelle bei Gardner (1956 [1])
keinen eigenen Namen, weshalb die Bezeichnung sich am zugrundeliegenden Verfahren
der Trickbeschreibung orientiert. Behrends (2015 [4]) erwdhnt die hier beschriebene Vor-
gehensweise im Rahmen der Erlduterungen zu Beginn eines Kapitels iiber Codierung
von Informationen. Wir legen sechzehn Spielkarten Zeile fiir Zeile in einem vier mal vier
Gitter auf und bitten unser Gegeniiber, sich eine davon auszusuchen. Nachdem das ge-
schehen ist, fragen wir nach der vertikalen Position der Karte. Sobald wir diese wissen,
nehmen wir die Karten spaltenweise auf und teilen sie ein weiteres Mal Zeile fiir Zeile
aus. Danach fragen wir erneut nach der vertikalen Position der Karte und kénnen mit
dieser Information sofort die gesuchte Karte identifizieren.

Funktionsweise: Das Prinzip des Tricks ist vergleichsweise einfach. Nach dem ersten
Durchgang konnen wir die Karte bereits auf vier von sechzehn Moglichkeiten eingrenzen.
Im néchsten Schritt versuchen wir zu verschleiern, dass nun nach der fehlenden horizon-
talen Position der vorigen Platzierungen gefragt wird.

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Um die Funktionsweise des Tricks mehr
oder weniger offensichtlich zu machen, kénnen stattdessen auch mehr oder weniger Kar-
ten zum Einsatz kommen. Falls er ein weiteres Mal vorgefiihrt wird, konnen wir stattdes-
sen auch zweimal nach der horizontalen Position fragen und miissen dabei nur bertick-
sichtigen, dass wir die Karten zeilenweise aufnehmen und dann Spalte fiir Spalte ablegen.

Falls jemand es nicht schafft, den Trick zu durchschauen, wire eine weitere Hilfestel-
lung, ihn schon nach dem ersten Durchgang aufzulésen. Dazu fragt man zuerst nach der
vertikalen und dann nach der horizontalen Position, wodurch anschaulich klar werden
sollte, dass wir beim zweiten Durchgang lediglich die Orientierung getauscht haben.
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3.2.2 Funffacher Poker
Thema: Teilbarkeit und Vielfache

Lehrplanverortung:

e wichtige Teilbarkeitsregeln kennen und anwenden kénnen

e mit Vielfachen und Teilern natiirlicher Zahlen sowie mit Aussagen iiber Teilbarkeit
arbeiten

Durchfithrung: Wir suchen uns vier weitere Personen und teilen jeweils fiinf Karten
aus. Jede Person wihlt eine Karte in ihrem Blatt aus, merkt sie sich und legt anschlie-
Bend alle Handkarten verdeckt zuriick auf den Tisch, wo sie der Reihe nach wieder
aufgenommen werden. Danach werden sie der Reihe nach ein weiteres Mal ausgeteilt.
Wir wihlen eines der fiinf Blédtter aus und halten es so hoch, dass wir nur die Riickseiten
der Karten sehen und fragen in die Runde, ob jemand seine oder ihre Karte sieht. Falls
jemand bejaht, konnen wir die gesuchte Karte sofort identifizieren, obwohl wir lediglich
ihre Riickseite sehen.

Funktionsweise: Dieser Trick baut auf demselben Prinzip auf wie jener mit den beiden
vertikalen bzw. horizontalen Positionen. Aufgrund der Reihenfolge beim Aufnehmen der
Karten wissen wir beim Austeilen, dass die jeweils erste Karte von allen Personen ur-
spriinglich Teil desselben Blatts waren. Das ist, je nachdem, ob wir im oder gegen den
Uhrzeigersinn austeilen, das der ersten oder letzten Person in der Runde. Dasselbe gilt
auch fiir die restlichen Karten. Falls wir die Blétter nach dem ersten Durchgang im Uhr-
zeigersinn beginnend mit der Person links neben uns aufheben, liegen ihre fiinf Karten
ganz unten im Stapel und werden dementsprechend als letzte wieder ausgeteilt. Wenn
wir dann zuféllig das Blatt aufheben, in dem die Person links von uns ihre Karte sieht,
wissen wir sofort, dass es die letzte sein muss, die ausgeteilt wurde (je nach Auffichern
die linke oder rechte Karte).

Mboéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Um die Funktionsweise des Tricks mehr
oder weniger offensichtlich zu machen, kénnen wir bei mehrmaliger Durchfithrung die
Reihenfolge des Austeilens, Aufnehmens und Auffacherns variieren oder stets gleich be-
lassen. Die Anzahl der Karten und Personen kann ebenfalls verdndert werden, wobei
darauf geachtet werden, dass diese iibereinstimmt.

Um die Funktionsweise zu veranschaulichen kann der Trick mit aufgedeckten bzw. um-
gedrehten Karten durchgefiihrt werden. Zusétzlich dazu kénnte man Karten in aufstei-
gender Reihenfolge austeilen, sodass die vier anderen Personen zum Beispiel jeweils die
Karten von Ass bis Fiinf der gleichen Spielfarbe auf der Hand haben. Nach dem zweiten
Mal austeilen diirfte dann anschaulich klar sein, was passiert, da nun jede Person jeweils
vier Karten mit gleichem Rang und eine zusitzliche aus unserem urspriinglichen Blatt
in der Hand hélt. Aus diesem Grund eignet sich auch die vier Reiter (siche Anhang 4)
als Voriibung zu diesem.
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3.2.3 Aus fiinf mach vier

Thema: Symmetrie
Lehrplanverortung: einfache symmetrische Figuren erkennen und herstellen kénnen
Durchfithrung: Ray (1992 [38]) stellt diesen Trick vor, bei dem wir nur die vier Fiinfer

eines Standard-Decks bendtigen. Die Aufgabe besteht darin, die Karten so aufzulegen,
dass auf jeder Karte nur noch vier Symbole zu sehen sind.

Funktionsweise: In der Regel versuchen viele Lernende zunéchst die Karten aufzufichern,
sodass jeweils nur noch vier Symbole zu sehen sind. Diese Uberlegung ist grundsétzlich
sinnvoll und wichtig fiir die tatséchliche Losung des Problems. Allerdings funktioniert
das fiir die oberste Karte nicht. Um das zu gewéhrleisten, miissen wir die Karten im
Kreis iibereinander legen (siche Abbildung 3.2).

Abbildung 3.2: links: eine allgemeine Losung, rechts: eine rotationssymmetrische Losung.
(eigene Abbildung)

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Sobald die Losung bekannt ist, konnen
sich die Lernenden noch iiberlegen, was geéindert werden miisste, damit das entstande-
ne Gebilde tatsédchlich rotationssymmetrisch ist. Dazu miissten vier Fiinfer der gleichen
Spielfarbe verwendet werden (siehe Abbildung 3.2). Im Anschluss soll nach Begriindun-
gen gesucht werden, warum es keine achsensymmetrische Losung geben kann. Altere
Lernende, die bereits mit dem Thema Kombinatorik vertraut sind, kénnen sich zusétz-
lich dazu auch noch iiberlegen, wie viele verschiedene Losungen es fiir die Fiinfer der
vier Spielfarben gibt, wenn wir alle moglichen Anordnungen beriicksichtigen. Eine ent-
sprechende Ausarbeitung befindet sich im Anhang 4.
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3.2.4 Kartenwette
Thema: Teilbarkeit und Vielfache

Lehrplanverortung:

e wichtige Teilbarkeitsregeln kennen und anwenden kénnen

e mit Vielfachen und Teilern natiirlicher Zahlen sowie mit Aussagen iiber Teilbarkeit
arbeiten

Durchfiihrung: Die folgende Erkldrung wurde abgeéndert nach Gardner (1956 [1]).
Wir legen das Kartendeck in die Mitte, wobei es keine Rolle spielt, ob die Karten aufge-
deckt oder verdeckt liegen. Anschlielend nehmen wir und unser Gegeniiber abwechselnd
mindestens eine, aber hochstens fiinf Karten weg. Wer die letzten Karten wegnimmt, hat
gewonnen bzw. wer keine mehr nehmen kann, verliert. Falls unser Gegeniiber beginnt
und die optimale Strategie nicht kennt, ist die Wahrscheinlichkeit sehr hoch, dass wir
gewinnen, und wenn wir beginnen diirfen, ist uns der Sieg garantiert.

Funktionsweise: Unser Ziel ist, dafiir zu sorgen, dass die Anzahl der im Stapel ver-
bleibenden Karten nach jedem unserer Ziige eine bestimmte Eigenschaft aufweist, und
zwar soll es sich dabei stets um ein Vielfaches der maximalen Anzahl an Karten, die wir
wegnehmen diirfen, plus eins handeln.

— Beispiel: Angenommen wir spielen eine vergleichsweise einfache Variante mit ins-
gesamt nur zehn Karten und maximal drei Karten pro Zug. Falls wir beginnen diirfen,
ziehen wir zwei Karten, damit danach noch 2- (3 + 1) = 2 -4 = 8 iibrig bleiben. Falls
unser Gegeniiber im néchsten Zug nur eine Karte zieht, ziehen wir im darauffolgenden
drei, bei zwei Karten ziehen wir ebenfalls zwei und bei drei Karten nur eine, um dafiir
zu sorgen, dass auf jeden Fall 1-(3+ 1) = 1-4 = 4 Karten iibrig bleiben. Nun spielt
es keine Rolle mehr, wie viele Karten unser Gegeniiber zieht, da wir auf jeden Fall die
verbleibenden Karten nehmen kénnen und so garantiert gewinnen.

Diese Uberlegung lisst sich auf beliebig viele Karten iibertragen. Im Falle der weiter
oben beschriebenen Variante wiirden zu Beginn also vier Karten wegnehmen, sodass
noch 8 - 6 = 48 Karten im Stapel verbleiben. Falls unser Gegeniiber beginnt, versuchen
wir, so bald wie moglich auf ein Vielfaches von sechs zu kommen.

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Wir kénnen verschiedene Parameter
dndern. Je mehr Karten im Spiel sind, desto iiberwiltigender wirkt es mitunter auf
Personen, denen die Strategie noch nicht bekannt ist. Danilyuk [12] stellt eine Varian-
te mit dreiffig Karten vor, bei der hochstens sechs weggenommen werden diirfen. Es
kann dementsprechend forderlich sein, die Gesamtanzahl an Karten zu verringern, und
zwar vor allem dann, wenn man die Funktionsweise erklédrt. Fiir leistungsschwéchere
Lernende kann es auch hilfreich sein, die maximale Anzahl an Karten, die in einem Zug
weggenommen werden kann, zu verringern.
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3.3 Dritte Klasse (siebte Schulstufe)
3.3.1 Das berechnete Abheben

Thema: Terme und Gleichungen

Lehrplanverortung:
e Formeln in Sachsituationen aufstellen kénnen
e Formeln (bzw. Terme) umformen und durch Rechenregeln begriinden kénnen

e Aufgaben aus Anwendungsbereichen durch Umformungen von Formeln oder Ter-
men l6sen kénnen

e Lineare Gleichungen und Formeln umformen
e Lineare Gleichungen mit einer Unbekannten durch Aquivalenzumformungen lésen

Durchfithrung: Wir bitten unser Gegeniiber eine eher geringe Anzahl an Karten
abzuheben. Anschlieend heben wir so viele Karten ab, dass wir sicher mehr haben als
unser Gegeniiber. Angenommen es sind elf und wir haben achtzehn. Nun wéhlen wir
eine eher kleine Zahl wie zum Beispiel drei und verlautbaren, dass wir drei Karten mehr
haben als unser Gegeniiber und dann noch einmal so viele iibrig bleiben, um auf fiinf-
zehn zu kommen. Wir bitten unser Gegeniiber gleichzeitig die Handkarten abzulegen und
dabei mitzuzidhlen. Danach werden dementsprechend zwei Stapel mit jeweils elf Karten
aufliegen. Anschlieend legen wir die angekiindigten drei auf unseren Stapel dazu, so-
dass wir noch vier Karten auf der Hand haben. Danach zdhlen wir von elf weiter und
landen mit den vier Karten bei fiinfzehn. Es spielt keine Rolle, wie oft wir den Trick
durchfiithren. Jedes Mal &ndert sich die Vorhersage und trotzdem behalten wir Recht.

Funktionsweise: Beim Trick wird nicht nur der Eindruck erweckt, dass wir die An-
zahl der Karten unseres Gegeniibers kennen, sondern dass diese auch einen Einfluss auf
unsere Vorhersage hat. In Wirklichkeit geht es aber lediglich darum, dass wir mehr Kar-
ten abgehoben haben und eine Zahl abziehen, die klein genug ist, damit noch ein Rest
bleibt. Sei z die Anzahl der Karten, die wir abheben und y jene unseres Gegeniibers.
Falls x > y gilt, ist x —y = 2 die Differenz der beiden Anzahlen. Wenn wir also eine Zahl
n wahlen, die kleiner ist als z und die entsprechende Anzahl an Karten von unserer ab-
ziehen, bleibt ein noch kleinerer Rest r iibrig. Diesen kénnen wir im Zuge der Erklarung
als scheinbar magische Eingebung verschleiern, obwohl wir noch gar nicht wissen, welche
Zahl sich dahinter versteckt: x =y +z2=y+n+r.

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Wir kénnen, #hnlich wie bei einigen
anderen Tricks, die Grundgesamtheit einschrdnken oder stattdessen auch auf das ganze
Deck bzw. sogar auf mehrere Decks ausweiten, um den Effekt noch eindrucksvoller zu
machen. Fiir leistungsschwichere Lernende empfiehlt sich das Gegenteil.
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3.3.2 (Kopfgeld)-jager

Thema: Terme

Lehrplanverortung:
e Formeln in Sachsituationen aufstellen konnen
e Formeln (bzw. Terme) umformen und durch Rechenregeln begriinden kénnen

e Aufgaben aus Anwendungsbereichen durch Umformungen von Formeln oder Ter-
men l6sen konnen

Durchfiihrung: Liljedahl [28] nennt diesen Trick Jack the Bounty Hunter, wéhrend
Woo [50] ihn lediglich als Jack the Hunter bezeichnet. Der Name des Tricks rithrt daher,
dass der Bube in der englischen Sprache als Jack bezeichnet wird. Zuerst suchen wir uns
also einen Buben als (Kopfgeld-)Jdger aus dem Deck. Danach zieht unser Gegeniiber
eine Karte als Beute bzw. Ziel (engl. target card) aus dem Deck und merkt sie sich.

Danach teilen wir zwei Stapel mit jeweils fiinfzehn Karten aus. Unser Gegeniiber hebt
von jedem Stapel ein Paket ab und legt es daneben ab. Dann darf es die Beute verdeckt
auf eines der vier dadurch entstandenen Pakete ablegen. Die Beute liegt nun also auf
einem der beiden Pakete eines Stapels mit fiinfzehn Karten. Wir legen daraufhin den
Jager aufgedeckt auf eines der beiden anderen Pakete.

Im néchsten Schritt werden die Pakete wieder wie folgt auf einen Stapel zusammen-
gelegt. Vom einen Stapel mit fiinfzehn Karten wird das Paket ohne Jéger auf jenes mit
der Beute gelegt und jenes ohne Beute auf das mit dem Jéger. Anschliefend wird der
Teilstapel mit dem Jéger auf jenen mit der Beute gelegt. Danach beginnen wir mit der
Jagd. Dazu teilen wir die Karten des Stapels abwechselnd in zwei Stapel auf und achten
dabei darauf, in welchen Stapel der Jager wandert. Diesen heben wir anschliefend auf
und beginnen erneut mit dem Austeilen. Wir machen so weiter bis nur noch zwei Karten
iibrig bleiben: Der Jéger und die Beute.

Funktionsweise: Die Anzahl der Karten wird mit jedem Austeilen halbiert, da wir
stets zwei Stapel bilden: FEinen Stapel mit allen Karten an einer ungeradzahligen und
einen mit jenen an einer geradzahligen Position. Die Reihenfolge, in der wir die Stapel zu
Beginn wieder zusammenlegen, ist wichtig, damit auf jeden Fall eine ungerade Anzahl an
Karten zwischen Jéger und Beute liegt. Vor dem ersten Austeilen liegen noch fiinfzehn
Karten dazwischen. Danach nur noch sieben, nach dem zweiten Mal nur noch drei und
nach dem dritten nur noch eine. Nach dem letzten Austeilen landen sowohl Jéger als
auch Beute automatisch auf demselben Stapel.

Moglichkeiten der Binnendifferenzierung: In diesem Fall bietet es sich an, mit
einem Lageplan zu arbeiten. Auf diesem konnen Hinweise und/oder Markierungen fiir
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die vier Karten als Strukturierungshilfe platziert werden, damit die Lernenden sich auf
die Schrittfolge des Tricks konzentrieren kénnen, ohne lange iiberlegen zu miissen, wo
welches Paket abgelegt werden soll. Eine entsprechende Vorlage befindet sich im Anhang
4. Die Pakete P; und P, bilden dabei einen Teilstapel mit fiinfzehn Karten und P3 oder
P4 den anderen. Die Beute wird nun o. B. d. A. auf P; oder P, platziert und der Jager
auf P3 oder Pj. Der Stapel setzt sich danach (von oben nach unten), je nachdem, auf
welchen Paketen Beute und Jéiger liegen, wie folgt zusammen:

e Beute auf P; und Jager auf Ps: P, — P;— Py — P;
e Beute auf P, und Jager auf P3: P, — P35 — Py — P
e Beute auf P, und Jager auf Py: P — Py — P3s — P
e Beute auf P, und Jager auf Py: P, — Py — P3s — P,

Da die Anzahl der Karten zwischen Jager und Beute ist stets eine Zweierpotenz mit
Exponent grofler gleich 3 ist, kann der Trick auch mit weniger oder mehr Karten durch-
gefithrt werden. Mit einem Kartendeck wére die Durchfithrung auch mit nur 8 oder 16
moglich. Fiir 64 Karten hingegen wiirden wir bereits zwei Kartendecks benétigen, fiir
128 drei, und so weiter.
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3.3.3 Countdown

Thema: Termumformungen

Lehrplanverortung: Formeln (bzw. Terme) umformen und durch Rechenregeln be-
griinden kénnen

Durchfiihrung: Liljedahl [28] stellt gleich mehrere Tricks vor, welche sich die Eigen-
schaften von Karten als Zahleinheiten und ihren Werten zunutze machen. Seine Variante
dieses Tricks, die er als Counting Down From 10 bezeichnet, entspricht eher einem Ge-
dankenlesetrick, wihrend die von Morgan & Ginther (1994 [32]) schlicht The Ninth Card
genannte Version einem Vorhersagetrick entspricht. Garnder [1] hingegen bezeichnet das
Original schlicht als Eine erstaunliche Vorhersage und fiigt hinzu, dass der namensge-
bende Countdown vermutlich erst im Zuge von Henry Christs Variante dazu kam. Der
grundlegende Ablauf ist zwar gleich, aber da Liljedahls Arbeitsschritte zu Beginn noch
keine Schliisse auf die Funktionsweise zulassen, wird zunéchst diese geschildert.

Wir heben am Anfang neun Karten ab und lassen unser Gegeniiber eine davon ziehen,
um sie sich zu merken. Woo [49] legt die neun Karten dazu in einem drei mal drei Raster
auf und ldsst jemanden aus dem Publikum die gewiinschte Zeile und Spalte auswéhlen.
Anschlieflend legen wir diese wieder verdeckt auf die verbleibenden acht Karten und den
restlichen Stapel dariiber. Nun beginnen wir mit dem Countdown und fangen an, von
zehn herunterzuzihlen. Dabei legen wir jeweils eine Karte aufgedeckt auf einen Stapel
ab. Bube, Dame und Konig haben in diesem Fall alle den Rang zehn. Falls der Rang der
abgelegten Karte zufillig der Zahl entspricht, die wir gerade genannt haben, ist dieser
Stapel fertig und wir beginnen mit dem néchsten.

— Beispiel: Wir beginnen mit zehn und decken #5 auf. Da die Karte nicht dem Wert
zehn entspricht, machen wir weiter mit neun und decken YK auf. Diese Karte entspricht
in diesem Fall dem Wert zehn und stimmt somit nicht mit der zuletzt genannten Zahl
iiberein. Wir machen weiter mit acht und decken €8 auf. Da der Wert mit der Zahl
iibereinstimmt, sind wir mit diesem Stapel fertig und beginnen mit dem néchsten.

Falls wir bei einem Stapel bis zur eins herunterzidhlen, ohne dass einer der Rénge mit
der jeweils genannten Zahl iibereinstimmt und wir den Zahlvorgang abbrechen, legen
wir danach noch eine weitere Karte verdeckt auf den Stapel und schieben ihn zur Seite.

— Beispiel: Wir decken der Reihe nach €4-94-93-d3-VA-¢D-#5-¢3-#5-¢K auf und
legen deshalb anschliefend noch eine weitere Karte verdeckt auf den Stapel und schieben
ihn zur Seite, bevor wir mit dem néchsten beginnen.

Nachdem wir das insgesamt viermal gemacht haben, sollten noch Karten in unserer

Hand iibrig sein. Nun zéhlen wir die Ringe der aufgedeckten Karten auf allen Stapeln
zusammen und legen dementsprechend viele Karten von unseren Handkarten ab. Die
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letzte Karte ist dabei jene, die unser Gegeniiber zuvor gezogen hat.

— Beispiele:

1) Die aufgedeckten Karten der vier Stapel sind #4, €5, #Q und 7. Deshalb legen wir
445410+ 7 = 26 Karten ab.

2) Einer der vier Stapel wurde beiseite gelegt und die aufgedeckten Karten auf den rest-
lichen drei sind €6, #A und ®B. Deshalb legen wir 6 + 1 + 10 = 17 Karten ab.

Funktionsweise: Damit der Trick gelingt, miissen wir eine bestimmte Karte kennen.
Falls wir die Karten mit der Riickseite nach oben betrachten, ist es die Karte an der
neunten Position von unten und umgekehrt. Bei Liljedahls Variante wird im Zuge der
Vorbereitungen sichergestellt, dass sich die gezogene Karte an der entsprechenden Po-
sition im Stapel befindet. In diesem Fall spielt es also keine Rolle, dass wir gar nicht
wissen, um welche Karte es sich handelt.

Morgan & Ginther hingegen schlagen eine subtilere Vorgehensweise vor: Zu Beginn
durchsuchen wir das Deck nach den vier Zehnern, die wir als Startpunkte auflegen,
um nachher davon herunterzuzdhlen. Wahrend wir das tun, merken wir uns nebenbei
die entsprechende neunte Karte fiir eine Vorhersage. In diesem Fall beginnen wir unsere
Zahlvorginge also jeweils mit neun statt zehn. In weiterer Folge gehen wir dhnlich vor
wie bei der anderen Variante und miissen uns nur noch entscheiden, ob wir die Vorher-
sage bereits zu Beginn irgendwo notieren oder erst kurz bevor die letzte Karte abgelegt
wird verlautbaren méchten.

Der Grund fiir das Gelingen des Tricks héngt mit der Anzahl der abgelegten Karten
in den vier Stapeln zusammen, da diese jeweils elf minus dem Rang der aufgedeckten
Karte ganz oben entspricht. Bei einem zur Seite geschobenen Stapel hat die verdeckte
Karte ganz oben dementsprechend den Rang null. Falls ein Stapel beiseite gelegt wurde,
hat dieser den Wert null.

— Beispiele:

1) Falls die oberste Karte auf einem Stapel €3 ist, liegen insgesamt 11 — 3 = 8 Karten
in diesem Stapel.

2) Falls die oberste Karte auf einem Stapel verdeckt ist und dieser deshalb beiseite ge-
schoben wurde, liegen insgesamt 11 — 0 = 11 Karten in diesem Stapel.

Wenn wir die Rénge der Karten auf den vier Stapeln mit a, b, ¢ und d bezeichnen, ist die
Anzahl der Karten insgesamt (11 —a)+ (11 —=b)+ (11 —c+(11—d) = 44— (a+b+c+d)
und jene der Karten im gesamten Deck 52— (44— (a+b+c+d)) = 8+ (a+b+c+d). Des-
halb kénnen wir die Summe der Rénge der aufgedeckten Karten austeilen und erreichen
dadurch stets die gleiche Position im Deck. Falls der Extremfall eintritt und bei allen vier
Stapeln bis zur eins gezdhlt wird, liegen am Ende 44 Karten auf den vier Stapeln. Da
jedoch alle vier Stapel mit einer Karte bedeckt und zur Seite gelegt wurden, ist die Sum-
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me der Karten, die wir im nichsten Schritt ablegen sollen gleich null. In diesem Fall ist
die gesuchte Karte also ganz einfach jene, die zuletzt auf den vierten Stapel gelegt wurde.

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Beide Varianten haben gewisse Vorteile.
Bei jener von Morgan & Ginther fungieren die vier Zehner als eine Art visuelle Hilfe,
wéhrend jene von Liljedahl und Woo bereits einen Hinweis auf die entsprechende Posi-
tion der gesuchten Karte im Deck geben. Es hingt also davon ab, ob man den Fokus
mehr auf die selbststdndige Durchfithrung bzw. das Erlernen des Tricks oder die Ent-
schliisselung der Funktionsweise legen mochte.

Die grundlegende Funktionsweise dieses Tricks macht es auch méglich, sich verschiede-
ne eigene Abwandlungen zu {iberlegen. Grime stellt eine Variante mit nur drei Stapeln
vor [16]. Gardner merkt an, dass es in diesem Fall im Grunde keine Rolle spielt, welche
Karten verwendet werden, solange es insgesamt 52 sind. Wir kénnen jedoch auch die
Gesamtanzahl der Karten auf 55 erhShen, indem wir drei Joker zum Deck hinzufiigen.
Dadurch kénnen wir sogar fiinf statt vier Stapel fiir die Zahlvorgénge nutzen. Da wir in
diesem Fall stets bei der untersten Karte landen, eignet sich diese Variante nicht unbe-
dingt fiir eine Vorfithrung, sondern eher fiir die Veranschaulichung des Prinzips.

Woo arbeitet mit seinen Lernenden zunéchst eine numerische Ubersicht der Standard-
Variante aus, die er anschliefend in eine allgemeingiiltige algebraische Notation iiber-
leitet. Zunéchst miissen wir dafiir beriicksichtigen, wie viele Karten zu Beginn aus dem
Deck entnommen werden. In der Standard-Variante des Tricks sind das 9 Stiick. Dadurch
verbleiben noch 43 Karten im Deck und die gesuchte Karte befindet sich in diesem Fall
stets an der 9. Position von unten bzw. der 44. Position von oben. Anschlieflend werden
vier Stapel gebildet, die jeweils bis zu 11 Karten beinhalten konnen, weil immer von 10
heruntergezahlt wird.

Wir gewinnen dabei drei wichtige Erkenntnisse: Erstens ist die Zahl, von der herun-
tergezéhlt wird stets um eins weniger als die maximale Anzahl der Karten pro Stapel,
zweitens ergibt sich die Position der gesuchten Karte von oben durch das Produkt aus
der Anzahl der Stapel und der maximalen Anzahl an Karten pro Stapel und drittens
erhalten wir die Anzahl der Karten, aus denen zu Beginn eine ausgewéhlt werden darf,
indem wir dieses Produkt minus eins von der Anzahl aller Karten um Deck abziehen. An
dieser Stelle sei noch angemerkt, dass dreizehn i. A. die grofite Zahl darstellt, von der
wir herunterzéhlen kénnen ist. Es sei denn, wir weisen bestimmten Karten noch hohere
Rénge zu oder fiigen dementsprechend zusétzliche Karten hinzu.

Allgemein betrachtet sind die beiden entscheidenden Parameter des Tricks also ledig-
lich die Anzahl der Stapel n sowie die Anzahl der Karten, die héchstens auf einem dieser
Stapel liegen konnen k. Die Zahl, von der wir anschlieend herunterzéhlen ist dement-
sprechend k — 1, die Position der gesuchten Karte n -k und die Anzahl der verbleibenden
Karten zu Beginn n -k — 1. Die Anzahl der Karten, aus denen eine gezogen wird erhalten
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wir mit 52— (n-k—1) =53 —n k.

— Beispiel: Falls wir mit einem Standard-Deck arbeiten und stattdessen n = 7 Stapel
mit jeweils hochstens & = 6 Karten haben mochten, wiirden wir von 5 herunterzéhlen,
die gesuchte Karte wiirde sich an der 7 -6 = 42. Position von oben befinden und wir
wiirden sie zu Beginn aus 53 — 42 = 11 Karten auswéhlen.

Liljedahl [28] stellt eine Abwandlung mit dem Namen Count to 10 vor. Da ihre Durchfiithrung
vergleichsweise weniger kompliziert ist, bietet sie sich besonders fiir die Arbeit mit leis-
tungsschwicheren Lernenden an. Dabei werden zuerst zwolf Karten verdeckt aufgelegt.
Das kann man auch jemanden aus dem Publikum machen lassen. Anschliefend werden
vier davon aufgedeckt und nebeneinander gelegt. Die restlichen acht Karten kommen
ganz unten in den Stapel. Danach wird ausgehend vom Wert der vier aufgedeckten Kar-
ten jeweils bis zehn weiter gezéhlt (Bube, Dame und Koénig haben hier ebenfalls den
Rang zehn). Dabei wird fiir jede weitere Zahl bis zehn jeweils eine Karte verdeckt auf
den jeweiligen Stapel gelegt.

— Beispiel: Falls die erste aufgedeckte Karte die #7 ist, beginnen wir bei sieben und
zéhlen von dort aus weiter. Wir legen also drei weitere Karten fiir acht, neun und zehn
verdeckt auf den Stapel und machen dann mit dem n#chsten Stapel weiter.

Sobald wir mit den vier Stapeln fertig sind, zdhlen wir die Rénge der urspriinglichen
vier Karten zusammen und legen entsprechend viele Karten vom restlichen Stapel ab.
Zum Schluss kénnen wir den Rang der letzten aufgedeckten Karte vorhersagen.

— Beispiel: Die vier urspriinglich aufgedeckten Karten der vier Stapel sind #2, B,
#B und ¥8. Deshalb legen wir 2 + 10 + 10 + 8 = 30 Karten ab.

Dieser Trick stellt eine Art Umkehrung der Standard-Variante dar und basiert auf dem-
selben Prinzip. Wir haben es auch hier auf die Karte an der neunten Position von
unten abgesehen. Um diese herauszufinden, geniigt es, die unterste Karte des Decks zu
erspahen, wiahrend unser Gegeniiber damit beschéftigt ist, vier der zwolf Karten aus-
zuwéhlen. Da die restlichen acht Karten anschliefend wieder ganz nach unten wandern,
befindet sich die gesuchte Karte dann automatisch an der gewiinschten Position.
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3.4 Vierte Klasse (achte Schulstufe)
3.4.1 Rot und Schwarz

Thema: Gleichungssysteme

Lehrplanverortung:

e Sicherheit beim Arbeiten mit Variablen, Termen, Formeln und Gleichungen stei-
gern

e mit Termen, Gleichungen mit einer Variablen und Formeln in vielfaltigen Situa-
tionen arbeiten

e lineare Gleichungssysteme in zwei Variablen aufstellen und l6sen

e Verfahren zum Losen von linearen Gleichungssystemen (zwei Gleichungen mit zwei
Variablen) nutzen kénnen

Durchfiihrung: Schwankl (2021 [41]) nennt diesen Trick Farbentelekinese. Wir mi-
schen das Kartendeck und teilen danach immer abwechselnd eine Karte aufgedeckt und
eine verdeckt aus. Falls wir eine schwarze Karte ziehen, legen wir sie auf einen eigenen
Stapel ab. Anschlieflend legen wir stets eine verdeckte Karte auf einen Stapel daneben.
Falls wir hingegen eine rote Karte ziehen, machen wir das Gleiche mit zwei eigenen Sta-
peln. Dadurch entstehen also insgesamt vier Stapel, von denen jeweils zwei aufgedeckt
und verdeckt sind, es sei denn, ein Spezialfall tritt ein, indem wir ausschlieflich schwarze
oder rote Karten aufdecken und dementsprechend nur zwei Stapel mit jeweils 26 Karten
erhalten.

Woo [48] empfiehlt bei der Durchfithrung mit einer Schulklasse an dieser Stelle noch ein-
mal extra zu betonen, dass jede Person voraussichtlich eine andere Verteilung der schwar-
zen und roten Karten haben wird. Das liegt daran, dass es 52! verschiedene Moglichkeiten
fiir die Anordnung aller Karten im Deck gibt. Dadurch kommt nach so gut wie jedem
Mischvorgang eine noch nie zuvor aufgetretene Sortierung zustande, was das Gelingen
des Tricks fiir die Teilnehmenden spéater umso verbliiffender macht.

Sobald wir das gesamte Deck auf diese Weise vor uns abgelegt haben, stellen wir ei-
ne kithne Behauptung auf. Obwohl wir nicht gesehen haben, welche Karten auf den
beiden verdeckten Stapeln abgelegt wurden, kénnen wir trotzdem etwas iiber ihre Ver-
teilung sagen. Wir wissen ndmlich, dass nun mit Sicherheit gleich viele schwarze Karten
im verdeckten Stapel neben den aufgedeckten schwarzen Karten liegen wie rote Karten
im verdeckte Stapel neben den aufgedeckten roten Karten. Doch damit nicht genug: Un-
ser Gegeniiber darf sogar noch eine Zahl nennen, die allerdings maximal gleich grof} sein
darf, wie die Anzahl der Karten im kleineren verdeckten Stapel. Anschlielend diirfen
entsprechend viele Karten aus dem einen verdeckten Stapel mit Karten aus den anderen
getauscht werden und trotzdem geht unsere Wette auf.
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Funktionsweise: In weiterer Folge nennen wir den aufgedeckten Stapel mit den schwar-
zen Karten S und jenen mit den roten R. Wir kennzeichnen die verdeckten schwarzen
und roten Karten zusétzlich mit einem entsprechenden Index, um anzugeben, ob sie sich
im komplementéren Stapel der schwarzen oder roten Karten befinden. Sy und Ry stehen
also fiir die verdeckten Karten unter .S und S, und R, fiir jene unter R.

Nun schreiben wir die Stapel als Gleichungssystem auf, da wir einige Teilsummen ken-
nen. Wir wissen nédmlich, dass die verdeckten Karten stets gleich viele sind wie der
korrespondierende Stapel mit den schwarzen bzw. roten Karten:

I1:5=5S,+ R,
II:R=S5,+ R,

Dariiber hinaus wissen wir, dass es gleich viele schwarze wie rote Karten gibt:
I1I11:5+4+ S5+ S =R+ Rs+ R,

Wenn wir nun die beiden vorigen Gleichungen in die dritte einsetzen, erhalten wir:

LI IIT 2 (Ss+ Ry) + 85+ S, = (S, + R,) + Ry + R,

2'S8+Rs+Sr:Sr+2'Rr+Rs |_R35_Sr
2- S+ R+ 5 =5 +2- R+ J |:2
Ss =R,

Nach ein paar elementaren Umformungen erhalten wir also die Begriindung dafiir, warum
der Trick funktionieren muss. Nun bleibt noch zu zeigen, warum auch das Tauschen der
Karten keinerlei Unterschied macht, doch auch das ist schnell erklédrt. Beim Tauschen
zweier Karten konnen drei verschiedene Fille eintreten:

1. Zwei schwarze Karten werden miteinander getauscht.
2. Zwei rote Karten werden miteinander getauscht.
3. Zwei Karten verschiedener Spielfarben werden miteinander getauscht.

In den ersten beiden Féllen bleiben die Anzahlen schwarzer und roter Karten gleich. Im
dritten Fall &ndern sich diese zwar, aber das dndert nichts an der Gleichheit der beiden
Anzahlen, da diese entweder in beiden Stapeln um eine Karte zu- oder abnimmt.

Mboéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Als Einstieg in die Erkldrung des ma-
thematischen Hintergrunds bietet sich eine vereinfachte Version des Tricks in Form eines
Rétsels an: ,,Als die Finnahmen einer Zaubershow gezdhlt werden, fallen versehentlich
hundert Miinzen auf den Boden. Neunzig von ithnen zeigen Kopf und zehn zeigen Zahl.
Als wire das nicht schon genug, geht kurz darauf auch noch das Licht aus. Erstaun-
licherweise kann man die Miinzen in zwei Haufen sortieren, sodass in beiden Stapeln
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gleich viele Miinzen Zahl zeigen. Doch wie ist das mdglich?“

Da nicht vorgegeben ist, wie viele Miinzen in einem Haufen sein miissen, kénnen wir
einen mit neunzig und einen mit zehn Miinzen bilden. Anschliefend drehen wir einfach
alle Miinzen im kleineren Haufen einmal um und kénnen gewiss sein, dass nun in beiden
Haufen gleich viele Miinzen Zahl zeigen. Wir kénnen mithilfe eines Gleichungssystems
veranschaulichen, warum das immer so ist.

Koo steht dabei fiir die Anzahl der Miinzen, die Kopf zeigen und sich im Haufen mit
den neunzig Miinzen befinden und K fiir jene im Haufen mit den zehn Miinzen. Das
Gleiche gilt fiir Zgp und Z19. Wir wissen, dass es insgesamt 90 Miinzen gibt, die Kopf
zeigen und 10, die Zahl zeigen:

I: Kgy+ K19 =90
11 : Zgg+ Z190 =10

Abgesehen davon setzen sich die Anzahlen der Miinzen in den beiden Haufen aus zwei
Teilmengen von Miinzen mit Kopf oder Zahl zusammen (wobei auch null eine mégliche
Menge ist):

11T : Kgg + Zgg = 90
1V : Ko+ Z10 =10

Wir kénnen nun entweder die erste und dritte oder die zweite und vierte Gleichung
gleichsetzen und kommen mit einer elementaren Umformung darauf, dass die Anzahl
der Miinzen mit Zahl im groflen Haufen gleich ist wie jene mit Kopf im kleinen. Dadurch
sollte sofort anschaulich klar sein, warum das Umdrehen des kleineren Haufens dazu
fithrt, dass die Anzahl der Miinzen, die Zahl zeigen, in beiden Haufen iibereinstimmt.

Das Rétsel mit den Miinzen kann problemlos auf ein Kartendeck iibertragen werden.
Statt Kopf und Zahl arbeiten wir dann mit den Eigenschaften auf- und zugedeckt. Da
die Losung auf demselben Prinzip basiert wie der Kartentrick mit Rot und Schwarz,
dient dies als Hilfestellung fiir weitere Uberlegungen. Wir kénnen zum Beispiel eine ge-
wisse Anzahl an aufgedeckten und verdeckten Karten mischen und anschliefend in zwei
gleich grofie Stapel teilen. Wir kénnen ohne hinzuschauen dafiir sorgen, dass die Anzahl
der aufgedeckten bzw. verdeckten Karten in beiden Stapeln gleich ist, indem wir einfach
einen der beiden Stapel umdrehen (siehe auch Gardner [1]).

Eine andere Moglichkeit fiir das gesamte Deck funktioniert wie folgt: Wir legen alle
Karten verdeckt auf, drehen uns um und bitten unser Gegeniiber, eine gewisse Anzahl
an Karten aufzudecken, ohne zu verraten, wie viele es sind. Als Néchstes sollen die Kar-
ten auf zwei Stapel aufgeteilt werden, von denen einer aus so vielen Karten besteht, wie
zuvor aufgedeckt wurden. Dabei muss dieser jedoch nicht ausschlielich aus den aufge-
deckten Karten bestehen. Auch in diesem Fall kénnen wir die Behauptung wahr werden
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lassen. Dazu muss lediglich der Stapel mit gleich vielen Karten wie die aufgedeckten
umgedreht werden.

Eine Moglichkeit, um sich an die algebraische Notation heranzutasten, ist zunéchst ein
Beispiel mit Zahlenwerten durchzugehen und erst danach zu versuchen, das Ganze mit
Variablen aufzuschreiben. Woo beginnt mit der Ausarbeitung, indem er den Sachverhalt
zunichst numerisch durchspielt. Dieser Zugang bietet sich insbesondere fiir leistungs-
schwichere Lernende an, weil der Zusammenhang zwischen den Anzahlen der ausgeteil-
ten Karten und den notierten Zahlen unmittelbar klar ist. Er geht erst zur algebraischen
Notation iiber, nachdem alle Beteiligten verstanden haben, wie die Zahlen bei einem
konkreten Beispiel zustande kommen.

In beiden Féllen empfiehlt es sich, bei der Durchfithrung mit einer visuellen Hilfe wie
einem Lageplan oder eine Tabelle fiir die Pakete zu arbeiten. Diese kann entweder durch
die Lehrperson vorbereitet werden oder mit wenig Aufwand von den Lernenden erstellt
werden, indem sie einfach die Umrisse der Karten viermal auf ein Blatt Papier iibertra-
gen. Eine entsprechende Vorlage befindet sich im Anhang 4. Es spielt dabei keine Rolle,
welche Farbe auf welchen Stapel kommt, aber im Rahmen der obigen Erlduterungen
liegt 0. B. d. A. der aufgedeckte schwarze Stapel links oben und der rote rechts oben.
Die Lage der beiden verbleibenden Stapel ergibt sich in weiterer Folge von selbst. Das
Tauschen von Karten in den beiden verdeckten Stapeln am Ende kann der Einfachheit
halber weggelassen oder stattdessen auch mehrere Male wiederholt werden.

Fine andere Herangehensweise, mit der wir das Gelingen des Tricks plausibel machen
konnen, ist die Betrachtung von Spezialfillen wie das Extrembeispiel aus der Erlduterung
weiter oben. Wenn wir nur schwarze Karten aufgedeckt haben, dann liegen alle roten
verdeckt im Stapel daneben und die Behauptung ist mit Sicherheit richtig. In diesem
Fall kénnen nur keine Karten getauscht werden, weil der zweite verdeckte Stapel quasi
aus null Karten besteht. Falls wir stattdessen alle bis auf eine schwarze Karte aufdecken,
liegen anschliefend 25 verdeckte Karten im einen Stapel und eine im anderen. Falls alle
25 verdeckten Karten rot sind, folgt wieder, dass die Behauptung stimmt. Daran wiirde
auch das Tauschen mit der einen Karte im anderen Stapel nichts dndern. Falls die ein-
zelne verdeckte Karte im anderen Stapel rot ist, lduft es auf das Gleiche hinaus. Diese
Uberlegung kann bei Bedarf beliebig lange fortgesetzt werden.
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3.4.2 Thronfolge

Thema: Gleichungssysteme

Lehrplanverortung:

e Sicherheit beim Arbeiten mit Variablen, Termen, Formeln und Gleichungen stei-
gern

e mit Termen, Gleichungen mit einer Variablen und Formeln in vielfiltigen Situa-
tionen arbeiten

e lineare Gleichungssysteme in zwei Variablen aufstellen und l16sen

e Verfahren zum Losen von linearen Gleichungssystemen (zwei Gleichungen mit zwei
Variablen) nutzen kénnen

Durchfiithrung: Matthews [31] nennt diesen Trick Counting Kings, weil die Koni-
ge in diesem Fall den grofiten Wert beim Z#hlen darstellen, wiahrend Liljedahl [28] ihn
schlicht als Count to 13 bezeichnet und somit einfach den entsprechenden Rang der
Karte betont. Man bendétigt dafiir ein vollsténdiges Deck und die Bildkarten Bube, Da-
me und Koénig haben in diesem Fall die Rénge elf, zwolf und dreizehn. Wir beginnen,
indem wir eine Karte aufdecken. Je nachdem, welchen Rang diese Karte hat, wird von
dieser Zahl bis zum Ko6nig weiter gezahlt und fiir jede Zahl eine weitere Karte aufgedeckt.

— Beispiel: Falls die erste Karte #8 ist, zdhlen wir wie folgt weiter: neun, zehn, elf,
zwolf, dreizehn und decken dabei fiinf weitere Karten auf, die wir jeweils auf einen Sta-
pel mit der ersten Karte ganz unten auflegen. Wir haben also einen Stapel mit insgesamt
sechs Karten gebildet.

Sobald wir einen solchen Stapel abgelegt haben, drehen wir ihn um und machen das
Gleiche mit den restlichen Karten, bis wir keinen vollsténdigen neuen Stapel mehr auf
diese Weise bilden konnen. In den meisten Fillen bleiben am Ende Karten iibrig, mit
denen der Vorgang nicht mehr bis zum Ende durchgefithrt werden kann. Diese legen wir
gegebenenfalls auf einen Ablagestapel zur Seite.

Unser Gegeniiber soll nun drei dieser Stapel auswéihlen und alle anderen auf den Ab-
lagestapel legen. Als Néchstes wird jeweils die oberste Karte von zwei dieser Stapel
aufgedeckt. Die oberste Karte des dritten Stapels darf ebenfalls gezeigt werden, aber
wir diirfen sie noch nicht sehen, da wir den Rang dieser dritten Karte auf eine andere
Art und Weise herausfinden werden. Dazu zéhlen wir die A Karten im Ablagestapel.
Falls die obersten Karten der beiden ausgew&dhlten Stapel die Rénge x und y haben,
erhalten wir den Rang z der obersten Karte des dritten Stapels mit folgender Formel:
z=A-10—z—y.
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Funktionsweise: Der Schliissel zur Losung des Tricks liegt in einem linearen Gleichungs-
system. Matthews (2008 [31]) empfiehlt eine durch die Lehrkraft angeleitete Erarbeitung
der zugrundeliegenden Mathematik. Dabei sollte weniger Wert auf das selbststéndige
Losen durch die Lernenden mittels Notation und stattdessen mehr auf die Vorfithrung
eines Anwendungsbeispiels von Gleichungssystemen gelegt werden.

Um ein solches aufzustellen, iiberlegen wir uns zu Beginn, ob wir einen Zusammenhang
zwischen der Anzahl der Karten in jedem Stapel und der aufgedeckten ersten Karte her-
stellen kénnen. Dazu kénnte man alle Lernenden auffordern, jeweils einen solchen Stapel
aufzulegen und dann die Anzahl der Karten zu zéhlen. Wenn eine ganze Schulklasse das
gleichzeitig macht, ist die Wahrscheinlichkeit recht hoch, dass auch alle Moglichkeiten
fiir die erste Karte dabei auftreten.

Anschlieflend kann die Frage gestellt werden, ob jemand ein Ass als erste Karte hat-
te. Falls es jemanden gibt, soll diese Person die Anzahl der Karten in ihrem Stapel, also
insgesamt 13, nennen. Als Néchstes folgt ein Stapel mit einer Zwei als erste Karte und
so weiter. Es sollte klar sein, dass Folgendes gilt: Je hoher der Wert der ersten Karte,
desto weniger Karten sind insgesamt im Stapel.

Doch es gibt noch ein weiteres Muster zu entdecken. Falls niemand von selbst dar-
auf kommt, sollte man die Lernenden auffordern, die Anzahl ihrer aufgedeckten Karten
zum Rang ihrer jeweils ersten Karte zu addieren. Dadurch werden alle feststellen, dass
die Anzahl der aufgedeckten Karten zusammen mit dem Rang = der ersten Karte stets
14 ergibt. Das liegt daran, dass nach der jeweiligen Karte noch 13 — x Karten folgen.
Fiir die Gesamtanzahl miissen wir zum Schluss noch eine 1 fiir die erste Karte ad-
dieren. Wir konnen die Anzahl X der aufgedeckten Karten also wie folgt ausdriicken:
X=1+(13—2)=14—=.

Die Summe des Rangs x der obersten Karte und der Anzahl X der Karten ist des-
halb immer 14 und somit ergibt auch die Addition dieses Werts zur Anzahl der Karten
im Stapel immer x + X = 14. Angenommen, die drei ausgewéhlten Stapel haben jeweils
die obersten Karten mit den Réngen x,y und z, wihrend ihre Stapel aus X,Y und Z
Karten bestehen, d. h. es gilt z+ X = y+Y = 2+ 7 = 14. Die Gesamtanzahl aller Karten
im Deck ist die Summe von X,Y und Z (in den drei Stapeln) sowie A (im Ablagestapel).
Wir kénnen nun folgende Gleichungen aufstellen:

I:z+y+2+X+Y +2=42
1I: A+X+Y +Z =52

Wenn wir nun die erste Gleichung von der zweiten abziehen, erhalten wir:

A—z—y—2=10 |+2,—-10
A-10—x—y=z2
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3 Kartentricks fiir verschiedene Schulstufen

Der Umstand, dass wir die Zahl zehn bendtigen, lisst sich auch wie folgt begriinden:
Sobald wir die oberste Karte fiir den ersten Stapel ablegen, ist eine Karte weniger im
Deck. Anschlieflend legen wir quasi dreizehn Karten ab, um bis zum Konig zu kommen.
Das Gleiche gilt fiir die néchsten beiden Stapel. Wir haben also theoretisch nur noch
10 von 52 Karten iibrig, weil wir drei plus dreimal dreizehn abgelegt haben. Allerdings
miissen wir natiirlich auch beriicksichtigen, dass dem Rang der obersten Karten entspre-
chend viele eigentlich noch im Deck verblieben sind. Diesen Umstand nutzen wir am
Ende aus, um den Rang der fehlenden dritten Karte zu bestimmen.

Moglichkeiten der Binnendifferenzierung: Falls man die Funktionsweise des Tricks
besser verschleiern mochte, kann auf die Verkniipfung der Zahlenwerte elf, zwolf und
dreizehn mit den drei Bildkarten Bube, Dame und Koénig verzichtet werden, d. h. die
Reihenfolge bzw. die Zuweisung der Rénge bleibt zwar bestehen, aber es wird stattdessen
mit den Namen der Bildkarten weiter gezéhlt.

Der Youtuber Michael D. Stevens (2018 [45]) nennt diesen Trick Magic 18 und wan-
delt die Arbeitsschritte geringfiigig ab. Bei seiner Variante werden alle Karten verdeckt
auf die Stapel abgelegt, was den Umstand der Teilsummen moglicherweise ein wenig
mehr verschleiert. Nach der Auswahl der drei Stapel darf sich das Gegeniiber einen Sta-
pel aussuchen, der nicht aufgedeckt wird. Bei dieser Variante weif3 also bis zum Schluss
noch niemand, welche Karte im verbleibenden Stapel ganz unten liegt.

Der grofite Unterschied besteht darin, wie die Zahl zehn, welche wir am Ende vom
Ablagestapel abziehen miissen, in den Trick eingebaut wird. Wiahrend Liljedahl diese
einfach ohne ndhere Begriindung vorschligt, versteckt Stevens sie in zwei Wortern, in-
dem er nach einer Lieblingsfarbe fragt und dann um eine vermeintlich eigene ergénazt,
sodass die Anzahl an Buchstaben in Summe zehn ergibt. Ein paar einfache Beispiele
fiir Paare von Farben, die sich entsprechend ergénzen, sind Rot und Schwarz, Gelb und
Orange oder Braun und Beige. Ahnliche Uberlegungen kénnen gegebenenfalls auch mit
anderen Kategorien gemacht werden.
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3.4.3 Die letzten drei

Thema: Terme

Lehrplanverortung:
e durch zusammenfassendes Betrachten das Zahlenverstandnis vertiefen

e Sicherheit beim Arbeiten mit Variablen, Termen, Formeln und Gleichungen stei-
gern

e Arbeiten mit einfachen Bruchtermen

Durchfithrung: Dieser Trick ist im Allgemeinen als Final Three bekannt. Liljedahl
nennt ihn entsprechend der Kartenanzahlen in den drei Paketen 14 15 15 [28]. Mulligan
(1989 [36]) wiederum stellt eine Variante vor, bei der die Reihenfolge beim Zusammen-
bauen des Stapels umgekehrt wird, weshalb sie dementsprechend als 5 15 15 bezeichnet
werden konnte. Im Zuge der folgenden Erlduterungen wird klar, was damit gemeint ist.
Bei Mulligans Variante lassen wir zuallererst unser Gegeniiber drei Karten ziehen. An-
schlieBend behaupten wir, dass diese auf magische Art und Weise bei uns verbleiben
werden, obwohl wir das gesamte Deck austeilen.

Um den Trick vorzubereiten, bilden wir zunéchst vier Stapel wie folgt: einen mit fiinf,
zwel mit jeweils fiinfzehn und einen mit den restlichen vierzehn Karten. Als N#chstes
legen wir eine der drei gezogenen Karten auf den Stapel mit fiinf Karten und bedecken
ihn mit einem Teil des zweiten Stapels. Auf diesen legen wir die néchste der drei Kar-
ten und bedecken auch diesen mit einem Teil des dritten Stapels. Wir wiederholen den
Schritt ein letztes Mal mit der dritten Karte und bedecken den Stapel mit den restlichen
Karten, die wir zu Beginn auf die Seite gelegt haben. Zum Schluss bauen wir das Deck
wieder zusammen, indem wir die Stapel in der umgekehrten Reihenfolge wieder aufein-
anderlegen.

Nun teilen wir abwechselnd Karten an uns und unser Gegeniiber aus. Dadurch ent-
stehen zunéchst zwei Stapel mit jeweils 26 Karten. Wir kénnen unser Gegeniiber an
dieser Stelle fragen, ob sich auch nur eine der drei gesuchten Karten in den ausgeteilten
Handkarten befindet, aber bis jetzt hat sich keine davon gezeigt, weil sie sich alle noch
in unserem Blatt befinden. Deshalb wiederholen wir diese Vorgehensweise mit unseren
Handkarten erneut.

Danach haben wir beide 13 Karten, doch die drei gesuchten Karten befinden sich nach
wie vor in unserem Blatt. Also machen wir das Ganze nochmal und beginnen diesmal
bei unserem Gegeniiber. Nach diesem Durchgang haben wir beide nur noch 6 Karten
(siehe Abbildung 3.6). Wir teilen unsere Handkarten ein letztes Mal aus. Allerdings be-
ginnen wir diesmal wieder bei uns und stellen so sicher, dass die drei gesuchten Karten
tatsdchlich bei uns verblieben.
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Funktionsweise: Aufgrund der Gesamtanzahl der Karten im Deck befinden sich die
drei zusétzlichen Karten nach dem Zusammenlegen der Stapel an einer ungeradzahligen
Position, und zwar der 47., 31. und 15. von oben. In der folgenden Abbildung 3.3 wird
dieser Umstand veranschaulicht, indem die drei gesuchten Karten YA, 2 und %3 nicht
umgedreht wurden.

Abbildung 3.3: Karten zu Beginn (eigene Abbildung)

Dadurch landen sie nach dem ersten Durchgang alle in unserem Blatt und befinden
sich dort erneut an einer ungeradzahligen Position, und der 3., 11. 19. von oben (siehe
Abbildung 3.4).

Abbildung 3.4: Karten nach der ersten Runde (eigene Abbildung)

Nach dem zweiten Durchgang befinden sie sich nun an einer geradzahligen Position,
und zwar der 12., 8. und 4. von oben (siehe Abbildung 3.5). Aus diesem Grund miissen
wir an dieser Stelle die Reihenfolge beim Austeilen &ndern.

Abbildung 3.5: Karten nach der zweiten Runde (eigene Abbildung)
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Nach dem dritten Durchgang befinden sie sich wieder an einer ungeradzahligen Posi-
tion, und zwar der 1., 3. und 5. von oben (siche Abbildung 3.6).

Abbildung 3.6: Karten nach der dritten Runde (eigene Abbildung)

Falls wir unsere Handkarten ein letztes Mal auf die gleiche Art und Weise austeilen
und dabei wieder bei uns beginnen, bleiben die drei gesuchten Karten iibrig.

Moglichkeiten der Binnendifferenzierung: Eine mogliche Abwandlung, bei der die
Funktionsweise noch mehr verschleiert wird, beinhaltet einen zuséitzlichen Arbeitsschritt.
Anstatt zu Beginn den ersten Stapel mit vierzehn Karten zu versehen, &ndern wir die
Zahl ein wenig ab und geben erst nach dem Zusammenbauen entweder entsprechend
viele Karten von oben nach unten oder umgekehrt. Auf diese Weise sorgen wir dafiir,
dass schlussendlich die nétige Verteilung fiir das Gelingen des Tricks zustande kommt.

Liljedahl schlédgt als Alternative zum Ziehen der Karten vor, stattdessen selbst drei mar-
kante Karten auszuwéhlen, um sicherzustellen, dass am Ende des Tricks klar ist, welche
drei iiberhaupt gesucht waren. Die Karten Ass, Zwei und Drei eignen sich zusétzlich
dazu als Kennzahlen fiir die erste, zweite und dritte gesuchte Karte. Bei seiner Variante
werden die Karten einfach abwechselnd aufgedeckt und verdeckt ausgeteilt.

Die Versionen von Mulligan und Liljedahl unterscheiden sich in Bezug auf die Reihen-
folge, in der das Deck vor dem Austeilen wieder zusammengesetzt wird. Wahrend bei
Mulligan der Stapel mit vierzehn Karten ganz oben aufliegt, ist es bei Liljedahl genau
umgekehrt. Die Positionen der ersten (E), zweiten (Z) und dritten (D) Karte sind dann
fiir jede der vier Runden wie folgt:

Mulligan Liljedahl
von unten von oben von unten von oben
Runde | E | Z | D E|Z | D E|Z|D E|Z | D
0 6 | 22|38 47 | 31| 15 15 | 31 | 47 38122 6
2 24|16 | 8 3 | 11119 19 11| 3 8 |16 | 24
2 2 16 |10 12| 8 | 4 4 | 8 |12 10] 6 | 2
3 6 | 4| 2 11315 5131 2 1416
4 11213 2 |1 1] 2 31211
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Das hat in weiterer Folge auch einen Einfluss auf die Reihenfolge beim Austeilen.
Waéhrend bei Mulligan beachtet werden muss, dass wir beim dritten Durchgang zuerst
unserem Gegeniiber die Karten austeilen, dndert sich die Reihenfolge bei Liljedahl bei
keinem Durchgang, da sich die Karten stets an geradzahligen Positionen befinden, was
die Durchfithrung vereinfacht.

Um besser nachzuvollziehen, was wihrend des Austeilens passiert, empfiehlt es sich
auflerdem, die drei gesuchten Karten, dhnlich wie den Kopfgeldjager 4, aufgedeckt ein-
zusortieren und den Trick so durchzuspielen. Falls man kein Problem damit hat, ein
Kartendeck unbrauchbar zu machen, kann man auch die Riickseiten der Karten mit den
Zahlen von 1 bis 52 zu beschriften, um die entsprechenden Positionswechsel zu kenn-
zeichnen.

Mulligan [36], empfiehlt, den Trick mit leistungsstirkeren Lernenden auch algebraisch
zu analysieren. Da alle weiteren Schritte letztendlich von der von unten aus gezéhlten
Position einer Karte abhéngen, arbeiten wir von dort weiter. Um aus der von unten
gezihlten Position die von oben gezihlte zu erhalten, miissen wir die Anzahl der Karten
um eins erhohen und anschlieflend die komplementére Position davon abziehen. Falls wir
das nicht tun, machen wir einen sogenannten Zaunpfahlfehler, der dazu fithren wiirde,
dass die oberste Karte die nullte Karte von unten ist, was keinen Sinn ergibt. Angenom-
men eine der drei Karten liegt an der Position by = n von unten, dann erhalten wir ihre
dementsprechende Position von oben, also mit {5 = 52 4+ 1 — n. Nun stellen wir folgende
Formeln auf, bei denen b; fiir die von unten aus und ¢; fiir die von oben aus gezihlte
Position einer Karte nach ¢ Durchgéngen steht:

1=0: b():n t0=53—b0
t 1
1=1: blzog— t1:27—b1
t 1
i=2: b= ty =14 — by
t
Z:3 b3:52 t3:7—b3
t 1
1=4: b4:% t4:4—b3
Daraus ergeben sich folgende Positionen fiir die gesuchten Karten:
B —n+l 53—-n+1 n
by = —— t1=27T— — = —
! 2 ! 2 2
5+1 n 1 n 1 n 1
2
= = 4= - (—+=)=14—-—=
ba 5 it3 to <4+2> 1 3
14-2-1 n 1 n 1 n 1
b:#: _ — — = ta =7 — - — | = = —
s 2 "3 1 3=T (7 8 4> st
2+3+1 n 5 n 5\ 271 =n
by=28-4 ~ _ - 7 ti=4—|—4+Z2)=22_ 2
4 2 638 4 <l6+8> 8 16
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Bei Liljedahls Variante miissen die Formeln ein weniger gedndert werden, aber da wir in
diesem Fall die jeweilige Position einer Karte von oben aus gezdhlt nach jedem Durchgang
problemlos halbieren kénnen, um auf die Position von unten im néchsten Durchgang zu
kommen, sind sie auch ein wenig einfacher:

i=0: by=n to =53 — by
1=1: 61:%0 t1 =27—b;
1 =2: bQZ% to =14 — by
1=3: bg:t—2 ts =7—10bs
1 =4: b4:%3 ta=7—"bs

In diesem Fall erhalten wir folgende Positionen fiir die gesuchten Karten:

53 —n 58 —-—-n n+1
= :2 — =
by 5 t1 7 5 5
n+1
- n+1 n—+1 55 —n
b= =" t2:14_< 4 )Z 4
55—n
55 —n 55 —n n+1
5T 2 8 3 < 8 > 8
n+1
b4=izn+ fy =4 n + :63 n
2 16 16 16

Zum Schluss kénnen wir in beiden Féllen die Terme fiir by und t4 gleich 1, 2 oder 3
setzen, um die entsprechenden Positionen von unten oder oben gezahlt zu bestimmen,
an denen die Karten zu Beginn platziert werden miissen, damit der Trick gelingt. Dabei
stellen wir fest, dass es jeweils nur eine Moglichkeit dafiir gibt.
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3 Kartentricks fiir verschiedene Schulstufen

3.5 Fiinfte Klasse (neunte Schulstufe)

3.5.1 Findley’s vier Karten-Trick

Thema: Zahlensysteme (Binérsystem)
Lehrplanverortung: Zahlen in einem nichtdekadischen Zahlensystem darstellen kénnen

Durchfithrung: Gardner (1956 [1]) stellt einen Trick des Zauberers Arthur Findley
vor, bei dem wir unser Gegeniiber bitten, eine beliebige Karte zu nennen. Wir nehmen
an, dass wir als Antwort die #D bekommen. Nun ziehen wir das #A aus der Tasche
und behaupten, dass wir die Spielfarbe bereits wussten. Anschlielend ziehen wir noch
&4 und €8 und rechnen 4 + 8 = 12, was dem Rang der Dame entspricht.

Funktionsweise: Da der Trick auf Zweierpotenzen basiert, wiahlen wir die Karten Ass,
Zwei, Vier und Acht mit vier unterschiedlichen Spielfarben aus. Im oben beschrieben
Fall sind das #A, 92 &4 und 48. Es spielt dabei jedoch keine Rolle, welche Spielfarbe
welchen Rang hat, d. h. es gibt 4! = 24 mdogliche Auswahlmoglichkeiten fiir die Vorberei-
tung des Tricks. Aufgrund der Verdopplung kénnen wir alle Werte bis 2" — 1 erzeugen,
wodurch selbst ein Kénig mit Rang dreizehn abgedeckt ist. Wir miissen uns also lediglich
merken, welche Karte sich wo befindet, damit wir die richtigen ziehen. Falls wir Gliick
haben und zufillig eine der vier Karten genannt wird, wéihlen wir genau diese.

Mboéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Dieser Trick wird erwartungsgeméfl im-
mer offensichtlicher, je hdufiger er mit denselben Karten durchgefiihrt wird. Wir kénnen
anschlieBend die Frage stellen, wie viele weitere Zahlenkarten wir brauchen wiirden, wenn
jede Karte im Deck einen Rang von 1 bis 52 hat. Die Antwort lautet lediglich zwei mehr.
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3.5.2 Der Name der Karte ist...

Thema: Zahlensysteme und Polynomfunktionen

Lehrplanverortung:
e Zahlen im dekadischen Zahlensystem darstellen konnen

e Zehnerpotenzen zum Erfassen von sehr kleinen und sehr grofien Zahlen in anwen-
dungsorientierten Bereichen einsetzen kénnen

e Rechenregeln fiir Zehnerpotenzen kennen

e Quadratische Funktionen der Form f(x) = ax? + bx + ¢ beschreiben und untersu-
chen konnen

e Funktionen als mathematische Modelle auffassen kénnen

Durchfiihrung: Bevor der Trick vorgefiihrt wird, muss das € A an der achtzehnten Po-
sition des Kartenstapels liegen. Nun erzdhlen wir dem Publikum, dass wir vorhersagen
konnen, welche Karte aus dem Deck gezogen wird. Diese Vorhersage schreiben wir auf
ein Stiick Papier, das wir anschliefend in einen Umschlag oder in eine Box geben.

Als Néchstes soll sich jemand aus dem Publikum eine dreistellige Zahl mit drei un-
terschiedlichen Ziffern aussuchen. Danach sollen die gréfit- und die kleinstmdogliche Zahl
mit den drei Ziffern der Zahl gebildet werden. Anschlieflend wird die kleinere Zahl von
der groBeren subtrahiert und zum Schluss wird die Quersumme vom Ergebnis gebildet.

Wir schauen uns das am Beispiel der Zahl 231 an. Die grofitmogliche Zahl, die wir
mit den drei Ziffern bilden kénnen, ist 321 und die kleinstmogliche 123. Wir rechnen
also 321 — 123 = 198 und erhalten die Ziffernsumme dig(198) = 1 4+ 9 + 8 = 18. Die
Person aus dem Publikum zieht nun die Karte an dieser Position aus dem Deck. Da-
bei muss darauf geachtet werden, dass zunéchst nur das Publikum die Karte sehen kann.

Um zu iiberpriifen, ob wir richtig getippt haben, nimmt die Person anschlieend die
Vorhersage aus dem Umschlag und liest sie laut vor. Ungliicklicherweise klingt diese
recht kryptisch, weshalb wir noch ein wenig nachhelfen, indem wir ein paar der Buch-
staben durchstreichen:

DIESE KARTE IST OFTMALS EINS. — BHESE KARTEIST- OFFMALS EINS.

Bei der gezogenen Karte handelt es sich also um das Karo Ass.

Funktionsweise: Dieser Trick wird von Matthews (2008) [31] als ,The name of the
card is...“ bezeichnet. Der Name ist gleichzeitig eine geeignete Vorhersage in englischer
Sprache, bei der stattdessen die Karte 10 (engl. ten of hearts) als Zielkarte genutzt
wird. Das fehlende T erhélt man, indem ein Makron iiber das I geschrieben wird:
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THE NAME OF THE CARD IS... — THE NAME OF THE CARD IS...

Man kann sich auch viele weitere Botschaften fiir andere Karten iiberlegen, aber um
zu verstehen, wie der eigentliche Trick funktioniert, schauen wir uns die Stellenwerte
des Dezimalsystems aus algebraischer Sicht an. Dazu schreiben wir die dreistellige Zahl
in erweiterter Notation auf: Jede Zahl n-stellige natiirliche Zahl a,,...asa1a¢ kann in er-
weiterter Form als Polynom mit den entsprechenden Zehnerpotenzen als Koeffizienten
10"ay, + ...+ 10%as +10'a; + 10%y = 10™a, + ... + 100as + 10a; + ao geschrieben werden.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gehen wir in weiterer Folge davon aus, dass
asaiag die grofftmogliche dreistellige Zahl ist, die wir mit den drei gewéhlten Ziffern
bilden kénnen. Diese kénnen wir dementsprechend auch als 100as + 10a1 + ag schreiben.
Die zugehorige kleinstmogliche Zahl ist dann agajas bzw. als Polynom 100ag+ 10a1 + as.
Beim Bilden der Differenz erhalten wir:

asajag — agaias = 100as 4+ 10a1 + ag — (100a0 + 10a1 + ag) = 99a9 — 99ag = 99(a2 — a())

Da auflerdem 2 < (a2 — ap) < 9 gilt, sind die einzigen moglichen Differenzen 198, 297,
396, 495, 594, 693, 792 und 891, deren Ziffernsummen jeweils 18 ergeben.

Um sicherzustellen, dass auf jeden Fall die achtzehnte Karte gezogen wird, kann man
zusitzlich dazu einen Stapel mit nur 35 Karten verwenden. Dadurch macht es keinen
Unterschied, ob man die Position der Zielkarte von unten oder oben bestimmt.

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Um die vorab manipulierte Platzierung
der Karte besser zu verschleiern, kann auch ein ldngerer Satz aufgeschrieben werden,
dessen Buchstaben moglichst viele verschiedene Karten zulédsst, wie dieser fiir alle Kar-
ten der Spielfarbe Karo aufler Fiinf und Konig: ,,Die Karten offenbaren sich dir vielleicht
auch zwischen den Zeilen oder inmitten von Buchstaben.“

In diesem Satz wiederum koénnen sogar alle 52 Karten des Decks gefunden werden: ,Pe-
nible Kartensuche ist hier zwecklos, denn sie kénnte einem Zahlenwert entsprechen und
oftmals diirfte sie auch ein farbenfreudiges Bildmotiv zieren.“ Die Suche nach geeigne-
ten Sétzen fiir bestimmte andere Spielkarten macht den Lernenden mitunter auch groflen
Spafl und héngt nicht vom jeweiligen Leistungsniveau im Unterrichtsgegenstand ab, aber
im Vordergrund sollte letztendlich trotzdem der mathematische Hintergrund stehen.

Leistungsstiarkere Lernende koénnen sich nach der Auflésung des Tricks noch mit der
Frage beschiiftigen, was passiert, wenn wir uns alle dreistelligen Ziffernkombinationen
auf einem Zahlenschloss vorstellen und diese als dreistellige Zahlen zulassen. Der Trick
funktioniert nédmlich tatséchlich fiir alle dreistelligen Zahlen aufler jene, bei denen drei-
mal die gleiche Ziffer vorkommt, d. h. 000, 111, 222, 333, 444, 555, 666, 777, 888 und
999, weil in diesen Fillen die Ziffernsumme stets 0 ergibt.
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3.5.3 Wir haben unsere Differenzen

Thema: Formeln aufstellen und Terme umformen

Lehrplanverortung:

e Terme und Formeln aufstellen und interpretieren kénnen; Umformungsschritte
durch Rechengesetze begriinden kénnen

e Abhingigkeiten, die durch reelle Funktionen in einer Variablen erfassbar sind, mit-
tels Termen, Tabellen und Graphen beschreiben und tiber den Modellcharakter von
Funktionen reflektieren kénnen

e Quadratische Funktionen der Form f(x) = ax? + bx + ¢ beschreiben und untersu-
chen konnen

e Formeln in Hinblick auf funktionale Aspekte untersuchen kénnen; direkte und in-
direkte Proportionalitdten mithilfe von Funktionen beschreiben kénnen

e Mit Funktionen in anwendungsorientierten Bereichen arbeiten kénnen; Funktionen
als mathematische Modelle auffassen kénnen

Durchfiithrung: Woo [47] hat in der Pandemiezeit einen Trick vorgestellt, der ur-
spriinglich von Grime [17] entwickelt wurde, aber keinen offiziellen Namen hat. Dafiir
benétigen wir im Grunde nur die Karten Ass bis Zehn einer Spielfarbe, wobei das Ass
in diesem Fall den Rang eins hat. Zusé&tzlich dazu verwenden wir noch die Karten von
Ass bis Neun der beiden komplementéiren anderen Spielfarben, um Differenzen zwischen
gegeniiberliegenden Karten zu markieren.

Zunéchst legen wir die Karten beiseite, die fiir die Markierung der Differenzen gedacht
sind und mischen anschlieBend die zehn Karten. Im néchsten Schritt verteilen wir diese
auf eine beliebige Art und Weise auf uns und unser Gegeniiber. Wichtig ist dabei nur,
dass beide jeweils die Hilfte der Karten bekommen. Falls sie verdeckt ausgeteilt oder
gezogen wurden, drehen wir sie nun um und legen sie anschlieend in von links nach
rechts aufsteigender Reihenfolge vor uns auf. Das hat zu Folge, dass unsere niedrigste
Karte gegeniiber von der hochsten unseres Gegeniibers liegt und umgekehrt.

Anschlielend bilden wir jeweils die absolute Differenz zweier gegeniiberliegender Kar-
ten und legen dafiir die entsprechende Karte der anderen Spielfarbe zwischen die beiden
gegeniiberliegenden, um diese zu veranschaulichen. Zum Schluss fordern wir unser Ge-
geniiber auf, diese fiinf Differenzen zu addieren. Wéahrenddessen offenbaren wir unsere
Vorhersage, auf der ebenfalls die Zahl 25 steht. In diesem Fall kénnten wir den Vorher-
sagetrick als Gedankenlesetrick durchfithren, indem wir uns die ganze Zeit wegdrehen
und unser Gegeniiber die Karten auflegen lassen. Zusétzlich dazu kénnen wir das Ganze
in beiden Fillen auch als Wette verpacken.
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3 Kartentricks fiir verschiedene Schulstufen

— Beispiel: Wir verwenden #A bis #10 fiir die Verteilung und YA bis 99 sowie
¢ A bis €9 fiir die Veranschaulichung der Differenzen. Eine mogliche Verteilung der
Karten konnte dann #A-4#4-&#5-6€7-#9 auf unserer Seite und #2-#3-#6-M3-#10 bei
unserem Gegeniiber sein. Dabei liegt das Ass also gegeniiber vom Zehner, der Vierer
gegeniiber vom Achter und so weiter. Woo arbeitet bei der Erliuterung des Tricks mit
einem Lageplan, auf dem er Pfeile fiir die Reihenfolgen einzeichnet, in der die Karten
aufgelegt werden sollen, damit es hier keine Unklarheiten gibt (siehe Abbildung 3.7).

Abbildung 3.7: beispielhafte Verteilung der Karten (eigene Abbildung)

Funktionsweise: Es spielt keine Rolle, wie die Karten aufgeteilt werden, denn die
Summe der Differenzen D ist in jedem Fall 25. Das liegt daran, dass fiir jeden Unter-
schied jeweils einer der fiinf niedrigen {A4;2;3;4;5} von einem der fiinf hohen Ringe
{6;7;8;9;10} abgezogen wird. Um das zu zeigen, arbeiten wir mit der Gaufischen Sum-
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3.5 Fiinfte Klasse (neunte Schulstufe)

menformel S(n) = n(ntl) _ ”2%

3 und iiberlegen uns Folgendes: Zuerst berechnen wir
die Summe aller zehn Rénge und ziehen dann die Summe der fiinf niedrigen ab, um
jene der fiinf hohen zu erhalten. Anschliefend miissen wir erneut die Summe der fiinf
niedrigen abziehen, um schliellich die gewiinschte Summe der Differenzen zu erhalten.
Zusammengefasst subtrahieren wir also zweimal die Summe der niedrigeren Rénge von

der Gesamtsumme aller Réinge und kommen so auf folgende Formel:

D(n)zS(n)—z-S(g):”QM_g. <H> :Tf:(n)?

2 2 2

Dabei fillt uns auf, dass es sich stets um eine Quadratzahl handelt, und zwar jene
der Anzahl an Karten, die jede Seite bekommt. Fiir zehn Karten ist die Summe der
Differenzen demnach stets (%)2 =52 = 25.

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Woo schligt folgende vereinfachte No-
tation vor, bei der die Lernenden lediglich wissen miissen, wie das Assoziativitdtsgesetz
funktioniert, um die Funktionsweise plausibel zu machen: (H — N) + (H — N) + (H —
N)+(H—-N)+(H—N) =5H—-5N = (10+9+8+7+6)—(5+4+3+2+1) = 40—15 = 25.

Eine Moglichkeit zur Unterstiitzung der Lernenden ist der Hinweis, dass die Summe aller
Karten gleich 55 ist. Falls man diesen Umstand nicht gleich verraten mochte, kénnen sie
zumindest aufgefordert werden, die Summe der Kartenwerte zu bilden, um ein Muster
zu erkennen. Dazu kénnen unter anderem folgende Impulsfragen gestellt werden:

e Wie grof3 ist der Unterschied zwischen den beiden mittleren Karten héchstens?
A: Die maximale Differenz zwischen den mittleren Karten ist 8 — 3 = 5.

e Findest du eine Verteilung, bei der die paarweise Summe gegeniiberliegender Kar-
ten stets elf ist?
A: Eine Moglichkeit ware: 14+ 10,2+ 9,3+ 8,4+ 7,5+ 6.

e Findest du eine Verteilung, bei der keine der paarweisen Differenzen gegeniiberlie-
gender Karten gleich ist?
A: Eine Moglichkeit wire: 10 — 2,9 — 3,8 —4,7—5,6 — 1.

e Wiirde der Trick auch mit weniger als zehn Karten funktionieren?
A: Ja, aber die Anzahl der Karten muss gerade sein. Bei zwei Karten gibt es
genau eine Moglichkeit fiir die Verteilung der Karten (unabhéngig davon, welche
Seite welche Karte bekommt) und die Differenz ist stets 1. Bei vier Karten ist die
Differenz stets 4, bei sechs Karten 9 und bei acht Karten 16. Im Zuge dessen diirfte
uns auffallen, dass es sich dabei um die Quadratzahlen handelt.

e Wiiren auch mehr als zehn Karten moglich?
A: Ja, es wiren auch zwolf Karten moglich, wenn wir einen Buben und eine Dame
mit den Réngen elf und zwdlf hinzufiigen. Die Summe der Differenzen ergibt dann
stets 36. Falls wir auch den Ko6nig mit Rang dreizehn einen Joker mit Rang null
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3 Kartentricks fiir verschiedene Schulstufen

oder vierzehn hinzufiigen, wiren sogar vierzehn Karten moglich und die Summe
der Differenzen stets 49.

Falls wir eine andere feste, aber beliebige Schrittlange wihlen, indem wir sie entspre-
chend skalieren, iibertrigt sich diese Verdnderung auch auf die Summe der Differenzen.

— Beispiel: Falls der Abstand zwei ist, d. h. statt A —2—-3—-4—-5—-6—-7—-8-9-10
hiitten wir 2—4 —6—-8—10— D — A —3 — 5 — 7, wobei wir eine Uberschreitung von
K = 13 machen miissen, um die Zahlen 14, 16, 18 und 20 auszudriicken. In diesem Fall
ist die Summe der Differenzen doppelt so grof, d. h. gleich 50. Eine Verschiebung ist
ebenso moglich, insofern die Schrittlinge gleich bleibt, d. h. wir kénnten theoretisch auch
gewisse Kartenwerte als negative Zahlen verwenden.
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3.6 Sechste Klasse (zehnte Schulstufe)

3.6 Sechste Klasse (zehnte Schulstufe)

3.6.1 Kartenhausformel

Thema: Folgen und Reihen

Lehrplanverortung:

e Zahlenfolgen als auf N bzw. N* definierte reelle Funktionen kennen (insbesondere
arithmetische Folgen als lineare Funktionen und geometrische Folgen als Exponen-
tialfunktionen)

e Folgen durch explizite und rekursive Bildungsgesetze darstellen und in aulerma-
thematischen Bereichen anwenden kénnen

e Summen endlicher arithmetischer und geometrischer Reihen berechnen kénnen

Durchfiihrung: Hierbei handelt es sich nicht wirklich um einen Trick, sondern eher
um eine praktische Anwendung zur Arbeit mit Formeln und Zahlenfolgen, bei der die
Karten als anschauliche Z&hleinheiten fungieren. Der praktische Teil, d. h. das Bauen
des Kartenhauses fillt zwar mit dickeren Bausteinen wie Bierdeckeln o. &. leichter, ist
aber genauso auch mit Spielkarten moglich. Als Einstieg kann man den Lernenden die
Frage stellen, wie hoch sie mit einem einzelnen Deck hichstens bauen kénnen, bis ihnen
die Karten ausgehen.

Das konnen sie gleich im Anschluss in der Praxis ausprobieren, um besser nachvoll-
ziehen zu konnen, wie viele Karten fiir jedes weitere Stockwerk benéttigt werden. Auch
wenn ausreichend Decks fiir die ganze Klasse zur Verfiigung stehen, ist es ratsam, die
Lernenden hierfiir in Zweier- oder Dreierteams einzuteilen, damit zumindest eine Person
pro Gruppe sich darum kiimmert, die Erkenntnisse zu verschriftlichen.

Das Ziel der Aufgabe ist jedenfalls, mindestens eine allgemeine (rekursive oder expli-
zite) Formel zu finden, mit der die Anzahl der Karten fiir eine vorgegebene Anzahl
an Stockwerken berechnet werden kann. Ein entsprechendes Arbeitsblatt in zwei ver-
schiedenen Ausfithrungen fiir eine etwaige Niveaudifferenzierung durch unterschiedliche
Aufgabenstellungen [2] samt Musterlosungen auf der Basis von fritheren Arbeiten [19]
befindet sich im Anhang 4.

Funktionsweise: Wir beginnen mit der Suche nach einer rekursiven Formel. Dafiir
betrachten wir zunéchst ein paar einfache Fille, um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie
sich die Anzahl der Karten mit jedem weiteren Stockwerk &ndert. Es sollte anschaulich
klar sein, dass wir null bzw. zwei Karten fiir die trivialen Félle mit keinem bzw. einem
Stockwerk benotigen. Erst ab dem zweiten Stockwerk kommt auch ein Boden fiir jede
weitere der oberen Etagen dazu.

Die Lernenden sollten erkennen, dass die bisher bendtigten Karten k(z) stets auch im
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3 Kartentricks fiir verschiedene Schulstufen

grofleren Haus enthalten sein miissen, weil das kleinere mit jedem Schritt gewissermaflen
in das Dach des néchsthoheren wandert. Wir brauchen auflerdem um eine Karte weni-
ger als die kiinftige Anzahl der Stockwerke bzw. gleich viele wie die bisherige Anzahl
der Stockwerke z, um die Zimmerbdden des zuvor untersten Stockwerks einzuziehen.
Anschlieflend kommen noch doppelt so viele Karten wie die kiinftige Anzahl der Stock-
werke fiir die neuen Wénde dazu, weil wir stets zwei davon fiir ein Zimmer ohne Boden
brauchen. Auf diese Weise erhalten wir folgende Formel: k(z+1) = k(z)+x+2(x+1) =
k(x) 4+ 3z 4+ 2 (mit £(0) = 0).

w@@

Abbildung 3.8: k(1) bis k(4) (eigene Abbildung)

Wenn wir also zu einem dreistockigen Kartenhaus ein viertes Stockwerk dazu bauen,
brauchen wir einerseits die fiinfzehn Karten fiir ein dreistockiges Haus (orange) und
andererseits vier minus eins, also drei Karten fiir die néchsten Boden (blau) sowie zwei
mal vier, also acht Karten fiir die Wénde (griin):

Abbildung 3.9: von oben nach unten (eigene Abbildung)
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3.6 Sechste Klasse (zehnte Schulstufe)

Wir kénnen uns stattdessen auch vorstellen, dass wir das Haus zur Seite hin erweitern.
Ein Vorteil dieser Herangehensweise ist, dass sie sich, im Gegensatz zur oben beschrie-
benen, auch tatséchlich in der Praxis umsetzen lésst. In diesem Fall stellen die bisher
benotigten Karten (orange) ebenfalls einen Baustein unserer Formel dar. Danach kom-
men stets zwei Karten (tiirkis) fiir die Erweiterung des Fundaments bzw. die beiden
Winde des zusétzlichen Zimmers im untersten Stockwerk dazu und zum Schluss brau-
chen wir noch dreimal so viele Karten wie die bisherige Anzahl an Stockwerken (magenta)
fiir die dariiber liegenden zusétzlichen Zimmer:

Abbildung 3.10: von links nach rechts (eigene Abbildung)

Die im Zuge der Konstruktion von x Stockwerken benétigten Karten lassen sich als
Folge k(z) aufschreiben (siehe Tabelle im Anhang 4). Ihre Glieder sind die sogenannten
Pentagonalzahlen (Fiinfeckszahlen) der zweiten Art [30] und werden deshalb auch als
Kartenhauszahlen bezeichnet.

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Die beiden oben beschriebenen Moglich-
keiten fiir die Vorstellung der Erweiterung des Hauses bieten unterschiedliche Zugénge,
um auf die Formeln zu kommen. Abgesehen davon kénnen wir uns das Kartenhaus auch
mit einem Boden im untersten Stockwerk vorstellen, um zunéchst zwei vergleichsweise
weniger komplizierte Formeln herzuleiten. Wir erhalten die rekursive Formel, indem wir
zur bisherigen Anzahl der Karten noch das Dreifache der néchsten Anzahl an Stock-
werken addieren und erhalten: k(z) = k(z — 1) 4 3z baw. k(z + 1) = k(z) + 3z + 3.
Die explizite Formel ergibt sich daraus, dass fiir jedes Zimmer im Kartenhaus jeweils
drei Karten notig sind. Wir miissen also in diesem Fall nur ((jliJer 1)Anzahl der Zimmer
x

verdreifachen und erhalten: k(z) =3(14+2+3+..+z) =3- ae-
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w@@

Abbildung 3.11: Variante mit Boden von k(1) bis k(4) (eigene Abbildung)

Diese konnen anschlieend als Steighilfe genutzt werden, um auf die Formeln fiir das
regulidre Kartenhaus zu kommen. Dazu miissen wir am Ende lediglich die entsprechende
Anzahl an Karten fiir die Boden im untersten Stockwerk subtrahieren, indem wir ein-
fach die kiinftige Anzahl der Stockwerke (x + 1) abziehen. Die Erfahrung hat gezeigt,
dass dieser Schritt auch leistungsschwécheren Lernenden erméglicht, die Formel fiir das
reguldre Kartenhaus nachzuvollziehen.

Der Einsatz von Spielkarten fiir das selbststindige Ausprobieren sowie farbige Mar-
kierungen bei der Veranschaulichung durch Zeichnungen, um die verschiedenen Rollen
der Karten (Boden, Winde, Uberdachung etc.) hervorzuheben, hat sich ebenfalls als
hilfreich erweisen. Fiir leistungsschwichere Lernende kann auch die Verwendung der be-
reits oben erwihnten Begriffe Boden (waagrecht liegende Karten) und Wénde (schrig
stehende Karten) sowie Zimmer (mit der Spitze nach oben orientierte Dreiecke) hilfreich
sein, um sich die verschiedenen Komponenten besser vorzustellen.
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3.6.2 Kleine Schwindeleien
Thema: Folgen und Reihen

Lehrplanverortung:

e Zahlenfolgen als auf N bzw. N* definierte reelle Funktionen kennen (insbesondere
arithmetische Folgen als lineare Funktionen und geometrische Folgen als Exponen-
tialfunktionen)

e Folgen durch explizite und rekursive Bildungsgesetze darstellen und in auflerma-
thematischen Bereichen anwenden kénnen

e Summen endlicher arithmetischer und geometrischer Reihen berechnen kénnen

Durchfithrung: Wir lassen unser Gegeniiber zwei Karten ziehen und bitten darum,
uns die Summe der beiden Karten zu nennen, woraufhin wir sofort sagen kénnen, um
welche es sich handelt und die beiden Karten aufdecken.

Funktionsweise: Der Name dieses Tricks von Mulcahy (2013 [34]) ist im Original Litt-
le Fibs. Dabei handelt es sich um ein Wortspiel, weil das englische Wort fib einerseits
Schwindelei bedeutet und andererseits eine Referenz auf die Fibonacci-Zahlen darstellt:

F0)=0 F1)=1 n>1:F(n)=Fn-1)+F(n-2)

Wir haben néamlich fiir die Ziehung zu Beginn nur eine ganz bestimmte Teilmenge des
Decks zur Verfiigung gestellt, und zwar: {A; 2; 3; 5; 8; K}. Thre Rénge entsprechen den
folgenden Fibonacci-Zahlen: {F(1) = F(2) = 1;F(3) = 2; F(4) = 3; F(5) = 5; F(6) =
8 F'(7) = 13}.

Die Fibonacci-Zahlen stellen eine sogenannte Sidon-Folge dar und haben die prakti-
sche Eigenschaft, dass jede Summe zweier ihrer Folgenglieder verschieden von allen
anderen ist. Wir konnen also problemlos von der Summe auf die beiden Summan-
den schlieflen, weil jedes Ergebnis nur durch zwei der sechs Zahlen zustande kommt:
{83=1+24=1+43;5=243;6=1+57=2+58=3+59=1+4+8,10=2+38;11 =
3+813=5+814=1+13;15=2+13;16 =3+ 13;18 =5+ 13;21 =8 + 13}.

Im Original wird zusétzlich dazu noch die jeweilige Spielfarbe vorhergesagt. Dazu legen
wir uns vorab auf eine bestimmte Reihenfolge fest, die wir auswendig kénnen miissen.
Mulcahy verwendet die sogenannte CHaSeD-Sortierung, was fiir die Reihenfolge clubs-
hearts-spades-diamonds bzw. auf Deutsch Kreuz-Herz-Pik-Karo steht (siehe auch Ben-
jamin 2023 [7]) und in diesem Fall zu folgenden Karten fithrt: deA-V2-43-¢5-d3-YK.

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Mulcahy merkt an, dass stattdessen

auch die sechs Karten einer Spielfarbe genommen werden kénnen, damit man sich nicht
extra merken muss, welche Karte zu welcher Farbe gehort. Das hat den Vorteil, dass

63



3 Kartentricks fiir verschiedene Schulstufen

die Durchfithrung des Tricks vereinfacht wird, was ihn fiir leistungsschwéchere Lernende
zugénglicher macht. Ein Nachteil ist wiederum, dass er so womdglich weniger Eindruck
schindet und auflerdem einfacher zu durchschauen ist. Insbesondere bei wiederholter
Durchfithrung wird ndmlich schnell offensichtlich, dass alle gezogenen Karten dieselbe
Spielfarbe aufweisen.

Er schlédgt folgende Impulsfragen vor, die man den Lernenden stellen kann, sobald die
Funktionsweise klar ist:

e Funktioniert der Trick auch noch, wenn drei der sechs Karten gezogen werden?
A: Ja, aber dann kann folgender Fall eintreten, bei dem nicht eindeutig gesagt
werden kann, um welche drei Karten es sich handelt: 1+2+413 = 3+ 548. Mulcahy
schlédgt vor, in diesem Fall ein kleines Wortgeplénkel einzubauen, das darauf abzielt,
eine der Spielfarben herauszufinden, um dadurch auf die drei Karten zu schlieffen.

e Funktioniert der Trick auch, wenn vier der sechs Karten gezogen werden?

A: Ja, und es ist sogar, wie Mulcahy es formuliert, doppelt so beeindruckend, aber
nur halb so schwierig, da wir lediglich die Summe der Rénge von der Gesamtsumme
abziehen miissen. Mit dem Rest machen wir dasselbe wie bei der Variante mit
nur zwei Karten. Dadurch wissen wir, welche Karten nicht gezogen wurden und
dementsprechend auch, um welche vier Karten es sich handelt. Als Hilfestellung
empfiehlt er, die Lernenden aufzufordern, die Gesamtsumme aller sechs Karten zu
bestimmen.

e Gibt es noch weitere Zahlenmengen, fiir die der Trick mit zwei Karten funktioniert?
A: Ja, denn eine vergleichsweise einfache und artverwandte Moglichkeit wére eine
Teilmenge der Tribonacci-Zahlen:

TO) =0 TA)=T@)=1 n>3:Tn)=T(n—1)+T(n—2)+T(n—3)

Falls wir unbedingt sechs Zahlen haben mdchten, bieten sich folgende Tribonacci-
Zahlen an: {T'(0) = 0;7(1) =T(2) = 1;7(3) =2;T(4) =4,T(5) = 7;T(6) = 13},
wobei fiir die Null zum Beispiel ein Joker verwendet werden koénnte und folgende
Karten infrage kommen: {J; A; 2; 4; 7; K}. Wir konnen stattdessen auch gewis-
sermaflen die Reihenfolge umkehren und die Fibonacci-Zahlen als Differenzen be-
trachten, die wir von 14 abziehen: {1;6;9;11;12;13}. Dasselbe ldsst sich auch mit
den Tribonacci-Zahlen bewerkstelligen, indem wir sie als Differenzen betrachten,
die wir von 13 abziehen: {0;6;9;11;12; 13}.

o Welche Moglichkeiten gibt es, wenn wir nur fiinf statt sechs Zahlen haben?
A: Eine naheliegende Strategie ist, einfach eine der sechs Zahlen zu entfernen:
{152;3;5; 815 {152; 3;5; 13}; {13 25 3; 8; 13}; {15 2; 5; 8; 13} {15 3; 5; 8; 13}; {2; 3; 5; 8; 13}
Weitere Moglichkeiten sind (ohne Anspruch auf Vollsténdigkeit) {1;3;4;7; 11} (Lukas-
Zahlen ohne 2), {2;3;5;7;11} (Primzahlen), {1;2;4;6;10} (Primzahlen minus 1),
{0;1;2;5;12} (Pell-Zahlen), {0;1;3;5;11} (Jacobsthal-Zahlen), {1;3;5;8;9} oder
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{1;2;5;7;13}. Falls auch weniger Zahlen zulidssig sind, bieten sich unter anderem
auch noch die Potenzen der Zahlen zwei und drei an: {1;2;4;8}, {1;3;9}.

e Gibt es noch andere Rechenoperationen, die einen eindeutigen Riickschluss auf
zwei Zahlen zulassen?
A: Ja, denn ein naheliegendes Beispiel wire die Multiplikation mit den ersten
sechs Primzahlen: {2;3;5;7;11;13}. Abgesehen davon funktioniert das auch mit
{1;2;3;4;5;7}, {1;2;3;4;5;9}, {1;2;3;4;5; 11} oder {1;2;3;4;5;13}. Bei der Sub-
traktion oder Division hingegen kommt erschwerend hinzu, dass die Reihenfolge
der Zahlen eine Rolle spielt.

In der oben beschriebenen Variante beschréinken wir uns auf die Ziehung, aber der
Trick kann unter anderem mit verschiedenen Mischtechniken, wie zum Beispiel durch das
Zuriickhalten der sechs Karten beim Bogenmischen, noch weiter ausgeschmiickt werden.
Dadurch wird der Effekt noch mehr verschleiert, aber auch die im zweiten Abschnitt
festgelegte Voraussetzung fiir die Auswahl von Tricks verletzt. Die wesentliche Erkennt-
nis sollte jedenfalls sein, dass es bestimmte Zahlenmengen gibt, die sich fiir eine derartige
Codierung von Informationen eignen und man diese auch variieren kann, um die Funk-
tionsweise des Tricks besser zu verschleiern. Falls auch mit Computern gearbeitet wird,
sollten die Lernenden dazu animiert werden, mit Tabellenkalkulation zu arbeiten, um
verschiedene Zahlenmengen zu testen.
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3.6.3 Kartencodierung

Thema: Formeln und Tabellenkalkulation
Lehrplanverortung: Verkettungen von Funktionen kennen; Umkehrfunktionen kennen

Durchfiithrung: Wir gehen mit einem Kartenstapel durch das Publikum und lassen
mehrere Personen jeweils eine Karte ziehen. Geer (1992) [15] empfiehlt zwar, den Trick
mit einem Deck tibergrofier Karten aus dem Fachhandel vorzufithren, aber eines in re-
guldrer Grofe reicht vollkommen aus. Da es 52 Karten beinhaltet, sollten aulerdem alle
Lernenden in einer Schulklasse problemlos mitmachen kénnen. Sobald alle Teilnehmen-
den eine Karte gezogen haben, bekommen sie folgende Instruktionen: Der Rang ihrer
Karte wird verdoppelt, danach wird drei addiert und das Ergebnis verfiinffacht. Ass hat
hier den Rang eins, der Bube den Rang elf, die Dame den Rang zwolf und der Konig
den Rang dreizehn. Zum Schluss wird abhéngig von der Farbe der Karte noch eine Zahl
addiert, und zwar bei Pik eins, bei Herz zwei, bei Kreuz drei und bei Karo vier. Nun
kann jemand aus dem Publikum das eigene Ergebnis verkiinden und wir wissen sofort,
welche Karte jeweils gezogen wurde.

Funktionsweise: Wir kénnen fiir jeden Rechenschritt eine Funktion aufstellen, um uns
ein besseres Bild davon machen, was passiert:

1. a(k) =2k  (Verdopplung des Rangs)

k)
)

(

2. b(

3. c(k
(

k + 3 (Addition der Zahl drei)
)

x  (Verfiinffachung des Zwischenergebnisses)

4. d(k) = k + n (Addition der Kennzahl der jeweiligen Spielfarbe)

Wenn wir diese anschliefend miteinander verketten, erhalten wir folgenden Term:
(docoboa)(k)=d(c(b(a(z)))) =5(2k+3)+n=10k+15+n

Wir miissen also lediglich im Kopf fiinfzehn vom Endergebnis abziehen, um herauszu-
finden, welche Karte es ist. Die Hunderter- und Zehnerstellen verraten uns dabei den
Rang und die Einerstelle die Spielfarbe der Karte, wobei diese natiirlich davon abhéngt,
welche der Zahlen von eins bis vier wir welcher Farbe zuordnen.

Moéglichkeiten der Binnendifferenzierung: Wir kénnen die Codierung offensicht-
licher machen, indem wir den letzten Schritt, d. h. die Subtraktion der Zahl fiinfzehn
in die Arbeitsanweisungen miteinbeziehen. Um das Durchschauen des Tricks entweder
zu vereinfachen oder zu erschweren, konnen generell die verschiedenen Parameter der
Formel entsprechend verindert oder auch neue hinzugefiigt werden.

Lim (2019 [29]) merkt an, dass Lernende in der Regel grofiere Schwierigkeiten mit der
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3.6 Sechste Klasse (zehnte Schulstufe)

Verkettung von Funktionen haben, weshalb stattdessen die Operationen der Arbeits-
schritte miteinander kombiniert werden kénnen, um den gewiinschten Term zu erhalten.
Statt der Variable fiir die Kennzahl der Spielfarbe kann zwecks Ubersicht auch das je-
weilige Symbol &, ¥ & oder ® verwendet werden.

Falls die Lernenden mit Computern arbeiten, sollten sie dazu angehalten werden, die
Ergebnisse fiir alle 52 Karten des Decks mithilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms
durchzuspielen, um das Muster zu erkennen. Eine entsprechende Tabelle mit allen Ausgédngen
befindet sich im Anhang 4.

Im Anschluss koénnen sie sich auch iiberlegen, welche Parameter problemlos geéindert
werden konnten und nach Moglichkeit auch Ideen fiir eigene Tricks umsetzen. Kadan
(2017 [21]) stellt eine einfachere Variante vor, bei der die Spielfarbe irrelevant ist: Wir
verdoppeln den Rang der Karte, addieren dann die Zahl zwei, multiplizieren das Ergeb-
nis mit fiinf und subtrahieren schliellich die Zahl sieben, was einfach nur dem folgenden
Term entspricht: 5(2k + 2) — 9 = 10k + 1. Der Rang der urspriinglichen Karte steht
dabei auf der Zehner- sowie gegebenenfalls auch der Hunderterstelle. Nun bitten wir
unser Gegeniiber, uns das Ergebnis zu nennen, woraufhin wir den Rang der gesuchten
Karte nennen und auflerdem ein Ass ziicken, das wir daneben legen, um das Ergebnis
zu veranschaulichen.
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4 Schluss

Fin Kartendeck eignet sich fiir wesentlich mehr, als Zufallsversuche in Form von Ziehun-
gen zu veranschaulichen. Es ist eine kostengiinstige Requisite fiir praktische Vorfithrun-
gen und ermoglicht einen niederschwelligen und spielerischen Zugang zu vielen mathe-
matischen Themen. Fiir die Arbeit mit Spielkarten spricht vor allem, dass der Ressour-
cenaufwand sich im Vergleich zu anderen Methoden in Grenzen hélt. Immerhin kommt
man im Grunde bereits mit einem einzelnen Kartendeck aus, falls darauf verzichtet wird,
die Lernenden einen Trick selbst ausprobieren zu lassen. Abgesehen davon kdnnen Kar-
tentricks zur Methodenvielfalt beitragen und Lernende dazu anregen, sich auf kreative
Art und Weise mit dem Schulstoff auseinanderzusetzen.

Ein moglicher Nachteil in Zusammenhang mit dem Schulunterricht ist sicherlich der
hiufig beklagte Zeitmangel. Im Regelunterricht bleiben aufgrund von Schularbeiten,
Lehrausgédngen und sonstigen terminlichen Verpflichtungen in der Regel nicht allzu viele
Unterrichtsphasen, in denen man sich mit Themen beschéftigt, die eher in den Erwei-
terungsbereich des Lehrplans fallen. Allerdings wiirde ich nun dagegenhalten, dass es
genug Tricks gibt, die direkt an den Lehrplan ankniipfen und deshalb eine willkommene
Ergénzung darstellen.

FEin weiterer moglicher Nachteil ist die Menge an Eigeninitiative seitens der Lehrper-
son. Diese muss sich nédmlich im Vorfeld mit Inhalten beschéftigen, die teilweise nicht
nur {iber die Schulmathematik, sondern unter Umsténden auch iiber Inhalte des Cur-
riculums eines Lehramt-Studiums hinausgehen. Hinzu kommt anschliefend noch, dass
selbst die Vorbereitung eines einzelnen Tricks duflerst zeitintensiv werden kann, da man
stets beriicksichtigen muss, welche Verstdndnisschwierigkeiten bei der selbststéndigen
Durchfithrung durch die Lernenden auftreten kénnen.

Eines meiner Ziele war, im Rahmen dieser Arbeit neue Methoden fiir meinen eigenen
Unterricht kennenzulernen und zugleich in der Praxis zu erproben. Beides ist mir, meiner
Meinung nach, gelungen. Ich habe mich mit einer Unmenge an Kartentricks beschéftigt
und konnte dadurch viele Lehrplaninhalte in neuen und interessanten Zusammenhéngen
kennenlernen. Oftmals war es dabei auch moglich, einen Blick iiber den Tellerrand bzw.
den Schulstoff zu werfen. Einige der hier vorgestellten Tricks konnte ich auflerdem bereits
im Zuge der Projekttage an meiner Schule mit Schiilerinnen und Schiilern der siebten
Klassen ausprobieren und die Resonanz war sehr gut.

Da die Tricks im Rahmen eines Workshops angeboten wurden, bin ich davon ausge-
gangen, dass alle Beteiligten grundsétzlich bereit sein wiirden, sich auf das Thema ein-
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4 Schluss

zulassen und dementsprechend der Zauberei zumindest nicht vollkommen abgeneigt sind.
Die Jugendlichen aus insgesamt drei verschiedenen Klassen konnten im Vorfeld aus ei-
nem bestimmten Kursangebot wihlen und alle Anwesenden hatten sich, wie sich spéter
herausgestellt hat, auch tatsédchlich selbst fiir eine Teilnahme entschieden. Sie wurden
also beispielsweise nicht aufgrund von Platzmangel in anderen Kursen oder fehlender
Riickmeldung zugeteilt.

Die Arbeitszeit mit der Kursgruppe im Rahmen der Projekttage war auf fiinf Unter-
richtsstunden beschriankt, weshalb nicht ausreichend Zeit vorhanden war, um sich vorab
ein genaueres Bild vom Kenntnisstand der Lernenden zu machen. Die Jugendlichen ha-
ben sich selbststindig in kleinen Arbeitsgruppen zusammengeschlossen und gegenseitig
beim Arbeiten unterstiitzt. In Zusammenhang mit der Zeitplanung sollte man sich je-
denfalls an folgenden Grundsatz halten: Weniger ist mehr. An dem besagten Vormittag
haben wir uns mit insgesamt zwolf verschiedenen Tricks und teilweise auch moglichen
Abwandlungen beschéftigt und im Nachhinein betrachtet war das eindeutig zu viel.

Manche der Lernenden konnten die gezeigten Tricks trotzdem bereits nach nur einer
Vorfiihrung reproduzieren und waren in mehreren Fillen auch dazu in der Lage, eigene
Abwandlungen vorzunehmen, die sie anschlieend stolz prisentierten. Andere wieder-
um bendtigten mehrere Anldufe und waren teilweise sehr stark auf die Unterstiitzung
durch die Lehrperson oder Mitlernenden angewiesen, um die dafiir nétigen Schritte noch
einmal gemeinsam durchzugehen. Wichtig ist dabei jedenfalls, dass die Lehrperson diese
bereits ausreichend verinnerlicht hat, um schnell und gezielt auf etwaige Verstdndnispro-
bleme eingehen zu konnen. Gerade bei leistungsschwécheren Lernenden empfiehlt sich
eine Abkehr vom entdeckenden Lernen zugunsten von Lernen am Beispiel, gepaart mit
frontaler Instruktion durch die Lehrperson.

Im Zuge der Erarbeitungsphasen habe ich so gut wie alle von beschriebenen Vorteile
eines Einsatzes von Zauberei im Schulunterricht beobachten kénnen. Die Motivation der
Teilnehmenden blieb, unabhéingig vom vermuteten Leistungsniveau, ungebrochen und
sie hatten groflen Spaf} daran, sich die Tricks gegenseitig vorzufiihren und herauszufin-
den, wie und warum sie funktionieren. Vor allem schnell und einfach umsetzbare Tricks
sind dabei auf besonders grofien Zuspruch gestoflen, weil die Teilnehmenden diese auch
ihren jlingeren Verwandten zeigen kénnen. Das Gleiche gilt auch fiir jene Tricks, bei
denen alle die Arbeitsschritte gleich direkt selbst mitgemacht haben, nur um am Ende
verbliifft festzustellen, dass es auf Anhieb funktioniert hat.

Aus meiner Sicht ist es jedenfalls unerlésslich, die Arbeitsschritte in irgendeiner Form
fiir alle Beteiligten gut sichtbar zu projizieren. An meiner Schule kommt beispielsweise in
den Unterrichtsgegenstdnden geometrisches Zeichnen und analytische computergestiitzte
Geometrie eine Dokumentenkamera zum Einsatz. Deshalb war es naheliegend, davon Ge-
brauch zu machen (siehe Abbildung 4.1). Mit einem solchen Gerit kann die Vorfithrung
durch die Lehrperson in Echtzeit und mit relativ wenig technischem Aufwand aus einem
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Blickwinkel gezeigt werden, der dem entspricht, was die Lernenden sehen, wenn sie einen
Trick selbst durchfithren. Das hat zusétzlich den Vorteil, dass auch bei einer grofleren
Gruppe alle sehen kénnen, was passiert.

- 2 L

Abbildung 4.1: Einsatz der Dokumentenkamera (eigene Abbildung)

Da der Workshop das erste Mal angeboten wurde, war die Auswahl der Tricks zu
Beginn noch nicht streng festgelegt und hat sich im Zuge des Vormittags durch die
Woiinsche und Interessen innerhalb der Kursgruppe ergeben. Eine entsprechende Zusam-
menfassung der gezeigten Tricks inklusive detaillierter Arbeitsanweisungen wurde danach
fertiggestellt und an die Teilnehmenden verschickt. Weitere Formen der Unterstiitzung,
die sich als duflerst hilfreich erwiesen haben, sind Erklédrvideos, Notation mit verschie-
denen Farben und Arbeitsunterlagen mit Kennzeichnungen fiir die Ablage bestimmter
Kartenstapel. Im Falle einer grofieren Gruppe sollte vermutlich eine zweite Lehrperson
als Unterstiitzung dabei sein, und zwar insbesondere bei jiingeren Lernenden.

Ein Schiiler hat am Ende des Workshops riickgemeldet, dass er sich zumindest einen
einfachen Trick gewiinscht hétte, der nicht nur schnell durchgefithrt werden kann, son-
dern auch unmittelbar Eindruck schindet. Ich habe mir anschliefend Gedanken gemacht,
mit welchen Tricks ich das Repertoire in Zukunft noch entsprechend ergéinzen kann. Ei-
nige der dadurch neu dazugekommenen Tricks bieten sich woméglich eher als kurzer
Einstieg in eine Unterrichtsstunde an, weil die Funktionsweise vergleichsweise weniger
kompliziert ist. Die Bereitschaft, sich intensiver mit den mathematischen Hintergriinden
auseinanderzusetzen, war trotzdem bei allen Teilnehmenden vorhanden, was héchstwahr-
scheinlich auch im reguldren Unterricht duflerst férderlich sein diirfte. Aus meiner Sicht
iiberwiegen also klar die Vorteile und ich freue mich auf eine erneute Durchfithrung mit
den iiberarbeiteten Materialien im néchsten Schuljahr.
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Anhang

Vier Reiter

Liljedahl [27] nennt diesen Trick Four Horsemen und merkt an, dass er sich fiir Kinder
ab dem Volksschulalter anbietet. Er stellt in gewisser Hinsicht eine Abwandlung bzw.
Erweiterung der Partnervermittlung von Behrends (2015 [4]) dar. Wir nehmen die vier
Buben, Damen, Konige und Asse aus dem Deck und erzéhlen eine Geschichte:

»Es waren einmal vier Konigreiche im Land der Karten. So ein Kdénigreich zu regieren
ist eine anstrengende Tdtigkeit. Aus diesem Grund machten die koniglichen Familien
einmal im Jahr einen gemeinsamen Urlaub. Gemeinsam mit ihren vier Wichtern, den
Assen der kéniglichen Garde, reisten die vier Koniginnen und Kdénige zu ihrer tiblichen
Gaststitte. Ihre Séhne konnten es kaum erwarten und ritten voraus. Dort angekommen
machten es sich die vier Prinzen in jeweils einem der Zimmer gemditlich. ¢

Wir legen die vier Buben nebeneinander auf.

SKurze Zeit spiter trafen die Koniginnen ein und leisteten ihnen Gesellschaft.
Wir legen jeweils eine Dame auf den Buben derselben Spielfarbe.

,Danach stieflen die Konige dazu und begaben sich ebenfalls auf ihre Zimmer. “
Wir legen jeden Konig auf den Stapel mit der passenden Spielfarbe.

,Zu guter Letzt erschienen auch die Asse, welche zuvor noch die Umgebung kontrolliert
hatten, um sicherzustellen, dass die koniglichen Familien dort ungestort blieben. “

Wir legen jedes Ass auf den Stapel mit der passenden Spielfarbe.

,Mittlerweile war bereits ein ziemliches Chaos in den Zimmern und die Familien
wurden zunehmend lauter. Alle beschwerten sich tber die verschiedensten Probleme.
Mal lag es daran, dass jemand laut schnarchte oder die eigene Kleidung tiberall
verteilte und ein anderes Mal daran, dass jemand zu lange geliiftet oder das ganze
warme Wasser aufgebraucht hatte. Irgendwann wurde es dem Wirt schlieflich zu viel
und er orderte alle von thnen in den Empfangsbereich.

Wir legen die vier Stapel aufeinander.



Anhang

L,oo0bald sie sich dort wieder beruhigt hatten, schlug er ihnen vor, die Zimmereinteilung
ein wenig zu dndern, damit seine Gdste nicht immer mit denselben Personen auf
engem Raum waren. Dafiir sollten sie sich ein wenig mischen. “

Wir heben dreimal ab.

,Nachdem sie seiner Aufforderung nachgekommen waren, zogen sie sich wieder auf die
Zimmer zurick und es kehrte endlich Ruhe ein. Nun schien einem entspannten
Aufenthalt nichts mehr im Wege stehen. “

Wir teilen die Karten der Reihe nach in vier Stapel aus und stellen fest, dass auf wun-
dersame Weise alle Buben, Damen, Konige und Asse zu viert auf je einem der Stapel
beisammen liegen.

Dieser Trick basiert auf einer Invarianten. In diesem Fall niitzen wir die Eigenschaft
aus, dass die jeweils néchste Karte mit gleichem Rang stets vier Karten weiter liegt.
Aufgrund der Art und Weise, wie wir alle Karten gegen Ende des Tricks aufeinander
gelegt haben, zieht sich die Reihenfolge der Karten B-D-K-A durch den ganzen Stapel.
Danach haben wir dreimal abgehoben, aber die Anzahl der Abhebevorginge spielt gar
keine Rolle, da sich die Reihenfolge der vier Karten dabei nicht &ndert.

Um zu verstehen, warum das so ist, miissen wir lediglich drei Félle betrachten (vgl.
Behrends 2017 [6]). Wir illustrieren das am Beispiel eines Ass A. Bevor das erste Mal
abgehoben wird, liegt das niichste Ass A’ vier Karten weiter. Falls A sich am unteren
Ende des Stapels befindet, gehen wir davon aus, dass von oben bis A’ weiter gezihlt
wird.

1. Falls wir vor A abheben, wandert das Paket mit A und A’ von unten nach oben.
2. Falls wir nach A’ abheben, ist es umgekehrt.

3. Falls wir zwischen A und A’ abheben, tritt der zuvor beschriebene Fall ein, dass
wir einfach von oben weiter zihlen.

In allen drei moglichen Féllen belegen die beiden Karten danach zwar andere Positionen
im Stapel, aber der Abstand zwischen ihnen dndert sich nicht. Da dies fiir alle Karten im
Stapel gilt, konnen wir also beliebig oft abheben, um den Eindruck zu verstirken, dass
der Stapel durcheinander gemischt wird, obwohl die Reihenfolge in Wirklichkeit gleich
bleibt. Die Lernenden kénnen den Trick mit aufgedeckten Karten durchfithren, um das
nachzuvollziehen.

II



Das vorhergesagte Umstecken

Liljedahl nennt diesen Trick Rearrange 10 [28]. Das liegt vermutlich daran, dass er,
im Gegensatz zu Gardner [1], nicht mit dreizehn, sondern nur mit zehn Karten (Ass
bis Zehn) arbeitet. Die Spielfarbe ist dabei zwar nebenséchlich, aber es sieht unter
Umsténden schoner aus, wenn wir nur eine verwenden. Zu Beginn muss geklért wer-
den, wie die Leserichtung der Karten ist bzw. auf welcher Seite die Karte mit dem
niedrigsten Rang (das Ass) liegt. In weiterer Folge gehen wir davon aus, dass dieses aus
der Blickrichtung unseres Gegeniibers links liegt bzw. von uns aus gesehen rechts. Au-
Berdem muss unser Gegeniiber die Karten von der linken auf die rechte Seite bzw. von
unserer rechten auf unsere linke Seite verschieben.

Zu Beginn legen wir die zehn Karten in aufsteigender Reihenfolge nebeneinander auf
und drehen sie um. Dann fithren wir den Trick einmal unter dem Vorwand einer Probe-
runde durch. Dazu drehen wir uns um und fordern unser Gegeniiber auf, eine beliebige
Anzahl an Karten von der linken auf die rechte Seite bzw. von uns aus gesehen von der
rechten auf die linke Seite geschoben werden. Nachdem das geschehen ist, drehen wir uns
wieder um und decken die von uns aus gesehen linke Karte auf. Daraufhin erkléren wir
stolz, dass dem Rang der aufgedeckten Karte entsprechend viele Karten bewegt wurden
und fiigen hinzu, dass das selbstverstédndlich noch nicht allzu beeindruckend war. Wir
drehen die Karte wieder um und starten sogleich eine zweite Runde. Nachdem erneut
Karten bewegt wurden, drehen wir uns wieder um und decken zielsicher eine bestimmte
Karte auf, die uns sofort anzeigt, wie viele diesmal bewegt wurden. Dieser Trick lasst
sich beliebig oft wiederholen.

Fiir das Gelingen des Tricks ist es essenziell, dass wir uns nach dem ersten Durchgang
bzw. dem vermeintlichen Probelauf die letzte Karte auf unserer linken Seite anschauen,
um herauszufinden, welche Karte wir nach dem zweiten Durchgang aufdecken miissen.
Diese Vorgehensweise stellt gleichzeitig einen kleinen Hinweis zur Funktionsweise des
Tricks dar, auf die wir spéter im Zuge der Erarbeitung mit den Lernenden zuriickkom-
men kénnen.

Um besser zu verstehen, wie sich die Position der néchsten aufzudeckenden Karte er-
griinden ldsst, konnen wir uns zunéchst einmal iiberlegen, was passiert, wenn im ersten
Durchgang gar keine Karten bewegt wurden. Dann wiirde die letzte Karte ganz links
eine Zehn zeigen und wir konnten uns stattdessen auch vorstellen, dass alle zehn Kar-
ten auf einmal bewegt wurden, wodurch sich im Endeffekt nichts gedndert hat. Nach
dem zweiten Durchgang wiirden wir erneut die Karte an dieser Position betrachten, um
herauszufinden, wie viele Karten diesmal bewegt wurden. Der Zehner ist in diesem Fall
némlich unsere sogenannte Leitkarte, wobei uns nach der Verschiebung der Karten nicht
seine aktuelle, sondern die vorige Position interessiert.

Falls tatséchlich Karten bewegt wurden, &ndert sich die Position des Zehners um entspre-
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chend viele Pldtze nach (von uns aus gesehen) rechts. Sollte er im Zuge der Verschiebung
wieder an das andere Ende der Reihe wandern, zéhlen wir von dort weiter. Wiirden wir
nach dem zweiten Durchgang stattdessen erneut die letzte Karte aufdecken, wiissten
wir immerhin, wie viele Karten insgesamt bisher bewegt wurden und konnten einfach
die Differenz berechnen. Falls wir jedoch stattdessen direkt ablesen moéchten, wie viele
Karten zuletzt bewegt wurden, miissen wir dementsprechend jene Karte aufdecken, die
sich an der letzten Position unserer Leitkarte befindet.

— Beispiel: Ist die aufgedeckte Karte die Drei, so wurden im ersten Durchgang drei
Karten bewegt. Das bedeutet jedoch auflerdem, dass wir beim zweiten Durchgang die
von uns aus gesehen vierte Karte von links (bzw. die siebte Karte von rechts) aufdecken
miissen, weil unsere Leitkarte, d. h. die Zehn nun drei Positionen weiter gerutscht ist.
Sie ist also nicht mehr die Karte an der Position 10, sondern 10 — 3 = 7 von rechts.

Allgemein gilt: Wenn wir insgesamt n Karten in aufsteigender Reihenfolge von 1 bis
n haben und k Karten verschoben werden, dann befindet sich die Leitkarte, d. h. jene
mit Rang n, danach an der Position n — k. Um besser zu verstehen, was passiert, konnen
wir die Karten aufgedeckt lassen, wiahrend wir den Trick durchfiithren. Im Zuge der Er-
arbeitung kann es auch sinnvoll sein, zunéchst mit einer geringeren Anzahl an Karten zu
beginnen, damit die Lernenden ein paar einfache Félle durchspielen kénnen. Bei diesem
Trick kann jedoch im Extremfall sogar mit dem kompletten Deck gearbeitet werden.
Abgesehen davon gibt es auch eine Variante, die mit Dominosteinen durchgefiihrt wird
(vgl. Gardner 1956 [1]).

v



Spell The Deck

Im Zuge einer praktischen Erprobung mit Schiilerinnen und Schiilern einer siebten Klasse
sind mehrere unterschiedliche Varianten des Tricks aufgekommen, weil im Vorhinein
nicht genau festgelegt wurde, wie bestimmte Karten dafiir gezéhlt werden miissen. Es
folgt eine kurze Ubersicht der moglichen Regeln inklusive Auflistung der entsprechenden
Startkonfigurationen, wobei kein Anspruch auf Vollsténdigkeit erhoben wird:

1) Zahlenkarten werden abgezdhlt und A =1,B =11,D =12, K =13

letzte Karte: A-8-2-5-10-3-D-B-9-4-7-6-K  néachste Karte

: 4-A-D-K-2-10-6-7-3-5-B-9-8

2) Zahlenkarten werden abgezdhlt, Bildkarten buchstabiert

neue Rechtschreibung: Ass

letzte Karte: 6-D-A-8-2-5-10-3-B-K-9-4-7 néachste Karte

alte Rechtschreibung: As

letzte Karte: D-A-8-2-5-10-3-B-K-9-4-7-6  nichste Karte:

neue Rechtschreibung: Ass, ugs. Bub statt Bube

letzte Karte: 6-B-A-8-2-5-10-3-K-D-9-4-7 néichste Karte:

alte Rechtschreibung: As, ugs. Bub statt Bube

letzte Karte: B-A-8-2-5-10-3-K-D-9-4-7-6  nichste Karte:

3) Zahlen- und Bildkarten werden buchstabiert

neue Rechtschreibung: Ass

letzte Karte: 6-4-A-9-B-8-2-5-K-D-3-7-10  néichste Karte:

alte Rechtschreibung: As

letzte Karte: 4-A-9-B-8-2-5-K-D-3-7-10-6  nichste Karte:

neue Rechtschreibung: Ass, ii = ue

letzte Karte: 10-4-A-6-9-B-2-8-5-3-K-D-7  néichste Karte:

alte Rechtschreibung: As, ii = ue

letzte Karte: 4-A-6-9-B-2-8-5-3-K-D-7-10  néichste Karte:

: 9-8-4-A-B-D-2-10-6-7-3-5-K

8-4-A-B-D-2-10-6-7-3-5-K-9

9-8-4-A-D-K-2-10-6-7-3-5-B

8-4-A-D-K-2-10-6-7-3-5-B-9

3-D-9-A-8-10-4-7-2-6-K-B-5

D-9-A-8-10-4-7-2-6-K-B-5-3

3-5-D-A-9-8-4-10-2-7-6-K-B

5-D-A-9-8-4-10-2-7-6-K-B-3
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neue Rechtschreibung: Ass, ugs. Bub statt Bube
letzte Karte: 6-4-A-9-K-8-2-5-D-B-3-7-10  né#chste Karte: 3-K-9-A-8-10-4-7-2-6-B-D-5

alte Rechtschreibung: As, ugs. Bub statt Bube
letzte Karte: 4-A-9-K-8-2-5-D-B-3-7-10-6  né#chste Karte: K-9-A-8-10-4-7-2-6-B-D-5-3

neue Rechtschreibung: Ass, ii = ue, ugs. Bub statt Bube

letzte Karte: 10-4-A-6-9-K-2-8-5-3-D-B-7  nichste Karte: 3-5-K-A-9-8-4-10-2-7-6-B-D

alte Rechtschreibung: As, ii = ue, ugs. Bub statt Bube
letzte Karte: 4-A-6-9-K-2-8-5-3-D-B-7-10  néichste Karte: 5-K-A-9-8-4-10-2-7-6-B-D-3

Wir kénnen vergleichsweise einfach von einer Variante mit der neuen Rechtschreibung
fiir das Ass auf eine mit der alten wechseln, indem einfach die erste Karte ans Ende wan-
dert und umgekehrt. Auflerdem spielt lediglich die Karte Fiinf eine Rolle, wenn es darum
geht, ob Umlaute als einzelne Buchstaben oder stattdessen als Verbindung der beiden
entsprechenden Vokale geschrieben werden sollen. Der Konig ist ndmlich in diesem Fall
ohnehin stets die letzte Karte (letzte Karte: 4-6-9-B-8-5-K-D-7-10, néchste Karte: 4-10-
7-6-K-B-5-D-9-8).

Falls die Reihenfolge fiir die Bezeichnung ,Bub“anstatt von , Bube“geindert werden
muss, reicht es, den Fall fiir die letzten vier Karten zu betrachten und deren Reihenfolge
entsprechend anzupassen (letzte Karte: 10-K-D-B, néchste Karte: 10-B-D-K). Bei der
englischsprachigen Version gibt es hingegen keinen vergleichbaren Klarungsbedarf.

VI



Down Under - Australisches Ausgeben

Die Reihenfolge der Spielfarben entspricht hier o. B. d. A. # — ¥ — & — ¢ und kann bei
Bedarf entsprechend vertauscht werden.

Place One Kill One (klassische Variante)

k | Sortierung

1 | #A

2 | #A-42

3 | SA-43-42

4 | #A-43-462-44

5 | #A-65-62-64-43

6 | BA-ML-B2-(-63-45

T | BA-6-62-65-43-67-44

8 | BMA-B5-82-67-63-46-464-43

9 | BA-BI-A2-466-63-43-64-47-45

10 | €A-€6-B2-010-M#3-#7-64-H9-5-43

11 | #A-69-62-67-63-4B-64-43-65-610-46

12 | #A-67-82-810-43-43-64-6D-45-40-66-48

13 | #A-6D-42-43-3-SB-#4-9-45-SK-SG-H10-67

14 | #A-63-62-0K-463-60-64-6D-45-410-46-VA-67-48

15 | #A-6D-462-49-43-VA- AL S10-65-6K-66-6B-67-92-43

16 | #A-69-62-8K-63-610-64-V2-65-6B-66-VA-#7-6D-463-93

17 | #A-V4-862-810-63-VA-S1-SB-5-V3-86-#D-47-V2-43-6K-49

18 | #A-S10-62-95-43-6B-44-V2-45-6D-466-V4-67-0K- 43 V3-469-VA

19 | #A-V2-42-8B-43-Y6-04-6D-45-V3-06-AK-S7-V5-463-VA-4#9-V4-610

20 | #A-SB-42-93-43-8D-4LV7-45-K-66-V4L-67-VA-S3 V(6-469-92-410-95

21 | #A-V6-2-0D-43-V4-0L-OK-S5-V3-66-VA-S7-V5-68-92-640-97-4#10-V3-48B

22 | #A-BD-42-V7-43-0K-64-9V5-85-VA -S6-V)-A7-V2-43-V(-469-93-410-V3-4#B-
V¥4

23 | #A-V5-82-8K-43-V3- 4L VA-5V6-46-V2-67-V10-63-9V3-69-V7-610-V4-6B-
¥9-4D

24 | BA-BK-82-96-4#3-VA-4-99)-85-92-66-97-67-93-43-VYB-69-¥V4-4610-¥3-#B-
¥5-¥D-¥10

25 | #A-VB-#2-VA-43-97-64-92-65-V]10-66-V3-67-Y3-63-94-69-YD-410-V5-6B-
VI-4D-46-6K

26 | #A-VA-62-9D-43-92-44-V3 85-V3-46-VYB-#7-V1-43-VI-#9-465-4#10-VK-4B-
V6-4D-V10-6K-¥7

27 | #A-V3-82-92-83 VK- 64-43-65-Y9)-86-V4-67-YD-H#3-V5-469-V10-610-V6-6B-
SA-6D-V7-4K-¥B-PA

28 | #A-V2-42-99-43-V3-41-PbA-&5V1-466-9V10-67-95-63-VK-69-V5-4610-VB-4B-
V7-#D-#2-6K-¥38-VA-¥D

29 | #A-VK-4#2-93-43-V10-64-VL-05-82-46-V5-67-VB-4#3-V(6-#9-$bA-610-V7-6B-
VD-6D-V3-#K-#3-VA-¥9-92
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30

SA-V3-B2-PbA-83- V161 VB-65-95-46-%3-67-V6-63-YD-49-V7-4610-d2-46B-
V8-4D-VK-K-V9-VA-$l-¥2-910

31

SA-VB-42-V1-43-8$2-44-V5-85-VD-66-V6-67-dl-63-V7-69-VK-#10-V3-46B-
$#3-4D-VI-AK-bA-VA-V]10-V2-45-93

32

SA-VLB29D-43-95-04-83-05-Y6-06-VK-67-V7-63 &5-60-V3-610-dbA-#B-
V9-4D-d4-SdK-V10-VA-$2-¥2-¥B-9¥3-&(

33

OA-BT-B2-95-83-VK-@L-V6-05-$L-06-V7-47-6A-63- V3 9-G-4#10-VI-6B-
$#2-AD-VI0-K-5-VA-¥B-¥2-43-93-9D-V4

34

SA-V5-B2-53 B3-V6-L-PbA-B5V7-SG-d’5-S7-V3-63-d2-60-VO-410-d7-46B-
VI10-#D-d3-6K-YB-VA-#(-¥2-9D-V3-44-¥4-PK

35

SN BA-B2-V6-83-%)- 0L V7582 6G-V3-67-h(-63-VI-69-3-610-V10-6B-
$#3-AD-VB-AK-dl-VA-VD-V2-$7-¥3-VK-V4i-5-95

36

SA-VG-B2-82-B3-V7- L Pb10-€#5-V3-S(-$3-7-V)-S3-67-69-V]1)-10-di-6B-
VB-6D-#9-K-VD-VA-5-V2-VK-V3-3-V/ e A-V5-d(

37

BA-BT-B2-V7-S3-863-41-V3-45-8B-SG6-V)-A7-81- 63 V]10-#9-63-410-VB-4#B-
$5-AD-VD-SK-b10-VA-PK-V2-d(-V3-db A-V1-b)-V5-42-¥(

38

BA-V7-B2- 533 V3 41-dod-S5-V)-G-bD-S7-V]0-b3-5-69-VB-#10-69-6B-
VD-8D-#b(-SK-VK-VA-hpB-V2-dbA-V3-$7-V1862-¥5-8]0-¥G-3

39

SN BBV B3-#)-SL-V)-B5-85-SG-VI0-S7-SK-63-VB-69-&G-410-YD-6B-
B®10-SD-VK-K-do7-VA - PpA-V2-dbD-V3-2-Vi 3 V5-43-¥V6-»B-¥7

40

SA-VE- D255 23994 B]0-#5-V10-S6-h6-67-VB-63-¢A-69-VD-H10-d7-
AB-VK-8D-bB-SK-bA-VA-$3-V2-42-V3-$»bK-V183-V5-8)-Vi-dl-V7-dD

41

SA-BK-B2-99)-43-$86-41-V]0-4#5-6B-6-VB-S7-S7-63-9D-69-62-610-VK-
AB-$3-AD-bA- K- $D-VA-$#2-¥2-$§9-V3-$63-V1 ¢ A-V5-di- VG- 10-V7-d5-¥3

42

SA-VI)-B2-0A-B3-V10-64-B7-05-VB-66-0D-67-VD-H3-#h3-#9-VK-H10-43-
SB-BA-SD-$)-AK-$#2- VA SBK-V2-3-V3-d10-V,-dl-V5-92-V(-d5-V7-$»B-¥3-
6

43

SA-B7-B2-910-463-02-64-VB-45-53-G-VD-S7-SK-63-VK-69-d0-10-dbA-
AB-04-6D-82 K- $b10-VA-#3-V2-¢A-V3-dl VL sB-V5-65-V(-43-9V7-8i-¥3-
»D-¥9

44

SA-V10-462-53-43-VB-#4-93-85-VD-66-3)-67-VK-63-¢A-#9-dA-610-d10-
AB-$2-0D-¢5-0K-$b3-VA-$B-V2-$l ¥3-42-V4d5-V5-&D-V;-h(-V7-¢4-93-
$»7-¥9-dbK

45

SA-OA-02-9B-43-39-0L-VD-45-04-6-VK-S7-910-#3-bA-69-62-610-d2-
AB-$B-4D-d3-SK-¢6-VA-l-V2-9D-V3-d5-V1- ¢3-V5-d(-VG-bK-V7-»b7-¥3-
45-99-43-9¥10

46

SA-VB-42-02-43-VD-04-B10-465-VK-06-05-67-db A-S3-SbB-#9-»b2-4#10-43-
SB-$3-AD-bD-AK- 9l VA ¢7-92-5-V3-SbK-V1-86(-V5-64-V6-67-V7-6 A-V3-
$3-¥9-96-¥10-49

47

SA-BI0-#2-VD-463-93-04-VK-05-bB-SG-PbA-S7-06-6:5-$#2-69-deD-&10-d3-
AB-04-0D-bL- K- SbK-VA-5-V2-03-V3-h(-V4-¢A-V5-87-V6-65-V7-$3-93-
42-99-49-¥10-47-¥B

48

SA-VD-42-$B-43- VK- 0104 @5-dA-SG-dD-S7-82-43-67-69-%3-410-dK-6B-
$L-BD-05-0K-b5-VA-9A-V2-d(-V3-09-V1-d7-V5-02-V(-h3-V7-46-V3-d9-
V9-43-V10-410-¥B-48
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49

SA-09-B2-VK-B3-BD-@4- hbA-S5-05-66-82-S7-S-S3-d3-49-03-4610-di-6B-
CA-OD-$b5-SK-96-VA-(-V2-02-9V3-db7-V1- 9 10-V5-d3-V(- 4 3-V7-0-¥3-¢7-
V9-$10-¥10-44-¥B-#B-¥D

50

SA-VK-62-010-43-BA-S1- SbK-B5-02-SG6-06-#7-9h3-#3-¢A-69-di-610-69-6B-
$®5-BD-02-AK-b(-VA-¢7-V2-57-93-43-V4-53-95-0¢B-V5-#9-V7-¢4-93-&10-
V9-48-¥10-4B-¥B-45-¥D-&D

o1

BA-BK-B2-BA-B3-OB-S4- 025 GA-SG-B3-S7-07-6:3-%l-69-02-610-%5-6B-
C10-#D-BG-AK-93-VA-$»7-92-03-V3-#3-91-44-95-#9)-¥G-4D-V7-d10-¥3-65-
V9-$B-¥10-99-YB-+D-¥YD-46-YK

92

DA BA-B2GA-B3-B2-4L-0D-05-3-66-02-67-l 3 ¢3-69-$5-610-¢3-6B-
$#G-AD-OB- K- b7-PA-64-92-43-93-09-V1-$0-¥5-45-V5-10-V7- ¢ K-V3-dB-
V9-46-Y10-D-¥YB-¢10-VYD-bK-VK-67

Die Absténde der Karten entsprechen Zweierpotenzen. Wenn wir die Startkonfigu-
ration das erste Mal durchlaufen, liegt trivialerweise stets eine Karte zwischen jenen,
die abgelegt werden, beim néchsten Durchgang stets drei, beim néchsten sieben und so

weiter.

Kill One Place One (Josephus Problem-Variante)

Die Positionen der jeweils zuletzt abgelegten Karten wurden hervorgehoben und stimmen
mit den Losungen fiir das Josephus-Problem [43] mit der entsprechenden Anzahl {iberein.
Man erhélt die Startkonfigurationen fiir diese Variante des Tricks, indem die jeweils
letzte Karte der Place One Kill One-Variante als erste gereiht wird, wodurch sich die
Reihenfolge der Karten um eins verschiebt.

k | Sortierung

1 | A

2 | #2-6A

3 | #2-6A-43

4 | #4-SA-43-42

5 | €#3-BA-S5-462-64

6 | €5-BA-BL-S2-66-43

T | L-SA-BG-B2-65-63-67

8 | BI-BA-B5-B2-M7-3-466-464

9 | B5-BA-BI-B2-SG-B3-S3-S1-&7

10 | BI-BA-BG-B2-B10-63-07-H4-69-45

11 | €6-BA-BI-B2-S7-S3-SB-SL- 365610

12 | BB-®A-B7-#2-B10-#3-03-#4-SD-b5-69-46

13 | €7-BA-BD-B#2-63-83-SB-04L- )-S5 dK-66-410

14 | ®B-®A-BZ-2-OK-03-09-#L-SD-S5-10-66-VA-47

15 | M8-BA-®D-8#2-69-43-VA-S4-S10-S5-dK-S66-#B-467-92

16 | O3-BA-BI)- B2 K- M3 S10-64-V2- 5 B-SG-VA_S7-6D-4#8

17 | €#9-®A-V4-82-810-#3-VA-S4-SB-#5-V3-4G-D-67-V2-43- 6K
18 | YA-SA-S10-#2-V5-43-#B-64 V245 0D-46-V4-67-6K-H#3-V3-49

IX



Anhang

19 | #10-#A-V2-62-4B-43-Y6-64-6D-45-V3-86-SK-S7-V5-463-VA-4690-94

20 | O5-MA-AB-62-93-43-8D-04-V7-85-bK-S#6-V1-S7-VA-S3-V6-69-92-4610

21 | #B-#A-V6-42-8D-43-VL 4L SK-85-V3-0G-VA-S7-V5-43-92-49-97-410-9¥3

22 | V4-MA-SD-#2-97-83-0K-64-V5-65-VA-66-V9)-67-9V2-43-Y6-469-93-4610-¥8-
4B

23 | ®D-BA-V5-82-8K-#3-V3-64-VA-45-96-66-V2-47-V10-#3-93-69-V7-610-¥4-
#B-¥9

24 | VI10-bA-SK-#2-Y6-43-VA-64-V0-4592-46-V7-67-9V3-63-VB-690-V41-410-¥3-
4B-95-9D

25 | #K-SA-VB-#2-VA-43-97-64-V2-85-V10-4#6-V3-#7-93-43-V1-69-YD-610-¥5-
#B-V9-4D-46

26 | O7-#A-VA-S2-YD-43-92-441-93-465-93-66-VB-#7-V1-63-V9)-69-465-410- VK-
#B-V6-4D-V10-6K

27 | VA-SA-V8-42-92-43-VK-04-43-465V9-6-V4-67-VD-4#3-V5-469-V10-4610-¥6-
#B-$bA-4D-V7-4K-9¥B

28 | YD-#A-V2-42-99-43-V3-44-bA-65-V1-66-V10-#7-95-63-VK-69-96-4610-¥B-
AB-V7-4D-$2-4K-¥3-¥VA

29 | V2-MA-VK-4#2-93-83-V10-64-V1-85-d2-466-V5-67-VB-4#3-V6-#9-dA-#10-V7-
#B-¥YD-4D-V3-4K-$3-VA-¥9

30 | VI10-#A-V3-42-bA-43-VL L VB-A5-V5-46-83-47-V6-463-YD-69-V7-610-d2-
#B-V3-4D-VK-6K-V9I-VA-&l-92

31 | V3-6A-VB-42-V1- 438244 V5-85-VD-46-V6-S7-,-S63-V7-69-VK-610-98-
#B-$3-4D-VI-AK-bA-VA-V10-V2-&5

32 | MG-MA-VL-62-VD-63-V5-44-d3-8§5-V6-S6-VK-S7-V7-6:3-d5-4#9-V3-10-bA-
AB-V9-4D-4-4K-V10-VA-$2-¥2-9B-¥3

33 | V4-BA-BT-62-V5-43-VK-#1-V6-05-1-S6-V7-47-do A-53-V3-4#9-d(-4#10-¥9-
AB-$2-4D-V10-dK-#5-VA-¥B-¥2-$3-93-¥D

34 | PK-SA-V5-82-83-853-VG-§1-hA-85-V7-56-d5-S7-V3-63-2-69-V9-H10-d7-
#B-V10-#D-#3-4K-VB-VA-#(-¥2-¥YD-V3-&4-9¥4

35 | O5-A-BA-B2-VG-43-)- b1 V7-45-d2-SG-V3-S7-G-53-VI-4#9-3-4610-¥10-
AB-$3-6D-VB-K -4 VA-VD-V2-7-¥3-VK-V4i-d5

36 | MG-BA-VG-2-d2-A3-V7-1-P)-b5-V3-SG-de3-S7-V)- b3 »b7-§9-V]10-410-d4-
#B-VYB-4D-$)-4K-VD-VA-5-V2-VK-V3-b3-Vi-bA-¥5

37 | VO-BA-BT-82-V7-8#3-d3-1-V3- 65 SbB-S#6-VI-S7-dl-63-V]10-4#9-h3-#10-¥B-
AB-$5-4D-VD-SK-$]10-VA-VK-V2-¢b(-V3-db A-V1-d0-V5-d2

38 | d3-BA-VT-82-h3-B3-V3- 18l S5-V)-SG6-PD-S7-V10-63-d5-69-VB-610-9-
#B-VYD-8D-$(-dK-VK-VA-bB-V2-hA-V3-d7-V,-82-¥5-&10-¥6

39 | OT-A- Bl 462-9V3-4#3-d0-1-V)- 55 46-V10-#7-$K-63-VB-69-8i-410-YD-
AB-$[0-dD-VK-SK-$b7-VA-dhA-V2-$6D-V3-d2-V1-3-V5-d3-V;-dB

40 | BD-SA-V3-42-85-63-VI-S1d10-#5-VI0-Sb6-0bG-H7-VB-#3-¢A-#9-YD-410-
$7-SB-VK-SD-$bB-SK-bA-VA-53-V2-d2-V3-$K-V, §3-V5-$)-V6-ded-¥7

41 | VE-A-BK-S#2-V)-A3-8(-#1-V]0-S#5-bB-SG-VB-S7-#7-63-VD-469-62-610-VK-
AB-$b3-AD-PbA-SK-hD-VA-§62-V2-$5)-¥3-d3-V1- & A-V5-dl-VG-$10-V7-d5

42 | BG-bA-VI-2-GA-43-VI0-#L-B7-45-VB-SG6-S#D-S7-VD-H3-hb3-#9-VK-4#10-43-
SB-BA-SD-$)-AK- B2 VA SBK-V2-§3-¥3-6]0-V1-dl V5 42-96-65-¥7-$B-¥3




43

VI-SA-B7-2V]10-463-02-64-VB-85-&3-S6-VD-S7-SbK-S3-VK-69-d)-S10-dA-
#B-04-0D-$2-AK-$#10-VA-d3-V2-¢A-V3-$L- VL $B-V5-45-9(-43-V7-8;-¥8-
&D

44

BSK-MA-VI0-462-d3-63-VB-64-03-85-VD-SG-#b)-S7-VK-4#3-¢A-60-dbA-410-
$10-6B-#2-6D-05-AK-+b3-VA-hbB-V2-l-¥3-92-V4-d5-95-bD-V(-d(-V7-44-
V8-$7-99

45

VI0-AA-GA-S2-VB-43-#)- AL VD-65-04-66-VK-S7-d10-Sb3-dbA-H9-42-410-
$2-AB-bB-SD-$h3- K- 96-VA-l-V2-»bD-V3-$5-91 63-95-d(-V6-h-V7-do7-
V3-45-99-d3

46

B®O)-AA-VB-42-02-43-9YD-4-b10-65-VK-SG-05-#7-hA-63-dB-69-d2-610-43-
#B-3-AD-$bD-AK- ] VA $7-V2-5-V3-bK-V186(-V5-61-V6-87-V7-6 A-V3-
$»3-¥9-46-¥10

47

VB-#A-10-62-YD-4#3-03-04-VK-S5-$B-SG-®bA-S7-06-63-d2-69-dD-H10-
$®3-AB-04-8D-$L- K- BK-VA-$5-92-983-V3-86(-V1-6A-V5-7-V6-65-V7-d3-
V8-92-99-49-¥10-67

48

O3-BA-VD-42-bB-3 VK- SL- 04 05-PdA-SG-0D-S7-02-#3-¢7-69-d3-410-dbK-
®B-$l-SD-05-OK-$5-VA-¢A-V2-$5(-V3-99-VL $7-V5-62-V5-$3-V7-66-98-
$9-¥9-43-¥10-410-¥B

49

VD-SA-09-8#2-VK-43-BD-bL-doA-B5-05-BG-P#2-7- S -63-d3-69-63-610-d4-
AB-¢A-@D-$5- K- 06-VA-$(-V2-92-93-$7-V41 4 10-V5-$63-V6-43-97-$9-¥3-
47-99-410-¥10-44-¥B-4B

50

SD-MA-VK-B2-010-8#3-bA-0L-0K-S5-d2-S6-06-S7-d3-Sb3- ¢ A-9-dl-&10-
C9-#B-#b5-8D-42-0K-$h(-VA-¢7-V2-57-93-43-91-463-¥5-$B-V(-#9)-V7-44-
V8-#10-¥9-43-¥10-+B-¥B-4¢5-¥D

51

VK-SA-SK-S2-9bA-S3-0B-04-d2-S5- G A-SG-hb3-S7-07-#3-#L-§9-02-410-d5-
#B-010-6D-#(-SK-93-VA-h7-92-03-9V3-3-V1-¢4-95-$0-V6-¢D-V7-$10-¥8-
45-99-4B-¥10-09-YB-#D-¥D-46

52

CT-BA-BAB2-GA-B3-B2-BL-OD-@5-53-0G-02-S7-dl-S3-93-69-d5-H#10-3-
#B-4(-SD-0B-SK-$b7-VA- 049243 ¥3-00-V4-80-¥5-¢5-V6-10-V7-¢K-¥8-
$B-¥9-46-¥V10-D-¥B-410-¥YD-»K-YK

XI



Anhang

Rahmengeschichte fiir die groBe Pause

Bei der hier vorgestellten Rahmengeschichte sind die Zuordnungen der Zahlen wie folgt:
# A ... Schulwart, #2 ... Bibliothek, #3 ... Buffet, #4 ... Klassenzimmer, #5 ... Hof, #6
... Atelier, #7 ... Festsaal, #8 ... Turnsaal und 49 ... Proberaum.

»INoch hast du Unterricht. Vielleicht bist du gerade fiir Mathematik im Klassenzimmer,
fiir Deutsch in der Bibliothek, fiir Sport im Turnsaal oder fir Kunst im Atelier. Als der
Sekundenzeiger die Zwolf erreicht, ldutet es und die groffe Pause beginnt. Du springst
freudig auf und verlisst den Raum. Du darfst jetzt erst einmal vier Schritte machen.
Da der Schulchor den Proberawm zum Uben braucht, gibt es heute ausnahmsweise kein
Konzert von der Schulband, aber das macht nichts, weil du dich ohnehin entschieden
hast, woanders hinzugehen.“

Danach wird die #9 weggelegt.

»Du darfst jetzt fiinf Schritte machen. In der Bibliothek findet gleich eine Lesung statt,
weshalb ab jetzt niemand mehr hinein darf, aber das macht nichts, weil du dich gerade
ohnehin an einem anderen Ort aufhdltst. “

Danach wird die #2 weggelegt.

»Du darfst danach zwei Schritte machen. Aufgrund des Fuf$ballturniers ist der Turn-
saal bis zum Anschlag voll. Hier gibt es kein Hineinkommen mehr, aber du hast es dir
sowieso anders tberlegt und tberlisst das Anfeuern den anderen.

Danach wird die #8 weggelegt.

»Du darfst diesmal drei Schritte machen. Beim Buffet schaut es leider nicht besser aus,
denn es hat sich eine meterlange Schlange gebildet. Bis du dran kommst, ist die grofie
Pause lingst vorbei, aber zum Gliick hast du dich heute schon um deine Jause gekiimmert.
Normalerweise wiirdest du stattdessen auf einen Besuch beim Schulwart vorbeischauen,
um kurz Hallo zu sagen, aber er versperrt gerade sein Biiro und macht sich mit seinem
Werkzeugkoffer auf den Weg in einen anderen Teil des Gebdudes.

Danach werden das #A und die #3 weggelegt.

,Du darfst erneut drei Schritte machen. Jetzt weifit du, warum der Schulwart plotz-
lich wegmusste. Das Waschbecken im Atelier ist verstopft, weil jemand versehentlich
Farbe hineingekippt hat. Da der Boden unter Wasser steht, ist es ratsam, sich von dort
fernzuhalten, aber das machst du ja bereits.

Danach wird die #6 weggelegt.

»Du darfst noch einen letzten Schritt machen. Sobald du die Tirschwelle tiberschreitest,
liutet es und die groffe Pause ist vorbei. Zum Gliick hast du es gerade noch geschafft,
rechtzeitig zuriick in deine Klasse zu kommen. “

Danach werden die #5 und die #7 weggelegt und es verbleibt nur die #4.

XII



alle Losungen fiir Aus fiinf mach vier

Es gibt grundsétzlich 4! = 24 verschiedene Mdoglichkeiten dafiir, wie wir die vier Karten
in einer Reihe arrangieren kénnen:

VS VoS L L 124 S5V LEAL L XL 24
Voase Voaod Vhos Voo Vosd Vods
L AL X4 Voo L L XA 4 LA &4 .oV bV
*Vee VLS *haV *hVe *4VH L L A4

Da wir die Karten allerdings im Kreis auflegen, reduziert sich diese Anzahl auf sechs:

Ve 4VeHh L L 224 S5V LEXAL L XL 24

Wir koénnen uns dazu vorstellen, dass wir die Reihenfolge der Karten wie eine Uhr lesen.
In der bei der Erkldrung der Funktionsweise gezeigten Abbildung ist die Reihenfolge bei-
spielsweise # ¥, Wenn wir diese um neunzig Grad im Uhrzeigersinn drehen, erhalten
wir # ®#¥_ In anderen Worten: Jede der oben aufgelisteten sechs Moglichkeiten beinhal-
tet noch drei weitere, wenn wir jeweils eine der drei anderen Spielfarben als Startpunkt
nehmen. Da wir auBerdem die Laufrichtung bzw. die Reihenfolge der Uberlappungen
umkehren kénnen, miissen wir diese Anzahl noch verdoppeln:

Abbildung 4.2: Zwolf verschiedene Arrangements (eigene Abbildung)
Allerdings miissen wir streng genommen auch noch beriicksichtigen, dass es bei allen

Spielfarben auler Karo zwei mogliche Orientierungen des Symbols in der Mitte der Karte
gibt, und kommen somit auf insgesamt 12 - 23 = 96 verschiedene Moglichkeiten.

XIII



Anhang

(Kopfgeld-)Jager-Lageplan

a N
P

- J

a N
Ps

- J
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Ubersicht moglicher Kennzahlen der Kartencodierung

Die folgenden Regeln kénnen bei Bedarf auch abgeéindert werden:

i€ {M; V. de; @} Jj€{A4;2;3;4;5;6;7;8,9;10; B; D; K}

j=An k=1 1=&®: n=1

jENA2<;<10: k=j _

] 1=%: n=2

k(K”) =3NJ]= B: k=11 n(Kl]) = .

, i=®: n=3

1=D: k=12 e n—4

j=K: k=13
K;; k| 2|43 S| 4n | =15 K;; k| 2|43 D 4+n | —15
A 1 2 5 25 26 11 hA 1 2 5) 25 28 13
2 2 4 7 35 36 21 &2 2 4 7 35 38 23
43 3| 6 9| 45| 46 31 3 3| 6 9| 45| 48 33
L YN 4 8| 11 99 516) 41 & 4 8| 11 555! 58 43
@5 5110 | 13 65 66 ol &5 5| 10| 13 65 68 53
&6 6|12 | 15 75 76 61 &G 6|12 | 15 75 78 63
»7 7114 | 17 85 86 71 &7 7114 | 17 89 88 73
LX) 8116 | 19 95 96 81 3 8|16 | 19 95 98 83
49 9|18 | 21 | 105 | 106 91 %9 9|18 | 21| 105 | 108 93
#10 (10 | 20| 23| 115 | 116 | 101 10 | 10 [ 20 | 23| 115 | 118 | 103
B (11 ]22| 25| 125|126 | 111 $B | 11 (22| 25| 125 | 128 | 113
D |12 24| 27| 135|136 | 121 D |12 (24| 27| 135 | 138 | 123
®K | 1326 | 29| 145 | 146 | 131 $K | 13 (26| 29| 145 | 148 | 133
VYA 1 2 5 25 27 12 *A 1 2 5) 25 29 14
¥2 2 4 7 35 37 22 2 2 4 7 35 39 24
¥3 3 6 9 45 47 32 *3 3 6 9 45 49 34
¥4 4 8| 11 55 57 42 *4 4 8| 11 55 59 44
5 5110 | 13| 65| 67 52 *5 5110 | 13| 65| 69 54
¥6 6|12| 15| 75| 77 62 46 6|12 15| 75| 79 64
w7 7114 | 17| 85| 87 72 *7 7114| 17| 85| 89 74
A £ 8116 | 19 95 97 82 L 23 8116 | 19 95 99 84
¥9 9118 | 21| 105 | 107 92 %9 9|18 | 21| 105 | 109 94
¥10 [ 10| 20| 23 | 115 | 117 | 102 €10 | 10 [ 20 | 23| 115 | 119 | 104
¥B [ 11|22 | 25| 125 | 127 | 112 ®B |11 (22| 25| 125 | 129 | 114
¥D [ 12|24 | 27 | 135 | 137 | 122 ®D |12 (24| 27| 135 | 139 | 124
YK [ 13|26 | 29 | 145 | 147 | 132 ®K | 13 (26| 29| 145 | 149 | 134

XV
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Rot und Schwarz-Lageplan

a N
S R
N AN
a N O
Ss+ Ry S, + R,
N AN
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Arbeitsmaterial fiir die Kartenhausformel

Wir suchen eine Formel fiir das Kartenhaus (Standard AHS)

Ein Kartenhaus kannst du aus Spielkarten, Bierdeckeln oder anderen rechteckigen
Flachen bauen. Dazu lehnst du jeweils zwei Karten aneinander, sodass sich die
Winde gegenseitig stiitzen. Sobald du zwei dieser Zimmer nebeneinander gebaut
hast, legst du eine Karte obendrauf, um einen Boden fiir das néchste Stockwerk
zu bauen:

o

Versuche folgende Fragen zu beantworten:

1.

Wie viele Stockwerke (Ebenen) hat ein Kartenhaus, das aus hundert Karten
besteht?

. Wie viele Karten brauchst du fiir ein zehnstockiges Kartenhaus?

. Wie viele zusétzliche Karten brauchst du, um aus einem zehnstockigen Kar-

tenhaus ein elfstockiges zu machen?

. Stelle eine Formel auf, mit der du die Anzahl der Karten k(x) fir ein Haus

mit beliebig vielen Stockwerken z ermitteln kannst!

. Wie viele Stockwerke kann ein Kartenhaus hochstens haben, wenn du es aus

einem klassischen Spielkartendeck mit 52 Karten baust?

. Wie viele Kartendecks brauchst du fiir ein fiinfzehnstockiges Kartenhaus und

wie viele Karten bleiben dabei iibrig?

. Wie viele Stockwerke muss das Kartenhaus mindestens haben, damit keine

Karten iibrig bleiben?

Ebenen | Winde | Boden | Karten | Ausbau
1

~| O O = W N
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Anhang

Wir suchen eine Formel fiir das Kartenhaus (Standard)

Ein Kartenhaus kannst du aus Spielkarten, Bierdeckeln oder anderen rechteckigen
Flachen bauen. Dazu lehnst du jeweils zwei Karten aneinander, sodass sich die
Wiénde gegenseitig stiitzen. Sobald du zwei dieser Zimmer nebeneinander gebaut
hast, legst du eine Karte obendrauf, um einen Boden fiir das néchste Stockwerk

VNN

Versuche folgende Fragen zu beantworten:

1. Wie viele Stockwerke (Ebenen) hat ein Kartenhaus, das aus 45 Karten be-
steht?

2. Reicht ein Kartendeck (52 Karten) fiir ein sechsstockiges Kartenhaus?
3. Wie viele Kartendecks brauchst du fiir ein siebenstockiges Kartenhaus?

4. Wie viele zusétzliche Karten brauchst du, um aus einem siebenstockigen Kar-
tenhaus ein achtstockiges zu machen?

5. Stelle eine Formel auf, mit der du die Anzahl der Karten k(z) fiir ein Haus
mit beliebig vielen Stockwerken z ermitteln kannst! Du kannst dafiir auch
die Tabelle ganz unten auf dem Arbeitsblatt verwenden.

*) Stelle eine Formel auf, mit der du die Anzahl der Karten k(z) fiir ein Haus
mit beliebig vielen Stockwerken z ermitteln kannst (sieche Abbildung unten)!

o

Ebenen | Wiande | Boden | Karten | Ausbau
1

| O U | W N
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Musterlosungen (Standard AHS)

1.

Wie viele Stockwerke hat ein Kartenhaus, das aus hundert Karten besteht?

Antwort: Das Kartenhaus ist hochstens acht Stockwerke hoch.
Begriindung: k(z) =100 = =8

. Wie viele Karten brauchst du fiir ein zehnstockiges Kartenhaus?

Antwort: Wir brauchen 155 Karten.
Begriindung: k£(10) = 155

. Wie viele zusétzliche Karten brauchst du, um aus einem zehnstockigen Kartenhaus

ein elfstockiges zu machen?

Antwort: Wir brauchen 32 zusitzliche Karten.
Begriindung: k(11) — k(10) = 187 — 155 = 32

Stelle eine Formel auf, mit der du die Anzahl der Karten k(z) fiir ein Haus mit
beliebig vielen Stockwerken x ermitteln kannst!

— siehe Tabelle und Formeln der reguléren Variante

. Wie viele Stockwerke kann ein Kartenhaus hichstens haben, wenn du es aus einem

klassischen Spielkartendeck mit 52 Karten baust?

Antwort: Das Kartenhaus kann hochstens fiinf Stockwerke hoch sein.
Begriindung: k(x) =52 = x~5,7

. Wie viele Kartendecks brauchst du fiir ein fiinfzehnstockiges Kartenhaus und wie

viele Karten bleiben dabei iibrig?

Antwort: Wir brauchen sieben Kartendecks und es bleiben 19 Karten iibrig.
Begriindung: k(15) = 345 = 345 : 52 ~ 7 = 7-52 =364 =
364 — 345 =19

Wie viele Stockwerke muss das Kartenhaus mindestens haben, damit keine Karten
iibrig bleiben?

Antwort: Fiir ein Kartenhaus mit dreizehn Stockwerken sind 260 Karten bzw.

fiunf vollsténdige Decks notig.
Begriindung: k£(13) =260 = 260:52=25

XIX
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Musterlosungen (Standard)

1.

XX

Wie viele Stockwerke (Ebenen) hat ein Kartenhaus, das aus 45 Karten besteht?

Antwort: Das Kartenhaus ist vier Stockwerke hoch (siehe Abbildung).
Begriindung: k(xz) =45 = 1z =5 bzw. durch Fortsetzung des Musters in der
Abbildung (ein weiteres Stockwerk dazu bauen)

. Reicht ein Kartendeck (52 Karten) fiir ein sechsstockiges Kartenhaus?

Antwort: Nein, weil es dann 11 Karten zu wenig sind.

Wie viele Kartendecks brauchst du fiir ein siebenstdckiges Kartenhaus?

Antwort: Wir~brauchen 84 Karten.
Begriindung: k(7) = 84

Wie viele zusétzliche Karten brauchst du, um aus einem siebenstockigen Karten-
haus ein achtstockiges zu machen?

Antwort: Wir~brauch~en 23 zusatzliche Karten.
Begriindung: k(8) — k(7) = 108 — 84 = 24

Stelle eine Formel auf, mit der du die Anzahl der Karten ];:(x) fiir ein Haus mit
x Stockwerken ermitteln kannst! Du kannst dafiir die Tabelle ganz unten auf dem
Arbeitsblatt verwenden.

— siehe Tabelle und Formeln der vereinfachten Variante
Stelle eine Formel auf, mit der du die Anzahl der Karten k(z) fiir ein Haus mit

beliebig vielen Stockwerken z ermitteln kannst (sieche Abbildung unten)!

— siehe Tabelle und Formeln der reguldren Variante



Tabelle und Formeln der reguldaren Variante

WV

Ebenen | Boden | Winde | Karten | Ausbau
0 0 0 0 0
1 0 2 2 2
2 1 6 7 5)
3 3 12 15 8
4 6 20 26 11
5 10 30 40 14
6 15 42 57 17
7 21 56 77 20
8 28 72 100 23
9 36 90 126 26

10 45 110 155 29
11 55 132 187 32
12 66 156 222 35
13 78 182 260 38
14 91 210 301 41
15 105 240 345 44

rekursive Formel:
k(x) =k(x —1)+3x—1 bzw. k(z+1)=Fk(x)+3z+2 k(0)=0
explizite Formel:

3x(z+1) 322 4+ x
+z)—x= —r =

2 2 2

z(3z + 1)

k() =3(1+2 + ..
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Anhang

Tabelle und Formeln der vereinfachten Variante

NV

Ebenen | Boden | Wiande | Karten | Ausbau
0 0 0 0 0
1 1 2 3 3
2 3 6 9 6
3 6 12 18 9
4 10 20 30 12
5 15 30 45 15
6 21 42 63 18
7 28 56 84 21
8 36 72 108 24
9 45 90 135 27

10 55 110 165 30
11 66 132 198 33
12 78 156 234 36
13 91 182 273 39
14 105 210 315 42
15 120 240 360 45

rekursive Formel:

k(z) =k(z —1) 43z bzw. k(z+1)=k(z)+3z+3 k((0)=0

explizite Formel:
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k(z) =3(14+2 + ...

3z(z+1)  32°+ 3z

x) =

2

2




Zusammenfassung

Abstract (Deutsch)

Die vorliegende Masterthesis beschéftigt sich damit, wie die Arbeit mit Spielkarten im
Unterricht den Lernenden in der Sekundarstufe einen Zugang zu abstrakten Konzepten
der Mathematik ermoglichen kann. Der Einsatz von Spielkarten bietet sich nicht nur
bei der Behandlung des Themas Wahrscheinlichkeitsrechnung an, sondern ist im Allge-
meinen gut geeignet, um viele mathematische Inhalte zu veranschaulichen. Kartentricks
im Speziellen dienen oftmals als eine Art Koéder, um dem Publikum ein neues Unter-
richtsthema schmackhaft zu machen sowie bereits bekannte Inhalte zu festigen oder diese
in einem anderen Kontext zu erproben. Im Rahmen dieser Arbeit wird unter anderem
auch auf Moglichkeiten der Binnendifferenzierung in heterogenen Klassenrdumen einge-
gangen. Dazu werden ausgewéhlte Tricks und andere Methoden, bei denen mit Karten
gearbeitet wird, vorgestellt, im Lehrplan verortet und im Hinblick auf ihren Einsatz
im Schulunterricht erldutert. Zum Schluss werden Vor- und Nachteile der praktischen
Umsetzbarkeit im Unterricht diskutiert.

Abstract (Englisch)

This master’s thesis examines how working with playing cards in the classroom can
provide secondary school students with access to abstract concepts in mathematics. The
use of playing cards is not only useful for dealing with the topic of probability theory, but
is also generally well-suited for illustrating many mathematical concepts. Card tricks, in
particular, often serve as a kind of bait to make a new teaching topic appealing to the
audience, as well as to reinforce already known content or to test it in a different context.
This thesis will also address, among other things, possibilities for internal differentiation
in heterogeneous classrooms. Selected tricks and other methods involving card work will
be presented, located in the curriculum, and explained with regard to their use in school
lessons. Finally, the advantages and disadvantages of practical implementation in the
classroom are discussed.
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