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Abriss

In der vorliegenden Masterarbeit wird untersucht, wie sich die Klangfarbe eines Quer-
flétentons von jener eines Sopranblockflotentons unterscheidet und wie sich dies ma-
thematisch beschreiben ldsst. Fiir die Bearbeitung dieser Fragestellung werden nach
einer theoretischen Einfiihrung in die physikalischen und mathematischen Grundlagen
von Schallwellen und musikalischen Toénen die Wellengleichung anhand einer beidseitig
eingespannten Saite hergeleitet und mithilfe der Methode nach d’Alembert und der Me-
thode der Trennung der Variablen gelost. Anschliefend werden die Tonerzeugung sowie
die baulichen Eigenschaften beider Floten detailliert betrachtet, sodass in weiterer Folge
die Wellengleichung fiir die schwingende Luftséule hergeleitet und gelost werden kann.
Den mathematischen Kern dieser Arbeit umfasst die Fourieranalyse, die die theoreti-
sche Grundlage fiir die Erstellung des Frequenzspektrum eines Tons bildet. Mit deren
Hilfe werden Flotentone als Klangspektrum dargestellt und hinsichtlich ihrer Oberténe
untersucht.

Die Analyse der selbst eingespielten Flotentone ¢2, g2 und e3 zeigt, dass Querflstentone
im Vergleich zur Sopranblockfléte ein tendenziell weniger ausgeprigtes Obertonspektrum
aufweisen, was sich mit der Wahrnehmung des weichen, runden Klangs deckt. Das Spek-
trum der Sopranblockfléte zeigt hingegen deutlichere Obertonanteile mit einer Dominanz
der ungeraden Harmonischen, was sich im charakteristisch hellen Klang der Sopranblock-
fléte duBert.






Abstract

This master’s thesis investigates how the timbre of a flute tone differs from that of
a soprano recorder tone and how this can be described mathematically. To answer this
question, a theoretical introduction to the physical and mathematical principles of sound
waves and musical tones is first given and then the wave equation is derived using a string
fixed at both ends and solved using d’Alembert’s method and the method of separation
of variables. The sound production and the structural characteristics of both flutes are
then analysed in detail so that the wave equation for the vibrating air column can be
derived and solved. The mathematical core of this work consists of the Fourier analysis,
which forms the theoretical basis for the creation of the frequency spectrum of a tone.
With its help, flute tones are represented as a sound spectrum and analysed with regard
to their overtones.

The analysis of the self-recorded flute tones ¢?, g? and e® shows that flute tones tend
to have a less pronounced overtone spectrum compared to the soprano recorder, which
is consistent with the perception of the soft, round sound. The spectrum of the soprano
recorder, on the other hand, shows clearer overtones with a dominance of odd harmonics,
which is expressed in the characteristically bright sound of the soprano recorder.
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1 Einleitung

Musik war von klein auf ein grofler Bestandteil meines Lebens und meine musikalische
Laufbahn begann mit der Sopranblockfléte — einem Instrument, das als Einsteigerin-
strument weit verbreitet ist, jedoch ein sehr ambivalentes Image tragt: Einerseits ist
die Sopranblockfléte durch die einfache Spielweise und die preiswerte Anschaffung leicht
zugédnglich, andererseits iiberzeugt der Klang nicht immer. Spéater wechselte ich zur Quer-
fléte, die in der klassischen Musik fest etabliert ist und deren Klang héufig als ,rein®
oder ,elegant“ wahrgenommen wird. Im Studium festigte sich meine Freude am Mu-
sizieren, wobei auch das Mitwirken im Musikverein in meiner Heimat mein Interesse
an der Querfléte nachhaltig prigte. Ergédnzend dazu regten mehrere Lehrveranstaltun-
gen im Bereich der Akustik mein Interesse an den physikalischen und mathematischen
Grundlagen von Musik an. Vor diesem Hintergrund und durch meine Facherkombination
Mathematik und Musik lag es nahe, eine musikbezogene Fragestellung mithilfe der Ma-
thematik zu beantworten, um diese beiden Fachrichtungen miteinander zu verbinden.
Aufgrund dessen ist die zentrale Fragestellung dieser Arbeit: ,, Wodurch unterscheidet
sich die Klangfarbe eines Querflétentons von jener eines Sopranblockflétentons und wie
lésst sich dies mathematisch erklaren?“

Um diese Frage zu beantworten, werden zunéchst die Grundlagen harmonischer Schwin-
gungen und Wellenbewegungen erldutert. Anschlieffend wird auf die Wellengleichung und
ihre Losung eingegangen sowie der Aufbau und die Tonerzeugung von Querfléte und So-
pranblockflote im Detail betrachtet. Den mathematischen Kern bildet die Fourieranalyse,
mithilfe derer im abschlieBenden Kapitel selbst eingespielte Flotentone analysiert und
deren Klangspektren verglichen werden.

Teile der vorliegenden Masterarbeit behandeln die gleichen Themen wie meine Bachelor-
arbeit mit dem Titel ,,Die Fourieranalyse und ihre Anwendung in der Akustik“, die ich
im Rahmen meines Mathematik-Lehramtsstudiums verfasst habe. Insbesondere wurde in
der Bachelorarbeit ein Ton physikalisch beschrieben sowie die mathematische Grundlage
der Fourieranalyse erlidutert und deren Anwendung in der Akustik allgemein betrachtet.
In dieser Masterarbeit wird das Thema der Fourieranalyse prézisiert und weitergefiihrt,
jedoch mit einem spezifischen Fokus auf die weiteren mathematischen Aspekte, die die
Tonerzeugung in der Querfléte und der Sopranblockfléte beeinflussen. Direkte Ubernah-
men von Textpassagen wurden vermieden, jedoch wurde ein Teil der Literatur, die ich
bereits bei der Bachelorarbeit genutzt hatte, fiir die Recherche verwendet, wodurch es
zu Uberschneidungen im Aufbau kommt.






2 Schall, Tone und Kldnge

Der Klang eines Instruments bezeichnet die von diesem Instrument erzeugten Tone, die
iiber Schallwellen das Ohr erreichen. Damit folglich genau verstanden werden kann, was
mathematisch gesehen To6ne, Klinge und Gerdusche genau sind, bedarf es, zunéchst in
die Materie der Akustik, der Lehre vom Schall, einzutauchen und die Grundlagen zum
Verstidndnis {iber harmonische Schwingungen und Wellen zu legen.

2.1 Harmonische Schwingungen

Bei einer an beiden Seiten eingespannten, schwingenden Saite fithren die einzelnen Punk-
te auf der Saite harmonische Schwingungen aus, die sich als Schallwellen im Raum aus-
breiten und von uns Menschen horbar sind. Daher kann gesagt werden, dass Schwingun-
gen die Bewegung eines Punktes um eine Gleichgewichtslage beschreiben und lokal sind.
Wellen hingegen entstehen durch die Ausbreitung von Schwingungen und breiten sich in
einem Medium aus. |1, S. 57]

2.1.1 Der einfache harmonische Oszillator

Das einfachste Modell zur Darstellung von harmonischen Schwingungen ist der einfache
harmonische Oszillator, bei dem eine Masse an einer vertikal aufgehédngten Feder
héngt. Wenn sich das System im Gleichgewicht befindet, wird keine Kraft auf die Masse
ausgeiibt. Wird nun das Objekt um eine Lénge = aus der Ruhelage herausbewegt, wirkt
die Feder eine Kraft F' auf die Masse aus, die proportional zur Auslenkung ist. Durch das
Hooke’sche Gesetz ergibt sich folgender Zusammenhang zur Beschreibung der Federkraft
F:

F=—kp-x, (2.1.1)

wobei kp die Federkonstante ist und die Steifheit bzw. Elastizitdt der Feder angibt.
Das Minuszeichen zeigt an, dass F' entgegen der Auslenkungsrichtung aus der Ruhelage
gerichtet ist; die Kraft ist also riicktreibend. Je grofier die Auslenkung x aus der Gleich-
gewichtslage ist, desto stédrker wirkt die Federkraft F' in die entgegengesetzte Richtung.
[31, S. 414] Aufgrund der Massentrégheit kommt die Masse nicht in der Ruhelage zum
Stillstand, sondern bewegt sich dariiber hinaus, womit eine Schwingung um die Gleichge-
wichtslage entsteht. Wenn Reibung vorhanden ist, kommt diese harmonische Schwingung
schlieBlich zum Stillstand - man spricht dabei von einer gedampften Schwingung. Das
Pendant dazu ist die fiir die Berechnungen wichtige ungeddmpfte Schwingung bei Rei-
bungsfreiheit. [10, S. 39]
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In Abbildung signalisiert die gestrichelte Linie die Ruhelage. Wird die Masse bei-
spielsweise um die Hohe x angehoben und ausgelassen, wirkt die Federkraft F' nach
unten, die Masse schwingt um z unter die Gleichgewichtslage und anschlieBend wieder
nach oben: Es entsteht eine harmonische Schwingung.

Abbildung 2.1: Einfacher harmonischer Oszillator [10, S. 39]

2.1.2 Die Ort-Zeit-Funktion der harmonischen Schwingung

Damit in weiterer Folge Berechnungen durchgefithrt und Aussagen iiber die Toéne in
der Musik getroffen werden koénnen, wird in diesem Abschnitt das Hooke’sche Gesetz
mit dem 2. Newton’schen Gesetz kombiniert, um eine Bewegungsgleichung (Differenti-
algleichung 2. Ordnung) anschreiben zu kénnen. Es wird anschlieflend gezeigt, dass eine
als gegeben betrachtete sinusférmige Ort-Zeit-Funktion der harmonischen Schwingung
x(t) = A - cos(wt + 0) eine mogliche Losung dieser Differentialgleichung ist. Deren Para-
meter werden im gegebenen Kontext anschaulich erkliart. Wenn nicht anders angegeben,
folgen die Erkldrungen den Ausfithrungen von Paul A. Tipler und Gene Mosca. 31} S.
414f]

Bei Kombination des Hooke’schen Gesetzes (2.1.1)) mit dem 2. Newton’schen Gesetz
For=m-a;=m- -— (2.1.2)
(Kraft ist Masse mal Beschleunigung) ergibt sich die Gleichung

—kp-x=m"a;.

Durch Aquivalenzumformungen und die Anschrift der Beschleunigung als die zweite
Ableitung der Ort-Zeit-Funktion x(t) ldsst sich diese Bewegungsgleichung anschreiben

als: " 2 "
Ty Z =0 (2.1.3)

= a2 " m



2.1 Harmonische Schwingungen

In Abbildung kann bereits eine sinusoidale Bewegung der Masse erkannt werden.
Soll nun der Ort x der Masse zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ bestimmt werden, kann
dies durch die Ort-Zeit-Funktion der harmonischen Schwingung z(t) erfolgen:

x(t) = A - cos(wt + 9). (2.1.4)

In Kapitel wird deutlich, dass eine harmonische Schwingung die Wellengleichung 16st
und diese deshalb hier bereits verwendet werden darf.

Die Amplitude A gibt die maximale Auslenkung aus der Ruhelage an; (wt + ¢) wird
Phase der Schwingung genannt und die Phasenkonstante § gibt die Phase bei t = 0
an. Wenn nur ein schwingendes System vorliegt, kann immer § = 0 gesetzt werden.
Weiters ist es aufgrund des Zusammenhangs cos(wt + §) = sin(wt + 6 + §) redundant,
ob z(t) als Sinus- oder Kosinusfunktion angeschrieben wird.

Es soll nun gezeigt werden, dass die Gleichung[2.1.4] eine Losung der Bewegungsgleichung
ist. Dafiir wird die Ort-Zeit-Funktion x(¢) mithilfe der Kettenregel zweimal nach
der Zeit differenziert, um die Beschleunigungsfunktion der harmonischen Bewegung zu
erhalten:

d
Uy = d—j = —w- A sin(wt +9) (2.1.5)
a —d2—x——w2 A cos(wt +9) (2.1.6)

Mit z = A cos(wt+9) (siehe|2.1.4]) kann nun diese Gleichung zum Beschleunigungsgesetz
der harmonischen Schwingung umgeschrieben werden:

ay = —w? - z. (2.1.7)
Schreibt man nun die Bewegungsgleichung zZu

A2z kg
= (lx = ——X

dt? m

um und setzt sie mit Gleichung gleich, ergibt sich

kr
—wlr =g &
m

o e o1

und die Ort-Zeit-Funktion der harmonischen Schwingung z(t) = A - cos(wt + 9) ist eine
mogliche Losung der Gleichung.

Die Parameter A und 0 konnen aus der Anfangsbedingung ¢ = ¢y und durch Einsetzen
in x = A - cos(wt + d) berechnet werden. Sei dazu ¢ = 0. Daraus folgt die Anfangslage

xo = A - cos(0)
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sowie die Anfangsgeschwindigkeit (siehe [2.1.5])
Uy = —w - A -sin(9).
Mithilfe der Gleichungen der Anfangslage und -geschwindigkeit kénnen im Anschluss die

Amplitude A und die Phasenkonstante ¢ berechnet werden.

Zur weiteren Betrachtung der Ort-Zeit-Funktion der harmonischen Schwingung wird
folgende Definition eingefiihrt:

Definition 2.1.1 (Periodische Funktionen). [17, S. 321]
Eine Funktion f : R — C heifit periodisch mit der Periode T' > 0 oder kurz T-periodisch,
falls gilt:

f+T)=f(t), VteR. (2.1.9)
Nachdem der Kosinus die Periode 27 hat, gilt w1 = 27, woraus T = %’r und w = 2%

folgen.

Der Parameter w wird die Kreisfrequenz genannt und ist in rad - s~! beziehungsweise
nur s~! angegeben, wobei s fiir die Zeit in Sekunden steht.

Im Modell des harmonischen Oszillators bedeutet die T-Periodizitéit einer Funktion, dass
die Masse T' Sekunden bendtigt, um eine vollsténdige Schwingung auszufiithren. Daher
wird T auch Schwingungsdauer oder Schwingungsperiode genannt. Der reziproke
Wert v = % wird Frequenz genannt und gibt die Anzahl der vollsténdigen Schwingun-
gen pro Sekunde an. Die Einheit der Frequenz ist Hertz (Hz).

Insgesamt ergibt sich also fir die Ort-Zeit-Funktion x(t)
1
x(t) = A - cos (27TTt + 5)

und aufgrund von

w =27 7= 2y &
1
V=—w (2.1.10)
27
k
und w = ¢/ -£ (2.1.8 folgt schlieBlich die Frequenz des Federschwingers in Abhéngigkeit
m

von der Federkonstante kg und der Masse m:

WL L (2.1.11)
2w m

Die Gleichung zeigt, dass die Frequenz und somit auch die Schwingungsdauer von le-
diglich der Federkonstante und der Masse, nicht jedoch von der Amplitude A, also der
maximalen Ausdehnung aus der Gleichgewichtslage, abhéngt. Was diese Erkenntnis in
der Musik bedeutet, wird im néchsten Kapitel thematisiert.



2.1 Harmonische Schwingungen

2.1.3 Was ist ein Ton?

Ein Ton lasst sich — im Gegensatz zu einem Gerdusch — als eine Schwingung der Luft dar-
stellen, die (anndhernd) periodische Grundmuster aufweist. Dabei wird zwischen der all-
gemein verwendeten und der physikalischen Terminologie unterschieden: In der Akustik
versteht man unter einem (reinen) Ton eine einzige sinusformige Schwingung, wihrend
hier der Ton im musikalischen Sinne als Klang bezeichnet wird. Dabei handelt es sich
um eine periodische Schallwelle, die sich aus einem Grundton und mehreren Oberténen
zusammensetzt. Gerdusche sind auch Schallwellen, die jedoch nichtperiodisch sind. (31,
S. 506f]

Die Grundform eines reinen Tones kann durch die Formel der harmonischen Schwingung

z(t) = A - cos(wt + §)

(siehe angegeben werden. Wir schreiben diese Gleichung mit w = 27v um und
erhalten
x(t) = A-cos(2mvt +9).

Aus dieser Formel lassen sich zwei musikalische Parameter leichter ablesen. Die Am-
plitude A gibt die Lautstédrke des Tons an und v bezeichnet die Frequenz, also die
Tonhohe. Der Kammerton a' wird meist mit 440 Hz angegeben und das menschliche
Ohr kann Frequenzen zwischen 20 Hz und 20 000 Hz aufnehmen. [26] S. 6ff] (6 S. 8]

T
Kontext der Musik, dass es in der Theorie keinen Unterschied macht, wie laut ein Ton

gespielt wird: Die Frequenz, also die Tonhthe, bleibt dieselbe. Da jedoch in der Pra-
xis Musikinstrumente fast nie exakt harmonische Schwingungen erzeugen, kann eine
Abhéngigkeit der Tonhohe von der Lautstédrke des gespielten Tons festgestellt werden.
Diese ist jedoch minimal und kann zum Beispiel bei Blasinstrumenten mit der Lippen-
spannung des Spielers oder der Spielerin korrigiert werden. [31, S. 418]

1 [k
Bemerkung. Die im Abschnitt |2.1.2| gefundene Gleichung v = 7 “E bedeutet im
m

Ein Ton im musikalischen Sinne kann durch folgende Definition beschreiben werden:

Definition 2.1.2 (Basismodell eines (musikalischen) Tons). [26] S. §]

Ein (musikalischer) Ton ist die Uberlagerung (= Summe) einer gewissen, theoretisch
unendlichen Folge von Einzelschwingungen z,,, n € N*, wobei x,, die n-fache Frequenz
einer gegebenen Grundschwingung w besitzt.

Dies léasst sich mithilfe der sogenannten Spektraldarstellung auf folgende Weise

darstellen:
+oo

2(t) =Y [An cos(nwt) + By sin(nwt), (2.1.12)
n=1
wobei der erste Summand z; die Fundamentale, also die Grundschwingung ist, deren
Tonhohe gehort wird, und die Anteile x,, mit n > 1 die Oberténe bzw. n-ten Harmo-
nischen des musikalischen Tons sind. Der erste Oberton entspricht dabei der zweiten
Harmonischen, der zweite Oberton der dritten Harmonischen usw. —im Allgemeinen gilt
daher: n-ter Oberton = (n + 1)-te Harmonische.
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Erste Harmonische

Zweite Harmonische

Dritte Harmonische

el
[\
A
/\
W\

Abbildung 2.2: Die ersten fiinf Harmonischen einer Schwingung, eigene Darstellung mit
GeoGebra

Vierte Harmonische

Fiinfte Harmonische

Der Grund fiir den unterschiedlichen Klang der T'6ne von verschiedenen Instrumenten
bei gleicher Tonhohe ist die Klangfarbe. Wenn ein Ton gespielt wird, treten neben der
Grundschwingung auch die Oberténe in unterschiedlichen relativen Intensitéten, also
Lautstérken, auf. Diese unterschiedlichen Obertonspektren bzw. Spektren sind je
nach Bauart und Spielweise eines Instruments unterschiedlich. S. 507] In Abbildung
[2.2) werden die ersten fiinf Harmonischen einer Grundschwingung gezeigt, wobei die erste
Harmonische gleichzeitig die Grundschwingung, also die Fundamentale, ist. Die n-te
Harmonische schwingt mit der n-fachen Frequenz der Fundamentalen.

Die Harmonischen schwingen im ganzzahligen Verhéltnis

1:2:3:4:5:...

und fiir einen Grundton mit der Grundfrequenz v erhilt man eine Obertonreihe mit
den Obertoénen der Frequenzen 2v,3v,4v,... . S. 61] Durch die Unterteilung einer
gespannten Saite in den Verhéltnissen 1:2, 2: 3, 3: 4, usw. erklingt die Oberton- bzw.



2.2 Wellen

Naturtonreihe, die in Abbildung[2.3|mit dem Grundton C dargestellt ist. Die Frequenzen
verhalten sich reziprok zu den Verhéltnissen der Unterteilung der Saite, das heifit eine
halbierte Saite schwingt mit der doppelten Frequenz als die ganze Saite.

Die in Abbildung fettgedruckten Zahlen zeigen die sogenannten ,,ekmelischen T6ne“,
deren exakte Tonhohen im geldufigen Notenbild nicht darstellbar sind. Sie klingen etwas
tiefer als notiert. [15, S. 512]

I 12 (3 |4 |5 :]|6:|7: & : |9 - (10 ;|11 2|12 : |13 : [14 2|15 : |16 usw.

C c g c e g b c d- e fis© |g a“ b” h’ ¢’ usw.

|raT L& ] \'l\ | [ 8] b o = b_o_ hﬂ 2 i
L 3 ‘-.-J’c' e o Bl 1 |
Abbildung 2.3: Obertonreihe mit dem Grundton C 15, S. 512]
2.2 Wellen

Schallwellen kénnen sich in Gasen, Fliissigkeiten und Festkorpern ausbreiten; das fiir das
Hoéren von Kléngen wichtigste Medium ist jedoch die Luft. Sie besteht aus endlich vielen
Luftmolekiilen, die sich ununterbrochen bewegen und aneinanderstoflen. Dabei erreichen
sie bei Raumtemperatur und unter normalen Konditionen eine Durchschnittsgeschwin-
digkeit von 450 — 500 m/s. Der geringe mittlere Abstand von 6 - 1078 m und die grofie
Anzahl der Teilchen in der Luft resultieren im Luftdruck. Wenn nun ein Objekt vibriert,
wird die Luft abwechselnd komprimiert und dekomprimiert. Diese lokale Storung der
Ruhelage breitet sich in Schallgeschwindigkeit (ca. 343 m/s) im Raum aus - nicht jedoch
die einzelnen Molekiile. [6, S. 1f] Diese fithren im Falle der harmonischen Welle lokal
harmonische Schwingungen aus. |31} S. 464]

Generell lassen sich mechanische Wellen in zwei Arten unterteilen: transversale und lon-
gitudinale Wellen.
Transversalwellen werden solche genannt, deren Storung der Ruhelage normal zur
Ausbreitungsrichtung der Welle ist, wobei Wellenberge und -téler entstehen. Beispie-
le fiir transversale Wellen sind Wasserwellen oder das Zupfen einer auf beiden Enden
eingespannten Saite: Die Verformung der Saite an einer Stelle wirkt sich aufgrund der
Wechselwirkung der Teilchen unmittelbar auf die benachbarten Segmente aus und es
entsteht eine Welle, die sich in Richtung der gespannten Saite vor- und zuriickbewegt.
Jeder Punkt auf der Saite fithrt harmonische Schwingungen im rechten Winkel zur Aus-
breitungsrichtung der Welle aus. Die Abbildung zeigt die Verformung einer Feder
senkrecht zur horizontalen Ausbreitung der Welle.

Longitudinalwellen werden jene Wellen genannt, bei denen die Ruhelage eines Me-
diums in Ausbreitungsrichtung gestort wird. Anstatt der Wellenberge und -téler, wie
sie bei transversalen Wellen gefunden werden kénnen, breitet sich der Bewegungsimpuls
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Abbildung 2.4: Transversale Welle auf einer Feder [31, S. 456]

durch Komprimierung und Ausdehnung des Mediums aus. Ein Beispiel dafiir ist Schall,
der sich in longitudinalen Wellen dreidimensional in der Luft ausbreitet. S. 456ff]
Die Abbildung [2.5| zeigt die lokale Verdichtung (blau) sowie die lokale Ausdehnung (rot)
einer Feder.

B

| | \\
il
L.‘L,,&)

Abbildung 2.5: Longitudinale Welle auf einer Feder S. 457]

2.3 Harmonische Wellen

Harmonische Wellen sind jene, bei denen die Luftmolekiile lokal harmonische Schwin-
gungen ausfiihren. Durch den Zusammenstofl mit benachbarten Teilchen werden diese
ebenfalls zum Schwingen gebracht, weshalb sich die Welle fortpflanzen kann. Solche Wel-
len kénnen durch eine Sinus- oder Kosinusfunktion beschrieben werden. S. 464]
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2.3 Harmonische Wellen

2.3.1 Laufende Wellen

Am anschaulichen Beispiel einer an beiden Seiten fixierten Saite lésst sich leicht nachvoll-
ziehen, dass die einzelnen Punkte auf der Saite mit der Frequenz v auf und ab schwingen.
In der Zeit einer Schwingungsdauer T' = % bewegt sich die Welle um eine Wellenldnge A
fort, woraus sich die Wellengeschwindigkeit

v= % =vA (2.3.1)
ergibt. Dadurch kann die Sinusfunktion
. x
u(z) = A-sin (27TX + 6) (2.3.2)

beschreiben werden, wobei durch den Faktor 27 sichergestellt wird, dass der Wert der
Funktion bei einer Verdnderung von z um eine Wellenldnge gleich bleibt. Dabei be-
schreibt A die Amplitude, A die Wellenléinge und § die Phasenkonstante, die bei einer
einzelnen Welle, wie auch schon bei der Ort-Zeit-Funktion der harmonischen Schwingung
null gesetzt werden kann. Die Wellenlénge A ist das rdumliche Pendant zur Periode

T.=" (siehe(2.1.10)). Da der Faktor TW immer mit der Ortsvariable  zusammenhéngt,
w
wird eine eigene Grofie k£ mit
b — 2
D)

eingefiihrt. Sie wird auch Wellenzahl bzw. Kreiswellenzahl genannt. |31, S. 464] Sie
gibt die Anzahl der Wellen auf einer Strecke der Lange 27 an. [20, S. 32] Die Abbildung
2.6] zeigt eine Sinusfunktion mit den beschriebenen Parametern.

AN,
N N

Abbildung 2.6: Sinusfunktion, eigene Darstellung mit GeoGebra nach [31] S. 463]

Definition 2.3.1 (Rechtslaufende harmonische Wellen). [20, S. 32]
Eine rechtslaufende harmonische Welle ist von der Form

u(x,t) = A - sin(wt — kx + 0)
mit A,w,k>0und 0 <6 < 27.

Bemerkung. Die Kreisfrequenz w = kv ergibt daraus, dass bei einer sich in positiver
z-Richtung ausbreitenden Welle das = in Gleichung durch x — vt ersetzt werden
muss, um die Fortbewegung der Welle zu signalisieren. [31], S. 464]

11



2 Schall, Téne und Klidnge

Bemerkung. Linkslaufende harmonische Wellen kénnen mit
u(x,t) = A - sin(wt + kx + 0)

beschrieben werden.

Harmonische Schallwellen

Schallwellen breiten sich in der Luft und in Fliissigkeiten in Longitudinalwellen aus. Wie
bereits in vorhergehenden Kapiteln sei die Auslenkung der Molekiile aus der Gleichge-
wichtslage als harmonische Schallwelle mit

s(x,t) = Smaz - sin(kx — wt)

gegeben. Dabei erfolgen die Auslenkungen der Luftmolekiile parallel zur Ausbreitungs-
richtung der Welle, was mit der Umbenennung der Funktion und der Amplitude verdeut-
licht wird. Diese Auslenkung in Richtung der Bewegungsrichtung fiihrt zu periodischen
Schwankungen der Luftdichte und des Luftdrucks. In einem Gas besteht eine direkte
Proportionalitdt zwischen Druck und Dichte, sodass die Maxima des Drucks gleichzei-
tig die Dichtemaxima darstellen, welche jedoch nicht an den Punkten maximaler Teil-
chenauslenkung auftreten. Vielmehr ist die Druck- bzw. Dichtewelle p gegeniiber der
Auslenkungswelle s um 7§ rad (= 90°) phasenverschoben.

Die Abbildung zeigt in (a) die Auslenkung der Luftmolekiile v und in (e) den
Luftdruck p zu einem festen Zeitpunkt tg. Dabei ldsst sich erkennen, dass an jenen
Punkten, an denen es keine Auslenkung gibt (z.B. u(z1) = u(x3) = 0), die Druckwelle
ein Minimum bzw. Maximum besitzt. Im Punkt o ist die Auslenkung maximal und die
Druckwelle hat dort eine Nullstelle. Die Punkte in (b) zeigen einige Molekiile in Gleichge-
wichtslage vor dem Eintreffen der Schallwelle und die Pfeile reprisentieren die Richtung,
in die sich die Molekiile bewegen werden, und in (c) lassen sich diese Luftmolekiile kurz
nach der eingetroffenen Schallwelle erkennen. Abbildung (d) korreliert mit (e), indem
die Schattierung die Dichte der Luftmolekiile représentiert. |31} S. 467]

Reflexion einer Welle

Betrachtet man einen laufenden Impuls auf einer an beiden Seiten fixierten Saite, zeigt
sich, dass dieser am FEnde der Saite reflektiert und sich als invertierter Impuls in die
andere Richtung fortbewegt. Invertiert bedeutet, dass ein nach oben gerichteter Impuls
bei der Riickrichtung nach unten zeigt und dass die Form in vertikaler Richtung gespiegelt
ist. Dies kann in Abbildung nachvollzogen werden.

Uberlagerung laufender Wellen

Definition 2.3.2 (Superpostitionsprinzip). [31} S. 488]
Wenn zwei oder mehr Wellen sich iiberlagern, ergibt sich die resultierende Welle als
algebraische Summe der einzelnen Auslenkungen.

12



2.3 Harmonische Wellen

) und der Druckwelle

Abbildung 2.7: Zusammenhang zwischen der Auslenkungswelle (a

(e) [B1] S. 467]

13
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4V
N>

Abbildung 2.8: Reflexion eines Pulses an den Enden einer beidseitig eingespannten Saite
[16, S. 62]

Dieses Superpositionsprinzip soll anhand eines Beispiels, in dem zwei harmonische
Wellen iibereinandergelagert werden, dargestellt werden. Dazu betrachten wir die beiden
Wellen

ui(z,t) = A-sin(kxr — wt)

und
ug(z,t) = A-sin(kx — wt + 0).

Sie haben dieselbe Amplitude, Frequenz und Wellenzahl, jedoch eine unterschiedliche
Phasenkonstante, wodurch sie sich an einem bestimmten Ort um die Phasendifferenz

(kx —wty) — (kx —wta +0) =w(ta —t1) — 0 = wAt — 6

unterscheiden. Dies bedeutet, dass die zweite Welle die gleiche Auslenkung wie die erste

0 . . . . . .
um At = — spéter erreicht. Zu einem bestimmten Zeitpunkt ist die zweite Welle um

Ax = z hinter der ersten. Die Rechnung dazu ist analog wie oben.

Die Uberlagerung der beiden Wellen ergibt die sogenannte Resultierende. Diese lisst
sich folgendermaflen berechnen:

up +ug = A-sin(kx —wt) + A - sin(kr — wt + 0) (2.3.3)

Fiir die weiteren Rechnungen benétigen wir die Additionstheoreme, die hier gesammelt
angeschrieben werden:

14



2.3 Harmonische Wellen

Theorem 2.3.1 (Additionstheoreme). 15, S. 133]

sin(z +y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(x +y) = cos(z)cos(y) — sin(z) sin(y)

Daraus folgt mit x — y = = + (—v)

sin(z — y) = sin(x) cos(—y) + cos(z) sin(—y)

= sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y).

Daraus kénnen wir
sin(x + y) + sin(zr — y) = 2sin(x) cos(y) (2.3.4)

schlieflen. Setzen wir nun iibergangsweise z + y = « und = — y = 3, dann erhalten wir

sin() + sin(8) = 2sin <O‘+B> cos <O‘ — 5) . (2.3.5)

2 2
[1, S. 41] In unserem Fall ist a = kx — wt und 8 = kx — wt + 0, woraus folgt

a+B  kr—wt+kr—wt+0
2 2

0
=kr —wt+ =
x w+2

und
a—pB  kr—wt—kr+wt—0 0

2 2 2
Damit ldsst sich mit cos(—g) = cos(g) die Gleichung umschreiben zu:

Uy + ug = 2A cos <g> sin <k:v —wt + g) . (2.3.6)

Bemerkung. Diese Gleichung entspricht der Superposition zweier Wellen gleicher
Amplitude und Frequenz. [31, S. 491] Die Abbildung zeigt die Uberlagerung
zweier Wellen wu; (griin) und uy (rot) als neue Welle u = uj + ug (blau).

Die Uberlagerung zweier oder mehrerer Wellen wird Interferenz genannt. Dabei kann
zwischen der konstruktiven und der destruktiven Interferenz unterschieden werden:

e Konstruktive Interferenz tritt auf, wenn beide Wellen in Phase sind. Dabei ist

0
0 = 0, weswegen die Amplitude A cos <2> in Gleichung [2.3.6/ maximal wird. Die

Amplitude der Resultierenden betrégt dann 2A. (siehe Abbildung [2.10))

e Betriigt der Phasenunterschied zwischen den beiden Welle § = 180°(= 7 rad),
dann fallt die Amplitude wegen cos (g) = 0 weg und die resultierende Welle

verschwindet. Diese Uberlagerung wird destruktive Interferenz genannt. (siche

Abbildung [2.11)) [31, S. 491]

15



2 Schall, Téne und Klidnge

Abbildung 2.9: Superposition zweier Wellen gleicher Amplitude und Frequenz mit ¢ = 0,

2A

eigene Darstellung mit GeoGebra nach S. 490]

uy(x) = Asin(kz)

ug(x) = Asin(kx)

Abbildung 2.10: Konstruktive Interferenz, eigene Darstellung mit GeoGebra

Schwebungen

Als besondere Art von Interferenz ist in der Musik die Schwebung zu nennen. Wenn
zwei Tone mit leicht unterschiedlichen Frequenzen erténen, so hért man eine periodische

Anderung der Lautstéirke des Tons. S. 78]

Seien

16

P1(t) = Pmaz sin(wit) und  po(t) = Prmas sin(wat)



2.3 Harmonische Wellen

2A

Abbildung 2.11: Destruktive Interferenz, eigene Darstellung mit GeoGebra

zwei Funktionen, die den Druck einer Schallwelle zu einem beliebigen, aber fixierten
Punkt beschreiben. Die Uberlagerung ergibt sich mit

p(t) = Pmax Sin(wlt) + Pmaz Sin(wgt)
= Pmasz (Sin(wlt) + Sin(wﬂ))

B2 9 prae cos [(LL222 ¢) sin ((LLT24) (2.3.7)
2 2
: w1 + ws TR .
Durch Umschreiben von —y = (w) fur die mittlere Kreisfrequenz und w; —ws =: Aw

fiir die Differenz der Kreisfrequenzen kann die Gleichung umgeschrieben werden:

P(t) = 2 P cos (A;’t) sin ((w)2)

= 2 Pmax COS <2W2Ayt> sin (27 (v)t) . (2.3.8)

Hier wurde im Umformungsschritt Aw = 27Av und (w) = 27(v) gesetzt, wobei Av die
Differenz der Schwingungsfrequenzen und (v) die mittlere Schwingungsfrequenz ist.
Die Frequenz, mit der der Ton abwechselnd lauter und leiser wird, heifit Schwebungsfre-
quenz und ist gleich der Differenz der beiden Frequenzen der beiden Ursprungswellen:

VSchwebung = Av.

17
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1

/ pl(t) = Pmaz Sin(27Tl/1t)

\

P2(t) = Prmax sin(27vst)

p(t) = 2 Pmax COS<27TAV t) sin(27r(1/>t)

/

\. \. V
[l \ *

Abbildung 2.12: Zwei Wellen p; und py mit dhnlichen Frequenzen vy und v (oben) und
ihre Resultierende p (unten), eigene Darstellung mit GeoGebra

2rA
Die Amplitude 2 pj,qs cOS <7r2y t> verdndert sich mit der Zeit, was das Auf- und Ab-

schwellen des Tons erklért. S. 491f] In Abbildung zeigt sich diese Lautstérkendnde-
rung in der periodischen Verdnderung der Amplitude.

Beispiel. Werden zwei Tone mit v; = 440 Hz und vy = 442 Hz gespielt, horen wir
insgesamt einen Ton mit der Frequenz (v) = 441 Hz, der zweimal pro Sekunde ,,pulsiert*
(VSchwebung =Av =2 HZ)

2.3.2 Stehende Wellen
Es seien nun eine rechtslaufende

ui(x,t) = A-sin(kx — wt)
und eine linkslaufende Welle

ug(x,t) = A - sin(kx + wt)

18
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in gleicher Phase gegeben. Die Uberlagerung, das heifit die Addition der beiden in ent-
gegengesetzte Richtungen verlaufenden Wellen liefert:

u(z,t) = A-sin(kzr — wt) + A - sin(kz + wt)
DY sin(kx) cos(wt).

Die Wellenknoten, also jene Stellen, bei denen sich die Punkte auf der Welle nicht
bewegen, lassen sich finden, indem sin(kz) = 0 gesetzt wird. Dies ist bei

kxr=nw mit n=0,1,2,...

27
Wenn nun k = — gesetzt wird, resultiert fiir die Knotenstellen

A
A
a;:n§ mit n=20,1,2,...

Die Wellenb&uche sind die maximal bewegten Stellen der Welle. Dort muss sin(kz) = 1
gelten, damit die Amplitude maximal wird. Dies ist der Fall bei

1 .
kx = <n+2>7r mit n=20,1,2,...

und in weiterer Folge gilt

1\ A
:1::<n—|—2>2 mit n=20,1,2,...

[1, S. 67f] Die Abbildung verdeutlicht die Wellenbduche und Wellenknoten einer
stehenden Wellen sowie den Abstand von einer halben Wellenldnge (A\/2) zwischen den
Wellenbduchen.

Wellenbauch
| v

T

Wellenknoten

Abbildung 2.13: Stehende Welle als Uberlagerung zweier laufender Wellen mit den Wel-
lenknoten bei z = n% und Wellenbduchen bei x = (n + %) %, eigene
Darstellung mit GeoGebra

Bei einer an beiden Enden eingespannten Saite treten solche stehenden Wellenfelder
bei bestimmten Frequenzen auf. Diese heifiten Resonanzfrequenzen der Saite und

19
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das dazugehorige Wellenfeld Schwingungsmode. Die niedrigste davon heifit Eigen-
frequenz v und erzeugt eine stehende Welle mit einem einzigen Schwingungsbauch,
die auch Grundschwingung, erste Harmonische oder Fundamentale genannt wird.
Die Oberschwingungen entstehen bei Vielfachen der Eigenfrequenz vy, z.B. vy = 2u,
v3 = 3v1, usw. Diese Resonanzfrequenzen werden auch Oberténe genannt (vgl. Ab-
schnitt . In Abbildungwurden bereits die ersten fiinf Harmonischen dargestellt.
Es ldsst sich erkennen, dass die n-te Harmonische genau n Schwingungsbéuche und n+1
Schwingungsknoten aufweist.
Der Zusammenhang zwischen der Wellenldnge A und der Saitenlénge £ lésst sich folgen-
dermaflen erkléren:
Bei der ersten Harmonischen ist die Lénge ¢ der Saite gleich A;/2 (vgl. dazu Abbildun-
gen und . Die zweite Harmonische schwingt mit der doppelten Frequenz, wo-
durch auf der Lénge ¢ eine Welle mit der Wellenléinge Ao entstehen kann. Es gilt daher
l= 2’\2—2 = Xo. Fiir die dritte Harmonische gilt in weiterer Folge ¢ = 3%. Dies lasst sich
auf alle weiteren Harmonischen anwenden, weswegen fiir A, allgemein die Bedingung
fiir stehende Wellen bei einer beidseitig eingespannten Saite gilt:

A

eznf mit n=1,2,3,...

Mit dieser Bedingung und mit v = Av (siehe [2.3.1) folgt

v v v
Up=—=—,=n— =nv; mit n=1,2,3,...
D VOV

n

Dies bedeutet wieder, dass, wie oben beschrieben, die Frequenz der n-ten Harmonischen
das n-fache der Frequenz der Grundschwingung ist. [31, S. 496f]

Stehende Schallwellen als schwingende Luftsdulen

Die Uberlegungen, die im vorherigen Kapitel mithilfe der beidseitig eingespannten Saite
angestellt wurden, lassen sich auf stehende Wellen, die in einer beidseitig offenen Rohre
entstehen konnen, anwenden. Dabei wird von einer schwingenden Luftsidule gesprochen.
Es sollte sich in Erinnerung gerufen werden, dass Schallwellen Longitudinalwellen sind
und die Auslenkung der einzelnen Molekiile lings der Ausbreitungsrichtung der Welle
ist.

Diese Luftsidule kann zu verschiedenen Schwingungsmoden angeregt werden, sodass ste-
hende Wellen im Inneren der Rohre entstehen, welche durch Druckschwankungen mit
der Luft auerhalb als Schallwelle weitergegeben wird. [16} S. 60]

In einer offenen Pfeife bleibt der Luftdruck an den offenen Enden annéhernd gleich
dem Umgebungsluftdruck, da sich die Molekiile direkt in der Aulenluft verteilen kénnen.
Dies bedeutet, dass die Uberdruckwelle in das Freie verlduft, wobei in ihrem Riicken ein
Unterdruck entsteht, der am Rohrende reflektiert und sich wieder im Rohr in die entge-
gengesetzte Richtung als Druckwelle fortpflanzt. [20, S. 43]
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Bemerkung. Die Annahme, dass bei schwingenden Luftsdulen an einem offenen Ende
eines Rohres keine Druckschwankungen auftreten, ist idealisiert und nicht vollkommen
richtig. An einem Rohrenende kénnte ohne jegliche Druckschwankung auch kein Schall
nach auflen dringen. [20, S. 123] Nichtsdestotrotz lassen sich mit dieser Annahme einer-
seits die Herleitung besser verstehen und andererseits geniigend genaue Berechnungen

anstellen.

2.4 Zusammenfassung der Gleichungen

Als Abschluss des Kapitels werden hier alle wichtigen Gleichungen und Bezeichnungen
fiir Schwingungen und Wellen zusammengefasst:

Begriff

Mathematische Darstellung

Hooke’sches Gesetz

F=—-k, x

Ort-Zeit-Funktion der harmoni- | z(t) = A cos(wt + )
schen Schwingung

Ort-Zeit-Funktion der harmoni- | x(t) = Acos(2nvt + )
schen  Schwingung (alternative

Schreibweise)

Kreisfrequenz w

Schwingungsperiode

Frequenz v

Zusammenhang von v und T v= %
Zusammenhang von v und w V=g

Wellenlénge A
Wellengeschwindigkeit v = AV
Kreiswellenzahl k= 27”
Rechtslaufende harmonische Wellen | u(x,t) = Asin(wt — kx + 0)

Uberlagerung laufender Wellen

2

Stehende Wellen

)
u(w,t) = 2A cos () sin(kz — wt + 5)
u(x,t) = 2Asin(kx) cos(wt)

Tabelle 2.1: Formeln zur Schwingungslehre
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3 Die Wellengleichung

Differentialgleichungen, deren Losungen Wellenfunktionen u(x,t) sind, werden Wellen-
gleichungen genannt. Anhand einer an beiden Enden befestigten Saite kann diese nach-
vollziehbar im eindimensionalen Fall mit dem 2. Newton’schen Axziom hergeleitet werden.
[31, S. 458]

3.1 Die Wellengleichung einer schwingenden Saite

In diesem Unterkapitel erfolgt die physikalische Herleitung, die jedoch mathematische
Miéngel aufweist.

Eine Wellenfunktion u(z,t) beschreibt die Auslenkung einer Welle aus der Ruhelage an
der Stelle x und zum Zeitpunkt ¢. Die Linge eines Segments sei Ax # 0 und F' die
Spannkraft der Saite. Es wird vorausgesetzt, dass die Auslenkung Aw klein ist, woraus
folgt, dass der Winkel 6 zwischen der Saite und der Horizontalen ebenfalls klein ist.
Letztlich beschreibt p die eindimensionale Massedichte der Saite. [6, S. 89] [31], S. 462]

Um das 2. Newton’sche Aziom (F = m-a) anwenden zu kénnen, miissen diese GroBen
zuerst berechnet werden:

e Die Masse m berechnet sich mit:

1)

e Die Beschleunigung a errechnet sich aus der zweiten partiellen Ableitung der
Auslenkungsfunktion u(z,t) nach der Zeit:

0%u

e Die Kriéfte F,, und F,, A, wirken an den beiden Enden des Saitensegments und
deren Richtungen werden durch die jeweiligen Winkel §(z) bzw. 8(x+Ax) definiert.
Der Index 1 bei den Kriften F,, und Fj, A, dient der besseren Unterscheidung
zwischen der an der Stelle ; ansetzenden Kraft F,,, im Gegensatz zur horizontalen
Komponente ) F, der Gesamtkraft. Es gilt |F,, | = |Fy, 1Az = |F.

Fiir die horizontale Komponente der Gesamtkraft gilt:

ZFz = ’F:cl—i-A:c‘ COs G(x + ACL‘) - ‘Fl‘l‘ cos 0(33)
= |F| (cos O(x + Az) — cos O(x))
~ 0.
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3 Die Wellengleichung

Fynz sin 0(x + Ax)

F,, sin 6(x)

Abbildung 3.1: Skizze eines Segments einer schwingenden Saite; eigene Darstellung mit
GeoGebra nach [6, S. 85]

Der letzte Rechenschritt ergibt sich mit cos 6 ~ 1 fiir kleine Winkel 6.
Mit dem Zusammenhang sin 6 =~ tan 6 fiir kleine Winkel 6 folgt fiir die vertikale
Komponente der Gesamtkraft

ZFy = |Fy4az| - sin 0(xz + Az) — |Fy, | - sin 6(x)
= |F|- (sin 6(z + Azx) —sin 0(x))
~ |F|- (tan 6(z + Az) —tan 6(x)). (3.1.3)

Der Tangens (tan 0(x) = %(w)) beschreibt die Steigung der Auslenkungsfunktion der

Saite an der Stelle z. Diese soll nun mit S bezeichnet werden:

_ Ou

S :=tan 6(z) = a—x(:):)

(3.1.4)

Der Differenzenquotient

AS _ tan (z + Az) —tan 6(z)
Az Ax

gibt daher die Anderung der Kurvensteigung im Abschnitt Az an. Wir nehmen an, dass
die Saite ideal gespannt ist und es keine plétzlichen Verformungen, wie zum Beispiel
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3.1 Die Wellengleichung einer schwingenden Saite

Knicke, gibt. Durch diese Annahme kénnen wir darauf schliefen, dass sowohl die Auslen-
kungsfunktion u(z,t) als auch die erste Ableitung % stetig sind und keine Sprungstellen
aufweisen und in weiterer Folge den Limes Ax — 0 anwenden:

ou ou
lim — = lim <& L
Az—0 Ax Axz—0 Ax
0%y

Es folgt daher fiir ) F, (3.1.3):

> F, yF| - (tan O(z + Az) — tan 6(z))

— |F|-AS
AS
— |F|. Az22
[F]- Az
B13) 2
ED p Ay T
0z2

Hier wurde im dritten Schritt mit Az # 0 erweitert. Fiir die Gesamtkraft F' =Y F, + > Fy
gilt daher insgesamt

0%u
Da nun alle Groflen des Newton’schen Axioms bestimmt wurden, konnen sie hier
zusammengefiigt werden. Mit Az # 0 und den Gleichungen [3.1.1] [3.1.2] und [3.1.6] ergibt

sich das 2. Newton’sche Gesetz F' = m - a daher mit

0%u 0*u
|F|Axw:,uAazw |1 Ax
0?u 0%u

Fl — =p —

Il 5e2 =1 5

und somit die Wellengleichung
0*u  |F| 0*u
— = — —. 3.1.7
ot? w o 0x? ( )

Definition 3.1.1 (Wellengleichung). [28] S. 53]

Sei A C R? und sei ¢ € R, ¢ > 0. Eine Funktion u : A — R, (z,t) — u(z,t) erfiillt die

eindimensionale Wellengleichung, wenn

0%u 0%u

fiir alle Punkte im Inneren von A gilt.
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3 Die Wellengleichung

F
Beispiel. Fiir die schwingende Saite gilt in der Wellengleichung ¢ = u
1

Beispiel. Eine Welle der Form u(z,t) = f(z — vt) mit einer Funktion f(z),z € R und
einer Konstanten v > 0 ist rechtslaufend, wobei die Funktion f die Gestalt der Welle
zum Zeitpunkt ¢ = 0 zeigt. Zum Zeitpunkt ¢ > 0 ist die Welle um die Strecke vt nach
rechts verschoben. [20], S. 30]

Es wird nun dargestellt, dass jede beliebige zweimal stetig ableitbare Funktion der Form
f(x — vt) mit der Wellengeschwindigkeit v = \/% die Wellengleichung erfiillt:

Fiir die Differentiation nach x bzw. ¢t wird zunéchst substituiert:
ni=xz—vt= f(z—ovt)=f(n)
Mithilfe der Kettenregel ergeben sich die ersten Ableitungen
Of _0F On _ .  On

A — — f’
or On Oz oz
~—
a(z—vt)zl
Oz
und
of _of on_ o __
ot on Ot ot '
3(z:5/_

ot v

Nochmaliges Differenzieren mit Anwendung der Kettenregel ergibt die zweiten Ablei-
tungen:

an_af/_af/ @

Z 4 _ 4 _ I — f/l
ox?2 Odx  On Ox
>
und )
I or o
ot? ot on Ot
et
Zusammen folgt dann:
0% f 1 0%f 82f_ 202 f

e e
0x?2 02 ot? ot? 0x2

Setzt man v = \/% in die Gleichung ein, erhélt man wieder die Wellengleichung|3.1.7

Durch Spiegelung am ,rechten“ Ende der Saite ergibt sich eine linkslaufende Welle u:
(z,t) = f(x + vt).

Die Rechnung kann analog durchgefiihrt werden und liefert dasselbe Ergebnis. [31, S.
462£][20, S.30]
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3.1 Die Wellengleichung einer schwingenden Saite

3.1.1 Der Mittelwertsatz und seine Folgerungen

Die beiden in den né#chsten Unterkapiteln vorgestellten Losungsmethoden enthalten
Uberlegungen, die sich aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung und dessen Fol-
gerungen herleiten lassen. Damit diese nachvollziehbar und mathematisch schliissig sind,
werden die zugrunde liegenden Konzepte zuvor gefestigt.

Definition 3.1.2 (Grenzwert von Funktionen). [14, S. 90]
Sei f: D — R eine Funktion und sei zy € R.

1. Gibt es ein n > 0 mit (xg —n,x0) C D, dann gilt fiir a € R

1/im flz)=a <= Ve>030>0Vze€ (x9—0,x0) CD: |f(zx)—a|<e.
x ) xo

Der Ausdruck li/m f(z) ist der linksseitige Grenzwert von f am Punkt z.
x o

2. Gibt es ein > 0 mit (xg, o + 1) C D, dann gilt fiir a € R

l\im flz)=a <= Ve>030>0Vze€ (vg,xz0+d)CD: |f(x)—al<e.
'\, To

Der Ausdruck lim f(z) heifit rechtsseitiger Grenzwert von f am Punkt xg.
T\, To

3. Wenn die Ausdrucke lim f(z) und lim f(x) definiert sind und iibereinstimmen,

x fxo =N\ 2o

wird
li = 1 = 1 .
dim f(z) m/m;of(w) x\l,niof(x)

geschrieben. Dabei ist lim f(x) der Grenzwert von f am Punkt x.
T—xQ

Satz 3.1.1 (Satz von Rolle). |27, S. 101] Ist f : [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b) und im
Inneren des Intervalls differenzierbar, so existiert ein £ € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Ist f konstant, so ist nichts mehr zu zeigen, da f’(x) = 0 ist.

Fiir eine nichtkonstante Funktion f folgt aus der Stetigkeit im Intervall [a,b], dass die
Funktion mindestens ein lokales Minimum oder Maximum in einem Punkt £ € (a,b) hat.
Sei zum Beispiel ein lokales Minimum im Punkt £, dann gilt f(z) > f(£) in [a,b] und

in weiterer Folge w >0 in (& b] und ‘w < 01in [a,&). Aufgrund der

Differenzierbarkeit von f in (a, b) existieren auch die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

o f@)=fE) _ o f@)=fE) st —_ im f@=fE) _ ;
3151{2‘ e =0 und 911/‘1% ¢ = 0, womit (¢ = aljl_)Hé e =0 gilt. [27, S.
101] O

Satz 3.1.2 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). [14, S. 146] Ist f : [a,b] — R stetig
und differenzierbar in (a,b), dann gibt es ein £ € (a,b), sodass

1) = J(@)

e ==
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3 Die Wellengleichung

Beweis. Wenn f(a) = f(b) ist, dann entspricht der oben genannte Satz dem Satz von
Rolle (3.1.1{ und wir miissen nichts mehr beweisen.

Fir f(a) # f(b) betrachten wir die Funktion

b) —
g:la,b] = R, fo(x)—w-(m—a).

Diese Funktion ist stetig in [a, b] und differenzierbar auf (a,b). Durch Einsetzen erkennt
man, dass g(a) = f(a) = g(b) ist, weshalb mit dem Satz von Rolle ein £ € (a, b) existiert,
sodass ¢'(§) = 0 ist. Gemeinsam mit der Ableitung

/ o f(b) — f(a)
g(2) = f(z) - L=
folgt der gewiinschte Ausdruck
1oy S(0) — f(a)

O
Satz 3.1.3 (Monotoniesatz). [14, S. 147] Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die in
(a,b) differenzierbar ist. Dann gilt:
1. f'(x) >0, =z € (a,b) < f ist monoton steigend
2. f'(x) >0, =z € (a,b)= f ist streng monoton steigend
Analoge Aussagen gelten fiir (streng) monoton fallende Funktionen.

Beweis. Zu 1.: (<) Sei f monoton steigend. Dann gilt f(z+h) > f(x) fir h > 0. Daraus
folgt, dass fiir alle x € (a,b)

7'(z) = lim

>0

fle+h) - f(z)
h

gilt.

(=) Sei f'(x) > 0 fiir € (a,b). Es ist zu zeigen, dass f(z2) > f(x1) fir alle 23 > 23
gilt. Indirekt angenommen gibt es x5 > 1 mit z1, 22 € (a,b), sodass f(z2) < f(x1).
Mit dem Mittelwertsatz auf die Einschréinkung von f auf [z1,22] C (a,b) erhalten wir

ein £ € (x1,x2), sodass f'(§) = flz2) = flz1)

. Da x9 > x1 und f(x2) < f(z1) ist,
o — X1
fx2) = fa1)

gilt f/(¢) = < 0, was im Widerspruch zur Voraussetzung f'(£) > 0 fiir
o9 — X1

x € (a,b) steht.

Zu 2.: Der Beweis erfolgt analog wie die ,,Hinrichtung® von 1. O

Korollar 3.1.1 (Folgerung aus dem Mittelwertsatz). |14, S. 148] Es sei f : [a,b] — R
eine stetige Funktion, die im Inneren des Intervalls differenzierbar ist. Wenn f'(x) =0
fiir alle x € (a,b) ist, dann ist f konstant.

Beweis. Aus dem Monotoniesatz folgt aus f/(z) = 0 fiir alle z € (a,b), dass f
sowohl monoton steigend, als auch monoton fallen ist. Daraus folgt, dass f konstant sein
muss. O
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3.1 Die Wellengleichung einer schwingenden Saite

3.1.2 Loésungsmethode nach d’Alembert

Mit dem Finden von Wellenfunktionen der Form f(z + vt) und g(x — vt) konnen be-
reits alle Losungen der Wellengleichung gefunden werden, was der folgende Satz von
d’Alembert beweist:

Satz 3.1.4 (Satz von d’Alembert). [20, S. 30] Sei ¢ > 0 und sei I = (a,b) ein Intervall
mit —oo < a < b < 4o0. Sei u : (0,400) x I — R eine zweimal stetig differenzier-

2 2
bare Funktion, die die Wellengleichung a—g = czgz
x

differenzierbare Funktionen f : (—=b,+00) = R, g¢: (a,4+00) = R, sodass

lost. Dann gibt es zweimal stetig

u(z,t) = f(x+ct) + g(z — ct), xel,t>0,
gilt. Die Funktionen f und g sind bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmd.

Bemerkung. Im Beweis findet der Vertauschbarkeitssatz von Schwarz Anwendung, der
hier zwar angeschrieben, jedoch nicht bewiesen wird:

Satz 3.1.5 (Vertauschbarkeitssatz von Schwarz). |17, S. 27] Es seien D C R"™ eine offene
Menge und die Funktion f : D — R sei zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt
fir allei,j € {1,...,n}

o’f O*f

= 1.
8%']'8.%1' 8.7}18.%] (3 9)

Beweis vom Satz von d’Alembert. Zunédchst werden die Argumente der Funktionen f
und g substituiert:

C—zdet, pez—ct =  p=tt0 & (3.1.10)
2 2c
Die Funktion @ ist nun gegeben durch
ﬂ(§7 77) = ’LL(:I}, t)'
Es folgt mit der Kettenregel
01 _ou ot ou o
o Ot 96 Ox O¢
—~ ~—
%=
1 0u 10u
= ——+ = 3.1.11
2¢ Ot + 2 0x ( )
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3 Die Wellengleichung

und
i _ 0 (1ou) 0t 0 (10u) s
oton Ot \2c0t) On  Ox \2c0t) On
~~ ~—
—% -}
L0 (1ou) ot 0 (10u) oo
ot \20x) On Ox \20x) On
~— ~~
—% -3
s 1 10 10
42 0t 4cotdr  4eOxot 4 0x?
31450
1o 1o
T 4c? 0t?2 4022
BRI TIN A
4 \c2otz ox2)
E13
Also gilt
d*u
dean 0. (3.1.12)
" e o : : . d*u
Der néchste Schritt ist die schrittweise partielle Integration der Gleichung €0 =0
]
ou %
€M = [ aegnEn) dn=he) (3.0.13)
=0

Dadurch, dass die zweite Ableitung von (&, n) gleich 0 ist, ist deren Stammfunktion
eine konstante Funktion A, die jedoch im Allgemeinen noch von & abhingt.

Es soll nun deren Stammfunktion durch Integration gefunden werden. Wegen des Mit-
telwertsatzes der Integralrechnung gilt:

ae,n) = / h(E)de = F(€) + g(n), (3.1.14)

wobei g(n) die Integrationskonstante ist, welche von 7 abhéngt.
Bei fixiertem £ kann mit der Umformung

g9(n) = a(&,n) — f(§)

die Eindeutigkeit von ¢ bis auf eine additive Konstante erkannt werden. Analog kann
ebenfalls die Eindeutigkeit von f bei fixiertem 7 gesehen werden. Die Riicksubstitution
ergibt wiederum

u(z,t) = f(x + ct) + g(z — ct). (3.1.15)
[20, S. 30ff] O
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3.1 Die Wellengleichung einer schwingenden Saite

Im anschaulichen Kontext der schwingenden, an beiden Seiten befestigten Saite kann
die Gleichung3.1.15|als Superposition von zwei in entgegengesetzte Richtungen laufende
Wellen mit gleicher Geschwindigkeit ¢ gesehen werden. [6 S. 87]

3.1.3 Randbedingungen

Von einer Randbedingung wird gesprochen, wenn Bedingungen auf dem Rand 9D ei-
nes Definitionsbereichs vorgegeben sind. Dabei wird zwischen einer Dirichlet-Bedingung
u(z) = f(x) auf D oder einer Neumann-Bedingung %(m) = g(z) auf 0D unterschie-
den. Dies gilt auch, wenn die Funktion noch von der Zeit abhéingt. Es kann beispielsweise
u(z,t) = f(x) fiir alle t > ¢y gelten. Weiters heifit die Randbedingung homogen, wenn
f=0ist. 2, S. 1099]

Sei u(x,t) die Auslenkungsfunktion, die die Wellengleichung 16st, und sei die Léinge der
Saite mit ¢ gegeben. Dann ist fiir x = 0 oder x = ¢ die Auslenkung u(z,t) der Saite mit
u(0,t) = u(l,t) = 0 gegeben. Dies bedeutet, dass beide Enden der Saite fixiert sind.

e Sei zuerst x = 0. Dann ist fiir alle ¢t > 0
0= f(ct) + g(—ct).
Mit der Umschreibung g(\) = —f(—\) fiir einen beliebigen Wert A folgt
u(z,t) = f(x +ct) — f(—x + ct),

was bedeutet, dass die Welle im Punkt = = 0 gespiegelt wird und als invertierte
Welle in die entgegengesetzte Richtung weiter verlduft. (siche Abbildung

e Fiir v =/ gilt u(¢,t) = 0 und man erhilt fiir alle t > 0
O=f(l+ct)— f(—l+ct) & f(l+ct)=f(—L+ct),
sodass fiir alle A gilt:
FO) = F(A+20). (3.1.16)
6, S. 881]

Bemerkung. Gleichung [3.1.16)| ldsst sich leicht mit A = —¢ + ct iiberpriifen.

Damit kann der Satz von d’Alembert (3.1.4) um die folgende Erkenntnis erweitert
bzw. prézisiert werden:

Satz 3.1.6 (Satz von d’Alembert - Erweiterung). Die allgemeine Lisung fiir die Wellen-

gleichung
Pu 5
—— = —
ot? Oz

lautet
u(z,t) = f(x+ct) + g(z — ct).
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3 Die Wellengleichung

Lésungen, die die Randbedingungen u(0,t) = u(l,t) = 0 fir alle t > 0 erfillen, sind von
der Form
u(z,t) = f(x+ct) — f(—x + ct), (3.1.17)

wobei f(X) = f(A+20) fir alle X gilt. |6, S. 89]
Bemerkung. Die Funktion f(\) = f(\ + 2¢) ist 2¢-periodisch.

3.1.4 Anfangsbedingungen

Definition 3.1.3 (Anfangsbedingungen). [2, S. 1099
Von einer Anfangsbedingung spricht man, wenn Bedingungen der Form

U(.’B,to) = f(.’IJ)

und /oder
ou

S @to) = g(a)

eventuell auch an hohere Ableitungen zu einem Zeitpunkt to gestellt werden.

Fine an beiden Seiten fixierte Saite wird zu Beginn der Schwingung ¢ = 0 angeregt.
Dabei miissen die Anfangsbedingungen

u(z,0) = f(x), x € (0,0) (Anfangsauslenkung)
und
ou o 1e 1
E(w, 0) =g(x), z € (0,4) (Anfangsgeschwindigkeit)

erfiillt werden, wobei die beiden Funktionen f(x) und g(x) auch die Randbedingungen
u(0,t) = u(¢,t) = 0 erfiillen. Das heifit

und
9(0) = g(¢) = 0.

Mit dem Reflexionsprinzip, wie es in Abbildung dargestellt ist, erweitern wir den
Definitionsbereich fiir z auf ganz R.

Dazu werden im ersten Schritt die Funktionen f(z) und g(z) auf —¢ < 0 < ¢ definiert,
indem

f(=2) = —f(x) und g(-z)=—g(2).

festgelegt wird. Dadurch entstehen ungerade Funktionen, fiir die f(—¢) = —f(¢) = f(¢)
bzw. g(—¢) = —g(¢) = g(¢) gilt. Wir kénnen somit auf alle Werte x € R ausdehnen,
indem wir eine 2¢-Periodizitit festlegen, sodass f(z + 2¢) = f(z) bzw. g(x + 2¢) = g(x)
gilt. Mit dieser 2¢-Periodizitét sowie den Randbedingungen u(0,t) = w(¢,t) = 0 sind
die Voraussetzungen erfiillt, um den Satz von d’Alembert fiir die Losung der
Wellengleichung zu verwenden.
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3.1 Die Wellengleichung einer schwingenden Saite

Die allgemeine Losung der Wellengleichung mit den Randbedingungen w(0,t) = u(f,t) =
0 sei gegeben durch:

u(z,t) = h(z + ct) — h(—z + ct). (3.1.18)

Setzen wir ¢t = 0 ein, erhalten wir:
f(z) = u(z,0) = h(z) — h(—z). (3.1.19)

Um g¢(x) zu berechnen, leiten wir zunéchst u(z,t) nach ¢ ab, indem wir die Kettenregel
anwenden:

20 = W+t~ H b ) = e o) K+

Setzen wir wieder ¢t = 0 ein, erhalten wir:

g(x) = %(:p, 0) =c- (b (z) — h'(~-x)). (3.1.20)

Um die Funktion h(x) zu bestimmen, integrieren wir diese Gleichung:
/ g(z)dz=c / (W (2) — W (=2)) dz
0 0

=c- (/Oxh'(z) dz — /0 K (~z) dz>

Fiir den néchsten Umformungsschritt substituieren wir w = —z und dw = —dz, womit
sich ebenfalls die Grenzen anpassen. Auflerdem bringen wir ¢ # 0 aus Griinden der
besseren Lesbarkeit auf die linke Seite der Gleichung:

i/oxg(z) dz:/owh’(z) dz—/oxh’(—z) dz

= h(z) — h(0) — (R(0) = h(—z))
= h(z) + h(—z) — 2h(0)
= h(x) + h(—z). (3.1.21)

Im Kontext der beidseitig eingespannten Saite ist auch anschaulich klar, dass f(0) =0
gilt, also dass die Saite an den Enden keine Auslenkung hat. Daraus folgt mit Gleichung
3.1.19, dass h(0) = 0 gilt, wodurch der Ausdruck 2A(0) im letzten Umformungsschritt
wegfallt.
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3 Die Wellengleichung

Um h(z) zu erhalten, addieren wir die Gleichung [3.1.19| auf beiden Seiten und formen

sie um:

h(@) — h(—2) + h(z) + h(—z) = f(z) + 1/;9(2) d

& ha)= (f(:v) +: /Omg(z) dz) (3.1.22)

/0 g(2) dz = —/Oxg(z) dz (3.1.23)

—x

fiir die ungerade Funktion ¢(z), so erhalten wir:

u(e,t) = <f(x+ct) + i/omtg(z) dz> - (f(—a: bet) + % /O_th(z) dz>

1 T+ct —x+ct
:§(f(x+ct)—f(—x+ct % /0 9(2) dz—/o g(2) dz)

Nty ( (
%(f(x—kct) + f(x —ct)) +2lc </x+Ct9(z) dz+/:ct9(2) dz)
1

x+ct

- ;(f(x +ct)+ flx—ct)) + 26/:1; g(2) dz. (3.1.24)

—ct

[6, S. 911], [2, S. 1102f]

Damit wurde die Losung u(x,t) der Wellengleichung mit der Anfangsauslenkung f(x)
und der Anfangsgeschwindigkeit g(z) gefunden und wir kénnen den folgenden Satz
schreiben.

Satz 3.1.7 (D’Alembert’sche Losung der Wellengleichung in einer Dimension). [2, S.
1102] Ist f € C%(R) und g € CY(R). Dann besitzt das Anfangswertproblem

2 2
g;;(x t) = g “(z,t) in R x (0,400),
u(z,0) = f(x) fir x € R,
(;L(a:,O) =g(x) fir x € R

genau eine Ldsung. Diese ist gegeben durch

x+ct

(@, ) = ;(f(x+ct)+f(a:—ct)) 216/ o(2) dz| (3.1.25)

—ct
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3.1.5 Losung durch Trennung der Variablen

Eine weitere Losungsmethode bietet der ,Separationsansatz® beziehungsweise die Me-
thode der , Trennung der Variablen“. Bevor diese in diesem Abschnitt behandelt wird,
bendétigen wir folgende Definition:

Definition 3.1.4 (Sinus und Kosinus hyperbolicus). |2, S. 123]
Sei x € R. Die Hyperbelfunktionen Sinus hyperbolicus und Kosinus hyperbolicus sind
gegeben durch:

cosh(z) = # und  sinh(z) = # (3.1.26)
k!
4
2
X
4 -2 2 4
2
4
-6

Abbildung 3.2: Graph der sinh-Funktion, eigene Darstellung mit GeoGebra

Die Abbildung [3:2] zeigt den Graphen der hyperbolischen Sinusfunktion. Es sei insbe-
sondere auf sinh(z) > 0 fiir x > 0 hingewiesen.

35



3 Die Wellengleichung

Mit der Methode der Trennung der Variablen soll das folgende Anfangsrandwertpro-
blem geltst werden:

0%u 0%u

w(fﬁ,t) = c2w($7t)v (x,t) € (ng) X (07+OO)
ou

u(m,()) = f(m)v a(l’>o) =0, ze (O’E)

u(0,t) = u(l,t) =0, t € (0,+00)

Dabei beschreibt u(xz,0) = f(z) den Zustand der Welle zu Beginn und %(a:, 0)=0
die Anfangsgeschwindigkeit.
Der Separationsansatz
u(x,t) = v(t)w(z)

liefert eingesetzt in die Wellengleichung

2 2
88]52 (v(t)w(z)) = 0288372 (v(t)w(x)) &
V" (Hw(z) = Fo(t)w” (x) &

V() u(a)
oty < ula)

, wenn v(t) # 0, w(z) # 0.

Die letzte Gleichung kann nur gelten, wenn beide Seiten konstant sind. Es gelte also

=: ¢, =, v eR.

Somit ergeben sich die beiden linearen Differenzialgleichungen zweiter Ordnung
V() =y u(t) (3.1.27)

und
w’(x) = v w(z). (3.1.28)

Exkurs: Lésung der linearen Differenzialgleichung f” = af

Es wird hier nun allgemein die Losung einer linearen Differenzialgleichung erklart, wel-
che im Anschluss wieder in den Kontext der Wellengleichung mit dem Losungsansatz
u(z,t) = v(t)w(x) gestellt wird: Gegeben ist eine gewohnliche Differenzialgleichung zwei-
ter Ordnung

f"=af (3.1.29)

mit o € R.
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3.1 Die Wellengleichung einer schwingenden Saite

1. Fall: o < 0: Es sei eine Funktion g : R — R gegeben mit:

1
gl@) == f(—=2)
Vial
Fiir die erste und zweite Ableitung gilt mit der Kettenregel:

J(@)=1'(—=2) —

Viel 7 Vo]
und
" _ el 1$.1,1:L.”L$:_ 1x:—x.
9<x>_f<\/@>¢,;\/@ \a\f<\/@> f( |a|> o)

Satz 3.1.8. Eine Funktion g : R — R, g € C? erfillt ¢"(x) = —g(x),V z € R genau
dann, wenn 3 c1,cy € R mit g(x) = ¢ cos(z) + ¢ sin(x), Vo € R.

Beweis. (<) Durch Ableiten von g kommen wir zum gewiinschten Ergebnis:
g (z) = —cysin(z) + cacos(z) = ¢"(z) = —c1cos(z) — casin(z) = —g(z).

(=) Setze
h(z) := g(x) — (9(0) cos(x) + ¢'(0) sin(z)), (3.1.30)

dann erhalten wir durch Ableiten

W(x)=g'(z) — (—g(0)sin(z) + ¢'(0) cos(z))

und

'(x) = g/ (x) ~(~9(0) cos(x)  /(0)sin(a)
=—g(z)

= —9(z) + 9(0) cos(x) + ¢'(0) sin(x)
~(9(@) = (9(0) cos(z) + ¢'(0) sin(x)))
= —h(z) (3.1.31)

Durch Einsetzen von 0 in die Funktion erhalten wir
h(0) = g(0) — (g(0) - 1+ ¢'(0) - 0) =0 (3.1.32)
und
R'(0) = ¢'(0) — (—g(0) -0+ 4'(0)-1) =0 (3.1.33)
Setze r(z) := h(z)? + ().
Die Ableitung mit der Kettenregel ergibt

7 (z) = 2h(z)H (x) + 21 () w —0

)

37



3 Die Wellengleichung

und wegen Korollar (Folgerung aus dem Mittelwertsatz) existiert ein ¢ € R mit
r(x) = c fiir alle z € R, woraus folgt

N——
IL32  BL33
Mit ¢ = 0 folgt also
0=r(x)=h@)?+hr(2)*>h(2)*>0 = hz)?*=0 = h(z)=0,Vr
>0

Riickeingesetzt in [3.1.30] ergibt sich

0= gla) — (9(0) cos(x) + g'(0) sin(x))

= g(z)= g\((/)lcos(x) + @Sin(m) (3.1.34)
O

Wir haben also fiir

gezeigt, dass fiir f mit o < 0 gilt:

f(z) = g< |oz|x) = Cos( ]a\a:) + ¢ Sin( |oz|x) (3.1.35)

2. Fall: o > 0:

Satz 3.1.9. Sei B € R. FEine differenzierbare Funktion g : R — R erfillt ¢'(x) = - g(z),
Vr € R genau dann, wenn 3 ¢ € R mit g(z) = c¢- e’* Vr € R.

Beweis. (<) Durch Ableiten von g(x) erhalten wir:
g (x)=p-ce™ =B-g(x).
(=) Setze h(z) := g(x)e 5=,
Die Ableitung mit der Kettenregel und der Produktregel ergibt
W(x) = g'(2)e” " + (=B)g(z)e " = e~ (¢ (x) — By(x)) =0
—_——

=0

und nach Korollar Jc € R mit h(z) = ¢,Vz € R. Mit h(x) = g(x)e P folgt daraus

g(z) =c-eb?.
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3.1 Die Wellengleichung einer schwingenden Saite

Wir setzen nun

(x) (3.1.36)
(x) (3.1.37)

und leiten die Funktionen ab:

H)= ) —Vafw) = —va (£ - VA i@) = —va
—
B f(2)
Nach Satz existiert ein d; € R, sodass
g1 =dy e Vo, (3.1.38)
Fiir go folgt:

ghx) = f'(a) +Va- f(z)=—Va- (f’(:c) +Va f(:c)) =Va- g
——

)

Mit Satz folgt wiederum, dass 3 dy € R :
go = dy - €V, (3.1.39)
Um wieder auf die gewiinschte Funktion f(z) zu gelangen, subtrahieren wir g; von go:

92(x) — g1(z) = 2V - f(x)

@) = 5oz 020) = 5= (o)
do di -
= eV 4 eV (3.1.40)
e ()

=c 1=cg

Insgesamt folgt also fiir o > 0:

f@)=c1 eVoT oy e VO (3.1.41)

3. Fall: o= 0:

In diesem Fall gilt fiir die Gleichung [3.1.29| f”(x) = 0,Vz € R. Nach Korollar
existiert ein ¢; € R, sodass f’(x) = ¢; und aus dem Mittelwertsatz folgt wiederum,
dass 9 ¢1, co € R mit

(@) =z +e) (3.1.42)
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3 Die Wellengleichung

Die Losung im Kontext der Wellengleichung

Aufgrund der soeben gezeigten Losungen ergeben sich in unserem Kontext folgende

Funktionen, die als Losung infrage kommen:

Fiir die Differenzialgleichung v”(t) = ¢2 - v - v(t) kann « = ¢? - v gesetzt werden, was zu

folgenden Gleichungen fiihrt:

o’y <0:
v(t) = c1 cos(cy/|Y|t) + casin(ev/ |7]t)
o 2y >0:
v(t) = c1eVT 4 cpem VT
o ?y=0:

v(t) = 1t + 2

Fiir w”(x) = v - w(z) und «a =~ ergibt sich:

e v <O
w(z) = &1 cos(y/Iyle) + ez sin(y/ )
e v >0
w(z) =c1 eV 4 ¢y e VT
o v=0

w(zr) =cx+ ¢y

Mit den Randbedingungen w(0) = w(¢) = 0 folgt:
1. Fall: v <0:

0=w(0)=rc;-cos(0) +c2-sin(0)=¢c1 = ¢ =0

und

0=w(l) = \CL/ cos(\mg) +co - sin(\/m& =co- sin(\/m&

=0

& =0 V sin(y/|y]¢) =0
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3.1 Die Wellengleichung einer schwingenden Saite

1. Fall: ¢ = 0 : Es folgt

w(z) = 0-cos(r/]7]€) + 0 - sin(y/|y]¢) = 0,

was zu einem Schwingungsstillstand fithren wiirde.

2. Fall: sin(\/|y[¢) =0

s VihW=k-m, kel

e Vhl= ]‘“7” kez
Daraus folgt:
wg(z) = ca - sin(lm%r) (3.1.49)
2. Fall: v>0:
0=w(0)=c At =c14+c = c=—-c

und
0=w(l) =c; eV +cy eV
= eVt — c1 eV
= (e\ﬁe — ef\ﬁz>
eVt — =Vt

2
(3-1.26) 2. ¢y - sinh(y/A) (3.1.50)

—c -2

Der Ausdruck sinh(,/¥¢) ist > 0 fiir v > 0. Daraus folgt
c1 = 0=cy,
was wiederum zu einem Schwingungsstillstand fiihrt:
w(z) = 0.
3. Fall: y=0:

0=w0)=c1-04+c2 = ¢2=0

und
O=wll)=c-¢{ = ¢ =0, wegen ¢ # 0.

Dies fiihrt wieder zu einem Schwingungsstillstand:

w(x) = 0.
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3 Die Wellengleichung

Insgesamt ist daher nur der Fall v < 0 relevant, woraus mit ¢ > 0 (siehe Definition der

Wellengleichung [3.1.1)) folgt, dass ¢2y < 0 sein muss, woraus folgt, dass

v(t) = c1 - cos(e/|v]t) + c2 - sin(er/|v|t)

k s 5
gilt. Mit \/|y| = 7#) k € Z sowie Ay := ¢ und By, := ¢y folgt

N k ~ k
we(t) = Ay, cos(%t) VB, - sin(%t) (3.1.51)
Insgesamt erhalten wir also eingesetzt in die Funktion u(z,t) = v(t)w(x)

ug(w,t) = vg(t)wy(z)

_ [[Lcos(d{%t)—l-é-sin(dﬂ%tﬂ ¢ sin(kWTx) (3.1.52)

Aufgrund der Linearitét der Differenzialgleichung sind auch Summen der Funktionen
ug(z,t) = vp(t)wg(x), k € Z Losungen der homogenen Differenzialgleichung. Ebenso
konnen wir wegen des Produkts A := flk - co und By = Bk - co setzen, wodurch cy
wegfillt und wir insgesamt erhalten:

u(x,t) = sin (T) : [Ak cos <67t> + By sin <C]Z7rt>] (3.1.53)

kEZ

Diese Darstellung wird auch Fourierreihe genannt, welche gemeinsam mit der Kon-
vergenz der Reihe im Kapitel 5| ndher beleuchtet wird. Solche Reihen sind Losungen
der partiellen Differenzialgleichung, wenn sie zweimal stetig differenzierbare Funktionen
reprasentieren und gliedweise differenzierbar sind. [2, S. 1100]

Fiir die Anfangsbedingungen berechnen wir zunéchst die erste Ableitung nach der Zeit
t mit der Kettenregel:

ou . kmx ckm . ckm ckm ckm

(@0 =D sin (z) ‘ [‘Ak g sin (ﬂ) By =g - cos (N)]
. krx ckm ckm ckm . ckm

= E Sin <€> : [Bk e cos (£t> — A - WA - sin <£ t)}

Fiir den Zeitpunkt ¢t = 0 gilt dann:

F(2) = ulw,0) = 3 Ay - sin (’“T) (3.1.54)

kEZ
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3.2 Harmonische Wellen als Lésung der Wellengleichung

und
ou . [ kmx ckm ckm ckm . (ckm
O—E(ZE,O)—ZSID (£> Bk-T.COS <€O)Ak£bln <£0)
keZ
=1 =0
=Y By CkTW -sin <k7) (3.1.55)

keZ

Bemerkung. Aus der Gleichung [3.1.54] lassen sich bei gegebenem f(x) die sogenannten
Fourierkoeffizienten A und Bj berechnen. So gelangt man zu einer speziellen Losung
der Differenzialgleichung. |2, S. 1100f.]

3.2 Harmonische Wellen als Lésung der Wellengleichung

3.2.1 Laufende Wellen als Lésung der Wellengleichung

Die harmonische Welle u(x,t) = A-sin(wt — kx4 0) 16st die Wellengleichung Dafiir
miissen die jeweiligen zweiten Ableitungen und die Konstante ¢ gefunden werden.

%(ac, t) = wAcos(—wt + kx — 0)
2
gtg(a; t) = w?Asin(—wt + kx — 6)
und 5
8—2(% t) = —kAcos(—wt + kx — 0)
2
%(:p, t) = k2 Asin(—wt + kz — ).

Setzt man nun in die Wellengleichung ein, erhilt man:

Pu 5

oz = o
wrAsin(—wt + kx — 0) = % - k? Asin(—wt + kz — 6)
w? = k2

Daw >0,k > 0und A > 0 gelten, ist fiir passende Werte x und ¢t der Ausdruck
A sin(—wt + kx — 0) # 0 und es kann durch diesen Term dividiert werden. Aus der

letzten Zeile w? = ¢? - k2 folgt mit ¢ = %, dass
u(z,t) = A - sin(wt — kx + 6)

eine Losung der Wellengleichung ist.
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3 Die Wellengleichung

3.2.2 Stehende Wellen als Losung der Wellengleichung

Neben laufenden Wellen kénnen auch stehende Wellen als Uberlagerung zweier laufender
Wellen als Losung der Wellengleichung in Betracht gezogen werden. So kann auch hier
der Satz von d’Alembert angewendet werden.

Beispiel (Stehende Wellen). Die Funktion
u(z,t) = A sin(wt) sin(kx)
ist eine stehende harmonische Welle, die die Wellenknoten bei z, = %Tz mit z € Z hat.

Hier gilt u(z,,t) = 0.
Die Funktion u(x,t) wird in die Form u(z,t) = f(x + ct) — f(—x + ct) gebracht:

u(x,t) = A - sin(wt) sin(kx)

2. 1
B2, E(cos(wt — kx) — cos(wt + kx)) (3.2.1)

A A
=3 cos(wt — kz) — 3 cos(wt + kzx).
Damit kann der Satz von d’Alembert (3.1.17)) angewendet werden. Die Funktion
A A
u(x,t) = 5 cos(wt — kx) — 3 cos(wt + k)

16st somit die Wellengleichung. |20} S. 33]
Bemerkung. In der obigen Rechnung (3.2.1) wurde der Zusammenhang

sin(z) sin(y) = %(COS(CE —y) —cos(z+y)) (3.2.2)

verwendet. [2, S. 131]
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4 Die Querflote und die Blockflote

Die Querflote und die Blockflote sind beides Holzblasinstrumente — genauer gesagt
Schneidetoninstrumente. Dabei entsteht der Ton, indem ein Luftstrom auf eine Kan-
te trifft und dort gespaltet wird, was in weiterer Folge dazu fiihrt, dass die Luftsédule im
Inneren des Rohres zum Schwingen gebracht wird. Ergdnzend zu den soeben erlduterten
Aspekten wird in diesem Kapitel zunéichst die Bauart der beiden Instrumente darge-
stellt, um eine Grundlage fiir die darauffolgende Beschreibung der Entstehung des Tons
zu schaffen. Anschliefflend wird die Wellengleichung fiir offene Pfeifen mit zylindrischer
Bohrung, wie es bei der Querfléte der Fall ist, thematisiert und erste Aussagen zum
Obertonspektrum getroffen. Diese Ergebnisse werden abschlieffend fiir die Blockflote,
die eine umgekehrt konische Mensur hat, abgeleitet.

4.1 Aufbau der Querflote

Die Querflote gehort zur Familie der Holzblasinstrumente und wird seit dem 20. Jahr-
hundert in der Regel aus Metall — meist aus Neusilber oder Sterling-Silber, aber auch
aus 14-karétigem Gold oder einer Platin-Legierung — gefertigt. Obwohl bis zum Ende des
19. Jahrhunderts Holz das vorherrschende Material war, gibt es heutzutage nur mehr
wenige Instrumente aus Holz, wie zum Beispiel die Piccoloflte.

Die Querflote, auch als ,,Grofle Flote* bekannt, unterscheidet sich von anderen Instru-
menten des Sinfonieorchesters durch ihre akustisch fundierte Konstruktion, welche auf
der Arbeit von Theobald Bohm, einem Miinchner Flotisten und Erfinder, basiert, der
1846 eine zylindrische Bohrung entwickelte. Im Vergleich dazu hatten frithere Querficten,
wie sie im Barock und in der Renaissance verwendet wurden, eine umgekehrt konische
Bohrung und einfache Klappen oder Grifflécher. Die moderne Bohm-Fléte ist insgesamt
65— 67 cm lang und besteht aus drei Teilen: dem Kopfstiick mit dem ca. 12,5 mm grofien
Mundloch, das sich 7 cm vom oberen Ende befindet, dem Mittelstiick mit den meisten
Klappen und dem Fuf3stiick. Das Mittel- und Fuflstiick bilden einen Zylinder mit einem
Innendurchmesser von 18 — 19 mm; das Kopfstiick weist ein parabolisches Profil auf, das
sich dort, wo das Rohr von einem mit Metall besetzten Stimmkork verschlossen wird,
um etwa 2 mm verjiingt.

Der normale Tonumfang der Querflte reicht von ¢! bis ¢*, wobei dieser mithilfe eines
um 4 — 5 cm ldngeren Fufistiicks mit einer zusétzlichen Klappe fiir den kleinen Finger
um den Ton h erweitert werden kann.

Gepolsterte Klappendeckel ermoglichen einen Durchmesser von etwa 13 mm fiir die
Tonlocher, die entsprechend des Durchmessers der Bohrung so gewéhlt werden miissen.
Die Platzierung der Tonlocher erfolgt strikt nach dem akustischen Prinzip der tempe-
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4 Die Querfléte und die Blockfléte

rierten Stimmung. Aufgrund des kleineren Mundlochdurchmessers und dessen teilweiser
Abdeckung durch die Lippen ist der Abstand zwischen den Tonlochern und dem Stimm-
korken allerdings um etwa 35 mm reduziert.

Ein weiteres besonderes Charakteristikum der Querflote ist das Prinzip des Uberbla-
sens. Dabei werden die Tone e? bis ¢® wie das um eine Oktave tiefere Register gegriffen,
wihrend der Musiker oder die Musikerin iiberblést, indem er oder sie die Lippen, die
Kieferhaltung oder beides veréndert. [4, S. 261ff] 8, S. 173]

4.2 Aufbau der Blockflote

Blockfléten gehoren zur Familie der Kernspaltfloten. Bei dieser Flotenart wird der Luft-
strom in einem Kanal zwischen der Auflenwand und einem Block, auch Kern genannt,
auf die Kante des Labiums gerichtet, wo er gebrochen wird, sodass die Luft im Inneren
der Rohre in Schwingung gebracht wird. Mit der Abbildung lasst sich leicht nach-
vollziehen, wie die Luft durch den Windkanal prézise auf die Labiumkante gelenkt und
gespaltet wird.

Windkanaleingang
v
1
Blockbahn Oberbahn
Blockfase Bahnfase
Oberwand des

Windkanal- Rasthos
ausgang Labiumkante/
Labium- Schneide
unterseite

Labium

Seitenwand
des Labiums

Abbildung 4.1: Querschnitt des Kopfstiicks der Blockflote
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4.3 Tonbildung

Aufgrund der schnabeldhnlichen Form des Kopfstiicks wird es auch ,,Schnabel“ und die
Blockflte in weiterer Folge ,,Schnabelflote“ genannt. Die fixe Bauweise des Kopfstiicks
ermoglicht ein erleichtertes Anblasen der Tone, da keine spezielle Technik erforderlich
ist. Lediglich die Stirke des Luftstroms muss kontrolliert werden, da bei zu schwachem
Blasen kein eindeutiger Ton gebildet werden kann und der Ton bei zu starkem Blasen
iiberblasen wird und damit um ein bestimmtes Intervall hoher klingt.

Block ” \‘.‘ Windkanal ,‘/ \\‘ i i
" \ | | sombe

J i

| T e

s
‘ \

» i

\

\ Labium  Aufschnitt/Fenster
\ v

l Kopfbohrung ‘ ‘

l‘ / \ Kopfstiick

‘j Lapfenherz

T D
Kork Zapfen
Zapfengraben !

Daumenloch )

Tonlocher D) ‘

| Mittelstiick
© (bei 3teiligen

Innenbohrung ‘ Blockfloten)

(gt for die ‘
gesamte Bohrung) o)
Unterstiick
| (bei 2-teiligen
O ‘ Blockfloten)
Griffmulde \
Doppellocher @ ‘
=
v A
N ¥
&
€9 |
“ [ FuBstiick
| | (bei 3-telligen

Blodkfidten)

[

|

|

( \

|

|
| | | |
" _l ‘ Ausblasoffi “‘ “‘
LT s e ) v v

Abbildung 4.2: Aufbau einer
Blockfléte mit ba-
rocker  Griffweise
21]

4.3 Tonbildung

Blockfléten bestehen aus drei Teilen, dem Schna-
bel (Kopfstiick), Mittel- und Fufistiick, wobei die
kleineren Groflen, also Sopran- und Altblockflote,
oftmals nur aus zwei Stiicken bestehen. Hier sind
das Mittel- und das Fufistiick in einem gebaut. Auf
dem Mittelstiick befinden sich 7 Grifflocher auf
der Vorderseite und ein Daumenloch zum Uber-
blasen auf der Riickseite, wobei die untersten bei-
den Locher unterschiedliche Ausfithrungen haben
konnen: In der sogenannten barocken Griffweise
sind diese doppelt gebohrt, damit chromatische
Tone leichter gespielt werden kénnen. Diese Bau-
weise erfordert jedoch einen Gabelgriff, um die
Quarte iiber dem Grundton — also im Falle der
Sopranblockfléte das f2 — spielen zu konnen. Bei
der deutschen Griffweise sind die unteren beiden
Locher einfach gebohrt, sodass der Spieler oder die
Spielerin durch teilweises Verdecken der Locher die
gewlinschten Téne spielen kann. Die Notwendig-
keit des Gabelgriffs entfillt hier.

Heute sind vier Lagen gebréuchlich: Sopran-, Alt-,
Tenor- und Bassblockflote, wobei die Sopranblock-
fléte einen Tonumfang von ¢? bis ¢! hat und zir-
ka 30,5 cm lang ist. Seit der Renaissance wurde
die davor vorherrschende zylindrische Bohrung der
Blockfléte durch eine nach unten verengende koni-
sche Bohrung ersetzt. [4, S. 31f] [8, S. 164ff] In Ab-
bildung 4.2 wird diese umgekehrt konische Mensur
im Mittel- und Fufistiick sowie die doppelt gebohr-
ten Locher besonders deutlich.

Was Querfléten und Blockfléten miteinander verbindet, ist die Tonbildung mit dem
Prinzip des Schneide- bzw. Kantentons. Hierbei wird der Luftstrom aus einem Spalt auf
eine Kante gerichtet, wodurch es aufgrund der kurzzeitigen Verdichtung der Luftteil-
chen an einer Seite — zum Beispiel auflerhalb des Flotenrohres — zu einem Uberdruck
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4 Die Querfléte und die Blockfléte

kommt. Die nachstromenden Luftteilchen weichen auf die Seite mit geringerem Wider-
stand aus, erzeugen dort ebenfalls einen Uberdruckimpuls und kehren dann zur anderen
Seite zuriick. Dieser Prozess wiederholt sich, sodass aulerhalb und innerhalb des Floten-
rohres abwechselnde, periodische Uberdruckimpulse entstehen. S. 105f] Dieses Hin-
und Herbewegen des Luftstroms kann in Abbildung einer Airjet-Simulation gesehen
werden.

Abbildung 4.3: Entstehung einer Schwingung in Schneidetoninstrumenten , S. 106]

Wihrend bei den Blockfléten der Abstand zwischen dem Ende der Kernspalte und dem
Labium und somit auch der Winkel, mit dem die Luft auf die Kante trifft, fixiert sind,
sind diese Parameter bei der Querflote variabel, was entscheidend fiir die Intonation und
die Klangfarbe ist. S. 67] Eine weitere Eigenschaft ist die Abhéngigkeit der Tonhohe
von der Stromungsgeschwindigkeit. Je schneller die Luft auf die Kante trifft, desto hcher
steigt der Ton. [33, S. 106]

Die erzeugten Uberdruckimpulse breiten sich in allen Holzblasinstrumenten in der
Rohre in Richtung des offenen Endes aus und werden am ersten offenen Tonloch zu ei-
nem Grofiteil reflektiert. Wenn die Frequenz der Anregung stimmt, entsteht dabei eine
stehende Welle, also ein Ton. Die Tonhshe wird durch das Offnen und SchlieBen der
Tonldcher verindert, wobei bei schrittweisem Offnen der Lécher die Linge der schwin-
genden Luftsdule reduziert wird und dadurch der Ton hoher klingt. Mochte der Flotist
oder die Flotistin noch hohere Tone spielen, so iiberblidst er oder sie. Dabei wird die
Stromungsgeschwindigkeit der Luft so erhoht, dass die zweite Resonanz angeregt wird
und der Ton um eine Oktave hoher klingt. S. 107]

4.4 Schwingende Luftsadulen

Wie bereits im Kapitel [2| geschrieben, wird in der Akustik zwischen transversalen und
longitudinalen Schallwellen unterschieden. Im Falle der Floten handelt es sich in der
Rohre und auch in der Umgebung um longitudinale Wellen. Wenn die Luft, die sich im
Rohr befindet, zum Schwingen gebracht wird, spricht man von einer Pfeife. Bei einer
Flote kann an beiden Rohrenden Luft entweichen, weshalb sie unter die Kategorie der
offenen Pfeifen fillt. Die Eigenschaften von harmonischen Schallwellen wurden bereits
im Kapitel 2.3.T] geklért. Dieses Hintergrundwissen wird nun im Folgekapitel angewandt,
indem die Wellengleichung der schwingenden Luftsdule hergeleitet und an die offene
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4.4 Schwingende Luftsdulen

Pfeife angepasst wird. Zugunsten der Ubersichtlichkeit und Versténdlichkeit wird die
Herleitung jedoch mathematisch unpréziser sein.

4.4.1 Wellengleichung der schwingenden Luftsaule

Sei ein an der linken Seite (z = 0) verschlossenes Rohr mit zylindrischer Bohrung mit
dem Querschnitt ¢ (in cm?) und mit dem Rohrabschnitt der Linge ¢, das mit dem
Intervall 0 < z < ¢ (in cm) dargestellt wird, gegeben. Die Masse der Luft im Inneren des
Rohrs ist mit m (in g) und das Volumen des Gases beim Druck pg (in dyn/cm?) mit Vg
(in cm?) gegeben. Das Volumen V; berechnet sich mit Vy = £ - ¢ und die Dichte py wird

mit
m

POZVO

beschrieben.

\
/

0 / {+a

Abbildung 4.4: Rohr mit zylindrischer Bohrung; eigene Darstellung mit GeoGebra nach
[25, S. 84]

Wenn nun eine Kraft & auf den Querschnitt an der rechten Seite des Rohres wirkt,
verschiebt er sich um ¢ und das Volumen dndert sich zu V = Vy + AV mit AV =
a - q. Ebenfalls &ndert sich der Druck zu p = pg + Ap. Es wird angenommen, dass
die Zustandsinderung langsam, also isotherm erfolgt, weshalb das Boyle-Mariotte’sche
Gesetz gelten kann:

p-V=pVo (4.4.1)

Mit den obigen Gleichungen folgt

(po + Ap) - (Vo +AV) =po -V

po- AV +Vy-Ap+Ap- AV =0 |+ Vo
po - AV Ap- AV
Ap+ —— =0 4.4.2
o APt (4.4.2)
p- AV . .
Der Ausdruck v kann fiir AV — 0 vernachléssigt werden, wodurch |4.4.2[ umge-
0

schrieben werden kann zu

Ap =20 Ay, (4.4.3)
Vo

was die Druckénderung beschreibt. Dadurch wirkt auf die linke Seite des Rohrs die Kraft
q - Ap, die gleich grofl wie die an der rechten Seite des Rohres wirkenden Kraft & ist und
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4 Die Querfléte und die Blockfléte

in die entgegengesetzte Richtung wirkt. Es gilt daher k = —¢q - Ap, womit folgt:

a .

Q

yu a
k=—q-Ap:q-V0-AV=q-po- =4q-po g (4.4.4)
0

~

L

Somit erhalten wir mit € := pg das Hooke’sche Gesetz fiir Gase:

k:e-q-%. (4.4.5)
Sei nun die Funktion u(x,t), wie auch schon im Kapitel die Auslenkung einer Welle
aus der Ruhelage an der Stelle x und zum Zeitpunkt ¢. Dann gilt auch hier die Wellen-

gleichung (3-1.8)

Pu 5 0%u

ﬁ_c 0x2

mit ¢ = , /2%, Da diese Wellengleichung nur das lokale Verhalten der Luft beschreibt,
Po
gilt sie auch in zylindrisch gebohrten Rohren, die an den Enden offen oder geschlossen

sind. [25, S. 84f]

4.4.2 Losung der Wellengleichung fiir die Querflote

Wie bereits im Kapitel 2.3.2] beschrieben, befindet sich am offenen Ende einer Réhre ein
Druckknoten bzw. ein Wellenbauch der Auslenkungswelle, da sich die Luft (ann&hernd)
ungehindert in die Umgebungsluft verteilen kann. Die Druckwelle, die mit p(z,t) be-
schrieben wird, ist am offenen Ende des Rohrs gleich null. Gleichzeitig befinden sich
dort Schwingungsbduche der Auslenkungswelle, da die Luftmolekiile an diesen Stellen
ihre maximale Bewegung ausfiihren. In Abbildung werden die Druckwellen sowie die
Auslenkungswellen fiir die Fundamentale (a) und die ersten beiden Oberténe (b) und
(c) in einem zylindrischen Rohr, das an beiden Seiten offen ist, gezeigt. Es lassen sich
hier jeweils an den Rohrenden die Druckknoten und die Schwingungsbéiuche der Auslen-
kungswelle sowie die Schwingungsknoten der ersten drei Harmonischen erkennen.

Die maximale Bewegung der Luftmolekiile an den Enden des Rohrs fithren zu den

Randbedingungen

ou ou
o (0,¢) =0 und o (£,t)=0

Mit dem Separationsansatz u(z,t) = v(t) - w(z) soll nun die Wellengleichung mit den
gegebenen Randbedingungen gelést werden. |25, S. 94]
Durch Trennung der Variablen erhalten wir die Bedingungen

w'(0)=0 und w'(¢)=0.
Wir nutzen die Erkenntnisse von Kapitel setzen

w'(z) =7 - w(z)
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4.4 Schwingende Luftsdulen

Druckwelle Auslenkungswelle

= =
TS K
XX XXX

Abbildung 4.5: Druck- und Auslenkungswellen im zylindrischen Rohr [|§|, S. 100]

und erhalten als eine mogliche Losung (siehe
w(z) = A-cos(v/|v|z) + B - sin(y/|7y]|x).
Als néchstes wird die Ableitung mithilfe der Kettenregel berechnet:
w'(x) = —Ay/|y|sin(v/[v]z) + Bv/|v] cos(v/|7]x)
Durch Einsetzen der Randbedingungen w'(0) = 0 und w’(¢) = 0 erhalten wir
0 = w'(0) = Ay/|v|sin(0) + B+/|7| cos(0)
=BVl
v<0 = B=0.
und
0 = /() = Ay/Plsin(v/10) + By/Pl cos(v/10)
=0 Ay sin(v/I0)

. km
< sin(v/[y0) =0 & |y = A kel

Die Losung lautet daher
kmx

ot = s (57).

Analog 16sen wir die Zeitfunktion v(t). Dazu nutzen wir wieder die Ergebnisse (3.1.51)
aus Kapitel und erhalten die Losung

vk (t) = By cos <clz7rt) + C}, sin <clz7rt) . (4.4.6)
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4 Die Querfléte und die Blockfléte

Die Gesamtlosung u(x,t) = v(t)w(z) lautet also

ug(z,t) = A cos <l<:7;33) [Bk oS <C]Z7rt> + Cp, sin <C]Z7rt>] , keZ (4.4.7)

Die Eigenschwingungen, die mit der Gleichung [£.4.7] fiir offene Pfeifen beschrieben
werden, unterscheiden sich von den Eigenschwingungen der an beiden Seiten befestigten

k
schwingenden Saite (3.1.52)) lediglich im Faktor cos <7;x> Dieser ist ortsabhéingig,

was bedeutet, dass sich diese beiden Gleichungen nur in der Gestalt unterscheiden; die
Frequenzen sind gleich. |25, S. 94]
Diese kénnen wir berechnen, indem wir

ckm

setzen. Fiir den Faktor ¢ benotigen wir die Formel von Laplace:

K- Po
Po

(4.4.9)

Hier beschreibt x das Verhéltnis der spezifischen Warme eines Gases bei konstantem
Volumen und jener bei konstantem Druck. Bei Luft gilt x = 1,4 und bei gegebenen
po und po ldsst sich so die Schallgeschwindigkeit von ca. ¢ = 331 m/s ermitteln. Dies
entspricht ungefihr dem Wert von ca. ¢ = 343 m/s, der fiir die Schallgeschwindigkeit in
der Luft bei ca. 20 °C angenommen wird. Der errechnete Wert lésst sich nun in Gleichung

44§ einsetzen:

oy 33k
s ].3—76
331 - k
o y=2l 4.4.10
=5, (4.4.10)

Der Ausdruck vy gibt die Frequenz der k-ten Harmonischen in Hz an, weshalb es Sinn
macht ab nun v, mit n € N fiir die n-ten Harmonischen zu schreiben..
Der tiefste Ton der Querflote mit C-Fuf ist das ¢!, dessen Frequenz mit

440
(V2)°

berechnet werden kann. Diese Formel ergibt sich mit dem Wissen, dass das a* eine
Frequenz von 440 Hz hat und das ¢! 9 Halbtone unter dem al liegt. Der Faktor @)
ergibt sich, indem eine Oktave, die mit der doppelten Frequenz schwingt, in 12 gleich
grofie Stufen geteilt wird. Wir erhalten deshalb vy =~ 261,63 Hz. Eingesetzt in
ergibt sich die Lénge

Vi) =440 - (V2)7? = ~ 261,63 Hz (4.4.11)

1

¢~ 0,633m, (4.4.12)

also ca. 63,3 cm, was ungefihr der Realitéit entspricht. |25 S. 95]
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4.4 Schwingende Luftsdulen

Formt man die Gleichung mit vy, n € N um zu

cnm
lasst sich mit
cm
Up =N+ — =n-V
nThigp T

leicht erkennen, dass sich die Tonhohen gleich verhalten wie bei der schwingenden Saite.
Sie stehen in den Verhéltnissen

1:2:3:...

zueinander. Dies bedeutet, dass alle Oberténe auftreten und bei offenen Pfeifen mit zy-
lindrischer Bohrung, wie es auch die Querfléte ist, zuerst in die Oktave, dann in die
dariiberliegende Quint usw. iiberblasen werden kann (siehe ,Naturtonreihe®, Kapitel

21.3). 25, 8. 72]

Bemerkung. In der Realitdt entspricht die Querfléte dem Ideal der offenen Pfeife nicht,
da der Luftstrom im Rohr erst iiber den Stimmkork im Kopfstiick zum Anblasloch
zuriickgeleitet wird. An diesem Ende ist die Querflote also nicht ganz offen, was sich
dahingehend auswirkt, indem die geradzahligen Harmonischen (2v,4wv,...) nicht gleich
stark ausgebildet sind, wie dies von einer offenen Pfeife zu erwarten wére. Damit kann ei-
ne Parallele zu den geschlossenen Pfeifen (z.B. Klarinetten oder Oboen) gesehen werden,
bei denen in der Theorie nur die ungeraden Harmonischen (v, 3v, 5v, ... ) mitschwingen.
In der Realitéit sind jedoch auch die geradzahligen Harmonischen schwach zu héren. [25,
S. 95]

4.4.3 Offene Pfeifen mit umgekehrt konischer Mensur

Wie bereits in Kapitel [4.2] beschrieben, handelt es sich bei einer Blockflste um eine offene
Pfeife mit umgekehrt konischer Mensur. Das heifit, dass die Luftsiule ein unvollstindig
verjlingter Kegel ist, der an seinem weiten Ende angeregt wird. In der Literatur wird
bei konischen Rohren fast ausschliellich von geschlossenen Pfeifen, wie der Oboe gespro-
chen. Offene Pfeifen mit einer verjiingenden Mensur sind sehr wenig beschrieben. Einen
physikalischen Ansatz fiir die Beschreibung der Welle bieten Neville Fletcher und Tho-
mas Rossing in ,, The Physics of Musical Instruments®. [13] Wir betrachten zu Beginn
die mechanische Eingangsimpedanz Z;, einer unendlich langen Saite, welche durch

f(t)

ot

definiert ist. Hierbei ist f(t) = Fe™! die transversale Kraft, die am linken Ende einer
unendlich langen Saite wirkt, und % die Geschwindigkeit. Die Eingangsimpedanz

gibt das Verhéltnis zwischen diesen beiden Grélen an. [13, S. 47]
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4 Die Querfléte und die Blockfléte
Die Eingangsimpedanz Z;, eines unvollstindigen (Luft-)Kegels kann durch die folgende
Gleichung beschrieben werden:

ipc sin(kf)sin(k6)
S1 sin(k(€ 4+ 61))

(4.4.15)

Dabei beschreibt p die Dichte der Luft, ¢ die Schallgeschwindigkeit, S; die Querschnitts-
fliche am Eingangsbereich des Rohres, ¢ die Rohrlédnge und k = % die Wellenzahl. Der
Parameter 61 hingt von der Entfernung x1 des offenen Endes zur abgeschnittenen Spitze
des Kegels ab:

kf; = tant(kx) (4.4.16)

Die Resonanzfrequenzen, bei denen die Luftséule ideal angeregt wird, lassen sich durch
die Nullstellen der Eingangsimpedanz bestimmen.
Wegen [4.4.16/und lim tan~'(z) = % ist k6; < 5 und sin(kf;) =~ k6;. Da sin(k6,) fiir

T—>+400
k6, < 5 niemals null wird (auler im trivialen Fall £f; = 0), dominieren die Nullstellen

durch den Faktor sin(kf). Es gilt also

sin(k() =0 = kl=nr, neN

woraus mit k = — folgt:
c
Wp = ——. (4.4.17)

Diese Resonanzfrequenzen sind unabhiingig von der Verjiingung und hingen nur von
der Linge ¢ des Rohres ab. Somit sind die Resonanzfrequenzen dieselben wie jene eines
zylindrischen Rohres mit derselben Lénge £. [13, S. 451f]

Die Impedanzmaxima treten dort auf, wo sin(k(¢+ 6,)) verschwindet, was dazu fiihrt,
dass die Frequenzen der unteren Maxima hoher sind als bei einem zylindrischen Rohr.
Dadurch liegen diese Frequenzen nédher an einem der benachbarten Minima, statt genau
dazwischen.

Ein Vorteil dieser Form der Impedanzkurve bei einem konischen Instrument gegeniiber
einem zylindrischen besteht darin, dass es eine stabilere Tonhéhe bei wechselndem Blas-
druck hat. Diese Kurve kann in Abbildung[4.6 nachvollzogen werden. Die asymmetrische
Form der unteren Resonanzen trigt dazu bei, dass die Tonhdhe weniger absinkt, wenn
der Blasdruck kleiner wird. Ein weiterer praktischer Vorteil kénnte in der Bauweise
liegen: Um ein Instrument optimal abzustimmen, muss der Durchmesser der Bohrung
an verschiedenen Stellen genau angepasst werden und wéihrend dies bei einer zylindri-
schen Bohrung nur durch aufwendige manuelle Nachbearbeitung moglich ist, erlaubt eine
konische Bohrung eine einfachere Umsetzung dieser Anpassungen. Die benttigten Va-
riationen konnen direkt in das Werkzeug fiir die Endbearbeitung integriert werden, was
die Herstellung erleichtert und eine gleichbleibende Qualitét der Instrumente sicherstellt.
[13, S. 452]
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0.5
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\ |
Frequency (kHz)

Abbildung 4.6: Eingangsimpedanz am grofleren Ende einer offenen Pfeife mit umgekehrt
konischer Mensur [13, S. 452]
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5 Fourieranalyse

Die Fourieranalyse ist ein mathematisches Verfahren zur Zerlegung beliebiger Funk-
tionen in eine Summe harmonischer Schwingungen. Sie basiert auf den Arbeiten von
Jean-Baptiste Fourier, der erkannte, dass periodische Funktionen als Linearkombinati-
on von Sinus- und Kosinusfunktionen dargestellt werden kénnen, was insbesondere bei
der Losung der Wellengleichung eine fundamentale Rolle spielt. Mathematisch betrach-
tet ermoglicht sie die Darstellung von Funktionen f(z) als Reihenentwicklung der Form
f(@) =% + 372 (ay cos(kz) + by sin(kx)), wobei die Koeffizienten aj, und by, iiber In-
tegrale berechnet werden. Diese sogenannten Fourierkoeffizienten geben beispielsweise
Auskunft iiber die Intensitdt der einzelnen Frequenzanteile eines Klangs, was bei der
objektiven Unterscheidung der Klangfarbe eines Tons zweier Instrumente entscheidend
ist.

5.1 Mathematische Grundlagen der Fourieranalysis: Der Raum
L? und orthogonale Funktionen

In diesem Unterkapitel werden die theoretischen Grundlagen fiir die nachfolgende Be-
handlung von Fourierreihen gelegt. Zunéchst wird der Raum der quadratintegrierbaren
Funktionen L? behandelt, wobei auf eine ausfiihrliche Darstellung der Maftheorie ver-
zichtet wird, um die Konzepte anschaulich und zugénglich zu halten. Auch wenn der
L?-Raum formal auf dem Lebesgue-Integral basiert und streng genommen als Raum
von Aquivalenzklassen messbarer Funktionen definiert ist, beschriinkt sich diese Arbeit
auf Funktionen, die auf kompakten Intervallen definiert und mindestens stiickweise ste-
tig sind. Fiir solche Funktionen stimmen Riemann- und Lebesgue-Integral iiberein, so-
dass das Riemann-Integral zur Veranschaulichung und Durchfithrung aller notwendigen
Rechnungen ausreicht. Letztlich wird das Wissen iiber Basisinhalte der linearen Algebra,
konkret iiber Vektorrdume, vorausgesetzt. Fiir eine Vertiefung in dieses Thema sei auf
Christian Karpfingers ,,Hohere Mathematik in Rezepten®[19] verwiesen.

5.1.1 Der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen

Definition 5.1.1 (L%:-Raum). [12, S. 74]

Eine Menge L?(R,dx) (kurz: L?) heifit Menge der quadratintegrierbaren Funktionen
iiber den reellen Zahlen. Analog dazu ist L?(C,dx) die Menge der quadratintegrierba-
ren komplexwertigen Funktionen. Eine Funktion f : R — R bzw. f : R — C heifit
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5 Fourieranalyse

quadratisch integrierbar, wenn gilt:

+oo
/ f ()2 da < oc.

Sei f : [a,b] — C eine auf dem Intervall [a,b] definierte Funktion, dann schreibt man
auch:

L2([a, b)) = {f [a,b] = C )/ab|f(x>\2 dz < oo}.

Ohne Einschrankung kénnen wir das Intervall [—m, 7] der Lange 27 fiir unsere Funk-
tionen festlegen. Durch die Substitution z — f (%x) kann jede T-periodische Funktion
in eine 27-periodische Funktion tiberfithrt werden. |17, S. 322]

Definition 5.1.2 (L2-Raum). [17, S. 334]
Der Raum L2 (R) := L?([—, n1]; R) bezeichnet die Menge aller reellwertigen, 2m-periodischen
und quadratintegrierbaren Funktionen. Es gilt:

Lfr:{f:[—w,ﬂ]—ﬂ& ‘/1]f(m)|2dx<oo}.

Analog dazu wird L2(C) := L?([—n,7]; C) definiert.
Falls nicht anders angegeben, wird mit L2 nun immer L2(C) gemeint.

Bemerkung. Funktionen f € L2(R) konnen als Funktionen auf ganz R aufgefasst wer-
den, wenn sie periodisch fortgesetzt werden. Diese periodischen Fortsetzungen sind nicht
quadratintegrierbar. [23, S. 183]

Definition 5.1.3 (Skalarprodukt und L?-Norm in L2(C)). [23, S. 183]
Seien f,g € L2(C). Das Skalarprodukt wird definiert als

(1.9) =5z [ sl da,

wobei g(x) die konjugiert komplexe Funktion von g(z) ist. Die induzierte L?-Norm lautet

=t h =5 [ P o

—T

Definition 5.1.4 (Skalarprodukt und und L?-Norm in L2(R)). [17, S. 334]
Seien f,g € L2(R). Das Skalarprodukt wird dann definiert als

(f.9) = % / " F@)g(2) da.

Die induzierte Norm berechnet sich mit
1 ™
=t h =5 [ WP o

—T
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Analog zu den Definitionen bis kann die folgende Definition getroffen wer-
den:
Definition 5.1.5 (Die Menge L;). [27, S. 270]
Die Menge aller 2m-periodischen Funktionen f : R — C, die auf [—, 7] integrierbar sind,
heifit L. Fiir sie gilt:

[ 1@ do < o0

—T

und die L'-Norm ist definiert durch:

£l = /_7r |f ()] dz.

Definition 5.1.6 (Vollstdndigkeit und Banachraum). [2, S. 1174]
Als vollstindig oder als Banachraum bezeichnet man einen normierten Raum, in dem
jede Cauchy-Folge konvergiert.

Definition 5.1.7 (Hilbertraum). [9, S. 349f]
Ein komplexer Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt (-, -), der in der induzierten Norm
vollsténdig ist, heiit Hilbertraum.

Bemerkung. Der Raum L2 ist ein Hilbertraum. (Eigentlich miisste man Aquivalenzklas-
sen von quadratisch integrierbaren Funktionen betrachten, wobei f und g in derselben
Aquivalenzklasse liegen, falls {x : f(z) # g(z)} Lebesgue-Mafl 0 hat.)

Bemerkung. Der Vektorraum C([a, b]) aller reellen stetigen Funktionen auf [a, b] ist nur
ein Skalarproduktraum, auch Pré-Hilbertraum oder Vektorraum mit innerem Produkt
genannt. Das Skalarprodukt lautet (f, g) = fab f(z)g(z) dz. Dieser Vektorraum ist nicht
vollstéindig, weshalb fiir die Fourieranalyse meist L?([a, b]) verwendet wird. [23, S. 170]

5.1.2 Orthonormalbasen

Der Raum L2 enthilt alle Funktionen €, : R — C, €,(z) := €™ n € Z. Sie bilden
eine orthonormale Familie (e, ),ez, wie in der nachfolgenden Berechnung nachvollzogen
werden kann.

1 [T . .
(€m, €n) = - eMTeTT dy
m —T
1 T
- = ez(m—n)x dr
2 J_,
_Jlfirm=n
~ o firm #n

Satz 5.1.1 (Orthonormalbasis). [23, S. 186] Die Familie (€,)nez bildet eine Orthonor-
malbasis von L.
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5 Fourieranalyse

Definition 5.1.8 (Euler’sche Formel). [2, S. 298]
Fiir z € R gilt '
e'” = cos(x) + i - sin(x).

Aus der Euler’schen Formel lassen sich die folgenden Gleichungen durch Addition
bzw. Subtraktion der konjugiert komplexen Funktion e~* := cos(z) — i - sin(z) und
anschliefender Division durch 2 bzw. 2i berechnen:

ikx —ikx

e cos(kz) = e te
2

ikr _ —ikx
e sin(kx) = ‘ °
21

Es liegt daher nahe, dass auch sin(kz) und cos(kz) orthogonal aufeinander stehen. Dies
wird im folgenden Lemma festgehalten:

Lemma 5.1.1 (Niitzliche Integrale und Orthogonalitétsrelationen). [32, S. 408]

T 0 fur ke N*
/ cos(kx) dx = . (5.1.1)
- 2 fir k=0
/ sin(kz) dz =0 fir k € N (5.1.2)
T i fir k = k,neN
/ cos(kx) cos(nx) dx :/ sin(kz) sin(nzx) dr = o n (kn ) (5.1.3)
o _r 0 firk#n (k,neN)
/ sin(kx) cos(nz) dx =0 fiir k,n € N (5.1.4)

Beweis. Die Gleichungen [5.1.7] und ergeben sich mit einfacher Integration. Mit den
Additionstheorem fiir Kosinus (siehe [2.3.1]) ergeben sich folgende Gleichungen:

™

2 = / " cos((k — n)z) dz / " cos(kz) cos(n) dz + / sin(ka) sin(nz) dz

0= /_;r cos((k +n)z) do = /_77rT cos(kz) cos(nzx) dr — /_T7rr sin(kz) sin(nz) dz,

—T —T —Tr

wobei

0 firk#n
das Kronecker-Delta bezeichnet. Durch Addition der beiden Gleichungen ergibt sich

5kn:{1 firk=n

2700k, = 2/ cos(kx) cos(nz) de <

—T

TOkn = / cos(kz) cos(nx) dx

—Tr
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Die Subtraktion ergibt

270p, = 2/ sin(kx) sin(nz) de &

—T

Tk = / sin(kz) sin(nz) dz,

womit gezeigt wurde. Mit dem Additionstheorem fiir Sinus ergeben sich die Glei-
chungen

™

0= / " sin((k + n)z) dz / " sin(kz) cos(nz) do + / cos(kz) sin(nz) da

—T —T —T
s

0= /7r sin((k —n)x) do = /7r sin(kzx) cos(nz) dx — / cos(kz) sin(nx) dx

—T —T —T

Sowohl Addition als auch Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefern das Ergebnis

/ " sin(kz) cos(nz) dz = 0.

—T

O

Die Gleichungen [5.1.3| und [5.1.4] entsprechen dem Skalarprodukt fiir den Vektorraum
C([—m,m]) aller reellwertigen und stetigen Funktionen auf diesem Intervall. Wir berech-
nen nun das L2-Skalarprodukt sowie die L?-Norm fiir sin(kz) und cos(kx) mit k,n € N*,
sodass wir ein orthonormales und vollstindiges System (= Orthonormalbasis) in L2
erhalten:

e Skalarprodukt

(1, cos(ka)) = % /_7; 1 - cos(kz) dz B2V g (5.1.5)
(1, sin(kz)) = % /7; - sin(kz) de 222 0 (5.1.6)
(cos(kz), cos(nz)) = % /_ 7; cos(kz) - cos(nz) de D0 (5.1.7)
(sin(kz), sin(nz)) = % /_ 7; sin(kz) -sin(ne) de B0 (5.1.8)
(sin(ka), cos(nz)) = % /_ : sin(kg) cos(nz) dz EEY 0 (5.1.9)

e L2 -Norm

1 [" 1
1 = — 12d = —_— T = L.
1l = /5= [ 1P de = /5[], =1 (5.1.10)
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|| sin(kz) Hg_\/ / | sin(ka ‘de@ —-7r:
—r 2

|| cos(kz)|2 = \/ / | cos(kz)|? dy B3 1/ = (5.1.12)

e Normierung der Funktionen sin(kz) und cos(kz)

(5.1.11)

Sl

V2 sin(ka) > = \/;ﬂ / V2 sin(k) 2 da

= \/2/ sin?(kx) dx
2 J_ .

1
0

™

I
—_

V2 cos(kz)||z = 1

Daraus folgt, dass die Funktionen
{1,V2sin(z), V2 cos(z), V2sin(2z), V2 cos(2z), . . ., V2sin(nz), V2 cos(nz), ... }, n € N*

eine Orthonormalbasis in L2 (R) bilden. [23, S. 188]

Bemerkung. Eine Eigenschaft, die aus der Kenntnis der Orthonormalbasen {e;, } ez von
L2(C) bzw. {1,v/2sin(nz), v2 cos(nz)}nen- von L2(R) folgt, ist, dass alle Funktionen
f € L2 als Linearkombination mit eindeutig bestimmten Koeffizienten Aj, \g,... € C
bzw. A1, Mg, ... € R darstellbar sind. |17, S. 198]

5.2 Trigonometrische Reihen und Fourierreihen

In diesem Abschnitt wird die Darstellung periodischer Funktionen mithilfe trigonome-
trischer Reihen behandelt. Es werden die Begriffe der Fourierkoeffizienten und Fourier-
reihe eingefithrt. Dabei wird sich — wie auch schon im vorherigen Abschnitt — auf 27-
periodische Funktionen beschrankt.

Weiters werden Fragen der Konvergenz erst im néchsten Abschnitt behandelt, weshalb
in diesem Kapitel zuniéichst die theoretischen Grundlagen dargestellt werden, ohne auf
diese Uberlegungen einzugehen.
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5.2 Trigonometrische Reihen und Fourierreihen

Definition 5.2.1 (Trigonometrische Reihe). [17, S. 322]
Fine trigonometrische Reihe ist eine unendliche Reihe der Gestalt

+oo
a .
50 + kgl (ak cos(kzx) + by sin(kz)), z€R

mit reellen Koeffizienten a, k € N und by, k € N*.

Mit der Definition [5.2.1] ist genauer genommen die reelle trigonometrische Reihe ge-
meint, da die Koeffizienten reell sind.
Mit der Euler’schen Formel und den Folgerungen fiir cos(kx) und sin(kx) kann in
die Definition der trigonometrischen Reihe (siehe eingesetzt und berechnet werden:

+00 +oo ikx —ikx ikx —ikx
agp . ap € +e € —€
ao ko) + bsin(ha) = 2+ 3 (o Sy T
+ E (ak cos(kz) + by sin(kz)) + (ak + Ok 2i )

2 2 2
k=1 k=1
+oo ikx —ikx ikx —ikx
__ap e +e . et —e
- 2+kz:_1 (ak'z_wk'2>

ikx + efikz

a +o0o e o]
) . .
= 3 + kE_l(ak — Zbk) . 5 + kg_l(ak + Zbk) . 5

Setzt man nun

—ib
ck::%, fiir k € N*
b
c_k::w, fiir k € N*
— b
cozza0220:% mit by := 0,

so folgt fiir die komplexe Form der trigonometrischen Reihe

mit den komplexen Koeffizienten ¢, € C, k € Z. [32, S. 411{]
Der Ausdruck Zz;oioo beschreibt dabei den Grenzwert der Partialsummen

n
Z fir m — 400, n — +00.

k=—m

27, S. 269
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5 Fourieranalyse

Bemerkung. Mit den Umrechnungsformeln
ap =cp+c_ und by =i(cy —c_g) fir ke N*

kann von der komplexen auf die reelle Form umgerechnet werden.

Definition 5.2.2 (Trigonometrisches Polynom). [2, S. 1165]
Ein trigonometrisches Polynom vom Grad n ist eine Funktion p: R — C der Form

mit Koeffizienten ¢, € C.

Bemerkung. Analog ist die reelle Darstellung eines trigonometrischen Polynoms eine
Funktion p : R — R mit

p(z) = % + Z(ak cos(kz) + b sin(kz)), z€R
k=1

und den Koeffizienten ay, by, € R.

Bevor weitere Berechnungen durchgefiihrt werden, sei hier ein Lemma angefiihrt, das
die Integration iiber Intervalle mit der Lénge 27 behandelt:

Lemma 5.2.1. Jedes Intervall [a,b] mit der Linge b — a = 27 wird als Periodenintervall
bezeichnet.

(i) Die 27m-periodische Funktion f ist durch ihre Einschrinkung auf ein Periodenin-
tervall [a,b] und sogar auf [a,b) oder (a,b] eindeutig bestimmit.

(i) Ist f diber jedes kompakte Intervall [a1,b1] integrierbar, so gilt fir alle k € Z :

by b1+k-2m
f(x)dx = / f(x)dx.

al ay+k-27

(iii) Fiir jedes Periodenintervall [a,b] gilt:
2m b
f(z)dx = / f(z)dz.
0 a

32l S. 406]

Beweis. Zu (i): Fiir ein beliebiges k € Z und x € R kann die Periodizitit der Funktion
genutzt werden, um zu schreiben:

f(@) = f(z—k-2m).
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5.2 Trigonometrische Reihen und Fourierreihen

Damit stellt sich die Frage, ob es moglich ist, fiir ein gegebenes x ein entsprechendes
Argument z — k- 27 im Intervall [a, b] zu finden. Diese Bedingung fiihrt zur Ungleichung

a<x—k-2r<b=a+2m.

Formt man diese Ungleichung um, erhélt man die Schranke fiir k:
R T
27

Aus der Definition der Gaufl-Klammer folgt

T —a
k =
=l
womit f(z) durch f(x — k- 2m) mit diesem k eindeutig festgelegt ist.
Da f(a) = f(a+ 2m) = f(b) ist, gilt dasselbe auch fiir die halboffenen Intervalle [a, b)
und (a, b].

Zu (ii): Aufgrund der Periodizitéit von f gilt fiir jedes ganze k, dass f(x) = f(z+k-27).
Durch die Substitution ¢t = x + k - 27 ergibt sich:

2w 2m (k+1)-2m
(@) de = [ flo+k-2m)de = / (1) di.
0 0 k-27
Dies zeigt, dass f iiber jedes Intervall der Form [k - 27, (k 4 1) - 27 integrierbar ist. Da
jedes beliebige Intervall [a1,b;] als Vereinigung solcher Teilintervalle dargestellt werden
kann, ist f auch {iber diese Intervalle integrierbar. Durch die gleiche Umformung erhélt

man

b1 bi1+k-2m

flo+ k- 2m) da :/ (1) d,

a1+k-2m

by
f(z)de =

al ai
was bedeutet, dass die Integrale iiber beliebige Intervalle ebenfalls nur von der Periodi-
zitét von f abhéngen und sich entsprechend verschieben lassen.

Zu (iii): Es kann angenommen werden, dass a im Intervall [0, 27) liegt. Dies folgt aus der
Tatsache, dass es geméB Eigenschaft (i) stets eine ganze Zahl k, gibt, sodass a + kq - 27
in [0, 27) liegt. In Kombination mit der zuvor gezeigten Eigenschaft (ii) folgt:

/ab f(x)dx = /abJrkaQTr f(x)dx.

+kqo-2m

Speziell fiir den Fall a € [0,27) kann das Integral von 0 bis 27 wie folgt in zwei
Teilbereiche zerlegt werden:

2m a 2w
f(x)dx:/o f(z)dx + ; f(z)dx.

0
Unter Anwendung der bereits gezeigten Eigenschaft (ii) kann das zweite Integral weiter
umgeschrieben werden als

2

a+2m
(x)dr = / f(x)dx.

a
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5 Fourieranalyse

Zusammengefasst ergibt sich somit
27 a+2m b
f(x)d:vz/ f(x)dac:/ f(x) dx.
0 a a
O
Es soll nun herausgefunden werden, welche Funktionen durch eine trigonometrische
Reihe dargestellt werden kénnen und wie die entsprechenden Koeffizienten a; und by

bzw. ¢ gewdhlt werden miissen. Dazu sei zuerst die umgekehrte Richtung mit dem
folgenden Satz gezeigt:

Satz 5.2.1. [32, S. 408] Gilt fiir eine Funktion f in [0, 27] mit gleichmdfiger Kom;ergemﬂ
auf diesem Intervall die Darstellung

+oo
f(z) = g0 4 Z(ak cos(kx) + by sin(kz)),

2
k=1
dann folgt fir die Koeffizienten
1 2w
ag = — (z) cos(kz) dz  fir k>0
T Jo
1 2w
b = — f(z)sin(kx) do  fir k> 1.
T Jo

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung der gleichméfligen Konvergenz ist die Funktion f
auf dem Intervall [0, 27] stetig, da sie als gleichméfBiiger Limes stetiger Funktionen ge-
geben ist. Ebenfalls kénnen aufgrund der gleichméfligen Konvergenz die Summen und
Integrale vertauscht werden.

Um die gewiinschte Gleichung zu zeigen, multipliziert man die Reihenentwicklung von
f(z) mit cos(kx), wobei k € N fest ist, und integriert gliedweise. Aufgrund der gleichméfi-
gen Konvergenz der Reihe ist das Produkt der beiden stetigen Funktionen f(z) und
cos(kx) ebenfalls stetig. Daraus folgt:

2m
(x) cos(nzx) dz
0

21 +00
= / (ZO + Z(ak cos(kz) + by Sin(k‘l‘)) cos(nx) dx
0 k=1

ao 2

+00 2 2
=5 cos(nz) dr + Z <ak/ cos(kx) cos(nx) dx + bk/ sin(kx) cos(nx) dac)
0 —1 0 0

'Brklirungen zur gleichmiBigen bzw. punktweisen Konvergenz werden im Kapitel E gegeben.

66



5.2 Trigonometrische Reihen und Fourierreihen

Fiir n = 0 folgt mit den Gleichungen |5.1.1} [5.1.3| und [5.1.4;

+oo
ao 27

27 27
) cos(nx) dr + Z <ak/ cos(kz) cos(nx) dx + bk/ sin(kx) cos(nz) dm)
0 — 0 0

a +oo
a0
=5 27T+kg_1(ak-0+bk-0)

= apm.

Fiir n > 1 folgt mit den Gleichungen [5.1.1] [5.1.3| und [5.1.4}

27 +00 27 2
% cos(nx) dr + Z ak/ cos(kx) cos(nx) dz +bk/ sin(kz) cos(nx) dx
0 1 0 0
:O,We;lrn k#n
agp 21
=5 0+ an/ cos(nx) cos(nx) dx
0
= a,T.
Es folgt daher
27
/ f(x) cos(nz) dx = apm (5.2.1)
0
1 27
S ap=— () cos(nzx) dx, firneN (5.2.2)
T Jo

Die zweite Gleichung erhélt man mit den gleichen Voraussetzungen durch Multiplikation
mit sin(nz) und es kann wegen n > 1 direkt berechnet werden:

2
(x) sin(nzx) dz
0
ao 2m +oo 2m 27
= 2/ sin(nx) dr + Z <ak/ cos(kz) sin(nx) dr + bk/ sin(kx) sin(nx) dac)
0 —1 0 0
ao 2m
=5 -0+ bn/ sin(nx) sin(nz) dx
0
= b,m.
Es folgt
1 2m
by, = / f(x)sin(nz) dx, fir n € N*.
T Jo
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5 Fourieranalyse

Bemerkung. Mit dem Satz [5.2.1] wurde gezeigt, dass, wenn eine Funktion als trigono-
metrische Reihe gegeben ist und diese Reihe gleichméBig in [0, 27] konvergiert, die Ko-
effizienten ap und by in der gegebenen Form berechnet werden kénnen. Es ist wichtig
zu verstehen, dass der Satz nicht aussagt, dass eine beliebige 27-periodische Funktion
als eine trigonometrische Reihe mit soeben genannten Koeffizienten dargestellt werden
kann. Dies wird erst zu einem spéteren Zeitpunkt geklart.

Definition 5.2.3 (Fourierkoeffizienten). [17, S. 324]
Fiir jedes f € L, heiflen die komplexen Zahlen

1 2

a = — (z) cos(kx) dx, fir ke N (5.2.3)
T Jo
1 2m

b, = — (x)sin(kx) dz, fir k € N* (5.2.4)
T Jo
1 2m )

k= — f(x)e ™ dg, fir ke Z (5.2.5)
21 0

die Fourierkoeffizienten von f.

Definition 5.2.4 (Fourierreihe). [27, S. 270]
Fiir jedes f € L, heifit die trigonometrische Reihe

+oo
% + ;(ak cos(kz) + by sin(kz))

mit den Fourierkoeffizienten aj und by die von f erzeugte Fourierreihe. Dafiir wird
kurz
ao

+00
: + Z(ak cos(kx) + by sin(kx))

k=1

f I~
geschrieben. Die n-te Partialsumme ist

sn(z|f) = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kz)) (5.2.6)
k=1

und mit den Euler’schen Formeln folgt die dquivalente Darstellung der von f erzeugten

Fourierreihe
“+o00

f ~ Z Ckeikx
k=—o00
mit den Fourierkoeffizienten cg.

Im Folgenden wird eine Definition gegeben, die es erlaubt, auch komplexwertige Funk-
tionen zu integrieren. Dies dient lediglich der Vollsténdigkeit in Bezug auf die Fourier-
analysis; fiir den Kontext dieser Masterarbeit reichen in den meisten Féllen reellwertige
Funktionen aus. Nichtsdestotrotz lassen sich die meisten Berechnungen leichter mit der
Exponentialfunktion e** anstellen.
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5.2 Trigonometrische Reihen und Fourierreihen

Definition 5.2.5 (Riemann-Integrierbarkeit komplexer Funktionen). [9, S. 152]

Seien a < b mit a,b € R. Eine Funktion f : [a,b] — C heifit Riemann-integrierbar, wenn
Real- und Imaginérteil Riemann-integrierbar sind. Ist also eine Funktion f : R — C,
f = g+ i-h mit reellwertigen integrierbaren Funktionen g und h gegeben, so definiert

o /:f(x) dx:/abg(x) da:—H'/abh(x) dz.

Bemerkung. Diese Definition erlaubt die Berechnung der komplexen Fourierkoeffizienten
¢k, die in der Definition bereits vorweggenommen wurde.

5.2.1 Eigenschaften der Fourierkoeffizienten

Definition 5.2.6 (Gerade bzw. ungerade Funktion). [17, S. 325]
Eine Funktion f : R — C heifit gerade, falls

f(=z) = f(z)
fiir jedes x € R gilt, und ungerade, falls
f(=z) = —f(x)

fiir jedes z € R gilt.

Beispiel. Wahrend die Kosinusfunktion f(z) = cos(x) eine gerade Funktion ist, handelt
es sich bei der Sinusfunktion f(z) = sin(x) um eine ungerade Funktion.

i i

N

(a) f(x) = cos(x) als Beispiel fiir eine gerade  (b) f(z) = sin(z) als Beispiel fiir eine ungera-
Funktion de Funktion

Abbildung 5.1: Sinus und Kosinus als Beispiele fiir gerade und ungerade Funktionen,
eigene Darstellung mit GeoGebra

Lemma 5.2.2 (Symmetrische Integration gerader und ungerader Funktionen). [17, S.
325] Sei f : [—a,a] — C eine gerade Funktion, dann gilt:

' f(zx) da::2/0af(:5) dx.
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5 Fourieranalyse

Sei f:[—a,a] — C ungerade, so gilt:

a

f(z) dx = 0.
(a) f(z) = cos(z) (b) f(x) = sin(x)
Abbildung 5.2: Integral iiber das symmetrische Intervall [-7, ] mit den blauen posi-

tiven Flidchenanteilen und den roten negativen Flidchenanteilen, eigene
Darstellung mit GeoGebra

Bemerkung. Anhand der Abbildung lassen sich die Gleichungen im Lemma
leicht nachvollziehen.

Satz 5.2.2 (Fourierkoeffizienten gerader und ungerader Funktionen). [17, S. 325] Sei
f:R—=C, fe L, eine gerade Funktion. Dann ist by, =0 und

2 ™
ar = / f(z)cos(kx) dx, ke N.
T Jo
Ist f eine ungerade Funktion, so gilt ap = 0 und
2 s
by, = / f(z)sin(kx) dz, k€ N.
T Jo

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus der direkten Berechnung der Fourierkoeffizienten
mit der Definition Weiters ist das Produkt zweier geraden oder zweier ungeraden
Funktionen eine gerade Funktion und das Produkt einer ungeraden und einer geraden
Funktion ist ungerade.
Sei zuerst f eine gerade Funktion. Die Fourierkoeffizienten lauten dann:

1 2

ag = — ; (x) cos(kz) dx

1 Tf

=— f(x)cos(kx) dx

T ) o\ e
gerade

2 ™
= W/o f(x) cos(kx) dx
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5.2 Trigonometrische Reihen und Fourierreihen

und
2m
by, = /0 f(x)sin(kx) dx
= /7r f(z)sin(kz) dzx
——

™ J 7
ungerade

=0.

Sei nun f ungerade. Die Fourierkoeffizienten lauten:

1 2m
ay = / f(z) cos(kx) dx
T Jo
1 s
= / f(z)cos(kx) dx
TU ) o e !
ungerade
=0.
und
1 2m
b = — () sin(kx) dx
T Jo
1 [ )
=— f(z)sin(kz) dzx
T ) p e !

gerade
2 ™
= / f(x)sin(kx) dz.
T Jo
]

Satz 5.2.3 (Linearitdt der Fourierkoeffizienten). |17, S. 325] Fiir alle f,g € L, \,u € C
und fiir die Fourierkoeffizienten c, € C gilt die Linearititseigenschaft:

ck(A + pg) = Aeg(f) + pe(g),  fir k € Z.

Beweis. Der Beweis ergibt sich direkt aus der Definition der Fourierkoeffizienten und
der Linearitét des Integrals. O

5.2.2 Beispiele von Fourierreihen

1
Beispiel (Dreiecksfunktion). Sei eine Funktion f : [—m,7) — R mit f(z) = —;]w| +1

gegeben. Es gibt genau eine 27-periodische Funktion f : R — C, die identisch zu f auf
[—7, ) ist. Sie lautet

1
f(z):= f(x —2knm) = ——|x — 2kn|+1 mit =€ [—7+2km, 7+ 2kn), k € Z.
T

71



5 Fourieranalyse

Aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird nachfolgend f = f gesetzt. |17, S. 326]
Eine Dreiecksfunktion wird durch die 27-periodische Fortsetzung der im Intervall [—r, )
definierten Funktion

fl@) = o +1

gegeben.

X

=31 =21 =TT 0 m 21 3m

Abbildung 5.3: Graph der Dreiecksfunktion, eigene Darstellung mit GeoGebra

Die Funktion f ist gerade, weshalb aus Satz by, = 0 folgt. Fiir a; erhélt man:

2 [T 1
ar = / <|x| + 1> cos(kz) dx
™ Jo ™

= 2/ (—13; + 1> cos(kx) dx (|z] = z,Yax > 0)
0 ™

s

2 (M) 1
= / <—:Jc -cos(kz) + cos(kx)) dx
™ Jo ™
9 1 [T m . -
_2 (_/ x - cos(kx) dz _|_/ cos(kx) dg;) (Linearitét des Integrals)
T ™ Jo 0

Zur besseren Ubersicht werden die beiden Integrale [J « - cos(kz) dz und [ cos(kz) d
hier einzeln berechnet. Dabei werden die beiden Integrale

sin(kx)

/cos(k:c) dr = ’ und /sin(k:v) de = — k

benétigt. Mit partieller Integration mit der allgemeinen Regel [u-v' do = u-v— [u'-v dz
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erhiilt man mit v := x und v’ := cos(kx)

/Oﬂa: -cos(kx) dx = [:c . sin;k:x)]” - /07T 1- singck:c) dx

0

= 771- sin(kr) 1/ sin(kzx) dx
k Jo

B 7TSII1 k7r 1 cos(kx)

e e

_7TSIII (k) 1 <1—cos k:L‘)
ok

T Sln(kﬂ') 1 — cos(kx)
k k2 '

Fiir [ cos(kx) dx folgt:

0

Fiir ay folgt also weiter:

o = % (-jr /wa - cos(ka) da + /07r cos(kz) dx)
2 [ 1 <7rsin(k7r) B —cos(kmﬂ

T 7 k k2
2 ) 1 — cos(km)
=73 <7r sin(km) — k)
2 | 1—cos(km) )
=72 ’ — msin(km)

=0(k€Z)

2 — 2 cos(km)

T ke

Um in die n-te Partialsumme

sn(z]f) = % + Z ay, cos(kx) + by sin(kx)
k=1

zu erhalten, werden die einzelnen ay (k € N) einzeln berechnet:

2—2cos(0m) O
WETTe2 T o

73
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Dies ist ein ungiiltiger Wert, weshalb wir ag mit der urspriinglichen Form ausrechnen:

2 [T 1
ap = / (— T+ 1) cos(0z) dx
™ Jo s

2 vy
—/ (—E—i-l) dx
i 0 ™
2 vy iy
:/ (—E) da:—l—/ 1 dx
™ Jo ™ 0
2 1 22" m
53]
T T 2 0
2 ( T n
=—|(—=+
T 2
_ 2 7
T2
=1
Fiir a; gilt:
~ 2—2cos(lm) 2-2-(-1) 4
@ = 1272 N 2 o2
Die 1. Partialsumme lautet also:
1 4cos(x)
= - . 5.2.7
sialf) = 5+ (5:2.7)
y
2
1
T =21 - 0 m 2m 3m

Abbildung 5.4: Die 1. Partialsumme s; der Dreiecksfunktion, eigene Darstellung mit
GeoGebra

Die 2. Partialsumme berechnet sich mit as:

_ 2—2cos(2m) 2-2-1

@@= 2272 C 4q2 0
Daraus folgt, dass die 2. Partialsumme gleich der ersten ist:
1 4cos(x
salalf) = s(alf) = 5 + 2. (5.28)
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Fiir die 3. Partialsumme berechnet man analog as:

2—2cos(3m) 2-2-(-1) 4

as = = = —
3272 972 972

Daraus ergibt sich die 3. Partialsumme:

1 4cos(x) = 4cos(3x)
83(1E|f) = 5 + 2 972

(5.2.9)

Anhand der ersten drei Partialsummen lisst sich vermuten, dass die k-ten Reihenglieder
mit k € N¥ alle verschwinden. Da cos(km) zu (—1)F umgeschrieben werden kann, ergibt
sich die Behauptung. Die allgemeine Form der Partialsummen fiir ungerade k lautet
dann:

sn(a:\f):%—i— 3 w. (5.2.10)
k=1

k ungerade

7. Partialsumme 15. Partialsumme

i i

21. Partialsumme 31. Partialsumme

Abbildung 5.5: Die 7., 15., 21. und 31. Partialsumme fiir die Dreiecksfunktion, eigene
Darstellung mit GeoGebra
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In Abbildung [5.5] werden die 7., 15., 21. und 31. Partialsumme der Dreiecksfunktion
dargestellt. Bei genauer Betrachtung kann erkannt werden, dass sich mit groflerem n die
Partialsummen immer mehr an die Ausgangsfunktion annéihern.

Beispiel (Sédgezahnfunktion). Ein Beispiel einer ungeraden, 2w-periodisch fortgesetzten
Funktion ist die Sdgezahnfunktion

fi][-mm) =R, fz)=2 (5.2.11)

[19, S. 830]
Da f ungerade ist, ist a; = 0,k € N. Mit folgt mit partieller Integration:

/ "
=3 o2 - m™ 2T 3m

f /

-

y

Abbildung 5.6: Graph einer Sidgezahnfunktion, eigene Darstellung mit GeoGebra

2 s
by, = / xsin(kx) dx
0

s

-2 (= - s —C:Sim )
) % | (_ﬂcoz(kﬂ) A [smgx)p
2 ( meos(k)
k
EENEEE
k

Die Formel fiir die n-te Partialsumme fiir die Sigezahnfunktion lautet also:

n o0 1yk+l
sn(z] f)zzz(?sin(ka:), z € [—m ) (5.2.12)
k=1

Die 5., 8., 11. und 15. Partialsumme und eine immer bessere Anndherung an die
Sagezahnfunktion kénnen in Abbildung [5.7] erkannt werden.
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5. Partialsumme 8. Partialsumme

11. Partialsumme 15. Partialsumme

Abbildung 5.7: Die 5., 8., 11. und 15. Partialsumme fiir die Ségezahnfunktion, eigene
Darstellung mit GeoGebra

5.3 Konvergenz der Fourierreihe

In diesem Unterkapitel wird untersucht, unter welchen Bedingungen und in welchen Kon-
vergenzbegriffen eine Fourierreihe ihre Ursprungsfunktion gut beschreibt. Der Fokus liegt
dabei auf der L2-Konvergenz der quadratintegrierbaren Funktionen, welche im Kapitel
beschrieben wurden. Ergénzend dazu werden weitere klassische Konvergenzbegrif-
fe, wie die gleichméfige und die punktweise Konvergenz sowie das Gibbs-Phénomen,
das Grenzen der Fourieranalyse aufzeigt, kurz behandelt. Zugunsten der Anschaulich-
keit richtet sich hierbei die Aufmerksamkeit eher auf einzelne zentrale Konvergenzsitze
als auf eine vollstéindige formale Herleitung. Diese Betrachtungen legen das mathemati-
sche Fundament fiir die spatere Klanginterpretation und Spektralanalyse der Toéne der
Querflste und der Blockflste, welche im Kapitel [6] behandelt wird. Dafiir sei auf Rolf
Walter |32, S. 422ff] verwiesen.

In diesem Kapitel sei

— ?0 + Zn: (ak cos(kx) + by, sm(k:x)) Z Ckeikx

k=1 k=—n
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5 Fourieranalyse

das n-te Fourierpolynom mit den reellen bzw. komplexen Fourierkoeffizienten a; und by
bzw. c; und

Tn(z) = 2 04 Z(ak cos(kz) + By sin(kx ) Z ie®

k=1 k=—n

das n-te trigonometrische Polynom mit den Koeffizienten ayg, 8x und 7.

5.3.1 Approximation im quadratischen Mittel

Satz 5.3.1 (Minimaleigenschaft der Fourier-Koeffizienten). [32, S. 424] Sei f € L2 und
n € N fest. Dann gilt:

If = Tall2 2 [If — Full2

mit Gleichheit genau dann, wenn ap, = o und by, = B bzw. ¢, = Vg fiir alle —m < k < n.

Fiir den Beweis werden folgende Zusammenhénge, die sich direkt aus der Hilbertraum-
theorie (siehe [5.1.1)) ergeben, gebraucht. Sie werden hier noch einmal in kompakter Art
und Weise aufgezelgt.

Die Familie (e;)rez bildet eine Orthonormalbasis in L2(C).

Fiir die komplexen Fourierkoeffizienten gilt: ¢, = (f, ;) fiir f € L2. |27, S. 272]

1, wenn k =1

0, wenn k # [

(ks €1) = O = {

n
1213 —< Z Chek, Z Cz€l> > antiler, € Z CkCRORL = Z k]

k=—n l=—n kil=—n k=—n k=—n

Hier wurde in der letzten Umformung |z|> = 2Z,Vz € C verwendet.
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5.3 Konvergenz der Fourierreihe

Beweis. Fiir das n-te trigonometrische Polynom gilt:

Hf'_j%H%::<f'_7%7f'_j%>
::<faf>_'2Ihvajh>_k<7%77%>

= 713 = 2Re(f, D7 mend +{ D wews D wmen)

k=—n k=—n k=—n
n n
=|IflI5=2Re Y Alfren) + > |l
k=—n k=—n
n n
=If15—2Re > Frex+ > Iul?
k=—n k=—n
n n
=flI5 =2 > Re(Trer) + Y Il
k=—n k=—n
() 2 = 2 = 2
= A= D0 el + D7 lor — il
k=—n k=—n

Die letzte Umformung () erschlieBt sich mit |z|? = 2Z und z + Zz = Re(z), Vz € C und
lex = > = (cx — ) (& — )
= CkCk — CkVk — CkYk + VKK
= lenl® = (ex i + Tye) + [l
= |enl® = (exr + cxe) + [l
= lex|” = 2Re(exTr) + l*

Durch Einsetzen und Aquivalenzumformungen ergibt sich die Behauptung. Analog gilt
fiir das n-te Fourierpolynom:

n
If = Full3 = 1I£13 = > lexl?

k=—n
Daraus folgt
n n n
1F=Fal3 =113 = D leal <UAE= D2 lewl>+ D len —wl* =1 = Tull3

k=—n k=—n k=—n
mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ = v fiir —n < k < n gilt. O
[27, S. 272]
Satz 5.3.2 (Besselsche Ungleichung). [27, S. 272] Fiir f € L2 gilt:

n 00
IFal3 = D lel* < Y lel® < IIFI13- (5.3.1)
k=—n k=—o00
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5 Fourieranalyse

Beweis. Die Ungleichung folgt mit der letzten Zeile des Beweises [5.3.1| und

If = Fall3 > 0.

I
Bemerkung. Analog zu |5.3.1| schreibt man wegen || f||3 = o ST |f(2)]? dx auch
T

S leP <y [ 1@ do (532)
k=—00 -

Satz 5.3.3 (Monotoniekriterium fiir Reihen). (2, S. 252] Ist eine Rethe durch (3,7 an)
gegeben und existiert ein Inder ng € N, sodass a,, € ]R(')F fiir alle n > ng gilt und gibt es

eine Schranke C > 0 mit N

Y an<C VNEN,

n=0

dann konvergiert die Reihe.

Bemerkung. Die Reihe

(55

hat nichtnegative reelle Summanden |cg|? und ist mit der Besselschen Ungleichung durch

L x C .
o J7_|f(2)|? dz nach oben beschréinkt. Nach dem Monotoniekriterium fiir Reihen kon-
™

vergiert diese Reihe. Das heifit aber auch, dass die Folge der Fourierkoeffizienten cj, eine
Nullfolge sein muss, was der néichste Satz von Riemann und Lebesgue aussagt.

Satz 5.3.4 (Satz von Riemann - Lebesgue). |17, S. 330] Seien ¢, mit k € Z Fourierkoef-
fizienten einer Funktion. Dann gilt:

lim c_; = lim ¢ = 0.
k—o00 k—o0

Bemerkung. Die beiden Sétze und zeigen, dass unter allen trigonometrischen
Polynomen vom Grad < n das Fourierpolynom F;, die beste Approximation an f im
quadratischen Mittel liefert.

Es stellt sich nun die Frage, ob man beliebig genaue Approximationen periodischer
Funktionen durch Fourierpolynome erreichen kann. Der folgende Satz gibt Auskunft
dariiber:

Satz 5.3.5 (Vollstindigkeitssatz). [20, S. 66] Fiir jede Funktion f € L2 gilt
If = Full2 =0

fiir n — oo.
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5.3 Konvergenz der Fourierreihe

Fiir den Beweis sei an dieser Stelle auf Karpfinger [19, S. 67ff] verwiesen.

Bemerkung. Aus dem Vollstandigkeitssatz folgt die Gleichheit der Besselschen Unglei-
chung. Diese Gleichung wird Parsevalsche Gleichung genannt:

™

S k=g [ If@P ds (533)

k=—00 -

5.3.2 Exkurs: Punktweise und gleichmiBige Konvergenz

Definition 5.3.1 (Punktweise und gleichméBige Konvergenz von Funktionenfolgen). [2,
S. 1139]

Sei (fy) eine Folge von Funktionen und f eine weitere Funktion mit f,,f : D — C,
n € N. Man spricht von punktweiser Konvergenz, falls fiir alle z € D gilt:

lim f,(x) = f(x).

n——+o00

Von gleichmifliger Konvergenz spricht man, falls gilt

lim max|f,(z) — f(x)| = 0.

n—+ooxeD

Beispiel. Ein Beispiel, das den Unterschied zwischen diesen beiden Konvergenzarten
besonders gut zeigt, umfasst die Folge (fy), frn : [0,1] — R mit

fn(x) =2"
Es gilt
nE&ﬁMﬂzﬂwz{? Y

Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert daher gegen die Funktion punktweise.
Die gleichméflige Konvergenz ist hier nicht gegeben, denn egal, wie grofl n gewahlt wird,
existiert immer ein xy < 1, sodass

fn(l‘o) > 0,9

gilt. Daraus folgt, dass

;&%E’fn(x) — f(z)| > 0,9

ist und die Funktionenfolge nicht gleichméfig gegen f konvergieren kann. Die Abbildung
verdeutlicht diesen Zusammenhang.
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5 Fourieranalyse

Abbildung 5.8: Punktweise, aber keine gleichm#flige Konvergenz der Polynome x™ gegen
die Funktion f [2, S. 1140]

5.3.3 Punktweise Konvergenz

In diesem Abschnitt reicht es, dass die Funktionen f : [—7, 7] — C im Intervall [—m, 7]
integrierbar sind. Es gilt also f € L.

Definition 5.3.2 (Differenzierbarkeit komplexwertiger Funktionen). [17, S. 329]
Eine komplexwertige Funktion f : R D D — C heifit differenzierbar in einem Punkt
x € D, wenn dort Real- und Imaginérteil ableitbar sind. Die Ableitung f/(x) ist dann

f'(z) == (Re f)'(2) + i(Im f)'(z).

Die Funktion f ist differenzierbar auf D, falls sie in jedem Punkt z € D differenzierbar
ist.

Definition 5.3.3 (Stiickweise differenzierbare Funktionen). [32, S. 446][2, S. 1150]
Eine Funktion f : [—m, 7] — R heifit stiickweise differenzierbar, wenn es eine Zerlegung
z;mit j € {0,1,..., N} von [—, 7] gibt, sodass f’ auf jedem Intervall (x;_1, x;) existiert
und sich stetig auf [z;_1,x;] fortsetzen lasst.

Definition 5.3.4 (Links- und rechtsseitige Grenzwerte). [2, S. 1148]

Eine Funktion f : (—m,m) — C heifit stiickweise stetig, falls es eine Zerlegung x; mit j €
{0,1,..., N} von [—m, 7| gibt, sodass sich f |(xj717xj) stetig auf [x;_1, x;] fortsetzen lasst.
Es existieren dann die links- und rechtsseitigen Grenzwerte an jeder Stelle & € (—m, ),
wobei gilt:

T\ x T

f+(@) = h\mf(x) und f_(Z) = lim f(x) (5.3.4)
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5.3 Konvergenz der Fourierreihe

Bemerkung. Falls f in T stetig ist, so gilt

fr (@) = f-(2) = f(2).
Satz 5.3.6 (Punktweise Konvergenz der Fourierreihe). |2, S. 1150] Sei f : (—mw,m) — C

eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion, dann konvergiert die Fourierreihe von
f mit den Fourierkoeffizienten cg punktweise und es gilt

f+(@) Zce

k=—o00
fir alle x € [—m,m].
Bemerkung. Falls f an der Stelle x stetig ist, dann gilt
Jr(@) + [-(z
Die Fourierreihe von f konvergiert also an diesen Stellen punktweise gegen die Funktion.

Zusammenfassend kann man also festhalten:

e Falls eine Funktion f in x stetig ist, dann gilt

Z cre™® = f(x).

k=—00

e An den Unstetigkeitsstellen z; mit j € {0,1,..., N} ist der Wert der Fourierreihe
F(x) genau das arithmetische Mittel zwischen linksseitigem und rechtsseitigem
Grenzwert von f an der Stelle z;:

fi(xj) + f-(5)

2
Beispiel. Die 2m-periodisch fortgesetzte Sigezahnfunktion (siehe [5.2.11)) ist im Intervall
(—m, ) stiickweise stetig differenzierbar und hat Unstetigkeitsstellen bei x = (2k — 1),

ke Z.
An den Unstetigkeitsstellen x; sind die einseitigen Grenzwerte

fi(zj) =—m und f_(zj)=m
und die Fourierreihe konvergiert dort gegen das arithmetische Mittel

Folo) +f (o) _ —mtm
2 2 ’
Im Intervall (—m, ) konvergiert die Fourierreihe punktweise gegen f. Es gilt also (siehe

Gleichung |5.2.12)):

i 9(—1)k+1 sin(ka) = {f(x), z € (—m )
=1

F(zj) =

0, x=02k—-1)m keZ

In Abbildung[5.9|erkennt man leicht, dass die Partialsummen an den Unstetigkeitsstellen
(2k — 1)m, k € Z den Wert 0 annehmen.

83



5 Fourieranalyse

Abbildung 5.9: Die Fourierreihe konvergiert in den Stetigkeitsstellen gegen die Sdgezahn-

funktion und in den Sprungstellen gegen das arithmetische Mittel der
einseitigen Grenzwerte. Eigene Darstellung mit GeoGebra

Gibbs-Phinomen

Bei den Unstetigkeitsstellen in Abbildung lassen sich signifikante Uber- und Unter-
schwingungen der Partialsummen erkennen, die auch bei grofleren n nicht verschwinden.
Dieses Phénomen wird als Gibbs-Phinomen bezeichnet (siehe Abbildung. Hier-
bei schwingen die Graphen der Partialsummen um zirka 18 % der halben Sprunghohe
iiber beziehungsweise unter die zu approximierende Funktion. S. 847]

y

Gibbs-Phdnomen ——» /\/\\?‘H‘;
,’/\‘ R |

Abbildung 5.10: Das Gibbs-Phénomen, eigene Darstellung mit GeoGebra
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5.3 Konvergenz der Fourierreihe

5.3.4 GleichmaBige Konvergenz

In diesem Abschnitt ist f : [-7,7] — C, f € L2(C) und es soll untersucht werden, fiir
welche Funktionen f die Fourierreihe F;, gleichméflig gegen die Funktion konvergiert. Es

soll also gelten:
lim max |F,(z)— f(z)|=0.

n—+0oge[—m,m]

Dieses Unterkapitel folgt dem Aufbau nach Poschel ([23], S. 194ff]). Fiir eine detaillierte
Auseinandersetzung mit der Konvergenz von Fourierreihen sei wiederum auf Rolf Walter
(132]) verwiesen.

Es soll gezeigt werden, dass die Fourierreihe einer 2w-periodischen, stetigen Funktion f,
deren Ableitung stiickweise stetig ist und die f(—m) = f(m) erfiillt, gleichm#Big gegen f
konvergiert. Wir nehmen daher an, dass f eine Stammfunktion einer stiickweise stetigen
Funktion g ist:

f'(z) = g(x).

Aufgrund der stiickweisen Stetigkeit der Funktion g ist g € L2,

Lemma 5.3.1. Sei g € L stiickweise stetig und f stetig und eine periodische Stamm-
funktion von g, fir die f(—w) = f(x) gilt. Die Fourierreihe der Funktion f besitzt die
Fourierkoeffizienten ¢ und jene der Funktion g besitzt die Fourierkoeffizienten ¢,. Dann
gilt:

ckz%’“ kez\ {0}
und ¢y = 0.

Beweis. Die Funktion f ist 2w-periodisch, weshalb f(—m) = f(7) gilt. Weiters ist f eine
Stammfunktion von g und es folgt:

Eo:i 7rg(ac)eioxdw:i 7rg(ac)da::i[f(gv)}i =——"—=0.

2 J_, 2 J_,
Fiir k£ # 0 gilt dann

1 ™

Cl ——
21T 77[_ \\,./

ik T s —ikx
= i |0 | o [0

partielle Integration —ik - 2T —x ik
=0
11 g .
=—_— g(x)e e dg
tk2m J_,
Ck
ik
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Satz 5.3.7 (Absolute und gleichmiiBige Konvergenz in L2). |23, S. 195] Sei f eine stetige,
27-periodische Funktion mit f(—m) = f(w). Ist die Funktion f eine Stammfunktion von
g € L2, wobei g stiickweise stetig ist, dann konvergiert die Fourierreihe F,, von f absolut
und gleichmdf$ig gegen f.

Beweis. Fiir die Klassen L, und L2 gilt L2 C L., weswegen das Lemma ange-
wendet werden kann. Aus diesem Lemma folgt fiir £ # 0 und der Cauchy-Schwarz-

Ungleichung

Z ‘Ckeikz‘§’60’+ Z ’ckeikx’

k=—oc0 k=—00

400 '
<leol+ Y lexl- [e™]

k=—o00 ]

k0

~— |l
S’CO"F Z W
k=—o00

k0

<leol+ | Y [ e
k

< £l + 20 f e

Der Zusammenhang |¢**| = 1 in der zweiten Zeile ergibt sich direkt aus e = cos(x) + i sin(z):

7] = \Jeos? (kz) + sin?(kz) = 1.

In der letzten Umformung wurden folgende Zusammenhénge benutzt, um die gewiinschte
Abschétzung zu erhalten:

/Tlf@NdeHfm

<1
= =l£l1

e Parsevalsche Gleichung:

™

e’} 1 —+00
o el = 2ﬂ/ g(@)* de = llgl3 = 1/'15 = D &P <713
k=—oc0

- k=—o00
k#£0
®
—+00 [e%¢} 2
1 1 T
gt lpEsy 7
k=—o00 k=1
k40
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5.4 Folgerungen fiir die Signalanalyse

Die Partialsummen konvergieren daher absolut und gleichméflig auf dem Intervall [—, 7]
und es folgt daraus, dass die Fourierreihe F,, gleichmiflig gegen f konvergiert. [23, S.
1941] O

Die Funktion f hat als Stammfunktion von g € L2 folgende Eigenschaften:
e f hat die Periode 27.
o f ist stetig.

e f ist stiickweise stetig differenzierbar, da g an bestimmten Stellen unstetig sein
kann.

Damit kann der Satz mit dem folgenden Korollar prizisiert werden.

Korollar 5.3.1. |23, S. 196] Sei die Funktion f periodisch, stetig und stiickweise stetig dif-
ferenzierbar und gilt f(—m) = f(m). Dann konvergiert die Fourierreihe F,, der Funktion
absolut und gleichmdfig gegen f.

1
Beispiel. Die 2m-periodisch fortgesetzte Dreiecksfunktion f(x) = ——|z|+1 ist stetig auf
T

ganz R und stiickweise stetig differenzierbar. Daher konvergiert die Fourierreihe F,(z)
absolut und gleichméBig gegen f(x). Es gilt dann:

1 - 4 cos(kx)
f(x> - 5 ; k272
k ungarade

5.4 Folgerungen fiir die Signalanalyse

In der Signalanalyse wird jede Funktion f € L2(C) als ein ,,Signal mit endlicher Energie
im Intervall [—m, 7]“ beschrieben. Fiithrt man sich die Spektraldarstellung eines Klangs

(siehe Kapitel [2| Gleichung [2.1.12))

x(t) = f [An cos(nwt) + By, sin(nwt)}

n=1

beziehungsweise die reelle Form der Fourierreihe
ap <X
Fa(z) = 5 + ;(ak cos(k) + by sin(k:c))

wieder vor Augen, wird mit der Parsevalschen Gleichung

o0 T

> k=g [ If@F i

k=—o00 -
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intuitiv klar, dass die Gesamtenergie des Signals additiv in die einzelnen Bestandteile,
also in die gewichteten harmonischen Schwingungen, zerlegt werden kann. [17, S. 336]
Im musikalischen Kontext bedeutet dies, dass sich ein Klang durch seine Oberténe ana-
lysieren ldsst. Die Fourierkoeffizienten quantifizieren dabei die Ausprigung der einzelnen
Harmonischen. [25, S. 127] Mit diesem Wissen wird im Kapitel [6| das Signal eines Quer-
fléten- bzw. Blockflétentons analysiert und miteinander verglichen.

5.5 Anwendung der Fourieranalyse auf die Wellengleichung der
Querflote

Wir haben im Kapitel [3]durch die Methode der Trennung der Variablen eine Fourierreihe
als Losung der Wellengleichung erhalten:

u(z,t) = Zsin <k7;c> . [Ak cos <Clzﬂt> + By sin <C7rt>} .
keZ

Mithilfe dieser Gleichung und den Ergebnissen des Kapitels ,,Fourieranalyse“ sollen nun
Berechnungen fiir die Wellengleichung der Querflte angestellt werden:

Beispiel. Es sei folgendes gegeben:
e Rohrlénge ¢

o Allgemeine Losung der Wellengleichung
. krx ckm . ckm
u(z,t) = Zsm <£> . [Ak cos <€t> + By, sin <€t>}

¢ Randbedingungen
u(0,t) =u(l,t) =0

¢ Anfangsbedingungen

. kmx ou ckm . kmx
u(z,0) = f(z) = ZAk sin <€> und a(l’, 0) =g(x) = ZB’“T sin <£
keZ kezZ
. . : . kmx . [ krx
Da in den Anfangsbedingungen nur Sinus vorkommt und sin ) =" sin —~

gilt, geniigt es, nur iiber die positiven natiirlichen Zahlen aufzusummieren, um auch
positive Koeffizienten zu erhalten, die fiir die Spektralanalyse eines Tons wichtig sind.
Die Restriktion auf N* ist auch sinnvoll, da die Obertone die positiven Vielfachen der
Grundfrequenz sind. In den obigen Gleichungen kann jetzt also tiberall ZZ’;’C{ gesetzt
werden.
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5.5 Anwendung der Fourieranalyse auf die Wellengleichung der Querfléte

Fiir die Querflote mit der Lénge ¢ ~ 0,633 m (siehe [4.4.12)) und mit einer Schallgeschwin-
digkeit von ¢ &~ 343 m/s folgt daher fiir die Anfangsbedingungen

und

Da die Funktion hier aufgrund der physikalischen Gegebenheiten des Querflétenrohrs
auf [0, £] definiert ist, lauten die Fourierkoeffizienten

9 0,633 knx
Ay = i
= 0,633 /0 f(w)sin (0,633>

343 kw2 (009 ( kma
By - = g(z) sin
0,633 0,633 J, 0,633

- B _ 9 /0,633 ( ) ) ke
FT3a3 g f, I\ 0633 )

Falls die Funktionen f(x) und g(z), also die Form und Anfangsgeschwindigkeit der Welle
fiir ein t = 0 gegeben ist, konnen die Fourierkoeffizienten auch explizit berechnet werden.

und
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6 Spektralanalysen von Querfléten- und
Sopranblockflotenténen

In den vorhergehenden Abschnitten wurde einerseits auf die Theorie hinter Ténen und
Klangen sowie auf die Fourieranalyse, die essentiell fiir die Erstellung eines Frequenz-
spektrums ist, eingegangen. Andererseits wurden der Aufbau und die Tonbildung der
Querflte und der Sopranblockfléte sowie die Wellengleichung dieser beiden Instrumen-
te behandelt. Dieses Kapitel soll eine praktische Anwendung dieser Konzepte zeigen,
indem mithilfe der Spektralanalyse gezeigt wird, inwiefern sich der Klang der beiden
Floten voneinander unterscheidet.

6.1 Signale und Spektren

Definition 6.1.1 (Signal in der Akustik). [24, S. 4]

Ein Signal beschreibt einen zeitlichen Verlauf einer beobachteten Grofie, wie zu Beispiel
des Schalldrucks, welche fiir den Betrachter oder die Betrachterin relevante Informatio-
nen enthalt.

In der Mathematik entspricht das Signal einer reell- oder komplexwertigen Funktion
nach der Zeit und in diesem Abschnitt werden zeitkontinuierliche analoge Signale be-
leuchtet, welche mit einem Analog-Digital-Wandler (A/D-Wandler) diskretisiert werden
konnen.

Wir betrachten die reelle Fourierreihe und kombinieren sie mit der Ort-Zeit-Funktion
der harmonischen Schwingung (siehe [2.1.4]):

Qa " .
Falt) = 5 + Z(ak cos(kwt) -+ by sm(k:wt)).
k=1

Zwischen der Kreisfrequenz der Grundschwingung w und der Frequenz v besteht der
Zusammenhang w = 27v. Ebenso geniigt bei physikalischen Experimenten die Aufsum-
mierung iiber eine endliche Zahl n € N, da bei der Signalverarbeitung hohe Frequenzen
stark gedampft werden. Sie spielen fiir die Analyse eines Instrumentenklangs keine signi-
fikante Rolle, da das menschliche Gehor nur Frequenzen bis zirka 20 000 Hz wahrnehmen
kann.

Wir fiithren die Grofien

a a
o=, o= fal 0 = tan (%
2 by,
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6 Spektralanalysen von Querfléten- und Sopranblockflétenténen

ein, um die Fourierreihe nur mit Sinusfunktionen mit unterschiedlichen Phasen darstellen
zu kénnen und erhalten gemeinsam mit w = 27v:

Fo(t) = po+ > prsin(2mkut + 0).
k=1

[11, S. 443f] Die neuen Koeffizienten py, k € N* kénnen wegen pp = 4 /a% + bz nur positiv
sein. Sie sind die Amplituden der Fourierreihe. Die Konvergenz der Fourierreihe ist fiir
die meisten periodischen Signale in der Praxis gegeben, sodass ihr Verhalten mittels der
Fourierreihe erfasst werden kann. [18, S. 2f]

Werden nun die Grundfrequenz mit f; und alle Vielfachen davon mit fr = k - fi,
k € N* bezeichnet, so kann das Signal auch mit dem Amplituden- und Phasenspek-
trum vollstéindig beschrieben werden. Die Abbildung[6.1] zeigt links den kontinuierlichen
Graphen eines periodischen Signals F'(¢t) mit der Periode 7" und daneben die beiden
korrelierenden Spektren, welche dasselbe Signal F'(t) beschreiben. [11], S. 444]

Amplitude p

5

1 -‘- -I- T Frequenz
1 1 } >

0 f 2f 3f A4f 5f

\ |
N

<
<

\ A
3

j_ 2f, 3f, 4f  5f,
-90°

-180°

Abbildung 6.1: Graph eines zeitkontinuierlichen Signals und das Amplituden- und Pha-
senspektrum [11}, S. 443f]

Um die Klangfarbe eines Instruments zu beschreiben, geniigt es, das Amplitudenspek-
trum zu betrachten, da dieses die Verteilung und die Intensitét der Obertone zeigt. Sie
sind der Grund dafiir, dass verschiedene Instrumente bei gleicher Grundfrequenz unter-
schiedlich klingen.
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6.2 Methodik

6.1.1 Diskrete Fouriertransformation und Fast Fourier Transformation

Ein Ton, den ein Instrument erzeugt, ist ein kontinuierliches analoges Signal. Damit
davon ein Klangspektrum mithilfe einer digitalen Software erstellt werden kann, wird
dieses zuerst mithilfe eines Analog-Digital-Wandlers (A/D-Wandlers) in ein zeitdiskre-
tes digitales Signal umgewandelt. [22]

Mithilfe der Fouriertransformation kann ein Signal, das einen zeitlichen Verlauf anzeigt,
in eine Funktion , transformiert* werden, die im Frequenzbereich operiert. |17, S. 345] Fiir
die zeitdiskreten digitalen Signale wird dafiir die sogenannte , Diskrete Fouriertransfor-
mation®* (DFT) angewendet. Der Grundgedanke der DFT ist, die Fourierkoeffizienten ei-
ner periodischen Funktion, deren Werte an N Stellen bekannt sind, zu bestimmen. Dabei
ist statt dem zeitkontinuierlichen Signal x(¢) mit der Periode T das zeitdiskrete z[nTy] ge-
geben, wobei Ty = T'/N die Abtastperiode der Diskretisierung und n € {0,1,..., N — 1}
ist. Fiir die Berechnung der Fourierkoeffizienten wird nun das Integral mithilfe einer
Summe angenéhert:

T N-1
1 ; 1 ;
=7 /Z)T z(t)e Mtdt ~ T E z[nTy)e”FnT=T, (6.1.1)
-2 n=0

Der Algorithmus, der diese Berechnungen erméglicht, lautet ,,Fast Fourier Transforma-
tion“ (FFT). |18, S. 12f]

Fiir die genauere Betrachtung der Fouriertransformation sowie die mathematischen Grund-
lagen sei hier auf Karpfinger |19] verwiesen.

6.2 Methodik

Zur Analyse der Unterschiede in der Klangfarbe der Querfléte und der Sopranblockflote
sind einige Parameter in der Wahl des Tons und der Einstellung in der Software zu
beachten, um ein aussagekriftiges und objektives Ergebnis zu erzielen. Diese werden in
diesem Unterkapitel vorgestellt.

6.2.1 Wahl des Tons

Um ein moglichst breites Spektrum in der Klanganalyse zu erreichen, werden unter-
schiedliche Tonhohen analysiert. Die Wahl der Tonhthen wird dabei davon beeinflusst,
welche absoluten TonhShen von beiden Floten gespielt werden kénnen. Ebenso werden
auch Tone gespielt, bei denen beide Instrumente iiberblasen, um eventuelle Verénderun-
gen im Klangbild betrachten zu kénnen. Unter Einbeziehung dieser Uberlegungen fiel
die Wahl der Tonhohen auf ¢, g2 und e3. Da die Sopranblockfléte um eine Oktave hoher
klingt als sie notiert wird, werden hier die Téne ¢!, g' und e? gespielt.
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Es wird erwartet, dass die Tone folgende Grundfrequenzen haben, wenn die Floten
auf den Kammerton a' = 440 Hz gestimmt wurden (siehe [4.4.11)):

Vi) = 440 - ( V/2)* ~ 523 Hz (6.2.1)
V2 = 440 - (V/2)'0 ~ 784 Hz (6.2.2)
Vies) = 440 - ( V/2)" ~ 1319 Hz (6.2.3)

6.2.2 Aufnahmesituation und Software

Die Flotenaufnahmen, die in dieser Arbeit analysiert werden, wurden von der Verfasserin
auf den eigenen Instrumenten selbst eingespielt. Es handelt sich dabei um eine Sopran-
blockflote der Marke ,,Mollenhauer“ mit deutscher Griffweise sowie um eine Querflote der
Marke ,AZUMI“ (Modell AZ1000RE). Beide Flsten sind in Abbildung dargestellt.

Abbildung 6.2: Verwendete Instrumente: Querflote (AZUMI) und Sopranblockflote
(Mollenhauer), eigene Darstellung

Die Aufnahmen erfolgten in einem ruhigen, jedoch nicht schallisolierten Raum, wobei
darauf geachtet wurde, Hintergrundgeriusche zu minimieren. Als Aufnahmegerit diente
das USB-Studiomikrofon ,,the t.bone SC 420 USB* welches ein Grofimembran-Mikrofon
mit Supernierencharakteristik ist. Um die Klénge der Floten moglichst verlustfrei ana-
lysieren zu kénnen, wurden die Aufnahmen im unkomprimierten WAV-Format mit einer
Abtastrate von 44,1 kHz und einer Bittiefe von 16 Bit gespeichert. Die zu ana-
lysierenden Audioaufnahmen sind auf der Plattform ,Zenodo* frei zugénglich. [7] Die
digitale Nachbearbeitung, die die Normalisierung der Tonspuren umfasste, und die Fre-
quenzanalyse wurden mit der freien Software Audacity (Version 3.7.3) durchgefiihrt.
Hierbei wurde bei allen Tonspuren der Zeitbereich von 2s bis 5s gewéhlt, um die Ana-
lyse auf eine moglichst konstante Tonphase zu beschrénken. Ubergangsbereiche, wie die
Einschwing- und die Abklingphase, wurden dabei gezielt ausgeschlossen.

Die Frequenzanalyse eines Ausschnitts einer Tonspur, die in Abbildung dargestellt
ist, zeigt einige Einstellungen, die hier erldutert werden:

¢ Die Einstellung ,,Spektrum*® bei , Algorithmus® zeigt an, dass Audacity fiir die
Spektralanalyse die FFT (Fast Fourier Transformation) verwendet.
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6.3 Analyse der Klangspektren

e Mit ,,Grofle” kann die Anzahl der Frequenzteilungen von 128 bis 131 072 eingestellt
werden. Je grofler diese Zahl gewahlt ist, desto préziser konnen die Frequenzen
bestimmt werden. Fiir die Analyse der Aufnahmen wurde eine Gréfle von 32 768
gewahlt, um ein moglichst genaues Bild darstellen zu kénnen.

e Fiir die ,,Funktion“ kénnen unter anderem , Rechteck-“, , Bartlett-“, , Hamming-
oder ,,Hann-Fenster“ ausgewéihlt werden. Wie es auch das Benutzerhandbuch von
Audacity vorschliagt, wurde in dieser Arbeit das ,,Hann-Fenster* ausgewahlt. Es be-
stimmt, wie der gewahlte Audioabschnitt fiir die Frequenzanalyse gewichtet wird.
Wihrend ein ldngeres Fenster eine prizisere Frequenzauflosung liefert, ist bei einem
kiirzeren Fenster die Zeitauflosung besser, wobei hier jedoch die Frequenzauflésung
eingeschrankt ist.

e Mit ,Achse® lasst sich eine lineare oder logarithmische Darstellung der horizonta-
len Frequenzachse einstellen. Zur Verdeutlichung der Obertone als Vielfache der
Grundfrequenz wurde hier die Lineardarstellung gewihlt.

e Die y-Achse zeigt den Pegel in Dezibel (dB) an, was bedeutet, dass die Lautstérke
der einzelnen Frequenzanteile eines Klangs angegeben wird.

Frequenzanalyse

-6dB p
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-18dB
-2408+
-3008
-3608
-424B
-4808- 4
]| | |l [
el |
wel L
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-78dB ‘ |
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Cursor: Spitze: @ Gitterlinien
Algorithmus: Spektrum GroBe: 32768 Export...
Funktion: Hann-Fenster Achse: Lineardarstellung Neu zeichnen...
[Cschiiesen ] @

Abbildung 6.3: Beispiel der Darstellung in Audacity

6.3 Analyse der Klangspektren

6.3.1 Theoretische und subjektive Erwartungen

Geméf der Ausfithrungen in den Kapiteln und wird erwartet, dass die Klang-
spektren beider Instrumente alle Obertone, also alle ganzzahligen Vielfachen der Grund-
frequenz bis zu einer gewissen Frequenz, aufweisen. Weiters ist beim Ton der Querflote
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6 Spektralanalysen von Querfléten- und Sopranblockflétenténen

aufgrund des Nichterfiillens des Ideals einer offenen Pfeife anzunehmen, dass die Harmo-
nischen gerader Ordnung, also der 1., 3., ... Oberton, weniger stark ausgebildet sind als
jene ungerader Ordnung.

Der Klang der Querflote ldsst sich subjektiv mit den Adjektiven weich, rund und warm
beschreiben, was auf ein schwach ausgeprigtes Obertonspektrum hindeutet. Im Gegen-
satz dazu kann der Ton der Sopranblockfléte vor allem in den hcheren Tonlagen als hell,
klar bis hin zu schrill bezeichnet werden. Es ist daher zu erwarten, dass die Obertone
hoherer Ordnung stérker ausgebildet sein werden als jene der Querfléte.

6.3.2 Spektrale Analyse der Téne ¢?, ¢ und €?

In den folgenden Abbildungen sind die Klangspektren der Téne ¢?, g% und e3, die mit
der FFT im Programm Audacity erstellt wurden, iibersichtlich zusammengefasst. In den
folgenden Absétzen werden die Spektren fiir die jeweiligen Klinge einzeln miteinander
verglichen, sodass Aussagen zu den klanglichen Unterschieden und Gemeinsamkeiten
getroffen werden kénnen.

xase]

Mu = i:mmuum.w
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c? auf der Querflote ¢ auf der Sopranblockfléte

e? auf der Querflste e? auf der Sopranblockfléte

Abbildung 6.4: Klangspektren der Tone c?, g? und e® auf der Querflote (links) und auf
der Sopranblockflote (rechts)
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6.3 Analyse der Klangspektren

Spektralanalyse des Tons c?

Der erste Klang, der analysiert wird, ist der Ton ¢?, der den Grundton der Sopran-
blockfléte darstellt. In Abbildung werden die Klangspektren der Querflote und der
Sopranblockfléte angefiihrt.
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Klangspektrum der Querflote
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Klangspektrum der Sopranblockflote
Abbildung 6.5: Klangspektren des Tons ¢? auf der Querflste und auf der Sopranblockflote

Das Frequenzspektrum der Querflote zeigt, dass die unteren Harmonischen stark aus-
gebildet sind, wobei der erste Oberton etwas mehr gewichtet ist als der Grundton. Wei-
tere deutliche Peaks sind bis ca. 6000 Hz — 7000 Hz erkennbar und danach zeigen sich
nur schwache Spitzen. In der Audioaufnahme lassen sich Frequenzen um 11000 Hz ana-
lysieren, die vermutlich jedoch keinen Einfluss auf den wahrgenommenen Klang haben
und eher als Rauschen zu interpretieren sind.

Im Sopranblockflétenspektrum sind die Spitzen sehr deutlich bis ca. 10 000 Hz—11 000 Hz
zu erkennen; dariiber hinaus ergeben sich einzelne Frequenzspitzen. Im unteren Frequenz-
bereich sind die Obertone balancierter, wobei jedoch das deutliche Herausragen der 7.
Harmonischen zu beachten ist. Sie iibersteigt die Amplitude der Grundfrequenz und
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6 Spektralanalysen von Querfléten- und Sopranblockflétenténen

tragt mit den weiteren stark ausgepréigten Obertonen zu einem hellen Klangcharakter
bei.

Insgesamt kann bei beiden Spektren eine Grundfrequenz von ca. 500 Hz — 520 Hz erkannt
werden, was dem Ton ¢? entspricht. Die Oberténe befinden sich alle in diesem Abstand
zueinander.

Spektralanalyse des Tons g

Der Ton g? wird auf der Querfléte iiberblasen; das heift, dass das g' gegriffen wird, aber
durch die Verdnderung der Lippen- und/oder Kieferstellung die zweite Eigenfrequenz
angeregt wird.
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Abbildung 6.6: Klangspektren des Tons g2 auf der Querflste und auf der Sopranblock-
flote
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6.3 Analyse der Klangspektren

Das Klangspektrum der Querfléte zeigt deutliche Peaks bis ca. 15000 Hz, wobei die
Frequenzen zwischen ca. 7500Hz und 10500 Hz weniger ausgepréigt sind. Niedrigere
Spitzen lassen sich ab 15000 Hz bis ca. 19000 Hz erkennen. Die Grundfrequenz liegt bei
ca. 700 Hz — 800 Hz, was mit dem errechneten Wert von ca. 784 Hz gut {ibereinstimmt.
Die erste Harmonische ist am stéirksten ausgeprigt und die Obertone im Bereich bis
ca. 7000 Hz zeigen eine ausgeglichene Verteilung. Es ist in diesem Spektrum der nicht
unwesentliche Peak bei ca. 400 Hz hervorzuheben. Dieser markiert den Ton ¢!, der
aufgrund des Uberblasens im Gesamtklang mitschwingt, was auch in der Tonaufnahme
gehort werden kann. Ebenso ist die deutliche Spitze bei ca. 1200 Hz zu beachten, die die
3. Harmonische des , Pseudogrundtons® g' markiert.

Im Klangbild der Sopranblockfléte fallen die soeben genannten Besonderheiten weg.
Hier lasst sich der stdarkste Peak bei der Grundfrequenz des gespielten Tons erkennen;
die weiteren Harmonischen sind ebenfalls deutlich sichtbar. Bemerkenswert ist die grofie
Amplitude des 6. Obertons, der der 7. Harmonischen entspricht. Sie trigt wesentlich zur
Helligkeit des Sopranblockflétentons bei. Das Frequenzspektrum zeigt einen langsamen
und ungleichméfigen Abfall der Obertone mit Spitzen bis ca. 15000 Hz. Es ist erkennbar,
dass die geraden Harmonischen tendenziell schwécher ausgebildet sind als die ungeraden.

Spektralanalyse des Tons ¢?

Der letzte Ton, der analysiert wird, ist das e®. Auf der Querfléte wird dieser Ton in der
linken Hand gleich wie das a' gegriffen; mit der rechten Hand werden zwei weitere
Klappen gedriickt. Dies wird in der nachfolgenden Abbildung deutlich gemacht.
Dieser Zusammenhang wird in der Analyse des Klangspektrums der Querflote (siehe
Abbildung oben) eine Rolle spielen. Auf der Sopranblockfléte wird das e? erzeugt,
indem ein e! gegriffen und das Daumenloch nur teilweise bedeckt wird.
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Abbildung 6.7: Die Griffe fiir a' und e® auf der Querflote |5
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Abbildung 6.8: Klangspektren des Tons e auf der Querflste und auf der Sopranblock-
flote

Das Frequenzspektrum des Tons e auf der Querflte zeigt einen deutlichen Peak
bei ca. 1300 — 1500 Hz, was mit dem errechneten Wert von ca. 1319 Hz gut iiber-
einstimmt. Die weiteren Harmonischen sind im Verhéltnis weniger stark ausgepragt
und die 7. Harmonische verschwindet ganz im Grundrauschen des Klangs. Von ca.
10000 Hz bis 20 000 Hz ldsst sich ein ,, Rauschteppich® erkennen, aus dem einzelne Spit-
zen heraustreten. Bemerkenswert sind die beiden breiteren Frequenzansammlungen unter
der Grundfrequenz. Sie konzentrieren sich bei ca. 450 Hz und 850 Hz, was ungefihr den
Tonen a' und a? entspricht. Dies kann einerseits darauf hindeuten, dass die Luftsiule
auch in einer Frequenz schwingt, die mit dem a'-Griff (bzw. durch Uberblasen dem
a?-Griff) angeregt wird. Tatséchlich ist das e3 der 2. Oberton von a', was diesen Zusam-
menhang untermautert. Andererseits entstehen bei der Querfléte meist Anblasgerdusche,
die durch die Resonanzeigenschaften des Flotenrohrs geformt werden. Die nicht exakt
definierten Spitzen deuten darauf hin, dass das Rauschen, das durch das Anblasen ent-
steht, durch den a'-Griff in diesen Frequenzen verstirkt wird.
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6.3 Analyse der Klangspektren

Bei der Analyse des Sopranblockflétentons sticht der Rauschteppich ins Auge, der sich
iiber die gesamte Frequenzspanne ausbreitet. Weiters lédsst sich wieder die maximale
Intensitit beim Grundton e® erkennen. Die 3. und 5. Harmonische sind deutlicher aus-
gebildet als die restlichen Partialtone, was auf einen hellen, scharfen Klang hinweist. Die
Frequenzansammlung unter dem Grundton ist bei ca. 850 Hz — 900 Hz, was ungefihr
dem a? entspricht. Es besteht jedoch keine Korrelation zwischen den beiden Griffen fiir
a® und e3. Nichtsdestotrotz kann das Aufkommen dieser Frequenzen mit dem Anblas-
gerdusch beziehungsweise mit dem Mitschwingen dieser Resonanzen im Blockflotenrohr
erklirt werden. Wie auch schon beim Ton ¢? sind die geraden Harmonischen bis ca.
8 000 Hz weniger stark ausgebildet als die ungeraden. Weiters sind die Obertone héherer
Ordnung auch deutlich zu erkennen.

6.3.3 Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Klangspektren

Insgesamt zeigen sowohl die Querfléte als auch die Sopranblockfléte im Klangspektrum
eine deutlich ausgepréigte Grundfrequenz und klar ausgebildete untere Harmonische. Die
Querflote zeigt vor allem im unteren Frequenzbereich sehr starke erste bis dritte Har-
monische und ein relativ rasches und gleichméfliges Abfallen bis ca. 8 000 Hz — 9 000 Hz.
Hohere Obertone treten hier fallweise eher als Rauschen oder weniger stark ausgepragt
in Erscheinung. Auffillig ist das Mitschwingen der unteren Oktave beim Uberblasen, das
hier beim Ton ¢? deutlich gezeigt wird, und das Rauschen in einer bestimmten Frequenz
bei hochfrequenten Ténen, wie zum Beispiel beim e3. Die Erwartung, dass die Harmoni-
schen gerader Ordnung weniger stark ausgebildet sein werden, konnte hier nicht bestétigt
werden; vielmehr zeigt sich kein bestimmtes Muster, mit welcher Intensitéit die Obertone
mitschwingen.

Im Vergleich zu den Erkenntnissen zum Klang der Querfléte sind bei der Sopranblock-
fléte die intensiveren und deutlicheren Obertone iiber den gesamten Frequenzbereich bis
teilweise weit iiber 10 000 Hz hervorzuheben. Es ist kein signifikanter Abfall der oberen
Harmonischen zu erkennen, wie es beispielsweise bei der Querfléte der Fall ist. Insbeson-
dere treten die ungeraden Harmonischen stérker hervor als die geraden und im Beispiel
des Tons ¢? iiberragt der 7. Partialton die Intensitit des Grundtons.

In Bezug auf den Klang bestétigt sich daher der Obertonreichtum und daher der helle,
schneidende Klang der Sopranblockflote. Im Vergleich dazu spiegelt das Klangspektrum
der Querfléte, deren Klang im unteren Bereich als eher weich und rund und im oberen
Bereich als strahlend empfunden werden kann, diesen Eindruck wider. Das Spektrum des
cher tieferen Tons ¢? weist weniger signifikante Obertone auf als beispielsweise das e?,
wo vergleichsweise gleich starke Frequenzen (ca. -78 dB) bis iiber 20 000 Hz nachgewie-
sen werden konnten. Sowohl in der Querfléte als auch in der Sopranblockfléte kénnen in
der Aufnahme und in der Spektralanalyse Anblas- und Rauschkomponenten festgestellt
werden.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es, herauszufinden, inwiefern sich die Klangfarbe eines Quer-
flétentons von der eines Sopranblockflétentons unterscheidet und wie sich dies mathe-
matisch erkldren lésst.

Zur Beantwortung dieser Leitfrage wurde zunéchst geklart, wie Klang entsteht und wie
dieser mathematisch beschrieben werden kann. Als Grundlage jeder Tonerzeugung gelten
harmonische Schwingungen, die mit der Ort-Zeit-Funktion

z(t) = A - cos(2mvt + 9)

beschrieben werden kéonnen. Dabei beschreibt A die Amplitude, also die Lautstirke eines
reinen Tones, und v die Frequenz, sprich die Tonhohe. Da ein Klang eine Uberlagerung
von Finzelschwingungen mit der n-fachen Frequenz der Grundschwingung ist, wird ein
musikalischer Ton mit der Spektraldarstellung dargestellt:

+oo
x(t) = Z [An - cos(2mnut) + By, - sin(2mnut) |.

n=1

Die einzelnen Schwingungen mit der n-fachen Frequenz werden Obertone oder n-te Har-
monische genannt und ihre Amplituden geben das sogenannte Obertonspektrum oder
Klangspektrum an, mithilfe dessen ein Klang prézise analysiert werden kann.

Da sich Schall in Longitudinalwellen ausbreitet, wird diese Wellenart gemeinsam mit
den stehenden Wellen betrachtet, wobei sich letztere durch Interferenz zweier entge-
gengesetzt laufender Wellen bilden. Stehende Wellen treten ebenfalls als schwingende
Luftséulen in offenen Pfeifen, zu denen die Querfléte und die Blockflote zdhlen, auf. Sie
konnen zu verschiedenen Schwingungsmoden angeregt werden, sodass unterschiedliche
Tonhohen spielbar sind.

Die Herleitung der Wellengleichung einer beidseitig eingespannten Saite fithrt zur Glei-

chung
0u 5 0%u
@(fﬁ ) =c"- @(
welche mithilfe der Losungsmethode nach d’Alembert und der Methode der Trennung
der Variablen gelost wurde. Die erste Losungsmethode liefert die Losung

x,t),

u(z,t) = f(x +ct) — f(—x + ct)

fiir die Randbedingungen «(0,t) = u(¢,t) = 0 fiir alle ¢ > 0 sowie die Losung

x+ct
w(z, t) = %(f(x Vet)+ fz—ct)) + 1/ 9(2) d=

2c —ct
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7 Zusammenfassung und Ausblick

0
fiir die Wellengleichung mit den Anfangswerten u(z,0) = f(x) und 8—1;(16,0) = g(x).
Die Methode der Trennung der Variablen ergibt die fiir die spétere Betrachtung der
Fourieranalysis wichtige Losung der Fourrierreihe:

= S (557) [ (70) 1 ()]

keZ

Sowohl die Querflte als auch die Blockflote sind Schneidetoninstrumente und ihr Ton
entsteht durch periodische Uberdruckimpulse, der die Luftsiule im Inneren des Rohres
zum Schwingen bringt. Wahrend die Querfléte eine zylindrische Mensur hat, weist die
Blockflote eine umgekehrt konische Bohrung auf. Es wurde herausgefunden, dass die
Wellengleichung der an beiden Seiten eingespannten Saite

9%u

0%y
el

— (x,t) = c?

52 x,t)

auch fiir schwingende Luftséulen gilt, wobei hier ¢ ~ 343 m/s die Schallgeschwindigkeit in
der Luft angibt. Die Losung der Wellengleichung fiir das zylindrische Rohr fithrt wieder
zur Gestalt der Fourierreihe:

k k k
ug(z,t) = A cos <7;:1:) [Bk cos <c£7rt) + C sin <c£7r )] , keZ.

Die Betrachtung der offenen Pfeife mit umgekehrt konischer Bohrung zeigt, dass die Re-
sonanzfrequenzen unabhéngig von der Mensur sind und somit lediglich von der Rohrlénge
{ abhéngen. Daher ergibt sich, dass in beiden Instrumenten die Harmonischen in der
Verhiltnissen

1:2:3:...

auftreten. Da die Querfléte aufgrund des Raums zwischen dem Stimmkork und dem
Anblasloch nicht vollsténdig dem Ideal einer offenen Pfeife mit zylindrischer Bohrung
entspricht, ist davon auszugehen, dass die geradzahligen Harmonischen gedampft sind.
Dies konnte in der Spektralanalyse der Querflétentone jedoch nicht nachgewiesen werden.
Vielmehr duflert das Spektrum der Sopranblockflote diese Besonderheit.

Die Fourieranalysis bildet die Basis fiir die Spektralanalyse und die Theorie dahin-
ter. Damit koénnen vereinfacht gesagt stetige, periodische Funktionen als Summe von
harmonischen Schwingungen mit unterschiedlichen Intensitdten dargestellt werden:

+oo
f(z) = % + Z(ak cos(kxz) + by sin(kz)).
k=1

Die Fourierkoeffizienten lassen sich mit den Formeln
1 2 1 27

a = — (z) cos(kx) dx, fir ke N und by = — (z) sin(kx) dx, fir k € N*
T Jo T Jo
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berechnen. Fiir komplexe Funktionen folgt die Fourierreihe

mit den komplexen Fourierkoeffizienten

1

2m
= — f(x)e ™ dz,  fiir k € Z.
2w 0

Ck
Im Kontext der Klanganalyse zeigen die Fourierkoeffizienten die unterschiedlichen Aus-
pragungen der einzelnen Harmonischen eines Klangs. Dies wird mit der Parsevalschen
Gleichung

o0

S k=g [ 1@ do

k=—o00 -

klar, die verdeutlicht, dass sich die Gesamtenergie eines Signals als Summe der Energien
der einzelnen gewichteten harmonischen Schwingungen darstellen ldsst, was bedeutet,
dass ein Klang durch seine Obertone prézise analysiert werden kann.

Dieses theoretische Wissen wird in der Spektralanalyse der Querfléten- und Sopran-
blockflstenténe genutzt und angewendet. Die Analyse der Klinge auf den Tonhohen c?,
g% und €3 zeigt klare Grundfrequenzen und ausgeprigte untere Harmonische. Wihrend
die Klangspektren der Querflétenklidnge tendenziell weniger Obertonintensitdt und das
Mitschwingen tieferer Téne beim Uberblasen zeigen, ldsst sich bei den Sopranblock-
flétentonen ein reichhaltiges Obertonspektrum mit stérker ausgeprigen ungeraden Har-
monischen erkennen. Dies bestétigt die klangliche Charakterisierung der beiden Fltten:
Die Querfléte, deren Klang als rein und eher weich beschrieben wird, besitzt ein schwécher
ausgeprigtes Obertonspektrum als die Sopranblockflote, deren Klang als hell und teil-
weise schrill empfunden wird. Die Spektren zeigen beinahe alle ganzzahligen Vielfachen,
was sich mit den Berechnungen der Verhéltnisse der Harmonischen deckt.

Mathematisch lassen sich die Tone der beiden Fléten sowie ihre unterschiedlichen
Klangspektren durch eine Fourierreihe als Losung der Wellengleichung beschreiben, die
den Ausgangspunkt fiir weitere Betrachtungen bildet. Auf diese Weise spannt sich ein
Bogen von der Wellengleichung als Beschreibung der schwingenden Luftsdule in offenen
Pfeifen iiber die Fourieranalysis, die als mathematisches Werkzeug zur Zerlegung von
Kliangen in ihre Einzelschwingungen dient, bis hin zur Analyse der Klangspektren, die
die Verteilung der Amplituden der einzelnen Oberténe sichtbar macht, wodurch die
klanglichen Unterschiede zwischen der Querfléte und der Sopranblockfléte quantitativ
und prézise erfasst werden kénnen.

Ausblick

Aus den Ergebnissen dieser Arbeit ergeben sich eine Vielzahl an weiterfithrenden Fra-
gestellungen: Einerseits lassen sich die Unterschiede zwischen der Querflote und der
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Sopranblockfléte noch weiter beforschen. Dabei kann einerseits auf die unterschiedlichen
Materialarten (Holz, Metall oder Kunststoff) eingegangen und untersucht werden, in-
wiefern das Material Einfluss auf das Obertonspektrum und damit auf den Klang hat.
Andererseits liefert eine Untersuchung zur Intonation, Tonansprache oder Klangfarbe
von zylindrischen im Vergleich zu konischen offenen Pfeifen Ergebnisse, die im Instru-
mentenbau angewandt werden kénnen, um eine Optimierung in diesen Bereichen zu
erzielen.

Um die Frage, warum sich in der historischen Entwicklung die Querfléte als Orche-
sterinstrument gegen die Blockflote durchgesetzt hat, zu beantworten, kénnen unter
anderem Untersuchungen in Bezug auf die klangliche Mischfédhigkeit mit anderen Or-
chesterinstrumenten zur Erlangung eines homogenen Orchesterklangs angestellt werden.

Abschlieflend zeigt diese Arbeit, wie mathematische Methoden wie die Fourieranaly-
se oder die Losung der Wellengleichung wichtige Werkzeuge zum tieferen Versténdnis
musikalischer Instrumente und deren Klangeigenschaften beitragen kénnen und somit
eine Briicke zwischen den beiden Disziplinen Mathematik und Musik geschlagen werden
kann.
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