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Abstract

Die Quaternionen, eine Erweiterung der komplexen Zahlen, spielen eine zentrale Rolle in unter-
schiedlichen Bereichen der Mathematik und Physik. In dieser Arbeit erarbeiten wir ankntipfend an
die Algebra der komplexen Zahlen die Algebra H der Quaternionen. Wir betrachten dabei unter
anderem die Algebra IH als euklidischen Raum. Der zentrale Aspekt dieser Arbeit ist es, die Quater-
nionen als verallgemeinerte Zahlen einzufiihren.

Dariiber hinaus stellen wir uns in der Arbeit die Frage, ob es nach den komplexen Zahlen und den
Quaternionen noch weiter geht.

Den Abschluss der Arbeit bildet ein Bezug zur Schulmathematik und zur Verwendung von GeoGe-
bra in Kombination mit den Hamiltonschen Quaternionen.

Quaternions, an extension of the complex numbers, play a central role in various areas of mathe-
matics and physics. In this work, we develop the algebra of quaternions based on the algebra of
complex numbers. Among other things, we consider the algebra as a Euclidean space. The central
aspect of this work is to introduce quaternions as generalized numbers.

In addition, we ask ourselves the question of whether there is more after the complex numbers and
the quaternions.

The paper concludes with a reference to school mathematics and the use of GeoGebra in combination

with Hamilton’s quaternions.
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1 Einleitung

Die komplexen Zahlen, bestehend aus einem Realteil und einem Imaginérteil, sind ein zentraler Teil
der Mathematik, und dies sowohl in der Schule als auch im Studium. Folgend kénnte man sich die
Frage stellen, ob es dariiber hinaus auch noch Zahlen gibt, die wir betrachten koénnen. Diese Frage
kann mit einem simplen ,Ja” beantwortet werden, denn die Hamiltonschen Quaternionen liefern
uns die Antwort darauf.

Die sogenannten Quaternionen gehen auf den Mathematiker Sir William Rowan Hamilton zurtick,
weshalb diese auch als Hamiltonsche Quaternionen betitelt werden. Ziel war es, eine Erweiterung
der komplexen Zahlen zu finden, um Raumrotationen im Dreidimensionalen darstellen zu konnen.
Lange Zeit beschiftigte sich William Rown Hamilton mit der Frage, eine Multiplikation fiir reelle
Tripel zu finden, welche gute Eigenschaften besitzt. In einem Brief kurz vor seinem Tode verstarkt er
aber nochmals, dass es nicht moglich ist, diese zu multiplizieren: No, I can only add and substract them.
Nach sehr viel Anstrengung gelang ihm sein Durchbruch in der vierten Dimension. Sein restliches
Leben widmete er von da an der Erforschung seiner Quaternionen.

Die Zahlenmenge der Quaternionen ldsst sich auf der Definition der komplexen Zahlen C := R xR
aufbauen. Eine Struktur der Form R x R x R schaffte Hamilton nicht einzufiihren. Allerdings konn-
te er eine algebraische Struktur im C? = R* einfiihren - die Quaternionen.

Im ersten Abschnitt beschéftigen wir uns mit einleitenden Aspekten wie der Definition eines Korpers
und dessen Axiomen sowie der Definition des Schiefkorpers.

Danach wird der Schwerpunkt im darauffolgenden Kapitel auf die Quaternionen selbst und deren Ei-
genschaften gelegt. Zum Schluss werden noch einige Anmerkungen zu einer moéglichen Anwendung
im schulischen Kontext ausgearbeitet und die wichtigsten Erkenntnisse der Arbeit zusammengefasst.



2 Allgemeine algebraische Grundlagen

Im Folgenden sollen einleitend fundamentale Definitionen im Hinbick auf die Arbeit mit den Qua-
ternionen gegeben werden.

Hinweis: Das folgende Kapitel basiert grofiteils auf den Texten von [4], [5] und [11], die sich sehr
dhneln und in der folgenden Arbeit kombiniert werden.

Definition 2.1:
Ein Gruppoid (K,+,-) mit den Verkniipfungen + und - bezeichnet man als Korper, falls ebenfalls nach-
folgende Eigenschaften zutreffen. Diese Eigenschaften bezeichnen wir als Kérperaxiome:

Grundgesetze der Addition:

1Va,be K:a+b=0b++a, (Kommutativgesetz)
2.Va,b,ceK:(a+b)+c=a+ (b+c), (Assoziativgesetz)
3.30eK:VaeK:a+0=a, (Existenz des Nullelements)
4.YaeK:3(—a)eK:a+(—a)=0, (Existenz des inversen Elements)

Grundgesetze der Muliplikation

1.Va,b € K:ab = ba, (Kommutativgesetz)

2.Va,b,c € K: (ab)c = a(bc), (Assoziativgesetz)
3.31€K:1#0AVa e K\{0}:al =a, (Existenz des Einselements)
4.Vae K\{0}:Ja ' eK:aa 1 =1, (Existenz des inversen Elements)
Distributivgesetz:

Va,b,c € K:a(b+c) =ab+ ac

Die reellen Zahlen R sind fiir das Verstdandnis der folgenden Kapitel nicht unwesentlich. Sie sind
unser Ausgangspunkt, von welchem aus wir die komplexen Zahlen einfiihren, welche wiederum
unsere Basis fiir die Einfiihrung der Quaternionen bilden. Aus diesem Grund benétigen wir fiir die-
se Arbeit die folgenden Definitionen.

Definition 2.2:
Wir bezeichnen den Korper (K, +, -, <) mit den Verkniipfungen + und - und der zweistelligen Rela-

tion =< als die Menge der reellen Zahlen, wenn folgende Axiome eriillt werden:

(R1) (K, +, -) ist ein Korper
(R2) < ist eine lineare Anordnung auf dem Korper K, welche mit + und - vertréaglich ist.
(R3) jede nichtleere Menge M C K, die nach unten beschrénkt ist, hat ein Infimum in K.



Definition 2.3:

Wenn (R, +, -) ein Ring mit Einselement ist, dann bezeichnen wir die Menge der Einheiten von R mit
R*, wobei R* = {a € Rla besitzt ein (multiplikatives) Inverses in R }.

Wir bezeichnen einen Ring (R, +, -)mit Einselement 1 als Schiefkorper, falls gilt:

R* = R\{0}.
Bemerkung: Ein kommutativer Schiefkorper ist demnach ein Korper.

Durch Erweiterung der bereits definierten Zahlenmenge R ldsst sich die Zahlenmenge der
komplexen Zahlen C bilden.

Definition 2.4:
Sei C := R xR und fiir die beiden Verkniipfungen + und - gelte:

(al,llz) + (bl,bz) = (121 + by, ar + bz)
(a1,a2)- (b1, b2) := (a1b1 — axby, a1by + axby),

dann bildet (C, +, -) einen Korper, den wir als die komplexen Zahlen bezeichnen.

Fiir das Verstdandnis von Kapitel 3 sind vor allem die folgenden beiden Definitionen tiberaus
wichtig. Diese sind fundamental fiir die Arbeit mit Quaternionen.

Definition: 2.5:
Seii:= (0, 1) € C, dann bezeichnen wir mit i die imagindre Einheit.
Bemerkung: hier gilt: iZ = —1

Definition 2.6: Sei z = (x, y) € C. Infolgedessen konnen wir z auch wie folgt anschreiben:

z =X +1y.

x wird dann als Realteil und y als Imaginairteil von z bezeichnet.

Weiters erkldaren wir den Begriff der konjugiert komplexen Zahl mit folgender Definition.

Definition 2.7:
Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy (x,y € R) istZ = x — iy = 2Rez — z die sogenannte konjugiert
komplexe Zahl.

Betrachten wir in diesem Zusammenhang einen Satz, den Fundamentalsatz der Algebra. Im
weiteren Verlauf der Arbeit werden wir den Fundamentalsatz der Algebra der Quaternionen als



Vergleich ebenfalls ndher betrachten. Die notwendige Literatur dazu finden wir in [5].

Satz 2.1: Fundamentalsatz der Algebra
Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Es gibt dazu keinen rein algebraischen Beweis (da der Koérper C aus einer Erweiterung von R
konstruiert wird), jedoch einen, der Mittel der Analysis zur Hilfe nimmt. Wie es in [5] erwdhnt wird,

so nimmt man die Theorie der sogenannten holomorphen Funktionen zur Hilfe:

Sei nun

f=X"+a,_1+..+mX+ap € C[X] mitn > 1.

Wenn V z € C gilt, dass f(z) # 0 dann ist % holomorph in C. Um fortzufahren verwenden wir die
folgende Eigenschaft:

3R > 0,R € Rmit: § |z|" < |f(z)| < 3|z|" fiir |z|> R

Es gilt:

\f(lz)| < % fiir alle z € C mit |z|> R.
|%\ ist beschrankt auf der kompakten Menge { z € C : |z| < R}. Es gilt also Folgendes:

jl( ist holomorph und |%| ist beschrankt in C.

Nach dem sogenannten Satz von Liouville ist % konstant. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur
Annahme, dass deg f > 1.

Bemerkung: Der sogenannte Satz von Liouville lautet laut [6] wie folgt:
Jede beschriinkte ganze Funktion ist konstant.



3 Quaternionen als verallgemeinerte Zahlen

Ankniipfend an die komplexen Zahlen, widmen wir uns im folgenden Abschnitt den
Hamiltonschen Quaternionen. Dafiir sind neben der imgindren Einheit i zwei weitere imaginéare
Einheiten (j, k) notwendig.

Bemerkung: j und k sind so zu wihlen, dass 1, i, j und k iiber R linear unabhéngig sind.
Hinweis: Im folgenden Abschnitt wird vor allem die Theorie aus [4] , [8] und [11]verwendet.

3.1 Die AlgebraH

In den folgenden Zeilen wird der erste Zugang aus dem Werk [2] dargestellt.

Definition 3.1:

Wir bezeichnen o = a1 -1 +ap-i+a3 -]+ ag -k = a1 + azi + azj + agk mit aq, a5, 03, 04 € R als
Quaternion und H als die Menge der Hamiltonschen Quaternionen.

Bemerkung:

Die Addition von zwei Quaternionen & = a1 + api + &3j + agk und B = By + Bai + B3j + Bk kann
wie folgt konstruiert werden:

a+ B = (a1+ B1) + (a2 + B2)i + (a3 + B3)j + (wa + Ba)k (assoziativ und kommutativ).

Definition 3.2:
Die Multiplikation von zwei Quaternionen & = a1 + api + a3j + agk und B = B1 + Boi + B3j + Pak
wird definiert durch:

w-Bi= (11 — azf2 — a3z — ay4fs) + (a1f2 + a2P1 + 2Py + azPs — waP3)i
+ (0183 — aaBa + azP1 + aaP2)j + (w1Ba + a2Pf3 — azPa + aafPr)k.

Die folgende Abbildung aus [2] soll die Beziehung der imagindren Einheiten zueinander
veranschaulichen, die sich aus obiger Multiplikation fiir die Spezialfdlle x = i, B = j, usw. ergibt:

In Anlehnung an die Definitionen des Korpers C sprechen wir auch beim Korper H von einem
zweidimensionalen komplexen Vektorraum, wenn man eine Quaternion
a = o1 + api + azj + agk € Hin der Form a = z + wj mit z:= oy 4 ai und w := a3 + a4i € C schreibt.



Die Quaternionen erweitern die komplexen Zahlen auf eine vierdimensionale Struktur. Um mit
ihnen sinnvoll arbeiten zu konnen, benétigen wir einige grundlegende Begriffe. Zunéchst
betrachten wir den Real- und Imaginérteil einer Quaternion.

Definition 3.3:

Sei o = a1 + api + azj + agk € H. Die reelle Zahl a1 in der Darstellung von & nennt man den Realteil
von «. Diesen bezeichnen wir mit Re(«a). Als Imaginérteil von a bezeichnet man das geordnete
Tripel reeller Zahlen (a, a3, a4) und dieses wird mit Im(x) bezeichnet.

Die nun folgende Definition schafft eine direkte Analogie zum imagindren Raum der komplexen
Zahlen. Der Unterschied besteht nur darin, dass wir es nun mit drei voneinander unabhéngigen

Imaginédreinheiten (i, j, k) zu tun haben.

Definition 3.4:
Wir nennen die Menge aller Quaternionen mit trivialem Realteil
Im(H) := {az - i+ a3 j+ as - k|ag, a3, 24 € R} C H den Imagindrraum von H.

Ebenfalls in Analogie zu den komplexen Zahlen, definieren wir im Folgenden die Konjugation und
das euklidische Skalarprodukt in H.

Definition 3.5:
Das zu & = a1 + a2i 4 azj + ask € H konjugierte Quaternion « definieren wir durch
W= — aol — a3j — agk.

Definition 3.6:

Wir definieren das euklidische Skalarprodukt (-, -) : H x H — R durch

(o, B) := Re(a - B) = a1B1 + a2f2 + a3P3 + ayBs, wobei

® = a1 + aoi + azj + ask, p = B1 + Poi + B3j + Pak. Der Betrag |a| von « ist gegeben durch
la| := VRea -a = \/oc%+o¢§+oc§+oci.

Auf den folgenden Seiten soll nun als Vergleich ein anderer Zugang aus [4] dargestellt werden. Wir
widmen uns dem Thema der Quaternionen aus verschiedenen Literaturen, um Unterschiede und
Gemeinsamkeiten sichtbar zu machen und, vor allem, um die Quaternionen Schritt fiir Schritt

besser zu verstehen.



Definition: 3.7

Wir verwenden im R* der geordneten reellen Quadrupel die folgende Standardbasis:

e1 :=(1,0,0,0),e2 := (0,1,0,0),e3 := (0,0,1,0),e4 := (0,0,0,1).

Dazu wird nun die sogenannte Hamiltonsche Multiplikation eingefiihrt. Sei e; das Einselement. Wir
definieren die Multiplikationstabelle wie folgt (Hamiltonsche Bedingungen):

(S e3 €4

€ €1 €4 -€3
€3 €4 -€1 €
€4 €3 € €

Bemerkung:

Diese Algebra, die hier konstruiert wird, bezeichnen wir ebenfalls als Quaternionenalgebra H und
ihre Elemente als Quaternionen. Wir sehen iibrigens, dass die Quaternionenalgebra nicht
kommutativ ist, da eye3 # eze gilt. Dennoch ist die Algebra assoziativ und nur eine andere
Notation fiir jene aus Definition 3.1, wenn wir e := ej,7 := e, ] := e3 und k := e4 schreiben.
Entsprechend folgt daraus:

i2=2=k*=ijk=—eij=—ji=k
Alle weiteren Produkte erhalten wir aus der sogenannten Produktformel mittels der Darstellung

ey + Bey + yes + Sey im R :

Die Produktformel lautet dann namlich

(we + i+ yj + 0k) - (a'e + 'i ++'j + &'k)
— (wa’ — BB — 17/ — 68')e + (B + Ba’ + 78 + 67)i
+ (ay' — B8 + ya' +6B')j + (w8’ + By — vB + da)k.

und entspricht somit genau jener in Definition 3.2.

3.1.1 Der imaginidre Raum von H

Um den imagindren Raum der Menge IH genauer zu studieren, orientieren wir uns weiterhin an [4]
und verwenden die Standardbasis e, i, j, k.

Der Imgindrraum von H ist also der dreidimensionale Untervektorraum Im H := IRi + Rj + IRk von
H. Die Elemente dieses Raumes bezeichnen wir als rein-imaginér. Es gilt

H = Re @ Im H als direkte Summe von Vektorrdumen.

Bemerkung: Die Gerade Re ist durch das Einselement e basisunabhédngig definiert, weil das

Einselement rein algebraisch eindeutig ist.
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Damit auch Im H invariant definiert ist, betrachten wir dazu die Quaternion x = we + Bi + yj + k.
Diese Quaternion geniigt ebenfalls der quadratischen Gleichung x* = 2ax — (a® + B2 + 92 + 6%)e. Es
gilt x € Im H, wenn & = 0 ist. Daraus erhalten wir die folgende basisfreie Darstellung;:

ImH={x€H:x> € Reund x ¢ Re\ {0} }

Bemerkung: Im H ist keine R-Unteralgebra der Menge H.

Satz 3.1:
Es gilt u? = - we mit w > 0 und uv + vu € Re fiir rein-imaginére Quaternionen u und v.

Beweis:
Fiir u = Bi + 7j + Jk gilt Folgendes:
u? = -(B% + 9% + 6%)e mit B + 62 + 4> > 0.

Wegen u, v, u +v € Im H folgt daraus uv + vu = (u+ U)z —u? — 9% € Re.

Aufgrund der direkten Summe von Vektorrdumen, die vorher behandelt wurde, konnen wir jede

Quaternion x eindeutig wie folgt anschreiben:
x=ne+umite € Rund u € Im H.

Hier ist e der Realteil (skalare Anteil) beziehungsweise u der Imaginarteil (vektorielle Anteil) von x
(vgl. Definitionen 3.3 und 3.4).

3.1.2 Die Matrixalgebra 7
Im Folgenden betrachten wir nun die Darstellung von Quaternionen mittels Matrizen.

Die Menge ¢ aller reellen 2 x 2 Matrizen (2 _‘B> mit a, B € Rist eine R-Unteralgebra von
o

Mat(2, R). Die Abbildung « + Bi — (2 —F ) ist dabei ein Isomorphismus der R-Algebren C und %'

o

Satz 3.2: Die Menge 7 := { < aj _j ) :w, z € C} ist eine R-Unteralgebra von Mat(2, C) mit dem
z W

1
Einselement E:= 0 1 und wird als Hamiltonsche Algebra bezeichnet. Es gilt:

A% — (SpurA)A + (detA)E = 0mitSpur A=2Rew,det A=|w >+ |z]?.
Die Hamiltonsche Algebra ist eine assoziative Divisionsalgebra.

Bemerkung:
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Die zweite Aussage ist der sogenannte Satz von Cayley.
In diesem Zusammenhang definieren wir zuerst den Begriff Divisionsalgebra.

Definition 3.8:
Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Algebra <f heif$t Divisionsalgebra, wenn fiir jedes a € V , a # 0, die
beiden Gleichungen ax = b und ya = b fiir alle b € V eindeutig in </ losbar sind.

Nun kénnen wir im néchsten Schritt zumindest eine Beweisskizze fiir den Satz 3.2 geben (mehr
Details konnen ebenfalls in [3] nachgelesen werden).

Beweisskizze:

Schnell kann durch direktes Nachrechnen gezeigt werden, dass .77’ ein vierdimensionaler IR-
Untervektorraum von Mat(2, C) ist, welcher abgeschlossen bzgl. der Matrizenmultiplikation ist.
Als Néchstes konnen wir sagen, dass die Algebra /7 assoziativ ist, da auch Mat(2, C) assoziativ ist.

—Z

Wir sehen auch Spur A = w + @ = 2Rew sowie det =wW+z-z=|w?+ |z

zZ w
Nun benotigen wir ein Kriterium aus [4], das wie folgt lautet:

Folgende Aussagen iiber eine endlich-dimensionale Algebra A sind dquivalent:
1. A ist eine Divisionsalgebra.
2. A ist nullteilerfrei.

Durch Beachtung dieses Kriteriums kénnen wir nun einsehen, dass .7 eine Divisionsalgebra ist.
Seien A, B € J# und AB = 0. Daraus folgt, dass det A - det B = 0 gilt. Also gilt jedenfalls det A =0
oder det B = 0. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist det A = 0. Wegen A € J7 ist

A=Y 77 ) mitw,z e C somit0= |w|? + |z|?, also w = z = 0, daher A = 0. Aus diesen Zeilen

z W
folgt nun die Behauptung.

Um zu zeigen, dass die Algebra IH eine assoziative Divisionsalgebra ist, benttigen wir vorerst den
folgenden Satz.

Lemma 3.1:
Ist A eine assoziative Divisionsalgebra, so ist G := A \{0} beziiglich der Multiplikation in A eine Gruppe.
Das neutrale Element von G entspricht dem Einselement von A.

E wurde bereits definiert. Sei I = ! 0 ] = 0 -1 und K = 0_ o .
0 —i +1 0 —i 0

Daraus folgt nun, dass ¢\ {0} beziiglich der Multiplikation eine Gruppe bildet. Man kann sehen,
dass die Menge {E, —E, I, —1,], —], K, —K} eine nicht-kommutative Untergruppe in .7 bildet. Alle
Elemente der genannten Menge ohne =+ E besitzen die Ordnung 4.

Bemerkung: Diese Gruppe wird in der Literatur als (endliche) Quaternionengruppe bezeichnet.
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Satz 3.3:

N
Sei F: H — # und (&, B,7,0) s [ * TPL T 0

y—90i «a—pi
R-Algebra-Isomorphimus. Fiir diese gilt Folgendes:

) . Diese Abbildung ist ein

F(e1) = E,

Fles) :( ; _(: _1,

F(es) Z( (—I)—l _(1) =],
F(ey) :( O_i _; ) =K
Beweisskizze:

F ist eine R-lineare und bijektive Abbildung. Nun bleibt zu zeigen, dass F(e,)F(e,) =F(e; e,) fiir i,
v=1,2,3,4 (siehe [2]). Da die Matrizen E, I, |, K die F-Bilder von e, e;, €3, ¢4 und diese denselben
Multiplikationsregeln folgen, ist dies ersichtlich.

Es gelten I> = ]2 = —E, I] = —]JI = K. Mittels des Assoziativgesetzes erhilt man zum Beispiel
K2=(I])=(-JI) = -1]*I = I>= —LE.

Da 7 eine assoziative Divisionsalgebra ist, trifft das folgende Lemma aus [4] zu.

Wir bezeichnen die nicht-kommutative Gruppe als Quaternionengruppe. Da laut Lemma 3.1 folgt,
dass . eine assoziative Divisionsalgebra ist, folgt mit Satz 3.3, dass auch die Hamiltonsche Algebra

H eine assoziative Divisionsalgebra ist.

3.1.3 Produkte von Quaternionen

Im Folgenden betrachten wir das Quaternionenprodukt, das Vektorprodukt und das Skalarprodukt
etwas naher. Seien u = i + 7j + 6k und v = pi + 0j + Tk. Dazu betrachten wir die Produktformel
von S. 7, Definition 3.8.

Nach der Produktformel gilt: uv =- (Bp + v o+ 7)e + (yT — d0)i + (dp — BT)j + (Bo — yp)k.
Lassen wir das Vorzeichen aufien vor, so handelt es sich beim skalaren Teil um das kanonische
euklidische Skalarprodukt und beim vektoriellen Teil von uv um das Vektorprodukt u x v. Daraus

erhalten wir folgende Darstellung: uv = - (1,v)e +u x v, wobei u,v,u x v € Im H. (%)

Unter Verwendung dieser Aussage folgt nun direkt aus (x) :

uxv=3 (uo—ou)und (u,0)e = —1(uv + ou) fiir alle u,v € ImH.

13



3.14 Fundamentalsatz der Algebra IH

Wir beschreiben nun den Fundamentalsatz der Algebra fiir Quaternionen aus [4]. Dort finden wir
sowohl den Satz als auch eine mogliche Beweisfithrung.

Satz 3.4:

Sei p ein Polynom iiber H vom Grade n > 0 der Form m + q, wobei m ein Monom vom Grad n und q ein
Polynom vom Grad < n ist. Dann ist die Abbildung p: H — H surjektiv, speziell hat p Nullstellen in H.
Bemerkung: Wir konnen den Beweis von C nicht auf H {ibertragen.

Hinweis: Die Beweisskizze zu diesem Satz kann in [4] nachgelesen werden.

Um nun auf den folgenden Seiten die Algebra IH noch genauer zu untersuchen und weitere
Eigenschaften zu entdecken, betrachten wir die genannte Algebra nun als euklidischen Vektorraum.
Dabei werden grundlegende Konzepte wie beispielsweise das Skalarprodukt oder die Norm néher
betrachtet. Abermals ist hier die Literatur aus [4] unsere Hauptquelle.

3.2 H als euklidischer Raum

Sei V ein reller Vektorraum. Wir nennen eine Bilinearform V xV — R, (x,y) — (x,y), ein
Skalarprodukt, wenn diese symmetrisch und positiv definit ist. Es gilt:

(y,x) = (x,y) (Symmetrie) und (x, x) > 0 fiir x# 0 (positive Definitheit).

Wir nennen V gemeinsam mit dem Skalarprodukt einen Euklidischen Vektorraum.

Definition 3.9:
Als (euklidische) Lange oder Norm von x € V bezeichnen wir die Zahl |x| := ++/(x, x) > 0. Weiters
heiflen zwei Vektoren x und y orthogonal, wenn (x, y) = 0 gilt.

In diesem Kontext versuchen wir ein Skalarprodukt fiir die Algebra H der Quaternionen zu finden,
welches noch dazu gut mit der Multiplikation in H harmoniert.

Im Beispiel wissen wir, dass in C = R? (w, z) = Re(wZ) gerade das Standard-Skalarprodukt ergibt.
Im Laufe der folgenden Zeilen werden wir einsehen kénnen, dass wir so etwas auch analog fiir die
Menge H = R* erhalten konnen.

Seien x = we + Bi + yh + ok und X" = a’e + p'i + 7'j + 'k zwei Quaternionen, dann kénnen wir das
folgende kanonische Skalarprodukt einfiihren (siehe auch Definition 3.6.):

(x,x') = an’ + BB + vy + 68 € R.
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Daraus folgt, dass ¢, 1, j, k eine Orthonormalbasis von H bilden. Aufgrund des kanonischen
Skalarproduktes wissen wir, dass die Lange |x| von x durch
|x?:= (x,x) = a® + B>+ 7* + 6% gegeben ist.

3.2.1 Die Konjugierung und Linearform Re

Nach Abschnitt 3.1.1 wissen wir, dass jede Quaternion als x = ae 4+ u mit u € Im H dargestellt
werden kann. In Anlehnung an C betrachten wir nun die IR-lineare Konjugation.

H—H,x+— x:=ae — u.

Bemerkung: X = x
Infolgedessen gilt Re = {x € H|x = x}, ImH= {x € H : X = —x}, wobei die Gerade Re die
Fixpunktmenge darstellt. Aufierdem gilt die Laingentreue

|| = |x| fiir alle x € H.

In diesem Kontext bendtigt man auch die Multiplikationsregel, welche aus der Produktformel aus
Definition 3.8 folgt:

Xy=y-x.
Weiter wird die Realteilbildung in den komplexen Zahlen C simuliert. Dazu fithren wir eine
R-Linearform ein, die wie folgt lautet: (vgl. auch Definition 3.3)

Re:H — R, x +— Re(x) := o, wenn x = ae + u, u € ImH.

Bemerkung: fiir Re gelten die Eigenschaften Re(e) = 1 und Kern Re = Im H.
Nehmen wir nun Definition 3.5 zur Hand so ergibt sich

X + X =2Re(x)e und Re(Xx) = Re(x).

Weiter erhalten wir aus der quadratischen Gleichung der Definition 3.1.1 nun folgende Gleichung:

x% =2Re(x)e - |x|?e.

Da (x,y) — Re(xy) — Re(yx) bilinear ist gilt Re(xy) = Re(yx) , weil dies fiir ¢, i, j, k zutrifft.
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3.2.2 Das Skalarprodukt und seine Eigenschaften

In Definition 3.6 haben wir bereits das Skalarprodukt mittels ¢, , j, k von IH definiert. Ebenfalls dazu
gibt es eine Darstellung mittels der Konjugierung. Wir betrachten nun die sogenannte Inversenregel:

XX = xx = (x, x)e und spezieller x ! = |x| % fiir x # 0.

Anstatt die Variable x zu verwenden, nehmen wir nun x + y und wir erhalten aus der Inversenregel
durch Auflosen der Klammern den folgenden Ausdruck:

(xy)e =3 (x7+yx).
Daraus kénnen wir dann direkt das sogenannte Orthogonalititskriterium ableiten:
(x,y) =0 xy = —yx < xy € ImH.
Eine weitere Ahnlichkeit zwischen C und H sehen wir anhand der Betrachtung des jeweiligen

Skalarprodukts. In C ist das Skalarprodukt durch Re(wz) gegeben. Analog dazu gilt fiir H die
Formel:

(x,y) = Re(xy) = Re(xy) und spezieller (x,e) = Re(x).

Diese Formel kann man einfach aus der Produktformel aus Definition 3.2 ablesen.

Die folgende Produktregel ist von Bedeutung, weil sie eine besonders schéne Vertraglichkeit der
Norm mit der Multiplikation zeigt, die &hnlich zu jener von Betrag und Multiplikation fiir
komplexe Zahlen ist.

Satz 3.5: Die sogenannte Produktformel lautet wie folgt:

|xy| = [x]lyl-

Beweis:
Mit der Inversenregel, dem Wissen aus 3.1.3, dem Assoziativgesetz und weiterer zweimaliger
Anwendung der Inversenregel folgt:

|xyl?e = (xy, xy)e = () (xy) = y(xx)y = (x, )Yy = (x,x)(y,y)e = |x[*|y|%e.
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3.2.3 Der Vier-Quadrate Satz

Hierfiir verwenden wir die Literatur aus [4] und [9]. Aus der Produktregel von H kénnen wir den
sogenannten Vier-Quadrate-Satz ableiten. Dieser wurde im 18. Jahrhundert von Euler entdeckt.
Seine Bemiihungen steckte er in einen vollstindigen Beweis fiir den von Fermat ausgesprochenen
Satz, dass jede natiirliche Zahl Summe von vier Quadraten natiirlicher Zahlen ist. Den ersten
vollstindigen Beweis fand aber Langrange 1770, weshalb wir den Satz auch als Satz von Lagrange
bezeichnen kénnen.

Satz 3.6:
Jede natiirliche Zahl n lisst sich als Summe von vier Quadratzahlen darstellen.

Die Aussage kann wie folgt nachgewiesen werden:
Mit der Multiplikationsformel und der Produktregel folgt, dass fiir alle «, 8,7y, 6,4/, B/, 9,8’ € R
gilt:

(DCZ+‘32+72+52)(“/2+‘B/2+,)//2+5/2)
= (a/ — BB — vy — 66')* + (ap' + po’ + 8" — 69')?
+ (a7 +ya’ + 6B — B6')? + (ad’ + o0’ + By — B>

Dies ist der sogenannte Vier-Quadrate-Satz.

Euler reduzierte dadurch seinen Satz auf die Primzahlen: Sind nadmlich zwei nattirliche Zahlen
jeweils als Summe von vier Quadraten darstellbar, dann gemaf Vier-Quadrate-Satz auch deren
Produkt. AufSerdem ist jede natiirliche Zahl natiirlich ein Produkt von Primzahlen.

Der gesamte Beweis des Satzes von Lagrange kann in weiterfithrender Literatur wie zum Beispiel
Harald Scheid, Zahlentheorie . 3 Auflage, Spektrum Verlag 2003 [dort in Satz 15 Abschnitt IV, 5]
nachgelesen werden.

3.2.4 Die Gruppe S® und die spezielle unitire Gruppe SU(2)

Betrachten wir nun die Menge aller 2 x 2 Matrizen mit komplexen Eintrdgen, also den
nicht-kommutativen Ring (M, (C), +, -). Aus [4] und [10] erhalten wir jene Informationen, welche fiir
das folgende Unterkapitel fundamental sind.
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Definition 3.10:

Als S3 bezeichnen wir eine Gruppe S° := {a € H||a| = 1}. Dabei handelt es sich um die Menge
aller Quaternionen vom Betrag 1.

Sei nun die folgende Aussage aus [4] erwéhnt:

Die Menge S° der Quaternionen der Liange 1 ist beziiglich der Multiplikation in der Zahlenmenge H
eine Untergruppe der folgenden multiplikativen Gruppe:

H* = (H\{0}, )

Wir fithren hier auch noch den Begriff der speziellen unitdren Gruppe ein.

Definition 3.11:
Wir definieren die unitdre Gruppe U(2) als:

UQ):={ A€ M(C)|A-A" =E}.
Die spezielle unitdare Gruppe SU(2)(C) ist dann gegeben durch:
SU2) := {A € U(2)|det(A) = 1}.

Es gilt SU(2) C 7, wie wir kurz zeigen: Zu allererst bemerken wir schnell, dass fiir eine beliebige

Matrix A= | © ~° e gilt, dass AA" = det(A) -E ist.
z w

Daraus folgt: {A € # :detA=1} C SU(2). Weiters sei B := ( : i ) e Su(2).
v

Dann gilt B .B" = E und somit B-! = B'. Andererseits gilt wegen det(B) = 1 auch:

B1:< ° _5)
IV

Infolgedessen muss 6 = & und y = — B sein, weshalb B € # gelten muss. Insgesamt also
SUQR) ={ A € #|detA =1}C . Aus den vorhergehenden Zeilen ergibt sich recht miihelos der
folgende Satz:
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Satz 3.7: Isomorphiesatz.

Der Isomorphismus F: H — J# aus Satz 3.3 bildet die Gruppe S° aller Quaternionen mit Lange 1
isomorph auf die spezielle unitire Gruppe SU(2) ab.

Beweis:

Es bleibt nur noch zu bemerken, dass |w|? = detF(w) gilt und daher F(S®) = {A € 57 |detA=1}
=5U(2).

3.2.5 Quaternionen und orthogonale Gruppen

Hamilton versuchte viele Jahre eine algebraische Struktur zu finden, mit welcher man die
euklidische Geometrie des IR® besser verstehen kann. Wir haben bereits in dieser Arbeit interessante
Entdeckungenn gemacht und zwar, dass die Struktur einer Divisionsalgebra im R* realisiert
werden kann. Ebenfalls haben wir uns mit den spannenden Zusammenhéangen der
Quaternionenmultiplikation und dem Skalarprodukt beschiftigt. Nun zeigt sich, dass man mit
rein-imagindren Quaternionen aber auch Drehungen im dreidimensionalen Raum RR® als
Quaternionenmultiplikation elegant beschreiben kann. Wir beginnen nun mit einigen Definitionen.

Definition 3.12:

Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Weiters sei (x, y) — (x,y ) das
Skalarprodukt und die Norm x — |x|. Folgend heift eine lineare Abbildung f: V — V orthogonal
falls gilt:

(f(x), f(y)) = (oy) firx,y € V.

Die Menge aller orthogonalen linearen Abbildungen f: V — V bezeichnen wir als O(V).
Bemerkung: Jede orthogonale lineare Abbildung ist langengetreu, d.h.: |f(x)| = |x| fir x € V.
Weiter ist jede orthogonale Abbildung bijektiv und auch die Umkehrabbildung wieder orthogonal.

Fiir jeden Endomorphismus f: V — V ist die Determinante definiert mittels der Determinante der
zugehorigen Matrix A beziiglich einer Basis von V (und von dieser Wahl unabhingig). Ist f
orthogonal, dann gilt A = A~! und daher 1 = det(A'A) = detA' - detA = (detA)? = (detf)?, daher
det f =+ 1fiir f € O(v).

Sei nun auch die folgende Definition angemerkt.

Definition 3.13:
Wir definieren eine Untergruppe der orthogonalen Abbildungen wie folgt:

SO(V)=0%(V) :={f € O(V) : detf = +1}.
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Bemerkung: O~ (V) :={ f € O(V) : detf =-1 } ist die Nebenklasse der Spiegelungen.
Mit [4] erarbeiten wir nun auch den folgenden Satz:

Satz 3.8:
Der Erzeugungssatz fiir orthogonale Gruppen. O(V) wird von ihren Spiegelungen erzeugt und die
Abbildungen f € SO(V) sind Produkte aus einer geraden Anzahl k an Spiegelungen, wobei gilt:

k<dimV.

Fiir die Gruppe O(IH) gilt nun der sogenannte Satz von Cayley, den wir unten als Satz 3.9
formulieren.

Wir betrachten dazu die Abbildungen H +— H x + axb und x — aXb mita, b € S° . Aufgrund der
Produktformel geméfs Satz 3.5 sind diese Abbildungen orthogonal. Nun zeigt sich:
Dies sind bereits alle orthogonalen Abbildungen in H.

Wir bezeichnen die Abbildung x — axa mit a € $° mit p, und zitieren einen wichtigen
Erzeugungssatz aus [4].

Satz 3.9:

Jede orthogonale Abbildung f € SO(H) ist ein Produkt aus hichstens vier Abbildungen p,,a € S°.

Die Gruppe O(H) wird von den Abbildungen x — axa mit a € S> und der Konjugation x + X erzeugt.
Aus diesem Satz folgt nun der Satz von Caley, dessen Formulierung so lautet:

Satz 3.10:
Sei f:IH — H eine orthogonale Abbildung. Zu einer jeden solchen Abbildung gibt es zwei
Quaternionen a, b € S* mit der Eigenschaft:

(1) f(x) = axb, falls f € O (H) bzw. (2) f(x) = axb, falls f € O~ (H).

Beweis:

(1) Es gilt fiir f € O™ (H), dass f = ps1 © ... © paa mit ay, ..., a4 € S3. Setzt man nun a := aa,a3a4 und
b := ajazasa;, dann folgt a,b € S und weiters f(x) = axb.

(2) Sei f € O~ (H) und dafiir gilt f os, € OT(H) mit s.(x) := —X. Es folgt f(—X) = f os.(x) = cxb
mit b, ¢ € S3 nach (1). Nun sehen wir f(x) = axb wobei a := —c ist.
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4 Die bedeutenden Entdeckungen Frobenius’

In Ankniipfung an die zuvor verfassten Seiten, beschiftigten wir uns nun kurz mit der Existenz von
nullteilerfreien R-Algebren. Im 19. Jahrhundert glaubte man, nach Erfindung der Quaternionen und
Oktonionen, noch weitere Algebren dieser Art erfinden zu konnen. Dass dies nicht der Fall ist, war
relativ schnell klar. Einem bedeutenden Mathematiker namens Frobenius gelang es erstmals einen
Satz fiir die Einzigartigkeit der R-Algebren finden. Er zeigte, was vielen zuvor nicht gelang, und
zwar, dass es nur drei reelle endlich-dimensionale und assoziative Divisionsalgebren gibt
(abgesehen von Isomorphie). Diese nennen sich: R, C und H. Man kann also sagen, hidtte Hamilton
den Satz von Frobenius schon gekannt, hitte er sich viele Jahre der Suche nach dreidimensionalen
assoziativen Divisionsalgebren gespart.

Aufgrund der Bedeutsamkeit dieses Satzes, soll dieser nun im Folgenden genauer diskutiert
werden. Dazu verwenden wir [4].

4.1 Die Hamiltonschen Tripel in Alternativ-Algebren

Da das Multiplikationsverhalten der Basisquaternionen i, j, k essentiell fiir die allgemeine Theorie
von Algebren von Bedeutung ist, soll die Wichtigkeit durch eine Definition aus [4] besonders
hervorgehoben werden.

Definition 4.1: Die Elemente 1, v, w einer Algebra &/ mit Einselement e nennt man Hamiltonsches
Tripel, wenn die folgenden neun Bedingungen gelten:
W=’ =w?l=—,w=uv=—0uU,U=0wW=—W0,V=WU= —UW.

Diese bezeichnen wir als Hamilton-Bedingungen.

Um einen Satz fiir die Existenz dieser Tripel anzusteuern, benotigen wir zuerst folgenden Begriff.
Wir betonen hierzu vorab noch, dass wir in diesem Kapitel wie in [4] Algebren allgemein nicht als

assoziativ voraussetzen wollen.

Definition 4.2:
Eine R-Algebra A heifst alternativ, falls fiir alle v, w € V die folgenden Gleichungen gelten:

2 2

v(vw) = v*w und (vw)w = vw

Insbesondere sind assoziative Algebren immer alternativ.
Definition 4.3:
Wir definieren Im ¢/ := {x € &/ | x> € Re und x¢ Re\{0}}.

Wichtig in diesem Zusammenhang ist es ebenfalls, auf die Existenz der Hamiltonschen Tripel
hinzuweisen. Dies gelingt uns mit dem folgenden Satz.
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Satz 4.1:

Sei 7 eine alternative, nullteilerfreie Algebra mit dem Einselement ¢ und es sei U ein
zweidimensionaler Untervektorraum von Im.¢7. Daher gibt es zu jedem Element u € U mit u? = -¢
ein v € U, sodass u, v, uv ein Hamiltonsches Tripel bilden.

Beweisskizze:

In [4] Kapitel 8, §1, wird gezeigt:
Es existiert ein v € U mit v2 = —e und uv = —vu. Nun ist o alternativ und daher sind fiir u, v, w:=

uv die Hamiltonschen Bedingungen erfiillt. Zum Beispiel folgt zunédchst:

2u = uund wo = (uv)v = uv? = —u. So zeigt man auch

wu = v = —uw. Folgend bleibt nur noch zu zeigen, dass w? = —e gilt. Wegen

2:

uw = v(uv) = —ov(vu) = —v

uw? = (uw)w = uw = —u folgt v(w? + ¢) = 0 und daher weiter w
Nullteilerfreiheit.

—e aufgrund der

4.2 Satz von Frobenius

Wir sind also zu dem Resultate gelangt, dass aufSer den reellen Zahlen, den imginiren Zahlen und den
Quaternionen keine anderen komplexen Zahlen in dem oben definierten Sinne existieren. (G. Frobenius 1877)
Aufbauend auf den bisherigen Konzepten und Methoden ldsst sich der Satz von Frobenius ableiten,
weshalb wir diesem ein eigenes Unterkapitel widmen werden.

Damit wir den vorhin erwdhnten und bewiesenen Satz zur Existenz der Hamiltonschen Tripel
anwenden konnen, benétigen wir einen zweidimensionalen Untervektorraum des Imagindrraumes
Img/.

Zunichst fiihren wir eine grundlegende Definition ein und formulieren einige wichtige Lemmata.

Das sogennante Unabhingigkeitslemma lautet wie folgt:

Lemma 4.1:

Sind u, v € Im¢ linear unabhéngig, dann sind es auch e, # und v.
Dieses Lemma ist fiir die weitere Arbeit fundamental.

Beweisskizze:

Wiirde das Unabhdngigkeitslemma nicht gelten, dann konnte man die Annahme aufstellen, dass
v = e+ Pumit a, B € R gilt. Mit 3.2.1 wiirden wir eine Darstellung 2afu = v> — a%e — f?u’Re
erhalten. Also gilt « = 0. Da aber wegen der linearen Unahéngigkeit von # und v weder & = 0
noch B = 0 sein kann, erhalten wir einen Widerspruch zur Aussage.

Definition 4.3:

Eine Algebra heif3t quadratisch, wenn fiir jedes x € o/ eine Geichung der Form x?

= we + Px mit
geeignetem «, f € IR besteht.
Bemerkung: Jede endlich-dimensionale, alternative Algebra ist quadratisch.
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Lemma von Frobenius.

Lemma 4.2:

Wenn &7 eine quadratische Algebra ist, dann ist Im.%/ ein Untervektorraum von .# und es folgt:
o =Re @ Ims.

Beweisskizze:
Zuerst zeigen wir, dass u,v € Img/ stets u + v € Im</ impliziert. Wenn u und v linear abhéngig
sind (zum Beispiel v = au), dannist u + w = (1 + a)u € Im/ trivial. Seien also u und v linear
unabhidngig dann ist &/ quadratisch und deshalb gibt es Gleichungen
(u+w)? =ware+ Br1(u+w); (u-v)? = aze + B2 (u — v) mit ay, a2, B1, B2 € R.
Nach Ausmultiplizieren und Addieren der Gleichungen erhalten wir:

(B1+ B2)u+ (B1 — B2)v = 2u® + 20> — (a1 + az)e € Re (da u,v € Im</).

Weiter fahren wir mit dem Unabhéngigkeitslemma 4.1 fort, aus welchem folgt, dass

B1 + B2 = B1 — B2 = 0 gilt. Also gilt auch B; = B> = 0, folglich nun (u + v)? = aje € Re. Aus dem
Unabhéngigkeitslemma folgt nun: u +v & Re, alsou +v € Ima/.

Sei weiter x € &/ und x ¢ Re beliebig. Nun gilt x> = ae + 2fx mit a, € R. Daraus erhalten wir (x -
Be)? = x> —2Bx = B?e = (a + B+ B%) = (a + p?)e. Es resultiert x = Be + u mit u := x — fe € Im/,
weil x — Be ¢ R gilt. Damit haben wir nun bewiesen, dass </ = Re + Im &7 gilt. Aus der Tatsache,
dass der Durchschnitt aus Re und Im <7 {0} gilt, folgt nun /' = Re ©ImA.

Entlang dieses Weges konnten wir zu dem bedeutenden Satz von Frobenius gelangen. Wir
tiberspringen weitere Details. Der Beweis dazu kann in [4] nachgelesen werden.

Satz 4.2:
Sei die Algebra &7 # 0 eine nullteilerfreie, assoziative und quadratische Algebra. Dann kénnen wir
die folgenden drei moglichen Félle unterscheiden:

(1) Die Algebra <7 ist isomorph zum Korper R (Korper der reellen Zahlen)
(2) Die Algebra <7 ist isomorph zum Korper C (Korper der komplexenZahlen)
(3) Die Algebra <7 ist isomorph zum Korper H (Schiefkérper der Quaternionen)
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5 Ein Einblick in die Anwendung von Quaternionen

Um nun etwas mehr auf den den Einsatz der Hamiltonschen Quaternionen in der Mathematik
einzugehen, widmen wir uns in diesem Kapitel der Rotation und dem dabei wichtigen Einsatz von
Quaternionen. Die Literatur, die wir dazu benétigen, entnehmen wir aus [2] und [9]. Es sei erwédhnt,
dass es zwei unterschiedliche Moglichkeiten zur Darstellung der Rotationen gibt.

5.1 Rotationen

Ausgehend vom Satz von Euler gibt es zum einen die Moglichkeit die Rotation mit Eulerwinkeln zu
beschreiben. Diese wird in der Literatur sehr hdufig verwendet. Urspriinglich entwickelte er diese,
um Differentialgleichungen zu l6sen. Erst spater wurden sie am Haufigsten fiir die
Parametrisierung von Raumorientierungen verwendet. Zum anderen konnen wir auch die

Quaternionen einsetzen, die ebenfalls auf dem Satz von Euler beruhen.

Definition 5.1:
Ein Quaternion ohne Realteil der Form a;i + a3j + a4k nennt man Vektorquaternion.

Satz 5.1:
Ist &« = a1 4 @i + a3j + ask ein Einheitsquaternion und v ein Vektorquaternion, so beschreibt die
Abbildung

(A AN

eine Drehung um die durch ayi + a3j + ayk festgelegte Achse (a1, ap, a3)7.
Eine zugehorige 3 x 3 Rotationsmatrix wiirde dann wie folgt konstruiert werden:

af +a3—a2—a] —2mjmq + 20003 20103 + 20004

R=1 2a04 + 20004 uc% — a% + zx% — zxﬁ —20100 + 203004
2 2_ .2 2

—20103 + 2002004 2000 + 20304 &7 — &5 — &5 + 0

Hierbei ist noch wichtig, die Frage nach dem Drehwinkel zu beantworten. Dazu benétigen wir
einige Uberlegungen aus [8]. Die Quaternion & = a1 + aai + a3j + ask, die die Drehung beschreibt,
zerfallt funktionell in zwei einzelne Bestandteile . Diese teilt sich also in den Realteil « und den
Vektorteil api + a3j + ask. Sei also r =(ap, a3, zx4)T ein normierter Vektor, welcher die Drehachse
festlegt. Daraus folgt, dass a3 + a3 + a2 = 1 gelte. Infolgedessen haben alle Einheitsquaternionen,
welche zu dieser Drehachse gehoren die folgende Form:

ap,r = cos(P) +sin(p)(azi + asj + ask).

Insbesondere ist der Realteil cos(B).
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Als zweites sei angemerkt, dass die Eigenwerte einer Drehmatrix (3 x 3) entlang der Drehachse
gleich 1 sind. Aus der Tatsache, dass die Summe der Eigenwerte dquivalent zur Spur der Matrix
sind, folgt laut [9], dass fiir eine Rotationsmatrix R gilt:

(1) spur(R) = 1 + e'¢ + 7' =1 + 2Re(e'?) = 1 + 2cos(¢).

Die Spur der oben dargestellten Rotationsmatrix R konnte auch durch Summation der
Diagonalelemente abgelesen werden. Unter Verwendung der Relation a? + b? + ¢ + d?> = 1 folgt in
Verbindung mit der Summation folgt:

(2) spur(R) = 4a% — 1.
Kombiniertmannunbeide Aussagen(1)und(2)sokommtmanlaut([9]au fdiefolgendeGleichung :

cos(p) = 2a*> — 1.
Fiir die dritte Uberlegung setzen wir das Additionstheorem fiir den Cosinus voraus:

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y).
Mit cos(x)? + sin(x)? = 1 erhalten wir nochmals laut [9]:
cos(2x) = cos(x)? — sin(x)? = 2cos(x)? — 1.

Kombiniert man anschliefSend diese drei diskutierten Aussagen kénnen wir eine Drehung um die
Achser = (b,c,d)T durch die Quaternion p,, = cos(a) + sin(a)(bi + cj + dk) erstellen.
Es gelte nun a = cos(a) und fiir einen Drehwinkel ¢ folgt:

cos(¢) = 2a> — 1 = 2cos(a)? — 1 = cos(2a).

Daraus folgt nun ein weiterer Satz. Dieser lautet wie folgt:

Satz 5.2:

Sei ein normierter Vektor gegeben durch r = (b,c,d)”. Weiter sei p4,, = cos(a) + sin(a)(bi + cj + dk).
v — pop stellt eine Drehung um die r-Achse mit einem Winkel 2« dar.

Wir kénnen also jede Drehung im IR® mithilfe einer entsprechenden Quaternion ausdriicken.
Bemerkung: Die Verkniipfung mehrerer Drehungen entspricht folgend der

Quaternionenmultiplikation.
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Um nun kurz theoretische Grundlagen zur Anwendung von Quaternionen zu diskutieren, werden
im nun folgenden Unterkapitel die Vor- und Nachteile ihrer Verwendung diskutiert. Diese Aspekte
sind fiir das Verstandnis von Quaternionen keineswegs uninteressant.

5.2 Vor- und Nachteile von Quaternionen

In diesem Abschnitt werfen wir nun, wie bereits angekiindigt, einen genaueren Blick auf die Vor-
und Nachteile der Arbeit mit Quaternionen. Als Grundlage dient uns dabei die Literaturquelle [2].

Zwar sind Quaternionen ein méachtiges Werkzeug zur Darstellung von Rotationen im
dreidimensionalen Raum, doch sie sind nicht die einzige Moglichkeit. Auch die Euler-Winkel
stellen eine etablierte Methode dar. Genau das liefert uns den idealen Anlass, die Stirken und
Schwichen der Quaternionen kurz hervorzuheben.

Ein klarer Vorteil der Quaternionen liegt in ihrer eindeutigen geometrischen Interpretation: Sie
beschreiben eine Rotation durch einen Winkel um eine bestimmte Achse — kompakt, anschaulich
und effektiv. Im Gegensatz zu Euler-Winkeln sind sie zudem unabhéngig vom Koordinatensystem,
was bedeutet, dass man sich nicht um Achsenreihenfolgen oder andere Konventionen kiimmern
muss.

Auch ihre praktische Handhabung tiberzeugt: Quaternionen lassen sich einfach miteinander
kombinieren. Durch Multiplikation der beteiligten Quaternionen ergibt sich ndmlich schnell die
gesuchte Gesamtrotation. Das macht sie nicht nur eleganter, sondern auch kompakter als die Arbeit
mit Euler-Winkeln.

Allerdings gibt es auch Einschrankungen: Quaternionen kommen ausschliefslich bei Rotationen
zum Einsatz. Fiir andere Transformationen, wie beispielsweise Translationen, sind Matrizen nach
wie vor die bessere Wahl. Hinzu kommt ein weiterer Nachteil: Trotz ihrer Vorteile sind
Quaternionen in vielen Studienplédnen kaum vertreten — was ihre Anwendung fiir viele Studierende

schlichtweg erschwert.
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6 Wie geht es weiter?

6.1 Cayleysche Oktonionen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns nun naher mit der Frage, ob es nach den Hamiltonschen
Quaternionen auch in héheren Dimensionen noch weitergeht. Die Antwort liefern uns die
Cayleyschen Oktonionen, welche die Zahlenbereiche R und C enthalten, wie die Quaternionen und,
dariiber hinaus, auch die Zahlenmenge IH. Fiir dieses Kapitel wird die Literatur aus [8] verwendet.

6.2 Allgemeine Informationen

Wihrend Hamilton seine Erkenntnisse zu den Quaternionen veroffentlichte, dauerte es nicht lange
bis Joh Graves die Theorie der Cayleyschen Oktonionen veroffentlichte. Man spricht auch von den

sogenannten Cayleyzahlen oder den Oktaven.
6.3 Die Algebra O
Im Vergleich zu den Quaternionen, sollen nun in den folgenden Zeilen die Oktonionen anschaulich

dargestellt werden.

Definition 6.1:
Wir definieren den 8-dimensionalen reellen Vektorraum wie folgt:

O:= {(X =wag-1+wa1-i1+...+ay- i7|0{0,...,0(7 € ]R}
Wir bezeichnen a € O als Oktonion und O als die Menge der Cayleyschen Oktonionen.

Definition 6.2:

Die reelle Zahl ag bezeichnen wir als Realteil von &« und wird mit Re(a) bezeichnet.

Das geordnete 7-Tupel (a1, ..., a7)reller Zahlen heifit Imaginirteil von a, welcher mit Im(x) bezeichnet
wird.

Definition 6.3:
Die Menge (Im) O := { ay - i1 + ... + a7 - iy|ay, ...,y € R} C O aller Oktonionen mit trivialem Realteil

bezeichnen wir als Imagindrraum.
Bemerkung: Die Addition zweier Oktonionen & = ag + &1 - i1 + ... + a7 - i7 und

B=PBo-1+p1-i1+..+ By iy definieren wir durch:

a+pB:=(ao+Po) -1+ (a1 +pP1) i1+ ... + (a7 + B7) - iz [sowohl assoziativ als auch kommuntativ].
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Definition 6.4:
Wir definieren die Multiplikation zweier Oktonionen & = &g + &1 - i1 + ... + a7 - iz und
B=pPo-1+p1-i1+..+ B7-iy durch:

@ Bi= Yo Lyo®Pm - itin.

Wichtig fiir die Multiplikation von 1, iy, i3, i3, i4, I5, ic und iy ist aber die folgende
Multiplikationstabelle entnommen aus [7].

i1 | i | =1 i3 | —ip| i5 |—ig|—iy | ig
ip | ip |—i3| =1 i1 | g | i7 | —ig|—i5
i3 | i3 | ip |—ip| =1 iy |—ig| i5 | —ig
iy | iy |—i5|—ig|—i7| —1| iy | ia | i3
is | is | ig | —i7| g | —i1| =1 |—i3| 12
ig | i | 17 | ia |—is|—i2| i3 | —1|—i1

iy | iy | —ig| i5 | ia | —iz|—in| i1 | —1

Definition 6.5:

Eine nicht-triviale R-Algebra V bezeichnet man als normiert oder Kompositionalalgebra, wenn V ein

Euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt (-, -) : V x V— R ist, sodass Folgendes gilt:
|v-w| =|v|-|w|furallev,w € V.

Bemerkung: Mehr zur Existenz fiir O kann in [8] nachgelesen werden.
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6.4 Der Acht-Quadrate-Satz

Analog zum Vier-Quadrate-Satz der Algebra der Quaternionen, soll nun als Referenz der
Acht-Quadrate-Satz der Oktonionen aus [4] veranschaulicht werden.

Fiir alle ag, a1, a2, a3, a4, a5, 26, 27 € R und alle af), &, &, afy, )y, af, e, af, € R lautet der
Acht-Quadrate-Satz explizit:

() + oy + .+ ab)? - (g + ag + ... +a7)?

Nl — A0 — KX — WHNZ — KKy — NEX5 — Rgl — KoKy 2

N

w1 + Ay 0o + A3 — KA 4 AK5 — NERg — AT + Apie
woio — X703 + Ay + KA 4 WK + X5 — Agiy — Kpis

!/

0

I 2

0

/ !/ / / !/ !/ / /
Qg3 + K0 — Kyl + A3 F Ayl7 — Al — K5 — Koy

!

0

!/

0

!/

2

N

MRy — W05 — KHKe — N5y + Ay — XEA] + wgiy + aLag

N

woos + 1y — ahay + ahne — aaq + aEng — wpes + ano
/ / / / / / / 2
Koo + a0y + dp0y — A5 — g0 + X503 + Kgp — N0

Ny — Wyie + A5 4wy — a3 — aLay + apg + ahrg

N

)
)
)
)
)
)
)
)

6.5 Die Einzigartigkeit der Cayley-Algebra

Mithilfe von [4] soll nun auf die Einzigartigkeit dieser Zahlenmenge kurz hingewiesen werden.

Satz von Zorn.

Satz 6.1:

Jede nullteilerfreie, alternative, quadratische reelle aber nicht assoziative Algebra A ist zur
Cayley-Algebra isomorph.

Der Beweis zu diesem Satz findet sich abschliefSend in [4].
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7 Didaktische Uberlegungen fiir den Unterricht

Im folgenden Kapitel beschiftigen wir uns abschliefSfend mit einer mdglichen Einbettung des
Themas in den Schulunterricht. Ziel ist es, mit einem zu Beginn festgelegten Lehrplan [1] einige
Unterrichtsideen beziehungsweise Uberlegungen zu entwickeln. Aulerdem, soll mit GeoGebra die
mogliche graphische Darstellung von Quaternionen in der Schule erarbeitet und diskutiert werden.

Moglicher Lehrplanbezug

Aufgrund der grofien Breite an unterschiedlichen Schultypen und Zweigen, fokussieren wir uns in
den folgenden Zeilen auf einen spezifischen Lehrplan. Fiir diese Arbeit widhlen wir den Lehrplan
einer Hoheren Technischen Lehranstalt (HTL) mit der Spezialisierung auf Mechatronik.

Wir betrachten hierbei den zweiten Jahrgang. Folgend ein Ausschnitt aus dem Lehrplan.

II. Jahrgang:
3. Semester — Kompetenzmodul 3:
Bildungs- und Lehraufgabe:
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen im

Bereich Komplexe Zahlen und Geometrie
—die elementaren Rechenoperationen mit komplexen Zahlen durchfilhren und deren
unterschiedliche Darstellungen zur Behandlung elektrischer Netzwerke anwenden.

Lehrstoff:
Komplexe Zahlen:
Komponentenform, Polarform, Exponentialform; elementare Operationen.

7.1 Vorschlige zur Umsetzung im Unterricht

Im Verlauf dieser Arbeit stellen wir uns die schwierige Frage, ob und in welcher Form die
Beschiftigung mit erweiterten Zahlensystemen - insbesondere den Quaternionen — im schulischen
Kontext sinnvoll und tiberhaupt moglich ist. Diese Fragestellung ldsst sich auch sehr gut im
Mathematikunterricht (hdngt natiirlich von der Schulform ab) thematisieren, insbesondere im
Anschluss an die Behandlung der komplexen Zahlen. Wenn diese bereits im Unterricht eingefiihrt
wurden, bietet es sich an, die Schiilerinnen und Schiiler gezielt zum Nachdenken anzuregen: Gibt es
tiber die komplexen Zahlen hinaus noch weitere Strukturen? Was kommt danach?

Bevor jedoch die Quaternionen in den Fokus riicken, ist es didaktisch notwendig, zunéchst ein
solides Verstandnis fiir die komplexen Zahlen sicherzustellen (wichtig: komplexe Zahlen sind nicht
Teil eines jeden Lehrplans der Oberstufe, siche HAK). Es muss klar sein, dass komplexe Zahlen eine
zweidimensionale Struktur besitzen, die sich aus einem Realteil und einem Imaginérteil
zusammensetzt, wie wir im theoretischen Teil dieser Arbeit kurz erarbeitet haben. Diese Zahlen
lassen sich dann beispielsweise auch als Vektoren veranschaulichen. Hat sich dieses Verstdndnis

gefestigt, kann ein erster Briickenschlag zu hoheren Dimensionen erfolgen.

Im nédchsten Schritt sollte den Schiilerinnen und Schiilern bewusst gemacht werden, dass es
prinzipiell moglich ist, Zahlenrdume mit mehr als zwei Dimensionen zu betrachten. An dieser Stelle
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konnen die sogenannten Hamiltonschen Quaternionen eingefiihrt werden. Im Gegensatz zu den
komplexen Zahlen, die nur einen Imaginéarteil besitzen, bestehen Quaternionen aus einem Realteil
und, wie wir nun wissen, aus drei voneinander unabhédngigen Imaginérteilen, die tiblicherweise mit
i, j und k bezeichnet werden. Damit bewegen wir uns gedanklich in einen vierdimensionalen Raum
—ein Konzept, das zwar schwer vorstellbar ist, sich aber mit geeigneten Visualisierungen zumindest
teilweise erfahrbar machen lédsst, wie wir spdter sehen werden.

Um das Verstdandnis zu fordern, empfiehlt es sich, schrittweise und anschaulich vorzugehen. Der
Einstieg kann iiber die reellen Zahlen erfolgen, die als eindimensionale Struktur dargestellt werden.
Im Anschluss daran folgt die Erweiterung zu den komplexen Zahlen in zwei Dimensionen.
Aufbauend darauf kann durch geeignete Visualisierungen — etwa mit Hilfe von GeoGebra - ein
erster Zugang zur Struktur der Quaternionen geschaffen werden. Besonders wichtig ist hierbei eine
verstandliche und intuitive Einfiihrung der Rolle der drei Imaginérteile. Die Definition der
Quaternionen (z.B. wie in Definition 3.1 angegeben) sollte ebenfalls sorgfiltig erldutert werden.
Gleichzeitig sollten die Rechenregeln und das Verhalten der Einheiten i, j und k systematisch
besprochen und durch einfache Rechenbeispiele veranschaulicht werden.

Didaktisch sinnvoll erscheint es mir auch, die genannten Inhalte in eine Einheit zum Thema
,Zahlensysteme im Wandel” einzubetten, in der die Entwicklung von den natiirlichen Zahlen tiber
die reellen und komplexen Zahlen bis hin zu den Quaternionen nachvollzogen wird. Auf diese
Weise entsteht ein roter Faden, der den Schiilerinnen und Schiilern hilft, die Bedeutung und
Notwendigkeit der Erweiterung von Zahlensystemen im Laufe der Mathematikgeschichte zu
verstehen. Dazu wiirde ich die Literatur aus [8] empfehlen.

7.2 Quaternionen und GeoGebra

GeoGebra ist ein praktisches Tool fiir den Mathematikunterricht. Egal ob Gleichugnen oder
Integrale - das Tool ist uns immer zur Hilfe. Ebenfalls bietet uns GeoGebra die Moglichkeit, Objekte
im 3D darzustellen. Aus diesem Grund kénnen wir die Quaternionen auch in GeoGebra anwenden.
Ein Beispiel, wie das gehen konnte, soll nun in den folgenden Zeilen illustriert werden. Ausgewdihlt
wurde ein Beispiel, welches man als Folge der komplexen Zahlen im Schulunterricht prasentieren
und diskutieren konnte.

Wichtig ist, sich mit der 3D Funktion vertraut zu machen, denn diese bendtig man ansonsten im
Schulalltag eher seltener.

Vorgehensweise:

Da wir uns bei Quaternionen im IR* befinden, miissen wir uns bei der Arbeit mit GeoGebra mit 2D
beziehungsweise 3D zufrieden geben. Selbst wenn die Thematisierung der Quaternionen im
Unterricht anfangs ein wenig zu komplex sein kann, bietet die Verbindung der Arbeit mit Geogebra
und der Arbeit mit Quaternionen einige Chancen.

Mithilfe von GeoGebra und der Thematiserung beziehungsweise dem Vergleich zwischen
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komplexen Zahlen und Quaternionen, konnen Schiilerinnen und Schiiler ihr algebraisches und

geometrisches Verstandnis verbessern.

Um ein Beispiel in GeoGebra anhand einer Kugel zu veranschaulichen, gibt es beispielsweise die

Moglichkeit wie folgt vorzugehen:

1. Schieberegler definieren

2. Kugel erstellen

3. Punkt auf dieser Kugel erstellen

4. Quaternion fiir die Rotation definieren

5. Konjugierte Quaternion erstellen/berechnen

6. Rotierten Punkt durch Quaternionenmultiplikation berechnen
7. Rotation des Punktes um die Kugel per Mausklick animieren

Ein konkretes Beispiel:

Die bereits genannten Schritte sollen nun anhand eines konkreten Beispiels ndher erkldrt werden.
Zu allererst 6ffnen wir die GeoGebra 3D Funktion erstellen einen Schieberegler fiir den Winkel 0
mit dem Befehl Schieberegler(0, 360, 1). Dies bedeutet, dass man den Winkel von 0 bis 360 Grad in
einerspriingen festlegen kann. Infolgedessen zeichnen wir eine Kugel mit Radius = 1 durch den

Ursprung des Koordinatensystems. Dies konnte dann wie folgt aussehen:

Infolgedessen definieren wir einen Punkt C, welcher sich auf der Kugel befindet. Sei nun C = (1, 0,
0) [Dieser Punkt kann genau so in GeoGebra in der Algebra Eingabezeile definiert und konstruiert
werden].
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Da es keine konkreten Befehle fiir Quaternionen in GeoGebra gibt, miissen wir uns schrittweise
(und etwas untibersichtlicher) herantasten.

Wir fahren mit der Definition der Winkel fort. Dies sollte in der Eingabezeile wie folgt erfolgen:
s = sin(g) und ¢ = cos(g). 6 steht dabei fiir den Winkel, der sich mit dem Schieberegler beliebig
andern lasst.

Bemerkung: Der Winkel 0 wird halbiert, da er im folgenden durch die Drehung v — pvp
verdoppelt wird.

Fiir eine Drehung um die z-Achse folgt beispielsweise:

p = cos(§) + 0i + 0j + sin(§)k .

Wir haben also eine Quaternion q = (c, 0, 0, s), die wir in GeoGebra in einzelne Komponenten
aufgliedern, um spéter damit weiterrechnen zu koénnen.
Wir definieren: qo = ¢, 41 = 0,42 = 0 sowie g3 = s.

Infolgedessen miissen wir die Rotationsformel fiir Quaternionen anwenden, welche aus Satz 5.2
folgt: pCp.

Dazu definieren wir wieder einzeln die Kompenenten aus

Qkonj = (¢,0,0,—s) folgt : qro = ¢, qx1 = 0,qx2 = O und g43 = —s.

Statt den Punkt als Quaternion nun direkt zu verwenden, extrahieren wir die x-, y- und
z-Komponenten des Punktes:

px =x(P), py = y(P) und pz = z(P). Dies gibt die Koordinaten des Punktes P = (1, 0, 0), wobei px = 1,
py =0 und pz = 0 sind.

Die erste Multiplikation g - p kann mithilfe der Produktformel aus Kapitel 3 berechnet werden.
Folgend kann dieses Ergebnis aus den vorherigen Schritt dann einzeln wieder mit pyon;
multipliziert werden. Dabei halten wir uns wieder an die Produktformel.

Fiihrt man diese Menge an Multiplikationen durch, erhalten wir am Ende einen Punkt P, (71,72, 73).
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Bemerkung: r;, 7 und r3 stehen dabei fiir die Koordinaten des rotierenden Punktes.
Wir konnen nun einfach den Punkt P,o; =(r1,72,73) in GeoGebra darstellen.

Als letzten Schritt konnen wir per Mausklick (rechte Maustaste) die Spur des Punktes aktivieren.
Startet man dann noch die Animation des Winkels 6 (ebenfalls per Mausklick auf den
Schieberegler), so sieht man, wie der Punkt um die gezeichnete Kugel rotiert.

Folgend betrachten wir in der Abbildung Abbildung die Spur des Punktes. Wir sehen nun in blauer
Farbe eine mogliche, aber auch zeitaufwendige Veranschaulichung der Rotation des Punktes um die

Kugel.

7.2.1 Fazit zum GeoGebra Einsatz

Aus personlicher Sicht gestaltet sich der Einsatz von GeoGebra im Zusammenhang mit dem Thema
Quaternionen als eher schwierig und nur bedingt hilfreich fiir das Verstdndnis dieser doch recht
komplexen mathematischen Struktur. Ein zentrales Problem besteht meiner Meinung nach darin,
dass GeoGebra keine spezifischen, direkt einsetzbaren Befehle fiir die Arbeit mit Quaternionen zur
Verfligung stellt (anders wie beispielsweise bei der Arbeit mit Gleichungssystemen). Dadurch ist es
nicht moglich, diese Zahlensysteme exakt und systematisch in der oftmals so unterstiitzenden
Schulsoftware umzusetzen. Oftmals bleibt nur die Moglichkeit, bestimmte Aspekte der
Quaternionen auf anschauliche Weise ndherungsweise zu simulieren.

Auch wenn sich die fiir die Visualisierung notwendigen Berechnungen mit GeoGebra relativ ziigig
durchfiihren lassen, bleibt der gesamte Prozess insgesamt recht aufwendig und auch sehr
uniibersichtlich — insbesondere fiir Lernende, die mit der Thematik zum ersten Mal konfrontiert
werden. Dies konnte ich durch genaue Auseinandersetzung mit der Visualisierung in GeoGebra
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herausfinden.

Wie bereits erwidhnt, ist der Nutzen von GeoGebra fiir das grundsitzliche Verstdndnis der
Quaternionen eher gering einzuschdtzen. Dennoch bietet es uns die Moglichkeit, zumindest im
Rahmen kleiner Experimente mit der Theorie zu arbeiten, einen gewissen Reiz. Es kann durchaus
spannend sein, sich spielerisch und explorativ mit der Theorie auseinanderzusetzen und dabei
eigene Entdeckungen zu machen — sofern das notige Vorwissen vorhanden ist (konnte eben fiir die
Schule ein wenig problematisch sein).

Der Einsatz von GeoGebra im Kontext der Quaternionen erfordert nicht nur ein gutes
mathematisches Grundverstdndnis, sondern auch Zeit und Geduld, was ihn fiir den reguldren
Unterrichtsgebrauch eher ungeeignet macht. Aus schulischer Perspektive betrachtet, erscheint der
Aufwand, der mit einer solchen Implementierung verbunden ist, deutlich zu hoch. Die thematische
Tiefe, die notwendige Abstraktion sowie die begrenzten technischen Moglichkeiten innerhalb von
GeoGebra machen eine sinnvolle Integration in den gewo6hnlichen Mathematikunterricht kaum
realisierbar.

Aus meiner Sicht wire die einzige praktikable und didaktisch sinnvolle Moglichkeit, eine bereits
vollstandig vorbereitete GeoGebra-Konstruktion — zum Beispiel die Rotation eines Punktes im
Raum mithilfe von Quaternionen — im Unterricht zu prasentieren und kurz zu erldutern. Dabei
konnte der Fokus auf der anschaulichen Darstellung und nicht auf der technischen Umsetzung
liegen. Die Schiilerinnen und Schiiler eigenstdndig anleiten zu wollen, eine solche Konstruktion
selbst Schritt fiir Schritt zu erstellen, ware aus meiner Sicht zu anspruchsvoll und wiirde viele
iiberfordern.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass der Einsatz von GeoGebra im Zusammenhang mit
Quaternionen weniger als effektive Lernmethode, sondern eher als ,nettes, ergédnzendes
Experiment” fiir interessierte Lehrkrifte dienen kann, die sich vertiefend mit der Materie
auseinandersetzen mochten. Als regulédres Unterrichtsmaterial ist es jedoch meiner Meinung nach
nur sehr eingeschrankt einsetzbar.
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8 Resiimee

Quaternionen stellen ein ausgesprochen anspruchsvolles und vielschichtiges mathematisches
Konzept dar. Aufgrund ihrer Komplexitit finden sie im schulischen Alltag in der Regel keine
praktische Anwendung. Stattdessen konzentriert sich der Mathematikunterricht tiblicherweise auf
das Gebiet der komplexen Zahlen, welche sich im zweidimensionalen Raum bewegen und somit
wesentlich zugénglicher und anschaulicher sind. Die vertraute Darstellung komplexer Zahlen mit
einem Realteil und einem Imaginérteil bietet einen guten Einstieg in die Welt der erweiterten

Zahlenraume.

Trotzdem darf man die Bedeutung der Quaternionen nicht unterschitzen, denn sie stellen
gewissermafien eine Erweiterung beziehungsweise Fortsetzung der komplexen Zahlen dar. Der
grundlegende Unterschied zwischen diesen beiden Zahlensystemen besteht hauptsachlich in der
Anzahl der Imaginérteile: Wahrend komplexe Zahlen nur iiber einen einzigen Imaginérteil
verfligen, zeichnen sich Quaternionen durch gleich drei Imaginérteile aus, was ihre Struktur um
einiges komplexer macht. Dadurch bewegen wir uns im Fall der Quaternionen nicht mehr im
zweidimensionalen, sondern im vierdimensionalen Raum — einer Dimension, die fiir das

menschliche Vorstellungsvermogen nur schwer greifbar ist.

Auch wenn der vierdimensionale Raum sich unserer direkten Anschauung eigentlich entzieht, gibt
es praktische Einsatzmoglichkeiten fiir Quaternionen im dreidimensionalen Raum (siehe
GeoGebra). Besonders im Bereich von Rotationen haben sich Quaternionen als tiberaus niitzlich
erwiesen. Herkdmmliche Methoden zur Beschreibung von Drehungen, wie etwa die Euler-Winkel,
die wir vorhin diskutiert haben, stofien hdufig an ihre Grenzen, insbesondere dann, wenn
beispielsweise komplexe Bewegungsabldufe beschrieben werden sollen. In solchen Féllen konnen

Quaternionen eine elegante und rechnerisch einfachere und effizientere Losung bieten.

Dartiber hinaus stellt sich die spannende Frage, ob es nach den Quaternionen noch weiter geht.
Tatsdchlich existieren mit den sogenannten Oktonionen, wie im Kapitel 6 diskutiert, noch
hoherdimensionale Strukturen, die in einem achtdimensionalen Raum definiert sind. Auch wenn
diese Zahlenobjekte in der Mathematik und Physik eine eher theoretische Rolle spielen, zeigen sie
doch , wie weit sich das Konzept erweiterter Zahlensysteme entwickeln lasst.

Im Rahmen dieser Arbeit konnte aufierdem festgestellt werden, dass Quaternionen im schulischen
Kontext hochstens auf einer sehr theoretischen Ebene behandelt werden knnen. Zwar lassen sich
ihre Eigenschaften durch Programme wie GeoGebra in Form einer schrittweisen Konstruktion
anschaulich visualisieren, doch aus personlicher Sicht erscheint es insgesamt als zu kompliziert und
verwirrend, die Beschéftigung mit Quaternionen als verpflichtenden Unterrichtsinhalt zu
verlangen. Die Inhalte iibersteigen meiner Meinung nach das, was im reguldren Schulbetrieb

vermittelt werden soll.
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Was dennoch eine Moglichkeite wire, ist, solche Thematiken denjenigen Schiilerinnen und Schiilern
ndherzubringen, welche mit dem regulédren Schulstoff ohnehin unterfordert sind. Damit konnte
man also beispielsweise die Begabten auch herausfordern.
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