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Einleitung

Es sei K ein algebraischer Zahlkoérper und Ok sein Ganzheitsring. Wir bezeichnen die Menge
aller nichtiquivalenten Bewertungen auf K mit Q(K) und nennen die Elemente von (K) auch
die Stellen von K. Fiir v € Q(K) bezeichne K, die Vervollstindigung von K beziiglich eines
zur Stelle v gehorigen Absolutbetrages. Fiir eine endliche Stelle v € Q(K) notieren wir den
Bewertungsring von K, mit R,.

Es sei nun r die Anzahl der reellen Stellen von K, s die Anzahl der komplexen Stellen von K
und px die Gruppe der Einheitswurzeln in K. Nach dem Dirichlet’schen Einheitensatz gibt es
einen Isomorphismus abelscher Gruppen:

Of = uge x 27,

oder #dquivalent, eine exakte Sequenz abelscher Gruppen
l—pg — O — Z" 711,
womit die Struktur der Einheitengruppe O}, bestimmt ist.

Es sei A Quaternionenalgebra (siehe Definition 1.1.1) iiber einem Zahlkoérper K. Eine Og-
Ordnung O in A ist ein endlich erzeugter Ox-Modul, welcher ein Teilring von A ist, und eine
K-Basis von A enthélt.

Eine Quaternionenalgebra A iiber einem Zahlkorper K erfiillt die Eichlerbedingung, falls es
eine archimedische Stelle v € Q(K) gibt, sodass A ® g K, keine Divisionsalgebra ist. Die Qua-
ternionenalgebra A heifit total definit, falls sie nicht die Eichlerbedingung erfiillt, also fiir alle
archimedischen Stellen v € Q(K) A ®x K, eine Divisionsalgebra ist.

Bei der Untersuchung der Einheitengruppe O* in einer total definiten Quaternionenalgebra A
orientieren wir uns an dem adelischen Zugang zum Dirchlet’schen Einheitensatz. Wir werden
die Existenz folgender exakter Sequenz topologischer Gruppen beweisen

1— Tor(0*) — O* — Z" 71— 1,

wobei Tor(O*) die Torsionsgruppe von O* ist und r wieder die Anzahl der reellen Stellen und
s die Anzahl der komplexen Stellen von K bezeichnet. Diese Sequenz ist eine Verallgemeine-
rung des Dirchlet’schen Einheitensatzes auf Ordnungen in Quaternionenalgebren. Aufgrund der
Nichkommutativitdt der Gruppen spaltet sie jedoch im Allgemeinen nicht. Insbesondere ist O*
nicht notwendigerweise isomorph zum direkten Produkt von Tor(O*) mit einer freien abelschen
Gruppe. Etwas allgemeiner als gerade formuliert werden wir die Struktur der S-Einheitengruppe
O% beschreiben, siehe 3.2.3.

Im folgenden beschreiben wir den Zusammenhang dieser Arbeit mit der Theorie zentral einfacher
Algebren.

In der nichtkommutativen Algebra werden zentral einfache (nicht kommutative) Algebren {iber
algebraischen Zahlkorpern untersucht. Analog zur algebraischen Zahlentheorie wird die Arith-
metik dieser Algebren studiert. Dabei wird die Rolle des Ganzheitsringes O durch Ordnungen



(das sind vollstéindige Ok-Gitter, welche zugleich Teilringe der Algebra sind) eingenommen.
Wie in der klassischen Theorie werden die Ideale und die Einheitengruppe solcher Ordnungen
untersucht.

Die Idealtheorie ist weitgehend bekannt. Da zentral einfache Algebren nicht notwendigerweise
kommutativ sind, muss man zwischen zweiseitigen und einseiten Idealen unterscheiden. Man
zeigt wie bei Dedekindringen, dass die Menge der zweiseitigen Ideale eine freie abelsche Gruppe
bildet, die von der Menge der von Null verschiedenen Primideale erzeugt wird. Die Theorie der
einseitigen Ideale ist komplizierter. Erfiillt die Algebra die Eichlerbedingung, kann man aber
folgendes tun: Man fithrt auf der Menge der einseitigen Ideale (in einer maximalen Ordnung)
eine Aquivalenzrelation ein, sodass die Menge der Ideale modulo dieser Relation isomorph zu
einer Strahlklassengruppe ist (Satz von Swan). Mit diesem Ergebnis ist man auch in der Lage
alle konjugierten maximalen Ordungen anzugeben. Diese Theorie findet sich in [11]. Wenn die
Eichlerbedingung nicht erfiillt ist, ist die Theorie weniger glatt. Fiir Algorithmen zur Berechnung
gewisser Invarianten siehe [6].

Die Einheitentheorie ist nicht so gut erforscht. Einen guten Uberblick dieser Theorie findet sich
in [7]. Dort wird bewiesen, dass die Einheitengruppe endlich présentiert ist.

Die vorliegende Arbeit behandelt die Einheitengruppe einer Ordnung in einer total definiten
zentral einfachen Algebra iiber einem Zahlkorper (Quaternionenalgebren sind genau die vierdi-
mensionalen zentral einfachen Algebren).



Kapitel 1

Quaternionenalgebren

In diesem Kapitel sei K ein Korper mit charK # 2.

1.1 Grundlegende Eigenschaften von Quaternionenalgebren

Es seien a,b € K*. Wir konstruieren im folgenden eine vierdimensioale K-Algebra A = A(a,b|K).
Zunichst betrachten wir die zweidimensionale kommutative K-Algebra B := K[X]/(X? — a)
und identifizieren K mit der Unteralgebra K1. Als Vektorraum iiber K hat B die Basis 1 =
(X2 —a), i:= X +(X? —a), und die Multiplikation auf B wird durch i := al festgelegt. Die
Abbildung

B—DB, t—T mit u-+iv=1u—1iv, fur u,v € K

ist ein Isomorphismus von B als K-Algebra. Nun definieren wir auf A = A(a,b|K) := B x B
durch komponenenweise Addition und der folgenden Multiplikation

(z,y) - (2, y) = (z2’ + byy/, zy + ya'), fiir 2,y,2',y' € B
eine Ringstruktur. Es zeigt
(,0)(2",y") = (x2’,2y/) und  (2/,9)(z,0) = (2'x,9y'7),

dass B— A, z — (x,0) ein injektiver Ringhomomorphismus ist und wir dadurch B mit seinem
Bild in A identifizieren kénnen. Auflerdem sieht man durch die letzte Gleichung, dass K im
Zentrum von A liegt, womit A zu einer K-Algebra wird.

Definition 1.1.1. Eine Algebra A iiber K heifit Quaternionenalgebra, falls a,b € K* existieren,
sodass A zu A(a,b|K) als K-Algebra isomorph ist. Wir sprechen dann auch von der durch a
und b gegebenen Quaternionenalgebra.

Ab nun bezeichne A eine Quaternionenalgebra. Wir werden A = A(a, b|K) schreiben, wenn wir
betonen wollen, dass A durch a und b gegeben ist.

Man kann obige Konstruktion auch in Charakteristik 2 ausfiithren. Es ist dann aber die Abbildung
x +— 7, die Identitdt und die Multiplikation kommutativ. Also erhélt man in Charakteristik 2 mit
obiger Konstruktion kein Analogon zu den Hamiltonschen Quaternionen, siehe 1.1.9. Deshalb
betrachten wir hier nur den Fall char K # 2.



Proposition 1.1.2. 1. Esist 1 = (1,0), i = (¢,0), j := (0,1), k := (0,7) eine Basis von
A(a,b|K) diber K, und es gilt: i2 = al, j2 =bl, k? = —ab, ij = —ji = k, jk = —kj =
“bi, ki = —ik = —aj.

2. Es seien a,b € K*. Weiters sei T eine vierdimensionale K-Algebra mit einer Basis

eo, €1,€2,e3, so dass eg = 1, €2 = al, e3 = bl und ejes = —egeq = eg. Dann ist durch
1+ eg, 1 — ey, j+ ez, kv e3 ein K-Algebrenisomorphismus von A(a,b|K) nach T
gegeben.

Beweis. Einfache Rechnung. O

Die Basis {1,1, j, k} aus 1.1.2 bezeichnen wir im Folgenden als die Standardbasis von A iiber K.

Proposition 1.1.3. 1. Fir (a,b) # (0,0) ist K1 das Zentrum von A(a,b|K). (A ist eine
zentrale Algebra.)

2. Fir a,b # 0 sind (0) und A(a,b|K) die einzigen zweiseitigen Ideale in A(a,b|K). (A ist
eine einfache Algebra.)

Beweis. 1. Fiir x,y € A(a,b|K) definieren wir den Kommutator durch [z, y] := zy—yz. Beziiglich
der Standardbasis hat x die Form x = xgl + 217+ x2j + x3k mit allen z,. € K, sodass sich mittels
1.1.2 folgendes ergibt:

i, 2] = woi + 210 + m9i] + x3ik — i — 11* — T9ji — x3ki = 200k + 2130

[j, ] = zoj + x1ji + x95% + w35k — 0] — 10§ — 290 — 23kj = —21k — 223bi
[k, 2] = zok + z1ki + xokj 4 x3k* — ok — 211k — 2ojk — x3k* = —2ax1] + 2bxoi

Aus der Konstruktion von A(a,b|K) folgt K C Z(A(a,b|K)). Ist umgekehrt = € Z(A(a,b|K))
dann folgt [i, z] = [j, ] = [k, z] = 0, sodass sich wegen charK # 2 und a #0, b# 0
x1 = x9 = x3 = 0 ergibt, und wir Z(A(a,b|K)) C K erhalten.
2. Es sei I ein (zweiseitiges) Ideal in A(a,b|K) und = € I, x # 0. Dann sind auch die folgenden
Elemente in I:
; [, 2] = [, (2z3a)j + (2w2)k] = (—422b)i

[k, g, 2] = [k, (—223b)i + (—221)k] = (4z3ab)]

[i, [k, z]] = [i, (2bx2)i — (2ax1)j] = (—4x1a)k.
Ist einer der Koeffizienten x1,x2,x3 von x ungleich 0, so enthélt I nach obiger Rechnung eine

Einheit. Falls x1 = 9 = 3 = 0 enthélt I ebenfalls eine Einheit, da dann z = x¢ € K*gilt. Es
folgt in beiden Fillen I = A(a, b|K). O

Proposition 1.1.4. Es seien a,b € K*. Die Algebra A = A(a,b|K) ist entweder eine Divisi-
onsalgebra oder isomorph zur Matrizenalgebra Ma(K).



Beweis. Es sei A keine Divisionsalgebra. Dann existiert ein Element z € A\ {0}, welches keine
Einheit ist. Weiters ist das Linksideal I := Az ungleich A und ungleich (0). Als Vektorraum
iiber K gibt es fiir die Dimension von I nur die Moglichkeiten dimg I = 1,2 oder 3.

Gilt dimg I =1, so ist I = Az = Kx. Somit gibt es fiir jedes d € A ein \yj € K mit dz = A\jx.
Wegen A1 = 1 ist die Abbildung A : A— K, d — My ein Epimorphismus. Der Kern von A ist
ein zweiseitiges Ideal der Dimension drei in A, was einen Widerspruch zu 1.1.3 gibt. Somit kann
der Fall dimg I = 1 nicht eintreten.

Der Fall dimg I = 3 ldsst sich analog wie der erste Fall ausschliefien, indem man den eindimen-
sionalen Vektorraum A/I betrachtet.

Sei nun dimg I = 2 und v1,vo eine K-Basis von I. Die Linksmultiplikation mit ¢ € A ist
eine K-lineare Abbildung [ — I,  +— gz. Wir bezeichnen mit u(q) die Matrix dieser linearen
Abbildung beziiglich der Basis vy, vy. Dann ist g : A—Ms(K) ein Algebrenhomomorphismus. Er
ist injektiv, weil A einfach ist, und wegen dimg A = dimg Ma(K) = 4 ist er auch surjektiv. O

Bemerkung 1.1.5. 1. Wir konnen obige Proposition auch mithilfe des Wedderburn‘schen
Struktursatz fiir zentrale einfache Algebren beweisen. Nach diesem existiert genau eine
positive ganze Zahl r und bis auf Isomorphie genau eine Divisionsalgebra D sodass A =2
M, (D). Aus 4 = dimg A = r?dimg D folgt dann entweder r = 2 und D = K, also
A= My(K), oder r =1 und A = D, also A eine Divisionsalgebra.

2. Der Satz von Skolem-Noether besagt, dass je zwei Algebrenhomomorphismen zentral ein-
facher Algebren durch ein Element aus A konjugiert sind. Man kann mithilfe des Wedder-
burnschen Satzes und dem Satz von Skolem-Noether zeigen, dass jede vierdimensionale
zentrale einfache Algebra iiber K eine Quaternionenalgebra ist.

Proposition 1.1.6. Fir alle a,b, A\, u € K* gilt:
A(a,b|K) =2 A(b,a|K) = A(a, —ab|K) = A(a)?, bu?|K)

Beweis. Wir zeigen, dass die letzten drei Quaternionalgebren isomorph zur ersten sind, indem
wir geeignete eg, €1, ez, e3 wie in 1.1.2 angeben. Es sei {11,41,71,k1} die Standardbasis von
A(b,a|K). Wir setzen e¢yg = 1, e = j1, ea = i1, e3 = —k1, womit sich die erste Behaup-
tung ergibt. Weiters sei {19,129, j2, ka} bzw.{13,13,73,ks} die Standardbasis von A(a, —ab|K)
bzw. A(ax?,by?|K). Dann setzt man eg = 1, e; = 43, ea = a 'ko, e3 = jo bzw. eg = 1, €1 =
A Liz, es = 13, e3 = A1 ks, womit sich auch die zweite und die dritte Behauptung ergibt
und die Proposition bewiesen ist. O

Einem Quaternion x = xgl + 17 + z2j + x3k ordnet man sein konjugiertes Quaternion
T :=x9l — 211 — x0) — 3k

zu. Fiir je zwei Elemente z,y € A(a,b|K) gilt dann

T+y=xz+y und y=79T7,



wobei die erste Identitdt offensichtlich ist. Die zweite Gleichheit priift man zunichst auf den
Basiselementen nach. Dann folgt die Identitét fiir beliebige Elemente mit Hilfe der Distributiv-
und Assoziativgesetze. Weiters kann man nachrechnen, dass

Tx = 2T = (3 — ax} — bas + abxd) - 1
gilt, womit wir Zx als Element von K auffassen konnen.

Definition 1.1.7. 1. Die Abbildung n: A— K, z +— n(z) := Tz heifit (reduzierte) Nor-
mabbildung von A.

2. Die Abbildung sp: A— K, x —— sp(z) := T+ z heiBt (reduzierte) Spurabbildung von A.
Proposition 1.1.8. Es gilt: v € A* <= n(z) € K*.

Beweis. Die Normabbildung ist multiplikativ:

n(zy) = zyzy = 2n(y)T = n(y)zT = n(z)n(y).

)
Ist zy = 1 dann folgt n(z)n(y) = n(xy) =n(l) = 1.
Sei umgekehrt n(z) € K* dann ist 2! = Zn(x) L. O

Beispiel 1.1.9. 1. Im Fall K = R und @ = b = —1 nennen wir H := A(—1,—-1|R) die
Hamiltonschen Quaternionen. Da in diesem Fall die Normabbildung durch n(z) = x3 +
2+ 3+ :c% gegeben ist, siecht man aus obiger Proposition, dass H eine Divisionsalgebra
ist. Wegen i2 = —1 konnen wir C in H einbetten.

Es gilt zudem H = {( % g) € My(C) | a,b € C}.: Da letztere Menge eine vierdimensionale
R-Algebra ist, konnnen wir 1.1.2 verwenden. Wir setzen

_ (10 _ (04 _ (01 _ (—i0
co=(49), e1=(%4), ee=(2%0), es=(7'9).
Es gilt dann e% = —ey, e% = —eg, €3 = e1e9 = —eger, womit die Isomorphie gezeigt ist.

2. Die Normabbildung der Quaternionenalgebra A(1,b/K) hat die Form n(z) = 23 — 23 —
bzl + bz Esist n(1+i+ 7 + k) = 0 und somit A(a, b|K) = My(K) nach 1.1.8 und 1.1.4.
Durch die folgende Zuordnung ist ein solcher Isomorphismus gegeben:

L= (68) i (0 ) 7= (56) ke (5o):

3. Ist K ein endlicher Korper und A eine K-Quaternionenalgebra, so gilt A = My(K).
Beweis: Die multiplikative Gruppe von K ist zyklisch, also ist K* = {u,u?, ... ,upf*l, wr =
1}, fiir ein u € K*, eine Primzahl p und eine positive natiirliche Zahl f. Wir betrachten
also A = A(u',w|K) fiir 1 < 4,7 < p/ — 1. Fiir i oder j gerade, ist nach 1.1.6 und Punkt
(2) A(u',vw!|K) = A(1,w/|K) = My(K). Sind i und j ungerade so folgt A(u’,u/|K) =
A(u,u|K) = A(u, —u?|K). Wenn —1 ein Quadrat ist, folgt wegen A(u, —u?|K) = A(u, 1| K) =
M (K) die Behauptung. Wegen charK = p # 2 ist —1 immer ein Quadrat: Indirekt ange-
nommen —1 = u2**! dann folgt 1 = u*+2. Weil 4k + 2 gerade ist, teilt p/ nicht 4k + 2,
ein Widerspruch.



Bemerkung 1.1.10. Es sei @ € A. Dann definiert 7o(z) := ax eine K-lineare Abbildung auf
A. Man definiert haufig Ny, g (a) := det(ra) = det(a) und Spy k() := Sp(ra) = sp(a). Diese
Definitionen stimmen aber nicht mit obiger Norm- und Spurabbildung iiberein. Es ldsst sich
zeigen, dass 2sp(a) = Spa k() und n(a)? = Ny/k(a) gilt.

Wenn jedoch A = K («) eine quadratische Korpererweiterung von K ist, gilt:

k() = Ni(a)/x ()

Eine zentrale Frage in der Theorie der Quaternionenalgebren ist, ob fiir gegebene a,b € K* die
Algebra A(a,b|K) eine Divisionsalgebra ist, oder A = My (K) gilt. Diese Frage steht in direktem
Zusammenhang mit der Losbarkeit einer bindren quadratischen Form. Deshalb definieren wir:

Definition 1.1.11. Es seien a,b € K. Dann definieren wir das Hilbert-Symbol von a und b
durch:
(a,b) 1 ax? 4+ by? — 22 = 0 hat eine nichttriviale Lésung in K,
a,b) =
—1  az? + by? — 22 = 0 hat keine nichttriviale Losung in K.

Bevor wir den Haupsatz dieses Abschnitts beweisen, erinnern wir an folgende Begriffe. Es sei V'
ein K-Vektorraum und ¢ : V' x V— K eine symmetrische Bilinearform. Dann nennen wir (V q)
einen quadratischer Vektorraum. Ein Element x € V'\{0} heifit isotrop, falls ¢(x) = 0 gilt, und
(V,q) heifit isotrop, falls V' isotrope Elemente enthélt.

Theorem 1.1.12. Sei A(a,b|K) eine Quaternionenalgebra. Die folgenden Aussagen sind dqui-
valent:

1. Die Algebra A(a,b|K) ist eine Matrizenalgebra, also A(a,b|K) = Ma(K).

2. Es gibt ein x € A,z # 0 mit n(x) = 0. (Der quadratische Vektorraum (A, n) ist isotrop).
3. Fir L= K(Vb), ista € Nk (L).

4. FEsist (a,b) = 1.

Beweis. Die Aquivalenz (1) <= (2) folgt aus 1.1.8.
(2) = (3) : Es sei @ = zo + 214 + 9 + 23k € A\ {0} mit n(x) = 2% — ax? — b3 + abx3 = 0. Wir
setzen v = xg + x9vVb und w = x + \/B.Tg, wodurch wir folgende Identitéat erhalten:

Npg(v) = xg — bry = a(af — baj) = aNp/k(w).

Aus x # 0 folgt v # 0 oder w # 0. Weil w = 0 nach obiger Identitét auch Ny i (w) = 0 und
Np/k(v) = 0 impliziert, folgt dann wegen Ny, /x(L*) € K* auch v = 0. Somit ist w # 0. Wir
setzten ¢ := vw ™!, sodass a = Np/k(q) € Nk (L) gilt.

(3) = (4) : Sei ¢ = q1 + @2vb € L = K(v/b) mit Npk(q) = ¢ — bg3 = a, dann ist (1,q2,q1) eine
nichttriviale Losung der Gleichung axz? 4 by? — 2% = 0. Also ist (a,b) = 1.

(4) = (1) : Es sei (z0,y0, 20) € K? eine nichttriviale Losung der Gleichung ax? +by? — 2% = 0. Ist
xo = 0 so gilt byd = 23. Aus (yo,20) # (0,0) folgt also yo # 0 und zo # 0, womit b = (20/y0)? ein
Quadrat in K ist. Nach 1.1.6 und 1.1.9 gilt dann A(a,b|K) = A(a, 1|K) = A(1,a|K) = My (K).



Im Fall o = 0 folgt, dass a = (20/0)? ein Quadrat in K ist, und zg = 0 impliziert, dass —ab =
(yob/x0)? ein Quadrat in K ist. Im letzteren Fall bedenkt man noch A(a,b|K) = A(a, —ab|K),
sonst argumentiert man analog.

Es bleibt der Fall, dass xg # 0,30 # 0,29 # 0. Es 16st dann x1 := 29/29 # 0 und y; := yo /20 # 0
die Gleichung az? + by? = 1. Wir setzen nun ey := 1, e; := x1i 4+ y1j, ez := k und ez :=
eres = (211 + y17)k = ax1j — byii. Ist a # —b so ist e3 kein Vielfaches von e; und die Elemente
€0, €1, €2, es bilden eine Basis von A(a,b|K). Es gilt

6’% = (z11+ ylj)2 = ax% + b?/% =1 6% = k* = —ab, 6’:2), = €1z = —e2€].
Nun folgt aus 1.1.2 und 1.1.9 dass
A(a,b|K) = A(1, —ab|K) = My(K).

Im Fall @ = —b hat az? + by? — 22 = 0 die Losung (1,1,0), sodass wir wie weiter oben argumen-
tieren konnen. O

Beispiel 1.1.13. 1. Esist (1,1,0) eine Losung von az? — ay? — 22 = 0, womit A(a, —a|K) =
My (K) gilt.

2. Esseia # 1. Dannist (1,1, 1) eine Losung von az?+y%—ay?—2z2 = 0, womit A(a, 1 —a|K) =
My (K) gilt.

3. Fir p=1 (mod 4) gilt A(—1,p|K) = Ma(K), fir p=3 (mod 4) hingegen ist A(—1,p|K)
eine Divisionsalgebra:
Wir wissen aus der elementaren Zahlentheorie, dass die Pell’sche Gleichung 22 —py? = —1
fir p = 1 (mod 4) eine Losung besitzt, womit —2 + py? — 22 = 0 ebenso l6sbar ist. Es
folgt die erste Behauptung. Da sich Primzahlen p = 3 (mod 4) nicht als Summe zweier
Quadrate darstellen lassen, besitzt die Gleichung —x2 + py? = 22 (mod 4) keine Losung.
Somit ist auch —x? 4 py? — 22 = 0 unlésbar und die zweite Behauptung folgt.

1.2 Das Verzweigungsverhalten von Quaternionenalgebren

Es sei in diesem Abschnitt K ein algebraischer Zahlkorper mit [K : Q] = n. Wir notieren die
n Einbettungen von K mit o1,...,07, 041, ,0r45,0Orts41 = Optly---,0r+2s = Orts, WObei
die ersten r Einbettungen reell sind und die o; mit » < ¢ < s komplex und paarweise nicht
konjugiert sind. Es bezeichne R = Ok den Ring der ganzen Zahlen in K.

Aus der Algebra wissen wir, dass die Menge der nichtéquivalenten archimedischen Absolutbe-
triige auf K durch |o1],...,|ov], |or+1]% - .., |or4s|? reprisentiert wird. Die nichtarchimedischen
Absolutbetriige auf K sind durch die Menge der Primideale in Ok gegeben. Wir bezeichnen ab
nun die Menge aller nichtédquivalenten Bewertungen auf K mit Q(K) und nennen die Elemente
von Q(K) auch die Stellen von K. Die Menge der archimedischen Stellen nennen wir die un-
endlichen Stellen und notieren sie mit Qs C Q(K). Eine unendliche Stelle, deren Absolutbetrag
durch eine reelle (bzw. komplexe) Einbettung reprisentiert wird, heifit auch reelle (bzw. komple-
xe) Stelle. Die Menge der nichtarchimedischen Stellen nennen wir auch die endlichen Stellen. Wir
verwenden die Konvention, dass v € Q(K) bzw. vo € Qoo (K) bzw. vy € Qf(K) eine beliebige



Stelle bzw. eine unendliche Stelle bzw. eine endliche Stelle bezeichnet. Fiir v € Q(K) bezeichne
K, die Vervollstindigung von K beziiglich einem zur Stelle v gehorigen Absoltbetrages. Ist v
eine reelle (bzw. komplexe) Stelle so gilt K, = R (bzw.K, = C). Fiir v € Q;(K) notieren wir
den Bewertungsring von K, mit R,. Dieser ist die Vervollstindigung von R beziiglich einem zur
Stelle v gehorigen Absoltbetrages.

Die Eigenschaften des Korpers K héingen eng mit den Eigenschaften der Korper K, fiir v € Q(K)
zusammen. Diesen Zusammenhang nennt man das algebraische lokal-global Prinzip.

Proposition 1.2.1. 1. Fira,b e C* gilt: A(a,b|C) = My(C).
2. Fira,beR* gilt: a <0 und b <0 <= A(a,b|R) = H.

Beweis. 1. Da C algebraisch abgeschlossen ist, lassen sich a und als Quadrat darstellen. Somit
folgt aus 1.1.6 und 1.1.9: A(a, b|C) = A(1, 1|C) = My(C).

2. Nach 1.1.6 ist jede Quaternionalgebra entweder zu A(1,1|R) oder zu A(—1,—1|R) oder zu
A(1,—1|R) isomorph. Aus 1.1.9 oder 1.1.12(4) erhalten wir A(1,1|R) = Ma(R),
A(—1,—1|R) 2 H und A(1,—1|R) = My(R). O

Definition 1.2.2. Es sei A eine Quaternionenalgebra iiber K. Fiir v € Q(K) setzen wir A, :=
A ®g K, und nennen A, die Lokalisierung von A an der Stelle v.

Die Lokalisierung A, ist in kanonischer Weise eine K,-Algebra. Mithilfe der universellen Abbil-
dungseigenschaft des Tensorproduktes von Algebren zeigt man leicht

Aa, b K) @k K, = Aa, )| K,) .

Ist allgemeiner o : K — K, eine Korpereinbettung, dann ist o(K) ein Teilkérper von K, und
wir konnen K mit o(K) identifizieren. Somit macht folgende Notation Sinn:

A(a, b K)o := A(o(a),0(0)|K) ®o(x) Ko = A(a(a), o(b)|Ky).
Sei 0 : K — C eine komplexe Einbettung. Dann ist K, = C und es gilt:
A(a,b|K)y = A(o(a), o (b)|C) = My(C).
Firo: K—Rist K, 2R und
A(a,b|K), = A(o(a),o(b)|R) = H oder Ma(R).

Definition 1.2.3. Seiv € Q(K) eine Stelle von K und A eine Quaternionenalgebra iiber K. Wir
sagen, A verzweigt an der Stelle v, wenn A, eine Divisionsalgebra iiber K, ist. Andernfalls sagen
wir, dass A an der Stelle v spaltet. Die Menge der Stellen, an denen A verzweigt, bezeichnen wir

mit Ram(A4) C Q(K).
Bemerkung 1.2.4. Es sei v € Ram(A) eine reelle Stelle. Dann ist A eine Divisionsalgebra.

Beweis. Wegen v € Ram(A) ist A, eine Divisionsalgebra. Weil My(K') nichttriviale Nullteiler
besitzt und A C A, ist, folgt aus 1.1.4, dass auch A eine Divisionsalgebra ist. O



Man kann zeigen, dass es iiber K, bis auf Isomorphie héchstens eine Divisionsalgebra gibt. Im
archimedischen Fall wissen wir das aus 1.2.1.
Aus 1.2.1 und 1.1.12 ergibt sich nun:

Korollar 1.2.5. FEs sei A(a,b|K) eine Quaternionenalgebra und o eine reelle Einbettung mit
dazugehoriger reeller Stelle v. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Die Quaternionenalgebra A(a,b|K) verzweigt an der Stelle v.
2. Fiir die reellen Einbettung o gilt o(a) < 0 und o(b) < 0.
3. Das Hilbert-Symbol von o(a) und o(b) ist negativ, also (o(a),o(b)) = —1.

Beispiel 1.2.6. Es sei a = /2 — /5 und K = Q(a). Wir behaupten f(X) = X* —4X2 -1 =

(X —a)(X —a)(X — V2+V5)(X + V2 ++/5) ist das Minimalpolynom von a iiber Q. Da
f(a) =0 und f normiert ist, geniigt es zu zeigen, dass f irreduzibel iiber Q ist: Das sieht man
dadurch, dass das Produkt von je zwei Linearfaktoren von f(X) nicht in Q[X] liegt.

Somit hat K eine komplexe Stelle und zwei reelle Stellen, deren Einbettungen durch o(a) =

+1/2 4+ /5 gegeben sind.

Sei € Q mit < —v/2+ /5. Dann verzweigt A(—1,2 + a|K) = A(—1,2 + v/2 — V/5|K) an
beiden reellen Stellen nach 1.2.5(3). Nach 1.2.1 spaltet A(—1,x + a|K) (wie jede Quaternionen-
algebra) an ihrer komplexen Stelle.

Die néchsten beiden Beispiele befassen sich mit Quaternionenalgebren, die an allen archime-
dischen Stellen verzweigen. Diese spezielle Klasse von Algebren werden wir im dritten Kapitel
genauer betrachten.

Beispiel 1.2.7. Sei d eine positive, natiirliche, quadratfreie Zahl und K = Q(v/d). Es ist [K :
Q] = 2 und G(K/Q) = {id, 7}, wobei 7 durch v/d —— —+/d gegeben ist. Es seien a := z + yv/d
und b := u + vv/d mit z,y,u,v € Q. Wir betrachten A(a,b|K). Dann ist

A(a,b|K)iq = Aa,b|R), und
A(a,b|K), = A(r(a), 7(b)|R) = A(z — yVd, u — vVd|R).
Also gilt A(a,b|K);q = A(a,b|K),; = H genau dann wenn
x+y\/g<0, x—y\/g<0 ,u+v\/g<0, u—vVd < 0.

Insbesondere verzweigt A(—1,—1|K) an den beiden reellen Stellen von K. Wir werden dieses
Beispiel in 3.3.6 wieder aufgreifen.

Beispiel 1.2.8. Um ein interessanteres Beispiel zu konstruieren, betrachten wir den maximal
reellen Teilkorper eines Kreisteilungskorpers:

Es sei n € N, ¢ := e*™/™ und L := Q(¢) der n-te Kreisteilungskorper. Dann ist L/Q galoissch,
und es gibt genau einen Gruppenisomorphismus

f: G(L/Q) —(Z/nZ)*



mit folgender Eigenschaft: Ist 1 < k < n mit ggT(k,n) = 1 und 73: L — L mit 7,(¢) = ¢*, so
ist f(7x) = k 4+ nZ. Insbesondere ist dann G(L/Q) = {7 | 1 < k < n,ggT(k,n) = 1}.

Nun setzen wir 6 := ¢ + (~! = 2Re(, und K := Q(f). Dann ist K C Q(¢{) NR € Q(¢). Weil ¢
dem Polynom X2 — X + 1 € K[X] geniigt, ist [L : K] =2, G(L/K) = {idp, Tn_1} (es ist 7,1
die Komplexkonjugation) und K ist der maximal reelle Teilkorper von L.

Wir kénnen aus G(L/Q) und G(L/K) die Galoisgruppe G(K/Q) berechnen. Die Abbildung

¢:G(L/Q)/G(L/K) —G(K/Q), 7G(L/K)vr— 7|k

ist ein Gruppenisomorphismus. Der Kérper K hat also ¢(n)/2 reelle Kérpereinbettungen, welche
als die auf K eingeschrankten Automorphismen von G(L/K') gegeben sind. Dabei gilt fiir 7, 7; €

G(L/Q) mit 7; # 7;:

Ti|K :Tj’[{ T — T c G(L/K) T :7’7]'.

Wir konstruieren nun Quaternionenalgebren iiber K = Q(6), die an alle reellen Stellen verzwei-
gen. Da die Eulersche ¢-Funktion nur gerade Werte annimmt, und wir den Fall des quadratischen
reellen Zahlkorpers schon behandelt haben, setzen wir ¢(n) > 6 voraus.

Esgilt n =17, (7)) =6 und G(L : Q) = {m =id, 12, T3, T4, T5, T6}. Es ist 7 = Tg, 70 =
75, 73 = 72 und somit G(K : Q) = {n1|x = id|k, T2|k, 13|k }. Die Kérpererweiterung K/Q hat
die Basis {1, 6 = 2cos(27/7), 6% = 4cos(2m/7)?}, sodass fiir a,b € K* und rationale Zahlen
T, Yy, z,u,v,w € Q existieren mit a = x+yh+ 20 und b = u+vh+wh?. Wir betrachten A(a, b|K)
und erhalten

A(a,blK);, = A(a,bR)

Ala,b|K)., = A(z + ymo(0) + 212(0%), u + v1o(0) + wra(6*)|R)
A(a,b|K)r, = Az +y13(6) + 213(0%), u + v73(0) + wr3(6?)|R)

mit

72(0) = 12(C +¢71) = * + (7% = 2Re(¢?) = 2 cos(4m/7),
(0% = (P + (2 4+2) =+ ¢+ 2=2Re(¢Y) + 2 =2cos(87/7) + 2,
m3(0) = 3(C+ ¢ =+ ¢ = 2Re(¢®) = 2 cos(6m/7) und
73(0%) = 73(CC+ (2 +2) = O+ 0+ 2 =2Re(¢%) + 2 = 2cos(127/7) + 2.

Offenbar gibt es unendlich viele Méglichkeiten fiir z,y, z, u,v,w € Q, sodass A(a,b|K)r,
= A(a,b|K)s, = A(a,b|K)r, = H gilt und A(a,b|K) an allen reellen Stellen verzweigt.



1.3 Ordnungen in Quaternionenalgebren

Es sei in diesem Abschnitt K ein algebraischer Zahlkérper mit [K : Q] = n und R = O sein
Ganzheitsring. Fiir eine Stelle v € Q(K) bezeichne K, die Vervollstindigung von K beziiglich
einem zu v gehorigen Absolutbetrages. Fiir eine endliche Stelle v € Q(K) bezeichnen wir den
zu K, gehorigen Bewertungsring mit R,,.

Es sei T ein nicht notwendig kommutativer Ring und S ein kommutativer Teilring. Ein Element
x € T heifit ganz iiber S, wenn x einem normierten Polynom iiber S geniigt oder dquivalent der
Modul S[z] in T" endlich erzeugt ist.

Wir wollen in A Idealtheorie betreiben. Es liegen folgende zueinander analoge Situationen vor:

Ok K 7——A

K

Z——Q Ok

Es stellt sich die Frage, welches Objekt die Rolle von Ok in A einnimmt.
Die naheliegenste Idee, den ganzen Abschluss von R in A zu betrachten, fithrt nicht zum Ziel.
da dieser, wegen der Nichtkommutativitit von A im allgemeinen kein Ring ist:

Proposition 1.3.1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Fin Element o € A ist ganz iber R.
2. Die Norm n(«) und die Spur sp(a) von « liegen in R.

Beweis. (2) = (1) Da jedes @ € A dem normierten Polynom X? — sp(a)X + n(a) € R[X]
geniigt, ist « ganz iiber R.

(1) = (2) Nun sei a ganz iiber R und o € K. Da R ganz abgeschlossen ist, liegt a in R und die
Behauptung folgt.

Sei also v € A\ K. Wir bezeichnen mit K («) die kleinste kommutative K-Algebra die K1 und
a enthilt. Nun unterscheiden wir zwei Félle:

Fall 1: Es sei A eine Divisionsalgebra. Dann ist K («)/K eine quadratische Korpererweiterung,
weil o algebraisch iiber K ist. Das konjugierte Element von « in der Korpererweiterung ist o
welches ebenfalls ganz {iber R ist. Wenn nun O,y den Ganzheitsring von K(a) bezeichnet,
dann gilt o, @ € O (). Es folgt dann n(a), sp(a) € Ok @) N K = R.

Fall 2: Es sei A = My(K). Dann ist « konjugiert zu einem Element der Form (8 - ), u,v,w € K.
Es sei p € R[X] mit p(a) = 0. Dann ist wegen p[({§ & )] = g~ 'plalg = 0, fiir alle g € My(K)
auch (§ o) ganz. Wegen (§ )n = (%" %) geniigen auch v und w dem Polynom p. Da R ganz
abgeschlossen ist, liegen w und w in R. Also ist nach 1.1.10 n(«a), sp(a) € R. O

Beispiel 1.3.2. Wir betrachten A(—1,3|Q), mit der Standardbasis {1, 1,7, k}. Mithilfe obiger
Proposition kénnen wir zeigen, dass o = j und (8 = (3j + 4ij)/5, aber nicht a + 8 und a3 ganz
iiber R = Z sind. Es ist

N(a)=3€Z, Spla)=0¢€2Z,
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N(B) = (3j +4ij)(—3j —4ij)/25=3€Z, Sp(f)=0€Z, aber
Splaf) = (9+47ij)/5=18/5¢ Z und N(a+p) = (8)+4ij)(—8j —4ij)/25 = 144/25 ¢ Z.

Wir miissen andere Objekte suchen, die Ok ersetzen kénnen. Wir werden sehen, dass es solche
Objekte gibt und werden ihnen den Namen Ordnung geben. Zur Einstimmung betrachten wir
zundchst Ordnungen in K:

Definition 1.3.3. Eine Ordnung o von K ist ein freier Z-Modul, welcher Teilring von O ist,
und eine Z-Basis der Lange n besitzt. Den Ring Ok nennen wir die maximale Ordnung von K.

Proposition 1.3.4. Es seienay,...,a, € Og und K = Q(ay,...,a,). Dannisto = Zlay, . . ., ay)
eine Ordnung von K. Umgekehrt haben alle Ordnungen diese Form.

Beweis. Als Untermodul des freien Z-Moduls Ok besitzt o eine Z-Basis, die wegen Q - 0 :=
{3 qioilgi € Q,0; € 0,n > 0} = K gleichzeitig eine Basis von K iiber Q sein muss, also
Lénge n hat.

Es sei umgekehrt 0 € Ok eine Ordnung in K und by,...,b, € Ok eine Z-Basis. Weil by, ...,b,
linear unabhéngig iiber Z sind, sind sie es auch iiber Q und es gilt K = Q(b1,...,by). O

Proposition 1.3.5. Eine Ordnung o von K ist ein noetherscher Integritdtsbereich in welchem
jedes von (0) verschiedene Primideal ein mazximales Ideal ist. Ordnungen sind im allgemeinen
nicht ganz abgeschlossen.

Beweis. [9] Kap.1 §12. O

Da die Eigenschaft dedekindsch zu sein, dquivalent mit der eindeutigen Primidealzerlegung
ist, gilt diese in Ordnungen (im allgemeinen) nicht mehr. Die einzige Ordnung mit dieser
gewiinschten Eigenschaft ist die maximale Ordnung, der Ring Ok

Mit diesem Wissen im Hintergrund verallgemeinern wir nun den Begriff der Ordnung auf Qua-
ternionenalgebren.

Definition 1.3.6. Es sei V' ein Vektorraum iiber K. Ein endlich erzeugter R-Modul L in V
heiflt R-Gitter. Weiters heifit L ein vollstindiges R-Gitter, falls K @ g L = V.

Bemerkung 1.3.7. Die Abbildung, die durch
K®rL — K-L, k®pl— k-1,

gegeben ist, und linear fortgesetzt werden kann, ist ein K-Vektorraumisomorphismus. Also ist
ein R-Gitter L genau dann vollsténdig wenn K - L = V gilt.

Definition 1.3.8. 1. Ein Ideal I in A ist ein vollstindiges R-Gitter.
2. Eine Ordnung O in A ist ein Ideal, welches auch ein Teilring von A mit Eins ist.

3. Eine Ordnung O ist mazimal, falls sie maximal beziiglich C ist.

11



Bemerkung 1.3.9. Falls R ein Hauptidealring ist (das ist genau dann der Fall, wenn R faktoriell
ist), sind R-Ordnungen frei: Nach [4, Kapitel VII. Satz 8.6 (b)] ist jeder torsionsfreie endlich
erzeugte R-Modul frei. Also geniigt es zu zeigen, dass O torsionsfrei ist. Sei also a € R\ {0}, z €
O und az = 0. Fiir ¢ € K ist dann gaz = 0 und mit ¢ := a~! erhalten wir 1z = 2 = 0, womit
die Behauptung folgt. Analog zeigt man, dass R-Gitter frei sind. Also gilt fiir jede Ordnung O
und jedes R-Gitter I: dimp O = dimp I = dimg A. (Weil R, ein Haupidealring ist, iiberlegt
man sich analog, dass R,-Ordnungen frei sind.)

Bevor wir zeigen, dass wir mit obiger Definition wirklich Ordnungen in K verallgemeinert haben,
brauchen wir ein Lemma.

Lemma 1.3.10. Es sei L ein vollstindiges R-Gitter in V. und M ein R-Untermodul von V.
Dann ist M ein vollstindiges R-Gitter genau dann, wenn ein d € R\ {0} existiert mit dL C
M Cd 'L

Beweis. Angenommen, es gibt ein d € R\ {0} mit obiger Eigenschaft. Dann ist V = K - L =
% -dlL C K- M, und es folgt V = K - M. Somit ist M vollstindig. Als endlich erzeugter R-
Modul iiber einem noetherschen Ring ist d~'L noethersch, sodass wegen M C d~'L auch M
endlich erzeugt ist.

Es sei n := dimg V und (my,...,my)g = M und (ly,...,ls)r = L. Es ist r = s = n da sonst
K-M =YV bzw. K-L =YV verletzt wire. Da K der Quotientenkorper von R ist, existieren
a;, b;, ¢;, d; mit m; = %f und [; = % fir 1 <i <n.Fird:=[[jc;<, bidi gilt dL C M Cd'L. O

Proposition 1.3.11. FEin Teilring O C A ist eine Ordnung genau dann, wenn R C O gilt, alle
Elemente aus O ganz tiber R sind und K - O = A ist.

Beweis. Es sei O Ordnung. Wenn wir R mit R1 identifizieren, folgt R C O. Es sei a € O. Dann
ist R[a] als R-Untermodul von O endlich erzeugt und somit « ganz iiber R. Und die letzte
Behauptung ist gerade 1.3.7.

Es sei umgekehrt O C A ein Teilring, der die drei obigen Eigenschaften erfiillt. Es geniigt
die Bedingung in 1.3.10 nachzuweisen. Es sei {z1,x2, 3,24} eine Basis von A mit x; € O
und (1,4, 7, k) = (y1,v2,y3,y4) die Standardbasis. Sei weiters A := (Sp(x;x;))1<ij<a und B :=
Sp((yiy;))i<ij<a = A(2,2a,2b, —2ab). Es gibt eine invertierbare Matrix M € GLg(K) mit M -
{21, 29, 23,24} = {y1,y2,y3,y4}. Dann ist MBM® = A. Nach 1.3.1 ist A € My(R) und somit
d:=detA = detM~M-detM € R\ {0}. Wir setzen L := {3}, a;z;la; € R}. Dann gilt

#0 #0 #0

dLCLCO.Nunseia€ O, a= Z?Zl bix; mit b; € K. Fiir jedes j ist axr; € O, sodass nach
1.3.1 Sp(ax;) = Z?:l biSp(z;x;) € R ist. Also ist jede Komponente von A - {by, ba, b3, bs}' € R.
Es bezeichne A* die Adjungierte von A. Nach dem Satz von Lagrange gilt AA* = A*A =
det A - I,,. Somit folgt b; € (1/d)R und O C (1/d)L. O

Proposition 1.3.12. Jede Ordnung ist in einer mazimalen Ordnung enthalten.

Beweis. Wir betrachten die Menge O := {O C A | O ist Ordnung in A} und zeigen, dass jede
totalgeordnete Teilmenge eine obere Schranke hat. Sei {O;};cs eine totalgeordnete Teilmenge
von O. Dann ist | J;c; O; wegen 1.3.11 eine Ordnung und somit eine obere Schranke von {O; }ie;.
Aus dem Zornschen Lemma folgt, dass es in O ein maximales Element gibt. O
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Beispiel 1.3.13. 1. Sei {x1,x9,x3,24} eine K-Basis von von A. Dann ist der freie R-Modul
R[x1,x9,x3,24] ein Ideal in A.

2. Wenn wir A(a,b|K) betrachten kénnen wir nach 1.1.6 annehmen, dass a,b € R gilt. Es ist
dann R[1,1,j, k] eine Ordnung in A.

3. Der Modul My(R) ist eine maximale Ordnung in My (K):
Indirekt angenommen O ist eine Ordnung, mit Ma(R) C O. Dann enthélt O ein Element
der Form (@f ffj) mit mindestens einem Eintrag nicht in R. Durch geeignete Addition und
Multiplikation mit Elementen aus Ma(R) kénnen wir annehmen, dass O ein Element der
Form o := (1) enthélt, mit a ¢ R. Da R ganz abgeschlossen ist, ist R[a] und dann auch
Rla] kein endlich erzeugter R-Modul. Da O als endlich erzeugter R-Modul iiber einem

noetherschen Ring noethersch ist, erhalten wir einen Widerspruch.

4. Wir betrachten A(—1,—1|Q), die Hamilton’schen Quaternionen iiber Q. Die Ordnung
Z[1,1, j, k] ist nicht maximal. Sie ist echt in der Ordnung Z[1, 14, j, (1+i+j+k)/2] enthalten.
Man kann zeigen, dass Z[1,1,j, (1 + i + j + k)/2] eine maximale Ordnung ist.

5. Es sei I ein Ideal in A. Dann sind die Ordnungen zur Linken und zur Rechten von [
definiert durch:

Ol)={acA|lalCI}, O):={acA| IaCI}).

Wir zeigen, dass O;(I) und O, (I) wirklich Ordnungen sind:

Offensichtlich ist O;(I) ein Teilring und ein R-Untermodul von A. Fiir y € A ist yI ein
vollstdndiges R-Gitter in A, sodass nach 1.3.10 ein d € R\ {0} existiert mit dyl C I. Es
ist dann dy € O;(I) und wir erhalten K - O;(I) = A. Wir zeigen nun, dass O;(I) endlich
erzeugt ist: Da I ein vollstdndiges R- Gitter ist, gibt es ein kK € K mit klx € I und dann
auch ein s € R mit slg € I. Daraus folgt O;(I)(slg) C I und somit O;(I) C s~ 1. Da
5711 ein Gitter ist und R noethersch ist, folgt dass O;(I) ebenfalls ein Gitter ist.

Analog zeigt man, dass O, (I) eine Ordnung ist.

Lemma 1.3.14. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tber K und L ein R-Gitter in
V. Dann gilt

L= ﬂ R,L.
UEQf
Beweis. Offensichtlich ist die linke Seite in der Rechten enthalten. Es sei z1,...,z, ein Erzeu-

gendensystem von L iiber R, und dann auch eines von R, L iiber R fiir v € .
Es sei nun z € ﬂveﬂf R, L. Wir betrachten das Ideal

J={yeR|yxreL}
Es sei v € Qf und es bezeichne p das zu v gehorige Primideal. Nun ist @ = >, _; apxy mit

ay, = by/ck, wobei by, ¢, € Rund ¢, ¢ p. Es ist dann auch ¢ := cica... ¢ € p, aber ¢ € J. Somit
liegt J in keinem Primideal , weshalb schon J = R gilt. Alsoist 1 € J und z € L. O
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Definition 1.3.15. Es sei O eine R-Ordnung in A. Fiir v € Q¢ setzen wir O, := O ®g R, und
nennen O, die Lokalisierung von O an der Stelle v.

Es ist O, in kanonischer Weise eine R,-Ordnung. Aus obigem Lemma und aus 1.3.7 folgt:

Korollar 1.3.16. FEs gilt:

R= ()R, und O= () O,
veNy veE}

1.4 Topologische Eigenschaften von Quaternionenalgebren

Es sei in diesem Abschnitt K ein algebraischer Zahlkérper und R = Ok sein Ganzheitsring. Fiir
eine Stelle v € Q(K) bezeichne K, die Vervollstindigung von K beziiglich einem zu v gehorigen
Absolutbetrages. Fiir eine endliche Stelle v € Qf(K) bezeichnen wir den zu K, gehorigen Be-
wertungsring mit R,. Weiters sei A eine Quaternionenalgebra iiber K.

Es sei v € 1y und p das dazugehorige Primideal. Weil Ok ein Dedekindring ist, ldsst sich fiir
z € K das gebrochene Haupideal (z) eindeutig als Produkt von Primidealen schreiben:

@=JI a@,

{0}#q<R prim
fir eindeutige v4(z) € Z. Es ist dann
vp: K*—17

die p-adische Bewertung von K und K, die Vervollstindigung von K beziiglich folgendem Ab-
solutbetrag:
| o K—Ry, |a]y=c @

wobei ¢ := N(p) die Norm des Primideals p bezeichnet. Weiters ist
Ry ={z e Ky ||z|ly <1} ={z € Ky| |z, < N(p)}
der Bewertungsring von K, und
po={z €K, ||zl <1} = {z € Ky | |z, < N(p)™'}

das maximale Ideal in R,.
Falls v eine reelle (bzw. komplexe) Stelle ist, bezeichnen wir mit | . |, = | . | (bzw. | .|, =] . |?)
den gewohnlichen Absolutbetrag auf R (bzw. C).

Theorem 1.4.1. 1. Fir v € Q ist K, ein lokalkompakter topologischer Kdorper, und fiir
v € Qy ist R, ein kompakter offener Teilring von K,.

2. Firv € Q ist K beziiglich der Teilraumtopologie von K, eine lokalkompakte offene Gruppe
und fiir v € Qy ist Ry eine kompakte offene Untergruppe von K.
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Beweis. 1. Nach [1, Seite 402] ist die Vervollstindigung eines Korpers beziiglich eines Absolut-
betrages ein topologischer Korper. Um zu zeigen, dass K, lokalkompakt ist, geniigt es somit zu
beweisen, dass jede Umgebung der {0} eine kompakte Umgebung enthilt.

Weil R, das Urbild von (—c¢,¢) und [—1,1] unter | . |, ist, ist R, offen und abgeschlossen.
Analog erhélt man, dass fiir 7 € N die p], offen und abgeschlossen sind. Da {p] | » € N} eine
Umgebungsbasis der {0} € K, bildet, geniigt es fiir die restlichen Behauptungen zu zeigen, dass
R, kompakt ist.

Die Menge R, aber, ist die Einheitskugel in dem vollstdndigen normierten Raum K,. Wir erin-
nern uns aus der Funktionalanalysis, dass Einheitskugeln in endlichdimensionalen Banachridumen
kompakt sind.

2. Weil die Menge {0} abgeschlossen ist, ist K, = K, \{0} offen. Dass R offen und abgeschlossen
ist, folgt aus

Ri={recK,||zl,=1}={z e K, | |z|], >c'}n{z € K, | |z|, <)}
Als abgeschlossene Teilmenge von R, ist R} nach 1.4.5 kompakt. O

Im n#chsten Resultat zeigen wir, dass man wie auf K,, auf quaternionschen Divisionalgebren
A, iiber K, eine Bewertung definieren kann. Weiters stellt sich heraus, dass der Bewertungsring
O, offen und kompakt ist. Dies ist ein wichtiger Schritt um die Arithemtik solcher Algebren zu
verstehen. (Wir haben hier die Objekte A, und O, nicht wie zuvor durch lokalisieren von A und
O eingefiihrt. Da aber alle (hier betrachteten) lokalen Objekte von dieser Form sind, macht das
nichts.)

Proposition 1.4.2. Es sei A, eine quaternionsche Divisionsalgebra tiber K, und es bezeichne
v: K*—7 die v-adische Bewertung von K. Dann hat die Abbildug

w: A, —7Z, w(z):=v(n(x)).
folgende FEigenschaften:
1. w(zy) = w(z) +w(y) fir alle z,y € A},
2. w(x +y) > min{w(x),w(y)} mit Gleichheit falls w(x) # w(y) fir alle x,y € Aj.
Also definiert w eine Bewertung auf A, und
| la, s Ay — Ry, fafa, = [n(@)]y = ¢
einen Absolutbetrag auf A, .

Beweis. 1. Die Gleichung folgt aus der Definition von v und aus der Multiplikativitit der Nor-
mabbildung.

2. Es sei x € A, \ K,. Weil A, eine Divisionsalgebra ist und weil = algebraisch iiber K, ist, ist
K,(z) eine quadratische Korpererweiterung. Nach 1.1.10 gilt n|g, () = Ng,(2)/K,- Wir wissen
aus der Algebra, dass v o Nk, )/, eine Bewertung von K, () ist. Somit gilt die Behauptung
fiir w| g, (2)-
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Nun seien z,y € A}. Wir wenden obige Uberlegung auf K, (zy~') an und erhalten:
w(z +y) —w(y) = wley™ 4+ 1) > Min{w(zy ™), w(1)},

mit Gleichheit wenn w(xy~1) # w(1). Durch erneutes Anwenden von (1) ergibt sich die Behaup-
tung. O

Proposition 1.4.3. Es sei A, eine quaternionsche Divisionsalgebra iber K,. Der Bewer-
tungsring Oy = {z € Ay | |z[a, < 1} = {z € Ay | |z[4, < 1} und seine Einheitengruppe
O ={x € Ay | In(x)|, = 1} sind offen und kompakt in A,.

Beweis. Weil O, das Urbild von (—c, ¢) unter | . | 4, ist, ist O, offen. Wir zeigen, dass O, kompakt
ist. Nach 1.4.2 ist A, ein normierter Vektorraum. Es geniigt zu zeigen, dass A, vollstéindig ist,
denn die Einheitskugeln in vollstdndigen normierten Vektorrdumen sind kompakt. Das folgt aus
einer allgemeinen Uberlegung im Beweis des néchsten Theorem.

Wir stellen O als Urbild des Absolutbetrages dar und erkennen, dass O} abgeschlossen und
offen ist:

Of={zcAl|lz|ja,=1={zcAl|l|z|s, >cIn{zecAll|z|s, <c)}.
Als abgeschlossene Teilmenge des kompakten Bewertungsringes O, ist O; kompakt. 0

Bemerkung 1.4.4. Aufgrund von 1.4.2 und 1.4.3 kann man die Elemente aus O, wie jene aus
R, eindeutig in einer Potenzreihe darstellen. Genauer kann man zeigen:

Es sei m € O, ein Element mit Bewertung w(w) = 1. Dann gibt es fiir jedes a € O, eine
eindeutige Darstellung der Form:

a= Zami, mit a; € O,, 7€ N.
i>0

Die néchsten beiden Satze sind grundlegend fiir die Konstruktionen in Kapitel 2.

Theorem 1.4.5. Es sei A eine Quaternionenalgebra tiber K und O eine R-Ordnung in A. Dann
ist fiir v € Q A, in kanonischer Weise eine lokalkompakte K,-Algebra, und fiir v € Qf, ist O,
eine kompakte, offene R,-Ordnung.

Beweis. Der Beweis dieses Theorems folgt einem allgemeinen Prinzip:

Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem vollsténdigen nichttrivial bewerteten topo-
logischen Korper L. Dann gibt es genau eine Hausdorfftopologie auf V' sodass V' ein topologischer
Vektorraum wird. Diese erhélt man durch die Produkttopologie auf L™.

Man sieht leicht, dass A, mit der Produkttopologie des K zu einer topologischen K,-Algebra
wird. Aus den Eigenschaften von K, erhilt man, dass A, eine vollstdndige, lokalkompakte, to-
pologische K,-Algebra ist. Falls A, eine Divisionsalgebra ist, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage
fiir die Topologie, dass die von K, induzierte Topologie mit der von der Bewertung induzierten
Topologie iibereinstimmt.
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Nun sei v € Qf und {z1,...,24} eine R,-Basis von O,. Es ist dann {x1,..., 24} auch eine
K,-Basis von A, und nach Definition der Topologie auf A, erhalten wir einen topologischen
Vektorraumisomorphismus:

f:Kff—>Av flai,...,aq) := Z a;T;
1<i<4

Dann ist f(R}) = O, und weil nach 1.4.1 R, kompakt und offen ist, folgt die Behauptung. [

Bemerkung 1.4.6. Durch die Produkttopologie des R* erben die Hamilton’schen Quaternionen
H = (-1, —1|R) eine C*°*-Mannigfaltigkeitsstruktur. Genauer haben wir einen Diffeomorphismus
{z € H* | n(2) = 1} = {(z1,22,73,24) € R* | 22 + 23 + 2% + 27 = 1} = 93. Wegen R-¢ D
n(H*) D n(R) D Rsg erhalten wir H* = S3 x R,.

Theorem 1.4.7. Es sei A eine Quaternionenalgebra iber K und O eine R-Ordnung in A.
1. Fiirv € Q ist A}, beziiglich der Teilraumtopologie von A, eine lokalkompakte offene Gruppe.
2. Fiirv € Qy ist Oy eine kompakte, offene Untergruppe von Aj.

Beweis. 1. Zunéchst bemerken wir, dass A} offen ist: Falls A, eine Divisionsalgebra ist, folgt
das aus A} = A, \ {0}. Im anderen Fall ist A} = GL2(K,) das Urbild von K, \ {0} unter der
stetigen Funktion det, und somit offen.

Nun zeigen wir, dass A} lokalkompakt ist. Wir behandeln zunéchst den archimedischen Fall.
Dann ist A} = H*, GLa(R) oder GL2(C), je nachdem ob v reell ist und A {iber R verzweigt
(oder nicht) oder ob v komplex ist. Diese drei Gruppen sind offene reelle Mannigfaltigkeiten
(H* = R-g x S3, nach 1.4.6 und GLg(R) bzw. GLy(C) sind die Urbilder von R\ {0} unter der
glatten Funktion det) und daher lokal kompakt, denn: Sei x € A% und (¢, U) eine Karte, so dass
x € U. Dann besitzt ¢(x) eine kompakte Umgebung in ¢(U) und ihr Urbild ist eine kompakte
Umgebung von z in A .

Es sei nun v nicht-archimedisch. Weil A, eine topologische K,-Algebra ist, ist A} eine topologi-
sche Gruppe und es geniigt es zu zeigen, dass {1} eine Umgebungsbasis aus kompakten Mengen
besitzt.

Falls A, eine Divisionsalgebra ist, wéihlen wir ein Element 7w € A, mit Bewertung w(7w) = 1 und
betrachten den offenen und kompakten Bewertungsring O, = {z € A4, | |z]|a, < 1} aus 1.4.3.
Somit definiert

{14+7"0, | r eN}

eine kompakte (und offene) Umgebungsbasis der {1} in A%. (Weil Elemente aus 1 + 7”0, Be-
wertung 0 haben, liegen sie in O}, also insbesondere in A}.)

Falls A, = Ma(K,), ist
{I> + pyM2(Ry) | 7 € N}

eine solche Umgebungsbasis, denn mit R, ist auch Ma(R,) offen und kompakt. (Es ist leicht zu
tiberpriifen, dass Matrizen aus Io 4+ p)My(R,) invertierbar sind.)
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2. Es sei v € Q2y.Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir maximale Ordnungen O,.

Es sei A, eine Divisionsalgebra. Dann kann man zeigen (siehe [8, Seite 208]), dass O, = {z €
Ay | |x|a, < 1} aus 1.4.3 die eindeutige maximale Ordnung von A, ist. In 1.4.3 haben wir
gezeigt, dass O, offen und kompakt ist.

Es sei nun 4, = Ma(K,). Dann kann man zeigen (siehe [8, Seite 210]), dass alle maximalen
Ordnungen zu O, = May(R,) konjugiert sind. Wegen der Stetigkeit der Multiplikation reicht es
daher den Satz fir O} = GLa(R,) zu zeigen. Da R, offen und kompakt in K, ist, ist Ma(R,)
offen und kompakt in A,. Die Gruppe GLa(R,) ist das Urbild der offenen und abgeschlossenen
Menge R, unter der stetigen Abbildung det. Demnach ist GLa(R,) offen und als abgeschlossene
Teilmenge der kompakten Menge Ma(R,,) selbst kompakt. Das zeigt die Behauptung,.

Es sei nun O) eine beliebige Ordnung. Nach 1.3.12 ist O] in einer maximalen Ordnung O,
enthalten. Es geniigt zu zeigen, dass O.F offen ist. Denn dann ist O auch abgeschlossen und
als Teilmenge der kompakten Menge O, kompakt. Wir zeigen, dass {1} eine offene Umgebung
in O)f hat. Es hat dann jedes Element in O, eine offene Umgebung, womit O} offen ist.

Es sei A, eine Divisionsalgebra. Dann liegt O] in der maximalen Ordnung O, = {z € A, |
|z| 4, < 1}. Wir wihlen ein Element 7 € O, mit Bewertung w(r) = 1. Es ist dann (7"),en eine
Nullfolge in O,. Da 1 € O} und O, offen ist, existiert eine natiirliche Zahl m € N mit

U::1—|—7rm(9vg(’7;}

Aus 1.4.4 folgt, dass U eine Untergruppe von O} ist, womit U eine offene Umgebung der {1} in
Oy ist.

Es sei nun A, = My (K,). Weiters sei 7 ein uniformisierendes Element von R,, also v(7) = 1.
Dann existiert ein m € N mit

U:=1, —l—p;nMg(Rv) - O;

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass U eine Untergruppe von GLa(K,) ist. Somit ist U eine
offene Umgebung der {1} in O.F. O

Bemerkung 1.4.8. Ersetzen wir in 1.4.3, 1.4.5 und 1.4.7 A durch K und in 1.4.5 und 1.4.7 O
durch R, so erhalten wir jeweils die Aussagen von 1.4.1. Das Entscheidende an 1.4.5 und 1.4.7
ist, dass es uns erlaubt, Ordnungen zu studieren, die nicht von einer Bewertung kommen.
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Kapitel 2

Adele und Idele

In diesem Kapitel sei K ein algebraischer Zahlkérper und R = O sein Ganzheitsring. Weiters
bezeichne 2 = Q(K) die Menge aller Stellen von K, Q. die Menge der unendlichen Stellen
und Q¢ die Menge der endlichen Stellen. Fiir eine Stelle v € Q(K) bezeichne K, die Ver-
vollstdndigung von K beziiglich einem zu v gehorigen Absolutbetrages. Fiir eine endliche Stelle
v € Qf(K) bezeichnen wir den zu K, gehérigen Bewertungsring mit R,. Weiters sei A eine
Quaternionenalgebra iiber K und A, = A @k K.

2.1 Das eingeschriankte direkte Produkt

Definition 2.1.1 (Eingeschrinktes direktes Produkt). Es sei A eine Menge und A eine
endliche Teilmenge. Weiter sei {G | A € A} eine Familie von lokalkompakten, hausdorff’schen
topologischen Gruppen. Fiir A € A\ Ay sei H) eine kompakte offene Untergruppe von G). Das
eingeschrankte direkte Produkt der Gruppen G in Bezug auf H) ist die folgende Untergruppe
des direkten Produktes:

G := H [Gy: Hy] :={x = (2)\)aren € H Gy | xx € H) fiir fast alle A € A\ A}
AEA\Ao AEA
Die Familie von Mengen
{H Uy | Uy offene Umgebung der Einselemente in G und Uy = H), fiir fast alle A € A\ Ap}
AEA

definiert eine Umgebungsbasis des Einselementes in G.
Es sei S eine endliche Menge mit Ag € S C A. Wir definieren eine Untergruppe von G:

Gs = H G)\ X H H)\.
AES AEA\S
Nach Definition der Topologie auf G ist Gg offen in G.

Da ohnehin alle hier behandelten topologischen Objekte hausdorff’sch sind, werden wir, diese
Voraussetzung in obiger Definition nicht wieder erwéhnen. Fiir ein © € G bezeichne x) die
Projektion von x auf die Komponente Gy.
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In den néchsten beiden Proposition untersuchen wir die Topologie von G.

Proposition 2.1.2. Es sei S eine endliche Menge mit Ag C S C A. Dann ist Gg ist eine
lokalkompakte topologische Gruppe.

Beweis. Es ist Gg ein endliches Produkt lokalkompakter topologischer Rdume mit einem kom-
pakten Raum. Also ist Gg mit der Produkttopologie eine lokalkompakter topologischer Raum.
Offensichtlich ist Gg dann auch eine lokalkompakte topologische Gruppe, beziiglich der Pro-
dukttopologie.

Die Produkttopologie auf Gg ist identisch zu der Teilraumtopologie auf Gg, die durch die oben
definierte Umgebungsbasis induziert wird.

Somit ist jede Untergruppe von G, die von der Form Gy ist, lokalkompakt beziiglich der Topo-
logie, des eingeschrinkten direkten Produktes. Da jedes Element von G in einer Untergruppe
der Form Gg liegt, ist G lokalkompakter topologischer Raum. Die Topologie ist wieder mit der
Gruppenstruktur vertréglich. O

Proposition 2.1.3. Der topologische Abschluss einer Teilmenge Z C G ist kompakt genau dann,
wenn Z C [ [ ea Zx fiir kompakte Teilmengen Zy C Gy mit Zy = H) fiir fast alle A € A\ Ag.

Beweis. Es sei Z C G kompakt. Da G von offenen Mengen der Form Gy iiberlagert wird, gibt
es eine endliche Teiliiberlagerung die Z iiberlagert. Es gibt eine Menge Sy sodass diese endliche
Teiliiberlagerung in Gg, liegt. Also erhalten wir:

1. Fiir A € A bezeichne p) : G — G die natiirliche Projektion. Da die Topologie des
eingeschrénkten direkten Produktes auf Gg, C G mit der Produkttopologie iibereinstimmt,
sind die py stetig auf Gg, und somit ist p)(Z) kompakt fiir alle A € A.

2. Esist py(Z) C H) fiir fast alle A € A.

Die Behauptung folgt nun unmittelbar.

Es sei nun umgekehrt Z in einem Produkt der Form [] xen Zx enthalten, mit Zy C G\ kompakt
und Z) = H, fiir fast alle A € A\ Ag. Weil auf Gg die Topologie des eingeschrinkten direkten
Produktes mit der Produkttopologie iibereinstimmt, ist Z kompakt in Gg. Dass Z kompakt in
G ist folgt aus der Definition der Kompaktheit. O

Wenn in obiger Definition die G lokalkompakte topologische Ringe (bzw. Moduln) sind, und
die H) kompakte, offene topologische Unterringe (bzw. Untermoduln) von G sind, dann zeigt
man leicht, dass [T\, [Gx 1 Ha] ein lokalkompakter topologischer Ring (bzw. Modul) ist. Wir
sprechen dann von einem eingeschrinkten direkten Produkt von Ringen (bzw. Moduln).

In den von uns betrachteten Situationen wird A = 2, die Menge aller Stellen von K sein und
Ay = Qq die Menge aller archimedischen Stellen sein. Es sei im folgenden S eine endliche Menge
mit Qo €5 C Q.

Beispiel 2.1.4. 1. Fiir alle Stellen v € 2 ist nach 1.4.5 K, ein lokalkompakter topologischer
Korper, und fiir v € Qy ist R, ein kompakter offener Unterring von K,. Wir kénnen also
das eingeschriankte direkte Produkt der Ringe K, in Bezug auf R, bilden. Dieses nennen
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wir den Ring der Adele von K. Wir bezeichenen ihn mit Ag. Esseix € K. Dann ist x € K,
fiir alle v € , und x € R, fiir fast alle v € Q\ Q. Also kénnen wir K durch die Abbildung
x+— (...,z,x,2,...,2,x,...) in Ag einbetten. Das Bild von K unter dieser Einbettung
werden wir mit K bezeichnen. Die Untergruppe Ag g := [],cq Koy X Hveﬂ\s R, nennen
wir die S-Adele von K.

. Fir alle Stellen v € 2 ist nach 1.4.7 K eine lokalkompakte topologische Gruppe, und
fir v € Qy ist R}, eine kompakte offene Untergruppe von K. Das eingeschrénkte direkte
Produkt von K, in Bezug auf R}, nennen wir die Gruppe der Idele von K und notieren wir
mit Ix. Wir kénnen Ix als Teilmenge von A g auffassen. Tun wir dies, so ist Ix gerade die
Menge der Einheiten von A . Die Topologie von I als eingeschrénktes direktes Produkt
stimmt nicht mit der Teilraumtopologie von A iiberein, siehe 2.3.1. Die Untergruppe
Ik,s = [lpes K3 % [oeqs By nennen wir die S-Idele von K.

. Es sei A eine Quaternionenalgebra iiber K und A, = A ®x K,. Weiters sei O R-eine
Ordnung in A und O, = O ®g R,. Nach 1.4.5 ist A, fiir alle Stellen v € §2 eine lokalkom-
pakte topologische Algebra, und fiir v € ¢ ist O, ein kompakter offener Unterring von
A,. Das eingeschriankte direkte Produkt der A, in Bezug auf O, bezeichnen wir mit A 4
und nennen es den Ring der Adele von A. Wie in (1) kénnen wir A und K wieder in A 4
einbetten. Wir werden die Bilder unter dieser Einbettung mit A und K bezeichnen. Die
Untergruppe A s := [],cq Av ¥ HveQ\S O, nennen wir die S-Adele von A.

. Fir alle Stellen v € Q ist nach 1.4.7 A} eine lokalkompakte topologische Gruppe, und
fir v € 1y ist O, eine kompakte offene Untergruppe von Aj. Das eingeschrénkte direkte
Produkt der A} in Bezug auf O} bezeichnen wir mit I4, und nennen es die Gruppe der
Idele von A. Die Topologie von 14 als eingeschrianktes direktes Produkt stimmt nicht mit
der Teilraumtopologie von A 4 iiberein, siche 2.3.1. Die Untergruppe I45 := [[,cq 45 ¥
[Tea\s Oy nennen wir die S-Idele von A.

. Es sei E ein n-dimensionaler K-Vektorraum und {ey,...,e,} eine Basis. Fiir v €  ist
dann {e; ®x 1,...,e, @k 1} eine Basis des K,-Vektorraums E, := F &k K,. Dieser ist
lokalkompakt beziiglich der durch K, induzierten Produkttopologie. Weil fiir v € €1y, R,
ein Hauptidealring ist, ist nach 1.3.9, das R,-Erzeugnis von {e; ®x 1,...,e, @k 1} ein
freier R,-Modul. Dieser, wir notieren ihn mit &,, ist offen und kompakt.

Wir konnen also das eingeschriankte direkte Produkt der F, in Bezug auf ¢, bilden, und
notieren es mit Ap/ .

Lemma 2.1.5. Es seien [ ca\a,[Ga : H)] und HAeA\A() G\ : H}] zwei eingeschrinke direkte

Produkte von topologischen Gruppen (bzw. Moduln). Fir A € A seien fy : Gy — G\ topologi-
sche Gruppenhomomorphismen (bzw. Modulhomomorphismen) mit fx(Hy) C H). Dann ist auch
die Einschrinkung des topologischen Gruppenhomomorphismus (bzw. Modulhomomorphismus)

H/\eA I auf HAEA\AO (G : Hy] ein solcher.

Beweis. Das folgt aus der Definition des eingeschrénkten direkten Produktes. O
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Beispiel 2.1.6. Es bezeichne n,, : A, — K die Normabbildung von A,. Nach 1.3.1 und 1.3.11
gilt n,(O0y) C R, fiir alle v € Q. Also erhalten wir einen Morphismus na : Aq — Ag.
Diesen nennen wir die (reduzierte) Normabbildung von A 4. Analog erhélt man eine (reduzierte)
Spurabbildung spa : A4 — Ag.

Da die Gruppen K, und A, und jene aus 2.1.4 lokalkompakt sind, kénnen wir die Konzepte der
harmonischen Analysis verwenden um diese zu untersuchen.

Es sei G eine lokalkompakte Gruppe, p ein Haar-Mafl auf G und « € Aut(G) ein topologischer
Gruppenautomorphismus auf G. Dann definiert « ein Haar-Mafi u® auf G, indem wir fiir jede
messbare Funktion f auf G folgende Gleichung fordern:

/f(g)du(g)z/ f(al(g))du®(g)
G G

Da Haar-Mafle auf lokalkompakten Gruppen bis auf Konstanten eindeutig bestimmt sind, exi-
stiert ein ¢, € R, sodass fiir alle messbaren Mengen B C G die Gleichung pu(B) = cqu(B) gilt.
Wir nennen ¢, den Modul von « und die Zuordnung o — ¢, die Modulabbildung. Offensichtlich
gilt

CaoB = Ca " €3,

fiir zwei topologische Gruppenautomorphismen «, 8 € Aut(G). Somit ist der Begriff des Moduls
unabhéngig von dem zu Beginn gewihlten Haar-Maf3 p.

Definition 2.1.7. Falls T ein lokalkompakter Ring ist, ist fiir x € T™ die Linksmultiplikation
my : T—T, z+— xz ein topologischer Ringautomorphismus auf 7. Den Modul von m, nennen
wir den Modul von x und notieren ihn mit ||z||7. Weiters definieren wir fiir x € T\T™* : ||z||r = 0.

Es sei T ein lokalkompaker und o-kompakter Ring (also Vereinigung von abzdhlbar vielen
kompakten Teilmengen) und M ein freier, lokalkompakter topologischer Modul iiber 7" mit
dimp M = n. Dann ist M mit T™ topologisch isomorph: Ist ndmlich f : T™ — M der alge-
braische Isomorphismus, so ist f stetig, und nach [3, Abstract Harmonic Analysis, Chapter II,
(5.29)], auch offen.

Es definiert die komponentenweise Linksmultiplikation mit z € 7™ einen Automorphismus auf
M. Den Modul des von x € T induzierten Automorphismus auf M nennen wir den Modul von
z auf M und notieren ihn mit ||z| 5s. Aus Fubini’s Theorem folgt dann fiir = € T*:

zl[ar = llzl7-
Bemerkung 2.1.8. Die topologischen Ringe K,, A, und A sind o-kompakt.

1. Es sei p, das maximale Ideal von R,, 7 ein uniformisierendes Element und R,/p, =

{v1,...,v4}. Dann ist
K-U U Y wriee

neN v;€Ry/py —n<i<0
ie{—n,...,0}

und somit ist K, o-kompakt. Aufgrund des topologischen Isomorphismus A, = K2 ist
auch A, o-kompakt.
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2. Da es nur endlich viele archimedischen Stellen und nur abzahlbar viele Primideale in R
gibt, ist die Anzahl der Stellen von K, abzéhlbar. Daraus, und aus (1) folgt, dass Ag
o-kompakt ist.

Theorem 2.1.9. Es sei A eine Quaternionenalgebra iber K und v € Q. Dann gilt:
L ||z|ly = ||z||lk, = |x|0, fiir alle x € K,
2. ||z||a, = Hn(m)”%ﬂ, fir alle x € Aj.

Falls A, eine Divisionsalgebra ist, ist nach (2) und 1.4.2

lz)la, = \:C|,24v, fiir alle x € A,.

. . . . D .
Beweis. 1. Man sieht leicht, dass fiir eine reelle Stelle v ||z||gr = || 2] ||, und fiir eine komplexe

Stelle v ||z||c = |z|? et |z|, gilt. Fiir den nichtarchimedischen Fall siehe [2, Proposition 3.2.9].
2. Nach 2.1.8 und der Uberlegung davor, gilt:
In(z)||a, = ||n(a:)||}l(v, fiir alle x € A},
Aus der Multiplikativitdt der Normabbildung und der Modulabbildung folgt:
In(x)lla, = llz]la, 7] a,, firalez e Ay

Somit geniigt es fiir € A die Identitét [|z||x, = 7|k, zu zeigen.
Es sei my : Ay—A,, 2z — zz die Linksmultiplikation mit x und id4, : A,— A, die Abbildung,
die jedem Quaternion sein Konjugiertes zuordnet. Dann ist

mf:ﬁAv 0 My OEAH-

Somit geniigt es zu zeigen, dass der Modul von id4, gleich 1 ist. Die Abbildung id, ist aber
offensichtlich maflerhaltend. O

Den Rest des Abschnittes widmen wir der Vertriglichkeit der Modulfunktion mit der Kon-
struktion des direkten Produktes. Das wird in der Arbeit nicht gebraucht werden, ist aber von
dsthetischem Wert.

Proposition 2.1.10. Es sei G = [[\ca\a,[Ga 1 Hi] ein eingeschrinktes direktes Produkt von
Gruppen bzw. Ringen. Weiters seien dg, Haar-Mafe auf Gy mit folgender Normierung:

/ 1dgy=1
H),

fiir fast alle A € A\ Ag. Dann gibt es genau ein Haar-Maf$ dg auf G, sodass fiir jede Menge S
mit Ag C S C A die Finschrinkung des Mafes dgs von dg auf

Gsiz HG)\X H H)\.

AES AEA\S

das Produktmafs ist.
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Beweis. [10] Seite 185. 0

dg =[] dox

AEA

Wir schreiben

fiir das in obiger Proposition definierte Maf, und nennen dg das durch die dgy induzierte Maf
auf G.

Korollar 2.1.11. Die Modulabbildung auf G ist das Produkt der Modulabbildungen auf Gy :

Ille =TI lles

AEA

Beweis. Die Behauptung folgt aus 2.1.10. O

2.2 Topologische Eigenschaften der Adele von Quaternionenal-
gebren

Um die Arithmetik von K bzw. A zu verstehen, werden wir die topologischen Eigenschaften der
eingeschrankten direkten Produkte aus 2.1.4 untersuchen.
Das Ziel dieses Abschnittes ist folgender Satz:

Theorem 2.2.1. Es sei A eine Quaternionenalgebra tiber einem algebraischen Zahlkérper K.
Dann gilt

1. FEsist K diskret und kokompakt in Ak .
2. Esist A diskret und kokompakt in A 4.

Wir stellen zunéchst die notwendigen Teilresultate zusammen, und geben einen Beweis von 2.2.1
am Ende des Abschnittes.

Als erstes erinnern wir an die Konstruktion aus 2.1.4(5) und betrachten A als K-Vektorraum und
K als Q-Vektorraum. Wir werden zeigen, dass die Topologien auf A i/g und Ag iibereinstimmen,
womit schon fast alles getan ist, um die Behauptung auf den Fall K = Q zu reduzieren.

Lemma 2.2.2. FEs sei E/ ein n-dimensionaler Vektorraum tiber K. Wir fassen K als Vektorraum
iiber sich selbst auf und bilden Ag/x und Ay wie in 2.1.4(5). Es ist dann A,k ein A -Modul
und Ag/x = (Ak)" ein topologischer Modul-Isomorphismus.

Beweis. Zunéchst ist Ap/i durch komponentenweise Operation ein freier A -Modul. Somit
haben wir einen algebraischen stetigen Isomorphismus f : A /g — A% Nach 2.1.2 sind Ag
und Ap, i lokalkompakt und nach 2.1.8 ist Ax o-kompakt. Somit folgt die Behauptung aus
folgendem allgemeinen Prinzip:

Es sei T ein lokalkompaker und o-kompakter Ring und M ein freier, lokalkompakter topologi-
scher Modul iiber T" mit dimp M = n. Dann ist M mit T™ topologisch isomorph: Ist ndmlich
f:T™ — M der algebraische Isomorphismus, so ist f stetig, und nach [3, Abstract Harmonic
Analysis, Chapter II, (5.29)], auch offen. O
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Lemma 2.2.3. Es sei K ein algebraischer Zahlkérper, L/ K eine Kérpererweiterung mit [L :
K] = n und v eine Stelle von K. Es bezeichne Oy den Ganzheitsring von L. Wir wihlen
{e1,...,en} mit der Figenschaft {(e1,...,en)r = Op und definieren €, := (e1,...,en)r, fir
v € Q¢. Dann existiert ein topologischer Vektorraumisomorphismus 1, sodass

Yo Yy
Lok K, §HLw, und &, %H((’)L)w

w|v wlv
gilt, wobei w tber alle Stellen von L lduft, die iber v liegen.

Beweis. [10, Beweis von Lemma 5.10] Beim Nachlesen, erinnere man sich an den topologischen
K,-Vektorraumisomorphismus L @ g K, = [[;~, K, aus 1.4.5. O

Proposition 2.2.4. Es sei L/K eine Korpererweiterung. Dann sind die Konstruktionen aus
2.1.4(3) und 2.1.4(5) als topologische Moduln isomorph. Das heifit A, = Ay g, wobei:

Ap={xe€ H Ly | xy € (OL)w fiir fast alle w € Q(L)}
weQ(L)

Apg={z€ H L®g Ky | 2y € &y fiir fast alle v € Q(K)}
veEQ(K)

Beweis. Es folgt aus 2.2.3 und 2.1.5, dass die Abbildung (¢,),ecq(x) aus 2.2.3 ein topologischer
A g-Modulisomorphismus zwischen Ay und Ap /g ist. O

Proposition 2.2.5. Es ist Q eine diskrete und kokompakte Untergruppe von Ag.

Beweis. Wir definieren
1
C:={zecAg||rvlv. < B und |z, <1 fiir alle v € Qf}.

Es geniigt zu zeigen, dass C N Q = {0} und Ag = C' + Q gilt. Es sei x € C N Q. Wegen z € Z,,
fiir v € Qg ist z € Z und wegen |z,_|v, < 3 ist 2 = 0.

Die Identitdt Ag = C' + Q beweisen wir in zwei Schritten. Zunéchst zeigen wir, dass fiir y € Ag
ein § € Q existiert mit y, —9 € Z, fiir v € Q. Es sei S C (2 eine endliche Menge sodass v, € Z,
fiir v ¢ S. Dann existiert ein v = u(v) € Q mit folgender Eigenschaft:

Yy —u € Ly, firves und u€Zy firvgsS.

Nun setzen wir § = ) g u(v), womit der erste Schritt gezeigt ist.
Weiters exitiert ein ¢’ € Z sodass |[yoo — 0 — §'|00 < % ist. Weil die Elemente 3., — ¢ und ¢’ in Z,
liegen, erhalten wir:

1
|yoo—5—5’|00§§ und |y — 6 — |y < 1.

Somit ist y = yoo — 0 — & + 5 + &', womit das Theorem bewiesen ist. O
—_—
eC Q
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Beweis von Theorem 2.2.1. 1. In 2.2.5 wurde der Fall K = Q gezeigt. Den allgemeinen Fall
fithren wir auf diesen zuriick: Es sei [K : Q] = n. Dann erhalten wir aus 2.2.2 und 2.2.4 einen Iso-
morphismus von topologischen Ag-Moduln Ax = Af. Also gilt Ay /K = Af /Q™ = (Ag/Q)",
womit Ay /K kompakt und K diskret in A ist.

2. Aus 2.2.2 erhalten wir einen Isomorphismus von topologischen A -Moduln A 4 & A%.. Also
gilt Ag/A 2 AL /K* > (Ak/K)* ;womit A 4/A kompakt und A diskret in A 4 ist. O

2.3 Topologische Eigenschaften der Idele

Wir wollen eine multiplikative Fassung von 2.2.1 beweisen. Es stellt sich jedoch heraus, dass we-
der K* kokompakt in I noch A* kokompakt in I4 liegt. In diesem Abschnitt liegt eine starke
Analogie zwischen algebraischen Zahlkoérpern und Quaternionenalgebren vor. Analoge Aussa-
gen werden wir simultan beweisen. Es sei in diesem Abschnitt X ein algebraischer Zahlkorper
oder eine Quaternionenalgebra iiber einem Zahlkorper. Aus 1.4.1 und 1.4.5 wissen wir, dass X,
lokalkompakt ist. Wir beginnen mit folgender Proposition:

Proposition 2.3.1. 1. Die Abbildung v : Ix — Ax x Ak, v(x) = (z,271) ist ein topologi-
scher Isomorphismus auf sein Bild.

2. Die Abbildung v : Ty — A x Ay, u(z) = (z,271) ist ein topologischer Isomorphismus
auf sein Bild.

Beweis. Essei X ein algebraischer Zahlkorper oder eine Quaternionenalgebra {iber einem solchen
und Y = R falls X = K oder Y = O eine Orndung, falls X = A. Es sei z € Ix und

U, = {H Uy | U, offene Umgebungen von z, € X, und U, =Y, fiir fast alle v € Q\ Q. }
vEN

eine Umgebungsbasis von = in A x. Weiters bezeichne

V, = {H Vu | Vi offene Umgebungen von z, € X, und V,, =Y, fiir fast alle v € Q\ Qo }
vES)

eine Umgebungsbasis von x in Ix.

Wir zeigen nun, dass ¢ stetig ist. Dazu wihlen wir ein V' € V, und zeigen, dass «(V) eine
Umgebung von «(z) in A% ist. Es existiert eine endliche Menge S D Qo sodass V =[], cq Vi X
va g Y ist. Weil nach 1.4.7 X offen in X, ist, sind die V,, offene Umgebungen von z, in X,,.
Folglich ist Vi = [[,e5 Vo x[],¢g Yo eine Umgebung von z in Ay und V2 = [],¢g Vb [Togs Yo
eine Umgebung von 27! in Ayx. Weil Ax x Ax die Produktopologie trigt, ist Vi x V5 eine
Umgebung von (z,271) in A% und V3 x VaNi(Ix) eine Umgebung von ¢(x). Aus Vi x Vonu(Ix) =
{yy HlyeVi,yt eVl ={(y,y™") | [Tpes Vo X [T,¢s Yo} = «(V) folgt die Behauptung.
Wir zeigen nun, dass ¢! : ¢(Iy) — Ix stetig ist. Wir wihlen ein U = Uy x Us € U, x Uy,—1 und
zeigen, dass ¢~ 1(U) eine Umgebung von z in Ix ist. Es existieren endliche Mengen Si, S2 O Qoo
sodass Uy = [[,cq, Utv X HU¢51 Yy und Us = [],cg, Uav X HU¢S2 Y, ist. Esist U = U1 Ne(Ix) =
[Loes, Uty xI1ogs, Yo" eine Umgebung von z in Iy und Uy = UaNe(Ix) = [l e, U, X [Logs, Yo
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eine Umgebung von ! in Ix. Weiters ist U = {(y,y™1) | y € U NUL} und .1 (U) = U] NU} =

Hvesl\SQ Us, % HveslmSQ(va NnUs,) X HUE&\S1 Us, X Hv¢SIU52 Y.," eine Umgebung von z in
Ix. OJ

Wir betrachten die Abbildung:

I laxy —Rs0,  lzlay =[] lzllx.
vEQN

Nach 2.1.11 ist die Abbildung || . ||a, — R’ die Modulabbildung der lokalkompakten Gruppe
A x. Wir setzen
Iy = ker(]| . [lay)

und in 2.3.3 werden wir sehen, dass X sich kokompakt in Iﬁ( einbetten lasst.

Bemerkung 2.3.2. Wir hétten I} auch definieren kénnen, ohne zu wissen, dass || . ||a, das
Produkt der lokalen Modulabbildungen ist.

Theorem 2.3.3. Es sei A eine Quaternionenalgebra, die eine Divisionsalgebra iiber einem
algebraischen Zahlkorper K ist. Dann gilt

1. FEsist K* kokompakt in I}(.
2. FEsist A* kokompakt in 1}4.

Beweis. Es sei X ein algebraischer Zahlkorper oder eine quaternionsche Divisionsalgebra iiber
einem solchen. Nach der Artin’schen Produktformel, siehe etwa [10, Theorem 5.12], und nach
2.1.9 (2) ist X* C I%.

Nun seien m, M € RT und es sei

Vi={yely |0<m<|ylay <M}

Wir zeigen, dass das Bild von Y unter der natiirlichen Projektion in Ix/X* kompakt ist. Mit
m = M =1 folgt dann die Behauptung.

Nach 2.3.1 hat eine kompakte Menge in Iy die Form {z € Iy | (z,271) € C x C'}, wobei C und
C' kompakte Mengen in A x sind. Wir miissen also kompakte Mengen C und C’ in A x finden,
sodass fiir jedes y € Y ein a € X* existiert mit ay € C und y~'a™! € C".

Nach 2.2.1 ist A x/X kompakt (und lokalkompakt). Es sei p ein Haar Maf auf A x/X. Dann ist
p(Ax/X) endlich. Es sei C” C Ay mit Vol(C") > Vol(Ax/X)max{m™, M} und C := {z €
Ax | 2 = c1 — ¢y mit ¢1,c5 € C"}. Fiir y € Y ist Vol(C"y™1) > Vol(Ax/X). Also existieren
c1,c2 € Ax mit coy~! = c1y~! +a fiir ein a € X \ {0}: Wire a = 0, dann wire ¢; = c3. Somit
ist ay € C. Wenn wir yC” statt C"”y~! betrachten, erhalten wir y~'b € C, fiir ein b € X. Weil
X eine Divisionsalgebra ist, gilt a,b € X \ {0} = X*.

Mit C ist auch C? kompakt. Deshalb und weil X diskret ist, ist C?> N X endlich. Aus obigem
wissen wir ab € C?* N X = {d1,...,d,}. Als endliche Vereinigung kompakter Mengen ist auch
C":=J}, Od;* kompakt. Somit erhalten wir ay € C und y~ta=! € C". O

Es sei S eine endliche Menge mit 2o, € 5 C Q). Wir setzten I}Q g = I}< NIk,s, und erhalten:
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Korollar 2.3.4. Es bezeichne A eine quaternionsche Divisionsalgebra tiber einem algebraischen
Zahlkérper K. Dann gilt

1. Esist K*N I}Q g diskret und kokompakt in I}(y g-

2. Esist A*N 1}475 diskret und kokompakt in I}4,S'

Beweis. Es sei X = K oder X = A. Aus 2.3.1 und 2.2.1 folgt, dass X* diskret in Ix ist. Da
Ix s eine offene Untergruppe von Ix ist, ist X* N Ix g auch diskret in Iy 5. Wegen X™* C I}(
folgt X*NIxg=X*N I}Q g und somit ist X* N I}(’ g diskret in Ik g- Aus dem selben Grund ist
IL o/(X* NIk g) eine offene (und abgeschlossene) Untergruppe von Ik /X*. Aus 2.3.3 folgt die
Behauptung. 7 [
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Kapitel 3

Einheiten in total definiten
Quaternionenalgebren

In diesem Kapitel sei K ein algebraischer Zahlkérper mit [K : Q] = n und R = Ok sein
Ganzheitsring. Weiters bezeichne 2 = Q(K') die Menge aller Stellen von K, Q0 die Menge der
unendlichen Stellen und €2 die Menge der endlichen Stellen. Fiir eine Stelle v € Q(K') bezeichne
K, die Vervollstindigung von K beziiglich einem zu v gehorigen Absolutbetrages. Fiir eine
endliche Stelle v € Q¢(K) bezeichnen wir den zu K, gehérigen Bewertungsring mit R,. Weiters
sei S eine endliche Menge von Stellen mit 2., C .5 C Q.

3.1 Der Dirichlet’sche Einheitensatz fiir S-Einheiten

Wir erinnern an die folgenden Bezeichnungen

Ags=[[Kox [] Rev Ixs=][Kix [] R

veS veQ\S vesS veEQ\S

T = ker (|| . |lag) ={z € Axc | [] lwollo = 13,
VEN

I g =TI NIk

und setzen weiters
Rs:=KNAkgs.

Bemerkung 3.1.1. Es gilt:
1. Rs={x € K|z € R, fir allev ¢ S}
2. Rg=K"Nlgs =K NIy
3. Wir zeigen Rg = R:
Rs. C R: Essei z € Rg_, dann ist x € R, fiir v € Qy, weil K diagonal in Ag g liegt.

Wegen R = mveﬂf R, siehe 1.3.16 folgt die Behauptung.
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Rs. 2 R: Fiir x € R gilt offensichtlich xz € R, fiir v € .
In diesem Abschnitt werden wir den Dirichlet’schen Einheitensatz fiir S-Einheiten beweisen:

Theorem 3.1.2. Es sei S eine endliche Menge von Stellen des Zahlkorpers K mit Qoo € S C Q.
Dann ist prc = {¢ € K | ¢! =1 fiir ein | € N} eine Untergruppe von RY und die Einbettung
gibt Anlass zu folgender exakter Sequenz von abelschen topologischen Gruppen:

1 — pg — Ry — 2971 1.

Da Z/5171 als Z-Modul projektiv ist, spaltet diese Sequenz und insbesondere gilt:

Rg = MK X Z|S|_1.

Wir beginnen mit den Vorbereitungen des Beweises. Dafiir brauchen wir ein wenig Notation und
vier Lemmata.

Nach 2.1.9 stimmt fiir v € Qf die Modulfunktion mit dem v-adischen Absolutbetrag iiberein.
Falls v eine reelle Stelle (bzw. komlexe Stelle) ist, gilt |||, = |z| (bzw. ||z||, = |z|?). Wir setzen
fiir alle Stellen v € Q:

Co={ye K, ||lyllo=1}, uwd C:=]]C..
vEN

Fiir v € Q« ist C, = [-1,1] oder C, = S* und somit kompakt. Fiir v € € ist nach 1.4.5
Cy={y € Ry, ||yl =1} = R} kompakt. Somit ist C' kompakt in der Produkttopologie. Nach
2.1.3 ist C' kompakt in Ix.

Lemma 3.1.3. Es sei ux = {¢ € K | ¢! =1 fiir ein | € N}. Dann gilt:
CNK*=Tor(Rg) = px.

Beweis. Offensichtlich ist Tor(Rg) = px . Es bleibt die erste Gleichheit zu zeigen. Wir beginnen
mit folgender Behauptung:

CNK*={x € Rg ||z|y, =1 fiir alle v € Q}

Esist t e CNK* <= x € C, firallev € Q <= = € Rg und ||z||, = 1 fir alle v € Q. Die
letzte Aquivalenz folgt aus R = ﬂvle R,, siehe 1.3.16 und 3.1.1.

1. CNK* C Tor(R%): Weil C kompakt und K* diskret in Ix ist, ist C' N K* eine endliche
Untergruppe von K*. Nach obigem liegt diese in R¥g.

2. ug CCNK* Esseiv € Qund z € ug, also 2! = 1 fiir ein I € N. Wegen ||1]|, = 1 ist
||| = 1. Und weil || . ||, nur positive Werte annimmt, folgt ||z|, = 1.

O
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Lemma 3.1.4. Es sei

1—>Ai>BL>C’*>1

eine exakte Sequenz von Gruppen und U <1 A ein Normalteiler. Dann ist auch die folgende
Sequenz exakt:

1 ANU LS BnfU) 25 ong(fU) —1

Beweis. Zunichst ist die Einschréinkung einer injektiven Abbildung wieder injektiv. Die Exakt-
heit an der Stelle BN f(U) folgt aus:

Im(f|v) = ker(g) N f(U) = ker(g|¢(w))-
Auch die Surjektivitdt der Abbildung gl¢ny : BN f(U) — C N g(f(U)) ist offensichtlich. [
Lemma 3.1.5. Wir betrachten die natiirliche Projektion
Ixs=[[ K x [] Ry [] K:/Co.
ves veEQ\S veS

und den stetigen Gruppenhomomorphismus:

f]]E/Co—Rx0,  f(@) =[] lzullo-

veES vES
Dann liegt L = p(K* N I}(’S) diskret und kokompakt in ker(f).

Beweis. Weil nach Definition der v-adischen Bewertung, fiir fast alle v € Q¢ |lzf|, = 1 gilt,
konnen wir folgende Abbildung betrachten:

F:Igs—Rso, F(x):= H [@o]fo-
vEQ

Wegen F(C) = 1 faktorisiert F' zu einer Abbildung

fi]]K:/Co—Rxg
veES

F
IK,S Em— Rzo

P
<3y

HveS K:/Cv

Es ist f(p(K* N1kg)) = F(K* NIk g) = 1 also erhalten wir L C ker(f). Weil nach 2.3.4
K* NI g diskret in Ty 5 ist und p offen ist, ist auch L = p(K* NI g) diskret in ker(f). In 2.3.4
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haben wir gezeigt, dass I} K./ (K NIk s) kompakt ist. Wegen ker(f) = p(I}(,S) erhalten wir eine
Isomorphie topologischer Gruppen

ker(f)/L = (It 5/C) | (K* N1k g)/C) = I o/ (K* N1k ),
womit das Lemma bewiesen ist. O

Lemma 3.1.6. Wir notieren mit » > 0 die Anzahl der archimedischen Stellen von K und
betrachten den stetigen Gruppenhomomorphismus

AR < ZST R M(20)1<0<)9) = >
1<i<|$|

Es sei ' eine diskrete, kokompakte Untergruppe von ker(\). Dann gilt T’ = ZS1-1,

Beweis. Wir betrachten die Forsetzung von X auf RIS!

NRE—R, N((@icgys) = Y, e
1<1<]5]

Als topologische Gruppe ist ker()) zu RI*I=1 isomorph und es gilt ker(\) = ker(X)NR" x ZISI—" =
Rr1 « Z|S|fr

Es liegt T" diskret in ker(\'). Weil T' kokompakt in ker(\) liegt, existiert eine kompakte Menge
Fmit I' + F = R x ZS=". Wir setzen F' = F 4 {0}"~! x [0,1]¥I=" und erhalten wegen
[ + F' = RISI=! dass T kokompakt in RISI-! liegt. Somit gilt I' = 7511 siehe etwa [2, Seite
44]. O

Beweis von Theorem 3.1.2. Wegen C, = R} fiir v ¢ S, erhalten wir folgende kurze exakte
Sequenz topologischer Gruppen:

1—C Ik s— [[ Ki/Co—1,
vES

wobei ¢ die kanonische Inklusion und p die natiirliche Projektion bezeichnet.
Wenn wir die Terme in obiger exakter Sequenz mit K* schneiden, ergibt sich mit L = p(K*NIk )
und wegen C N K* = pg und Rg = K*Nlgs=K*N I}(s die folgende exakte Sequenz:

11— g —— Ry 25 L—1.
Zu zeigen bleibt L = ZISI=1 Fiir v € S ist

log
K*/C, e JRog 2 R falls v archimedisch,

7 falls v nichtarchimedisch.

Nun bezeichne r die Anzahl der archimedischen Stellen und s die Anzahl der nicharchimedischen
Stellen von K in S. Somit erhalten wir einen Isomporphismus topologischer Gruppen
(- llo)ves = [yes K/ Co— R x Z°.
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Wir betrachten das kommutative Diagramm,

f@)=Ilves lzollo

[ToesKy/Co (Rx0, %)
(Z’Uv)vES‘/ ‘/log
R" x ZISI=r (R, +)

M@E)1<i<)s))=21<1<|5) T1-

wobei die beiden vertikalen Abbildungen Isomorphismen topologischer Gruppen sind. Aus 3.1.5
und 3.1.6 erhilt man L = ZIS1=1 und somit die gewiinschte exakte Sequenz:

1—px — Ry — 71871 1.

Bemerkung 3.1.7. In obigem Beweis waren folgende Zwischenschritte entscheidend:
1. Firv e Qy ist C, :={y € K, | |ly|ls = 1} kompakt.
2. Firve Qpist O, ={y € Ry | |lyllo =1} = R}.
3. Die Abbildung F' : Ix s —R>o, F(z) = [],cq |Zv|lv ist wohldefiniert und F'(C) = 1.

4. Furv e S ist

log
[y ~ ; :
K*/C, R>p =2 R falls v archimedisch,

Z falls v nichtarchimedisch.

3.2 Eine Verallgemeinerung des Dirichlet’schen Einheitensatzes
auf total definite Quaternionenalgebren

Definition 3.2.1. Eine Quaternionenalgebra A iiber K erfiillt die FEichlerbedingung, falls A an
zumindest einer archimedischen Stelle spaltet. Quaternionenalgebren, die nicht die Eichlerbe-
dingung erfiillen, also an allen archimedischen Stellen verzweigen, nennen wir auch total definit.

Es sei Ram(A) C © die Menge aller Stellen von K, an denen A verzweigt. In diesem Abschnitt
sei A eine total definite Quaternionenalgebra, d.h.: Q. C RamA. Weiters sei S eine endliche
Menge von Stellen mit folgender Eigenschaft:

Qoo €5 C Ram(A) C Q.

Wenn der Zahlkorper K komplexe Stellen besitzt, erfiillt nach 1.2.1 jede Quaternionenalgebra
A die Eichlerbedingung. Es geniigt also Zahlkorper zu betrachten, deren archimedische Stellen
reell sind.

Bemerkung 3.2.2. Es sei O eine R-Ordnung. Dann gilt:
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1. Durch komponentenweise Operation ist Og := AN A 4 g eine Rg-Ordnung.
Os={recA|lxeO,firallev ¢S}

Og=A"NIys=A" NI,

~ W N

Wir zeigen Og, = O :

Os,, CO: Esseiz € Og,, dann ist z € O, fiir v € Qy, weil A diagonal in A4 g liegt.
Wegen O = ﬂveﬂf O,, siehe 1.3.16 folgt die Behauptung.

O C Og,.: Fiir z € O gilt offensichtlich z € O, fiir v € Q.
Wir wollen folgenden Satz beweisen:

Theorem 3.2.3 (Hauptsatz). Es sei A eine total definite Quaternionenalgebra und O eine R-
Ordnung in A. Weiters sei S eine endliche Menge von Stellen von K mit Qs € S C Ram(A) C
Q. Dann ist E = Tor(O%) eine endliche Untergruppe der reellen hamiltonschen Quaternionen,
und gibt Anlass zu einer exakten Sequenz von topologischen Gruppen:

1—E— 0y —zl¥71 —1.

Wir beginnen mit den Vorbereitungen des Beweises. Dieser verlduft im wesentlichen analog zu
3.1.2.
Wir setzen :

’U::

{ye Oy | |lylla, =1} fallsve Q\S.

Fiir v € S ist A4, eine Divisionsalgebra, und daher B, nach 1.4.3 und 2.1.9 kompakt. Fiir v € Q\ S
zeigen wir B, = O}:

{{y €Ay ||lylla, =1} fallsves,

O;, C B,: Es sei p ein Haar-Maf§ auf der lokalkompakten Gruppe A,. Weil O, kompakt und
nicht leer ist, ist ©u(O0,) # 0. Da fur z € O}, 20, = O, gilt, folgt die Behauptung aus

[ ][1(On) = p(xO).
B, C O}: Nach Definition gilt ||y|la, =0 fir y € O, \ O}.
Somit ist auch fiir v € Q\ S nach 1.4.7 B, kompakt und daher

B::HBU

veEN

kompakt in der Produkttopologie. Nach 2.1.3 ist B kompakt in I4.

Lemma 3.2.4. Es ist BN A" = Tor(O%) die Torsionsgruppe von O%. Diese ist isomorph zu
einer endlichen Untergruppe der reellen Quaternionen H*.

Beweis. Zunéchst zeigen wir:
BNA*"={ze€Of ||z||a, =1 fir alle v e Q}.
Esist € BNA* <=z € B, furallev € Q <= z € Of und ||z|[a, =1 fiir alle v € Q. Die

letzte Aquivalenz folgt aus Og = Nveg Ov, siehe 1.3.16 und 3.2.2.
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1. BN A* C Tor(O%): Aus obiger Identitdt folgt B N A* C Of. Weil B kompakt und A*
diskret in I, ist, ist B N A* eine endliche Untergruppe von O%, womit jedes Element
endliche Ordnung hat.

2. Tor(O%) € BNA*: Es sei 7 € Of mit 2! = 1 fiir ein | € N. Wegen ||1] 4, = 1 ist ], = 1.
Nach 2.1.9 ist fiir v € Q || . |4, = [[n( . )||%,, sodass || . [|a, fiir v € Q nur positive Werte
annimmt. Es folgt ||z||4, = 1.

Weil der Durchschnitt zweier Untergruppen wieder eine Untergruppe ist, ist BN A* eine endliche
Untergruppe von A* C A fiir v € {0o. Somit konnen wir B N A* als Untergruppe von H*
auffassen. O

Lemma 3.2.5. Es sei wie in vorherigem Abschnitt C, = {y € K, | |ly|lv = 1}. Dann ist fir
v € S die Abbildung
g:Ay/B,— K /Cy,, g(xB,) :=n(x)C,

ein topologischer Gruppenisomorphismus.

Beweis. Zunéchst zeigen wir

n(B,) = C,.
n(B,) C Cy: Mit z € n(B,) ist offensichtlich auch x € C,

Cy Cn(By) : Essei z € Cy. Dann ist auch * = z € C,, und nach 2.1.9 ist
I1zlla, = In@)I%, = IZl%, =%, = 1.

Nun widmen wir uns der Abbildung g: Es seien x1, 22 € A,. Dann ist
1B, = 9B, <= x1x2_1 € B, — n(xlzvgl) en(B,) =C,

n(z1)Cy = n(22)Cy <= g(21) = g(2),

und g somit wohldefiniert und injektiv. Weil n multiplikativ ist, ist ¢ ein Gruppenhomomorphis-
mus. Nun geniigt es zu zeigen, dass n : A — K surjektiv ist. Da A total definit ist, ist fiir
v € QNS Ay = H und die Surjektivitdt von n folgt aus Rso 2 n(H*) O n(R) O Rsy. Fiir
v € Qy NS ist der Beweis komplizierter. Man kann ihn unter [8, Seite 219] nachlesen. O

Lemma 3.2.6. Wir betrachten die natiirliche Projektion
Las=[[4 % [ 05— []4:/B.
ves veEQ\S veS

und den stetigen Gruppenhomomorphismus:

fo T AV/B—Re0, fla) =[] llzola,

veS veSs

Dann liegt L = p(A* N 1}475) diskret und kokompakt in ker(f).
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Beweis. Weil nach Definition der v-adischen Bewertung und 2.1.9, fiir fast alle v € Q¢ ||z||4, =
gilt, konnen wir folgende Abbildung betrachten:

F:Tas—Rso, F(z):= ][] lzolla,-
veE]
Wegen F'(B) = 1 faktorisiert F' zu einer Abbildung

f : HA:/BU HRZO
veS

F
Iss ——Rxo
=

P
SO3f

HvES AT)/BU

Es ist f(p(A* ﬂI}L&,S)) = F(A* ﬂI}L"S) = 1 also erhalten wir L C ker(f). Weil nach 2.3.4 A* mI}L&,S
diskret in 1}47 g ist, und p offen ist, ist auch L = p(A* N 1}47 g) diskret in ker(f).

Nach 1.2.4 ist mit A, auch A eine Divisionsalgebra und daher ist nach 2.3.4 1}475/(14* N 1}473)
kompakt. Wegen ker(f) = p(I}47 ) erhalten wir eine Isomorphie topologischer Gruppen

ker(f)/L = (T4 s/B) / ((A*NI4g)/B) =14 /(A* NI} ),
womit das Lemma bewiesen ist. O

Beweis von Theorem 3.2.3. Wir gehen analog zu 3.1.2 vor: Wegen B, = O} fiir v ¢ S, erhalten
wir folgende kurze exakte Sequenz topologischer Gruppen:

1—B—Ta5— [[ 45/B.— 1,
vES

wobei ¢ die kanonische Einbettung und p die natiirliche Projektion bezeichnet.
Wenn wir die Terme in obiger exakter Sequenz mit A* schneiden, ergibt sich mit L = p(A*NI4 g)
und F = BN A* und mit O = A*NlIys=A"N I,lq,s folgende exakte Sequenz:

1—E—05 L —1.

Zu zeigen bleibt L = ZIS1=1. Nach 3.2.5 gilt fiir v € S:

log
A /B, 2 K0, e JRog 2 R falls v archimedisch,

7 falls v nichtarchimedisch.

Es bezeichne nun r die Anzahl der archimedischen Stellen und s die Anzahl der nicharchime-
dischen Stellen von K in S. Somit erhalten wir einen Isomporphismus topologischer Gruppen

([[n()llo)ves : Hves A}/ B, SR x Z°.
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Aus 3.2.6 und 3.1.6 erhélt man wie im Beweis von 3.1.2 L = ZISI=1 und somit die gewiinschte
exakte Sequenz:
1—E— 05— 7871 —1.

3.3 Interpretation des Hauptsatzes

Wir iibernehmen alle Voraussetzungen und die Notation aus Abschnitt 3.2.

Der Hauptsatz in Abschnitt 3.2 verallgemeinert den Dirichlet’schen Einheitensatz auf total defi-
nite Quaternionenalgebren. Die Rolle von pux wird durch eine endliche Untergruppe der reellen
Quaternionen eingenommen. Diese sind bekannt;:

Theorem 3.3.1. Die endlichen Untergruppen von H* sind konjugiert zu einer der folgenden
Gruppen:

27 2mil

1. pm(C) = (s :=€em ) ={em |l &N} fir einmeN.

Doy, := (s2m, J) fir ein m € N.

Boy = {%1, i, +j, £k, TEEERY

e e

Eug ::E24U{% |z =a=£b, a,be {1,4,j,k}}.

5. Eiog := E24U{% ‘ xr=uab, a € Foy, be {7’ = LQ\/E,Z'—FT]'—}-%}}.
Beweis. [12, Seite 17] oder [13, Theorem 5]. O

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit werden wir im restlichen Text die endlichen Untergrup-
pen von H* mit einer der obigen fiinf Gruppen identifizieren.

In 3.1.2 haben wir eine spaltende, kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen erhalten. Weil diese
Gruppen kommutativ waren, ist dann R§ isomorph zu pr X ZI51=1 also ein direktes Produkt
seiner Torsionsgruppe mit einer freien Gruppe vom Rang |S| — 1. Im folgenden werden wir uns
iiberlegen, dass dies fiir die Sequenz aus 3.2.3 im allgemeinen nicht mehr gilt.

Bemerkung 3.3.2. Es bezeichne - die Multiplikation in der Algebra A. Das Produkt zweier
Untergruppen Hy, Hy von (A*,-) heifit direkt, falls der kanonische Epimorphismus

Hy x Hy— H; - Hy, (a,b) — a - b, ein Gruppenisomorphismus ist. Falls H, Hy Normalteiler
sind, ist das Produkt H; - Hy genau dann direkt, wenn H; N Hy = {1} ist.

Bemerkung 3.3.3. Aus 3.2.3 folgt, dass [O% : Tor(0%) - Rg] < oo gilt.

Beweis. Zunéchst existieren nach 3.2.3 dy,...,d|g—; € Og und ey, ..., €51 € Rg mit

O = Tor(0g) - (d1,...,d|gj-1)z und Rg = Tor(Rg) - (e1,...,€5-1)z-
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Die kanonische Abbildung;:

@ : <d1, ey d|5|,1>z —)TOI‘(OE) . <d1, ... ,d|5|,1>z / TOI‘(OZ') : <61, ey 6‘3‘,1>Z

ist ein Epimorphismus mit (ey, ..., e5-1)z C ker(p) Also ist rg(ker(¢)) =|S| —1 und
[Og : TOI"(OE) : Rg] = |<d1, ce ,d|5|,1>z/ker(g0)| < oQ. L]

Genauer kann man mit gruppentheoretischen Methoden folgendes Theorem zeigen:

Theorem 3.3.4. Wir verwenden die Notation aus 3.3.1. Dann ist
[ =[0%: Tor(0%) - Rg| € {1,2,4}.

Es ist [ =4, falls Tor(O%) = (sam) und zwei Einheiten e, ea € O mit folgenden Eigenschaften
existieren:

1. n(er),n(es) ¢ K**
2. fallsm=1: ejes = —egey

3. fallsm#1: e € K(som) und ea89, = 827%62
Es ist | = 2, falls | # 4 und eine Einheit ey € Og mit folgenden Eigenschaften existiert:

1. n(er) ¢ K
2. falls Tor(O%) = (som) fir einm € N: e € K(s2,,) oder e152, = 82_771161
3. falls Tor(O%) = Doy, fiir ein m € N: eg € (14 sgpm)K*
4. falls Tor(O%) = Eos: e1 € (1 +49)K*
Es ist [ =1, in allen anderen Fillen.
Beweis. Wir geben lediglich eine Skizze. Wir lassen A* wie folgt auf A operieren.
A*x A— A, (a,z) — aza™ .
Nun bezeichne W eine der Gruppen aus 3.3.1. Dann ergibt sich:
Ot Clac A |aWa™ ' =W} = 2.

Die Menge Z lésst sich (in Abhéngigkeit von W) berechnen, vgl. [13, proposition 6]. Weiters
lésst dich der Index [Z : W - R§] berechnen und man kann auf [OF : Tor(O%) - RE] schlieBen vgl.
[13, Theorem 6. O

Proposition 3.3.5. Es gilt:
1. [0% : Tor(0%) - RE] = 1 = O} = Tor(0%) x ZI°171
2. (0% : Tor(0%) - R%] = 4 = 0% % Tor(0%) x Z/51~1

Also ist OF im allgemeinen kein direktes Produkt seiner Torsionsgruppe mit einer freien Gruppe
vom Grad |S| — 1.
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Beweis. 1. Es existieren nach 3.2.3 e1,...,e/g-1 € Rg mit Ry = Tor(RY) - (e1,-..,¢5-1)z- Als
Kern der natiirlichen Projektion ist Tor(O%) ein Normalteiler in OF.

Weil {e1, ..., eg/—1)z € K nach 1.1.3 mit allen Elementen aus A kommutiert, ist auch (e, ..., e|5-1)z
ein Normalteiler in O%. Aus Tor(O%) N (e1,...,e|5-1)z = {1} und aus

TOI'(OE) : R*S = TOI‘(O;) : (TOI‘(R;) : (61, ces 7@|S|71>Z) = TOI‘(OE) : <€1, ey 6‘5‘,1>Z,
erhalten wir mit 3.3.2 einen topologischen Gruppenisomorphismus:

0% = Tor(O%) - RS = Tor(0%) x 75171,

2. Indirekt angenommen Q% = Tor(O%) x ZII~1. Dann ist nach 3.3.4 Tor(O%) = (sa,) zyklisch
und daher OF abelsch. Das ergibt einen Widerspruch zu (2) und (3) in 3.3.4. O

Beispiel 3.3.6. Es sei K = Q(\/a) fiir eine positive ganze quadratfreie Zahl d. In 1.2.7 haben
wir gesehen, dass A := (—1, —1|K) total definit ist.

1. Essei d =2, S = Qy und somit O = O*. Nach 1.3.13 ist folgende Menge eine Ordnung
in A: ) ] o
14+¢ 145 14+9+5+k

Y \/i Y \/§ Y 2
Man kann zeigen, dass O eine maximale Ordnung ist.

Aus 3.3.1 erhilt man leicht Eyg = Tor(O*) und aus 3.3.4 und 3.3.2 erhalten wir einen
Isomorphismus topologischer Gruppen:

0 =721 ]

O* = Eyg - Z[V2]* = Ey3 X Z.
2. Essei d =5, S = Qy und somit O% = O*. Wir setzen 7 := (1 + v/5/2) und
er =5(1+77Yi+7)), ex=3(r7Vi+ ]+ Tij),
es = s(Ti+ 771 +1ij), es= %
Es ist {e1, €2, e3,e4} eine K-Basis von A. Somit ist nach 1.3.13
O = Z[1][e1, e2, €3, e4]

eine Ordnung in A. Man kann zeigen, dass O eine maximale Ordnung ist.

Aus 3.3.1 erhélt man leicht Ej99 = Tor(O*) und aus 3.3.4 und 3.3.2 erhalten wir einen
Isomorphismus topologischer Gruppen:

O = E120 . Z[T]* = E120 X 7.
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