KIRCHLICHE
PADAGOGISCHE
WIENKRENS .E

MASTERARBEIT / MASTER’S THESIS

Titel der Masterarbeit / Title of the Master’s Thesis

»Rund um den Kreis und das Dreieck — der Satz von Dao und
weitere Satze aus der Elementargeometrie®

verfasst von / submitted by

Katharina Steffel, BEd

angestrebter akademischer Grad / in partial fulfilment of the requirements for the degree of

Master of Education (MEd)

Wien, 2023 / Vienna, 2023

Studienkennzahl It. Studienblatt / UA 199 502 520 02
degree programme code as it appears on
the student record sheet:

Studienrichtung It. Studienblatt / Masterstudium Lehramt Sek (AB) Lehrverbund
degree programme as it appears on UF Biologie und Umweltkunde Lehrverbund
the student record sheet: UF Mathematik Lehrverbund

Betreut von / Supervisor: ao. Univ.-Prof. Mag. Dr. Peter Raith






Abstract

Die vorliegende Arbeit beschéaftigt sich mit der Thematik der Elementargeometrie. Sie basiert
ausschlieflich auf Literaturstudien. Ziel ist es, mithilfe ausgewahlter Satze aus diesem mathema-
tischen Gebiet die simplen und dennoch faszinierenden Beziehungen zwischen geometrischen
Objekten aufzuzeigen. Aufgrund der Fiille an elementargeometrischen Sétzen kann im Rahmen
dieser Masterarbeit lediglich ein Bruchteil vorgestellt werden. Den Ausgangspunkt stellen die
Geschichte der Geometrie sowie verschiedene axiomatische Zugénge dar. Einer Vorbereitung in
Form von grundlegenden Sétzen der Dreiecksgeometrie folgen Sétze rund um den Schulstoff und
dariiber hinaus. Der Satz von Dao stellt als aktuellster Satz den Abschluss dieser Masterarbeit

dar.

The paper deals with the topic of elementary geometry. It is based solely on literature studies.
The aim is to demonstrate the simple yet fascinating relationships between geometric objects
using selected theorems of this mathematical field. Due to the abundance of elementary geometric
theorems, only a fraction can be presented within the scope of this master’s thesis. The starting
point includes the history of geometry as well as various axiomatic approaches. A preparation
in the form of fundamental theorems of triangle geometry is followed by theorems related to
school curriculum topics and beyond. The Dao’s theorem serves as the most recent theorem

and marks the conclusion of this master’s thesis.
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit hat ausgewéhlte Sitze aus dem Bereich der Elementargeometrie zum
Thema. Dieses mathematische Gebiet setzt sich mit den grundlegenden geometrischen Objekten
auseinander, zu denen die meisten Menschen Assoziationen besitzen — darunter Punkte,
Geraden, Dreiecke und Kreise. Anders als andere Themen in der Mathematik verfiigt die
Elementargeometrie iiber einen hohen Grad der Anschaulichkeit, eine Eigenschaft, die im
Hinblick auf meine zukiinftige Lehrtétigkeit in der Schule fiir mich von besonderer Bedeutung
ist. Zahlreiche mit Geogebra selbst erstellte Grafiken helfen beim Verstehen der Beweise.

Die Masterarbeit gliedert sich in vier Kapitel und beruht ausschlielich auf Literaturstudien.
Im folgenden Abschnitt wird die Geometrie unter einem geschichtlichen Blickwinkel betrachtet.
Die Ausfiihrungen reichen von den frithen Auseinandersetzungen mit Geometrie bis hin zum
Aufbau der Geometrie auf einige wenige Grundannahmen, den Axiomen. Das dritte Kapitel
widmet sich wichtigen Grundlagen der Dreiecksgeometrie, die die Vorbereitung fiir die an-
schliefenden Studien darstellen. Darunter befinden sich die Strahlensétze, Kongruenz- und
Ahnlichkeitssétze von Dreiecken und die Satzgruppe des Pythagoras, die den wohl bekanntesten
mathematischen Satz enthélt. Dabei wird lediglich einer der hunderten Beweise des Satz des
Pythagoras exemplarisch vorgestellt. Im vierten Kapitel beschéftigt sich die vorliegende Arbeit
mit elementargeometrischen Sétzen rund um den Schulstoff. Neben den besonderen Punkten
im Dreieck wird unter anderem der Peripheriewinkelsatz als Verallgemeinerung des Satz des
Thales bewiesen. Aufbauend auf die vorhergehenden Kapitel stehen im abschlieSenden Abschnitt
Séatze, die {iber den Schulstoff hinaus gehen im Zentrum. Der Feuerbachkreis und der Satz von
Dao finalisieren die Arbeit. Dass stets neue Erkenntnisse in der Geometrie gewonnen werden,
zeigt dieser letzte Satz, der als zugleich jiingstes Resultat in der Masterarbeit den Bogen
zur Gegenwart spannt. Dao Thanh Oai beschreibt in diesem 2013 veréffentlichten Satz einen
verbliiffenden Zusammenhang zwischen Punkten auf einem Kreis, Umkreismittelpunkten von
zugehorigen Dreiecken und ihren sie verbindenden Strecken [25]. Der zunéchst fehlende Beweis
wurde darauf folgend mit verschiedenen Mitteln erbracht. In der vorliegenden Arbeit wird ein
eleganter Beweis aus dem Jahr 2017 ausschlielich unter Verwendung elementarer Geometrie
gefiihrt.

Diese Masterarbeit stellt nur einen kleinen Ausschnitt aller existierenden Sétze der Ele-
mentargeometrie dar und hat daher nicht den Anspruch auf Vollstdndigkeit. Vielmehr soll die
Auswahl der hier vorgestellten Sétze einen Einblick in die Argumentationslinien beim Beweisen

elementargeometrischer Sachverhalte geben.



2 Geschichte der Geometrie - axiomatische Systeme

2.1 Uberblick iiber die Anfinge bis zur Antike

Die Relevanz geometrischer Sachverhalte reicht weit in die Geschichte der Menschheit zurtick.
Dabei gaben zunéchst die Natur und spéter Situationen im alltdglichen Leben Anlass zur
Auseinandersetzung mit Geometrie. Frith erkannte man in der Natur auftretende Muster, wie
Kreise als Querschnitte von Grashalmen oder gerade Linien als Sprossachsen von Pflanzen.
Bereits Jahrtausende v. Chr. wurden geometrische Verzierungen, oftmals fiir die jeweilige
Kultur charakteristisch, verwendet. Von vielen vorerst intuitiv angewandten geometrischen
Sachverhalten wurde schliellich systematisch Gebrauch gemacht.

Die éltesten gesicherten Belege fiir geometrisches Wissen stammen aus dem alten Agypten
etwa 2000 v. Chr. Schriftliche Aufzeichnungen geben Auskunft iber meist ndherungsweise
Flachen- und Volumenberechnungen und Bauwerke wie Pyramiden zeugen von den damals
bestehenden geometrischen Kenntnissen. Eine grofiere Fiille an Dokumentationen geometrischer
Tatigkeiten stammt aus Mesopotamien, auch babylonisches Reich genannt, denn hier wurden
im Gegensatz zum alten Agypten Tontafeln anstelle von Papyrus eingesetzt. Im Zuge der
Erforschung der babylonischen Kultur entdeckte man, dass der Lehrsatz des Pythagoras bereits
bekannt war — und das Jahrhunderte vor Pythagoras. Obwohl die Auseinandersetzung mit
geometrischen Themen noch hauptsachlich durch Alltagssituationen motiviert war, sind auch
erste theoretische Uberlegungen erkennbar [1, S. 6fF.].

In der Zeit der Griechen erlebte die Mathematik einen Aufschwung. Es erfolgte eine stérkere
Fokussierung auf die systematische Auseinandersetzung mit Mathematik, die Erschaffung
eines entsprechenden , Theoriegebdudes“ und das Finden von Begriindungen fiir Sachverhalte.
Die mathematisch wirkenden Personen dieser Periode werden deshalb auch als ,,Urheber der
wissenschaftlichen Mathematik® bezeichnet [1, S. 27]. Die Mathematik der griechischen Antike
kann in vier Zeitspannen unterteilt werden. Die ionische Periode (600-450 v. Chr.), die athenische
(450-300 v. Chr.) und hellenistische Periode (300 v. Chr. - 150 n. Chr.) und schlieflich die
Spatantike (150-500 n. Chr.). Die ionische Periode brachte die ersten Naturphilosophen hervor,
darunter auch Thales von Milet (ca. 624-548 v. Chr.) [2, S. 53ff.]. Wéhrend die gerade Linie, der
Punkt und der Kreis als geometrische Elemente bereits bekannt waren, fithrte Thales als erster
den Winkelbegriff ein. Im berithmten Satz von Thales: ,Der Peripheriewinkel im Halbkreis ist

ein Rechter”, kommt dieses neue Element zum Tragen [1, S. 32f.].
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2.2 Die ,,Elemente” - Euklids axiomatisches System

Euklid von Alexandria stellt zeitlich, aber auch inhaltlich, den Ubergang zwischen der athenischen
und hellenistischen Periode dar. Sein Werk ,Elemente“ gilt als eines der bedeutendsten
mathematischen Werke aller Zeiten, das, obwohl es aus der Antike stammt, in weiten Teilen auch
heute noch von Relevanz ist [1, S. 49]. Bemerkenswert ist die logisch aufeinander aufbauende
Struktur, die das zur Zeit der Verfassung bestehende geometrische und zahlentheoretische Wissen
kohérent zusammenfasst [3, S. 27]. Die , Elemente“ sind in 13 Teile, die ,Biicher* gegliedert, die

sich den folgenden Themen widmen:

I Grundlagen
II Geometrische Algebra
IIT Kreislehre
IV Regulidre Polygone
V Proportionenlehre des Eudoxos
VI Anwendung der Proportionenlehre auf die ebene Geometrie
VII-IX Arithmetik
X Irrationalitdten
XI Elementares zur rdumlichen Geometrie
XII Sétze iiber Volumina

XIIT Die fiinf gleichmafigen Polyeder

Euklids ,Elemente“ weisen im Gegensatz zu vorangegangenen mathematischen Aufzeichnun-
gen strenge Beweise auf. Das wird durch die am Beginn aufgestellten Definitionen, Axiome
und Postulate ermoglicht [2, S. 71]. Den Anfang des ersten Buches bilden 35 , Erklarungen*

(Definitionen). Einige lauten etwa:
1. Ein Punkt ist, was keine Teile hat.
2. Eine Linie ist eine Lange ohne Breite.

10. Steht eine gerade Linie auf einer anderen so, dass sie die Nebenwinkel gleich macht; so
heif3t sie perpendikular auf der anderen, und jeder der beiden gleichen Winkel heifit ein
rechter Winkel.
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35. Parallel sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen, und, soweit sie auch an den

beiden Enden verldngert werden, doch an keiner Seite zusammentreffen [4, S. 1ff.].

Daran anschlieffend werden ,,Forderungen® (Postulate) und ,,Grundsétze“ (Axiome) angefiihrt,
Annahmen auf denen alles Nachfolgende aufgebaut wird. Welche Aussagen den Postulaten oder
Axiomen zugeordnet werden, ist je nach Literatur verschieden [1, S. 51]. Auf die Definitionen
folgen in [4] drei Postulate:

1. Es sei gefordert, von jedem Punkte zu jedem anderen eine gerade Linie zu ziehen.
2. Desgleichen, eine begrenzte gerade Linie stetig gerade fort zu verlangern.
3. Desgleichen, aus jedem Mittelpunkt und Abstand einen Kreis zu beschreiben.

Bei Lorenz [4] stellen die Postulate Konstruktionsvorschriften dar, die fiir die in den ,,Biichern*
vorkommenden Konstruktionsaufgaben erforderlich sind [1, S. 51]. Axiome sind dagegen als
wahr angesehene Grundsatze. Einige Beispiele der zwolf von Euklid in diesem Zusammenhang
angefiihrten Aussagen sind:

1. Was einem und demselben gleich ist, das ist auch einander gleich.
2. Zu Gleichem Gleiches hinzugetan, bringt Gleiches.
8. Was einander deckt, ist einander gleich.

11. Alle rechten Winkel sind einander gleich.

12. Zwei gerade Linien, die von einer dritten so geschnitten werden, dass die beiden inneren
an einer Seite liegenden Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte sind, treffen genug

verlangert an eben dieser Seite zusammen [4, S. 4].

R Rl

Abbildung 1: Parallelenaxiom (in Anlehnung an [1, S. 55])

Waiéhrend die ersten zehn Axiome sehr allgemein formuliert sind, beziehen sich die Axiome

11 und 12 auf geometrische Sachverhalte. Daher werden diese beiden Axiome in der Literatur

10
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teilweise den Postulaten zugeordnet. Aus gegenwiértiger Sicht eignen sich diese fiinf Aussagen
am ehesten um als Axiome angesehen zu werden. Das 12. Axiom oder auch 5. Postulat hebt
sich in jedem Fall von den anderen Aussagen ab und ist als Parallelenaxiom oder analog
als Parallelenpostulat bekannt [3, S. 29]. Heute ist dieses Axiom folgendermaflen dquivalent
formuliert: ,In einer Ebene gibt es zu jeder Gerade genau eine parallele Gerade, die durch einen
bestimmten Punkt, der nicht auf der Geraden liegt, fihrt“ [1, S. 56]. Die Sonderstellung dieses
Axioms wurde bereits in der Antike erkannt, was auch auf dessen ausfithrliche Formulierung
zurlickzufiihren ist. Der Versuch, das Parallelenaxiom aus den anderen Grundannahmen
herzuleiten, scheiterte wiederholt. Somit hat sich gezeigt, dass das Parallelenaxiom fiir den
Aufbau der euklidischen Geometrie unerlédsslich ist und die Axiome unabhéngig voneinander
sind [3, S. 29].

2.3 Uberarbeitung der ,,Elemente*

2.3.1 Kritik an Euklids Axiomensystem

Euklids , Elemente“ waren der Beginn des strikten Beweisens, axiomatischen Aufbaus und
der deduktiven Methode. Trotzdem weist seine Arbeit Liicken und Fehler im axiomatischen
System auf. Ein Axiomensystem zeichnet sich durch Unabhéngigkeit, Widerspruchsfreiheit und
Vollstandigkeit aus. Euklids Axiome sind voneinander unabhéngig und widerspruchsfrei. Sie
geniigen allerdings nicht der Vollstandigkeit, wie ein Beispiel zeigt.

Der 1. Satz, eine Aufgabe, in Buch I lautet:

»Auf einer gegebenen begrenzten geraden Linie, AB, einen gleichseitigen Triangel zu
errichten. Aus dem gegebenen Punkte A beschreibe mit AB den Kreis BC'D, und
aus dem Punkte B mit BA den Kreis ACE. Vom Punkte C, in welchem beide Kreise
einander schneiden, ziehe nach A, B, die geraden Linien C A, CB: so ist ACB der
verlangte Triangel“ [4, S. 5].

Abbildung 2: 1. Satz Euklid, Buch I (in Anlehnung an [4, S. 5])

11
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Zwar ist anschaulich klar, dass sich die beiden Kreise schneiden. Es fehlt jedoch ein Axiom,
das die Existenz des Schnittpunktes C garantiert.

Dieser Satz zeigt exemplarisch Euklids geometrische Anschauung. Die Auseinandersetzung
mit Geometrie war in ihren Anfingen, wie am Beginn des Kapitels beschrieben, stark von der
realen Welt motiviert. Euklid vollfithrte den Schritt der Abstraktion, indem er geometrische
Objekte idealisierte. Trotzdem waren seine Vorstellungen stark an seine Wahrnehmung gekniipft.
In seinen Begriindungen greift Euklid deshalb teilweise auch auf die menschliche Intuition zurtick
[3, S. 9f.]. Das wird auch bei Euklids Definitionen deutlich. Nicht alle sind von gleicher Qualitat
im heutigen mathematischen Sinn. Einige sind prézise, wie Definition 10, die erklart, was man
unter einem rechten Winkel versteht. Andere sind stark an Alltagserfahrungen gekniipft, so zum
Beispiel Definition 1, die beschreibt, worum es sich bei einem Punkt handeln soll. Der Begriff
,2Punkt“ ist aber ein geometrischer Grundbegriff und kann deshalb nicht definiert werden. Mit
Definitionen dieser Art kann demnach kein Satz bewiesen werden [1, S. 51]. Tatséchlich wird in

den ,Elementen® in keinster Weise auf Euklids Definition des Punktes zuriickgegriffen [5, S. 6].

2.3.2 Eine wegweisende Arbeit von Moritz Pasch

Die Defizite in Euklids Werk wurden Ende des 19. Jahrhunderts aufgearbeitet. Als erster nahm
sich Moritz Pasch (1843-1930) der Aufgabe an, das axiomatische System der Geometrie im
Rahmen seines Werkes ,Vorlesungen tiber neuere Geometrie“zu vervollstidndigen [1, S. 499].
Entsprechend der Kritik an Fuklids Definitionen bilden bei Pasch die undefinierbaren Grundbe-
griffe ,Punkt®, ,begrenzte Linie* und ,,Flache“ den Ausgangspunkt. Unter ,,Grundbegriffen*
versteht Pasch Begriffe, fiir deren Verstdndnis man sich allein auf ,Naturobjecte“ berufen kann
[6, S. 3ff.]. Erst im Laufe der Ausarbeitung erweitert Pasch seine Grundbegriffe zu ,,Gerade*
und ,,Ebene“, die im Gegensatz zur begrenzten Linie und Flédche nicht mehr direkt anschaulich
wahrnehmbar sind [7, S. 14]. Andererseits gelang die Komplettierung der Axiomatik durch die
Einfithrung neuer Axiome, die Pasch als ,Grundsitze“ bezeichnete. Uber deren Bedeutung

schrieb er:

,Die Grundsétze sollen das von der Mathematik zu verarbeitende empirische Material
vollstdndig umfassen, so dass man nach ihrer Aufstellung auf die Sinneswahrnehmun-

gen nicht mehr zuriickzugehen braucht® [6, S. 17].

Mithilfe der Axiome soll demnach der Ubergang von der Wahrnehmung zur Abstraktion
ermoglicht werden. Demzufolge orientieren sich Paschs Axiome an den Objekten, die sie betreffen.
So findet man acht Axiome ,zur geraden Linie*, vier ,,zu den Ebenen“ und auflerdem zehn
Axiome zur Kongruenz. Was bei Euklid noch implizit vorausgesetzt wurde, legt Pasch nun mit

den Axiomen zur geraden Linie explizit fest, indem er eine Anordnungsrelation von Punkten

12
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auf einer Strecke etabliert [8, S. 14ff.]. Damit fiihrt Pasch neben den bereits vorkommenden
Konzepten der Kongruenz und Inzidenz die Zwischenrelation ein [2, S. 530]. Ein wesentlicher
Unterschied zu Euklids Ausarbeitung ist der Umgang mit dem Parallelenaxiom. Pasch verzichtet
auf dessen Einsatz und versucht, die projektive Geometrie axiomatisch aufzubauen [6, S. TV].
Die projektive Geometrie kommt in der Kunst oder Fotografie zum Tragen und zeichnet sich
dadurch aus, dass alle Geraden einen Schnittpunkt besitzen. Es gibt somit keine Parallelen.
Abbildung 3 zeigt die perspektivische Darstellung eines Quaders. Es ist bekannt, dass die
gegeniiberliegenden Seiten und damit auch die entsprechenden Kanten dieses Korpers parallel
sind. Verldngert man diese Kanten in der projektiven Geometrie, so schneiden sich beispielsweise
die entstehenden Geraden g und h. Den Mathematikern Arthur Cayley und Felix Klein gelang
es, die euklidische und nichteuklidischen Geometrien als Sonderfille der projektiven Geometrie

aufzufassen und sie somit in eben diese einzubetten [9, S. 1].

Abbildung 3: Perspektivische Darstellung eines Quaders

Ein wesentlicher Beitrag Paschs zur strikten Axiomatisierung der Geometrie ist das Axiom

von Pasch (Grundsatz IV zu den Ebenen). Es lautet in seiner Originalform:

,3ind in einer ebenen Flidche drei Punkte A, B,C durch die geraden Strecken
AB, AC, BC paarweise verbunden, und ist in derselben ebenen Flache die gerade
Strecke DE durch einen innerhalb der Strecke AB gelegenen Punkt gezogen so geht

die Strecke DFE oder eine Verlangerung derselben entweder durch einen Punkt der

13
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Strecke AC' oder durch einen Punkt der Strecke BC“ [6, S. 21].

Heute wird im Axiom von Pasch die Strecke DFE durch eine Gerade ersetzt.

4

Abbildung 4: Axiom von Pasch

Paschs ,Vorlesungen iiber neuere Geometrie“ waren in ihrer urspriinglichen Fassung nicht
vollstdndig. Deshalb tiberarbeitete er seine Ausfiihrungen in einer zweiten Auflage.

2.3.3 Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie*

David Hilbert (1864-1943) veroffentlichte 1899 sein Werk ,,Grundlagen der Geometrie®, das den
Gipfel der geometrischen Axiomatik aufbauend auf ihm vorangegangenen Arbeiten darstellt
[2, S. 530]. Er war der erste, dem es gelang, ein vollstdndiges Axiomensystem der euklidischen
Geometrie aufzustellen [7, S. 186]. Hilbert iiberarbeitete seine Schrift mehrmals und auch nach
seinem Tod wurden weitere Auflagen publiziert. Die folgenden Ausfiihrungen stiitzen sich auf
die 11. Auflage aus dem Jahr 1972. Das Werk [10] gliedert sich in sieben Kapitel:

1. Die finf Axiomgruppen

2. Die Widerspruchsfreiheit und gegenseitige Unabhéngigkeit der Axiome
3. Die Lehre von den Proportionen

4. Die Lehre von den Flicheninhalten in der Ebene

5. Der Desarguessche Satz

6. Der Pascalsche Satz

7. Die geometrischen Konstruktionen auf Grund der Axiome I-IV

Den Anfang bilden bei Hilbert die ,Elemente der Geometrie*: ,,Punkte®, ,,Geraden“ und
»HEbenen*. Im Gegensatz zu Pasch stehen dabei nicht die Objekte an sich im Zentrum, sondern ihre

Beziehungen zueinander, die ,,durch Worte wie ,liegen‘, ,zueinander‘, ;kongruent‘“ ausgedriickt

14
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werden. Diese Relationen werden durch die Axiome néher charakterisiert und damit implizit

definiert. Hilberts Fokussierung weg von der realen Anschauung und hin zur abstrakten

Auffassung der Geometrie zeigt sich auch in der Gruppierung von seinen Axiomen, die sich von

der bei Pasch unterscheidet:

L

II.

I1II.

IV.

V.

1.-8. Axiome der Verkniipfung

1.-4. Axiome der Anordnung

1.-5. Axiome der Kongruenz
Axiom der Parallelen

1.-2. Axiome der Stetigkeit

Axiome der Verkniipfung [10, S. 3f/]

Die Axiome der Verkniipfung oder auch Inzidenzaxiome legen die Beziehungen zwischen den

verschiedenen ,Elementen der Geometrie* fest und determinieren damit die Beschaffenheit des

euklidischen Raumes.

I1.

I2.

I3.

I4.

I5.

I6.

I7.

I8.

Zu zwei Punkten A, B gibt es stets eine Gerade a, die mit jedem der beiden Punkte A, B zusammengehort.
Zu zwei Punkten A, B gibt es nicht mehr als eine Gerade, die mit jedem der beiden Punkte A, B zusammengehort.

Auf einer Geraden gibt es stets wenigstens zwei Punkte. Es gibt wenigstens drei Punkte, die nicht auf einer

Geraden liegen.

Zu irgend drei nicht auf ein und derselben Geraden liegenden Punkten A, B, C' gibt es stets eine Ebene «, die mit
jedem der drei Punkte A, B, C' zusammengehort. Zu jeder Ebene gibt es stets einen mit ihr zusammengehérigen
Punkt.

Zu irgend drei nicht auf ein und derselben Geraden liegenden Punkten A, B, C gibt es nicht mehr als eine

Ebene, die mit jedem der drei Punkte A, B, C zusammengehort.
Wenn zwei Punkte A, B einer Geraden a in einer Ebene « liegen, so liegt jeder Punkt von a in der Ebene a.
Wenn zwei Ebenen a, 8 einen Punkt A gemein haben, so haben sie wenigstens noch einen Punkt B gemein.

Es gibt wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte.

Anstelle von ,zusammengehoren® sagt man auch ,a geht durch A, [...] A liegt auf a, [...] A

liegt in “ I 1 und I 2 schreiben vor, dass zwei verschiedene Punkte genau eine Gerade festlegen.

14 und I 5 formulieren eine analoge Aussage fiir Ebenen, wobei drei verschiedene Punkte genau

eine Ebene definieren. I 7 und I 8 garantieren, dass der behandelte Raum dreidimensional ist.
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2 GESCHICHTE DER GEOMETRIE - AXIOMATISCHE SYSTEME

Axiome der Anordnung [10, S. 4f]

Diese Axiome bestimmen die Ordnung von Punkten auf einer Geraden.

II 1.

Wenn ein Punkt B zwischen einem Punkt A und einem Punkt C' liegt, so sind A, B, C drei verschiedene Punkte
einer Geraden, und B liegt dann auch zwischen C' und A.

. Zu zwei Punkten A und C gibt es stets wenigstens einen Punkt B auf einer Geraden AC, so dafl C zwischen A

und B liegt.

. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es nicht mehr als einen, der zwischen den beiden anderen liegt.

. Es seien A, B, C drei nicht in geraden Linie gelegene Punkte und a eine Gerade in der Ebene ABC, die keinen

der Punkte A, B, C trifft: wenn dann die Gerade a durch einen Punkt der Strecke AB geht, so geht sie gewif3
auch durch einen Punkt der Strecke AC oder durch einen Punkt der Strecke BC.

Hilbert nimmt explizit auf Paschs Arbeit Bezug:

,Diese Axiome hat zuerst M. Pasch (...) ausfiihrlich untersucht. Insbesondere riihrt

das Axiom II 4 [Axiom von Pasch] inhaltlich von M. Pasch her® [10, S. 4].

Axiome der Kongruenz [10, S. 11{f]

Diese Axiomgruppe ist in die Kongruenzen beziiglich Strecken, Winkel und Dreiecke gegliedert.

IIT 1.

IIT 2.

IIT 3.

IIT 4.

Wenn A, B zwei Punkte auf einer Geraden a und ferner A’ ein Punkt auf derselben oder einer anderen Geraden
a’ ist, so kann man auf einer gegebenen Seite der Geraden a’ von A’ stets einen Punkt B’ finden, so dafl die
Strecke AB der Strecke A’B’ kongruent oder gleich ist, in Zeichen:

AB=A'B’

Wenn eine Strecke A’ B’ und eine Strecke A” B” derselben Strecke AB kongruent sind, so ist auch die Strecke
A’B’ der Strecke A” B” kongruent; oder kurz: wenn zwei Strecken einer dritten kongruent sind, so sind sie

untereinander kongruent.

Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame Punkte auf der Geraden a und ferner A’B’ und B’C’

zwei Strecken auf derselben oder einer anderen Geraden a’ ebenfalls ohne gemeinsame Punkte; wenn dann
AB = A'B’ und BC = B'C’

ist, so ist auch stets
AC = A'C.

Es sei ein Winkel £(h, k) in einer Ebene o und eine Gerade a’ in einer Ebene o/ sowie eine bestimmte Seite von
a’ in o’ gegeben. Es bedeute h’ einen Halbstrahl der Geraden a’, der vom Punkte O’ ausgeht: dann gibt es in
der Ebene o' einen und nur einen Halbstrahl &/, so da8 der Winkel £(h, k) kongruent oder gleich dem Winkel
£(h', k") ist und zugleich alle inneren Punkte des Winkels £(h/, k') auf der gegebenen Seite von a’ liegen, in
Zeichen:

£(h,k) = £(h,K).
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2 GESCHICHTE DER GEOMETRIE - AXIOMATISCHE SYSTEME

Jeder Winkel ist sich selbst kongruent, d.h. es ist stets

L(h, k) = £(h, k).

II1 5. Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’B’C’ die Kongruenzen
AB = A'B',AC = A'C", {BAC = 4{B'A'C’
gelten, so ist auch stets die Kongruenz

LABC = LA’ B’ erfiillt.

Bereits 1557 wurde die Stellung des SWS-Kongruenzsatzes bei Euklids ,,Elementen“ hinter-
fragt. Jaques Pelletier wollte diesen Satz als Axiom festlegen, weil er Zweifel an Euklids Beweis
hatte. Hilbert hat diese Uberlegung iibernommen und den SWS-Satz zum Axiom III 5 erklirt
8, S. 3f].

Eine gegensétzliche Entwicklung stellt der folgende Satz dar, dessen Stellung als Axiom
bei Euklid von Hilbert kritisiert wird. Hilbert beweist die Aussage unter Verwendung des

Groflenvergleichs von Winkeln.

Satz 21: Alle rechten Winkel sind einander kongruent.

Axiom der Parallelen [10, S. 28]
Bei Hilbert bildet das Parallelenaxiom eine eigene Axiomgruppe, die Gruppe IV. Es lautet:

IV Es sei a eine beliebige Gerade und A ein Punkt auflerhalb a: dann gibt es in der durch a und A bestimmten

Ebene hochstens eine Gerade, die durch A laduft und a nicht schneidet.

Im Gegensatz zu Euklids Parallelenaxiom wird hier also nur gefordert, dass es nicht mehr als
eine Parallele gibt. Allerdings folgert Hilbert aus dem Satz vom Auflenwinkel (Satz 3.5), dass zu
einer Gerade mindestens eine parallele Gerade existiert. Gemeinsam mit dem Parallelenaxiom

ergibt sich dieselbe Aussage wie bei Euklid.

Axiome der Stetigkeit [10, S. 30]

Eine Kritik an Euklids ,,Elementen® war das Fehlen eines Axioms, das die Existenz von
Schnittpunkten sichert, wie in Kapitel 2.3.1 aufgezeigt wurde. Diesem Problem sollen die Axiome
der Stetigkeit Abhilfe schaffen.

V 1. (Axiom des Messens oder Archimedisches Axiom).
Sind A, B und C irgendwelche Strecken, so gibt es eine Anzahl n derart, dal das n-malige Hintereinander-
Abtragen der Strecke CD von A aus auf den durch B gehenden Halbstrahl iiber den Punkt B hinausfiihrt.
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2 GESCHICHTE DER GEOMETRIE - AXIOMATISCHE SYSTEME

V 2. (Axiom der linearen Vollstandigkeit).
Das System der Punkte einer Geraden mit seinen Anordnungs- und Kongruenzbeziehungen ist keiner solchen
Erweiterung fahig, bei welcher die zwischen den vorigen Elementen bestehenden Beziehungen sowie auch die
aus den Axiomen I-III folgenden Grundeigenschaften der linearen Anordnung und Kongruenz, und V 1 erhalten
bleiben.

Hilbert betont, dass das Archimedische Axiom notwendig ist, da bei alleiniger Erfiillung der
Axiomgruppen I-1V weitere Elemente hinzugefiigt werden kénnen. Somit ware das Vollstdndig-
keitsaxiom bei Vernachléssigung des Archimedischen Axioms nicht erfiillt [10, S. 30ff.]. Mit dem
Vollstédndigkeitsaxiom wird andererseits garantiert, dass die mit den vorhergehenden Axiomen
aufgestellte Geometrie maximal ist. Aus dem Vollstandigkeitsaxiom folgt, dass die Punkte einer
Geraden mit den reellen Zahlen {ibereinstimmen. Somit ist — wie die reellen Zahlen — die in
Hilberts Werk entwickelte Geometrie vollstéandig [7, S. 197f.]. Gemeinsam mit der im folgenden
Kapiteln gezeigten Widerspruchsfreiheit und Unabhéngigkeit der Axiome ist damit die Eignung

von Hilberts Axiomensystem der euklidischen Geometrie belegt.

2.4 Von der euklidischen zur nichteuklidischen Geometrie

Euklids Geometrie hat die Zeit bis zum 19. Jahrhundert mafigeblich dominiert. Jahrhundertelang
war man bemiiht, das Parallelenaxiom zu beweisen, gemafl dem Bestreben, eine moglichst
einfache axiomatische Grundlage der Geometrie zu schaffen. Im Zuge der Auseinandersetzung
mit dem Parallelenaxiom wurde ersichtlich, dass es nicht die eine Geometrie gibt, fiir die tber
2000 Jahre die euklidische Geometrie synonym verwendet wurde [3, S. 9f.]. Die ersten, die die
Existenz anderer Geometrien neben der euklidischen aufzeigten, waren Carl Friedrich Gaufl
(1777-1855), Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski (1793-1856) und Jénos Bolyai (1802-1860)
in der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts. Sie kamen zu dem Schluss, dass wenn man das
Parallelenaxiom negierte, eine in sich schliissige, andere Geometrie aufgebaut werden koénnte.
Diese Geometrie bezeichnete Gaufl als Antieuklidische Geometrie. In einem Brief an Friedrich
Wilhelm Bessel aus dem Jahr 1829 schreibt Gau8, dass er das ,Geschrei der Boeoter!“ fiirchtete,
wenn er seine Ansichten teilen wiirde. Diese Aussage zeigt einmal mehr die Vormachtstellung
der euklidischen Geometrie [11, S. 215ff.]. Lobatschewski und Bolyai ersetzten das euklidische

lals Booter wurden ungebildete Menschen bezeichnet
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2 GESCHICHTE DER GEOMETRIE - AXIOMATISCHE SYSTEME

Parallelenaxiom folgendermaflen: ,Zu jeder Gerade und einem Punkt, der nicht auf der Gerade
liegt, gibt es mindestens zwei parallele Geraden in derselben Ebene, die durch den gegebenen
Punkt fithren“ Diese nichteuklidische Geometrie wird hyperbolische Geometrie genannt [3, S.
373f.]. Eine weitere nichteuklidische Geometrie verzichtet ebenfalls auf das Parallelenaxiom
und geht davon aus, dass es iiberhaupt keine Parallelen gibt. Darunter versteht man etwa die
elliptische Geometrie [12, S. 16].
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3 Grundlagen der Dreiecksgeometrie

3.1 Teilverhaltnisse

Definition. Wird der Anfangspunkt A vom Endpunkt B einer Strecke AB unterschieden, so
wird AB als orientierte Strecke bezeichnet. Demnach ist AB # BA. Fiir die Linge einer Strecke
AB schreibt man |AB)|. Sie entspricht dem Abstand der beiden Punkte A und B. Dabei ist
|AB| = |BA].

Definition. Es sei ABC ein Dreieck. Dann versteht man unter |ABC| den Flicheninhalt des

Dreiecks.

Definition. [26, S. 10] Es seien A und B zwei Punkte auf einer Geraden g. Man bezeichne die
Seite von A in g, auf der B liegt mit (AB> bzw. <BA). Jene Seite von A in g, in der B nicht
enthalten ist, wird <A)B bzw. B(A> genannt. Die beschriebenen Seiten von A in g werden als
Halbstrahlen bezeichnet und es gilt

(AB>={Pecg:A¢|[PB|} =< BA)
<A)B={Pecg:Aec(PB)} =B(A>.

Definition. Gegeben seien drei kollineare Punkte A, B, C, mit B # C. Dann ist das Teilver-
hiltnis 42 folgendermafBen definiert [26, S. 65]:

|AB|

~ |BC|

AB { % wenn die Strecken AB und BC in dieselbe Richtung orientiert sind,
BC

wenn die Strecken AB und BC in entgegengesetzte Richtungen orientiert sind.
Fir g—g =:z,z € R gilt damit:
o« x>0 fiir Be (AC)

° x:OfurA:B

x <0 fir A€ (BC> oder B ¢ [AC]
e =1 wenn B der Mittelpunkt von AC ist

e z=—-1fuirA=0C
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3 GRUNDLAGEN DER DREIECKSGEOMETRIE

3.2 Strahlensatze

3.2.1 1. und 2. Strahlensatz und ihre Umkehrungen

Satz 3.1. 1. und 2. Strahlensatz [13, S. 1]

Seien g und h zwei Geraden, wobei g \h = {S} fir einen Punkt S gilt. Weiters seien k und |
zwei Geraden, mit den Eigenschaften S ¢ {k,1} sowie k }f {g,h} und I }f {g,h}. Dabei seien A,
A’, B, B’ Punkte mit {A} =gnk, {A}=9gnl,{B} =hNkund {B'} =hnNIl. Aus k| folgt

. |[SA] _ |SB| |SA| __ |SB| |SA'| _ |SB/|

(’l). \AA/| — |BB'\’ \SA’| — |SB’|’ |AA/| — |BB/| (1 Stmhlensatz)
.. |[AB| __ |SA] |AB| __ |SB

(“’)' [A’B'] — [SA']’ [A’B’] — |SB] (2 Stmhlensatz)

Das bedeutet, dass

(). die Abschnitte der einen Geraden im gleichen Verhéltnis zueinander stehen wie jene der

zweiten Geraden.

(ii). die Abschnitte der Parallelen im gleichen Verhéaltnis zueinander stehen wie jene der

jeweiligen Geraden [14, S. 124f.].

h B B’\ h

k ! /

Abbildung 5: Strahlensatz in der V-Figur (links) und X-Figur (rechts) (in Anlehnung an [13, S. 1])

Beweis. [14, S. 124f.]

(i). Angenommen es sei k || [. Um die Behauptung zu zeigen, fillt man das Lot von A’ bzw. B’
auf k, wodurch man die Hohen der Dreiecke ABA’ und ABB’ erhilt. Die Langen der Hohen
stimmen aufgrund der Voraussetzung iiberein. Da die beiden Dreiecke die Grundseite AB

teilen, gilt nach der Flachenformel flir Dreiecke
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3 GRUNDLAGEN DER DREIECKSGEOMETRIE

(A= W)
|ABA'| = |ABB'|.
Addieren von |SBA| und anschlieBendes Zusammenfassen der Flichen ergibt

|ABA| + |SBA| = |ABB'| + |SBA .

|SBA| |SB’ A
Verwendung von (3.1) liefert
|SBA|  |SBA]|
|ABA'|  |ABB|
und (3.2)
|SBA|  |SBA|
|ISBA'|  |SB'A|’

(3.1)

(3.2)

(3.4)

Die Flichen in (3.3) bzw. (3.4) konnen entsprechend der Dreiecksflachenformel dargestellt

werden als
|SA| - | DB |SB| - |AC|
5 3 ISALIDB| _|SB|-lAC
|AA'| - |DB| |BB'| - |AC| |AA'| - |DB| |BB'| - |AC|
2 2
bzw.
|SA| - |DBj |SB| - |AC]
5 3 |sAIDB| _|SB|-JAC
|SA'| - |DB] |SB'| - |AC| |SA’| - |DB |SB'| - \AC]'
2 2
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(ii).

3 GRUNDLAGEN DER DREIECKSGEOMETRIE

Abbildung 6: Beweis des 1. Strahlensatzes (in Anlehnung an [14, S. 124])

Durch anschlielendes Kiirzen erhélt man

|ISA|  |SB|
|AA'| — |BB| (3:5)
bzw.
|ISA|  |SB|
|SA|  |SB|
. : . IsA| __ |SB| . -
Die letzte zu zeigende Gleichung Ar] = 155 folgt aus (3.5). Es gilt namlich

|SA'| = £|SA| £ |AA'| und |SB’| = +£|SB| &+ |BB’|. Die Reihenfolge der Monome ist
gleich, da k || [ gilt. Die Vorzeichen ergeben sich aus der Anordnung von S, A, A" auf ¢
bzw. S, B, B auf h. Es folgt

! / !
S| ISA| | |A4| _ |SA| a5 |SBl  _ ISB|  |BB| _|sB

|AA|  TAA| T |AA| T |AA |BB/| |BB'| ~ |BB'| |BB'|

Es gelte wieder k || . Zunédchst erweitert man die Konstruktion um eine zu h parallele
Gerade m, fiir die gilt {A} € m. Dann sei {E} = I[Nm und es folgt |AB| = |EB’| aufgrund

der Parallelitit von h und m. Wendet man nun den 1. Strahlensatz auf die Geraden g und

| mit g Nl = {A’} an, erhalt man ||§AA,“ = ‘lf,%/,l‘, was |I5:,|| = ‘X}gl,l entspricht. Analog Zeigt
man, dass % = % gilt.
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3 GRUNDLAGEN DER DREIECKSGEOMETRIE

Abbildung 7: Beweis des 2. Strahlensatzes (in Anlehnung an [14, S. 125])

Der 1. Strahlensatz ist umkehrbar, allerdings mit der Einschrankung, dass es sich um Strahlen
und nicht um Geraden handeln muss, wie ein Gegenbeispiel im Folgenden verdeutlicht. Zunachst

wird die Umkehrung analog zur obigen Implikation in Satz 3.1 formuliert.

Satz 3.2. Umkehrung des 1. Strahlensatzes [14, S. 125]

Seien g und h zwei Strahlen, mit dem gemeinsamen Anfangspunkt S. Weiters seien k und | zwei
Geraden, mit den Eigenschaften S ¢ {k,l} sowie k }f {g,h} und l }f {g,h}. Dabei seien A, A’,
B, B’ Punkte mit {A} =gnk, {A'y =gnl, {B}=hNk und {B'} = hNI. Dann gilt

|SA|  |SB|
|SA|  |SB|

=k

Beweis. [14, S. 125f.]

Man nehme an, es gelte k Jf I. Sei [ jene Gerade, mit den Eigenschaften k || [, B' € I und
{E} = gnlmit A’ # A’". Aus der Voraussetzung erhiilt man

|SA|  |SB|

|SB| - [SA'|
|SA|  |SB| '

|SB'|

& |SA| =

Aufgrund der Konstruktion von [ und dem 1. Strahlensatz ergibt sich auBerdem

|SA| _ |SB]
|SA| B

|SB| - |SA|

woraus A’ = A’ folgt. Das steht allerdings im Widerspruch zur Annahme, dass k f [ gilt, wodurch

die Behauptung bewiesen ist. O
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3 GRUNDLAGEN DER DREIECKSGEOMETRIE

/,
’
~.7

Abbildung 8: Beweis zur Umkehrung des 1. Strahlensatzes (in Anlehnung an [14, S. 125])

Um zu zeigen, dass die Umkehrung des 1. Strahlensatzes fiir Geraden im Allgemeinen nicht

gilt, betrachtet man das Gegenbeispiel in Abbildung 9. Man nimmt zunéchst an, es gelte die

Implikation
|SA| |SB
= =k
|SA|  |SB| |
Die geometrische Darstellung erfiillt fiir die Punkte S, A, A’, B, B’ die Voraussetzungen in Satz
3.1 (und insbesondere jene in Satz 3.2). Es gilt somit die Aquivalenz % = % s kL

Schneidet man den Kreis mit Mittelpunkt S und Radius r = |SA| mit der Geraden g, erhlt

man den Schnittpunkt A. Nach Konstruktion ist |SA| = |SA| und somit gilt Ilgf’ll = ||§§,||. Die

Punkte S, A, A', B, B geniigen ebenfalls den Bedingungen in Satz 3.1. Dann miisste nach der

Behauptung & || I sein, was offensichtlich nicht der Fall ist.

Abbildung 9: Gegenbeispiel zur Allgemeingiiltigkeit der Umkehrung des 1. Strahlensatzes (in Anlehnung an [15,
S. 159])

Die Umkehrung des 2. Strahlensatzes gilt im Gegensatz zur Umkehrung des 1. Strahlensatzes

trotz der Einschriankung auf Strahlen im Allgemeinen nicht. Dafiir betrachtet man ein Gegen-
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3 GRUNDLAGEN DER DREIECKSGEOMETRIE

beispiel (Abbildung 10) dhnlich zu Abbildung 9 und stellt analoge Uberlegungen an. Zuniichst

wird angenommen, die Implikation

|SA|  |AB|
|SA|  |A'D|

=k|

trafe zu. Der Kreis um den Mittelpunkt A" mit Radius r» = |A’B’| schneidet die Gerade h im

Punkt B'. Es gilt |[A’'B’| = |A'B’|, woraus nach der Behauptung ‘gﬁ‘ = llﬁ?l = k|| [ folgen

miisste. Allerdings gilt offensichtlich & }f l.

Abbildung 10: Gegenbeispiel zur Allgemeingiiltigkeit der Umkehrung des 2. Strahlensatzes (in Anlehnung an
[15, S. 159])

3.2.2 Orientierter Strahlensatz

Satz 3.3. Orientierter Strahlensatz [13, S. 4]

Es seien g und h zwei Geraden, wobei g N\h = {S} fiir einen Punkt S gilt. Weiters seien k und
[ zwei Geraden, mit den Eigenschaften S ¢ {k,l} sowie k }f {g,h} und L }f {g,h}. Dabei seien
A, A’, B, B’ Punkte mit {A} =gnk, {A}=9gnl, {B} =hNk und {B'} =hNI. Dann sind

aquivalent:
(i). Die Geraden k und l sind parallel.
(ii). Fir die Teilverhdltnisse gilt:

SA AB _ SB
SA ~ AB ~ SB (36)

Beweis.

(i) = (ii). Aus dem 1. und 2. Strahlensatz (Satz 3.1) ist bekannt: Sind %k und [ parallel, so gilt
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3 GRUNDLAGEN DER DREIECKSGEOMETRIE

fir die Teilverhaltnisse

|ISA|  |AB| _ |SB]
|SA'| — |A'B'|  |SB|

Es gilt also zu zeigen, dass \Eﬁl = &gl' o 24 — AB yp( fir die anderen Verhiltnisse

SA’ A’'B’
analog. Dafiir betrachtet man Abbildung 5.

1. Fall: V-Figur

Hier liegen A und A’ von S aus betrachtet in derselben Richtung, deshalb gilt 154 — 54

ISA] — SAT
Ebenso sind die Strecken AB und A’B’ in derselben Richtung orientiert, woraus IlA/}gll =
AB SA AB

47 folgt und man erhdlt g5 = 5.

2. Fall: X-Figur
In diesem Fall ist S € (AA’). Die Strecken SA und SA’ sind demnach entgegengesetzt

orientiert und es gilt “;f,ll =— g 2‘,. Gleiches trifft auf die Strecken AB und A’B’ zu, sodass
AB .
|1|4/B!‘ = —ﬁg/. Das ergibt

SA| _ |AB| _ _SA __AB _ SA _ AB
[SA| T JAB| T T8A T AR T SA T ABC

Die iibrigen Teilverhéltnisse folgen analog.

(ii) = (i). Angenommen, (3.6) ist erfiillt. Es sei [ eine zu k parallele Gerade, fiir die gilt
INng={A'} # S und I N h = {B'}. Dann folgt aus (i)

SA AB SB

SA A SB
Aufgrund der Voraussetzung trifft aber auch

SA AB SB

SA' ~ A'B' ~ SB

zu. Also muss A’ = A’ gelten und daher [ || k.
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3.3 Kongruenz und Ahnlichkeit von Dreiecken

Definition. In einem Dreieck ABC' gelten folgende Bezeichnungen:

e a:=BC,b:=CA, c:= AB, wobei a, b, c abhéngig vom Kontext die Seiten oder auch ihre

Lénge bedeuten konnen.

o a:=ABAC, B:= ACBA, v:= LACB

Abbildung 11: Gréfen im Dreieck

3.3.1 Kongruenzsatze fiir Dreiecke

Definition. Zwei Dreiecke ABC und A’B’C’ nennt man kongruent, wenn sie in allen Bestim-

mungsstiicken tibereinstimmen. Das heif3t, wenn gilt:

(die entsprechenden Seiten sind kongruent)
sowie
a=d, =, v=49
(die entsprechenden Winkel sind kongruent) [26, S. 19].
Man schreibt: ABC = A'B'C".
Es gibt die folgenden vier Kongruenzséitze. Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn
(i). alle drei entsprechenden Seiten kongruent sind. (SSS-Satz)
(ii). zwei entsprechende Seiten und der eingeschlossene Winkel kongruent sind. (SWS-Satz)

(iii). eine entsprechende Seite und die anliegenden Winkel kongruent sind. (WSW-Satz)
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3 GRUNDLAGEN DER DREIECKSGEOMETRIE

(iv). zwei entsprechende Seiten und der der liangeren Seite gegeniiberliegende Winkel kongruent

sind. (SSW-Satz)

3.3.2 Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke

Definition. Zwei Dreiecke ABC und A’B’C’ werden dhnlich genannt, wenn die entsprechenden

Winkel kongruent sind und fiir die Seiten gilt

|AB|  |BC|  |CA|
‘A’B/| - ‘B/C" - ’C’A"

Man schreibt: ABC ~ A'B'C".
Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn
(i). alle Seiten entsprechend proportional sind. (S:S:S-Satz)
(ii). sie in einem Winkel iibereinstimmen und die einschlieBenden Seiten entsprechend propor-
tional sind. (S:W:S-Satz)
(iii). alle entsprechenden Winkel kongruent sind. (W:W:W-Satz)

(iv). sie in einem Winkel tibereinstimmen und zwei Seiten entsprechend proportional sind, wobei

der kongruente Winkel der ldngeren Seite gegentiber liegt. (S:S:W-Satz)

3.4 Satze iiber Winkel im Dreieck und an Geraden

Definition. Unter Nebenwinkeln versteht man zwei einander anliegende Winkel, die beim
Schnitt von zwei Geraden entstehen. Thre Summe entspricht demnach einem gestreckten Winkel,
also 2R. In der gleichen Situation einander gegeniiberliegende Winkel werden Scheitelwinkel
genannt. Ein zu seinem Nebenwinkel kongruenter Winkel wird rechter Winkel genannt und
mit R gekennzeichnet. Die Groflie eines vollen Winkels betrégt 4R [10, S. 15]. In einem Dreieck
ABC heifit ein Nebenwinkel eines Innenwinkels Aufenwinkel [14, S. 39].

D

A D A D
VR TN —
[]]

C B C B
C

Abbildung 12: Scheitelwinkel (links), Nebenwinkel (mittig), rechter Winkel (rechts) (in Anlehnung an [15, S. 12])

29
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Satz 3.4. Scheitelwinkelsatz [, S. 12]

Scheitelwinkel sind kongruent.

Beweis. [4, S. 12]
Die Nebenwinkel von £ BSD sind £ DSA und £CSB. Da Nebenwinkel einander zu 2R ergénzen,
ergibt sich

ADSA+ ABSD =2R = £CSB + £BSD

woraus £ DSA = LCSB folgt. Analog erhélt man £LASC = £BSD. O
A D
C B

Abbildung 13: Scheitelwinkelsatz (in Anlehnung an [4, S. 12])

Satz 3.5. Satz vom Auflenwinkel [}, S. 12]

In einem Dreieck ABC' ist jeder AufSenwinkel grofier als jeder der nicht anliegenden Innenwinkel.
Das bedeutet: Verlangert man die Seite AB eines Dreiecks ABC, so erhdlt man einen Punkt D
und es gilt 6 > {a, v}, fir 0 :== LDBC.

D

Abbildung 14: Satz vom AuBenwinkel (in Anlehnung an [26, S. 29])

Beweis. [4, S. 12]

Der Punkt E sei der Mittelpunkt von BC'. Man konstruiere den Punkt F, fir den gilt £ € (AF)
und |AFE| = |EF|. Aus dem Scheitelwinkelsatz (Satz 3.4) folgt LCEA = A BEF. Aufgrund des
SWS-Satzes gilt die Kongruenz der Dreiecke AEC = FEB, da sie in einem Winkel und zwei
Seiten iibereinstimmen. Deshalb gilt auch v = L FBE. Der Punkt F liegt auf der gleichen Seite
der Geraden g(B,C) wie D. Auflerdem sind E und F auf derselben Seite von g(A, B). Also
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liegt £’ im Winkelinneren von £ D BC und somit erhélt man § > . Auf gleiche Weise zeigt man

4> a. O

D

Abbildung 15: Beweis zum Satz vom Auflenwinkel (in Anlehnung an [26, S. 30])

Definition. Gegeben seien zwei Geraden g und h, die von einer dritten Gerade k geschnitten

werden. Die Gerade k teilt die Ebene in die Halbebenen € und €’. Die beim Schnitt entstehenden

Winkel < 2R werden Stufenwinkel genannt, wenn
(i). sie in derselben Halbebene liegen
(ii). und ihre Schenkel auf k in dieselbe Richtung orientiert sind.
Die beim Schnitt entstehenden Winkel < 2R werden Wechselwinkel genannt, wenn

(i). sie in verschiedenen Halbebenen liegen

(ii). und ihre Schenkel auf k£ in entgegengesetzte Richtungen orientiert sind [16, S. 94f.].

Abbildung 16: Beispiele fur Stufenwinkel (links), Beispiele fiir Wechselwinkel (rechts)

Satz 3.6. Stufen- und Wechselwinkelsatz [/, S. 18f.]

Es seien g, g’ und h drei voneinander verschiedene Geraden. Dann sind die zwei folgenden

Aussagen dquivalent:
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(i). Die Stufen- oder Wechselwinkel von g und ¢', die beim Schnitt mit h entstehen, sind

kongruent.
(ii). Die Geraden g und g’ sind parallel.
Beweis. [4, S. 18f.]

(i) = (ii). Es gelte gNh = {S} und ¢ N h = {5’} fir die beiden Punkte S,S’. Nach der
Voraussetzung gibt es kongruente Stufenwinkel. 0.B.d.A sei ¢ = ¢’ (Abbildung 17).
Angenommen, es sei g }f ¢. Dann gibt es einen Schnittpunkt P mit ¢ N ¢’ = {P} und
es entsteht ein Dreieck SPS’. Nach dem Satz vom Auflenwinkel (Satz 3.5) ist ¢’ > o.
Jedoch trifft auch ¢’ = o nach Voraussetzung zu — ein Widerspruch. Also gibt es keinen
Schnittpunkt P und es gilt g || ¢'.

(ii) = (i). Gegeben seien wie oben die Geraden g und ¢’ und nach der Voraussetzung sei g || ¢'.
Es sei g jene Gerade, fiir die gilt gNh = {S’}, ¢ || g und & bilde mit o ein Paar kongruenter
Stufenwinkel o = 6. Wegen (i) = (i) gilt ¢ || §. Da es nur eine Gerade geben kann, die
parallel zu g ist und durch den Punkt S’ verlauft, muss aber ¢’ = § gelten, woraus die
Kongruenz der Stufenwinkel o = ¢’ folgt.

0

N

Abbildung 17: Beweis zum Stufenwinkelsatz (i) = (ii) (links) und (ii) = (i) (rechts) (in Anlehnung an [4, S.
181£.])

Der Satz ist sowohl fiir Stufenwinkel als auch fiir Wechselwinkel formuliert. In Abbildung 18 ist
die Giltigkeit fiir die Wechselwinkel aufgrund der Kongruenz von Scheitelwinkeln (Satz 3.4)

einzusehen. ]
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Abbildung 18: Stufen- und Wechselwinkelsatz (in Anlehnung an [26, S. 36])

Satz 3.7. Auflenwinkelsatz [4, S. 20f.]

In einem Dreieck ABC ist ein Auflenwinkel gleich grofi wie die Summe der beiden nicht
anliegenden Innenwinkel. Das bedeutet: Verldngert man die Seite AB eines Dreiecks ABC, so
entsteht ein Punkt D und der entstehende Aufenwinkel £ DBC' ist gleich grof$ wie o + 7.

o AR
4 B

D
Abbildung 19: Aulenwinkelsatz (in Anlehnung an [4, S. 21])

Beweis. [4, S. 20f.]

Man konstruiere fiir einen Punkt F, der auf derselben Seite von g(A, B) liegt wie C, die Gerade
9(B, E) mit g(B,E) || g(A,C). Aus dem Stufenwinkelsatz (Satz 3.6) folgt wegen der Parallelitét
die Kongruenz { BAC' = £ DBE. Da E und A auf verschiedenen Seiten von g(B,C') liegen,
sind LACB und £ EBC Wechselwinkel und aus demselben Satz folgt LACB = L EBC. Das

ergibt also
ADBC = ADBE+ AEBC = {BAC + LACB = a + 7. (3.7)

O
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D

Abbildung 20: Beweis zum Auflenwinkelsatz (in Anlehnung an [4, S. 21])

Satz 3.8. Winkelsumme im Dreieck [}, S. 21]

Die Summe der Innenwinkel in einem Dreieck ABC' betragt 2R.

Beweis. [4, S. 20f.]

In Abbildung 19 sind die Winkel LCBA und £ DBC Nebenwinkel. Sie ergénzen einander
demnach zu 2R. Das heifit, es gilt wegen (3.7) im AuBenwinkelsatz

LCBA+ LACB + £BAC = 2R.
£DBC

3.5 Satzgruppe des Pythagoras

Definition. Es sei ABC ein Dreieck. Man spricht von einem rechtwinkligen Dreieck, wenn es
einen rechten Winkel besitzt. Im Folgenden gilt v := LACB = R. Dann gelten fiir die Seiten
a, b, c des Dreiecks die Bezeichnungen ¢ := AB als Hypotenuse und b := CA und a := BC als
Katheten. Es sei h. die Hohe durch den Punkt C' und der Punkt H. der Hohenfupunkt von A,
auf AB. Dann werden AH. und H.B Hypotenusenabschnitte genannt und es gilt ¢ := |AH,|
und p := |H.B| [17, S. 8f].

Abbildung 21: rechtwinkliges Dreieck (in Anlehnung an [17, S. 8])
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Die ,,Satzgruppe des Pythagoras®“ besteht aus drei Séitzen: dem Satz des Pythagoras, dem
Kathetensatz des Euklid und dem Hohensatz des Euklid.

3.5.1 Satz des Pythagoras
Satz 3.9. Satz des Pythagoras [17, S. 9]

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck. Dann ist der Fldcheninhalt des Hypotenusenquadrats
gleich grof$ wie die Summe die Fldcheninhalte der Quadrate tiber den beiden Katheten. Oder

anders formuliert:

A =a®>+ b

c=+vVa?+b?

Abbildung 22: Satz des Pythagoras (in Anlehnung an [17, S. 9])

Beweis. [17, S. 34f.]

Zunichst setzt man die beiden Kathetenquadrate zum ,,Stuhl der Braut“ zusammen. Der
Flicheninhalt dieser zusammengesetzten Figur ist a + b%. Die Strecke BQ werde durch einen
Punkt P geteilt, sodass |BP| = b. Wegen |BQ| = a+b ist |[PQ| = a. Da es sich bei den Winkeln
APBC und LY QP um FEcken der Kathetenquadrate handelt, gilt {PBC = R = LYQP.
Aufgrund des SWS-Satzes sind die Dreiecke CBP und PQY kongruent zum Dreieck ABC und
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somit |CP| = ¢ = |PY|. Da es sich bei ABC um ein rechtwinkliges Dreieck handelt, gilt wegen
der Winkelsumme im Dreieck (Satz 3.8) a+ 8 = R. Weil LQPB ein gestreckter Winkel ist,
erhdlt man fiir den Winkel LY PC, dass £CPY = R und somit CP | PY. Nun dreht man das
Dreieck PQY um den Punkt Y so, dass die Strecke Y@ mit der Strecke Y@’ iibereinstimmt.
Analog geht man fiir das Dreieck C'BP vor. Hierbei kommt die Strecke C'B auf der Strecke
CB' zum liegen. Auf diese Weise erhélt man ein Quadrat mit der Seitenldnge ¢, fiir dessen
Flicheninhalt ¢? = a? + b? gilt. O

Y

B

Abbildung 23: Stuhl der Braut (links) und Beweis zum Satz des Pythagoras (rechts) (in Anlehnung an [17, 34f.])

3.5.2 Kathetensatz des Euklid

Satz 3.10. Kathetensatz des Euklid [17, S. 10]
In einem rechtwinkligen Dreieck ABC ist der Flicheninhalt eines Kathetenquadrats gleich grofs

wie der Fldcheninhalt des Rechtecks mit der Hypotenuse und dem entsprechenden Kathetenab-

schnitt als Seitenldngen. Das bedeutet:
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b? poo
b : ! a
: Izc :
Lo
q ! | P
A Hc B
¢l c.q c-p c

Abbildung 24: Kathetensatz (in Anlehnung an [17, S. 10])

Der folgende Beweis des Kathetensatzes folgt der ,euklidischen Methode®“ und gilt als altester

Beweis dieses Satzes.

Beweis. [17, S. 20f.]

Um die Aussage des Kathetensatzes zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass % = |ACE| =
|AGH.| = 9. Die Dreiecke ACE und ABE haben denselben Flicheninhalt. Sie besitzen die
gemeinsame Grundseite AE. AC ist die Hohe des Dreiecks AC'E und das Lot von der Gerade
g(A, E) durch B ist jene des Dreiecks ABE. Wegen AE || BC sind die beiden Hohen gleich.
Aus CH., || AG folgt gleichermafien |AGH,| = |AGC)|. Fir die Dreiecke ABE und AGC gilt
|AE| = b = |CA|, |AB| = ¢ = |AG| und LEAB = R+ o+ £LGAC. Aus dem SWS-Satz folgt
die Kongruenz der beiden Dreiecke, weshalb sofort |ABE| = |AGC)| gilt. Insgesamt erhélt man

|ACE| = |ABE| = |AGC| = |AGH.|.
@ _ cp

Analog zeigt man % = 7. O
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Abbildung 25: Beweis zum Kathetensatz (in Anlehnung an [17, S. 21])

3.5.3 Hohensatz des Euklid

Satz 3.11. Hohensatz des Euklid [17, S. 10]
Es sei ABC' ein rechtwinkliges Dreieck. Dann hat das Quadrat diber der Hohe durch C den

gleichen Fldcheninhalt wie das Rechteck mit den Hypotenusenabschnitten als Seitenlingen. Oder

als Formel:
hi=p-q
/10 C
h 2
c h,
q P
A Hc B
P -q

Abbildung 26: Héhensatz (in Anlehnung an [17, S. 10])
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Beweis. [17, S. 371.]

Trennt man das Dreieck ABC' an der Hohe h,., so entstehen die beiden rechtwinkligen Dreiecke
AH.C und H.BC'. Jetzt konstruiert man zwei neue rechtwinklige Dreiecke, wobei die Dreiecke
AH.C und H.BC einerseits mit dem Quadrat von der Fliche h.? und andererseits mit dem

Rechteck von der Flache p - g ergdnzt werden. Die beiden neuen Dreiecke haben die Seitenldngen

q + he und p + h,. Die Flichen stimmen somit iiberein und es folgt sofort h.> = p - q. O
c
q
hL, C /70
14
H B
h? B
‘ ‘ p-q g
a P
H B h,
Cc

Abbildung 27: Ergdnzungsbeweis zum Hohensatz (in Anlehnung an [17, 37£.])
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4 Rund um den Schulstoff

4.1 Merkwiirdige Punkte im Dreieck

4.1.1 Umkreismittelpunkt

Definition. Unter einer Streckensymmetrale einer Strecke AB versteht man jene Gerade, die
aus der Menge aller Punkte X besteht, die den gleichen Abstand zu A und B haben. Die
Streckensymmetrale geht durch den Mittelpunkt von AB und steht normal auf AB. Sie wird
mit map bezeichnet [15, S. 11].

Satz 4.1. Umkreismittelpunkt [13, S. 23]

Die Streckensymmetralen der Seiten eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt U. U ist der
Mittelpunkt des Kreises, der durch die Eckpunkte des Dreiecks verlauft und wird deshalb als

Umkreismittelpunkt bezeichnet.

Beweis. [13, S. 23]

Es sei ABC ein Dreieck mit den Seitenmittelpunkten M, und M.. Die Streckensymmetralen m sp
und mpc schneiden sich in einem Punkt U. Die Dreiecke AM .U und BU M. sind rechtwinklige
Dreiecke, die die gemeinsamen Seiten M.U und AM, = M.B besitzen. Aus dem SWS-Satz
folgt die Kongruenz von AM.U und BU M, und folglich ist |[AU| = |BU|. Analoges gilt fiir die
Dreiecke BM,U und CUM,, weshalb |BU| = |CU| ist und es folgt sofort |AU| = |CU|. Fallt
man das Lot von U auf C'A, erhdlt man den Punkt M;,, der AC in zwei Abschnitte mit den
Langen x := |CMp| und y := | My A| teilt. Nach dem Satz des Pythagoras (Satz 3.9) gilt

22+ MU = |CU|? und o + |[MyU|* = |AU .

Wegen |AU| = |CU| folgt = y. Also entspricht das gefillte Lot von U auf C' A der Streckensym-
metrale mc 4. Die Streckensymmetralen schneiden sich also alle im Punkt U, dem Mittelpunkt
des Kreises mit Radius |AU| = |BU| = |CU]|, der somit durch die Eckpunkte des Dreiecks
verlauft. O
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Abbildung 28: Umkreismittelpunkt (in Anlehnung an [13, S. 23])

Definition. Der in Satz 4.1 beschriebene Kreis wird Umkreis des Dreiecks genannt.

4.1.2 Inkreismittelpunkt

Definition. Fiir zwei Halbstrahlen g = (AB> und ¢’ = (AC> gelte g N ¢’ = {A}. Unter einer

Winkelsymmetrale des Winkels a := £ BAC' versteht man die Gerade w,, wenn
VX € w, : £BAX = L X AC.

Eine Winkelsymmetrale wird Innenwinkelsymmetrale genannt, wenn sie die Winkelsymmetrale
eines Winkels in einem Dreieck ist. Sie wird als Auffenwinkelsymmetrale bezeichnet, wenn sie

einen Auflenwinkel eines Dreiecks halbiert.

Satz 4.2. Inkreismittelpunkt [13, S. 22]
Die Innenwinkelsymmetralen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt I. I ist der Mittel-
punkt des Kreises, der alle Seiten des Dreiecks als Tangenten berihrt. I wird als Inkreismittel-

punkt bezeichnet.

Beweis. [13, S. 22]

Die Behauptung wird mit den gleichen Uberlegungen wie im Beweis des Satzes vom Umkreis-
mittelpunkt (Satz 4.1) bewiesen. Es sei ABC' ein Dreieck mit den entsprechenden Winkeln
o, 3,7. Die Innenwinkelsymmetralen w, und ws schneiden sich in einem Punkt /. Féllt man
die Lote von I auf die Dreiecksseiten, erhalt man die Schnittpunkte D, F, F'. Die Dreiecke ADI

und AIF sind rechtwinklige Dreiecke, die die gemeinsame Seite Al besitzen. Auflerdem haben
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sie den Winkel %A{DAF gemeinsam, womit auch L AID = L FIA gilt. Nach dem WSW-Satz
sind ADI und AIF kongruent und somit ist |F'I| = |DI|. Analoges gilt fiir die Dreiecke BID
und BEI, weshalb |DI| = |EI| ist und es folgt sofort |FI| = |EI|. Die Dreiecke CFI und CIE
sind kongruent, denn sie haben zwei gleiche Seiten, |FI| = |EI| und CI und einen rechten
Winkel. Somit kann der SSW-Satz angewandt werden. Dann gilt aber auch L F'CI = £ICFE und
C1T stimmt mit der Innenwinkelsymmetrale w., tiberein. Also schneiden sich w,,ws, w, alle im
Punkt I, dem Mittelpunkt des Kreises mit Radius |DI| = |EI| = |FI|, der alle Dreiecksseiten
beriihrt.

O

Abbildung 29: Inkreismittelpunkt (in Anlehnung an [13, S. 22])

Definition. Der in Satz 4.2 beschriebene Kreis wird Inkreis des Dreiecks genannt.

4.1.3 Schwerpunkt

Definition. Unter einer Schwerlinie in einem Dreieck ABC versteht man jene Gerade bzw.
Strecke, die eine Ecke und den gegeniiberliegenden Seitenmittelpunkt verbindet. Die Schwerlinie
Sq ist jene Schwerlinie, die durch den Eckpunkt A verlduft [15, S. 21].

Satz 4.3. Schwerpunkt [3, S. 53]

Die Schwerlinien eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt S. Dieser Punkt teilt jede
Schwerlinie im Verhdltnis 2:1, von der jeweiligen Ecke aus betrachtet. In einem Dreieck ABC
mit den Seitenmittelpunkten M., My, M. gilt also

|AS|  |BS| _|CS|] 2

— = = —. 4.1
SM,] " 1Sy T ISM] T (4.1

Der Punkt S wird als Schwerpunkt des Dreiecks bezeichnet.
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Beweis. [15, S. 21f.], [3, S. 55f.]

Es sei ABC ein Dreieck mit den Seitenmittelpunkten M, My, M.. Man zeichnet die Schwerlinien
AM, und BMj,, die sich im Punkt S schneiden. Da es sich bei M, und M, um Seitenmittelpunkte
handelt, trifft offenbar

M| _ |CM,]
|MbA| |MaB|

zu. Nach der Umkehrung des 1. Strahlensatzes (Satz 3.2) fiir den Scheitelpunkt C' gilt folglich
MM, || AB. Wendet man den 2. Strahlensatz (Satz 3.1) an, erhélt man mittels |CM,| = |M,A| =
Lca
3|CA]

2 |CAl  |AB]

1 |CMy| — |MyM,|

Aus dem 2. Strahlensatz fiir die Strecken AM, und B M, mit Scheitelpunkt S folgt

[AS| _ |AB] _ 2 [BS| _ |AB] _2
|ISM,| — |MpM,| 1 COSM,|  [MyM,| 1

S teilt AM, bzw. BM, demnach im Verhéltnis 2:1. Nun betrachtet man die Schwerlinie C M.,
mit CM.N AM, = {S'}, um die letzte Gleichung in (4.1) zu zeigen. Mit den gleichen Mitteln
wie zuvor erhalt man, dass S’ sowohl C M, als auch AM, im Verhéltnis 2:1 teilt. Jedoch wird
die Schwerlinie AM, bereits von S in diesem Verhéltnis geteilt. Folglich muss S’ = S gelten und
die Schwerlinien schneiden sich in einem einzigen Punkt S, der die Schwerlinien im Verhéltnis
2:1 teilt. O

Abbildung 30: Schwerpunkt (in Anlehnung an [3, S. 53])
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4.1.4 Hohenschnittpunkt

Definition. Unter einer Hohenlinie in einem Dreieck ABC' versteht man das Lot durch eine
Ecke auf die Gerade, die durch die Eckpunkte ihrer gegeniiberliegende Seite verlduft. Die
Hohenlinie h, ist demnach das Lot durch den Punkt A auf g(B,C). Analoges gilt fiir die
Hohenlinien hy, und h. [14, S. 50].

Satz 4.4. Hohenschnittpunkt [3, S. 5]

Die Hohenlinien eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt H. H wird als Héhenschnittpunkt

des Dreiecks bezeichnet.

Beweis. [3, S. 54/

Es sei ABC ein Dreieck. Man konstruiert die Parallelen zu den Seiten des Dreiecks, die durch
den jeweils gegeniiberliegenden Eckpunkt verlaufen. Auf diese Weise entsteht ein neues Dreieck
A'B'C’ (Abbildung 31), dessen Eckpunkte den Schnittpunkten der Parallelen entsprechen. Bei
ABC B’ handelt es sich um ein Parallelogramm, weshalb nach Euklid (I, S. 21) AB = B'C gilt.
Analoge Uberlegungen kénnen auf ABA'C' angewandt werden, woraus AB = C'A’ resultiert.
Daher ist B'C = CA’ und C folglich der Mittelpunkt von B’A’. Somit entspricht h. der Stre-
ckensymmetrale von B’A’ von A’B’'C’. Ebenso stimmen die anderen Hohenlinien von ABC mit
den Streckensymmetralen des Dreiecks A’ B’C” iiberein. Nach dem Satz vom Umkreismittelpunkt
(Satz 4.1) existiert genau ein Schnittpunkt der Streckensymmetralen eines Dreiecks. Aufgrund
der Ubereinstimmung der Hohenlinien von ABC mit den Streckensymmetralen von A’'B’'C’

schneiden sich auch die Héhenlinien in einem Punkt. OJ

Abbildung 31: Héhenschnittpunkt (in Anlehnung an [3, S. 54])
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4.2 Satze iiber Winkel am Kreis

Definition. Es sei k ein Kreis mit Mittelpunkt M. Auflerdem seien A und B zwei verschiedene
Punkte auf k, dann teilt die Gerade g(A, B) die Ebene in die Halbebenen ¢ und ¢’. Gegeben
sei auBlerdem ein Punkt P auf dem Kreis, mit P € . Dann wird der Winkel ¢ := {APB
Peripheriewinkel oder Umfangswinkel genannt. Der Kreis k kann auch als Umkreis des Dreiecks
ABP mit Umkreismittelpunkt M betrachtet werden.

h sei jener Halbstrahl mit Anfangspunkt A, der in ¢’ liegt und mit M A einen rechten Winkel
einschliefit. Den Winkel 7 := £(h,(AB>), also jener Winkel, der von h und dem von A
ausgehenden Halbstrahl (AB> eingeschlossen wird, bezeichnet man als Tangentenwinkel.

Der Winkel p, mit 0 < u < 4R, sei jener Winkel, der beim Abtragen vom Halbstrahl (M A>
um zu (M B> zu gelangen, entsteht. p heiit Mittelpunktswinkel oder Zentriwinkel [26, 44f.].

Abbildung 32: Winkel am Kreis (in Anlehnung an [26, S. 45])

Satz 4.5. Zentriwinkelsatz [26, S. /5]
Der Zentriwinkel u ist doppelt so groff wie der zugehdrige Peripheriewinkel ¢.

=29

Beweis. [26, S. 45f.]
Es sei P’ der P gegeniiberliegende Schnittpunkt von g(M, P) mit dem Kreis.

1. Fall: M liegt im Inneren von {APB.
Die Dreiecke AM P und M BP sind gleichschenklig, wegen des Kreisradius r = |AM| = |BM| =
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|PM]|. Also ist
¢ = LAPB = a + B, (4.2)

fir a := LAPM = LAPM und 8 := AMPB = A{PBM. Aus dem Satz tiber die Winkelsumme
im Dreieck (Satz 3.8) erhélt man LAM P’ = 2o und K BM P" = 23 und somit

u:=4LAMB = 2a + 20.

Aufgrund von (4.2) folgt pu = 2¢.

Pl
Abbildung 33: Zentriwinkelsatz Fall 1 (in Anlehnung an [26, S. 45])

2. Fall: M € AP
In diesem Fall ist P’ = A und ¢ = 3, wegen der Gleichschenkligkeit von M BP. Wie oben folgt

= £P'MB = 2/ und somit 2¢ = u. Dieselbe Aussage erhilt man analog fiir M € BP.

Abbildung 34: Zentriwinkelsatz Fall 2 (in Anlehnung an [26, S. 46])
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3. Fall: M liegt auflerhalb von L APB.
0.B.d.A liege A in £ M PB. Dann gilt

p=0—a. (4.3)

Wie in Fall 1 erhdlt man £ P’"MA = 2a und £ P"M B = 23 und somit u = 23 — 2a. Das ergibt
abermals 1 = 2¢, wegen (4.3). Analog geht man fiir B in LAPM vor. O

Abbildung 35: Zentriwinkelsatz Fall 3 (in Anlehnung an [26, S. 46])

Satz 4.6. Peripheriewinkelsatz [13, S. 35/

(i). Alle Peripheriewinkel in derselben Halbebene sind gleich grofs.

(ii). Ist ¢ == LBP'A der zu P’ zugehdrige Peripheriewinkel in &', so gilt ¢ + ¢' = 2R.

Abbildung 36: Peripheriewinkelsatz
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Beweis. [13, S. 35]

(i). Nach dem Zentriwinkelsatz (Satz 4.5) ist der Zentriwinkel stets doppelt so groB, wie der
Peripheriewinkel. Da alle Punkte P* € k in der Halbebene ¢ denselben Zentriwinkel pu

besitzen, miissen auch alle Peripheriewinkel gleich sein.

(ii). Setzt man p = 2¢ und ' = 2¢' in p+ p' = 4R ein, erhélt man

20+2¢' =4R & ¢+ ¢ =2R.

O
Satz 4.7. Tangentenwinkelsatz [26, S. 45]
Der Tangentenwinkel T ist so grofi wie der zugehorige Peripheriewinkel ¢.
p=T (4.4)

Beweis. [26, S. 46]
Um die Behauptung (4.4) zu zeigen, wird bewiesen, dass p = 27 gilt, denn nach dem Zentriwin-
kelsatz (Satz 4.5) ist p = 2¢ und daher ¢ = 7. Wie auch beim Beweis des Zentriwinkelsatzes

folgt eine Fallunterscheidung.

1. Fall: M €¢
Dann ist p = LAMB und £ BAM = AMBA = R — 7, weil ABM ein gleichschenkliges Dreieck
ist. Nach dem Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck (Satz 3.8) ist

p+2R—-7)=2R = pu+2R—2r=2R

und somit p = 27.

2. Fall: M € AB
Dann ist 7 = R und g = 2R und daher p = 27.

3. Fall: M ¢
Dann ist {ABMA = 4R — pund AMAB = LABM = 7 — R, weil es sich bei AMB um ein
gleichschenkliges Dreieck handelt. Wie in Fall 1 erhélt man

(AR—p)+2(r—R)=2R & 4R—p+21—-2R=2R & 2R—p+27=2R

und erneut folgt sofort p = 27. O
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Abbildung 37: Tangentenwinkelsatz Fall 1 (links), Fall 2 (mittig) und Fall 3 (rechts) (in Anlehnung an [26,
S. 45])

Satz 4.8. Satz des Thales

Es sei ABC' ein Dreieck. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i). Der Punkt C liegt auf dem Halbkreis tiber AB.
(ii). Der Peripheriewinkel v := LACB st ein rechter Winkel.

In der Literatur wird héufig lediglich die Implikation (i) = (ii) als ,,Satz des Thales“ bezeichnet
und findet sich auch in Euklid III, 31. Die andere Implikation wird daher oft auch , Umkehrung
des Satz des Thales“ genannt [1, S. 32].

Beweis. (i) = (ii). Diese Implikation des Satz des Thales ist ein Spezialfall des Zentriwinkel-
satzes. Angenommen C' liegt auf dem Halbkreis iiber AB. Dann ist AB der Durchmesser
des Kreises und es gilt M € AB. Demnach ist ¢ = 2R. Nach dem Zentriwinkelsatz (Satz
4.5) gilt aber auch p = 27 und somit erhélt man v = R.

(ii) = (i). Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Es ist also die Implikation
C liegt nicht auf dem Halbkreis iber AB = v # R

zu zeigen. Man unterscheidet zwei Fille. Dabei wird jeweils ein Punkt C’ mit 7' := L AC'B
konstruiert. Aulerdem bendtigt man die Winkel § := £CC’A und p := LC'AC.

1. Fall: C liegt aulerhalb des Kreises.
Dann gibt es einen Punkt C’ mit k N BC = {C'}. Da C’ die Voraussetzungen in (i)

erfiillt, gilt, wie zuvor bewiesen, 7/ = R. Somit ist auch 6 = R. Aus dem Satz iiber die
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Winkelsumme im Dreieck (Satz 3.8) erhélt man fir AC'C
vy=2R—(R+p)=R—-p<R
und daher v # R.

2. Fall: C liegt innerhalb des Kreises.
Dann gibt es einen Punkt C' mit kN g(B,C) = {C'}. Wie in Fall 1 folgt 4/ = R. Wegen
0=R—p<Rgilt

y=2R-6>2R-R=R

und deshalb ebenfalls v # R.

C’

N

2 5

M

Abbildung 38: Umkehrung Satz des Thales Fall 1 (links), Fall 2 (rechts) (in Anlehnung an [18, S. 31])

Nimmt man in der Abbildung 38 kleine Anderungen vor, kann aus dem Satz des Thales mithilfe
der Abbildung 39 der Zusammenhang zwischen der Lage des Umkreismittelpunkts M des
Dreiecks ABC und der Beschaffenheit des Peripheriewinkels v gefolgert werden. Demnach liegt
M im Inneren des Dreiecks fiir v < R (Fall 1 der Umkehrung). Aus v = R folgt nach dem
Satz des Thales, dass C' auf dem Halbkreis iiber AB liegt, weshalb M den Mittelpunkt von
AB bildet und somit auf der Hypotenuse liegt. In einem stumpfwinkligen Dreieck mit v > R
befindet sich M auflerhalb des Dreiecks, was dem 2. Fall der Umkehrung entspricht.
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77777 Halbkreis iiber AB

Abbildung 39: Lage des Umkreismittelpunkts v < R (links), v = R (mittig) und v > R (rechts)

Satz 4.9. Sekantensatz [27, S. 10]
Geben seien zwei Geraden g(A, B) und g(A’', B'), mit g(A,B) N g(A’,B") = {P}. Dann sind
aquivalent:
(i). Die Punkte A, A’, B, B’ liegen auf einem Kreis.
(ii). |PA|-|PB|=|PA|-|PB|
Beweis. [27, S. 10]

(i) = (ii). Nach dem Peripheriewinkelsatz (Satz 4.6) sind die Winkel £ A’BA und L A’B’A als
Peripheriewinkel iiber AA’ gleich groB. Da P auf den beiden Geraden liegt, gilt auflerdem
KLA'BP = APB’A. Wegen {BPA' = £B’'PA stimmen alle Winkel der Dreiecke PBA’
und PAB’ iiberein und die Dreiecke sind dhnlich. Dann gilt

|PA|  |PA|

= & |PA|-|PB| = |PA'|-|PB|.

Abbildung 40: Sekantensatz (i) = (ii) (in Anlehnung an [27, S. 11]
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(ii) = (i). Es seien A, A’, B, B’ vier jeweils nicht kollineare Punkte. Es sei k& der Umkreis des
Dreiecks A’AB und B der Schnittpunkt von g(A, B') mit k abgesehen von A. Dann liegen
die Punkte A, A’, B, B auf dem Kreis k und es gilt wegen (7)

|PA|-|PB| =|PA'| - |PB|.
Mit der Voraussetzung in (77)
[PA|-|PB| = |PA| - |PB|

erhilt man damit B = B’ und somit B’ € k.

Abbildung 41: Sekantensatz (ii) = (i) (in Anlehnung an [27, S. 11]

Satz 4.10. Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes

(i). Es sei k ein Kreis und AB eine Sehne von k. Gilt fir die Punkte {P,P*} € e, dass
£LAPB = LAP*B, so liegen die Punkte P und P* auf demselben Kreisbogen beziiglich AB.

(ii). Es seien A, B, P, P' vier Punkte mit ¢ := LAPB und ¢' = {BP'A, sodass ¢ + ¢' = 2R.
Dann liegen die vier Punkte auf einem Kreis.
Beweis.

(i). Es sei k der Umkreis des Dreiecks ABP. Angenommen P* ¢ k, dann ist P der Schnittpunkt
von g(A, P*) mit k abgesehen von A. Aus dem Peripheriewinkelsatz (Satz 4.6) und der

Voraussetzung folgt

LAPB = {APB = {AP*B.
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Die Kongruenz der Dreiecke ABP und ABP* folgt aus dem WWW-Satz und aus der
Tatsache, dass sie die gemeinsame Seite AB besitzen. Deshalb muss P = P* sein und P*

liegt auf dem Kreisbogen in ¢ iiber AB.

Es sei S der Schnittpunkt der Gerade g(A, P) mit g(B, P’). Dann gilt wegen der Voraus-

setzung
KAPB+ {BP'A = {SPB+ ABP'A=2R={AP'S+ {BP'A = L{SPB = LAP'S.

Die Dreiecke SBP und SP’'A sind aufgrund des W:W:W-Satzes dhnlich, da sie ein Paar
kongruenter Winkel und den gemeinsamen Winkel £ BSP besitzen. Aus der Ahnlichkeit
folgt

|SA|  |SP|
|SB|  |SP|

& |SA|-|SP| = |SP'| - |SB.

Somit kann der Sekantensatz (Satz 4.9) angewandt werden und die Punkte A, B, P, P’

liegen auf einem Kreis.

Abbildung 42: Umkehrung der Peripheriewinkelsatzes (i) (links) und (ii) (rechts)

Satz 4.11. Sekanten-Tangenten-Satz [15, S. }7]

Gegeben sei ein Kreis und ein Punkt P auflerhalb des Kreises. Fine Gerade durch P schneide

den Kreis in den Punkten A und B. Eine weitere Gerade durch P sei die Tangente an den Kreis
im Punkt C. Dann gilt

|PA| - |PB| = |PC|*.
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Beweis. [15, S. 47]

Nach dem Tangentenwinkelsatz (Satz 4.7) sind ein Peripheriewinkel und der zugehorige Tan-
gentenwinkel gleich grof3. Fiir den Peripheriewinkel L ABC' iiber C' A und den Tangentenwinkel
LACP ¢gilt daher {ABC = LACP. Auflerdem haben die Dreiecke APC' und BPC den
gemeinsamen Winkel L CPA = £CPB. Daher sind diese beiden Dreiecke dhnlich und somit

|PA| _ |PC]|

= < |PA|-|PB| = |PC/?.

Abbildung 43: Sekanten-Tangenten-Satz (in Anlehnung an [15, S. 47])
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4.3 Eulersche Gerade

Satz 4.12. Eulersche Gerade
Sei ABC ein Dreieck mit Umkreismittelpunkt U, Schwerpunkt S und Hohenschnittpunkt H.

Dann liegen U, S und H auf einer Geraden, wobei S zwischen U und H liegt und es gilt
|HS| =2-|US|.

Die beschriebene Gerade wird Eulersche Gerade genannit.

C

— — — — Streckensymmetralen

Schwerlinien

.............. Hohenlinien

Euler'sche Gerade

Abbildung 44: Eulersche Gerade (in Anlehnung an [26, S. 57])

Beweis. [26, S. 57f.]
1.Fall: U=H =S5
In einem gleichseitigen Dreieck gilt U = H = S, denn die Seitensymmetralen, Hohenlinien und

Schwerlinien fallen zusammen. Die Punkte liegen somit trivialerweise auf einer Geraden und
0=|HS|=2-|US| =0, womit die Aussage gezeigt ist.

Abbildung 45: Eulersche Gerade im gleichseitigen Dreieck
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0.B.d.A kann man deshalb annehmen, dass U # S ist. Es sei H’' jener Punkt, fir den gilt
SeHU und |H'S|=2-|US|. (4.5)

Es muss gezeigt werden, dass H' auf der Hohenlinie A, liegt und somit mit H iibereinstimmt.

2. Fall: U = M,
Nach dem Satz vom Schwerpunkt (Satz 4.3) hat M, die Eigenschaften

SeM.C und |CS|=2-|SM,. (4.6)

Die Voraussetzung besagt, dass der Umkreismittelpunkt den Mittelpunkt der Strecke AB bildet.
Daraus folgt die Rechtwinkligkeit des Dreiecks ABC, was im Satz des Thales (Satz 4.8) gezeigt
wurde. Die Hohenlinien h, bzw. h; entsprechen den Seiten CA bzw. BC und schneiden sich
demnach im Punkt C, woraus C = H’ folgt. Also liegt H' auf h., H' = H und die Behauptung
ist gezeigt. 0.B.d.A. sei deshalb U # M..

A M=U B

Abbildung 46: Eulersche Gerade im rechtwinkligen Dreieck

3. Fall: U € s,
In diesem Fall stimmt s, mit k. (iberein und es gilt H’' € s.. Also folgt auch hier H' € h,, H = H
und die Behauptung ist gezeigt.
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A \ M /B
Abbildung 47: Eulersche Gerade im gleichschenkligen Dreieck

4. Fall:

0.B.d.A. nimmt man daher an, es sei U ¢ s., woraus H' ¢ s. folgt. Dann sind CSH’ und
M_.SU zwei Dreiecke. Fiir den Schwerpunkt S gilt S € M.C und S € H'U. Also sind L H'SC
und LUSM, Scheitelwinkel und somit gilt LH'SC = LUSM, (Satz 3.4). Aus (4.5) und (4.6)
folgt % = 'If;gﬁ'. Aus dem S:W:S-Satz erhélt man CSH' ~ M.SU. Deshalb gilt ebenso
AM.CH' = L£CM_.U.

U und H’ liegen auf verschiedenen Seiten von ¢(C, M.), weshalb < M.CH' und £CM_.U
kongruente Wechselwinkel sind. Aus dem Stufenwinkelsatz ergibt sich g(H’,C) || g(U, M.),
weshalb g(H',C) L AB folgt. Daher fillt g(H’, C') mit h. zusammen und es gilt H' € h.. Analog
zeigt man, dass H' € {hg, hy}. Demnach ist H = H und wegen (4.5) ist die Behauptung gezeigt.

O

' B
MC

Abbildung 48: Beweis Eulersche Gerade (in Anlehnung an [26, S. 58])
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4.4 Transversalen im Dreieck und der Satz vom Mittendreieck

Definition. Es sei ABC ein Dreieck. Eine Gerade g, die Seiten eines Dreiecks trifft, wird Trans-
versale genannt. Schneidet eine Transversale eine Dreiecksseite und den ihr gegeniiberliegenden

Eckpunkt, so wird sie Ecktransversale genannt.

Auch bei den Winkelsymmetralen, Schwerlinien, Hohenlinien und Streckensymmetralen eines

Dreiecks handelt es sich demnach um Transversalen.

Satz 4.13. Satz von Menelaos [13, S. 17]

Es sei ABC ein Dreieck und D, E, F drei Punkte, mit D € g(A,B), E € g(B,C) und F €
9(A,C), wobei D, E,| F jeweils von A, B,C verschieden sind. Dann sind die folgenden Aussagen

dquivalent:
(i). D, E und F liegen auf einer Geraden h.
(ii). Fir die folgenden Teilverhdltnisse gilt:

AD BE CF _

DB EC FA - ! (47)

Beweis. [13, S. 18]

(i) = (ii). Angenommen, D, E, F' liegen auf einer Geraden h. Man fillt die Lote von den
Eckpunkten des Dreiecks A, B, C' auf h. Dann entstehen die Punkte {A’, B, C"} € h und
AA’', BB',CC' sind jeweils parallel zueinander. Wendet man den orientierten Strahlensatz
(Satz 3.3) mit den Scheitelpunkten D, E, F' an, erhélt man

DA_AA  EB_BB  FC_0OC
DB BB’ EC CC” FA AA’

Daraus ergibt sich

AD BE CF_(_AA’) (_BB’) (_CC’)_ AA'-BB'-CC'
DB EC FA \ BB cc' AA BB'-CC'- AA"

(ii) = (i). Angenommen, g(A, B) || g(F, E). Dann folgt mittels des orientierten Strahlensatzes
AF BE
FC  EC’
Wegen der Voraussetzung (4.7) gilt

AD BE CF AD AF CF _

DB EC FA_ DB FC FA_
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und wegen % . % = 1 somit é—g = —1. Das kann aber nur zutreffen, wenn A = B gilt,
was im Widerspruch dazu steht, dass es sich bei ABC' um ein Dreieck handelt. Also folgt
g(A,B) J g(F,E) und es gibt einen Schnittpunkt D der beiden Geraden. Dann liegen
D, E, F auf einer Geraden h und es folgt aus (i)

AD BE CF

DB EC FA

Wegen der Voraussetzung gilt aber auch

AD BE CF _
DB EC FA

und man erhilt D = D. Das ergibt {D, E, F} € h.

h

Abbildung 49: Satz von Menelaos (in Anlehnung an [13, S. 18])

Satz 4.14. Satz von Ceva [13, S. 19]

Es sei ABC ein Dreieck und D, E, F drei von A, B, C verschiedene Punkte fir die gilt
D e g(A,B), E€g(B,C) und F € g(C,A). Dann sind dquivalent:

(1) 9(A, E)Ng(B,F)Ng(C, D) = {S} oder g(A, E) || 9(B, F) || (C, D)

(ii). Fir die folgenden Teilverhdaltnisse gilt:

AF BD CE _

FC DA EB (4.8)
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Abbildung 50: Satz von Ceva (Schnittpunkt S innerhalb (links) und auBerhalb (rechts) des Dreiecks (in
Anlehnung an [13, S. 19])

Beweis. [13, S. 19f.]

(i) = (ii). 1. Fall: g(A,E)ng(B,F)Nng(C,D) ={S}
Man betrachte das Dreieck ADC und die Gerade g(B, F'), auf der sich die Punkte F, S
und B befinden. Dann gilt nach dem Satz des Menelaos (Satz 4.13)

AF DB CS

FC BA sD ' (49)
Erneutes Anwenden des Satz des Menelaos auf das Dreieck DBC und die Gerade g(A, E)
fithrt zu

DS BA CFE

5C 4D EB - (4.10)

Multipliziert man die beiden Gleichungen in (4.9) und (4.10), so erhélt man wegen

¢s DS _ DB BA _ BD
sp sc - "% BA AD DA

_AF DB BA CS DS CE_AF BD  CE

1= V=56 54 b s5p 5¢ BB~ FC DA ' BB

die zu zeigende Gleichung in (4.8).

2. Fall: g(A, E) || 9(B, F) || 9(C, D)
Es folgt aus dem orientierten Strahlensatz (Satz 3.3) mit C' bzw. B als Scheitelpunkten

AF EB BD BC

FC-BC "™ DA~ om (4.11)
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Aulerdem gilt

EB BC BE _ BE CE _
BC CE EC "' EC EB”

und es folgt durch Multiplikation der beiden Gleichungen in (4.11)

AF BD BE CE
7C DA_BC | 'EB
AF BD CE _
FC DA EB

ebenfalls die Gleichung in (4.8).

Abbildung 51: Satz von Ceva mit parallelen Geraden (Fall 2)

(ii) = (i). 1. Fall: O.B.d.A. sei (A, FE) || (B, F).
Dann folgt aus dem orientierten Strahlensatz (Satz 3.3) mit C' als Scheitelpunkt
AP _ BB
FC ~ BC

Setzt man das in (4.8) ein, so erhélt man

EB BD CE BD CE _ BC
BC DA EB DA BC 'CE
BD _ BC
DA~ CE

Nach der Umkehrung des orientierten Strahlensatzes (Satz 3.3) sind die Geraden ¢(C, D)
und g(A, E) parallel. Insgesamt bedeutet das g(A, E) || g(B, F) || g(C, D).

2. Fall: O.B.d.A. sei g(A, E) }f (B, F).
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Daher gibt es einen Schnittpunkt S mit g(A4, E) N g(B, F) = {S}. Aus dem Satz von
Menelaos (Satz 4.13) folgt fiir das Dreieck AEC' und die Gerade g(S, F')

AF CB ES

FC BE SA~ U (4.12)

Die Geraden ¢(C,S) und ¢g(A, B) kénnen nicht parallel sein, denn sonst wiirde wegen des

orientierten Strahlensatzes

EC _ES
CB SA
gelten.
Eingesetzt in (4.12) ergébe das
AF CB EC _
FC BE CB
Auflerdem wiére g—g . % = %, woraus mit der vorhergehenden Gleichung ?—g . % =-1

folgt. Dann muss aber wegen (4.8) 25 = —1 sein und somit B = A. Das ist nicht
moglich, da es sich bei ABC um ein Dreieck handelt. Damit ist ¢(C,S) }f g(A, B)
und es gibt einen Schnittpunkt {D’} = ¢(C,S) N g(A4, B). Damit erfiillen die Geraden
9(A,E),g(B, F), g(C,D’) die Voraussetzungen in (i), da sie sich alle im Punkt S schneiden

und man erhéilt

AF BD' CE _

FC D'A EB
Es gilt aber auch

AF BD CE 1

FC DA EB

wegen der Voraussetzung. Somit gilt D’ = D und damit auch g(A, E)Ng(B, F)Ng(C,D) =
{s}.
O

Mit dem Satz von Stewart kann die Lange einer Ecktransversale in einem Dreieck berechnet

werden.
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Satz 4.15. Satz von Stewart [19, S. 62]
Es sei ABC ein Dreieck, X ein beliebiger Punkt auf AB und H. der Héhenfuflpunkt auf AB.

Bezeichne

x:=|XH|
c1:=|AX| und cy:=|XB|, c+c=c

Dann gilt
c- (ICX* + ciep) = d’c; + bPes.

Beweis. [19, S. 62f.]
Wegen des Satzes des Pythagoras (Satz 3.9) gilt

a> =h*+(co—x)* =h>+ & +2° —2cn (4.13)

V=04 +2)? =+ +2*+ 22 (4.14)

Multiplizieren von (4.13) mit ¢; und (4.14) mit ¢, liefert wegen |C X |* = h2 + 22

a’c; = c¢1|CX)? + c1ck — 2cic0m

b2co = co|CX | 4 ciey + 2c1c0n

Addiert man diese beiden Gleichungen, fithrt das zu

a’ci + b’cy = ]C’X|2 (c1 4 c2) +cico(c1 +c2) =c- (]C’X|2 + c109).
——— ————

c C

Abbildung 52: Satz von Stewart (in Anlehnung an [19, S. 62])
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Satz 4.16. Satz vom Mittendreieck [3, S. 52]

Es sei ABC ein Dreieck und M,, My, M. die jeweiligen Seitenmittelpunkte. Sie bilden die
Eckpunkte des Dreiecks MoMyM,., das als Mittendreieck bezeichnet wird.

(i).

(ii).
(iii).
(iv).

(v)-

Die Dreiecke AM My, M.BM,, MyM,C und M,MyM,. haben zu AB,BC,CA parallele

. . . AB| |BC| |cA
Seiten mit den Ldingen ‘—2|, %, %,

sind zueinander kongruent und
dhnlich zu ABC.

Der Héhenschnittpunkt Hy; des Mittendreiecks entspricht dem Umbkreismittelpunkt U des
Dreiecks ABC.

Der Schwerpunkt S von ABC' stimmt mit dem Schwerpunkt Sy; des Mittendreiecks tberein.

Beweis.

(i).
(ii).

(iii).

(iv).
(v).

wurde bereits im Beweis zum Satz vom Hoéhenschnittpunkt (Satz 4.4) gezeigt.

Da die Dreiecke jeweils in allen drei Seiten iibereinstimmen, folgt aus dem SSS-Satz die

Kongruenz.

Die Seiten des Dreiecks ABC' sind doppelt so lang, wie die Seiten der kleinen Dreiecke.
Demzufolge sind AM M,, M.BM,, MyM,C' und M,M,M,. nach dem S:S:S-Satz dhnlich
zu ABC.

Abbildung 53: Mittendreieck (in Anlehnung an [3, S. 52])

wurde ebenfalls im Beweis zum Hohenschnittpunkt mit bewiesen.

Es sei ABC ein Dreieck und M, MM, das zugehorige Mittendreieck. M, ist der Mittelpunkt
von AB. Daher handelt es sich bei M,C' um eine Schwerlinie von ABC'. Es sei X der
Schnittpunkt dieser Schwerlinie mit M,M,. Es gilt zu zeigen, dass X der Mittelpunkt
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von MyM, ist. Die Dreiecke My XC und AM_.C' sind dhnlich, da sie den Winkel £ AC' M,
gemeinsam haben und £ X M,C' = L M.AC wegen des Stufenwinkelsatzes (Satz 3.6) gilt.
Aufgrund von |C'A| = 2|C M,| erhdlt man aulerdem |AM,| = 2|M,X|. Es folgt

1
|MbX| + ‘XMa| = §‘AB| = |AMC| = 2’MbX’
XM, | = |M,X].

Also ist X der Mittelpunkt von MyM, und X M, stimmt mit der Schwerlinie C'M, von
ABC iiberein. Analog zeigt man, dass die tibrigen beiden Schwerlinien von M, M,M, mit

jenen von ABC' {ibereinstimmen. Daraus folgt S = Syy.

Abbildung 54: Schwerpunkt des Mittendreiecks
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5 Interessantes uiber den Schulstoff hinaus

5.1 Zwei Satze iiber die Besonderheit gleichseitiger Dreiecke

Satz 5.1. Satz von Morley [20]

Es sei ABC ein Dreieck. Man unterteile die Innenwinkel des Dreiecks in jeweils drei gleich grofe
Winkel. Die Schnittpunkte der zur jeweiligen Dreiecksseite gehdrigen Winkelteilungslinien bilden
ein Dreieck XYZ. Dann ist das durch diese Konstruktion entstandene Dreieck stets gleichseitig.

Es wird Morley-Dreieck genannt.

Abbildung 55: Satz von Morley (in Anlehnung an [20, S. 75])

Beweis. [20, S. 751.]

Fir die Innenwinkel von ABC gelte: { BAC' =: 3a,, {CBA =: 38 und LACB =: 3. Es sei X
der zur Seite AB gehorige Eckpunkt des Morley-Dreiecks, P ein Punkt auf der Dreiecksseite
CA mit |AX| = |AP| und @ jener Punkt auf BC fir den |BX| = |BQ)| gilt. Man konstruiere
ein Dreieck PX R, sodass 4 XPR = 30° und £ PRX = R. Dann ist L RX P = 60° wegen der
Winkelsumme im Dreieck. Man erkennt, dass die markierten Abschnitte gleich lang sind:
Fallt man das Lot von A auf PX erhilt man den Punkt S. Das Dreieck AX P ist nach
der Konstruktion gleichschenklig. Die Strecke AS entspricht somit der Héhe durch A und S
ist der Mittelpunkt von PX. Also gilt |PS| = |SX|. S ist gleichzeitig der Mittelpunkt des
Umbkreises des rechtwinkligen Dreiecks PX R. Dann sind die Strecken P.S,; SR und SX Radien
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des Kreises und somit |PS| = |SR| = |SX]|. Das Dreieck PSR ist damit gleichschenklig und
30° = LSPR = £PRS. Damit erhilt man

R=4PRX = APRS + £SRX
R =30°+ 4SRX & £SRX = 60°.

Dann ist das Dreieck SXR gleichseitig und |SX| = | X R|. Man fallt das Lot von X auf AB und
erhalt den Punkt U. Die Dreiecke AX S und AU X sind kongruent, wegen £ X AS = LUAX = «,
LASX = LXUA = R und der gemeinsamen Seite AX. Daraus folgt [UX| = |SX|. Analog
erhalt man |[UX| = | XT|, wenn T' der HohenfuSpunkt des gleichschenkligen Dreiecks X BQ
auf der Seite X @ ist. Das fithrt schlieBlich zu | XT'| = |T'Q|. Somit sind alle gekennzeichneten
Strecken tatséchlich kongruent.

Es sei nun g(P, R) Ng(B,T) = {Y'}. Die Dreiecke RXY, Y XT und YTQ (,Keile“ genannt)
sind kongruent. Alle besitzen einen rechten Winkel und jeweils eine kongruente Seite. Auflerdem
teilen sich die Dreiecke RXY und Y XT die Seite XY und Y XT und YTQ haben die Seite YT

gemeinsam. Es gilt offensichtlich
3a+38+3y=2R=180°= a+ [ +v=060°<=v=60°—a— 0.

Dann gilt
AQXP =360°—2(90° — ) — 2(90° — 3) = 2+ 20 = 120° — 2

und auflerdem
1
AYXR=ATXY = LYQT = i(AQXP —60°) =30° — ~.

Aufgrund der Gleichschenkligkeit des Dreiecks PX@Q ist L XPQ = APQX = 30° 4+ . Aus
£ X PR = 30° folgt sogleich LY PQ = v und £ PQY = LPQX —AY QT = (30°+~)—(30°—~) =
27y und damit £QY P = 180° — 3~.

Also sind die Winkel L BC A und £QY P supplementir. Da die Winkelsumme im Viereck
4R = 360° betragt, ergdnzen sich auch die Winkel Y PC und £CQY auf 2R. Aus dem
Peripheriewinkelsatz (Satz 4.6) folgt, dass die Punkte C, P, Y, @ auf einem Kreis liegen. Aus
demselben Satz erhélt man fiir die Peripheriewinkel LY CQ = £Y P(Q = ~y iiber der Sehne Y Q.
Also ist Y der Eckpunkt des Morley-Dreiecks iiber der Seite BC. Eine analoge Vorgehensweise
resultiert im dritten Eckpunkt des Morley-Dreiecks, dem Punkt Z iiber der Seite CA. Die
dabei entstehenden , Keile“ sind kongruent zueinander und zu den vorherigen , Keilen“. Damit
erhalt man |ZX| = |YX| und LY XZ = 60°. Also ist das Morley-Dreieck XY Z tatséchlich
gleichseitig. O
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Abbildung 56: Beweis zum Satz von Morley (in Anlehnung an [20, S. 76])

Satz 5.2. Satz von Napoleon [28, S. 111]

Es sei ABC' ein Dreieck. Man errichte tiber jeder Dreiecksseite ein gleichseitiges Dreieck. Dann

bilden die Umkreismittelpunkte der gleichseitigen Dreiecke wieder ein gleichseitiges Dreieck, das

Napoleon-Dreieck genannt wird.
C
B!
A B
°
UI
C!

Abbildung 57: Satz von Napoleon

A!
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Beweis. [28, S. 112ff.]

Es seien Uy, Us, Uz die Umkreismittelpunkte der Dreiecke AC'B, BA'C,C B’ A. Man betrachte
dazu Abbildung 58. Diese Dreiecke sind nach Konstruktion gleichseitig, deshalb stimmt der

Umkreismittelpunkt mit dem Schwerpunkt iiberein. Aufgrund des Satzes vom Schwerpunkt

c'U 2
(Satz 4.3) gilt ]’Ull\;’] =1 Wegen |C'M,| = |C'Uy| + |Uy M| ist
c
Ic'Uy| 2
reavARE (5.1)

Aus dem Satz von Stewart (Satz 4.15) erhdlt man

2
S m2 2
c (\CMC\ +4>—c 5T 3
2 2 2
oMP+S =54+ 5
| "+ 4 2 * 2
2
C”MCQZ 2 O
oM = -6
4c? 2
C'M|* = — — —
V3
|C/Mc’:7‘c
Einsetzen in (5.1) liefert
IC'Uh| 2 - C'Uy| V3 - 'ty 1
@.C 3 c 3 c V3
Analog treffen ebenso
AU, 1
a 3
| B'Us| 1
b 3

und damit

|C'UL | _ |A'Us| _ | B'Us|
c a b
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zu. Nun sind die Winkel

LU3CUy = LU3CA+ LACU,
LACA = LACUy + LU,CA

von Interesse. Die Punkte Uy, U, U3 sind Umkreismittelpunkte, Schwerpunkte und Inkreismit-
telpunkte der gleichseitigen Dreiecke. Also sind CUs und CU; Innenwinkelsymmetralen. Damit
gilt LU3CA = LU, CA" = 30°. AuBerdem ist

LU3CU, =2-30°+ LACB = 60° + LACB = LACA'.

Nach dem S:W:S-Satz sind die Dreiecke AA’C und UsUsC ahnlich. Damit erhilt man

|AA| b b V3

\UsU,| — |CUs| — |BUs|  1°

AuBerdem sind die Dreiecke B'BC und A’AC kongruent, wie man durch Anwendung des
SWS-Satzes einsieht. Damit ist |AA’| = |BB’|. Analog zeigt man |‘UBS[BJ/1|| = ? und “UOICU;“ = @7
sowie |[AA'| = |BB'| = |CC'|. Das fiihrt zu

|AA'| B |BB'| B |CC’|
\UsUs|  |UsUn|  |[UhUs|

Dann muss auch |UsUs| = |UsUs| = |U1Us| gelten und das Napoleon-Dreieck ist gleichseitig. [

Ar

Abbildung 58: Beweis zum Satz von Napoleon (in Anlehnung an [28, S. 113])
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5.2 Die Ankreise eines Dreiecks

Satz 5.3. Ankreise des Dreiecks [16, S. 305]

In einem Dreieck ABC' schneiden sich je zwei Auflenwinkelsymmetralen und eine Innenwinkel-
symmetrale in einem Punkt. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt des Kreises, der eine Dreiecksseite

und die Verldngerungen der zwei anderen Seiten berihrt.

Beweis. [16, S. 305]

Es seien 4/ und ' die AuBlenwinkel zu v bzw. 8. Die AuBenwinkelsymmetralen w,, und wg
schneiden sich in einem Punkt O,. Man fillt die Lote von O, auf g(A,C) und g(B, C). Dabei
entstehen die Lotfulpunkte A, € g(A,C) und A, € g(B,C). Die Punkte auf g(A,C) und
g(B,C) sind von w,s gleich weit entfernt. Also ist |O,Ap| = |0, A,|. Betrachtet man ebenso die
Auflenwinkelsymmetrale wg und die Tragergeraden g(A, B) und g(B, C) der Dreiecksseiten mit
dem Lotfufipunkt A. € g(A, B), so erhilt man |O,A,| = |O,A.|. Insgesamt ergibt das

100 Ay| = [OuAa] = [0uAd].

Demnach ist der Punkt O, von g(A,C) und g(A, B) gleich weit entfernt. Es muss daher gelten
O, € wy. Das bedeutet w, Nwg Nwy = {Og}. Der Punkt O, ist dann der Mittelpunkt des
beschriebenen Kreises mit Radius |0y A,| = |OgAp| = |04 Ac|. Er beriihrt die Dreiecksseite BC
im Punkt A, und die Verlangerungen der Dreiecksseiten CA und AB in den Punkten A, und
A, O

Definition. Der Kreis in Satz 5.3 wird Ankreis des Dreiecks ABC an der Seite BC' genannt.
Jedes Dreieck besitzt demzufolge drei Ankreise. Die entsprechenden Kreismittelpunkte werden
mit Op und O, bezeichnet.

Die Ankreismittelpunkte O, Op, O, bilden die Eckpunkte eines neuen Dreiecks. Der Inkreismit-
telpunkt des Dreiecks ABC und der Hohenschnittpunkt des Dreiecks O,0,0. stehen in einem

besonderen Zusammenhang.
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Abbildung 59: Ankreis des Dreiecks

Satz 5.4. Hohenschnittpunkt des Ankreisdreiecks [29, S. 7]
Es sei ABC' ein Dreieck und A, Ay A, das entsprechende Dreieck mit den Ankreismittelpunkten als

Eckpunkten. Dann stimmt der Hohenschnittpunkt des Ankreisdreiecks mit dem Inkreismittelpunkt
von ABC tiberein.

Beweis. [29, S. f.]
Man betrachte nochmals Abbildung 59 sowie Abbildung 60. Der Winkel v/ := £A,C A, ist
ein Aulenwinkel und somit gleichzeitig ein Nebenwinkel von 7. Daraus folgt v+« = 2R. Die

Innenwinkelsymmetrale w., halbiert den Winkel v und die Aulenwinkelsymmetrale w.,. halbiert
den Winkel 4. Fiir den Winkel £1CO,, gilt

!
LICO, = LICA, + LA,CO, = L + % —R.

o =2

Demnach gilt w, L w,. Aulerdem ist O. € w,. Also ist w, die Héhenlinie des Dreiecks
0,040, durch den Eckpunkt O.. Analoges gilt fiir die Innenwinkelsymmetralen w, und wg,
die den Hohenlinien von O,0,0. durch die Punkte O, bzw. O, entsprechen. Also stimmt
der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC mit dem Hohenschnittpunkt des Dreiecks O,00,

iberein. ]
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—————— Verlingerungen der Dreiecksseiten

Innenwinkelsymmetralen

-------------------- Aufsenwinkelsymmetralen

Abbildung 60: Beweis zum Hohenschnittpunkt des Ankreisdreiecks (in Anlehnung an [27, S. 13])

Hilfssatz 5.5. [27, S. 11]
Sei P ein Punkt auflerhalb eines Kreises. Dann sind die Tangenten g(A, P) und g(A’, P) durch

P an den Kreis Spiegelbilder am Kreisdurchmesser durch P.

Beweis. Wegen MA = MA', KAMAP = £{PA'M und der gemeinsamen Seite M P sind die
Dreiecke M PA und MA’P kongruent (SSW-Satz). Also trifft auch LAPM = L MPA' zu
und g(M, P) ist die Symmetrieachse der beiden Dreiecke. Also verhalten sich die Tangenten
spiegelbildlich zueinander. O

Abbildung 61: Tangenten an einen Kreis
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Satz 5.6. Nagelscher Punkt [13, S. 76]
Es sei ABC ein Dreieck und A,, By, C. die Berihrungspunkte der Ankreise an den jeweiligen

Dreiecksseiten. Verbindet man diese Punkte mit den gegeniiberliegenden Eckpunkten des Dreiecks

ABC, so schneiden sie sich in einem Punkt, der Nagelscher Punkt genannt wird.

Beweis. [30]

Wegen Hilfssatz 5.5 treffen |[AAy| = |AA.|, |CAy| = |CAy| und |[BA,| = |BA.| zu. Fiir die Seiten
des Dreiecks ABC' gilt

c=|AB| =|AA.| — |BA|
a= ‘BC| = ’BAa| + |CAa|
b=|CA[ = [AAy| — |CAy|.

Daraus folgt fiir den Dreiecksumfang
1
u=a+b+c=|AA]+|AA| = 2|AA4| = 2|AA. | & |AA,| = |AA.] = Ju=:s
Auflerdem sind

ICA| = |AAy| — |CA] =5 — b
|BA,| = |AA.| — |AB| = s —c.

Analog folgen

|ABy| =s—c¢
|CBy| =s—a
|AC,|=s—b
|BC,| = s —a.

Damit erhalt man

|ABy| |BC.| |CA, s—c s—a s=b_,
|CBy| |AC.] |BA. s—a s—b s—c

Jetzt kann man den Satz von Ceva (Satz 4.14) anwenden und es folgt
AA,NBB,NCC.={N}. O
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Abbildung 62: Nagelscher Punkt

5.3 Alternative Flacheninhaltsformeln

Die bekannte Formel A = w ist nur eine Moglichkeit den Fldcheninhalt eines
Dreiecks zu berechnen. Eine Flachenformel verwendet dagegen den Dreiecksumfang und den

Inkreisradius.

Satz 5.7. Flachenformel - Umfang und Inkreisradius [21, S. 220]

Es sei ABC' ein Dreieck mit Inkreismittelpunkt I und entsprechendem Inkreisradius r;. Auflerdem
sei s := g fiir den Dreiecksumfang u. Dann kann der Flicheninhalt des Dreiecks folgendermafSen

berechnet werden

AZT1~S.

Beweis. Das Dreieck ABC kann in die Dreiecke ABI, BC'I und AIC unterteilt werden. Dann

erhilt man aus der iiblichen Flachenformel

Apor =2 ;I
Aarc = b .274]
Aapr = =2
und damit
AABCZABCI-l-AAIc—i—AABI:TI'%ZH—C zrz-gzm-s.
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Abbildung 63: Beweis zur Flachenformel - Umfang und Inkreisradius

Satz 5.8. Heronsche Fldachenformel [21, S. 220]

Es sei ABC' ein Dreieck mit den Seiten a,b,c und halbem Umfang s. Dann ldsst sich der

Fldacheninhalt wie folgt berechnen:

A:\/s-(s—a)'(s—b)~(5—c)

Beweis. [21, S. 219f.]

Die Geraden g(A,C) und g(A, B) sind Tangenten an den Inkreis in den Punkten I, und I..
Gleichzeitig beriihren diese beiden Geraden den Ankreis an der Seite BC' an den Punkten A,
und A.. Wegen Hilfssatz 5.5 gelten |Al,| = |AI| und |AA,| = |AA.|. Daraus folgt

I Ag| = | LA < [L,C| + |CAy| = |1.B| + |BA|
A ‘CIa| + |CA(Z| - |BIa| + |BAa| (52)

und auflerdem gilt
BC| = |BL| + |CT,| = |BA4| + |CA,. (5.3)
Addition der Gleichungen in (5.2) und (5.3) ergibt
2CL| + |BL| + |CA| = 2\BA| + |BL| + |CA,| & |CL| = | BA,|.

und das eingesetzt in (5.3) fithrt zu |BI,| = |C'A,|. Im Beweis zum Satz vom Nagelschen Punkt
(Satz 5.6) wurde |AA,| = |AA.| = Ltu =: s gezeigt.

|1, Ay| = |I.A:| = |I.B| + |BA.| = |Bl,| + |BA,| = |Bl,| + |C1,| = |BC| =a
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Daraus folgt |Aly| = |AI.| = s — a. Durch analoges Vorgehen erhélt man ebenso

|ICAC| = |I¢zAa| = |AO| =b und |BIa| = ‘BIC| =s—b>
’IaAa‘ = ‘IbAb’ == |AB‘ =c¢ und ’CIb‘ = ’CIa’ =S —C.

Da es sich bei I1. und O, A, um die Lote der jeweiligen Kreismittelpunkte auf g(A, B) handelt,
gilt 11, || O4A.. Somit kann der zweite Strahlensatz mit Scheitelpunkt A angewandt werden
und man erhalt

1|  rp  |ALL]  s—a

0.A.] ~ ra |AA] s

(5.4)

Im Beweis zum Hohenschnittpunkt des Ankreisdreiecks (Satz 5.4) wurde gezeigt, dass die
Innenwinkelsymmetrale und Auflenwinkelsymmetrale eines Winkels orthogonal aufeinander
stehen. Die Strecke IB ist die Winkelsymmetrale des Winkels 3, die Strecke O,B ist die
Winkelsymmetrale des Winkels 5’. Es gilt demnach

B, B _

KOQBI == 5 5 - R

Nach dem Satz vom AuBenwinkel (Satz 3.5) ist

LIBI. + £0,BI = {BO,A. + £0,A.B

g +R=4BO,A.+ R& g = £BO,A..

Also sind die Dreiecke I1.B und O,BA, dhnlich. Das fiihrt zu

rr _ |BAC|
|I.B] T4

< rr-ra=|I.B|-|BA]=(s—0b)-(s—c). (5.5)

Multiplikation von (5.4) und (5.5) liefert

rr-rrora (s—a)-(s—0)-(s—c)

A s
s (s—a)-(s=0b) (s—¢)
r; = S
_\/(s—a)-(s—b)-(s—c)
ry = S
TI.S:\/82'(s—a)-(s—b)-(s—c)

rres=y/s-(s—a)-(s—b)- (s — o).
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In Satz 5.7 wurde A = r; - s gezeigt. Damit folgt sofort

A:\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c).

Abbildung 64: Heronsche Fldchenformel (in Anlehnung an [21, S. 219]

5.4 Feuerbachkreis

Satz 5.9. Kleiner Satz von Feuerbach [27, S. 2]

In einem beliebigen Dreieck ABC liegen die Seitenmittelpunkte M,, My, M. und die Héhenfu)3-
punkte Hy, Hy, H. auf einem Kreis.

Abbildung 65: Kleiner Satz von Feuerbach (in Anlehnung an [27, S. 3])
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Beweis. [27, S. 2f.]

Fiir die Hohenlinie h. gilt h. L g(A, B). Aus g(A, B) || g(M,, My) (Satz vom Mittendreieck 4.16)
folgt daher auch h, L g(M,, My). Die Dreiecke AH.C und M, X C mit {X} = h.Ng(M,, M) sind
dhnlich, da sie den Winkel L AC' H. gemeinsam haben und beide einen rechten Winkel besitzen.
AuBerdem ist |[AM,| = |M,C|. Daraus folgt gemeinsam mit der Ahnlichkeit |CX| = | X H.|.
Dann kann H. als Spiegelbild von C' an der Gerade g(M,, M;) betrachtet werden. Damit erhélt
man L M,CM, = LM, H.M,.

Da es sich bei M, MM, um das Mittendreieck von ABC handelt, gilt M, M. || CM, und CM, ||
MyM.,. Also ist CMyM_.M, ein Parallelogramm und somit £ M,CM, = LM, M. M,. Insgesamt
gilt demnach A M, M .M, = £ M,H.M,. Nach der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes (Satz
4.10) liegen deshalb M,, M,, H. und M, auf einem Kreis. Somit liegt H. auf dem Umkreis des
Dreiecks M, MyM,.. Analog zeigt man, dass sich H, und H; auf demselben Kreis befinden. [

Abbildung 66: Beweis zum Kleinen Satz von Feuerbach

Definition. Der Kreis im Satz 5.9 wird Feuerbachkreis des Dreiecks ABC genannt.

Satz 5.10. Neunpunktekreis [27, S. 5]

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit Hohenschnittpunkt H und den Seitenmittelpunkten M, My, M.
sowie die Punkte D, E,F, die die jeweiligen Mittelpunkte der Strecken AH, BH,CH bilden.
Die Punkte D, E,F werden auch als Eulerpunkte bezeichnet. Dann liegen die neun Punkte
My, My, M., H,, Hy, H., D, E, F auf einem Kreis.
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Abbildung 67: Neunpunktekreis (in Anlehnung an [27, S. 5])

Beweis. [27, S. 6]

Dass sich die Punkte M,, M;, M., H,, Hy, H. auf einem Kreis befinden, wurde bereits im Kleinen
Satz von Feuerbach gezeigt. Es bleibt zu zeigen, dass auch die Punkte D, E, F' auf diesem
Kreis liegen. Um dies zu zeigen, betrachtet man das Dreieck AHC. Die Punkte H,, Hy, H,
sind sowohl die Hohenfufipunkte von ABC als auch von AHC, denn die Hohenlinien von
AHC sind AH., HH;, und CH,. Die Mittelpunkte der Seiten von AHC sind D, F und M,.
Aus dem Kleinen Satz von Feuerbach folgt, dass die Seitenmittelpunkte D, F, M. und die
HohenfuBlpunkte H,, Hy, H. des Dreiecks AHC' auf einem Kreis liegen. Auflerdem befinden sich
Mgy, My, M., H,, Hy, H. des Dreiecks ABC auf einem Kreis. Es muss sich daher um denselben
Kreis handeln, da ein Kreis eindeutig durch drei Punkte bestimmt wird. Ebenso erhélt man,
dass auch F auf diesem Kreis liegt, wenn man analog fiir das Dreieck ABH vorgeht. Somit

befinden sich die neun angegebenen Punkte auf einem Kreis. O

B

Abbildung 68: Beweis zum Neunpunktekreis (in Anlehnung an [27, S. 6])

Der Neunpunktekreis ist somit gleichzeitig der Umkreis von drei Dreiecken: M, M, M, (Mitten-
dreieck), H,HyH,. (HohenfuBidreieck) und DEF (Eulerdreieck).
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————— Mittendreieck

Eulerdreieck

-------------- Hohenfufspunktdreieck

Abbildung 69: Neunpunktekreis als Umkreis

Satz 5.11. Feuerbach und Eulersche Gerade [27, S. 1f.]

Es sei ABC' ein Dreieck. Dann liegt der Mittelpunkt Z des Feuerbachkreises auf der Eulerschen
Geraden. Fiir den Mittelpunkt des Feuerbachkreises gilt auferdem

UZ| =|ZH)|.

Z ist also der Mittelpunkt von UH, wobei H den Héhenschnittpunkt und U den Umkreismittel-
punkt von ABC' bezeichnen.

Beweis. [27, S. 1f.]

Aus dem Satz zur Eulerschen Geraden (Satz 4.12) ist bekannt, dass U, S und H eines Dreiecks
ABC auf der Eulerschen Geraden liegen. Im Satz vom Mittendreieck (Satz 4.16) wurde
U = Hy; und S = Sy gezeigt. Aulerdem liegen Sy, Hyy und Z, der Umkreismittelpunkt des
Mittendreiecks und gleichzeitig Mittelpunkt des Feuerbachkreises von ABC, auf der Eulerschen
Geraden von M, M,M.. Da eine Gerade durch zwei Punkte eindeutig bestimmt ist, muss auch Z
auf der Eulerschen Geraden von ABC' liegen. Die Eulersche Gerade von ABC' stimmt demnach

mit jener von M, M,M, iiberein.

Fir das Dreieck ABC gilt |[HS| = 2|US| und fur das Mittendreieck |Hy S| = |US| = 2|5Z].
Daraus folgt

\HS| =2|US|=2-2|SZ| = 4|SZ|
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und somit

|ZH| = |HS| - |SZ| = 4|5Z| — |5Z| = 3|SZ]|
UZ| = US|+ 52| = 2|SZ| + 57| = 3|5Z|.

Also ist [UZ| = |ZH|. O

Abbildung 70: Lage des Feuerbachkreis-Mittelpunkts auf der Eulerschen Gerade

Satz 5.12. Radius von Um- und Feuerbachkreis [27, S. 5]

Es sei ABC' ein Dreieck. Dann ist der Radius rp = |ZM,| des Feuerbachkreises halb so grof§
wie der Radius ry = |AU| des Umkreises des Dreiecks ABC. Somit gilt

|AU| = 2|ZM,|.
Beweis. [31]
Im Satz vom Schwerpunkt (Satz 4.3) bzw. in Satz 5.11 wurde |.|3‘?5l‘ = 2 bzw. % = 2 gezeigt.
Also gilt % = % Aus der Umkehrung des 1. Strahlensatzes (Satz 3.2) mit Scheitelpunkt S
2 _ US| _ |AU]

folgt g(A,U) || g(Z, M,). Mithilfe des 2. Strahlensatzes (Satz 3.1) folgert man § = 157 = 73]
und die Behauptung ist gezeigt.
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Abbildung 71: Umkreis und Feuerbachkreis des Dreiecks ABC (links) und zugehorige Strahlensatzfigur (rechts)

Satz 5.13. Grofler Satz von Feuerbach [27, S. 9]

Es sei ABC' ein Dreieck. Der Feuerbachkreis berihrt den Inkreis von innen und die drei Ankreise
von ABC wvon aujflen.

—————— Verlingerungen der Dreiecksseiten
Innenwinkelsymmetralen
-------------------- Auflenwinkelsymmetralen

Feuerbachkreis

Abbildung 72: groBer Satz von Feuerbach (in Anlehnung an [27, S. 9])

Diese Eigenschaft des Feuerbachkreises wurde von Karl Wilhelm Feuerbach 1822 entdeckt und
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verleiht dem Kreis seinen Namen [22, S. 251]. Der Beweis dieses Satzes ist recht umfangreich

und bedarf abgesehen von Hilfssatz (5.5) eines weiteren Hilfssatzes.

Hilfssatz 5.14. [27, S. 11]

Gegeben seien die Kreise k und k', mit gemeinsamem Punkt P sowie eine Gerade g, mit P € g,
gNk={Q} und gk ={Q'}. Fiir die Tangenten t durch Q an k und t' durch Q" an k' gilt
t||t' =k und k' beriihren sich in P.

Beweis. [27, S. 11]

Fir die Kreise £ und k¥’ mit den Mittelpunkten M bzw. M’ und Radien r bzw. 7’ gilt r =
IMP| = |MQ)| bzw. ' = |M'P| = |M'Q'|, woraus die Gleichschenkligkeit der Dreiecke PMQ
und PM’'Q)’ folgt. Somit treffen auBlerdem

AMPQ = £PQM und £M'PQ = £PQ'M’ (5.6)

zu. Aus t || ¢ folgt mit ¢ L r und ¢ L " sofort = || ' und man erhélt aus dem Stufenwinkelsatz
(Satz 3.6) LPQM = ALPQ'M’'. Daher gilt mithilfe von (5.6) LM PQ = £M'PQ’ und damit
AMPQ = LM’ PQ, aufgrund von {Q,Q’, P} € g. Dann miissen auch die Punkte M’, M, P auf
einer Geraden liegen. Das heifit, P liegt auf den Durchmessern der Kreise. Somit ist P der

einzige Schnittpunkt von & und &' O

Abbildung 73: Bertihrungspunkt zweier Kreise (in Anlehnung an [27, S. 12])

Beweis. grofier Satz von Feuerbach (Satz 5.13) [27, S. 12f.]

Zunéchst definiert man die notwendigen Bestimmungsstiicke. Einige sind bereits aus vorherigen

Ausfithrungen bekannt und werden lediglich aus Griinden der Vollstandigkeit angefiihrt.
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a:=4ABAC, f:= LCBA, v:= LACB

e M, ist der Seitenmittelpunkt von AB.

e H, ist der Hohenfufpunkt der Hohe h..

e X ist der Schnittpunkt des Inkreises des Dreiecks ABC mit AB.

e Der Punkt I ist der Mittelpunkt des Inkreises.

e map ist die Streckensymmetrale von AB.

o X' ist der Schnittpunkt der Winkelsymmetrale w, mit AB.

o (" ist der Schnittpunkt von w, mit dem Umkreis des Dreiecks ABC.

Wegen C" € w, gilt LACC" = £C'CB. Diese Winkel konnen als Peripheriewinkel iiber der Sehne
AC’ bzw. BC' betrachtet werden, woraus AC’ = BC’ folgt. Das Dreieck AC’'B ist demnach

gleichschenklig und C’ € map. Aus dem Peripheriewinkelsatz fiir die Sehne AC’ erhalt man
£LABC' = LACC.

LIBC' = {ABC' + {IBA = LACC' + LIBA =

N2
N

+ (5.7)

Der Winkel £C'IB ist der AuBenwinkel von £ BIC und nach dem AuBenwinkelsatz (Satz 3.7)
gilt deshalb
LC'IB = KICB+ £CBI =

+ (5.8)

o [2
N |

Mittels (5.7) und (5.8) erhédlt man I BC’ = £C'I B, weshalb das Dreieck BIC" gleichschenklig

ist und daher
C'B=C"1. (5.9)

Die Dreiecke C' BX' und C' BC sind &hnlich, wegen £ X'BC'" = £C'CB und 4 BC'X' = £ BC'C.
Daraus und wegen (5.9) folgt
x| _|cB)
|C'B|  |C'C|

& |O'X'|-|C'C!| = |C'B? & |C'X'| - |C'C'| = |C'T}*. (5.10)
Aus M.C' L AB, IX | AB, CH. L AB erhélt man M.C' || IX || CH.. Wendet man den 1.
Strahlensatz (Satz 3.1) mit Scheitelpunkt X’ an, folgt

(MX'| _ [MH,| _ [M.X]
x| T el T o)
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Fiir ein k € R gilt dann

IM.X'| = k- |C'X|
\M,H,| = k- |C'C|
IM.X| =k -|C']].

Aus (5.10) folgt

|M.X'| - |M.H,.| = |[M.X*. (5.11)

= = = = Winkelsymmetralen

----------- Streckensymmetralen

Abbildung 74: Beweis zum groflen Satz von Feuerbach (in Anlehnung an [27, S. 13])

Die Gerade g(A, B) ist eine der beiden Tangenten durch X’ an den Inkreis. Sie beriihrt ihn im
Punkt X. Die dazu spiegelbildliche Tangente an der Symmetrieachse g(X', I) sei t; := g(X', Q),
fir einen Punkt @ auf dem Inkreis (Hilfssatz 5.5). Die Gerade g(M,, Q) schneide den Inkreis in
einem weiteren Punkt @’. Aus dem Sekanten-Tangenten-Satz (Satz 4.11) und wegen (5.11) gilt
deshalb

|McQ| ) |MCQ/| = |J\4CX|2 = |MCX,‘ ’ |Mch‘~

Die Punkte Q, @', X', H, erfiillen die Bedingungen im Sekantensatz (Satz 4.9) und liegen deshalb

auf einem Kreis k¢. Nach dem Peripheriewinkelsatz (Satz 4.6) ergénzen sich die entsprechenden
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Peripheriewinkel in den Ebenen e und &’ {iber einer Sehne zu 2R. Es sei QH, diese Sehne.
AQQ'H, =2R — AH.X'Q & AM.Q'H, = 2R — £H.X'Q (5.12)

Im Beweis von Hilfssatz 5.5 wurde gezeigt, dass £I1X'QQ = £XX'I. Verwendet man den
AuBenwinkelsatz (Satz 3.7) fiir den Winkel £ X X’I und das Dreieck AX'C, erhdlt man mit
(5.12)

AMQ'H. = 2R — £H.X'Q = 2R — (LIX'Q + LXX'I) = 2R — 2- 4XX'I
=2R -2 - ({X'AC + LACX') (5.13)
:2R—2-(a+%):2R—2a—7:a—|—6—|—7—2a—7zﬁ—a.

Fir die Tangente ¢t durch M, an den Feuerbachkreis kp gelte tp N g(A,C) = {R}, fiir einen
Punkt R. Man betrachte den Feuerbachkreis, die Sehne MM, und den Punkt M,. Aus dem
Tangentenwinkelsatz (Satz 4.7) folgt L MyM M, = LM,M_R. Die Dreiecke ABC und M, MM,
sind nach dem Satz vom Mittendreieck (Satz 4.16) dhnlich und daher ist « = LBAC =
L MyM,M,. Insgesamt fithrt das zu L MyM.R = a. Wegen g(B, C) || g(My, M,) gilt aufgrund
des Stufenwinkelsatzes (Satz 3.6) 8 = LCBA = LM, M_.A. Das ergibt mit (5.13)

KRM.A = {MyM.A — AMyM.R = B — a = {M,Q'H,. (5.14)

Man betrachte nun erneut den Feuerbachkreis, die Sehne M.H,. und den Punkt M,. Wie oben
erhélt man L RM. A = LM .M, H.. Das ergibt mit (5.14)

AM.Q H, = { M, M,H..

Aus der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes (Satz 4.10) folgt, dass die Punkte M., Q', H., M,
auf einem Kreis liegen. Wegen {M,, H.,M,} € kp gilt deshalb @’ € kp. In (5.13) wurde
2R— £H.X'Q = 8 — « gezeigt. Da sich die Winkel £ H.X'Q und £QX’A als Nebenwinkel zu 2R
erginzen, erhilt man £QX’'A = 8 —« und somit L RM.A = £QX’A. Aus dem Stufenwinkelsatz
(3.6) folgt QX' || RM,. Es gibt also zwei Kreise kp und k; mit einem gemeinsamen Punkt (),
zwel parallele Tangenten an die jeweiligen Kreise in @ bzw. M, und die Gerade g(Q’, M..). Laut
Hilfssatz (5.14) beriihren sich kr und k; im Punkt @’. Aufgrund von @ € (M.Q') muss der
Feuerbachkreis kr den Inkreis von innen berithren. Mithilfe dhnlicher Uberlegungen zeigt man,

dass der Feuerbachkreis die Ankreise von auflen bertihrt. O
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Abbildung 75: Beweis zum groien Satz von Feuerbach (in Anlehnung an [27, S. 13])
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5.5 Satz von Dao

Satz 5.15. Dao’s Theorem on Six Circumcenters [23, S. 58]

Gegeben seien sechs Punkte A, B,C, D, E, F' auf einem Kreis und sechs Punkte X,Y,Z U, V,W
mit AFNBC ={X}, ABNCD ={Y}, BCNDE={Z}, CDNEF ={U}, AFNDE ={V}
und ABN EF = {W}. Auferdem seien Oy = Upax, Oz = Ucpy, O3 = Upcz, Os = Ugpu,
Os = Upgy und Og = Uapw die Umkreismittelpunkte der entsprechenden Dreiecke. Dann gilt
0,04 N 0,05 N 0504 = {D}.

Abbildung 76: Daos Theorem (in Anlehnung an [23, S. 58])

Um diesen Satz zu beweisen, miissen zunéchst ein paar Vorbereitungen getroffen werden.

Hilfssatz 5.16. [23, S. 59]

Gegeben seien sechs Punkte A, B,C, A’, B, C" auf einem Kreis k und sechs Punkte D, E, F, A,, By, C.
mit CA'N AB = {D}, ABNnB'C' = {FE}, BC'nCA' = {F}, BB nCC' = {4,}, CC'N
AA" = {B,} und AA' N BB = {C.}. Auferdem sind Oy = Ucpp, O2 = Uacp, O3 =
Up arp die Mittelpunkte der Umkreise ki, ks, ks der entsprechenden Dreiecke. Dann gilt
01A, N O2B, N O3C. = {V'} fiir einen Punkt V.
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Beweis. [23, S. 59f.]

Man betrachtet zunéchst den Kreis k2 und die Sehne EC’. Nach dem Peripheriewinkelsatz (Satz
4.6) gilt LC'AFE = £C'Y E. Wendet man den Peripheriewinkelsatz nun auf den Kreis k& und die
Sehne BC' an, so erhélt man £C'CB + £ BAC’" = 2R. Der Winkel £C’AFE ist ein Nebenwinkel
von £ BAC" und daher £C'"AE + £{BAC’ = 2R. Somit folgt L{C'CB = AC'AE. Aufgrund
des Stufenwinkelsatzes (Satz 3.6) gilt dann BC' || EY. Analog erhilt man EY || ZF || BC.
Aus dem Zentriwinkelsatz (Satz 4.5) folgt LY O,C" = 24 YEC' = 24B'FZ = £ZO3B'. Die
Dreiecke YC'O5 und ZB'Oj3 sind beide gleichschenklig mit dem Radius des jeweiligen Kreises
als Schenkel. Deshalb gilt £C'Y Oy = £05C"Y und analog fiir das Dreieck ZB’Os. Es gilt daher
£C'Y Oy = £B'Z03. Somit sind die Dreiecke YC'Oy und ZB'O3 wegen des W:W:W-Satzes
dhnlich. Es seien d;,, d;, d; die Langen der Lote eines Umkreismittelpunkts O; auf die Strecken
AA',BB',CC" und r; der Radius des jeweiligen Umbkreises, mit ¢ € {1,2,3}. In dhnlichen
Dreiecken sind die Seiten und entsprechenden Hohen proportional. Im Dreieck Y C'O stimmt
die Hohe tiber der Seite Y'C’ mit dy. Uberein. Analoges gilt fiir das Dreieck ZB’O3 mit ds; als
Héhe iiber ZB'. Also gilt wegen der Ahnlichkeit von Y 'O, und ZB'Os

b _dy e _ 7

T2 3 dz, 13
Ebenso erhilt man

d3q T3 .odyy m
= — sowle — = .
dic r1 2a T2

Es seien M, N, P drei Punkte mit {M} = O;A,NB,Ce, {N} = O3B,NA,C.,{P} = O5C.NA,By.
Man betrachtet das Dreieck O;C.Bp, mit der Grundseite B,C, und dem Lot von Oy auf g(By, C¢)
als Hohe h;. Ebenso bildet das Lot vom Punkt A, auf g(By,C.) die Hohe hy des Dreiecks
A,C.By. Mithilfe des Punktes M und der Gerade g(O;, M) werden die Dreiecke O;C.B;, und
A,C.By in jeweils zwei Dreiecke geteilt. Dann gilt

MBy - hy

OWMBy| =——| |0,MB,| MB,
MC. - h =

|OICCM‘ _ ; 1 |OlCCM| MCC
MB, - hy

[AaM Byl = ——— | |4,MB,) MB,
M c'h ale N c

A, CM| = 02 2 |A,C. M| MC
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und es folgt

MB, _|O\MBy| _ [AMBy| _ |O\MBy| — [A,MB,y| _ [014,B)|
MC, ~ |0:C.M| — [A,C.M| ~ |0:C M| — [A,C.M| — [01A,C|’

Analog gelten

NC. _ |0:B,C.| md PAe _ |05C.A,|
NA, |0:ByA,| PBy,  |03C.By|’

Man erhilt

MB, NC. PA, [014,By| [0:ByC.| |05C Ayl
MC, NA, PB, |01A,C.] |OsByAs| [03C.By

. ‘OQBch‘ ) ‘O3CcAa’ . ‘OlAaBb’ . d2a d3b dlc

T |0sByCe|  |01C.As| |034uBy|  dsa dip  dae

_d2a d3p d1c_7;2 3 "

— Q20 B Be —1.
diy doe d3g T1 T2 T3

Das Dreieck A,B,C. und die Punkte M, N, P erfiillen die Voraussetzungen des Satz von Ceva
(Satz 4.14). Somit schneiden sich die Geraden g(O1, Aq), 9(O2, By), g(O3,C.) im Punkt V. [

Abbildung 77: Hilfssatz 1 zum Satz von Dao (in Anlehnung an [23, S. 60])
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Hilfssatz 5.17. [23, S. 60]

Es seien A, B,C, A’, B',C’ sechs Punkte auf einem Kreis k. Fir die Punkte X, X' gilt ABNA'C =
{X} und A’B' N AC" = {X'}. Auferdem sind O = Ucpx und O' = Ucrp x/ die Mittelpunkte
der Umkreise der entsprechenden Dreiecke. Dann gilt OO' N BB' N CC" = {S} fiir einen Punkt
S.

Beweis. [23, S. 61]

Wie im Beweis zum vorherigen Satz erhilt man £ BCX = £XAA’. Der Halbstrahl h sei
die Tangente durch den Punkt X an den Kreis k. Dann ist £((XO>,h) = R. Wegen des
Tangentenwinkelsatzes (Satz 4.7) gilt £L((XB>,h) = £BCX. Mittels R = £((XO>,h) =
£((XB>,h) + LOXB erhélt man damit LOXB = R — £{BCX = R — £XAA'. Fir einen
Punkt D gelte {D} = g(X,0)Ng(A, A’). Aufgrund der Winkelsumme im Dreieck (Satz 3.8) ist
L£OXB+ £XAA + LADX = 2R. Wegen £{OXB + £ XAA" = R gilt {ADX = R und damit
XO L AA'. Analog zeigt man X'O’" L AA" und damit XO || X’O’. Man konstruiere die beiden
Punkte By € k' und Cy € I;:V’, sodass X'By || XB und X'Cy || XC.

Abbildung 78: Hilfssatz 2 zum Satz von Dao (1. Teil) (in Anlehnung an [23, S. 60])

Wegen der zuvor gezeigten Parallelitit von X'By und X B bzw. X'Cy und XC ist LCXB =
£LCyX'By. Aus XO || X’O' und X'By | XB folgt LOXB = £O'X’'By. Da es sich bei XOB
und X'O’'By um gleichschenklige Dreiecke handelt, muss demnach auch £ BOX = £ByO'X’
gelten. Der Winkel £ BC X ist Peripheriewinkel zum Zentriwinkel BOX . Eine analoge Beziehung
gilt fiir die Winkel £ByCyp X’ und £ByO’X’. Aus dem Zentriwinkelsatz (Satz 4.5) erhélt man
daher £ BCX = £ByCyX'. Dann sind die Dreiecke XC B und X'CyBy nach dem W:W:W-Satz
dhnlich.
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Es sei S der Schnittpunkt von ¢(X, X’) mit g(B, By). Die Winkel £SX B und £SX’By sind
wegen des Wechselwinkelsatzes (Satz 3.6) kongruent. Die Winkel £ BSX und BySX’ sind als
Scheitelwinkel gleich gro (Satz 3.4). Aus diesem Grund folgt die Ahnlichkeit der Dreiecke BX S
und By X'S ebenfalls aus dem W:W:W-Satz. Analog zeigt man, dass die Dreiecke C'S’X und
CyS’' X’ dhnlich sind, mit g(X, X') Ng(C,Cy) = {5'}.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke XCB und X'Cy B, folgt

[XB| _ |X"Byl
[ XC| X'Cyl

und, dass ein k € R existiert, sodass
| XB|=Fk-|X'By| und |XC|=k-|X'Co|.

Die Ahnlichkeit von BX S und ByX'S fiithrt zu

|XB|  |X'By - k-|X'Bo| |X'By
XS] |X'S]| XS |X'S]|

& |XS| =k XS]

Ebenso gilt

XC| X _ kX _[XC)
x5~ s] © sy o) SRS

Dann muss aber S = 5’ gelten und
BByNCCyN XX = {S}

Oben wurde die Ahnlichkeit der Dreiecke XOB und X'0’Bj gezeigt. Demnach gilt

[XB| | X'Bo| _ k-|X'Bo| _|X'By
X0l ~ [xo1 < xol ~ xo < XOI=E X

Die Geraden ¢g(O,O’) und ¢g(X, X’) schneiden sich in einem Punkt S”. Die Winkel £ X0OS” und
£X'0'S" sind wegen XO || X'O" und dem dadurch anwendbaren Wechselwinkelsatz (Satz 3.6)
kongruent. Die Kongruenz von £0S5”X und £0’'S” X’ folgt aus dem Scheitelwinkelsatz.
Also trifft
| XO| |X'0| - kE-1X'0'|  |X'0O
X5~ ] TS x]

sk |X9" = |X'S"|
zu. Wie oben erhilt man deshalb S = S” und somit

O0'NBByNCCyN XX' ={S}.
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Man betrachtet nun die Kreise ' mit der Sehne C’By und k mit der Sehne BC’. Dann gilt
geméfl dem Peripheriewinkelsatz (Satz 4.6)
AC'B'By = £C'X'By = £ XX'Bg+ £C'X'X = K X'XB+ LAX'X = 2R — {BAC' = £{C'B’'B.

Also liegen die Punkte B, By, B’ auf einer Geraden. Analog zeigt man, dass die Punkte C, Cy, C’

kollinear sind und es folgt

00'NBB' nCC' = {S}.

Abbildung 79: Hilfssatz 2 zum Satz von Dao (2. Teil)

Nun sind alle notwendigen Vorbereitungen getroffen und man kann zu Dao’s Theorem on Six

Circumecenters zuriickkehren.

Beweis Satz von Dao (Satz 5.15). [23, S. 61]

Fir drei Punkte M, N, P gelte {M} = BENAD,{N} = ADNCF,{P} = CFNBE. Nach
Hilfssatz 5.16 schneiden sich Oy M, O3N, Os P in einem Punkt. Gemafl Hilfssatz 5.17 liegen die
Punkte O1, M, Oy; O3, N, Og und Os, P, O, jeweils auf einer Geraden. Also schneiden sich O10y,
0505 und O304 in einem Punkt D und der Satz ist bewiesen. O

94



5 INTERESSANTES UBER DEN SCHULSTOFF HINAUS

Abbildung 80: Beweis zum Satz von Dao (in Anlehnung an [23, S. 61])

Der Satz von Kosnita ist ein Spezialfall von Dao’s Theorem on Six Circumcenters. Man verwendet

daher die vorhergehenden Uberlegungen.

Satz 5.18. Satz von Kosnita [24, S. 115]

Es sei WY U ein Dreieck mit Umkreismittelpunkt U. Die Punkte 01, O3, 05 seien die Umkreis-
mittelpunkte der Dreiecke WY U, YUU und UWU. Dann gilt O1U N OsW N OsY = {I?} fiir

etnen Punkt IN(, der als Kosnita-Punkt bezeichnet wird.

Beweis. [23, S. 59]

In diesem Spezialfall fallen die Punkte A, F, W, Oq; B,C,Y, 05 und D, E, U, O4 jeweils zu einem
Punkt zusammen. Aus dem Sechseck ABCDEF wird damit das Dreieck WY U. Nach dem Satz
von Dao schneiden sich 0104, 0205 und O304 in einem Punkt. Demnach schneiden sich auch
01U, OsY und O3W in einem Punkt. O
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5 INTERESSANTES UBER DEN SCHULSTOFF HINAUS

Abbildung 81: Satz von Kosnita (in Anlehnung an [23, S. 59])
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