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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Fourierreihen und der Fouriertransformation. In Kapitel [I] werden
die mathematische Idee und historische Einordnung erldutert. Um den Einstieg in Fourierreihen
zu vereinfachen, wird in Kapitel 2] die MaRtheorie eingefiihrt. Mit Hilfe dieser wird in Kapitel [3]
das Lebesgue-Integral erarbeitet. Nach all dieser Vorarbeit werden in Kapitel [] Fourierpolynome
definiert und berechnet. Im Anschluss daran wird in Kapitel [5] die Fouriertransformation definiert
und es werden einige, auch physikalische, Beispiele berechnet und dargestellt. Zum Abschluss wird
in Kapitel [f] das Riemann-Lebesgue-Lemma bewiesen.

1 Einleitung

1.1 Mathematische Idee und Anwendungsbereiche

Die Idee hinter einer Fourierreihe ist es, eine beliebige periodische Funktion als Uberlagerung von
unterschiedlichen Schwingungen fester Frequenzen darzustellen. Dadurch kénnen einzelne Frequenz-
komponenten gefiltert bzw. verstirkt werden. Im Gegensatz zu Fourierreihen zerlegt die Fourier-
transformation aperiodische Signale in einzelne Komponenten. In jedem Fernseher, DVD-Player
oder auch Verstarker kommt sie zum Einsatz. Die Fouriertheorie ist die mathematische Grundlage
hinter diesen Anwendung [1].

1.2 Historische Einordnung

Die Bezeichnung geht zuriick auf Joseph Fourier (1768-1830), der in Auxerre in Frankreich geboren
wurde. 1822 behauptete Fourier, dass es fiir alle periodischen, stiickweise stetigen und beschrankten
Funktionen eine Reihenentwicklung in eine Funktionsreihe aus Sinus- und Cosinusfunktionen gébe.
Dies postulierte er in seinem Werk ,/,Theorie analytique de la chaleur bzw. ,Analytische Theorie
der Wiarme“ [2]. Erst einige Jahre spéter konnte von Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)
bewiesen werden, dass dies fiir Lipschitz-stetige Funktionen Giiltigkeit besitzt [3]. Lipschitz-stetige
Funktionen sind Funktionen f : R — R fiir welche eine Konstante L existiert, sodass |f(z1) —
fz2)] < L-|z1 — 22 fir alle z1,20 € R gilt [§]. Falls eine Fourierreihe punktweise gegen die
Funktion konvergiert, ist die Darstellung eindeutig. Dieser Eindeutigkeitsbeweis wurde 1870 von
Georg Cantor (1845-1918) gezeigt [5].1967 wurde von Lennart Carleson (1928) bewiesen, dass dies
auch fiir stetige bzw. stiickweise stetige Funktionen gilt [4].



2 Malitheorie

Das Ziel dieses Kapitels ist es ein besseres Verstdndnis fiir die Begriffe Inhalt, Makraum, &ufse-
res Lebesgue-Maf und Mafs zu vermitteln, sodass basierend darauf die Einfithrung des Lebesgue-
Integrals erfolgen kann. Dafiir sind auch o-Algebren, sowie die Einfiihrung von Indikatorfunktionen
und einfachen Funktionen notwendig. Die Definitionen, Satze und Theoreme dieses Kapitels basie-
ren auf dem Ansatz von Hunter [IT] und Ebbinghaus [12].

2.1 MafRe

Nachfolgend werden zuerst dufere Mafe und o-Algebren eingefiihrt, um sodann Mafrdume und Ma-
Re sinnvoll zu definieren. Ein dufteres Maf ist eine monotone, zéhlbare, subadditive, nicht negative,
erweitert reellwertige Funktion, welche auf allen Teilmengen einer Menge definiert ist. Erweitert
rellwertig bedeutet, dass hier die um —oo und oo erweiterte Menge der reellen Zahlen betrachtet

wird (R = {—oo} UR U {oo}) [11].
Definition 2.1 (Auferes Maf). Ein #uferes Maf p* auf einer Menge X ist eine Funktion
p 2 P(X) = [0, 0],

sodass

L p*(0) =0,
2. falls E C F C X, dann folgt p*(E) < u*(F),
3. falls {E; C X :i € N} eine zdhlbare Familie von messbaren Teilmengen von X ist, dann gilt

o (05) S

i=1

Punkt 3 der Definition 2.1l wird als Subadditivitit bezeichnet.

o-Algebren sind Teilmengen einer Menge X, welche die leere Menge und die Menge X enthalten.
Man definiert sie wie folgt:

Definition 2.2 (o-Algebra). Eine o-Algebra auf einer Menge X ist eine Zusammenfassung A von
Teilmengen von X, fiir die

1.0, XeA
2. wenn A € A, dann liegt auch A° € A



3. wenn A; € A fiir i € N dann ist
U A, e A
i=1

ﬁAi cA
=1

gilt.

Ausgehend von der Definition einer o-Algebra kann nun ein Mafiraum definiert werden.

Definition 2.3 (Mafraum). Ein Mafraum (X, .A) ist eine nichtleere Menge X, ausgestattet mit
einer o-Algebra A auf X.

Die Elemente eines Mafiraums (X, .4) nennt man messbare Mengen [I4]. Diese beiden Definitionen
waren notwendig, um den Begriff des Maftes sinnvoll definieren zu kénnen.

Definition 2.4 (Maf). Ein Maf p auf einem Mafraum (X, .A) ist eine Funktion px : A — [0, o0],
sodass

L p@)=0

2. falls {A; € A :i € N} eine abzahlbare disjunkte Familie von Mengen in A ist, folgt daraus,
dass
K <U Ai) = ZN(Ai)
i=1 i=1
gilt.

Einen Mafraum (X,.4), auf welchem ein Maf p auf A definiert ist, gibt man mittels (X, .4, u) an.

2.2 Das aufsere Lebesgue-Mafl und das Lebesgue-Mafs

Als Grundlage fiir nachfolgende Erlduterungen werden nun messbare Funktionen, Indikatorfunktio-
nen und einfache Funktionen definiert.

Definition 2.5 (Messbare Funktionen). Seien (X,.A) und (Y, B) beides Mafirdume. Eine Funktion
f: X — Y heifit messbar, falls f~1(B) € A fiir alle B € B.

Die Messbarkeit einer Funktion hingt nur von der o-Algebra ab.



Definition 2.6 (Indikatorfunktion). Die Indikatorfunktion einer Teilmenge E C X ist jene Funk-
tion xp : X — R, fiir die
() 1 frxeF
€Tr) =
XE 0 firz¢FE
gilt.

Die dadurch definierte Funktion y g ist nur messbar, falls E eine messbare Menge ist.

Mit Hilfe dieser Definition konnen nun einfache Funktionen definiert werden.

Definition 2.7 (Einfache Funktionen). Eine einfache Funktion ¢ : X — R auf einem Mafraum
(X, A) ist definiert durch

N
¢ = ZCnXEnv (1)
n=1

wobei ¢1,....,cy € Rund Ey,...., Ey € A sind.

Einfache Funktionen sind messbar, da sie auf einem Mafiraum definiert sind. Diese Darstellungsform
wird Standardreprisentation genannt, falls alle ¢,, unterschiedlich und alle Mengen F,, disjunkt sind.

Es wird nun eine monoton steigende Folge von positiven einfachen Funktionen betrachtet. Dieses
Theorem wird zu einem spéteren Zeitpunkt benotigt.

Theorem 2.1. Sei f : X — [0,00] eine positive und messbare Funktion. Dann gibt es eine Folge
von positiven einfachen Funktionen ¢, : X — [0,00) mit ¢; < ¢ < ... < ¢, < ... Wenn n —
00, so konvergiert ¢, — f punktweise. Falls die Funktion f beschrénkt ist, dann konvergiert ¢,
gleichméfig gegen f.

Beuweis. Fiir jedes n € N teilt man das Intervall [0,2"] im Wertebereich von f in 22" Teilintervalle
mit einer Breite von 27", Diese Intervalle sehen wie folgt aus:

Lim = (k27" (k+1)27"], k=0,1,...2"" -1
Sei J,, = (2", 00| der letzte Teil dieses Bereichs und sei

Ek,n = fﬁl(Ik,n% Fn == fﬁl(‘]n)

Dann hat die Folge von einfachen Funktionen, die durch

22" 1
$n =Y k27"xm,, +2"XF,
k=0
gegeben ist, die gesuchten Eigenschaften. O



Der hier gewihlte Zugang zum Lebesgue-Maf beruht auf der Idee von Caratheodory (1873-1950),
welcher zuerst ein dufseres Mafs auf eher allgemeinen Teilmengen R™ definiert. Dieses duftere Mafs
wird dann auf eine o-Algebra von messbaren Teilmengen eingeschrinkt. Als Grundmenge werden
Rechtecke verwendet.

Definition 2.8. Ein n-dimensionales geschlossenes Rechteck, dessen Seiten parallel zu den Koor-
dinatenachsen orientiert ist, ist eine Teilmenge R C R mit der Form

R= [al,bﬂ X [ag,bg] X ... X [an,bn],

wobel —o0 < a; < b; < oo fiir i = 1,...,n gilt. Das n-dimensionale Volumen u(R) von R ist definiert
durch
/L(R) = (b1 - (Ll)(bg - (LQ)(bn - an) = H;n‘zl(bi — ai).

Das Volumen fiir n = 1 ergibt eine Lénge, wihrend der Fall n = 2 eine Fliache definiert. Als leere
Menge nimmt man ein Rechteck mit () = 0 an. Die Familie aller n-dimensionalen Rechtecke wird
als R(R™) bezeichnet. Nach dieser Vorarbeit ist es nun an der Zeit, das dufsere Lebesgue-Maf$ zu
definieren.

Definition 2.9 (Auferes Lebesgue-Maf). Das dufkere Lebesgue-Mah y*(E) einer Teilmenge E C
R™ ist gegeben durch

(" (E) = inf {i (R E C U2, R, R; € R(R”)} . (2)

Wir nennen die Zuordnung

p:PR™) = [0,00], p*: E— p*(E)
duferes Lebesgue-Mak.
Theorem 2.2. Das dufsere Lebesgue-Mafs hat folgende Eigenschaften:

1. p*(®) =0
2. falls F C F dann folgt u*(E) < p*(F)

3. falls {E; C R™ : i € N} eine messbare Zusammenfassung von Teilmengen von R"™ ist, dann
folgt

Der Beweis hierfiir ist im Buch von Hunter [II] zu finden.

Man definiert nun mit Hilfe des Ansatzes von Caratheodory die Caratheodory-Messbarkeit, welche
nicht stark von der Lebesgue-Messbarkeit abweicht.



Definition 2.10 (Caratheodory-Messbarkeit). Sei p* ein dufieres Maf auf einer Menge X. Eine
Teilmenge A C X ist Caratheodory-messbar im Bezug auf u*, falls

pr(B) = p*(ENA)+p (BN A%)

fiir jede Teilmenge F C X gilt.

Da p* subadditiv (siehe Definition [2.1]) ist, gilt
W (B) < p (B0 A) + (B0 A%, )

Theorem 2.3. Eine Zusammenfassung von Caratheodory-messbaren Mengen in Bezug auf ein
dufteres Mafs p* ist eine o-Algebra und die Einschrankung von p* auf messbare Mengen ist ein
Mak.

Beweis. Aus der Definition der Caratheodory-Messbarkeit erhilt man, dass ) und das Komple-
ment einer messbaren Menge messbar sind. Damit gezeigt wird, dass die Zusammenfassung von
messbaren Menge eine o-Algebra ist, muss gezeigt werden, dass sie die abzéhlbare Vereinigung
der abgeschlossenen Mengen ist. Als ersten Schritt zeigt man, dass die Vereinigung von messbaren
Mengen erneut messbar ist. Seien A und B messbar und es gilt £ C X. Da A und B messbar sind,
gilt
p(E) = p*(ENA)+ p* (BN A
=p(ENANB)+p (ENANB)+p (ENA°NB) + p*(ENA°NB°).
Wir schreiben AU B als
AUB=(ANB)U(ANB°)U(A°N B).

Durch die Subadditivitiit (siehe Definition von p* erhilt man
P (EN(AUB)) < p (ENANB)+p* (ENANB®) + p*(ENA°NB).
Durch diese Ungleichung und da A°N B¢ = (AU B)* folgt
p(E) Z p(EN(AUB)) +p*(EN (AU B)).
Daraus folgt, dass A U B messbar ist. O

Theorem 2.4. Die Zusammenfassung von Caratheodory-messbaren Mengen mit einem &uferen
Maf p* ist eine o-Algebra und die Einschrankung von p* auf messbare Mengen ist ein MaR.

Der Beweis hierfiir ist ebenfalls im Buch von Hunter [II] zu finden. Dieses Theorem zeigt, dass man
ein Maft auf R™ durch die Einschriankung des dufieren Lebesgue-Mafes auf seine Caratheodory-
messbaren Mengen, welche die Lebesgue-messbaren Teilmengen von R™ sind, erhélt.



Definition 2.11 (Lebesgue-Messbarkeit). Eine Teilmenge A C R™ ist Lebesgue-messbar, falls
1) = p*(E N A) + p* (B0 A9)

fiir alle Teilmengen E C R™ gilt. Falls £(R™) die o-Algebra von Lebesgue-messbaren Mengen kenn-
zeichnet, dann nennt man die Einschriankung des dufleren Lebesgue-Mafes auf Lebesgue-messbare
Mengen

pr LRY) = [0,00], p=p"|E@n)

Lebesgue-Maf. Hierbei gibt £(R™) die Zusammenfassung von Lebesgue-messbaren Mengen an.

Das hier definierte Lebesgue-Maf dient zur nun folgenden Konstruktion des Lebesgue-Integrals. Es
ordnet Teilmengen des R™ ihr n-dimensionales Volumen zu.

3 Lebesgue-Integral

Das vorliegende Kapitel fiihrt in seinem ersten Teil das Lebesgue-Integral ein. Dabei wird auch
der Unterschied zum Riemann-Integral betrachtet. Die beiden Integrale werden zum besseren Ver-
stdndnis grafisch in Abbildung [[]und 2] dargestellt. Nachfolgend werden Konvergenzsétze beleuchtet
sowie Lebesgue-Raume und grundlegende Eigenschaften dieser erldutert.

0.5

Abbildung 1: Darstellung Riemann-Integral



0.5

Abbildung 2: Darstellung Lebesgue-Integral

3.1 Definition des Lebesgue-Integrals in drei Schritten

Der hier gewdhlte Zugang zum Lebesgue-Integrals basiert auf dem von Goldhorn verwendeten An-
satz [6] und kombiniert diesen mit dem Ansatz von Hunter [II]. Im Gegensatz zur Riemannschen
Integralrechnung wird nicht der Definitionsbereich, sondern der Wertebereich in disjunkte Teilin-
tervalle Ji, welche eine vorgegebene Grofe § nicht iiberschreiten diirfen, zerlegt.

Nachfolgend wird nun das Lebesgue-Integral in drei Schritten definiert, wobei mit den einfachen
Funktionen begonnen wird und auch jeweils deren Eigenschaften betrachtet werden.

Definition 3.1 (Lebesgue-Integral von einfachen Funktionen). Sei (X, A, 1) ein Makraum. Falls
¢ : X — [0,00) eine einfache Funktion (vgl. Definition [2.7) mit ¢; > 0 und E; € A ist, dann ist das
Lebesgue-Integral der einfachen Funktion ¢ in Bezug auf das Mafs p gegeben durch

N
[odn=>cuntE) (4)
=1

Falls ¢; = 0 und u(E;) = oo, verwendet man die Konvention, dass 0 - co = 0.

Satz 3.1 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals von einfachen Funktionen). Seien ¢, ¢ : X — [0, 00)
positive einfache Funktionen und (X, A, 1) ein Mafkraum. Es gilt

/kq&du:k/qbd/i fiir k € [0,00),

/(¢+<ﬂ)du=/¢>du+/<ﬂdu

OS/WMS/@@ fir 0< 6 <

und
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Der Beweis dieser Eigenschaften folgt aus der Definition des Lebesgue-Integrals fiir einfache Funk-
tionen (vgl. Definition [3.1)).

Um das Lebesgue-Integral von messbaren Funktionen definieren zu kénnen, betrachtet man zuerst
nur den positiven Teil dieser Funktionen. Man definiert nun das Lebesgue-Integral einer messbaren
positiven Funktion. Man betrachtet hierbei erweitert reellwertige Funktionen.

Definition 3.2. Sei f : X — [0,00) eine positive, messbare und erweitert reellwertige Funktion
und (X, A, 1) ein Mafraum. Das Lebesgue-Integral der Funktion f ist gegeben durch

/fdu = sup {/(ﬁd,u :0 < ¢ < f, ¢ einfache Funktion} . (5)

Eine positive Funktion f ist nur dann Lebesgue-integrierbar, falls sie messbar ist und
/ fdp < oo

Satz 3.2 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals von positiven messbaren Funktionen). Seien f, g :
X — [0, 00) positive, messbare und erweitert reellwertige Funktionen und (X, A, p) ein Mafraum.
Es gilt

gilt.

/kfd,u:k/fdu fiir & € [0, 00)

und

OS/fdué/gdu fir 0< £ < g.

Da die Definition des Lebesgue-Integrals von positiven messbaren Funktion auf einfachen Funktio-
nen basiert, folgen auch hier diese Eigenschaften aus Definition [3.2] Die Linearitit des Lebesgue-
Integrals fiir diese Art von Funktionen wird zu einem spéteren Zeitpunkt erldutert.

Anschliefsend wird das Lebesgue-Integral fiir allgemeine erweitert reellwertige und messbare Funk-
tionen definiert. Dafiir werden beliebige messbare Funktionen in ihren positiven und negativen Teil
zerlegt. Sei f : X — R eine erweitert reellwertige und messbare Funktion. Man definiert f, und
f-: X —[0,00) durch

f:f+_f—a f+:max{f70}7 f_:max{—f,O}.
Die Funktion f ist nur messbar, wenn f; und f_ messbar sind.

Definition 3.3. Sei f : X — R eine messbare Funktion und (X, A, z1) ein Mafraum. Das Lebesgue-
Integral dieser Funktion f ist gegeben durch

/fdu=/f+du—/ffdu, (6)

11



falls mindestens eines der beiden Integrale von f, und f_ endlich ist. Diese Eigenschaft bezeichnet
man auch als quasi-integrierbar [I5]. Die Funktion f ist nur dann Lebesgue-integrierbar, falls sowohl
das Integral von f; als auch jenes von f_ endlich sind. Dies bedeutet die Funktion f ist Lebesgue-

integrierbar, wenn
/ |f] < o0.

Auch hier werden, wie bei den beiden vorherigen Schritten, die Eigenschaften des Lebesgue-Integrals
beziiglich der betrachteten Funktionen angeben.

Satz 3.3 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals von allgemeinen erweitert reellwertigen und mess-
baren Funktionen). Seien f und g : X — R integrierbare Funktionen, dann gilt

/kfdu:k/fdu fir k € R,

/(f+g)du=/fdu+/gdu,

/fdus/gdu fir f < g

‘/fdu‘ S/\fldu~

Der Beweis ist im Buch von Hunter [I1] zu finden.

und

Als letzte Moglichkeit werden noch kurz komplexwertige Funktionen erwéhnt. Auch hier muss man
Vorarbeit leisten. Bei einem reellwertigen « gilt

uy = max{u,0}, w_ :=—min{u,0},

Daraus resultiert fir u:
u=uy —u_, |ul=uy+u_

Komplexwertige Funktionen werden in typischer Weise in Real- und Imaginéarteil zerlegt und als
u+1iv geschrieben. Eine Funktion f : R” — C heifit messbar, wenn v und v messbar sind. Damit eine
komplexwertige Funktion integrierbar ist, muss sie messbar und ihr Betrag Lebesgue-integrierbar
sein.

3.2 Lebesguesche Nullmengen

Als Lebesguesche Nullmenge bezeichnet man Mengen, die bei der Integralrechnung vernachléssigt
werden kénnen.

12



Definition 3.4 (Lebesguesche Nullmenge). Fiir Lebesguesche Nullmengen A C R” sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

pn(A) =0,
/ f =0 fiir alle auf A definierten Funktionen.
A

Ebenfalls ist folgende Aussage dquivalent: Zu jedem ¢ > 0 existiert eine Folge (I}) von n-dimensionalen
Intervallen, fiir die

(@

I, CA
k=1
und
o0
Z un(fk) <€
k=1
gilt.

Auferdem gilt, dass jede Teilmenge einer Nullmenge auch wieder eine Nullmenge sein muss. Auch
die Vereinigung einer Folge von Nullmengen resultiert wieder in einer Nullmenge.

3.3 Konvergenzsatze

Der hier gewéhlte Zugang zu den Konvergenzsétzen basiert auf dem von Goldhorn verwendeten
Ansatz [6]. Bevor die Konvergenzsiitze eingefiihrt werden, bendtigt man fast iiberall (bzw. f.i.)
definierte Funktionen.

Definition 3.5. Sei S € R"™ messbar. Eine fast iiberall auf S definierte Funktion ist eine Funktion
f, fiir deren Definitionsbereich D
pn(S\D) =0

gilt.

Die Konvergenzsitze sind von grofer Bedeutung, da sie die Vertauschung von Grenzwert und Inte-
gral bei Funktionenfolgen ermoglichen.

3.3.1 Satz von der monotonen Konvergenz

Theorem 3.4 (Satz der monotonen Konvergenz). Sei S C R™ messbar und (gi) eine Folge von
reellwertigen integrierbaren Funktionen auf S.

Fall 1:

13



Falls fiir alle k&
gr(x) < gpg1(x) fii

gilt, sodass die Funktion g mit dem Funktionswert
g(x) := lim gi(x) =supgp(x) f.i.
k—o0 k>1

auf der Menge S definiert und die Folge der Integrale ([, 5 9x) nach oben beschrénkt ist, so folgt,

dass g integrierbar ist und
/g = lim [ g :sup/gk(m) (7)
s k—oo Jg k>1Js

gilt.
Fall 2:

Falls fiir alle k
9k(®) 2 grga(z) L
gilt, sodass die Funktion g mit dem Funktionswert
o(w) = lim gu(a) = inf gu(a) L

k—o0

auf der Menge S definiert und die Folge der Integrale ([ s 9x) nach unten beschrénkt ist, so folgt,

dass g integrierbar ist und
/sg Ko SglC ’igl/sgk ®

gilt.

In beiden Féllen kénnen also Limes und Integral vertauscht werden.

Der Beweis hierfiir ist in Goldhorn [6] angefithrt. Mit Hilfe dieses Theorems ist es moglich, die
Linearitit des Lebesgue-Integrals fiir positive, messbare und erweitert reellwertige Funktionen zu
zeigen.

Satz 3.5. Seien f,g : X — [0,00) positive, messbare und erweitert reellwertige Funktionen und

(X, A, n) ein Mafraum. Es gilt
/(f+g)dﬂ=/fdu+/gdﬂ-

Beweis. Seien (¢,,) und (¢,) mit n € N monoton anwachsende Folgen, fiir die ¢,, — f und ¢,, — g
punktweise gilt, falls n — co. Addiert man ¢,, und ¢, so erhdlt man eine monoton anwachsende

14



Folge (¢n + ¢n), fiir die ¢, + @, — f + g gilt, falls n — oco. Mit Hilfe des Satzes der monotonen
Konvergenz [3.4] und Satz [3.1] folgt

/(f+g)du = nlgr;o/(qbn + ) dp

o ([ evans [ nan)

= lim [ ¢, dp+ lim /g@n dp
n—o0 n—oo

:/fdu+/gd,u.

3.3.2 Satz der dominierten Konvergenz

Theorem 3.6 (Satz der dominierten Konvergenz). Sei S C R™ messbar und (f;) eine Folge von
integrierbaren Funktionen auf S, fiir die f.ii. der Limes f(z) := limy_, oo fr(x) existiert. Falls eine
integrierbare Funktion g, deren Funktionswerte durch: g : S — [0, co] gegeben sind, existiert, sodass
|fr(z)] < g(z) fii. fiir alle k € N, so ist f € L'(S). Ist dies der Fall, kann das Integral mit dem
Limes vertauscht werden, sodass folgender Zusammenhang gilt:

/S f= lim /S i (9)

Der Beweis hierfiir ist in Goldhorn [6] angefiihrt.

3.4 Lebesgue-Riaume

Der hier gewéihlte Zugang zu den Lebesgue-Raumen basiert auf dem von Hunter verwendeten Ansatz
[T1]. Nun wird im ersten Schritt der L'-Raum definiert. Dieser besteht aus integrierbaren Funktionen
auf einem Mafraum (X, A, u). Eine Erweiterung fithrt sodann LP-Rdume ein, welche alle p-fach
integrierbaren Funktionen beinhalten.

Definition 3.6 (L'-Raum). Sei (X, A, ) ein Mafraum, dann besteht der Raum L'(X) aus allen
integrierbaren Funktion f: X — R, fiir die

1l =/\f|du<oo (10)

gilt. Eine Folge von Funktionen (f,)nen mit f, € L'(X) konvergiert in L, falls

1f = fulls :/\f—fn\du—ﬂh (11)

15



fiir n — oo gilt.

Definition 3.7 (LP-Réume). Sei (X, A, p) ein Mafraum und 1 < p < oo. Dann besteht der Raum
LP(X) aus allen Aquivalenzklassen von messbaren Funktionen f: X — R fiir die

JERTEE (12)

gilt. Zwei messbare Funktionen sind gleich, falls sie fast iiberall bezogen auf p gleich sind. Die Norm
von f € LP(X) in LP-Réumen ist definiert durch

1 fller = ( / fl”du>1/p- (13)

In LP-Raumen gelten die folgenden beiden Ungleichungen.

Theorem 3.7 (Minkowski-Ungleichung). Falls f,g € LP(X) und 1 < p < oo, dann liegt auch
f+g€ LP(X) und es gilt
If+gllee < I fllze + llgllzr-

Das bedeutet, dass |||z eine Norm auf LP(X) fir 1 < p < oo ist. Falls 0 < p < 1 gilt, gilt die
umgekehrte Ungleichung, wobei ||-||r» dann keine Norm ist. Diese umgekehrte Ungleichung lautet

[fllze +llglle <IIf +gllze-

LP(X) ist fiir 0 < p < 1 ein linearer Raum, da

If+glP <IfIP +|glP

gilt.
Der Beweis hierfiir ist in Goldhorn [6] angefiihrt.

Fiir die zweite Ungleichung, die Hélder-Ungleichung, muss zuvor noch die Holder-Konjugierte defi-
niert werden.

Definition 3.8 (Holder-Konjugierte). Sei 1 < p < co. Die Holder-Konjugierte p’ von p ist durch
1 1

p p

falls 1 < p < oo gilt, definiert. Im Spezialfall p = 1 bzw. p = oo gilt 1’ = 0o und oo’ = 1.

Ausgehend von dieser Definition kann nun die Hélder-Ungleichung angegeben werden.
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Theorem 3.8 (Holder-Ungleichung). Sei (X, A, ) ein Mafiraum und sei 1 < p < co. Falls f, g €
LP(X), gilt fir das Produkt fg auch fg € LP(X). Zuséatzlich gilt

/ £l A < (1l llgl -

Fiir den Spezialfall p = 2, wodurch auch p’ = 2 gilt, ist dies die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Ein Beweis der Holder-Ungleichung ist im Buch von Goldhorn [6] nachzulesen.

Es wird noch ein weiterer wichtiger Satz der Integralrechnung betrachtet, welcher zu einem spéteren
Zeitpunkt benotigt wird [6].

Satz 3.9 (Satz von Fubini). Sei f € L'(R" x R™). Dann gilt

[as [arysn = [f@pa ey = [ay [ @ s (14)

Dies bedeutet, dass die Integrationsreihenfolge vertauscht werden kann. Der Beweis hierfiir ist in
Forster 7] angefiihrt.

3.4.1 Dichtheit in Lebesgue-Riumen

Die Eigenschaft, dass einfache Funktionen dicht in LP-Raumen liegen, ist von grofser Bedeutung
und wird spéter fiir den Beweis des Riemann-Lebesgue-Lemmas (siehe Kapitel @ benotigt.

Theorem 3.10. Sei (X, A, u) ein Mafraum und sei 1 < p < co. Dann ist die Menge der einfachen
Funktionen, welche zu LP(X) gehoren, auch dicht in LP(X).

Beweis. Da Funktionen in ihre positiven und negativen Teile zerlegt werden kénnen, reicht es aus,
zu zeigen, dass eine positive Funktion f : X — [0,00) durch einfache Funktionen approximiert
werden kann. Der Beweis wird in zwei Teile aufgeteilt. Fiir den ersten Teil gilt 1 < p < oo, wahrend
im zweiten Teil, der Fall p = oo betrachtet wird. Aufgrund von Theorem gilt, dass es eine
steigende Folge von einfachen Funktionen {¢,} gibt, sodass ¢,, punktweise gegen f konvergiert. All
diese einfachen Funktionen gehdren zu LP(X). Auferdem gilt folgende Ungleichung

[f = éul? <|fIP € LY(X).
Mit Hilfe des Satzes der dominierten Konvergenz (vgl. Theorem kann gefolgert werden, dass
J18=6urdu—0

fiir n — oo gilt. Dadurch wurde der erste Fall bewiesen. Betrachtet man nun p = oco. Falls f €
L*>°(X) ist, nimmt man eine beschrénkte Funktion als Représentant der Funktion f. Erneut erhélt
man mit Hilfe von Theorem[2.1] dass es eine Folge von einfachen Funktionen gibt, welche gleichméfig
gegen f konvergiert. Dadurch ist auch der zweite Fall gezeigt. O
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3.4.2 Banachriaume

Es wird hier der Darstellung im Buch von Arens zur Einfithrung von Banachrdumen gefolgt [I].
Hierfiir wird der Begriff des normierten Vektorraums und der Cauchy-Folge bendotigt.

Definition 3.9 (Normierter Vektorraum). Sei V' ein Vektorraum iiber C oder R. Man nennt eine
Funktion ||| : V' — R>¢ eine Norm, falls die folgenden Eigenschaften fiir f € V und A € C oder R
erfiillt sind. Es gilt

£l =0 nur dann, wenn f = 0 (positive Definitheit),
[Af[F=[AIfll (Homogenitét)

und
1f + gl < Ifll+ gl (Dreiecksungleichung).

Man nennt einen Vektorraum, auf dem eine solche Norm definiert ist, einen normierten Vektorraum.

Definition 3.10 (Cauchy-Folge). Eine Folge (z,,) in einem normierten Vektorraum V heift Cauchy-
Folge, falls es zu jeder Zahl € > 0 eine natiirliche Zahl N gibt, sodass

|zn — xm]|| < €

fiir alle n,m > N gilt.

Mit Hilfe dieser beiden Definitionen kénnen nun Banachrdume definiert werden.
Definition 3.11 (Banachrdume). Ein normierter Raum, in dem jede Cauchy-Folge einen Grenzwert

besitzt, heiftt vollstdndig. Einen vollstdndigen normierten Vektorraum nennt man Banachraum.

Die Vollstandigkeit von LP-R&umen wird nun gezeigt.

3.4.3 Vollstandigkeit von Lebesgue-Riumen

Damit die Vollstdndigkeit von LP(X) gezeigt werden kann, benttigt man ein weiteres Lemma.

Lemma 3.11. Sei X ein Mafiraum und 1 < p < co. Sei (gx)reny mit g € LP(X) eine Folge von
LP-Funktionen, fiir die

Y lgellze < oo

k=1

gilt. Dann folgt daraus, dass eine Funktion f € L?(X) mit

o=t
k=1

existiert. Diese Summe konvergiert punktweise f.ii. und liegt in LP(X).
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Der Beweis hierfiir ist im Buch von Hunter [T1] angefiihrt. LP-Raume sind daher auch Banachridume.
Mit Hilfe dieses Lemmas kann nun das Riesz-Fischer-Theorem gezeigt werden.

Theorem 3.12 (Riesz-Fischer). Falls X ein Mafraum ist und 1 < p < oo gilt, dann ist LP(X)
vollsténdig.

Beweis. Wie schon bei dem Beweis der Dichtheit von einfachen Funktionen zerlegt man diesen Be-
weis in zwei Teile, wobei der erste Teil fiir 1 < p < co und der zweite Teil fiir p = oo gezeigt wird.

Sei nun 1 < p < oo und (fx)ren eine Cauchy-Folge in LP(X). Nun kann man eine Teilfolge (fx,);en
wéhlen, fiir die

1

||fk7j+1 - fkj”L” < 27

gilt. Schreibt man nun fg, , — fx; als g;, erhélt man

oo
> lgillzr < oo,
j=1

da’ 2% eine geometrische Reihe ist. Mit Hilfe des Lemmas folgt, dass die Summe f, +Z§°:1 gj
punktweise gegen eine Funktion f € LP(X) konvergiert und auch in LP(X) liegt. Fiir den Limes
der Teilfolge gilt

=1

j—1 00
len;C Jre; = jlgrgo (fk1 + Zm) = fi + 2;93‘ =f
J:

und er existiert in LP(X). Da die Ausgangsfolge eine Cauchy-Folge war, folgt
lim f = f
k—o0

in L?(X). Daraus kann geschlossen werden, dass jede Cauchy-Folge in L?(X) konvergiert und daher
LP vollstandig fiir 1 < p < oo ist.

Betrachten wir nun den Fall p = oo. Sei (f) eine Cauchy-Folge in L°°(X). Dann existiert fiir
jedes m € N ein n € N, sodass

1
|fi(z) = fr(@)] < m
fir alle j,k > n und © € N7 gilt. Hierbei ist N x n eine Nullmenge. Sei nun
N= J Nikm
j,k,meN

dann ist auch N eine Nullmenge und fiir jedes x € N¢ ist die Folge { fx(z) : k € N} eine Cauchyfolge
in R. Sei f: X — R ein messbare Funktion, fiir die

fw) = lim_ fi()

k—
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fiir x € N€ gilt. Lasst man nun & — oo gehen, gibt es fiir jedes m € N ein n € N, so dass

(o) — f@)l <

fiir alle j > n und = € N°¢. Daraus kann man schliefen, dass f wesentlich beschrankt ist und f; — f
fiir j — oo gilt. Somit wurde auch gezeigt, dass L*° vollstandig ist. O

Durch den Beweis der Vollstandigkeit der Lebesgue-Raume kann gefolgert werden, dass Lebesgue-
Réaume auch Banachrdume sind.

4 Fourierreihen

Wie in der Einleitung beschrieben, ist die Fouriertheorie aus unserem Alltag nicht mehr wegzu-
denken. Sie ist ein wichtiger Bestandteil der modernen Signalverarbeitung. Jedes Mal, wenn man
den Fernseher einschaltet, die Lautstirke verandert, verwendet man Technologie, die auf der Fou-
riertheorie basiert. Das Ziel dieses Kapitels ist es, Fourierreihen, deren Koeflizienten und deren
Eigenschaften einzufithren. Wie am Anfang der Arbeit erwéhnt, ist die Idee der Fouriertheorie jene,
dass es fiir alle periodischen, stiickweise stetigen und beschrénkten Funktionen eine Reihenent-
wicklung in eine Funktionsreihe aus Sinus- und Cosinusfunktionen gibe. Dies bedeutet, dass man
Funktionen als Uberlagerung von Schwingungen darstellen kann. Dadurch kénnen einzelne Frequen-
zen verstarkt oder abgeschwacht werden.

Als erstes benédtigt man den Begriff des sogenannten Fourierpolynoms einer L2?-Funktion. Fiir die
Definition des trigonometrischen Fourierpolynoms benétigt man Orthonormalbasen.

Definition 4.1 (Orthonormalbasis). Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und (-, -) ein Ska-
larprodukt auf V. Dann heifst (¢x)rer eine Orthonormalbasis von V, falls

1 firj==%k

0 firj#k. (15)

(Ok, &5) :{

gilt.

Definition 4.2 (Trigonometrisches Fourierpolynom). Fiir ¢ (z) := \/%6“”7 mit z € Rund k € Z
heift

n

q= Z Qk¢k €Ty, (16)

k=—n

trigonometrisches Polynom der Ordnung n, mit Koeffizienten g € C. T,, bezeichnet die Menge aller
trigonometrische Polynome der Ordnung n.
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Fiir den Beweis, dass die Funktionen ¢, eine Orthonormalbasis auf der Menge der trigonometrischen
Polynome T bilden, reicht es

27
i/ €ikw67ilwdx _ 0 (k # l)
27 Jo 1 (k=1

zu zeigen. Dies besagt, dass die Funktionen ¢ eine Orthonormalbasis im Raum der trigonometri-
schen Polynome T bilden.

Das Fourierpolynom einer Funktion f ist die beste Approximation im Sinne des quadratischen Mit-
tels. Man betrachtet nun den Abstand einer Funktion f € L?(—m, ) zu einem trigonometrischen
Polynom ¢ vom Grad n. Durch den Ubergang von T}, zu L? erhilt man ein Orthonormalsystem.

Sei f eine beliebige L?(—, m)-Funktion. Wir berechnen den quadrierten Abstand zwischen f und
q. Unter Beriicksichtigung der Orthogonalitit von ¢y erhdlt man

If =alz- ={f-a.f-a)
= <faf>_2Re<va>+<Qaq>

= ([, /) = 2Re(f, D audn) + (D adr, Y, axdr)
k=—n k=—n k=—n
2 n
= fll> —2Re Y @wlfioe) + > lanl”
k=—n k=—n

Durch Einbezug von

‘qk - <f7 ¢k>|2 = (qk - <f7 ¢k>)(qk - <f7 ¢k>)
= la|* — ar(f, dr) — TS, o) + [(f: o) (17)
= |gr|> — 2Re(q (f, b)) + I{f. dw)|?

folgt

n

I1f = allfz = IF17: = D KF o>+ D lan — (fron)l. (18)

k=—n k=—n

Betrachtet man Gleichung , so erkennt man, dass die ersten beiden Terme nicht vom trigono-
metrischen Polynom ¢ abhéngen, sondern nur von f. Der dritte Term ist immer positiv, da es sich
um eine Summe von Quadraten handelt und wird null, wenn g = (f, ¢x), k = —n,....,n gilt und
{¢r : k € Z} vollstandig ist [I].

Definition 4.3 (Fourierpolynom). Trigonometrische Polynome, durch die der quadratische Ab-
stand zu f minimal ist, approximieren f im quadritischen Mittel in der L2-Norm am besten. Man
bezeichnet sie als Fourierpolynome p,, vom Grad n zur Funktion f € L?(—n,7) und man definiert

pn(z) = Z cre™ z eR, (19)



wobei ¢ hier den k-ten Fourierkoeffizienten bezeichnet. Dieser ist gegeben durch

cp = — j f(z)e ™ dz. (20)

™

Reelle Darstellung des Fourierpolynoms

Die reelle Darstellung ist gegeben durch

= 50 + kz_l ay, cos(kx) + by sin(kx)]. (21)

Ist f reellwertig, gilt c_; = €. Daraus resultieren fiir reellwertige Funktionen folgende Fourierko-
effizienten:

ag = co = % 3 f(z)dx (22)
ap =cp+c_p = % ! f(z) cos(kz) dx (23)
b = i(ck —c—g) = % f(z)sin(kz) dz (24)

—T

Komplexe Darstellung des Fourierpolynoms

In vielen Féllen ist die Darstellung einer Fourierreihe in komplexer Schreibweise einfacher.

Satz 4.1. Sei f : R — C eine komplexwertige Funktion. Sie besitze eine reellwertige Periode p
und sei stiickweise stetig differenzierbar. Die komplexwertige Fourierreihe konvergiert fiir alle z € R
gegen den Funktionswert f(z). Es gilt

0o
2 : Ckelk)p.l,.

k=—o0

Die Fourierkoeflizienten einer komplexwertigen Fourierreihe sind gegeben durch

1 [P o oom
== / f@)e 5,
0

fiir k € Z.

Der Beweis hierfiir ist in Frohlich [I3] angefiihrt.
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Umrechnung zwischen reeller und komplexer Darstellung

Es gelten folgende Zusammenhénge zwischen reellen und komplexen Fourierkoeffizienten

%:%, (25)

ar =cg +c_p, b= i(Ck — C,k), (26)
ar — b ay + ib

Ck:%7 C—k:%v (27)

wobei k € N gilt [1].
Gerade und ungerade Funktionen

Es wird nun der Unterschied von geraden und ungeraden Funktion bei der Fourierreihenentwicklung
betrachtet [I].

Definition 4.4 (Gerade und ungerade Funktionen). Eine Funktion f : R — R heifit gerade, falls
fiir alle z aus dem Definitionsbereich

gilt. Sie heifft ungerade, falls

gilt.

Fiir gerade Funktionen gilt
b = / f(z)sin(kz) dx =0,

da das Produkt einer geraden und ungeraden Funktion eine ungerade Funktion ergibt, wodurch die
Fourierkoeffizienten by = 0 werden. Fiir a; gilt in diesem Fall

2 iy
ap = f/ f(z)cos(kx)dx, k=1,2,3,... (28)
T Jo

Fiir ungerade Funktionen werden aufgrund der Eigenschaften des Cosinus die Koeffizienten a; = 0.

ap = — ! f(z) cos(kzx) dx

™

0 ™
_1 f(z) cos(kx) dx + % / f(x) cos(kx) dw
0

™ _O7T 1 )
=— [ f(-z)cos(—kz)dz + — / f(z) cos(kx) dz
—T i 0

0
— = [ () + fla)) cos(—ka) da

L

=0, k=1,2,3,...
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Fiir ag gilt
1 o0
a():%/_oof(x)dx:Q (29)

da f eine ungerade Funktion ist. Dadurch ergibt sich

2 ™
b = 7/ f(z)sin(kr)de, k=1,2,3,....
T Jo

4.1 Fourierzerlegung von p-periodischen Signalen

Es werden nun Fourierreihen von p-periodischen Signalen betrachtet [13].

Satz 4.2 (Satz von Fourier fiir p-periodische Funktionen). Sei f : R — C eine stiickweise stetig dif-
ferenzierbare Funktion mit Periode p. Fiir alle x € R konvergiert die Fourierreihe der p-periodischen
Funktion f und es gilt

ap = 2T e . 2
flz)= 5 + I;ak cos (kpx> + Z by, sin (kpa:)

k=1

Fiir die Fourierkoeffizienten dieser Fourierreihe gilt

aoil p
3= [ 10w

P
ay = 2/ f(x) cos <k27rx) dz firkeN
P Jo p
und o v )
b = 7/ f(x)sin (kﬂx) dz fir ke N.
P Jo p

Der Beweis hierfiir ist in Frohlich [I3] nachzulesen. Zum besseren Verstédndnis und zur Weiterar-
beit im folgenden Kapitel wird nun ein Praxisbeispiel betrachtet. Sei t — f(t) eine periodische
Schwingung mit Schwingungsdauer T'. Es gilt zu jedem Zeitpunkt ¢ die Fourierreihendarstellung

= 2 = 2
ft) = 20 13" 4y cos <kt> + » bgsin (kt) (30)
2 D a T ;; . T

k=1
aus Satz wobei 2% hier auch als Grundfrequenz wy bezeichnet wird.

4.2 Bedeutung und Eigenschaften der Fourierkoeffizienten

Die Bedeutung der Fourierkoeffizienten wird am Ansatz von Frohlich erldutert [13]. Durch die Zer-
legung eines Signals ¢ — f(¢) in unendlich viele Cosinus- und Sinusfunktionen teilt man dieses in
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dessen harmonische Bestandteile auf. Man bezeichnet dies auch als diskretes Spektrum eines pe-
riodischen Signals. Diskrete Spektren bestehen aus einer Grundschwingung, welche die Frequenz
wp, also die im Beispiel genannte Grundfrequenz, hat, und Oberschwingungen. Fiir alle k > 2
bezeichnet man kwq als die Frequenzen der Oberschwingungen. Die Fourierkoeffizienten aj und by,
entsprechen den Amplituden. Die Anteile mit kleinen Werten von k entsprechen den niedrigeren
Frequenzen, wihrend grofse £ hohe Frequenzen bestimmen. Auf die Praxis umgelegt, bedeuten klei-
ne Frequenzen tiefe Tone und umgekehrt grofte Frequenzen hohe Téne. In der Musik geben die
Amplituden, also hier die Fourierkoeffizienten, die Lautstdrke an. Betrachtet man eine Oberschwin-
gung mit der Frequenz kwg erhélt man die Fourierkoeflizienten a; und b;. Man geht nun in die
Darstellung
ay, cos (kwot) + by sin (kwot) = Ay, cos (kwot — ¢r,)

mit Ay = \/ai + b7 und tan ¢y, = Z—’; flir ay # 0 iiber. Das hier neu eingefiihrte ¢, wird auch als
Nullphase und Ay, als Amplitude bezeichnet. Diese Darstellung erhélt man auf Grund der Cosinus-
Additionstheoreme. Es gilt

ay, cos(kwot) + by, cos(kwot) = Ay, cos(kwot — @) = Ay, cos(kwot) cos ¢y + Ay, sin (kwot) sin ¢y
Fiihrt man einen Koeffizientenvergleich durch, erhalt man
ap = Ak [¢0)] gf)k und bk = Ak sin ¢k~

Dadurch erhélt man
by
tan (bk = —,
ar
falls ax, # 0. Quadriert man beide Gleichungen, welche man durch den Koeffizientenvergleich erhilt,
erhélt man

ai + b7 = A2 cos pp° + A% sin ¢y = A2 (cos dp” + sin dp?) = A2,

A, = 1/a%+bi.

arctan Z—’“ fiir ap, >0

Daraus folgt

Fiir ¢ gilt

arctan Z—’; +7 fira, <0

P = % fiir ap = 0,0 <0
—g flir ap = 0,b, > 0
0 fﬁrak:bk:O.

Betrachtet man die Folge (Ay)kren, bezeichnet man diese als Amplitudenspektrum, wihrend man
die Folge (¢r)ren als Phasenspektrum bezeichnet. Haufig verwendet man auch die sogenannte
Spektraldarstellung der Funktion f,

Ft) = Ao+ Asin (kwot + ),

k=1
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wobei Ag = 9, A = \/aﬁ—l—bﬁ # 0,k € N und sin¢g = Z—i, Cos ¢, = 2—1,0 < ¢ < 27. Der
Gleichstromanteil eines Signals wird durch ¢y = % dargestellt. Es gilt ¢} = c_j, fiir alle kK € N.
Betrachtet man die Phase ¢y, gilt

Im(ck) —bjk bk
t = = =_*
an oy Re(ex) @ ay

Dies ist das Phasenspektrum bis auf das Vorzeichen.

4.2.1 Eigenschaften der Fourierkoeffizienten

Es werden nun die Eigenschaften der Fourierkoeffizienten naher betrachtet [I].
Linearitét

Man betrachtet nun zwei Funktionen f und g mit Fourierkoeffizienten ¢, und di. Der Fourier-
koeffizient der Funktion f =+ g ist gegeben durch ¢j £ dj. Fiir die Funktion Af, wobei A € C ist, ist
der Fourierkoeffizient gegeben durch Acy.

Ableitung

Sei f stetig und stiickweise stetig differenzierbar und besitze die komplexen Fourierkoeffizienten
¢k, dann gilt fiir die Ableitung f’, dass sie die Fourierkoeffizienten kcy, besitzt. Bei reellen Fourier-
koeffizienten besitzt f’ die Koeflizienten —kby, fiir die Cosinusterme und kay fiir die Sinusterme.
Dadurch ergibt sich

p(z) = Z k(—ay sin(kz) + by, cos(kx)),
n=1
wobei die Konstante ag wegfallt.
Verschiebung
Verschiebt man eine Funktion f : R — R um a, lauten die Fourierkoeffizienten der durch f(z — a)

definierten Funktion, e**®cy. Die durch e f(x) definierte Funktion f : R — R besitzt die Fourier-
koeffizienten (cx—_p)kez-

4.3 Fourierscher Entwicklungssatz

Es wird nun der Fouriersche Entwicklungssatz anhand des Ansatzes von Arens erldutert [I]. Das
in definierte Fourierpolynom p ist die beste Approximation im quadratischen Mittel einer
Funktion f. Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Konvergenz der Folge (p,,) der Fourierpolynome der
Funktion f genauer zu betrachten. Fiir ein Fourierpolynom mit der Form gilt, wenn man
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und betrachtet,

[

Hier wird erneut mit der Orthogonalitét gearbeitet. Formt man diese Gleichung nun um, ergibt

sich

Z ckelkﬂzdx—/ f(2)[2 d — 27 Z o2,

k=—n k=—n

Y e e”m|2d:)z—/ F@Pde—2m Y Jef?

k=—n k=—n
‘+27r Z e |?
k=—n
/ Z cre® 2 d + 21 Z lek|® = / |f (z)|? da
k=—n k=—n
R ICED IR
- k=—n
20 3 Jaf? = R RIOED SR
k=—n -r k=—n
’ 127
n 1 - 1 - n ‘
3 P =g | w@rar— o [ i@ - 3 et pan

Fiir diese Gleichung gilt die Abschétzung

n 2_i/ﬂ' ) B 1 /71'
P MG

= - Y aePdrs & S VG PR

k=—n

Diese Ungleichung wird als Bessel’sche Ungleichung bezeichnet. Auf der linken Seite der Ungleichung
steht eine Reihe mit nicht negativen Reihengliedern. Aufgrund des Monotoniekriteriums von Reihen
konvergiert die linke Seite, da die Bessel’sche Ungleichung sonst nicht erfiillt wird. Diese Konvergenz
bedeutet auch, dass die Fourierkoeffizienten gegen 0 gehen (¢, — 0,k — +00). Diese Aussage wird
auch als Riemann-Lebesgue-Lemma bezeichnet. Auf dieses wird in einem spéteren Kapitel genauer
eingegangen. Mit Hilfe der Bessel’schen Ungleichung kann gefolgert werden, dass zwei Funktionen

f und g, fiir die
/ f(z)e o da = / g(x)e " dx

mit k € Z gilt, dieselben Fourierkoeflizienten besitzen [I]. Man darf dadurch nicht automatisch auf
f = g schlieffen, da dies nur Giiltigkeit besitzt, falls es keine andere Funktion als die Nullfunktion
im L?(—m, ) gibt, die zu allen anderen trigonometrischen Polynomen orthogonal ist. Dieser Beweis
ist im ,Lehrbuch der Analysis 2¢ von Heuser angefiihrt [9]. Ebenfalls folgt aus der Bessel’schen
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Ungleichung, dass die Folge der Fourierpolynome gegen eine Funktion g € L?(—m, ) konvergiert.
Diese Folgerung basiert auf der Vollstéindigkeit des L?(—m, m)-Raumes.

Mit all diesen Informationen erhélt man nun den in der Mathematik wichtigen Fourierschen Ent-
wicklungssatz.

Satz 4.3 (Fourierscher Entwicklungssatz). Sei (py,) die Folge der Fourierpolynome zu einer Funktion
f € L?(—m, ). Sie konvergiert im quadratischen Mittel gegen diese Funktion f.

[ pa@) - f@)Paz 20 (0o o) (32)
Diese konvergente Reihe ist genau die Fourierreihe. Zusétzlich gilt

o0

> P =5 [ @R (33)

k=—c -7

was auch als Parseval’sche Ungleichung bezeichnet wird.

Dies bedeutet also, dass sich jede periodische L?-Funktion f in eine Fourierreihe entwickeln lisst
und man nennt dies die Fourierreihendarstellung der Funktion f.

4.4 Restgliedformel des Fourierpolynoms

Um die Differenz zwischen einer Funktion f und ihrem Fourierpolynom p, zu erhalten, benotigt
man die Restgliedformel.

Definition 4.5 (Restgliedformel). Die Restgliedformel ist gegeben durch
1 - "
S (flz4) + flz-)) = Y et Ry(w), (34)
k=—n

wobei

Roto) = 5| [ ) - sy

27;'” sin [(2n Jflf)zz_t] (35)
F U - o) ar

Beweis. Der Beweis der Restgliedformel wird hier der Darstellung in [I] folgend gezeigt. Sei f €
L?(R) eine auf ganz R definierte 27-periodische Funktion und p,, das Fourierpolynom der Funktion.
Die Restgliedformel gibt die Differenz zwischen der Funktion und deren Fourierpolynom an. Fir die
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Herleitung der Restgliedformel wird vollstdndige Induktion verwendet. Fiir den Induktionsanfang
n =0 gilt

wobei f(zy) als der rechtseitige Limes der Funktion f an der Stelle x und f(z_) als der linksseitige
Limes der Funktion f an der Stelle z definiert sind. Dies ist der Induktionsanfang. Man nimmt nun
an, dass fiir n € Ny die Restgliedformel gilt und setzt

sin[(2n + 1) 3]

An(s) = sin(%)

)

wobei s € R liegt. Fiir s = 27n,n € Z ist die Definition von A,, im Sinne des Grenzwertes nach der
Regel von de L’Hospital zu verstehen. Dann gilt

n+1
Rma@%=;ﬂwd+f@Jk— Sl
k=—(n+1)

Rp(z) —c_ (n+1)€ —ilnt bz (n+1)€i("+1)$

l/ F(t)Ap(z — t)dt

T+
+/‘ (F(x) — F(5)An(z — t) dt

—T

T+
_ / £() (e—i(n+1)(z—t) +ei(n+1)(z — t)) dt] .
Man kann den letzten Integranden vereinfachen, da

6—i(n+1)(w—t) + ei(n—i—l)(a:—t) _ QCOS((TL + 1)(.’E _ t))
gilt. Ebenfalls gilt

/i cos((n+1)(xz —t)dt

_ {(n_li_l)sin((nJrl)(xt)) o

1 . .
= D (sin(0) — sin((n + 1)m))
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Daraus resultiert .
/_ fx_)cos((n+1)(x—t))dt =0
und
-+
/ f(zy)cos((n+1)(xz —t))dt = 0.

Mit diesen Vereinfachungen folgt

1

Rusi(2) = o [ / (Fa) = F)(Anle — ) + 2eos((n + 1) — 1)) dt

T+
+/ (f(z4) = F(O)(An(z — 1) + 2cos((n + 1)(z = 1)) di|.

Mit Hilfe der Additionsstheoreme folgt fiir A,

An(s)+2cos((n+1)s)

_ sin((n + 1)s) cos(s/2) — cos((n + 1)s/2) sin(s/2) +2cos((n + 1)s)

sin(s/2)
_ sin((n + 1)s) cos(s/2) + cos((n + 1)s/2) sin(s/2)
sin(s/2)
_ sin((2n + 3)s/2)
sin(s/2)
= Ap+1(8).

Damit erhilt man

T+

Roa(a) = o- [ [ )= Ao —0a+ [ G — F0) vl -0 at).

x

Dies war fiir die Induktionsbehauptung zu zeigen.

4.5 Rechenbeispiele - Fourierreihen

(36)

Die in dem vorherigen Kapitel neu eingefiihrten Informationen sollen nun an simplen Rechenbei-
spielen angewendet werden, um sie praktisch zu machen. Dazu werden die Fourierreihen von einigen
wichtigen Funktionen berechnet, wobei diese jeweils auf einem Intervall der Breite 27 definiert und

2m-periodisch fortgesetzt werden.
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4.5.1 Rechtecksfunktion

Die Rechtecksfunktion ist durch

f(x):{—l fir —m<a2<0

1 fir O<z<m

gegeben und wird mit Periode 27 periodisch fortgesetzt. Da es sich um eine ungerade Funktion
handelt, kénnen die aj, ignoriert und nur die by berechnet werden. Fiir die by folgt

1 ™
b, = — f(z) sin(kz) dz
™ —T
I 1 [
=— f(x)sin(kz) dz + 7/ f(x)sin(kz) dz
L —— ™ Jo
2 [T .
=— f(z) sin(kz) da
T Jo
2 (7 ) 2 [T
= f/ 1-sin(kx)dx = 7/ sin(kx) dz
T Jo ™ Jo
2 1 "
= {_k ~cos(kx)]0
2, 1 1
= ;(_E cos(mk) + E>
Es kommt zur Fallunterscheidung, je nachdem, ob k gerade oder ungerade ist. Bei geradem k folgt
br = 0. Bei ungeradem £k folgt by, = %. Daraus resultiert die Fourierreihe in

f(m):% > @Tl_l)sin((%—l)m).

k—pi=1

Die ersten Partialsummen der Fourierreihe der Rechtecksfunktion und die Rechtsecksfunktion selbst
sind in Abb. [3] dargestellt.
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RR <R = R
S, SIS SRS

Abbildung 3: Rechtecksfunktion und deren Fourierreihenentwicklung

4.5.2 Dreiecksfunktion

Die Betragsfunktion ist durch
f(@) = |z

auf (—m,7) gegeben und wird mit Periode 27 periodisch fortgesetzt. Da es sich um eine gerade
Funktion handelt, kénnen die by ignoriert und nur ag und die a; berechnet werden. Fiir aqg folgt

1 (" 1 [7 2 [T
ag = — f(x)d:r:—/ |x|dx=—/ rxdr =m.
—r ™ ™ Jo

m —T
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Fiir die ax folgt

ax = % [ 7; (@) cos(ka) da
_ i/oﬂxcos(km) dz
- % ([2 sin(/m)xK - /Oﬂ % sin(kz) - ldx)
_ % <Z sin (k) — % {-}C cos(kx)]:)
_ % (Zsm(kx) - % (—;cos(knr) + }g))
_ % <ZSin(kx) + %cos(lm) - ;)
2

cos(km) 1
n2  n2)’
wobei hier partielle Integration angewendet wird. Es kommt wieder zur Fallunterscheidung nach
der Paritdt von k. Bei geradem k folgt ay = 0. Bei ungeradem k folgt aj, = —ﬁ. Daraus resultiert

die Fourierreihe in
T 4 Z cos((2k — 1)x)
N 2k —1)2

Die ersten Partialsummen der Fourierreihe der Dreiecksfunktion und die Dreiecksfunktion selbst
sind in Abb. [4] dargestellt.

Abbildung 4: Dreiecksfunktion und deren Fourierreihenentwicklung
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4.5.3 Quadratfunktion

Die Quadratfunktion ist durch

fw) =

auf (—m,7) gegeben und wird mit Periode 27 periodisch fortgesetzt. Da es sich um eine gerade
Funktion handelt, kénnen die by ignoriert und nur ag und die ai berechnet werden. Fiir ag folgt

Fiir die aj, folgt

ar =

K

N
=)
\

WIN N = = 3|

3

f(z) cos(kz) dx

|
3

z? cos(kx) da

\j\

s

sin(k‘x)mQ} —/ %sin(kx)Qxdx

I I

| — |
Eale

Lo-2 ([_ cos<kx>,ixL [ oot 1d:c>>
(g () oL o)
(4G o] )

(500 )

-1k

3
o

Daraus resultiert die Fourierreihe in

2

7 o (1)

cos(kx).

Die Fourierreihe der Quadratfunktion und die Quadratfunktion selbst sind in Abb. [f] dargestellt.
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Abbildung 5: Quadratfunktion und deren Fourierreihenentwicklung

4.5.4 Sigezahnfunktion

Die Ségezahnfunktion ist durch

fl@)=2 fir —7<z<m
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auf (—m,7) gegeben und wird mit Periode 27 periodisch fortgesetzt. Da es sich um eine ungerade
Funktion handelt, kénnen die aj, ignoriert und nur die by berechnet werden. Fiir die by folgt

by

1

™

1 ™
-/

i f(z) sin(kx) dz
xsin(kx) dz

(— cos(kx) !

L estenge] -2 [ R
L (7~ eos(ek)) + T (-~ con(-mk))) +0

%(— cos(mk) — cos(mk))

—%cos(ﬂk)

21

2 (-1,

wobei cos(a) = cos(—a) verwendet wird. Daraus resultiert die Fourierreihe in

oo

flz) =2

k=1

sin(kx)
(_1)k+1 ’

Die ersten Partialsummen der Fourierreihe der Ségezahnfunktion und die Sigezahnfunktion selbst

sind in Abb. [6] dargestellt.
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Abbildung 6: Sigezahnfunktion und deren Fourierreihenentwicklung

5 Fouriertransformation

Die Fouriertransformation ist eine Integraltransformation, so wie etwa auch die Laplacetransforma-
tion. Mit Hilfe dieser Transformationen kénnen kompliziertere Differential- oder Integralgleichungen
gelost werden. Bei einer Integraltransformation bildet man mit Hilfe eines Integrals eine Funkti-
on auf eine andere Funktion ab. Im Vergleich zu den Fourierreihen, welche sich auf periodische
Funktionen beschréanken, ist dies bei der Fouriertransformation keine Bedingung. Somit ist die Fou-
riertransformation eine Verallgemeinerung der Fourierreihenentwicklung, welche auch aperiodische
Funktionen in ihr Spektrum zerlegt [I].
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5.1 Definition der Fouriertransformation

Die Herleitung der Fouriertransformation wird hier der Darstellung in [6] folgend gezeigt. Zur sinn-
vollen Definition der Fouriertransformation wird die Definition einer allgemeinen Integraltransfor-
mation benotigt.

Definition 5.1 (Allgemeine Integraltransformation).

9(p) = / K(x.p)f(z) dz, (37)

hierbei ist K(z,p) der Kern der Integraltransformation, ¢ die Bildfunktion und f die Originalfunk-
tion.

Die Fouriertransformation ist eine Integraltransformation mit dem Kern (vgl. Definition [5.1))

1 .
K(x,p) = —e ¥P, 38
(2,9) 1= o (39)
Im Gegensatz zu Fourierreihen kénnen bei der Fouriertransformation nicht mehr nur periodische
Funktionen, sondern auch nicht periodische Funktionen approximiert werden. Dafiir fasst man eine
nicht periodische Funktion als periodische Funktion auf, deren Periode aber unendlich grof ist. Die
Fouriertransformierte, welche man auch als f bezeichnet, ist invertierbar und es ist

1 .
K(x,p) = %e”p (39)

als Kern der inversen Fouriertransformation [6].

Bevor die Fouriertransformation definiert werden kann, miissen einige Eigenschaften und Sétze ein-
gefiihrt werden. Insbesondere gilt es den Fourierschen Integralsatz zu beweisen. Aufserdem muss eine
Schar von Funktionen definiert werden, welche die Deltafunktion approximiert. Der entsprechende
Funktionsterm definiert mehrere Funktionen gleichzeitig, da er neben der Funktionsvariable auch
einen Parameter enthélt. Die Menge all dieser Funktionen nennt man Funktionenschar.

Lemma 5.1. Sei (hs)s>0 eine Schar von nichtnegativen stetigen Funktionen auf R™. Diese Schar
approximiere die Deltafunktion. Es gilt

hs = (s — ),

falls
lim / hs(z)d"z =0 furalle x >0 (40)
llzll>x

5— 00

und

hs(z) =d"z =1 fiir alle s > 0. (41)
R'VL
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Satz 5.2. Sei ¢ eine stetige beschrinkte Funktion auf R™. Sei hy eine Funktionenschar, welche die
Deltafunktion approximiert. Es gilt

p(r) = lim [ @()hs(z - £)d"¢ (42)

gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von R™.
Eine Teilmenge des R™ ist kompakt, wenn sie beschrénkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Wir wollen die gleichméfige Konvergenz auf einer abgeschlossenen Kugel B,(0) zeigen.
Diese Schreibweise bedeutet die Betrachtung einer abgeschlossenen Kugel B mit Radius p um den
Punkt 0. Stetige Funktionen ¢ auf der kompakten Menge By, sind gleichméfig stetig (vgl. Satz
14.9 [6]). Bei gegebenem € > 0 gibt es 0 < x < p mit

z € By(0), |l <x=le(z—n)—e(@) <e/2 (43)

Sei x € B,(0) beliebig, aber fest. Integrale ohne angegebenen Integrationbereich sind als Integrale
iiber den ganzen Raum zu verstehen. Es gilt

/ P(Eha(z — £)d"¢ = / ol — mha(n) d™

und

o(a) = [ plahatm
Die zweite Gleichung gilt aufgrund von . Gesamt erhélt man dadurch
o(a) = [ @(©Ohalz =9 a7 = [lpta) ol — nhaln) d'n = L) + B0,
wobei hier I1 und I die Integrale iiber die Bereiche ||n|| < x und ||n|| > x sind. Das Integral iiber

IInl] < x ist I1(x), wéhrend I2(x) das Integral iiber den Bereich ||n|| > x ist. Wir versuchen nun
diese beiden Integrale einzeln abzuschétzen. Wahlt man x mit 0 < x < p, folgt

n, &€ n
nol [ le@ —ete—minman < 5 [ hmarys

NN e

wobei man wieder den Satz (41) und auch hs(n) > 0 verwendet. Betrachtet man den Bereich
I (x), gilt auf Grund der Voraussetzung, dass ¢ eine stetige beschrankte Funktion auf R™ ist,
sup,cg [¢(y)| =1 M < oo. Da gilt, darf man sg wahlen, sodass

€
hs(n)d"n < — fiir alle s > sg (44)
/|n|2x M

gilt. Betrachtet man nun s > sg, gilt

(44) €
20| < /IWIZX[Iw(w)I + (@ —n)[lhs(n) d"n 2 2M /|n||zx hs () d™n < 5.
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Betrachtet man nun die beiden Ergebnisse fiir 7 (x) und I2(x), erhilt man

‘@@%-/@@MA%—@d%’<Hﬂm%ﬂbuﬂ<e

falls s > sp und z beliebig in B,(0). O

Lemma 5.3 (Riemann-Lebesgue). Sei I C R ein beliebiges Intervall. Dann gilt fiir jede Funktion
fe L)

lim /If(ac) sin (Az)dz =0

A—00

und

lim /If(:c) cos (Az)dz = 0.

A—o0

Der Beweis dieses Lemmas wird in Kapitel [6] gezeigt.

Lemma 5.4. Fiir jedes stetige f € L!'(R) und jedes ¢ € R, in dem f differenzierbar ist, gilt

lim = /OO f(@o +u) SInAU g, — f(xo) (45)

A—+4o0 T U

Beweis. Sei a > 0. Zuerst zerlegt man das Integral entsprechend

oo in o
/ f(xo—l—u)Sln udu:/ _|_/
e U R\[—a,q] —a

Das erste Integral erfiillt die Bedingungen von Lemma [5.3] wenn A — oo, da f(zo + u)/u diese auf
R\[—a, a] erfiillt. Fiir das zweite Integral verwendet man eine stetige Hilfsfunktion g(u).

u) — L(f(@wo+u) = f(z0)), u#0
o) {fww, w0

Dadurch erhalt man N
lim / g(u)sin Audu = 0.

A—00 _a
Es folgt
/ f(zo +u) s1nu)\u du
= f(xo)/ smu/\u du + / f@o + ui — flwo) sin A\u du

[e3
[e3%

:f(xo)/ sin du+/ g(u) sin Adu du.
u —Q

—Q
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Betrachtet man den Fall A — oo, gilt durch Lemma dass das zweite Integral verschwindet.
Substituiert man nun ¢ = A\u, erhélt man

@ gin A Ao s t [eS) int
/ = “duz/ gdta/ Pt =
—« u - 3 ——00 t

Dies zeigt die Behauptung. O

Nachfolgend soll nun der Fouriersche Integralsatz bewiesen werden. Als Ausgangsbedingung fiir die
Herleitung des Fourierschen Integralsatzes geht man von folgendem Zusammenhang aus:

/ @Y dp = 216(x — y), (46)

wobei §(t) die Diracsche Deltafunktion ist [6]. Aufgrund des Satzes[5.2) kann fiir stetige beschréinkte
Funktionen f angenommen werden, dass

/ T S — ) i) dy = £(2) (47)

gilt, wobei dieses Integral als distributionelle Wirkung zu verstehen ist. Wir kénnen die  —Funktion
durch eine Schar von nichtnegativen, glatten Funktionen (hs) approximieren, wobei hy — § fiir
s — o0o. Es ldsst sich dann zeigen, dass

/(/ ) dy) dp = / (/ ) dp) dy

—2r / 5z — y)f(y) dy = 2 f (2),

wobei dies gilt, wenn f glatt genug ist und im Unendlichen schnell genug gegen null geht.

Definition 5.2 (Fourierscher Integralsatz). Sei f € L'(R) stetig. Ist f differenzierbar fiir einen
Punkt = € R, dann gilt die Fouriersche Umkehrformel

fo) = Jim 5 [ ' ( [ e dy) dp. (48)

—A —00
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Beweis. Sei x € R ein fester Punkt. Mit Hilfe des Satzes von Fubini (vgl. erhélt man fiir A > 0

g\ z ::/ (/ F(y)er@—v dy> dp

/ fly ( / pin(a—y) dp> dy

/_ Ty () ( /_ cos(p)(z —y)dp +i /_ 1 sin(p) (z — y) dp> dy (49)
:/ fly ( sin(z y)/\> dy

_2/ fa sm()\u) du.

Der Imaginérteil in verschwindet, da der Sinus eine ungerade Funktion ist. Man nehme an,
dass f im Punkt z € R differenzierbar sei. Mit Hilfe von Lemma folgt

lim g(A) =27 f(),

A—00

wodurch das Gesuchte gezeigt wird. O

Nun kann man die lineare Zuordnung F : f — f definieren, welche ab sofort als Fouriertransforma-
tion bezeichnet wird. f bezeichnet man als Fouriertransformierte von f.

Definition 5.3 (Fouriertransformierte). Sei f € L!(R). Dann ist die Fouriertransformierte definiert
durch

F0) = Feoalf@)i= = [ f@)e (50

wobei p € R. Fiir jede beliebige Funktion f € L!(R) ist die Fouriertransformierte eine stetige
beschriankte Funktion auf R. Der Beweis hierfiir ist in [6] angefiihrt.

Definition 5.4 (Inverse Fouriertransformation). Sei f € L!(R) in jedem Punkt differenzierbar und
sei f = F[f]. Dann gilt

174 . 1 A ipx
fla) = F @) = Jim = [ e d G

A—00
Liegt nun auch f in L'(R), dann gilt

F U W)(x) = FIf(p))(—=)- (52)

Deshalb nennt man fiir g € L'(R) die folgende Funktion inverse Fouriertransformierte von g

i(x) = \/%T / Z 9(p)e™* dp, (53)
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wobei & € R liegt. Man schreibt auch

bzw.

Definition 5.5 (Fourier-Cosinus- und Fourier-Sinus-Transformierte). Die Fourier-Cosinus-Transformierte,
oder kurz FCT, ist definiert durch

fn =7 = (2) " [ reesnan

wahrend die Fourier-Sinus-Transformierte, oder kurz FST, definiert ist durch

9\ 1/2 oo .
fo = 2@l = (2) [ @singe) a
0
Satz 5.5. Fiir diese beiden Transformationen gilt

Felfl(p) = Flf+l(p)

und

Hierbei gilt

_Jf@) x>0
f+(x)_{f(—w) <0

und

L@ w20
J-(@) {f(z) x < 0.

Fiir geeignete Funktionsmengen sind beide Transformationen selbstinvers. Das bedeutet, dass

Fil=F, F'=F

S

gilt.

Der Beweis hierfiir ist indirekt in Goldhorn [6] angefiihrt. Dies sind die geraden und ungeraden
Fortsetzungen auf ganz R.

5.2 Eigenschaften der Fouriertransformation

Dieses Kapitel fasst grundlegende Eigenschaften der Fouriertransformation zusammen [6].
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5.2.1 Translation und Dilatation
Allgemeine Fouriertransformation

Satz 5.6. Sei f € L'(R) und seien a,b € R. Dann gilt

Fusplf (z = a)](p) = e f(p). (54)
Diese Eigenschaft bezeichnet man als Verschiebungssatz. Ebenfalls gilt:

Faople " f(@)](p) = f(p — )

und

wenn a # 0.

. A |
Beweis. Sei ¢ = T

Fasplf (@ = a)l(p) = flo —a)e™™" dx

o
—
2 3

e / Fly)e PO dy = e f(p),

— 00

Femle™ S@0) = [ fla)etem da

o[ e = fip ),

Im Fall a # 0 gilt:
Falf@)p) =c [ flaye " da

caw [ I 1,
e [ ety = )

Fourier-Cosinus-Transformation und Fourier-Sinus-Transformation
Auch fiir die FCT und FST kénnen diese Eigenschaften angegeben werden.

Satz 5.7.

[fc(p+w) +fc(p_w)]7

N =

Feosplcos(wa) f(2)](p) =
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[fs(p+w) + fs(p - w)]a

DN | =

Feposplsin(wz) f(2)](p) =

[fe(p —w) = fe(p+ w)]

N |

Fonosplcos(wr) f()](p) =

und

F. [fs(p+w) = fs(p —w)]

5oy S (W) f ()] (P) =

N |

Diese Theoreme konnen mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Cosinus und Sinus bewiesen werden.

5.2.2 Transformation und Differentiation

Allgemeine Fouriertransformation

Satz 5.8. Sei f € C™(R) und f, f/,...f™ € L*(R). Dann gilt fiir f

Faoop [1@)] (0) = (i0)" f (). (55)
Unter der Zusatzbedingung .
|G lamis@)de < oo

ist auch f € C™(R) und es gilt

L H0) = ()" Femla™ S5 (56)

Beweis. Laut Voraussetzung ist das Integral [~ f’(t) dt absolut konvergent, da f € L'. Dies bedeu-
tet, dass das uneigentliche Integral von f konvergiert und sich einem Grenzwert annidhert. Daher
gibt es ein y, fiir das

y:= lim f(b) :f(0)+/0°° f(t)dt (57)

b—oo

gilt. Die Funktion f wire nicht tiber R integrierbar, falls y # 0 und ebenfalls gilt lim,—, _, f(a) = 0.
Wir setzen ¢ = \/%7 und es folgt

FIf')(p) = c/_00 f(x)e " dx

= c[f(x)e™™]

w:io + cip / f(a)e™ ™" da = ipf (p).

= —o00

45



Fiir den zweiten Teil der Aussage gilt

Femla @) = ¢ [ " fa)re v da

© a4 dd
= z'c/_oo f(:r)dfp(e_zpw) dz = ZIpf(p)

Die Vertauschung von Integration und Differentiation darf aufgrund des Satzes 28.19b von Goldhorn
[6] stattfinden. O

Fourier-Cosinus-Transformation und Fourier-Sinus-Transformation

Satz 5.9. 1o
710 =) - (2) 100
F [f/](p) = *pfc(p)
und

™

R 1/2
EL0) = 0 o) - (2) 71(0),

A 1/2
U0 =R+ (2) 7 pr)

Diese Sétze konnen, wie der Satz fiir die allgemeine Fouriertransformation, mithilfe von partieller
Integration bewiesen werden.

5.2.3 Faltung

Fiir den Faltungssatz wird auf den in [6] verwendete Ansatz zuriickgegriffen.

Definition 5.6 (Faltungssatz). Fiir Funktionen f,g € L'(R) ist das Faltungsprodukt durch
1 o0
xg)(r) = — T — d 58
(F+9)e) = —= [ f@=vaw)ay (58)

definiert. Die neue Funktion h := f * g ist wieder in L!(R). Der Beweis hierfiir ist in [6] angefiihrt.

Die Rechenregeln fiir das Faltungsprodukt lauten:
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Satz 5.10.

fxg=gxf Kommutativitét,
fx(gxh)=(f*g)xh Assoziativit,
fx(g+h)=fxg+[fxh Distributivitit,

AMfxg)=(Af)xg=fx(Ag) Assoziativit bzgl des Skalarprodukts,

wobei f,g und h € R sind und ) eine beliebige komplexe Zahl.

Der Beweis hierfiir ist in Goldhorn [6] angefiihrt.

Der Faltungssatz kann auch fiir die allgemeine Fouriertransformation und die Fourier-Cosinus-
Transformation und Fourier-Sinus-Transformation angegeben werden.

Allgemeine Fouriertransformation

Satz 5.11. A
Fuospl(f *9)(@)](p) = f(0)3(p)

fir f,g € L*(R) und )
FolalF(0)9@)(x) = (f * §)(2),

falls f und g zweimal stetig differenzierbar und f, £/, f”, g,¢', ¢" € L'(R) und man f = F~'[f],§ =
F~Yg] setzt.

Beweis. Es ist ausreichend, den ersten Teil zu beweisen, da der zweite Teil aus folgt. Zur

Vereinfachung setzt man % = c und erhalt

Ffal) = [ (7o)
= ? _Z dae " _O; dyf(y)g(z —y)
_ C/_O; ) {c/: g(@ — y)e* dx} dy
—c [ F@Flete - )] dy
—c/ Z e ™ dyi(p) = Fp)alp).

Dabei wurde der Verschiebungssatz verwendet. O
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Fourier-Cosinus-Transformation und Fourier-Sinus-Transformation

Satz 5.12.
Feoorylf(@)g(x)](p) =
- = / 6@ Fep+ ) + Folp — al}dg
- = / Fo@) G0+ ) + 6.(1p — al}dg
und

= [T @+ )+ llo
- [ R+ ) + .o dbg

Durch die trigonometrischen Additionstheoreme und kann auch dieser Satz bewiesen werden.

5.3 Fouriertransformation in L*(R) (Satz von Plancherel)

Der Satz von Plancherel ist fiir Fouriertransformationen so wichtig wie die Parseval’sche Ungleichung
fiir Fourierreihen .

Satz 5.13 (Satz von Plancherel). Der Satz von Plancherel besagt, falls f,g € L'(R) N L?(R) ist,
dann sind auch f,§ € L?(R) und folgender Zusammenhang

(flg) = (19)
gilt. Aulerdem gilt

112 = / (@) da = / F@)Pdp= 1 FI2

— 00 — 00

Das bedeutet, dass die L2-Norm isometrisch, also maRerhaltend ist. Der Beweis hierfiir ist in [6]
angefiihrt.

5.4 Fouriertransformationen bei partiellen Differentialgleichungen

Bislang wurde die Fouriertransformation nur in L! und L? eingefiihrt. Um die Fouriertransforma-
tion auf partielle Differentialgleichungen zu erweitern, muss zunéchst die partielle Transformation
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eingefiihrt werden [6]. Man betrachte dafiir
u(z,y) und u(z,t),
wobei x — p,y — g und t — s angibt, auf welche Variable sich die Transformation bezieht.

Definition 5.7. Falls u(z,y) fiir alle € R definiert ist, so gilt

~ 1 > —ipx
u(p,y) = E/_oo u(z,y)e” """ dy. (59)

Ist stattdessen u(z,y) fiir alle y € R definiert, so gilt
1 e .
w(z,q) = — u(z,y)e " dy. 60
@)= = [ty (60)

Betrachtet man diese Transformationen unter dem Aspekt des Verhaltens von Ableitungen der Fou-
riertransformation, so erhélt man Darstellungen fiir eine einfachere Berechnung. Hierfiir ibertragt
man Satz und auf partielle Transformationen.

Satz 5.14. Fiir gegebenes u(z,y) gilt

Foosplua(,9)](p,y) = ipi(p, v),

(P,

0 .
Faopluy(@,y)](p,y) = ayu(p, Y),
]:;vap[ua::r(x y)](p7 y) =D U(p, y)a
(P,

0
Fuospltyy(z,9)](p,y) = By ) u(p,y).
Diese Transformationen koénnen auch fiir die Transformation der zweiten Variable angegeben wer-
den.

5.5 Diskrete Fouriertransformation

Wie in Kapitel [[] erwithnt, haben Fourierreihen und auch die in diesem Kapitel eingefiihrte Fourier-
transformation eine grofe Bedeutung in der Signalverarbeitung. Da ein Computer nur mit endlichen
Zahlenmengen arbeiten kann, wird hier noch die diskrete Fouriertransformation besprochen. Diese
wird anhand der Darstellung von Arens durchgefiihrt [I].

Eine Moglichkeit, eine 2m-periodische Funktion zu approximieren, ist die Interpolation durch ein
trigonometrisches Polynom. Unser Ziel ist es, fiir eine Funktion f : [r, 7] — C ein trigonometrisches
Polynom p zu bestimmen, sodass

f(z;) = p(z;),
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Satz 5.15. Es existiert ein eindeutig bestimmtes trigonometrisches Polynom ¢y zu jeder 2x-
periodischen Funktion. Die Koeffizienten des trigonometrischen Polynoms sind gegeben durch

1 2N—1
— etk = —
o =5y z(:)f(xj)e . k=-N+1,....N. (61)
iz

Die Koeffizienten des Interpolationspolynoms erhélt man unter Anwendung der zusammengesetz-
ten Trapezregel [I] auf die Integrale in den entsprechenden Ausdriicken fiir die Koeffizienten der
Fourierpolynome.

5.5.1 Zusammenhang zwischen Interpolationspolynom und Fourierpolynom

Damit man die Fouriertransformation numerisch bestimmen kann, miissen Anndherungen getroffen
werden. Man definiert ein endliches Intervall [-A, A], A > 0 in welchem man f(z) fiir alle z €
[—A, A] kennt. Auflerhalb dieses Intervalls setzt man die Funktion f mit 0 fort. Man erhalt

A
Fropf () = [ e s

A [T A ;
T ) T

Man ersetzt nun das Integral durch eine Quadraturformel mit den Quadraturpunkten z; und den
Gewichten 7/N. Wertet man dies an den Stellen px,k = —N 4+ 1,...., N mit % =kund p, = k%

aus, erhélt man
aN-1

A Az \ ik
Frond) =5 X 1 (25 ) et
=0

Diesen Zusammenhang nennt man auch diskrete Fouriertransformation.
Aufwand der Berechnung der Koeffizienten des Interpolationspolynoms

Die Formel fiir die Berechnung der Koeflizienten des Interpolationspolynoms und ihrer In-

versen
N

flag)= > ee*™ j=0,..,2N-1
k=—N+1

wird nun unter dem Gesichtspunkt des Aufwandes der Berechnung betrachtet. Fiir dies verwendet
man die Vektoren p und z mit Komponenten

p;=e™WN-D/N gy =0, 2N —1

und

zp=e "ENTDe vy, k=0,..,2N — 1.
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Man erhélt jeweils einen Vektor durch Multiplikation einer Matrix mit dem anderen Vektor.
z=Fy y=F"'z
Hier sind
F = (wjk) (62)
und
F = (o) (63)
gegeben durch

1 .
%k:ZWfWWM G k=0,...,2N -1

und o
pix = €™FIN k=0, 2N — 1.

Man sieht, dass fiir die Bestimmung der Koeffizienten und auch fiir die Riickgewinnung der Da-
ten aus den Koeflizienten eine Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix notwendig ist. Das
bedeutet bei 2N Eintrigen, dass 4N? Multiplikationen und 4N2? — 2N Additionen durchzufiihren
sind. Unter der Annahme, dass Multiplikation und Addition dieselbe Zeit benétigen, folgt daraus
ein Zeitaufwand von 8N? — 2N, wobei der quadratische Term der dominierende ist (O(N?)).

Schnelle Fouriertransformation

Die schnelle Fouriertransformation bzw. ,Fast Fourier Transformation* oder kurz FFT ist ein Ver-
fahren, welches den zeitlichen Aufwand der Berechnung reduziert. Man definiert eine Hilfsgrofe

WaN efiﬂ'/N’
wobei die Zahl wy eine 2N-te komplexe Einheitswurzel ist. Es gilt
wjr = (wan)?*, 5,k =0,..,2N — 1

fiir die Eintréige der Matrix F (vgl. (62)). AuRerdem gelten

2
(UN :w2N7
wi =1
und
N _
woy = —1.

Wir betrachten nun die Eintrége mit geradem Index des Vektors z. Fiir 2N zy; folgt

N-1
2Nzy5 = Z (Wn)* (Y + Yrrn)-
k=0
Fiir die ungeraden Indizes folgt
N-1
2Nzj41 = Z (wn)* (g — yran)-
k=0
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Der Beweis hierfiir ist in Arens [I] dargestellt. Setzt man nun ylgl) = Y+ Yr+n und yl(f) = Yk — Ykt N

fir k = O7 ...,N -1, dann fOlgt flir 22j und 22j+1

1 .
Z25 = ON (WN)]kyl(cl)
k=0
und N
1 ~ jk, (2)
22j+1 = ﬁ Z(WN) yk: .
k=0

Diese Formeln entsprechen wieder diskreten Fouriertransformationen, nur dass die Lange der Vek-
toren nur noch N und nicht mehr 2V betragt.

Der Aufwand zur Bestimmung der Fourierkoeffizienten bei einer Vektorlinge von N = 2P liegt bei
direkter Matrixmultiplikation bei 2N2 — N Operationen, wihrend der Aufwand bei der FFT bei
3N log,(N) Rechenoperationen liegt [I].

5.6 Rechenbeispiele - Fouriertransformation

Wie bei den Fourierreihen werden auch hier die Fouriertransformierten einiger simpler Funktionen
berechnet.

5.6.1 Rechtecksfunktion

Die Rechtecksfunktion ist durch

f@)=ct+ty) —a(t—to)

U(t):{o t<0

1 t>0

definiert, wobei

die Heaviside-Sprungfunktion ist (vgl. Abbildung E[)
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0 —t Zeit t t,
0

Abbildung 7: Rechtecksfunktion

Das Ziel ist es, diese Rechtecksfunktion mithilfe der Fouriertransformation in den Frequenzbereich
zu transformieren. Hierflir wird zuerst die Funktion ¢ — x(¢) in die Definitionsgleichung eingesetzt
und man erhélt

f6) = Froat )= [ s at.
Da die Rechtecksfunktion nur im Bereich —t( bis ¢g von 0 unterschiedlich ist, kann man das Integral
umformen und erhélt .

A~ 0 .

fls) = / e st dt.

—to

Das zuerst uneigentliche Integral ist dadurch zu einem endlichen Integral geworden. Eine Stamm-
funktion von e®* ist gegeben durch %e‘w . Dadurch resultiert das Integral in

N to ) 1 . 1 X . —2i si t i t
f(S) _ / eIt qf — fe_18t|t—0t0 _ 7(e—zsto _ ezsto) _ ’LSII‘I (sto) — 2, sin (s O).

—ty —18 —18 —18 sto

Zum Vergleich wird auch die Fouriertransformierte einer um ty verschobenen Rechtecksfunktion

berechnet, die folgendermafen definiert ist

0 fir ¢t<t
fA)=ct)—o(t—2tg) =41 fiir 0<t<2t
0 fir 2ty <t.
Das Problem kann auf zwei Arten gelost werden. Zuerst wird wie bei der vorherigen Rechtecksfunkti-

on das Integral berechnet, wahrend fiir den zweiten Losungsweg der Verschiebungssatz herangezogen
wird.

R 29 1 . 1 . sin (stg) _;
= Fiosf(t) = st gy =~ _emist|20 — _©(gmis2to _ 1) = 94 SNTO) —isto
f(S) t— s f( ) /O € —’ise 0 —18 (6 ) 0 Sto c

Verschiebungssatz

Fiir den zweiten Fall wird Satz [5.6] verwendet. Da es sich um eine Verschiebung um ¢, handelt,
muss das Ergebnis der Fouriertransformation der ersten Rechtecksfunktion mit e~%% multipliziert
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werden. Das Ergebnis stimmt mit jenem der Integralrechnung iiberein. Vergleicht man das Ergeb-
nis der Integralrechnung und das Ergebnis, welches man mit Hilfe des Verschiebungssatzes erhilt,
ist erkennbar, dass der Betrag der beiden Transformierten gleich ist, wihrend sich die Phase der
Fouriertransformierten aber um A¢ = —sty unterscheidet. Eine Verschiebung im Zeitbereich fiihrt
generell zu einer Verschiebung im Frequenzbereich (vgl. .

5.6.2 Dreiecksfunktion

Die Dreiecksfunktion ist durch

0 fiir < —to,1+t/to
1+t/ty fir —tg<t<0
1—t/ty fir 0<t<t

0 fir to <t

ft) =

definiert (vgl. Abbildung. Um diese Funktion zu transformieren, muss man die zwei von 0 unter-
schiedlichen Bereiche betrachten und daher wird das Integral in zwei Teile aufgeteilt.

Signal f(t)

0 —t Zeit t ty

Abbildung 8: Dreiecksfunktion

[ee] 0 to
F(s) = Foso (1) = / s(t)e i dt = / (1+t) e=ist g 1 / (1—t> e=ist g
oo —to to 0 lo
0 ) 1 0 . to . 1 to .
:/ e~ ist dt+—/ te~ist dt+/ e~ tst dt——/ te "t dt
to to J 1, 0 to Jo
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Eine Stammfunktion von te® ist durch %z1e® gegeben. Daraus resultiert

. 0 ) 1 0 ) to ) 1 to .
f(s) = Finsf(t) = / e "t dt + — re "t dt + / e stdt — — / re St dt
0 0

—t9 t() —to tO

_ ! efipt|0 1 —ist - 1€fist|0 1 ﬂst‘to 1 —ist - 167ist|t0
T —is “to "ty —s2? “to s 0 ¢t —s2 0
1 . 1 /1  —isto+1 _, 1 1 [isto+1 _, 1
- (1— —1isto Al i —1sto _ = (p—ipt 1) — — ([ =22~ —isto __
—is( © ) to (82 2 ¢ + —is (e ) to 2 ¢ 52
2 2 4 st
= ﬁ - ﬁCOS (Sto) = ﬁsin (20)
08 0S 08

5.7 Rechenbeispiele - Fouriertransformation bei partielle Differential-
gleichungen

Dieser Abschnitt beinhaltet zwei Anwendungsbeispiele der Fouriertransformation bei partiellen Dif-
ferentialgleichungen [6].

5.7.1 Potentialgleichungen in der Halbebene

Gesucht ist eine Losung u von
Au = Ugy + Uyy =0,

wobei y > 0 und =z € R. Es gilt die Randbedingung u(z,0) = f(z) mit € R und die Abklingbe-
dingung lim|(;, )| —oc u(,y) = 0.

Die Transformation bezieht sich auf die Variable x. Dies bedeutet, man betrachtet
w(p,y) = Feopu(p, ).
Mit Hilfe von Satz [5.14] erhélt man

Gy (p,y) — p*a(p,y) = 0.

Dies ist eine gewthnliche lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, falls p € R fest ist. Nun
miissen natiirlich auch die Rand- und Abklingbedingung angepasst werden. Diese resultieren in

a(p,0) = f(p) und 4(p,y) =0 fir y— oo
und die Losung der Potentialgleichung
i(p,y) = f(p)e P,
fiir y > 0,p € R. Durch diese Losung folgt fiir die Randwertaufgabe
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Damit Gleichung geldst werden kann, muss der Faltungssatz (vgl. Definition angewendet
werden. Man setzt g als
—1 r,—Iply 212y
9(z,y) = ]'—p—m[@ ]:; m
Dadurch folgt fir u(z,y)

uz,y) = (F 21 Flule™ ")) (2, )

1 o0
- gz — t,y) dt.
Nor /_ N f®)g( y)
Gleichung (65)) ist genau die Poissonsche Integralformel fiir die Halbebene (vgl. Satz 33.26. [6])

(65)

5.7.2 Wairmeleitungsgleichung auf einer Halbgeraden

Bei diesem Beispiel betrachtet man das Anfangswertproblem
U = Pl
fiir x € R,t > 0. Die Anfangsbedingung lautet
u(z,0) = f(z),

fiir x € R. Wie beim vorherigen Beispiel bezieht sich die Fouriertransformation F auf die Variable
2 und man wendet sie auf die Potentialgleichung an. Wir erhalten

a(p,t) = Faspu(z, t).
Dadurch geht das Anfangswertproblem und die Anfangsbedingung in

oi
2 p*i =0,

ot
fiir t > 0,p € R fest und .

a(p,0) = f(p),
fiir p € R fest, iiber. Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung in ¢ und deren Ldsung
lautet

R A —2p?
a(p,t) = fp)e 7"
Daraus folgt fiir die Lésung des Anfangswertproblems
~ 2 2
u(a,t) = F i lf(p)e 7
=[*g (66)
1 oo
= — z)g(x — z,y)dz,
NoTS /_ N f(2)g( y)
wobei fiir g(x,t) hierbei
A 1 2 2
l‘,t :‘/—_-71 6762}7215 _ e " /(4c®t)
g9(z,t) = F, 5. [f(p) =7 i

gilt. Gleichung ist exakt die Poissonsche Integralformel fiir die Wirmeleitungsgleichung (vgl.
Satz 33.28 [0]).
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6 Riemann-Lebesgue-Lemma

Da das Riemann-Lebesgue-Lemma (vgl. Lemma von grofser Bedeutung ist, wird es nun am
Ende dieser Arbeit bewiesen. Ein paar Vorarbeiten in anderen Kapiteln, wie die Dichtheit von
Indikatorfunktionen in Lebesgue-Raumen (vgl. , waren hierflir notwendig.

Lemma 6.1. Sei f € L!'(R), mit anderen Worten, sei

| i< (67)

— 00
Betrachtet man

Fef@) = [ g s

und lésst |z| — oo gehen, besagt das Riemann-Lebesque Lemma, dass F[f(z)] — 0.

Beweis. Als ersten Schritt wird f = 1, ;) angenommen. Diese Indikatorfunktion ist eine Funktion,
welche im Intervall [a, b] gleich 1 und iiberall anders 0 ist. Berechnet man nun die Fouriertransfor-
mierte von f, ergibt sich

oo

Faalf @) = [ Loy(a)e 7" do

— 00

b . e—ipx b
:/ e "Prdx = { - ] (68)
o —iz |,

7efipb + efipa

—ip
Nimmt man nun p als reellwertige Zahl an und nimmt den Betrag von , erhalt man
efipb + e*ipa

—ip

< |67ipb‘+|efipa‘ _ 2 o
- p| ol

falls p gegen co geht. Dadurch wurde das Riemann-Lebesgue-Lemma als erster Schritt fiir Indika-
torfunktionen gezeigt.

Als zweiten Schritt setzt man f als

M
E cnlAn )
n=1

wobei A4,, = [an, by] ist. Durch die Linearitit der Fouriertransformation erhélt man

M
Fooplf(@)] = Z cnla, — 0,
n=1

da das Ergebnis aus dem ersten Schritt angewendet werden kann.
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Man nehme an, dass € > 0 ist. Da f € L'(R) liegt und Indikatorfunktionen dicht in L*(R) sind (vgl.
Lemma, [3.10) folgt, dass eine Indikatorfunktion g existiert, sodass || f — gl (r) < § gilt. Daraus
folgt fiir das Integral [*_|f(z) — g(z)|dz < §. Es gilt

| Faospf (@) = | Famspf (@) = Fuspg(x) + Fomspg(@)|
< | Faopf(2) = Famspg(@)| + [Fompg(2)]

Der letzte Schritt gilt aufgrund der Dreiecksunsgleichung. Schreibt man diese Ungleichung weiter,
so gilt durch Beachtung von Schritt 2 und erneute Anwendung der Dreiecksungleichung

<| [ e gy 4 6
_/_OOIf(x) gla)lle 7 do + £
- [ @) - g@las+
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