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Abriss

Das quadratische Reziprozitéatsgesetz ist eine zentrale Erkenntnis der Zahlen-
theorie und heute der am haufigsten bewiesene Satz der Mathematik. In der
vorliegenden Masterarbeit werden aufbauend alle Konzepte, Definition und Sétze
erarbeitet, die zur Formulierung des quadratischen Reziprozititsgesetzes not-
wendig sind. Im Zuge dessen werden insbesondere quadratische Kongruenzen
sowie quadratische Reste und das Legendre-Symbol nédher betrachtet. Weiters
werden unter Zuhilfenahme des Lemmas von Gaufl zwei ausgewéahlte Bewei-
se der Aussage angefiithrt und anhand mehrerer Beispiele Anwendungen des
Reziprozitatsgesetzes demonstriert.

Abstract

The quadratic reciprocity law is a central result of number theory and is current-
ly the most frequently proven theorem in mathematics. This master’s thesis
presents a step-by-step approach to all the concepts, definitions, and theorems
necessary for formulating the quadratic reciprocity law. In this context quadratic
congruences, quadratic residues, and the Legendre symbol are examined in detail.
Furthermore, using Gauss’s lemma, two selected proofs of the statement are
presented and several examples demonstrate the applications of the reciprocity
law.
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1 Einleitung

Das Hauptinteresse der vorliegenden Masterarbeit liegt in der Behandlung von
quadratischen Resten und dem quadratischen Reziprozitatsgesetz sowie dessen
Beweise. Die Auseinandersetzung mit diesen Themen ermoglicht es, eine Ent-
scheidung iiber die Loésbarkeit von quadratischen Kongruenzgleichungen der
Form a-22+b-x+c¢ =0 (mod m) (a,b,c,m € Z) zu treffen und diese an-
schlielend unter Zuhilfenahme von anderen zahlentheoretischen Hilfsmitteln
wie dem chinesischen Restsatz zu 16sen. Eine zentrale Rolle spielen dabei das
Legendre-Symbol, das Lemma von Gaufl und die beiden Ergdnzungssétze des
Reziprozitatsgesetzes, welche allesamt schrittweise erarbeitet und schlussendlich
fir die Beweise des quadratischen Reziprozitatsgesetzes herangezogen werden.
Insgesamt werden in der vorliegenden Masterarbeit daher Inhalte bearbeitet, die
iiber die in Gsterreichischen Schulen vermittelte Zahlentheorie weit hinausgehen.
Als Zielgruppe konnen daher Studierende des Lehramts fiir Mathematik genannt
werden, die sich weiterfiihrend mit zahlentheoretischen Inhalten beschéftigen
mochten.

Das Thema der quadratischen Reste und insbesondere des quadratischen Re-
ziprozititsgesetzes wurde aufgrund von mehreren Aspekten zur Behandlung
ausgewdhlt. Einerseits ist das Reziprozitdtsgesetz aus historischer Sicht beson-
ders interessant, da es bereits 1783 entdeckt wurde, jedoch erst Jahre spéter
von Gauf} erstmals bewiesen werden konnte, bevor das Gesetz iiber die Jahre
hinweg zum am héufigsten bewiesenen Satz der Mathematik wurde und damit
heute sogar den Satz von Pythagoras in der Anzahl an bekannten Beweisen
ibertrifft. Andererseits ist die Aussage des quadratischen Reziprozitétsgesetzes
eine der zentralsten Erkenntnisse der Zahlentheorie und auch die Eigenschaft
von quadratischen Resten ist aus Sicht der Mathematik sehr besonders, denn
nicht jede Zahl tritt bei der Division einer Quadratzahl durch eine Primzahl als
Rest auf.

Da die Behandlung des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes ein gewisses mathe-
matisches Vorwissen voraussetzt, werden im ersten Teil der Arbeit grundlegende
Konzepte, Definitionen und Sétze, einschliefllich der Begriffe “Teilbarkeit” und
“Kongruenz” eingefithrt. Anschlieflend daran findet eine detailreiche Auseinan-
dersetzung mit quadratischen Kongruenzen, quadratischen Resten und dem
Legendre-Symbol statt, wobei die allgemeine Form der quadratischen Kongru-
enzgleichung a - 22 +b- 2z + ¢ = 0 (mod m) (a,b,c,m € Z) zu Beginn auf die
deutlich kiirzere Form 22 = a (mod p) mit a € Z,p € P reduziert wird. Den
Hauptinhalt dieses Abschnittes stellen das Lemma von Gaufl und die beiden
Ergénzungssétze dar. Im dritten Teil der Masterarbeit wird schlussendlich das

quadratische Reziprozitdtsgesetz fiir das Legendresche Restsymbol eingefiihrt



und dessen Anwendung bei der Bestimmung des Wertes des Legendre-Symbols
anhand einiger Beispiele demonstriert. Da die Wiedergabe der iiber 200 existie-
renden Beweise des Reziprozititsgesetzes im Zuge einer Masterarbeit unmdoglich
ist, wurden zwei besonders eindrucksvolle Beweise, die jeweils auf den Erkennt-
nissen des Lemmas von Gaufl basieren, zur Behandlung ausgewéhlt. Das letzte
Kapitel der Arbeit stellt einen kurzen thematischen Exkurs dar und beschéftigt
sich mit dem Jacobischen Restsymbol sowie den entsprechenden Sdtzen iiber
quadratische Reste, mit deren Hilfe die Bestimmung des Legendre-Symbols und
somit die Entscheidung iiber die Losbarkeit von quadratischen Kongruenzglei-
chungen deutlich verkiirzt werden kann.

Insgesamt bietet die Masterarbeit daher einen umfassenden Uberblick iiber qua-
dratische Kongruenzen und das quadratische Reziprozitédtsgesetz sowie deren

Anwendungen bei der Losung verschiedener Fragestellungen.

Bemerkung. In der vorliegenden Masterarbeit wird folgende Definition fur die

Menge der natiirlichen Zahlen herangezogen:
N=1{0,1,2,...}

Soll die Zahl 0 von dieser Menge explizit ausgeschlossen werden, wird daher der
Ausdruck N\ {0} verwendet.

2 Teilbarkeit

Die vorliegende Masterarbeit hat den Anspruch, Schritt fiir Schritt das gesamte
Vorwissen zu erarbeiten, das fiir die Formulierung des quadratischen Rezipro-
zitdtsgesetzes notwendig ist. Da die in diesem Kapitel angefiihrten Satze und
Beweise iiber die Teilbarkeit von ganzen Zahlen fiir gew6hnlich den Einstieg in
die Zahlentheorie darstellen, konnen sie in einer Vielzahl an Quellen vorgefunden
werden. Ein Beispiel dafiir ist unter anderem das Werk von Bundschuh (2008).
19

Definition. Es seien m,n € Z. Die Zahl n heif3t teilbar durch m, wenn es ein
d € 7Z gibt, sodass n = d - m. Man sagt auch n ist ein Vielfaches von m.
Formal schreibt man m | n, wenn m ein Teiler von n ist. Ist m kein Teiler von n

(existiert also kein d € Z, sodass n = d - m) schreibt man m { n.
Beispiel. 4|32, denn 32 =84

Lemma 2.1 (Eigenschaften der Teilbarkeit). Es seien I, m und n € Z. Dann
gelten folgende Figenschaften:

i) 1|nundn|n



i) n]0und0|n=>n=0

iit) m|n=(—m)|n undm| (—n)

i) m|n undn#0=|m|<|n|

v)n|lene{l, -1}

vi) m|nundn|m=n=m odern=—m

vii) 1| m und m | n =1 |n (Transitivitit)
vigg) m|n=101-m|l-n VIeZ

ix) l-m|l-nmitl#0=m|n

) mj|n; mitj=1,2,...r =>mi-mg-...-my|n1-n2-...- Ny

zi) min; mit j=1,2,...,r=m| (i -n+la-n+..+0-n.) Vl;€Z

Beweis. i) Es gilt n=1-n Vn € Z.

ii)Esgilt 0=0-n=n]|0 VneZ

Per Definition der Teilbarkeit bedeutet 0 | n, dass 3 d € Z sodass n =0-d = 0.
iii) Es gilt m | n = 3 d € Z : n = m-d. Das bedeutet zum einen n = (—m) - (—d)
und daher (—m) | n und zum anderen (—n) = m - (—d) und daher m | (—n).
iv) Aus m | nund n # 0 folgt m = % fiir ein d € Z\{0} und daher |m| = % <|n|.
v) Aus n | 1 folgt |n| <1 (iv) und daher n € {—1,0,1}. Da 1 =0 - d unmdoglich
ist, ist n € {—1,1}. Umgekehrt folgt aus 1 = (£1)?, dass +1 | 1.

vi) Aus m | n und n | m folgt: 3 di,ds € Z sodass n = dy - m und m = ds - n.
Daher ist n = d; - ds - n. Fiir n = 0 ist auch m = 0 und somit m = n. Fir n #£ 0
folgt dy - da =1 also dy | 1 und ds | 1. Nach v) gilt daher d; = 1 und dy = +1.
Daraus folgt schliellich m = +n.

vii) Aus ! | m und m | n folgt: 3 dy,ds € Z sodass m =1-d; und n =m - ds. Es
folgt also n = (I-dy) -de & n=1-(d; -dz) und daher [ | n.

viii) Ausm =m-dfolgt l-n=1-(m-d) = (l-m)-d VI € Z. Daraus folgt
schlieBlich I - m | I - n.

ix) Ausl-m |l-nfolgt l-n=4d-1-m.Dal#0 gilt, folgt n = d - m und somit
m | n.

x) Aus m; | n; mit j = 1,2,...,r folgt: 3 d; € Z, sodass n; = d; - m; fir

7 =1,2,...,r. Daraus ergibt sich
ny-ng-...onp = (dy-mq)-(da-ma)-...-(d,-m,) = (dy-da-...-d;) - (mq-ma-...-m;.)

woraus my - mg + ... - My | my g - ... - n, folgt.

xi) Aus m | n; mit j = 1,2,...,r folgt: 3 d; € Z, sodass n; = d; - m fir



j=1,2,...,r. Es gilt also

l1~n1+lg~n2+...+lr~nr:11~d1'm+l2~d2om+...+lr~dr~m
:m~(l1~d1+12~d2+...+lr~d,,)

woraus m | (I1 -ny + 1y -na + ... + 1, - n,.) folgt. O

Bemerkung. 1) Aus i) und iii) folgt, dass jede Zahl n € Z die trivialen Tei-
ler +1 und +n besitzt. Gilt m | n und ist m kein Element der Menge

{—1,1,—n,n}, so wird m echter Teiler von n genannt.

2) Aus |m| < |n| iv) und somit —|n| < m < |n| folgt, dass jede Zahl n € Z,

n # 0 nur endlich viele Teiler besitzt.

Satz 2.1 (Division mit Rest). Es seien m,n € Z, m > 0. Dann ¢ibt es eindeutig

bestimmte Zahlen q,7 € Z mit 0 <r < m, sodass n=gq-m+r.

Beweis. Zunéichst wird die Existenz bewiesen:

Es sei ¢ € Z derart, dass ¢ < ;- < ¢+ 1. Daraus folgt ¢-m <n <gqg-m+m
und 0 <n—qg-m < m. Setzt man nunr =n —q-m, sosind n=¢-m+r und
0 < r < m erfillt.

Nun muss noch die Eindeutigkeit iiberprift werden:

Angenommen n = ¢-m+7r = ¢ -m+ 7 mit 0 < r,7’ < m. Dann folgt

’
r—r
m

(g—¢)-m =1"—r und daher ¢ — ¢ = . Aus —m < ' —r < m folgt
~1<”=r <1.Da

daher gilt ' =7 und ¢’ = q. O

L € Z, muss ror — gelten. Somit folgt 7’ —r = 0 und

’
r—-r
m

2.1 Grofiter gemeinsamer Teiler

Definition. Es seien ny,no,...,n, € Z. Falls m | n; fir j = 1,2,...,r heifit m

gemeinsamer Teiler von ny,no, ..., n;.
Beispiel. 4 ist gemeinsamer Teiler von 16 und 44, denn 4 | 16 und 4 | 44.

Definition. Es seien ny,ns,...,n, € Z nicht alle gleich 0. Der gréfite gemeinsame

Teiler der Zahlen n; mit j =1,2,...,r ist durch
max{m € N\ {0} : m | ny,m | na,...,m | n.} =: ggT(n1, na, ..., ny)

bestimmt.

Beispiel. ggT(18,24) = max{1,2,3,6} =6



Bemerkung. Die im Beispiel angefiihrte Methode zur Bestimmung des grofiten
gemeinsamen Teilers ist nur fiir kleine Zahlen sinnvoll. Um den grofiten gemein-
samen Teiler von grofien Zahlen zu finden, wird der Euklidische Algorithmus

angewendet.

Satz 2.2 (Euklidischer Algorithmus). FEs seien a,b € N\ {0} gegeben, wobei o.
B. d. A. b < a gelten soll. Zur Bestimmunyg des ggT(a,b) werden die Reste bei

wiederholter Division mit Rest bestimmt.

a=b-q+7r,0<r;<b
b=r1-q1+712,0<r2 <M

ri=r9-q2+1r30<r3<ry

Ti1 =75 +1i41,0 S i <7y

Setze nun b =:rg. Wegenb=rg >ry >ry>...>1; >71pp1 > ... 2> 0 gibt es
ein n € N, sodass rp,+1 = 0. Dann gilt r, = ggT(a,b).

Beweis. Es wird zuerst gezeigt, dass r, ein gemeinsamer Teiler der Zahlen a
und b ist.

Aus rp,_1 =1y - g fOlgt 7y | Pt Aus 1o =11 - @1 + r, und Lemma
xi) folgt 1y, | rn—2a.

Es sei bereits gezeigt, dass r,, | 7j41 und r, | r;. Dar;_1 =r;-q; +rjy1, gilt
nach Lemmaxi) Ty | 7j—1. Fir j = 1 ergibt sich r,, | o, also 7, | b und somit
schlielich auch r,, | a, weil a = b - qp 4+ r1. Daher ist r,, ein gemeinsamer Teiler
von a und b.

Es bleibt nun zu zeigen,dass r, der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a und
b ist.

Es sei d > 0 ein beliebiger gemeinsamer Teiler von ¢ und b. Da r1 =a —b - qq,
gilt nach Lemma xi) auch d | ri. Es sei bereits gezeigt, dass d | r1,72...,7;.
Da rji1 =rj—1 — ;- ¢; gilt nach Lemma xi) auch d | 7j41. Far j =n—1
ergibt sich d | r, und wegen Lemma iv) gilt d < rp,. O

Beispiel. Gegeben sind die beiden natiirlichen Zahlen 124 und 86. Mithilfe des

Euklidischen Algorithmus kann der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen wie



folgt bestimmt werde:

124 =86 -1+ 38

86 =238-2+10
38=10-3+38
10=8-1+2

8§=2-4

Daraus folgt, dass ggT (124, 86) = 2.

Einige weiter wichtige Eigenschaften des gréfiten gemeinsamen Teilers werden
im folgenden Abschnitt kurz erlautert. Da einige Erkenntnisse sofort aus der
Definition des gréfiten gemeinsamen Teilers und den Eigenschaften der Teilbarkeit

folgen, werden an dieser Stelle einige Sétze ohne Beweis angefiihrt.

Satz 2.3. Es seien nq,na,...,n, € Z nicht alle gleich 0. Dann gilt:
i) ggT(n1,n2, ..., ny) = ggT(|nal, [nal, .., [nr])

it) Die Reihenfolge der nj, j = 1,2,...,r ist fir die Bestimmung des ggT nicht

relevant.

i) Ist r > 2 und n,. = 0, dann ist ggT(n1,ng,...,n,.) = ggT(n1, N2, ..., np_1).
Das bedeutet, dass fiir die Berechnung des ggT(n1,ns,...,n,) alle n; =0,

7 =1,2,...,7 weggelassen werden kénnen.

) Istr > 2 und n,.—1 = n,, dann ist ggT(ny, na, ...,n,) = ggT(n1,na, ..., np_1).
Das bedeutet, dass bei der Berechnung des ggT(n1,na, ..., n,.) mehrfach vor-

kommende Zahlen nur einmal beachtet werden missen.

v) Es seien x1, %2, ...,xr—1 € Z, dann ist

r—1
ggT(nla ng, ..., nT) = ggT (nla N2, ..y, Np—1, Ny + in : ni) .

i=1

Beweis. Ohne Beweis. Die Aussagen folgen aus den Rechenregeln der Teilbarkeit.
O

Satz 2.4. Es seien ni,ng,...,n, € Z nicht alle gleich 0. Dann gibt es x; € Z,
i=12,...,r, sodass d = ggT(n1,ne,...,n,) = 22:1 zj-nj.
Dh.: Der grifite gemeinsame Teiler der Zahlen ny,ns, ..., n, ldsst sich als Line-

arkombination der n; darstellen.

Um sich von der Giiltigkeit des Satzes zu iiberzeugen, wird der Satz zuerst

allgemeiner formuliert und anschlieffend bewiesen:



Satz 2.5. Es seien ni,ng,...,n, € Z nicht alle gleich 0. Dann gilt:

ggT(ny,ng,...,n,) = min {ij ~nj’:z:j € Z} NN\ {0}

j=1

Beweis. Es sei d = ggT(n1,n2,...,n,) und die Menge L sei folgendermafien
definiert:

L= {Zaﬁj~nj‘xj €Z7ij-nj >O} C N\ {0}
j=1 j=1

Die Menge L ist nicht leer, da 25:1 n? auf jeden Fall grofler als Null ist und
somit in L liegt. Aufgrund des Wohlordnungsaxioms der natiirlichen Zahlen
besitzt die Menge L dann auch ein kleinstes Element. Sei d’ := min(L). Es bleibt
zu zeigen, dass d’ = d.

Zunéachst wird bewiesen, dass d < d’ ist: Weil d’ ein Element der Menge L ist,
gilt d' = Z;:1 y; -n; mit y; € Z. Zusétzlich gilt laut Voraussetzung d | n;. Nach
Lemma[2.1]xi) folgt daraus d | d’ und wegen Lemma [2.1]iv) gilt dann 0 < d < d'.
Um die Behauptung vollstdndig zu beweisen, bleibt nun noch zu zeigen, dass
d' < d gilt: Laut Satzist nj=g¢;-d+r;mit0<r; <d firj=1,2,...,r.
Es folgt

d/>7’j:nj*Qj'd/
T
:nj_Qj'Zyk'nk
k=1

s
=(I—q-y) nj+ > (=g;-) i
k=1,k4j

Falls r;, > O fiir ein jo, ist r;, ein Element von L, da sich die Zahl r;, als
Linearkombination der nj;, j = 1,2,...,r schreiben lasst und es gilt 0 < r;, < d'.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass d’ das kleinste Element der Menge
L ist. Daher ist ; = 0 fiir alle j = 1,2,...,r und es gilt n; = ¢; - d’. Es folgt
d' | n; und somit ist d’ ein gemeinsamer Teiler der Zahlen ny,ns,...,n,. Da d
ihr grofiter gemeinsamer Teiler ist, folgt d’ < d.
Insgesamt erhélt man aus d < d’ und d’ < d schliefflich die Aussage des Satzes.
O

Beispiel. Gesucht sind z,y € Z sodass ggT(35,125) = x - 35 + y - 125. Dazu wird



zuerst der Euklidische Algorithmus durchgefiihrt:

125=3-35+20

35=1-20415
20=1-15+5
15=3-54+0

Somit wurde gezeigt, dass ggT(35,125) = 5. Um ein Paar moglicher Werte
fir  und y zu finden, wird der Euklidische Algorithmus im n&chsten Schritt

noch einmal riickwéarts durchgefiihrt:

5=20—1-15
5=20—1-(35—1-20)
5=2-20-35

5=2-(125—3-35) — 35
5=2.125—17-35

Daraus folgt © = —7 und y = 2 und 5 = ggT(35,125) = —7-35+ 2 125.

Satz 2.6. Es seien ni,na,...,n, € Z, nicht alle gleich 0. Dann ist
geT(l-ny,l-ng,...,-n.) =|l|-ggT(ny,na,...,n.) vVl € Z\ {0}

Beweis. Ohne Beweis. O

Korollar 2.2. Sind ni,no,...,n, € Z nicht alle gleich 0 und

d=ggT(ni,ny,...,n.). Dann ist: ggT(%, ™2, ... =) =1

Beweis. Es gilt d | n; fiir 1 <4 < r. Daher sind %, %2,..., % € 7Z ebenfalls
nicht alle gleich 0. Mithilfe von Satz [2.6] folgt aus

ny o, ng ny ni no

d=geT(ny,ng,...,n,) = T(d-—,d~—,...,d-—):d~ T(—,—,...,
ggT(n1,no n,) = gg y pi pi eeT (7

wegen d # 0 sofort ggT(%, 22,..., %) = 1. 0

Satz 2.7. Es seienm, ny, na € Z undm # 0. Aus m | ny-ng und ggT(m,ny) =1

folgt m | na.

Beweis. Laut Satz gibt es 1,29 € Z sodass gilt:

T -m+ax9-n; =1 Ny
T1+- M-Ng +To- N1 -Ng = N2
N—— N——

m|(m-n2) m|(ni-nz)

Ny

d

i)



Die Aussage folgt sofort aus Lemma xi). O
Definition. Es seien ny,no,...,n, € Z nicht alle gleich 0.
Die Zahlen ny,ns, ..., n, heiflen relativ prim oder teilerfremd, wenn

geT(ny,na,y...,n.) =1

2.2 Primzahlen

Nicht nur bei der Auseinandersetzung mit der Teilbarkeit von ganzen Zahlen
sondern auch bei der Formulierung und den Beweisen des quadratischen Rezi-
prozitatsgesetzes spielen die Primzahlen eine wichtige Rolle. Daher werden im
néichsten Abschnitt die grundlegenden Eigenschaften von Primzahlen themati-
siert. Die Ausfithrung orientiert sich dabei erneut am Werk von Bundschuh [9]

sowie am Skriptum von Fulmek [7].

Definition. Es sei p € N, p > 1. Die Zahl p heifit Primzahl, wenn p nur die
trivialen Teiler £1 und +p besitzt.

Die Menge aller Primzahlen wird mit P bezeichnet:
P={23,57"711,13,17,19,23,29,...}

Bemerkung. Aus der Definition von Primzahlen folgt sofort, dass zwei verschie-
dene Primzahlen p; und ps stets teilerfremd sind. Es gilt daher: ggT(py,p2) = 1.

Lemma 2.3. Es seip € P. Weiters sei n € Z. Dann sind dquivalent:
i) pin
it) ggT(p,n) =1

Beweis. i) = ii)Angenommen ggT(p,n) = d > 1. Dann gilt: d | p und d | n. Da
p € P ist also d = p und somit folgt p | n = Widerspruch zur Annahme p { n.

ii)= i) Angenommen p | n. Dann gilt ggT(p,n) = p > 1 = Widerspruch zur
Annahme ggT(p,n) = 1. O

Satz 2.8. Es seip € N, p > 1. Dann sind dquivalent:
i) p ist eine Primzahl
it) Falls p | a-b mit a,b € Z, gilt entweder p | a oder p | b.
i) Falls p=x -y mit x,y € Z, gilt entweder x = £1 oder y = £1

Beweis. 1) = ii) Gilt p | a, so ist die Behauptung erfiillt. Gilt p 1 a, so folgt aus
Lemma ggT(p,a) = 1 woraus wegen Satz sofort p | b folgt.



ii) = iii) Gilt p = z -y, dann gilt trivialerweise auch p | z - y. Nach Voraussetzung
gilt dann p |  oder p | y. Angenommen es gilt p | . Aus p = z -y folgt auch z | p
und daher p = |z| (Lemma [2.1)). Damit folgt p = |p| = |z - y| = |z| - [y| = p" ||
und somit gilt |y| = 1. Gilt p | y, so folgt vollig analog |x| = 1.

iii) = i) Es sei n ein Teiler von p. Dann gibt es ein m € Z sodass p = m - n.
Nach Voraussetzung folgt somit, dass entweder n = £1 oder m = +1, woraus
n = +p folgt. Daher ist n € {—p, —1,1, p} und p besitzt nur die trivialen Teiler.

Per Definition ist p somit eine Primzahl. O
Lemma 2.4. Es sei p € P. Weiters seien a1,as9,...,a, € Z.
Fallsp|ai-ag-...-ap, dann gibt es ein j € {1,2,...,n} sodass p | a;.
Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz ii) und Induktion. O

Satz 2.9 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede natirliche Zahl n > 1 lasst
stch als Produkt von Primzahlen schreiben. Die Darstellung der Zahl n als
Produkt von Primzahlen wird Primfaktorzerlegung von n genannt und ist bis auf
die Rethenfolge der Faktoren eindeutig. Dh:

%)
n = Hpjaj
Jj=1

fiir gewisse, eindeutig bestimmte o; € N, wobei a; = 0 fiir alle,bis auf endlich

viele j.
Beispiel. 60 =22-3-5

Beweis. Die Existenz der Primfaktorzerlegung wird mittels Induktion gezeigt:
n = 2 € P. Es sei nun n > 2. Es sei bereits gezeigt, dass sich jedes k =
2,3,...,n — 1 als Produkt von Primzahlen schreiben lésst. Zu zeigen bleibt
demnach, dass n sich ebenfalls als Produkt von Primzahlen schreiben l4sst.

Ist n eine Primzahl, so ist nichts zu zeigen, da n als Produkt mit einem Faktor
aufgefasst werden kann. Ist n keine Primzahl, so existiert eind € N, 1 <d < n
sodass d | n und n = d - m. Dann gilt auch 1 < m < n und nach Induktionsan-
nahme sind d und m jeweils Produkte von Primzahlen. Folglich ist auch n ein
Produkt von Primzahlen.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu zeigen:
Angenommen es gibt zwei Primfaktorzerlegungen einer natiirlichen Zahl > 2,
die sich nicht nur durch die Reihenfolge der Primfaktoren unterscheiden. Dann
existiert eine kleinste Zahl n € N, die zwei wesentlich verschiedene Primfaktorzer-
legungen besitzt. Dh: n = pi-pa2...pr = q1-¢2...qs wobei pj, ¢; € Pund p; # qx
Vj, k, denn sonst kénnte man kiirzen und erhielte eine kleinere Zahl mit nicht
eindeutiger Primfaktorzerlegung. Da p; | n folgt, dass p; | (¢1 - ¢2...¢s). Nach
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Lemma [2.4] gibt es ein k € {1,2,..., s} sodass p; | gx. Da p; > 1, muss p; = g
gelten. Daraus folgt ein Widerspruch zur Annahme p; # ¢1, qo, - - -, gs- O

Neben den eben thematisierten Aussagen tiber Primzahlen, gibt es natiirlich
eine Vielzahl an weiteren Aussagen iiber die Menge der Primzahlen (3], die einer
néheren Betrachtung wiirdig sind. Doch da diese Aussagen fiir das quadratische
Reziprozitatsgesetz nicht ausschlaggebend sind, werden sie an dieser Stelle nicht

weiter ausgefiihrt.

2.3 Kleinstes gemeinsames Vielfaches

Betrachtet man eine Menge von mehreren natiirlichen Zahlen, so ist man hiufig
nicht nur daran interessiert ihren grofiten gemeinsamen Teiler zu finden, sondern
mochte zusitzlich auch das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen angeben.
Daher und aufgrund der Bedeutung der folgenden Aussagen fiir weitere Her-
anfiihrung an das Reziprozititsgesetz wird im folgenden Abschnitt kurz das

kleinste gemeinsame Vielfache von natiirlichen Zahlen thematisiert.

Definition. Es seien ni,ns,...,n, € Z. Eine Zahl m € Z heifit gemeinsames
Vielfaches von ny,na, ..., n,, wenn gilt: ny | m, na | m, ..., n, | m.
Definition. Es seien ny,ns,...,n, € Z\{0}. Das kleinste gemeinsame Vielfache
der Zahlen nq,ns, ..., n, ist definiert durch

kgV(ni,ne,...,n,) :=min{m € N\ {0} : ny | m,na | m,...,n, | m}
Beispiel.

kgV(5,15,25) = min({5,10,...,75,...} N {15,30,...,75...} N {25,50,75,...})
=75

Satz 2.10. FEs seien ny,na,...,ng € Z\ {0}. Dann sind dquivalent:
i) m ist ein gemeinsames Vielfaches von ny,na, ..., ng
it) kgV(n1,na,...,ng) | m

Beweis. Es sei v :=kgV(ny,na,...,ng).

i)= ii) Aus der Division mit Rest ergibt sich m = ¢ -v + r fir ¢, € Z mit
0 <r <w Dan; | mund n; | v folgt aus Lemma dass n; | r fir alle
i =1,2,...,k Somit ist r ein gemeinsames Vielfaches von ni,ns,...,ni. Da
aber r < v ist und v das kleinste gemeinsame Vielfache von ny,ns, ..., ny ist,
folgt » = 0. Daher ist m = ¢ -v und v | m.

ii) Aus n; | v und v | m folgt wegen Lemma [2.1| vii) sofort n; | m. O
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3 Kongruenzen

Im Kapitel 2] wurden bislang lediglich Aussagen tiber die Teilbarkeit einer Zahl
n € Z durch eine andere Zahl m € Z getroffen. Formuliert man die Erkenntnisse
der Teilbarkeit fiir die Division mit Rest so wurde bis hierher demnach nur
unterschieden, ob die Division von n durch m den Rest 0 oder einen Rest
ungleich 0 liefert. Im folgenden Abschnitt wird diese Sichtweise nun erweitert,
indem Zahlen, die bei Division durch m denselben Rest liefern, zu Restklassen
zusammengefasst werden. Sind zwei Zahlen n; und no Elemente derselben
Restklasse, so nennt man sie kongruent. Die Ausarbeitung zum Thema Kongruenz
basiert dabei auf mehreren Quellen der Fachliteratur.[10], [9], [7], [3]

Satz 3.1. Es seiten a, b € Z und m € N, m > 2. Dann sind dquivalent:
i) a und b haben bei Division durch m denselben Rest.
i) m | (a —b)
iti) Es gibt ein k € Z, derart dass a =b+ k- m.

Beweis. 1) = ii) Es seien ¢1, 2,7 € Z,sodassa=¢;-m+rund b=¢-m+r
mit 0 <7 <m.Dannist a —b=(q1-m+7r)—(g2-m+7r) = (g1 — g2) - m und
daher gilt m | (a — b).

ii) = iii) Da m | (a — b) gibt es laut Definition der Teilbarkeit ein k € Z mit
a — b =k -m woraus sofort a = b+ k - m folgt.

iii) = i) Die Division von b durch m mit Rest liefert b = ¢ - m + r fir ¢,r € Z
und 0 < 7 < m. Damit folgt nun

a=b+k-m=qg-m+r+k-m=(q+k)-m+r

Die Division von a durch m liefert daher ebenfalls den Rest r. O

Definition. Es seien a,b € Z und m € N, m > 2. Erfiillen a,b und m eine und
somit alle Bedingungen aus Satz so bezeichnet man a und b als kongruent
modulo m und schreibt dafiir « = b (mod m) (kurz: a = b (m)). Die Zahl m
wird hierbei Modul genannt.

Erfiillen a, b und m die Bedingungen des Satzes nicht, so bezeichnet man a und b

als inkongruent modulo m und schreibt dafiir a # b (mod m) (kurz: a # b (m)).

Beispiel. 7= 39 (mod 8), weil 7 und 39 haben bei der Division durch die Zahl 8
beide Rest 7, beziehungsweise gilt 8 | (7 — 39) und ebenso gilt 7= 39 + (—4) - 8.

Satz 3.2. Es seim € N, m > 2. Kongruent modulo m zu sein ist eine Aquiva-

lenzrelation. Das heifit = ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.
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Beweis. Reflexivitéit: ¢ = a (mod m)

Symmetrie: a = b (mod m)= b = a (mod m)

Transitivitdt: a = b (mod m) und b = ¢ (mod m) = a = ¢ (mod m)

Es ist offensichtlich, dass alle drei Aussagen erfiillt sind. O

Lemma 3.1 (Rechenregeln fiir Kongruenzen). Es seien a,b,c,d,k,n € Z, n # 0
und m € N, m > 2. Weiters sei a = b (mod m) und ¢ = d (mod m). Dann

gelten folgende Aussagen:

i) a+c=b+d (mod m)

i) a-c=b-d (mod m)

i) Aus n | m folgt a =b (mod |n|) fir |n| > 2.

w) n-a=n-b (mod |n|-m)

v)n-a=n-b (mod m) < azb(modﬁ)

vi) Falls a =b (mod m) und a =b (mod n), dann a = b (mod kgV(m,n))
vii) a+k=b+k (mod m)
vitgi) a-k=b-k (mod m)

iz) a1 = by (mod m), az = by (mod m), ..., a = b (mod m)

=a;+as+...+a=by +by+ ...+ bx (mod m)

z) a; =b; (mod m), ag = by (mod m), ... ar = by (mod m)

=aj-ag:...-ap =by-by-... by (mod m)
zi) a* =bF (mod m) fir k € N\ {0}
zii) Ist p ein Polynom mit Koeffizienten aus Z, so gilt p(a) = p(b) (mod m).
ziii) Aus k-a=k-b (mod m) und ggT(k,m) =1 folgt a =b (mod m).

Beweis. i) Es gilt m | (a —b) und m | (¢ — d). Daraus folgt aufgrund von Lemma

xi)

m|(a—b)+(c—d)<=m|(a+c)—(b+d) <= a+c=b+d (modm)

ii) Es gilt m | (a — b) und m | (¢ — d). Daraus folgt

m|(a=0b)-c+b-(c—d)<=ml|a-c—b-d<=a-c=b-d (mod m).
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iii) Aus n | m folgt |n||m (Lemma iii)). Es gilt also |n||m und m | (a — b),
weil a = b (mod m). Aus der Transitivitdt der Teilbarkeit folgt

In||[(a —b) < a=b (mod |n|)
iv) Es gilt m | (a — b), das bedeutet 3k € Z mit a — b = k - m. Daraus folgt

n-a—n-b=n-k-m=mn-m|(n-a—n-b)
& |n|-m|(n-a—n-b)

< n-a=n-b (mod |n|-m)

v) Es sei ggT(n,m) :=d.
Es wird zunéchst die Implikation n-a =n-b (mod m) = a = (mod T )
iberpriift: Es gilt m | (n-a—n-b). Das bedeutet 3k € Z sodass n-(a—b) =
Es folgt % - (a —b) = k- 7, wobei &, € Z sind. Daraus folgt % | % - (a - b)
und weil nach Korollar [2.2| ggT(%, d) = 1 gilt, folgt aus Satz schliefllich
= (a—b)(z)azb(mod

Nun wird noch die zweite Implikation gezeigt: Laut Annahme gilt % | (a — b).

ggT(m,n)

Daraus folgt, dass ein k € Z existiert, sodass a — b = k - 77. Daraus ergibt sich
n-a—mn-b==k-% . n wobeik-% € Z ist. Somit erhalt manm| (n-a—n-b)
und damit die Aussage.

vi) Es gilt m | (a — b) und n | (a — b). Aus der Definition des gemeinsamen
Vielfachen folgt, dass a — b ein gemeinsames Vielfaches von m und n ist. Da das
kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahlen alle gemeinsamen Vielfachen der
beiden Zahlen teilt, gilt auch kgV(m,n) | (a — b) was dquivalent zu

a="b (mod kgV(m,n)) ist.

vii) Die Aussage ist ein Spezialfall von 1).

viii) Die Aussage ist ein Spezialfall von ii).

ix) Beweis durch Induktion: Fiir k£ = 1 ist nichts zu zeigen und k = 2 wurde in i)
bereits gezeigt. Es sei also k > 2 und a1 = b; (mod m), as = by (mod m), ...,
ar, = by, (mod m), ag41 = bgy1 (mod m). Nach Induktionsvoraussetzung gilt
ar+as+...+ap =by+bo+...+b; (mod m). Wendet man i) auf diese Kongruenz
und die Kongruenz ag41 = bip41 (mod m) an, erhdlt man die Aussage.

x) Der Beweis kann mittels Induktion vollig analog zum Beweis von ix) gefiihrt
werden:

Nach Induktionsvoraussetzung gilt a; -as - ... ap = by - by ... b (mod m).
Wendet man ii) auf diese Kongruenz und die Kongruenz ag+1 = bgy1 (mod m)
an, erhdlt man die Aussage.

xi) Die Aussage ist ein Spezialfall von x).

14



xii) Es sei
pl@)=cp 2" +co1 2"+t ateo

ein Polynom mit cg,c1,...,¢; € Z.
Laut xi) gilt

a®>=b> (modm),a®=0b> (modm),...,a” =b" (mod m)
Laut viii) gilt
cira=cy-b (modm),ca-a® =cy-b*> (mod m),...,c,-a" =c,-b" (mod m)

Nach Anwendung von ix) folgt schlieflich die Aussage.

xiii) Die Aussage ist ein Spezialfall von v). O

3.1 Lineare Kongruenzen

Definition. Es seien a,b € Z und m € N, m > 2.
Die Gleichung a -z = b (mod m) wird als lineare Kongruenz beziehungsweise

lineare Kongruenzgleichung bezeichnet.

Bemerkung. Beim Losen der linearen Kongruenzgleichung a - = b (mod m)

sucht man alle modulo m inkongruenten Loésungen.

Satz 3.3. Es seien a,b € Z und m € N, m > 2. Die lineare Kongruenz a-x =0b
(mod m) ist genau dann losbar, wenn ggT(a, m) | b. In diesem Fall gibt es genau
geT(a, m) verschiedene inkongruente Losungen modulo m.

Insbesondere gilt: ggT(a,m) =1 <= a-2z =b (mod m) besitzt eine eindeutige

Losung modulo m.

Beweis. Es sei d := ggT(a,m).
= Die Kongruenz a - = b (mod m) sei l1osbar. Dann gibt es ein k € Z sodass

gilt:
a-x=b (modm)<=m|(a-z-b)<<az—b=k-m<a-z—k-m=>

Wegen d | @ und d | m folgt mithilfe von Lemma |2.1| xi) auch d | b.

<= Da sich ggT(a,m) nach Satz als Linearkombination schreiben lésst,
existieren ganze Zahlen z’ und &, sodass d = 2'-a+k’-m. Laut Annahme existiert
weiters ein [ € Z, sodass b = d - l. Daraus ergibt sich: b=d-l=12"-l-a+k'-1-m
woraus wiederum b =2’ -1 - a (mod m) folgt. Setzt man nun x =z’ - I, so ist x
eine Losung von a - = b (mod m).

Abschlieflend bleibt zu zeigen, dass die Anzahl der modulo m inkongruenten

Losungen genau d betragt.
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Dazu wird die Behauptung aufgestellt, dass, wenn z eine Losung der linearen
Kongruenz a - = b (mod m) ist (wobei m =d-c <= c= % € N\ {0}) alle

modulo m inkongruenten Lésungen durch

x0+0-¢c,z9+1-¢, ..., 20+ (d=1)c.
xo T Td—1

gefunden sind. Um das zu tiberpriifen, iberzeugen wir uns zuerst davon, dass
o, L1, ..., Tq—1 tatsdchlich Losungen der Kongruenz sind:
Es sei ¢ € Z. Dann gilt:

a'(zOJrch):a~x0+i-a~c:aoxo+i~g~mza~xozb (mod m)

d
Aus 9+ i-c=x9+j ¢ (mod m) folgt zusétzlich

m|(Z—j)C d'C|(i—j)'CTEilkg(>Eitsr.

d|(i—j)

und fir 0 <4,j <d—1gilt d| (i — j) nur im Fall ¢ = j. Damit ist gezeigt, dass
die Losungen paarweise inkongruent sind.

Sei nun y € Z eine beliebige Losung der linearen Kongruenz. Dann gilt fiir
ry,g€Zund j €{0,...,d—1}:

Kiirzungsr. m
a-y=a-z9=>b (modm) yExO<mod)
ggT(m,a)
m
= y=ux (modg>
m
— yYy=x0+7r- 4
Nom
= y=wo+(@-d+j) -
. m
— yzwo—l—q-m—kj-g
— y=zo+c-j=z; (modm)
Dh. jede beliebige Losung ist kongruent zu einer der Losungen xq, z1, ..., Tq—1,

wodurch beweisen ist, dass es d = ggT(a, m) verschiedene modulo m inkongruente

Losungen gibt. O

Beispiel. i) 8 -2 =4 (mod 16)

Der ggT(8,16) ist 8, aber 8 1 4. Daraus folgt sofort, dass die lineare Kongruenz
nicht losbar ist.

ii) 8-x =4 (mod 15)

Der ggT(8,15) ist 1 und 1 | 4. Daraus folgt, dass die lineare Kongruenz losbar ist
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und genau eine Losung besitzt. Um die Losung zu finden, wird der Euklidische

Algorithmus zuerst vorwérts und dann riickwérts ausgefiihrt:

15=8-1+7
8=7-1+1
7=1-7T+0
1=8-7-1
1=8—(15-8-1)-1
1=2-8-15

Damit wurde die Linearkombination des ggT(8,15) gefunden:

geT(8,15) =1=2-8+(—1)-15

Daraus ergibt sich schliellich:

2.84(-1)-15=1 -4
8-8+(—4)-15=14
8:8=4 (mod 15) = 2 =8

Probe: 64 =4 (mod 15), weil 15| (64 — 4).

Dieses Beispiel demonstriert bereits, wie die Losung einer linearen Kongru-
enzgleichung gefunden werden kann, sofern sie existiert. Da eines der Ziele der
vorliegenden Arbeit jedoch die Losung von quadratischen Kongruenzgleichungen
ist, wird es jedoch nétig sein, auch Systeme von mehreren linearen Kongruenzen

zu 16sen. Dazu wird der chinesische Restsatz herangezogen.

Definition. Es seien mq,mo,...,m; € N\ {0,1} und ¢, ca,...,c; € Z.

Das System z = ¢; (mod m;) fiir j = 1,2,..., k heifit simultane Kongruenz.

Beispiel. Die Kongruenzen z = 2 (mod 3), x =3 (mod 5) und z = 2 (mod 7)
bilden eine simultane Kongruenz. Beim Losen dieser simultanen Kongruenz wird
daher eine Zahl = gesucht, die bei der Division durch 3 den Rest 2 hat, bei der
Division durch 5 den Rest 3 hat und bei der Division durch 7 den Rest 2 hat

und somit alle Kongruenzen der simultanen Kongruenz erfiillt.

Satz 3.4 (Chinesischer Restsatz). Es seien my,mo,...,my; € N\{0, 1} paarweise
teilerfremd.

Dann besitzt die simultane Kongruenz x = ¢; (mod mj;) eine Lisung, die modulo
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my-msg - ... my eindeutig ist.

Beweis. Es sei M :=mq -mo ... - myg.
Weiters sei M; = M,:ml-...-mj,ymj,l-...~mk.
m;

Es gilt ggT(m;, M;) =1Vj =1,2,...,k, denn angenommen ggT(m;, M;) > 1,

dann existiert ein p € P, sodass
plmjundp | M <= p|mi-...-mj_1-mj_1-... -my

Aus Lemma 2.4. folgt daher p | m; fir ein ¢ # j. Dann ist aber ggT(m,,m;) > p
und dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass mi,mo,...,m; paarweise
teilerfremd sind.

Laut Satz [2.4] existieren daher x;,y; € Z, sodass x; - mj +y; - M; = 1 fiir alle
j=1,2,... k gilt. Dann gilt

yj-M;=1 (modmj;) und y;-M; =0 (mod m;)firi#j

wobei die zweite Kongruenz gilt, da m; fiir 7 # j sicher im Produkt M; enthalten
ist.
Setzt man nun x = Zle ¢ - y; - M;, dann ist x eine Losung der simultanen

Kongruenz, weil

k
r=c¢- y;-M; + Z ci- Y- M
— =Lt g

=1 (mod m;) (mod m;)

k
=c¢ -1+ Z ¢i-0=¢; (modm;)

i=1,i#j

Es bleibt zu zeigen, dass die Losung eindeutig ist.

Angenommen z = ¢; (mod m;) und y = ¢; (mod m;). Dannist x = y (mod m;)

und es gilt m; | (x —y) Vj = 1,2,..., k. Demnach ist z — y ein gemeinsames
Vielfaches der m;. Wegen kgV(mi, ma,...,my) =mi - mg - ... my folgt daher
my-mg-...-mg | (x—y) und daher z =y (mod my -mq ... my). Die Losung
ist daher modulo my - mg - ... - my eindeutig. O

Der Beweis des chinesischen Restsatzes ist konstruktiv, dh. die Schritte des
Beweises konnen auch zur Losung konkreter Beispiele herangezogen werden und
fithren stets zur Losung der simultanen Kongruenz. Im folgenden Beispiel wird

jedoch eine schnellere Losungsmethode demonstriert.

Beispiel. Die simultane Kongruenz x = 2 (mod 3), z =3 (mod 5) und x = 2
(mod 7) soll gelost werden. Laut chinesischem Restsatz ist das System der linearen

Kongruenzen 16sbar, da 3,5 und 7 teilerfremd sind.
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x =2 (mod 3) ist dquivalent z = 2+ 3 - ¢ fiir t € Z. Diese Erkenntnis wird nun

in die zweite Kongruenz des Systems eingesetzt:

x=3 (mod5)
< 243-t=3 (mod}5) | —2
<= 3-t=1 (mod5) |-2
< 6-t=2 (mod5)

< t=2 (mod5)

Das bedeutet ¢t =245 - v.
Daraus folgt nun x =2+3-t=2+3-(2+5-v) =8+ 15 - v. Nun wird erneut

eingesetzt:

z=2 (mod 7)
<~ 8415-v=2 (mod7)
< 14+v=2 (mod?7) [—1

< v=1 (mod7)
Das bedeutet v =1+ 7 - w. Es folgt schlussendlich
xr=8+4+15-v=8+15-(147-w)=23+105-w

was dquivalent zu x = 23 (mod 105) ist.

Bemerkung. Der Chinesische Restsatz kann auch verwendet werden um lineare
Kongruenzgleichungen modulo grofler Zahlen zu l6sen. Denn wie im spéateren
Verlauf der Arbeit fiir n = 2 gezeigt wird (Satz [4.1)), gilt:

z" =a (mod m) ist l6sbar <= z™ = a (mod p;*) ist losbar fiir 1 <i < k.
Diese Erkenntnis kann verwendet werden um die Kongruenz modulo einer grofien
Zahl mittels Primfaktorzerlegung in ein System von simultanen Kongruenzen mit
deutlich kleineren Moduli zu zerlegen. Anschlieflend kann das System von linearen
Kongruenzen mithilfe des chinesischen Restsatzes wie im oben angefiithrten

Beispiel gelost werden.

Beispiel. Die Kongruenzgleichung 883-2 = —103 (mod 2275) kann gelost werden,
in dem der Chinesische Restsatz auf die Kongruenzen 883 - z = —103 (mod 25),
883 -2 = —103 (mod 7) und 883 - x = —103 (mod 13) angewendet wird. Dazu
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werden die Kongruenzen zuerst vereinfacht:

883 -2 =-103 (mod 25) = 8-z=-3 (mod 25) |-3
< 24-z=-9 (mod 25)

— (-1)-z=-9 (mod 25)

—

x=9 (mod 25)
8832 =-103 (mod 7)< z=-5 (mod7)

8832 =-103 (mod 13) <= 12-2z=1 (mod 13)
<~ (-1):z=1 (mod 13)

<~ z=-1 (mod 13)

Die Kongruenzen haben jetzt die Form z = a (mod m) fir a € Z,m € N.
Daher kann die simultane Kongruenz in ihrer vereinfachten Darstellung nun

mithilfe des chinesischen Restsatzes (wie im vorherigen Beispiel) gelost werden.

3.2 Restklassen

Die vorhergehende Kapitel haben bereits einige Erkenntnisse iiber Kongruenzen
sowie lineare Kongruenzgleichungen geliefert. Fiir die weitere Auseinandersetzung
wird es zudem wichtig sein, einen genaueren Blick auf die Aquivalenzrelation der

Kongruenz und die dabei entstehenden Restklassen zu werfen.

Definition. Es sei m € N,m > 2. Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation

der Kongruenz modulo m werden Restklassen modulo m genannt.
Satz 3.5. Es seia € Z und m € N;m > 2.

i) Die Restklasse von a modulo m wird mit @ bezeichnet und enthdlt alle
ganzen Zahlen, die bei der Division durch m denselben Rest wie a liefern.
Formal bedeutet dies:
a={z€Z|z=a (modm)} bzw.a={x€Z|q€EZ:x=q-m+a}

bzw.a=a+m-7Z

ii) Die Anzahl der Aquivalenzklassen (=Restklassen), in die 7 durch die Kon-

gruenz modulo m zerfallt, betrdgt genau m.

Beweis. 1) Die Aussage folgt sofort aus der Definition der Kongruenz modulo m

und der Definition der Restklassen.
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ii) Wird a € Z durch m dividiert, gibt es genau m mogliche Reste: 0,1,...,m—1.
Jeder dieser moglichen Reste ist Représentant einer eigenen Restklasse. Insgesamt

gibt es daher m disjunkte Restklassen. O

Beispiel. Betrachtet man die Kongruenz modulo 4, so zerfillt Z in die vier
Restklassen 0, 1,2, 3. Diese Restklassen bestehen jeweils aus allen Zahlen, die
bei der Division durch 4 den Rest 0 bzw. 1 bzw. 2 oder 3 haben.

0={0+4-klkeZ}={...,—8,-4,0,4,8,...}
T={14+4-klkezZ}={...,-7,-3,1,5,9...}
I={2+4-klkeZ}={...,-6,-2,2,6,10...}
3={3+4-klkezZ}={..,-5-1,3,7,11.. .}

Bemerkung. Ist eine Menge gegeben, die von jeder der Aquivalenzklassen einer
Aquivalenzrelation genau ein Element enthélt, so spricht man von einem voll-
stindigen Repréisentantensystem. Die Menge {0, 1,...,m — 1} stellt demnach ein
vollstiindiges Repriisentantensystem der Aquivalenzklassen (=Restklassen) der
Kongruenz modulo m dar, denn die Représentanten verkérpern alle moglichen
Reste, die bei der Division durch m entstehen kénnen. Die Mengendarstellung
des Restsystems modulo m ist jedoch nicht eindeutig, da beispielsweise auch die
Menge {m,m + 1,...,m +m — 1} aus jeder Restklasse einen Reprisentanten

enthélt und somit ein vollstdndiges Repréasentantensystem bildet.

Definition. Die Addition und die Multiplikation von Restklassen sind folgen-
dermafBlen definiert:

Addition: a+b=a+bbzw. (a+m-Z)+(b+m-Z)=(a+b)+m-Z
Multiplikation: @-b=a-bbzw. (a+m-Z) - (b+m-Z)=a-b+m-7Z

Definition (Restklassenring). Es sei m € N,m > 2. Die Restklassen, die
durch die Kongruenz modulo m entstehen, bilden zusammen mit diesen beiden
Verkniipfungen den Restklassenring modulo m. Der Restklassenring wird kurz
mit Z,, bezeichnet.

Es gilt: Z,, ={0,1,...,m — 1} wobeia ={a+m-z|z € Z} fir 0 <a <m — 1.

Satz 3.6. (Z,,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Daher gelten folgende
FEigenschaften:

o (Zy,+) ist eine abelsche Gruppe
e (Zy,,") ist eine Halbgruppe

e die Distributivgesetze sind giiltig
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o (Zy,-) besitzt das Einselement 1

Beweis. Die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes und des Kommutativgesetzes
sowie die Existenz des neutralen Elements 0 (Nullelement) und die Existenz der
inversen Elemente fiir (Z,,,+) folgen sofort aus den Rechenregeln fiir Z. Ebenso
kann auch die Assoziativitdt der multiplikativen Verkniipfung sofort aus den
Rechenregeln der ganzen Zahlen gefolgert werden.

Es werden daher lediglich beispielhaft die Distributivgesetze sowie die Existenz
eines Einselements der multiplikativen Verkniipfung gezeigt.

Distributivgesetz:

a-(b+e)=a-b+tc=a-(b+c)=a-b+a-c=a-b+a-c=a-b+a-c

Analog kann (@ +b)-¢=a -

c
Einselement von (Z,,,-):a-1=a-1=a n

Bemerkung. Da (Z,,, -) eine Halbgruppe ist, muss ein @ € Z,, fiir die Verkniipfung
- nicht invertierbar sein. Existiert zwei Restklassen @, b € Z,, mit @-b = 1, so ist

dies also eine besondere Eigenschaft.

Definition. Es sei m € N,;m > 2. Eine Restklasse @ € Z,, heifit Einheit oder
invertierbar, wenn es eine Restklasse b € Z,, gibt, sodass @-b = 1 in Z,,. Die

Menge der Einheiten von Z,, wird mit Z}, bezeichnet.

Beispiel. Ausgangspunkt ist der Restklassenring Z§. Zunéchst wird eine Tabel-
le angefertigt, die Informationen iiber die Ergebnisse der Multiplikation von

Restklassen liefert.

0/1(2|3|4]|5
0(0|0|0]0|0]D0
1(0(1(2[3[4]5
2024|024
3(0(3|0[3|01]3
4|04 (2]|0]4]2
5054321

Daraus folgt, dass Z§ = {1,5}, weil 1-T=1und 5-5 = 1.

Lemma 3.2. (Z%,,-) ist eine abelsche Gruppe mit Finselement 1.

Beweis. Seien @,b € Z7,. Es wird zunichst gezeigt, dass @ - b € Z
Da @ und b invertierbar sind, existieren ¢ und d € Z,,, sodass @ - ¢ = 1 und
b-d = 1. Daher folgt:



Demnach ist @- b € Z7,.
Weiters gilt: @ € Z, <= a-b =1 <= b € Z;,. Damit ist gezeigt, dass zum
einen die multiplikative Verkniipfung von zwei Einheiten wieder einen Einheit

bildet und zum anderen das Inverse einer Einheit wieder eine Einheit ist. O
Satz 3.7. a € Z}, < ggT(a,m) =1

Beweis. = Es sei a eine Einheit in Z,,. Dann gibt es eine Restklasse = € Z,,,
sodass @-T =1 <= a-z = 1. Dies ist dquivalent zu a- 2 =1 (mod m). Daher
gita-x=1+y -m,<=a-z—y-m=1"fir y € Z. Aus Lemma 2.1 folgt somit
die Aussage.

<= Es sei ggT'(a,m) = 1. Dann existieren z,y € Z sodass a-x +m-y = 1. Man
erhélt daher a -z =1 (mod m). Schreibt man dieses Zusammenhang mithilfe

von Restklassen an, so erhilt man @-Z = @ -z = 1. Somit ist @ Einheit in Z,,

mit Inversen 7. O

Bemerkung. Z}, ist die prime Restklassengruppe von Z,, und enthalt daher die

zu m teilerfremden Elemente der Menge {1,2,...,m — 1}.

Bevor sich der weitere Abschnitt des Kapitels vorrangig mit der Eulerschen
@-Funktion und daraus resultierenden Sétzen beschéftigt, wird an dieser Stelle
der Satz von Wilson formuliert und bewiesen.[2] Der Satz von Wilson ist ein
Primzahlentest und wird spéter in den Beweise der Sétze {iber quadratische

Reste eine wichtige Rolle spielen.

Satz 3.8 (Satz von Wilson). Seip € N, p > 1. Dann gilt:
p ist eine Primzahl <= (p —1)! = —1 (mod p)

Beispiel. Fir p =7 gilt:

=1(7) =15=1(7)
—~~ ~~
(p—1)!=1-2-3-4.5-6="1 - 2-4 3.5 - 6 =—1(mod7)

=8=1(7) =-1(7)

Beweis. = Es sei p € P. Fiir p = 2 und p = 3 ist die Aussage offensichtlich
erfiillt. Es sei daher p > 5. Es werden nun die Elemente des Restklassensystems
Z, ={0,1,2,...,p — 1} betrachtet. Da p eine Primzahl ist, sind alle Elemente
von Z;, auler 0 auch Element von Zy. Man betrachtet nun Paare von Restklassen
a,b € Zy mit a-b =1 (mod p). Dazu iiberlegt man zuerst, fiir welche a € Z;
G-a=1<=a>=1 (mod p) <> p| (a®> — 1) gilt, denn dann wurden bereits
alle selbstinversen Elemente der Menge {1,2,...,p — 1} gefunden.

Esgilt: p | (a® —1) <= p| (a —1) - (a + 1) und nach Satz[2.8ii) folgt, entweder
plla—1)<=a=1 (modp)oderp|(a+1) < a=-1=p—1 (mod p).
Daher sind nur die beiden Restklassen 1 und p — 1 selbstinvers.

Die restlichen Restklassen der Menge {2,...,p — 2} bilden also %_3 Paare, fir
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diea-b=1<+=a-b=1 (mod m) gilt, wobei @ # b und @,b € {2,...,p — 2} .
Ordnet man die p — 3 Reste der Menge {2,...,p — 2} also so in Paaren an, dass

deren Produkt immer kongruent 1 modulo p ist, erhélt man:

2:3-...-(p—3)-(p—2) =1 (modp)
p—2) =1 (modp) l-(p—1)
1

p—1)I=1-(p—1)=—1(modp)

=
(

<~

<= Um die andere Implikation zu zeigen, wird nun angenommen, dass p > 2
keine Primzahl ist. Dann gibt es a,b € N, 1 < a,b < p sodass p = a-b. Gilt a # b,
dann enthélt das Produkt (p — 1)! sowohl a als auch b als Faktoren und es folgt:

(p—1)l=a-b-...=p-...=0 (mod p)

Gilt jedoch a = b, kann ein Trick verwendet werden, um (p — 1)! # —1 (mod p)

zu zeigen [8]:
p=a-a<= —-p=a-(—a)=a-(p—a) (mod p)

Fir a # p — a kann analog zum Fall a # b argumentiert werden, denn das
Produkt (p — 1)! enthélt sowohl a als auch p — a als Faktoren. Es bleibt also nur
noch der Fall p=a-a=a? und a = p — a <= p = 2 - a zu kliren. Die einzige
Zahl, die p = a® = 2 - a erfiillt ist jedoch 4, sodass nun leicht nachgerechnet
werden kann.

(4-1)1=31=1.2.3=6=2 (mod 4)
Ist p keine Primzahl, dann ist demnach (p — 1)! £ —1 (mod p). O

Definition (Eulersche ¢-Funktion). Die Abbildung ¢ : N\ {0} — N\ {0}, bei
der ¢(m) die Anzahl der zu m teilerfremden natiirlichen Zahlen kleiner als m
angibt, heifit Eulersche ¢-Funktion.

Formal: o(m) = {k e N: 0 < k < m —1,ggT(k,m) = 1}|. Fir m > 2 ist
p(m) = [Z5,| und (1) = 1.

Definition. Es sei m € N;m > 2. Dann heifit ¢(m) = |Z},| Ordnung von Z,.
Lemma 3.3. Es sei p € P und o € N\ {0}. Dann gilt:

i) p(p) =p—1

i) p(p*) =p* —p* P =p~-(1-1).

Beweis. i) Die Primzahl p besitzt in N nur die trivialen Teiler 1 und p. Fiir alle
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p— 1 Zahlen a < p € N\ {0} ist daher ggT(a,p) = 1 und es folgt:
o) =Z,)|={aeN:1<a<p-1,gT(a,p) =1} =p—1

ii) Von den p* Zahlen 1,2, ..., p® sind genau die Vielfachen von p nicht teilerfremd

a—1

zu p®. Das bedeutet die Zahlen 1-p,2-p,...,(p* * —1)-p,p - p haben mit

pa—l
p® den groBiten gemeinsamen Teiler p. Daraus folgt:

_ - . 1
p(p*) =k eN: 1<k <p*~' ggT(k,p""") =1} = p~ —p* 1=pa-(1—f)

Korollar 3.4. Es sein m,n € N\ {0} und ggT(m,n) = 1.
Dann gilt (m-n) = o(m)-p(n). Mithilfe der Primfaktorzerleqgung von natiirlichen
Zahlen folgt daraus:

Sei m € N mit der Primfaktorzerlegung m = pi™ - p5? - ... - pp*, dann gilt:
p(m) =i p3* - pp")
= @) - p(05?) .. e(Py*)
(- P (7 g L (% — )
Beweis. Ohne Beweis. O

Korollar 3.5 (Satz von Euler). Es seien m,a € Z, m > 2 mit ggT(a,m) = 1,
dh. @ € Z%,. Dann gilt: a*™ =1 (mod m).

Es gibt eine Vielzahl an verschiedenen Moglichkeiten den Satz von Euler zu
beweisen. In der Fachliteratur sind hdufig Beweise vorzufinden, die sich auf die
Erkenntnisse der Gruppentheorie oder den Binomialkoeffizienten beziehen. Da
diese Art von Beweisen jedoch mit einem hohen Aufwand an mathematischer
Vorarbeit verbunden ist, wird in dieser Arbeit der elementarere Beweis von Ivory
und Dirichlet angefithrt.[10]

Beweis. Zur Vereinfachung der Darstellungen sei n := p(m).

Dann existieren n verschiedene Zahlen 1, s, ..., z,, die teilerfremd zu m sind
und aus der Menge {1,2,...,m — 1} stammen. Nun werden ihre Produkte mit
a € 7 gebildet: 1 -a,22-a,...,x, - a

Fiihrt man nun die Division mit Rest durch m durch, erhélt man folgende n

Gleichungen:

Tjra=¢;-m+r; mitO<r;<m, j=12,...,n
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Dabei gilt ggT(z;,m) = 1Vj = 1,2,...,n, da die z; laut Voraussetzung tei-
lerfremd zu m sind und laut Annahme gilt auch ggT(a,m) = 1. Daraus ergibt

sich:
ggT(rj,m)=1 Vj=12...,n

Nun wird die Behauptung, dass alle Reste r1,7s,...,r, paarweise verschieden
sind, tiberpriift:

Aus rp = 7 folgt (xp —21) -a = (¢x — q;) -m =0 (mod m). Und damit ergibt
sich wegen ggT(a, m) =1 und der Kiirzungsregel fiir Kongruenzen (Lemma
zr —x; =0 (mod m).

Weil 1 < 2 < mund 1 < x; < m gilt auch |zx — ;| < m. Daraus folgt
gemeinsam mit z; —2; =0 (mod m) <= m | (xx — 1), dass x, = x; und somit
k=1,da z1,xs,...,x, paarweise verschieden sind und nur bei k& = [ Gleichheit
gelten kann.

Somit ergibt sich:
z1-a=7r1 (modm),zy-a=re (modm),...,z,-a=r, (modm) (3.1)

wobei eben gezeigt wurde, dass die Mengen {x1,z2,...,2,} und {r1,re,...,r,}
iibereinstimmen, da sie jeweils alle zu m teilerfremmden Zahlen kleiner als m
enthalten.

Im letzten Schritt des Beweises setzt man nun ¢ := [[}_; z; = [[}_; r;. Mul-
tipliziert man alle Kongruenzen aus miteinander erhdlt man unter Anwen-
dung der Rechenregeln fiir Kongruenzen (Lemma c¢-a"™ =c (mod m). Da
geT(zj,m) =1Vj =1,2,...,n und somit auch ggT(c,m) = 1 gilt, liefert die

Kiirzungsregel fiir Kongruenzen schliefilich die zu beweisende Aussage:
a"=1 (mod m) <= a?"™ =1 (mod m)

O

Der kleine Satz von Fermat stellt einen Sonderfall des Satzes von Euler dar

und kann wiefolgt formuliert werden.

Korollar 3.6 (Kleiner Satz von Fermat). Es seip € P und a € Z, sodass p 1 a.
Dann gilt: a?~! =1 (mod p) beziehungsweise a? = a (mod p) fiir jedes a € 7Z.

Beweis. Es wurde bereits gezeigt, dass ¢(p) = p — 1. Daher folgt die Aussage
sofort durch das Einsetzen dieser Tatsache in die Kongruenz des Satzes von
Euler. O

Der Satz von Euler und der kleine Satz von Fermat sind hilfreich, um
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Berechnungen mit Kongruenzen durchzufithren. Ein konkretes Anwendungsfeld
wird anhand des folgenden Beispiels demonstriert.

Beispiel. Es soll 2199°° modulo 67 berechnet werden.

Da die Zahl 67 eine Primzahl ist, gilt: 266 = 1 (mod 67). Nun kann der Exponent

durch Division mit Rest geeignet zerlegt werden:

10000 = 151 - 66 + 34
— 10000 _ (966151 934

= 210000 = 934 (1104 67)

Nun wird die Rechte Seite der Kongruenzgleichung noch weiter zerlegt:

2%t = (20)°-2* = (=3)°-16 (mod 67)
)+ (=3)*-16 (mod 67)

234 = (-3)-81-16 (mod 67)
)-14-16 (mod 67)

234 = (—42)-16 (mod 67)

25-16 (mod 67)

234 =400 =6-67 -2 (mod 67)

234 = 2 (mod 67)

Somit ergibt sich schliefilich 2!90%0 = —2 (mod 67).

4 Quadratische Kongruenzen

Die bisherige Auseinandersetzung mit Kongruenzen und Kongruenzgleichungen
hat sich ausschliellich mit linearen Kongruenzen befasst. Da die Ziele dieser
Arbeit jedoch die Formulierung des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes sowie
die Erlauterung von dessen Beweisen sind, ist die Betrachtung von quadratischen
Kongruenzen unumgénglich. Aufgrund dessen werden im néchsten Kapitel die
quadratischen Kongruenzen a-x?+b-x+c = 0 (mod m) fiir a, m € N\{0},b,c,z €
Z,m > 2 naher beleuchtet. Die Ausarbeitung orientiert sich dabei vorrangig den
Werken von Remmert und Ullrich [10], Pieper [6], Fulemk [7] und Schiiler [2].

4.1 Quadratische Kongruenz mod p

Das erste Ziel ist es, quadratische Kongruenzgleichungen der allgemeinen Form
a-z?+b-z+c=0 (mod m) fiir a,m € N\ {0},b, ¢,z € Z,m > 2 beziiglich ihrer
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Losbarkeit zu untersuchen. Dazu wird das Problem durch wenige Schritte zuerst
auf eine einfacher Form zuriickgefiihrt. Die Darlegung dieser Schritte basiert
dabei auf den Texten von Remmert und Ullrich (2008) und dem Vorlesungsskript
der VO Zahlentheorie von Markus Fulmek (Sommersemester 2019). [10], |7]

a x> +b-x+c=0 (modm)
m|(a-2*+b-x+c)
4-a-m|4-a®> 2> +4-a-b-x+4-a-c
4-a-m|(2-a-z+b?*+4-a-c—b?)
(2-a-z+b*=b*—4-a-¢c (mod4-a-m)

1117

Die Kongruenzgleichung a - 22 +b- 2 + ¢ =0 (mod m) ist also genau dann

l6sbar, wenn das Gleichungssystem

y>=b>—4-a-¢ (mod4-a-m)
y=2-a-x+b (mod4-a-m)

I6sbar ist. Da es sich bei der zweiten Gleichung dieses Gleichungssystems um
eine lineare Kongruenz handelt, kann durch die Anwendung des Satzes [3.3]
leicht festgestellt werden, ob die lineare Kongruenzgleichung losbar ist. Weitaus
komplexer ist jedoch die Entscheidung iiber die Losbarkeit der ersten Gleichung
des Gleichungssystem, denn diese ist vom Typ 22 = a (mod m) fiir m € N,
m > 2. Es handelt sich bei dieser Kongruenzgleichung also um eine quadratische
Kongruenz.

Um die Entscheidung iiber die Losbarkeit einer quadratischen Kongruenz der

2

Form z? = a (mod m) weiter zu vereinfachen, wird die Kongruenz modulo einer

beliebigen natiirlichen Zahl m nun schrittweise auf eine Kongruenz modulo p € P

zuriickgefiihrt:

e Im ersten Schritt wird die Kongruenz modulo einer natiirlichen Zahl m auf

eine Kongruenz modulo einer Primzahlpotenz zuriickgefiihrt.

Satz 4.1. Es sei m € N mit m > 2 mit der Primfaktorzerlegung
m=p{t-pg* .. Pt

Dann gilt 22 = a (mod m) ist ldsbar <> 2% = a (mod p$*) ist ldsbar fiir

1<i<k.
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Beweis. Zunéchst wird der Modul m nédher betrachtet. Laut dem Funda-
mentalsatz der Arithmetik (2.9) besitzt m eine Primfaktorzerlegung:

(o3 (e% (o35
m=pi"-pyt .o pR”

= Laut Voraussetzung gilt p{* | m Vi und m | (z? — a). Daraus folgt

wegen der Teilbarkeitsregeln (2.1)) p

2?2 =a (mod pf) ist.

(2% — a) Vi, was dquivalent zu

<= Diese Implikation der Aussage folgt durch Induktion:

Es gilt ggT(py" -p3°> ... p 1 upt) = L.
Es sei weiters bereits gezeigt, dass 22 = a (mod pJ* - p3? -...-p;"]"). Dann
gilt wegen ggT(py* - po? - ...-p 7" pit) = 1t

kgV(pi™* - p5® -l = Pt epst e pl

Aufgrund der Rechenregeln fiir Kongruenzen (Lemma vi)) folgt damit
sofort z2 = a (mod p{* - p32 ... 7t - pM).
Fiir [ = k folgt dann 22 = a (mod m). O

Es ist daher ausreichend quadratische Kongruenzgleichungen der Form
2?2 = a (mod p®) fiir p € P und a € N\ {0} zu betrachten.

Zusétzlich kann eine weitere Spezifizierung vorgenommen werden. Denn wie
nun verdeutlicht wird, geniigt es Kongruenzen der Form x? = a (mod p®)
fir p € P,a € N\ {0} zu betrachten, fiir die zusétzlich ggT(p,a) =1 gilt.

Satz 4.2. Es seip € P,a € N\ {0} und a = p” - b mit B € N\ {0}, dh.
geT(p,a) # 1. Weiters sei ggT(p,b) = 1. Dann gilt:

i) Fir B> a ist 22 = p® - b (mod p®) Ildsbar.

i) Fiir B < « ist 2 = p® - b (mod p®) genau dann losbar, wenn 2 | 3

und die Kongruenz y?> = b (mod p*~#) lgsbar ist.

Beweis. i) Aus 3 > « folgt, dass p” ein Vielfaches von p® ist was wiederum
bedeutet, dass p? - b= 0 (mod p®).

Nun werden die beiden Implikationen der zweiten Aussage ii) bewiesen:
— Es sei 29 € Z eine Losung der Kongruenz 22 = p” - b (mod p®). Das
Quadrat von x¢ kann als 23 = p7 - y3 mit v € N und ggT(p,43) = 1
geschrieben werden und offenbar gilt dann 2 | ~.

Wegen p? | p® und p® | (22 — pP® - b) folgt aus Lemma xi)

ey =" |y
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und somit v > 3, weil p{y2 und sonst die Teilbarkeit nicht gilt.
Mit einem indirekten Beweis wird nun gezeigt, dass nicht v > 5 gelten
kann:

Angenommen es gilt p®+1 | p® (weil 8+ 1 < a) und zusitzlich

P (@ —p" b)) =" | (0 yg—p° ) = p* [P’ (p Py —b)

Mit den Teilbarkeitsregeln vii) und ix) folgt sofort
P (0P g —0) = 0 [ 07 (07 g —b) = p | (077 5 )

woraus wiederum p | b folgt. Dies stellt einen Widerspruch zur Annahme
geT(p,b) =1 dar.

Also gilt ¥ = 8 und daher folgt aus der eben gewonnen Erkenntnis 2 |
nun auch 2 | 8 und ebenso gilt p® | (22 — p” - b) <= p* | p® - 42 —p® - b
was wiederum gleichbedeutend zu p®~# | (y2 — b) ist. Formuliert man diese
nun als Kongruenz, so erhdlt man die Aussage.

<— Essei =2-6.

Weiters sei 39 € Z eine Losung der Kongruenz 32 = b (mod p®~#). Die

Aussage kann durch mehrere Umformungen gezeigt werden:

yg =b (mod p"‘_B)

— (g -0 |-p’
= P’ b P

— y5-p’=b-p’ (modp®)

— y2-p’=a (mod p®)

= p?>° =a (mod p®)

= (y-p")’=a (modp®)

O

Um eine Aussage iiber die Losbarkeit von allgemeinen quadratischen Kon-
gruenzen treffen zu kénnen, ist es also ausreichend, die Kongruenzen der
Gestalt 22 = a (mod p®) fiir p € P,a € N\ {0} und ggT(a,p) = 1 zu

untersuchen.

Ist die Kongruenz z? = a (mod p®) lésbar, dann ist offensichtlich auch
22 = a (mod p) l6sbar, denn es gilt p | p* und p® | (2% — a) und wegen
Lemma folgt daraus p | (#2 — a) <= 22 = a (mod p).

Fiir p > 2 und ggT(p,a) = 1 gilt aber auch die Umkehrung dieser Aussage:
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Satz 4.3. Es seip € P,p > 2 und o € N\ {0}. Dann gilt:

2?2 = a (mod p®) ist losbar = % = a (mod p®*1) ist ldsbar.

Beweis. Es sei x( eine Losung der Kongruenz x? = a (mod p®). Dann ist

auch xg +t - p* Vt € Z eine Losung dieser Kongruenz. Es gilt:

(xo+t-p)2 —a=a2+2-20-t-p* +1*-p** —a

(@3 —a)+2 70t p* (mod po*L)

2 _
p* - (xopa 242 xg - t) (mod p~*t1)
N——
€z

wobei die erste Kongruenz gilt da 2-a > a+ 1= p** =0 (mod p®*!).

Um die Giiltigkeit der zu beweisenden Aussage (v3+t-p®)? = a (mod p>*1)
zu zeigen, muss bewiesen werden, dass ein ¢ gefunden werden kann, sodass
p | (zi;a +2- 19 -t), denn dann ist +2-29-t=FK-pund es folgt
(23 +t-p*)?2 —a=0 (mod p**t).

Um dieses t zu finden, muss die lineare Kongruenzgleichung

xg—a
pa

a—xd

(63

2.z -t = (mod p)

gelost werden.

Da aus p 1 a sofort p 1 ¢ folgt und zusitzlich p # 2 gilt, ist ggT(2-29,p) = 1
und nach Satz[3:3)ist die lineare Kongruenz mit Sicherheit nach ¢ 16sbar. [

Somit konnte gezeigt werden, dass es fiir p > 2 ausreichend ist, Kongruenzen
der Form 2 = a (mod p) mit ggT(p,a) = 1 zu betrachten, um eine Aussage
iiber die Losbarkeit der Kongruenz treffen zu kénnen.

Insgesamt konnten Kongruenzgleichungen der Form

a-z24+b-z+c=0 (modm)
somit in drei Schritten auf die deutlich vereinfachte Form 22 = a (mod p),
p € P, p > 2 und ggT(p,a) = 1 reduziert werden. Daher werden in
der weiterfiihrenden Behandlung von quadratischen Kongruenzen und
ihrer Losbarkeit ausschlieflich Kongruenzgleichungen der reduzierten Form
behandelt.
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4.2 Der Fall p=2

Nachdem nun bereits mehrere Aussagen tiber die Losbarkeit von quadratischen
Kongruenzen modulo einer beliebigen Zahl grofler 2 getroffen wurden, ist es an
der Zeit sich auch genauer mit dem Fall p = 2 auseinanderzusetzen.

Die einzige gerade Primzahl p = 2 stellt einen Sonderfall dar, da sich quadratische
Kongruenzen der Form 2% = a (mod 2%) durch die gerade beschriebene Vorge-
hensweise nicht auf den Fall 22 = a (mod 2) reduzieren lassen. Die Losbarkeit
von quadratischen Kongruenzen modulo 2% wird daher vorweg an dieser Stelle

separat betrachtet.
Satz 4.4. FEs seia € Z, sodass 21 a. Dann gilt:
i) Die Kongruenz % = a (mod 2) ist ldsbar (dh. T2 =@ in Zs)

ii) Die Kongruenz 2 = a (mod 4) ist l6sbar <= a =1 (mod 4)

iii) Fiir o € N, a > 3 ist die Kongruenz 2*> = a (mod 2%) ldsbar

<= a=1 (mod 8)

Beweis. Fiir die ersten beiden Aussagen ist aufgrund der wenigen Restklassen
das simple Uberpriifen der Tatsachen ausreichend:

i) Aus 21 a folgt fiir jede Losung xo der Kongruenz 2t zg. In Zs ist 1 die einzige
Restklasse @ mit 2 4 a und es gilt 12 =T1in Zs.

ii) Wieder gilt aufgrund von 2 ¢ a fiir jede Losung zy der Kongruenz auch
24 xo. In Z4 gibt es nur zwei Restklassen @ mit 2 @, namlich 1 und 3. Es gilt
12 =3> =T in Z4 und daraus folgt a =1 <= a = 1 (mod 4).

iii) Um die dritte Aussage zu beweisen, wird zunéchst die quadratische Kongruenz
2? = a (mod 8) , dh. der Fall a = 3, betrachtet. Dazu wird die Aussage erneut
durch simples Nachrechnen tiberpriift:

Die Reprisentanten der Restklassen 1,3,5 und 7 erfiillen die Voraussetzung der
Teilerfremdheit mit 2 und kommen daher fiir die Restklasse @ von a in Frage.
Es gilt T°=3=5 =7 =T1in Zs und daraus folgt @ = 1, was dquivalent zu
a=1 (mod 8) ist.

Fiir a > 3 ist das reine Uberpriifen der Aussage nicht mehr sinnvoll, weshalb die
Aussage fiir @ > 3 nun allgemein beweisen wird.

= Aus 23 = a (mod 2%) fiir a > 3 folgt, dass z3 = a (mod 8) (siehe Schritt
drei der Vereinfachung der quadratischen Kongruenz). Durch die gerade eben
angestellten Uberlegungen fiir den Fall o = 3 ist die erste Implikation damit
bereits vollstdndig bewiesen.

<= Sei 22 = a (mod 2¥), k > 3. Dann ist auch zo + 2¥~1 -t mit ¢ € Z eine

Lésung von 22 = a (mod 2%), denn es gilt:

(xo+ 281 )2 =ad +2- 281 .gp -t 42272 2 =42 =a  (mod 2F)
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Im néchsten Schritt wird nun &hnlich wie im Beweis von Satz [1.3] gezeigt, dass
fiir passendes ¢ € Z sogar (zo —2*"1-1)?2 = a (mod 2**+1) gilt, denn damit ergibt
sich durch Induktion die zu zeigende Behauptung.

(o — 2"t ) —a=a2 +2-2" 1 gt 4 27F 242 g

=22 —a+2" - 29-t (mod 2FF1)

'
=9k (x°2k ® iz t) (mod 2F+1)
——
€7

Um die Giiltigkeit der zu beweisenden Aussage (zo — 257! -1)2 = a (mod 2F+1)

zu zeigen, muss bewiesen werden, dass ein t € Z gefunden werden kann, sodass
2
(130—(1

2
2| (%= + o - t), denn dann ist “4= 4 29 - = 2 n und es folgt

(xg— 21 )2 —a=0 (mod 2F)

Um dieses ¢ zu finden, muss die lineare Kongruenzgleichung -t = “5¢ : (mod 2)
gelost werden. Da wegen ggT(2,a) = 1 sofort auch ggT(2, xoi 1 gilt, hat die

lineare Kongruenz x¢ - t = “52 (mod 2) aufgrund von Satz mit Sicherheit

2k
eine Losung to. Fiir diese Losung gilt (29 — 2871 #9)? —a =0 (mod 2¥1) und
somit (zg — 2871 - ¢9)?2 = a (mod 2F*1) . O

4.3 Quadratische Reste

Nachdem die allgemeine Form der quadratischen Kongruenzgleichung
a-z2+b-2+c=0 (mod m) mit a,m € N,b,c,z € Z,m > 2 nun auf die deutlich

verkiirzte Form z2

= a (mod p) mit ggT(a,p) = 1 zuriickgefithrt werden konnte
und auch der Sonderfall p = 2 bereits behandelt wurde, kénnen nun Aussagen
zur Losung von Kongruenzen dieser Art mit p > 2 formuliert und tiberpriift

werden.

Definition (Quadratische Reste). Es sei p € P und a € Z mit ggT(a,p) = 1.
Die Zahl a heiit quadratischer Rest (= QR) modulo p, wenn ein x € Z existiert,
sodass die quadratische Gleichung #? = a (mod p) lésbar ist.

Die Zahl a heifit quadratischer Nichtrest (= QNR) modulo p, wenn keine Zahl

x € 7 existiert, sodass die Kongruenz 2 = a (mod p) lésbar ist.

Betrachtet man also eine Kongruenz modulo einer Primzahl p, so kann man je
nachdem ob “gewdhnliche“ ganze Zahlen oder Quadratzahlen betrachtet werden,
ein mafigeblicher Unterschied feststellt werden:

Angenommen es ist eine der Zahlen 0,1,...,p — 1 gegeben.

e Dann kann immer eine ganze Zahl a gefunden werden, die bei der Division
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durch p die gegebene Zahl als Rest ergibt. Denn ist beispielsweise p = 7
und die gegebene Zahl ist 5, dann gibt es unendlich viele Zahlen, die bei
Division durch 7 den Rest 5 haben: 5,12,19,.. ..

e Betrachtet man weiterhin die Kongruenz modulo p, so erkennt man einer-

seits, dass sich unter den Zahlen 0,1,...,p — 1 sehr wohl Zahlen befinden,
die als Reste der Division von Quadratzahlen durch p auftreten.
Es sei beispielsweise die Zahl 4 gegeben und p = 7. Es gilt 52 = 3-7+4. Die
Zahl 4 ist also ein quadratischer Rest modulo 7, da sie als Rest der Division
einer Quadratzahl durch 7 auftritt. Im Gegensatz dazu kann jedoch auch
der Fall eintreten, dass keine Quadratzahl existiert, die bei der Division
durch p die gegebene Zahl als Rest ergibt. Es sei beispielsweise die Zahl 5
gegeben und p = 7. Dann existiert keine Quadratzahl, deren Rest bei der
Division durch 7 die Zahl 5 ist.

Anhand dieser Beispiele wird also deutlich, dass es sich um eine besondere
Eigenschaft handelt, wenn eine Zahl als Rest bei der Division einer Quadratzahl
durch eine Primzahl auftritt, dh. wenn die Zahl quadratischer Rest modulo einer
Primzahl ist. 6]

Bemerkunyg. i) Man kann die Definition fiir quadratische Reste und Nichtreste
auch fiir allgemeine Moduli aus N formulieren [10], doch wie in Abschnitt
1] verdeutlicht wurde, ist dies nicht notwendig.

ii) Verwendet man die Schreibweise des Restklassenrings Zy ist die Definition
der quadratischen Reste gleichbedeutend mit 72 = @ = a ist QR modulo
D.

iii) Die Zahl 0 ist kein quadratischer Rest, obwohl die quadratische Kongru-

enzgleichung 22 = 0 (mod p) trivialerweise 16sbar ist.

Beispiel. Um alle quadratischen Reste modulo p zu finden, werden haufig Tabellen
verwendet. Wird das Beispiel von vorhin genauer betrachtet und daher p =7

gewahlt, ergibt sich folgende Tabelle:

X 01 2 3 4 5 6
x2 0 1 4 9 16 25 36
x2 (mod7) [0 1 4 2 2 4 1

Alle Zahlen, die modulo 7 ein quadratischer Rest sind und somit bei der
Division von Quadratzahlen durch 7 als Rest auftreten, konnen nun aus der

untersten Zeile der Tabelle abgelesen werden. Es gilt also:
QR modulo 7: 1, 2, 4
QNR modulo 7: 3, 5, 6
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Lemma 4.1. Es seip € P,p > 2 und a € Z mit ggT(a,p) = 1.
Ist a ein quadratischer Rest modulo p, so besitzt die quadratische Kongruenzglei-

chung ¥?> = a (mod p) genau zwei modulo p inkongruente Losungen.

Beweis. Es sei g € Z eine Losung von 22 = a (mod p). Weiters sei 2; € Z eine

weiter beliebige Losung der Kongruenz. Dann gilt:

zy =27 (mod p) <= p| (zf — 2i) <= p| (w0 — x1) - (z0 +21)
Aufgrund von Satz gilt daher entweder p | (zg — 1) oder p | (zg + 1)
was gleichbedeutend zu g = x; (mod p) beziehungsweise o = —z1 (mod p)
ist. Es gibt also nur die beiden Lésungen +xg. Da p # 2 sind diese Losungen
inkongruent.

(Bem.: Fii p = 2 sind diese Losungen nicht inkongruent, da 1 = —1 (mod 2)
gilt.) O

Lemma 4.2. Es seip € P,p > 2.

Dann gibt es genau ”2;1 quadratische Reste und p—;l quadratische Nichtreste.

Beweis. Da p € P gilt |Z;| = p — 1 beziehungsweise p(p) = p — 1. Es wird

. 3 . . . -1
nun gezeigt, dass von den p — 1 primen Restklassen modulo p genau die Z5~

o —2
Restklassen 12, 227 e % quadratische Reste sind:

o —2
Trivialerweise sind die Restklassen 12, 22, ceey % quadratische Reste. Es bleibt

jedoch zu zeigen, dass diese quadratischen Reste alle verschieden sind:
Es seien k, [ aus der Menge {1,2, ..., 25 }. Angenommen k? = {2 (mod p). Dann
gilt:

pl(° =) =plk—1)-(k+1)

und daraus folgt wegen Satz entweder k =1 (mod p) < p | (k — p) oder
k = —l (mod p) <= p | (k+ p). Da k und [ jedoch beide aus der Menge
{1,2,..., %} sind, gilt jedoch 2 < k+1 < p — 1 woraus sofort pt (k + 1) folgt.
Daher muss laut Satz 2.8 p | (k — ) gelten und es folgt k =, weil p | (k — 1)

nur fiir K — [ = 0 gelten kann. Somit wurde gezeigt, dass die pT_l Restklassen
9 —2
127 22, e % der quadratischen Reste modulo p alle verschieden sind.

Betrachtet man nun die iibrigen primen Restklassen modulo p, so erkennt man
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folgendes:

p+1_~p-1_ p-1
2 2 2
pt3_ p-3_ p-3
2 2 2
_2 . -
%:p_lz_l

Wenn diese Restklassen nun quadriert werden, ergeben sich keine neuen quadra-
tischen Reste modulo p.
O

4.3.1 Legendre-Symbol

Im Zusammenhang mit quadratischen Resten wird in der Fachliteratur zur

Erleichterung der Schreibweise hiaufig das Legendre-Symbol verwendet.

Definition (Legendre-Symbol). Es sei p € P,p > 2 und a € Z. Das Legendre-
Symbol <%> ist definiert durch:

Ofallsp | a
(Z) = 1 falls a ein QR modulo p ist.
—1 falls @ ein QNR modulo p ist.
Bemerkunyg. i) Das Legendre-Symbol ist nach dem franzosischen Mathemati-

ker Adrien-Marie Legendre benannt und ausschliellich fiir Kongruenzen
modulo einer Primzahl definiert. Eine Erweiterung fiir ungerade natiirliche
Zahlen wurde von Carl Gustav Jacob Jacobi entwickelt und trégt daher den
Namen Jacobi-Symbol. Das Jacobi-Symbol wird jedoch erst im spéteren

Verlauf der Arbeit genauer betrachtet.

ii) Ist @ = b (mod p), dann gilt (%) = (%) da 2> =a=0b (mod p).
Um den Wert des Legendre-Symbols zu berechnen und somit eine Aussage
iiber die Losbarkeit der quadratischen Kongruenz z? = a (mod p) treffen zu
koénnen, werden nun einige wichtige Sétze formuliert und bewiesen, die schlus-

sendliche auch zur Formulierung des quadratischen Reziprozitidtsgestzes fithren.

Satz 4.5 (Eulersches Kriterium). Es seip € P,p > 2 und a € Z.
Dann gilt: "= = (%) (mod p)

Beziehungsweise anders formuliert: a ist QR modulo p < a7 =1 (mod p)
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Beweis. Fall 1: Gilt p | a, dann ist @ = 0 (mod p). Daraus folgt sofort otz

0= (;) (mod p).
Fall 2: Es wird nun der Fall, dass p { ¢ und a ein QNR modulo p ist, betrachtet.

Die Kongruenzgleichung 2 = a (mod p) ist daher laut Voraussetzung nicht

losbar. Da p 1t a gilt, ist a ein Element der Einheitengruppe /e

Weiters existiert per Definition der Einheitengruppe fiir jedes x, das ein Element
des primen Restsystems S := {1,2,...,p — 1} modulo p ist, genau ein y € S
sodass -y = a (mod p) gilt, wobei y € S dabei der Repréisentant der Restklasse
T -a e ist.

Wenn nun a ein QNR ist, gilt stets # # y, denn sonst wire z2 = a (mod p)

l6sbar. Das prime Restsystem S zerfallt also in ”2;1 verschiedene zweielementige
Teilmengen:
p_1
2
S = U{xl,yl} mit z; #y; und z; - y; = a  (mod p)
i=1

Es gilt weiters:

p—1 2zt
) p=1
(p—l)!:Hj:Hxi'yiEaZ‘ (mod p)
j=1 i=1
und durch Anwendung des Satzes von Wilson folgt

AT =p-1N=-1= (Z) (mod p)

Fall 3: Zuletzt wird der Fall, dass p{a und a ein QR modulo p ist, untersucht.
Wie im Fall 2 wird erneut die Kongruenz z-y = a (mod p) fiir 2,y € S betrachtet.
Da die Kongruenzgleichung 22 = a (mod p) nun 16sbar ist und laut Lemma
die beiden Losungen 2 und —xg = p—1z (mod p) besitzt, gilt in der Kongruenz
z -y =a (mod p) genau zweimal z = y.

p—3

Das prime Restsystem S zerfillt nun also in *5= zweielementige Teilmengen und

zwei einelementige Teilmengen:

p—3
2

S={zotU{p—a0} U U {z;y;undx; - y; =a  (mod p)

i=1
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Es gilt weiters:

p—3 =-a (modp) ,_3
p—1 2 3
(p—l)!ZHJZQTO'(p—ﬂfo)' xi'yiE(%'p—ﬂU(Q))'Hﬂ?i'yi
j=1 i=1 i=1
=-—q-a"T =—a'T (mod p)
und mit dem Satz von Wilson gilt —1 = (p — 1)! = —a'T (mod p). Dies ist
gleichbedeutend mit a*7 = 1 = (g) (mod p). O

Mithilfe des Eulerschen Kriteriums konnen nun einige weitere Eigenschaften

des Legendre-Symbols gezeigt werden.

Korollar 4.3. Es sei p € P, p > 2. Weiters seien ai,as,...,a, € Z und
¢ €Z,pte. Dann gilt:

i) (o) = (2) - (2) o (%)
i (%) = (%)

Beweis. i) Das Produkt ay - as - ... - a, ist ein Element der ganzen Zahlen und

aus dem Eulerschen Kriterium folgt daher

a1 -a2 ... Ay p—1
() =(a1-ag-...-a,) 2

p
(5)(5) - (5)
p p p
ii) Es gilt (%) . (%) = 1Vc € Z mit p t ¢, denn entweder (%) =1 oder (%) =-1.
Aus i) folgt somit

O

Korollar 4.4. Es seien a,b € Z und p € P,p > 2 sodass pfa und ptb. Dann
gilt:

i) Sind a und b quadratische Reste modulo p, dann ist auch a - b ein quadrati-

scher Rest modulo p.

it) Sind a und b quadratische Nichireste modulo p, dann ist a-b ein quadrati-

scher Rest modulo p.
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Beweis. Die Aussage folgt sofort aus Korollar [£.3] O

Eine weitere Aussage iiber das Legendre Symbol, die ebenfalls aus dem
Eulerschen Kriterium resultiert, wird in der Literatur erster Ergénzungssatz
genannt. Gemeinsam mit dem Lemma von Gaufl und dem zweiten Ergénzungssatz
bildet dieses Korollar die letzte zu iiberwindende Hiirde, um schlussendlich das

quadratische Reziprozitatsgesetz formulieren und beweisen zu kénnen.

Korollar 4.5 (Erster Erginzungssatz). Es seip € P,p > 2.

Dann gilt: (’?1) = (1=

Dies kann auch folgendermafen geschrieben werden:

(_1)_ 1 fallsp=1 (mod 4)
p -1 fallsp=3 (mod 4)

Beweis. Laut dem Eulerschen Kriterium gilt (’71) = (—1)pr1 (mod p). Da

sowohl die rechte als auch die linke Seite der Kongruenz jeweils nur die Werte

—1 oder 1 annehmen kénnen, gilt demnach entweder —1 =1 (mod p) oder 1 =1

(mod p) <= —1 = —1 (mod p). Der Fall =1 =1 (mod p) wurde dabei jedoch

bereits im Vorhinein ausgeschlossen, da p > 2 gilt und dieser Fall nur bei p = 2

eintritt. Daher gilt folgt fiir alle p > 2 aus (%) = (—1)% (mod p) sofort
-1

(3) ==

Es existiert jeweils ein k € Z, sodass gilt:

p= -1
(—1)T1:1<:>pT:2~k<:>p:4k+1<:>p51 (mod 4)

Umgekehrt gilt:
_ -1
(_1)5—1:_1@1’77:2-k+1<:>p=4k+3<:>p53 (mod 4)

O

Im néchsten Schritt wird nun das Lemma von Gauf, auch Gauflsches Lemma
genannt, ndher betrachtet. Die Behandlung dieses Lemmas ist fiir die Ausein-
andersetzung mit dem quadratischen Reziprozititsgesetz unumgéanglich, da es
den Ausgangspunkt einer Vielzahl an Beweisen des Reziprozititsgesetzes dar-
stellt. |10] Fir die Formulierung des Gaufischen Lemmas, wird das vollstéandige
Restsystem {0,1,2,...,p — 1} modulo p nun auf eine andere Art und Weise
dargestellt:

S:{—]%1,...,—2,—1,0,1,2,...,1%1}
Die Elemente dieses vollstdndigen Systems von Resten modulo p werden Mini-

malreste modulo p genannt. Ist nun a eine zu p teilerfremde Zahl, so hat a mit
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Sicherheit nicht 0 als Minimalrest.

Bildet man die % Zahlen 1-a,2-a,..., % - a, so kann festgestellt werden,

dass jede dieser Zahlen teilerfremd zu p ist und daher zu genau einer der Zahlen
aus S\ {0} kongruent ist.

Fir j =1,2,..., % sei n; der Reprasentant der entsprechenden Restklasse
a-j aus dem Restsystem der Minimalreste modulo p. Formal bedeutet dies:

—prl <n; < prl = —p—;l + p — 1. Wie anhand des folgenden Beispiels leicht

sichtbar wird, sind gewisse Minimalreste n; negativ.
Beispiel. Es sei p =7 und a = 5. Dann ist prl = 3 und somit j =1,2,3
a-j 5.1|15-2|5-3

Reste 5 10 15
n; -2 3 1

AuBlerdem ist jede der Zahlen 1-a,2-a,..., p—;l -a zu einer anderen Zahl aus
n; € S\ {0} kongruent. Denn wére a - = a -2’ (mod p) fiir zwei verschiedene
Zahlen x und z’ aus {1,2,..., %}, wobei 0.B.d.A x > x’ gilt, so wiirde sofort
die Kongruenz a - (z — z’) =0 (mod p) folgen. Dies ist aber nicht méglich, da
sowohl p ta als auch p1 (z — 2') gilt.
Mithilfe dieser Uberlegungen kann das Lemma von Gauf nun formal betrachtet

und seine Giiltigkeit bewiesen werden:

Satz 4.6 (Lemma von GauB). Es seip € P,p>2 und a € Z mit p 1 a.
Weiters set M ={a-1,a-2,...,a- 1’2;1}
Dann ist (%) = (=1)»@) wobei v,(a) die Anzahl der Elemente aus M mit

negativen Minimalrest modulo p ist.

1 — _1. Daraus

Beispiel. Im obigen Beispiel gilt also v7(5) =1 = (%) =(-1)
kann nun der Schluss gezogen werden, dass 5 ein quadratischer Nichtrest modulo

7 ist und somit die Kongruenz 22 = 5 (mod 7) nicht lésbar ist.

Beweis. Mithilfe der Uberlegungen von vorhin kann das Lemma von GauB schnell
gezeigt werden.
Es sei j = 1,2,...,%. Dann gilt:

a-j=ej-r; (modp) (4.1)
wobei r; eine der Zahlen 1,2, ..., % aus ST ist und e; € {—1,1} ist. Dabeti ist
e; = —1, wenn der Minimalrest von a - 7 modulo p negativ ist, und e; = 1, wenn

der Minimalrest von a-j modulo p positiv ist. Die Produkte e;-r; bilden somit die
Minimalreste n; modulo p, die wie oben bereits gezeigt wurde, alle verschieden

voneinander sind und aus der Menge S\ {0} = {—%, e —=2,-1,1,2, .. pT_l}
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stammen .

Der wesentliche Schritt liegt nun darin zu zeigen dass die Zahlen 71,79, ..., 7 ot
mit den Zahlen 1,2,..., % € ST iibereinstimmen und sich lediglich in der
Reihenfolge unterscheiden. Diese Tatsache kann aber sofort eingesehen werden,

denn weil a und p teilerfremd sind (p 1 a) bilden neben den Zahlen

1 p—1
1,-1,2,—2,.. 02—~ P~
2 2

(4.2)
auch die p — 1 Zahlen
-1 -1
a~1,a~(—1),a~2,a~(—2),...,a~pT,a~ (—%)

ein primes Restsystem modulo p. Laut [£.1] kénnen die Minimalreste dieser Zahlen

folgendermaflen angegeben werden:

61'7‘17—61-T1762'7‘27—62'7‘27...,6p7—1 "I“pT—17—€pT—1 'sz;l

Diese Zahlen sind (bis auf die Reihenfolge) ident zu Die positiven unter

. .. . 1 .
ihnen, dh. ry,7g,...,rp-1 miissen also die Zahlen 1,2,..., %5~ sein.
2

Hieraus folgt, dass gilt:

e _(p_l)v
1 2" e pT—l— 2 .

Damit kann nun die Aussage gezeigt werden, indem die Kongruenzen aus 1]

miteinander multipliziert werden und anschliefend geeignet gekiirzt wird:

-1 1
(p2 )!-ap2 E(el'62'...'6132;1>'(7'1'rg'...'rp2;1> (mod p)
-1 p—1 -1
<p2 >!~a2 5(61‘62‘...'61)2;1)'(]92 )! (mod p)
apglzel-eg-...-equ (mod p)

a7 = (=1)*@  (mod p)

Nach Anwendung des Eulerschen Kriteriums erhaltet man schlussendlich

a

<> = (_1)%(@) (mod p)

p

und da das Legendre-Symbol nur die Werte +1 annehmen kann, gilt schlie8lich
(%) = (=1)w( O

Korollar 4.6 (Zweiter Ergédnzungssatz). Es seip € P,p > 2.
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Dann gilt: (%) = (—1)%.

Diese Aussage ist aquivalent zu :

(2> )1 wennp=+1 (mod 8)
p -1 wennp=+3 (mod 8)

Beweis. Laut dem gerade bewiesenen Lemma von Gaufl muss zur Berechnung
des Legendre-Symbols (%) die Anzahl der Elemente der Menge

1
{1~2,2~2,...-pT-2}:{2,4,...,])—1}

bestimmt werden, die grofler als % sind, denn all diese Elemente besitzen einen
negativen absolut kleinsten Rest bei Division durch p und die Anzahl dieser
Elemente entspricht genau 7,(2). Anders formuliert bedeutet das, dass ein m € Z
gefunden werden muss, sodass 2 - m < % < 2-(m+1) gilt, denn dann folgt
v (2) = 712;1 —m.

Im folgenden werden daher fiir alle moglichen Falle m und +,(2) berechnet:

e p=8-k+1:Dannist 25t =4k, m =2k und es folgt 7,(2) =2k und

daher (%) =(-1)2k =1

e p=8-k+3: Dannist 251 =4-k+1, m =2k und es folgt v,(2) = 2k +1
und daher (%) = (1)l = -1

e p=8-k+5 Dannist 271 =4-k+2, m = 2-k+1 und es folgt 7, (2) = 2k+1
und daher (2) = (=1)2Fl =1

p

e p=28-k+7: Dann ist p—;l =4-k+3, m =2-k+1 und es folgt v,(2) = 2k+2
und daher (g) = (—1)2F2 =1
Daher gilt (%) = 1 genau dann, wenn p = +1 (mod 8) und (%) = —1, wenn
p = £3 (mod B8). O
Mit dem Beweis des zweiten Ergidnzungssatzes ist die Darlegung des not-
wendigen mathematischen Vorwissens fiir das quadratische Reziprozititsgesetz
abgeschlossen, sodass in den folgenden Abschnitten der Ausarbeitung nun eine
genauere Auseinandersetzung mit dem quadratischen Reziprozititsgesetz und

seinen Beweisen moglich ist.
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5 Quadratisches Reziprozitatsgesetz

Die bisher formulierten und bewiesenen Sitze, Lemmata und Korollare ermogli-
chen zwar bereits die Berechnung des Legendre-Symbols, doch ist die Bestimmung
des Wertes (%) mit diesen mathematischen Hilfsmitteln insbesondere fiir grofle
Primzahlen sehr zeitaufwendig und ineffizient. Durch das von Euler entdeckte
quadratische Reziprozititsgesetz, welches im folgenden Abschnitt der Arbeit
thematisiert wird, ist es nun jedoch méglich, das Legendre-Symbol auch fir grofie
Primzahlen schnell zu berechnen. Das Reziprozitédtsgesetz stellt das Hauptergeb-
nis der vorliegenden Masterarbeit dar und wird aufgrund dessen im folgenden
Abschnitt detailreich behandelt. Die Beschéftigung mit dem quadratischen Rezi-
prozitéatsgesetz erfolgt dabei in mehreren Schritten: Zuallererst wird ein kurzer
historischer Uberblick iiber die Geschichte des Reziprozititsgesetzes gegeben,
bevor die Aussage anschlieend formuliert wird. Daran anschliefend wird die
Niitzlichkeit des Satzes bei der Berechnung des Legendre-Symbols anhand von
einigen Beispielen verdeutlicht, bevor schlussendlich zwei Beweise des Satzes

angefiihrt werden.

5.1 Geschichte des quadratischen Reziprozititsgesetzes

Bevor eine mathematische Auseinandersetzung mit dem quadratischen Rezi-
prozititsgesetzes stattfindet, wird in diesem Kapitel ein kurzer Einblick in die
Geschichte des Reziprozitdtsgesetzes gegeben.

Das quadratische Reziprozititsgesetz wurde im Jahr 1783 von Leonhard Euler
entdeckt, doch es gelang ihm nicht, die Aussage des Gesetzes auch zu beweisen.
Auch Adrien-Marie Legendre, der dem quadratischen Reziprozititsgesetz seinen
Namen gab, scheiterte am Beweis der Aussage. Der erste vollstdndige Beweis
wurde erst einige Zeit spéater im Jahr 1801 publiziert und stammt von Carl
Friedrich Gaufl. Bemerkenswert dabei ist, dass Gaufl zum Zeitpunkt seiner Aus-
einandersetzung mit dem quadratischen Reziprozitéitsgesetz, das er zu dieser Zeit
Fundamentaltheorem nannte, nicht mit den Arbeiten von Euler und Legendre
vertraut war. Stattdessen entdeckte er das Gesetz durch empirisches Arbeiten
mit Zahlentabellen und Induktion. Des Weiteren gab sich Gaufl nicht damit
zufrieden, einen bisher unbewiesenen Satz auf eine Art zu beweisen, sondern
erarbeitet insgesamt acht verschiedene Beweise die auf unterschiedlichen mathe-
matischen Grundkenntnissen basieren. Wahrend sein erster Beweis, der heute
als einer der mithsameren Beweise angesehen wird, direkt aus den Erkenntnissen
der Begriffsbildung der quadratischen Reste abgeleitet werden kann, basieren die
anderen von Gaufl angefiithrten Beweise auf mathematischen Hilfsmitteln wie den
quadratischen Formen, der Kreisteilung, hoheren Kongruenzen, der Gauflschen

Summe oder kubischen und biquadratischen Resten.[6]
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Doch nicht nur die bisher genannten Mathematiker beschéftigten sich mit dem
Reziprozititsgesetz. Heute ist das quadratische Reziprozitétsgesetz zur Verwun-
derung vieler das am haufigsten bewiesene mathematische Theorem und tibertrifft
somit in der Anzahl an bekannten Beweisen nicht nur den Fundamentalsatz der
Algebra sondern auch den weitaus bekannteren Satz des Pythagoras. Vor zwanzig
Jahren existierten bereits 196 Beweise des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes,
die sich mehr oder weniger stark voneinander unterscheiden und auch in ihrer
Lange und Komplexitdt hochst unterschiedlich sind. Zusétzlich gibt es auch
mehrere Biicher, die sich einzig und alleine mit der Masse an Beweisen des Rezi-
prozititsgesetzes auseinandersetzen (z.B Pieper 1978 und Lemmermeyer 2000).
[5], 6], [4] Diese Menge an Beweisen stammt neben Gaufl von einer Vielzahl
an bekannten Mathematikern, darunter auch Cauchy, Dedekind und Hilbert.
Ferdinand Gotthold Eisenstein lieferte sogar fiinf verschiedenen Beweise der

Aussage. [0]

5.2 Formulierung und Anwendungen des quadratischen

Reziprozitatsgesetzes

Das quadratische Reziprozitétsgesetz wird herangezogen, um zu bestimmen, ob
einen Zahl a € Z ein quadratischer Rest modulo eines gegebenen m € N ist,
und dadurch die Lésbarkeit der quadratische Kongruenz z? = a (mod m) zu
iiberpriifen. Zuséatzlich kann mithilfe des quadratischen Reziprozitidtsgesetzes
umgekehrt auch die Frage beantwortet werden, modulo welcher Zahlen m € N
eine vorgegebenen Zahl a € Z ein quadratischer Rest ist. Durch die Erkenntnisse
aus Abschnitt kann die Losung dieser Fragestellungen auf die Bestimmung
des Legendre-Symbols zuriickgefiihrt. Obwohl mit dem Eulerschen Kriterium und
dem Lemma von Gauf} bereits zwei Moglichkeiten zur Berechnung des Legendre-
Symbols angefithrt wurden, stellt das im folgenden dargelegte quadratische
Reziprozitédtsgesetz eine weitaus effizientere Moglichkeit dar. Aufgrund dessen
bildet das quadratische Reziprozitidtsgesetz das Hauptergebnis der vorliegenden

Arbeit. [10]

5.2.1 Formulierung des quadratischen Reziprozitiatsgesetzes

Satz 5.1 (Quadratisches Reziprozitdtsgesetz). Es seien p,q € P\ {2} mit p # q.
Dann gilt: (%) . (%) = (—1)7%1'%
Dies ist gleichbedeutend mit:

. (g) = (%), wenn p =1 (mod 4) oder q

1 (mod 4)

. (2> :—(1), wenn p=q =3 (mod 4)

q p
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Bemerkung. Der untere Teil der Aussage kann auch wie folgt formuliert werden:

. (2> = (%)7 wenn p, ¢ nicht beide die Form 4 - k£ + 3 haben

q

. (2> =— (%), wenn p, ¢ beide die Form 4 - k£ + 3 haben

q

5.2.2 Anwendungen des quadratischen Reziprozitiatsgesetzes

Bevor der Fokus auf die verschiedenen Beweise des quadratischen Reziprozitéts-
gesetzes gelegt wird, werden in diesem Unterkapitel einige Beispiele angefiihrt,
die die Anwendung des Satzes bei der Bestimmung des Legendre-Symbols de-
monstrieren und die damit einhergehenden Erleichterungen bei der Berechnung
des Legendre-Symbols gut verdeutlichen. Die Ausarbeitung der Beispiele 1-4

orientiert sich dabei am Werk von Remmert und Ullrich [10].

Beispiel (1). Im ersten Beispiel wird iiberpriift, ob die Zahl 3 ein quadratischer

Rest oder Nichtrest modulo 29 ist. Laut dem quadratischen Reziprozitétsgesetz

(Satz gilt:

B (3)-cv = (3)- (3

Weiters gilt (%) = (%), da 29 = 2 (mod 3). Mithilfe des zweiten Ergdnzungssat-

zes (Korollar folgt:
29 2 321
“N=(2)=(-)F =1L
(3)=(3) =07

Daraus folgt schlussendlich (23—9) = —1, was bedeutet, dass 3 quadratischer
Nichtrest modulo 29 ist.

Beispiel (2). Im zweiten Beispiel soll tberpriift werden, ob 35 ein quadratischer
Rest modulo 281 ist. Im Gegensatz zum ersten Beispiel handelt es sich bei 281
bereits um eine eher groflere Primzahl, an deren Beispiel gut erkennbar ist, dass
das Eulersche Kriterium und das Lemma von Gauf fiir grofie Zahlen nicht effizient
sind, um das Legendre-Symbol zu bestimmen. Denn fiir die Berechnung des
Legendre-Symbols mittels Eulerschen Kriterium muss herausgefunden werden, in
welcher Restklasse von 281 die Zahl 3540 liegt und fiir die Berechnung mittels
Lemma von Gaufl muss das Vorzeichen der absolut kleinsten Reste bei Division
durch 281 von 140 Produkten bestimmt werden. Da beide diese M&glichkeiten
zwar prinzipiell durchfithrbar, jedoch in ihrer Umsetzung sehr zeitaufwendig
sind, wird als weitaus effizientere Methode das quadratische Reziprozitatsgesetz
herangezogen:

Zuerst wird die Zahl 35 in ihre Primfaktoren zerlegt: 35 = 5 - 7. Wegen Korollar
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- @)

Da 5 =1 (mod 4) gilt nach Satz (557) = (L),

Analog folgt aus 281 = 1 (mod 4), dass (%1) (@) Aus den Eigenschaften

des Legendre-Symbols ergibt sich weiters:

281=1 (mod 5) = (il) = (é) =1
281=1 (mod 7) = (2?) = (;) =1

Insgesamt ergibt sich also (%) =1-1 = 1. Somit ist 35 quadratischer Rest

modulo 281 und die quadratische Kongruenz x? = 35 (mod 281) ist ésbar.
Beispiel (3). Es soll nun tberpriift werden, ob —198 ein quadratischer Rest

modulo 71 ist. Im ersten Schritt wird die Zahl —198 wieder in ein Produkt von
Primzahlen zerlegt: —198 = (—1)-2-3% - 11.

Demnach gilt:
108\ (1) (2 () (1
1) \1 71 71 71

Im néchsten Schritt wird nun der Wert jedes Legendre-Symbols einzeln betrach-
tet:

e Aus dem ersten Ergédnzungssatz folgt:

(71) = 0™ =P =

e Aus dem zweiten Erginzungssatz folgt:

<721> — (_1)7“28’1 — ()T )R o

(‘%) = 1, da die Kongruenzgleichung z? = 32 (mod 71) offensichtlich

l6sbar ist.

Wegen 11 =3 (mod 4), 71 = 3 (mod 4) und 5 =1 (mod 4) gilt laut dem

Reziprozitatsgesetzes:

()=~ ()=~ ()~ (3)-- ()~
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Insgesamt ergibt sich demnach:

—198 -1 2 32 11
(7)) (&) (7) (7)o ren=
Die Zahl -198 ist daher ein quadratischer Rest modulo 71.

Beispiel (4). In den bisher angefiihrten Beispielen sollte bis jetzt stets tiberpriift
werden, ob eine bestimmte Zahl a € Z ein quadratischer Rest modulo einer
vorgegeben Zahl m € N ist. Das quadratische Reziprozititsgesetz findet jedoch
auch bei der umgekehrten Fragestellung Anwendung. Um diese zu verdeutlichen
sollen im folgenden Beispiel alle Primzahlen bestimmt werden, modulo derer 10
ein quadratischer Rest ist. Gesucht ist daher die Menge aller p € P mit (1?0) =1.

Die Félle p = 2 und p = 5 werden dabei vorweg genommen, denn es gilt:

10 10
“)=(=)=0#1
(2)=(5)-or
da in diesen Fillen p | 10 gilt.
Fiir p & {2,5} gilt:

D-O0-00  woes

Aus dem zweiten Ergédnzungssatz folgt nun:

a) (%) =1 fiir alle p € P mit p =1 (mod 8) oder p = 7 (mod 8)

b) (%) = —1 fiir alle p € P mit p =3 (mod 8) oder p =5 (mod 8)

Zusatzlich folgt aus der Anwendung des Eulerschen Kriteriums, der Ergénzungs-

satze und des Reziprozitatsgesetzes:

g’u
S~—"
—
g

) =1 fiir alle p € P mit p =1 (mod 5) oder p =4 (mod 5)
b’) (B) = —1 fiir alle p € P mit p = 2 (mod 5) oder p = 3 (mod 5)
P

Das zu betrachtende Produkt (%) . (g) ist also genau dann 1, wenn entweder

a) und a’) oder b) und b’) erfiillt sind. Damit die Zahl 10 ein quadratischer
Rest modulo p ist, sind fiir p daher insgesamt acht verschiedene Kongruenzpaare

moglich:
e p=1 (mod 8) und p=1 (mod 5)
e p=7 (mod 8) und p=1 (mod 5)

e p=1 (mod 8) und p =4 (mod 5)
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e p=7 (mod 8) und p =4 (mod 5)
e p=3 (mod 8) und p =2 (mod 5)
e p=3 (mod 8) und p =3 (mod 5)
e p=5 (mod 8) und p =2 (mod 5)
e p=5 (mod 8) und p =3 (mod 5)

Mithilfe des Chinesischen Restsatzes konnen die eindeutigen Lésungen modulo
40 = 8-5 dieser Kongruenzpaare bestimmt werden. Dadurch ergeben sich folgende

acht Losungen:
1,9,31,39,27,3,37,13

Damit kann nun der Schluss gezogen werden, dass die Zahl 10 genau dann ein
quadratischer Rest modulo p € P ist, wenn p eine der folgenden Kongruenzen
erfillt:

p=1 (mod 40), p=3 (mod 40)
p=9 (mod 40), =13 (mod 40)
p =27 (mod 40), p=31 (mod 40)
p =37 (mod 40), p=39 (mod 40)

Erfiillt die Primzahl p keine dieser Kongruenzen, so ist 10 modulo p ein quadra-
tischer Nichtrest.

Beispiel (5). In den Beispielen 1-3 wurde stets die Losbarkeit von quadratischen
Kongruenzgleichungen der Form 2?2 = a (mod p) fiir a € Z,p € P,p > 2
untersucht. Im folgenden Beispiel soll nun festgestellt werden, ob die quadratische
Kongruenzgleichung 42 + 52 + 19 = 0 (mod 105) der allgemeinen Form lésbar
ist. Weiters soll im Fall, dass die Kongruenzgleichung losbar ist, die Losung
mittels chinesischem Restsatz bestimmt werden.

Erneut wird dazu zuerst die Zahl 105 in Primfaktoren zerlegt: 105 =3-5-7.
Laut Satz [£.1] kann fiir die Entscheidung iiber die Losbarkeit der Kongruenz

modulo 105 auch die simultane Kongruenz

42° + 52 +19=0 (mod 3)
422 + 50 +19=0 (mod 5)
422 +524+19=0 (mod 7)
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betrachtet werden. Im néchsten Schritt werden diese drei Kongruenzgleichungen
nun jeweils so bearbeitet, dass zum einen sichtbar wird, dass die Kongruenzen
losbar sind und zum anderen dadurch gleichzeitig ein System von linearen

Kongruenzen entsteht:

42° + 52 +19=0 (mod 3)
22 +2x+1=0 (mod 3)
(z+1)*=0 (mod 3)
z+1=0 (mod3)
z=-1 (mod 3)

1117

42° + 52 +19=0 (mod 5)
< 42 +4=0 (mod 5)
< 42’ =—-4 (mod 5)
—

z?=—-1 (mod 5)

Aus dem ersten Erginzungssatz folgt (_51) = (—1)r5 = 1, weshalb
2?2 = —1 (mod 5) mit Sicherheit 16sbar ist. Es gilt:

?=-1=4 (mod5) <= r=+2 (mod5)

42 + 52 +19=0 (mod 7)

42 + 52 +5=0 (mod 7) |+ 4
42 + 52 +9=4 (mod 7)
(2-x+3)2=4 (mod7)

2-2+3=42 (mod7)

1117

Dh. es gilt entweder 2 -2 = —1 (mod 7) oder 2-z = —5 = 2 (mod 7).

Daraus folgt nun:

2-z=-1 (mod?7) |-4
<~ 8-z2=-4 (mod?7)

< x=-4=3 (mod7)
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und

2-2=2 (mod7) |-4
< 8-2=8 (mod?7)

< zx=1 (mod?7)

Um die Losungen der quadratischen Kongruenzgleichung zu finden, miissen nun
die Losung aller Kombinationen der erhaltenen linearen Kongruenzen mithilfe
des chinesischen Restsatzes ermittelt werden. Dabei ist es hilfreich, die moglichen

Kombinationen in einer Tabelle darzustellen:

Losungen | 1 | 2 | 3 | 4

T = -1|-1]-1]-1]| mod3
T = 2 | -2 -2 | mod 5
T = 1 (13| 3 |modT7

Jede Spalte bildet eine simultane Kongruenz, die durch die Anwendung des
chinesischen Restsatzes gelost werden kann. Um die Aufgabe vollstdndig zu losen
und alle vier Losungen der quadratischen Kongruenzgleichung zu erhalten, muss
der chinesische Restsatz daher viermal ausgefiihrt werden. Da die Losungen der
simultanen Kongruenzen analog gefunden werden kénnen, wird das Losungsver-

fahren nur fir den ersten Fall (=erste Spalte) demonstriert:

Es gilt ¢ = —1 (mod 3) <= 2« = —1+ 3 -t fir t € Z. Durch Einsetzen in die

zweite lineare Kongruenz folgt:

xr=-143-t=2 (mod5)
< 3-t=3 (mod5)

<~ t=1 (mod?5)

Daraus folgt t =1+ 5-u und somit gilt z =—-1+3-(14+5-u) =2+ 15 w.

Dies wird nun in die dritte Kongruenz eingesetzt:

x=24+15-u=1 (mod 7)
< 15-u=-1 (mod?7)

<~ wu=-1 (mod?7)

Alsoist u = —1+4+7-vundes folgt x =2+ 15- (=147 -v) = —13 + 105 - v.
Nach dem chinesischen Restsatz ist daher mit z = —13 (mod 105) die modulo
105 eindeutige Losung der simultanen Kongruenz gefunden.

Das bedeutet, alle = —13 (mod 105) erfiillen die urspriinglich gegebene qua-
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dratische Kongruenzgleichung 422 + 5z + 19 = 0 (mod 105) und sind somit eine
Loésung der quadratischen Kongurenz.
Probe: 4 - (—=13)2 +5- (=13) + 19 = 46 — 65 + 19 = 0 mod (105)

Die oben angefithrten Beispiele haben verdeutlicht, dass das quadratische Re-
ziprozitatsgesetz ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel ist, wenn quadratische
Kongruenzen gelost werden sollen, da durch dessen Anwendung sowie die Anwen-
dung der beiden Ergénzungssétze eine simple Vorgehensweise zur Bestimmung

des Legendre-Symbols (%) festgelegt ist. Im ersten Schritt wird dabei zunéchst

die Primfaktorzerlegung der Zahl a gebildet, sodass das Legendre-Symbol (%)
mithilfe der Produktregel (Korollar in mehrere Faktoren zerlegt wird. Die

Faktoren sind nach diesem Schritt von der Form (%), (_?1) oder (%), wobei die

Werte fiir (_71) und (% mithilfe der Ergdnzungssétze schnell ermittelt werden
konnen. Zuséatzlich verwendet man die Tatsache, dass das Legendre-Symbol
fir alle Faktoren (%) gleich 1 ist, wenn ¢ eine Primzahlpotenz mit geradem
Exponenten ist. Fiir die Bestimmung der Werte der Faktoren von der Form (%),
wobei ¢ nun eine Primzahlpotenz mit ungeradem Exponenten ist, wird schlief3-
lich das Reziprozititsgesetz angewendet, sodass nach endlich vielen Schritten
schlussendlich nur noch Faktoren mit ”Zéahler” 1, -1 oder 2 {ibrig bleiben, die

leicht berechnet werden kénnen.[10]

5.3 Beweise des quadratischen Reziprozitiatsgesetzes

Nachdem das quadratische Reziprozitdtsgesetz in den letzten Abschnitten der
vorliegenden Arbeit bereits als Theorem formuliert wurde und anhand von
mehreren Beispielen auch seine Anwendung verdeutlicht wurde, ist es nun an
der Zeit den Fokus auf den Beweis dieser mathematischen Aussage zu legen. Da
die Formulierung des quadratischen Reziprozitédtsgesetzes schon einige Seiten
zuriick liegt, wird es an dieser Stelle noch einmal angefiihrt, sodass klar ist, was

in den néchsten Ausfihrungen gezeigt werden soll:

Satz 5.2 (Quadratisches Reziprozititsgesetz). Es seien p,q € P\ {2} mit p # q.
Dann gilt: (g) : (%) = ()=
Dies ist gleichbedeutend mit:

. (2> = (ﬂ>, wenn p =1 (mod 4) oder ¢ =1 (mod 4)

q p

. (%) :—(%), wenn p=q =3 (mod 4)

Wie bereits erwéhnt existiert jedoch nicht ”der eine Beweis” des quadrati-

schen Reziprozitédtsgesetzes, sondern es herrscht eine Koexistenz einer Vielzahl
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an Beweisen, die auf unterschiedlichen Beweisideen und mathematischen Grund-
geriisten basieren. Da die Wiedergabe aller bisher bekannten Beweise des Rezi-
prozititsgesetzes den Rahmen einer Masterarbeit bei weitem sprengen wiirde,
werden im Folgenden nur zwei ausgewéhlte Beweise behandelt. Beweise, die an
dieser Stelle nicht erwédhnt werden, jedoch deshalb nicht weniger interessant
beziehungsweise eindrucksvoll sind, kénnen beispielsweise in den Werken von

Pieper (1978, [6]) und Lemmermeyer (2000, [4]) nachgelesen werden.

5.3.1 Beweis 1: Gitterpunkte

Der erste Beweis der Tatsache (%) ‘ (%) = (71)17771"1771 basiert auf dem im Jahr
1844 verdffentlichten Beweis des Mathematikers Ferdinand Gotthold Eisenstein,
der ihn seinerzeit unter dem Namen “geometrischer Beweis des Fundamen-
taltheorems fiir die quadratischen Reste“ verdffentlichte. Ein Kernelement dieses
Beweises ist dabei das Lemma von Gauf3 (Satz . Heute zéhlt dieser Beweis
zu den am weitesten verbreitetsten Beweisen des quadratischen Reziprozitéts-
gesetzes und kann daher (in leicht abgeénderter Form) in einer Vielzahl an
Publikationen, die sich mit quadratischen Kongruenzgleichungen auseinanderset-
zen, vorgefunden werden. Die nun folgende Darlegung des Beweises orientiert
sich dabei an der Beweisfithrung von Remmert und Ullrich |10] sowie der von

Holzle [1).
Beweis. Das Lemma von Gaufl besagt:

. (ﬂ) = (=1)7®) und

. (%) — (~1)»(@

und daher ist (g) . (%) = (—1)7®+%(@)  wobei 7,(p) und 7,(q) die Anzahl
der negativen absolut kleinsten Reste modulo ¢ bzw. p ist. Dh.v,(p) bzw. v,(q)
gibt die Anzahl der Elemente der Menge

-1

-1
{1p72p,7qu} bzw. {1q’2q”qu}

an, deren absolut kleinster Rest bei Division durch ¢ bzw. p negativ ist.
Wendet man das Lemma von Gaufl auf die Formulierung des quadratischen
Reziprozititsgesetzes an, so muss fiir den Beweis des Reziprozititsgesetzes die

Gleichheit
(—=1)va@+wl@) — (—1)%7 5

gezeigt werden. Diese Gleichheit ist genau dann erfiillt, wenn gilt:

p=1)-z-(g—1) =) +7p(q) +2-omitd € Z (5.1)

N —
N
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Um die Giiltigkeit der Gleichung zu zeigen, werden zuerst die Zahlen ~,(p)
und v,(gq) genauer betrachtet und auf eine andere Art und Weise beschrieben:

Essei ST ={1,2,..., ”2;1} Per Definition ist y,(¢) die Anzahl derjenigen Zahlen
q - s mit s € ST, die einen negativen absolut kleinsten Rest bei Division durch p
aufweisen. Formal betrachtet, sind dies genau diejenigen Zahlen ¢ - s mit s € ST,

fiir die es ein t € Z gibt, sodass gilt:

1
—§~p<q-s—p-t<0

In dieser Ungleichungskette ist die Zahl ¢, sofern sie iiberhaupt existiert, eindeutig

durch s bestimmt. Es gilt stets ¢ > 0 und wegen s < % - p gilt weiters:

1

5 p<qs—p-t | +p-t
1 1
= —gptpt<gs |+§-p
1
<~ p~t<q-s+§~p
= t< (1 )+1
p q 2 9 p
1
= p~t<§~p~(q+1)
1
= t<§(q+1)
1
= tgi(q—l)
Die Zahl t ist also, sofern sie existiert, ein Element der Menge 1,2,..., %.

Damit folgt nun:
Die Zahl ~,(q) ist genau die Anzahl der Paare (s, t) natiirlicher Zahlen, fir die
gilt:

a)

1
(g—1), —5-p<gqg s—p-t<0

1<s<
SSs= 5

~(p—1),1§t§

DO =
N =

Analog erhalt man, dass die Zahl ~,(p) genau die Anzahl der Paare (u,v)
natiirlicher Zahlen ist, fiir die gilt:
1<u<

1
(g-1),1<sv<s5-(p-1), —5-¢<p-u—g-v<0

[N
N | =

Ersetzt man v durch s und v durch ¢ und formt die letzte Ungleichung

entsprechend um, erhdlt man:

b)
1
(p=1),0<qg-s—p-t<5-q

N =
)

53



Verbindet man diese Erkenntnisse, so ergibt sich:
Die Zahl ~4(p) + v,(q) ist genau die Anzahl der Paare (s, t) natiirlicher Zahlen,
fiir die gilt:

)

1 1
lss< (qg=1), 5 p<q-s—pt<5-q

. —1). 1<t
(p—1),1<t< 5 5

DO =
N =

Es ist dabei offensichtlich, dass die v,(¢) Paare, die a) erfiillen, und die ~,4(p)
Paare, die b) erfiillen, jeweils auch die Ungleichungen aus c) erfiillen. Da die
Menge der Zahlenpaare, die a) erfiillen, disjunkt zur Menge der Zahlenpaare,
die b) erfiillen, ist (siche Ungleichungskette) kann gefolgert werden, dass die
Anzahl der Paare, die c) erfiillen, mindestens v, (p) + 7,(¢) ist. AuBler diesen
Yq(P) +7p(q) Paaren kann es aber kein weiteres Paar (s,t") geben, das c) erfiillt,

denn dann misste ¢ - s — p -t = 0 gelten. Dann gilt jedoch:

q-8—p-t'=0

=q-=p-t |:q
-t
s =L [:t
q
S/ P . / 1

Das ist jedoch nicht moéglich, da der Bruch % bereits reduziert ist, da p,q € P
und daher nicht mit kleineren Zahlen ¢’ und s’ dargestellt werden kann. Daraus
folgt also, dass c¢) von genau ~y,(p) + v,(g) Paaren (s,t) erfiillt wird.

Deutet man die Ungleichungen aus ¢) nun geometrisch, so beschreiben die v4(p) +
~p(q) Paare, die ¢) geniigen, genau die Anzahl der Gitterpunkte mit ganzzahligen
Koordinaten in der reellen  —y-Ebene, die sowohl im abgeschlossenen Rechteck R
mit den Eckpunkten (1,1), (3-(p—1),1), (3-(p—1), 2-(¢—1)) und (1, 3-(¢—1)) als
auch im Inneren des Streifens, der von den beiden parallelen Geraden q-x—p-y =
—% cpund q-x —p-y = % - q gebildet wird, liegen. Die dadurch entstehende
Menge wird mit I bezeichnet und es gilt:

Die Anzahl der Gitterpunkte mit ganzzahligen Koordinaten (s,t) im Rechteck
Rist genau - (p—1)-2-(¢—1),dal<s<i-(p—1)und 1<t <3-(¢—1)
gilt. Weiters kann festgestellt werden, dass R die Vereinigung der Menge [
mit den beiden abgeschlossenen Dreiecksflichen A und A’ ist. Das bedeutet
R =TUAUA’, wobei diese drei Mengen paarweise disjunkt sind. Wird die
Anzahl der Gitterpunkte in A bzw. A’ nun mit § bzw. §’ bezeichnet, so ergibt
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sich:

1 1
LDkl ) =)t )+ 5+
%-(q+1) /
R e e -
(136-0) (;-f\p—u,;-w—n):/
2
4 I
1
l
I
A :
, (;'J*P'L‘:;"J :
= 1
I
1
I
l
1
A’ :
I
1
) 1
|
) )7 (i_,,:m)l
2
7 %-(;Hl)

Um zu zeigen, dass in den beiden Dreiecksflachen gleich viele Gitterpunkte
liegen und somit die Gleichung gilt, muss nun also noch gezeigt werden, dass
0 = &' gilt. Anschaulich ist sofort erkennbar, dass diese Tatsache gilt, da die bei-
den Flachen A und A’ symmetrisch zum Mittelpunkt M des Rechtecks R liegen,

. . ptl o gtl p+1 g+1 . . .
der die Koordinaten (%), 2 ) = (B, ©=) hat. Dies wird umso besser sicht-

bar, wenn man anstelle des Rechtecks R das in jeder Koordinatenrichtung um 1
vergroBerte Rechteck R = {(z,y) e R*:0< 2 <1 -(p+1),0<y<1-(¢+1)}
betrachtet.

Um sich auch rechnerisch von der Tatsache A = A’ bzw. § = §’ zu iiberzeugen,

betrachtet man nun die Abbildung o mit:

1 1
U:R2—>R2, (x,y)'—>(5'@4—1)—%5'(‘1"'1)—1/)

Durch diese bijektive Abbildungsforschrift mit ¢~! = o ist die Spiegelung am
Mittelpunkt M des Rechtecks beschrieben. Nun muss noch gezeigt werden, jeder
Punkt (z,y) € A durch o auf einen Punkt (2/,3') € A’ abgebildet wird:

Die Gitterpunkte (x,y) aus A erfiillen folgende Eigenschaften:

1
(¢—1),q-z—p-y<—=-p

1<z<
- - 2

N | =

'(p*1)71§y§

DN | =
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Die Anwendung von o liefert zusétzlich

1 1
o=g ) -ay =5 g+ 1) -y
und

gz’ —p-y

1 L1 1 Lo
54 P+5a—4q 54 P—5 pEpy
1 1 ( )
=545 p—(¢:w—p-y

und daher erhélt man fiir die Eigenschaften von z’,y’ und ¢- 2’ — p-y’ durch das
Einsetzen der Bedingungen fiir z,y und ¢ - x — p - y in die Abbildungsvorschrift

von o folgende Ungleichungen:

1
1<’ <--(p—1),1<y < -(q—l),q~m’—p-y’2§-q

N
|

Somit ist liegen die Gitterpunkte (z’,y’) in A’ und die Tatsache o(A) C A’ ist
gezeigt. Analog kann o(A’) C A gezeigt werden. Aufgrund von o~ ! = o folgt

hieraus sofort A’ C o(A), sodass man insgesamt folgendes erhélt:
o(A)=A"undo(A') = A

Die Spiegelung o bildet A daher tatséchlich bijektiv auf A’ ab (bzw. A’ auf
A). Da p und ¢ ungerade sind, werden Gitterpunkte stets auf Gitterpunkte
abgebildet. Insbesondere werden daher die § Gitterpunkte von A bijektiv auf
die ¢’ Gitterpunkte von A’ abgebildet. Daher gilt 6 = ¢’ wodurch die Gleichung
schlussendlich bewiesen ist. [10] O

5.3.2 Beweis 2: Lemma von Gauf}

Die Beweisidee eines weiteren Beweises des quadratischen Reziprozitatsgesetzes
stammt von Carl Friedrich Gaufl und stellt somit einen der acht von Gaufl publi-
zierten Beweise des Gesetzes dar. Inhaltlich bezieht sich der Beweis ebenfalls auf
die Erkenntnisse des Lemmas von GauB (Satz [4.6), weshalb dieses sowie zwei
daraus resultierende Hilfssdtze in der folgenden Auseinandersetzung zunéchst
noch einmal néher betrachtet werden, bevor aus den dadurch gewonnen Erkennt-
nissen schliefllich der Beweis des Reziprozitatsgesetzes folgt. Die Darlegung dieser
Schritte basiert dabei am Werk von Pieper (1978) [6].

Wie im Kapitel [£.] bereits beschrieben wurde, liefert das Lemma von Gauf

eine Moglichkeit um fiir ein vorgegebenes p € P zu entscheiden, welche primen
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Restklassen a modulo p quadratische Reste bzw. Nichtreste modulo p sind. Das
Lemma kann iiberdies jedoch auch herangezogen werden um herauszufinden,
von welchen Primzahlen p > 2 eine vorgegebene Zahl a mit p 1 a quadratischer
Rest ist. Die folgenden Beispiele werden zeigen, wie diese Fragestellung fiir

verschiedene a € N\ {0} konkret gelost werden kann.

Beispiel (1). Es sei a = 2. Um zu bestimmen, fiir welche Primzahlen p > 2 die
Zahl 2 ein quadratischer Rest ist, geniigt es laut dem Lemma von Gauf (Satz
die Anzahl der negativen Minimalreste der Zahlen 1-2,2-2,... % ‘2=
2,4,...,p — 1 modulo p zu bestimmen. Offenbar haben unter diesen Zahlen
genau die Zahlen > % - p einen negativen Minimalrest. Es ist daher ausreichend
zu iberpriifen, welche Zahlen der Form 2 - k die Ungleichungskette % p <
2 -k < p erfilllen. Zur Vereinfachung der folgenden Uberlegungen wird die

Ungleichungskette umgeformt:

1 1 1
. 2.k . k< Z.
5 p < <p<:>4 p<k< 5P
Da jede Primzahl p > 2 als p =8 -m + r mit r = 1, 3,5, 7 geschrieben werden

kann, ist dies dquivalent zu
1 1
2~m+1~r<k<4~m+§~r

Im néchsten Schritt muss nun die Anzahl der natiirlichen Zahlen k bestimmt
werden, die diese Ungleichung erfiillen, wobei es ausreichend ist zu bestimmen, ob
diese Anzahl gerade oder ungerade ist (denn damit ist bereits das Vorzeichen von
~p(2) und somit (%) festgelegt). Dabei ist es trivial, dass zwischen i -7 und % T
genau gleich viele ganze Zahlen liegen, wie zwischen 4-m + i r<k<4-m+ % T
Weiters ist klar, dass zwischen 2-m + i -rund 4-m+ i -7 genau 2 -m natiirliche
Zahlen liegen. Daher gilt: Ist die Anzahl der Zahlen k& , die zwischen % - und % T
liege gerade (ungerade), so ist auch die Anzahl der Zahlen k zwischen 2-m+ i -
und 4 -m + % -1 gerade (ungerade). Folglich ist es ausreichend die Ungleichung
% r<k< % -7 ndher zu betrachten, um eine Entscheidung tiber die Anzahl der

negativen Minimalreste zu treffen:

e r = 1: Im Intervall i <k< % liegt keine natiirliche Zahl = Anzahl ist

gerade

e r = 3: Im Intervall 1< k<

[\SI[9N)

liegt eine natiirliche Zahl = Anzahl ist

ungerade

<k<

Nt

liegt eine natiirliche Zahl = Anzahl ist

NS

e r = 5: Im Intervall

ungerade
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e r =7: Im Intervall % <k< % liegen zwei natiirliche Zahlen = Anzahl

ist gerade
Mithilfe des Lemmas von Gauf} folgt somit dass
o 2 ist ein quadratischer Rest fiir p=1 (mod 8) und p =7 (mod 8)
o 2 ist ein quadratischer Nichtrest fiir p =3 (mod 8) und p =5 (mod 8)

Die dadurch gezeigte Eigenschaft fiir a = 2 entspricht dem zweiten Ergénzungs-
satz der in Abschnitt 4.3.1 bereits auf eine dhnliche Art und Weise bewiesen

wurde.

Beispiel (2). Es sei nun a = 3. Um die Primzahlen p zu finden, fiir die 3 ein
quadratischer Rest ist, wird analog zu Beispiel 1 die Anzahl der negativen
Minimalreste der Zahlen 3,6,...,3 - % (< % -p) modulo p bestimmt. Offenbar
haben unter diesen Zahlen genau die Zahlen > £ und < p einen negativen
Minimalrest. Es muss daher iiberpriift werden, wie viele Zahlen der Form 3 - k
die Ungleichung % p<3-k<pbzw. % p<k< % - p erfiillen.

Da jede Primzahl p > 3 als p=12-m + r mit » = 1,5,7, 11 geschrieben werden

kann, ist dies dquivalent zu
2 + ! <k<A4 + =
. m —— T‘ . m P— T‘
6 3

Aufgrund der Uberlegungen von Beispiel 1, ist es ausreichend die Ungleichung
% r< k< % -7 ndher zu betrachten, um die Anzahl der Zahlen k£ mit negativem

Minimalrest zu bestimmen:

e 7 = 1: Im Intervall % <k< % liegt keine natiirliche Zahl = Anzahl ist

gerade

< k < g liegt eine natiirliche Zahl = Anzahl ist

(&[S}
wlut

e r = 5: Im Intervall

ungerade

e r=7:Im Intervall £ < k < £ liegt eine natiirliche Zahl = Anzahl ist

I~
Wl

ungerade

e 7 =11: Im Intervall % <k< % liegen zwei natiirliche Zahlen = Anzahl

ist gerade
Mithilfe des Lemmas von Gauf} folgt somit dass
o 3 ist ein quadratischer Rest fir p =1 (mod 12) und p = 11 (mod 12)

o 3 ist ein quadratischer Nichtrest fir p =5 (mod 12) und p =7 (mod 12)
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Beispiel (3). Zuletzt sei a = 5. Wie zuvor ist es das Ziel, die Anzahl der negativen

Minimalreste der Zahlen 5,10,...,5 - 1’2;1(< % - p) modulo p zu bestimmen.
Wie bereits in den vorhergehenden Abschnitten der Arbeit thematisiert wurde,
entspricht jede dieser Zahlen eine der Restklassen —%717 =11 %. Daran

kann nun erkannt werden, dass genau die Zahlen > £ und < p sowie die Zahlen
> % -pund < 2 - p einen negativen Minimalrest modulo p besitzen. Es muss
daher iiberpriift werden, wie viele Zahlen der Form 5 - k£ die Ungleichungen
%-p<5-k<pund%-p<5~k<2-pbzw. %-p<k< %-pund %~p< k< %p
erfiillen.

Da jede Primzahl p e P\ {2,5} als p=20-m +r mit r =1,3,7,9,11,13,17,19

geschrieben werden kann, ist dies dquivalent zu

1 1
2-m—|—1—0'r<k<4-m—|—g-r
und
6 +§— <k<8 +g
m 10 r m s r

Aufgrund der Uberlegungen von vorhin, ist es wieder ausreichend die Unglei-
chungen % r<k< % -r und 1—30 r<k< % -1 zu betrachten, um die Anzahl

der Zahlen k mit negativem Minimalrest zu bestimmen.

r Intervall Anzahl der k Intervall Anzahl der k | Gesamtanzahl
1 1 3 2

1 0 <k<s 0 5 <k<:z 0 0
3 3 9 6

3 5 <k<z 0 5 <k<z 1 1
7 7 21 14

7 10 <k< 5 1 10 <k< = 0 1
9 9 27 18

9 0 <k<: 1 o <k<% 1 2

11| $<k<i 1 Bok<2 1 2
13 13 39 26

B g<k<? 1 o <k<% 2 3
17 17 51 34

17| 5 <k<F 2 o <k<% 1 3
19 19 57 38

19| g <k<F 2 o <k<=% 2 4

Mithilfe des Lemmas von Gauf} folgt somit dass

o 5ist ein quadratischer Rest fiir p =1 (mod 20), p =9 (mod 20), p = 11
(mod 20) und p = 19 (mod 20)

o 5 ist ein quadratischer Nichtrest fiir p = 3 (mod 20), p = 7 (mod 20),
p =13 (mod 20) und p = 17 (mod 20)

Anhand dieser drei Beispiele ist erkennbar, dass:
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o die Entscheidung ob 2 ein quadratischer Rest modulo einer Primzahl p ist,
vom Rest 75 abhéngt, der entsteht wenn p durch p = 8 - m + ry dargestellt

wird.

e die Entscheidung ob 3 ein quadratischer Rest modulo einer Primzahl p ist,
vom Rest r3 abhéngt, der entsteht wenn p durch p = 12-m + r3 dargestellt

wird.

e die Entscheidung ob 5 ein quadratischer Rest modulo einer Primzahl p ist,
vom Rest r5 abhéngt, der entsteht wenn p durch p = 20 - m + ro dargestellt

wird.

Diese Argumentation kann klarerweise auch fiir andere Zahlen o € N\ {0} analog
gefiihrt werden. Insgesamt ergibt sich aus diesen Erkenntnissen der erste Hilfssatz,

der spater im Beweis des Reziprozititsgesetzes zur Anwendung kommen wird.

Satz 5.3 (Hilfssatz 1). Es seip € P,p > 2 und a € N\ {0} mit p{a.
Ob a ein quadratischer Rest modulo p ist, ist von der Restklasse von p modulo

4 - a abhdngig.
Des Weiteren wird anhand der angefiihrten Beispiele auch sichtbar, dass

o Die Zahl a = 2 hat fir p =re (mod 8) und p’ =8 —ry (mod 8) dasselbe

quadratische Restverhalten:

Fiir p =1 (mod 8) und p’ = 8 — 1 (mod 8) ist 2 jeweils quadratischer
Rest.

Fir p = 3 (mod 8) und p’ = 8 — 3 (mod 8) ist 2 jeweils quadratischer
Nichtrest.

o Die Zahl a = 3 hat fiir p = r3 (mod 12) und p’ = 12—r3 (mod 12) dasselbe
quadratische Restverhalten:

Fir p=1 (mod 12) und p’ =12 — 1 (mod 12) ist 3 jeweils quadratischer

Rest.
Fiir p=5 (mod 12) und p' =12 — 5 (mod 12) ist 3 jeweils quadratischer
Nichtrest.

o Die Zahl a = 5 hat fiir p = r5 (mod 20) und p’ =20 —r5 (mod 20) dassel-
be quadratische Restverhalten:
Fiir p=1 (mod 20) und p’ =20 — 1 (mod 20) ist 5 jeweils quadratischer

Rest.

Fir p=9 (mod 20) und p’ =20 —9 (mod 20) ist 2 jeweils quadratischer
Rest.

Fiir p =3 (mod 20) und p’ =20 — 3 (mod 20) ist 5 jeweils quadratischer
Nichtrest.
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Fir p =7 (mod 20) und p’ =20 — 7 (mod 20) ist 5 jeweils quadratischer
Nichtrest.

Auch diese Aussage kann fiir andere Zahlen a € N\ {0} analog formuliert werden.

Durch eine Verallgemeinerung ergibt sich daraus dann schliellich Hilfssatz 2.

Satz 5.4 (Hilfssatz 2). Es seien p,p’ € P mit p,p’ > 2 und a € N\ {0} mitpta
und p' 1 a.
Giltp=r (mod 4-a) undp’=4-a—r=—r (mod 4-a), dann hat a fir p und

p’ dasselbe quadratische Restverhalten. Formal bedeutet das: )=

Bevor das quadratische Reziprozitatsgesetz basierend auf den beiden Hilfs-
sdtzen bewiesen werden kann, muss zuerst iiberpriift werden, dass diese Sétze
tatséchlich fir beliebige a € N\ {0} giiltig sind.

Beweis der Hilfssdtze . Um die beiden Aussagen zu beweisen, werden die Viel-

fachen a - k mit k = 1,2, ..., pT_l von a betrachtet. Ziel ist es, die Anzahl der

negativen Minimalreste modulo p der Zahlen a - k zu bestimmen. Jede Zahl a - k
ist dabei, wie in Abschnitt gezeigt wurde, kongruent zu einer der Zahlen
f%, =11 %. Daraus ergibt sich, dass alle Zahlen a - k, die eine der
folgenden Eigenschaften erfiillen, einen negativen Minimalrest aufweisen.

‘p<a-k<p

N

[SJ[eY

p<a-k<2-p

‘p<a-k<3-p

c Nt

e (b—3%)p<a-k<b-p wobeib=1-afalls ageradeist und b= 3-(a—1),

falls @ ungerade ist
Somit ist die Anzahl der Zahlen k gesucht, fiir die
o o= <k <Zoder

. g:—g-p<k<%’oder

(2:b—1)-p b-p
© Toa <k<T

gilt. Dap =71 (mod 4-a) gilt, kann man in diesen Ungleichungen p =4-a-m—+r
setzen, wobei 0 < r < 4-a gilt. Daraus entstehen die folgenden zu untersuchenden

Ungleichungen:
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e 2-m+5-<k<4-m+L

. 6~m+%<k<8~m+%{

e 2:(2:b—1)-m+4 ELUT < p g pom 4 b

Da es wie auch in den weiter oben angefithrten Beispielen fiir die Entscheidung ob
a ein quadratischer Rest modulo p ist lediglich darauf ankommt, ob die Anzahl
der Zahlen k, die diese Intervalle jeweils erfiillen, gerade oder ungerade ist, ist es

ausreichend die Ungleichungen

T
o 3. <k<

ISH]

3-r 27
© 5a <K<

(2:b—1)-r ber
© e <k<T

einzeln zu untersuchen. Wenn die Gesamtanzahl m der natiirlichen Zahlen, die
in den Intervallen liegen, gerade ist, dann ist a ein quadratischer Rest modulo p.
Ist die Gesamtanzahl m der natiirlichen Zahlen, die in diesen Intervallen liegen,
ungerade, dann ist a ein quadratischer Nichtrest modulo p. Ob die Gesamtanzahl
m der Zahlen in den Intervallen gerade oder ungerade ist, hdngt laut den oben
angefithrten Ungleichungen nun aber einzig und alleine von r, also der Restklasse
von p modulo 4-a ab. Daher liefern alle Primzahlen p, die in derselben Restklasse
modulo 4 - a liegen, die selbe Anzahl von Zahlen, die in den Intervallen liegen.
Somit ist Hilfssatz 1 bewiesen.

Um die Aussage des zweiten Hilfssatzes zu tiberpriifen, wird » (mit 0 < r < 4-a)
in den Ungleichungen nun jeweils durch 4-a —r mit 0 < 4-a —r <4 - a ersetzt.

Dadurch entstehen folgende Ungleichungen:
e 2—5-<k<4-17

e 63 <k<8-2%r

e 402 BLUT oy br

Die Gesamtanzahl der Zahlen, die in diesen neuen Intervallen liegen, sei nun
m’. Um die Aussage aus Hilfssatz 2 (5.4]) zu beweisen, muss nun gezeigt werden,
dass m = m/ (mod 2) gilt, denn dann sind m und m' entweder beide gerade
oder beide ungerade. Dazu werden nun immer zwei einander entsprechende

Ungleichungen aus den eben angefiihrten Systemen an Ungleichungen betrachtet:
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Es bezeichne m; die Anzahl der ganzen Zahlen k im Intervall 5 < k < = und
mj sei die Anzahl der ganzen Zahlen im Intervall 2 — 5~ < k < 4— . Betrachtet
man das Intervall 2 — 5~ < k <4 — = genauer, so lisst sich erkennen, dass das

Intervall genauso viele ganze Zahlen enthélt, wie das Intervall

1-(1-2)=lcr<a-(2-5) =2+

a a 2-a 2a

da es sich graphisch gesehen lediglich um eine Verschiebung des Intervalls auf der
Zahlengerade handelt. Verbindet man nun das Intervall 5~ < k <~ mit dem
Intervall = < k < 2+ 5=, erhélt man insgesamt das Intervall 5= <k <2+ -
und ein Intervall der Lénge 2, das daher exakt zwei ganze Zahlen enthélt. Folglich
ist my +mj =2.

Analog bezeichne nun mqy die Anzahl der ganzen Zahlen k im Intervall 3—2 <k<

27 und mj sei die Anzahl der ganzen Zahlen im Intervall 6 — 3L < k < 8 — Z-,

Betrachtet man das Intervall 6 — S—Z < k< 8- Qa—’" nun genauer, so kann

festgestellt werden, dass es gleich viele ganze Zahlen enthélt wie das Intervall

8—(8—”) :M<k<8—<6—w) :2—2

a a 2-a 2-a

da es sich erneut lediglich um eine Verschiebung des Intervalls auf der Zahlengera-
de handelt. Verbindet man nun die Intervalle g’—z <k< 277" und 277" <k<2- g’—z
erhélt man erneut ein Intervall der Lénge 2. Daher gilt auch mqy + mf = 2.
Man verfahre analog weiter so, bis man schliellich bei m; und mj, angelangt,
wobei my, die Anzahl der Zahlen k£ im Intervall W <k < % und mj die
Anzahl der Zahlen k£ im Intervall 4-b — 2 — W <k<4-b-— %’" bezeichne.
Betrachtet man wieder das zweite dieser Intervalle genauer, lédsst sich erkennen,

dass das Intervall gleich viele ganze Zahlen enthélt, wie das Intervall

4.b_<4.b_b-r) <k<4.b_(4.b_2_(2-b—1)~r>
a 2-a
(2:-b-1)-r

b-
— —r<k<2+
a 2-a

(2:b—1)-r

Werden die beiden Intervalle ~=5—— < k < l’j’“ und %T <k <24 EDr

2-a
aneinandergereiht entsteht erneut ein Intervall der Linge 2, sodass offensichtlich

auch my, +my = 2 gilt.

Insgesamt ist daher m +m/ =mq +ma + ... +my +mj +mhH + ...+ mj eine
gerade Zahl und daher sind die Gesamtanzahlen der ganzen Zahlen mit negativen
Minimalresten fiir p = r (mod 4-a) und p’ =4-a—r (mod 4-a) entweder beide
gerade oder beide ungerade, was bedeutet, dass a beziiglich p und p’ dasselbe

quadratische Restverhalten aufweist. Somit ist auch Hilfssatz 2 bewiesen. [6] [
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Da die Giiltigkeit der beiden Hilfssédtz nun gezeigt wurde, kann nun ein
vergleichsméBig kurzer Beweis des quadratischen Reziprozitatsgesetzes, der diese

Séatze in seiner Argumentationslinie enthélt, dargelegt werden.

Beweis. Das Ziel ist es, zu zeigen, dass fiir zwei Primzahlen p und ¢ mit p #

q,p > q stets folgendes gilt:

. (E) = (q), wenn p =1 (mod 4) oder ¢ =1 (mod 4)

q P
. (%) :—(%),wenanqES (mod 4)

Im folgenden Beweis wird zwischen zwei unterschiedlichen Féllen unterschieden,
wobei die Fallunterscheidungen auf den Restklassen der Zahlen p und g modulo
4 basieren:

Fall 1: Es sein p und g Elemente derselben Restklasse modulo 4, dh. entwe-
der beide kongruent 1 modulo 4 oder beide kongruent 3 modulo 4. Dies ist
gleichbedeutend mit

p=q (modd)<=4|(p—q)<=p—q=4-a

fiir eine Zahl a € N\ {0} Dann folgt mithilfe der Anwendung der Rechenregeln
fiir das Legendre-Symbol:

(5)-(=7)-(5)-()-()-(5)-()- ()
(3)-(5)-(5)-0)-()-G)-6)

und

Da p = ¢ (mod 4 - a) gilt, und p und ¢ somit in derselben Restklasse modulo

4 - a liegen, folgt aus Hilfssatz 1 (Satz zuséatzlich (%) = (%)
Damit folgt nun:

() - ()G HE)-(5) -, mmzemt ety

wobei im letzten Schritt der erste Ergénzungssatz (Korollar 4.5) verwendet

wurde. Aufgrund dessen ist also (%) = (%), wenn p=gq =1 (mod 4) ist und

(ﬂ> =— (2), wenn p=¢ =3 = —1 (mod 4) ist.

q P
Fall 2: Es sei nun p # ¢ (mod 4), das heifit eine Primzahl ist kongruent 1 und
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eine Primzahl ist kongruent 3 modulo 4. Dies ist gleichbedeutend mit
p=—q (modd)<=4|(p+q <=p+q=4-a

fiir eine Zahl a € N'\ {0}. Dann folgt mithilfe der Anwendung der Rechenregeln
fiir das Legendre-Symbol:

(1)- ()= (5)-0)-()- ()
(3)-(552)-(5)-(5)-()-()

und

00000

Das bedeutet (%) = (%), wenn eine Primzahl kongruent 1 modulo 4 ist und
die andere Primzahl kongruent 3 modulo 4 ist. Damit ist das quadratische

Reziprozitatsgesetz bewiesen. O

6 Jacobi-Symbol

Im abschlielenden Kapitel der vorliegenden Masterarbeit soll nun ein kleiner
Exkurs gewagt werden. Dazu wird das Legendre-Symbol auf das Jacobi-Symbol
erweitert und das quadratische Reziprozitdtsgesetz auch fiir das Jacobische
Restsymbol formuliert und beweisen. Die Ausarbeitung orientiert sich dabei am
Werk von Remmert und Ullrich (2008) [10].

Die Auseinandersetzung mit dem Jacobischen Restsymbol erweist sich als tiberaus
sinnvoll, da das Restsymbol (%) mit den bisherigen Erkenntnissen nur dann
berechnet werden kann, wenn die Zahl @ in ihre Primfaktoren zerlegt wird
und anschliefend das Reziprozitéitsgesetz sowie die Ergénzungssétze auf jeden
Faktor einzeln angewendet werden. Durch die Erweiterung auf das Jacobi-Symbol
(%), wobei b nun nicht nur eine Primzahl sondern auch eine beliebige ungerade
Zahl > 1 sein darf, und die Formulierung des Reziprozititsgesetzes fiir dieses
Restsymbol, ist die Primfaktorzerlegung von a nicht mehr notwendig. Das
Verwenden des Jacobischen Restsymbols und seiner Rechenregeln fiithrt also
dazu, dass mithilfe von deutlich kiirzeren Rechnungen entschieden werden kann,

ob a ein quadratischer Rest modulo b ist.
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6.1 Erweiterung auf das Jacobi-Symbol

Definition. Es seien a,b € Z\ {0} mit b > 3, 24 b und ggT(a,b) = 1. Weiters

sei die Primfaktorzerlegung von b gegeben durch:

b=pi" -py? ... -pp*

Dann ist das Jacobische Restymbol (%) definiert durch:

G-G) -G G)

Bemerkung. Das Jacobi-Symbol nimmt fiir ggT(a,b) = 1 nur die Werte 1 und
—1 an. Dabei gilt:

o Ist (%) = —1, dann ist a ein quadratischer Nichtrest modulo b, denn dann
ist (ﬁ) = —1 fir zumindest einen Index [ und somit ist a ein quadratischer
Nichtrest modulo p; und wegen p; | b bzw. Satz folgt sofort, dass a

auch ein quadratischer Nichtrest modulo b ist.

o Ist (%) = 1, dann ist @ nun nicht automatisch ein quadratischer Rest

modulo b, denn im Produkt (i) " (i) R (i) = (%) hat
p P2

1 Pk
moglicherweise eine gerade Anzahl von Faktoren den Wert —1.

e Ist b eine Primzahl, so stimmt das Jacobi-Symbol per Definition mit dem

Legendre-Symbol {iberein.

Lemma 6.1 (Rechenregeln fiir das Jacobi-Symbol). Es seien a,a’,b,b/,c €
Z\{0} mitb>3,b >3,21b und 21b. Dann gelten folgende Rechenregeln fiir
das Jacobi-Symbol:

i) (%) = (7) wenn a = @ (mod b) und ggT(a,b) = ggT(a’,b) = 1
i) (55) = (8)- (%), wenn ggT(a-a',) =1
iii) (557) = (%) - (i), wenn ggT(a,b-b) =1

w ()

v (ﬁ) = (%), wenn ggT(a,b-c) =1

(%), wenn ggT(a-¢,b) =1

Beweis. Die Rechenregeln fiir das Jacobische Restsymbol folgen direkt aus seiner

Definition und den Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol. O

Nachdem das Jacobische Restsymbol sowie seine grundlegenden Eigenschaften
dargelegt wurden, widmet sich die Auseinandersetzung nun den beiden Ergén-

zungssatzen und dem quadratischen Reziprozitétsgesetz fiir das Jacobi-Symbol.
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Bevor die Satze formuliert und beweisen werden, wird zuerst jedoch ein Hilfssatz,

der sich als duferst niitzlich erweisen wird, herangezogen.

Satz 6.1 (Hilfssatz). Fir ungerade Zahlen v,w € Z gilt:

i) ”51 + “’T_l = 7’”“2_1 (mod 2)

i) Yol 4 wiol = (ol (04 g)

Beweis. i) Es sei v = 2-k+ 1 und w = 2-14+ 1 mit k,! € Z. Dann ist
vow—1=4-k-14+2-k+2 -] und es gilt:
vow—1 v—1 w-1

5 =2-k-l+k+i=k+1= 5 T3 (mod 2)

Damit ist die erste Aussage des Hilfssatzes bereits bewiesen.

ii) Um die zweite Aussage des Hilfssatzes zu beweisen, muss man sich zuerst
davon iiberzeugen, dass stets v> — 1 =0 (mod 8) und w? — 1 =0 (mod 8) gilt.
Es ist

V=02 k+1)? =4k +4-k+l=?-1=4-k-(k+1)

und da das Produkt k - (k 4 1) mit Sicherheit gerade ist, gilt 2 | k- (k + 1) und
aus den Rechenregeln der Teilbarkeit (Satz [2.1] viii)) folgt:

4-2(4-k-(k+1)<=8| (v -1)+=1v*~-1=0 (mod 8)
Analog folgt aus w? —1=4-1-(I+1) und 2 |- (I + 1) auch
4:-214-1-(1+1) =8| (w*—-1) <= w?>~1=0 (mod 8)

Aus den Rechenregeln fiir Kongruenzen (Lemma iv)) folgt auBerdem, dass

statt 2 4 2 4 2 4
voo - E(v-w)— (mod 8)

nur die Aussage
v —14+uw?—1=(@w-w)> =1 (mod 64)

gezeigt werden muss. Aus v?> —1 =0 (mod 8) <= v? —1=8-m fiir m € Z und
w? —1=0 (mod 8) <= w? — 1 =8 n fiir n € Z folgt nun sofort

8 m-8-n=64-m-n=>w?—-1)-(w?>—1)=0 (mod 64)
= v w'—vP—w?+1=0 (mod 64)

— V¥ —14+w’-1=@w-w)?—-1 (mod64)
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O

In der Beweisfithrung der Ergénzungssidtze und des Reziprozititsgesetzes
werden die Aussagen durch Induktion nun jeweils auf die entsprechenden Sétze

fiir das Legendre-Symbol zuriickgefiihrt.

Satz 6.2 (Erster Erginzungssatz). Fir jede ungerade Zahl b > 2 gilt:

()0

Beweis. Da b > 2 eine ganze Zahl ist, lasst sich b als Produkt von Primzahlen
schreiben. Es sei daher b = p; - ps - ... p, mit p1,pa,...,p, € P. Die Aussage
des ersten Ergénzungssatzes fiir das Jacobi-Symbol kann nun mittels Induktion
nach n gezeigt werden:

Fiir n = 1 entspricht die Aussage dem ersten Erginzungssatz des Legendre-
Symbols.

Es sei nun n > 1. Weiters sei die Behauptung fiir alle ganzen Zahlen b’ mit
n — 1 Primfaktoren bereits bewiesen. Setzt man nun & = py - ... p, so ist
b = p; -V und aufgrund der Induktionsvoraussetzung und der Rechenregeln
fiir das Jacobi-Symbol (Satz iii)) sowie dem ersten Erginzungssatzes des
Legendre-Symbols folgt:

() (R) (7)o o s

Da p; und b’ ungerade sind, ergibt sich aus dem Hilfssatz sofort

p1—1 b/—l pl'b,—l b—1
= = d 2
5 T3 2 5 (wod2)

und damit die zu beweisende Behauptung. O

Satz 6.3 (Zweiter Erginzungssatz). Fir jede ungerade Zahl b > 2 gilt:

Beweis. Erneut sei b=1py -pa ... p, mit p1,pa,...,p, € P. Die Aussage kann
nun analog zum ersten Ergdnzungssatz mittels Induktion nach n gezeigt werden:
fiir n = 1 entspricht die Aussage dem zweiten Erginzungssatz des Legendre-
Symbols.

Es sei nun n > 1. Weiters sei die Behauptung fiir alle ganzen Zahlen b’ mit
n — 1 Primfaktoren bereits bewiesen. Setzt man nun wieder ' = py - ...p, so

ist b = p; - ' und aufgrund der Induktionsvoraussetzung und der Rechenregeln
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fiir das Jacobi-Symbol (Satz iii)) sowie dem zweiten Ergénzungssatzes des

Legendre-Symbols folgt:

Da p; und b’ ungerade sind, ergibt sich aus dem Hilfssatz sofort

2 /2 /\2 2
pi—1 b*—=1_ (p1-b)*—1 b —1
g 73 8 g (mod8)

und damit die zu beweisende Aussage. O

Da das quadratische Reziprozitéitsgesetz fir das Legendre-Symbol, die Haupt-
aussage der vorliegenden Masterarbeit darstellt, wird die Aussage an dieser Stelle

nun auch fiir das Jacobische Restsymbol formuliert.

Satz 6.4. Es seine a,b € N\ {0} mit a,b > 3 und ggT(a,b) = 1. Dann gilt:

() ()=

Beweis. Der Beweis des Reziprozititsgesetzes basiert erneut auf der Induktion

nach n beziehungsweise . Zusétzlich wird eine Fallunterscheidung vorgenommen:
1. Fall: Es sei a € P. Weiters sei b eine beliebige ungerade Zahl mit Primfaktor-
zerlegung b =p1 -p2 - ... Pn.

Falls n = 1 gilt, entspricht die Aussage dem quadratischen Reziprozitétsgesetzes
fiir das Legendre-Symbols und wurde somit schon in einem fritheren Kapitel der
Arbeit bewiesen.

Es sei nun n > 1. Weiters sei die Behauptung fiir alle ganzen Zahlen b’ mit
n — 1 Primfaktoren bereits bewiesen. Setzt man nun wieder ' = ps - ... p, so ist
b=p;-b. Wegen ggT(a,b) =1 gilt auBerdem ggT(a,p1) = ggT(a,b’) = 1. Auf-
grund der Induktionsvoraussetzung und der Rechenregeln fiir das Jacobi-Symbol

(Satz ii) und iii)) folgt damit:

6 (2= ) e ()=G) )6 (2)
et ) s

= (_1) pl

—~
I
—_
~—
|
|
I
—~
I
—_

Da p; und b’ ungerade sind, ergibt sich aus dem Hilfssatz sofort

p1—1 b/—l pl'b,—l b—1
= = d 2
5 T3 2 5 (wod2)

und damit folgt die Behauptung fir b.

Fall 2: Es sei nun b > 3 eine beliebige vorgegebene ungerade Zahl und a eine
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beliebige ungerade Zahl mit a =q; - g2 - ... - ¢ mit q1,q2,...,q € P.

Falls t = 1 gilt liegt der Fall 1 eins vor und die Giltigkeit der Aussage ist
klar. Es sei nun ¢ > 1. Weiters sei die Behauptung fur alle Zahlen o’ mit ¢t — 1
Primfaktoren bereits bewiesen. Setzt man nun @’ = ¢ ... q soist a =q1 - a’.
Wegen ggT(a,b) = 1 gilt aulerdem ggT(q1,b) = ggT(a’,b) = 1. Aufgrund der
Induktionsvoraussetzung und der Rechenregeln fiir das Jacobi-Symbol (Satz
ii) und iii)) folgt damit:

(5)-(2) =5 (5)-(2) @)= (@) (5) ()

b—1

(=)= = (_1)(“2;1‘*'#)‘?

Da ¢; und o’ ungerade sind, ergibt sich aus dem Hilfssatz sofort

-1 d—-1 q¢g-d-1 a-1
= = d?2
5 T3 2 5 (mod2)

und damit folgt die Behauptung fiir a.
O

6.2 Anwendung des Reziprozitatsgesetzes fiir das Jacobi-

Symbol

In diesem abschlieenden Abschnitt der Arbeit soll in Anlehung an Remmert
und Ullrich (2008) [10] nun demonstriert werden, wie sich die Bestimmung der
Werte des Legendre-Symbols durch die Anwendung des quadratischen Reziprozi-
tétsgesetzes fiir das Jacobische Restsymbol vereinfacht und daher schneller eine
Aussage uber die Losbarkeit der quadratischen Kongruenzgleichung

22 = a (mod p) getroffen werden kann.

Beispiel (1). Es soll erneut der Wert des Legendre-Symbols (%) bestimmt
werden, diesmal jedoch ohne die Zahl 35 in ihre Primfaktoren zu zerlegen und
das Legendre-Symbol fiir jeden Primfaktor einzeln zu berechnen.

Mithilfe der Erkenntnisse tiber das Jacobi-Symbol folgt sofort:

R

281 35

35 35-1 281—1 281 1

) )y T (22 oyt [ 2 ) g
‘:’<281> (=) = (35) (=1) 35

Somit konnte durch die Anwendung des quadratischen Reziprozitdtsgesetzes fiir
das Jacobische Restsymbol deutlich schneller gezeigt werden, dass 35 ein qua-
dratischer Rest modulo 281 ist und die Kongruenzgleichung 2% = 35 (mod 281)

daher 16sbar ist.
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Beispiel (2). Im néchsten Beispiel soll nun der Wert des Legendre-Symbols (%)

bestimmt werden.
65 307 65—1 307—1 65 65—1 307—1 307
20 (20 S e R I i e
(307) ( 65 ) ()= = (3o7> (=)= ( 65 )
— (—1)®158. AT\ _ (4T _ 12332 65\ _ (18\ _ (2:9\_ (2
65 65 47 47 47 47

Aus dem zweiten Ergdnzungssatz fiir Jacobische Restsymbol folgt nun:

(52) =0 = = =

Somit wurde mit nur einer Rechnung gezeigt, dass 65 ein quadratischer Rest
modulo 307 ist.

Beispiel (3). Das dritte und letzte Beispiel soll nun verdeutlichen, dass das Jaco-
bische Restsymbol auch bei der Bestimmung des Legendre-Symbols von grofien
Zahlen iiberaus hilfreich ist. Es soll entschieden werden, ob die quadratische
Kongruenz z? = 49337 (mod 129061) 16sbar ist. (Dabei gilt 129061 € P und
ggT(49337,129061) = 1) Bei der Berechnung des Wertes von (15ear’) werden

sowohl die beiden Ergédnzungssétz als auch das quadratische Reziprozitétsgesetz

fir das Jacobi-Symbol herangezogen.
49337 129061\ (71)493?;7 11200611 49337 129061
129061 49337 ) 129061 49337
[ —18950\ -1 18950 52 . 758 758
-\ 49337 ) \ 49337 49337 49337 49337
B 2 379 \ [ 379 9337 B @
-\ 49337 49337 ) \ 49337 79 67
-23 23 2
— _1 . _— = _ = —1 . _— - = -
-0-(%) (67><>(23) ()()
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