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Zusammenfassung

Im Zentrum dieser Masterarbeit steht die Vertauschung von Grenzprozessen. Diese Arbeit ba-
siert weitgehend auf Literaturrecherchen, wobei sich ein groBer Teil dieser Masterarbeit auf
die Erkenntnissen von [BF00], [For], [Heu09] und [Rol18] bezieht. Beispiele und Erginzungen
wurden aus [Dei21], [FK], [Fri], [Fri13], [GRS], und [Las12] verwendet, sowie vom Vorle-
sungsskript ,,Analysis in einer Variable fiir das Lehramt (2017)* von Dr. Franz Embacher. An
Vorkenntnissen werden die Grundlagen der Analysis und die Vollstindigkeit von der reellen

Zahlen R vorausgesetzt.

Das Ziel der Arbeit ist zu zeigen, ob bei der Vertauschung von Folgengrenzwert und Funk-
tionengrenzwert bzw. bei der Vertauschung von Integration bzw. Differentiation und Grenz-
ibergang die gleichen Resultate liefern.

Zur Beantwortung dieser Fragen wird die Arbeit in vier Teile gegliedert, wobei die ersten drei
Kapitel das Geriist bilden. Diese Kapitel behandeln hauptsidchlich wichtige Begriffe aus den
Bereichen ,,Folgen und Reihen®, ,,Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen* und ,,Differen-
tiation und Integration von Funktionen®, die fiir den Hauptteil der Arbeit relevant sind. Im ersten
Kapitel werden grundlegende Begriffe und Eigenschaften von Folgen und Grenzwerte bearbei-
tet. Im zweiten Kapitel werden kurz Funktioneneigenschaften eingefiihrt, allerdings liegt der
Schwerpunkt auf Grenzwerte von Funktionen, gleichméBige Stetigkeit und Stetigkeitssitze. Im
dritten Kapitel werden die Themen ,,Differentiation und Integration von Funktionen* und “der
Hauptsatz der Analysis* behandelt, wobei die ausgewihlten Inhalte sich auf den Schwerpunkt
der Arbeit beziehen.

Der letzte Teil ist der Hauptteil dieser Arbeit, welcher sich mit der Vertauschung von Grenzpro-
zessen auseinandersetzt. Anfinglich werden die Probleme beim Vertauschen von Grenzprozes-
sen gezeigt, anschlieBend werden die Themen Funktionenfolgen, Funktionenreihen, punktweise
und gleichmifBige Konvergenz behandelt. Der letzte Abschnitt zeigt unter welchen Bedingungen
die Vertauschung von Grenzwertbildung und Differentiation; Grenzwertbildung und Integration

und die Vertauschung von Folgengrenzwert und Funktionengrenzwert stattfinden kdnnen.

vV






Abstract

In this thesis we give an insight into the interchange of limiting operations. This work is largely
based on literature review, whereby a large part of this master’s thesis is based on the work of
[BFOO], [For], [Heu09] and [Rol18]. Examples and supplements were used from [Dei21], [FK],
[Fri], [Fril13], [GRS], and [Las12], as well as from the lecture notes ,,Analysis in einer Variable
fiir das Lehramt (2017)* by Dr. Franz Embacher. This work assumes prior knowledge of basics

of analysis and the completeness of the real numbers R.

The main focus of this thesis is whether the same result can be achieved by interchanging the

limit and differentiation, the limit and integration as well the limit of a sequence and a function.

To answer this question, this work is divided into four parts, with the first three chapters forming
the framework. Those chapters mainly deal with important terms from the areas ,,sequences and
series®, ,,limit and continuity of functions* and ,,differentiation and integration of functions®,
which are relevant to the main part of the work. The first chapter deals with fundamental terms
and properties of sequences and limits. The second chapter introduces function properties, ho-
wever the main focus lies on limits of function, uniform continuity and continuity theorems.
The third chapter covers the topics of differentiation and integration of functions and the fun-
damental theorem of calculus, whereby the selected content is related to the main focus of the

thesis.

The last part deals with the interchange of limiting operations. Initially the problems of inter-
changing limiting operations are highlighted and then the topics of function sequences, function
series, pointwise and uniform convergence are discussed. The final section depicts under which
condition the interchange of the limit and the differentiation or the integration, or the inter-

change of limits of a sequence and a function takes place.
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Kapitel 1
Folgen und Reihen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit den grundlegenden Eigenschaften von Folgen und
Reihen und deren Grenzwertbegriffe. Der folgende Text bezieht sich auf die Quellen [Rol18],
[FK], [BFOO] und [Heu09].

Folgen modellieren in der Analysis eine Annidherung an eine Zahl. Man mochte untersuchen,
wie sich Funktionswerte schrittweise an eine vorgegebene Stelle nidhern. Der Begriff Grenz-
wert einer reellen Zahlenfolge ist der Schliisselbegriff. In diesem Kapitel mochten wir nur die
wichtigsten Eigenschaften von Folgen reeller Zahlen betrachten, bevor wir mit dem Konver-
genzbegriff beginnen. Anschlieend werden wir uns noch wesentlich Punkte der (unendlichen)

Reihen anschauen, die fiir den Schwerpunkt dieser Arbeit relevant sind.

1.1 Folgen und Grenzwertbegriff

Definition 1.1 (Folge). Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung
N—=>R, n+——a,.

Insgesamt wird die Folge mit (a,),cn bzw. a, bezeichnet.

Definition 1.2 (Grenzwert/Limes). Sei eine reelle Zahlenfolge (ay),cn gegeben. Eine reelle
Zahl a € R heiBit Grenzwert (oder Limes) dieser Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N

gibt, sodass fiir alle n € N mit n > ng gilt:
lan —a| < €.

Definition 1.3 (Konvergenz und Divergenz von Folgen). Besitzt eine reelle Zahlenfolge einen
Grenzwert a, so nennen wir die Zahlenfolge (a,),cn konvergent, andernfalls nennen wir sie

divergent.

Bemerkung 1.4. Ist a € R der Grenzwert der reellen Zahlenfolge (a,),cn, dann sagen wir, dass



die Folge a, gegen a konvergiert oder gegen a strebt und schreiben:

lim a, = a; a, — a; a, —a
n—soo n—yoo

Beispiel 1.5 (Harmonische Folge). Die Folge a, = % konvergiert gegen a = 0, denn zu gegebe-
nem € > () gibt es ein ny = %, sodass fiir alle n € N mit n > ng gilt:

1 1

1
la, —a| = ——0’:—<£:—
n

n ng

Bemerkung 1.6. Je kleiner die Abweichung € > 0 vom Grenzwert a gefordert wird, desto

grofer muss ny gewiéhlt werden, denn ng hingt von € mit ng = ng(€) ab.

Beispiel 1.7 (Konstante Folge). Ist die Folge a,, = a, fiir alle n € N, dann folgt li_r>n a, = a. Fr
n—soo
jedes € > 0 und jedes n € N gilt:

lan—a| =|la—a| =0<¢.

Beispiel 1.8 (Geometrische Folge). Sei ¢ € R und |¢| < 1, dann gilt lim ¢" = 0. Wenn g = 0
n—oo

ist, dann ist nichts mehr zu zeigen.

Sei g # 0 vorausgesetzt mit 0 < |g| < 1, dann ist @ > 1, also gilt @ = 1 +x fiir ein x > 0. Nach
Anwendung der Bernoulli-Ungleichung folgt:
1 1 1
4" = 0] = |¢"| = < <—<e

(14+2)" Bernoutti 1+nx — nx
fiir alle n > ﬁ Wir kénnen also ny = @ wihlen.

Definition 1.9 (Nullfolge). Gilt fiir eine Folge (ay),en li_r>n a, = 0, so heiBt (a,),en eine Null-
n—roco
folge.

Definition 1.10 (Beschrinktheit einer Folge). Eine Zahlenfolge (a,),cn ist:

* nach oben beschriinkt, wenn es ein M € R gibt, sodass a, < M fiir allen € Nund M € R
hei3t obere Schranke der Folge

* nach unten beschrinkt, wenn es ein M € R gibt, sodass a,, > M fiirallen € Nund M € R
hei3t untere Schranke der Folge

¢ beschrinkt, wenn sie nach unten und nach oben beschrinkt ist.
Definition 1.11 (Monotonie von Folgen). Eine reelle Zahlenfolge (ay),cn ist
* monoton wachsend/steigend, wenn a, 1 > a, fiir alle n € N.

* streng monoton wachsend/steigend, wenn a,, | > a, fiir alle n € N.



* monoton fallend, wenn a, 1 < a,.
* streng monoton fallend, wenn a,, 1| < a,.

* (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) monoton fallend

ist.
Definition 1.12 (e-Umgebung). Die e-Umgebung von a € R ist die Menge
Ug(a):={xeR:|x—a|<e}={xeR:ia—e<x<a+e}.
Die Folge konvergiert genau dann gegen a € R, wenn es ein ng € N gibt, ab diesem alle Folgen-
glieder in der e-Umgebung von « liegen, unabhingig davon, wie klein € > 0 gewihlt wird.
Satz 1.13 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen). Seien die Folgen (ay),cn und (by)nen kon-

vergent mit lim a, = a und 1im b, = b, dann sind die Summenfolge (a, + by),cn, Produktfolge
n—oo n—oo

(anby)nen und Quotientenfolge (Z—Z) neNs falls by, # 0 fiir n € N ebenfalls konvergent, und es gilt:
(i) lim (ap+by) = lim a, + lim b,
n—oo n—oo n—o0
(ii) 1im (anby) = lim a, lim by,
n—oo n—oo n—oo
(iii) lim (kap) = k lim a,; k€ R
n—oo n—oo

lim a,

o n el .
(iv) ,}K‘o‘o bn——nlgllbn, mit b,,,nh_{rolobn#o
Beweis. Ein Beweis des Satzes (1.13) ist in [BF00] §3.3 zu finden. O

Satz 1.14. Jede konvergente reelle Zahlenfolge ist beschrdnkt.

Beweis. Sei der Grenwzert a € R und € > 0. Da die Folge gegen a konvergiert gibt es ein
ng € N, ab dem alle Folgenglieder im Intervall (a — €,a + €) liegen. Es konnen endlich viele
Folgenglieder auBerhalb des Intervalls (a — €,a + €) liegen. Wenn alle Folgenglieder in diesem
Intervall liegen, dann ist a — € eine untere Schranke und a + € eine obere Schranke dieser Fol-
ge. Wenn es Folgenglieder gibt, die auBlerhalb des Intervalls liegen, dann sind es nur endlich
viele und wir wihlen ein Intervall [m,n], in dem alle Folgenglieder liegen. In diesem Fall ist

min(m,a — €) eine untere Schranke und max(a + €,n) eine obere Schranke der Folge. ]
Satz 1.15. Jede reelle Zahlenfolge, die beschrinkt und monoton ist, ist konvergent.

Beweis. Sei (ay),en monoton wachsend, dann gilt @, > a,. Nach dem Vollstindigkeitssaxi-
om gibt es ein Supremum der Folge a,, und bezeichnen es mit a. Zu zeigen ist, dass a Grenzwert
der Folge ist. Sei € > 0. Angenommen es liegt kein Folgenglied a; in Ug(a). Dann wire a — €
eine kleinere obere Schranke, was der Eigenschaft von a als Supremum, die kleinste obere
Schranke, widerspriche, d.h. es gibt ein a; mit a — € < a;. Wegen der Monotonie liegen auch
alle andere Folgenglieder in Ug(a) und nur endlich viele Folgenglieder liegen auBerhalb vom

(a—€,a+¢). Also ist gezeigt, dass a Grenzwert dieser Folge ist. 0

3



Satz 1.16. Wenn lgll ap, = lgll cn = a und fiir die Folge (by),en gilt: a, < b, < ¢y, fiir fast alle
n—oo n—oo
n € N, so konvergiert auch die Folge (b,),cn gegen den Grenzwert a:

limb, =a
n—oo

Beweis. Sei € > 0. In der beliebig vorgegebenen Umgebung Ug(a) von a liegen fast alle Fol-
genglieder von a, und ¢,. Da a, < b, < ¢, ist, liegen auch die Glieder von b, in Ug(a) und

daher lim b, = a. ]
n—yoo

Definition 1.17 (Teilfolge). Sei (a,)ncn eine beliebige Folge. Eine Teilfolge von (a,),cn ist
eine Folge der Form (ay,, )ren, wobei (1 )ken eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher
Zahlen ist.

Definition 1.18 (Haufungspunkt). Eine reelle Zahl a heifit Hiufungspunkt der Folge (a,)cn,
wenn eine Teilfolge (ay, )ren der Folge a, mit k — oo gegen a konvergiert.
Eine reelle Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn jede ihrer Teilfolge gegen denselben

Limes konvergiert.

Beispielsweise hat die Folge a, = (—1)" + niz keinen Grenzwert, denn es gibt keinen ein-
deutigen Wert, gegen den sie strebt, aber ein gewisses Grenzverhalten ist erkennbar, denn ein

Teil der Folge konvergiert gegen 1 und der andere Teil gegen —1.

Bemerkung 1.19. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist stets auch ein Hiufungspunkt

(aber nicht umgekehrt).

Satz 1.20 (Satz von Bolzano-Weierstra}). Jede beschriinkte reelle Zahlenfolge besitzt mindes-

tens eine konvergente Teilfolge.
Beweis. Fiir einen Beweis von Satz 1.20 siehe [Rol18] oder [GRS]. L]

Definition 1.21 (Cauchyfolge). Eine reelle Zahlenfolge (ay),cn heiBt eine Cauchyfolge, wenn
es zu jedem € > 0 ein ny € N gibt, sodass fiir alle n,m > ng gilt:

lan —am| < €.

Satz 1.22. Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis. (=) Ist (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a, dann gibt es zu jedem € > 0

einen Index ne € N mit |a, —a| < § fiir alle n > ne. Nun wihlen wir n,m > ne und es folgt:

E &
|an — am| = |an —a+a—ap| < lap—a| +lam—a| < =+= =¢
Dreiecksungleichung 2 2



(<) Sei (ay),en eine Cauchyfolge. Fiir € = 1 gibt es einen Index N € N, sodass fiir alle n,m > N
gilt: |a, —a,;| < 1. Dann gilt auch |a, —ay| < 1 fiir alle n > N. Aufgrund der umgekehrten Drei-
ecksungleichung gilt stets |a,| — |any| < |a, — an/|. Daraus folgt fiir alle n > N: |a,| — |ay| < 1
und somit |a,| < 1+ |an|. Der Betrag aller Folgenglieder ist kleiner als 1 + |ay|, somit ist a,
beschrinkt durch max{|ai|,..., 1 + |an|}.

Die Folge (a,),en besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstral 1.20 eine konvergente Teil-
folge (ay, )ken, deren Limes wir mit a € R bezeichnen. Zu zeigen ist, dass die Folge (ay),eN
gegen a € R konvergiert. Definitionsgemél gibt es zu jedem € > 0 einen Index ne € N, sodass
fiir alle n,m > ne gilt: |a, —am| < 5.

Da (a,),en eine konvergente Teilfolge (ay, )ken besitzt, die gegen a konvergiert, gibt es einen
Index n; > ne (aufgrund der streng wachsenden Monotonie von ny), fiir den |a,, —a| < % gilt.

Fiir alle Indizes n > ne gilt daher:

E €
lap —a| = |ap — ap, +an, —a| < |ap—ay, |+ |an, —al < 5—1—5 =e€.
Daraus folgt lim a, = a und (a,),cn ist konvergent. O
n—soo

1.2 Unendliche Summen (''Reihen'")

Definition 1.23 (Folge der Partialsummen). Sei (a,),cn eine reelle Zahlenfolge. Dann heift die
Zahlenfolge (si)keN

k
Sk = a,=ap+a+...+ag
n=0

die Folge der Partialsummen von a,,.

Definition 1.24 (Unendliche Reihe). Eine (unendliche) Reihe ist ein geordnetes Paar aus einer
k

Zahlenfolge (a,),cn und ihrer Partialsummen sy := Z ap. Die Glieder der Folge a, bezeichnet
n=0
man als Glieder der Reihe und die Glieder von s als Partialsummen der Reihe. Die Glieder der

Reihe werden mit

Zan =ap+ay+...+a,+...
n=0

bezeichnet.

Bemerkung 1.25. Eine Reihe ist entweder durch ihre Glieder oder durch die Glieder der Parti-

alsummen bestimmt. Wir konnen aus den Partialsummen die Glieder der Reihe bestimmen.
ap = s0; Qnyl = Spt1—Sp, VneEN

Definition 1.26 (Konvergenz und Divergenz von Reihen). Eine Reihe ist konvergent, falls

lim s;, existiert und wir bezeichnen den Grenzwert s als die Summe oder den Grenzwert der
k—roo



Reihe

s=lims, =) a,.
k—oo r;) "

Ansonsten ist die Reihe divergent.

Satz 1.27 (Cauchysches Kriterium fiir Reihen). Das Cauchysche Kriterium fiir Reihen besagt,

dass die Reihe Z a, genau dann konvergiert, wenn es fiir jedes € > 0 ein ny € N gibt, sodass
n=0
fiir alle n,m > no mit n > m gilt:

\am + Ay 1 + -..an| = <E€.

n
Y a
k=m

Beweis. Dieser Beweis ist eine triviale Folgerung von Satz (1.22). Zu zeigen ist nur, dass die

Folge (sx)ren der Partialsummen genau dann konvergiert, wenn sie eine Cauchyfolge ist.
n
Sei |5y —sm—1]| = Z ay|. Ziehen wir die Beweistechnik vom Satz (1.22) heran, so sind wir mit
k=m

dem Beweis fertig. 0

Satz 1.28. Ist (an)nen > 0 und die Folge (sy)ken der Partialsummen beschrdnkt, so ist die Reihe

Z an konvergent und > 0.
n=0

Beweis. Die Folge (si)ren ist monoton wachsend, weil s; — s, = a; > 0, fiir alle k > 1. Da sie
beschrinkt ist, ist sie nach Satz 1.15 konvergent. Daraus folgt, dass die Reihe Z a, konvergiert.

n=0
Da die erste Partialsumme sg = ag > 0 nicht negativ ist, ist der Grenzwert der Reihe > 0. U]

Beispiel 1.29 (Geometrische Reihe). Eine geometrische Reihe schreiben wir in der Form

k 1, 2 1—g"t!
g =14+q +gq —|—...—|—q":1—.
k=0 -4

n
Sn:

Ist |¢| < 1, so gilt fiir die Folge der Partialsummen

50: k
n—oo =0 1—6]

Ist |g| > 1, so liegt keine Konvergenz vor, denn ¢" - 0 fiir n — oo.
Beispiel 1.30 (Harmonische Reihe). Die Eigenschaft lim a,, = 0 ist nicht hinreichend fiir die
n—oo

Konvergenz fiir die Reihe Z ap. Die harmonische Reihe ist ein Beispiel dafiir:
n=0

=Y

n=1 n



Klarerweise gilt a, = rll —— 0, aber wegen
n—yoo

sz: 1 1 - 1 N 1 - 11

Som — Sm = - =ttt —>—+ .t ===

e en mt 1 2m~ 2m 2m, 2
m—mal

erfiillt es nicht das Cauchysches Kriterium, daher ist die harmonische Reihe nicht konvergent.

Satz 1.31. Ist Z a, konvergent, so gilt lim a,, =0
n=0 n—ree
Beweis. Es gilt a,, = s, — 5,1, dann folgt

lima, =lims,— lims,_; =s—s=0.
n—soo n—soo n—soo

]

Definition 1.32 (Absolute und bedingte Konvergenz). Wir nennen eine Reihe Z a, absolut
n=0

(o)

konvergent, wenn die Reihe Z |an| konvergiert. Eine Reihe ist bedingt konvergent, wenn sie
n=0

konvergiert, aber nicht absolut konvergiert.

Satz 1.33. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent und es gilt die verallgemeinerte Drei-

ecksungleichung

n

),
k=1
Beweis. Wir beweisen dies mit vollstindiger Induktion nach n.
Induktionsanfang (IA):

<Y lal. (1.1)
k=1

n=1:la| <|a

n=2:la+ay| < jai| +|az]
Dreiecksungl.(Du.)

Induktionsvoraussetzung (IV): Es gelte (1.1) fiir ein n € N mit n > 2.
Induktionsschritt (IS):

n+1 n
Zak = Zak+an+l
k=1 k=1
n
< | Y a| + lans ]
U k=1
n
< ag|+ |a
v ];| k| ’ n+1|
n+1
=) .
k+1



1.3 Konvergenzkriterien von Reihen

Da die Konvergenzkriterien unendlicher Reihen fiir diese Arbeit nebenséchlich sind, jedoch
ein wichtiger Bestandteil der Analysis ist, werden wir nur ein Schema zur Untersuchung un-
endlicher Reihen auf Konvergenz und Divergenz als Abbildung darstellen. Die Beweise der
Konvergenzkriterieren, die in der unten dargestellten Abbildung zu sehen sind, sind in jedem

Buch bzw. Vorlesungsskript zur Analysis auffindbar. (vgl.,[Las12] oder [Rol18])



(1) Eingabe:  Reihe Z an
—0

ja
Zusammengesetzt? —2 5 Bestandteile einzeln untersuchen!
nein |
nein . .
Spezieller Typ? ————= Weiter bei (2)
ja

v v v b

(3) geometr. Reihe (4) altern. Reihe (5) Wechselsumme  (6) verallg. harmon. Reihe
Yo dh lal <1 Yoo(-D)"an X0li(an —an1) PIS Vi

(2) Kein spezieller Typ: —
nein

(a,,) Nullfolge? —— > divergent!

fertig!

ja
. I ja :
Quotientenkriterium anwendbar? ———= fertig!
nein
ja
Wurzelkriterium anwendbar? —> fertig!
nein
: ja
Konvergente Majorante zu sehen? ———= konvergent!
nein
: . ja :
Divergente Minorante zu sehen? ——= divergent!

nein

Schwierige Reihe!
Kreativ werden oder Experten fragen!

|

Ende

Abbildung 1.1: Schema: Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen
Quelle: Fritzsche, 2013, S. 67



Kapitel 2
Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Die Inhalte dieses Kapitels beziehen sich auf die Biicher [BF00], [FK], [For], [GRS] und
[Rol18], wobei die Idee fiir den Aufbau dieses Abschnitts vom Letzteren entnommen wurde.
Funktionen werden kontextabhiingig auch Abbildungen genannt. Beide Begriffe sind synonym,
wobeli in der Analysis stets der Begriff Funktion verwendet wird. Wir haben uns schon im vor-
herigen Kapitel mit Funktionen von N nach R beschiftigt, die sogenannten Folgen. In diesem
Kapitel mochten wir grundlegende Eigenschaften von Funktionen, Grenzwerte und Stetigkeit

von Funktionen betrachten.

2.1 Allgemeine Funktioneneigenschaften

Definition 2.1 (Funktion). Sei D eine Teilmenge von R. Wird durch eine Vorschrift jeder x € D

eindeutig eine Zahl y = f(x) € R zugeordnet, so bezeichnen wir mit
f:D—B

eine Funktion von x mit der Definitionsmenge D und der Zielmenge B von f.
B={yeR|IxeD:y=f(x)}.
Die Definitionsbereiche sind Vereinigungen von Intervallen oder selbst Intervalle. Sind Anfangs-
und Endpunkte fiir D mit —oo < a < b < oo vorgegeben, dann bedeutet:

* [a,b]:={xeR:a<x<b} (,;abgeschlossenes “ Intervall)

* (a,b):={xeR:a<x<b} (,,offenes “ Intervall)

* [a,b):={xeR:a<x<b} (,,nach rechts halboffenes* Intervall)

* (a,b]:={xeR:a<x<b} (,,nach links halboffenes “ Intervall).

Diese Intervalle sind alle ,,beschriankt” bzw. ,,endlich®, aber auch ,,unendliche “ Intervalle der

Form [a, ), (a,00),(—o0,b],(—oc0,b) und (—oo,00) = R knnen vorkommen.
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Jede (eindeutige) reelle Funktion f : D C R — R besitzt einen Graphen:
G(f):={x,f(x):xe D} CR>.

Definition 2.2. Ist f : D — R eine Funktion und D’ C D, dann bezeichnen wir die Funktion
f: D' — R als die Einschriankung von f auf D’.

Definition 2.3. Sind f und g Funktionen mit f,g : D — R, so sind die Paare dieser beiden
Funktionen Summe, Produkt und der Quotient mit g(x) # 0 und x € D definiert durch:

(f+e)x) :=f)+gx):  (f-2)x):=f(x)-gx); (Jg‘) () = %

Definition 2.4. Wir nennen £ € D eine Nullstelle der Funktion f: D CR — R, wenn f(§) =0
ist. Eine Funktion f nennen wir ,,identisch Null“, wenn fiir alle x € D gilt: f(x) = 0.

Definition 2.5. Eine Funktion f heifit surjektiv, wenn jedes Element y € B ein Bildelement ist,

d.h. wenn es fiir jedes y € B (mindestens) ein x € D mit f(x) =y gibt.

Definition 2.6. Eine Funktion f heilt injektiv, wenn es fiir jedes Element y € B

,hochstens “ein x € D gibt mit f(x) =y, d.h. wenn aus f(x;) = f(x;) folgt, dass x; = x, ist. Die
Abbildung f ist auch injektiv, wenn aus x| # x; folgt, dass f(x;) # f(x2). Zu einer injektiven
Funktion f : D — B ist die Umkehrfunktion f~! : B — D definiert durch f~!(y) = x.

Bemerkung 2.7. Es ist jedoch zu bemerken, dass die Umkehrfunktion f~!(x) nicht mit der

reziproken Funktion f(x)~! = ﬁ verwechselt werden darf.

Definition 2.8. Eine Funktion f heil3t bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist, und das ist

genau dann der Fall, wenn fiir jedes y € B genau ein x € D gibt mit f(x) = y.

Definition 2.9. Sind zwei Funktion g: D — B C Rund f : B — R gegeben, so ist die Kompo-
sition (oder Verkniipfung) f o g : D — R definiert durch

(fog)lx) = f(glx), xeD.

2.2 Elementare Funktionen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt einige hidufig auftretende Funktionen anschauen.

Definition 2.10 (Potenzfunktion). Eine Potenzfunktion ist eine Funktion der Form

f:D—R

fixxP,
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wobei p € R vorgegeben ist.

Spezialfille der Potenzfunktionen sind:

1. Ist p =0, dann ist f eine konstante Funktion f(x) = ¢ mitx € D und ein ¢ € R.
2. Ist p =1, dann ist f eine identische Funktion f(x) = x.

3. Ist p = 3, dann ist f eine Wurzelfunktion f(x) = X2 = VX

4. Ist p = —1, dann bilden wir den Kehrwert der Funktion f(x) =x ! =1

X

Definition 2.11 (Polynomfunktion). Eine Polynomfunktion ist eine Funktion der Form

F:RSR
frixmap +ap 1 XN+ aix+ag

mit n € N und Koeffizienten ay, ...,a, € R,a, # 0.
Definition 2.12 (Rationale Funktion). Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Form
f:D—=R

p(x)  ap+aix+..+ax"

X =
U q(x)  bo+bix+...+byx™

mit Koeffizienten ay, ..., an,bo, ...,bym € R, a, #0und b, Z0und D =R\ {x e R: g¢(x) =0}

Definition 2.13 (Betragsfunktion). Die Betragsfunktion f(x) = |x| ist eine Funktion von R auf
R U{0}.

Definition 2.14 (Exponentialfunktion). Eine Exponentialfunktion ist eine Funktion der Form

f:R—-R
fix—a*
mit a € R als Basis.
Die Funktion
fR—-R
fix—e

hei3t natiirliche Exponentialfunktion mit der Eulerschen Zahl e als Basis. Ihre Umkehrfunk-
tion ist der natiirliche Logarithmus f~'(x) = In(x).

Definition 2.15 (Treppenfunktion). Eine Treppenfunktion ist eine Funktion der Form
7(x) : [a,b] = R,
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wobei es Zahlen fq,t1,...,t, mita =ty < t; < ... <t, = b und Zahlen ky, ...k, gibt, sodass gilt:

T(x) = ki Vxe (tj-1,tj),i=1,...,n.

Definition 2.16 (Winkelfunktion). Sei P ein Punkt am Einheitskreis eines kartesischen Koor-

dinatensystems mit Koordinatenursprung O. Wir bezeichnen x den Winkel von der positiven

1. Achse aus im Gegenuhrzeigersinn bis zur Strecke OP. Zusitzlich gilt fiir x = x + 360° bzw.

x =x+ 27 (im Bogenmal}). Dann bezeichnen wir die 1. Koordinate vom Punkt P mit cosx und

die 2. Koordinate vom Punkt P mit sinx.

Sinus und Cosinus sind Funktionen von R nach R. Zusitzlich definieren wir zwei weitere

Funktionen:

Wir wollen uns wichtige Eigenschaften der Winkelfunktionen anschauen:

(1) Da Punkt P am Einheitskreis liegt, gilt:

2

sin® x4 cos’x = 1,

wobei sin®x und cos? x fiir sin(x)? und cos(x)? stehen. (Satz von Pythagoras)
Folglich gilt:

—1<sinx<1

—1<cosx<1.

(i) Des Weiteren gelten folgende Bedingungen fiir x € R:

sin(—x) = —sin(x)

cos(—x) = cos(x)
sin(x — ) = —sin(x)
cos(x— ) = —cos(x)

(iii)) Da x und x+ 27 den gleichen Punkt darstellen, gilt

sin(x+2m) =sin(x); cos(x+2m) =cos(x) (Periodizitit).

(iv) Eine wichtige Ungleichung, die fiir trigonometrische Funktionen gilt, ist:

T
0 < sin(x) < x < tan(x), fir 0<x< 5
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welche am Einheitskreis offensichtlich ist.

(v) Zum Abschluss wollen wir noch die Additionstheoreme (Summensitze) fiir Sinus und

Cosinus, den wir ohne Beweis machen, vorstellen:

sin(x+y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) (2.7)
cos(x+y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y). (2.8)

Definition 2.17 (Monotonie von Funktionen). Eine reelle Funktion f : D C R — R heifit ,,mo-

noton wachsend/steigend ““ bzw. ,,monoton fallend *, wenn fiir x;,x; € D gilt:

x1 <xp= f(x1) < f(x2) bzw. x1 <xa= f(x1) > f(x2).

Wenn f ,,streng monoton wachsend/steigend ““ bzw. ,,streng monoton fallend “ ist, dann gilt fiir

Xx1,x2 € D:

x1 <x2 = f(x1) < f(x2) x1 <x2 = f(x1) > f(x2).

Satz 2.18 (Monotonie und Umkehrfunktion). Ist f streng monoton, so ist f injektiv und die

Umbkehrfunktion f~' ist ebenfalls streng monoton.

Beweis. Angenommen f ist streng monoton steigend/wachsend, dann gilt x; # x,, so muss
X1 < xp, also f(x1) < f(x2) gelten , somit folgt f(x;) # f(x2) und f ist daher injektiv, d.h. es
existiert die Umkehrfunktion f~'.

Aufgrund der Definition der Umkehrfunktion ist x; = f~'(y;) und x; = f~!(y2). Aus x; < x5
folgt =1 (y1) < f~1(y2), daraus folgt, dass f~! streng monoton wachsend ist.

Der Beweis fiir die streng monoton fallende Monotonie wird analog ausgefiihrt. [

2.3 Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion

Definition 2.19 (Grenzwert einer reellen Funktion). Eine Funktion f: D C R — R hat an der
Stelle xp € D einen Limes a € R, wenn fiir alle Folgen (x,),en € D gilt:

lim x,, = xo = lim f(x,) = a.

n—oo " 0 n%oof( I’l)

Ist a der Grenzwert von f an der Stelle x(, so schreiben wir:
lim f(x) =a; fx) —a; f(x) = a.
X—X0 X—X0

Satz 2.20. Existieren die Grenzwerte der in D definierten Funktionen f und g an der Stelle x
und ist k € R, so gilt:
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(i) lim (£(x) +g(x) = lim £(x)+ lim g(x)

X—X0

(i) lim f(x)g(x) = lim f(x) lim g(x)

X—X0

(ifi) lim kf(x) =k lim f(x)

(iv) lim f) _ ’}LI?°f(X)~ mit g(x), lim g(x) #0
X—X( g(x) " lim g(x)’ g 7x—mog '

Beweis. Der Beweis folgt aus der Definition und Rechenregeln fiir konvergente Folgen (Siehe:

Satz 1.13). OJ

Satz 2.21. Seien g, f und h reelle Funktionen mit Definitionsbereich D C R. Falls li_>m flx)=
X—X0

ILm h(x) = a und f(x) < g(x) < h(x) fiir alle x € D gilt, so ist auch ILm g(x)=a.

X—X( X—X(

Beweis. Das ist eine triviale Folgerung aus Satz 1.16. [

Definition 2.22 (Stetigkeit an einer Stelle). Eine Funktion f: D C R — R heil}t stetig an der
Stelle xo € D, wenn fiir jede Folge (x,),en € D gilt:

lim x, = xo = lim f(x,) = f(x0).
n—oo n—roo

Definition 2.23 (Stetigkeit einer Funktion). Eine reelle Funktion f ist genau dann stetig, wenn

sie an jedem Punkt im Definitionsbereich D stetig ist.

Beispiel 2.24 (Stetigkeit von Sinus und Cosinus). Wir mochten zeigen, dass Sinus und Cosinus

auf ganz R stetig ist. Es gilt wegen (2.2) und (2.6):

T

|sin(x)| = sin(|x|) < |x| fir |x| < 5

Zunichst zeigen wir die Stetigkeit im Nullpunkt. Ist (x,),c ist eine Nullfolge, so folgt aus Satz
2.21:

|sin(x,)| < |xa| ——0,
n—soo

dass sin(x,) —— 0 =sin(0). Somit ist die Sinusfunktion an der Stelle O stetig.
n—o0
Fiir die Cosinusfunktion gilt wegen (2.1) und (2.3):

cos(x) = 4/ 1 —sin?(x) fir |x| < g

Es folgt fiir cos(x;) — 1 —0=1=cos(0). Somt ist die Cosinusfunktion an der Stelle 0
n—roo
stetig.
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Wir zeigen noch die Stetigkeit an jeder beliebigen Stelle xo € R. Sei (x,),en ein Folge, die

gegen x( konvergiert und bezeichnen (x;,)
Xp = X0+ Yn (2.9

mit der Nullfolge (y,),en. Mit Hilfe der Additionstheoremen (2.7) und (2.8) gilt dann fiir jede
Nullfolge (y,):

sin(x,) 29) sin(xo + yn)

27) . .
@) sin(xg) cos(yy) +cos(xg) sin(yy)
—— ~——
e g

— sin(xp)
n—yco

cos(xy,) 29) cos(xp + yn)

28) cos(x) €os(yn) — sin(xp) sin(yn)
— ——

—1 —0

n—oo n—oo
— cos(xp)
n—soo

Damit ist die Stetigkeit an jeder beliebigen Stelle xg € R fiir die Sinusfunktion und Cosinus-

funktion gezeigt.

Satz 2.25 (&€ — 6- Kriterium der Stetigkeit). Sei f: D C R — R eine Funktion und & € D. Sie
ist genau dann stetig an der Stelle & € D, wenn es fiir jedes € > 0 ein g > 0 gibt, sodass fiir
alle x € D mit |x — &| < O gilt:

[f(x)—f(E) <e.

Beweis. (=) Es gebe zu jedem € > 0 ein J; > 0, sodass fiir alle x € D mit |x — &| < & gilt:

[f(x)—f(E) <e.

Zu zeigen ist, dass fiir jede Folge (x,),en € D, X, # & und li_r>n x, = & gilt:
n—oo

lim f(x,) = f(S).

n—oo

Sei € > 0 und &; > 0 vorgegeben. Wegen li_r>n x, = & gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > n
n—oo
gilt:

|Xn_€| < 6.
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Folglich gilt: |f(x,) — f(&)] < € fur alle n > ng, daher gilt ,}E&f(x") = f(&).

(<) Fiir jede Folge (x;)nen € D mit '}1_r>1010 x, = & gelte ,}l_r& f(xy) = f(&). Angenommen die
€ — 0 Eigenschaft ist nicht wahr. Dann gibt es ein € > 0, sodass kein solches J¢ > 0 gibt mit
|f(x) = f(&)| < € fiir alle x € D mit |x — &| < &.

Also gibt es zu jedem § > 0 zumindest ein x € D mit |x — &| < 8, aber |f(x) — f(§)| > €.

L mit n € N\ {0} und wihle ein x, € D mit

Nun sei 6 = -

o8l < 2 = |fla) — f(§)] 2 €

Folglich ist lim x, = & und nach Voraussetzung lim f(x,) = f(&). Dies steht aber im Wider-
n—oo n—oo
spruch zu |f(x,) — f(&)| > &, daher kann die Folge (f(x,))nen € D nicht gegen f(&) konver-

gieren. ]

Bemerkung 2.26. Der Stetigkeitsnachweis erfolgt, wenn man zu jedem beliebigen € > 0 ein
passendes 6 > 0 (deswegen die Notation 6(€) oder d¢) mit der formulierten Eigenschaft findet.
Da wir auf Anhieb ein solches & nicht nennen kdnnen, geht man folgendermalen vor: Wir
versuchen die Ungleichung | f(x) — f(x0)| < € durch Umformung eine Bedingung fiir [x — xo|

zu finden, um dann ein &, > 0 passend zu wihlen.

Beispiel 2.27. Zu untersuchen ist, ob die Funktion f(x) := 5x+ 13 an der Stelle xop = 2 stetig

ist. Wir mochten dieses Beispiel, wie in der Bemerkung beschrieben ist, rechnen:
|f(x) = f(x0)| = [5x4+ 13 =23| = |5Sx— 10| = 5|x — 2| = 5|x — x|
Daraus folgt: Ist |[x —xo| < £, dann ist | f(x) — f(x0)| < €. Wir haben also gezeigt, dass:

Ve > 038, := gvxeR: x—xo| < 8 = |f(x) — f(x0)| < €

2.4 Sitze zur Stetigkeit

Satz 2.28 (Zwischenwertsatz). Fiir jede auf einem beschrdinkten abgeschlossenen Intervall ste-
tige Funktion f : [a,b] — R sei f(a) # f(b), dann nimmt f jeden Wert { zwischen f(a) und
f(b) an, sodass es mindestens eine reelle Zahl & € [a,b] mit f(&) = { gibt.

Beweis. Fiir einen Beweis des Satzes 2.28 siehe [For] § 11. ]

Bevor wir mit dem néchsten Satz beginnen, mochten wir kurz die Supremum- und Infin-

umseigenschaft wiederholen.

Definition 2.29 (Supremum und Infinum). Sei A C R. Eine Zahl s € R hei3t Supremum (oder

kleinste obere Schranke) einer Menge A C R, wenn gilt:

(1) x <s, fiir alle x € A und
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(i1) fiir jede obere Schranke ¢ von A ist s < ¢.
Analog ist das Infinum (oder groBte obere Schranke) definiert.

Bemerkung 2.30. Wir mochten kurz den Zusammenhang zwischen den Begriffen Maximum

und Supremum bzw. Minimum und Infinum zusammenfassen: Sei A C R.

* Wenn eine Menge A ein Maximum besitzt, so besitzt sie auch ein Supremum, welches

gleich dem Maximum von A ist.

» Besitzt die Menge A ein Supremum, dann muss sie nicht unbedingt ein Maximum be-
sitzen. Sei [—2,3), so besitzt dieses Intervall ein Supremum s = 3, aber kein Maximum.

Daher gilt die Umkehrung nicht.

* Wenn die Menge A ein Supremum besitzt, welches ein Element von A ist, dann besitzt A

auch ein Maximum und ist gleich dem Supremum von A.
Analog gilt der Zusammenhang fiir die Begriffe Minimum und Infinum.

Satz 2.31 (Satz von Maximum). Jede auf einem beschrdnkten abgeschlossenen Intervall stetige
Funktion f : [a,b] — R ist beschriinkt, und sie besitzt ein Maximum und ein Minimum, d.h. es

gibt ein Punkt & € [a,b), sodass

f(8) = sup{f(x) : x € [a,b]}

und einen Punkt 1 € [a,b), sodass

f(u) =inf{f(x) : x € [a,b]}
gilt.

Beweis. Wir zeigen den Beweis fiir das Maximum. Sei a := sup{f(x) : x € [a,b]} € R. Wenn

a = oo, dann ist f nicht nach oben beschrinkt, daher gibt es eine Folge (x,),cn € |a,b], sodass
lim f(x,) = a (2.10)

n—oo

gilt. Da die Folge x, beschrinkt ist, besitzt sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 (siche:

Satz 1.20) eine konvergente Teilfolge (x,, ) mit dem Limes & € R:
;}E&x”k =& € a,b].
Aufgrund der Stetigkeit von f folgt:

lim f(xy,) = (). @11

k—yo0
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Da jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert, und den gleichen Limes hat, folgt aus
den Gleichungen (2.10) und (2.11)

f(§) =a.

Daraus folgt auch, dass a < oo sein muss, also ist f nach oben beschrinkt. Klar ist, dass f(x) <
sup(f), und da f nach oben beschrénkt ist, sind Supremum und Maximum nach Bemerkung
2.30 gleich: max(f) = sup(f), d.h. f nimmt an der Stelle & ihr Maximum an.

Der Beweis fiir das Minimum erfolgt analog. [

Definition 2.32 (GleichmiBige Stetigkeit). Eine Funktion f : D C R — R nennen wir gleich-
miRig stetig, wenn es zu jedem € > 0 eine & > 0 gibt, sodass fiir alle x,& € D mit [x — &| < O
gilt:

[f(x)—f(E) <e.

Bemerkung 2.33. Vergleichen wir die gleichmiBige Stetigkeit mit dem &-8-Kriterium der Ste-

tigkeit, so erkennen wir bei der Notation einen Unterschied:
(i) €-0 Kriterium: Ve >0VE € D30 >0VxeD: x—§|<d=|f(x)—f(&)| <e¢
(ii) GleichmiBige Stetigkeit: Ve >036 >0VE eDVxeD: |x—&|<d=|f(x)—f(§)|<e.

In (i) gibt es zu jedem & € D ein § > 0 (und im Allgemeinen fiir jedes & ein anderes J).
In (ii) gibt es ein & > O fiir alle & € D, d.h. die gleichmiBige Stetigkeit ist eine stirkere Form
der Stetigkeit, und wir konnen die -8 Kriterium der Stetigkeit als punktweise Stetigkeit be-

zeichnen.

Satz 2.34. Jede auf einem beschriinkten abgeschlossenen Intervall stetige Funktion f : |a,b] —
R ist gleichmdpfig stetig.

Beweis. Angenommen f sei nicht gleichmiBig stetig. Sei € > 0. Dann gibt es zu jedem & > 0
Stellen x, & € [a,b] mit

k=G| <8, aber |f(x)—f(S)|=¢.

1

Nun sei 6 := - mit n € N\ {0} und wihle (x,,&,)nen € [a,b], sodass gilt:

1
o — & < Py aber |f(xn) = f(&n)| = €.

Da die Glieder der beiden Folgen (x,), (&,) in [a,b] liegen, sind sie daher beschrinkt. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstra3 besitzt die beschrinkte Folge x;, eine konvergente Teilfolge, deren

Grenzwert wir mit @ € R bezeichnen. Wegen |x, — &,| < %
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1
|Xn_§n’<_ —>O
N n—oo

und

én - Xn +€n —Xn
~~ ~——

a >0
n—oo n—ro0

folgt 1i_r>n &, = o. Aufgrund der Stetigkeit von f folgt daraus:

Tim [£ () — £(&)| = f(0) ~ f(@) =0.

Dies steht aber im Widerspruch zu |f(x,) — f(&,)| > €, daher ist die Annahme falsch und f ist
gleichmaBig stetig. [

Satz 2.35. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es Treppenfunktionen T*, T~
[a,b] — R folgende Eigenschaften:

(i) 77 (x) < flx) <tt(x), Vxe€la,b)
(ii) [Tt (x) =1t (x)| <€, VxE€|[a,b]

Beweis. Nach Satz 2.34 ist f gleichméBig stetig, d.h., dass zu jedem € ein & > 0 gibt, sodass
fir alle x, & € [a, D] gilt:

k=&l <d=[fx)—f(E)l<e

Sei nun n so groB3, sodass l% <dOundseitj=a+j- (bn;a) mit j = 0,...,n, dann erhalten wir

eine Intervallteilung
a=th<tn <..<t,=b
mitt; —t;_1 < 0, fir j=1,...,n. Wir setzen fir j=1,...,n

¢ = supl () 1 x € [a,b]}
dj =inf{f(x) : x € [a,b]}.

Nach Satz von Maximum (siehe Satz 2.31) gilt f(c;) = f(&;) und f(d;) = f(u;), fir &;, u; €
[tj—1,t;] und mit |§; — ;| < & folgt:

1f(&) —fluj)l<e, Vj=1,..,n
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Wir definieren nun die Treppenfunktion 74,77 : [a,b] — R mit:

T () =f(w) T ) = f(Ey), fir i <x<t(j=1,...n).

Damit sind die beiden Bedingungen erfiillt.
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Kapitel 3

Differentiation und Integration von

Funktionen

In diesem Kapitel mochten wir uns mit wichtigen Inhalten der Differentiation und Integration
von Funktionen beschiftigen. Wir haben die Auswahl von Definition, Sétzen, etc. so einge-
schrinkt, dass sie fiir den Schwerpunkt der Arbeit relevant ist.

Der Inhalt dieses Kapitels bezieht sich auf die Quellen [BFOO], [GRS], [For], [Heu09], [Rol18],
[FK] und [Las12].

3.1 Differentiation von reellen Funktionen

Definition 3.1 (Differenzierbarkeit und Ableitung). Eine Funktion f : D C R — R hei3t an der
Stelle xo € D differenzierbar, wenn der Grenzwert der zu xo gehdrenden Differenzenquotien-

tenfunktion

¢:D\{x} —R
o) - L=

an der Stelle xy € D existiert. Den Grenzwert nennen wir dann die Ableitung von f an der Stelle

xo und bezeichnen ihn mit

o) — tim 18—/ 0)

X—X0 X — _XO

(3.1

Setzt man fiir 4 = x — xq, so erhalten wir

/ — 1
f(x0) = lim

f(xo+h)— f(xo)
h
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oder fiir x statt xo mit

. +h)—f(x)

/(x) = tim £ . 3.2
fx) = lim . (3.2)
Die Funktion f heif3t differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle xy € D differenzierbar ist.

Definition 3.2 (Hohere Ableitungen). Eine Funktion f: D C R — R sei differenzierbar. Ist f’

differenzierbar, so nennen wir die Ableitung von f’ die zweite Ableitung von f und bezeichnen

ihn f”.
Die n-te Ableitung definieren wir rekursiv mit:
d"f _
=0 =" @), 3,

Satz 3.3. Eine Funktion f : D C R — R ist genau dann an der Stelle xy € D differenzierbar,

wenn es eine Konstante ¢ € R und eine Funktion k : D C R — R mit

lim )

X=X X — X0

=0

gibt, sodass fiir alle x € D gilt:
J(x) = f(x0) = k(x) +c(x —x0).

In diesem Fall ist c = f'(xo).

Beweis. (=) Sei f an der Stelle xo € D differenzierbar mit f’(xo) = c. Wir definieren die Funk-

tion k(x) mit
k(x) = f(x) — f(x0) — c(x —xo). (3.3)

Aufgrund der Differenzierbarkeit von f ergibt sich mit (3.1)

im K& S0 = flo)
X—X0 X — X0 X—X0 X —X0
= f'(x0) —c
=0.
(<) Sei umgekehrt
f(x) = f(x0) = k(x) +c(x —x0) (3.4)
mit
lim ﬂ =0.
X=X X — X0
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Dividieren wir (3.4) durch x — xo und bilden den Grenzwert an der Stelle xo € D, so folgt

— k
f'(x0) = lim f) = flxo) lim () +c=c.
X—X0 X —X0 X—=X0 X — X(
Somit ist f an der Stelle xo differenzierbar mit f(xp) = c. O

Satz 3.4. Ist f: D CR — R an der Stelle xo € D differenzierbar, so ist sie an dieser Stelle stetig.

Beweis. Sei f an der Stelle xg € D differenzierbar. Nach Satz 3.3 gilt:

k(x) = f(x) = f(x0) — c(x—xo)

mit k : D — R und ihre Eigenschaft:

. k(x )
lim ( ) = lim
X=X X — X() X—X0

Zu zeigen ist:

lim f(x) = f(xo) bzw. lim [f(x) — f(x0)| =0,

X—X0 X—X0

also folgt aus Satz 3.3 und Satz 2.20 (i):

lim f(x) — f(x0) = lim (k(x) +¢(x —x0))

X—X0 X—X0

= lim k(x) + lim ¢ (x—xp)
——

X—rX0 X—rX0
—0
X—=X(0)
=)
k

= lim ) (x—x0)

X—=X0 X — X0
=0.

]
Wir mochten jetzt einige einfache differenzierbare Funktionen in der Form (3.2) besprechen.

Beispiel 3.5. Eine konstante Funktion f(x) = k, fiir ein k € R ist stetig differenzierbar mit der
Ableitung

f’(x):hmf(”h)—f(X) C k—k

h—0 h h—0 h

Beispiel 3.6. Eine lineare Funktion f(x) = kx ist stetig differenzierbar mit der Ableitung



Beispiel 3.7. Die rationale Funktion f(x) = % mit x # 0 ist stetig differenzierbar mit der Ablei-
tung:

, 1/ 11
f<x>:,1£%z(x+h—;)
:hml( = )
h—0h \ (x+h)x
:l1m—;:—i,
h—0 x4+ hx x2

Satz 3.8. Seien f,g: D C R — R differenzierbare Funktionen. Dann gelten folgende Rechen-
regeln fiir die Ableitungen:

(i) Linearkombination differenzierbarer Funktion: Seien a,b € R. Dann sind af und bg dif-

ferenzierbar und es gilt:
(af +bg)'(x) = af'(x) +bg'(x), Va,beR.
(ii) Produktregel fg ist differenzierbar und es gilt:

(£8)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g (x).

(iii) Quotientenregel: g ist differenzierbar mit g(x) # 0, fiir alle x € D und es gilt:

([) : (x) = [ (%)g(x) = ()8 (x)

g g(x)?

Beweis. Ein Beweis des Satzes 3.8 ist in [Rol18] §5 zu finden. L]

Satz 3.9 (Kettenregel). Seien g: D — B C R und f : B — R stetige Funktionen. Die Funktion g
sei an der Stelle xy € D differenzierbar, und f sei an der Stelle f(xo) = yo differenzierbar. Dann

ist die Komposition f o g in xq differenzierbar und es gilt:

(fog) (x0) = f'(8(x0)) - &' (x0)-

Beweis. Fur den Beweis dieses Satzes siehe [Rol18] §5. O

Beispiel 3.10 (Anwendung der Kettenregel). Die allgemeine Potenzfunktion

X =" = f(g(x), acR,
f(y)=¢ und g(x)=alnx

differenzieren wir mit Hilfe der Kettenregel



Satz 3.11. Seien D und B abgeschlossene Intervalle, sei f : D — B C R eine stetig invertierbare
Funktion mit der Umkehrfunktion f~' : B — D. Ist f an der Stelle xo € D differenzierbar mit
f'(x0) #0, so ist auch =" in f(xo) = yo differenzierbar und es gilt:

1
f'(x0)’

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist in [Rol18] §5 zu finden. O

o) = yo = f(xo0).

Beispiel 3.12. Der natiirliche Logarithmus Inx ist im Intervall (0,) stetig differenzierbar mit
der Ableitung:
1 1

1
l/ = = — = —
Ty T ey

3.2 Integration von reellen Funktionen

Definition 3.13 (Zerlegung oder Partition). Sei [a,b] ein beschrinktes abgeschlossenes Inter-

vall. Wir verstehen unter einer Zerlegung (oder Partition) 2 die Unterteilung
Z ={to,t1,.-,tn}

des Intervalls [a,b] in Teilintervalle I; = [t;_1,¢;] mit j = 1,...,n. Wir bezeichnen die Linge
tj —tj—1 mit /; und bezeichnen die groBte auftretende Intervalllinge mit | 2| := max{ly,...,[,}

und nennen sie die Feinheit der Zerlegung 2.

Definition 3.14 (Treppenfunktion). Wir haben bereits im Kapitel §3 eine Treppenfunktion de-
finiert, aber mochten sie jetzt mit Hilfe des Begriffes Zerlegung neu definieren. Eine Treppen-
funktion ist eine Funktion 7 : [a,b] — R, fiir die es eine Zerlegung £ von [a,b] gibt, sodass T
innerhalb jedes offenen Teilintervalls (¢;_1,¢;) konstant ist. Den Funktionswert von 7 in diesem

Intervall bezeichnen wir mit 7;. .7 [a,b] sei die Menge aller Treppenfunktion auf [a, b].

Definition 3.15 (Ober- und Untersumme von f). Sei f: [a,b] — R. Dann nennen wir eine Trep-
penfunktion 77, fiir die 77 (x) < f(x) fur alle x € [a, D] gilt, eine untere Treppenfunktion 7.
Eine Treppenfunktion ™, fiir die f(x) < 77 (x) fiir alle x € [a,b] gilt, nennen wir eine obe-
re Treppenfunktion 7. Das bestimmte Integral einer unteren Treppenfunktion T~ bezeichnen
wir mit Untersumme von f und das bestimmte Integral einer oberen Treppenfunktion 7% mit

Obersumme von f.

Definition 3.16 (Bestimmtes Integral der Treppenfunktion). Sei 7 : [a,b] — R eine Treppen-

funktion. Das bestimmte Integral von 7 definieren wir mit
b n
/ ‘L'(x)dx = Z lej-
a jZl
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Definition 3.17 (Riemann-Integral). Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar
(kurz: integrierbar), wenn es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen 74,7~ € J[a,b] mit 7~ < f <
77 und

b b
/ Tt (x)dx—/ T (x)dx <€ (3.5)
gibt. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral von f mit
b b b
/ f(x)dx:= sup T (x)dx= inf / 7 (x)dx.
a a

€T ap)/a €T a,b]
T<f Tr>f

Satz 3.18. [Eigenschaften des bestimmten Integrals] Wir mochten einige wichtige Eigenschaf-
ten des bestimmten Integrals aufzdhlen:

(i) Wenn f,g: [a,b] — R integrierbar sind, dann ist f + g : x— f(x)+ g(x) auch integrierbar,
und es gilt

/ab(f(x) +8(x))dx = /abf(X)dx—f—/abg(x)dx,

(ii) Wenn f : [a,b] — R integrierbaristund A € R, dann ist A f : x — A f(x) auch integrierbar,
und es gilt:

/ablf(x)dx:l/abf(x)dx.

(iii) Wenn f : [a,b] — R integrierbar ist, dann ist auch |f| : x — | f(x)| integrierbar.

(iv) Wenn f,g: [a,b] — R mit f < g integrierbar sind, dann gilt

/abf(x)dx < /abg(x)dx.

Beweis. Fiir einen Beweis des Satzes 3.18 siehe [For] §18. O
Satz 3.19. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar:

Beweis. Es gibt zu jedem € > 0 nach Satz 2.35 Treppenfunktion 7,7~ : [a,b] - R mit 7~ <
f<t"und

T () — 1 (1) < £:= b—fa Vx e [a,b).

Dann folgt aus Satz 3.18 (i):




und definitionsgemif integrierbar. (Siehe Definition 3.17) [

Satz 3.20 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Ist f : [a,b] — R stetig, dann gibt es ein § €
[a, D] mit

[ reoax= ) (3.6)

Beweis. Nach Satz 2.31 gibt es Stellen &, u € [a,b], sodass f(u) < f(x) < f(&) gilt. f(u) und
f(&) sind konstante Funktionen, also folgt aus Satz 3.18 (iv):

b
ﬂuﬂb—akéé‘ﬂmdxﬁfﬁﬂb—ah

also
1 b
s < 5— [ rdx < &),

1 b
5 / f(x)dx zwischen f(u) und f(&) liegt. Wegen Satz 2.28 (Zwischen-
—a Jg

wertsatz) nimmt f jeden Wert zwischen f(ut) und f(&) an. Aufgrund der Stetigkeit von f gibt
es nach Satz 2.28 ein § € [a,b] mit

Daraus folgt, dass

1
b—a

b
| = 5(0)
damit ist (3.6) gezeigt. 0

Satz 3.21. Sei f : [a,b] — R integrierbar, dann gilt:

b
(b-a)in(f) < [ f(x)dx < (b—a)sup(s)

Beweis. Diese Behauptung folgt aus inf(f) < f < sup(f) mit Hilfe von Satz 3.18 (iv). O

Satz 3.22 (Dreiecksungleichung fiir Integrale). Sei f : [a,b] — R integrierbar, dann gilt:

[ s < [Circolax

Beweis. Wenn f integrierbar ist, dann ist nach Satz 3.18 (iii) auch | f| integrierbar. Da — | f(x)| <
f(x) <|f(x)] fir alle x € [a,b] gilt, folgt aus Satz 3.18 (iv):

[ 1relas< [ s [l

Satz 3.23. Sei f : [a,b] — R integrierbar, dann gilt fiir jedes c € |a,b]:

/:f(x)dX#-/cbf(x)dx = /abf(x)dx. (3.7)
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Beweis. Fiir einen Beweis siehe [Rol18] §6 oder [Las12] §8. O

Definition 3.24. Sei f : [a,b] — R integrierbar, dann definieren wir fiir a < b:

/abf(x)dx = —/baf(x)dx (3.8)

/ " fx)dx = 0. (3.9)

3.3 Hauptsatz der Analysis
Satz 3.25 (Hauptsatz der Analysis). Sei f : [a,b] — R stetig, dann ist die auf |a,b]
X
_ / F(t)dr, Vx € [a,b] (3.10)
a
definierte Funktion differenzierbar, und es gilt:
F'(x)=f(x), Vx€a,b].

Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten von F(x):

(x+h (/ e dt_/f dt)

G&GDI
/ £(0)

Nach Satz 3.20 gibt es ein &, € [x,x+ h] mit

h/ f(&n),

F@+2_F@W:ﬂ@) 3.11)

Wenn wir den Grenzwert 2 — 0 bilden, dann konvergiert &, gegen x und aufgrund der Stetigkeit

daraus folgt:

von f existiert der Grenzwert von (3.11), sodass folgt:

tim P ZECD ) — ) = i (&),

h—0 h—0

fir alle x € [a, D). O

Definition 3.26 (Unbestimmtes Integral). Wir bezeichnen die Menge aller Stammfunktionen

von f als das unbestimmte Integral von f, wenn f eine Stammfunktion besitzt. Wir bezeich-
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nen es mit dem Symbol
/ f(x)dx.

Ist F eine beliebige Stammfunktion von f, dann schreiben wir
/f(x)dx =F(x)+c, fiirein c € R.

Satz 3.27. Sei f : [a,b] — R stetig und F eine Stammfunktion. Dann gilt:

/a ? )t = F(b)— F(a).

Beweis. Wir verwenden die definierte Funktion (3.10) und verwenden statt F' das Symbol F.

Fiir x € [a, D] sei:

Folx) = / " F()t. (3.12)
b

Fiir (3.12) gilt: Fo(a) = 0 wegen (3.9) und Fo(b) — / F(o)dr.
Ist F eine beliebige Funktion von f, so ist deﬁnitionggemé‘lﬁ F = Fy+ c fiir ein ¢ € R. Deshalb

ist:

]

Bemerkung 3.28. Der Satz 3.25 besagt, dass Integration und Differentiation zueinander inverse

Prozesse sind. Bilden wir die Ableitungsfunktion von der Integralfunktion, so erhalten wir:

Fi) =5 [ rwar = s

Bilden wir jedoch die Integralfunktion der Ableitungsfunktion, so erhalten wir nicht zwangsléu-
fig die urspriingliche Funktion. Dennoch erhalten wir eine Funktion, die sich um eine Konstante

von f unterscheidet. Diese Konstante ist gleich dem Funktionswert f(a). Es gilt dann:

r=sta+ [ (o)
= f(a) +/:f’(t)dt- (3.13)
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Kapitel 4
Vertauschung von Grenziibergingen

In diesem Kapitel werden [Heu09],[BFOO] und [FK] verwendet. Die Beispiele zur Vertauschung
von Grenzwerten beziehen sich hauptsachlich auf [GRS] und [Heu09]. Als erginzende Quellen
dienen in diesem Kapitel [Fri],[Las12],[Fri13] und [For]. Die Idee fiir die Strukturierung die-
ses Kapitels wurde von [Heu09] entnommen. Da dieses Kapitel den Schwerpunkt dieser Arbeit

darstellt, werden alle vorgestellten Sitze bewiesen.

Hiufig begegnen wir in der Mathematik auf Folgen und Reihen von Funktionen. Sei (f;,),en
beispielsweise so eine Folge von Funktionen, dann interessiert uns, ob fiir ein festes x die ent-
standene Zahlenfolge f,(x) konvergiert oder nicht. Was versteht man eigentlich unter einem
Grenzwert einer Funktionenfolge? Eine Funktionenfolge ist fiir ein festes x immer eine Zahlen-
folge

(@n)nen  mit @y = fu(x).

Sei fiir x € R die Funktionenfolge f,(x) = (1 + %)n Fiir jedes feste x € R konvergiert die ent-

standene Zahlenfolge gegen e¢*. Ebenso kann gezeigt werden, dass fiir ein festes x € R die

(o]

Zahlenreihe Z % die Summe ¢* hat. Eine Besonderheit von Funktionenfolgen bzw. Funktio-
k=0""
nenreihen ist, dass es mehrere wichtige Konvergenzbegriffe gibt. Wir mochten uns mit dem

ersten Konvergenzbegriff fiir Folgen und Reihen von Funktionen beschéftigen, doch bevor wir

mit den Konvergenzbegriffen beginnen, wollen wir erstmals eine Funktionenfolge definieren.

Definition 4.1 (Funktionenfolge). Sind die Glieder einer unendlichen Folge keine Zahlen, son-
dern Funktionen, die von einem Parameter x abhiingen und in einem Intervall D C R definiert

sind, so spricht man von einer Funktionenfolge

(fn)nEN-

Fiir jedes xo € D ist dann (f,,(x0))nen eine Zahlenfolge.

oo

Definition 4.2 (Funktionenreihe). Das Symbol Z fx bedeutet die Funktionenfolge der Partial-
k=1
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summen s, = f1 + ... + f, und wird als Funktionenreihe auf D bezeichnet. Statt Z Jx schreibt
k=1

man auch hiufig Z fr(x).
k=1

Strebt s, — s auf D, so sagen wir, die Funktionenreihe Z fx konvergiere punktweise auf D

k=1
gegen s und schreiben

ifk:S oder ifk(x)zs(x) auf D.
k=1 k=1

4.1 Punktweise Konvergenz

Definition 4.3 (Punktweise Konvergenz & Grenzfunktion). Eine Funktionenfolge ( f;,),cn heifit
im Punkt xo € D konvergent, falls die Zahlenfolge (f,;),en konvergiert. Ist (f,),en konvergent
fiir jedes x € D, so heilt (f,),en punktweise auf D konvergent. Es existiert damit eine Funktion
f:D — R, sodass fiir jedes x € D

f(x) = lim f,(x)

n—oo

gilt. Die Funktion f(x) heifit Grenzfunktion oder punktweiser Grenzwert der Folge f,. Man

schreibt auch:
o fulx) = f(x), firn — oo
e fu— fauf D
e lim f,, = f auf D.
n—oo
Bemerkung 4.4. Die Funktionenfolge f,(x) konvergiert punktweise gegen f(x) genau dann,
wenn zu jedem € > 0 und jedem x € D eine natiirliche Zahl ng existiert, sodass gilt:

Vx € D,Ve > 0,3ng € N,Vn > ng : |fu(x) — f(x)| < €. 4.1)

Wir mochten mit einigen Beispielen zeigen, was man sich unter einer punktweisen Konver-

genz genauer vorstellen kann.

Beispiel 4.5. Sei f;,: [0,1) — R, f,(x) =x". Fiir jedes x € [0, 1) konvergiert x” fiir n — oo gegen
0, daher
f(x) = lim f,(x) = lim x" = 0.

n—soo n—oo
Demzufolge ist die Grenzfunktion f stetig.
Beispiel 4.6. Wir nehmen die gleiche Funktionenfolge, wie im letzten Beispiel, aber dindern den

Definitionsbereich. Sei f, : [0,1] — R, f,,(x) = x". Fiir jedes x € [0,1) gilt x* — 0, fiir n — oo.
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Fiir x = 1 ist jedoch 1" = 1, fiir alle n. Die Grenzfunktion f ist daher:

0, fallsxe(0,1)
1, fallsx=1

fx) =

Man beachte, dass die Grenzfunktion f bei x = 1 unstetig ist, aber jede Funktion f;, stetig ist.

e-Umgebungen
um y = f(r)—>

Abbildung 4.1: Die Folge (f,)sen mit f, : [0,1] = R, fr(x) = x"
Quelle: Fritzschke, 2020, S. 284

Beispiel 4.7. Sei f, : [—1,1] = R, f,(x) = x". Die Funktionenfolge ist nicht punktweise kon-

vergent, da f(x) = 1i_r>n (—1)" keinen Grenzwert hat.

Das Beispiel (4.6) zeigt uns, dass bei der punktweisen Konvergenz das Verhalten der Funk-
tionenfolge in jedem einzelnen Punkt x € D gesondert untersucht wird. Das Verhalten der ge-
samten Funktionenfolge spielt bei der punktweisen Konvergenz keine Rolle.

Wir haben bereits gesehen, dass die Grenzfunktion f einer Folge von stetigen Funktionen nicht
notwendig eine stetige Funktion ist.
Wir mochten uns weitere "Nachteile"der punktweisen Konvergenz an folgenden Beispielen an-

schauen.

Beispiel 4.8 (Problem zur Vertauschung von Grenzwerten). Beschriankt man sich auf das Bei-
spiel , f,, : [0,1) = R, f,,(x) = x", so ist

lim lim x* = 0,aber lim limx" = 1.
x—1n—oo n—oo xy— 1

Dieses Beispiel zeigt, dass man Folgengrenzwerte und Funktionsgrenzwerte im Allgemeinen

nicht vertauschen kann.
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Beispiel 4.9 (Problem der Vertauschung von Grenzwert und Differentiation). Sei D = R und
Jalx) = % Diese Funktionen sind fiir alle n € N+ differenzierbar. Ihre Ableitungen sind
fi(x) = y/ncosnx. Fiir alle n und alle x ist die Funktion sin(nx) durch 1 beschrénkt und die
Grenzfunktion f(x) = nlgl}o fn(x) = 0 und sicherlich ist f’(x) = 0. Der Grenzwert der Ableitun-
gen

lim £ (x) = nli_rgo\/ﬁcosnx #0=f(x)

n—yoo
existiert hingegen an keinem Punkt x!
Das Beispiel zeigt, dass Differentiation und Grenzwertbildung im Allgemeinen nicht vertauscht

werden konnen.

s

AAMNAALANEAA DA ARN
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n =20

S

-1

Abbildung 4.2: Die Folge (f;)nen mit f,(x) = Si’i%x)
Quelle: Glaubnitz, 2019, S. 214

Beispiel 4.10 (Problem der Vertauschung von Grenzwert und Integration). Wir betrachten eine

Funktionenfolge (f;),en, die durch die Hutfunktion definiert ist:

2n’x, fiir x € [0, 2]
fui[0,1] =R, fu(x) = ¢ —2n(nx—1), firxe (ﬁ,%]
0, fiir x > 1

Der Flacheninhalt unter jeder Hutfunktion ist % Die Spitzen der Hutfunktionen steigen mit
wachsendem 7, jedoch geht gleichzeitig das Intervall gegen 0. Die Grenzfunktion ist daher

sicher

F(x) = Tim fu(x) =0

n—oo

und der Flacheninhalt der Grenzfunktion ist
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. n=1

T oft o | | o ol 5 oje xof7 o o T

Abbildung 4.3: Die Folge (f)en der Hutfunktionen
Quelle: Glaubnitz, 2019, S. 215

aber der Grenzwert der Flacheninhalte ist:

lim 1fn()c)olx: ! #0= f(x).
0 2

n—o0

Daraus folgt, dass wir Integration und Grenzwertbildung im Allgemeinen nicht vertauschen

kOnnen.

Die dargestellten Beispiele zeigen, dass die Grenzfunktion einer (konvergenten) Folge diffe-
renzierbarer bzw. integrierbarer Funktionen nicht mehr differenzierbar bzw. integrierbar zu sein
braucht. Demzufolge ist das Verhalten der Grenzfunktion unter dem Begriff der punktweisen
Konvergenz sehr unbefriedigend.

Wie schon oben erwéhnt, untersucht man bei der punktweisen Konvergenz das Verhalten der
Funktionenfolgen in jedem einzelnen Punkt x € D. Wir briduchten einen besseren Konvergenz-
begriff der Funktionenfolge, damit wir das Verhalten der Funktionenfolgen fiir alle x € D un-
tersuchen konnen. Die Idee wire statt zu jedem einzelnen f(x) eine e-Umgebung vorzugeben,
einen &-Schlauch um den Graphen der Grenzfunktion f zu legen. Diese Idee der Konvergenz
wird auch gleichzeitig die dargestellten Probleme der Vertauschung von Grenzprozessen bei der

punktweisen Konvergenz beheben.

4.2 GleichmiaBige Konvergenz

Definition 4.11 (Gleichmifige Konvergenz von Funktionenfolgen und -reihen). Es sei D C R,
f D — Rund fiir jedes n € N seien Funktionen f,, : D — R gegeben.

(a) Die Funktionenfolge (f;).cn konvergiert gleichméBig gegen f auf D, wenn zu je-
dem € > 0 ein ny € N existiert, sodass | f,(x) — f(x)| < € fiir alle n > ng und fiir alle
x €D gilt.

Ve > 0,3ng € N,Vn > no,Vx € D: | f,(x) — f(x)] < €. 4.2)
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(b) Die Funktionenreihe Y’ , f, konvergiert gleichmiflig gegen s auf D, wenn es zu
jedem ¢ ein ny € N existiert, sodass | Y}, fx(x) —s(x)| < € fur alle n > ng und fiir
alle x € D gilt.

Ve > 0,dng e N,Vn>ng,Vxe D : < E. 4.3)

Y i) — s(x)
k=1

Bemerkung 4.12. Die Definition der gleichmiBigen Konvergenz besagt, dass zu einem beliebig

gewdhlten € > 0 ein ng € N unabhingig von x € D existieren muss, sodass

[fa(x) = fx)] <&
fiir alle n > ng und alle x € D gilt.

Grafisch gesehen, bedeutet es, dass die Funktionenfolge f,, im gesamten Definitionsbereich
annihernd auf f liegen muss, denn sobald an einer Stelle xy € D die Zahlenfolge f,(xo) auBer-

halb des e-Streifens liegt, so kann f;, keine €-Approximation auf f sein.

v f+e
f

o |

Abbildung 4.4: GleichméBige Konvergenz: €-Approximation
Quelle: Forster, S. 263

Bemerkung 4.13 (Notation von punktweiser und gleichmifBiger Konvergenz). Die Aussagen
von (4.1) und (4.2) enthalten die exakt gleichen Terme, nur in einer anderen Reihenfolge. Es
ist unbedingt klar zu machen, dass es im Fall der punktweisen Konvergenz fiir jedes x € D
einen Index ng gibt (und im Allgemeinen fiir jedes x € D ein anderes ng), wihrend bei der

gleichméBigen Konvergenz einen Index ng gibt, der fiir alle x € D giiltig ist.

f» konvergiert genau dann gleichmiBig gegen f, wenn in jedem &-Schlauch um f fast alle
Graphen der Funktionenfolge f; liegen.

Wir zeigen gleich, dass wir den richtigen Konvergenzbegriff gefunden haben:

Satz 4.14 (Stetigkeit und gleichméfige Konvergenz). Sei D C R und f, : D — R, n € N, eine
Folge stetiger Funktion, die gleichmdpflig gegen die Funktion f : D — R konvergiert. Dann ist
auch die Grenzfunktion f auf D stetig.
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Beweis. Sei xg € D. Zu zeigen ist, dass es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass

[f(x) = f(x0)| < &

fiir alle x € D mit |x —xp| < & gilt. Da die Folge f,, gleichmiBig gegen f konvergiert, existiert
ein ng € N, sodass

(&)= O] < 5

fiir alle £ € D gilt. Da f, im Punkt x stetig ist, existiert ein § > 0, sodass
€
10) = o) | < 5

fiir alle x € D mit |x — xp| < & gilt. Daher gilt fiir alle x € D mit |x —xp| < &

() = F (o)l < [ (%) = fu(x) + fulx) = fa(x0) + ful(x0) — f(x0)]
< £ @) = )]+ 1 fa(x) = fa(x0) |+ | fa(x0) — f (x0)]
<E+§+E:a
-3 3 3

]

Bemerkung 4.15. Die gleichmiBige Konvergenz einer Folge stetiger Funktionen zieht die Ste-
tigkeit der Grenzfunktion nach sich. Bei punktweiser Konvergenz kann die Grenzfunktion f

sowohl stetig als auch unstetig sein. (Siehe Beispiel (4.6))

Beispiel 4.16 (Punktweise und gleichmiBige Konvergenz). Sei f;, : [-1,1] = R, f,(x) = 7 und
sei f(x) := 0 fiir alle x € D. Dann gilt.

lim £,(x) = lim = lim - x =0 = £(x),

n—soo n—eopl  n—eo )

daher ist die Funktionenfolge punktweise konvergent. Zu zeigen ist noch die gleichméBige Kon-

vergenz der Funktionenfolge.

1
—| — Nullfolge.
n

50 =) = |7 0| =|7| <

Daher ist sie punktweise und gleichmifBig konvergent.

Beispiel 4.17. Sei f, : R — R, f,,(x) = . Aus Beispiel (4.16) wissen wir bereits, dass lim f,(x) =

n—yoo
0 = f(x). Betrachtet man die gleichmifige Konvergenz, so bemerkt man, dass

|[fa(n) = f(n)| =

n n
——0‘:—:1>e
n n
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ist. Man findet ein € > 0, sodass |f,,(n) — f(n)| > €, daher ist die Funktionenfolge nicht gleich-
méBig konvergent auf R.

Statt fiir jedes x ein kleinstmogliches ng zu suchen, kann man ein Supremum der Werte-
menge der Funktion {|f,(x) — f(x)|} bei festem n bestimmen, sodass man eine Folge &, nicht

negativer Zahlen mit den Eigenschaften

& 1= sup|fu(x) = f(X)] : x €D = [fulx) = f(x)| < &, Vx €D

erhilt. Wenn ¢, eine Nullfolge ist, so konvergiert f;,(x) gleichmiBig. Mit dieser Uberlegung

wollen wir den Begriff Norm einer beschrinkten Funktion erklédren.

Definition 4.18 (Supremumsnorm). Es sei f : D — R beschrinkt. Die nicht-negative reelle Zahl
£ llew := sup | £ (x)]
xeD

heifit Norm von f.
Satz 4.19. Es seien f und g in D beschriinkt, dann gilt:
(i) [flle =04 f(x)=0,VxeD
(it) [leflleo = le] - 1f ]l
(iii) [|f +gllew < 1 lleo + & ll<o

(iv) [If - glleo < (I lleo - llg]loo

Beweis. Die ausgefiihrten Beweise folgen aus der Definition der Supremumsnorm
@)
|]fHo°:O<:>sug]f(x)| =0—-Vx: ||lf(X)|lp=0—Vx: f(x)=0— f=0.
R4S
(i1)
[lefleo = suplef(x)| = sup(|e|- | f(x)]) = [e[sup|f(x)| = [e[ [l f]e-
xeD xeD xeD

(ii1) Die Dreiecksungleichung ist fiir die Supremumsnorm auch erfiillt, denn fiir jedes x € D
gilt ndmlich:

[f () +8()| < 1f(x) + ()] < (Il + gl

also ist auch
1f+glle= sup | (x) + &) < [ flleo + [ ]]co-
xe
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(iv)
[(f-8) )] = [(x) -8 = f ()] [g) < [1flloo - | gleo-

O]

Mit Hilfe der Supremumsnorm kann die gleichméfBige Konvergenz nun in einfacher Weise

beschrieben werden:

Satz 4.20. Die Funktionenfolge (f,)n,en konvergiert auf D genau dann gleichmdif3ig gegen die

Grenzfunktion f(x), wenn

tim (sup | () — () = lim [|fy— ]l =0.

=% xeD

Beweis. (—) Die Funktionenfolge f,(x) konvergiert genau dann gleichméBig gegen die Grenz-

funktion f(x), wenn zu jedem € > 0, ein ng € N existiert, sodass

[fa(x) = fx)] <&

fiir alle n > np und alle x € D. Damit ist € eine obere Schranke der Menge {| f,,(x) — f(x)| : x €

D}. Da die Supremumsnorm die kleinste obere Schranke ist, folgt:
1fn = flleo = supfu(x) = f(x)| < €
xeD
fiir jedes € > 0 und n > ng. Damit folgt:
Jim [lfn = flle = Jim sup | (x) = £(x)| = 0.

(<) Gelte 1i_r>n sup | fn(x) — f(x)| = 0. Dann findet man fiir alle € > 0 ein np € N mit
n—=xeD

[fa(x) = f(x)] < ilelg\fn(x) —flx)l<e

fiir alle n > ng und alle x € D. O

Bemerkung 4.21. Existiert fiir alle n sogar max | f,,(x) — f(x)
dass max |f,,(x) — f(x)| — O fiir n — 0.

, SO ist es ausreichend zu zeigen,

Bemerkung 4.22. f, konvergiert nicht gleichmiBig gegen f genau dann, wenn || f;, — f]| keine

Nullfolge ist. Das bedeutet, dass ein € > 0 existiert, sodass

[fn—fllo > €
fiir unendlich viele n € N.
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Folgerung 4.23. Wenn es ein € > 0 gibt, sodass fiir unendlich viele n eine Stelle x € D gefunden
werden kann, sodass |f,(x) — f(x)| > € gilt, dann konvergiert f,(x) nicht gleichmdflig gegen

f().

Satz 4.24. Sei die Funktionenfolge ( f,,),cn auf D definiert. Es existiere eine Zahlenfolge {M, };>_,

mit |fn(x)| < My, fiir alle n > no und mit lgn M,, = 0. Dann konvergiert (fn)nen auf D gleich-
n—oco

mdflig gegen f(x) = 0.

Beweis. Aus der Nullfolgeneigenschaft von {M,}’;_, folgt, dass fiir gegebenes € > 0 ein ng € N

existiert mit 0 < M,, < € fiir alle n > ng. Daraus ergibt sich sofort:
|fu(x) =0 =|fu(x)| <M, <e, VYn>noAVxeD.

O]

Bemerkung 4.25. Wenn man eine beliebige Funktionenfolge ( f;,),cn mit Grenzfunktion f be-
trachtet, so kann man das Majorantenkriterium auf { f, — f}>7_, anwenden, um die gleichmiBige

Konvergenz von (f;)sen zu iiberpriifen.

Satz 4.26 (Cauchykriterium fiir gleichméBige Konvergenz). Die Funktionenfolge (f,)n>m kon-
vergiert auf D genau dann gleichmdifig gegen die Grenzfunktion f(x), wenn zu jedem € > 0 ein
no € N existiert, sodass | fn(x) — fm(x)| < € fiir alle n,m > ng und fiir alle x € D gilt.

Beweis. (=) Die Folge f, konvergiere gleichmiBig gegen f, dann gibt es also zu jedem € > 0

ein ne € N, sodass gilt:

[fa(x) = f(¥)] <

)

N M

Vn > ne und Vx € D. Nach der Definition der Supremumsnorm folgt fiir alle n,m > ne

E €&

| fo = Sl S N fo = fll o = Sl £ 5+§ =€

(<) Fiir jedes x € D ist f,,(x) eine reelle Cauchyfolge und gemil Cauchykriterium konvergent,

sodass mit

f(x) = lim f;(x)

n—soo

ihr Grenzwert f : D — R gegeben ist. Wir zeigen jetzt, dass f, gleichmiBig gegen f(x) konver-
giert. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N, sodass gilt:

[fn(x) = fin(x)| < €

fiir alle n,m > np und alle x € D.
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Fiir ein festes n > ng und ein beliebiges x € D folgt:
lim |f,(x) = fin(x)| = |fu(x) = f(x)| < €
m—soo
dann muss aber auch
sup | f(x) = f(O)| = [l = fll= < €
xeD

fiir alle n > ng gelten. O]

Satz 4.27. Auf D konvergieren f, gleichmdflig auf f und g, gleichmdflig auf g. Sei a eine

beliebige Zahl. Dann konvergieren

futegn— f+g und af,—f aufD

Beweis.
[(fn+8n) = (f+ &)l < || f = flloo+llgn —gll und
lafn—aflle < l|alllfo — fll
Zieht man nun Satz (4.20) heran, dann ist der Beweis beendet. [

4.3 Kriterien fiir gleichmiiBige Konvergenz: Funktionenrei-

hen

Dieser Abschnitt wurde mit Hilfe der Biicher [Heu09] und [BF00] zusammengestellt.
In diesem Kapitel betrachten wir die Konvergenzkriterien fiir die gleichmiBige Konvergenz von

Funktionenreihen.

Satz 4.28 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Funktionenreihen). Sei (fy,),>m auf D defi-

niert. Dann gilt: Die Funktionenreihe Z fx konvergiert genau dann gleichmdflig, wenn es zu

k=m
jedem € > 0 einen Index ng € N gibt, sodass fiir alle n,m > ny,n > m stets

| fin+ fins1 4o+ fallo < €

Beweis. Aus der Definition der Supremumsnorm wissen wir, dass
”fm + st +fn||o° = Sug |fm(x> + ... +fn(x)|
xe

Y )

k=m

= sup
xeD

Y
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n
gilt. Sei s, := Z fi(x) die Folge der Partialsummen. dann ist diese genau dann konvergent,
k=0
wenn sie eine Cauchyfolge ist. Es gilt

Sn—Sm—1=Y_ fi(x) (4.4)
k=m

Sei s der Grenzwert , so gibt es zu jedem & > 0 einen Index n¢, sodass [[s, — ]| < £ fiir alle

n> ne. Wir wihlen n,m > ne und schitzen ab:

E €&
180 = Sm—1llee = llsn =5 = (Sm—1 = 8) |0 < |80 = $lec + |81 = 5[l < 5 + 5 =&,

2 2

daher ist (s,),>n eine Cauchyfolge. Die Reihe Z fx 1st genau dann gleichmiBig konvergent,
k=m
wenn die Folge (s,),>m gleichmiBig konvergent ist. Dieses ist nach Satz (4.26) genau dann der

Fall, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt mit

||fm +fm+1 + ... +fn||c<> = ||Sn _Sm71||°° <E&
fiir alle n,m > ny. L

Satz 4.29 (Weierstrall’sches Majorantenkriterium). Eine Reihe Z fr(x) konvergiert gleichmdi-
k=0

Pig auf D, wenn sie eine Majorante besitzt, sodass
/()] < ax

fiir alle k € N und alle x € D gilt und die Reihe Z ay konvergiert.
k=0

Beweis. Fiir jedes x € D konvergiert die Reihe Y fi(x) nach dem Majorantenkriterium. Wir

k=0
nennen den Grenzwert s(x).
Fir n,m € N,n > m gilt:
n Dreiecksungleichung n
[sn(x) —sm()| =] Y, filx) < Y A< Y
k=m+1 k=m+1 k=m+1

Nach dem Cauchykriterium fiir Reihen gibt es fiir jedes € > 0 ein ng € N, sodass

fiir alle n,m > ng gilt. Nach dem Cauchykriterium fiir die gleichmiBige Konvergenz gilt dann
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fiir alle n,m > ng und alle x € D:
Isn(x) —sm(x)| < €.
Fiir ein festes n > ng und ein beliebiges x € D folgt

lim ]sn(x) —sm(x)\ = |sn(x) —s(x)] <e.
m—yoo
Dann muss aber auch

sup s, (x) —s(x)| = ||sn — ]| < €
xeD

fiir alle n > ng gelten.
]

Fiir das nichste Konvergenzkriterium fiir Funktionenreihen, das Abelsche Kriterium fiir die

gleichméBige Konvergenz, wollen wir zuerst die Abelsche partielle Summation heranziehen.

Satz 4.30 (Abelsche partielle Summation). Seien ay,..,a, und by, .., b, reelle Zahlen und n € N.
dann gilt:

Y abr = Awbpi1+ Y Ar(be — bit),
k=1 k=1

k
wobei Ag :=0, Ay := Z ay fiir k > 1 und beliebigige b, 1.
=1

Beweis. Esista, = Ay — Ay fiir k= 1,...,n, also erhalten wir:

n n n n

Y abi =) (Ax—A—)bi =Y Abi— Y Ar—1bx
k=1 k=1 k=1
n—1

Abi— Y Ay
k=1

n
Aby — ( Y Aibiia _Anbn+1)
k=1

Ar(bx —bis1) +Anbpy 1.

I
bl
M=

=~
I
—

I
=

T
1

I
agE

>~
I
—_

]

Satz 4.31 (Abelsches Kriterium fiir die gleichmé@Bige Konvergenz). Die Funktionenreihe Z &k

ist immer dann gleichmdflig konvergent, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(i) Z [ konvergiert gleichmdflig
k=1

(ii) Fiir alle x € D ist (gx(x))ken eine monotone Folge reeller Zahlen

(iii) Es gibt eine obere Schranke M > 0, sodass |g(x)| < M fiir alle k € N und alle x € D.
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Beweis. Es wird das Cauchykriterium angewendet, um die gleichmifBige Konvergenz zu zeigen.

k oo
Seie >0, F,:= Z fjund F := Z fr. Wir erhalten mit dem Satz (4.30) fiir n,m € Nund n > m
j=1 k=1

Z S8k = Z S8k — Z Jx8k

k=m-+1

m
= Fugn+1+ Z Fi(8x — 8k11) — (Fngmi1 + Y Fi(gk — 8x11))
k=1 k=1

n
= Fugn+1— Fm&m+1+ Z Fi(8k — 8k+1)-
k=m+1

Subtrahiert man rechts noch

n
0=F- <gn+1 —8&m+1+ Z (gk—gk+1)> ;

k=m+1

so erhilt man

n n
Z Ji&k = (Fn—F)gny1 — (Bn — F)gm+1 + Z (Fe—F)(8k — 8k+1)-
k=m-+1 k=m-+1
Da |gx(x)| nach Voraussetzung (iii) fiir alle k € N und alle x € D beschrinkt ist, gibt es eine
obere Schranke M > 0 mit |g(x)| < M. Aufgrund der Voraussetzung (i) gibt es zu jedem € > 0
ein ng € N, sodass gilt

B Flle < 5

fiir alle k > nyg. Fiir alle n,m > ng und fiir alle x € D erhalten wir die Abschitzung:

& n
k§+1fk <2 M4 L (s g () 45)

Da (gi(x))ken nach Voraussetzung (ii) monoton ist, hat man fiir alle n,m € N;n > m und alle
xeD

n

Y l8k(x) — g1 (X)] = [gmr1(x) — gnp1 (x)| < 2M. (4.6)
k=m+1

Aus (4.5) und (4.6) erhalten wir dann

! e ¢
Z fk(x)gk(x) < 54‘5 = E&.
k=m+1
Dann muss aber auch
Z fkgk <e
k=m+1
fiir alle n,m > ng gelten, womit alles gezeigt ist. [
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Satz 4.32 (Dirchletsches Kriterium fiir gleichmiBige Konvergenz). Die Reihe Z fx&r ist immer

k=1
dann gleichmdpf3ig konvergent, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(i) Fiir alle x € D ist (g;(x))ren eine monoton fallende Folge reeller Zahlen
(ii) (gr)ken konvergiert gleichmdiflig gegen O

(iii) Es existiert eine obere Schranke M > O mit

<M.

Y A
k=1

Dann konvergiert die Reihe Z Jx&8k gleichmdf3ig auf D.
k=1
Beweis. Es wird das Cauchykriterium angewendet, um die gleichméfige Konvergenz zu zeigen.
k

Sei Fj, .= Z fj- Es gilt zundchst n,m € N,n > m aus dem Satz (4.30) erhalten wir:
j=1

n n m
Y, fisk=Y fisk— Y fisk
ke=m-+1 k=1 k=1

n—1 m—1
= Fugn+ ), Fi(8k—8kt1) — (Fugm+ Y Fi(8k—&kt1)
i k=1

n—1
= Z Fi(8k — 8k+1) + Fugn — Fingm-
k=m

Aus (i) und (ii) folgt g > O fiir alle k € N. Mit gz — g1 > 0 folgt:

n—1

< Y |Fellgk — grsr ]+ [Fallgn] + [ Fnl [l

k=m

n—1

Y fegk

k=m

n—1
(
DMY gk — gier] +M(gn+gm) @.7)

k=m

n—1

=M Y (8k—8kr1) +M(gn+gm)
k=m

:M(gm _gn) ‘|‘M(gn ‘|‘gm)
=2Mg,.

Wegen der gleichméBigen Konvergenz von (gx)reny gegen O finden wir zu jedem € > 0 ein
no € N mit

&
llgmlleo < M Vm > ny.
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Aus (4.7) folgt fiir alle n,m € N;n > m und alle x € D

£
< 2Mgim(x) < 2M|[gmle0 <2M -~ = €,

Y s .

k=m+1

womit alles gezeigt ist. 0

4.4 Vertauschung von Grenzprozessen

Wir halten uns bei diesem Abschnitt an die Quellen [Las12], [FK], [Fri] und [For].

Satz 4.33 (Stetigkeit der Grenzfunktion und Vertauschung von Grenzwerten). Die Funktionen-
folge (fn)nen sei auf D C R definiert, jedes f, sei stetig und konvergiert gleichmdiflig gegen
f(x). Dann ist die Grenzfunktion f(x) stetig und es gilt:

lim lim f,(x) = lim lim f,(x) = f(x0)

n—00 X—>X() X—>X( n—»oo0

fiir alle xo € D. Mit anderen Worten. Die Grenzfunktion einer gleichmdpflig konvergenten Folge

ist stetig.

Beweis. Dass f stetig ist, wenn eine Folge stetiger Funktion f,, die gleichmiBig gegen die
Funktion f : D — R konvergiert, wurde bereits im Satz (4.14) gezeigt. Wir zeigen noch die
zweite Aussage dieses Satzes.

Da f,(x) stetig ist, gilt lim f,(x) = f,,(xo) fiir alle xo € D. Mit der Konvergenz von f;(xo) folgt:
X—X0

S(xo) = lim fi(xo) = lim (lim f,,(x)).
Andererseits folgt aus der Konvergenz von (f,),cn, dass 1Lm fn(x) = f(x) fir alle x € D. Mit
n—oo
der Stetigkeit der Grenzfunktion ergibt sich:

f(xo) = lim f(x) = lim (lim fy(x).

X—rX( X—X) N—ro°
Damit ist die zweite Aussage des Satzes bewiesen. [

Folgerung 4.34. Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen (f,)ncn gegen eine unstetige Funk-

tion, so kann die Konvergenz nur punktweise und nicht gleichmdflig sein.

Am Anfang dieses Kapitels wurden bereits einfache Beispiele verwendet, welche die Pro-
bleme bei der Vertauschung von Integration bzw. Differentiation und Grenziibergang bei punkt-
weiser Konvergenz darstellte. (Siehe: Beispiele (4.9),(4.10))

Die gleichmiBige Konvergenz liefert eine verniinftige hinreichende Bedingung dafiir, dass man

Differentiation bzw. Integration und Grenziibergang vertauschen kann.

46



Satz 4.35 (Vertauschung von Grenzwertbildung und Integration). Es sei (f,)nen, fu = |a,b] —
R fiir alle n € N, eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen, die auf [a,b] gleichmdifig ge-
gen die Grenzfunktion f : [a,b] — R konvergiert. Dann ist f(x) ebenfalls Riemann-integrierbar
und es gilt:

b
/f M—/;gﬁ@ﬂhﬂg falx)dx

Beweis. Dieser Satz sagt aus, dass man bei gleichmifBiger Konvergenz Integration und Limes-
bildung vertauschen darf. Aus Satz 4.14 wissen wir, dass f stetig ist, daher nach Satz 3.19 in
[a,b] integrierbar. Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 3.21) und der Dreiecks-

< [[176) - s

< sup [(f = fu)l(x)(b—a)

x€la,b]

= |[f = fall=(b—a)

ungleichung fiir Integrale (Satz 3.22) folgt:

/fdx/fn Jdx| <

und nach (4.20) konvergiert || f — fy||o fiir n — oo gegen 0. O

Satz 4.36 (Vertauschung von Grenzwertbildung und Differentiation). Die Folge f, : [a,b] —
R stetig differenzierbarer Funktionen konvergiere gleichmdifig gegen f : [a,b] — R. Weiters
konvergiere die Folge (f))nen der Ableitungen gleichmdiffig. Dann ist f stetig differenzierbar
und es gilt fiir alle x € D:

lim £} (x) = f(x). (4.8)

n—soo

Beweis. Sei g(x) := li_r>n f.(x) fiir x € [a,b]. Die dadurch definierte Funktion g : [a,b] — R ist
n—yoo

nach Satz (4.14) stetig. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Siehe: Satz

3.25 bzw. Bemerkung 3.28) angewandt auf f,, folgt:

1) = @)+ [ futorar. @9
Nach Satz(4.35) konvergiert
/xf,’,(t)dt n— oo /xg(t)dt. (4.10)
Dann erhilt man fiir f:
f(x) = r}l_{?ofn( )(4_9) fn(a hm/ fa?) (4:0) f(a>+/a g(t)dt. (4.11)

Differenzieren wir f, so erhalten wir:
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