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Abstract

Die vorliegende Masterarbeit beschéftigt sich mit der Fragestellung, wie GeoGebra-Applets in
der 9. Schulstufe eingesetzt werden konnen, um die mathematischen Grundvorstellungen von
Schiiler*innen auszubauen und zu festigen und somit zu einem tieferen Versténdnis beizutragen.
Nach einer theoretischen Einfilhrung zu Grundvorstellungen, den Vorteilen der
Technologienutzung im Mathematikunterricht und der diesbeziiglichen Situation in Osterreich,
soll anschlieBend insbesondere auf die Erstellung von GeoGebra-Applets eingegangen werden.
Dafiir wird vorerst die Software mit allen fiir Applets relevanten Funktionen beschrieben, da
die Arbeit gleichzeitig auch anderen Lehrpersonen helfen soll, Applets zu erstellen und diese
im Unterricht einzusetzen. Mit Bezug auf den Lehrplan der 5. Klasse AHS und die in dieser
Schulstufe auszubildenden Grundkompetenzen werden anschlieBend solche Applets generiert

und fachlich als auch didaktisch sowie hinsichtlich ihrer Einsatzmdoglichkeiten analysiert.

Abstract

The aim of this thesis is to examine how GeoGebra Applets can be created and used to help
nineth grade students to develop “Grundvorstellungen” (basic ideas) that are believed to be
essential for a profound understanding of mathematics. The theoretical part of this paper not
only introduces relevant concepts and the software but also serves as an instruction for
developing Applets by explaining the most important GeoGebra tools in greater detail.
Additionally, the curriculum content for 5" grade AHS as well as skills and competences that
need to be acquired are described, before 15 different Applets are created and analyzed from a

didactical perspective.
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Einleitung und Aufbau der Arbeit

Bereits seit mehreren Jahren kommt GeoGebra an vielen Schulen Osterreichs im
Mathematikunterricht zum Einsatz, um diesen anschaulicher zu gestalten und Schiiler*innen
beim Bearbeiten von mathematischen Fragestellungen zu unterstiitzen. Auch die seit 2018
geltende neue Priifungsordnung gibt ,,[...] grundlegende Funktionen zur Darstellung von
Funktionsgraphen, zum numerischen Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen, zur
Ermittlung von Ableitungs- bzw. Stammfunktionen, zur numerischen Integration sowie zur
Unterstiitzung bei Methoden und Verfahren in der Stochastik® (Rechtsinformationssystem des
Bundes, 2021) als Minimalanforderungen an elektronische Hilfsmittel vor, Anforderungen
welche die Software GeoGebra erfiillt. Wéhrend zwar online viele Applets zur freien
Verfiigung stehen, so wird in der Lehrer*innen-Bildung nur sehr wenig auf deren
Einsatzmdglichkeiten eingegangen (vgl. Universitdt Wien, 2016/2017). Ebenso gibt es keine
umfassenden Anleitungen, die Lehrpersonen bei der Erstellung von GeoGebra-Applets
unterstiitzen konnte. Die Masterarbeit dient dazu, diesen Defiziten zu begegnen und soll auch
andere Lehrkréfte dazu anregen und anleiten, nicht nur auf vorhandene Applets zuzugreifen,
sondern diese auch selbststindig zu erstellen. Damit soll unter anderem auch der im Lehrplan
als maximale Realisierung von Technologieunterstiitzung festgelegte didaktische Grundsatz,
der ,sinnvolle[n] Einsatz derartiger Technologien als Werkzeug beim Modellieren,
Visualisieren und Experimentieren* (Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018) vorsieht,
umgesetzt werden.

Um das zu erreichen, wird in den ersten beiden Kapiteln der Arbeit, nach einer
Erlduterung wichtiger didaktischer Konzepte, vorerst auf die Vorteile des Einsatzes von
Technologie im Mathematikunterricht eingegangen und auch die Situation im &sterreichischen
Schulsystem wird erldutert.

Im dritten Kapitel soll dann die Software GeoGebra genauer vorgestellt werden. Neben der
Anwendung selbst und den GeoGebra-Applets wird auch auf weitere Materialien wie
GeoGebra-Books und GeoGebra-Arbeitsbldtter eingegangen und deren Einsatzmdglichkeiten
aufgezeigt. Dieser Teil der Arbeit soll auch als eine Anleitung zur Erstellung von GeoGebra-
Applets fungieren. Insbesondere werden hier die einzelnen zur Verfligung stehenden
Werkzeuge und deren Implementierung in Applets erkldrt. Auch auf weniger offensichtliche,
aber durchaus sehr hilfreiche Moglichkeiten des Programms, wie beispielsweise das Setzen von
Bedingungen oder das zusitzliche Skripting wird eingegangen. Ebenso wird in diesem Kapitel

diskutiert, wie das Layout eines Applets — also beispielsweise Farbe und Stirke von Objekten



—beeinflusst werden kann und dadurch die Benutzerfreundlichkeit fiir Schiiler*innen potenziell
erhoht wird.

Im vierten Kapitel werden dann verschiedene Arten von Applets vorgestellt, bevor dann in
den letzten beiden Kapiteln das zuvor beschriebene Theoriewissen in die Praxis umgesetzt wird.
Nach einer allgemeinen Beschreibung des Lehrstoffes der 9. Schulstufe AHS in Mathematik,
zu erreichenden Lernzielen und auszubildenden Grundvorstellungen werden Applets erstellt,
die zur Erreichung dieser Ziele beitragen sollen. Wihrend einige Applets hauptsidchlich dazu
dienen, mathematische Sachverhalte zu veranschaulichen, sollen weiters Applets entwickelt
werden, die zum Entdecken, Ausprobieren, als Werkzeug und zum Uben eingesetzt werden
konnen. AbschlieBend werden die zuvor erstellten und vorgestellten Applets fachlich sowie
didaktisch analysiert und ihre Einsatzmdglichkeiten beziehungsweise deren Eingliederung in

den Unterricht aufgezeigt.



1 Didaktische Konzepte

Um didaktisch-methodische Entscheidungen treffen zu konnen, oder, wie in diesem Fall,
sinnvolle Materialien fiir den Unterricht gestalten zu konnen ist es von groBer Bedeutung,
vorerst festzulegen, welche Grundvorstellungen zu einem Thema bei Schiiler*innen
ausgebildet werden sollen. In diesem Kapitel sollen die didaktischen Konzepte ,,Aspekt* und

,,Grundvorstellung* sowie deren Beziehung zueinander definiert und erklirt werden.

1.1  Aspekte

Der Begriff des Aspektes wird in ,,Didaktik der Analysis* wie folgt definiert:
»Ein Aspekt eines mathematischen Begriffs ist ein Teilbereich des Begriffs, mit dem
dieser fachlich charakterisiert werden kann* (Greefrath et al., 2016: 17)

Es handelt sich bei Aspekten also um rein fachliche Charaktersierungen oder Definitionen von

Begriffen. Fachdidaktische Uberlegungen spielen hierbei noch keine Rolle.

1.2  Grundvorstellungen

Im Gegensatz zum Aspekt ist die Grundvorstellung zu einem Begriff nun die ,,inhaltliche
Deutung des Begriffs, die diesem Sinn gibt™ (Greefrath et al., 2016: 17). Grundvorstellungen
helfen also dabei, fachliche Aspekte zu einem bestimmten Themenbereich zu erfassen, diesen
Kontext und Sinn zu geben. Ein Aspekt kann hierbei die Basis fiir eine oder mehrere
Grundvorstellungen bilden und umgekehrt kann eine Grundvorstellung auch mehreren
Aspekten Bedeutung verleihen.

Bei Grundvorstellungen kann weiter noch zwischen universellen und individuellen
beziehungsweise zwischen primidren und sekundiren Grundvorstellungen unterschieden
werden. Wihrend universelle Grundvorstellungen, basierend auf intensiven fachdidaktischen
Analysen und Diskursen, angeben, welche Vorstellungen in Schiiler*innen idealerweise zu
einem Thema ausgebildet werden sollten und damit den Soll-Zustand wiederspiegeln, geben
individuelle Grundvorstellungen Aufschluss iiber den Ist-Zustand, den derzeitigen Lernstand
eines Schiilers oder einer Schiilerin und koénnen dabei helfen, methodisch-didaktische
Entscheidungen zu treffen. Primédre Grundvorstellungen unterstiitzen Schiiler*innen dabei,
konkrete Handlungen, reale Objekte und Erfahrungen mit mathematischen Begriffen zu
verkniipfen, sekundire hingegen dienen dazu, neue Begriffe mit bereits bekannten
Vorstellungen zu mathematischen Begriffen zu verbinden (vgl. Greefrath et al., 2016: 18-19).
1.3  Wichtigkeit von Grundvorstellungen
Laut vom Hofe (1995) sind Grundvorstellungen in dreierlei Hinsicht wichtig: sie tragen dazu
bei, der Mathematik in den Augen der Schiiler*innen Sinn zu geben, sie ermdglichen mentale

Représentationen und sie sind ein wichtiger Bestandteil des Versuches, Mathematik und
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Realitdt zu verbinden. Grundvorstellungen helfen also dabei, Mathematik und die im Unterricht
erworbenen Handlungskompetenzen in einen groferen Kontext zu setzen. Die Ausbildung
dieser zielt darauf ab, dass Begriffe und deren Definitionen nicht nur auswendig gelernt werden,
sondern dass auch Bedeutung mit ihnen verkniipft wird. Ebenso soll durch das Ausbilden von
Grundvorstellungen mathematisches Handeln auf begriindeten Uberlegungen und
Vorstellungen basieren konnen und Wissen weit iiber die formale und rezeptive Komponente
erworben werden, denn erst dann wird mathematisches Wissen auch transferfahig. Das
Ausbilden von tragfdhigen Grundvorstellungen ist daher insbesondere fiir das Modellbilden
unumgénglich. Auch fiir die Lehrperson ist das Wissen iiber Grundvorstellungen essentiell, um
den eigenen Unterricht planen, durchfithren und verbessern zu kénnen. Wihrend universelle
Grundvorstellungen als Zielorientierung dienen und dabei helfen, methodische und didaktische
Entscheidungen zu treffen, sowie passende Materialien auszuwéhlen und zu entwerfen, konnen
individuelle Grundvorstellungen der Schiiler*innen viel iiber den Lernfortschritt aussagen und
bieten somit eine Grundlage, liber den eigenen Unterricht zu reflektieren, diesen wenn notig zu
verdndern beziehungsweise zu verbessern und Fehlvorstellungen rechtzeitig beheben zu

konnen (vgl. Greefrath et al., 2016: 20).



2 Technologieeinsatz im Mathematikunterricht

Mit der immer besser werdenden technischen Ausstattung von Schulen in den letzten Jahren
wurde es auch moglich, die Nutzung verschiedenster Technologien im Lehrplan sowie in der
Priifungsordnung zu verankern. In diesem Kapitel soll vorerst auf die Situation in Osterreich in
Bezug auf im Lehrplan vorgesehene Technologienutzung sowie auf die Ausstattung von
Schulen und Haushalten eingegangen werden, bevor dann im Mathematikunterricht verwendete
Technologien sowie Hardware- und Software-Losungen vorgestellt werden. AnschlieSend
werden die Vorteile des Technologieeinsatzes im Mathematikunterricht anhand didaktischer

Uberlegungen und vorangehender Studien evaluiert und auch potenzielle Gefahren aufgezeigt.

2.1 Situation in Osterreich
Wiéhrend der Lehrplan der AHS Unterstufe zwar vorsieht, elektronische sowie
informationstechnische Hilfsmittel beim Losen von mathematischen Aufgaben zu nutzen,
jedoch keine konkreten Anforderungen an technologische Hilfsmittel stellt — ,[d]ie
Moglichkeiten elektronischer Systeme bei der Unterstiitzung schiilerzentrierter,
experimenteller Lernformen sind zu nutzen (Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018) —
wird im Lehrplan der AHS Oberstufe im Detail angegeben, welche Mindestvoraussetzungen
die zu verwendende Technologieunterstiitzung erfiillen muss:
»dle miissen zumindest iiber grundlegende Funktionen zur Darstellung von
Funktionen, Kurven und anderen geometrischen Objekten, zum symbolischen
Umformen von Termen und Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen, zur
Ermittlung von Ableitungs- und Stammfunktionen, zur Integration sowie zur
Unterstiitzung  bei  Methoden und  Verfahren in  der  Stochastik
verfiigen* (Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018).
Ebenso wird darauf hingewiesen, dass technologische Unterstiitzung nicht nur beim Bearbeiten
von Aufgaben, sondern idealerweise auch als Werkzeug fiir das Modellbilden,
Veranschaulichen sowie zum Entdecken und Ausprobieren eingesetzt werden soll. Die zuvor
erwdhnten Minimalanforderungen an die zu verwendenden Hilfsmittel wurden 2018 auch in
der Priifungsordnung der AHS verankert und beschreiben damit insbesondere auch jene
Unterstiitzung, die von Schiiler*innen bei der Reifepriifung genutzt werden kann (vgl.
Bundesministerium fiir Bildung, Wissenschaft und Forschung, 2021).
Um den Einsatz einer solchen Technologie auch gewihrleisten zu konnen, ist die
Ausstattung an den Schulen sicherzustellen. Zur derzeitigen Situation an den dsterreichischen
Schulen in Bezug auf die technische Ausstattung dieser liegen zwar keine exakten Daten vor,

in einer OMG-Umfrage im Jahr 2020 (vgl. OMG-Studie, 2020) wurde jedoch festgestellt, dass



81% der Lernenden (rn = 148) und 76% der Lehrenden (n = 152) sehr zufrieden oder zumindest
zufrieden mit der Hardware-Ausstattung an ihrem Schulstandort sind. Auch mit dem Einsatz
von Lernsoftware scheinen 90% der Lehrenden und 74% der Lernenden zumindest zufrieden
zu sein. Ein weiteres interessantes Resultat der Studie — insbesondere in Bezug auf diese Arbeit
— ergab sich bei der Frage nach notwendigen Schritten, die gesetzt werden miissten, um die
Digitalisierung an Schulen voranzutreiben. Wéhrend 52% der Lehrenden angaben, dass bessere
Aus- und Fortbildungsmoglichkeiten angeboten werden sollten, sahen fast genauso viele
Lehrende (50%) das Verbessern des Angebotes an digitalen Lehr- und Lernmaterialien als
notwendig an, um das Potential bestmoglich nutzen zu kdnnen. Dieser Forderung nach einer
Verbesserung des Lehr- und Lernmaterials soll mit dieser Arbeit nachgegangen werden.

Um eine Software wie GeoGebra nicht nur in der Schule, sondern auch beim Bearbeiten
von Hausaufgaben einsetzen zu konnen, ist neben der Ausstattung der Schulstandorte
selbstverstdndlich auch die technische Ausstattung der Haushalte beziehungsweise das
Vorhandensein eines Internetzugangs relevant. Eine Studie der Statistik Austria zum Einsatz
von Informations- sowie Kommunikationstechnologien, durchgefiihrt im Zeitraum April bis
Juni 2020 mit rund 4900 Personen, lieferte Erkenntnisse dariiber: 90% aller Haushalte verfiigten
im Jahr 2020 {iber einen Internetzugang. Zusitzlich wurde erhoben, dass besonders in der
Altersgruppe 16-24 Jahre 100% der Ménner sowie 97% der Frauen mehrmals téglich das
Internet nutzen (vgl. Statistik Austria, 2020a). Eine weitere Studie der Statistik Austria zur
Ausstattung privater Haushalte im Zuge der Konsumerhebung 2019/2020 mit 7.139 Haushalten
ergab, dass in diesem Zeitraum 97% der Haushalte tiber ein Mobiltelefon und 72% iiber einen
PC verfiigten (vgl. Statistik Austria, 2020b).

Die Studienergebnisse zeigen klar auf, dass fehlende technische Ausriistung wohl kaum
noch ein Argument gegen den Einsatz von Lehr- und Lernsoftware darstellt. Die Statistiken
verdeutlichen zusétzlich, wie présent das Internet in unserem Alltag, besonders in jenem der
Schiiler*innen, geworden ist. Es ist daher anzunehmen, dass viele Schiiler*innen auch
ausgeprigte Fahigkeiten im und ein verstérktes Interesse am Umgang mit Technologie besitzen.
Beachtet man zusétzlich die im Lehrplan verankerten didaktischen Grundsitze des
Unterrichtens, die unter anderem vorgeben, dass ,,[d]er Unterricht [...] an die Vorkenntnisse,
Vorerfahrungen und an die Vorstellungswelt der Schiilerinnen und Schiiler anzukniipfen
[hat]* und dass ,,[d]ie Materialien und Medien, die im Unterricht eingesetzt werden, [...]
moglichst aktuell und anschaulich zu sein [haben], um die Schiilerinnen und Schiiler zu aktiver
Mitarbeit anzuregen® (Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018), so sollte der Einsatz von

Technologie auch aus dem Mathematikunterricht eigentlich gar nicht mehr wegzudenken sein.



2.2 Verfugbare Technologien fiir den Mathematikunterricht

2.2.1 Technologische Systeme

Die in Abschnitt 2.1 angefiihrten, im Lehrplan verankerten Anforderungen an technologische
Hilfsmittel konnen in drei technologische Systeme gegliedert werden: Computer-Algebra-
Systeme (oder kurz CAS), Tabellenkalkulationssoftware (TKS) sowie dynamische
Geometriesoftware (DGS) (vgl. Vollrath & Roth, 2012: 162). Computer-Algebra-Systeme sind
in der Lage, die grundlegenden operativen Handlungen beim Bearbeiten von mathematischen
Fragestellungen zu iibernehmen. Dazu zdhlen im schulischen Kontext neben dem Ausfiihren
von Rechenoperationen mit Zahlen und Variablen insbesondere das Arbeiten mit Termen und
Formeln (Umformen, Vereinfachen etc.) sowie das Losen von Gleichungen und
Gleichungssystemen.

Unter dem  Begriff ,Tabellenkalkulationssoftware“ werden  Programme
zusammengefasst, mit denen Datensitze tabellarisch erfasst, bearbeitet und verarbeitet werden
konnen. TKS soll Schiiler*innen unter anderem dabei helfen, mit Hilfe stochastischer
Berechnungen Datensétzen zu analysieren sowie grafisch zu veranschaulichen. Besonders beim
Arbeiten mit realen Daten, die beispielsweise durch Umfragen gewonnen wurden und oft
deutlich umfangreicher sind als Datenlisten in Schulbiichern, sind
Tabellenkalkulationsprogramme zur Aufarbeitung dieser kaum mehr wegzudenken.

Wiéhrend Computer-Algebra-Systeme und Tabellenkalkulationsprogramme primér
dazu dienen, operatives Handeln zu erleichtern oder es den Schiiler*innen abzunehmen, konnen
dynamische Geometriesoftwares zur Veranschaulichung mathematischer Zusammenhénge
eingesetzt werden. Mit ithnen kdnnen geometrische Konstruktionen wie ebene Figuren, Korper
und Kurven erstellt und anschlieBend auch skaliert oder verschoben werden. Auch beim
Arbeiten mit Vektoren konnen dynamische Geometriesoftwares durch die Moglichkeit der

Erstellung von Punkten und Pfeilen zum Einsatz kommen.

2.2.2 Hardware- und Software-Losungen

An Osterreichischen Schulen wird primidr GeoGebra als Software-Losung (vgl. GeoGebra,
2021a) oder grafikfahige Taschenrechner wie der TI-Nspire CX CAS, TI 82 bzw. TI 84 oder
Casio Classpad II eingesetzt (vgl. Arun, 2020; Windpessl, 2019). Der Vorteil von GeoGebra
gegeniiber anderen Programmen (wie beispielsweise MathCAD oder Mathematica) besteht
darin, dass GeoGebra sowohl fiber ein Computer-Algebra-System als auch ein
Tabellenkalkulationssystem verfiigt und auch eine dynamische Geometriesoftware integriert ist.
Zusitzlich ist GeoGebra nicht nur als Anwendung fiir den PC, sondern auch als App fiir mobile

Endgerite verfiigbar. Ein weiterer Vorteil ergibt sich daraus, dass die Software kostenlos



verfligbar ist (vgl. GeoGebra, 2021¢). Auch die oben angefiihrten Handheld-Geréte vereinen
CAS, TKS und DGS. Da im Normalfall jede(r) Schiiler*in einer Klasse einen solchen
Taschenrechner besitzt, ist weder das Mitbringen eines PCs noch das Arbeiten im EDV-Saal
notwendig.

Die Auswahl einer geeigneten Technologie-Losung erfolgt durch die Schulen oder die
Lehrkrifte selbst, innerhalb einer Klasse wird jedoch gewdhnlich auch ein und dieselbe Soft-
oder Hardware verwendet. Einem im Jahr 2020 im Auftrag von Mathago durchgefiihrtem Test
zufolge, bei dem verschiedene Maturaaufgaben mit verschiedenen Technologien geldst wurden,
soll GeoGebra sowohl in Bezug auf die Anzahl der mit Technologie l9sbaren Items als auch
hinsichtlich der fiir das Losen benétigten Zeit besser abgeschnitten haben als Handhelds (vgl.
Arun, 2020). Allgemein ldsst sich jedoch anmerken, dass alle verfligbaren Systeme Vor- und
Nachteile aufweisen und der Umgang mit ihnen gelehrt als auch gelernt werden muss, damit
diese sinnvoll und effizient eingesetzt werden konnen. Zusétzlich muss bei der Auswahl einer
Hardware- oder Softwareldsung auch die Finanzierungsfrage geklart werden, denn die Kosten
fiir die Anschaffung von Taschenrechnern miissen in Osterreich von den Schiiler*innen
beziehungsweise deren Eltern getragen werden. Wird mit Software-Losungen fiir den PC
gearbeitet, so miissen diese idealerweise auch von zuhause aus verfiigbar sein, was wiederum

die Anschaffung eines Laptops oder eines anderen mobilen Endgerétes notwendig macht.

2.3 Vorteile des Einsatzes von GeoGebra im Unterricht

Mit steigendem Technologieeinsatz an Schulen weltweit verbesserte sich auch die Studienlage
zum FEinsatz von GeoGebra oder Taschencomputern im Mathematikunterricht und dessen
Effekt. Egal ob Studien aus dem europdischen oder aber dem asiatischen Raum betrachtet
werden, es zeigt sich unmissverstdndlich eine klare Tendenz: nicht nur die Wahrnehmung von
Schiiler*innen, sondern auch die messbaren Effekte von Technologieeinsatz im
Mathematikunterricht sind durchwegs positiv. Im Folgenden sollen die wichtigsten
Forschungsergebnisse zusammengefasst werden.

Die erste wichtige Erkenntnis, die in mehreren Forschungsberichten angefiihrt ist, ist
die Steigerung des Interesses und der Motivation der Lernenden. Schiiler*innen sehen das
Arbeiten mit dem Programm GeoGebra als spannend und bereichernd an und beschéftigen sich
daher auch lieber mit den darin reprdsentierten mathematischen Inhalten (vgl. Holzer, 2019;
Arbain & Shukor, 2015; Radovic et al., 2020). Dies ist nicht weiter verwunderlich. Die
Mediennutzung hat sich mit dem Aufkommen des Smartphones dahingehend verindert, dass
bereits in sehr jungem Alter dynamische Internetseiten und Applikationen mehrmals tdglich

aufgerufen werden, um Informationen zu erhalten, Alltagsprobleme zu 16sen und sich zu



unterhalten oder unterhalten zu lassen — und das alles mit einem Klick. Dass dies unter
Umsténden zur Reiziiberflutung fiihren kann, muss wohl an dieser Stelle nicht weiter erklért
werden. Schon im Kleinkindalter passt sich das Gehirn an diese Reize an, gewohnt sich aber
gleichermaflen auch an diese iibermdfige Stimulation, sodass statische, oft farblose Texte in
Biichern nicht mehr die Aufmerksamkeit dieser reiziiberfluteten Gehirne auf sich ziehen
konnen. Es scheint ein unrealistisches Vorhaben zu sein, Smartphones wieder aus unserem
taglichen Leben abzuschaffen, wohl aber ist es moglich durch dynamische Software-Systeme
diesem erhohten Bedarf an Stimulation auch im Unterricht gerecht zu werden (vgl. De Witt,
2000).

Auch in Bezug auf den Wissenserwerb konnte ein positiver Effekt von
Technologieunterstlitzung nachgewiesen werden. Es zeigte sich nicht nur, dass jene Gruppen,
die mit GeoGebra unterrichtet wurden, in den darauffolgenden Uberpriifungen besser
abschnitten als die Kontrollgruppen, ebenso konnte nachgewiesen werden, dass das erworbene
Wissen auch nachhaltiger war als bei jenen Gruppen, die ohne Technologieunterstiitzung
unterrichtet wurden (vgl. Birgin & Uzun Yazici, 2021; Holzer, 2019; Radovic et al., 2020). Hier
konnte argumentiert werden, dass es nicht weiter tiberraschend ist, dass Schiiler*innen, denen
ein Computerprogramm zur Verfligung steht, um Aufgaben zu bearbeiten, besser abschneiden.
Die Fehleranzahl kann selbstverstindlich drastisch reduziert werden, wenn gewisse
Arbeitsschritte von einem Programm {ibernommen werden. So wére es beispielsweise auch
offensichtlich, dass Schiiler*innen beispielsweise beim Dividieren von Dezimalzahlen weniger
Fehler machen, wenn fiir diese Divisionen ein Taschenrechner zur Verfiigung gestellt wird.
Betrachtet man die oben erwéhnten Studien genauer, so zeigt sich jedoch, dass dieser Vergleich
nicht gerechtfertigt ist: in allen oben erwéhnten Studien wurde GeoGebra entweder rein als
Instruktionsmedium eingesetzt oder zum Ausprobieren und Entdecken von Schiiler*innen
verwendet, nie aber als Unterstiitzungswerkzeug bei der anschlieBenden Uberpriifung der
Effekte.

Zusitzlich zu empirischen Daten finden sich auch theoretische Uberlegungen zu den
Vorteilen von Technologieeinsatz im Mathematikunterricht. Lechner beispielsweise setze sich
schon vor mehr als 20 Jahren damit auseinander, wie CAS, DGS und TKS den
Mathematikunterricht bereichern und dazu beitragen konnen, tragfihige Grundvorstellungen
auszubilden. Wie ein Computer-Algebra-System beim Darstellen, Operieren und Interpretieren
hilfreich sein kann, wird wie folgt formuliert:

,Wie konnen CAS bei diesem Ubersetzungsprozess helfen? Nun: einerseits wird er

schwieriger, da zum Ubersetzungsprozess von der Problemstellung in die



mathematische Sprache noch der [Ubersetzungsvorgang] in die mathematische

Arbeitsumgebung des CAS hinzukommt, andererseits gewinnen wir aber dadurch einen

(einfachen) Zugang zu einer Fiille an verschiedenen Darstellungsformen, die uns bei der

Bearbeitung und v.a. bei der Interpretation unserer Ergebnisse hilfreich sein

konnen.* (Lechner, 1999/2000: 18)

Auch wenn der Autor in diesem Zitat nur auf die Potentiale von CAS hinweist, so konnen die
Uberlegungen auf die gesamte Arbeitsumgebung von GeoGebra umgelegt werden.

Lechner erortert zusitzlich die Potentiale von Technologieeinsatz in Bezug auf die
verschiedenen Tétigkeitsbereiche, also beim darstellend-interpretierenden Arbeiten, beim
operativ-algorithmischen Arbeiten, beim kritisch-argumentativen Arbeiten sowie beim
heuristisch-experimentellen Arbeiten. So sieht der Autor beim darstellend-interpretierenden
Arbeiten das Potential von Technologien wie GeoGebra in der Verwendung dieser als
Visualisierungswerkzeuge. Beim Darstellen und Interpretieren geht es im Grunde immer um
das Ubersetzen: das Ubersetzen von Problemen in Alltagssprache in die Sprache der
Mathematik, das Ubersetzen von mathematischen Ergebnissen in die Alltagssprache oder auch
das ,,Ubersetz[en] einer Darstellung in eine andere innerhalb der Mathematik* (Lechner,
1999/2000: 17). Genau hier kann GeoGebra helfen, Sachverhalte zu veranschaulichen,
Darstellungswechsel zu betreiben und anhand dieser verschiedenen Darstellungen sind
Ergebnisse oft auch einfacher zu interpretieren. Auch fiir den Ausbau tragfdhiger
Grundvorstellungen ist diese Mdglichkeit des Programmes nicht zu vernachlissigen: sowohl
beim Darstellen (insbesondere in verschiedenen Formen) werden mathematischen
Sachverhalten Bedeutungen zugeschrieben als auch beim anschlieenden Interpretieren der von
dem Computer gelieferten Losungen (vgl. Lechner 1999/2000: 18-21).

Beim formal-operativen Arbeiten, also beim algorithmischen und kalkiil-orientiertem
Handeln, dienen mathematische Arbeitsumgebungen hingegen als Rechenwerkezuge und
bieten bei verstindnisvollem Umgang damit die Moglichkeit, Kalkiile besser zu verstehen,
Zusammenhinge zu erkennen und mathematische Probleme vollstandig zu 16sen, wéihrend ohne
der Hilfe des Programmes unter Umstinden vielleicht nur Losungsansétze gefunden werden
konnen (vgl. Lechner, 1999/2000: 23).

Auch als Untersuchungswerkzeug kann GeoGebra im Mathematikunterricht Vorteile
bringen, insbesondere beim heuristisch-experimentellen Arbeiten. GeoGebra oder andere
dynamische Geometriesoftwares ermoglichen es, ohne viel Aufwand Parameter zu veridndern,
Zusammenhidnge zu entdecken oder Vermutungen dariiber aufzustellen und bringt somit auch

den induktiven Charakter der Mathematik zum Vorschein (vgl. Lechner, 1999/2000: 29-30).
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Die Vorteile von Technologieeinsatz im Mathematikunterricht beim kritisch-
argumentativen Arbeiten (also beim Beweisen, Begriinden und Argumentieren) sind laut
Lechner (1999/2000: 33) nicht so offensichtlich wie in den anderen Tétigkeitsbereichen, da hier
Software wie GeoGebra primir als Uberpriifungswerkzeug eingesetzt wird. Er betont jedoch,
dass durch die teilweise ,Auslagerung‘ anderer Tatigkeiten, der Fokus auf das kritisch-
argumentative Arbeiten gerichtet werden kann:

»In dem MaBle, in dem das Durchfiihren von Verfahren an die Technologie delegiert

werden kann, gewinnen andere grundlegende mathematische Fahigkeiten an Bedeutung

und dazu gehort neben dem Darstellen, neben dem bewussten Einsatz heuristischer

Techniken eben Argumentieren. Fdhigkeiten, die Maschinen nicht oder nur in

eingeschrinktem MaBe zugesprochen werden, konnen so stirker ins Blickfeld des

[Mathematikunterrichts] treten und 1im  Unterricht intensiver entwickelt

werden.” (Lechner 1999/2000: 33)

Entfillt also beispielsweise weniger Zeit auf das hdandische Erstellen eines Funktionsgraphen,
so kann mehr Zeit dafiir aufgewendet werden, im Unterricht dariiber zu diskutieren, warum der
Funktionsgraph genauso aussieht wie sie aussiecht. Auch in ,Grundlagen des
Mathematikunterrichts in der Sekundarstufe* werden die Chancen des Technologieeinsatzes
gut zusammengefasst:

»Der Unterrichtsschwerpunkt verschiebt sich in Richtung Planung, Analyse,

Argumentation sowie kreatives und produktives Arbeiten,

[s]elbsttitiges und entdeckendes Arbeiten [...] werden unterstiitzt [und auch] im

Hinblick auf Modellierungen er6ffnen sich neue Moglichkeiten zur Behandlung

realistischer Probleme.* (Vollrath & Roth, 2012: 164)

Selbstverstindlich ist es fiir alle Tatigkeitsbereiche wichtig, die zur Verfiigung stehende
Technologie mit Mal} und Ziel im Unterricht einzusetzen und besonders Aufgabenstellungen
anzupassen, um all die Potentiale bestmoglich auszuschopfen, wie im ndchsten Abschnitt

genauer erldutert wird.

2.4 Der reflektierte Einsatz von Technologie im Mathematikunterricht

All diese Moglichkeiten, die sich durch den Computereinsatz im Mathematikunterricht eréffnen,
sind jedoch nur als ,,prinzipielle” Chancen zu betrachten, da ihr Erfolg von vielen Faktoren
abhéngt. Nicht nur die Schiiler*innen, auch die Lehrpersonen miissen iiber ausreichende
Fahigkeiten besitzen, mit Computerprogrammen und -werkzeugen umzugehen und auch
gewillt sein, sich damit auseinanderzusetzen. AuBBerdem sind Unterrichtskonzepte notwendig,

die auf das Arbeiten mit dem Computer ausgelegt sind und dieses auch schulen (vgl. Vollrath
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& Roth, 2012: 164). Das Auslagern von Rechenarbeit, ohne zu verstehen, was eigentlich
berechnet wird, ist nicht Sinn und Zweck eines computergestiitzten Unterrichts. Die Lehrperson
sollte daher stets bereits bei der Vorbereitung tiberlegen, ob der Einsatz von Technologie an
einer gewissen Stelle im Unterricht didaktischen Mehrwert bringt und — wenn ja — die
Aufgabenstellungen entsprechend anpassen, sodass GeoGebra oder andere Technologien das
mathematische Arbeiten den Schiiler*innen nicht nur abnehmen sondern es bereichern.
Darunter fillt beispielsweise das bewusste Fokussieren auf die Analyse und die Interpretation
von Ergebnissen:

»Selbststdndige Arbeitsphasen [...] am Computer miissen gut vorbereitet und angeleitet

sein. Insbesondere sind klare Arbeitsauftrage notwendig, die in der Regel immer zwei

Reflexionsphasen umfassen, ndmlich eine vor der jeweiligen Nutzung des Rechners und

eine im Anschluss an die Nutzung, die in einer schriftlichen Sicherung der erarbeiteten

Ergebnisse miinden sollte. Ohne diese Vorgehensweise besteht die schon haufiger

dokumentierte Gefahr, dass die Schiilerinnen und Schiiler das eigentliche Ziel aus den

Augen verlieren und nur noch unreflektiert mit der Maus ,,aktiv sind.* (Vollrath &

Roth, 2012: 171)

Die Aufgabenstellung ,,Finde die Losungen der Gleichung x? + 6x + 9 = 0 konnte also
beispielsweise zu ,,Welche Losungsfille konnen bei quadratischen Gleichungen auftreten?
Wovon hingt die Anzahl der Losungen ab? Finde die Lésung der Gleichung x? + 6x +9 =0
und begriinde, warum diese Gleichung genau eine Losung hat!* abgedndert werden. Zusétzlich
sollte auch vermehrt auf das Arbeiten mit realistischen Aufgaben gesetzt werden. Dank
GeoGebra konnen groBere Datenmengen auf einmal oder komplexere Funktionsterme
bearbeitet und analysiert werden. Die grafische Veranschaulichung und das Untersuchen von
Zahlen und Fakten zur Coronapandemie stellt beispielsweise eine Mdglichkeit dar, wie
Realmodelle mit Hilfe von GeoGebra im Unterricht verwendet werden konnen. Die Chancen,
die GeoGebra in dieser Hinsicht eroffnet, sind nahezu grenzenlos. Eine weitere Moglichkeit,
zu verhindern, dass der Computer schlicht und einfach Arbeit abnimmit, ist das eigensténdige
Erstellen von ,,Werkzeugapplets durch die Schiiler*innen, wie in Abschnitt 4.4 néher erldutert
wird.

Zusitzlich ist natiirlich nicht zu tibersehen, dass der Computer — vor allem aber das
Mobiltelefon, falls darauf gearbeitet wird — auch immer gleichzeitig eine Ablenkung darstellen
kann. Benachrichtigungen oder auch rein die Moglichkeit, andere Anwendungen zu 6ffnen,
lenken die Aufmerksamkeit der Schiiler*innen oft auf nicht unterrichtsbezogene Inhalte. Da

auch fiir das Verwenden von GeoGebra-Applets eine Internetverbindung notwendig ist, ist

12



auch das Entkoppeln der Gerdte von der Netzwerkverbindung keine Option. Wéhrend es viele
Computerrdume zulassen, dass die Lehrperson auf alle Bildschirme der Schiiler*innen
gleichzeitig Zugriff und Einblick hat, gibt es beim Arbeiten mit mobilen Endgeréten keine
solche Moglichkeit, es sei denn, es wird mit GeoGebra-Classroom gearbeitet (siche Abschnitt
3.1.3.2). AuBerdem ist es immer sinnvoll, als Lehrperson nicht hinter dem eigenen Computer
zu verweilen, sondern sich im Klassenraum zu bewegen, um den Uberblick zu behalten. Auch
klare Aufgabenstellungen und gut iiberlegte zeitliche Angaben konnen Ablenkungen vorbeugen.
Besonders wenn Schiiler*innen nicht genau wissen, was sie eigentlich tun sollen oder zu wenig
Arbeitsauftrage bekommen, werden andere Anwendungen schnell zur Alternativbeschéftigung.

Anschliefend soll an dieser Stelle noch darauf hingewiesen werden, dass viel Zeit dafiir
aufgewendet werden muss, die Schiiler*innen mit dem Programm vertraut zu machen, um es
dann auch sinnvoll im Unterricht einsetzen zu kdnnen. Auch wenn viele Bereiche der
Arbeitsumgebung sehr intuitiv zu handhaben sind und auch das Technologiewissen in unserer
Gesellschaft immer grofer wird, so gibt es doch einige programmspezifische Besonderheiten
und Einstellungen, die im Unterricht thematisiert werden sollten. Damit sind insbesondere die
von GeoGebra akzeptierten Notationen wie der Punkt bei Dezimalzahlen (2.45 statt 2,45) oder
die Notationen fiir Vektoren (a = (x,y) fiir Pfeile, A = (x,y) fir Punkte) oder auch
Rundungseinstellungen gemeint. Treten gehduft Fehler auf, weil Terme nicht richtig eingetippt
oder die Einstellungen nicht angepasst werden, so kann dies schnell zu Frustration fiihren.
Dennoch ist es in keiner Weise Zeitverschwendung, sich gemeinsam mit den Schiiler*innen
intensiv mit dem Programm auseinanderzusetzen, da es den Unterricht in vieler Hinsicht

bereichern kann.
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3 GeoGebra

In diesem Kapitel werden vorerst die Software und verschiedene Anwendungen dieser
vorgestellt, bevor dann auf die Bedienung dieser eingegangen wird. Grundlegende Werkzeuge
und Befehle als auch die — wohl weniger hiufig verwendeten aber fiir die Erstellung von
Applets sehr hilfreichen — Aktionsobjekte werden erkldrt. Am Ende dieses Kapitels ist auch
eine detaillierte Beschreibung des Erstellungsvorgangs eines ausgewédhlten Applets zu finden.

Diese soll Lehrkrifte bei der Erstellung eigener Applets unterstiitzen.
3.1  Software und Anwendungen

3.1.1 Entstehung und Entwicklung
GeoGebra ist eine fiir den schulischen Einsatz bestimmte Software, die 2001 bis 2002 von
Markus Hohenwarter an der Universitdt Salzburg im Zuge einer Diplomarbeit entwickelt wurde.
Urspriinglich wurde mit der Entwicklung von GeoGebra dem Versuch nachgegangen, eine
dynamische Geometrie-Software zu generieren und diese mit einem Computer-Algebra-System
zu verkniipfen. Ziel war es, Objekte sowohl geometrisch als auch algebraisch darstellen und
verdndern zu konnen (vgl. Hohenwarter, 2002). Mittlerweile sind noch weitere Systeme, wie
das Tabellenkalkulationssystem integriert und Anwendungen und Materialien fiir den
bestmoglichen Einsatz im Unterricht entwickelt worden. Heute wird GeoGebra als Open-
Source-Software weltweit millionenfach genutzt und zeichnet sich durch seine vielseitigen
Funktionen, eine einfache, intuitive Benutzeroberfliche sowie die Moglichkeit der Gestaltung
von interaktiven Unterrichtsmaterialien, wie eben auch Applets, aus (vgl. GeoGebra, 2021c).
3.1.2 GeoGebra-Apps
Auch wenn GeoGebra-Applets mit mobilen Endgeriten online auf der Website abgerufen und
verwendet werden konnen, so ist fiir das allgemeine Arbeiten mit dem Programm das
Verwenden einer dafiir geeigneten Applikation zu empfehlen. Dieser Abschnitt soll daher eine
kurze Ubersicht iiber die mittlerweile verfiigbaren iOS- und Android-Applikationen und deren
Funktionen geben.

Die in Abbildung 1 dargestellte Tabelle zeigt auf, welche Funktionen in welchen
Applikationen verfiigbar sind und dient somit auch gleich als Uberblick iiber die wichtigsten

Funktionen von GeoGebra allgemein.
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F
Apps / Funktionen N @ A x: Q Q
Taschenrechner | Grafikrechner Geometrie 3D CAS Suite Classic
Numerische Berechnungen v v v v v v v
Operationen mit Funktionen v v v v v v v
Operationen mit Bruchen v v v v v v v
Grafische Darstellung v v v v v v
Schieberegler v v v v v v
Vektoren und Matrizen v v v v v v
Wertetabelle v v v v
Geometrische Konstruktionen v v v v
3D-Graphen v v v
Wahrscheinlichkeitsrechner v* v
Ableitungen und Integrale v v v v
Gleichungen losen v v v v
Symbolische Berechnungen v v v v
Tabellenkalkulation v

* kommt demnachst fur iOS und Android

Abbildung 1: Vergleich der GeoGebra Mathe Apps (https://www.geogebra.org/m/rgntrz2d#material/vwh7kv4s)

Die neueste Anwendung ,,Suite” kann auf Smartphones installiert werden und vereint die
Anwendungen ,,Grafikrechner, ,,Geometrie*, ,,3D*“ sowie ,,CAS“. Vergleicht man die PC-
Anwendung ,,Classic* mit der Smartphone-App ,,Suite” so fillt auf, dass die PC-Version
abgesehen vom Vorteil des groBeren Bildschirms auch in anderen Punkten
benutzerfreundlicher ist. So kann hier im Gegensatz zu ,,Suite* der CAS-Rechner mit dem
Grafikrechner verbunden werden und ein stindiges Wechseln der Tastatur (in der mobilen
Version kann nur entweder die Zeichentastatur, die Zahlentastatur oder die Buchstabentastatur
gedffnet werden) ist nicht notwendig. Auch das Tabellenkalkulationsprogramm kann nur in der
PC-Variante verwendet werden. Beachtet man jedoch, dass an vielen Schulstandorten nur
begrenzt EDV-Sile oder Laptops verfiigbar sind und auch nicht alle Schiiler*innen einen
eigenen Laptop besitzen, so stellen die Applikationen fiir mobile Endgerite auf jeden Fall eine
sinnvolle Mdglichkeit fiir vermehrten Technologieeinsatz im Mathematikunterricht dar.
Verfolgt man das Ziel, dass die Applets auch problemlos auf Smartphones gedffnet und
bearbeitet werden konnen, sollte jedoch bei der Erstellung dieser beriicksichtigt werden, dass
das Layout auch an geringere Bildschirmgroflen angepasst werden muss.

3.1.3 Weitere Anwendungen

Da die Moglichkeit des virtuellen Unterrichtens besonders in den letzten beiden Jahren immer
hdufiger genutzt werden musste, hat sich auch die Plattform GeoGebra den neuen
Herausforderungen gestellt und zwei neue Anwendungen verdffentlicht: ,,GeoGebra-

Notizen* und ,,GeoGebra-Classroom*.
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3.1.3.1 GeoGebra-Notizen

Mit der Anwendung ,,Notizen* kann eine Bildschirmprisentation mit verschiedenen Elementen
erstellt werden. Neben den klassischen Werkzeugen wie Stift und Radierer kdnnen auch
geometrische Figuren, Tabellen, Gleichungen, Dateien und Mind-Maps sowie ein GeoGebra-
Grafik- beziehungsweise CAS-Fenster in die Prasentation eingefiigt werden. Die Folien kdnnen
entweder ,live* erstellt, oder vorbereitet, gespeichert und anschlieBend im Unterricht
verwendet werden. Da im Moment noch keine Moglichkeit der Einbettung von Applets
gegeben ist, wird auf die Notizfunktion an dieser Stelle nicht weiter eingegangen. Es ist jedoch
denkbar (und wére mit Sicherheit sinnvoll), dass diese Moglichkeit in Zukunft angeboten wird.
3.1.3.2 GeoGebra-Classroom

Wird ein GeoGebra-Classroom erstellt, so konnen Schiiler*innen mit einem Code in diesen
virtuell eintreten. Innerhalb des Classrooms konnen dann mehrere Einheiten, die zuvor von der
Lehrperson erstellt wurden, mit jeweils verschiedenen Aufgaben von den Schiiler*innen
bearbeitet und der Lernfortschritt von der Lehrperson beobachtet werden. Zu diesen Aufgaben
zdhlen Fragestellungen wie offene Fragen oder Multiple-Choice Fragen, aber auch GeoGebra
Apps wie beispielsweise ,,Suite* oder ,,Classic” sowie GeoGebra-Aktivititen (mehr dazu im
Abschnitt 3.1.4.2) konnen integriert werden. Die Lehrperson kann verfolgen, welche Antworten
die einzelnen Schiiler*innen auf bestimmte Fragen geben oder wie diese beispielsweise beim
Konstruieren einer geometrischen Figur vorgehen. Auch die zuvor erwihnte Notiz-Funktion

kann hier als Aufgabe eingefiigt werden, zum Beispiel zum Erstellen von Mind-Maps.

3.1.4 GeoGebra Materialien

Innerhalb der in Abschnitt 3.1.3.2 beschriebenen Anwendung ,,Classroom* oder auch auBBerhalb
dieser konnen verschiedene Materialien kreiert und im Unterricht eingesetzt werden. Die
nachstehend beschriebenen Materialien ,,Applet, ,, Aktivitidt und ,,Buch* kdnnen wiederum

ineinander verschachtelt werden.

3.1.4.1 GeoGebra-Applet

Einen der kleinsten Bausteine eines GeoGebra-Unterrichtsmaterials bildet meist ein Applet.
Darunter versteht man eine zuvor erstellte GeoGebra-Datei, die meist interaktive Elemente und
Aufgabenstellungen enthilt. Diese konnen entweder mit den GeoGebra-Apps oder auch mit
der GeoGebra-Web-Version erstellt werden, jedoch empfiehlt es sich, bei der Erstellung von
komplexeren Applets eine Desktop-Version — anstatt ein weniger {ibersichtliches Smartphone-
App — zu verwenden. Applets zeichnen sich im Gegensatz zum herkdmmlichen GeoGebra
Einsatz im Klassenzimmer insbesondere dadurch aus, dass gewisse Konstruktions- oder

Rechenschritte schon im Vorhinein vorgenommen werden und dadurch im Unterricht viel Zeit
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eingespart werden kann. Ebenso konnen kompliziertere mathematische Ausdriicke, wie lange
Funktionsterme und komplexe Formeln oder auch lidngere Datenlisten von der Lehrperson
hinterlegt werden und miissen dann nicht mehr in der Unterrichtsstunde von den Schiiler*innen
eingetippt werden. Diese interaktiven Ubungen kénnen dann privat oder dffentlich hochgeladen
werden und als ,Aktivitét® in weiteren Materialien wie beispielsweise einer Classroom-Aufgabe

integriert oder als Link direkt versendet werden.

3.1.4.2 GeoGebra-Aktivitdt

Sobald ein Applet hochgeladen wird, wird es zur ,,Aktivitit” und kann zusétzlich noch mit
weiteren, zum Teil interaktiven, Elementen versehen werden. Dazu zéhlen Fragen (offen oder
mit Antwortmoglichkeiten), Informations- oder Instruktionstexte, Videos oder Bilder. Eine
Aktivitit ist am besten mit einem klassischen Arbeitsblatt, wie wir es alle kennen, vergleichbar,
mit dem grofen Unterschied, dass es online abrufbar, bearbeitbar sowie dynamisch ist und auch
Riickmeldung geben kann. Nicht immer ist es notwendig, selbststindig Applets
beziehungsweise Aktivititen zu erstellen. Gerade in den Themenbereichen ,,Geometrie* und
,Funktionale Abhéngigkeiten* existiert online eine Vielzahl an Aktivititen, die vom GeoGebra
Team selbst oder von anderen Nutzer*innen fiir den Unterrichtseinsatz erstellt wurden und
kostenlos zur Verfiigung stehen. Auch diese konnen, genauso wie selbst erstellte Aktivititen,
in anderen Anwendungen verwendet und in Materialien eingefiigt werden (vgl. GeoGebra,
2021d).

3.1.4.3 GeoGebra-Buch

In einem GeoGebra-Buch wiederum konnen mehrere Aktivititen in Kapitel strukturiert und
zusammengefasst werden. Oftmals handelt es sich bei den in Biichern integrierten Aktivititen
auch um reine Textelemente. Auch Metadaten wie Titel, Sprache, Zielgruppe, Beschreibungen
und Tags konnen hinterlegt werden, damit passende Biicher von der GeoGebra-Community
leicht gefunden und dann geniitzt werden konnen. Selbstverstindlich kann auch hier die
Sichtbarkeit so eingestellt werden, dass nur iiber einen Link auf das Buch zugegriffen werden
kann. Biicher sind insbesondere sinnvoll, um Materialien, die zu einem bestimmten Thema
erstellt oder ausgewihlt wurden, fiir die Schiiler*innen iibersichtlich zu sammeln. Auch
interaktive lidngere Arbeitsauftrige (Wochenplan etc.) in Form eines GeoGebra-Buches,
besonders solche die im Distance-Learning bearbeitet werden sollen, kdnnen den Unterricht

bereichern.

3.2 Grundlegende Werkzeuge und Befehle
In diesem Abschnitt sollen die grundlegenden Funktionen von GeoGebra vorgestellt werden.

Sowohl im Grafik- also auch im CAS- und Tabellenkalkulationsfenster gibt es zwei
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beziehungsweise drei verschiedene Arten Objekte zu erstellen und Befehle auszuwihlen: mit
Hilfe der Werkzeugleiste, iiber die Eingabezeile im Algebra-Fenster oder durch direkte Eingabe
der algebraischen Struktur. Da die Desktop Version GeoGebra Classic (Version 6) am besten
geeignet ist, um Applets zu erstellen, beziehen sich die nachfolgenden Erkldrungen und
Beschreibungen auf Funktionen dieser Anwendung. Bis auf wenige Ausnahmen konnen diese
aber auch auf andere Anwendungen umgelegt werden.

Mochte man beispielsweise einen Kreis mit Mittelpunkt (0 | 0) und Radius 4 erstellen,
so kann man entweder auf das entsprechende Symbol in der Werkzeugleiste klicken, im
Grafikfenster den Mittelpunkt auswéhlen und dann den Radius eingeben oder aber den Befehl
Kreis( <Mittelpunkt>, <Radius> ) in der Eingabezeile einfiigen und die Platzhalter durch die
passenden Werte ersetzen. Eine Liste aller Befehle ist auf der Homepage von GeoGebra
abrufbar (GeoGebra, 2021b). Kennt man die algebraische Struktur des gewiinschten Objektes
(x2 + y? = 16), so kann diese auch direkt angegeben werden. Klickt man auf ein Symbol in
der Werkzeugleiste, so 6ffnet sich eine Auswahl verschiedener, verwandter Werkzeuge (siche

Abbildung 2). Die Werkzeugleiste kann auch individuell angepasst werden.

e0e
R o700 4 N = @ Q

7
&
+ (=) Kreis mit Mittelpunkt durch Punkt

GeoGebra Classic

@ Kreis mit Mittelpunkt und Radius

(* Zirkel &
=3

O Kreis durch 3 Punkte 4

(‘ Halbkreis

.\ Kreisbogen

‘/} Umkreisbogen

Q Kreissektor

Q Umkreissektor 3 -7 -5 -5 -4 B -2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Kreis mit Mittelpunkt und Radius

Wahle den Mittelpunkt, gib dann den Radius ein

Abbildung 2: Werkzeugleiste und Werkzeugauswahl

3.2.1 Werkzeuge fir geometrische Objekte

Im Grafikfenster stehen Konstruktionswerkzeuge zum Erstellen von Punkten (z. B.
Schnittpunkte oder Extrema), Strecken, Geraden (z. B. Mittelsenkrechte, parallele Gerade),
Vektoren, Ortskurven und Kegelschnitten zur Verfligung. Auch Vielecke und Winkel konnen

mit Hilfe von GeoGebra konstruiert werden. In vielen Féllen stehen mehrere Optionen zur
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Verfiigung, welche Bestimmungsstiicke als bekannt angenommen werden sollen — also ob
beispielsweise eine Strecke iiber Anfangs- und Endpunkt oder iiber Anfangspunkt, Richtung
und Linge konstruiert werden soll. Auch Werkzeuge zum Spiegeln, Drehen, Verschieben und
Ausmessen von Objekten sowie ein , Funktionsinspektor zur Berechnung von Null- und
Extremstellen, der Fliche unter der Kurve und Kurvenlinge und zur Erstellung einer
Wertetabelle kdnnen verwendet werden. Die in der 3D-Grafik verfiigbaren Werkzeuge sind
jenen der zweidimensionalen Geometrie gleich, jedoch um die im Raum relevanten
geometrischen Objekte wie Ebenen und Korper ergénzt.
3.2.2 Werkzeuge im CAS-Fenster
Die fiir das CAS-Fenster verfligbaren Werkzeuge sind deutlich weniger umfangreich als jene,
die fiir geometrische Konstruktionen in Verwendung kommen. Um Rechenoperationen
durchzufithren, wird das Werkzeug ,,.Berechne symbolisch® beziehungsweise ,,Berechne
numerisch® verwendet. Beim Vereinfachen und Umformen von Ausdriicken kdnnen die
Schaltflachen ,,Faktorisiere* oder ,,Multipliziere* hilfreich sein. Auch fiir das Losen von
Gleichungen ist ein Werkzeug vorhanden, dieses wird erfahrungsgemd3 wohl am o&ftesten
eingesetzt und es kann wieder zwischen numerischer oder allgemeiner Losung ausgewihlt
werden. Beim Arbeiten mit lingeren Termen kann das Werkzeug ,Ersetze® hilfreich sein,
welches es erlaubt eine Variable in beispielsweise einer Gleichung durch einen anderen
Ausdruck beziehungsweise eine Zahl zu ersetzen. AuBerdem befinden sich in der
Werkzeugleiste noch die Schaltflichen ,,Ableitung und ,,Integral®, die per Mausklick die
Ableitungs- oder Stammfunktionen von zuvor eingegebenen Funktionen bilden.
Zusitzlich kann natiirlich auch im CAS-Fenster von Befehlen Gebrauch gemacht werden.
Befehle, die nicht als Schaltfldche aufscheinen und dennoch in der Schule hdufig zum Einsatz
kommen sind beispielsweise:
o Integral( <Funktion>, <Startwert>, <Endwert> ) zum Berechnen des bestimmten
Integrals
o Lose( <Gleichung>, <Variable> ) um einen Ausdruck auf eine bestimmte Variable
umzuformen
o KomplexeNullstelle( <Polynom> ) zur Berechnung der komplexen Nullstelle eines
Polynoms
3.2.3 Werkzeuge fur Tabellenkalkulationen
Das Tabellenkalkulationssystem lésst es zu, eine Urliste an Daten zu analysieren. Durch einen
Klick auf die Schaltfliche ,,Analyse einer Variablen* werden die wichtigsten statistischen

Kennzahlen berechnet und die Daten grafisch in verschiedenen Diagrammtypen
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veranschaulicht. Auch die Analyse zweier Variablen hinsichtlich Korrelation und Regression
ist moglich, wobei zwischen verschiedenen Regressionsmodellen gewdhlt werden kann.
Ebenso stehen Werkzeuge zum Erstellen von Listen, Listen von Punkten, Matrizen und
Polygonziigen zur Verfiigung. Auch die Summe, der Mittelwert, die Anzahl von Daten in einer
Spalte oder das Minimum/Maximum einer Datenliste kann iiber die Werkzeugleiste schnell

berechnet werden.

3.2.4 Der Wahrscheinlichkeitsrechner

Das Werkzeug ,,Wahrscheinlichkeitsrechner* kann nicht {iber die Werkzeugleiste, jedoch aber
iiber den Meniipunkt ,,Ansicht gedffnet werden. Er erstellt nach Eingabe notwendiger
Kennzahlen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Dichte- oder Wahrscheinlichkeitsfunktionen
grafisch und — wenn moglich — tabellarisch dar, kann statistische Tests durchfiihren und
Konfidenzintervalle erstellen. Da Wahrscheinlichkeitsverteilungen in der 9. Schulstufe noch
nicht durchgenommen werden und der Rechner demnach auch bei den hier erstellten Applets

keine Anwendung findet, wird an dieser Stelle nicht weiter darauf eingegangen.

3.3 Werkzeuge fur Aktionsobjekte und Texte
Um den grofStmoglichen Nutzen aus dem Einsatz von Applets ziehen zu kdnnen, ist es wichtig,
Sachverhalte nicht nur zu présentieren, sondern Schiiler*innen auch Verdnderungen
durchfiihren und deren Auswirkungen beobachten zu lassen. Die Mdoglichkeit, Antworten zu
Fragen anzugeben und die Richtigkeit dieser zu kontrollieren, kann weiters genutzt werden. Im
Folgenden sollen die dazu notwendigen Werkzeuge und ihre Einsatzmoglichkeiten genauer
erklirt werden. Da fiir einige Aktionsobjekte grundlegende Skripting-Fahigkeiten sehr hilfreich
sein konnen, soll vorerst auch diese Moglichkeit vorgestellt werden.
3.3.1 Skripting
Die Moglichkeit des Skriptings wird auf der GeoGebra-Website wie folgt beschrieben:
,»Skripte sind eine Abfolge von Befehlen, die nacheinander ausgefiihrt werden. GeoGebra
bietet zwei Skriptsprachen um Befehle anzugegeben — GGBScript und JavaScript. Die
Ausfiihrung eines Skriptes kann ausgeldst werden durch:
= Klicken auf ein bestimmtes Objekt
= Aktualisierung (Wert-Verdnderung, Neudefinition) eines bestimmten Objektes
= Laden der Datei (im Fall von JavaScript)
= Javascript Listeners (siehe auch JavaScript)
Die Skripte werden im Tab "Skripting" im Eigenschaften-Dialog eines Objektes
eingegeben.“ (GeoGebra, 2021e)
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Da die Verwendung von JavaScript deutlich mehr Kenntnisse iiber das Programmieren
erfordert also GGBScript, soll an dieser Stelle nur auf die zweite Option eingegangen werden.
Ein GGBScript enthilt schlicht und einfach eine Auflistung von Befehlen, die nach Auswahl
eines Objekts oder einer durchgefiihrten Aktualisierung nacheinander ausgefiihrt werden. Diese
Befehle konnen die gleichen sein, wie sie auch in der Eingabezeile angegeben werden,
zusitzlich stehen aber noch konkret fiir das Skripting bestimmte Befehle zur Verfiigung. Beim
Anklicken eines Objektes konnen mit diesen zusétzlichen Befehlen zum Beispiel
Konstruktionen aktualisiert, Objekte und Bedingungen gesetzt oder geldscht und Farben
verdndert werden. Eine genaue Liste aller Skripting-Befehle findet man online: vgl. GeoGebra

(2021f). Skripte kommen besonders bei Kontrollkdstchen oder bei Schaltflichen zum Einsatz.
3.3.2 Schieberegler

Eines der wichtigsten Elemente, die es Schiiler*innen ermoglichen, einfach und gezielt
Verdnderungen an Konstruktionen, Funktionen oder algebraischen Ausdriicken vorzunehmen,
ist der Schieberegler. Dieser ordnet einer Variablen einen verdnderbaren Zahlenwert zu. Er
kann iiber die Werkzeugleiste oder iiber den Befehl Schieberegler( <Min>, <Max>,
<Schrittweite>, <Geschwindigkeit>, <Breite>, <IstWinkel>, <Horizontal>, <Animiert>,
<Zufdllig> ) erstellt werden, wobei bei der zweiten Variante nur Minimum und Maximum
angegeben werden miissen. Wird im Eingabefeld eine undefinierte Variable verwendet, so wird
fiir diese automatisch ein Schieberegler erstellt (bei der Standardeinstellung kann der
Schieberegler Werte im Intervall [-5; 5] mit einer Schrittweite von 0,1 annehmen).

Folgende Einstellungen kdnnen im Dialogfenster vorgenommen werden:

e Name: hierbei handelt es sich um den Wert der zu ersetzenden Variable, unter den
allgemeinen Einstellungen kann jedoch angegeben werden, dass statt dem Namen die
frei wihlbare ,Beschriftung® angezeigt wird.

e Art: hier kann bestimmt werden, ob die mit dem Schieberegler verbundene Variable
Zahlen, Winkel oder ganze Zahlen als Wert annehmen kann.

e Intervall: legt fest, welcher Minimal- und welcher Maximalwert angenommen werden
kann.

e Schieberegler (Lage): hier kann ausgewdhlt werden, ob der Schieberegler eine fixe
Position hat oder bewegt werden kann und ob dieser horizontal oder vertikal aufscheint.

e Animation: unter diesem Meniipunkt konnen Einstellungen fiir die mogliche
automatische Veranderung des Schiebereglers wie Geschwindigkeit und Laufrichtung

eingestellt werden.
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In den allgemeinen Einstellungen konnen anschlieend noch weitere das Layout betreffende
Aspekte wie Farbe, Breite und Linienstirke verdndert werden. Ist der Schieberegler erstellt, so
kann der Wert der damit verbundenen Variablen durch Verschieben des Reglers verdndert
werden. Oft wird auch ein Eingabefeld mit dem Schieberegler verkniipft.

3.3.3 Eingabefeld

Mit einem Eingabefeld kann ein damit verkniipftes Objekt oder der Wert einer verkniipften
Variablen (die jedoch zuerst mit einem Schieberegler verkniipft werden muss) durch Eingabe
verdndert werden. Wird beispielsweise der Punkt P mit den Koordinaten (0 | 0) mit einem
Eingabefeld verkniipft, so konnen die Koordinaten des Punktes durch Eingabe des Ausdrucks
,»(x,¥)*“ in das Eingabefeld (wobei x und y fiir die jeweilig gewliinschten Lagekoordinate
stehen) verdndert werden. Ebenso kdnnte man fiir die Koordinaten des Punktes P die Variablen
a und b wiahlen, diese mit einem Schieberegler verkniipfen und dann fiir jede Koordinate ein
separates Eingabefeld erstellen. Soll mit dem Eingabefeld ein Zahlenwert verdndert werden und
muss dieses daher mit einem Schieberegler verknilipft werden, so ist es ratsam, den
entsprechenden Schiebregler auf ,nicht sichtbar® zu stellen. In den allgemeinen Einstellungen
konnen Beschriftung und Linge des Eingabefeldes, seine Position sowie seine Textart, -grofie
und -farbe ausgewihlt werden.

Im Gegensatz zum Schieberegler eignen sich Eingabefelder besonders dann, wenn die
Verdnderung eines Parameters und deren Auswirkung keine Rolle spielt, sondern nur ein
bestimmter Wert oder wenige konkrete Werte relevant sind. Auch fiir Fragen, die innerhalb des
Applets beantwortet werden sollen, kann das Eingabefeld als Antwortfeld dienen.

3.3.4 Kontrollkastchen

Ein Kontrollkdstchen dient als Hilfsmittel, um Variablen mit den Wahrheitswerten ,,wahr* oder
,»falsch zu belegen und wird besonders dafiir verwendet, die Sichtbarkeit anderer Objekte rasch
einstellen zu konnen. Soll ein Objekt nur dann sichtbar sein, wenn das Hikchen im
Kontrollkéstchen gesetzt ist, so muss bei diesem Objekt in den allgemeinen Einstellungen unter
dem Meniipunkt ,Erweitert” die verkniipfte Variable angegeben werden. Mochte man die
Sichtbarkeit so einstellen, dass das Objekt nur dann angezeigt wird, wenn das Hékchen im
Kontrollkéstchen nicht gesetzt ist, kann das logische Nicht-Symbol — verwendet werden, um
den Wahrheitswert umzukehren. Kontrollkdstchen kénnen auch verwendet werden, um
Multiple-Choice Fragen zu stellen und eine Riickmeldung zu geben, wie in Abbildung 3
dargestellt ist.
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Abbildung 3: Kontrollkdstchen

Der Text ,,Richtig* erscheint nur, wenn die erste und die dritte Antwortmdglichkeit angekreuzt
und somit die Wahrheitswerte mit den Namen a und c auf ,,wahr* gesetzt wurden. Da Multiple-
Choice Fragen jedoch mittlerweile auch aulerhalb der Applets in Aktivititen eingebaut werden
konnen, wird diese Option wohl in Zukunft weniger genutzt werden. Der Vorteil, eine solche
Frage direkt in ein Applet einzubauen ergibt sich jedoch daraus, dass die Riickmeldung auch
direkt mit einem Objekt verkniipft werden kann. So kann beispielsweise festgelegt werden, dass
die positive Riickmeldung nur dann erscheint, wenn ein bestimmtes Objekt in der Grafik einen
bestimmten Wert hat und zusétzlich ein entsprechendes Kontrollkéstchen auf ,,wahr* gesetzt
wurde. Zum Anzeigen von (grafischen) Losungen ist das Einfligen von Kontrollkdstchen und
Setzen von Bedingungen aber nach wie vor sehr hilfreich. Auch bei uniibersichtlichen
Konstruktionen konnen Kontrollkdstchen genutzt werden, um Objekte separat anstatt
gleichzeitig anzeigen zu lassen. Die Funktionen von Kontrollkdstchen kdnnen iiber Skripting
noch  erweitert werden. So  konnen  beispielsweise @ mit dem = Befehl
SetzeSichtbarInGrafikansicht( <Objekt>, <Grafikfenster 1|2>, <Wahrheitswert> )
Kontrollkdstchen verschachtelt (bestimmte Kontrollkdstchen werden erst sichtbar, wenn ein
verkniipftes anderes Kontrollkdstchen ausgewidhlt wurde) oder mit dem Befehl
SetzeWert( <Wahrheitswert>, <0|1> ) gruppiert werden (es kann immer nur ein

Kontrollkéstchen ausgewihlt werden), wie es auch in Abbildung 4 ersichtlich ist.
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Abbildung 4: Gruppieren von Kontrollkdstchen

Beim Anklicken der ersten Antwortmdglichkeit, ein Wahrheitswert mit dem Namen a, werden
die anderen beiden Wahrheitswerte, also die Antwortmdglichkeiten 2 und 3 auf Null gesetzt.
Dies ist besonders dann relevant, wenn Single-Choice Fragen erstellt werden oder verschiedene
Objekte nicht gleichzeitig angezeigt werden sollen.

3.3.5 Schaltflache

Eine Schaltfliche kann als eine Art virtueller Tastenknopf angesehen werden. Beim Betitigen
dieser wird eine Aktion, oder auch mehrere, ausgefiihrt, welche zuvor iiber Skriptingbefehle
definiert wurden. Schaltflichen konnen direkt iiber die Werkzeugleiste erstellt werden,
worauthin sich ein Dialogfenster 6ffnet, in dem Beschriftung und Skript festgelegt werden
konnen. In den allgemeinen Einstellungen kann dann noch SchriftgroB3e und -farbe bestimmt
werden und gegebenenfalls ein Symbol oder Bild in die Schaltflache eingefiigt werden. Eine
klassische Anwendung von Schaltflichen in Applets ist das Aktualisieren von Konstruktionen
und das Zuriicksetzen von Werten, das unter anderem bewirkt, dass Zufallszahlen neu berechnet
und eingegebene Losungen auf den urspriinglichen Wert (meist 0) zuriickgesetzt werden und
somit eine neue Aufgabe erscheint. Hierfir wiren also die Skriptingbefehle
AktualisiereKonstruktion() sowie SetzeWert( <Objekt>, <Objekt> ) im Dialogfenster
einzugeben.

3.3.6 Texte

Selbstversténdlich kdnnen auch Texte eingefiigt werden, wobei hier ,,statische und dynamische

Texte oder LaTeX-Formeln erzeugt werden [konnen]“ (GeoGebra, 2021g). Es besteht also die
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Moglichkeit, neben Buchstaben und Sonderzeichen (griechische Buchstaben, Pfeile, logische
Verkniipfungen etc.), auch Objekte im Dialogfenster auszuwdhlen, deren algebraische Struktur
dann im Text aufscheint und sich mit einer Verdnderung des Objektes auch im Text dynamisch
mitverdndert. Um mathematische Ausdriicke wie Briiche, Potenzen oder Summenzeichen
einzufiigen wird LaTeX verwendet, wobei hier aus Vorlagen ausgewéhlt werden kann. Texte
konnen in Serifenschrift oder serifenlos dargestellt werden und auch die GroBe, die Farbe und

der Hintergrund konnen eingestellt werden.

3.4 Zusatzliche Einstellungsmoglichkeiten

Neben den zuvor erwidhnten objektspezifischen Einstellungen, wie beispielsweise die
Schrittweite eines Schiebereglers, gibt es auch Einstellungsmdglichkeiten, die bei allen
Objekten vorgenommen werden konnen oder jene, welche Anderungen am Layout oder an der
Bedienbarkeit des Applets bewirken. All diese allgemeinen Einstellungen, die im Meniipunkt
,Einstellungen* aufscheinen, sollen in Folge erldutert werden.

3.4.1 Globale Einstellungen und Algebra-Einstellungen

Unter dem Zahnradsymbol findet man die globalen Einstellungsmdglichkeiten. Diese
beschrinken sich auf die Sprache, die Anzahl der Nachkommastellen beim Runden und die
SchriftgroBe. Ebenso kann bestimmt werden, bei welchen Objekten der Name standardméBig
angezeigt wird.

In den Einstellungen, die das Algebra-Fenster betreffen und die unter dem Symbol
zu finden sind, kann ausgewéhlt werden, ob Hilfsobjekte im Algebra-Fenster angezeigt werden
oder nicht und in welcher Reihenfolge (z. B. Konstruktionsreihenfolge oder Objekttyp) die
Objekte aufscheinen. Auflerdem kann unter dem Punkt ,,Algebra-Bezeichnungen* festgelegt
werden, ob nur die Definition oder der Wert einer algebraischen Struktur aufscheint, beides
gemeinsam oder die Beschreibung eines Objektes angezeigt wird. Auch die Darstellungsweise
von Koordinaten kann von 4 = (x,y) auf A: (x,y) oder A = (x | y) gedndert und die Winkeleinheit
ausgewdhlt werden.

3.4.2 Layout-Einstellungen

Das Symbol fithrt zu den allgemeinen Layout-Einstellungen des Grafik-Fensters, also
Einstellungen welche die Achsen, den Hintergrund und das Koordinatengitter betreffen. Die
Achsen betreffend kann eingestellt werden, welcher Achsenbereich sichtbar sein soll und in
welchem Verhiltnis x- und y-Achse zueinanderstehen. Auch ob die Achsen iiberhaupt sichtbar
sein sollen und in welcher Farbe sowie Stirke und mit welchem Beschriftungsstil diese
aufscheinen, kann ausgewéhlt werden. Fiir x- und y-Achse kann dann noch separat bestimmt

werden, ob Zahlenwerte angezeigt werden und auch die Achsenmarkierung, ihre Beschriftung
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und Einheit sowie der Abstand zwischen den Markierungen (mit den Optionen 1, © und 7/2)
kann ausgewidhlt werden. Ebenso kann die x-Achse nach oben und unten, die y-Achse nach
links und rechts verschoben werden, sodass deren Schnittpunkt nicht mehr im Punkt (0 | 0) liegt.
Zusitzlich zu den Achsen kann auch das Koordinatengitter nach Bedarf eingestellt werden. Die
Sichtbarkeit sowie die Linienart und -farbe aber auch die Art des Gitters (weites oder enges
metrisches Gitter, isometrische oder in Polarkoordinaten) sowie der Abstand zwischen den
Gitterpunkten und der Punktfang (Objekte konnen einfacher oder ausschlieBlich an
Gitterpunkten fixiert werden) kann manuell eingestellt werden. AuBerdem beinhalten die
allgemeinen Layout-Einstellungen noch Einstellungsmoglichkeiten fiir die Navigationsleisten,
die Hintergrundfarbe und Darstellung von rechten Winkeln und auch iiber das Anzeigen von

Mauskoordinaten und Tooltips kann hier entschieden werden.

3.4.3 Einstellungen an Objekten

Das Objekt-Symbol ﬁihrt zu einem Dialogfenster, in dem verschiedene Einstellungen an
Objekten vorgenommen werden konnen. Unter ,,Grundeinstellungen® koénnen Name,
Definition und Beschriftung eines Objekts festgelegt werden. AnschlieBend kann ausgewdhlt
werden, wie das Objekt in der Grafikansicht gekennzeichnet werden soll (hier kann zwischen
Name, Wert, Beschriftung und Zweierkombinationen davon gewidhlt werden) und ob das
Objekt sowie seine Spur sichtbar sein soll. Zusétzlich kann das Objekt fixiert — es ist dann nicht
mehr verschiebbar, ohne vorher in die Einstellungen zuriickzukehren — oder als Hilfsobjekt
definiert werden. Im Reiter ,,Farbe* kann dann die Farbe, bei Figuren auch die Deckkraft, des
Objektes ausgewihlt werden, unter ,,Darstellung™ kann iiber Linienstidrke, Linienart, die
Deckkraft von Linien, Fiillungsoptionen oder PunktgroBen und -darstellungen entschieden
werden. Um Applets moglichst anschaulich und optisch attraktiv zu gestalten ist es
empfehlenswert, von diesen Moglichkeiten auch Gebrauch zu machen. Ebenso ist es fiir die
Benutzerfreundlichkeit von Applets sinnvoll — besonders wenn diese auf verschiedenen
Gerédten verwendet werden — auch die Position von Objekten festzulegen. Wéhrend bei iiber
Koordinaten definierten Objekten (Punkten, Strecken, Figuren und Korpern) keine
Positionseinstellungen vorgenommen werden kdnnen, kann bei anderen Objekten ausgewdhlt
werden, ob diese eine fixe Position am Bildschirm haben sollen oder an einen Koordinatenpunkt
fixiert werden. Wird Ersteres gewihlt, so bleibt beispielsweise ein Text stets am oberen
Bildschirmrand, egal wie das Koordinatensystem verdndert wird. Bei zweiter Option bewegt
sich der Text beim Zoomen oder Verschieben des Koordinatensystems mit. Dies kann
besonders dann hilfreich sein, wenn ein Text immer unter einer bestimmten geometrischen

Figur aufscheinen soll.
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Auch die erweiterten Objekt-Einstellungen kdnnen bei der Erstellung von Applets hilfreich
sein. Hier konnen Bedingungen gesetzt werden, um das Objekt anzuzeigen. In den meisten
Féllen handelt es sich bei diesen Bedingungen um Wahrheitswerte, wie schon im Abschnitt
3.3.4 erldutert wurde. Alternativ kann die Sichtbarkeit aber auch von einem Schieberegler
abhingen. Die Bedingung a > 5 wiirde beispielsweise das Objekt erst erscheinen lassen, wenn
die mit dem Regler verkniipfte Variable a einen Wert der groBer ist als Fiinf annimmt.
Unterhalb des Feldes fiir Bedingungen findet sich noch die Option der dynamischen Farben.
Die drei RGB Farbwerte (oder HSV beziehungsweise HSL) werden mit Schiebereglern, die
Werte zwischen 0 und 1 annehmen kénnen, verkniipft. Durch Verdndern dieser Schieberegler
in der Grafikansicht kann dann die Farbe des Objektes dynamisch verdndert werden. Es ist auch
moglich, den Schieberegler zu animieren, ihn also automatisch weiterlaufen zu lassen und somit
eine kontinuierliche und automatische Farbdnderung zu bezwecken. Ebenso kénnen andere
Werte, wie zum Beispiel die Steigung des Graphen einer linearen Funktion mit diesem
Schieberegler verkniipft werden, sodass sich bei Verdnderung der Steigung dann auch die Farbe
der Geraden éndert.

Liegen mehrere Objekte libereinander kann in den erweiterten Einstellungen auch die Ebene
eines Objektes verdndert werden. Es kann auch festgelegt werden, in welchen Fenstern (Grafik,
Grafik 2, 3D Grafik, Algebra) das Objekt angezeigt wird. Unter ,,Algebra® (bei Punkten und
Pfeilen vorhanden) kann noch entschieden werden, welche Koordinaten in der Darstellung
aufscheinen (kartesische Koordinaten, 3D kartesische Koordinaten, komplexe Koordinaten
oder Polar- oder Kugelkoordinaten) und mit welcher Schrittweite ein Punkt seine Koordinaten
dndern kann. Bei sich bewegenden Objektes (beispielsweise Punkte entlang einer Geraden)
kann auch die Geschwindigkeit sowie die Bewegungsrichtung angegeben werden. Im letzten

Reiter des Dialogfensters befindet sich dann noch die Skripting Option (siche Abschnitt 3.3.1).

3.5 Erstellung eines Applets

In diesem Abschnitt soll im Detail auf die notwendigen Schritte beim Erstellen des in Abschnitt
6.13 vorgestellten Applets zur anschaulichen Darstellung der Parameterdarstellung einer
Geraden eingegangen werden. Dieses Applet wurde ausgewihlt, da es sowohl Eingabefelder
als auch Schieberegler und Kontrollkédstchen enthdlt. Die genaue Beschreibung soll dazu
beitragen, Lehrkréfte bei der eigenstéindigen Programmierung von Applets mit Aktionsobjekten
zu unterstiitzen und die in Kapitel 6 beschriebenen Hintergrundprogrammierungen besser zu

verstehen.
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Eingabezeile Leiste zur Anpassung der Grafikansicht
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Abbildung 5: Grafikansicht anpassen

Zu Beginn wird liber den Meniipunkt ,,Ansicht eine zweite Grafikansicht, ,,Grafik 2%,
hinzugefiigt und iiber die in Abbildung 5 markierte Leiste das Koordinatengitter als auch das
Koordinatensystem dieser Ansicht entfernt. Uber die Eingabezeile in der Algebra-Ansicht wird
der Punkt P mit P = (1,1) sowie der Vektor r = (1,1) eingegeben. Vektoren miissen stets in
der Form (x, y) in das Eingabefeld eingegeben werden. GeoGebra erstellt bei der Eingabe von
mit GrofBbuchstaben bezeichneten Vektoren automatisch Punkte, bei der Verwendung von
Kleinbuchstaben werden Pfeile erstellt. AnschlieBend kann ein Eingabefeld erzeugt werden,

das mit diesen Objekten verkniipft wurde, wie in Abbildung 6 zu sehen ist.

[ XoX ) (GeoGebra Classic

Eingabefeld

Beschriftung:
Punkt P auf g:
Verbundenes Objekt:

P=(1,1) v|

Abbildung 6: Eingabefeld erstellen
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Auch ein Schieberegler fiir den Parameter t, der Werte im Intervall [—5;5] mit einer
Schrittweite von 0,25 annehmen kann, wird im zweiten Grafikfenster erzeugt, wie in Abbildung

7 dargestellt ist.

00 GeoGebra Classic

Schieberegler

Name

t=1

@ Zahl Winkel Ganze Zahl

Intervall

min Schrittweite
-5 0.25

Abbildung 7: Schieberegler erzeugen

Wie Abbildung 8 zeigt, wird nun der Punkt C mit C = P + t - r im Algebra-Fenster sowie der
Vektor u mit u = Vektor(P, C) und eine Gerade durch diese beiden Punkte, {iber den Befehl
Gerade(P, C), definiert. Die Objekte sind auch in der Grafikansicht zu sehen. Prinzipiell werden
Objekte immer in jener Grafikansicht angezeigt, die zuletzt angeklickt wurde. Werden Objekte
in der falschen Ansicht dargestellt, kann in den Objekteinstellungen im Reiter ,,Erweitert™ die
entsprechende Ansicht ausgewéhlt werden (siehe Abschnitt 3.4.3). Durch einen Klick auf den
blauen Punkt neben dem Vektor » in der Algebra-Ansicht, wird dieser aus der Grafikansicht
entfernt. Er ist weiterhin im Hintergrund vorhanden, bestimmt die Lage des Punktes C und kann
iiber das Eingabefeld verdndert werden, ist jedoch nicht mehr sichtbar. Bereits jetzt kann im
Applet die intendierte Bewegung eines Punktes C, der mit X beschriftet wurde, auf einer iiber
einen Punkt und einen Richtungsvektor definierten Gerade durchgefiihrt werden. Damit die
Verinderung der Koordinaten dieses Punktes besser beobachtet werden kann, soll die
Berechnung von X nun in einem dynamischen Text dargestellt werden, wie in Abbildung 9
ersichtlich ist. Textelemente konnen direkt tiber die Werkzeugleiste erstellt werden. Die farbig
markierten Elemente konnen im Reiter mit dem GeoGebra-Logo ausgewidhlt werden und

verdndern sich im Text, wenn sich die algebraische Struktur dieser Objekte verdndert.
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Abbildung 8: Punkt, Vektor und Gerade erzeugen

Da die Darstellung von Punkten in dynamischen Texten immer in der Form (x, y) erfolgen
wiirde, wurden zuvor mit den Befehlen a = x(P),b = y(P),C = x(C) und d = y(C) die
Koordinaten der Punkte P und C einzeln ausgedriickt. Damit die Eintrige der Vektoren
untereinander und nicht nebeneinander stehen, wurde der LaTeX -Befehl \binom{}{} bei der
Texteingabe verwendet. Nun soll noch die Parameterdarstellung der Geraden angezeigt werden.
Auch hier wird ein dynamischer Text verwendet, mit dem Unterschied, dass t diesmal als
Buchstabe eingegeben, und nicht als dynamisches Element ausgewéhlt wurde und somit auch

keine Berechnung von X erfolgt.
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Abbildung 9: Dynamischer Text
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Dieser Text soll jedoch nur angezeigt werden, wenn auch ein entsprechendes Kontrollkdstchen
angeklickt wurde. Dafiir wird vorerst der Text in der Grafikansicht platziert, dariiber wird ein
Kontrollkéstchen (iiber die Werkzeugleiste) hinzugefiigt. In diesem Fall hat das Késtchen den
Namen e. Wird ein Kontrollkéstchen erstellt, so kann direkt ausgewahlt werden, dass dieses die
Sichtbarkeit des zweiten Textes beeinflussen soll (sieche Abbildung 10). Wird dies nicht direkt
beim Erstellen ausgewihlt, so kann auch im Nachhinein bei den Objekteinstellungen des Textes

im Reiter ,,Erweitert” die Bedingung e = / angegeben werden.

Exemplarisches Applet - GeoGebra

R A0 4 N[ Q =
= 1) HE="N =
A - - ao:/. & W & =
f : Gerade(P, C :
® (P,C)
- x+y=0 b Kontrollkéstchen

a = x(P) H Beschriftung:

-1

Parameterdarstellung anzeigen

b = y(P) : v

-1 1

¢ = x(0) : wanler t=1

—2

d = y(Q)
—2

@ Textl = 'X= G

~—
+

@ Text2='X= G

. Q

~—
+

Abbildung 10: Kontrollkdstchen erstellen

Vermutlich aufgrund eines Programmfehlers funktionieren Kontrollkédstchen nicht direkt nach
dem Erstellen dieser. Man muss daher entweder das Programm schlieen und erneut 6ffnen,
oder aber in den Objekteinstellungen eine Aktualisierung vornehmen. Am einfachsten ist es,
die Beschriftung des Kontrollkédstchens zu aktualisieren. Dafiir muss diese nur angeklickt und
die Enter-Taste betdtigt werden, wie in Abbildung 11 zu sehen ist. Das Kontrollkéstchen
bestimmt nun, ob die Parameterdarstellung angezeigt wird oder nicht. Die Beschriftung des
Vektors u soll noch angepasst werden. Es soll der dynamische Text ,,t - 7 als Beschriftung
angezeigt werden, wobei sich t mit Verdnderung des Schiebereglers mitverdndern soll. Um das
zu erreichen, muss der dynamische Text ,,t - 7 in die erste Grafikansicht eingefiigt werden. Es
gibt nun zwei Moglichkeiten, diesen Text als Beschriftung von u zu wéhlen. Entweder, der
Text wird an die Position des Punktes C (beschriftet mit X) gekoppelt (siche Abbildung 12),
oder der Text wird als Beschriftung des Vektors u gewihlt (siche Abbildung 13).
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Damit das Textelement nur als Beschriftung und nicht zuséatzlich als Textelement aufscheint,
muss das Hikchen ,,0bjekt anzeigen* in den Objekteinstellungen des Textelementes entfernt
werden. Alle anderen Texte, die hinzugefiigt und Farb-Einstellungen, die vorgenommen
werden, gehen nicht {liber die grundlegenden Funktionen von GeoGebra, die bereits in

Abschnitt 3.3.6 beziehungsweise in Abschnitt 3.4.3 beschrieben wurden, hinaus und werden an
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Abbildung 11: Kontrollkéstchen aktualisieren
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4 Vier Arten von Applets und ihre Einsatzmoglichkeiten

In einem Artikel in der Schriftenreihe zur Didaktik der Mathematik der OMG zeigt Christian
Dorner (2014) unter anderem auf, welche verschiedene Arten von GeoGebra-Applets im
Mathematikunterricht eingesetzt werden konnen, welche Vorteile diese mit sich bringen und
worauf beim Einsatz geachtet werden muss. In Anlehnung an Jiirgen Roth, welcher Applets
anhand des Grades der Vorgegebenheit klassifiziert (vgl. Roth, 2008: 133-134), wird zwischen
Demonstrationsapplets, Entdeckungsapplets, Lernapplets und Werkzeugapplets unterschieden.
Da idealerweise jede Art von Applet einen Lernprozess auslost oder unterstiitzt, wurde diese
Kategorisierung hier durch den Begriff ,,Ubungs-Applets* ersetzt. Diese Kategorisierung deckt
sich auch weitgehend mit den von Lechner aufgezeigten Potentialen von mathematischen
Arbeitsumgebungen als Visualisierungs-, Rechen-, Untersuchungs- und
Uberpriifungswerkezeuge (vgl. Lechner 1999/2000). Im Folgenden sollen die einzelnen Arten
von Applets und ihre Einsatzmdglichkeiten in den verschiedenen Unterrichtsphasen nach

Barzel (vgl. Barzel et al., 2014: 36-40) aufgezeigt werden.

41 Demonstrationsapplets

Demonstrationsapplets eignen sich besonders gut, um mathematische Sachverhalte grafisch zu
veranschaulichen. Sie erfordern kein aktives Handeln der Schiiler*innen. Das Drehen und
Verschieben der Grafikansicht sollte jedenfalls moglich sein. Im Dreidimensionalen wird es
mit GeoGebra somit moglich, Kdrper oder Skizzen von verschiedenen Seiten zu betrachten,
was insbesondere fiir Schiiler*innen, die kein gutes rdumliches Vorstellungsvermdgen besitzen,
hilfreich sein kann. Besonders im Bereich der Trigonometrie, wenn Vermessungsaufgaben im
Raum skizziert werden sollen, eignet sich das 3D-Grafikfenster zur Veranschaulichung des
Sachverhaltes (vgl. Dorner, 2014: 35-36). Fiir zweidimensionale Abbildungen mag der Vorteil
eines Demonstrationsapplets nicht ganz so offensichtlich sein, da diese problemlos auch in
Schulbiichern abgedruckt oder an der Tafel dargestellt werden konnen. Doch auch im
Zweidimensionalen  eroffnet GeoGebra  Moglichkeiten, die  herkommlichen
Unterrichtsmaterialien in vielen Aspekten iiberlegen sind:

e Ubersichtlichkeit: Besonders bei komplexeren Modellierungsprozessen werden
Handskizzen oft uniibersichtlich. Bei Konstruktionen mit GeoGebra konnen Hilfslinien,
oder Objekte, die in gewissen Bearbeitungsstufen oder fiir bestimmte Unteraufgaben
nicht mehr relevant sind, einfach aus- und nach Bedarf auf wieder eingeblendet werden.
Es ist somit besser moglich, einzelne Objekte einer Konstruktion hervorzuheben und zu

betrachten.
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e Genauigkeit: Konstruktionen, die mit der Hand, insbesondere jene die an der Tafel
durchgefiihrt werden, fehlt es oft an Prazession. Dies fiihrt beispielsweise beim Legen
von Tangenten, Messen von Winkeln oder Konstruieren von Figuren zu
Ungenauigkeiten, die wiederum die Losung verzerren konnen. Auch Funktionsgraphen
konnen hidndisch wohl niemals so genau gezeichnet werden wie mit einem
Computerprogramm.

e Schnelligkeit: Oftmals nimmt das Zeichnen von Skizzen, Figuren oder
Funktionsgraphen sehr viel Zeit in Anspruch. GeoGebra erstellt diese Objekte jedoch
nach Angabe der notwendigen Bestimmungsstiicke oder algebraischen Strukturen in
Millisekunden und kann somit helfen, im Unterricht Zeit zu sparen und den Fokus auf
das Wesentliche, beispielsweise die Analyse solcher Objekte, zu lenken.

o Zoom-Moglichkeit: Wahrend eine Buchseite in ihrer Grofe und Auflosung begrenzt ist,
bietet GeoGebra die Moglichkeit, ein Objekt, wie beispielsweise einen
Funktionsgraphen, nicht nur ausschnittsweise, sondern auch das Verhalten fiir sehr
groBBe Argumente zu betrachten. Dies wiederum ermdglicht intuitive Riickschliisse tiber
das Verhalten im Unendlichen. Auch das Hineinzoomen in einen Zahlenstrahl kann
niitzlich sein, um Zahlenmengen und ihre Eigenschaften zu untersuchen.

Demonstrationsapplets konnen sowohl bei der Erarbeitung neuer Themen, als auch fiir das
Wiederholen, Uben und Vertiefen von mathematischen Fihigkeiten sinnvoll eingesetzt werden.
Wird ein solches Applet in Einfithrungsstunden verwendet, sollte es jedoch auf jeden Fall von
Fragestellungen und Diskussionen begleitet werden. Auch zum Erkennen von
Zusammenhidngen verschiedener Themenaspekte kdnnen Demonstrationsapplets niitzlich sein.
Sie konnen also in drei Unterrichtsphasen eingesetzt werden: beim Erkunden, Entdecken oder
Erfinden, beim Systematisieren und Absichern oder beim Uben, Vertiefen und Wiederholen
(vgl. Barzel, 2014: 36-40). In allen Unterrichtsphasen muss darauf geachtet werden, dass
Schiiler*innen auch mitdenken, anstatt nur zuzusehen. Ebenso sollte ,[ijm Sinne der
biokybernetischen Lerntheorie [...] eine solche Applikation einen Denkanstof liefern um
darauf weiter autbauen zu konnen. Ohne weitere Verwendung im Unterricht ist das gezeigte
Demonstrationsapplet nutzlos, es wird auf alle Fille eine weitere Vertiefung bendtigt, um einen
nachhaltigen Effekt zu bekommen® (Dorner, 2014: 37). Auch ein iibersichtliches Layout ist
wichtig. Die Lehrperson sollte bei der Erstellung von Demonstrationsapplets von verschiedenen
Farben und Linienstirken sowie Einstellungen zur Sichtbarkeit (nicht jedes Objekt, das fiir die
Konstruktion verwendet wurde, ist fiir die finale Abbildung wichtig) Gebrauch machen.

Zusitzlich muss erwéhnt werden, dass in vielen Situationen ein selbstéindiges Erstellen einer
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Konstruktion oder das Zeichnen eines Funktionsgraphen fiir die Ausbildung vieler
Grundvorstellungen notwendig ist und nicht jede grafische Veranschaulichung von einem

Computerprogramm iibernommen werden sollte.

4.2 Applets zum Entdecken und Ausprobieren

Im Gegensatz zu Demonstrationsapplets erfordern Entdeckungsapplets ein aktives Arbeiten der
Schiiler*innen. Meistens werden Schieberegler verwendet, um diese Interaktivitit zu
gewidhrleisten aber die Verdnderungsmoglichkeiten gleichzeitig auch zu begrenzen und den
Fokus somit auf eine bestimmte Anderung lenken zu kénnen. So kdnnen beispielsweise die
Parameter von Funktionen verindert werden, um zu erforschen, wie sich diese Anderung auf
den Funktionsgraphen auswirkt. Ebenso konnten Punkte entlang des Einheitskreises
verschoben und die Verdnderung der Sinus- und Kosinuswerte beobachtet werden. Der Vorteil
gegeniiber Darstellungen im Schulbuch ist die Moglichkeit des dynamischen Veridnderns und
Beobachtens der Auswirkungen. Schiiler*innen konnen wahrnehmen, dass eine Veridnderung
einer Grofe oder eines Objekts eine bestimmte Verdnderung einer anderen Grofle oder eines
Objekts auslost und somit Zusammenhénge besser erfassen. Entdeckungsapplets eignen sich
daher, wie der Name schon suggeriert, besonders in Unterrichtsphasen, in denen es um das
Entdecken, Erkunden und Erfinden geht, konnen aber auch in Phasen des Absicherns und
Systematisierens sehr gut eingesetzt werden, besonders wenn durch dynamische
Veranderungen Zusammenhénge zwischen verschiedenen Teilaspekten eines Themas deutlich
werden. Bei der Erstellung solcher Applets muss ein besonderes Augenmerk auf die
Benutzerfreundlichkeit gelegt werden, da Schiiler*innen sich nicht darauf konzentrieren sollen,
wie das Applet funktioniert, sondern was damit beobachtet werden kann. Das Applet sollte
daher tbersichtlich gestaltet und einfach zu bedienen sein. Ebenso sind klare Vorgaben
unumgénglich. Durch Aufgabe- oder Fragestellungen muss klar hervorgehen, was verdndert
und beobachtet werden soll (vgl. Dorner, 2014: 38). Um zusitzlich zu verdeutlichen, welche
GroBen mit einem Schieberegler verdndert werden, ist es ratsam, die Schieberegler ausreichend
zu beschriften und gegebenenfalls auch den Wert des verdnderten Parameters anzeigen zu

lassen. Nicht immer sind die Standardeinstellungen passend.

4.3 Ubungsapplets

Bei Ubungsapplets ,,steht das Festigen von Grundwissen bzw. Grundkompetenzen im
Vordergrund“ (Dorner, 2014: 39). Sie beinhalten normalerweise eine klar formulierte
Aufgabenstellung, sie erfordern aktives Handeln der Schiiler*innen — das Losen der Aufgabe(n)
— und bieten idealerweise auch Hilfestellungen, wenn sich jemand nicht auskennt.

Ubungsapplets sollten so gestaltet werden, dass sie von den Schiiler*innen selbstindig
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bearbeitet werden konnen und keine zusétzlichen Erkldrungen der Lehrperson notwendig sind.

Vergleicht man Aufgaben in Ubungsapplets mit Schulbuchaufgaben, so zeichnen sich Applets

durch folgende Vorteile aus:

Versuchsanzahl: Uber eine Schaltfliche kann die Mdglichkeit hinzugefiigt werden, das
gesamte Applet neu zu laden und somit einen neuen Versuch der Aufgabenbearbeitung
zu starten.

Riickmeldung: Applets kdnnen so programmiert werden, dass sie den Schiiler*innen
Riickmeldungen geben. Neben ,Richtig und ,Falsch® konnen, mit etwas mehr
Programmieraufwand, auch differenziertere Riickmeldungen angezeigt werden.
Riickmeldungen sind essentiell, damit Schiiler*innen ihren Lernfortschritt selbst
iiberpriifen konnen. Werden Applets in einen GeoGebra-Classroom integriert, so kann
auch die Lehrperson diesen Fortschritt mitverfolgen.

Hilfestellung: Idealerweise wird auch die Moglichkeit integriert, bei Bedarf eine
Hilfestellung angeboten zu bekommen. Das kann ein Link zu einem Lernvideo sein, ein
Informationstext zu einem Themengebiet, Tipps und Tricks zum Bearbeiten von
Aufgabenstellungen oder fiir die Bearbeitung der Aufgabe notwendige Merksétze und
Formeln. Natiirlich kénnte auch eine Schaltfliche zum Anzeigen der Losung integriert
werden.

Variation: Uber den Zufallsgenerator, der bei jeder Aktualisierung neue Zufallswerte
auswihlt, konnen theoretisch unendlich viele Aufgaben einer Art in ein und demselben
Applet bearbeitet werden. Schiiler*innen kdnnen somit theoretisch unbegrenzt {iben.
Auch wenn das Bearbeiten der gleichen Aufgabe mit unterschiedlichen Zahlenwerten
in vielen Situationen keine zusétzlichen Denkprozesse aktiviert und daher nur begrenzt
sinnvoll ist, so kann beispielsweise bei Hausiibungen in Form von Ubungsapplets

gegenseitiges Abschreiben verhindert werden.

Auch hier legt der Name nahe, in welcher Unterrichtsphase das Ubungsapplet eingesetzt

werden kann: beim Uben, Vertiefen und Wiederholen. Ist jedoch eine Option zur Riickmeldung

integriert und/oder wird das Applet in einem GeoGebra-Classroom bearbeitet, so kann es auch

in der Phase des Diagnostizierens und Uberpriifens Anwendung finden. Wie auch beim

Entdeckungsapplet soll auch beim Ubungsapplet der Fokus nicht durch fehlende

Benutzerfreundlichkeit von der eigentlichen Aufgabenstellung abweichen. Nach dem Lesen der

Aufgabenstellung soll intuitiv klar sein, wie das Applet zu bearbeiten ist (vgl. Dorner, 2014:

40). Es ist daher zu empfehlen, nicht allzu viele Aufgaben in ein Applet zu integrieren. Bei der

Erstellung des Applets und der Formulierung der Aufgabenstellung muss darauf geachtet

37



werden, dass Eingaben von Schiiler*innen von dem Programm unter Umsténden nicht erkannt
werden. So miissen beispielsweise in Eingabefelder Dezimalzahlen mit einem Punkt statt einem
Komma eingegeben werden, der Bruchstrich wird mit ,/¢ eingefiigt und Wurzeln miissen als
rationale Potenzen dargestellt werden. Auch dass Punkte in GeoGebra mit der Notation
(X)) eingegeben werden miissen, kann zum Hindernis werden. Wird darauf nicht
hingewiesen, kann es leicht passieren, dass Schiiler*innen verzweifeln und die Lust an der

Bearbeitung verlieren, da sie trotz richtiger Losung kein positives Feedback erhalten.

44 Werkzeugapplets
Werkzeugapplets sind Applets die spezifisch zum Losen einer gewissen Aufgabenstellung
erstellt wurden. Ein Beispiel hierfiir wére ein Applet mit einem Eingabefeld, in das die Grofle
eines Winkels eingetragen werden soll. Das Applet stellt diesen Winkel mit seinen zugehdrigen
Sinus- und Kosinuswerten dann automatisch in einem Einheitskreis dar. Dorner unterscheidet
in seinem Beitrag zwischen zwei verschiedenen Arten von Werkzeugapplets:
»lm Unterricht aktiv sind [bei der Verwendung von Werkzeugapplets erster Art]
ausschlieBlich die Lernenden, allerdings obliegt die Vorbereitung der Lehrperson, die
ja durchwegs mehr Zeit in Anspruch nehmen kann. Der einmalige Einsatz beschréinkt
sich im Unterricht auf das Eingeben von Werten und das Erhalten und eventuell
Interpretieren der Losung. Der Einsatz eines Werkzeugapplets dieser Art macht also nur
wirklich Sinn, wenn das Werkzeug 6fters gebraucht wird. [...] Die Eigenschaften eines
Werkzeugapplets zweiter Art erweisen grofleren Tiefgang, denn hier steht das Erstellen
im Vordergrund. Um ein Werkzeug erstellen zu kdnnen, miissen Schiiler/innen den
Vorgang, den spiter das Programm erledigt, auf einer hoheren Ebene verstehen. Es wird
von ihnen eine Abstraktionsleistung verlangt, da sie den Ablauf in einer gewissen
Allgemeinheit durchfiihren miissen, so dass das Werkzeug fiir beliebige Werte
funktioniert.“ (Dorner, 2014: 40-41)
Zu den Werkzeugapplets erster Art ldsst sich sagen, dass deren Sinnhaftigkeit von einigen
Faktoren abhdngt. Wie im obigen Zitat erwdhnt, muss der Fokus von der Bearbeitung der
Aufgabenstellung zur Interpretation von Ergebnissen verschoben werden, um einen
Lernprozess mdoglich zu machen. Zusitzlich sollte ein solches Applet nicht zu Beginn eines
neuen Themas eingesetzt werden. Genauso wie ein Taschenrechner in der Schule fiir
gewohnlich erst dann verwendet werden darf, wenn sichergestellt wurde, dass der GroBteil der
Klasse grundlegende Rechenoperationen auch im Kopf durchfiihren kann, so tragt es auch nicht
zur Ausbildung wichtiger Grundvorstellungen bei, vorgefertigte Werkzeugapplets einzusetzen,

bevor die Grundaspekte eines Themas verstanden wurden. Werkzeugapplets erster Art sollten
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daher frithestens in der Phase des Ubens, Vertiefens und Wiederholens im Unterricht
Anwendung finden. Ein deutlich aktiverer Lernprozess wird durch das selbststindige
Programmieren von Werkzeugapplets durch die Schiiler*innen angeregt. Dies ist jedoch
definitiv kein leichtes Unterfangen. Vorerst muss sichergestellt werden, dass die Schiiler*innen
ausreichend Wissen und Féhigkeiten besitzen — und zwar nicht nur in Bezug auf thematische
Aspekte, sondern auch hinsichtlich der Bedienung des Programmes GeoGebra —, und auch die
Lehrperson muss sich sehr gut mit dem Programm auskennen, um als Unterstiitzung fungieren
zu konnen. AuBerdem muss geniigend Zeit fiir die Erstellung eingeplant werden.
Werkzeugapplets zweiter Art sind daher definitiv erst in der letzten Phase der Bearbeitung eines
Themas einsetzbar. Betrachtet man die einzelnen Konstruktionsschritte, die zur Erstellung des
Applets vorgenommen wurden, so kann das neu erstellte Werkzeug jedoch auch zum Diagnose-
Instrument werden, da sich falsche Grundvorstellungen wohl auch in falschen Funktionen des
Applets duBern, wobei hier klarerweise die Gefahr besteht, fehlendes technologisches Wissen

als unzureichende fachliche Kompetenz zu interpretieren.
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5 Lehrstoff der 9. Schulstufe
Um GeoGebra-Applets erstellen zu konnen, die fiir die 5. Klasse AHS (9. Schulstufe) geeignet

sind, ist eine genaue Auseinandersetzung mit dem Lehrplan unumgénglich. Die nachfolgenden
Kapitel sollen daher die einzelnen Themenbereiche, die nach dem &sterreichischen Lehrplan in
der 5. Klasse AHS unterrichtet werden, im Detail beleuchten, mathematische Aspekte und
auszubildende Grundvorstellungen aufzeigen, didaktisch-methodische Herausforderungen und
Moglichkeiten darlegen sowie auch das aus der Unterstufe mitgebrachte Vorwissen der
Schiiler*innen untersuchen. Weiters soll aufgezeigt werden, wie der Lehrstoff in Schulbiichern
der 5. Klasse strukturiert ist und welche Aufgabenstellungen tiblicherweise zu bearbeiten sind,
damit anschlieBend Applets erstellt werden konnen, die eine passende Erginzung zu diesen

Aufgaben darstellen.

5.1 Mengen, Zahlen und Rechengesetze

In diesem Themenbereich beschriankt sich der Einsatz von GeoGebra hauptsdchlich auf das
Auslagern von operativen Téatigkeiten. GeoGebra kann hier also &hnlich wie ein
Taschenrechner beniitzt werden, um beispielsweise langere Rechenausdriicke zu vereinfachen.
Zusitzlich ist ein Grofteil des Stoffes zu diesem Themengebiet bereits im Lehrplan der
Unterstufe verankert. Daher wurde die Entscheidung getroffen, keine Applets zu erstellen, die
primir fiir das Arbeiten mit Mengen, Zahlen und Rechengesetzen eingesetzt werden konnen

und auch den Lehrstoff der 9. Schulstufe in diesem Bereich nicht weiter zu beleuchten.
5.2 Gleichungen und Gleichungssysteme

5.2.1 Vorwissen

Wie das Thema ,,Gleichungen und Gleichungssysteme* in der 9. Schulstufe eingefiihrt und
erarbeitet wird, kann am besten durch einen Blick in die in Osterreich sehr hiufig verwendeten
Schulbuchreihe ,,Mathematik verstehen* (vgl. Malle et al., 2017) erkannt werden. Wéhrend sich
das Arbeiten mit Variablen in der 1. Klasse AHS auf das Ldsen sehr einfacher, ohne schwierige
Umformungsschritte 16sbarer Gleichungen beschrinkt (z. B. x + 9 = 15), werden in der 2.
Klasse AHS Sachaufgaben zum Aufstellen und Ldsen von einfachen linearen Gleichungen
behandelt und Umkehroperationen thematisiert. Auch das Interpretieren von Formeln scheint
im Lehrplan fiir die 6. Schulstufe auf. In der 3. Klasse wird dann vermehrt mit Ausdriicken mit
mehreren Variablen gearbeitet. Formeln sollen aufgestellt und begriindet und ldngere Terme
vereinfacht werden. Auch das Losen von linearen Gleichungen mit einer Variablen ist erneut
im Lehrplan angefiihrt, bevor dann in der 4. Klasse AHS auch Bruchgleichungen und
Gleichungssysteme behandelt werden. Sowohl das graphische Losungsverfahren als auch die

drei  rechnerischen = Methoden  (Einsetzungsverfahren, Gleichsetzungsverfahren,
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Eliminationsverfahren) werden an (Sach-)Aufgaben geiibt und die verschiedenen Losungsfille
untersucht. Interessanterweise ist das Thema ,,Ungleichungen im Lehrplan der AHS nicht
verankert, wird jedoch im Werk ,,Das ist Mathematik 4 behandelt (vgl. Humenberger et al.,
2020). Auch wenn prinzipiell mit Potenzen gearbeitet wird und diese vereinzelt auch beim
Umformen von Gleichungen vorkommen (jedoch dann wieder wegtfallen), so ist das Losen von

quadratischen oder hoheren Gleichungen in der Unterstufe noch nicht Teil des Stoffes.

5.2.2 Thematische Schwerpunkte, Lernziele und Grundkompetenzen

Ziel der 5. Klasse AHS ist es dann, ,,Lineare und quadratische Gleichungen in einer Variablen
16sen konnen [und] Losungsfille untersuchen [zu] konnen® (Rechtsinformationssystem des
Bundes, 2018). Auch lineare Gleichungssysteme und deren Losungsfille werden erneut
thematisiert, wobei hier im Gegensatz zur Unterstufe auch Losungsfille in Abhingigkeit von
Parametern untersucht werden. Folgende Aufgabe ist beispielsweise im Werk ,,Mathematik

verstehen 5 im Kapitel ,,Lineare Gleichungen und Gleichungssysteme in zwei Variablen® zu

finden:
,(Gi1b einen Wert fiir a an, sodass das Gleichungssystem keine Losung hat!
LLy=-2x+1_ _
Iy = ax — 6 (Malle et al., 2017: 194)

Laut Lehrplan sollen Gleichungen und Gleichungssysteme in der 5. Klasse AHS auch fiir das
Losen von inner- und vermehrt auch aulermathematischen Problemen eingesetzt werden (vgl.
Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018). In ,,Mathematik verstehen 5 wird mit dem
Lernziel ,,Lineare Gleichungen in zwei Variablen grafisch interpretieren konnen [und] wissen,
dass die Losungsmenge einer solchen Gleichung als Gerade in R? dargestellt werden
kann* (Malle et al., 2017: 186) zusétzlich betont, dass die Losungsfille auch geometrisch
gedeutet werden sollen. Auch in den Grundkompetenzen der Osterreichischen Reifepriifung
finden sich die Themenbereiche lineare und quadratische Gleichungen sowie
Gleichungssysteme wieder. Die Grundkompetenzen AG 1.2 (,,Wissen iiber algebraische
Begriffe angemessen einsetzen konnen: Variable, Terme, Formeln, Ungleichungen,
Gleichungssysteme, Aquivalenz, Umformungen, Losbarkeit) und AG 2.1 (,,Einfache Terme
und Formeln aufstellen, umformen und im Kontext deuten konnen®) beschreiben die zu
erreichenden Kompetenzen beim allgemeinen Arbeiten mit Termen. Schiiler*innen sollen
aulerdem ,,[1]ineare Gleichungen aufstellen, interpretieren, umformen/l6sen und die Losung im
Kontext deuten konnen™ (AG 2.2), ,[qluadratische Gleichungen in einer Variablen
umformen/losen, iiber Losungsfille Bescheid wissen, Losungen und Losungsfille (auch
geometrisch) deuten konnen“ (AG 2.3) und auch ,[l]ineare Gleichungssysteme in zwei

Variablen aufstellen, interpretieren, umformen/losen, iiber Losungsfille Bescheid wissen
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[sowie] Losungen und Losungsfille (auch geometrisch) deuten konnen* (AG 2.5)

(Bundesministerium fiir Bildung, Wissenschaft und Forschung, 2021).

5.2.3 Gleichungen und Gleichungssysteme in Schulblchern der 5. Klasse
Bevor verschiedene Arten von Gleichungen und Gleichungssysteme genauer untersucht werden,
werden vorerst die Grundbegriffe der Algebra — Variablen, Terme, Gleichungen und Formeln
— definiert. Es folgen Aufgaben zum Aufstellen oder Interpretieren von Termen mit einem
besonderen Fokus auf die Termdarstellung prozentueller Verdnderungen. Es muss
beispielsweise die Aussage ,,Eine Grofe G wird um 15% erhoht* der Termdarstellung G - 1,15
zugeordnet werden (Malle et al.,, 2017: 39). Im nichsten Schritt wird der Begriff der
Aquivalenzumformung definiert und in den darauffolgenden Aufgabenstellungen miissen
Umformungen durchgefiihrt oder iberpriift werden. Auch die Begriffe ,,Grundmenge®,
,Definitionsmenge®, ,,Losungsmenge® und ,,Losung* werden erklért, bevor dann Gleichungen
in einer Variablen und deren Losungen untersucht werden.

Quadratische Gleichungen werden in ,,Mathematik verstehen 5% (vgl. Malle et al., 2017)
im dritten Kapitel eingefiihrt. Nachdem die Gleichung a - x% + b - x + ¢ = 0 als quadratische
Gleichung definiert wird, werden Sonderfélle quadratischer Gleichungen (a - x? = 0; a - x? +
b x=0; a-x*+c=0) prisentiert und erldutert, wie man in den jeweiligen Fillen die
Losung berechnen kann. Zwar kommen in Musterbeispielen unterschiedliche Losungsmengen
vor, wie diese aber von der Diskriminante beziehungsweise den Parametern abhidngen, wird
nicht weiter erwdhnt. Es folgen Aufgaben zum Losen von Sonderféllen quadratischer
Gleichungen. AnschlieBend wird die normierte quadratische Gleichung sowie die kleine
Losungsformel eingefiihrt und auch erstmals der Begriff Diskriminante und ihr Zusammenhang
mit der Anzahl der Losungen erklart. In den darauffolgenden Aufgaben soll die Lésungsmenge
normierter quadratischer Gleichungen ermittelt werden. Die gleiche Vorgehensweise ist auch
bei der allgemeinen quadratischen Gleichung zu erkennen. Im Anschluss daran konnen
Anwendungsaufgaben zum Losen quadratischer Gleichungen, wie beispielsweise die Folgende
gefunden werden:

,»Wird ein Korper mit der Anfangsgeschwindigkeit 50m/s lotrecht nach oben geschossen,

so ist seine Hohe h(t) liber der Abschussstelle zum Zeitpunkt t ndherungsweise

gegeben durch: h(t) =50t —5-t? (tins, h(t) in m)

Zu welchen ungefahren Zeitpunkten ist der Korper in einer Hohe von a) 10m, b) 20m,

¢) 25m iiber der Abschussstelle? Runde auf zwei Nachkommastellen!* (Malle et al.,

2017: 62)
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Nachdem dann der Satz von Vieta und sein Beweis sowie verschiedene Aufgaben zum
Ermitteln von Koeffizienten einer quadratischen Gleichung angefiihrt werden, endet das
Kapitel ,,Quadratische Gleichungen® mit dem Unterkapitel ,,Quadratische Gleichungen mit
Parametern®. In diesem Abschnitt sind Aufgaben zu finden, in denen mdgliche Werte der
Parameter einer quadratischen Gleichung bestimmt werden miissen, wenn die Anzahl der
Losungen bekannt ist.

Bevor in ,,Mathematik verstehen 5“ in Kapitel 9 die Gleichungssysteme betrachtet
werden, wird zuerst die Gleichung a - x + b - y = c als lineare Gleichung in zwei Variablen
definiert und ihre Losungsmenge, also alle Punkte (x |y) auf der entsprechenden Geraden
betrachtet (vgl. Malle et al., 2017: 186-189). Es folgen Aufgaben zu verschiedenen
Darstellungsformen solcher Geraden (explizite und implizite Form) beziehungsweise zum
Darstellungswechsel, Aufgaben zur Lage dieser Geraden im Koordinatensystem in
Abhéngigkeit von der Parametern und zur Lagebeziehung zwischen Punkt und Gerade. Es folgt
die Definition eines Gleichungssystems in zwei Variablen, bestehend aus zwei Gleichungen,
und dessen Losung. Zusitzlich wird ein Uberblick iiber die drei rechnerischen
Losungsverfahren sowie die grafische Losungsmethode gegeben, wobei hier gleich alle drei
Losungsfille prasentiert werden. Es folgen Aufgaben zum Losen von Gleichungssystemen
(zuerst wird das Losungsverfahren konkret vorgegeben, dann ist dieses selbst zu wéhlen),
anschliefend miissen fehlende Parameter in Gleichungssystemen in Abhingigkeit von der
Losungsmenge angegeben werden. Auch Textaufgaben sind angefiihrt.

5.2.4 Aspekte und Grundvorstellungen zu Gleichungen und Gleichungssystemen

Um ein Verstindnis iiber Gleichungen und Gleichungssysteme aufbauen zu konnen, ist es
wichtig, dass tragfahige Grundvorstellungen liber Variablen aufgebaut werden. Bereits im Jahr
1993 befasste sich Giinther Malle mit den wesentlichen Aspekten des Variablenbegriffs und
unterschied zwischen dem Gegenstandsaspekt (die Variable ist eine unbekannte Grof3e), dem
Einsetzungsaspekt (verschiedene Werte kdnnen anstelle der Variablen eingesetzt werden) und
dem Kalkiilaspekt (mit Variablen kann gerechnet werden wie mit Zahlen) (vgl. Malle, 1993:
45-49). Diese drei Aspekte lassen sich direkt auch als bei Schiiler*innen auszubildende
Grundvorstellungen formulieren — Gegenstandsvorstellung, Einsetzungsvorstellung und
Kalkiilvorstellung. Alle drei sind fiir das verstindnisvolle Arbeiten mit Gleichungen von
enormer Bedeutung. Die folgenden Aufgabenstellungen sollen verdeutlichen, wie die einzelnen

Grundvorstellungen im Unterricht ausgebaut werden konnen:
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— Aufgabe 1: ,Eine Ware kostet inklusive Verpackung 3,50€. Der Preis fiir die
Verpackung betrdgt ein Viertel des Preises der Ware (ohne Verpackung). Wie viel
kostet die Ware, wie viel die Verpackung?* (Malle et al., 2017: 51)

— Aufgabe 2: ,,Gegeben ist die lineare Gleichung 7x + 4y = 20. Kreuze die Zahlenpaare

an, die Losungen der gegebenen Gleichung sind!
(3 | — §) (-11675) (1]35) (2]1,5) (4]-1)“(Malleetal,2017: 188)

— Aufgabe 3: ,Vereinfache! (x +y) - (1 —y) — (1 —x) - y*“ (Malle et al., 2017: 44)

In der ersten Aufgabe wird die Gegenstandsvorstellung angesprochen. Fiir die gesuchte Grof3e,
der Preis der Ware, muss eine Variable definiert werden und der im Text beschriebene
Sachzusammenhang mit dieser ausgedriickt werden. Aufgaben der zweiten Art dienen der
Ausbildung der Einsetzungsvorstellung. Verschiedene Werte werden fiir die Variable x und fiir
y eingesetzt, um zu iiberpriifen, ob die Punkte die angegebene Gleichung erfiillen. Die dritte
Aufgabe dient rein der Ausbildung der Kalkiilvorstellung, da hier keine Unbekannten berechnet
werden miissen, noch Werte anstelle der Variablen eingesetzt werden miissen. Stattdessen
miissen die schon aus der Arithmetik bekannten Rechenregeln angewandt werden.

Selbstverstindlich gibt es unzéhlige Aufgaben, bei denen mehrere Aspekte vertreten
sind. Das wird vor allem beim Arbeiten mit Gleichungen und Gleichungssystemen ersichtlich.
Soll beispielsweise die Gleichung (x + 2) - (x — 7) + 10x = 10 gelost werden, so muss die
Variable x in erster Linie als unbekannte Grofe aufgefasst werden, die es zu berechnen gilt.
Idealerweise ist hier auch bereits die Einsetzungsvorstellung vorhanden: es werden jene Werte
gesucht, die fiir x eingesetzt eine wahre Aussage liefern. Um die Losungsmenge dann auch
ermitteln zu konnen, muss die Gleichung zuerst umgeformt werden, wofiir wiederum eine
Kalkiilvorstellung notwendig ist und beim Arbeiten mit den Losungsformeln miissen wiederum
entsprechende Werte anstelle der Parameter a, b und c¢ (beziehungsweise p und q) eingesetzt
werden.

Wie auch in ,,Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra® festgestellt
wird, so ist es beim Arbeiten mit Gleichungen wichtig, zwischen Losungsvariablen und
Koeffizienten (oder Parametern) zu unterscheiden (vgl. Henn & Filler, 2015: 17). Auch wenn
es in den Augen der Lehrperson vielleicht offensichtlich ist, dass bei der allgemeinen Form der
quadratischen Gleichung, a-x? +b-x + ¢ =0, die Variable x die gesuchte, unbekannte
GroBe, die Parameter a, b und ¢ hingegen fiir beliebige, aber feste, reelle Zahlen stehen, so mag
dies fiir Schiiler*innen nicht im Vorhinein klar sein. Besonders wenn die Variable einmal nicht
durch den Buchstaben x bezeichnet wird, kdnnte es problematisch werden. Auch beim Losen

von Gleichungen in GeoGebra muss bei mehreren Variablen eine Unterscheidung zwischen
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Koeffizienten und Ldsungsvariable vorgenommen werden, indem der passende Befehl —
Lose( <Gleichung in x> ) beziehungsweise Lose( <Gleichung>, <Variable> ) — ausgewdhlt
wird.

Zusitzlich zu den Grundvorstellungen zu Variablen miissen auch jene zu Gleichungen
ausgebildet sein, um mit Gleichungen und Gleichungssystemen arbeiten zu kdnnen. In einem
Artikel in der Mitgliederzeitschrift der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik werden drei
Aspekte zum Gleichheitszeichen hervorgehoben, die wiederum auch als Grundvorstellungen
bei Schiiler*innen vorhanden sein sollten:

,»Mit Gleichungen lésst sich eine ,,Gleichheit® ...

... feststellen oder behaupten,

... erreichen (indem z. B. nach allen ,,Lésungen* gesucht wird, fiir die diese Gleichheit

dann gilt, die Gleichung also geldst wird),

... per definitionem festsetzen bzw. vereinbaren (z. B. fiir Funktionen)* (Hischer, 2021:

67)

Es lasst sich also erkennen, dass in Anlehnung an diese Aspekte eine Feststellungsvorstellung,
eine Erreichungsvorstellung sowie eine Definitionsvorstellung im Unterricht ausgebildet
werden sollte. Auch wenn im Themenblock ,,Gleichungen und Gleichungssysteme* besonders
der zweitgenannte Aspekt, das Erreichen einer Gleichheit durch das Finden von Losungen, in
den Vordergrund tritt, so gibt es durchaus Aufgabenstellungen, wie die in Abbildung 14
dargestellte, bei denen auch das Vorhandensein der anderen beiden Vorstellungen von Noten
ist:

9.42 Lea ladt Musikdateien aus dem Internet herunter. Bei dem

Anbieter MPMusic kostet eine Musikdatei 0,97 €, bei eLOAD

0,99 €. Fir insgesamt 32 Musikdateien muss Lea 31,32 € zahlen.
Wie viele Dateien hat sie bei MPMusic heruntergeladen, wie viele bei eLOAD?

Abbildung 14: Schulbuchaufgabe Gleichungssysteme (Malle et al., 2017: 195)

Vorerst miissen zwei Gleichheiten festgestellt werden. Schiiler*innen miissen erkennen, dass x
Dateien des Anbieters MPMusic und y Dateien des Anbieters eLOAD insgesamt 31,32€
ausmachen. Es muss also die Gleichheit 0,97x + 0,99y = 31,32 festgestellt werden. Ebenso
muss erkannt werden, dass die Gesamtstiickanzahl als Summe aus x und y dargestellt werden
kann und die Gleichheit x + y = 32 festgestellt werden. AnschlieBend gilt es, Gleichheiten
zu erreichen, also eine Losung zu finden, die eingesetzt in beide Gleichungen wahre Aussagen

liefert. Wird diese Sachaufgabe grafisch gelost, so miissen die beiden Gleichungen als lineare

Funktion betrachtet werden. Die Gleichheiten y = — %x + % sowie y = —x + 32 miissen

als Funktionen festgesetzt werden.
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Allgemein ist beim Arbeiten mit Gleichungen und Gleichungssystemen oftmals ein
Auffassen dieser als Funktionen hilfreich oder sogar notwendig. Es ist daher wichtig, zusétzlich
zu den Grundvorstellungen zu Variablen und Gleichungen, auch die im Abschnitt 5.3.4

beschriebenen Grundvorstellungen zu Funktionen auszubilden oder zu festigen.
5.3 Funktionen

5.3.1 Vorwissen
Grundlegend fiir das Arbeiten mit Funktionen ist es, das Konzept einer verdnderlichen Grofie
zu verstehen beziehungsweise die Fahigkeit, mit Variablen, Formeln, Termen und Gleichungen
zu arbeiten, Féhigkeiten die laut 6sterreichischem Lehrplan (vgl. Rechtsinformationssystem des
Bundes, 2018) bereits in der Unterstufe ausgebaut werden sollten. Nachdem dann in der 8.
Schulstufe die Zahlenmenge der rationalen Zahlen durch die irrationalen Zahlen zu den reellen
Zahlen erweitert wird, sind alle Voraussetzungen gegeben, um auch das Thema ,reelle
Funktionen* behandeln zu kénnen. Im Lehrplan scheint unter dem Themenbereich ,,Arbeiten
mit Variablen* daher ab der 4. Klasse AHS auch erstmals der Funktionsbegriff auf. Der
Lehrplan der AHS-Unterstufe sieht vor, dass ,durch das Arbeiten mit funktionalen
Abhéngigkeiten  [ein] intuitive[r]  Funktionsbegriff erarbeite[t] werden  soll
(Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018). Auch in den Bildungsstandards der 8.
Schulstufe, M8, waren diese Kompetenzen im Inhaltsbereich 12, ,Variable, funktionale
Abhidngigkeiten‘, verankert und in jeder Handlungs- und Komplexitétsebene realisiert. So wird
beispielsweise im Handlungsbereich 3 (Interpretieren) und Komplexititslevel 1 die Kompetenz
,Die Schiilerinnen und Schiiler konnen algebraisch, tabellarisch oder grafisch dargestellte
Strukturen und (funktionale) Zusammenhénge beschreiben und im jeweiligen Kontext
deuten‘ angefiihrt (Institut des Bundes fiir Qualitétssicherung im Osterreichischen Schulwesen,
2009). Auch wenn die Bildungsstandards in dieser Form abgeschafft wurden, so bieten sie
dennoch einen Uberblick iiber die Ziele des Mathematikunterrichts in der Unterstufe.
Schulbiicher der 8. Schulstufe geben Aufschluss dariiber, inwiefern der
Funktionsbegriff bereits in der Unterstufe thematisiert und das funktionale Denken gefordert
wird. Betrachtet man beispielsweise das Werk ,,Das ist Mathematik 4, so lésst sich erkennen,
dass vorerst der Funktionsbegriff als eindeutige Zuordnung definiert wird (vgl. Humenberger,
2020: 84). Schiiler*innen sollen bei Beispielen, zuerst durch Pfeildiagramme, dann mittels
Graphen im Koordinatensystem dargestellt, entscheiden, ob es sich um Funktionen handelt oder
nicht. AnschlieBend werden die Darstellungsarten von Funktionen — Tabelle, Graph und
Funktionsterm — erklirt und etliche Aufgaben zum Darstellungswechsel angefiihrt. Auch

Teilaufgaben zum Ablesen von Wertepaaren sind in diesem Schulbuchaufgaben bereits
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vertreten. Im Anschluss daran sollen Funktionsgraphen interpretiert werden. Besonders haufig
kommen hier Weg-Zeit-Diagramme und Fiillkurven vor. Das nédchste Kapitel beschiftigt sich
mit direkt proportionalen Zusammenhéngen und allgemeinen linearen Funktionen. Die Begriffe
Steigung, y-Achsen-Abschnitt und Nullstelle werden eingefiihrt, Darstellungswechsel sollen
durchgefiihrt und charakteristische Eigenschaften erkannt werden, und auch Sachaufgaben zu
linearen Zusammenhingen sind angefiihrt. Zuletzt werden noch die Themen ,,Quadratische
Funktionen und ,,Rationale Funktionen‘ angeschnitten, wobei hier hauptséchlich das Ablesen
und berechnen von Wertepaaren eine Rolle spielt. Auch in der Schulbuchreiche ,,Thema
Mathematik* ldsst sich eine sehr dhnliche Vorgehensweise bei der Einfithrung des Themas in
der 4. Klasse AHS erkennen (vgl. Dorfmayr et al., 2019). Es ist daher anzunehmen, dass auch
im Unterricht meist dhnlich verfahren wird. Zusammenfassend ldsst sich also feststellen, dass
Schiiler*innen in der 9. Schulstufe durchaus bereits mit dem Funktionsbegriff vertraut sein
sollten, wobei der in Abschnitt 5.3.4 erlauterte Zuordnungsaspekt im Vorwissen der Lernenden

sicherlich deutlich besser ausgeprigt ist als der Kovariationsaspekt.

5.3.2 Thematische Schwerpunkte, Lernziele und Grundkompetenzen
Betrachtet man den Lehrplan fiir das 1. und 2. Semester der Oberstufe, die 5. Klasse AHS, so
ist schnell erkennbar, dass das Thema ,Funktionen® in dieser Schulstufe eine gro3e Rolle spielt.
Zusitzlich zu den bereits in der 4. Klasse ausgebauten Fahigkeiten des Darstellungswechsels
und des Verstehens des Konzeptes einer Abhingigkeit sollen Schiiler*innen in der 5. Klasse
auch ,,uber den Modellcharakter von Funktionen reflektieren
konnen* (Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018). Auch das Beschreiben und
Untersuchen von linearen, quadratischen und rationalen Funktionen ist abermals Teil des
Lehrstoffes, wobei vor allem die letzten beiden deutlich ausfiihrlicher behandelt werden und
auch das Berechnen von Schnittpunkten erstmals thematisiert wird. Neu hinzu kommen
abschnittsweise definierte Funktionen sowie der funktionale Aspekt von Formeln mit einem
besonderen Fokus auf die Fahigkeit, ,,direkte und indirekte Proportionalititen mit Hilfe von
Funktionen beschreiben [zu] konnen* (Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018). Ebenso
soll vermehrt in anwendungsorientierten Bereichen mit Funktionen gearbeitet werden:
,funktionen als mathematische Modelle auffassen konnen* (Rechtsinformationssystem des
Bundes, 2018).

Da der grofite Teil des Stoffes der Oberstufe auch Teil der 6sterreichischen Reifepriifung
ist, ist es an dieser Stelle angebracht, die Lernziele der 9. Schulstufe in Form von
Grundkompetenzen anzufiihren (Bundesministerium fiir Bildung, Wissenschaft und Forschung,

2021). Besonders in den Themenbereichen , Funktionsbegriff, reelle Funktionen,
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Darstellungsformen und Eigenschaften®, ,,Lineare Funktionen* und ,,Potenzfunktionen* sollen
in der 5. Klasse AHS bereits maturarelevante Grundkompetenzen ausgebaut werden, wie in

Tabelle 1 ersichtlich ist.

Grundkompetenz | Beschreibung

Funktionsbegriff, reelle Funktionen, Darstellungsformen und Eigenschaften

FA 1.1 Fiir gegebene Zusammenhinge entscheiden konnen, ob man sie als Funktionen

betrachten kann.

FA 1.2 Formeln als Darstellung von Funktionen interpretieren und dem Funktionstyp

zuordnen konnen.

FA 13 Zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen funktionaler Zusammenhéinge

wechseln konnen.

FA 14 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Funktionen Werte(paare) ermitteln und

im Kontext deuten kénnen.

FA 1.6 Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen grafisch und rechnerisch ermitteln und im

Kontext interpretieren kdnnen.

FA 1.7 Funktionen als mathematische Modelle verstehen und damit verstdndig arbeiten

konnen.

Lineare Funktion [f(x) =k - x + d]

FA 2.1 Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene lineare
Zusammenhénge als lineare Funktionen erkennen bzw. betrachten konnen; zwischen

diesen Darstellungsformen wechseln konnen.

FA 2.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen linearer Funktionen Werte(paare) sowie

die Parameter k£ und d ermitteln und im Kontext deuten konnen.

FA 23 Die Wirkung der Parameter £ und d kennen und die Parameter in unterschiedlichen

Kontexten deuten konnen.

FA 2.4 Charakteristische Eigenschaften kennen und im Kontext deuten kdnnen:
foerD) = + ky 2L =

FA 25 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels linearer Funktionen bewerten
konnen.

FA 2.6 Direkte Proportionalitit als lineare Funktion vom Typ f{x) = k - x beschreiben
konnen.

1
Potenzfunktion mit f(x) =a-x* + b,z € Z ,oder mit f(x) =a-x2+b

FA 3.1 Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene
Zusammenhénge als entsprechende Potenzfunktionen erkennen bzw. betrachten

konnen; zwischen diesen Darstellungsformen wechseln konnen.

FA 3.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen Werte(paare) sowie die Parameter ¢ und b

ermitteln und im Kontext deuten konnen.
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FA 33 Die Wirkung der Parameter a und b kennen und im Kontext deuten kénnen.

FA 34 Indirekte Proportionalitit als Potenzfunktion vom Typ fix) = a - x ! beschreiben

konnen.

Polynomfunktionen [f (x)=Y"r,a;-x'mitn € N]

FA 43 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Funktionswerte, aus Tabellen und
Graphen sowie aus einer quadratischen Funktionsgleichung Argumentwerte

ermitteln konnen.

Tabelle 1: Grundkompetenzen zu Funktionen

Anmerkung: die Grundkompetenzen FA 3.1 und FA 3.2 beschréanken sich fiir die 5. Klasse AHS auf Funktionen
der Form f{x) = ax* + b, f{x) = ax”' + b oder f{ix) = ax % + b, die Grundkompetenz 4.3 auf Polynomfunktionen der

Form f{x) = ax*+ bx + c.

5.3.3 Funktionen in Schulblchern der 5. Klasse

Sehr dhnlich wie auch in der 4. Klasse AHS wird auch in der 5. Klasse in ,,Mathematik
verstehen 5 (Malle et al., 2017) vorerst der Begriff der Funktion als eindeutige Zuordnung
definiert und anhand verschiedener Darstellungsarten erldutert, wann es sich bei Zuordnungen
um Funktionen handelt und wann nicht. Auch Begrifflichkeiten wie Definitions- und
Wertemenge, Argument, Funktionswert als auch Minimum- und Maximumstelle werden
eingefiihrt. Ebenso miissen Funktionsgraphen in verschiedenen Anwendungssituationen
interpretiert und Wertepaare ermittelt werden, bevor dann zu den linearen Funktionen
iibergegangen wird. Ergénzend zu den bereits in der 4. Klasse erarbeiteten Aspekten zu den
linearen Funktionen wird hier auch der Kovariationsaspekt angesprochen, indem anhand von
Steigungsdreiecken und Alltagsaufgaben die konstante Anderung des y-Wertes bei Anderung
des x-Wertes um einen bestimmten Wert x — x + ¢ (¢ € R) erkldrt, veranschaulicht und das
Deuten des Steigungswertes k geiibt beziehungsweise der Differenzenquotient eingefiihrt wird.
Auch das Vergleichen von linearen Funktionen hinsichtlich ihrer Steigung und ihrer
Verschiebung entlang der senkrechten Achse sowie das Berechnen von Schnittpunkten ist
Thema in dem zuvor erwihnten Schulbuch der 5. Klasse AHS.

Bei den nichtlinearen Funktionen wird darauf Wert gelegt, dass Schiiler*innen lernen,
quadratische Funktionen zu zeichnen und Wertetabellen zu erstellen. Auch der Zusammenhang
zwischen quadratischen Gleichungen und deren Losungen und den Nullstellen von
quadratischen Funktionen beziehungsweise der Anzahl an Nullstellen wird thematisiert.
AuBerdem sollen Scheitelpunkte berechnet sowie anhand gegebener Funktionsgraphen der
zugehorige Funktionsterm angegeben werden konnen. Zusétzlich wird, wie bei den linearen
Funktionen, viel mit quadratischen Modellen aus dem Alltag wie beispielsweise Wurfparabeln

und Briickenbdgen gearbeitet.
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Im nédchsten Schritt werden Funktionen der Form f(x) = % sowie f(x) = x—cz (ceR)

und deren Eigenschaften anhand verschiedenster Graphen und Funktionsterme analysiert und
die indirekte Proportionalitdt zweier Grofen in verschiedenen Kontexten behandelt.

AnschlieBend werden noch abschnittsweise definierten Funktionen sowie
Sprungfunktionen vorgestellt und verschiedene Aufgaben zum Darstellen und Modellieren
dieser angefiihrt, bevor anschliefend der Zusammenhang zwischen Formeln und Funktionen
thematisiert wird. Hier kommen Funktionen erstmals mit mehreren Argumenten vor. Mit Hilfe
verschiedener Formeln aus der Physik wird gezeigt, wie sich die Wahl von Konstanten und
Argument auf den Funktionstyp auswirkt.

Allgemein ldsst sich erkennen, dass einige Themenbereiche auch schon in der 8.
Schulstufe vorkommen und der Stoff der 9. Schulstufe daher teilweise als Wiederholung und
Auffrischung dient. Es ist jedoch deutlich zu sehen, dass die Modellierungskomponente, das
Ubersetzen von Alltagssituationen in die Sprache der Mathematik, in dieser Klasse einen
deutlich hoheren Stellenwert einnimmt, als dies noch in der vorangehenden Schulstufe der Fall
war.

5.3.4 Aspekte und Grundvorstellungen zu Funktionen
Zusitzlich zu den in Abschnitt 5.2.4 erlduterten Grundvorstellungen zu Variablen und
Gleichungen sind auch funktionsspezifische Aspekte und Grundvorstellungen im Unterricht
anzusprechen und auszubilden. Um den Funktionsbegriff in seiner Vollstindigkeit erfassen zu
konnen, sind zwei Definitionen einer Funktion notwendig (Greefrath et al., 2016: 47):

— Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung. Jedem Element einer Menge 4 wird genau

ein Element einer Menge B zuordnet.

— Die Teilmenge f des kartesischen Produkts 4xB zweier Mengen 4 und B wird als

Funktion bezeichnet, wenn fiir alle x € 4 genau ein y € B existiert mit (x, y) € f.

Malle (2000) klassifiziert die erste Definition als Zuordnungsaspekt, wihrend die zweite unter
dem Begriff Paarmengenaspekt fallt. Um diese Aspekte in ihrer Tiefe erfassen zu konnen, sind
bei Schiiler*innen drei Grundvorstellungen auszubilden, die Zuordnungsvorstellung, die
Kovariationsvorstellung sowie die Objektvorstellung, wobei jede Grundvorstellung mit beiden
Aspekten in Verbindung gebracht werden kann (vgl. Greefrath et al., 2016: 46). Diese konnen
wie folgt beschrieben werden:

—  Zuordnungsvorstellung: Jedem Wert einer bestimmten Grofe wird genau ein Wert einer

bestimmten anderen Grofle zugeordnet.
— Objektvorstellung: Ein Zusammenhang zwischen zwei Groflen wird durch die Funktion

als Ganzes beschrieben.
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—  Kovariationsvorstellung: Eine Funktion beschreibt, wie sich das Andern der
unabhingigen GroBe auf die abhéngige Grofle auswirkt.

Um diese Grundvorstellungen im Unterricht ausbilden zu konnen ist es wichtig, verschiedene
Darstellungsformen von Funktionen zu behandeln und zu untersuchen. Die im Folgenden
angefiihrten Aktivitdten zum Temperaturverlauf von zu Beginn kochendem Wasser sollen
veranschaulichen, wie die einzelnen Grundvorstellungen durch  verschiedene
Darstellungsmdglichkeiten von funktionalen Zusammenhéngen ausgebildet werden kdnnen:

— Aktivitdt 1: Die Lehrperson stellt einen Topf auf den Tisch, in dem ein Thermometer
angebracht ist. Ein Wasserkocher wird aufgestellt. Die Lehrperson fragt die
Schiiler*innen, was vermutlich beobachtet werden kann, wenn das kochende Wasser in
den Topf gefiillt und jede Minute die Temperatur gemessen wird.

— Aktivitdt 2: Das kochende Wasser wird in den Topf gefiillt. Jede Minute (10 Minuten
lang) wird die Temperatur gemessen und die Werte in eine Tabelle an der Tafel
eingetragen. Die Tabelle wird horizontal, als auch vertikal betrachtet und diskutiert.

— Aktivitat 3: Mit Hilfe der Tabelle sollen die Schiiler*innen selbststdndig einen
Funktionsgraphen erstellen, der den Sachverhalt wiedergibt.

Bereits die erste Aktivitét eignet sich, um zwei Grundvorstellungen auszubilden. Schiiler*innen
werden schon vor der Durchfiihrung des Experimentes einen gewissen Zusammenhang
zwischen der vergangenen Zeit und der Temperatur feststellen konnen (Objektvorstellung) und
vermutlich intuitiv erkennen, dass die Temperatur mit voranschreitender Zeit sinken wird
(Kovariationsvorstellung). Wird auch noch die Abhingigkeit thematisiert (welche Grofe ist
von welcher abhéngig), so kann zusétzlich auch noch die Zuordnungsvorstellung angesprochen
werden. In der zweiten Aktivitit spielen sowohl die Zuordnungsvorstellung (bei der
horizontalen Analyse) als auch die Kovariationsvorstellungen (wenn die Tabelle senkrecht
betrachtet wird) eine bedeutende Rolle. Schiiler*innen kdnnen nicht nur erkennen, dass jedem
Zeitpunkt genau eine Temperatur zugeordnet werden kann, sondern auch die Wirkung der
Zeitverdnderung auf die Temperaturverdnderung kann direkt erkannt und thematisiert werden.
Beim Zeichnen des Graphen wird dann die Objektvorstellung als auch die
Zuordnungsvorstellung gefestigt, da die einzelnen Wertepaare in ein Koordinatensystem
iibertragen und zu einem ,,ganzen* Funktionsgraphen verbunden werden. Wird das Aussehen
des Funktionsgraphen und seine Verdnderung mit der Zeit noch zusétzlich diskutiert, kann auch
die graphische Darstellung bei der Ausbildung der Kovariationsvorstellung helfen.
Verschiedene Darstellungsformen eignen sich also unterschiedlich gut zur Auspragung

der jeweils gewiinschten Grundvorstellungen. Damit zwischen den einzelnen
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Grundvorstellungen dann schlussendlich auch eine mentale Verbindung aufgebaut werden kann
ist es zusitzlich ratsam, Schiiler*innen auch zum Darstellungswechsel zu animieren und
verschiedene Darstellungen miteinander zu vergleichen (vgl. Greefrath et al., 2016: 56). Auch
wenn es mit Sicherheit sehr wichtig gewesen ist, dass Schiiler*innen auch selbststdndig und
analog Funktionen auf verschiedenste Art und Weise darstellen kdnnen, sind GeoGebra-
Applets ein hilfreiches Werkzeug um verschiedene Funktionen in unterschiedlichen
Darstellungsarten kennenzulernen und zu analysieren. Das selbststindige Erstellen von
Tabellen und Funktionsgraphen nimmt oft viel Zeit in Anspruch. Applets kdnnen hier helfen,
zeitliche Ressourcen beim Darstellen zu sparen und diese fiir das Interpretieren und Analysieren
zu nutzen.

Ebenso ist das Betrachten von Funktionen mit Parametern und das Verdndern dieser ein
wichtiges Unterrichtswerkzeug, um das funktionale Denken bestméglich zu fordern. In der 9.
Schulstufe eignet es sich beispielsweise die Funktion f mit der Gleichung f(x) = ax? + ¢ mit
verschiedenen Werten fiir a und ¢ zu betrachten und die Funktionsgraphen zu vergleichen:

»Auf Basis der Zuordnungsvorstellung wird jeweils liberlegt, welchen Funktionswert

[eine Funktion] einer Stelle x zuordnet und wie dies mit Zuordnungen durch die

Funktion [mit verdnderten Parametern] zusammenhingt. Dadurch kdnnen bzw. sollen

[auch] Einsichten iiber Zusammenhinge zwischen den Graphen der Funktionen [...] als

Ganzes entstehen. Dies spricht also die Objektvorstellung von Funktionen

an.“ (Greefrath et al., 2016: 61).

Besonders hier konnen GeoGebra-Applets den Lernprozess und damit die Ausbildung von
Grundvorstellungen unterstiitzen, da mit ihnen die Auswirkung einer Parameterdnderung auf
die Funktionsgraphen dynamisch veranschaulicht werden kann und Raum zum Ausprobieren

und Entdecken bieten, wie im Kapitel 6 ersichtlich wird.
5.4 Trigonometrie

5.4.1 Vorwissen

Um die einzelnen Aspekte der Trigonometrie verstehen zu konnen sind einige Vorerfahrungen
mit verwandten Themengebieten notwendig. Schiiler*innen miissen zwischen verschiedenen
Arten von Dreiecken unterscheiden, Winkel messen sowie Winkelarten erkennen konnen und
auch das Arbeiten mit Verhéltnissen sollte bereits bekannt sein. Ebenso kann das Wissen iiber
den Lehrsatz des Pythagoras sowie liber Kreisbogen und Bogenmal3 als Grundvoraussetzung
angesehen werden. Diese Themenbereiche sind im Osterreichischen Curriculum der AHS
Unterstufe verankert. Das Arbeiten mit Winkeln ist Thema der 1. Klasse, Dreiecke werden in

der 2. Klasse durchgenommen und der Lehrsatz des Pythagoras, Verhéltnisse sowie Kreis und
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Bogenmaf sind Thema der 3. und 4. Klasse (vgl. Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018).
Die Winkelfunktionen sowie Berechnungen an rechtwinkeligen und allgemeinen Dreiecken
treten dann erstmals im Lehrplan der 9. Schulstufe auf (vgl. Rechtsinformationssystem des
Bundes, 2018).

5.4.2 Thematische Schwerpunkte, Lernziele und Grundkompetenzen

Laut Curriculum sollen in der 5. Klasse AHS die Sinus-, Kosinus- und Tangenswerte eines
Winkels definiert, berechnet und am Einheitskreis dargestellt werden kdnnen. Ebenso sollen
Gleichungen der Form sin(a) = ¢ (analog fiir Kosinus und Tangens), wobei ¢ eine gegebene
reelle Zahl darstellt, gelost werden konnen. Zusétzlich werden Berechnungen an Dreiecken
(allgemein und rechtwinkelig) durchgefiihrt, wofiir Wissen iiber die Seitenverhidltnisse im
rechtwinkeligen Dreieck im Zusammenhang mit den Winkelfunktionen notwendig ist, aber
auch der Kosinus- sowie der Sinussatz beherrscht werden miissen. Auch das Umwandeln von
kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten ist Thema der 9. Schulstufe (vgl.
Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018). Im Stoff der zentralisierten Reifepriifung sind
diese Themenbereiche nur teilweise angefiihrt. Die Grundkompetenzen beschrinken sich
darauf, die ,,Definitionen von Sinus, Cosinus und Tangens im rechtwinkeligen Dreieck [zu]
kennen und zur Auflosung rechtwinkeliger Dreiecke einsetzen [zu] konnen® sowie die
,Definitionen von Sinus und Cosinus fiir Winkel groBer als 90° [zu] kennen und einsetzen [zu]
konnen* (Bundesministerium fliir Bildung, Waissenschaft und Forschung, 2021).
Vermessungsaufgaben beschrinken sich auf rechtwinkelige Dreiecke (oder jene die in
rechtwinkelige Dreiecke aufgeteilt werden konnen) und auch Polarkoordinaten spielen nicht

direkt eine Rolle.

5.4.3 Trigonometrie in Schulbtchern der 5. Klasse

Der Einstieg in das Thema ,,Trigonometrie erfolgt im Werk ,,Mathematik verstehen 5 (Malle
et al., 2017) tiber die Definition von Kosinus, Sinus und Tangens als Seitenverhiltnisse im
rechtwinkeligen Dreieck. Die Begriffe Ankathete, Gegenkathete und Hypotenuse werden
eingefiihrt und die Verhéltnisse zwischen ihnen als Sinus, Kosinus beziehungsweise Tangens
definiert. Noch vor dem ersten Rechenbeispiel wird erkldrt, wie die Berechnung eines
Winkelfunktionswertes beziehungsweise die Berechnung des Winkels bei bekanntem
Verhéltnis mit dem Taschenrechner erfolgt. In den darauffolgenden Aufgaben miissen dann
fehlende GroBen in einem rechtwinkeligen Dreieck berechnet oder Verhéltnisse richtig
zugeordnet werden, bevor dann mit Anwendungsaufgaben in ebenen Figuren, anschlieend
auch bei Korpern fortgefahren wird. Auch Aufgaben zur Berechnung von Steigungen sowie

klassische Vermessungsaufgaben werden angefiihrt. AnschlieBend werden kurz die
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Zusammenhdnge zwischen Sinus, Kosinus und Tangens erldutert und die Sinus-
beziehungsweise Kosinuswerte ,,besonderer Winkel* (0°, 30°, 45°, 60°, 90°) angegeben,
interessanterweise ohne einen Bezug zum Einheitskreis herzustellen. Nach einer kurzen
allgemeinen FEinfiihrung zum Thema ,Koordinaten werden dann die Polarkoordinaten
vorgestellt. Nach Aufgaben zum Umrechnen von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten
und umgekehrt tritt erstmals der Begriff Einheitskreis auf und Sinus- sowie Kosinuswerte von
Winkeln werden als ,,Stellen auf den Achsen* und ,,vorzeichenbehaftete Strecken* (Malle, 2017:
93) angefiihrt. Es folgen Aufgaben zu Sinus- und Kosinuswerten und deren Vorzeichen in
Abhidngigkeit von der WinkelgroB3e sowie Aufgaben zum Einzeichnen von Winkeln und deren
Winkelfunktionswerten. Ein Zusammenhang zwischen Polarkoordinaten und Sinus, Kosinus
und Tangens im rechtwinkeligen Dreieck wird nicht explizit hergestellt. AnschlieBend wird die
trigonometrische Flidcheninhaltsformel eingefiihrt. Das Arbeiten mit dieser soll mit Hilfe von
Aufgaben zum Dreieck und Parallelogramm geilibt werden. Zuletzt werden Sinus- und

Kosinussatz hergeleitet und Anwendungsaufgaben angefiihrt.

5.4.4 Aspekte und Grundvorstellungen zur Trigonometrie

In der Literatur finden sich kaum Versuche, didaktische Aspekte und Grundvorstellungen fiir
Sinus, Kosinus und Tangens im rechtwinkeligen Dreieck beziehungsweise im Einheitskreis zu
definieren. In Anlehnung an einen Artikel aus der Zeitschrift ,,Mathematik lehren® mit dem
Titel ,,Grundvorstellungen zu Sinus und Kosinus* (Frohn & Salle, 2017) soll hier nun versucht
werden, in Anbetracht des Lehrplans sowie Schulbuchaufgaben und Definitionen, die
wesentlichen Aspekte zusammenzufassen und Grundvorstellungen zu formulieren. Periodische
Funktionen spielen in der 9. Schulstufe noch keine Rolle und werden daher an dieser Stelle
auch nicht weiter didaktisch analysiert. Selbstverstindlich ist es dennoch wichtig, auch fiir die
in der 9. Schulstufe relevanten Aspekte der Trigonometrie Grundvorstellungen dahingehend zu
entwickeln, dass spdter bei der Erarbeitung von periodischen Funktionen an das erworbene
Wissen angekniipft werden kann.

Da Sinus-, Kosinus- und Tangenswerte eines Winkels stets ein Verhiltnis zwischen
zwei Seiten eines rechtwinkeligen Dreiecks angeben — egal ob im ersten Quadranten des
Einheitskreises oder bei rechtwinkeligen Dreiecken mit einer Hypotenusenldnge ungleich eins
—, ist es sinnvoll die von Frohn und Salle (2017) formulierte Verhdltnisvorstellung zu
iibernehmen und auch einen Verhdltnisaspekt zu definieren. In dem Artikel wird die
Projektionsvorstellung als zweite Grundvorstellung angegeben. Diese beschreibt die

Auffassung von Sinus und Kosinus als Projektionsfaktor bei der Projektion einer Strecke auf
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eine angrenzende horizontale, beziehungsweise senkrechte Gerade, wie in Abbildung 15

dargestellt.

9,

c ¢ - sin(a) % Projektionsrichtung

g, Projektionsrichtung 9, ¢ - cos(a)

Abbildung 15: Sinus und Kosinus als Projektionsfaktor

Da diese Grundvorstellung insbesondere beim Einzeichnen der Winkelfunktionswerte im
Einheitskreis eine Rolle spielt soll auch diese tibernommen werden. Es kann argumentiert
werden, dass es filir ein umfassendes Verstindnis von trigonometrischen Zusammenhéngen
auch noch eine dritte Grundvorstellung auszubilden gilt, die gleichzeitig auch den zweiten
mathematischen Aspekt der Begriffe Sinus und Kosinus darstellt, die Auffassung von Sinus und
Kosinus als Koordinaten eines Punktes am Einheitskreis. Ist P ein Punkt auf dem Einheitskreis
und o der Winkel, welchen der Ortsvektor von P mit der positiven x-Achse einschliet, so hat
der Punkt P die Koordinaten (cos(a) | sin(a)) beziehungsweise gilt fiir Punkte O auf Kreisen
mit einem Radius r und Mittelpunkt im Ursprung allgemein Q = (» - cos(a) | » - sin(a)) .

Besonders fiir das spitere Verstdndnis

von periodischen Funktionen und

deren Zusammenhang mit dem P

Einheitskreis ist das Ausbilden dieser

Verhéltnisvorstellung

Grundvorstellung unumgéanglich. _/
Koordinatenaspekt
Abbildung 16 soll veranschaulichen, Koordinatenvorstellung

wie die einzelnen Aspekte die
Jewelhgen Grundvorstellungen Abbildung 16: Grundvorstellungen zur Trigonometrie

beeinflussen konnen und umgekehrt.
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Die Verhiltnisvorstellung wird durch das Arbeiten an und mit rechtwinkeligen Dreiecken
sowie mit Figuren, die sich aus rechtwinkeligen Dreiecken zusammensetzen lassen, ausgebildet.
Besonders Aufgaben zur Steigung von StraBlen kénnen hier helfen, den Tangenswert eines
Winkels intuitiv als Verhédltnis zwischen Horizontalentfernung und Hoéhenunterschied
aufzufassen. Um die beiden anderen Grundvorstellungen ausbilden zu koénnen ist das
Verstindnis von und das Arbeiten mit dem Einheitskreis notwendig. Winkel und deren
Winkelfunktionswerte sollten im Einheitskreis eingezeichnet oder erkannt werden und auch die
Vorzeichen der jeweiligen Werte in Abhidngigkeit von der WinkelgroBe muss richtig
zugeordnet werden kdnnen. Sowohl fiir die Ausprdagung einer tragfahigen Projektions- als auch
einer Koordinatenvorstellung eignet es sich, interaktive Ubungen im Unterricht einzusetzen.
Schiiler*innen konnen so die GroBBe von Winkeln oder die Lage von Punkten verdndern und
beobachten, wie sich die projizierten Winkelfunktionswerte beziehungsweise die Koordinaten
des Punktes verdndern. Wie bei Grundvorstellungen allgemein, so ist es auch fiir die
Grundvorstellungen zur Trigonometrie essentiell, dass im Unterricht versucht wird, diese
miteinander zu verkniipfen. Wéhrend der Zusammenhang zwischen Sinus und Kosinus eines
Winkels als Projektion und Koordinaten eines
Punktes auf dem Einheitskreis mit einer

passenden Grafik (siehe Abbildung 17) schnell

C =(cos(a) | sin(a) )

erkannt werden kann, so bedarf die Verbindung 1 1 - ein)

der Verhiltnisvorstellung mit der Projektions-

beziehungsweise Koordinatenvorstellung — - o] 1 cos(@ !
genauer didaktischer Uberlegungen und
methodischer  Vielfalt. Hier wiére es

beispielsweise sinnvoll, Schiiler*innen im

-1

Einheitskreis nach rechtwinkeligen Dreiecken
suchen zu lassen und die entsprechenden Abbildung 17: Sinus und Kosinus im Einheitskreis
Verhéltnisse zu entdecken. Ebenso konnen

rechtwinkelige Dreiecke durch Drehung und passende Positionierung so in einen Kreis gelegt
werden, dass die Seitenverhiltnisse in den Koordinaten eines Eckpunktes wiedererkannt
werden konnen. Besonders fiir diese und dhnliche interaktive Aufgaben scheinen GeoGebra-

Applets besonders gut geeignet zu sein.
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5.5 Vektoren und analytische Geometrie in R?

5.5.1 Vorwissen

Das Vorwissen der Schiiler*innen in der 5. Klasse AHS zu diesem Themenbereich beschrinkt
sich auf das Arbeiten mit Punkten und Geraden im Koordinatensystem. Bereits in der 1. Klasse
AHS werden Lagebeziehungen von Geraden thematisiert (jedoch nur in ihrer grafischen
Darstellung) (vgl. Humenberger et al., 2016), bevor dann in der 2. Klasse AHS zum ersten Mal
mit Koordinatensystemen gearbeitet wird. Schiiler*innen miissen Punkte im positiven
Koordinatensystem (im ersten Quadranten), sowie Strecken und Geraden durch gegebene
Punkte einzeichnen konnen (vgl. Humenberger et al., 2017). Nach der dritten Klasse konnen
Schiiler*innen  ,rationale = Zahlen fiir Darstellungen in  Koordinatensystemen
verwenden (Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018), das Koordinatensystem wird also
erweitert. Nach der 4. Klasse AHS sollten sie dann bereits lineare Gleichungen als lineare
Funktionen auffassen und damit arbeiten kdnnen. Auch der Satz des Pythagoras, der beim
Berechnen des Betrags eines Vektors angewandt wird, ist im Lehrplan der 4. Klasse AHS
verankert (vgl. Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018). Fiir das Berechnen von Winkeln
zwischen Vektoren muss Wissen iiber den Kosinus vorhanden sein, Wissen, das zwar erst in

der 5. Klasse erworben wird (siehe Abschnitt 5.4), jedoch bevor die Vektoren an der Reihe sind.

5.5.2 Thematische Schwerpunkte, Lernziele und Grundkompetenzen

In der 5. Klasse AHS wird der Begriff ,,Vektor* und dessen Definition das erste Mal eingefiihrt.
Laut Lehrplan sollen in dieser Schulstufe Rechenoperationen mit Vektoren durchgefiihrt
werden. Vektoren sollen addiert, subtrahiert, aber auch mit reellen Zahlen multipliziert werden
konnen. Auch die grafische Veranschaulichung dieser Rechenoperationen ist im Lehrplan
erwdhnt. Auflerdem soll das Skalarprodukt, der Winkel zwischen zwei Vektoren sowie
Abstinde zwischen Gerade und Punkt beziehungsweise zwischen zwei Punkten ermittelt
werden konnen. Ein weiteres wichtiges Themengebiet ist das Arbeiten mit Geradengleichungen,
also das Aufstellen von und Arbeiten mit Parameter- und der Normalvektordarstellungen von
Geraden, worunter auch das Ermitteln von Lagebeziechungen fdllt (vgl
Rechtsinformationssystem des Bundes, 2018). Das Curriculum fiir die 5. Klasse AHS deckt
sich im Themenbereich ,,Vektoren und analytische Geometrie im R?* weitgehend mit den fiir
die Reifepriifung festgelegten Grundkompetenzen (vgl. Bundesministerium fiir Bildung,

Wissenschaft und Forschung, 2021), die in Tabelle 2 aufgelistet sind.
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Grundkompetenz | Beschreibung

AG3.1 Vektoren als Zahlentupel verstindig einsetzen und im Kontext deuten konnen

AG3.2 Vektoren geometrisch (als Punkte bzw. Pfeile) deuten und verstindig einsetzen
konnen

AG3.3 Definition der Rechenoperationen mit Vektoren (Addition, Multiplikation mit einem

Skalar, Skalarmultiplikation) kennen, Rechenoperationen versténdig einsetzen und

(auch geometrisch) deuten kdnnen

AG34 Geraden durch (Parameter-)Gleichungen in R? [...] angeben kdnnen;
Geradengleichungen interpretieren konnen; Lagebeziehungen (zwischen Geraden

und zwischen Punkt und Gerade) analysieren, Schnittpunkte ermitteln konnen

Normalvektoren in R? aufstellen, verstindig einsetzen und interpretieren konnen
. g p

Tabelle 2: Grundkompetenzen zu Vektoren

5.56.3 Vektoren und Geraden in Schulbtchern der 5. Klasse AHS

In ,,Mathematik verstehen 5 ist der Themenbereich in vier Kapitel aufgeteilt, ,,Vektoren®,
,Geometrische Darstellung von Vektoren und deren Rechenoperationen® sowie ,,Geraden in
R2“und ,,Weitere Anwendungen von Vektoren in R?*“ (Malle et al., 2017). Im ersten genannten
Kapitel wird ein Vektor als geordnetes Zahlenpaar im R? definiert. Auch die Definitionen der
Rechenoperationen — die Summe von Vektoren, ihre Differenz, die Multiplikation mit einem
Skalar sowie das Skalarprodukt — und Rechengesetze im R? sind angefiihrt, bevor Aufgaben
zum Anwenden dieser Rechenoperationen folgen. Die geometrische Deutung dieser
Rechenoperationen wird erst im néchsten Kapitel behandelt. Im Kapitel zur geometrischen
Darstellung von Vektoren wird dann erstmals der Vektor als Pfeil eingefiihrt. Auch der
Unterschied zwischen einem Vektor als Punkt und einem Vektor als Pfeil wird mehrmals betont.
In verschiedenen Aufgaben miissen dann Vektoren grafisch dargestellt oder ihre Koordinaten
aus einer Grafik abgelesen werden. AnschlieBend wird erklirt, wie ein Vektor berechnet werden

kann, von dem Anfangs- und Endpunkt bekannt ist (Spitze-Minus-Schaft-Regel) und auch der

Zusammenhang AB = —BA wird verdeutlicht, bevor dann Erklarungen und
Aufgabenstellungen zur geometrischen Darstellung der Vektoraddition und -subtraktion sowie
der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl folgen. Im nichsten Unterkapitel werden
einige Anwendungen der Vektorrechnung in der Geometrie behandelt, wie beispielsweise die
Berechnung des Mittelpunktes einer Strecke oder das Ermitteln des Schwerpunktes eines
Dreiecks. Nach Aufgaben zum Betrag eines Vektors werden Orthogonalitits- und
Parallelitatskriterium sowie das Aufstellen von Normalvektoren erklirt. Das nédchste Kapitel,
,,Geraden in R%“, behandelt Geraden in Parameter- als auch in Normalvektordarstellung. Zuerst

wird der Begriff ,,Richtungsvektor* eingefiihrt, dann die Parameterdarstellung mit Hilfe einer
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Grafik erklart. Anschlieend finden sich in diesem Schulbuch Aufgaben zum Aufstellen von
Geradengleichungen in Parameterdarstellung als auch Aufgaben zur Lagebeziehung zwischen
Punkten und Geraden in Parameterdarstellung, bevor dann auch Lagebeziehungen zwischen
zwei Geraden behandelt werden. Die gleiche Vorgehensweise ist dann im nichsten Abschnitt,
beim Arbeiten mit Geraden in Normalvektordarstellung erkennbar, wobei am Ende des Kapitels
auch noch der Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssystemen und allgemeinen
Geradengleichungen thematisiert wird, wie an der in Abbildung 18 dargestellten Aufgabe zu
erkennen ist.
12.70 Deute die Gleichungen des folgenden Gleichungssystems als Geraden! Entscheide — ohne das
Gleichungssystem zu I6sen —aufgrund der Normalvektoren der Geraden, ob das Gleichungs-
system genau eine Losung, keine Losung oder unendlich viele Lésungen besitzt!

2) {—1,5x+2y=—‘|1 b) { 13x— 26y =1 ) { 8x+7y=9
6x — 8y =45 —26x+ 52y =-2 —4x+6y=5

Abbildung 18: Schulbuchaufgabe Lagebeziehung von Geraden (Malle et al., 2017: 252)

Im letzten, Vektoren betreffenden Kapitel wird vorerst die Formel zur Berechnung des
WinkelmalBes zwischen zwei Vektoren iiber den Kosinussatz hergeleitet und an verschiedenen
Aufgaben angewendet. Auch der Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen des
Skalarproduktes und der Winkelart wird thematisiert. Erkldrungen und Aufgaben zur
Berechnung des Einheitsvektors, zur Normalprojektion, zur Hesse‘schen Abstandsformel
sowie zur vektoriellen Flacheninhaltsformel fiir Dreiecke folgen, bevor zuletzt auch noch die
merkwiirdigen Punkte eines Dreiecks mit Hilfe von Geradengleichungen ermittelt werden

sollen.

5.5.4 Aspekte und Grundvorstellungen zu Vektoren und Geraden

Betrachtet man die in ,Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen
Algebra“ vorgestellten Moglichkeiten, den Vektorbegriff im Unterricht einzufiihren und weiter
damit zu arbeiten (vgl. Henn & Filler, 2015) als auch die von Henn & Filler untersuchten
Schiiler*innenvorstellungen in der vektoriellen analytischen Geometrie, so kristallisieren sich
vier wesentliche Aspekte des Vektorbegriffs und daraus resultierende Grundvorstellungen
heraus:

— Vektorraumaspekt: Hiermit ist die Auffassung von Vektoren als n-Tupel, welche die
Vektorraumaxiome erfiillen gemeint. In der Schule treten diese Axiome oft als
,Rechenregeln fiir Vektoren™ auf. Im Gegensatz zu den nachstehenden Aspekten wird
der Vektor hier algebraisch anstatt geometrisch aufgefasst. Ein Vektor ist also ein n-

Tupel, mit dem verschiedene Rechenoperationen durchgefiihrt werden konnen. Die
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entsprechende Grundvorstellung soll daher mit ,n-Tupelvorstellung™ bezeichnet
werden.

— Pfeilklassenaspekt: Dieser Aspekt umfasst die Auffassung von Vektoren als Menge
aller Pfeile, die gleich lang, parallel und gleich orientiert sind. Einen Vektor als eine
solche Pfeilmenge betrachten zu koénnen, also eine ,,Pfeilklassenvorstellung® im
Mathematikunterricht auszubilden, ist fiir das weitere verstindnisvolle Arbeiten mit
Vektoren essentiell.

— Verschiebungsaspekt: Ein Vektor kann eine Parallelverschiebung eines Objekts im
Raum oder in der Ebene darstellen. Besonders beim Begreifen der Parameterdarstellung
ist es wichtig zu verstehen, dass ein Vektor eine Verschiebung eines Punktes bewirken
kann (vgl. Kaufmann, 2021). Daher wird auch die ,,Verschiebungsvorstellung* an dieser
Stelle als auszubildende Grundvorstellung angefiihrt.

— Punktaspekt: Auch wenn in der Hochschullehre affine Punktrdume erst nach
Vektorrdaumen behandelt werden, so ist die Vorstellung von Vektoren als Punkte, die
,2Punktvorstellung®, bei Schiiler*innen deutlich frither ausgeprigt als andere
Vorstellungen. Der Begriff des Punktes und wie mit Punkten gerechnet wird ist in der
Schule oft weniger klar definiert. Probleme dieser wenig exakten Unterscheidung
zwischen Vektoren als Punkte und Vektoren als Pfeile werden bei der Punkt-Vektor-
Addition in der Schule manchmal durch das Konstrukt des Ortsvektors umgangen (vgl.
Henn & Filler, 2015: 106-107). Da dieses Konstrukt jedoch didaktisch umstritten und
auch in ,Mathematik verstehen 5° nicht verwendet wird, wird auch hier davon
abgesehen. Bei der Ausbildung der Punktvorstellung ist es daher jedoch wichtig, darauf
Riicksicht zu nehmen, dass ,,der Unterschied zwischen der Vektoraddition und der
,Punkt-Vektor-Addition  klar ~ herausgearbeitet [wird] (trotz  gleichen
Operationszeichens [...]) und dass auch ,auf die geometrische Interpretation Wert
gelegt [wird]“ (Henn & Filler, 2015: 106). Die Addition P + ¥ = Q bedeutet also, dass
Q ein Bild des um den Vektor ¥ verschobenen Punktes P darstellt. Zusitzlich muss
hervorgehoben werden, dass die Vektorraumaxiome, oder, wie sie in der Schule genannt
werden, ,,Rechenregeln fiir Vektoren®, auf Punkte als geometrische Objekte nicht
angewandt werden konnen. Es muss beispielsweise im Unterricht geklart werden, dass
die Addition zweier Punkte nicht einen weiteren Punkt als Ergebnis liefert.

Es lésst sich nicht nur fiir die Punktvorstellung, sondern auch allgemein feststellen, dass die
Grundvorstellungen zu Vektoren nicht so gut zusammenspielen wie jene zu anderen

Themenbereichen und sich teilweise sogar widersprechen. So ermdglicht eine ausgeprigte n-
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Tupelvorstellung beispielsweise das Arbeiten mit Vektoren mit mehr als drei Eintrdgen. Da es
jedoch fiir Schiiler*innen unmoglich ist, sich einen vier- oder vielleicht sogar
finfdimensionalen Pfeil vorzustellen, konnte das Arbeiten mit solchen n -Tupeln unter
Umstidnden problematisch fiir die Ausbildung der Pfeilklassenvorstellung sein. Es ist daher
wichtig, Unterschiede im Unterricht klar hervorzuheben und zu diskutieren, um somit auch die
vier Grundvorstellungen separat voneinander ausbilden und festigen zu kdnnen.

Um nun auch in der Lage zu sein, vektorielle Geradengleichungen aufstellen zu konnen,
sind nicht nur tragfahige Grundvorstellungen zu Vektoren, sondern auch zu Variablen und
Gleichungen notwendig (siche Abschnitt 5.2.4). Betrachtet man die Schulbuchaufgabe in
Abbildung 19, so wird klar, dass hier neben den Grundvorstellungen zu Vektoren auch mehrere

Vorstellungen zu Gleichungen und Variablen vorhanden sein miissen.

12.11 A=(9111), B=(15113). Liegt der Punkt P = (18 |14) a) auf der Geraden durch die Punkte A und B,
b) auf der Strecke AB?

Abbildung 19: Schulbuchaufgabe Punkt und Gerade (Malle et al., 2017: 240)

9
11

muss hier also festgesetzt und der Parameter t als auch der Punkt X miissen als Variable im

Vorerst muss die Geradengleichung X = ( ) +t- (g) aufgestellt werden. Die Gleichheit

Einsetzungsaspekt aufgefasst werden konnen. Auch Punkt- und Verschiebungsvorstellung sind
fiir das Aufstellen von Gleichungen in der Parameterdarstellung notwendig. Um die Aufgabe a)
16sen zu konnen, muss der Punkt P anstelle von X eingesetzt werden. Nun gilt es, zur
Gegenstandsvorstellung zu wechseln, den Parameter t also als unbekannte, gesuchte Grofle
aufzufassen und diese fiir die beiden Zeilen zu berechnen. Um diesen berechneten Wert dann
in Aufgabe b) interpretieren zu kdnnen, ist wiederum Wissen iiber das Rechnen mit Vektoren,
besonders aber eine tragfdhige Verschiebungsvorstellung essentiell. Selbstverstindlich sind
auch beim Arbeiten mit Geradengleichungen in Normalvektordarstellung tragféhige

Grundvorstellungen zu Variablen und Gleichungen notwendig.
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6 Applets fur die 5. Klasse AHS
Nachdem nun der Schulstoff der 5. Klasse AHS beschrieben und die auszubildenden

Grundvorstellungen herausgearbeitet wurden, kann nun der praktische Teil der Arbeit, die
Erstellung der Applets, erfolgen. In diesem Kapitel sollen alle fiir die 5. Klasse AHS erstellten
Applets vorgestellt und auf ihre Erstellung ndher eingegangen werden. Bei der anschlieSenden
didaktischen Analyse soll ein besonderer Fokus auf das Potential der jeweiligen Applets,
Schiiler*innen dabei zu unterstiitzen, tragfdhige Grundvorstellungen auszubilden, gelegt
werden. Zusitzlich ist am Ende jedes Abschnittes eine Kurzinformation zu finden, die eine

Beschreibung, Einsatzmoglichkeiten und notwendiges Vorwissen beinhaltet.

6.1 Quadratische Gleichung mit einem Parameter

Mit Hilfe dieses Applets kann untersucht werden, wie die Losungsfille von quadratischen
Gleichungen mit bestimmten Parametern zusammenhingen. Schiiler*innen kdnnen eine
Gleichung der Forma-x? + b-x + ¢ = O mita,b,c € R, a # 0 in das Eingabefeld eingeben,
wobei ein Parameter nicht bestimmt ist oder den Zusammenhang zwischen den Losungstillen
und dem Wert eines Parameters k anhand der bereits eingegebenen Gleichung
(x? —2x + k = 0) erkunden. Dieser Parameter kann dann mit Hilfe eines Schiebereglers
verdndert werden. Ein dynamischer Text zeigt die groBe Losungsformel an, wobei die
entsprechenden Parameter bereits eingesetzt wurden. Das Verdndern des Wertes k verdndert
auch den Text. Der Wert der Diskriminante wird mit Hilfe eines dynamischen Textes angezeigt.
So kann beobachtet werden, wie sich diese in Abhdngigkeit von k& verdndert. Ein weiterer
dynamischer Text gibt die Anzahl der Losungen in Abhingigkeit von £ an. Wie in Abbildung
20 ersichtlich ist, kann durch Anklicken eines Kontrollkdstchens auch ein Merksatz
eingeblendet werden, der den Zusammenhang zwischen Diskriminante und Ldsungsanzahl

erlautert.
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Gegeben ist eine quadratische Gleichung mit Parameter k:

0={z? —2x+k Tipp

Du kannst auch andere quadratische Gleichungen,
die einen Parameter k enthalten, eingeben und

Veréndere den Wert von k und beobachte, wie sich beobachten, wie die Anzahl der Ldsungen von

der Wert der Diskriminante andert! diesem Parameter abhéngen.
Solche Gleichungen findest du in deinem Schulbuch.

k=-1
Merke
2
X15 = _(_2) £ (_2) —4 (1) (_1) Die Anzahl der Lésungen hangt von dem Ausdruck
' 2-(1) unter der Wurzel, der Diskriminante D ab.
D = (—2)*—4-(1)-(-1) Fiir D < 0 hat die quadratische Gleichung keine Lésung.
Fir D = 0 hat die quadratische Gleichung genau eine Losung.
D=38 Fir D > 0 hat die quadratische Gleichung zwei Losungen.

Wie viele Lésungen hat also die Gleichung?

Fur k = -1 hat die quadratische Gleichung

zwei Lésungen.

Warum ist das so?

Abbildung 20: Quadratische Gleichung mit einem Parameter

6.1.1 Kurzbeschreibung
Quadratische Gleichung mit einem Parameter

https.//www.geogebra.org/m/xvimrSyyp
Art des Applets

Entdeckungsapplet, Werkzeugapplet
Kurzbeschreibung

Quadratische Gleichungen mit einem unbestimmten Parameter kdnnen eingegeben werden, um zu
untersuchen, wie die Losungsmenge der Gleichung von diesem Parameter abhéngt.

Angesprochene Grundvorstellungen

Gegenstandsvorstellung, Erreichungsvorstellung

Benotigtes Vorwissen

Losen allgemeiner quadratischer Gleichungen

Passende Schulbuchaufgaben

Aufgaben 3.47 — 3.52 in ,,Mathematik verstehen 5 (Malle et al., 2017: 66)

Tabelle 3: Kurzbeschreibung Quadratische Gleichungen mit Parametern
6.1.2 Hintergrundprogrammierungen
Da Gleichungen in GeoGebra nicht zu jenen Objekten gehoren, die mit einem Eingabefeld
verkniipft werden konnen, ist das Eingabefeld mit einer nicht sichtbaren Funktion f verkniipft.
Wird also iiber das Eingabefeld der Ausdruck x? — 5x + k eingegeben, so wird von GeoGebra
im Hintergrund eine Funktion f(x) = x? — 5x + k erstellt. Damit die von den Schiiler*innen

eingegebene Gleichung beziehungsweise ihre Koeffizienten erkannt und in weiterer Folge in
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die Losungsformel eingesetzt werden konnen, und auch die Diskriminante berechnet werden

kann, miissen die Koeffizienten a, b und c der quadratischen Gleichung von dem Programm

ausgelesen werden konnen. Dies wurde mit den Definitionen a(x) = ! Z(X) ,b(x) = f'(x) —

2-a(x) - x sowie ¢ = f(0) erreicht. Die Diskriminante D = b? — 4 - a - ¢ kann mit Hilfe
dieser Werte dann von dem Programm im Hintergrund berechnet werden und die richtige
Anzahl der Losungen kann {iber die Sichtbarkeitsbedingung eingeblendet werden: fiir D < 0
wird der Text ,.keine Losung* eingeblendet, fiir D = 0 ,,genau eine Losung* und fiir D > 0 wird
,»Zwel Losungen* angezeigt.

6.1.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Das Applet kann im Unterricht dabei unterstiitzen, die in Abschnitt 5.2.4 beschriebene
Einsetzungsvorstellung zu Variablen, als auch die Gegenstandsvorstellung zu festigen. Der
Parameter k£ muss als Variable im Einsetzungsaspekt aufgefasst werden, x hingegen ist eine
Unbekannte deren Wert berechnet werden kann, also eine Variable im Gegenstandsaspekt. Um
ein grundlegendes Verstindnis {iber den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten einer
quadratischen Gleichung und der Anzahl an Lésungen aufbauen zu konnen, ist es wichtig, dass
Schiiler*innen zwischen Koeffizienten, die verdndert werden konnen, und Losungsvariablen
unterscheiden konnen. Dass diese Koeffizienten beziehungsweise der Parameter im
Einsetzungsaspekt die fiir die Losungsvariable — im Gegenstandsaspekt — in Frage kommenden
Werte beeinflussen kdnnen, soll mit diesem Applet aufgezeigt werden. Es ist hier aber wichtig,
dass bereits vor dem Arbeiten mit quadratischen Gleichungen mit Parametern beide
Grundvorstellungen bei Schiiler*innen vorhanden sind.

Auch eine Grundvorstellung zu Gleichungen, die Erreichungsvorstellung, kann mit
diesem Applet gefestigt werden. Schiiler*innen sollen erkennen, dass sich in Abhéngigkeit von
k die Anzahl jener Werte dndert, die fiir x eingesetzt eine wahre Aussage liefern, mit denen also
Gleichheit erreicht werden kann.

Es handelt sich bei diesem Applet einerseits um ein Entdeckungsapplet, da beobachtet
werden kann, dass eine Verdnderung des Parameters auch eine Verdnderung der Losungsfille
hervorruft, andererseits kann das Applet auch als Werkzeugapplet verwendet werden. Um die
bei Werkzeugapplets bestehende Gefahr, dass mathematisches Arbeiten ausgelagert wird, ohne
dieses zu verstehen, zu reduzieren, wurden Beobachtungs- und Uberlegungsaufgaben integriert.
Auch der Fokus auf die Diskriminante und ihren Wert sowie das zusétzliche Merkkéstchen soll
zu dieser intendierten Reduktion beitragen.

Das Applet kann gut in Kombination mit Schulbuchaufgaben, wie der in Abbildung 21

dargestellten, verwendet werden.
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3.50 Fir welche ke R hat die Gleichung genau zwei reelle Lésungen, genau eine reelle Lésung bzw.
keine Lésung?
a) X’ —2x+k=0 0 k+x+1=0 (mitk#0)
b) x> +kx+1=0 d) & +4k+NDx+k*=0

Abbildung 21: Schulbuchaufgabe Quadratische Gleichung mit Parametern (Malle et al., 2017: 66)

Die Nutzung des Applets ohne konkrete Angaben aus dem Schulbuch, einem Arbeitsblatt oder
von der Lehrperson ist problematisch, da Schiiler*innen vermutlich ohne Vorgabe keine
passende Gleichung eingeben wiirden und Eingaben wie beispielsweise k2 —2-k+1=0
keine sinnvollen Ergebnisse liefern. Ebenso ist anzumerken, dass quadratische Gleichungen mit
Parametern erst dann behandelt werden sollten, wenn bereits grundlegendes Wissen iiber das
Losen von quadratischen Gleichungen vorhanden ist.

6.2 Verhaltnisse der Seitenlangen im rechtwinkligen Dreieck

In dem in Abbildung 22 dargestellten Applet kann ein Dreieck vergroBert werden, sodass
unterschiedlich groBe, dhnliche Dreiecke entstehen. Schiiler*innen kdnnen beobachten, wie die
Seitenverhéltnisse, die sich dynamisch mitverdndern, unabhiangig von der GroB3e des Dreiecks

stets gleichbleiben.

Stelle mit Hilfe des Schi glers einen beliebigen 10
Winkel a als Steigungswinkel der rechts dargesteliten
Geraden g ein.
a=53° 8
L]

Bewege nun den Punkt P entlang der Geraden g und beobachte,
wie sich dadurch die Seitenlangen des Dreiecks verandern.

Was kannst du feststellen, wenn du die Verhéltnisse der
Seitenlangen betrachtest?

D Lésung anzeigen 2

>0 II>» IIo

Abbildung 22: Verhiltnisse der Seitenlingen im rechtwinkligen Dreieck 1

Durch Anklicken des Kontrollkdstchens 6ffnet sich die Antwort auf die gestellte Frage. Im
Antworttext werden die Verhéltnisse auch gleich als Sinus, Kosinus und Tangens des Winkels

a definiert, wie in Abbildung 23 zu sehen ist.
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Stelle mit Hilfe des Schiebereglers einen beliebigen
Winkel a als Steigungswinkel der rechts dargestellten
Geraden g ein.
a=53° 8
e

Bewege nun den Punkt P entlang der Geraden g und beobachte,
wie sich dadurch die Seitenldngen des Dreiecks verandern.

Was kannst du feststellen, wenn du die Verhaltnisse der
Seitenldngen betrachtest?

Lésung anzeigen

Die Verhéltnisse sind fir einen konstanten Winkel a

stets konstant, egal wie du das Dreieck vergroBerst 6 8 10 12 " 16 18
oder verkleinerst.
Diese, von a abhéngigen, Verhaltnisse sind auch so definiert: € 6.57
== — =038
= EIRNS828
sin(a) H G steht fiir die Gegenkathete, also A 405
A die Seite, die dem Winkel a gegen- H™- 823~ 0.6
cos() H Uberliegt. A ist die an den Winkel a =
anliegende Ankathete und H steht G 6.57
tan(a) = /G\ fir die Hypotenuse des recht- A~ 495 1.33

winkligen Dreiecks. =

Abbildung 23: Verhdltnisse der Seitenldngen im rechtwinkligen Dreieck 2

6.2.1 Kurzbeschreibung
Verhaltnisse der Seitenlangen im rechtwinkligen Dreieck

https://www.geogebra.org/m/n2dkSuuy
Art des Applets

Entdeckungsapplet
Kurzbeschreibung

Ahnliche Dreiecke kénnen erzeugt werden und es kann beobachtet werden, dass die Seitenverhltnisse fiir
konstante Winkel ebenfalls konstant bleiben.

Angesprochene Grundvorstellungen

Verhéltnisvorstellung

Bendotigtes Vorwissen

kein bestimmtes Vorwissen notwendig

Passende Schulbuchaufgaben

Aufgabe 4.01 in ,,Mathematik verstehen 5 (Malle et al., 2017: 70-71)

Tabelle 4: Kurzbeschreibung Verhdltnisse der Seitenlingen im rechtwinkligen Dreieck

6.2.2 Hintergrundprogrammierungen

Vorerst wurde der Winkel « iiber einen Schieberegler definiert, welcher ganzzahlige Werte im
Intervall [0°; 89°] annehmen kann. Uber das Werkzeug Winkel mit fester Grofle wurde der
Steigungswinkel der Geraden g erzeugt. AnschlieBend wurde der Punkt P (in pink) iiber den
Befehl P = Punkt(g) erzeugt, sodass dieser frei entlang der Geraden bewegt werden kann. Der
Schnittpunkt einer zur y-Achse parallelen Gerade durch P erzeugt einen nicht sichtbaren
FuBpunkt von P, der wiederum den Endpunkt der Ankathete 4 darstellt. Eine Strecke von P zu
diesem FuBpunkt bildet die Gegenkathete G. Uber die Verschiebung des Punktes P kann die

GroBe des Dreiecks verdndert werden. Es kdnnen so beliebige dhnliche Dreiecke erzeugt
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werden. Die Verhiltnisse, die unter dem Dreieck angegeben sind, wurden mit Hilfe eines
dynamischen Textes erstellt, sodass sich beim Bewegen des Punktes P auch die Seitenléngen
in diesen Verhiltnissen mitverdndern. Zahler und Nenner der dargestellten Briiche sind mit den
Seitenldngen der Hypotenuse sowie der Katheten verkniipft. Der Wert dieser Verhéltnisse
wurde im Eingabefeld tiber den Quotienten der Seitenldngen berechnet und dann wiederum mit
dem Text verbunden. Der Antworttext wurde mit Hilfe von Bedingungen so programmiert,
dass dieser nur dann sichtbar ist, wenn das entsprechende Kontrollkdstchen angeklickt wurde,

wie in Abschnitt 3.3.4 beschrieben.

6.2.3 Didaktische Uberlegungen und Einsatzmdglichkeiten

Das Applet dient primér dazu, Schiiler*innen bei der Entwicklung einer Verhdltnisvorstellung
(siche Abschnitt 5.4.4) zu Sinus, Kosinus und Tangens zu unterstiitzen. Der Fokus wird dafiir
auf das konstante Verhiltnis der Seitenldngen gerichtet. Dass die Seitenldngen in dhnlichen
(rechtwinkligen) Dreiecken stets im selben Verhéltnis zueinanderstehen, egal wie gro3 oder
klein die Dreiecke sind, kann in dynamischen Abbildungen deutlich besser erkannt werden, als

bei Aufgaben im Schulbuch, wie Abbildung 24 zeigt.

4.01 Ein Schragaufzug steigt unter einem bestimmten Winkel o wie a) in Abb. 4.1, b) Abb. 4.2 an
(Langenangaben in Meter). Gib Formeln an, mit denen man zu jeder vom Wagen zuriickgelegten
Hypotenusenlange H die dazugehdrige Gegenkathetenldnge G (Héhenunterschied) und
Ankathetenldnge A (Horizontaldistanz) berechnen kann! Berechne mit diesen Formeln G und A
fir H=60 m!

Abb. 4.1 Abb. 4.2

Abbildung 24: Schulbuchaufgabe Verhdltnisse im rechtwinkligen Dreieck (Malle et al., 2017: 70)

Wie im Applet, so wird auch hier vorerst der Fokus auf die Seitenverhéltnisse dhnlicher
Dreiecke gerichtet. Die Abbildungen und die damit verbundene Aufgabe legen zwar nahe, dass
fiir konstante Winkel auch die Verhéltnisse gleich bleiben, dieser Zusammenhang kann jedoch
besser festgestellt werden, wenn die GroBe des Dreiecks beliebig verdndert werden kann.

Im Antworttext wird die von Schiiler*innen vermutlich beobachtete Tatsache, dass die
Verhéltnisse der Seitenldngen in dhnlichen Dreiecken stets konstant sind, verbalisiert und
konkretisiert. Die Verhiltnisse werden auch als Winkelfunktionswerte von a definiert. Man

konnte mit zusétzlichen Elementen im Applet (z. B. Umformung der Ausdriicke und Anzeigen
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der Projektionsrichtung) auch gleichzeitig versuchen, die Projektionsvorstellung auszubilden,
jedoch wiirde man damit vermutlich die Ubersichtlichkeit des Applets beeintrichtigen. Da das
Applet schon jetzt sehr textlastig ist, wurde die Projektionsvorstellung an dieser Stelle nicht
miteinbezogen.

Das Applet ist dazu konzipiert, als Entdeckungsapplet zu Beginn einer
Unterrichtssequenz — vermutlich zu Beginn des Themenblocks ,,Sinus, Kosinus und Tangens
im rechtwinkligen Dreieck® — eingesetzt zu werden. Durch die sehr klaren Instruktionen
beziehungsweise Fragestellungen wird eine Fokussierungshilfe geboten. Der Fokus wird zuerst
auf die Seitenverhiltnisse gelenkt. Es soll selbststindig festgestellt werden, dass diese
Seitenverhéltnisse fiir einen konstanten Winkel « konstant bleiben. Der genaue
Zusammenhang zwischen den Seitenverhiltnissen und dem Winkel ¢ wird dann im

Antworttext prisentiert.

6.3 Verhaltnisse am Einheitskreis

In diesem Applet wird der Sinus- und der Kosinuswert eines Winkels @ im Einheitskreis
dargestellt. Schiiler*innen konnen mit einem Schieberegler, der Werte im Intervall [0°; 360°]
annehmen kann, die Grofe des Winkels a verdndern und beobachten, wie sich damit die
Katheten und somit auch die Seitenverhiltnisse des eingezeichneten Dreiecks verdndern, wie

in Abbildung 25 ersichtlich ist.

Veréandere den Winkel a und beobachte, wie sich
die Langen der Katheten verandern.
a=34°
[e]
08
G A
Wie groB sind die Verhaltnisse sin(a) = H sowie cos(a) = H
wenn die Katheten als vorzeichenbehaftete Strecken betrachtet werden?

06 P

04 Im Einheitskreis gilt: (/] Losung anzeigen
1 . G 056

0.56 sin(a) = H = =0.56
02 A 083
cos(a) = H= 1 =0.83

1 -0.8 -8 04 %2 0 o2 0 0843 o o ‘ Die Verhiltnisse sin(a) bzw. cos(a) entsprechen 2 2 = ’

’ also den Langen der Katheten des Dreiecks.

-02
G

Was gilt fir das Verhaltnis tan(a) = A ?

04 Fir welche Winkel kann dieses Verhltnis nicht berechnet werden?

G sin(a) Lésung anzeigen

-06 Es gilt tan(a) = A cos(a) .

Fir a =90° und a = 270° gilt cos(a) = 0.
-08 Fur diese Winkel ist tan(a) also nicht definiert.

Abbildung 25: Sinus und Kosinus im Einheitskreis

Die erste Aufgabenstellung fragt nach dem Zusammenhang zwischen den Verhéltnissen der

Hypotenuse zu den Katheten, also nach dem Sinus- beziehungsweise Kosinuswert des Winkels.
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Wird ein Haken im Kontrollkdstchen gesetzt, so wird die Losung angezeigt. Im Antworttext
wird darauf hingewiesen, dass die Verhéltnisse genau den Kathetenldngen entsprechen. Durch
Anklicken des ersten Kontrollkdstchens wird auch eine weitere Aufgabe zum Tangenswert, also
dem Verhiltnis der Gegenkathete zur Ankathete, angezeigt. Wird das zweite Kontrollkéstchen
angeklickt, so wird die richtige Losung eingeblendet.
6.3.1 Kurzbeschreibung

Verhaltnisse am Einheitskreis

https.//www.geogebra.org/m/vnpgnyy9
Art des Applets

Entdeckungsapplet
Kurzbeschreibung

Ein Punkt P auf dem Einheitskreis kann um einen Winkel a gedreht und der Sinus- bzw. der Kosinuswert
dieses Winkels soll iiber die Verhéltnisse der Katheten zur Hypotenuse definiert und angegeben werden. Auch
eine Aufgabe zum Tangens als Verhéltnis von Sinus und Cosinus soll geldst werden.

Angesprochene Grundvorstellungen

Verhéltnisvorstellung, Koordinatenvorstellung

Benotigtes Vorwissen

Sinus und Kosinus als Verhiltnisse der Seitenlangen im rechtwinkligen Dreieck kennen
Passende Schulbuchaufgaben

erginzend zum Erklarungstext auf Seite 93 in ,,Mathematik verstehen 5 (Malle et al., 2017) einzusetzen

Tabelle 5: Kurzbeschreibung Verhdltnisse am Einheitskreis

6.3.2 Hintergrundprogrammierungen
Zuerst wurde ein Schieberegler erstellt, der dem Winkel a eine verdnderbare GroB3e zuordnet.
Der Punkt P wurde daraufhin iiber die Definition Drehe(B, a, A) erstellt, wobei A der
Mittelpunkt des Kreises, also der Ursprung des Koordinatensystems ist, B der Schnittpunkt des
Kreises mit der x-Achse. Eine unsichtbare, zur y-Achse parallele Geraden durch den Punkt P
wurden erzeugt. Ihr Schnittpunkt mit der horizontalen Achse bildet den Eckpunkt des Dreiecks
mit den Kathetenléngen sin(a) und cos(a) und der Hypotenusenlidnge 1. Die in Abbildung 25
dargestellten Langen der Katheten im Einheitskreis wurden als Texte in das Grafikfeld
eingefiigt und an die Position des (unsichtbaren) Mittelpunktes der Strecken gekoppelt. Dies ist
eine gute Alternative, wenn die Moglichkeiten, die zur Beschriftung von Objekten zur
Verfiigung stehen, nicht ausreichen (Sonderzeichen, dynamische Werte etc.) oder die Position
der Beschriftung oder ihre Grof3e nicht geeignet ist.

Der Antworttext ist dynamisch. Beim Erstellen des Textes wurden die Seitenldngen der
Katheten als Zéhler der Briiche ausgewihlt. Die Briiche verdndern sich, wenn die Seitenléngen

der Katheten verdndert werden. Die Sichtbarkeitsbedingung fiir die Texte wurde so gewahlt,
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dass diese nur dann sichtbar sind, wenn die Hakchen bei ,,Losung anzeigen* gesetzt wurden,

wie bereits im Abschnitt 3.3.4 erldutert wurde.

6.3.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Dieses Applet dient als Unterstiitzung bei der Ausbildung der Verhdltnisvorstellung von Sinus
und Kosinus, soll aber insbesondere auch die Koordinatenvorstellung mit der
Verhdltnisvorstellung verkniipfen (sieche Abschnitt 5.5.4), zwei Vorstellungen, die im
Schulbuch hauptséchlich separat voneinander angesprochen werden und deren Zusammenhang
nur in einem kurzen Erklarungstext thematisiert wird (siehe Abbildung 26). Bei der Einfiihrung
neuer Themen oder Themenbereiche im Unterricht ist es stets didaktisch sinnvoll und hilfreich,
an bereits bekannte Zusammenhidnge und Inhalte anzukniipfen. Diese Verkniipfung zu einer
Verhéltnisvorstellung zu Kosinus und Sinus kann mit Hilfe dieses Applets hergestellt werden.
Zusitzlich wird wiederholt, wie die Seitenverhéltnisse in rechtwinkeligen Dreiecken definiert
sind und die Verhiltnisvorstellung wird daher nicht nur mit der Koordinatenvorstellung

verbunden, sondern auch erneut gefestigt.

Darstellung von Sinus und Cosinus im Einheitskreis

Eine einfache Darstellung von Sinus und Cosinus erhalt man, wenn man Punkte auf einem Kreis
um den Ursprung O mit dem Radius r =1 betrachtet. Dieser Kreis wird als Einheitskreis
bezeichnet. Ist P=(x|y) = [1] @] der Punkt auf dem Einheitskreis mit dem Polarwinkel o,

dann gilt:

=<

X .
Cosp=_=7=X und sing=

=X

Der Punkt P hat also die kartesischen Koordinaten cos ¢ und sing, dh. P=(cos ¢ | sin ).

Merke
Fir einen Punkt P = [11¢] auf dem Einheitskreis gilt: P = (cos @ Isin @).

Abbildung 26: Verhdltnisse im Einheitskreis (Malle et al., 2017: 93)

Es handelt sich hierbei um ein Entdeckungsapplet. Klare Instruktionen und
Beobachtungsaufgaben sollen den Fokus auf das Wesentliche — also in diesem Fall die
Seitenverhéltnisse des Dreiecks im Einheitskreis — lenken und verhindern, dass Schiiler*innen
nicht mehr wahrnehmen, als dass der Punkt entlang des Kreises bewegt wird.

Durch die klaren Instruktionen kann das Applet im Unterricht, oder auch im Zuge einer
Hauslibung, ohne Unterstiitzung durch die Lehrperson verwendet werden. Auch der Einsatz vor
einer Unterrichtseinheit zu Sinus und Kosinus im Einheitskreis im Sinne des Flipped-
Classroom Konzeptes wire moglich. Wichtig ist jedoch, dass Sinus und Kosinus als
Verhiltnisse in rechtwinkligen Dreiecken bereits bekannt sind. Auch eine kurze Erklérung des

Begriffes ,,Einheitskreis“ vor der Nutzung des Applets ist empfehlenswert.
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Nun sollte auch noch die Darstellung des Tangenswertes eines Winkels im Einheitskreis

veranschaulicht werden, wie im nidchsten Abschnitt beschrieben wird.

6.4 Sinus, Kosinus und Tangens im Einheitskreis

Schiiler*innen konnen in diesem Applet den Sinus-, den Kosinus- als auch den Tangenswert
eines beliebigen Winkels im Einheitskreis anzeigen lassen. Der Winkel kann verdndert werden
und tliber Kontrollkdstchen kann ausgewahlt werden, welche Winkelfunktionswerte angezeigt
werden sollen, wie in Abbildung 27 ersichtlich ist. Eine Beobachtungsaufgabe ist angefiihrt,

deren Losung iiber ein weiteres Kontrollkdstchen eingeblendet werden kann.

Verandere den Winkel a und beobachte, wie sich die Koordinaten von P verandern.
Wo kannst du die Werte sin(a), cos(a) und tan(a) ablesen?

a=150°
®

sin(a) anzeigen

P =(-0.8710.5) cos(a) anzeigen
05

tan(a) anzeigen

sin(a
a
\ | Welche Vorzeichen haben sin(a), cos(a) und tan(a) im ...
-15 -1 05 o ~ 05

15 2 25 3
cos(a) Se .
S< tan(a ... 1. Quadranten? Im 1. Quadranten gilt:
RN sin() > 0, cos(a) > 0, tan(a) > 0

-0.5

... 2. Quadranten? Im 2. Quadranten gilt:
=t sin(a) >0, cos(a) <0, tan(a) <0
Lésung anzeigen

... 3. Quadranten? Im 3. Quadranten gilt:

15 sin(a) <0, cos(a) <0, tan(a) >0

... 4. Quadranten? Im 4. Quadranten gilt:
sin(a) <0, cos(a) > 0, tan(a) <0

Abbildung 27: Sinus, Kosinus und Tangens im Einheitskreis

6.4.1 Kurzbeschreibung
Sinus, Kosinus und Tangens im Einheitskreis

https://www.geogebra.org/m/kewrzfbu

Art des Applets

Entdeckungsapplet, Demonstrationsapplet, Werkzeugapplet
Kurzbeschreibung

Ein Punkt P auf dem Einheitskreis kann um einen Winkel o gedreht und der Sinus, der Kosinus bzw. der
Tangens dieses Winkels kann eingeblendet werden. Eine Beobachtungsaufgabe zu den Vorzeichen der
Winkelfunktionswerte in den jeweiligen Quadranten soll gelost werden.

Angesprochene Grundvorstellungen
Koordinatenvorstellung
Benotigtes Vorwissen

kein konkretes Vorwissen notwendig aber Sinus, Kosinus und Tangens bereits als Verhaltnisse der
Seitenldngen im rechtwinkligen Dreieck kennen hilft beim Versténdnis

Passende Schulbuchaufgaben
Aufgaben 5.11 — 5.28 in ,,Mathematik verstehen 5 (Malle et al., 2017: 94-96)

Tabelle 6: Kurzbeschreibung Sinus, Kosinus und Tangens im Einheitskreis
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6.4.2 Hintergrundprogrammierungen

Um dieses Applet zu erstellen, wurden die grundlegenden Elemente des in Abschnitt 6.3
beschriebenen Applets ibernommen. Nicht immer ist es notwendig, alle Elemente neu zu
erstellen. Oft geniigt es, bereits existierende Applets anzupassen. Zusitzlich zu den
Instruktionen, Aufgabenstellungen und Losungstexten wurde noch der Tangenswert des
Winkels a iiber den Schnittpunkt einer Geraden durch P und den Ursprung sowie einer Geraden
mit der Geradengleichung x = I konstruiert. Die Option, die einzelnen Winkelfunktionswerte
ein- und wieder auszublenden — um die Ubersichtlichkeit zu gewihrleisten — wurde iiber
Kontrollkdstchen und Sichtbarkeitsbedingungen (sieche Abschnitt 3.3.4) integriert. Ein
dynamischer Text, der die Koordinaten von P anzeigt, wurde als Beschriftung des Punktes P

gewdhlt, damit auch die Verdnderung dieser Koordinaten beobachtet werden kann.

6.4.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Dieses Applet dient primdr der im Abschnitt 5.4.4 beschriebenen Koordinatenvorstellung zu
Sinus und Kosinus, da Schiiler*innen beobachten konnen, wie sich die Koordinaten des Punktes
verdndern, wenn die Grofle des Winkels a verdndert wird. Der dargestellte Tangenswert dient
zwar nicht zur Ausbildung dieser Grundvorstellung, wurde jedoch in das Applet integriert, um
eine Liicke im Schulbuch zu fiillen. In ,,Mathematik verstehen 5 wird ndmlich ausschliefllich
die Darstellung von Sinus und Kosinus im Einheitskreis behandelt (vgl. Malle et al., 2017: 93).
Durch zusitzliche Erklidrungen und Aufgabenstellungen (z. B. ,,Wie kann der Wert von tan(a)
berechnet werden, wenn sin(a) und cos(a) bekannt sind?) konnte auch die
Verhdltnisvorstellung angesprochen werden. Da die Verhiltnisvorstellung und der
Zusammenhang zwischen den Winkelfunktionswerten jedoch schon in einem anderen Applet
(siche Abschnitt 6.3) angesprochen wurde, ist hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit des
Applets auf weitere Uberlegungsaufgaben verzichtet worden.

Das Applet kann sowohl als Entdeckungsapplet als auch als Demonstrationsapplet
eingesetzt werden, um Schiiler*innen erkunden zu lassen oder aufzuzeigen, wie die
Winkelfunktionswerte im Einheitskreis dargestellt und abgelesen werden konnen. Auch ein
Einsatz als Werkzeugapplet bei der Bearbeitung von Fragestellungen wie jener in Abbildung

28 dargestellten ist moglich.

5.14 Entnimm dem Einheitskreis!
sin0°=________ sin90°=________ sin180° =______ sin270°=________

cos0°= cos90°=____ cos180°=____ cos270°=___

Abbildung 28: Schulbuchaufgabe Sinus und Kosinus im Einheitskreis (Malle et al., 2017: 94)
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Nicht nur im Schulbuch (vgl. Malle et al., 2017: 93-96), auch bei der standardisierten
Reifepriifung in Mathematik wird vermehrt ein Fokus auf das grafische Darstellen von
Winkelfunktionswerten im Einheitskreis und ihre Vorzeichen in den jeweiligen Quadranten
gelegt, wie bereits im Abschnitt 5.4.2 erldutert wurde und anhand der in Abbildung 29
dargestellten Aufgabe zu erkennen ist.

Auch die Projektionsvorstellung sollte nun noch ausgebildet werden. Das im néchsten

Abschnitt vorgestellte Applet soll dabei unterstiitzen.

Sinus und Cosinus*

Aufgabennummer: 1_619 Aufgabentyp: Typ 1 Typ2 O

Aufgabenformat: Konstruktionsformat Grundkompetenz: AG 4.2

Die nachstehende Abbildung zeigt einen Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius 1.
Die Punkte A = (1|0) und P liegen auf der Kreislinie. Der eingezeichnete Winkel & wird vom
Schenkel OA zum Schenkel OP gegen den Uhrzeigersinn gemessen.

y

-1
Ein Punkt Q auf der Kreislinie soll in analoger Weise einen Winkel 3 festlegen, fur den fol-
gende Beziehungen gelten:

sin(B) = -sin(a) und cos(f) = cos(a)

Aufgabenstellung:

Zeichnen Sie in der oben stehenden Abbildung den Punkt Q ein!

Abbildung 29: Aufgabe der SRDP (Aufgabenpool des Bundesministeriums fiir Bildung, Wissenschaft und Forschung, 2018)

6.5 Sinus und Kosinus als Projektionsfaktor

Dieses Applet soll im Unterricht dabei unterstiitzen, auch die Projektionsvorstellung zu Sinus
und Kosinus auszubilden. Dazu wird, wie in Abbildung 30 ersichtlich, vorerst die
Problemstellung, die Schattenléinge einer Drohne bestimmen zu wollen, grafisch dargestellt und
erklart. Schiiler*innen sollen eine Formel aufstellen, mit der die Schattenldnge auf dem Boden,
also die Lange der Horizontalprojektion 4 von d, berechnet werden kann. Zur Hilfestellung
kann ein rechtwinkliges Dreieck eingeblendet und die Losung angezeigt werden.

Auch eine Formel der Vertikalprojektion v soll aufgestellt werden. Dies entspricht der
Schattenldnge, wenn die Sonne um 90° gegen den Uhrzeigersinn wandert. Wie in Abbildung
31 zu sehen ist, kann die Lage der Sonne iiber ein Kontrollkédstchen entsprechend verdndert
werden.
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Eine in der Luft stehende Kameradrohne (vereinfacht durch eine
Strecke d dargestellt) schlieBt mit der Horizontalen einen Winkel a
ein. Bei den Dreharbeiten soll darauf geachtet werden, dass der
Schatten der Drohne auf den Aufzeichnungen nicht sichtbar ist.

Das Einzeichnen eines rechtwinkligen Dreiecks
kann dabei helfen, diese Schattenlange zu
bestimmen.

Rechtwinkliges Dreieck anzeigen

Versuche, eine Formel aufzustellen, mit der die Lénge
der Projektionslinie h der Horizontalprojektion von d auf
den Boden berechnet werden kann!

. Losung anzeigen

h =cos(a) - d

Kommt das Licht von der Seite, so wird die Lange d an
eine vertikale Wand projiziert.

I:] Sonne seitlich anzeigen

Abbildung 30: Kosinus als Projektionsfaktor

Eine in der Luft stehende Kameradrohne (vereinfacht durch eine
Strecke d d lit) schlieBt mit der Hori len einen Winkel a
ein. Bei den Dreharbeiten soll darauf geachtet werden, dass der
Schatten der Drohne auf den Aufzeichnungen nicht sichtbar ist.

Das Einzeichnen eines rechtwinkligen Dreiecks
kann dabei helfen, diese Schattenlange zu
bestimmen.

Rechtwinkliges Dreieck anzeigen
Versuche, eine Formel aufzustellen, mit der die Lange

der Projektionslinie h der Horizontalprojektion von d auf
den Boden berechnet werden kann!

D Losung anzeigen

Kommt das Licht von der Seite, so wird die Lange d an
eine vertikale Wand projiziert.

Sonne seitlich anzeigen

Wie kann in diesem Fall die Lange v der
Vertikalprojektion berechnet werden?

Losung anzeigen

v =sin(a) - d

Abbildung 31: Sinus als Projektionsfaktor
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6.5.1 Kurzbeschreibung
Sinus und Kosinus als Projektionsfaktor

https.://www.geogebra.org/m/tsrzfja3

Art des Applets

Entdeckungsapplet, Demonstrationsapplet
Kurzbeschreibung

Die Projektion einer Strecke auf eine horizontale bzw. vertikale Gerade ist als Schatten einer Drohne in der
Luft dargestellt. Eine Formel fiir die Lénge dieser Projektionsstrecke soll mit Hilfe von Sinus und Kosinus
angegeben werden.

Angesprochene Grundvorstellungen

Projektionsvorstellung, Verhaltnisvorstellung

Benotigtes Vorwissen

Sinus, Kosinus und Tangens als Verhéltnisse der Seitenléngen im rechtwinkligen Dreieck kennen
Passende Schulbuchaufgaben

keine passenden Aufgaben in ,,Mathematik verstehen 5 (Malle et al., 2017)

Tabelle 7: Kurzbeschreibung Sinus und Kosinus als Projektionsfaktor

6.5.2 Hintergrundprogrammierungen

Die Sichtbarkeit der meisten Objekte in diesem Applet ist iiber Bedingungen festgelegt. So sind
die Strecken /4 und v sowie der Winkel @ nur dann sichtbar, wenn das Kontrollkdstchen
,Rechtwinkliges Dreieck anzeigen angeklickt wurde. Das Kontrollkéstchen ,,Sonne seitlich
anzeigen bewirkt — ebenfalls iiber Sichtbarkeitsbedingungen —, dass die Sonne am oberen
Bildrand sowie der Schatten am Boden nicht mehr angezeigt wird, stattdessen aber die Sonne
auf der linken Seite sowie der Schatten an der vertikalen Wand erscheint. Die beiden Formeln
h = cos(a) - d und v = sin(a) * d werden genau dann angezeigt, wenn die Kontrollkdstchen
,Losung anzeigen* angeklickt werden. Die beiden Sonnen wurden nicht in GeoGebra erstellt.
Stattdessen wurde ein Screenshot eines Piktogramms (erstellt in Microsoft Word) als Bilddatei
in die GeoGebra Datei eingefligt. Bilddateien konnen direkt tiber die Werkzeugleiste eingefiigt
werden.

6.5.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Mit diesem Applet soll die Projektionsvorstellung, wie in Abschnitt 5.4.4 beschrieben, zu Sinus
und Kosinus ausgebildet werden. Schiiler*innen miissen selbststindig eine Formel fiir die
Linge der Projektionslinien finden. Um die Formeln fiir diese Projektionslinien # und v — h =

cos(a) - d und v = sin(a) * d — aufstellen zu kdnnen, miissen die Zusammenhénge cos(a) =
% bezichungsweise sin(a) = %abgerufen werden. Dabei wird auch die Verhdltnisvorstellung

gefestigt und eine Verbindung zwischen diesen beiden Grundvorstellungen aufgebaut.
Das Applet kann im Unterricht entweder als FEntdeckungsapplet, oder aber als

Demonstrationsapplet eingesetzt werden. Durch klare Beschreibungen der Situation sowie
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eindeutige Instruktionen und Losungsriickmeldungen ist das selbststindige Beobachten und
Entdecken moglich. In beiden Fallen ist es sicherlich verstdndnisfordernd, wenn der Begriftf der
Projektion vorerst allgemein erldutert wird. Mit Fragen wie ,,Was verstehen wir unter einer
Projektion?*, ,,In welchem Zusammenhang habt ihr den Begriff schon einmal gehort? oder
,»Was konnte ein Projektionsfaktor sein?* kann ein Alltagsbezug hergestellt und ans Vorwissen
der Schiiler*innen angekniipft werden.

Allgemein ist es wichtig — egal ob das Applet zur Demonstration oder zum selbststidndigen
Entdecken eingesetzt wird —, dass Sinus und Kosinus bereits als Seitenverhéltnisse in einem
rechtwinkligen Dreieck bekannt sind, da die Formeln fiir die Berechnung der Projektionsldngen

sonst vermutlich nicht aufgestellt werden konnen.

6.6 Fullkurve eines Kegelstumpfes

In diesem Applet kann durch Betitigen einer Schaltfliche der Fiillvorgang einer Vase in Form
eines Kegelstumpfes gestartet werden. Schiiler*innen konnen beobachten, wie der Wasserstand
in der Vase steigt. Zusétzlich ist die Fiillkurve sichtbar, wobei hier die verstrichene Zeit sowie
der entsprechende Wasserstand farblich markiert sind. Auch eine Beobachtungsaufgabe ist
angefiihrt. Durch Anklicken eines Kontrollkdstchens kann die Losung dieser Aufgabe angezeigt

werden, wie in Abbildung 32 zu sehen ist.

Thit), in dm

Betatige die Schaltflache, um die Vase zu fiillen. Beobachte, wie sich
der Wasserstand in der Vase verandert.

Vase flllen

Auch die Funktion h stellt den Wasserstand in der Vase in
Abhéngigkeit von der Zeit dar.

14
12

10

Steigt der Wasserspiegel zu Beginn oder gegen Ende schneller? Warum?

Ldsung anzeigen

F

Wasserstand

t, in min
3 4 5 6 7 N

1
Verstrichene Zeit

Da der Radius der Vase immer groBer wird, steigt der Wasserspiegel
zuerst schneller, dann immer langsamer.

-2

Abbildung 32: Fiillkurve
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6.6.1 Kurzbeschreibung
Fullkurve eines Kegelstumpfes

https.://www.geogebra.org/m/e2crshz5
Art des Applets
Demonstrationsapplet

Kurzbeschreibung

Schiiler*innen kdnnen beobachten, wie sich eine kegelstumpfformige Vase mit Wasser fiillt und wie dieser
Vorgang mit der Fiillkurve zusammenhéangt. Ein weiterfiihrender Text in der GeoGebra-Aktivitit erklart, wie
die Fiillkurve aufgestellt wird.

Angesprochene Grundvorstellungen

Kovariationsvorstellung, Zuordnungsvorstellung, Objektvorstellung

Benotigtes Vorwissen

Funktion als eindeutige Zuordnungen kennen und diese Zuordnungen grafisch darstellen kdnnen
Passende Schulbuchaufgaben

Aufgaben 6.24 — 6.27 in ,,Mathematik verstehen 5 (Malle et al., 2017: 161)
Tabelle 8: Kurzbeschreibung Fiillkurve eines Kegelstumpfes

6.6.2 Hintergrundprogrammierungen

Um ein Applet wie dieses erstellen zu kdnnen, sind nicht nur technische Kenntnisse, sondern
auch griindliche mathematische Uberlegungen notwendig. Der gesamte Vorgang hingt von
einem unsichtbaren Schieberegler ab, der nach dem Betétigen der Schaltfliche kontinuierlich
seinen Wert verdndert. Dieser Wert ¢ stellt die verstrichene Zeit in Minuten dar. Durch den
Skripting Befehl StartAnimation(t, true) werden alle Schieberegler in Bewegung gesetzt. Die
Geschwindigkeit kann unter den Einstellungen des Schiebereglers bestimmt werden. Fiir dieses
Applet wurde eine Geschwindigkeit von 0,5 gewihlt (bei einer Geschwindigkeit von 1
durchlduft der Schieberegler das festgelegte Intervall in 10 Sekunden).

Pro Sekunde sollen rund 1 Liter Fliissigkeit in die virtuelle Vase flieen. Dies entspricht
zwar nicht der Fiillgeschwindigkeit, wenn die Vase mit einem haushaltsiiblichen Wasserhahn
gefiillt wird, beschleunigt jedoch das Ablaufen der Animation. Der angezeigte Kegelstumpf hat
die Radien r; = 1 (Grundfldche) beziehungsweise 1, = 5 (Deckfldache) und eine Hohe H = 6.
Als Einheit wurden Dezimeter gewihlt, damit das Gefdl} in etwa einer groen Bodenvase
entspricht. Der Schieberegler wurde entsprechend eingestellt. Das Volumen V (in Liter) in

Abhéngigkeit von der Hohe des Wasserstandes h (in Dezimeter) ist durch den Zusammenhang

- 2 . _ 3
V(h) =1T" fh (% “x + 7”1) dx = H-'m . (Tz 1, h+ 7”1) _ T'13:| gegeben’ die

0 3 (r2—11)

3:(ry—r)V
Hm

Umkehrfunktion ergibt die Fiillkurve: h(V) = dl <3\/

2—T1

+r13—r1> . In der

GeoGebra-Aktivitit wurde die Formel fiir das Volumen eines Kegelstumpfes geometrisch

hergeleitet. Fiir das Volumen in Abhéngigkeit von der Hohe erhidlt man in diesem Fall den
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. — _ 2
Zusammenhang V = % [r12 +71 (rZH—rl h + rl) + (rZH—rl h + rl) ] Wird diese Formel

mit GeoGebra zu h = umgeformt, so erhdlt man fiir die Fiillhohe in Abhéingigkeit vom

'T13'77.'3+3'H2'V'7'1'7T2—3'H2'V'T2'TL'2+H'T1'7T

3
Volumen h(V) = VoH? . Diese Funktion h kann durch

Tr1'mT—7y'TT

Herausheben des Faktors und Multiplizieren beider Faktoren mit (—1) auf die obere,

T2
einfachere, Darstellung gebracht werden.

Fiir die Werte r; = 1,1, = 5, H = 6 sowie h = 6 ergibt sich ein Gesamtvolumen von rund
194,78 Litern, was zu einer Fiilldauer von 3,24 Minuten fiihrt. Fiir die Fiillgeschwindigkeit 1
Liter/Sekunde gilt: V(t) = 60 - t, wobei V(t) das Wasservolumen in Litern nach ¢t Minuten
angibt. Die fiir das Intervall [0; 3,24] definierte Funktion h mit h(60 - x) stellt also die
Fillkurve des Gefdfles in der Grafik dar (auch wenn fiir die grafische Darstellung die
horizontale Achse als Zeitachse mit Argument ¢ beschriftet wurde, so ist die Funktion % in der
algebraischen Darstellung von x abhéingig, da ¢ bereits als verdnderbarer Wert am Schieberegler
definiert wurde). Die beiden Kegelstiimpfe in der 3D-Grafik wurden durch Rotationskurven um
die z-Achse erzeugt, wobei das Rotationsintervall der blauen Kurve der berechneten Hohe des
Wasserstandes zur Zeit ¢ entspricht, um einen korrekten Anstieg des Fliissigkeitslevels zu
gewihrleisten. Die Kugeln, die das Wasser darstellen sollen, das aus dem Hahn flief3t, sind

Punkte, deren z-Koordinate von t abhingt. Insgesamt wurden acht solche Punkte mit

unterschiedlichen Koordinaten erzeugt. Der hochstgelegene Punkt wurde mit (0, 0,12 — % :

t), der niedrigste mit den Koordinaten (0,0, 5 — % * t) definiert. Die Punkte wandern also mit

steigendem ¢ die z-Achse hinunter und erreichen ihren tiefsten Wert, wenn der Schieberegler
am Ende (bei ¢ = 3,24) angelangt ist. Zusétzlich wurden die Sichtbarkeitseinstellungen so
gewdhlt, dass die Punkte nur dann sichtbar sind, wenn ihre z-Koordinaten kleiner als 7,1 sind
und sie sich somit unter dem Wasserhahn befinden. Fiir einen solchen Punkt /¥ wurde also
beispielsweise die Sichtbarkeitsbedingung z(W) < 7.1 At > (0 gewéhlt. Der Zusatz ¢t > 0
verhindert, dass bereits vor dem Starten des Fiillvorgangs Wassertropfen sichtbar sind.

6.6.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Der Einsatz des Applets im Unterricht kann dazu beitragen, alle drei Grundvorstellungen zu
funktionalen Abhéngigkeiten zu festigen (siche Abschnitt 5.3.4). Zum einen trigt die
dynamische 3D-Grafik dazu bei, dass Schiiler*innen eine klare Abhingigkeit erkennen: je mehr
Zeit vergeht, umso hoher steht das Wasser in der Vase. Der Kovariationsaspekt einer Funktion,
also dass die Verdnderung des Argumentes (in diesem Fall der Zeit) eine Verdnderung der

abhingigen GroBe (des Wasserstandes) bewirkt, wird veranschaulicht. Auch die Frage nach der
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Veridnderung des Wasserstandes soll beim Ausbilden einer tragfdhigen Kovariationsvorstellung
unterstiitzen. Um zusitzlich auch Zuordnungsvorstellung und Objektvorstellung anzusprechen,
ist auch der Funktionsgraph der Fiillkurve gegeben. Unterstiitzt durch die griin und dunkelblau
eingefarbten Linien, soll die Aufmerksamkeit der Schiiler*innen auf die eindeutige Zuordnung
— jeder Zeit wird genau eine Hohe des Wasserstandes zugeordnet — die wiederum als
Funktionsgraph dargestellt werden kann, gelenkt werden. Da auch ersichtlich wird, dass der
Fiillvorgang der Vase direkt mit der Fiillkurve zusammenhingt, kann auch eine Verbindung
zwischen den drei Grundvorstellungen hergestellt werden.

Aufgaben zum Interpretieren, Zuordnen und Zeichnen von Fiillkurven sind auch in
Schulbiichern der 5. Klasse AHS zu finden (vgl. Malle et al., 2017: 116). Bei Aufgaben dieser
Art ergibt sich jedoch oft das Problem, dass nie tatsdchlich ein Gefdll gefiillt wird. Beim
Versuch, sich im Geiste vorzustellen, wie ein abgebildetes Gefdll mit Fliissigkeit gefiillt wird
und zu erkennen, wie sich der Wasserstand @ndert, stoBen wohl einige an die Grenzen ihrer
Vorstellungskraft. Noch schwieriger wird es fiir jene Schiiler*innen, die liber kein gutes
rdumliches Vorstellungsvermogen verfiigen. Diesem Problem soll das Applet entgegenwirken,
da es klar den Zusammenhang zwischen dem tatséchlichen Fiillvorgang und der abgebildeten
Fiillkurve aufzeigt.

Das Applet ist primdr ein Demonstrationsapplet, dass zur Veranschaulichung eines
Vorgangs dient, der in einem statischen, zweidimensionalen Schulbuch auf diese Art und Weise
niemals abgebildet werden konnte. Die Schiiler*innen miissen nicht aktiv handeln. Ein Klick
auf die Schaltflache reicht, der Vorgang wird gestartet und stattfindende Verdanderungen kdnnen
beobachtet werden. Der Fokus liegt hier vorerst also nicht auf mathematischen Handlungen,
sondern auf dem Verstehen eines Zusammenhangs. Erst bei der Frage, wann der Wasserspiegel
schneller steigt, ist es notwendig, den abgebildeten Prozess zu analysieren und die Kurve zu
interpretieren. Idealerweise sollte das Applet als Vorbereitung fiir das Losen von Aufgaben zu
Fiillkurven, wie sie in ,,Mathematik verstehen 5 zu finden sind (vgl. Malle et al., 2017: 116)
zum Einsatz kommen, da es definitiv dabei unterstiitzen kann, das Konzept einer Fiillkurve zu
verstehen. Schulbuchaufgaben sollten im Anschluss daran bearbeitet werden, um dieses
erlangte Verstdndnis weiter zu festigen.

6.6.4 Fachmathematische Bemerkungen

Lehrpersonen, die dieses Applet zum Anlass nehmen, eigene Fiillprozesse darzustellen, miissen
zuvor in der Lage sein, eine Funktion aufzustellen, welche jedem Volumen des Gefides die
entsprechende Hohe zuordnet. Diese Funktion muss wiederum mit jener Funktion verkniipft

werden, die der verstrichenen Zeit das entsprechende Fiillvolumen zuordnet. Das
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Auseinandersetzen mit Problemen dieser Art kann daher auch fachlich sehr interessant sein und
bietet eine oft willkommene Abwechslung zu Problemen, die ,,routineméfBig™ im Unterricht
behandelt werden.

Aber nicht nur Lehrpersonen konnen oder sollen sich mit Modellierungsaufgaben dieser
Art beschiftigen. Fiir interessierte Schiiler*innen — oder Schiiler*innen, die eine
Fachbereichsarbeit im Fach Mathematik schreiben wollen — bietet das Applet eine gute Basis,
sich ndher mit Fiillkurven und deren Modellierung auseinanderzusetzen. Eine detaillierte
Erkldrung, wie die Funktion der Fiillkurve aufgestellt werden kann, wurde daher in der
GeoGebra-Aktivitit hinzugefiigt und ein Exkurs zu Fiillkurven ist im nidchsten Abschnitt zu
finden.
6.6.5 Exkurs zu Fullkurven
Unter Fiillkurven versteht man Funktionen, die den Fliissigkeitsstand in verschiedenen Geféal3en
in Abhingigkeit von der Zeit angeben, meist unter der Annahme, dass die Gefdfle mit einer
konstanten Zuflussgeschwindigkeit befiillt werden. Um Fiillkurven aufstellen zu konnen, muss
zuerst eine Funktion V:R," — Ry, h — V(h) aufgestellt werden, welche das Volumen der
Fliissigkeit im Gefdl in Abhédngigkeit vom Fliissigkeitsstand h angibt. Diese kann mit
geometrischen Hilfsmitteln, bei komplexeren Gefdflen iiber die Integration der Funktion der
Querschnittsfliche in Abhingigkeit von der Hohe oder — beim Befiillen von Rotationskdrpern
— {liber die Rotation von Kurven hergeleitet werden. Die Umkehrfunktion dieser Funktion V
gibt dann die Fiillhdhe in Abhéngigkeit vom Fliissigkeitsvolumen an. Mdchte man die
Verdnderung des Fliissigkeitsstandes nun in Abhingigkeit von der Zeit angeben, so muss das
Fliissigkeitsvolumen V durch eine Funktion V:R," — R,",t = V(t) ersetzt werden, wobei
V(t) das nach t Zeiteinheiten -eingefiillte Fliissigkeitsvolumen angibt. Da die
Fiillgeschwindigkeit meist als konstant angenommen wird, handelt es sich bei der Funktion V

um eine lineare Funktion der Form V(t) = c - t.

6.6.5.1 Fiillkurve eines Zylinders

Zu Beginn soll die Fiillkurve eines Zylinders mit der Hohe H und dem Radius r aufgestellt
werden, der in Abbildung 33 dargestellt ist. Ist der Zylinder bis zur Hohe 4 gefiillt, so gilt fiir
das Fliissigkeitsvolumen im Gefi8 der Zusammenhang V (h) = r2 - r - h. Die Umkehrfunktion

liefert die Hohe des Fliissigkeitsstandes in Abhédngigkeit des Volumens: h(V) = # Fir die

konstante Fiillgeschwindigkeit ¢ ergibt sich die Fiillfunktion h mit h(t) = % Es handelt sich

hier also — wie bei prismenformigen Gefdllen allgemein — um einen linearen Zusammenhang.

Besonders wichtig ist es, stets auf die Anpassung der Einheiten zu achten. Ist die
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Fiillgeschwindigkeit beispielsweise in Liter pro Sekunde gegeben, so miissen die Abmessungen

des GefdBles gegebenenfalls in Dezimeter umgewandelt werden. Ebenso ist es wichtig,

r2mH
¢

Definitions- und Wertemenge festzulegen, da ab einer bestimmten Fiilldauer (to = ) das

Gefdl} iibergehen wiirde. Ein Zylinder mit Radius r = 1 dm und einer Hohe H = 3 dm, der
mit einer Fiillgeschwindigkeit von 0,2 Liter pro Sekunde gefiillt wird, ist beispielsweise nach

rund 157 =~ 47,12 Sekunden voll. Die Fiillkurve ist somit durch die Funktion h: [0; 157] —

[0; 3] mit h(t) = % gegeben, die in Abbildung 33 zu sehen ist.

(h(t), in dm
5

— t,ins
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Abbildung 33: Querschnitt Zylinder und Fiillkurve fiir H= 3 dm, r = 1 dm und ¢ = 0,2 l/s

6.6.5.2 Fiillkurve eines Paraboloids
Um das Volumen der Fliissigkeit in einem Paraboloid in Abhédngigkeit von der Fiillh6he
angeben zu konnen, muss das Rotationsvolumen einer Parabel (wie in Abbildung 34 dargestellt)

mitp: y = a-x% (a € R*) um die y-Achse berechnet werden. Umformen auf x? liefert den

Zusammenhang x2 = % Das Fiillvolumen in Abhéngigkeit der Fiillhohe h ergibt sich durch
V() =m- [ x?dy =m-[ ' dy=m- g . Die Umkehrfunktion gibt die Fiillhshe in

2:Va

Abhéngigkeit vom Flissigkeitsvolumen an: h(V) = Fir die konstante

Fillgeschwindigkeit ¢ (in [/s) ergibt sich die Fiillfunktion h(t) = ’Z'C;'a (t in Sekunden).

Die Fiillkurve ist also eine Wurzelfunktion. Ist die Hhe H und der Radius R der Offnung eines
paraboloidformigen Gefdfles bekannt, kann der Parameter a der Rotationsparabel durch H =

a - R? beziehungsweise a = :—2 berechnet werden. Fiir ein 1,5 dm hohes Paraboloid mit einem

maximalen Durchmesser von 1 dm ist die Parabel also durch p:y = 6x2, die Fiillkurve bei
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einer Fiillgeschwindigkeit von 0,2 Liter/Sekunde durch h: h(t) = 2020

— gegeben. Relevant

ist noch die Definitionsmenge dieser Fiillfunktion. Das Volumen des Wasserglases betrigt

2
V(1,5 =m- % = 0,1875m ~ 0,59 Liter. FlieBen pro Sekunde 0,2 Liter in das Gefdl3, so

ergibt sich eine Fiilldauer von 0,9375 m = 2,95 Sekunden. Die Funktion h ist also fiir t €
[0; 0,93757] definiert. Der Graph der Fiillkurve ist in Abbildung 34 zu sehen.

16]Y 'h(t), in dm
P A
R
1.4 2
1.2
! 15
084 H
1
0.6
0.4 h
0.5
0.2
¥ v X t,ins
-06 -04 02 0 02 04 06 08 1 0 05 1 1.5 2 25 3 3.5 :
-0.2

Abbildung 34: Querschnitt Paraboloid und Fiillkurve fiir H = 1,5 dm, R = 0,5 dm und ¢ = 0,2 s

6.6.5.3 Fiillkurve eines Korpers mit rechteckigen Querschnittsfldchen

Nun soll die Fiillkurve eines Kdorpers betrachtet werden, der kein Rotationskorper ist. Wir
betrachten einen Blumenkasten mit rechteckigen waagrechten Querschnittsflachen, deren
Seitenldngen mit zunehmender Hohe linear zunehmen. Die Breite b der Querschnittsflichen
bleibt konstant. Die Seitenldnge der Grundfliche wird mit a,;, jene der Deckfliche mit a,
bezeichnet. Die Hohe des Blumenkastens wird durch die Variable H ausgedriickt. Eine Skizze
eines solchen Gefidfles ist in Abbildung 35 zu sehen. Zuerst muss eine Funktion aufgestellt
werden, welche die Seitenldnge a(h) der Querschnittsfliche in der Hohe h angibt. Diese

Funktion ist durch a: [0; H] - R mit a(h) = % - h + a; gegeben. Der Flacheninhalt Q der
Querschnittsfliche in der Hohe h kann also durch die Funktion Q: [0; H] » R mit Q(h) =
(az;—al h + al) - b beschrieben werden. Die Stammfunktion von Q liefert fiir das Intervall
[0; h] das Volumen der Fliissigkeitsmenge, wenn der Blumenkasten bis zur Hohe h gefiillt wird:
V:[0;h] >R mit V(h) = f((%-hﬂll)-b)dh: b-(%-h2 +a1-h). Die
Umkehrfunktion kann iiber die Losungsformel zum Ldsen quadratischer Gleichungen gefunden

werden. Fiir die konstante Fiillgeschwindigkeit ¢ wird die Fiillkurve h des Gefdlles durch

82



- -t
—-ai+ a12+2.(%).c_

h(t) = =y ® beschrieben, also wieder durch cine (affine) Wurzelfunktion. Ein
H

Blumenkasten mit den Abmessungen a; = 2dm,a, =4dm,b =8dm und H = 3 dm und
mit einem daraus resultierenden Fassungsvermdgen von 72 Litern ist bei einer
Zuflussgeschwindigkeit von 0,2 Litern/Sekunde nach 6 Minuten (360 Sekunden) vollstindig
befiillt. Die Fiillkurve h kann in diesem Fall durch h: [0;360] - R mit der Gleichung

h(t) = -3+ z - ’4 + % + t beschrieben werden und ist in Abbildung 35 graphisch dargestellt.

h(t), in dm

4

3

2

h

1

t,ins
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Abbildung 35: Skizze Blumenkasten und Fiillkurve fiir a;=2 dm, a; =4 dm, b =8 dm, H= 3 dm und ¢ = 0,2 l/s

6.7 Charakteristische Eigenschaft der linearen Funktion

Die griine Gerade g hat die Steigung k.
Verwende den Schieberegler, um P der

Gerade g von (x, | f(x)) wegzuschieben.

X +1

«

Uberlege: Wie verandert sich der y-Wert von P,
wenn der x-Wert um einen beliebigen Wert h
vergroBert wird?

f(x) + 1k
f(x, 1

x4 - - = =

o X, + 1 .
¢ Lucken flllen

Abbildung 36: Charakteristische Eigenschaft der linearen Funktion
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Das abgebildete Applet (Abbildung 36) dient dem Entdecken einer wichtigen
charakteristischen Eigenschaft der linearen Funktion f:f(x) =k-x+d: f(x+h) =
f(x) + k- h. Mit Hilfe eines Schiebereglers kann der Punkt P von dem Punkt (xq | f(xo)) —
entlang der griinen Geraden g — wegbewegt werden. Mit dieser Bewegung verdndern sich auch
die Langen der Katheten des eingezeichneten Steigungsdreiecks. Ein ergéinzender Liickentext
soll helfen, den Zusammenhang auch formell anzugeben. Wird die Schaltfliche ,,Liicken

fiillen* betdtigt, so erscheinen die Texte ,,k - h" sowie ,,f (x) + k - h*.

6.7.1 Kurzbeschreibung
Charakteristische Eigenschaft der linearen Funktion

https.//www.geogebra.org/m/ep5cYjay

Art des Applets

Demonstrationsapplet, Entdeckungsapplet
Kurzbeschreibung

Anhand eines veranderbaren Steigungsdreiecks kann beobachtet werden, wie sich der Funktionswert einer
linearen Funktion bei Verdnderung des Arguments verédndert. Der Zusammenhang f(x + h) = f(x) + k- h
soll festgestellt und ein Liickentext entsprechend ergénzt werden.

Angesprochene Grundvorstellungen

Kovariationsvorstellung

Benotigtes Vorwissen

Lineare Funktionen der Form f(x) = k - x + d kennen und die Parameter deuten konnen

Passende Schulbuchaufgaben

Ergénzend zum Erklérungstext auf Seite 130 einsetzbar und beim Bearbeiten der Aufgaben 7.12 — 7.13 in
,,Mathematik verstehen 5 (Malle et al., 2017: 130-132)
Tabelle 9: Kurzbeschreibung Charakteristische Eigenschaft der linearen Funktion

6.7.2 Hintergrundprogrammierungen

Die Bewegung des Punktes P = (a+ 2| g(a+2)), und somit die Verdnderung des
Steigungsdreiecks, wird durch die einen Schiebereglers a bedingt, der jedoch mit xo + a
beschriftet wurde. Der Schieberegler kann alle ganzzahlige Werte von 1 bis 8 annehmen. Ein
unsichtbarer Punkt C mit den Koordinaten (a + 2 | 0), bewegt den dynamischen Text xo + a
entlang der x-Achse. Bei der Konstruktion wurden hauptsdchlich dynamische Texte verwendet,
also Texte, die sich mit der Verdnderung des Schiebereglers mitverdndern. Wird der
Schieberegler beispielsweise auf den Wert ,,x, + 4 verdndert, so wiirde die senkrechte Kathete
des Steigungsdreiecks den Wert ,,4 - k* zeigen, auf der x-Achse wire das Argument von P mit
,» Xo +4 “ abzulesen, der y-Wert von P wirde sich entsprechend zu ,, f(x,) +4-
k* mitverdndern. Dieser Text, der den y-Wert von P anzeigen soll, ist an den Schnittpunkt einer

horizontalen Geraden durch P mit der y-Achse gekoppelt und bewegt sich daher entlang der
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senkrechten Achse.

Die Schaltfliche unter dem Liickentext wurde mit Hilfe der folgenden Skripting-
Befehle so programmiert, dass beim Klicken auf die Schaltfliche die weillen Kistchen
verschwinden und der Text somit vollstdndig sichtbar wird:

SetzeSichtbarinGrafikansicht(Text10, 2, false)

SetzeSichtbarInGrafikansicht(Textl 1, 2, false)
Textl0 und Textll stehen hier fiir die weilen Fragezeichen-Késtchen, 2 steht fiir das
Grafikfenster, in dem die Sichtbarkeit verandert werden soll und mit false wird die Sichtbarkeit

auf nicht sichtbar gesetzt.

6.7.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Das Applet dient primir dazu, Schiiler*innen bei der Ausbildung einer tragfidhigen
Kovariationsvorstellung (siehe Abschnitt 5.3.4) zu unterstiitzen. Es wird nicht nur klar
ersichtlich, dass eine Verdnderung des Arguments eine Verdnderung des Funktionswertes
hervorruft, sondern auch die Art dieser Verdnderung wird — insbesondere durch die zusitzlichen
Aufgabenstellungen — thematisiert und veranschaulicht. Im Gegensatz zu statischen
Abbildungen in Schulbiichern, wie jene in Abbildung 37, kann durch den Schieberegler ein
klarer Fokus darauf gelegt werden, wie sich das Veridndern einer GroB3e auf die andere auswirkt.
Konnen Schiiler*innen keine dynamischen Anderungen durchfiihren und beobachten, besteht
die Gefahr, dass anstelle der Kovariationsvorstellung — die jedoch fiir das Verstehen der
Bedeutung des Zusammenhangs f(x +h) = f(x)+ k-h unumgénglich ist — nur die
Zuordnungsvorstellung ausgebildet wird. Im Unterricht kann das Applet als Entdeckungsapplet,
als auch als Demonstrationsapplet eingesetzt werden. Da die Instruktionen sehr genau und die
Bedienbarkeit dieses Applets sehr einfach ist, kann es ohne Anleitung durch die Lehrkraft
verwendet werden. Erfolgt die Demonstration durch die Lehrperson, so kann das Fenster mit
den Fragestellungen bei Bedarf auch gelscht und durch einen von der Lehrperson geleiteten
Dialog ersetzt werden. Auch wenn lineare Funktionen bereits aus der 4. Klasse bekannt sein
sollten, ist es dennoch empfehlenswert, vorerst den Begriff ,,Steigung® erneut zu erldutern.
Konnen sich Schiiler*innen nichts unter der Steigung des Graphen einer linearen Funktion
vorstellen, so kann trotz Veranschaulichung im Applet auch der Zusammenhang f(x + h) =
f(x) + k - h nicht erfasst werden. Das Applet ldsst sich auch gut zur zusétzlichen Hilfestellung
beim Ldsen von Aufgaben wie der in Abbildung 38 dargestellten verwenden. Die
Schulbuchaufgabe kann dann gleich als Uberpriifung dienen: haben Schiiler*innen mit Hilfe
des Applets eine tragfahige Kovariationsvorstellung entwickelt, so sollte die Bearbeitung der

Aufgabe keine Probleme bereiten. Zusétzlich soll noch darauf hingewiesen werden, dass das
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Applet auch in hoheren Schulstufen zur Wiederholung des Themas ,,Lineare Funktionen®,
besonders aber beim Vergleich von linearen und exponentiellen Wachstumsprozessen, erneut

eingesetzt werden kann.

Satz
Ist f: R — R eine lineare Funktion mit f(x) =k - x + d, dann gilt fur alle xe R:

(1) fx+1)=f(x)+k
Wird das Argument um 1 erhoht, dann andert sich der Funktionswert um k.

2.A 2.A

fix+1) 00>

f(x+1)

X x+1 1A X x+1 1.A

(2) fx+h)=f(x)+k-h (h=0)
Wird das Argument um h erhoht, dann dndert sich der Funktionswert um k - h.
2.A 2.A.

f(x+h)

lk-hl

f(X) ,,/,., - ,,,,«,,,,,
f(hm

X x+h 1A X x+h 1A

Abbildung 37: Eigenschaften linearer Funktionen (Malle et al., 2017: 130)

7.13  Gegeben ist die lineare Funktion f mit f(x) = 3x + 4.
Um wie viel wéchst f(x), wenn x a) um1, b) um 2, ¢) um 10, d) um 100 erhdht wird?

Abbildung 38: Schulbuchaufgabe Lineare Funktion (Malle et al., 2017: 132)

6.8 Parameter einer quadratischen Funktion

In diesem Applet konnen Schiiler*innen iiben, die Vorzeichen der Parameter a, b und c einer
quadratischen Funktion der Form f(x) = ax? + bx + ¢ anhand ihres Graphen zu erkennen. Es
werden dafiir zufdllige quadratische Funktionen von dem Programm erzeugt. Auf den Hinwesis,
dass es sich bei der dargestellten Funktion um eine allgemeine quadratische Funktion der Form
f(x) = ax? + bx + ¢ handelt, folgt die Aufforderung, anhand des Graphen festzustellen, ob a,
b und c groBer, kleiner oder gleich 0 sind. Auch eine Losungsiiberpriifung sowie eine
zusitzliche Hilfestellung wurden eingebaut. Stimmt die Auswahl der Kontrollkéstchen mit den

zufillig bestimmten Parametern iiberein, so erscheint ein griiner Stern unter der Aufgabe.
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Links siehst du den Graphen einer quadratischen Funktion
mit der folgenden Funktionsgleichung:

fx)=a-x¥+b-x+c

Sind a, b und c gréBer, kleiner oder gleich 0? Kreuze an!

¥ Da<0 Db<0 Dc<0
4 Da>0 Db>0 DC>°
Da:O Db=0 [:]°=°

Uberpriife deine Lésung! Richtige Hakchen werden mit einem

-4 -3 -2 -1 0 2 3 4
grinen Stern gekennzeichnet.
-2
-4 D Lésung Uberprifen
-6
[ Neue Aufgabe]
-8

-10

Abbildung 39: Parameter einer quadratischen Funktion

6.8.1 Kurzbeschreibung
Parameter einer quadratischen Funktion

https://www.geogebra.org/m/pgsacxgq
Art des Applets

Ubungsapplet

Kurzbeschreibung

Verschiedene quadratische Funktionen der Form f(x) = a* x? + b - x + ¢ werden prisentiert und
Schiiler*innen miissen fiir die Parameter a, b und c angeben, ob diese grofer, kleiner oder gleich 0 sind.
Angesprochene Grundvorstellungen

Objektvorstellung

Benotigtes Vorwissen

Quadratische Funktionen der Form f(x) = a* x? + b - x + ¢ kennen und ihre Parameter deuten konnen
Passende Schulbuchaufgaben

Ergénzend zum Erklérungstext auf Seite 161 und im Anschluss an die Aufgaben 8.10 — 8.14 in ,,Mathematik
verstehen 5 einsetzbar (Malle et al., 2017: 161-163)

Tabelle 10: Kurzbeschreibung Parameter einer quadratischen Funktion

6.8.2 Hintergrundprogrammierungen

Mit dem Befehl Zufallszahl[-4, 4] fir die Parameter b und c beziehungsweise
ZufilligesElement[{-4, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 4}] fir den Parameter a # 0 werden die
Parameterwerte a, b und ¢ zufillig bestimmt, um eine zufillige quadratische Funktion f(x) =

ax? + bx +c zu erzeugen. Diese wird links in der Grafikansicht abgebildet. Die
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Aufgabeniiberpriifung erfolgt iiber eine Sichtbarkeitsbedingung, wie in Abschnitt 3.3.4
beschrieben. Unter jeder der drei Spalten an Kontrollkdstchen ist ein griiner Stern eingefiigt
worden, der nur dann sichtbar ist, wenn die Kontrollkdstchen richtig angekreuzt wurden. Die
Bedingung c < 0Nk Z1AnZ21Ve>0ANA1Z21AnZ21VeZ0AmZ] An £ 1 zeigt
beispielsweise einen griinen Stern unter der dritten Spalte an, sofern die Aufgabe richtig gelost
wurde. Die Variable c steht hier fiir den Parameter ¢ der Funktion, die Werte &, / und m sind die
Namen der Kontrollkdstchen die mit ,,c < 0°, ,,c > 0 beziehungsweise ,,c = 0“ beschriftet
wurden, #n hingegen ist der Name jenes Kontrollkdstchens, das mit ,Ldsung
iiberpriifen* beschriftet wurde. Beim Anklicken der einzelnen Kontrollkdstchen werden iiber
Skripting-Befehle alle anderen Kontrollkdstchen einer Spalte auf ,falsch® gesetzt (wie in
Abschnitt 3.3.4 beschrieben). So wird verhindert, dass durch das Anklicken aller Késtchen eine
positive Riickmeldung erscheint.

Die Schaltfliche ,,Neue Aufgabe* aktualisiert das Applet. Die Parameter werden neu
berechnet und die Kontrollkdstchen auf den Wahrheitswert ,falsch® zuriickgesetzt (die
Hiakchen werden also entfernt). Dadurch erscheint eine neue Funktion, von der wiederum die
Parameter bestimmt werden sollen. Wie bereits in Abschnitt 4.3 erldutert, sollten
Ubungsapplets idealerweise auch die Moglichkeit anbieten, sich zusitzliche Informationen und
Hilfestellung zu holen. Dies ist liber die Schaltfliche ,,?“ eingebaut. Ein Klick auf das
Fragezeichen animiert iiber den Skripting-Befehl StartAnimation() einen unsichtbaren
Schieberegler. Die Werte dieses Schiebereglers beeinflussen die Sichtbarkeit von Hilfstexten.
Durchléuft der Schieberegler das erste Drittel des moglichen Wertebereichs, so erscheint der
Text ,,Der Parameter a bestimmt, ob der Graph der Funktion nach oben, oder nach unten
geoftnet ist. Je groBBer der Betrag von a, umso steiler ist der Graph®. Im Anschluss daran wird

der Text ,,Der Paramater b verschiebt den Scheitelpunkt nach links oder rechts. Fiir die x-

Koordinate des Scheitels gilt: xg = — %“ angezeigt. Durchlduft der animierte Schieberegler das

letzte Drittel seines Wertebereichs, so konnen Schiiler*innen Informationen zum Parameter ¢
finden: ,,Der Parameter ¢ verschiebt den Funktionsgraphen entlang der y-Achse. Es gilt:
f(0) = c*“. Die Geschwindigkeit der Animation wurde so gewéhlt, dass die Texte in der
verfligbaren Zeit gelesen werden konnen. Falls mehr Zeit notwendig ist, kann die Animation
gestoppt oder auch neu gestartet werden.

6.8.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Beim Arbeiten mit Funktionen mit Parametern wird insbesondere die Objektvorstellung
angesprochen (siche Abschnitt 5.3.4). Die Funktion, dargestellt als Graph, wird als Ganzes

betrachtet und das Aussehen ihres Graphen analysiert. Das Applet unterstiitzt Schiiler*innen
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dabei, einen Zusammenhang zwischen dem Funktionsgraphen und der Funktionsgleichung
erkennen zu konnen, eine Fahigkeit, die besonders beim Modellbilden relevant ist:
,Dieses Wissen um die Bedeutung von Parametern ist beispielsweise erforderlich, wenn ein
realer funktionaler Zusammenhang modelliert wird, indem diejenige Funktion aus einer
Funktionsklasse gesucht wird, die den gegebenen Zusammenhang mdoglichst gut
beschreibt.” (Greefrath et al., 2016: 58)
Bei dem beschriebenen Applet handelt es sich um ein Ubungsapplet. Es hilft Schiiler*innen
dabei, ihr Wissen {iiber quadratische Funktionen zu vertiefen und zu iiberpriifen.
Selbstverstindlich konnte eine &hnliche Aufgabenstellung auch ohne weiteres in einem
Schulbuch zu finden sein: eine quadratische Funktion wird abgebildet und ihre Parameter
miissen bestimmt werden. Damit das Nutzen des Applets jedoch einen klaren Vorteil bietet,
wurde es mit allen im Abschnitt 4.3 beschriebenen Moglichkeiten ausgestattet, die ein
Ubungsapplet dem Schulbuch iiberlegen machen. So haben Schiiler*innen die Option, eine
Riickmeldung, aber auch eine Hilfestellung zu erhalten. Bei falscher Erstantwort kann erneut
ein Versuch gestartet werden.

Zusitzlich ist das Ubungsangebot quasi unbegrenzt. Uber die Schaltfliche ,,Neue
Aufgabe“ kann die Konstruktion neu geladen werden. Durch die erneute Berechnung der
Zufallszahlen entsteht also auch eine neue Aufgabe. Wiéhrend eine Fehlvorstellung beim
Bearbeiten einer einzigen Schulbuchaufgabe vielleicht nicht sichtbar wird, so wiirde sich diese
vermutlich beim Losen mehrere Aufgaben herauskristallisieren. Ein Beispiel soll dies
verdeutlichen: Angenommen ein(e) Schiiler*in glaubt, dass ein positiver Parameter b die
Funktion ausgehend von der Grundparabel nach rechts, ein negativer Wert diese nach links
verschiebt. Betrachtet man den Graphen der Funktion f mit f(x) = —x? 4+ 2x — 3, so wiirde
sich diese Vorstellung bestétigen. Beim Betrachten einer Funktion g mit g(x) = x? + 2x — 3
wiirde sich jedoch zeigen, dass der Zusammenhang nicht so einfach ist wie eben angedeutet.
Die Option, das eigene Wissen an verschiedenen Beispielen zu testen, kann dabei helfen, solche
Fehlvorstellungen rechtzeitig zu erkennen.

Wie die meisten Ubungsapplets sollte auch dieses erst dann eingesetzt werden, wenn
der Zusammenhang zwischen dem Graphen einer quadratischen Funktion und ihren Parametern
bereits im Unterricht thematisiert wurde. Auch das Konzept der Grundparabel y = x? und dass
jede Anderung der Parameter die Funktion ausgehend von dieser Grundparabel verindert, sollte
bekannt sein, um die Parameter und ihre Wirkung richtig interpretieren zu konnen.
Ubungsapplets lassen sich auch als Diagnosewerkzeug verwenden, besonders wenn sie in einen

GeoGebra-Classroom integriert und dort bearbeitet werden. Die Lehrperson kann dadurch den
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Lernstand ihrer Schiiler*innen iiberpriifen und erkannte Fehlvorstellungen konnen rechtzeitig

korrigiert werden.

6.9 Rationale Funktionen — Definitions- und Wertemenge

Dieses Applet prisentiert Funktionsgleichungen rationaler Funktionen. Schiiler*innen sollen
die Definitionsmenge der angezeigten Funktion und ihre Wertemenge angeben. Als
Hilfestellung kann {iber ein Kontrollkdstchen auch der Funktionsgraph angezeigt werden, wie

in Abbildung 40 zu sehen ist.

Welche Definitionsmenge und welche Wertemenge 7
hat die Funktion f?
1 6
f(x) = 1
=+
5
Uberlege zuerst anhand der Funktionsgleichung und
schau dir anschlieBend auch den Funktionsgraphen an. 4
Funktionsgraph anzeigen 3

=R\ [0 | ‘

Wf =R\ 0 D Tipp zum Bestimmen der Wertemenge 7 !

Lésung uberprifen B
Neue Aufgabe

Abbildung 40: Rationale Funktionen - Definitions- und Wertemenge

Wird die Schaltfliche ,,Losung iiberpriifen* betitigt, so erscheint eine Riickmeldung. Beliebig
oft kénnen iiber die Schaltfliche ,,Neue Aufgabe™ weitere Aufgaben angezeigt und geldst
werden. Auflerdem steht ein Hilfstext zur Bestimmung der Wertemenge zur Verfiigung. Ein
Klick auf das Kontrollkdstchen ,,Tipp zum Bestimmen der Wertemenge* Offnet diese

Hilfestellung.
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6.9.1 Kurzbeschreibung
Rationale Funktionen — Definitions- und Wertemenge

https.://www.geogebra.org/m/kgxhuszv

Art des Applets

Ubungsapplet

Kurzbeschreibung

Verschiedene rationale Funktionen der Form f(x) = ﬁ + b werden présentiert (als Funktionsgleichung und

als Graph) und Schiiler*innen miissen ihre Definitions- sowie Wertemenge angeben.
Angesprochene Grundvorstellungen

Objektvorstellung, Zuordnungsvorstellung

Benotigtes Vorwissen

Die Begriffe Definitions- und Wertemenge kennen und wissen, wie diese bestimmt werden

Passende Schulbuchaufgaben

Im Anschluss an die Aufgaben 8.24 — 8.25 in ,,Mathematik verstehen 5 einsetzbar (Malle et al., 2017: 168)

Tabelle 11: Kurzbeschreibung Rationale Funktionen — Definitions- und Wertemenge
6.9.2 Hintergrundprogrammierungen
. . . 1 . -
Die Funktion f wurde mit f(x) = a7t b definiert, wobei die Parameter a und b zuerst als

ganzzahlige Zufallszahlen im Intervall [-4; 4] festgelegt wurden. Die Sichtbarkeit dieses
Funktionsgraphen hingt vom Wahrheitswert des Kontrollkdstchens ,,Funktionsgraph

anzeigen“ ab. Auch ein Tipp zur Bestimmung der Wertemenge — ,,Der Ausdruck ﬁ kann

nicht den Wert Null annehmen. Der Ausdruck ﬁ+ b kann also nicht den Wert b

annehmen‘ — kann tiber das Kontrollkdstchen angezeigt werden. Bei dem Tipp handelt es sich
um ein Textelement dessen Sichtbarkeit an das Kontrollkdstchen gekniipft ist (siche Abschnitt
3.3.4). Die Eingabefelder sind wiederum mit Schiebereglern verkniipft. Durch die Eingabe von
Werten in die Eingabefelder werden die Werte dieser, liber Schieberegler definierten, Variablen
verdndert. Der Schriftzug ,Richtig” erscheint, wenn die eingegebenen Werte in den
Eingabefeldern mit den Werten —a beziehungsweise b libereinstimmen, die Definitions- und
Wertemenge also richtig bestimmt wurden. Die Bedingung fiir die Sichtbarkeit des Textes
,Leider falsch, probiere es noch einmal!* wurde so gewdhlt, dass dieser Text nur dann
aufscheint, wenn die Schaltfliche zur Losungsiiberpriifung betitigt wird, mindestens eine der
beiden Mengen jedoch falsch angegeben wurde. Damit die Riickmeldung nur dann aufscheint,
wenn die Schaltflache ,,Losung iiberpriifen* betétigt wird, wurde diese Schaltfliche mit dem
Skripting-Befehl SetzeWert/g,1] versehen. Bei g handelt es sich um ein unsichtbares
Kontrollkéstchen, dass durch den Klick auf die Schaltfliche den Wahrheitswert 1 annimmt. Die
Riickmeldungen werden also nur dann angezeigt, wenn Definitions- und Wertemenge bestimmt

worden sind und g = [ gilt. Wird ein neuer Versuch gestartet, also neue Werte in die
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Eingabefelder eingegeben, so wird die Riickmeldung tiber den Skripting-Befehl SetzeWert[g,0]
wieder ausgeblendet.

Durch Anklicken der Schaltfliche ,Neue Aufgabe“, die iliber den Skripting-Befehl
AktualisiereKonstruktion() die Konstruktion neu l1adt, sodass auch die Parameter neu berechnet
werden, kann eine neue Funktion angezeigt werden. Die beiden Kontrollkédstchen (zum
Anzeigen des Graphen sowie zum Anzeigen der Riickmeldung) sowie die mit den
Eingabefeldern verkniipften Variablen werden zusitzlich auf 0 gesetzt, um den Anfangszustand
wiederherzustellen.

6.9.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Das beschriebene Applet dient in erster Linie zur Ausbildung der Zuordnungsvorstellung, wie
in Abschnitt 5.3.4 niher beschrieben wurde. Unter der Zuordnungsvorstellung wird oft die Idee
verstanden, dass eine Funktion jedem x-Wert genau einen Funktionswert zuordnet. Diese
ungenaue Definition einer Funktion kann jedoch dazu fiihren, dass rationale Funktionen
falschlicherweise nicht als Funktionen erkannt werden, da es hier x-Werte gibt, fiir die die
Funktion nicht definiert ist und denen daher kein Funktionswert zugeordnet werden kann. Es
ist daher wichtig, die Zuordnungsvorstellung im Zusammenhang mit der Definitionsmenge
auszubilden. Genau dabei kann dieses Applet unterstiitzen. Bereits in der Termdarstellung kann
erkannt werden, dass ein gewisser Wert nicht fiir x eingesetzt werden darf. Dieser Wert muss
also aus der Grundmenge herausgenommen werden. Das flihrt dazu, dass diesem x-Wert auch
kein Funktionswert zugeordnet wird, wie auch im Hilfstext verdeutlicht wird. Auch das
Betrachten des zugehorigen Graphen kann das Ausbilden einer tragfdhigen
Zuordnungsvorstellung unterstiitzen, da die Polstelle gut erkennbar ist und dem Konzept einer
Definitionsliicke daher Bedeutung zugeschrieben wird. Der abgebildete Graph kann zusétzlich
auch die Objektvorstellung ansprechen und dazu beitragen, den Zusammenhang zwischen der
Funktionsgleichung und ihrem Graphen, einer Hyperbel, zu erkennen. Auch eine Verkniipfung
von Zuordnungs- und Objektvorstellung kann durch diesen Darstellungswechsel stattfinden.
Es handelt sich bei dem Applet um ein Ubungsapplet, das ergiinzend zu den Schulbuchaufgaben
in ,,Mathematik verstehen 5 zur Bestimmung von Definitions- und Wertemenge eingesetzt
werden kann (siehe Abbildung 41). Die Aufgaben im Applet sind etwas schwieriger als jene im

Schulbuch, da im Vergleich zu den Funktionsgleichungen, die im Schulbuch zu finden sind

(f(x) = % + b; a,b € R) im Applet auch jene Funktionen auftreten, deren Definitionsliicken

an anderen Stellen als bei x = 0 liegen. Das Applet kann daher sehr gut zur Differenzierung
eingesetzt werden: Schiiler*innen, die bereits alle Aufgaben im Schulbuch richtig geldst und

verstanden haben, konnen mit den zusitzlichen Aufgaben gefordert beziehungsweise gefordert
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werden. Durch die Moglichkeit der zusétzlichen Hilfestellung mit der Abbildung des Graphen
sowie der Losungsriickmeldung und der Vielzahl an Versuchen, sollte die Bearbeitung der
Aufgaben jedoch auch fiir lernschwichere Schiiler*innen bei hinreichend langer Ubung kein
groBes Problem darstellen. AuBBerdem hilft das Auseinandersetzen mit Aufgabenstellungen wie
diesen dabei, zu vermeiden, dass Schiiler*innen fdlschlicherweise annehmen, dass jede

rationale Funktion stets bei x = 0 eine Unstetigkeitsstelle aufweist.

xTJ': 8.24 Skizziere den Graphen der Funktion f und gib die gréfitmdgliche Definitionsmenge sowie die
Wertemenge von f an!
a) f0=—x b) f(0=% 0 f)=x+1 d) fx)=—3—-1

8.25 Die abgebildete Funktion f ist vom Typ f(x) =§ (mit c € R"). Gib eine Funktionsgleichung von f, die
groftmogliche Definitionsmenge D; von f und die Wertemenge W, von f an!

a) b) c)

ALY 3 100\ 51 f(x)

2 2+ —f2

I/
14 N 11 /4
X X ™1 X
T=3e=2—1101 111213 +=3+-2-1—140f 111213 -3 =21~1101 111 2 L3
N ~{ T -1t
N\

2 N2 -2

-8 \=3 1 -3+
fo)= f(x) = f(x) =

Abbildung 41: Schulbuchaufgabe Rationale Funktionen (Malle et al., 2017: 168)

6.10 Parameter rationaler Funktionen

In dem in Abbildung 42 dargestellten Applet konnen Schiiler*innen die Parameter a und n der
Funktion f(x) = ;in verdndern und beobachten, wie sich auch der Funktionsgraph
entsprechend verdndert. Auch eine Beobachtungsaufgabe ist angefiihrt. Wird das Hiakchen im
Kistchen ,,Losung anzeigen® gesetzt, so erscheint eine Erkldrung zum Zusammenhang
zwischen n und dem Symmetrieverhalten der Funktion. Gleichzeitig wird auch eine weitere
Beobachtungsaufgabe, wie in Abbildung 43 zu erkennen ist, sichtbar. Auch die Losung zu

dieser Aufgabe kann mit Hilfe eines Kontrollkdstchens eingeblendet werden.
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Rechts siehst du eine rationale Funktion mit der folgenden Funktionsgleichung:
a
()= 5 (an#0)

Veréndere die Parameter a und n und beobachte, wie sich der Funktionsgraph andert:

a=1

L
n=1
e

Welchen Zusammenhang zwischen n und der Symmetrie der Funktion f kannst
du beobachten?

D Lésung anzeigen

f(x) =

1
x1

Abbildung 42: Parameter rationaler Funktionen 1

Rechts siehst du eine rationale Funktion mit der folg: F

f()= 5 (an#0)

Veréndere die Parameter a und n und beobachte, wie sich der Funktionsgraph andert:

a=2

Welchen hang zwi n und der ie der Funktion f kannst
du beobachten?

Losung anzeigen

f(x) =

2
2

X

Fr gerade n ist die Funktion f symmetrisch beziiglich der y-Achse.

Man sagt f ist gerade und es gilt: f(x) = f(~x)

Fir ungerade n ist die Funktion symmetrisch beziiglich des Ursprungs.

Man sagt f ist ungerade und es gilt: f(-x) = ~f(x)

In welchen Quadranten liegen die Aste der Hyperbel fir... Losung anzeigen
... a>0 und gerades n? im 1. und 2. Quadranten

... a<0 und gerades n? im 3. und 4. Quadranten

... @>0und ungerades n? im 1. und 3. Quadranten

... a<0und ungerades n? im 2. und 4. Quadranten

Abbildung 43: Parameter rationaler Funktionen 2
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6.10.1 Kurzbeschreibung
Parameter rationaler Funktionen

https.://www.geogebra.org/m/ttwhrtw4

Art des Applets

Entdeckungsapplet, Werkzeugapplet

Kurzbeschreibung

Uber Schieberegler konnen die Parameter a und n einer Potenzfunktion der Form f(x) = xin verdndert und

beobachtet werden, wie diese Verdnderung den Funktionsgraphen beeinflusst. Zwei Beobachtungsaufgaben
zum Symmetrieverhalten und zur Lage der Hyperbeléste sind zu 16sen.

Angesprochene Grundvorstellungen

Objektvorstellung, Zuordnungsvorstellung

Benotigtes Vorwissen

Rationale Funktionen der Form f(x) = % kennen und Aussagen iiber das Symmetrieverhalten von

Funktionen tétigen konnen
Passende Schulbuchaufgaben

Aufgaben 8.29 — 8.30 in ,,Mathematik verstehen 5 (Malle et al., 2017: 169)

Tabelle 12: Kurzbeschreibung Parameter rationaler Funktionen
6.10.2 Hintergrundprogrammierungen
Die im rechten Grafikfenster angezeigte Funktion wurde mit f(x) = ;Ln im Algebra-Fenster

definiert, woraufthin automatisch Schieberegler fiir die Parameter a und n von GeoGebra
erstellt wurden. Der Parameter a kann ganzzahlige Werte im Intervall [-5; 5] annehmen, fiir n
kann mit dem Schieberegler ein ganzzahliger Werte aus dem Intervall [1; 8] ausgewéhlt werden.
Ein dynamischer Text neben dem Funktionsgraphen zeigt auch die zugehorige
Funktionsgleichung an. Die Losung zur ersten Aufgabe als auch die zweite Aufgabenstellung
und das dazugehorige Kontrollkdstchen werden erst angezeigt, wenn das erste Kontrollkdstchen
zum Anzeigen der Losung angeklickt wurde. Dies wurde durch entsprechende
Sichtbarkeitsbedingungen erreicht (siche Abschnitt 3.3.4). Ein weiteres, mit einer
Sichtbarkeitsbedingung  versehenes  Textelement — die Losung zur zweiten
Beobachtungsaufgabe — wird erst dann angezeigt, wenn auch der zweite Wahrheitswert durch
Anklicken des zweiten Kontrollkéstchens auf ,,wahr* gesetzt wurde.

6.10.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Das Applet kann im Mathematikunterricht dazu beitragen, zwei tragfahige Grundvorstellungen
zu Funktionen — wie in Abschnitt 5.3.4 beschrieben — auszubilden oder zu festigen — die
Objektvorstellung und die Zuordnungsvorstellung. Schiiler*innen konnen die Parameter der
rationalen Funktion verdndern und beobachten, wie sich der Funktionsgraph, also die Funktion
als Ganzes (als Objekt) verdndert. Es kann festgestellt werden, wie sich das Aussehen des

Graphen und damit auch die Eigenschaften der Funktion in Abhdngigkeit von den Parametern
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verdandern. Besonders mit der zweiten Beobachtungsaufgabe kann zusétzlich auch noch die
Zuordnungsvorstellung angesprochen werden. Je nachdem, welche Werte fiir a und n gewéhlt
werden, dndert sich die Wertemenge der Funktion f. Den Argumenten werden Funktionswerte
aus unterschiedlichen Teilmengen der reellen Zahlen zugordnet. Fiir gerades n und negatives
a ist die Wertemenge der Funktion beispielsweise durch R™ gegeben.

Es handelt sich bei dem vorgestellten Applet um ein Entdeckungsapplet, das zum
Erforschen des Zusammenhangs zwischen den Parametern einer rationalen Funktion und ihren
Eigenschaften im Unterricht eingesetzt werden kann. Durch die klaren Instruktionen und
Erkldarungen ist bei der Nutzung des Applets keine weitere Hilfestellung durch die Lehrperson
notwendig. Inhaltlich geht das Applet etwas {iber den Stoff der 9. Schulstufe hinaus, da es nicht

nur Funktionen der Form f(x) =% und f(x) = xi (mit a € R\ {0}) sondern auch die

2
Eigenschaften von Funktionen mit héheren Potenzen von x thematisiert, und kann daher sehr
gut zur Differenzierung und zusdtzlichen Foérderung mathematisch interessierter Schiiler*innen
eingesetzt werden. Denkbar wére auch ein Einsatz als Werkzeugapplet bei der Bearbeitung von

Aufgaben, wie der in Abbildung 44 dargestellten.

8.29 Die abgebildete Funktion f ist vom Typ f(x) = f (mit c € R*). Gib eine Funktionsgleichung von f, die
grofitmagliche Definitionsmenge von f und die Wertemenge von f an!

a) b) ©)
3 Fito) S Hich L)
2 24 2
1 N 14 1
X X X
312 40 11273 3201733 3 >0l Ao 3
-1 -1+ 1
-2 21 »
-3 -3 -3
f(x) = f(x) = f(x) =
D,= D,= D=
W, = £ W, =

Abbildung 44: Schulbuchaufgabe Rationale Funktionen (Malle et al., 2017: 169)
Um den Fokus fiir diesen Verwendungszweck jedoch auf die Bearbeitung dieser konkreten
Aufgabe zu lenken, konnten vorerst die Beobachtungsaufgaben geldscht oder angepasst werden,
sowie der Schieberegler fiir den Parameter n auf den Wert 2 gestellt und anschlieend entfernt

werden.
6.11 In Formeln Funktionen sehen

Je nach Konstantsetzen von Variablen kdnnen Formeln als verschiedene Funktionen aufgefasst

werden. In diesem Applet wird ein abstrakter Zusammenhang zwischen vier Variablen
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t2

préasentiert: S = Tu Je nachdem welche Variablen als konstant angenommen werden (diese

sind dann als Parameter aufzufassen), ergeben sich die drei Zuordnungen S: R* - R*,t —

S(t) oder S:R* - R*,u — S(u) oder aber S:R* - R*,v - S(v). Schiiler*innen konnen

zwischen diesen drei Zuordnungen wéhlen und die Werte der Konstanten veridndert, wie in

Abbildung 45 zu sehen ist.

Der Zusammenhang zwischen vier GroBen kann
t>u
durch die Formel S = v beschrieben werden.

Je nachdem, welche Variablen als konstant angenommen

werden, kénnen unterschiedliche Funktionen erkannt werden.

Wihle eine Zuordnung aus! Mit den Schiebereglern kannst
du die Werte der konstanten Variablen veréndern und

wie sich der i t.
t- s
u=3
(Ju-sp) ——
v=6
D v = §(v) —

Um welchen Funktionstyp handelt es sich?

D Lésung anzeigen

S(t)

-10

Abbildung 45: Von Formeln zu Funktionen 1

25

Wird eine Zuordnung ausgewéhlt und die Werte der Konstanten eingegeben, so kdnnen die

Nutzer*innen den entsprechenden Funktionsgraphen sowie die Funktionsgleichung betrachten.

AuBerdem soll auch der Funktionstyp bestimmt werden (siche Abbildung 46).

Der Zusammenhang zwischen vier GréBen kann

t2u
durch die Formel S = - beschrieben werden.

Jer welche Vari als konstant

werden, kénnen unterschiedliche Funktionen erkannt werden.

Wahle eine Zuordnung aus! Mit den Schiebereglern kannst 2

du die Werte der konstanten Variablen veréndern und
beobachten, wie sich der Funktionsgraph veréndert.

t=4

[(Jtsm
D u = S(u)
v - Sv)

Um welchen Funktionstyp handelt es sich?

Losung anzeigen

S(v)

c
Da t und u konstant sind hat die Funktion die Form S(v) = o

Es handelt sich also um eine rationale Funktion.
Der Graph der Funktion ist eine Hyperbel.

Abbildung 46: Von Formeln zu Funktionen 2

25
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6.11.1 Kurzbeschreibung
Von Formeln zu Funktionen

https.//www.geogebra.org/m/cpdh956m
Art des Applets

Entdeckungsapplet, Demonstrationsapplet
Kurzbeschreibung

Ausgehend von einer Formel konnen verschiedene Zuordnungsvorschriften ausgewéhlt und somit
verschiedene Funktionen in dieser Formel erkannt werden. Die jeweils konstanten Parameter konnen beliebig
gewihlt werden. In einer zusétzlichen Aufgabe muss der Funktionstyp bestimmt werden.

Angesprochene Grundvorstellungen
Objektvorstellung, Zuordnungsvorstellung

Benotigtes Vorwissen

Funktionen als eindeutige Zuordnung kennen und zwischen verschiedenen Funktionstypen unterscheiden
konnen

Passende Schulbuchaufgaben
Buch Seite 177 in ,,Mathematik verstehen 5 (Malle et al., 2017: 177)

Tabelle 13: Kurzbeschreibung In Formeln Funktionen sehen

6.11.2 Hintergrundprogrammierungen

2,
Damit die Konstanten frei gewdhlt werden konnen, wurden die Funktionen F;(x) = %,

2. 2,
Fy(x) = th und F3(x) = tTu mit Schiebereglern fiir die Parameter ¢, u und v verkniipft. Die

drei Kontrollkdstchen, mit denen die Zuordnung ausgewéhlt werden kann, beeinflussen iiber
Bedingungen die Sichtbarkeit der Schieberegler, der Funktionsgleichungen sowie der
Funktionsgraphen (siehe Abschnitt 3.3.4). Ist also beispielsweise das Kontrollkdstchen ,,t —

S(t)*“ ausgewdhlt, so sind nur die Schieberegler fiir # und v, aber auch nur die Funktion F; (x) =

2. . X
% sowie die entsprechende Funktionsgleichung fiir Schiiler*innen sichtbar. Uber zusétzliche

Skripting-Befehle wurden die Kontrollkdstchen so verschachtelt, dass immer nur eines
ausgewdhlt werden kann (siehe Kapitel 3.3.4). Mit Hilfe der Skripting-Befehle
SetzeAktiveGrafikansicht(2), SetzeBeschriftung(xAchse, ,t“), SetzeBeschriftung(yAchse,
,,S(t) ) wird zusétzlich, je nach Auswahl der Zuordnungsvorschrift, auch die Beschriftung der
Achsen im zweiten Grafikfenster angepasst. Ein weiteres Kontrollkdstchen kann angeklickt
werden, um die Losung der Aufgabe anzuzeigen. Zusétzlich ist die Sichtbarkeit der
verschiedenen Losungstexte auch von der zu Beginn ausgewdhlten Funktion abhdngig, da je
nach Funktionstyp ein anderer Losungstext aufscheinen muss. Der Losungstext zur rationalen
Funktion ist beispielsweise nur dann sichtbar, wenn sowohl das Kontrollkdstchen ,,v —

S(v)*“ als auch ,,Losung anzeigen* auf ,,wahr* gesetzt wurden.
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6.11.3 Didaktische Analyse und Einsatzmoglichkeiten

Das Applet dient primér dazu, Schiiler*innen beim Ausbilden tragfdhiger Zuordnungs- und
Objektvorstellungen zu unterstiitzen (sieche Abschnitt 5.3.4). Es wird aufgezeigt, dass je nach
Wahl der unabhingigen Grofen eines bestimmten Zusammenhangs verschiedene Zuordnungen
moglich sind. Ebenso wird durch die Funktionsgraphen gezeigt, dass die Wahl der Zuordnung
den Funktionstypen, die Funktion als Objekt, beeinflusst. Diese Erkenntnis soll insbesondere
beim Beantworten der Schlussfrage gewonnen werden. Ein Zusammenhang zwischen dem
Zuordnungsaspekt und dem Paarmengenaspekt kann hier also festgestellt werden: wird die Art
der Zuordnung verdndert, so dndert sich auch die entsprechende Punktemenge.

Es handelt sich bei dem vorliegenden Applet um ein Entdeckungsapplet, das jedoch
auch als Demonstrationsapplet eingesetzt werden kann. Schiiler*innen kénnen entdecken, wie
aus Formeln mehrere Funktionen verschiedenen Typs entstehen kdnnen. Wichtig ist hier, dass
Schiiler*innen erkennen, dass eine Variable als Argument, der Rest jedoch als konstanter Wert
angenommen wird und dass nach Einsetzen der Konstanten ein Funktionsterm mit nur einer

unabhingigen Variablen {ibrigbleibt.

In Formeln kann man Funktionen erkennen, wenn man einige der vorkommenden Variablen
konstant halt.

Beispiel 1: Das Volumen des nebenstehend abgebildeten Quaders hangt von
der Grundkantenlange a und der Hohe h ab. Man schreibt:

V(a,h)=a’-h
Ist die Kantenlange a konstant, dann hangt das Volumen nur mehr von der
Hohe h ab:

V(h)=a’-h (a konstant)
Ist hingegen die Hohe h konstant, dann hangt das Volumen nur mehr von der a
Kantenlange a ab:

V(@)= h -a? (h konstant)

Man kann also in der Formel V=2 - h die folgenden Funktionen sehen:

Funktion Typ Graph
V(h)=a?-h (akonstant) [f(X)=k-X V(h)
[kaa® xah] /
h
V@)= h -a? (hkonstant) |f()=c-x’ V(a)/
[cah,x2a]
,'/’
/ a

Abbildung 47: In Formeln Funktionen sehen (Malle et al., 2017: 177)
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Besonders gut kann das Applet zusétzlich zu der theoretischen Einfiihrung im
Schulbuch (Abbildung 47) eingesetzt werden. Die Entscheidung, die Schiiler*innen die Werte
der Konstanten selbst verdndern zu lassen und diese nicht vorzugeben, wurde aus zwei Griinden
getroffen: Erstens miissen Schiiler*innen aktiv konstante Werte fiir die Variablen wéhlen und
somit bewusster zwischen Argument und Parameter einer Funktion unterscheiden. Zweitens
soll das Applet zusétzlichen Raum zum Entdecken bieten. Schiiler*innen kdnnen ausprobieren
und beobachten, wie sich der Funktionsgraph verdndert, wenn die Parameter variiert werden.
Die Frage nach dem Funktionstyp soll, wie bereits erwihnt, verstirkt die Objektvorstellung
ansprechen. Der Losungstext soll zusdtzlich erkléren, wie der Funktionstyp nicht nur an dem

Graphen sondern auch an der Funktionsgleichung erkannt werden kann.

6.12 Vektoraddition und -subtraktion im R?

Das Applet veranschaulicht die grafische Addition als auch die Subtraktion zweier Vektoren.
Wird das Applet ge6ffnet, so konnen Schiiler*innen vorerst nur zwei Vektoren d und b sowie
die Instruktion, eine der beiden Schaltflichen zu betéitigen, sehen, wie in Abbildung 48
ersichtlich ist. Wird die Schaltfldche ,,Vektoraddition* betdtigt, so kann beobachtet werden, wie
der Vektor b entlang des Vektors d verschoben wird, wie in Abbildung 49 zu erkennen ist. Die
Animation endet, wenn der Vektor b bis zur Spitze des Vektors d verschoben wurde, und der
Summenvektor d + b wird eingezeichnet. Auch ein Erklarungstext erscheint (siche Abbildung
50). Ein Klick auf die Schaltflache ,,Vektorsubtraktion® startet eine Animation, die zuerst den

Vektor —b anzeigt, diesen verschiebt und schlieBlich den Vektor @ — b darstellt.

Wie kénnen die Vektoren 3+ b sowie

i—-b grafisch bestimmt werden?
5 Uberpriife deine Uberlegung durch einen Klick auf
die Schaltflachen.

; i+b a-b

Abbildung 48: Vektoraddition und -subtraktion 1
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Wie kénnen die Vektoren 3+ b sowie
i—-b grafisch bestimmt werden?

5 Uberprife deine Uberlegung durch einen Klick auf
die Schaltflachen.
: 5+6 a-b

Der Vektor b wird so verschoben, dass sein Schaft
an der Spitze des Vektors a hangt.

<

-2

-1

-t

o

-2

Abbildung 49: Vektoraddition und -subtraktion 2

Wie kénnen die Vektoren 3 + E sowie

3 — b grafisch bestimmt werden?
Uberpriife deine Uberlegung durch einen Klick auf
die Schaltflachen.

b ‘

46 a-b

Der Vektor b wird so verschoben, dass sein Schaft
an der Spitze des Vektors a hangt.

a b
1
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a+b
Der Summenvektor a + b reicht nun vom Schaft von &
; bis zur Spitze von b .
b

Abbildung 50: Vektoraddition und -subtraktion 3
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6.12.1 Kurzbeschreibung
Vektoraddition und -subtraktion

https.://www.geogebra.org/m/zwkff96y

Art des Applets

Demonstrationsapplet

Kurzbeschreibung

Sowohl die Vektoraddition als auch die -subtraktion zweier Vektoren werden geometrisch veranschaulicht.
Angesprochene Grundvorstellungen

Pfeilklassenvorstellung

Benotigtes Vorwissen

Vektoren geometrisch darstellen konnen

Passende Schulbuchaufgaben

Ergénzend zum Erklérungstext auf Seite 218 in ,,Mathematik verstehen 5 (Malle et al., 2017: 218) einsetzbar
Tabelle 14: Kurzbeschreibung Vektoraddition und -subtraktion

6.12.2 Hintergrundprogrammierungen

Zwei unsichtbare Schieberegler a (fiir die Vektoraddition) und b (fiir die Vektorsubtraktion)
werden durch die Schaltflichen in Bewegung gesetzt. Die Sichtbarkeiten von Texten und
Vektoren sowie die Position der Vektoren sind an die Werte dieser beiden Variablen gekniipft.

Die Variable a kann Werte zwischen 0 und 10 annehmen. Fiir a = 0 liegen die beiden Vektoren

b iibereinander, fiir a = 10 befindet sich der Schaft des zweiten, bewegten, Vektors b an der

Spitze von d und der Additionsvektor wird angezeigt. Die Variable b durchlduft Werte im

Intervall [-2; 10]. Fiir -2 < b < 0 wird der Vektor —b nur angezeigt, jedoch noch nicht
verschoben. Erst fiir b > 0 setzt sich dieser auch in Richtung @ in Bewegung. Auch die

Erkldrungstexte werden an den passenden Stellen mit Hilfe von Sichtbarkeitsbedingungen
eingeblendet. Der Text ,,Der Summenvektor d + b reicht nun vom Schaft von @ bis zur Spitze

von b* wird also beispielsweise nur eingeblendet, wenn a = 10 gilt. Wird die Schaltfliche
,»Vektoraddition betétigt, so wird folgendes Skript ausgefiihrt:

SetzeWert[a,0]

StartAnimation(b,false)

SetzeWert[b,-2]

StartAnimation(a,true)
Der Befehl SetzeWert[a,0] veranlasst zuerst, dass der Schieberegler zuriickgesetzt wird, die
Animation also von Beginn an ablauft. StartAnimation(b,false) und SetzeWert[b,-2] stoppt die
eventuell gerade ablaufende Animation der Vektorsubtraktion und setzt diese in

Anfangsposition zuriick. Mit dem letzten Befehl wird die Animation der Addition gestartet.

102



Analog dazu wurde auch die zweite Schaltflache, ,,Vektorsubtraktion®, mit einem Skript
versehen:

SetzeWert[b,-2]

StartAnimation(a,false)

SetzeWert[a,0]

StartAnimation(b,true)
Auch hier werden vorerst alle eventuell ablaufenden Animationen zuriickgesetzt, bevor mit dem
Befehl StartAnimation(b,true) die Animation zur grafischen Darstellung der Vektorsubtraktion

gestartet wird.

6.12.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Das beschriebene Applet soll beim Ausbilden einer tragfdhigen Pfeilklassenvorstellung (siche
Abschnitt 5.5.4) unterstiitzen. Um Rechenoperationen mit Vektoren grafisch deuten und
durchfiihren zu konnen, ist es essentiell, dass ein Vektor als Menge unendlich vieler Pfeile mit
gleicher Lange und Orientierung aufgefasst wird. Schiiler*innen miissen begreifen, dass es sich
auch nach dem Verschieben eines Vektors noch immer um denselben Vektor handelt, um
verstdndnisvoll mit Vektoren in grafischer Darstellung arbeiten zu konnen. Genau diese
Verschiebung von Vektoren im Koordinatensystem soll durch die programmierten
Animationen veranschaulicht werden.

Es handelt sich bei dem Applet um ein Demonstrationsapplet, das zeigen soll, wie die
Summe beider Vektoren beziehungsweise deren Differenz grafisch bestimmt werden kann.
Natiirlich kann auch an der Tafel eine Vektoraddition oder -subtraktion grafisch dargestellt
werden, denn auch mit Kreide und Geodreieck (oder Bleistift und Geodreieck im Heft) kann
selbstverstindlich eine Verschiebung (z. B. eines Dreiecks) vorgenommen und beispielsweise
der Summenvektor eingezeichnet werden. Solche Konstruktionen sind jedoch leider spiter
nicht mehr gut nachvollziehbar. Sehr oft kommt es vor, dass Schiiler*innen so beschéftigt damit
sind, richtig von der Tafel abzuschreiben und schnellstmoglich alles ins eigene Heft zu kopieren,
sodass nicht viel Zeit zum Nachdenken und Verstehen bleibt. Wird die Konstruktion dann
spéter betrachtet, besteht die Gefahr, dass zu diesem spéteren Zeitpunkt nicht mehr klar ist,
welche Ausgangssituation gegeben war und welche Schritte vorgenommen wurden. Auch
Abbildungen in Schulbiichern (Abbildung 51), prisentieren oft nur den bereits eingezeichneten
Summenvektor, anstatt auf die unter Umstidnden notwendige Verschiebung von Vektoren

weiter einzugehen.
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Werden zwei Vektoren durch aneinandergehéngte Pfeile dargestellt, 7~ 7

so entspricht die Summe der beiden Vektoren dem Pfeil vom Anfangspunkt ) BC

des ersten Pfeiles zum Endpunkt des zweiten Pfeiles.
e

Abbildung 51: Vektoraddition (Malle et al., 2017: 218)

In einem Applet dagegen kann die Animation beliebig oft von vorne abgespielt werden.
Zusitzliche Erklarungstexte sollen dabei unterstiitzen, den Vorgang zu verstehen.

Das Applet sollte erst dann im Unterricht verwendet werden, wenn Schiiler*innen
bereits mit der geometrischen Darstellung von Vektoren vertraut sind. Das Applet kann
entweder von der Lehrperson bedient und die Animation im Plenum beobachtet und besprochen
werden, oder aber auch von den Schiiler*innen selbststindig, beispielsweise nach dem Flipped-
Classroom-Konzept, genutzt werden. Durch die Instruktions- und Erklarungstexte ist eine

Anwendung ohne zusitzliche Unterstiitzung durch die Lehrperson durchaus mdéglich.

6.13 Parameterdarstellung einer Geraden in der Ebene

Das in Abbildung 52 dargestellte Applet soll Schiiler*innen dabei helfen, die
Parameterdarstellung einer Geradengleichung aufstellen zu kdnnen und diese auch zu verstehen.
Uber zwei Eingabefelder konnen die Koordinaten eines Punktes P auf der Geraden, sowie jene
des Richtungsvektors eingegeben werden. Uber einen Schieberegler ¢ kann der Punkt X entlang
dieser Geraden verschoben werden. Ein dynamischer Text zeigt an, wie sich die Koordinaten
von X in Abhidngigkeit von ¢ verdndern. Es folgt eine Frage nach der Parameterdarstellung der

Geraden g. Diese Geradengleichung kann dann iiber ein Kontrollkdstchen angezeigt werden.

PR g Gib einen Punkt und den Richtungsvektor einer
- 5 0
7 —1e Geraden in der Form (x, y) ein.
-
-
6 7 Punkt P auf g:((-5, 1)
-
-
- .
5 - - Richtungsvektor:|((2, 1)
-
- - Veréndere den Parameter t, um den Punkt X
4
-7 entlang des Richtungsvektors zu verschieben.

" 3 t=1

IZaEEE (e ()= ()

Wie lautet daher die Geradengleichung in
Parameterdarstellung?

D Geradengleichung anzeigen

Abbildung 52: Parameterdarstellung einer Geraden
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6.13.1 Kurzbeschreibung
Parameterdarstellung einer Geraden in der Ebene

https.//www.geogebra.org/m/vjrzcpqz
Art des Applets
Entdeckungsapplet, Demonstrationsapplet, Werkzeugapplet

Kurzbeschreibung

Schiiler*innen konnen beobachten, wie eine Gerade iiber einen Punkt und einen Richtungsvektor mit Hilfe
der Parameterdarstellung definiert werden kann.

Angesprochene Grundvorstellungen

Verschiebungsvorstellung, Punktvorstellung, Einsetzungsvorstellung, Definitionsvorstellung,
Zuordnungsvorstellung, Kovariationsvorstellung

Benotigtes Vorwissen
Vektoren und ihre Rechenoperationen geometrisch darstellen konnen

Passende Schulbuchaufgaben

Ergénzend zum Erklérungstext auf Seite 239 in ,,Mathematik verstehen 5 sowie beim Bearbeiten der
Aufgaben 12.02 — 12.04 (Malle et al., 2017: 239) einsetzbar

Tabelle 15: Kurzbeschreibung Parameterdarstellung einer Geraden in der Ebene

6.13.2 Hintergrundprogrammierungen

Die Eingabefelder wurden beim Erstellen mit einem zuvor eingefiigten Punkt P sowie einem
Vektor r verkniipft. Mit einem Schieberegler, der Werte von -5 bis 5 mit einer Schrittweite von
0,5 annehmen kann, kann ein ebenfalls auf der Geraden g befindlicher Punkt X, der iiber X =
P+t -7 definiert wurde, um ein Vielfaches des Richtungsvektors entlang der Geraden
verschoben werden. Neben dem Richtungsvektor wurde ein Text eingefiigt, der das jeweilige
Vielfache des Richtungsvektors anzeigt (z. B. fiir t = 3 wird 3 -7 angezeigt). In einem
dynamischen Text unter dem Schieberegler kann beobachtet werden, wie sich die Koordinaten
des Punktes X verdndern, aber auch, wie diese in Abhéngigkeit von ¢ berechnet werden. Um
das Applet libersichtlich zu gestalten, wurden die Farben der Eingabefelder beziehungsweise
der Texte an die entsprechenden Objekte in der grafischen Darstellung angepasst. Wird das
Kontrollkdstchen ,,Geradengleichung  anzeigen“ angeklickt, so  erscheint die
Parameterdarstellung der Geraden, ein Textelement, das mit der entsprechenden
Sichtbarkeitsbedingung versehen wurde (siche Abschnitt 3.3.4).

6.13.3 Didaktische Analyse und Einsatzmoglichkeiten

Das Applet kann sowohl dabei unterstiitzen, tragfdhige Grundvorstellungen zu Vektoren, als
auch zu Variablen und Gleichungen zu entwickeln. Im Bereich der Vektorrechnung wird primér
die Verschiebungsvorstellung (siche Abschnitt 5.5.4) ausgebildet, da beobachtet werden kann,
wie der Richtungsvektor beziehungsweise ein Vielfaches davon den Punkt X verschiebt.
Zusétzlich wird durch die angefiihrte Berechnung von X auch die Punkt-Vektor-Addition

thematisiert und die Punktvorstellung damit angesprochen. Es soll hier verdeutlicht werden,
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dass die Summe aus Punkt und Pfeil wieder ein, um diesen Pfeil verschobener, Punkt ist. Mit
der Frage nach einer Parameterdarstellung der Geraden, entlang der sich X bewegt, wird
auerdem das Ausbilden der Einsetzungsvorstellung bei Variablen, der Definitionsvorstellung
bei Gleichungen (wie in Abschnitt 5.2.4 beschrieben) sowie der Zuordnungs- als auch der
Kovariationsvorstellung bei Funktionen (siche Abschnitt 5.3.4) begiinstigt: Der Parameter ¢

muss als Variable im Einsetzungsaspekt aufgefasst werden. Jeder Punkt X der Geraden wird

-5
2

Punkt X zugeordnet, die Koordinaten von X verdndern sich also mit der Verdnderung von ¢. Die

dann durch den Ausdruck ( ) +t- (i) festgelegt. Jedem Wert ¢ wird also ein entsprechender

Ausbildung all dieser Grundvorstellungen wird insbesondere durch die dynamische, grafische
Darstellung dieser Abhidngigkeit unterstiitzt, da sich Schiiler*innen die Idee der
Parameterdarstellung als Verschiebung eines Punktes um einen Vektor, die Idee des ,,laufenden
Punktes* (siehe Abbildung 53), nicht mehr nur vorstellen, sondern sogar beobachten konnen.
Die schrittweise Berechnung von X beziehungsweise das Nachvollziehen dieser Berechnung,
kann weiterfiihrend auch bei Aufgaben helfen, bei denen die Lagebeziehung zwischen Punkt
und Gerade iiberpriift werden muss.

Das Applet kann sowohl in Einfiihrungsstunden als Entdeckungsapplet, als auch als
Demonstrationsapplet verwendet werden. Es konnte weiterfithrend auch als Werkzeugapplet
dienen, das nach Angabe von Punkt und Richtungsvektor automatisch die Geradengleichung
anzeigt und grafisch darstellt. Haben Schiiler*innen jedoch mit Hilfe des Applets die
Parameterdarstellung verstanden, so benétigen sie zukiinftig vermutlich kein Werkzeug dieser
Art zum  Aufstellen dieser. Wird das Applet vor der Begriffsdefinition
,Parameterdarstellung® im Unterricht eingesetzt, so konnte die Fragestellung ,,Wie lautet daher
die Geradengleichung in Parameterdarstellung?* auch durch die Frage ,,Wie kann jeder Punkt
X der Geraden in Abhingigkeit von ¢ definiert werden?* ersetzt werden. Im Nachhinein konnte
diese Gleichung dann als Parameterdarstellung einer Geraden definiert werden. Wichtig ist

jedoch, dass Vorwissen zum Darstellen von und Rechnen mit Vektoren vorhanden ist.
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Satz X

Ist g eine Gerade der Ebene, P ein Punkt auf g und g ein P //{

Richtungsvektor von g, dann gilt fiir alle X e R*:
Xeg & X=P+t-g fireinteR

Definition
Die Vektorgleichung X= P+t - g nennt man eine Parameterdarstellung der Geraden g mit dem
Parameter t [Betonung: Paréameter].

Merke
Jedem Parameterwert t € R entspricht genau ein Punkt auf der Geraden g.
Umgekehrt entspricht jedem Punkt auf der Geraden g genau ein Parameterwert t € R.

BEACHTE: P ist ein fester Punkt auf der Geraden und X ein Punkt auf der Geraden, dessen Lage vom
Parameterwert t abhangt. Man bezeichnet X auch als ,laufenden Punkt” der Geraden.
Wenn t ganz R durchlauft, durchlauft X die ganze Gerade.

Eine Gerade in der Ebene kann durch folgende Punktmenge beschrieben werden:
Gerade in R: g={XeR?|X=P+t-g A teR}

Abbildung 53: Schulbuchtext Parameterdarstellung (Malle et al., 2017: 239)

6.14 Darstellungswechsel bei Geradengleichungen in der Ebene

Dieses Applet leitet Schiiler*innen schrittweise durch den Darstellungswechsel von entweder
einer Geradengleichung in Parameterdarstellung in eine allgemeine Geradengleichung, wie in
Abbildung 54 zu sehen ist, oder von einer allgemeinen Geradengleichung in eine
Parameterdarstellung, wie Abbildung 55 veranschaulicht. Beim Wechsel von der
Parameterdarstellung zur allgemeinen Geradengleichung muss zuerst die Geradengleichung in
Parameterform angegeben werden. AnschlieBend muss ein Normalvektor bestimmt und in die
Formel n; - x + n, - y = n; - p; + n, - p, eingesetzt werden, um die Geradengleichung in der
Form n, - x + n, * y = c angeben zu konnen.

Beim Wechsel von der allgemeinen Geradengleichung zur Parameterdarstellung muss
die Gleichung vorerst in der Form a - x + b - y = ¢ angegeben und anschlieend ein Normal-
und ein Richtungsvektor bestimmt werden, bevor dann ein beliebiger, auf der Geraden
liegender Punkt berechnet werden soll. Mit diesem Punkt und einem zuvor aufgestellten

Richtungsvektor soll dann eine Parameterdarstellung der Geraden angegeben werden.
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Wabhle aus, welchen Darstellungswechsel du durchfiihren méchtest:
Parameterdarstellung P> allgemeine Geradengleichung

D aligemeine Geradengleichung P> Parameterdarstellung

Gib eine Geradengleichung in Parameterdarstellung ein und driicke auf Enter:

z.B. X =(0,0) + t-(1,0) fur eine Gerade mit Punkt P = (0 | 0) und Richtungsvektor (1 | 0)

g:‘X = (1,3)+¢t(1,-2)

Gib einen Normalvektor dieser Geraden an und
dricke auf die Enter-Taste:

{0

Gib die Gerade g nun mit Hilfe des Normalvektors und des Punktes P in
der Formn, - x+n,-y=n_-p +n,-p,anund dricke auf Enter:

gl2z+y =5 Fertig!

Abbildung 54: Darstellungswechsel von Geradengleichungen 1

Wahle aus, welchen Darstellungswechsel du durchfiihren méchtest:
[:] Parameterdarstellung P> allgemeine Geradengleichung
allgemeine Geradengleichung P Parameterdarstellung

Erganze die Licken, um eine Geradengleichung in der Form
a-x + by = ¢ anzugeben.

g [2)x+[s Jy=[s]

Lies einen Normalvektor aus der Gleichung ab und gib diesen an.
Gib dann auch einen Richtungsvektor der Geraden an und driicke
die Enter-Taste.

ﬁ:@ ?:m

Setze flr x oder y eine beliebige Zahl ein und berechne die andere Variable,
um einen Punkt P auf g zu finden. Gib P in der Form (p,, p,) an.

P=(1,1)

Gib eine Geradengleichung von g in Parameterdarstellung
in der Form X = (p,, p,) + t*(r,, r,) an un driicke Enter.

g:‘ X = (1,1)+t(-3,2) Fertig!

Abbildung 55: Darstellungswechsel von Geradengleichungen 2
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6.14.1 Kurzbeschreibung
Darstellungswechsel bei Geradengleichungen in der Ebene

https.://www.geogebra.org/m/ks3nzfpn
Art des Applets

Werkzeugapplet

Kurzbeschreibung

Schiiler*innen konnen Geraden in Parameterdarstellung oder als Gleichung der Forma:x+b:y =c¢
angeben und werden Schritt fiir Schritt durch den Darstellungswechsel geleitet.

Angesprochene Grundvorstellungen

Pfeilklassenvorstellung, Punktvorstellung, Einsetzungsvorstellung, Gegenstandsvorstellung,
Erreichungsvorstellung

Bendotigtes Vorwissen
Geradengleichungen in Parameter- sowie in Normalvektordarstellung angeben konnen
Passende Schulbuchaufgaben

Aufgaben 12.54 — 12.56 (Malle et al., 2017: 249)
Tabelle 16: Kurzbeschreibung Darstellungswechsel bei Geradengleichungen in der Ebene

6.14.2 Hintergrundprogrammierungen

Welche Art des Darstellungswechsels vorgenommen werden soll, kann {ber ein
Kontrollkdschen  ausgewéhlt  werden.  Entsprechend  o6ffnen sich dann  mit
Sichtbarkeitsbedingungen (siche Abschnitt 3.3.4) versehene Eingabefelder, in die eine
Geradengleichung in Parameterdarstellung oder in allgemeiner Form eingegeben werden muss.

Im Falle einer Umwandlung der Parameterdarstellung in die allgemeine
n
Geradengleichung muss vorerst ein Normalvektor 71 = (n;) der Geraden bestimmt werden.

Dieser muss dann, gemeinsam mit einem Punkt P = (p; | p,) auf der Geraden g, in die
Gleichung n;-x+n,-y=ny-p; +n, p, ecingesetzt werden. Die Gerade muss
abschlieBend in der Form n; - x + n, * y = ¢ angegeben werden. Die letzte Instruktion sowie
das FEingabefeld fiir die Gleichung in allgemeiner Form werden erst sichtbar, wenn der
Normalvektor n richtig eingegeben wird. Da das erste Eingabefeld mit einer (unsichtbaren)
Geraden g; verkniipft ist, kann GeoGebra im Hintergrund das Skalarprodukt s eines Vektors
auf g mit dem eingegebenen Normalvektor n bilden. Die Sichtbarkeitsbedingung der néchsten
Elemente ist dann mit s = 0 festgelegt worden. Das letzte Eingabefeld ist mit einer zweiten
Gerade g; verkniipft. Nach betétigen der Enter-Taste wird iiberpriift, ob die beiden Geraden
zwei gemeinsame Punkte besitzen und somit ident sind. Uber die Sichtbarkeitsbedingung
g1(0) = g,(0) A g1(4) = g,(4) wird bei richtiger Darstellung dann der Text
HPertig!® angezeigt. Ist dem nicht so, erscheint der Text ,,Leider falsch, probiere es noch

'66

einmal
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Eine dhnliche Vorgehensweise wurde auch flir den Wechsel einer Geradengleichung in
der Form a - x + b -y = c in eine Gleichung in Parameterdarstellung gewihlt. Zuerst miissen
Schiiler*innen die Koeffizienten a, b und ¢ der Gleichung, die in Parameterdarstellung
angegeben werden soll, in Eingabefelder einfligen. Sie definieren damit eine Gerade g,.
Anschliefend muss ein Normalvektor aus dieser Gleichung herausgelesen und ein
Richtungsvektor der Geraden angegeben werden. Das Programm priift mit Hilfe des
Skalarprodukts, ob die Vektoren richtig bestimmt wurden. Stimmen diese Angaben, so wird
der ndchste Schritt sichtbar. Die Sichtbarkeitsbedingung y(P) = g, (x(P)) liberpriift, ob P auf
der angegebenen Geraden g; liegt und zeigt gegebenenfalls das Eingabefeld fiir die Gleichung
in Parameterdarstellung an. Stimmt die dort eingegebene Gerade mit jener iiberein, die iiber die

'6‘

Koeffizienten zu Beginn definiert wurde, so erscheint die Riickmeldung ,,Fertig!*, andernfalls

wird zum erneuten Versuch aufgefordert.

6.14.3 Didaktische und methodische Uberlegungen

Durch die Nutzung dieses Applets werden keine in Abschnitt 5.5.4 beschriebenen
Grundvorstellungen zu Vektoren oder zu Gleichungen (beschrieben in Abschnitt 5.2.4)
ausgebildet. Dafiir kann beim Wechsel von der Parameterdarstellung in die allgemeine
Gleichungsdarstellung die Pfeilklassen- als auch die Punktvorstellung gefestigt werden. Bei der
anderen Richtung des Darstellungswechsels wird neben der Punkt- und der
Pfeilklassenvorstellung beim Finden eines Punktes auf der Geraden auch die Einsetzungs-
sowie die Gegenstandsvorstellung zu Variablen, aber auch die Erreichungsvorstellung zu
Gleichungen gefestigt: Wird ein beliebiger Wert anstelle von x eingesetzt, so wird y zur
Variable im Gegenstandsaspekt, deren Wert berechnet werden kann, um Gleichheit zu
erreichen.

Das Applet dient also nicht zum Ausbilden einer oder mehrerer Grundvorstellungen,
kann diese jedoch vertiefen. Zusétzlich soll ein anderer Verwendungszweck von Applets
aufgezeigt werden: GeoGebra kann Darstellungswechsel sehr einfach durchfithren. Wird eine
Gerade ausgewidhlt und werden die Objekt-Einstellungen gedffnet, so kann im Reiter
»Algebra®“ ausgewdhlt werden, in welcher Darstellung die Gerade im Algebra-Fenster
aufscheinen soll. Erfahrungsgemal3 verbreitet sich das Wissen iiber diese Moglichkeit schnell
in einer Schulklasse und der Darstellungswechsel erfolgt per Mausklick, ohne auch nur im
Geringsten dariiber nachzudenken, was eigentlich dahintersteckt. Applets wie dieses kdnnen
einer solchen Auslagerung entgegenwirken. Stellt man Schiiler*innen ein solches

Werkzeugapplet zur Verfiigung, um Aufgaben, wie die in Abbildung 56 dargestellte, oder
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dhnliche, zu 16sen, so werden sie dieses vermutlich auch einsetzen und sich nicht nach weiteren,

arbeitserleichternden Mdoglichkeiten umschauen.
12.55 Gib eine Gleichung der folgenden Geraden an!
a) X=>112)+t- (511 ¢ X=(@210)+t- (I e) X=t-(111)
b) X=(8I8)+t-(81-1) d) X=(6I13)+t-(111) f) X=t-(I-1)

12.56 Gib eine Parameterdarstellung der folgenden Geraden an!

a) 2x—3y=4 d) —2x+y=—1 g) x+y=0 j) 2x=5y-3
b) x+4y=2 e) x=2 h) y=0 k) —x—y=6
) Xx—2y=4 f) 2x+3y=5 i) —x+y=3 ) 9x+2y=0

Abbildung 56: Schulbuchaufgabe Geradengleichungen (Malle et al., 2017: 249)

Im Gegensatz zum Darstellungswechsel iiber die Algebra-Einstellungen wird im Applet auch
verlangt, liber die einzelnen Schritte nachzudenken, was der optimalen Nutzung eines
Werkzeugapplets entspricht (siche Abschnitt 4.4.).

Das Applet kann im Unterricht eingesetzt werden, sobald beide Darstellungsformen von
Geradengleichungen bekannt sind. Eventuell konnte vorerst auch wiederholt werden, wie ein
beliebiger Punkt auf einer Geraden gefunden und ein Normalvektor zu einer Geraden aufgestellt
werden kann, da diese Schritte im Applet nicht sehr ausfiihrlich erkldrt werden. Auerdem ist
die Nutzung dieses Werkzeugs nur sinnvoll, wenn eine konkrete Aufgabenstellung vorliegt. In
,Mathematik verstehen 5 sind viele Aufgaben angefiihrt, die mit Hilfe dieses Applets gelost
werden konnen (vgl. Malle et al., 2017: 249).

6.15 Lineares Gleichungssystem in zwei Variablen mit Parametern

Mit diesem Applet konnen Schiiler*innen iiben, die Parameter eines Gleichungssystems zu
bestimmen, wenn bekannt ist, ob dieses eine, keine oder unendlich viele Losungen haben soll.
Zwei zufillige Gleichungen werden angezeigt, wobei die Werte der Parameter a und ¢ der
zweiten Gleichung nicht angegeben sind, wie in Abbildung 57 ersichtlich ist. Diese Parameter
sollen bestimmt werden. Zur Kontrolle kann die grafische Darstellung der Gleichungen

eingeblendet und die Losung auch iiberpriift werden.
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Vervollstandige die zweite Gleichung so, dass
das Gleichungssystem keine Lésung hat.

I:-83-x+-3-y=-1
llba-x+12-y=c

a=(12
Super gemacht!

c=|—20

Die beiden Gleichungen | und Il kénnen auch als
Geraden in der Ebene aufgefasst werden.

Wie liegen diese zueinander? Wie liegen ihre
Normalvektoren zueinander?

Geraden anzeigen

Uberpriifen
Neue Aufgabe

Abbildung 57: Gleichungssystem mit Parametern

6.15.1 Kurzbeschreibung
Lineares Gleichungssystem in zwei Variablen mit Parametern
https://www.geogebra.org/m/zyStvztz
Art des Applets
Ubungsapplet, Entdeckungsapplet

Kurzbeschreibung

Parameter eines Gleichungssystems sollen so ergidnzt werden, dass dieses entweder keine, genau einer oder
unendlich viele Losungen hat. Die den Gleichungen entsprechenden Geraden und ihre Normalvektoren
konnen angezeigt werden.

Angesprochene Grundvorstellungen
Einsetzungsvorstellung, Definitionsvorstellung
Benotigtes Vorwissen

Geradengleichungen in allgemeiner Form angeben, damit arbeiten und lineare Gleichungen in zwei Variablen
als Geraden auffassen konnen

Passende Schulbuchaufgaben
Aufgaben 12.70 — 12.74 (Malle et al., 2017: 252)

Tabelle 17: Kurzbeschreibung Lineares Gleichungssystem in zwei Variablen mit Parametern

6.15.2 Hintergrundprogrammierungen

Wird das Applet gedffnet, so wird iiber eine zufdllige Auswahl der Koeffizienten die erste
Gleichung I: a, - x + by - y = ¢; von GeoGebra erstellt. Ein wiederum zufdlliger Parameter k
wird von GeoGebra ausgewihlt (mit k € {—4; —3; —2; —1;0,5; 2; 3; 4; 5}). Das Produkt k - b,
bildet dann den Koeffizienten von y in der zweiten Gleichung. Mit dem Befehl / =
ZufilligesElement({0,1,2}) wird ebenso zufillig bestimmt, ob das Gleichungssystem keine,
eine oder zwei und somit unendlich viele Losungen haben soll. Je nach Auswahl wird eine
andere Angabe angezeigt (fiir [ = 0 z. B. erscheint also der Text ,,Vervollstindige die zweite
Gleichung so, dass das Gleichungssystem keine Losung hat.”). Die Parameter a und c¢ der
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Gleichung II:a - x + b - y = ¢ miissen dann entsprechend bestimmt werden. Der Wert von b,
also das k-te Vielfache von by, wird angezeigt.

Die beiden Gleichungen konnen zusétzlich auch als Geraden mit ihren Normalvektoren
im zweiten Grafikfenster dargestellt werden. Da die Geraden und ihre Normalvektoren mit
Hilfe von Zufallszahlen beziehungsweise iiber die Eingabe der Schiiler*innen erzeugt werden,
ist es leider nicht moglich, ihre Beschriftungen so zu wihlen, dass diese fiir alle mdglichen
Werte immer gut sichtbar sind, wie in Abbildung 57 beim zweiten Normalvektor erkennbar ist.
Auch die Beschriftungen der Geraden sind leider nicht immer an der richtigen Stelle. Da die
Geraden jedoch verschiedenfirbig angezeigt werden und die entsprechenden Beschriftungen
eben diese Farbung aufweisen, sollte auch bei Fehlplatzierung fiir Schiiler*innen ersichtlich
sein, welche Gerade welcher Gleichung entspricht.

Die Schaltfliche ,,Uberpriife“ kontrolliert iiber folgende Skripting-Befehle die
Lagebeziehung dieser beiden Geraden (gll1 und gl2) und ob diese mit der gesuchten
Losungsmenge iibereinstimmt und iiberpriift somit auch die Eingabe der Schiiler*innen:

Wenn[gll £ gl2 N [Z£2, SetzeWert[f,1]]

Wenn[gll || gl2 N gll #gl2 N[Z0, SetzeWert[f,1]]

Wenn[-(gllfgl2) N1Z1, SetzeWert[f,1]]

SetzeWert[j, 1]

Ist der Wahrheitswert f gleich 1, so erscheint eine positive Riickmeldung, ist dem nicht so,
erscheint die Aufforderung ,,Leider falsch, probiere es noch einmal!“ Der Text ,,Super
gemacht!* erscheint also genau dann, wenn die Geraden ident sind und der Angabetext nach
unendlich vielen Losungen fragt, die Geraden parallel sind und nach einem Gleichungssystem
ohne Losung gesucht wurde oder aber die Geraden nicht parallel sind und die Parameter so
bestimmt werden mussten, dass das Gleichungssystem genau eine Losung hat. Die Sichtbarkeit
beider Riickmeldungen ist zusétzlich noch von dem Wahrheitswert j abhédngig, der erst bei
Betétigung der Schaltfliche auf ,,wahr* gesetzt wird. Dies soll verhindern, dass bereits beim
Offnen des Applets eine Riickmeldung erscheint.

6.15.3 Didaktische Analyse und Einsatzmoglichkeiten

Auch wenn durch den Einsatz dieses Applets keine Grundvorstellungen ausgebildet werden
konnen, eignet es sich dennoch dazu, die Einsetzungsvorstellung zu Variablen (die Gerade
dndert ihre Lage, wenn verschiedene Parameter eingesetzt werden) als auch die
Definitionsvorstellung zu Gleichungen (die Gleichungen in zwei Variablen definieren Geraden
in der Ebene) zu festigen, Grundvorstellungen, die in Abschnitt 5.2.4 beschrieben wurden.

Besonders hilfreich ist der Einsatz dieses Applets jedoch, um die in ,,Mathematik verstehen
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5% angefiihrten Lernziele ,,Lineare Gleichungen in zwei Variablen grafisch interpretieren
konnen; wissen, dass die Losungsmenge einer solchen Gleichung als Gerade in R? dargestellt
werden kann* (Malle et al., 2017: 186) sowie ,,Losungsfille fiir lineare Gleichungssysteme mit
Hilfe von Normalvektoren ermitteln konnen* (Malle et al., 2017: 238) zu erreichen. Die
zusitzliche grafische Darstellung, die nicht nur die beiden Geraden, sondern auch zugehorige
Normalvektoren anzeigt, unterstiitzt bei der Erreichung dieser Lernziele.

Je nachdem, wie und wann das Applet im Unterricht eingesetzt wird und wie es von den
Schiiler*innen geniitzt wird, handelt es sich entweder um ein Ubungsapplet oder auch um ein
Entdeckungsapplet. Es wire moglich, nach der Einfiihrung der Darstellung einer Geraden als
allgemeine Gleichung, das Applet als Entdeckungsapplet zu verwenden. Bereits aus der 4.
Klasse aber auch aus vorhergehenden Kapiteln im Schulbuch sind Gleichungssysteme und
deren Losungsfille bekannt. Das Applet konnte in diesem Fall dazu dienen, den
Zusammenhang zwischen Geradengleichungen in allgemeiner Form und Gleichungssystemen
mit Gleichungen in zwei Variablen zu entdecken. Der Entdeckungsprozess wird besonders
durch die zusétzliche Fragestellung ,,Die beiden Gleichungen I und II knnen auch als Geraden
in der Ebene aufgefasst werden. Wie liegen diese zueinander? Wie liegen ihre Normalvektoren
zueinander? und die grafische Darstellung der Geraden angeregt.

Wird die gegenseitige Lage von in allgemeiner Form gegebener Geraden bereits im
Unterricht thematisiert, bevor das Applet zum Einsatz kommt, so kann dieses idealerweise als
Ubungsapplet genutzt werden. Durch die zufillige Auswahl der Parameter als auch der
Losungsfille ergibt sich ein sehr umfangreiches Ubungsangebot. Wird das Applet in einen
GeoGebra-Classroom integriert, so kann der Fortschritt der Schiiler*innen von der Lehrperson
beobachtet werden. Mdglich wire es auch, die Ubungen aus dem Applet als Hausiibung
aufzugeben und die Angabe sowie die Losungen von den Schiiler*innen niederschreiben zu
lassen. Im Gegensatz zu einer Hausilibungsangabe aus dem Schulbuch (wie in Abbildung 58 zu
sehen), konnte durch die Variationen im Applet ein mogliches Abschreiben der Hausiibung von
Mitschiiler*innen verhindert werden. Ob nun die erste oder die zweite Einsatzmoglichkeit
gewihlt wird — in beiden Fillen ist es notwendig, dass vorerst ein grundlegendes Wissen iiber

die allgemeine Form von Geradengleichungen vorhanden ist.
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12.70

12.71

12.72

12.73

Deute die Gleichungen des folgenden Gleichungssystems als Geraden! Entscheide — ohne das

Gleichungssystem zu I6sen — aufgrund der Normalvektoren der Geraden, ob das Gleichungs-

system genau eine Losung, keine Losung oder unendlich viele Lésungen besitzt!
=1,5x+2y=-1 13x — 26y =1 8x+7y=9

3 | 6x—8y=45 b) [—26x +52y=-2 0 {—4x +6y=5

Deute die Gleichungen des folgenden Gleichungssystems als Geraden! Gib mit Hilfe der Normal-
vektoren Werte fiir a und b so an, dass das Gleichungssystem 1) genau eine Losung, 2) keine
Losung, 3) unendlich viele Lésungen besitzt!

ax+3y=15 ax—22y=b IX+2y=—4
) |9x+3y=b B) { 7x—1y=9 9 |3x+ay=b

Ermittle im folgenden Gleichungssystem die Zahl p € R so, dass das Gleichungssystem unendlich
viele Losungen hat! Wie viele Losungen hat es fiir jeden anderen Wert von p?

x+3y=-2 5x—7y="11 prx—2y=8 4x—p-y=1
a) [2x+p-y=—4 b) [p-x+14y=—22 9 { x+y=—4 9 |-12x+9y=-3
Gib Zahlen a, b € R an, sodass das folgende Gleichungssystem keine Losung, genau eine Lsung
bzw. unendlich viele Lésungen hat!

S5x+y=3 3x+a-y=b a-x+2y=b { x+y=1
a) [a-x+b-y=6 b) 1* 3x+8y=24 ¢ x—8y=16 d) a'x—b-y=2

Abbildung 58: Schulbuchaufgabe Gleichungssysteme und Geraden (Malle et al., 2017: 252)
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7 Fazit

Grundvorstellungen dienen dazu, mathematischen Aspekten Bedeutung zuzuschreiben. Genau
diese Zuschreibung von Bedeutung kann wohl kaum besser erfolgen als iiber das
Veranschaulichen von Sachverhalten — und genau dafiir sind Applets besonders gut geeignet.
Die didaktisch-methodischen Analysen der Applets zeigen klar deren Potentiale fiir den
Mathematikunterricht auf. Mit Hilfe von Applets kdnnen nicht nur einzelne tragfahige
Grundvorstellungen ausgebildet werden, sondern auch verschiedene Grundvorstellungen
miteinander verkniipft und gefestigt werden. Fehlvorstellungen konnen iiber die Moglichkeit
des wiederholten Ubens und Erforschens erkannt und behoben werden. Aber auch abseits des
Ausbildens von Grundvorstellungen zeigen sich klare Vorteile des Einsatzes von Applets im
Unterricht. Wahrend Konstruktionen an der Tafel oft ungenau und die einzelnen Schritte, wenn
einmal ins Heft iibertragen, meist nicht mehr nachvollziehbar sind und viel wertvolle
Unterrichtszeit in Anspruch nehmen, kénnen Konstruktionen in Applets im Vorhinein erstellt
und {iber Animationen immer wieder abgespielt werden. Zusitzlich konnen diese
Konstruktionen dynamisch verdndert werden. Ob nun das VergroBern eines Winkels, das
Verdndern der Parameter einer Funktion oder die Verschiebung eines Pfeiles vorgenommen
wird — die Auswirkung dieser Verdnderungen beobachten zu kdnnen, kann Schiiler*innen dabei
helfen, Zusammenhénge festzustellen, die in statischen Abbildungen nur schwer erkannt
werden konnen. Aber nicht nur Demonstrations- oder Entdeckungsapplets sind herkommlichen
Darstellungsformen iiberlegen: auch Ubungsapplets konnen durch Quantitit und Qualitit der
Aufgabenstellungen iiberzeugen. Der Zufallsgenerator ermdglicht ein quasi unbegrenztes Uben,
verschiedene Formen von automatischen Riickmeldungen kdnnen integriert werden und auch
eine detaillierte und direkt abrufbare zusitzliche Hilfestellung kann Schiiler*innen bei der
Bearbeitung von Aufgaben unterstiitzen. Werkzeugapplets wiederum ermdoglichen es, den
Fokus des Mathematikunterrichts zu verlagern, vom operativ-algorithmischen zum kritisch-
argumentativen Arbeiten.

Um all diese Potentiale bestmdglich ausschopfen zu konnen, ist das Erstellen solcher
Applets mit viel Uberlegungsarbeit verbunden. Applets sollten leicht bedienbar sein, klare
Instruktionen enthalten, den Fokus auf das Wesentliche lenken, dem gedankenlosen Auslagern
von mathematischen Handlungen entgegenwirken und gleichzeitig Wissen vermitteln und
Verstiandnis fordern. Es ist daher nicht zu leugnen, dass viel Zeit fiir die Erstellung eingeplant
werden muss, besonders anfangs, wenn man noch nicht mit allen Funktionen von GeoGebra
vertraut ist. Doch der Aufwand macht sich in vielerlei Hinsicht bezahlt: es ist anzunehmen, dass

ein gutes Applet Schiiler*innen nicht nur besser beim Verstehen von Zusammenhingen
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unterstiitzt als viele andere herkdmmliche Unterrichtsmaterialien, sondern dass sie sich auch
lieber mit diesen auseinandersetzen. Auflerdem kann ein Applet immer wieder eingesetzt und
idealerweise durch einfache Anderungen adaptiert werden, sodass es fiir mdglichst viele
Einsatzbereiche genutzt werden kann.

Nicht nur griindliche Uberlegungen vor dem Erstellen von Applets, auch viel Geduld
wihrenddessen ist oftmals notwendig. Das Programm hat — wie vermutlich jede
Softwarelosung — seine Eigenheiten und nicht immer funktioniert alles genauso wie es sein soll.
Hier ist definitiv die weltweite Community an Nutzer*innen ein riesengrofler Vorteil. Jede
Frage, die beim Erstellen der Applets fiir diese Masterarbeit aufgetreten ist, kann in
Forumsbeitrdgen gefunden werden und fast immer ist auch die Problemldsung geschildert.
AuBlerdem, das wurde mir im Zuge dieser Arbeit ganz besonders bewusst, wird das Bedienen
des Programmes mit jedem erstellten Applet einfacher. Neu entdeckte Moglichkeiten der
Programmierung erlauben es, noch komplexere Applets zu erstellen und auch die stetige
Weiterentwicklung der Software erdffnet neue Optionen.

Trotz der groen Community existieren jedoch kaum hilfreiche Anleitungen fiir das
Erstellen von Applets. Zwar sind die einzelnen Funktionen des Programmes — manchmal
genauer, manchmal weniger genau — beschrieben, die Einsatzmoglichkeiten dieser Funktionen
jedoch nicht angefiihrt. Die vorliegende Arbeit soll daher auch als Anleitung dienen, wie die
verschiedenen Funktionen und Werkzeuge fiir die Erstellung von Applets genutzt werden
konnen, wobei anzumerken ist, dass wohl ein grundlegendes Programmuverstindnis notwendig
ist, um mit diesen Anleitungen arbeiten zu kénnen.

Beim Schreiben dieser Arbeit wurde mir abermals bewusst, wie viele Moglichkeiten
GeoGebra bietet, den Mathematikunterricht zu bereichern und wie schade es gleichzeitig ist,
dass viele Lehrpersonen die Software nur sehr sporadisch im Unterricht nutzen. Es ist daher,
meiner Meinung nach, dringend notwendig, das Angebot an Workshops oder auch
verpflichtenden Lehrveranstaltungen im Zuge der Lehrer*innenausbildung auszubauen, um die
Software GeoGebra (angehenden) Lehrpersonen nédherzubringen und sie von deren Potentialen

fiir den Unterricht zu {iberzeugen.
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