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1 Einleitung

Die Integralrechnung ist im Osterreichischen Lehrplan fiir allgemeinbildende hdéhere
Schulen' fest verankert (vgl. RIS 2021) und bildet darin einen der letzten groBen The-
menbereiche, die in diesen Schulformen im Mathematikunterricht behandelt werden.
Um dem Anspruch gerecht zu werden, zur Allgemeinbildung der Schiiler*innen beizu-
tragen, sollte dabei insbesondere ,,das inhaltliche Verstindnis des Integralbegriffs im
Mittelpunkt [stehen]“ (Danckwerts & Vogel 2006: 125). Dieses inhaltliche Versténdnis
den Schiiler*innen im Mathematikunterricht auf geeignete Weise zugénglich zu ma-
chen, gilt jedoch insbesondere aufgrund der grofien Vielfalt fachlicher und inhaltlicher
Facetten des Integralbegriffs als besonders anspruchsvoll (vgl. Blum & Toérner 1983:
171-172, Danckwerts & Vogel 2006: 94).

Ziel dieser Arbeit ist daher, zunédchst die fachliche und inhaltliche Komplexitit des In-
tegralbegriffs zu beleuchten und anhand der daraus hervorgehenden fachdidaktischen
und fachlichen Kriterien unterrichtliche Zugénge zur Integralrechnung im Detail zu be-
schreiben sowie deren Umsetzung in den vier Schulbiichern, die fiir die zum Zeitpunkt
des Verfassens dieser Arbeit fiir die 6sterreichische AHS-Oberstufe zur Verfiigung ste-
hen, im Detail zu analysieren. Dabei spielen selbstverstandlich auch die spezifischen
Anforderungen eines allgemeinbildenden Mathematikunterrichts eine grofie Rolle und
werden vielseitig beriicksichtigt. Die Analyse zeigt, dass alle untersuchten Schulbiicher
zumindest auf grundlegender Ebene erreichen, , ein umfassendes Bild der Grundvorstel-
lungen und Aspekte zum Integralbegriff zu vermitteln“ (Greefrath et al. 2016: 262). In
Hinblick auf einzelne Kriterien gibt es jedoch zum Teil sehr grole Unterschiede zwischen
den vier Schulbiichern, wobei keines der Schulbiicher in allen analysierten Bereichen

gleichzeitig dominiert.

Zu Beginn werden sowohl relevante mathematische Begriffe, Definitionen und Sitze
als auch grundlegende Begriffe und Konzepte aus der Fachdidaktik eingefithrt. Darauf
folgt eine umfassende fachdidaktische Diskussion des Integralbegriffs, bei der zunéchst
insbesondere die Vielzahl von Aspekten und Grundvorstellungen sowie deren durchaus
komplexes Zusammenspiel im Zentrum steht. Aulerdem werden auf Basis einschliagiger
Literatur drei verschiedene unterrichtliche Zugénge zur Integralrechnung beschrieben
und analysiert sowie in Bezug auf deren Beitrdge zur Allgemeinbildung anhand ent-
sprechender Kriterien miteinander verglichen. Zum Abschluss werden die Zugénge zur
Integralrechnung, die in den vier sterreichischen Schulbiichern fiir die AHS-Oberstufe
gewahlt wurden, im Detail beschrieben, anhand der erarbeiteten Kriterien analysiert

und sorgfiltig miteinander verglichen.

1Allgemein.l.oildende hohere Schule (kurz AHS) ist der Uberbegriff fiir gymnasiale Schulformen mit
Oberstufe in Osterreich (BMBWF 2021).



2 Mathematische Begriffe, Definitionen und Sitze

In diesem Kapitel werden grundlegende mathematische Begriffe wie Unter- und Ober-
summen, Integrierbarkeit, bestimmtes Integral, Stammfunktion und Integralfunktion de-
finiert und damit in Verbindung stehende Sétze diskutiert, wobei dabei dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung seiner Rolle entsprechend viel Aufmerksamkeit
geschenkt wird. AbschlieBend werden noch Uberlegungen zum Integral als Mittelwert
angestellt, die beiden Funktionseigenschaften integrierbar sein und eine Stammfunktion
besitzen gegeniibergestellt und der Begriff des unbestimmten Integrals kritisch beleuch-
tet.

2.1 Fachliche Klirung des Integralbegriffs

Der fiir die Schule relevante Integralbegriff geht auf Bernhard Riemann (1826-1866)
und Jean Gaston Darboux (1842-1917) zuriick (vgl. Biichter & Henn 2010: 227) und
wird in der Fachliteratur iiblicherweise als Riemann-Integral oder Riemannsches Inte-
gral bezeichnet.? Der eigenstindige Begriff des Darboux-Integrals existiert zwar auch,
man kann aber zeigen, dass dieser zum Riemann-Integral dquivalent ist und damit
eigentlich nur eine weitere, in vielen Féllen jedoch sehr niitzliche Beschreibung des-
selben Integralbegriffs darstellt (vgl. Heuser 2009: 468). Daher spielt eine tatséchliche
Unterscheidung im Grunde keine Rolle, was sich auch in einschlédgigen Lehrwerken wi-

derspiegelt.?

Im Rahmen dieser Arbeit werden sich von nun an die Begriffe integrierbar und (be-
stimmtes) Integral immer einfach auf den fiir die Schule relevanten Integralbegriff be-
ziehen, wobei damit gleichzeitig auch auf eine Unterscheidung zwischen Riemann- und
Darboux-Integral verzichtet wird. Um ein verniinftiges Maf§ an begrifflicher Klarheit zu
gewahrleisten, werden im Folgenden noch die wichtigsten Begriffe im Zusammenhang

mit diesem Integralbegriff sauber definiert und miteinander in Verbindung gebracht.

2.1.1 Unter- und Obersummen

In dieser Arbeit bezeichne [a; b] stets ein abgeschlossenes Intervall reeller Zahlen, wobei

a < b gelten soll. Dieses Intervall wird nun durch endlich viele Stellen tg,t, ..., t,, mit

a=ty<ti<ta<..<t,=0b

Zsiehe z.B. Deiser (2015), Forster (2016), Heuser (2009)

3Beispielsweise fiihrt Otto Forster (2016: 208) in seinem Lehrwerk Analysis 1 streng genommen
das Darboux-Integral ein, bezeichnet es aber von Anfang an als Riemannsches Integral und fiihrt
Riemannsche Summen, die ja eigentlich der Definition des Riemann-Integrals zu Grunde liegen (vgl.
Heuser 2009: 450), erst danach ein.



in n € N* Teilintervalle der Form [t;_;;t;] mit i € {1,...,n} zerlegt. Die so erhaltene

Zerlegung des Intervalls [a; b] wird mit Z bezeichnet und man schreibt
Z = [to = a,tl,tg, ,tn = b]

(vgl. Greefrath et al. 2016: 222).

Definition (Unter- und Obersummen). Sei f : [a;b] — R eine beschriankte Funk-
tion und Z eine Zerlegung des Intervalls [a; b]. Aulerdem sei m; das Infimum und M;

das Supremum der Funktionswerte von f im Teilintervall [t;_;¢;]. Dann wird

i=1
die Untersumme und .
i=1

die Obersumme von f zur Zerlegung Z genannt (vgl. Biichter & Henn 2010: 225).

Aufgrund der Beschréanktheit von f sind Unter- und Obersummen stets wohldefiniert,
da diese die Existenz der Infima und Suprema auf allen Teilintervallen garantiert. Insbe-
sondere existiert deshalb auch ein Infimum s und ein Supremum S der Funktionswerte
von f im gesamten Intervall [a;b]. Daher gilt fiir Unter- und Obersumme zu einer

beliebigen Zerlegung Z, dass
s (b—a) <UZ) <O0(Z) < S+ (b—a)

(vgl. Biichter & Henn 2010: 225).

0(2)

Abb. 1: Graphische Veranschaulichung der Beziehung s-(b—a) <U(Z) < O(Z) < S-(b—a)

Sei ab jetzt U die Menge aller Untersummen und O die Menge aller Obersummen von

f zu beliebigen Zerlegungen des Intervalls [a;b]. Es ist bereits klar, dass diese beiden
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Mengen beschrinkt sind. Man kann nun aber zeigen?, dass insbesondere sogar gilt,
dass jede Obersumme von f eine obere Schranke von ¢/ und jede Untersumme von f
eine untere Schranke von O ist. Insgesamt ldsst sich aus diesem Sachverhalt also eine

schone und besonders wichtige Beziehung destillieren, ndmlich
supU < inf O

(vgl. Biichter & Henn 2010: 226).

2.1.2 Integrierbarkeit und Integral

Definition (Integrierbarkeit und Integral). Sei I C R, [a;b] C T und f: I - R
eine auf [a; b] beschriankte Funktion. Wenn fiir die Mengen der Unter- beziehungsweise

Obersummen von f zu beliebigen Zerlegungen des Intervalls [a; b] gilt, dass
supU = inf O,
dann wird diese Zahl das bestimmte Integral von f auf dem Intervall [a;b] genannt und

/a " H) da

bezeichnet. Fine Funktion, die die in dieser Definition geforderten Voraussetzungen

mit

erfiillt, wird integrierbar auf dem Intervall |a;b] genannt (vgl. Greefrath et al. 2016:
924).5

Mit dieser Definition ist jedoch leider noch iiberhaupt nicht klar, wie man nun tatséchlich
vorgehen kann, wenn man die Integrierbarkeit einer Funktion iiber einem Intervall
tiberpriifen oder gar das entsprechende bestimmte Integral berechnen méchte (vgl.
Biichter & Henn 2010: 228). In diesem Zusammenhang gibt es jedoch einen wichtigen

Satz, der dann in weiterer Folge Vieles erleichtert.

Satz (Kriterium fiir Integrierbarkeit).® Sei I C R, [a;0] C I und f : I — R eine
auf [a; b] beschrankte Funktion. Falls es eine Folge von Untersummen (¢,) und eine

Folge von Obersummen (d,,) gibt”, sodass

lim (d, — ¢,) =0,

n—o0

dann ist f integrierbar auf dem Intervall [a;b] (vgl. Biichter & Henn 2010: 228).

1Beweis z.B. in Biichter & Henn (2010: 226)

5Streng genommen entspricht dies nun der Definition des Darboux-Integrals (vgl. Deiser 2015: 38).
6Beweis z.B. in Biichter & Henn (2010: 228)

“Damit ist gemeint, dass ¢, € Y und d,, € O fiir alle n € N*,
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Die Relevanz dieses Satzes ist kaum zu unterschétzen. Einerseits kann man damit die
Integrierbarkeit von Funktionen beweisen, die auf dem betrachteten Intervall monoton
oder stetig sind (vgl. Biichter & Henn 2010: 229-231), andererseits lassen sich dadurch
zumindest gewisse bestimmte Integrale als Grenzwerte solcher Folgen von Unter- be-
ziehungsweise Obersummen konkret berechnen (siehe z.B. Biichter & Henn 2010: 231-
234). AuBerdem liefert dieser Satz den entscheidenden Ansatz fiir eine alternative und
durchaus anschauliche Definition des bestimmten Integrals, die auch in der Schulma-
thematik iiblich ist (vgl. Greefrath et al. 2016: 225).

Bei dieser Definition beschréankt man sich auf sogenannte dquidistante Zerlegungen des
betrachteten Intervalls, also Zerlegungen in lauter gleich breite Teilintervalle. Zerlegt
man das betrachtete Intervall in n € N* solche Teile, dann bezeichnet man iiblicherweise
die entsprechende Untersumme mit U,, und die entsprechende Obersumme mit O,, (vgl.
Greefrath et al. 2016: 225). Entscheidend ist nun, dass man mit (U,) und (O,,) Folgen
von Unter- beziehungsweise Obersummen erhélt, die eine Definition des bestimmten
Integrals als Grenzwert dieser Folgen ermoglichen und dass diese Definition zu der be-

reits gegebenen dquivalent ist (vgl. Greefrath et al. 2016: 225).8

} / | ﬁ

/ a b / a b

Abb. 2: Graphische Veranschaulichung von Unter- und Obersummen bei dquidistanten
Zerlegungen (n =5 bzw. n = 15)

Alternative Definition (Integrierbarkeit und Integral). Sei I C R, [a;b] C [
und f: I — R eine auf [a;b] beschrankte Funktion. Weiter seien (U,,) und (O,,) die
Folgen von Unter- beziehungsweise Obersummen von f zu dquidistanten Zerlegungen
des Intervalls [a;b]. Wenn gilt, dass

lim U, = lim O,,

n—oo n—o0

dann wird diese Zahl das bestimmte Integral von f auf dem Intervall [a;b] genannt und

8Beweis z.B. in Deiser (2015: 40)



mit

/  f(a) da

bezeichnet. Eine Funktion, die die in dieser Definition geforderten Voraussetzungen
erfiilllt, wird integrierbar auf dem Intervall [a;b] genannt (vgl. Greefrath et al. 2016:
225).

Auch wenn diese alternative Definition des bestimmten Integrals auf den ersten Blick
sogar eine Anleitung zum Berechnen bestimmter Integrale beinhaltet, so bleibt es leider
bis auf wenige Ausnahmen nach wie vor mithsam bis unméglich, solche Berechnungen
tatsdchlich durchzufiihren (vgl. Biichter & Henn 2010: 235). Man kann diese Anleitung
aber zumindest dafiir verwenden, sich {iber Unter- und Obersummen an das bestimmte
Integral gezielt heranzutasten. Dies ist vor allem mit entsprechendem Technologieein-
satz gut durchfithrbar und kann bei geeigneter Wahl der Software auch sehr schon
graphisch veranschaulicht werden® (vgl. Biichter & Henn 2010: 232).

Fiir stetige Funktionen liefert schliefSlich der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung eine Moglichkeit zur Berechnung bestimmter Integrale, die zumindest theo-
retisch immer ans Ziel fithrt, in vielen Fallen aber auch von sehr groflem praktischen
Nutzen ist (vgl. Biichter & Henn 2010: 244). Bevor aber dieser Satz im Detail diskutiert

werden kann, muss noch der Begriff der Stammfunktion eingefiihrt werden.

2.2 Stammfunktionen

Definition (Stammfunktion). Sei / C R und f : I — R ein Funktion. Dann nennt

man eine differenzierbare Funktion F': I — R, die
F'=f
erfiillt, Stammfunktion von f (vgl. Forster 2016: 221).

Wie man an der Definition bereits erkennt, ist der Begriff der Stammfunktion eigentlich
in der Differentialrechnung verankert und steht zumindest auf den ersten Blick in kei-
ner Verbindung zum Integral. Diese Verbindung wird erst durch den bereits erwidhnten
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung hergestellt (vgl. Biichter & Henn 2010:
237).

Sei nun F' eine Stammfunktion von f. Dann kann man sich unschwer davon iiberzeugen,
dass man beliebig viele weitere Stammfunktion von f finden kann, denn offensichtlich
besitzt auch die Funktion G mit G(x) = F(x) + ¢ fiir beliebiges ¢ € R die geforder-

92.B. mit den Befehlen ,,Untersumme® und , Obersumme“ bei GeoGebra
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ten Eigenschaften (vgl. Biichter & Henn 2010: 238). Eine in weiterer Folge besonders
wichtige Aussage ist dann, dass man iiber diese Konstruktion tatséichlich auch schon
alle moglichen Stammfunktionen von f gefunden hat, sofern man voraussetzt, dass die

gemeinsame Definitionsmenge [ ein Intervall ist (vgl. Biichter & Henn 2010: 240).

Satz (Stammfunktionen von f).!% Sei I C R ein Intervall und F : I — R eine
Stammfunktion von f : I — R. Dann gilt, dass eine Funktion G : I — R genau dann
Stammfunktion von f ist, wenn es ein ¢ € R gibt, sodass G(z) = F(z) + ¢ (vgl. Forster
2016: 221).

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ermdoglicht es dann, das Berech-
nen bestimmter Integrale stetiger Funktionen im Wesentlichen auf das Ermitteln ent-
sprechender Stammfunktionen zu reduzieren'! (vgl. Biichter & Henn 2010: 237). Man
kann also damit in vielen Féllen ,,die méchtigen Ableitungsregeln fiir die Integralrech-
nung nutzbar machen® (Biichter & Henn 2010: 246).

2.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Die Formulierung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ist in der ein-
schldgigen Literatur nicht ganz einheitlich. Um Missverstdndnissen vorzubeugen, wird
in dieser Arbeit durchgéngig dieselbe Formulierung verwendet. Bei dieser gibt es einen
Hauptsatz, der allerdings aus zwei Teilen besteht (siehe z.B. Biichter & Henn 2010: 240-
241, Blum & Torner 1983: 166-167). Eine andere, durchaus iibliche Formulierung, die
dieser sehr dhnlich ist, spricht von zwei Hauptsdtzen und meint damit einfach den ers-
ten beziehungsweise zweiten Teil der in dieser Arbeit verwendeten Formulierung (siehe
z.B. Greefrath et al. 2016: 228-230, Blum & Kirsch 1996, Kirsch 1996). Abschlieflend
gibt es noch Formulierungen, die entweder nur den ersten Teil (siehe z.B. Bender 1990,
Danckwerts & Vogel 2006: 104-108) oder aber auch nur den zweiten Teil (siehe z.B.
Forster 2016: 221) als Hauptsatz oder Fundamentalsatz bezeichnen.

Es braucht nun noch einen letzten Begriff, bevor der Hauptsatz der Differential- und

Integralrechnung formuliert werden kann, und zwar den Begriff der Integralfunktion.

Definition (Integralfunktion). Sei / C R ein Intervall, @ € [ und f : I — R
eine Funktion, die auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von I integrierbar ist, dann

bezeichnet man die Funktion

F: IR, Fi) :/xf(t)dt

10Beweis z.B. in Forster (2016: 221)
I Auch dies ist bekanntermaBen oft leichter gesagt als getan beziehungsweise nicht immer méglich.
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als Integralfunktion von f zur unteren Grenze a (vgl. Greefrath et al. 2016: 228), wobei

man sinnvollerweise festlegt, dass

/ F(#)dt =0 und / F(#)dt = _/ F(t)dt (Fir z < a)
(vgl. Biichter & Henn 2010: 227, Forster 2016: 218).

Der Begriff der Integralfunktion ist nicht nur fiir den in diesem Abschnitt diskutierten
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung von zentraler Bedeutung, sondern er
spielt unter anderem auch bei didaktischen Uberlegungen zur Einfithrung der Integral-

rechnung in der Schule eine grofie Rolle.!?

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).'® Sei I C R zusam-
menhéngend und f : I — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

1. Ist a € I und F, : I — R die Integralfunktion von f mit

Fy(r) = / .

dann ist F, differenzierbar und es gilt F! = f.1

2. Ist F': I — R eine Stammfunktion von f und a,b € I, dann gilt
b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
(vgl. Biichter & Henn 2010: 240-241, Forster 2016: 220-221)

Dieser Satz, dessen grofle Bedeutung mit der Bezeichnung Hauptsatz unterstrichen
wird, verbindet ,,zwei Jahrtausende alte mathematische Problemkreise - das Problem,
Tangenten an Kurven zu legen, und das Problem, Flacheninhalte zu bestimmen®
(Biichter & Henn 2010: 237). Die Entdeckung, dass ,sich die Operationen von Dif-
ferentiation und Integration invers zueinander verhalten (Greefrath et al. 2016: 221),
wird sowohl Isaac Newton (1643-1727) als auch Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
zugeschrieben, wobei die erste dokumentierte explizite Formulierung des Hauptsatzes
von Newton stammt (vgl. Greefrath et al. 2016: 221).

Die beiden zentralen Aussagen des Hauptsatzes lassen sich recht pragnant auf den

Punkt bringen. Der erste Teil sagt aus, dass ,,jede Integralfunktion einer stetigen Funk-

2siehe z.B. Danckwerts & Vogel (2006: 96-110)

13Beweis z.B. in Forster (2016: 220-221)

4Daraus folgt insbesondere sofort, dass jede stetige Funktion f : I — R, I C R eine Stammfunktion
besitzt.



tion eine Stammfunktion'® ist* (Greefrath et al. 2016: 228). Es gilt dann also: ,,Dif-
ferenzieren macht Integrieren riickgingig” (Blum & Kirsch 1996: 62). Diesen Zusam-
menhang kann man unter anderem anhand geeigneter Beispiele aus der angewandten
Mathematik!® motivieren und dariiber hinaus auch auf durchaus anschaulichem Wege
beweisen (vgl. Blum & Kirsch 1996: 62-63, Kirsch 1996: 55-59). Das Ausmafl der Be-
deutung des zweiten Teils ist in der einschlégigen Literatur unterschiedlich grofl. Klar
ist, dass man damit einen Weg gefunden hat, bestimmte Integrale einer stetigen Funk-
tion im Grunde einfach durch Einsetzen der Grenzen in eine beliebige Stammfunktion
zu berechnen (vgl. Greefrath et al. 2016: 229). Dies allein ist ohne Zweifel bereits von
grofer sowohl theoretischer als auch praktischer Bedeutung. Man kann aber noch einen
Schritt weiter gehen und die Aussage des zweiten Teils lesen als , Integrieren macht Dif-
ferenzieren riickgingig” (Blum & Kirsch 1996: 64). Dies ist in der Schule speziell im
Zusammenhang mit der Grundvorstellung vom Integrieren als Rekonstruieren!” von
grofier Bedeutung (vgl. Blum & Kirsch 1996: 64-65, Danckwerts & Vogel 2006: 96-110)
und stellt auBlerdem den zweiten Teil des Hauptsatzes dhnlich pridgnant dem ersten
gegeniiber, sodass die beiden Teile einander sowohl inhaltlich als auch sprachlich sehr

schon ergénzen.

Auch beim Beweis des zweiten Teils des Hauptsatzes findet man in der einschlagigen Li-
teratur unterschiedliche Herangehensweisen. Hat man den ersten Teil des Hauptsatzes
bereits zur Verfiigung, so liegt es von einem rein formalen Standpunkt aus betrachtet
gewissermaflen auf der Hand, den zweiten Teil aus dem ersten zu folgern, da man da-
bei mithilfe des in Abschnitt 2.2 erwdhnten Satzes iiber Stammfunktionen in wenigen
einfachen Schritten ans Ziel kommt (siehe z.B. Forster 2016: 221). Blum und Kirsch
kritisieren jedoch, dass dabei die ,inhaltliche Aussage auf eine blofle Integralberech-
nungsformel reduziert” (Blum & Kirsch 1996: 65) wird und man deshalb zumindest im
schulischen Kontext den zweiten Teil des Hauptsatzes lieber unabhingig!® vom ersten
Teil herleiten und beweisen sollte (vgl. Blum & Kirsch 1996: 65).

2.4 Abschlielende Bemerkungen

Zum Abschluss dieses Kapitels werden im Folgenden noch einige interessante und wich-
tige Bemerkungen zu weiteren relevanten Begriffen im Zusammenhang mit der Inte-

gralrechnung gemacht. Dabei werden jeweils hauptsédchlich fachliche aber in manchen

15Die Umkehrung dieser Aussage ist i.A. jedoch falsch, da z.B. F : R — R mit F(z) = sin(z) + 2
zwar eine Stammfunktion von f: R — R mit f(z) = cos(z) ist, aber keine Integralfunktion von f sein
kann (vgl. Biichter & Henn 2010: 242).

167 B. physikalische Arbeit (vgl. Blum & Kirsch 1996: 62-63)

7siehe Abschnitt 4.1

8Die Existenz der Stammfunktion wird bei diesem Vorschlag dadurch legitimiert, dass man von
Vornherein das bestimmte Integral der Ableitung einer Funktion betrachtet (vgl. Blum & Kirsch 1996:
63).



Bereichen weiterhin bereits einzelne fachdidaktische Aspekte diskutiert.

2.4.1 Das Integral als Mittelwert

Betrachtet man eine Funktion f : I — R, I C R, die iiber dem Intervall [a; ] C I inte-
grierbar ist, so kann man sich die in einigen Anwendungssituationen'® natiirliche Frage
stellen, was denn ,ein verniinftiger ,Mittelwert’ der Funktion f“ (Biichter & Henn
2010: 245) in diesem Intervall sein kénnte. Um diese Frage zu beantworten, kann man
beispielsweise eine dquidistante Zerlegung des Intervalls betrachten, aus jedem Teilin-
tervall auf eine fiir den Kontext sinnvolle Weise einen Funktionswert herausgreifen und
dann einfach das arithmetische Mittel dieser Funktionswerte berechnen (vgl. Biichter &
Henn 2010: 245). Sei nun y,, das arithmetische Mittel bei einer Zerlegung des Intervalls

[a;b] in n gleich breite Teilintervalle und f(z;) der ausgewéhlte Funktionswert von f
im ¢-ten Teilintervall. Dann gilt

Un =

'Zf(xi)

Durch Multiplikation mit der Intervallbreite b — a kann man nun den entscheidenden

SRS

Schritt leisten, den man graphisch gewissermaBen als Ubergang von einzelnen Werten
zu Rechtecken interpretieren kann (vgl. Biichter & Henn 2010: 245, Danckwerts & Vogel
2006: 113). Es gilt also

b—a

n

)= =),

wobei die linke Seite im Allgemeinen dann eine sogenannte Zwischensumme von f zur

vorliegenden #dquidistanten Zerlegung des Intervalls [a; b] ist.?

N
[\ ‘\

I o
| | | | |
| \ | |
/ \ | \
| | | |

Abb. 3: Ubergang von einzelnen Werten zur Zwischensumme bei der Mittelwertbildung

Man kann ohne grofle Schwierigkeiten zeigen, dass im Falle der Integrierbarkeit von f

iiber [a; b] auch jede entsprechende Folge solcher Zwischensummen gegen das bestimmte

197 B. Durchschnittstemperatur an einem Ort iiber einen bestimmten Zeitraum mithilfe der ent-
sprechenden Temperaturkurve (vgl. Biichter & Henn 2010: 245)
20Nur in speziellen Fillen handelt es sich dabei um eine Unter- oder Obersumme.
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Integral von f iiber [a;b] konvergiert (siehe z.B. Deiser 2015: 40). Das bedeutet, man
kann nun auf verniinftige Weise einen Mittelwert von f in [a; b] definieren und zwar als

Grenzwert von 7, fiir n — oco. Bezeichnet man diesen Grenzwert als p(f), so gilt dann

W =52 [ fw)ds

(vgl. Biichter & Henn 2010: 246). Damit hat man mithilfe des Integrals ,,das Analogon
zum arithmetischen Mittel“ (Danckwerts & Vogel 2006: 113) fiir den kontinuierlichen
Fall gefunden und so den ,Begriff des Mittelwerts deutlich erweitert* (Danckwerts &
Vogel 2006: 114). Daher spielt diese Idee insbesondere auch in der Stochastik eine grofie
Rolle (vgl. Blum & Torner 1983: 165-166, Danckwerts & Vogel 2006: 113).

JU(F) freseesseensens e e

Abb. 4: Die Funktion f : [0;4] — R nimmt ihren Mittelwert p(f) nicht als Funktionswert an.

Falls f im Intervall [a; b] stetig ist, dann gilt nach dem sogenannten Mittelwertsatz der

Integralrechnung sogar, dass ein £ € [a; b] existiert, sodass

(vgl. Forster 2016: 213-214), also dass ,,der Mittelwert pu(f) [tatséchlich] als Funktions-
wert von f angenommen wird“ (Danckwerts & Vogel 2006: 115).

2.4.2 Integrierbar sein vs. eine Stammfunktion besitzen

Fiir stetige Funktionen wurde oben bereits gekléart, dass sie sowohl iiber jedem ab-
geschlossenen Teilintervall ihrer Definitionsbereiche integrierbar sind (siehe Abschnitt
2.1.2), als auch eine Stammfunktion besitzen (siche Abschnitt 2.3). Lésst man aber

die Voraussetzung der Stetigkeit fallen, so kann im Grunde alles passieren (vgl. Furdek
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2008: 22). In diesem Abschnitt werden die beiden besonders interessanten Fille inte-
grierbar sein aber keine Stammfunktion besitzen und eine Stammfunktion besitzen aber
nicht integrierbar sein behandelt und jeweils mit einem typischen Beispiel untermau-
ert. Damit soll verdeutlicht werden, dass es sich im Allgemeinen bei integrierbar sein
und eine Stammfunktion besitzen um zwei voneinander unabhéngige Funktionseigen-
schaften handelt, die man einander nicht gleichsetzen kann beziehungsweise sollte (vgl.
Danckwerts & Vogel 2006: 95, Tietze et al. 1997: 287).

Als erstes wird der Fall integrierbar sein aber keine Stammfunktion besitzen behandelt.

Man kann sich ohne allzu viel Aufwand davon iiberzeugen, dass die Funktion f : R — R

f(a:):{l , T <3

gegeben durch

-1 ,z>3

auf jedem abgeschlossenen Teilintervall der reellen Zahlen integrierbar ist?'. Es jedoch
vollig ausgeschlossen, dass f auf einem Intervall, das die Stelle x = 3 enthélt, eine
Stammfunktion besitzt, da dies einen Widerspruch zum Satz von Darbouz®® bedeuten
wiirde (vgl. Deiser 2011: 240). Auf jedem solchen Intervall ist f dann also integrierbar,
besitzt aber keine Stammfunktionen. Beispiele wie dieses sind durchaus auch fiir die
Schule relevant und koénnen im Zusammenhang mit einem passenden Kontext sogar als

Einstieg in die Integralrechnung verwendet werden.?

Abb. 5: Die Funktion f: R — R ist auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von R
integrierbar, besitzt aber keine Stammfunktion auf Intervallen, die die Stelle x = 3
enthalten.

Zsiehe Abschnitt 2.1.2

2Dieser besagt, dass ,,obwohl [...] die Ableitung einer Funktion nicht notwendig stetig ist, kann sie
keine Werte iiberspringen“ (Deiser 2011: 240).

Zgiehe z.B. Danckwerts & Vogel (2006: 97-98)
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Fiir den Fall eine Stammfunktion besitzen aber nicht integrierbar sein wird hier nun ein
Klassiker angefiihrt, welcher in leichten Abwandlungen in zahlreichen Lehrbiichern?*

zu finden ist. Die Funktion g : R — R gegeben durch

1
2
o) = x-cos(;) , x#0
0 , =20

ist differenzierbar. Fiir ihre Ableitung ¢’ erhdlt man

1 2 . 1
J(z) = 2'“””(;)*;'&“(;) 270
0 , =20

und stellt dabei fest, dass ¢’ in jedem abgeschlossen Intervall, das die Stelle z = 0
enthélt, unbeschrinkt ist. Daher ist ¢’ {iber keinem solchen Intervall integrierbar, be-

sitzt aber nach Konstruktion eine Stammfunktion.

Abb. 6: ¢’ besitzt eine Stammfunktion, ist aber z.B. iiber [—1; 1] nicht integrierbar

Der Fall eine Stammfunktion besitzen aber nicht integrierbar sein ist augenscheinlich
deutlich komplexer als der Fall integrierbar sein aber keine Stammfunktion besitzen und
fithrt bereits zu einem Griff ,in die Kiste ,pathologischer’ Funktionen“ (Danckwerts
& Vogel 2006: 143).

2.4.3 Zum Begriff des unbestimmten Integrals

Bisher war in dieser Arbeit ausschliellich vom bestimmten Integral die Rede und das
sogenannte unbestimmte Integral blieb bewusst vollig unerwéihnt. Der Grund fiir das
bewusste Weglassen dieses Begriffs ist, dass er einerseits fachlich oft eher unprézise und
andererseits didaktisch problematisch ist (vgl. Blum & Torner 1983: 179, Forster 2016:

222). Es ist dennoch wichtig, ihn im Rahmen dieser Arbeit zu erwéhnen, da er trotz

Hgiehe z.B. Blum & Torner (1983: 180), Danckwerts & Vogel (2006: 95), Deiser (2015: 79), Knoche
& Wippermann (1986: 280), Tietze et al. (1997: 200)
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allem weit verbreitet (vgl. Deiser 2015: 74) und auch im osterreichischen Lehrplan fiir
die AHS-Oberstufe zu finden ist (vgl. RIS 2021).

Bei Oliver Deiser ist folgende Definition des unbestimmten Integrals zu finden:

Ist f: 1 — R lokal?® integrierbar und besitzt f eine Stammfunktion, so
heif3t

/f = /f(x) dz ={F | F: I — R ist Stammfunktion von f}

das unbestimmte Integral von f. (Deiser 2015: 75)

Das unbestimmte Integral wird also definiert als die Menge aller Stammfunktionen
einer Funktion f, die iiber jedem abgeschlossenen Teilintervall ihres Definitionsbereichs
integrierbar ist und auch tats#chlich eine Stammfunktion besitzt.?6 Diese Definition ist
zwar an sich nicht problematisch, jedoch ist sie auch nur von zweifelhaftem Nutzen

(vgl. Deiser 2015: 75). Es gibt daher die Konvention, dass man mit

/ f(z) da

auch einfach ,irgendeine Stammfunktion von f“ (Deiser 2015: 75) meint. Dies kann
man durchaus als einen ,Ausdruck des Bediirfnisses [auffassen]|, unter dem Integral
einer Funktion ebenso eine Funktion zu verstehen wie unter der Ableitung“ (Deiser
2015: 75). Neben der Variante, mit dieser Schreibweise eine Stammfunktion zu meinen,
gibt es bekanntermaflen noch ,die ,plus c¢‘-Notation, die der Tatsache besser gerecht
werden will, dass eine Stammfunktion nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt
ist“ (Deiser 2015: 75). Man schreibt dann

/ f@)de = F(z) oder / f@)de = F(z) + ¢

wobei F' eine Stammfunktion von f ist und ¢ € R (vgl. Deiser 2015: 75, Forster 2016:
222).

Mit dem unbestimmten Integral ist also entweder eine Menge, deren vollstédndig kor-
rekte Notation ,oft eher hinderlich denn niitzlich“ (Deiser 2015: 75) ist, oder eine ge-

wissermafien saloppe Schreibweise fiir Stammfunktionen gemeint (vgl. Deiser 2015: 75).

Z5Gemeint ist iiber jedem Intervall [a;b] C I. AuBerdem soll I C R ein Intervall sein.

26Es gibt auch nicht stetige Funktionen, die diese Voraussetzungen erfiillen (siche z.B. Furdek 2008:
20). Auflerdem gibt es Funktionen, die eine Stammfunktion besitzen, aber nicht integrierbar sind
(sieche Abschnitt 2.4.2). Daher ist die grofie Vorsicht bei der Formulierung dieser Definition durchaus
berechtigt.
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Peter Bender bezeichnet den Begriff des unbestimmten Integrals als ungliicklich und
argumentiert, dass dieser Begriff in der Schule nicht behandelt werden sollte?” (vgl.
Bender 1990: 118). Er schreibt, dass das , Irrtiimer suggerierende Symbol * [* [...] auf-
gegeben werden® miisste, da der ,Integral-Operator [...] eindeutig definiert werden
[sollte]“ (Bender 1990: 118-119) und schlieBt mit dem folgenden, durchaus pragmati-

schen Argument:

Wer nach der Schule in Studium und Beruf mit der konventionellen Bezeich-
nungs-Vielfalt in der Integralrechnung konfrontiert wird, kann sich dann,
frith genug, damit auseinandersetzen. Die Schule bereitet [...] mit einer
sparsamen, aber klaren Begrifflichkeit besser darauf vor als mit einer en-

zyklopéddischen Darbietung von vielen Bezeichnungsweisen. (Bender 1990:
119)

27 Auf die Behandlung des unbestimmten Integrals in der Schule wird in den Abschnitten 4.2.2 und
5.2.2 noch genauer eingegangen.
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3 Begriffe und Konzepte aus der Fachdidaktik

In diesem Kapitel werden grundlegende Uberlegungen, Begriffe und Konzepte aus der
Fachdidaktik behandelt, die im Rahmen dieser Arbeit eine Rolle spielen. Zunéchst wird
die Frage diskutiert, inwiefern Mathematik zur Allgemeinbildung beitragen kann. Eine
Antwort auf diese Frage wird durch die drei sogenannten Winter’schen Grunderfah-
rungen geliefert, die im Anschluss im Detail behandelt werden, wobei deren wichtige
Rolle fiir den Mathematikunterricht mehrfach unterstrichen wird. Danach werden die
Konzepte Aspekte und Grundvorstellungen eingefithrt, wobei den Grundvorstellungen
dabei besonders viel Aufmerksamkeit geschenkt wird. Abschlieend werden noch einige
wichtige Themen und Konzepte speziell im Zusammenhang mit dem Analysisunterricht
behandelt, wobei dabei der Fokus einerseits auf relevanten Spannungsfeldern und an-

dererseits auf der praktischen Ermdglichung der Winter’schen Grunderfahrungen liegt.

3.1 Die drei Winter’schen Grunderfahrungen

Eine der grundlegendsten Fragen in Bezug auf Mathematikunterricht an allgemeinbil-
denden hoheren Schulen ist wohl die nach dessen Legitimierung. Man muss sich also
die Frage stellen, , inwieweit [das Fach Mathematik] fiir Allgemeinbildung unentbehrlich
ist“ (Winter 1995: 37). Bereits 1995 schrieb Heinrich Winter, dass es in Anbetracht

der tiefgreifenden Wandlungsprozesse in unserer Gesellschaft (Werteplu-
ralismus, Verwissenschaftlichung des beruflichen und offentlichen Lebens,
Uberflutung mit unterschiedlichsten Medienprodukten, zunehmende Spe-
zialisierung in den Wissenschaften und in der Berufswelt, Wandel durch
technische Innovationen, ...) und angesichts der groflen ungelésten Proble-
me (Friedenssicherung, Erhaltung der Umwelt, sozialer Ausgleich, Emanzi-
pation der Frauen) wird es einerseits immer schwieriger, Allgemeinbildung
zu definieren, andererseits aber auch immer wichtiger, [dass| moglichst vie-
le Menschen eine moglichst gediegene Allgemeinbildung erwerben koénnen.
(Winter 1995: 37)*

All dies hat in den letzten Jahren an Aktualitéit sicherlich nichts eingebiifit, weshalb
auch Winters Antwort auf die Frage, welche Rolle das Fach Mathematik an allgemein-
bildenden Schulen spielt beziehungsweise spielen soll, nach wie vor hichste Relevanz

besitzt. Diese Antwort lautet wie folgt:

Der Mathematikunterricht sollte anstreben, die folgenden drei Grunderfah-

rungen, die vielfaltig miteinander verkniipft sind, zu ermoglichen:

28Mit dieser Auffassung von Allgemeinbildung kniipft Winter iibrigens stark an den Bildungsbegriff
nach Wolfgang Klafki an (vgl. Tietze et al. 1997: 13-14).
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(1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen
sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art

wahrzunehmen und zu verstehen,

(2) mathematische Gegenstdnde und Sachverhalte, représentiert in Spra-
che, Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine

deduktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begreifen,

(3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlésefdhigkeiten, die
tiber die Mathematik hinausgehen (heuristische Fahigkeiten), zu er-

werben.

Das Wort Erfahrung soll zum Ausdruck bringen, [dass] das Lernen von Ma-
thematik weit mehr sein [muss] als eine Entgegennahme und Abspeicherung
von Information, [dass] Mathematik erlebt (moglicherweise auch erlitten)
werden [muss|. (Winter 1995: 37-38)

Diese drei Grunderfahrungen, die in der einschlégigen Literatur gerne mit G1, G2 und
G3 abgekiirzt werden®® (siehe z.B. Greefrath et al. 2016: 2), spielten bei der Entwicklung
der Bildungsstandards im Fach Mathematik in Deutschland eine grundlegende Rolle
(vgl. Greefrath et al. 2016: 2) und sind auch im Osterreichischen Lehrplan fiir die AHS
zu Teilen fast wortwortlich zu finden (vgl. RIS 2021). Die hohe Relevanz, die diese drei
Grunderfahrungen speziell fiir den Mathematikunterricht in der AHS-Oberstufe haben,

wird von Danckwerts und Vogel folgendermaflen auf den Punkt gebracht:

Erst in der expliziten wechselseitigen Integration aller drei Grunderfahrun-
gen kann der Mathematikunterricht in der gymnasialen Oberstufe seine
spezifisch bildende Kraft entfalten. Dies ist die mathematikdidaktische Po-
sition als Antwort auf den Bildungsauftrag der gymnasialen Oberstufe, der
nach breitem Konsens darin besteht, vertiefte Allgemeinbildung, Wissen-
schaftspropiadeutik und Studierfihigkeit zu verbinden. (Danckwerts & Vo-
gel 2006: 7)

Die erste Grunderfahrung, welche von nun an mit G1 bezeichnet wird, bezieht sich
auf die vielseitigen und niitzlichen Anwendungen der Mathematik (vgl. Winter 1995:
38). Es geht dabei jedoch dezidiert nicht nur darum, , den Gebrauch von Mathematik,
der iiber Alltagsrechnen hinausgeht* (Winter 1995: 38) zu erlernen, sondern anhand
geeigneter , [Beispiele] aus dem gelebten Leben [zu erfahren], wie mathematische Mo-
dellbildung funktioniert und welche Art von Aufkldirung durch sie zustande kommen
kann“ (Winter 1995: 38). Neben zahlreichen relevanten Anwendungen in Naturwis-

senschaften und Technik sowie Anwendungen aus dem gesellschaftlichen Leben, die

29Djese Konvention wird ab jetzt auch in dieser Arbeit befolgt.
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in diesem Sinne erlebt bezichungsweise erfahren werden sollen (vgl. Winter 1995: 38),
geht es auflerdem noch darum, ,,Mathematik als eine mehrtausendjahrige kulturelle
Errungenschaft der Menschheit schitzen zu lernen® (Greefrath et al. 2016: 2).

In gewisser Hinsicht liefert die zweite Grunderfahrung, die von nun an G2 genannt wird,
das Pendant zu G1. Wéhrend es bei G1 um Erfahrungen im Zusammenhang mit ,,der
Welt um uns“ (Winter 1995: 37) geht, ist bei G2 ,;sozusagen die innere Welt der Mathe-
matik angesprochen“ (Winter 1995: 39). Schiiler*innen sollen , typisch mathematische
Denk- und Arbeitsweisen |...] erfahren® (Greefrath et al. 2016: 2) und Mathematik als
»eine eigensténdige formale Wissenschaft* (Greefrath et al. 2016: 2) erleben. Wichtige
Bestandteile dieser Denk- und Arbeitsweisen sind nicht nur stichhaltiges Argumentie-
ren und deduktives Ordnen von Begriffen und Aussagen, sondern auch grundlegende
algebraische Begriffe und Fertigkeiten (vgl. Winter 1995: 40-41), fiir die Winter unter

anderem auf folgende, zum Teil zugespitzte Art und Weise pladiert:

Die mathematische Allgemeinbildung ist nicht durch das definiert, was oh-
ne Formeln ‘geht‘, sondern ist nur etwas wert, wenn sie den verstandigen
Gebrauch von Formeln nachdriicklich anstrebt. [...] Den Segen von Formeln
kann man allerdings nur erfahren, wenn man kreativ mit ihnen umgehen
kann. (Winter 1995: 40)

Bei der dritten Grunderfahrung, die analog zu den beiden anderen ab jetzt G3 genannt
wird, wird Mathematik in gewisser Hinsicht ,als Schule des Denkens* (Winter 1995:
42) gesehen, wobei dabei konkret die Forderung von Problemlosefihigkeiten im Mit-
telpunkt steht (vgl. Winter 1995: 42). Sowohl im Zusammenhang mit innermathemati-
schen Problemstellungen als auch beim Modellieren auflermathematischer Phéinomene
ergeben sich im Mathematikunterricht unzihlige Moglichkeiten, ,,den Gebrauch des
Verstandes zu trainieren (Winter 1995: 42) und sich heuristische Strategien anzueig-
nen. Eine wichtige Voraussetzung dafiir ist jedoch die bewusste und kritische Reflexion
des eigenen Handelns sowohl in Bezug auf die verwendeten heuristischen Strategien
als auch in Bezug auf die Korrektheit der Losung und die Sinnhaftigkeit der im Laufe
des Losungsprozesses getroffenen Annahmen (vgl. Winter 1995: 42-43). Der Erwerb
heuristischer Fiahigkeiten stellt fiir Schiiler*innen ,eine wichtige Grundlage fiir eine
eigenstindige und verstandige ErschlieBung unserer Welt“ (Greefrath et al. 2016: 2)
dar. Damit ist G3 eng verbunden mit einer gewissen ,, [intellektuellen] Haltung, zu der
auch die Bereitschaft gehort, sich frei, kreativ und positiv gestimmt einer gedanklichen
Herausforderung zu stellen“ (Danckwerts & Vogel 2006: 6). Und im Sinne des oben
angerissenen Versténdnisses von Allgemeinbildung gehort die Entwicklung ebendieser
Haltung zweifelsohne ,,zu den zentralen Aufgaben [eines allgemeinbildenden] Mathe-
matikunterrichts (Danckwerts & Vogel 2006: 6).
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3.2 Aspekte und Grundvorstellungen

In diesem Abschnitt werden nun die beiden Konzepte Aspekte und Grundvorstellun-
gen eingefiihrt, welche dann bei der fachdidaktischen Diskussion des Integralbegriffs
eine grofie Rolle spielen werden.® Zunichst wird geklirt, wie diese beiden Konzep-
te im Rahmen dieser Arbeit zu verstehen sind. Im Anschluss wird das Konzept der
Grundvorstellung genauer betrachtet und spezifiziert. Abschliefend werden Aspekte
und Grundvorstellungen noch miteinander in Verbindung gebracht und deren Zusam-

menhénge iibersichtlich dargestellt.

Ein Aspekt, bezogen auf einen mathematischen Begriff, beschreibt einen , Teilbereich
[dieses| Begriffs, mit dem dieser fachlich charakterisiert werden kann® (Greefrath et al
2016: 17). Aspekte beziehen sich also auf die fachliche Seite eines Begriffs und bilden
gewissermaflen dessen fachlichen Kern (vgl. Greefrath et al. 2016: 17). Dies ist eine
durchaus naheliegende Definition, die hauptsichlich deshalb notwendig ist, um dem
auflerst wichtigen fachdidaktischen Konzept der Grundvorstellung ein fachliches Pen-
dant zu geben (vgl. Greefrath et al. 2016: 17).

Das Konzept der Grundvorstellung, wie es in der einschligigen Literatur und auch in
dieser Arbeit verwendet wird, geht mafigeblich auf die Arbeiten von Rudolf vom Hofe
zuriick und ist in vielfaltiger Hinsicht von grofier Bedeutung (vgl. vom Hofe 1995, vom
Hofe 1996). Eine grundlegende Definition dieses Konzepts konnte in etwa so lauten:
,Eine Grundvorstellung zu einem mathematischen Begriff ist eine inhaltliche Deutung
des Begriffs, die diesem Sinn gibt“ (Greefrath et al. 2016: 17). Grundvorstellungen
spielen daher fiir den Mathematikunterricht in vielerlei Hinsicht eine grofie Rolle, denn
sie schaffen |, Beziehungen zwischen Mathematik, Individuum und Realitdt* (vom Hofe
1995: 98).

Die oben gegebene Definition von Grundvorstellungen ist noch sehr allgemein und kann
weiter spezifiziert werden. Eine besonders wichtige Spezifikation ist die Unterscheidung
zwischen universellen und individuellen Grundvorstellungen (vgl. Greefrath et al. 2016:
18-19), wobei damit eine Unterscheidung zwischen normativen Leitlinien fiir Lehrper-
sonen und individuellen Erklarungsmodellen der Schiiler*innen gemeint ist (vgl. vom
Hofe 1995: 123). Bei einer universellen Grundvorstellung zu einem Begriff , handelt es
sich [...] um eine didaktische Kategorie [der Lehrperson/“ (vom Hofe 1995: 123), die
beschreibt, was sich Schiiler*innen ,idealerweise unter [diesem| Begriff vorstellen [soll-
ten]“ (Greefrath et al. 2016: 18). Universelle Grundvorstellungen sind also Leitlinien
fiir Lehrpersonen, die aus inhaltlichen Uberlegungen beziehungsweise fachdidaktischen

Analysen heraus entstehen und die didaktischen Entscheidungen von Lehrpersonen lei-

30siehe Kapitel 4
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ten sollten (vgl. Greefrath et al. 2016: 18, vom Hofe 1995: 123). Wihrend universelle
Grundvorstellungen normativen Charakter haben, sind individuelle Grundvorstellun-
gen, wie die Bezeichnung bereits suggeriert, eng verbunden mit den subjektiven Er-
fahrungsbereichen der Schiiler*innen (vgl. vom Hofe 1995: 123). Den Zusammenhang
zwischen universellen und individuellen Grundvorstellungen und damit die Grundidee

dieser Uberlegungen kann man wie folgt beschreiben:

Im giinstigen Falle ist der Schiiler oder die Schiilerin in der Lage, die [von
der Lehrperson] intendierten Grundvorstellungen aus der Perspektive [der
eigenen| Erfahrungsbereiche und Erklarungsmodelle zu erfassen, was lang-
fristig dazu fithren kann, [dass] der Schiiler oder die Schiilerin die intendierte
Grundvorstellung aufbaut, sie in das System [der eigenen| Erklarungs- und
Handlungsmdglichkeiten integriert und — in einem [den| individuellen Be-
dingungen entsprechenden Ausmafl — am Kern des mathematischen Begriffs
teilhat, das heifit, diesen ,versteht'. (vom Hofe 1996: 8)

Individuum: peroiche
sektive Erfahrungsbereiche,
sublj—;andlungsvorstellungen,
Erklérungsmodelle

Aktivieren I l Erfassen

sachzusammenhang

Didaktisch i Aufbauen
Umsetzen

Grundvorstellung

Inhaltlich { Verstehen
Bestimmen

Mathematik:
Begriffe, Verfahren,
Resultate

Abb. 7: Grundvorstellungen und deren Rolle im Mathematikunterricht (vom Hofe 1996: 7)

Die zugrunde liegende Annahme dabei ist, dass die Lehrperson durch entsprechende
didaktische Umsetzungen die Entwicklung individueller Grundvorstellungen so férdern
kann, dass sie den entsprechenden universellen Grundvorstellungen nahe kommen be-

ziehungsweise zumindest diesen im Kern gleichen (vgl. vom Hofe 1996: 7-8).

Individuelle Grundvorstellungen und deren Analyse sind zwar in Unterrichtssituationen
von grofler Relevanz (vgl. Greefrath et al. 2016: 20), fiir die Diskussion didaktischer
Zugénge zu einem mathematischen Begriff spielen jedoch besonders die universellen
Grundvorstellungen per Definition eine entscheidende Rolle (vgl. Greefrath et al. 2016:
18, vom Hofe 1995: 123). Im Zusammenhang mit den fachdidaktischen Uberlegungen
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in dieser Arbeit wird daher mit dem Begriff Grundvorstellung immer eine universelle

Grundvorstellung gemeint sein.

Abschlieflend wird nun noch das Zusammenspiel von Aspekten und Grundvorstellungen
betrachtet. Dieses ergibt sich nun grundsétzlich auf recht natiirliche Weise, und zwar
indem man die beiden oben gegebenen Definitionen miteinander in Verbindung bringt.
Es kann némlich ,ein bestimmter Aspekt eines Begriffs eine Basis fiir verschiedene
Grundvorstellungen darstellen und umgekehrt kann eine bestimmte Grundvorstellung
mit Bezug zu unterschiedlichen Aspekten entwickelt werden“ (Greefrath et al. 2016:
18). Fiir die Gesamtheit der Aspekte und Grundvorstellungen zu einem mathemati-
schen Begriff kann sich also ein relativ komplexes Gesamtbild ergeben (vgl. Greefrath
et al. 2016: 18).

Aspekte Grundvorstellungen

Lokale Anderungsrate

Grenzwert des
Differenzenquotienten

Tangentensteigung

Lokale Linearitat
Lokale lineare
Approximation

Verstarkungsfaktor

Abb. 8: Beispiel fiir das Zusammenspiel von Aspekten und Grundvorstellungen
(Greefrath et al 2016: 147)

3.3 Zum Analysisunterricht

In diesem Abschnitt werden nun noch einige Themen und Konzepte behandelt, die
sich in einigen Féllen speziell auf das Unterrichten von Inhalten der Analysis beziehen.
Zunéachst werden drei Spannungsfelder diskutiert, in denen man sich im Analysisun-
terricht befindet, und Vorschldge zum Umgang mit diesen Spannungsfeldern gemacht.
Im Anschluss werden dann noch Ideen von Rainer Danckwerts und Dankwart Vogel
zur Ermoglichung der drei Winter’schen Grunderfahrungen im Analysisunterricht be-
sprochen und in diesem Zusammenhang noch der Begriff der inhaltlichen Vernetzung

eingefiihrt.
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3.3.1 Relevante Spannungsfelder

Der Mathematikunterricht ist stets durch diverse Spannungsfelder geprégt, in deren
Zusammenhang es wichtig ist, eine geeignete Balance zu finden. Typische Spannungs-
felder, in denen man sich insbesondere beim Unterrichten von Inhalten aus der Analysis
befindet, sind das Verhéltnis von Anschaulichkeit und fachlicher Strenge, die Sichtweise
von Mathematik als Produkt und die von Mathematik als Prozess sowie das Verhéltnis
zwischen Idee und Bedeutung und kalkilhaftem Arbeiten (vgl. Danckwerts & Vogel
2006: 6-14). In diesem Abschnitt werden nun diese Spannungsfelder und ihre Bedeu-

tung fiir den Analysisunterricht nédher beleuchtet.

Das im Mathematikunterricht ohnehin bereits schwierige Verhéltnis zwischen Anschau-
lichkeit und fachlicher Strenge ,,spitzt sich fiir den Analysisunterricht zu, weil die klas-
sische Analysis iiber einen breit geteilten kanonischen (deduktiven) Aufbau verfiigt“
(Danckwerts & Vogel 2006: 3). Auf Basis dieses kanonischen Aufbaus gibt es daher
gewissermaflen ein vorgeschriebenes Bild davon, wie man Dinge ,richtig’ macht bezie-
hungsweise behandeln sollte (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 3). Als Lehrperson steht
man dadurch dann vor dem Problem, dass scheinbar ,[jedes] Mehr an Anschaulich-
keit auf Kosten der Strenge [...] einer Verwisserung des mathematischen Anspruchs
[gleicht]“ (Danckwerts & Vogel 2006: 4). In diesem Zusammenhang sei nun vor allem
auf die Beitrdge von Arnold Kirsch und Werner Blum hingewiesen, die sich bereits in
den Siebzigerjahren des vergangenen Jahrhunderts eindringlich mit diesem schwierigen
Spannungsfeld befassten. Sie schlagen vor, im Unterricht ,,auf verschiedenen Stufen der
Strenge vorzugehen“ (Blum & Kirsch 1979: 18), also zunédchst durchaus auch gezielt
Vereinfachungen vorzunehmen, sofern ,,diese keine Verfilschungen sind und auf hoherer
Ebene ausgebaut werden konnen (im Sinne des Spiralprinzips)“ (Blum & Kirsch 1979:
18). Bei der Einfiihrung von Begriffen stellen sie bewusst ,einen geringeren Anspruch
an das formale Niveau“ (Kirsch 1976: 104) beziehungsweise betonen sie, dass durch-
aus ,, [bewusst] Liicken im mathematischen Aufbau gelassen werden diirfen* (Blum &
Kirsch 1979: 18), wobei hier dann im Gegenzug besonders , der Anschauung eine grofie
Bedeutung [zukommen soll]“ (Blum & Kirsch 1979: 18). Anstatt also von Anfang an
,nach formaler fachsystematischer Exaktheit und inhaltlicher Vollstindigkeit* (Blum
& Kirsch 1979: 22) zu streben, geht es in erster Linie vielmehr ;um den Aufbau ange-
messener Vorstellungen* (Kirsch 1976: 87) im Zusammenhang mit den behandelten
Begriffen. Etwaige fachliche Prazisierungen konnen dann auch zu spéteren Zeitpunkten
noch problemlos vorgenommen werden (vgl. Kirsch 1976: 87). Entscheidend ist nun,
dass ein solches Vorgehen zwar einerseits zunéchst Vereinfachungen im Hinblick auf
die fachliche Strenge beinhaltet, andererseits dadurch aber inhaltliches Argumentieren
auf geeignetem Niveau ermoglicht, welches ,,durchaus korrekt und ,intellektuell ehrlich’
sein soll“ (Blum & Kirsch 1979: 7), und den Schiiler*innen friih ein hohes ,Maf} an
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Féhigkeiten im Umgang mit [den behandelten Begriffen]* (Kirsch 1976: 104) abver-
langt. Dies ist dem Argument der befiirchteten Verwdsserung also durchaus entgegen-

zuhalten und spricht damit klar fiir einen solchen Umgang mit diesem Spannungsfeld.

Ein weiteres Spannungsfeld, fiir welches man im Unterricht eine gute Balance finden
muss, betrifft verschiedene Sichtweisen von Mathematik auf einer sehr allgemeinen Stu-
fe. Man kann Mathematik ndmlich einerseits als fertiges Produkt verstehen, dessen fiir
die Schule relevante Teilgebiete am Ende der Schullaufbahn alle abgeschlossen sein
und von den Schiiler*innen moglichst fehlerfrei beherrscht werden sollten. Andererseits
kann man Mathematik als Prozess verstehen, bei dem man bewusst eine gewisse Of-
fenheit und damit Vernetzung sowie vielfdltige Anwendung zulésst (vgl. Danckwerts
& Vogel 2006: 7-8). Klar ist, dass ,,[beide] Sichtweisen [...] zu einem giiltigen Bild von
der Mathematik [gehoren|“ (Danckwerts & Vogel 2006: 7) und dass das fehlerfreie Be-
herrschen von Kalkiilen und vorgegebenen mathematischen Modellen speziell auch im
Zusammenhang mit dem Bestehen von Priifungen auf jeden Fall eine gewisse, vermut-
lich oft unerwiinscht groe Relevanz besitzt (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 5-8). Die
iiberaus wichtige Grunderfahrung G3 (siehe Abschnitt 3.1) wird bei der Dominanz der
Sichtweise von Mathematik als Produkt jedoch leider in den Hintergrund gedréngt,
denn , [nur| eine prinzipiell offene, prozessorientierte Unterrichtsfithrung kann der Be-
deutung der Heuristik fiir das Lernen von Mathematik gerecht werden® (Danckwerts
& Vogel 2006: 8). So ein prozessorientierter Unterricht folgt dann in weiten Teilen
dem sogenannten genetischen Prinzip, welches die Genese mathematischer Begriffe in
vielfiltiger Hinsicht beriicksichtigt und damit auch Raum fiir Intuition und Heuristik
schafft (vgl. Blum & Torner 1983: 229). Dabei kann man durchaus auch so weit gehen,
dass man gemeinsam mit den Schiiler*innen anhand geeigneter Problemstellungen die
entsprechenden mathematischen Inhalte im Zuge des Unterrichts neu erfindet3! (vgl.
Freudenthal 1973: 118). Zusétzlich wird bei einer solchen Herangehensweise ,,die Ein-
bettung der Uberlegungen in gréfiere ganzheitliche Problemkontexte auBerhalb und
innerhalb der Mathematik“ (Blum & To6rner 1983: 229) ermdglicht, was im Grunde
bedeutet, dass man damit auch den anderen beiden Grunderfahrungen gerecht werden
kann. Es spricht also viel dafiir, der Prozessorientierung im Mathematikunterricht all-

gemein und damit auch im Analysisunterricht ausreichend Raum zu geben.

Bei beiden bisher diskutierten Spannungsfeldern spielten Vorstellungen und Ideen be-
reits eine Rolle und es wurde argumentiert, dass man jeweils eher demjenigen Pol des
Spannungsfeldes mehr Aufmerksamkeit schenken sollte, der diese Aspekte des Ma-
thematikunterrichts stérker beriicksichtigt. Dies fithrt nun zum letzten Spannungs-
verhéltnis, das hier diskutiert wird, und zwar zum Verhéltnis zwischen Idee und Be-

deutung und kalkiilhaftem Arbeiten. In anderen Worten geht es hierbei um das Span-

3lim englischen Original: re-invent
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nungsverhéltnis zwischen ,, Grundvorstellungen und Kalkiilorientierung“ (Danckwerts
& Vogel 2006: 13). Die grofie Bedeutung der Grundvorstellungen und des inhaltlichen
Verstehens fiir den Mathematikunterricht steht auer Frage (vgl. Danckwerts & Vogel
2006: 9, Greefrath et al. 2016: 20) und wurde auch in dieser Arbeit bereits mehr-
fach betont. Dies bedeutet aber nicht, dass man dem kalkiilhaften Arbeiten im Ana-
lysisunterricht gar keine Aufmerksamkeit schenken sollte, denn ,schliellich verdankt
die Analysis als Disziplin ihren Siegeszug wesentlich der Entwicklung leistungsfahiger
Kalkiile* (Danckwerts & Vogel 2006: 14), welche bekanntermaflen in vielen Bereichen
zur Anwendung kommen. Auch wenn also grundsétzlich der Aufbau von Grundvor-
stellungen zu priorisieren ist (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 9), da ,[ohne| die Ent-
wicklung tragfihiger Grundvorstellungen zu mathematischen Begriffen [...] die Gefahr
[besteht], dass lediglich formales, rezeptives Wissen erworben wird“ (Greefrath et al.
2016: 20), so wére es dennoch ,ein Missversténdnis, kalkiilhaftes Arbeiten zu diskredi-
tieren“ (Danckwerts & Vogel 2006: 13). Entscheidend ist daher, dass man mithilfe all
dieser Uberlegungen ,,eine fruchtbare Balance zwischen beiden Polen“ (Danckwerts &

Vogel 2006: 14) findet.

3.3.2 Inhaltliche Vernetzung

Um im Analysisunterricht gezielt Beitrdge zu allen drei Grunderfahrungen nach Hein-
rich Winter zu leisten, machen Rainer Danckwerts und Dankwart Vogel einige hilfreiche
Vorschlage dahingehend, woran man sich bei der Auswahl der Inhalte eines solchen Un-
terrichts orientieren sollte. Neben dem bereits diskutierten und wichtigen Fokus auf den
Aufbau addquater Grundvorstellungen sowie einer ,, Anwendungsorientierung im Sinne
modellbildender Aktivitdten“ (Danckwerts & Vogel 2006: 10) nennen sie dabei insbe-
sondere noch die inhaltliche Vernetzung (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 9-14).

Man unterscheidet hierbei zwischen vertikaler Vernetzung und horizontaler Vernet-
zung, wobei es eben bei vertikaler Vernetzung um Ideen geht, ,die sich gleichsam wie
ein roter Faden durch das Curriculum ziehen“ (Danckwerts & Vogel 2006: 10). Fiir
den Analysisunterricht typische Beispiele solch einer vertikalen Vernetzung sind die
Idee der Anderung und das Messen von Flicheninhalten, welche beide unmittelbaren
Bezug zu fundamentalen Ideen®? der Analysis haben und sich beide im Grunde durch
die gesamte Schullaufbahn ziehen (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 14). Mit horizontaler
Vernetzung ist eine Verzahnung mit anderen Inhaltsbereichen des Mathematikunter-
richts gemeint, was in der AHS-Oberstufe insbesondere die Stochastik aber durchaus
auch die analytische Geometrie betrifft (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 14).

32Genaue Ausfithrungen zu diesem durchaus bedeutsamen fachdidaktischen Konzept sind unter
anderem bei Schweiger (1992) zu finden.
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4 Fachdidaktische Diskussion des Integralbegriffs

,Die begriffliche Seite des Integrals gilt zu Recht als schwer zugénglich.
(Danckwerts & Vogel 2006: 94)

In diesem Kapitel wird thematisiert, warum der Integralbegriff als schwer zuginglich
gilt (vgl. Blum & Torner 1983: 171, Danckwerts & Vogel 2006: 94) und wie bezie-
hungsweise ob verschiedene unterrichtliche Zugénge zur Integralrechnung den hohen
Anspriichen gerecht werden. Zunéchst wird die grofle Fiille zugehoriger Aspekte und
Grundvorstellungen behandelt und deren Zusammenhénge beleuchtet, um die fachliche
und fachdidaktische Komplexitit des Integralbegriffs besser zu verstehen. Im Anschluss
werden drei typische Zugdnge zur Integralrechnung in der Schule beschrieben und so-
wohl anhand fachdidaktischer als auch fachlicher Kriterien analysiert. Abschlieffend
werden die drei diskutierten unterrichtlichen Zugénge noch dahingehend miteinander
verglichen, wie sehr sie jeweils zu den drei Winter’schen Grunderfahrungen und damit

zur Allgemeinbildung der Schiiler*innen beitragen kénnen.

4.1 Der Integralbegriff — Aspekte und Grundvorstellungen

Einer der Griinde, warum der Integralbegriff als schwer zugénglich gilt, ist sicherlich sei-
ne Vielseitigkeit (vgl. Blum & Torner 1983: 171). Aus diversen Griinden sind jedoch die
Bezeichnungen und auch die Einteilung der verschiedenen Facetten des Integralbegriffs
in fachliche beziehungsweise fachdidaktische Kategorien in der einschlagigen Literatur
nicht einheitlich (vgl. Greefrath et al. 2016: 254). Um eine gewisse Einheitlichkeit zu
schaffen, wird im Rahmen dieser Arbeit die Kategorisierung von Gilbert Greefrath et
al. in drei Aspekte und vier Grundvorstellungen verwendet, da diese sehr {ibersichtlich
ist und sich dariiber hinaus sehr gut dafiir eignet, zahlreiche Erkenntnisse fritherer
Arbeiten zu diesem Thema zusammenzufassen und entsprechend einzugliedern (vgl.
Greefrath et al. 2016: 254-256). Bei den genannten Aspekten und Grundvorstellungen
handelt es sich konkret um den Produktsummenaspekt, den Stammfunktionsaspekt und
den Majfaspekt sowie die Fldicheninhaltsgrundvorstellung, die Rekonstruktionsgrundvor-
stellung, die Kumulationsgrundvorstellung und die Mittelwertsgrundvorstellung (vgl.
Greefrath et al. 2016: 238-262).

Wie in Abschnitt 3.2 bereits erwihnt, ist das Zusammenspiel von Aspekten und Grund-

vorstellungen im Allgemeinen relativ komplex. Im Fall des Integralbegriffs ist es tatséch-
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lich sogar so, dass alle Grundvorstellungen bis auf die Mittelwertsgrundvorstellung
Beziige zu allen drei Aspekten haben (vgl. Greefrath et al. 2016: 238). Wenn man also
von der Mittelwertsgrundvorstellung absieht, konnte man sagen, dass beim Integralbe-
griff Aspekte und Grundvorstellungen in diesem Sinne maximal miteinander vernetzt

sind.

Aspekte Grundvorstellungen
(Re-)Konstruktions-
vorstellung
MaRaspekt
Flacheninhalts-
vorstellung
Produktsummen-
aspekt
Mittelwerts-
vorstellung
Stammfunktions-
aspekt
Kumulations-
vorstellung

Abb. 9: Zusammenspiel von Aspekten und Grundvorstellungen im Zusammenhang mit dem
Integralbegriff (Greefrath et al. 2016: 238)

Die Mittelwertsgrundvorstellung ist demnach wiederum in diesem Sinne minimal ver-
netzt, was man als Veranschaulichung dafiir auffassen konnte, dass diese Grundvorstel-
lung lediglich eine untergeordnete Rolle spielt (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 110). An
sich wird ihr sowohl in der einschlégigen Literatur als auch in der Schule iiberraschend
wenig Bedeutung beigemessen (vgl. Bender 1990: 103, Danckwerts & Vogel 2006: 110,
Tietze et al. 1997: 284), obwohl das Mitteln eigentlich ,eine im Alltagsdenken tief
verankerte Grundvorstellung [darstellt] (Danckwerts & Vogel: 2006: 110) und aufler-
dem dadurch eine erste horizontale Vernetzung der Integralrechnung zur Stochastik??

moglich ist (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 113, Greefrath et al. 2016: 253).

Im Rahmen dieser Arbeit wird nun von einer weiteren Diskussion der Mittelwertsgrund-
vorstellung abgesehen, da sich Zugédnge zur Integralrechnung, welche diese Grundvor-
stellung in den Mittelpunkt stellen3!, nicht durchgesetzt haben (vgl. Tietze et al. 1997:
284). Dariiber hinaus macht sich die geringe Vernetzung der Mittelwertsgrundvorstel-
lung auch dahingehend bemerkbar, dass sie auch bei anderen Zugéingen zur Integral-

rechnung zunéchst keine Rolle spielt (siehe Abschnitt 4.2).

In den folgenden Teilabschnitten werden nun die drei Aspekte und die drei anderen

33Ein typisches Beispiel fiir diese Vernetzung ist die Normalverteilung (vgl. Danckwerts & Vogel
2006: 14).
34siehe z.B. Blum & Térner (1983: 165-166)
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Grundvorstellungen im Detail diskutiert und deren Beziehungen zueinander aufgezeigt

sowie anhand geeigneter Beispiele verdeutlicht.

4.1.1 Produktsummenaspekt

Der Produktsummenaspekt umfasst einen sehr zentralen Teilbereich des Integralbe-
griffs (vgl. Blum & Kirsch 1996: 62) und spielt gleich bei mehreren didaktischen
Zugingen zur Integralrechnung eine entscheidende Rolle.?® Auflerdem erdffnet dieser
Aspekt ,,die Moglichkeit fiir die Entwicklung eines theoretischen Integralbegriffs¢ (Dan-
ckwerts & Vogel 2006: 122), da das Bilden geeigneter Produktsummen ja genau die
Grundlage einer fachlich exakten Definition des bestimmten Integrals®® darstellt (vgl.
Danckwerts & Vogel 2006: 122). Ganz allgemein ist unter dem Begriff Produktsumme
ein Ausdruck der Struktur

al-b1+a2-bg+...+an-bn

zu verstehen, wobei n € N und a;,b; € R fiir alle i € {1,...,n} gelten soll. Insbesonde-
re sind also Unter-, Ober- und Zwischensummen einer auf dem betrachteten Intervall
beschrankten Funktion Beispiele fiir Produktsummen (vgl. Greefrath et al. 2016: 239).

Die Interpretation des bestimmten Integrals als Grenzwert geeigneter Produktsum-
men ist nicht nur von theoretischem Interesse, sondern spielt auch im Zusammenhang
mit vielen verschiedenen Anwendungen der Integralrechnung eine grofie Rolle (vgl.
Blum & Torner 1983: 159-160, Danckwerts & Vogel 2006: 119-121). Um ein paar ty-
pische Anwendungen zu nennen, geben Werner Blum und Giinter Térner die folgende,

iibersichtlich zusammengefasste Liste von Beispielen an:
(a) Summe von Produkten ‘Kraft mal (kleine) Weglinge* liefert die [ver-
richtete] Arbeit;
(b) Summe von Produkten ‘Hohe mal Streifenbreite’ liefert den Flacheninhalt;

(¢) Summe von Produkten ‘ Querschnitt(sflicheninhalt) mal Scheibendicke’

liefert das Volumen;

(d) Summe von Produkten ‘Anderungsrate mal Schrittlinge® liefert den

Gesamtzuwachs einer Funktion, d.h. den Gesamteffekt ihrer Anderungen.

(Blum & Térner 1983: 159-160)

Je nach Situation spielt entweder das Summieren oder das Bilden von Produkten die
groflere Rolle (vgl. Greefrath et al. 2016: 239). Insofern kann man also das bestimm-

te Integral in diesem Zusammenhang sowohl als verallgemeinerte Summe als auch als

35siehe Abschnitt 4.2
36siehe Abschnitt 2.1
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verallgemeinertes Produkt auffassen, wobei sich die Interpretation als verallgemeinerte
Summe mehr auf den zugrundeliegenden Grenzprozess und die Interpretation als ver-
allgemeinertes Produkt auf den Grenzwert bezieht (vgl. Blum & Torner 1983: 160), der
ja auch ,,der Dimension nach ein Produkt von Groflen” (Blum & Kirsch 1996: 62) ist.
Sei zum Beispiel die Kraft F', die entlang des geradlinigen Weges zwischen zwei Punk-
ten a und b mit Lange s = b — a verrichtet wird, konstant. Dann gilt bekanntermaflen
fiir die verrichtete Arbeit W die Beziehung

W =F".s.

Die Arbeit ist das Produkt von Kraft und Weg. Ist nun aber die Kraft entlang des
Weges nicht konstant sondern abhéngig vom zuriickgelegten Weg s, so kann man die

verrichtete Arbeit dann als verallgemeinertes Produkt von Kraft und Weg der Form

W:/abF(s)ds

angeben®” (vgl. Blum & Kirsch 1996: 62, Danckwerts & Vogel 2006: 120). Konzentriert
man sich stattdessen mehr auf den Prozess des Aufsummierens, der ja dieser Beziehung

zugrunde liegt, so riickt man wiederum die Interpretation als verallgemeinerte Summe
in den Mittelpunkt®® (vgl. Greefrath et al. 2016: 254).

4.1.2 Stammfunktionsaspekt

Ein weiterer wichtiger Aspekt des Integralbegriffs ist der Stammfunktionsaspekt, bei
dem der Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung im Mittelpunkt
steht. Dieser Zusammenhang, der aus dem Hauptsatz der Differential- und Integral-

t39, macht es einerseits moglich, zumindest formal fiir jede stetige

rechnung hervorgeh
Funktion f : I — R, I C R eine Stammfunktion anzugeben und andererseits das
Berechnen bestimmter Integrale auf das Ermitteln entsprechender Stammfunktionen
zuriickzufithren beziehungsweise auf das Einsetzen in solche zu reduzieren (vgl. Gree-

frath et al. 2016: 239-240).

Ahnlich wie der Produktsummenaspekt kann auch der Stammfunktionsaspekt bei meh-
reren didaktischen Zugéngen zur Integralrechnung eine wichtige Rolle spielen.?® Anders
als der Produktsummmenaspekt erdffnet der Stammfunktionsaspekt dabei aber keine

fachlich solide Moglichkeit, das bestimmte Integral sauber zu definieren (vgl. Danck-

37Ein weiteres, vermutlich noch typischeres Beispiel ist der in einem bestimmten Zeitintervall
zuriickgelegte Weg als verallgemeinertes Produkt von (nichtnegativer) Geschwindigkeit und Zeit (vgl.
Biichter & Henn 2010: 92-95).

38siehe Abschnitt 4.1.6

39siehe Abschnitt 2.3

40siehe Abschnitt 4.2
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werts & Vogel 2006: 95, Greefrath et al 2016: 241). Damit ist gemeint, dass wenn
man die Integralrechnung ganz iiber das ,, Umkehrproblem der Differentialrechnung®
(Blum & Torner 1983: 163) einfiihrt, so erhédlt man nur einen mehr oder weniger sinn-
vollen Integralbegriff, solange man sich auf stetige Funktionen beschrinkt (vgl. Blum
& Torner 1983: 164). Hebt man diese Beschriankung auf, so ist man genau mit den
in Abschnitt 2.4.2 diskutierten Féllen konfrontiert, die zeigen, dass die Existenz einer
Stammfunktion grundsétzlich weder hinreichend noch notwendig fiir die Integrierbar-
keit einer Funktion ist (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 95).%!

Bei Anwendungen der Integralrechnung liefert der Stammfunktionsaspekt einen an-
deren, eher der Differentialrechnung zugehorigen Zugang dazu, ,,den Gesamtzuwachs
einer (unbekannten) Funktion F' mit gegebener Ableitung F' = f als Gesamteffekt der
gegebenen Anderungsrate(nfunktion) f* (Blum & Torner 1983: 164) zu berechnen.*?
Sei zum Beispiel v : [0; 10] — R gegeben durch v(t) = a-t, a > 0, die Geschwindigkeit-
Zeit-Funktion eines gleichméflig beschleunigten Fahrzeugs in den ersten zehn Fahrse-
kunden mit v(¢) in m/s. Méchte man nun die Lénge des Weges berechnen, den das
Fahrzeug in den ersten zehn Fahrsekunden zuriicklegt, so kann man nun auch die aus

der Differentialrechnung bekannte Beziehung

ausnutzen, um eine Funktionsgleichung einer entsprechenden Weg-Zeit-Funktion s auf-
zustellen, deren absolute Anderung im Intervall [0; 10] offensichtlich das gewiinschte

Resultat liefert. Konkret erhélt man hier als mégliche Funktionsgleichung von s den
Ausdruck

und kann damit den in den ersten zehn Fahrsekunden zuriickgelegten Weg durch
5(10) — s(0)

berechnen, womit hier nun erfolgreich der zuriickgelegte Weg aus den gegebenen Ander-
ungsraten rekonstruiert wurde (vgl. Blum & Torner 1983: 164). Es ist dann eine Frage

des didaktischen Zugangs zur Integralrechnung, ob der Ausdruck
10
/ v(t) dt
0

“1Dieses Problem wird in Abschnitt 4.2.2 in Zusammenhang mit einem entsprechenden didaktischen
Zugang noch genauer behandelt.
42im Gegensatz zum Zugang iiber Produktsummen (sieche Abschnitt 4.1.1, Beispiel (d) von Blum &

Torner)
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per Definition als Differenz s(10) — s(0) verstanden wird*® oder ob das bestimmte In-
tegral anders eingefiihrt wurde und damit auf anderem Wege bereits geklart ist, dass
dieses Integral ebenfalls dem zuriickgelegten Weg in den ersten zehn Fahrsekunden

entspricht.

Uber den Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung erhilt man be-
kanntermaflen auch die sogenannten Integrationsregeln, womit im Grunde genau die
Umkehrungen der Ableitungsregeln gemeint sind (vgl. Biichter & Henn 2010: 246). Es
handelt sich also im Kern um Regeln fiir das Ermitteln von Stammfunktionen, was im
Falle stetiger Funktionen nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
eine vielversprechende Strategie fiir das Berechnen bestimmter Integrale darstellt.**
Speziell im Zusammenhang mit aufwendigeren Integrationsregeln wie etwa partielle In-
tegration und Substitution werfen Andreas Biichter und Hans-Wolfgang Henn jedoch
die Frage auf, wie wichtig umfassende Fertigkeiten im Umgang mit solchen Regeln
tatséchlich noch sind, denn ihrer Meinung nach ,, haben solche Fertigkeiten in Zeiten
von Computer-Algebra-Systemen [weder| einen praktischen Nutzen, noch fithren sie zu
tieferer mathematischer Einsicht® (Biichter & Henn 2010: 246). Gilbert Greefrath et
al. halten es jedoch wiederum fiir durchaus sinnvoll, zumindest einfache Spezialfille
wie etwa die lineare Substitution auch in der Schule zu behandeln (vgl. Greefrath et al.
2016: 275). Die Frage, wie weit man bei diesem Teilbereich des Stammfunktionsaspekts
in der Schule tatséchlich gehen sollte, ist zweifelsohne schwierig zu beantworten und

geht iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.

Bisher wurde in diesem Abschnitt nur die Bedeutung von Stammfunktionen fiir die
Integralrechnung behandelt. Tatsédchlich liefert aber der erste Teil des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung auch einen Zusammenhang in die andere Richtung,
aus dem also die Bedeutung der Integralrechnung fiir das Angeben von Stammfunktio-
nen hervorgeht. Sei I C R ein Intervall und a € I. Dann gilt fiir eine stetige Funktion
f:I—R, dass F, : [ — R mit

Fuz) = / F(8) dt

eine Stammfunktion von f ist.*’ Einerseits bedeutet dies, dass man sich eben mithil-
fe der Integralrechnung Stammfunktionen konstruieren kann®, andererseits hat man
dadurch die Moglichkeit, auch dann eine Stammfunktion anzugeben, wenn sich diese

nicht in Termen elementarer Funktionen ausdriicken lésst (vgl. Biichter & Henn 2010:

43Dies wird manchmal auch als Stammfunktionsintegral bezeichnet (vgl. Blum & Térner 1983: 163,
siehe Abschnitt 4.2.2).

4giehe Abschnitt 2.3

45siehe Abschnitt 2.3

46siehe Abschnitt 4.2.3
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250). Ein typisches und auch fiir die Schule relevantes Beispiel einer stetigen Funktion,
die keine elementare Stammfunktion besitzt, ist die Dichtefunktion der Standardnor-

malverteilung ¢, die gegeben ist durch

1 22
e:R—=>R, ¢)= e 2.

Eine spezielle Stammfunktion von ¢, die in der Stochastik eine grofie Rolle spielt, ist
die sogenannte Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ®, deren Funktions-

gleichung

man eben nicht ohne Integral’” angeben kann (vgl. Biichter & Henn 2010: 250).

4.1.3 Maflaspekt

Problemstellungen in Zusammenhang mit dem Berechnen von Flacheninhalten und
Volumina waren bereits in der Antike von groflem Interesse. In diesem Sinne gehen
die Urspriinge der Integralrechnung bereits auf die mathematischen Errungenschaften
dieser Zeit*® zuriick (vgl. Greefrath et al. 2016: 218-220). Damit ist der MaBaspekt, bei
dem Flichen-, Lingen- und Volumenmessung im Mittelpunkt stehen (vgl. Greefrath et
al. 2016: 244), gewissermaflen der &lteste Aspekt der Integralrechnung. Er findet seine
Fortsetzung dann in der sogenannten Mafitheorie (vgl. Greefrath et al. 2016: 243-244),
auf die im Rahmen dieser Arbeit nun aber bewusst nicht viel ndher eingegangen wird.
Zentral ist, dass die grundlegenden Eigenschaften eines Mafles auch vom bestimmten
Integral erfiillt werden, wenn man es ,,zur Flachenmessung auf positive Funktionen, zur
Léngenmessung (z.B. Bogenldnge) und zur Volumenmessung (z.B. Rotationskorper)
[anwendet]“ (Greefrath et al. 2016: 244).

Der Maflaspekt spielt bei didaktischen Zugéngen zur Integralrechnung speziell im Zu-
sammenhang mit Flicheninhalten eine grofie Rolle?, wobei dabei iiblicherweise mit
einem naiven Flacheninhaltsbegriff gearbeitet wird (vgl. Blum & Toérner 1983: 161,
Danckwerts & Vogel 2006: 125). Damit ist gemeint, dass man sich auf hinreichend
schone Beispiele konzentriert, sodass sinnvoll angenommen werden kann, ,dass die
Existenz und Eindeutigkeit des Inhalts der betrachteten Flachen unproblematisch und
gesichert ist“ (Danckwerts & Vogel 2006: 103). Die Frage, ob man diese angenomme-
ne , Priexistenz des Inhalts“ (Danckwerts & Vogel 2006: 103-104), die Praxiserfah-

rungen nach fiir Schiiler*innen selbstverstiandlich ist (vgl. Danckwerts & Vogel 2006:

47Streng genommen handelt es sich hier jedoch um ein uneigentliches Integral (vgl. Forster 2016:
239).

48Beispielsweise ist es Archimedes von Syrakus (287-212 v. Chr.) bereits gelungen, den Flicheninhalt
unter einem Parabelbogen zu berechnen (vgl. Greefrath et al. 2016: 219-220).

49siehe Abschnitt 4.2
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104), bereits in der Schule zu einem spéateren Zeitpunkt in Frage stellen sollte, wird
in der Literatur zum Teil unterschiedlich beantwortet, wobei allgemein eine gewisse

Zuriickhaltung diesbeziiglich vorherrscht.?®

Wie bereits erwédhnt, kommt vor allem der Flidchenmessung besonders viel Bedeutung
im Zusammenhang mit didaktischen Zugéngen zur Integralrechnung zu. Wird zum
Beispiel eine Teilmenge von R? durch zwei Graphen stetiger Funktionen berandet, so
kann man mithilfe des bestimmten Integrals dieser Teilmenge auf eindeutige Weise ihren
Flacheninhalt zuordnen (vgl. Greefrath et al. 2016: 243-244). Seien also f, g : [a;b] — R
stetig und f(z) > g(z) fiir alle x € [a;b], dann gilt fiir den Fldcheninhalt A der

Teilmenge von R?, die von den Graphen von f und ¢ berandet wird,

A= [ (1) - gla) do.

Abb. 10: Die Graphen der stetigen Funktionen f und g beranden eine Teilmenge von R?,
der man mithilfe des bestimmten Integrals ihren Flécheninhalt A zuordnen kann.

Betrachtet man Flédchen, die von einem geeigneten Funktionsgraphen und der z-Achse
eingeschlossen werden, muss man jedoch beachten, dass das bestimmte Integral in
diesem Fall nur bei der ,Flichenmessung oberhalb der z-Achse* (Greefrath et al.
2016: 244) das hier gewiinschte Ergebnis liefert (vgl. Greefrath et al. 2016: 244). So
gilt zum Beispiel fiir den Flicheninhalt A der Teilmenge von R?, die vom Graphen der
Funktion h : [—7; 7] — R mit h(z) = sin(x) und der z-Achse berandet wird, dass

A#/_Zh(x)dx:/ﬂsin(x)dx:(),

—T

0giche z.B. Danckwerts & Vogel (2006: 125), Freudenthal (1973: 572), Kirsch (1976: 96-97), Tietze
et al. (1997: 283)
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da das bestimmte Integral in diesem Zusammenhang eben den sogenannten orientierten
Flacheninhalt der berandeten Menge liefert (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 93) und
ein Teil des Graphen von h unterhalb der z-Achse liegt.’! Dieses Problem lisst sich
allerdings leicht 16sen, indem man stattdessen das bestimmte Integral der Funktion |A|

betrachtet®®, denn dann gilt

/_::|h(x)|dx:/_i—h(x)der/oﬂh(x)dx:—/_ih(x)der/owh(x)dx

und daher

s 0 ™
A:/ |h(x)]dx:‘/ sin(x)dx‘—k/o sin(z)dz = | — 2 +2 = 4.

—T

Abb. 11: Hier liefert das bestimmte Integral von h nicht den Flacheninhalt der vom
Graphen und der z-Achse berandeten Teilmenge von R?

Da den Fldcheninhalten auch hier nun besonders viel Beachtung geschenkt wurde,
ist es abschlieBend noch wichtig festzuhalten, dass der MaBaspekt ,allgemeiner [ist]
als nur eine Flicheninhaltsvorstellung® zum Integral® (Greefrath et al. 2016: 244).
Neben Lingen und Volumina kénnen auflerdem durchaus auch ,,physikalische Groflen
wie die Arbeit als Wegintegral iiber die Kraft [...] unter diesem Aspekt gesehen werden*
(Greefrath et al. 2016: 244).

S1Es gilt ja

0 ™ ™
/ sin(x) dz = —/ sin(x) dz, also / sin(z)dz =0
—r 0 -

52 Analog miisste man auch im vorigen Beispiel vorgehen, wenn man die Voraussetzung f(z) > g(x)

fallen liefle.
53giehe Abschnitt 4.1.4
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4.1.4 Fliacheninhaltsgrundvorstellung

Die Flacheninhaltsgrundvorstellung, wie die Bezeichnung bereits vorwegnimmt, stellt
das Berechnen von Fliacheninhalten in den Mittelpunkt. Damit betont diese Grundvor-
stellung ,,den |klassischen Zugang' zur Integralrechnung® (Greefrath et al. 2016: 244),
der die Frage in den Mittelpunkt stellt, wie man den Inhalt einer ,krummlinig [beran-
deten]| Fliche moglichst genau [...] bestimmen [kann]“ (Greefrath et al. 2016: 244).%*
Wie im vorigen Abschnitt bereits diskutiert, ist diese Grundvorstellung sehr eng ver-
bunden mit dem Mafaspekt, aber auch die anderen beiden behandelten Aspekte des
Integralbegriffs kommen zum Tragen (vgl. Greefrath et al. 2016: 238).

Die Fldcheninhaltsgrundvorstellung spielt einerseits eine sehr wichtige Rolle, da be-
kanntermaflen selbst in unterschiedlichsten Anwendungen der Integralrechnung das ,,In-
tegral als Grenzwert [von Summen| von Rechtecksflichen(inhalten)“ (Blum & Térner
1983: 160) graphisch veranschaulicht werden kann. Damit ist die Flacheninhaltsgrund-
vorstellung eine zentrale geometrische Grundvorstellung zum Integralbegriff®®, die auch
iiber rein geometrische Fragestellungen hinaus Bedeutung hat (vgl. Blum & Térner
1983: 160). Andererseits ist jedoch ein zu starker Fokus auf diese Grundvorstellung oder
gar eine Reduktion des Integralbegriffs auf seine geometrische Deutung als Flacheninhalt
im Mathematikunterricht durchaus nicht unproblematisch, da dadurch das ErschliefSen
anderer inhaltlicher Deutungen erschwert werden kann (vgl. Blum & T6rner 1983: 161,
Greefrath et al. 2016: 247). AuBlerdem kann bei so einem Fokus auch leicht aus den Au-
gen verloren werden, dass das bestimmte Integral gar nicht zwangslaufig Flacheninhalte
im elementaren Sinn, sondern eben sogenannte orientierte Flicheninhalte liefert.%
Fléachen, die von Funktionsgraphen auf geeignete Weise berandet werden, werden vom
bestimmten Integral also eigentlich nicht gemessen sondern bilanziert (vgl. Danckwerts
& Vogel 2006: 93). Vorschlige, wie man die Flacheninhaltsgrund-vorstellung dahinge-

hend erweitern kann, sind zum Beispiel bei Peter Bender zu finden:

Die erste Achse ist eine befestigte Strafie. Oberhalb von ihr befindet sich ein
gleichméfig nasser Sumpf, der durch die Strafie und den Graph der zu in-
tegrierenden Funktion begrenzt ist. Auf der Strafle fihrt ein Entwésserungs-
Fahrzeug ab einer bestimmten Stelle nach rechts. [...] Es fiihrt einen Behélter
mit sich, in dem das Wasser gesammelt wird. An jeder Stelle des Weges ist
die Hohe des Wasserspiegels im Behélter ein (Léngen-) Maf} fiir die bis
dahin iiberstrichene Fliche. [...] Unterhalb der ersten Achse liegt Wiiste,
ebenfalls durch die Strale und den Funktionsgraph begrenzt; und diese wird

[...] bewdssert. Nach wie vor ist die Hohe des Wasserstandes im Behélter an

5dsiehe Abschnitt 4.2.1
5die berithmte , Fliche unter Kurve® ...
56siehe Abschnitt 4.1.3
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jeder Stelle ein Ma$ fiir die iiberstrichene Flidche. (Bender 1990: 112)

Neben der Moglichkeit, damit eine Metapher fiir das Bilanzieren von Flachen zu geben,
kann diese funktionale Auffassung vom Fldacheninhalt auch dazu verwendet werden,
zum Begriff der Integralfunktion und in weiterer Folge zum Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung vorzustofien (vgl. Bender 1990: 112, Kirsch 1976: 94-97). Ein
dhnliches Vorgehen ist auch im Zusammenhang mit der Rekonstruktionsgrundvorstel-
lung®” méglich und bildet dann die Grundlage fiir den in Abschnitt 4.2.3 diskutierten
didaktischen Zugang zur Integralrechnung, bei dem das Rekonstruieren von Bestdnden
aus gegebenen Anderungsraten im Mittelpunkt steht (vgl. Danckwerts & Vogel 2006:
96-110, Kirsch 1976: 94).

Die Figur zeigt den Graphen von y = f(x).

S, ist die Fldche, welche von der x-Achse, x = @ und y = f(x) begrenzt wird.
82 ist die Fliche, welche von der x-Achse, x =% und y = f(x) begrenzt wird.
Dabeiista<bund0<S,<3S,.

b
Der Wert von If(x)dx ist
a

A, S +8,
B. §,-5,
C. §,-§,
D. 18-8d

1
E E(S, +S,)

Abb. 12: Aufgabe im Rahmen der internationalen Vergleichsstudie TIMSS im Jahr 1999
(Baumert et al. 1999: 80).

Auch wenn die Flacheninhaltsgrundvorstellung zweifelsohne sehr wichtig ist, ,,sollte im
Unterricht diese Vorstellung nur als eine von mehreren moglichen Vorstellungen ver-
wendet werden“ (Greefrath et al. 2016: 245), da sie ohne entsprechende Ergénzungen,
wie oben bereits erwédhnt, in doppelter Hinsicht durchaus problematisch sein kann.
Als Beleg fiir einen Teil der Problematik, der von einer zu grofien Betonung dieser
Grundvorstellung ausgeht, wird gerne eine Aufgabe der internationalen Vergleichsstu-
die TIMSS aus dem Jahr 1999 (Abb. 12) hergenommen (siehe z.B. Danckwerts & Vogel

57siehe Abschnitt 4.1.5
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2006: 94, Greefrath et al. 2016: 245-246). Diese zielt ndmlich genau auf ,den Unter-
schied zwischen dem Fléacheninhalt und dem Wert des Integrals“ (Greefrath et al. 2016:
245) ab und wurde von deutschen Schiiler*innen nur mit einer relativen Haufigkeit von
23 % richtig beantwortet (vgl. Baumert et al. 1999: 80).

4.1.5 Rekonstruktionsgrundvorstellung

Die Rekonstruktionsgrundvorstellung umfasst ,sowohl die (Re-)Konstruktion einer
GroBe aus gegebenen Anderungsraten als auch die (Re-)Konstruktion einer Stamm-
funktion einer gegebenen Funktion“ (Greefrath et al. 2016: 247). Damit ist die Rekon-
struktionsgrundvorstellungvorstellung zum Integralbegriff sehr umfassend und vielféltig,
,hat Beziige zu allen Aspekten des Integrals“ (Greefrath et al. 2016: 249) und hat
dariiber hinaus mehrere Beziige zu weiteren Grundvorstellungen des Integralbegriffs
wie der Flicheninhaltsgrundvorstellung und der Kumulationsgrundvorstellung® (vgl.
Greefrath et al 2016: 248-249). Aus diesem Grund gilt diese Grundvorstellung als zen-
tral fiir ein addquates inhaltliches Verstdndnis des Integralbegriffs (vgl. Danckwerts &
Vogel 2006: 125).

Wie in der Definition bereits angedeutet, wird hier in der Literatur manchmal zwi-
schen Konstruktion und Rekonstruktion unterschieden (siehe z.B. Bender 1990: 121,
Greefrath et al. 2016: 247-248). Dabei héngt es mafigeblich vom gegebenen Kontext
und damit von ,,der Interpretation der Werte der Ausgangsfunktion“ (Greefrath et al.
2016: 247) ab, welche Sichtweise gerade passender ist. Diese Unterscheidung ist jedoch
in vielen Féllen relativ schwierig (vgl. Greefrath et al. 2016: 247-248) und im Zusam-
menhang mit stetigen Funktionen dann iiberhaupt kaum mehr mathematischer Natur
(vgl. Bender 1990: 104), da dann wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung ohnehin klar ist, dass beide Sichtweisen im Grunde das gleiche Ziel verfolgen
(vgl. Tietze et al. 1997: 287). Man kann aber durchaus argumentieren, dass eine Un-
terscheidung zwischen den beiden Sichtweisen fiir den Unterricht sehr wohl relevant
sein kann (vgl. Bender 1990: 104), unter anderem da diese je nach gewéhltem Zugang
zur Integralrechnung unterschiedlich frith und unterschiedlich gut erschlossen werden

koénnen.>?

Fiir die Behandlung im Unterricht nennen Rainer Danckwerts und Dankwart Vogel
gleich eine Vielzahl realitdtsbezogener Beispiele, die die Rekonstruktionsgrundvorstel-
lung in den Mittelpunkt riicken und in denen jeweils sowohl das Rekonstruieren einer
Grofe als auch das Rekonstruieren einer Funktion aus gegebenen Anderungsraten das

Ziel sein kann:

58giehe Abschnitte 4.1.4 und 4.1.6
59giehe Abschnitt 4.2
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e Aus den Aufzeichnungen eines Fahrtenschreibers (Geschwindigkeit-
Zeit-Verlauf) wird der zuriickgelegte Weg rekonstruiert (Geschwindig-

keit = momentane Anderungsrate des Weges).

e Aus der Kenntnis der Beschleunigung einer Rakete zu jedem Zeit-
punkt wird ihr Geschwindigkeitsverlauf rekonstruiert (Beschleunigung

= momentane Anderungsrate der Geschwindigkeit).

e Aus der Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Epidemie wird auf die An-
zahl der Infizierten geschlossen (Ausbreitungsgeschwindigkeit = mo-

mentane Anderungsrate der Infizierten).

e Die Stérke des Stroms, der einem Akku [in einem bestimmten Zeitin-
tervall] entnommen oder zugefithrt wird, ldsst Riickschliisse auf seinen
Ladezustand zu (Stromstirke = momentane Anderungsrate der La-
dungsmenge).

e Aus der Kenntnis des Grenzsteuer-Verlaufs (in Abhéngigkeit des zu
versteuernden Jahreseinkommens) kann man auf den Einkommens-
steuersatz zuriickschlieBen (Grenzsteuer = lokale Anderungsrate der

Einkommenssteuer).

(Danckwerts & Vogel 2006: 102-103)

Im Zusammenhang mit diesen Beispielen ist auch der bereits erwédhnte Bezug zur Ku-
mulationsgrundvorstellung deutlich erkennbar (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 102,
Greefrath et al. 2016: 248). Der ebenfalls bereits erwiahnte Bezug zur Flécheninhalts-
grundvorstellung ergibt sich unter anderem bei graphischen Uberlegungen anhand von

Fléchen in Zusammenhang mit Funktionsgraphen (vgl. Greefrath et al. 2016: 248).

Verwendet man bei der Einfiihrung des Integralbegriffs zum Beispiel sogenannte
Flicheninhaltsfunktionen (siehe z.B. Bender 1990, Kirsch 1996: 55-59) oder schon friih
das Konzept der Integralfunktion (siehe z.B. Danckwerts & Vogel 2006: 103-108, Kirsch
1976), so kann man damit bekanntermafien Stammfunktionen zu einer gegebenen ste-
tigen Funktion konstruieren, auch wenn die Werte dieser gegebenen Funktion nicht
zwangslidufig als Anderungsraten interpretiert werden. Ob bei der ersten Begegnung
mit dieser Idee bereits bekannt ist, dass das Resultat eine Stammfunktion ist, héngt

wieder vom gewihlten Zugang ab.5°

Ein sicherlich traditionsreiches, jedoch relativ wenig anwendungsbezogenes Beispiel
zum Konstruieren einer Stammfunktion ist das Untersuchen der Integralfunktion F7 :

10; 0o[ = R mit
1

Fl(x):/lxgdt

60siehe Abschnitt 4.2
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(vgl. Greefrath et al. 2016: 248-249, Kirsch 1976: 102-104). Arnold Kirsch sieht F; dabei
als Flacheninhaltsfunktion und erarbeitet vor diesem Hintergrund Schritt fiir Schritt

durch Uberpriifen von Eigenschaften wie beispielsweise
Fl(a . b) = Fl(a) + Fl(b)

fiir alle a,b €]0; co[, dass es sich dabei um die natiirliche Logarithmusfunktion®" han-
deln muss (vgl. Kirsch 1976: 102-103). Dabei wird die Eigenschaft von f :]0;00[— R
mit f(z) = %, die Ableitungsfunktion von F} zu sein, nicht verwendet, sondern es wird
hauptsédchlich mit grundlegenden Eigenschaften des Integrals argumentiert (vgl. Kirsch
1976: 102-103).

Graphische Vorgehensweisen zum Konstruieren von Stammfunktionen mithilfe grund-
legender Eigenschaften des Integrals sind in der einschliagigen Literatur an mehreren
Stellen zu finden, wobei man sich dabei oft auf Integralfunktionen stiickweise linea-
rer Funktionen konzentriert (siehe z.B. Danckwerts & Vogel 2006: 96-99, Kirsch 1976:
91-94). Dadurch hat man natiirlich den Vorteil, dass man Funktionswerte der Integral-
funktion auf elementare Weise exakt berechnen kann (vgl. Kirsch 1976: 91) und daher
sogar eine explizite Funktionsgleichung der Integralfunktion beziehungsweise Stamm-
funktion angeben kann (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 97-99). Daher kann so eine
Vorgehensweise im Rahmen der Einfiihrung des Integralbegriffs grundsétzlich bereits
sehr frith verwendet werden® (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 97-99).

4.1.6 Kumulationsgrundvorstellung

Ahnlich wie die Flicheninhaltsgrundvorstellung sehr eng mit dem MaBaspekt zusam-

93, ist die Kumulationsgrundvorstellung sehr eng mit dem Produktsummen-

menhéng
aspekt verbunden, denn hier stehen nun ,,der Prozess der Sammlung [beziehungsweise]
des Aufsummierens von Teilprodukten zu einer Produktsumme® (Greefrath et al. 2016:
253) im Mittelpunkt. Diese Grundvorstellung beruht also auf ,einer geeigneten Inter-
pretation der Produktsummen, die im Grenzwert zum Integral fithren“ (Greefrath et
al. 2016: 253). Da der Produktsummenaspekt an sich eine sehr zentrale Rolle spielt®?,
wird auch der Kumulationsgrundvorstellung groie Bedeutung beigemessen (vgl. Ben-
der 1990: 104, Danckwerts & Vogel 2006: 125). Rainer Danckwerts und Dankwart Vo-
gel betonen dabei insbesondere den Bezug zur Rekonstruktionsgrundvorstellung (vgl.
Danckwerts & Vogel 2006: 102), wihrend Peter Bender das Kumulieren auch mit der
Flacheninhaltsgrundvorstellung und dem Stammfunktionsaspekt unmittelbar in Ver-

bindung bringt (Bender 1990: 104-105).

61Diese kann bekanntlich auch iiber diese Integralfunktion definiert werden (vgl. Kirsch 1976: 103).
62siehe Abschnitt 4.2.3
63siehe Abschnitt 4.1.4
64siehe Abschnitt 4.1.1
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Die Beziehung zur Flacheninhaltsgrundvorstellung macht sich unter anderem im Zu-
sammenhang mit der graphischen Veranschaulichung des bestimmten Integrals durch
Rechtecke bemerkbar. Wahrend aber bei der Fliacheninhaltsgrundvorstellung der Grenz-
wert entsprechender Summen von Rechtecksflicheninhalten im Mittelpunkt steht%,
geht es beim Kumulieren um den zugrundeliegenden Prozess des Aufsummierens (vgl.
Greefrath et al. 2016: 253-254). Der Zusammenhang zum Stammfunktionsaspekt und
die Beziehung zur Rekonstruktionsgrundvorstellung lésst sich wiederum sehr gut mit
unterschiedlichsten Anwendungsbeispielen® herstellen, in denen man den Gesamtef-
fekt der Anderungsraten durch Kumulieren rekonstruiert (vgl. Danckwerts & Vogel
2006: 102). In gewisser Hinsicht ist die Kumulationsgrundvorstellung also grundlegend
fiir weitere wichtige Grundvorstellungen zum Integralbegriff” (vgl. Tietze et al. 1997:
280-284), was die grofie Bedeutung, die ihr oft zukommt, durchaus rechtfertigt bezie-

hungsweise bestatigt.

Dass sich die Kumulationsgrundvorstellung besonders gut dafiir eignet, ,, Wissen zum
Integralbegriff auf andere mathematische und physikalische Kontexte zu iibertragen®
(Greefrath et al. 2016: 254), zeigt das folgende Beispiel. Ahnlich wie bei der Diskussion
des Produktsummenaspekts wird wieder die physikalische Arbeit als verallgemeiner-

te Produktsumme von Kraft und Weg betrachtet.

Um das Augenmerk aber nun
verstirkt auf das Kumulieren zu richten und dabei gleich ein moglichst allgemeines
Resultat zu erhalten, wird nun kein notwendigerweise geradliniger Weg betrachtet,
sondern ein stetig differenzierbarer Weg v : [a;b] — R?® und ein stetiges Kraftfeld
F : R? — R3. AuBerdem sei Z = [ty = a,t,...,t, = b] eine Zerlegung des Intervalls
[a; b] und

§i = (t:) = (ti1)
fir alle 7 € {1,...,n}. Nimmt man nun an, die Kraft entlang der Strecke von ~(;_1)

nach ~(t;) ist konstant und bezeichnet diese mit F; fiir alle i € {1, ..., n}, so erhilt man

als Naherung fiir die Arbeit W entlang des Weges v die Summe von Skalarprodukten
WaF -8+..+F, 5.

Die Arbeit, die entlang des gesamten Weges verrichtet wird, ergibt sich also ndherungs-
weise als Kumulation von Teilprodukten, die jeweils die verrichtete Arbeit entlang eines
kurzen Wegstiickes approximieren (vgl. Deiser 2015: 273, Greefrath et al. 2016: 254).

65siehe Abschnitt 4.1.4

6siehe z.B. die Liste von Danckwerts & Vogel in Abschnitt 4.1.5.

S7Es besteht sogar auch eine Beziehung zur Mittelwertgrundvorstellung (vgl. Tietze et al. 1997:
284).

68siehe Abschnitt 4.1.1
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Der Grenzwert dieser Anndherungen ist dann das Wegintegral

[F@-as- | TR 40 dr

(vgl. Deiser 2015: 273), wobei die hier verwendete Beziehung %‘i = j(t) sofort aus
der Definition der §; folgt. Dieses Beispiel wurde gewahlt, um die Tragfdhigkeit dieser
Grundvorstellung zu unterstreichen und sich dabei absichtlich von Anschauungen zu
16sen, die sich auf orientierte Flacheninhalte und Funktionsgraphen stiitzen. Fiir den
Mathematikunterricht in der Schule eigenen sich wohl eher einfachere Versionen dieses
Beispiels, die zum Beispiel entweder einen geradlinigen Weg voraussetzen (vgl. Gree-
frath et al. 2016: 254), von Anfang an die Kraft als Funktion des zuriickgelegten Weges
auffassen (vgl. Blum & Kirsch 1996: 62) oder sogar beide genannten Annahmen treffen
(vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 120).

In zahlreichen Anwendungen der Integralrechnung besteht also auch eine wichtige Ver-
bindung der Kumulationsgrundvorstellung zum MaBaspekt, zu dem ja auch das Mes-
sen ,, [physikalischer] Gréflen wie [der] Arbeit als Wegintegral iiber die Kraft® (Gree-
frath et al. 2016: 244) gezihlt werden kann.® Weitere Beispiele dieser Verbindung zum
Mafaspekt sind das Berechnen der Bogenlédnge eines Funktionsgraphen in einem Inter-
vall [a;b] (vgl. Greefrath et al. 2016: 281) und das Berechnen des Volumens eines Ro-
tationskorpers, der durch Rotation eines Funktionsgraphen um eine der beiden Achsen
entsteht (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 120-122, Greefrath et al. 2016: 275). Auch hier-
bei 16st man sich jeweils von graphischen Veranschaulichungen durch Flécheninhalte
und stellt das ,, Aufsummieren von Teilprodukten zu einer Produktsumme* (Greefrath
et al. 2016: 253) in den Mittelpunkt (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 120-122, Greefrath
et al. 2016: 275-281).

4.1.7 Abschlielende Bemerkungen

Aus der Diskussion der einzelnen Grundvorstellungen geht klar hervor, dass diese auch
untereinander zum Teil sehr stark vernetzt sind. Dies wird im graphischen Modell von
Gilbert Greefrath et al. jedoch leider nicht beriicksichtigt, denn dieses beschréankt sich
darauf, auszudriicken, ,,welche Grundvorstellungen sich auf Basis welcher Aspekte gut
entwickeln lassen“ (Greefrath et al. 2016: 18). Der Fokus liegt dort also bewusst nur
auf den ohnehin schon zahlreichen Beziehungen zwischen Aspekten und Grundvorstel-
lungen (vgl. Greefrath et al. 2016: 18). Was die Beziehungen zwischen den einzelnen
Grundvorstellungen betrifft, ldsst sich eine gewisse Hierarchie erkennen, die der Ku-

mulationsgrundvorstellung eine besonders grundlegende Rolle einriumt.™

89siehe Abschnitt 4.1.3
"Ogiehe Abschnitt 4.1.6
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Alles in allem lésst sich also abschlieffend festhalten, dass der Integralbegriff nicht nur
auferst facettenreich ist, sondern fast alle dieser Facetten auch sehr eng und auf viel-
seitige Art und Weise miteinander verbunden sind. Daher ist es besonders wichtig, in
der Schule einen geeigneten Zugang zur Integralrechnung zu wéhlen, der es erméglicht,
»ein umfassendes Bild der Grundvorstellungen und Aspekte zum Integralbegriff zu ver-
mitteln® (Greefrath et al. 2016: 262) und dessen inhaltliches Verstdndnis in den Mit-
telpunkt zu stellen (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 125), ohne dabei die Schiiler*innen
mit der Fiille der inhaltlichen Deutungen zu iiberfordern (vgl. vom Hofe 1995: 104).

4.2 Verschiedene Zuginge zur Integralrechnung

Im Rahmen dieser Arbeit wird in erster Linie zwischen drei verschiedenen unter-
richtlichen Zugéngen zur Integralrechnung unterschieden. Diese Zugéinge sind jeweils
nach ihren motivierenden Problemstellungen benannt und werden demzufolge mit
Flicheninhalte unter Funktionsgraphen, Umkehrung der Differentiation und Rekon-
struktion von Bestinden aus Anderungsraten bezeichnet. Die Einschriankung auf diese
drei Zugénge soll jedoch nicht suggerieren, dass es nur drei Wege gibt, die Integralrech-
nung in der Schule einzufithren.”™ Vielmehr handelt es sich dabei um die drei Zuginge,
die einerseits eine lange Tradition in der Mathematikdidaktik haben (vgl. Blum &
Torner 1983: 172-173) und andererseits mit dem osterreichischen Lehrplan weitgehend
kompatibel sind (vgl. RIS 2021).

Fiir alle in diesem Abschnitt diskutierten Zugénge gilt, dass Fragen beziiglich Existenz
und Eindeutigkeit der jeweils betrachteten auftretenden Flacheninhalte frithestens im
Rahmen einer anschliefenden weiteren Prézisierung zu behandeln wéren (vgl. Blum &
Kirsch 1979: 20-21). Im Sinne des Spiralprinzips beziehungsweise der Fortsetzbarkeit
sollte zwar stets beriicksichtigt werden, dass fachliche Vertiefungen zu einem spéteren
Zeitpunkt sinnvoll erfolgen kénnen miissen (vgl. Blum & Torner 1983: 233-236), in-
wieweit dies jedoch in Bezug auf solche Fragen noch in der Schule stattfindet bezie-
hungsweise stattfinden soll, sei dahingestellt (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 124-125).
In Zusammenhang mit unterrichtlichen Zugéngen zur Integralrechnung ist breit akzep-
tiert, dass es sinnvoll ist, Existenz und Eindeutigkeit der auftretenden Flacheninhalte
zunéchst vorauszusetzen (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 103-104), da diese und auch
weitere grundlegende Eigenschaften von Flécheninhalten und in weiterer Folge von
bestimmten Integralen der Erfahrung nach von Schiiler*innen nicht in Frage gestellt

werden beziehungsweise an deren naives Vorwissen zu diesem Thema ankniipfen (vgl.

"'Ein Zugang iiber die Mittelwertbildung wurde bereits am Beginn von Abschnitt 4.1 erwihnt. Des
weiteren gibt es Zugénge, bei denen Differential- und Integralrechnung simultan eingefithrt werden
(siehe z.B. Greefrath et al. 2016: 270-272, Henn 2018) oder die Integralrechnung vor der Differential-
rechnung behandelt wird (vgl. Blum & Térner 1983: 156-157).
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Blum & Kirsch 1979: 20, Blum & Térner 1983: 161-168, Danckwerts & Vogel 2006:
103-104, Kirsch 1976: 95). Fiir die Schule gilt daher, dass , [das] Hauptproblem der

Integralrechnung [...| nicht die Definition, sondern die Berechnung der Integralwerte
list] (Blum & Kirsch 1979: 20).7

Jeder Zugang sollte natiirlich frither oder spéter alle Aspekte des Integralbegriffs er-
schliefen. Jedoch kénnte man durchaus sagen, dass jeder der drei Zugénge einen an-
deren Aspekt als primdre Basis verwendet. Dies ist grundsétzlich deshalb gut moglich,
weil jeder der drei Aspekte mit allen drei zentralen Grundvorstellungen verbunden
ist.” Dies bedeutet aber eben nicht, dass jeweils keine anderen Aspekte zum Tragen
kommen, sondern einfach, dass man in jedem der Félle mit einem anderen Aspekt

beginnt.

4.2.1 Fliacheninhalte unter Funktionsgraphen

Der Zugang iiber Flacheninhalte unter Funktionsgraphen stellt in zweierlei Hinsicht
einen klassischen Zugang zur Integralrechnung dar. Einerseits hat er eine lange Tradi-
tion in der Mathematikdidaktik (vgl. Blum & Térner 1983: 172, Kirsch 1976: 88-89) und
andererseits geht er im Kern auf eine Problemstellung zuriick, mit der sich die Mensch-
heit bereits in der Antike befasste, und zwar dem Berechnen des Inhalts einer krummli-
nig berandeten Fliche (vgl. Greefrath et al. 2016: 218-220). Da hier das Berechnen von
Flacheninhalten im Vordergrund steht, kniipft dieser Zugang direkt an Vorkenntnisse
aus der Sekundarstufe I an, wo man sich bereits eingehend mit Flécheninhalten von

Polygonen und auch bereits von Kreisen befasst (vgl. RIS 2021).

Als typischen Einstieg betrachtet man hier gerne den Graphen der Funkion f: R — R
mit f(z) = z? im Intervall [0; 1] und méchte nun den Inhalt der Fliche zwischen z-Achse
und Funktionsgraph in diesem Intervall bestimmen. Klar ist, dass dies ad hoc nicht
moglich ist und als Losungsansatz wihlt man dann das Annéhern des Flacheninhaltes
mithilfe gleich breiter Rechtecke. Die Idee des Annéherns durch Teilflachen ist unter
Umsténden bereits aus der Sekundarstufe I bekannt, wobei man sich hier nun aus reiner
Praktikabilitéat auf Rechtecke beziehungsweise sogar gleich breite Rechtecke beschrankt
(vgl. Greefrath et al. 2016: 265).

Nun muss man eine passende Strategie fiir das weitere Vorgehen finden, wobei dabei das
Annéhern des gesuchten Fliacheninhalts durch Unter- und Obersummen zu bevorzugen
ist (vgl. Knoche & Wippermann 1986: 260-261). Die Vorteile gegeniiber dem Verwen-

den von Zwischensummen an dieser Stelle sind vielfiltig. Einerseits ist das Anndhern

"2 Auch die fiir die Schule iibliche Definition des bestimmten Integrals als Folgengrenzwert (siche
Abschnitt 2.1.2) spiegelt diese Grundhaltung wider (vgl. Blum & Térner 1983: 170).
"3siehe Abschnitt 4.1
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Abb. 13: Annéhern der Fliache durch gleich breite Rechtecke

eines Flacheninhalts ,durch Inhalte von einbeschriebenen und umschriebenen Poly-
gonflichen“ (Knoche & Wippermann 1986: 260) als sinnvolle Strategie moglicherweise
bereits aus der Sekundarstufe I bekannt (vgl. Knoche & Wippermann 1986: 260), wo
man diese historisch relevante Methode zur Annidherung des Fldcheninhalts eines Krei-
ses bereits behandeln kann (vgl. Greefrath et al. 2016: 232-234). Etwas formaler be-
trachtet, entspricht das Anndhern durch Unter- und Obersummen auflerdem damit
gewissermafBen™ einer Intervallschachtelung und dies ist ebenfalls eine Methode, die
den Schiiler*innen zu diesem Zeitpunkt bereits vertraut sein sollte (vgl. Knoche &
Wippermann 1986: 261). Andererseits lassen sich Unter- und Obersummen sehr gut
mithilfe von entsprechendem Technologieeinsatz™ berechnen und auch graphisch ver-
anschaulichen, was den hohen Rechenaufwand, der mit dieser Strategie einhergehen
kann, deutlich verringert (vgl. Biichter & Henn 2010: 231-232, Greefrath et al. 2016:
265). AuBlerdem wird durch die graphische Veranschaulichung (Abb. 14) deutlich, ,,dass
dieses Verfahren durch Erhohung der Anzahl der Teilintervalle immer genauer und die

Differenz zwischen Ober- und Untersummen immer kleiner wird“ (Greefrath et al.
2016: 265).76

An dieser Stelle hat man nun im Grunde zwei Moglichkeiten. Die erste dieser Moglich-
keiten besteht darin, sich vorerst mit solchen numerischen Betrachtungen zufrieden
zu geben und Unter- und Obersummen zu bestimmten dquidistanten Zerlegungen des

betrachteten Intervalls zu untersuchen. Dabei kann man verwenden, dass fiir den ge-

T1.A. ist dies leider nicht ganz korrekt, denn Folgen von Unter- und Obersummen sind bekannter-
maflen nicht notwendigerweise monoton.

757.B. mit den Befehlen ,, Untersumme® und ,,Obersumme® bei GeoGebra.

76 Immer genauer und immer kleiner sollen in dieser Formulierung keinen Anspruch auf Monotonie
im allgemeinen Fall erheben, sondern beziehen sich vielmehr auf ein anschauliches Gesamtbild.
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Abb. 14: Durch Erhéhung der Anzahl der Teilintervalle kann man sich mit Unter- und
Obersummen graphisch schon an den gesuchten Flidcheninhalt herantasten (n = 4 bzw.
n = 40)

suchten Flacheninhalt / und alle n € N*
U, <I<O0,

gilt, um anhand der Differenz O,, — U,, Aussagen dariiber zu machen, wie gut die ent-
sprechenden Anndherungen bereits sind (vgl. Biichter & Henn 2010: 235, Greefrath et
al. 2016: 265). Dieses Vorgehen wiirde nun eine Definition des bestimmten Integrals
als diese Zahl I nahelegen (vgl. Greefrath et al. 2016: 265), welche damit im Kern
der ersten der beiden in Abschnitt 2.1.2 gegebenen Definitionen entsprechen wiirde.
Allerdings ist zu beachten, dass man an dieser Stelle eigentlich noch keinen neuen
Begriff benétigt, da von Existenz und Eindeutigkeit des Flacheninhaltes bereits ausge-
gangen wird (vgl. Blum & Kirsch 1979: 15) und man damit in gewisser Hinsicht nur
dem gesuchten Flacheninhalt einen neuen Namen geben wiirde. Die zweite Moglichkeit
besteht darin, zu versuchen, den Grenzwert der Unter- und Obersummen tatsichlich
zu ermitteln (vgl. Greefrath et al. 2016: 266). Im Falle des hier gewéhlten Beispiels
ist dies tatséchlich auch rein algebraisch durchfiithrbar, insbesondere wenn man die

Summenformel
2 2 2 2 1
I“+2°4+3"+..+n zé-n-(n+1)~(2-n—|—1)

als gegeben voraussetzt (siehe z.B. Biichter & Henn 2010: 232, Greefrath et al. 2016:
226). Damit ist eine exakte Berechnung des gesuchten Fliacheninhaltes als Grenzwert
der Unter- beziehungsweise Obersummen méglich, was in weiterer Folge die zweite in
Abschnitt 2.1.2 gegebene Definition des bestimmten Integrals als Grenzwert von Unter-
und Obersummen nahelegt (vgl. Blum & Térner 1983: 172, Greefrath et al. 2016: 266).

Arnold Kirsch identifiziert an dieser Stelle insbesondere zwei Schwachpunkte eines sol-

chen Zugangs. Erstens argumentiert er, dass eine friihzeitige analytische Definition
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des bestimmten Integrals im Unterricht zu einem ,,[Missverhéltnis| von begrifflichem
und terminologischem Anspruch gegeniiber dem realisierten Niveau der Diskussion“
(Kirsch 1976: 88) fithren kann. Damit ist gemeint, dass der mit der Definition verbun-
dene Anspruch an begrifflicher Exaktheit an dieser Stelle zu hoch ist, wobei sich dieser
dann oft ohnehin auf ,[einige] Alibi-Stunden® (Kirsch 1976: 104) beschrénkt und da-
nach wieder fallen gelassen wird (vgl. Kirsch 1976: 88). In so einem Vorgehen erkennt
Kirsch daher viel eher den Wunsch der Lehrperson ,nach einer ;sauberen Theorie
(Kirsch 1976: 102) als den Versuch, den Integralbegriff fiir Schiiler*innen auf geeigne-
tem Niveau frith zugénglich zu machen (vgl Kirsch 1976: 87). Zweitens ergibt sich das
relativ offensichtliche Problem, dass weitere Aufgaben, die in diesem Zusammenhang
nun gestellt werden kénnen, entweder zu banal oder zu kompliziert sind (vgl. Kirsch

1976: 89). Zum Beispiel kann man nun das bestimmte Integral

1
/ rdx
0

auch als Grenzwert von Unter- und Obersummen berechnen, was zwar einerseits die
entsprechenden Erwartungen erfiillt, aber andererseits im Rahmen dieses Zugangs vor
allem einen duflerst umstindlichen Weg darstellt, den Fldacheninhalt eines rechtwinke-
ligen Dreiecks zu berechnen (vgl. Kirsch 1976: 89). Im Gegensatz dazu stellen sogar
bereits bestimmte Integrale von Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten grofier
als 2 recht grofie und leider auch isolierte Herausforderungen dar. Das Berechnen sol-
cher bestimmten Integrale stellt sich dann aber plotzlich sogar als sehr einfach heraus,
nachdem der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung behandelt wurde. Damit
stellt sich hier die berechtigte Frage, ob solche Aufgaben dann {iberhaupt die Miihe wert
sind (vgl. Kirsch 1976: 89). Die Argumentation in Bezug auf den zweiten Schwachpunkt
kann zwar einerseits durch die heutigen Moglichkeiten des Technologieeinsatzes relati-
viert werden, andererseits steht dann aber an dieser Stelle eigentlich sogar grundsétzlich
in Frage, wie beziehungsweise ob man den Integralbegriff auf diesem Wege {iberhaupt

noch wirklich motivieren kann.

Nachdem man nun iiber das Bestimmen von Flacheninhalten unter Funktionsgraphen
nichtnegativer Funktionen bei einer Definition des bestimmten Integrals iiber Unter-
und Obersummen angelangt ist, kann man ,,das bestimmte Integral als Funktion der
oberen Grenze“ (Blum & Torner 1983: 172) auffassen, um auf diese Weise zum Begriff
der Integralfunktion zu kommen (vgl. Blum & Térner 1983: 172, Biichter & Henn 2010:
233). Mithilfe der wenigen nun bereits bekannten Integrale ldsst sich dann die Aussa-
ge des ersten Teils des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung erahnen,
der dann , mit Riickgriff auf die geometrische Interpretation des bestimmten Integrals
gerechtfertigt wird“ (Blum & Térner 1983: 172). Von dort aus ist dann auch der

zweite Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung erreichbar, sodass
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abschliefend nun weitere Anwendungen der Integralrechnung insbesondere mithilfe des
Hauptsatzes erschlieBbar sind (vgl. Blum & To6rner 1983: 172).

Damit ist dieser Zugang zur Integralrechnung nun zumindest grob umrissen, wobei die
Frage noch offen ist, an welcher Stelle geklart wird, dass das bestimmte Integral Flachen
eigentlich nicht einfach misst sondern bilanziert (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 93).
Werner Blum und Arnold Kirsch betonen, dass Schiiler*innen insbesondere im Zu-
sammenhang mit geeigneten anwendungsbezogenen Beispielen ,,schon friihzeitig lernen
[sollten], Flicheninhalte bei Funktionsgraphen als Grifenprodukte im verallgemeinerten
Sinn zu interpretieren, um falsche Fixierungen zu vermeiden“ (Blum & Kirsch 1979:
16). In anderen Worten sollte also der Produktsummenaspekt friih erschlossen werden,
um einerseits den Integralbegriff fiir weitere Anwendungen zu 6ffnen und andererseits
eine zu starke Bindung an die Interpretation des bestimmten Integrals als Flacheninhalt
zu verhindern (vgl. Blum & To6rner 1983: 161). Da Produktsummen in der Definition
des bestimmten Integrals bei diesem Zugang ohnehin schon vorkommen, ist also eine
Erklarung der auftretenden Vorzeichen mithilfe dieser Produktsummen insbesondere
durch geeigneten Anwendungsbezug durchaus moglich (vgl. Blum & T6rner 1983: 162).
Als mogliche Alternative schldgt Peter Bender vor, das Auftreten negativer Vorzeichen
mithilfe von geeigneten Metaphern im Zusammenhang mit Integralfunktionen zu er-
kldren” (vgl. Bender 1990: 112). Anstatt nur Metaphern zu verwenden, kénnte man
jedoch durchaus auch hier geeignete anwendungsbezogene Beispiele wéhlen, wodurch
gleichzeitig bereits viel Raum fiir die Rekonstruktionsgrundvorstellung geschaffen wer-
den wiirde (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 102-103).

Allein anhand dieser Uberlegungen wird bereits deutlich, dass man bei einem Zugang
iiber Flacheninhalte unter Funktionsgraphen durchaus in der Lage ist, frither oder
spater alle Aspekte des Integralbegriffs auf sinnvolle und zusammenhéngende Weise zu
erschlieflen, wobei der Maflaspekt und der Produktsummenaspekt starker beziehungs-
weise frither zum Tragen kommen (vgl. Greefrath et al. 2016: 266). Entsprechend stehen
hierbei dann die Flacheninhaltsgrundvorstellung aber auch die Kumulationsgrundvor-
stellung im Vordergrund (vgl. Greefrath et al. 2016: 267). Stammfunktionsaspekt und
Rekonstruktionsgrundvorstellung spielen dann spétestens nach der Behandlung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ebenfalls eine Rolle (vgl. Blum &
Torner 1983: 172), womit nun alle drei Aspekte und auch die drei zentralen Grundvor-

stellungen abgedeckt sind.

In diesem Abschnitt wurde bereits an mehreren Stellen Kritik an diesem Zugang
geduflert. Dabei stand im Vordergrund, dass hier einerseits ,,die analytische Definition

des [...] Integrals zu friith angesteuert* (Danckwerts & Vogel 2006: 95) werden kénnte

"siehe z.B. die gegebene Metapher in Abschnitt 4.1.4
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und dass es zu Beginn nur wenige sinnvolle Aufgaben zum Berechnen von bestimmten
Integralen gibt, die im Rahmen dieses Zugangs {iberhaupt interessant und zumutbar
sind (vgl. Kirsch 1976: 89). AuBerdem wurde bereits betont, dass es wichtig ist, den Pro-
duktsummenaspekt auch in Zusammenhang mit weiteren Anwendungen der Integral-
rechnung frith zu erschliefien, insbesondere um zu verhindern, dass sich Schiiler*innen
zu sehr auf die Interpretation des bestimmten Integrals als Flacheninhalt fixieren (vgl.
Blum & Kirsch 1979: 16). Abschlieend deutet die Tatsache, dass man bei diesem
Zugang die graphische Interpretation als orientierten Flédcheninhalt, die zwar zum Bei-
spiel mithilfe geeigneter Anwendungskontexte gut motiviert werden kann (vgl. Blum &
Torner 1983: 162), aber im Zusammenhang mit dem Berechnen von Flacheninhalten

t7®, zusitzlich behandeln muss, auf einen weiteren moglichen

eigentlich sehr stérend is
Kritikpunkt hin. Gewissermaflen ist die Entwicklung des Integralbegriffs bei diesem
Zugang daher namlich eigentlich gar nicht die Losung der urspriinglich motivierenden

Problemstellung, sondern lediglich das entscheidende Mittel zum Zweck.

4.2.2 Umkehrung der Differentiation

Auch der Zugang tiber das ,, Umkehrproblem der Differentialrechnung” (Blum & Térner
1983: 163) hat an sich bereits eine lange Tradition (vgl. Kirsch 1976: 89-90) und steht
dem bereits diskutierten Zugang in vielerlei Hinsicht diametral gegeniiber. Den Kern
der motivierenden Problemstellung stellt hier das Finden von Stammfunktionen dar,
welches im Grunde direkt an die den Schiiler*innen bereits bekannte Differentialrech-
nung™ ankniipft und auf diese Weise ,,natiirlich motiviert* (Kirsch 1976: 89) ist (vgl.
Blum & Térner 1983: 163, Kirsch 1976: 89).

Das Finden von Stammfunktionen muss sich nicht auf ein rein kalkiilgeleitetes Umkeh-
ren der Ableitungsregeln beschrianken, sondern ldsst sich auch graphisch beispielsweise
mithilfe sogenannter Richtungsfelder veranschaulichen (vgl. Blum & Térner 1983: 163,
Biichter & Henn 2010: 238-239). Ist zum Beispiel die Funktion f : R — R mit f(x) = z?
gegeben, so kann man den Graphen einer Stammfunktion F' von f konstruieren, indem
man in einem passenden Koordinatensystem ,in jedem Punkt (x | y) ,die Richtung
f(z) einzeichnet’, [also man zeichnet] ein kleines Geradenstiickchen der Steigung f(z)“
(Biichter & Henn 2010: 238). Jeder mogliche Pfad durch dieses Richtungsfeld entspricht
damit dann dem Graphen einer Stammfunktion von f (vgl. Blum & T6rner 1983: 163).

Solche Richtungsfelder lassen sich durch Technologieeinsatz®® leicht konstruieren und

verdeutlichen auch die Tatsache, dass sich je zwei Stammfunktionen einer auf einem In-

"8siehe Abschnitt 4.1.3

"Nach dem &sterreichischen Lehrplan fiir die AHS ist die Differentialrechnung verpflichtend vor der
Integralrechnung zu behandeln (RIS 2021).

802 B. mit dem Befehl , Richtungsfeld“ bei GeoGebra
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Tietze et al. 1997:

9

in der einschldgigen Fachliteratur dann in manchen Werken als
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Abb. 15: Richtungsfeld fiir Stammfunktionen von f mit f(z) = 22
82S0lche Zuginge werden z.B. bei Blum & Kirsch (1979: 17), Blum & Térner (1983: 163), Danckwerts

& Vogel (2006: 95), Greefrath et al. (2016: 241), Tietze et al. (1997: 282-283) geschildert.

tervall definierten Funktion nur um eine additive Konstante unterscheiden (vgl. Biichter
8lgiche Abschnitt 2.4.3

bildung und kann vollsténdig im Rahmen der Differentialrechnung behandelt werden
(vgl. Blum & To6rner 1983: 163). An dieser Stelle die Schiiler*innen mit dem Begriff des

unbestimmten Integrals zu konfrontieren, halten Werner Blum und Giinter Térner da-
her fiir ,, iberflissig und verwirrend* (Blum & Torner 1983: 173). Auch Arnold Kirsch

und Peter Bender sprechen sich deutlich gegen die Einfithrung dieses Begriffs aus, wo-
bei Bender den Begriff nicht nur an dieser Stelle, sondern allgemein aus der Schule
Unabhéngig davon, ob man nun den Begriff des unbestimmten Integrals einfiihrt oder
nicht, kann man an dieser Stelle bereits zahlreiche Aufgaben stellen und damit insbe-
sondere die Entwicklung der Rekonstruktionsgrundvorstellung unterstiitzen (vgl. Gree-
frath et al. 2016: 268). Dabei muss selbstverstindlich nicht mit Richtungsfeldern ge-
arbeitet werden, denn es bieten sich auch andere graphische Darstellungen an (vgl.
Greefrath et al. 2016: 269). Auch diverse Problemstellungen mit Anwendungsbezug,
die aus der Differentialrechnung bereits bekannt sind, lassen sich nun auf durchaus ge-
winnbringende Weise umkehren (vgl. Blum & Térner 1983: 164). Die an diesem Punkt
bereits auf verschiedene Arten gut erklirbare Tatsache, dass die absolute Anderung
einer Stammfunktion in einem gegebenen Intervall [a; b] von der Wahl der Stammfunk-
tion unabhéngig ist, wird im Rahmen so eines Zugangs manchmal bereits zur Definition
des bestimmten Integrals herangezogen.®? Um eine gewisse begriffliche Abgrenzung zu

& Henn 2010: 238-239). All dies verlangt nun eigentlich noch nach keiner neuen Begriffs-
verbannen®! wiirde (vgl. Bender 1990: 118-119, Kirsch 1976: 89).

Stammfunktionsintegral bezeichnet (vgl. Blum & Térner 1983: 163

schaffen, wird dies



283). Fiir eine stetige Funktion f auf einem Intervall [a;b] definiert man dann

[ 1=F0) - Fa)

wobei F' eine Stammfunktion von f ist® (vgl. Blum & Kirsch 1979: 17, Blum & Térner
1983: 163-164). Damit wird hier der zweite Teil des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung zur Definition erklart und damit das bestimmte Integral fiir stetige
Funktionen scheinbar schlagartig verfiighar gemacht (vgl. Danckwerts & Vogel 2006:
95). Ein Vorteil an dieser Definition liegt ganz klar darin, dass das Berechnen bestimm-
ter Integrale nun von Anfang an im Grunde auf das Ermitteln von Stammfunktionen
reduziert ist, was insbesondere den im vorigen Abschnitt diskutierten Problemen im
Zusammenhang mit dem Ermitteln von Grenzwerten von Unter- und Obersummen
entgegenzuhalten ist (vgl. Greefrath et al. 2016: 268). AuBerdem muss man sich nicht
vorerst auf Potenzfunktionen oder Polynomfunktionen beschrinken, sondern kann im
Grunde sofort auch bestimmte Integrale von Exponentialfunktionen, Logarithmusfunk-
tionen, trigonometrischen Funktionen beziehungsweise allgemein bestimmte Integrale
von skalaren Vielfachen, Summen und Differenzen elementarer Funktionen auch ohne
Technologieeinsatz berechnen (vgl. Greefrath et al. 2016: 268-269). Ob man sich in der
Schule ohne Technologieeinsatz sogar den Herausforderungen stellen sollte, die durch
Produkte, Quotienten oder Verkettungen elementarer Funktionen entstehen, ist nicht
eindeutig zu beantworten und eher umstritten.®* Entscheidend ist eher, dass all dies

grundsétzlich bereits an dieser Stelle erreichbar ist.

So verlockend so ein Zugang auf den ersten Blick aussehen mag, so bringt er doch
einige und zum Teil sehr grofle Probleme mit sich. Aus fachlicher Sicht hat man das
grofle Problem, dass der Integralbegriff, den man hier nun eingefiihrt hat, héchstens fiir
stetige Funktionen sinnvoll sein kann (vgl. Blum & To6rner 1983: 164) und zu grofien
Problemen fiihrt, sobald man Stetigkeit nicht mehr voraussetzt®®, da man die Eigen-
schaften integrierbar sein und eine Stammfunktion besitzen nicht gleichsetzen kann
beziehungsweise so eine Gleichheit auch nicht andeuten sollte (vgl. Danckwerts & Vo-
gel 2006: 95). Doch selbst wenn man sich im Unterricht ohnehin auf stetige Funktionen
beschrinken wiirde®, bleibt so eine Definition des bestimmten Integrals nicht nur in
fachdidaktischer sondern auch in fachlicher Hinsicht problematisch. Einerseits ist es
selbstverstandlich nicht trivial, dass eine stetige Funktion tatséchlich eine Stammfunk-

tion besitzt, dies lasst sich ndmlich auch beispielsweise anhand von Richtungsfeldern

83Die klassische Schreibweise ff f(z) dz wire an dieser Stelle noch nicht sinnvoll motivierbar (vgl.
Kirsch 1976: 92).

84siehe Abschnitt 4.1.2

85siehe Abschnitt 2.4.2

86Dadurch wiirden jedoch zum Teil sogar besonders anschauliche Beispiele wegfallen (vgl. Danck-
werts & Vogel 2006: 96-99).
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nur schwer plausibel machen (vgl. Bender 1990: 112-113, Blum & Kirsch 1979: 17).
Andererseits ist das Stammfunktionsintegral ohne diesen Nachweis streng genommen

gar nicht wohldefiniert, denn die Definition fiihrt beispielsweise bei

2 2
_z_
/e 2 dx

1

zu einer gewissermaflen ausweglosen Situation, da man hier keine entsprechende Stamm-
funktion durch Umkehren von Ableitungsregeln finden kann (vgl. Biichter & Henn 2010:
250).

Aus fachdidaktischer Sicht wird hier {iblicherweise in erster Linie beméngelt, dass es
sich bei diesem Vorgehen ,,um ein Musterbeispiel fiir eine antididaktische Inversion
im Sinne Freudenthals“ (Danckwerts & Vogel 2006: 95) handelt.®” Damit ist gemeint,
dass man bei so einem Vorgehen die Schiiler*innen mit einem fertigen Resultat in Form
einer Definition konfrontiert, welches erst im Anschluss weiter analysiert wird. Dieses
im fachmathematischen Diskurs durchaus iibliche Vorgehen ist aus didaktischer Sicht
jedoch aufBlerst unvorteilhaft, da dabei zunéchst gewissermafien verheimlicht wird, wie
beziehungsweise warum man iiberhaupt zu diesem Resultat kommt (vgl. Freudenthal
1973: 103). Konkret bezieht sich diese Kritik an dem in diesem Abschnitt diskutier-
ten Zugang darauf, dass hier ,etwas, das im urspriinglichen Verstdndnis der Theo-
rie ein tiefliegender Satz ist, zur Definition degradiert [wird]“ (Danckwerts & Vogel
2006: 95), womit dieser Satz im {ibrigen auch ,in seiner Bedeutung nicht angemessen
hervorgehoben wird“ (Kirsch 1976: 89). Ein weiteres didaktisches Problem an dieser
Definition des bestimmten Integrals ist, dass diese in weiten Teilen offen lasst, , wel-
che inhaltlichen Vorstellungen [die Schiiler*innen] mit dem Zahlenwert F'(b) — F'(a)
verbinden [sollen]“ (Blum & Térner 1983: 164). Insbesondere muss die Beziehung zur
Fléacheninhaltsgrundvorstellung dann ohnehin zusétzlich hergestellt werden (vgl. Kirsch
1976: 89), denn den Flécheninhalt unter einem entsprechenden Funktionsgraphen in
einem Intervall einfach als die absolute Anderung der Stammfunktion zu definieren
konnte man als , kiinstlich, ja abwegig® (Blum & To6rner 1983: 165) beschreiben (vgl.
Blum & Kirsch 1979: 18, Blum & Térner 1983: 165).

Anhand dieser Uberlegungen wird klar, dass das Stammfunktionsintegral tatséchlich
sowohl aus fachlichen als auch aus fachdidaktischen Griinden ein &uflerst problembe-
hafteter Begriff ist. Manche dieser Probleme kénnen natiirlich ein Stiick weit abgefedert
werden. Zum Beispiel kann man auch bereits vor der in diesem Abschnitt gegebenen De-
finition anhand geeigneter Beispiele plausibel machen, dass ,, Fldacheninhaltsfunktionen
(in Bezug auf den Graphen von f) Stammfunktionen von f sind“ (Blum & Térner 1983:
173). Dieser Schritt in Richtung des ersten Teils des Hauptsatzes der Differential- und

87siehe z.B. Danckwerts & Vogel (2006: 95), Kirsch (1976: 89), Greefrath et al. (2016: 243)
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Integralrechnung relativiert dann einerseits die erwéhnten Probleme beziiglich der Exis-
tenz des Stammfunktionsintegrals (vgl. Blum & Kirsch 1979: 17) und stellt andererseits
die wichtige Beziehung zur Fldcheninhaltsgrundvorstellung her (vgl. Blum & Térner
1983: 164-165). Man konnte durchaus behaupten, dass durch so ein Vorgehen nun zu-
mindest die Rekonstruktionsgrundvorstellung und die Flacheninhaltsgrundvorstellung
sowie der Stammfunktionsaspekt und zum Teil auch der MaBaspekt abgedeckt sind.
Um im Anschluss aber noch den eigentlich sehr zentralen Produktsummenaspekt zu
erschlieen und auch die gewissermafien grundlegende Kumulationsgrundvorstellung
sinnvoll zu ermoglichen, miissen dazu passende Beispiele erst zusétzlich motiviert und
behandelt werden (vgl. Blum & Kirsch 1979: 17-18). Auch wenn also so ein Zugang
zunéchst so wirken mag, als konnte man bereits friith sehr viel erreichen, so stellt sich
doch heraus, dass durch so ein Vorgehen die Entwicklung eines adéiquaten inhaltlichen
Verstéindnisses des Integralbegriffs nicht leichter wird, ,,da die inhaltliche Bedeutung
bestimmter Integrale dennoch erarbeitet werden [muss]“ (Greefrath et al. 2016: 243).
Werner Blum und Giinter Torner driicken an dieser Stelle jedoch ihre Bedenken da-
hingehend aus, dass dies im Unterricht dann tatséchlich noch in ausreichender Form
geschieht (vgl. Blum & Torner 1983: 164).

4.2.3 Rekonstruktion von Bestinden aus Anderungsraten

Der Zugang nach dem Motto Integrieren heifit Rekonstruieren geht in weiten Teilen
auf Beitrdge von Arnold Kirsch zuriick (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 96), der bereits
1976 auf diese Weise fiir , [eine| ,intellektuell ehrliche’ Einfithrung des Integralbegriffs®
(Kirsch 1976: 87) pladierte. Es handelt sich bei diesem Zugang gewissermafien um
einen Mittelweg, der die Schwéchen der beiden bereits diskutierten Zugénge ausglei-
chen soll (vgl. Kirsch 1976: 90). Dariiber hinaus wird der Anspruch gestellt, dass dabei
die Schiiler*innen von Anfang an ,die Moglichkeit zur Figentitigkeit haben, indem
[ihnen] sinnvolle Aufgaben zugénglich sind, die zur Begriffsbildung hinfithren* (Kirsch
1976: 90). Dabei steht der ,, Aufbau angemessener Vorstellungen* (Kirsch 1976: 87)
im Vordergrund und fachliche Prézisierungen konnen zeitlich nach hinten verschoben

werden (vgl. Kirsch 1976: 87).

Der Einstieg erfolgt bei diesem Zugang iiber Anwendungsbeispiele, bei denen man
sich zum Ziel setzt, aus gegebenen Anderungsraten entsprechende Besténde zu rekon-
struieren (vgl. Greefrath et al. 2016: 262-264). Dafiir steht natiirlich eine Vielzahl an
moglichen Kontexten® zur Verfiigung (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 102-103, Gree-
frath et al. 2016: 262-264), wobei zu beachten ist, dass hier im Gegensatz zu anderen
Zugéngen bereits stiickweise lineare Funktionen ,ein hinreichend komplexes Beispiel-

material [bilden], um wesentliche Eigenschaften des Integralbegriffs erkennen zu lassen*

88siehe Abschnitt 4.1.5
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(Kirsch 1976: 91). Rainer Danckwerts und Dankwart Vogel gehen daher {iberhaupt so
weit, dass sie fiir die erste Begegnung mit dieser Problemstellung einen Kontext wéhlen,

der sich mit einer stiickweise konstanten Funktion modellieren lisst®® (vgl. Danckwerts
& Vogel 2006: 96-98).

In eine leere Badewanne wird eine gewisse Zeit lang Wasser eingelassen,
dann die Wasserzufuhr gestoppt, gleichzeitig der Abfluss gedffnet und nach
einer Weile wieder geschlossen. [...] Wie ldsst sich aus der Kenntnis der
Zuflussgeschwindigkeit auf die Wassermenge V' in der Wanne zu einem be-
liebigen Zeitpunkt ¢ schlieBen? (Danckwerts & Vogel 2006: 96)

Um diese Frage zu beantworten, beginnt man zunéchst mit einer graphischen Darstel-
lung (vgl. Tietze et al. 1997: 280), wobei man dabei die rekonstruierte Grofie unmittel-
bar auf sinnvolle Weise als den entsprechenden orientierten Flacheninhalt interpretieren
kann (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 98, Blum & Kirsch 1979: 20).

Zuflussgeschwindigkeit (in /min)

Zeit (in min)

25 3

I

Abb. 16: Modellierung eines konstanten Zuflusses/Abflusses und der in der Badewanne
enthaltenen Wassermenge V' zum Zeitpunkt ¢ (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 97)

Anstatt gleich die Frage nach der Wassermenge V' zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢
zu stellen, kann man sich zunéchst natiirlich auch fiir die Wassermenge zu einem be-
stimmten Zeitpunkt interessieren. Hier hat man es dann bereits zum ersten Mal mit
einer Produktsumme zu tun und stellt dabei fest, dass man damit erfolgreich die Was-
sermenge, die zu einem bestimmten Zeitpunkt in der Badewanne ist, rekonstruieren
kann (vgl. Greefrath et al. 2016: 262). Diese Idee lasst sich verallgemeinern, wobei
man sich dann stets die Frage stellen muss, ob man sich gerade in der Zuflussphase,

der Abflussphase oder der Phase danach befindet. Man muss hier also zwischen drei

89Vergleichbare Beispiele sind z.B. auch bei Blum & Kirsch (1979: 20), Blum & Téorner (1983: 172),
Greefrath et al. (2016: 262-263), Kirsch (1976: 94) und Tietze et al. (1997: 280) zu finden.
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Féllen unterscheiden, die sich allerdings alle mithilfe der graphischen Darstellung leicht
erkléren lassen (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 97).

Fiir einen Zeitpunkt ¢ wihrend der Zuflussphase ist die bis dahin zugeflos-

sene Wassermenge gleich dem Produkt
10 Liter/Minute - t Minuten = 10 ¢ Liter.

Fiir einen Zeitpunkt ¢ wahrend der Abflussphase ist von den in der ersten
Minute zugeflossenen 10 Litern jene Menge abzuziehen, die wieder abge-
flossen ist, das ergibt

10 — 5 (t — 1) Liter.

Die Wassermenge V' in der Wanne in Abhéngigkeit von der Zeit t ist damit

beschrieben durch

10¢ fir 0<t<1
V(t)=1< 10-5(—1) fir 1<t<25
2,5 fir t > 2,5

(Danckwerts & Vogel 2006: 97)

Wassermenge (in 1)

Zeit (in min)

0 05 1 15 2 25 3

Abb. 17: Graph der rekonstruierten Funktion V' (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 98)

Neben dem Aufstellen einer Funktionsgleichung bietet es sich auflerdem an, den Gra-
phen von V' zu skizzieren (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 98), sodass man auch auf

diese Weise schon erkennen kann, dass es sich bei V' um eine stetige, stiickweise lineare
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Funktion handelt, deren Anstieg jeweils genau der Zuflussgeschwindigkeit im entspre-
chenden Intervall entspricht. Auf diese Tatsache kann man dann bei der Behandlung
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung, die erst zu einem spéteren
Zeitpunkt erfolgt, bereits gut zuriickgreifen (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 104-105,
Kirsch 1976: 97).

Nach diesem Einstieg stellen die bereits erwéhnten stiickweise linearen Funktionen eine
geeignete Basis fiir weitere Beispiele dar (vgl. Kirsch 1976: 91), wobei sich neben zahl-
reichen anderen Kontexten auch das Badewannenbeispiel in diesem Sinne ausbauen
lasst (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 99). Man hat hier jedoch zunéchst einen gewissen
Erklarungsbedarf, denn es ist noch gar nicht klar, dass man den entsprechenden orien-
tierten Fldcheninhalt auch bei nicht konstanten Zu- beziehungsweise Abflussgeschwin-
digkeiten als den rekonstruierten Bestand interpretieren kann (vgl. Danckwerts & Vo-
gel 2006: 100). Zur Begriindung bieten sich unter anderem Unter- und Obersummen
an, wobei man nun beispielsweise im Rahmen eines passenden Badewannenbeispiels
argumentieren kann, ,dass die Zuflussgeschwindigkeit im Kleinen, [also] in geniigend
kleinen Zeitintervallen, als nahezu konstant betrachtet werden kann* (Danckwerts &
Vogel 2006: 100). Somit kann ,,der Zuwachs der Wassermenge im Zeitintervall At [...]
als kleiner (orientierter) Rechteckinhalt® (Danckwerts & Vogel 2006: 101) und die
Wassermenge zu einem bestimmten Zeitpunkt als Summe solcher kleinen orientierten
Rechtecksflicheninhalte gedeutet werden (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 101). Da sich
diese Summe dann bei hinreichend schmalen Rechtecken ,,augenscheinlich [...] beliebig
wenig von dem (orientierten) Inhalt unter [dem Graphen der Zuflussgeschwindigkeit]
unterscheidet* (Danckwerts & Vogel 2006: 101), lésst es sich so also durchaus anschau-
lich rechtfertigen, dass man diesen orientierten Fldcheninhalt nicht nur bei konstantem
Zufluss als die rekonstruierte Wassermenge interpretieren kann (vgl. Danckwerts & Vo-
gel 2006: 101). Hierbei wird vorgeschlagen, dies gleich anhand ,eines beliebigen (nicht
unbedingt linearen) Verlaufs der Zuflussgeschwindigkeit“ (Danckwerts & Vogel 2006:
100) zu demonstrieren? und dabei aber auch dezidiert noch nicht {iber eine Plausibi-

lisierung hinauszugehen (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 101).

Nachdem man anhand geeigneter Beispiele unter anderem festgestellt hat, dass es sinn-
voll ist, sich fiir den orientierten Fldcheninhalt zu interessieren, der vom Graphen einer
Funktion und der x-Achse ,,vom Startwert bis zur Stelle z“ (Danckwerts & Vogel 2006:
103) berandet wird, kann man diese Problemstellung auch von spezifischen Kontexten
16sen und allgemein den Begriff der Integralfunktion einfithren (vgl. Danckwerts & Vo-
gel 2006: 103). Dem Begriff der Integralfunktion gewissermaflen den Vortritt gegeniiber

dem bestimmten Integral zu geben, ist in der fachdidaktischen Literatur durchaus weit

90An dieser Stelle bietet sich zweifelsohne #hnlich wie beim Zugang iiber Flicheninhalte entspre-
chender Technologieeinsatz an (siehe Abschnitt 4.2.1).
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verbreitet.”! Neben anderen Vorziigen wie dem Unterstiitzen einer ,, [funktionalen] Auf-
fassung vom Fldacheninhalt (Bender 1990: 112), verursacht der Begriff der Integral-
funktion dabei nicht die ,,Schwierigkeiten der Motivation und der Schreibweise“ (Blum
& Kirsch 1979: 21), die er beim Zugang iiber Flidcheninhalte unter Funktionsgraphen
verursachen kann (vgl. Blum & Kirsch 1979: 21). Was die Schreibweise angeht, bieten
sich die Bezeichnungen I, oder F, an, wobei damit auf die Begriffe Integralfunktion
beziehungsweise Flacheninhaltsfunktion angespielt wird und der Index a den entspre-
chenden Startwert angibt (vgl. Blum & Kirsch 1979: 20, Danckwerts & Vogel 2006:
103). In der einschlidgigen Literatur wird zwischen den beiden moglichen Begriffen
nicht immer sauber unterschieden. Stellt man aber wie bei diesem Zugang den Anwen-
dungsbezug in den Mittelpunkt, so ist der Begriff Integralfunktion aus sprachlichen
Griinden zu bevorzugen (vgl. Kirsch 1976: 94), und wird daher auch in dieser Arbeit
in Zusammenhang mit diesem Zugang verwendet. Somit gelangt man an dieser Stelle
zu einer anschaulich sinnvollen Definition, wobei die Funktionswerte der Integralfunk-
tion zu einer gegebenen Berandung einfach ,als algebraische [Summen| von (fiir sich
genommenen positiven) Flacheninhalten® (Blum & Kirsch 1979: 15) zu verstehen sind
und als Integrale bezeichnet werden (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 103). An die
Berandung stellt man einerseits den Anspruch, dass sie auf dem gesamten betrachte-
ten Intervall definiert ist (vgl. Kirsch 1976: 94) und andererseits muss sie hinreichend
schone Eigenschaften haben, sodass die Annahme berechtigt ist, ,,dass die Existenz und
Eindeutigkeit des Inhalts der betrachteten Flachen unproblematisch und gesichert ist*
(Danckwerts & Vogel 2006: 103-104).

Die Eigenschaften der zu diesem Zeitpunkt bereits in Beispielen aufgetretenen Inte-
gralfunktionen stiitzen und motivieren dann geradezu die Aussage des ersten Teils des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (vgl. Danckwerts & Vogel 2006:
104-105, Kirsch 1976: 97, Kirsch 1996: 59), bei dessen Behandlung bei diesem Vorge-
hen auch die Bedeutung der Stetigkeit als Voraussetzung klar zum Vorschein kommt
und thematisiert werden kann (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 106). Der zweite Teil
des Hauptsatzes kann dann ebenfalls gut erschlossen werden (vgl. Danckwerts & Vogel
2006: 107, Blum & Torner 1983: 173), wobei dieser speziell bei einem Fokus auf die
Rekonstruktionsgrundvorstellung ohnehin gut erreichbar ist (vgl. Blum & Kirsch 1996:
64-65).

Den Abschluss der Theorieentwicklung bildet bei diesem Zugang eine analytische Prézi-
sierung (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 117-124), die direkt an das bisherige Vorgehen
ankniipft und bei der man stufenweise beliebig exakt werden kann (vgl. Kirsch 1976:

95-97). Die zentrale Liicke, die in jedem Fall noch geschlossen werden muss, ist dabei

9lgiehe z.B. Bender (1990), Blum & Kirsch (1979: 21), Danckwerts & Vogel (2006: 96-110), Kirsch
(1976), Tietze et al. (1997: 280-282)
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eine eigenstandige, von Fldcheninhalten losgeloste Definition des bestimmten Integrals
als Grenzwert geeigneter Produktsummen. Auch dies kann man anhand geeigneter Bei-
spiele wie der physikalischen Arbeit oder dem Volumen eines Rotationskorpers moti-
vieren (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 119-122) und auf gewohnte Weise auch durchaus
anschaulich rechtfertigen (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 123). Spétestens im Rahmen
dieser Definition kann man dann auch die {ibliche Schreibweise fiir Integrale einfiihren,
deren Symbolik vor diesem Hintergrund nun sinnvoll verstanden werden kann (vgl.
Danckwerts & Vogel 2006: 123).

Bei diesem Zugang kommt zunéchst vor allem der Produktsummenaspekt zum Tragen
(vgl. Greefrath et al. 2016: 262) und es wird dadurch auch bereits frith der Grundstein
fiir die Kumulationsgrundvorstellung gelegt (vgl. Tietze et al. 1997: 280). Dariiber hin-
aus erdffnet dieses Vorgehen klarerweise von Anfang an Moglichkeiten zur Entwicklung
der Rekonstruktionsgrundvorstellung (Danckwerts & Vogel 2006: 98), die fiir das in-
haltliche Versténdnis des Integralbegriffs als zentral gesehen wird.”? Auflerdem hat man
bereits beim ersten beschriebenen Beispiel durch das Aufstellen einer Funktion V', die
jedem Zeitpunkt ¢ die entsprechende Wassermenge zuordnet, auch von Anfang an die
Moglichkeit, ein Fundament fiir den Begriff der Integralfunktion zu schaffen, wodurch
insbesondere der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung friih verfiighar ge-
macht (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 96) und gleichzeitig der Stammfunktionsaspekt
gut erschlossen werden kann (vgl. Tietze et al. 1997: 281). Je nach Wahl der Beispiele
kommt auch der Maflaspekt zumindest im erweiterten Sinne zum Tragen®?, wobei dieser
insbesondere nach einer analytischen Prézisierung in vollem Umfang erschlossen werden
kann (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 119-123). Auch wenn orientierte Fldcheninhalte
bei diesem Zugang von Anfang an eine Rolle spielen, so spielt dabei ,,die Fliche selbst
nur die Rolle eines Repriasentationsmediums, das in diversen Anwendungen geeignet
zu interpretieren ist“ (Blum & To6rner 1983: 172). Die Flacheninhaltsgrundvorstellung
ist bei diesem Zugang zunéchst also eher untergeordnet (vgl. Greefrath et al. 2016:
264), wobei sie bei diversen Plausibilisierungen und spétestens bei einer analytischen
Prézisierung sehr wohl eine wichtige Rolle spielt (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 117-
119). Daher kann man durchaus behaupten, dass bei diesem Zugang alle drei Aspekte
und die zentralen Grundvorstellung erfolgreich abgedeckt werden, wobei dabei insbe-

t94

sondere der durchaus zentrale Produktsummenaspekt”™ und die als besonders wichtig

erachtete Rekonstruktionsgrundvorstellung® von Anfang an im Mittelpunkt stehen.

92siche Abschnitt 4.1.5
93siehe Abschnitt 4.1.3
94giehe Abschnitt 4.1.1
9giehe Abschnitt 4.1.5
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4.3 Beitriage zu den Winter’schen Grunderfahrungen

Zum Abschluss dieses Kapitels wird nun noch diskutiert, inwiefern die drei behandelten
Zugéange zur Integralrechnung zu den drei Winter’schen Grunderfahrungen beitragen.
Wie in Abschnitt 3.1 bereits verdeutlicht, spielen diese fiir den Mathematikunterricht
in der AHS eine grundlegende Rolle, da sie gewissermaflen die Antwort auf die Frage
darstellen, inwiefern das Fach Mathematik zur Allgemeinbildung beitragen kann und
daher tiberhaupt legitimiert ist (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 6-7, Winter 1995: 37).

Der Zugang iiber Flacheninhalte unter Funktionsgraphen stellt in erster Linie G2 in
den Vordergrund, aber auch G1 und G3 werden bei so einem Zugang grundsétzlich
ermdoglicht. Nach grundlegenden Uberlegungen zur motivierenden Problemstellung, die
durchaus zu G3 beitragen konnen (vgl. Winter 1995: 42), folgt dieser Zugang in weiten
Teilen gewissermaflen dem klassischen Theorieaufbau, der in erster Linie eine analy-
tische Definition des Integralbegriffs zum Ziel hat und einen Fokus auf Anwendungs-
beziige zunichst eher vernachldssigt.”® Insofern kann man hier argumentieren, dass
G1 bei diesem Zugang insbesondere im Verhéltnis zu G2 nur in geringem Ausmafl
ermoglicht wird (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 6-11, Winter 1995: 38-39). Wie bereits
erwiahnt, wird G3 zwar insbesondere am Anfang grundsétzlich ermdoglicht, es bleibt
dann aber eine Frage der Umsetzung, inwieweit Heuristik und Problemlosefidhigkeiten

bei diesem Zugang nach dem Einstieg eine weitere Rolle spielen.

Beim Zugang iiber die Umkehrung der Differentiation verhélt es sich in Bezug auf
die Winter’schen Grunderfahrungen eigentlich sehr &hnlich zum Zugang iiber Flachen-
inhalte. Wieder konnen grundsitzlich alle Grunderfahrungen ermdoglicht werden und
wieder steht zunéchst G2 im Vordergrund, obwohl dabei nun ein anderer Aspekt dieser
Grunderfahrung zum Tragen kommt, denn hier liegt der Fokus auf dem Entwickeln ei-
nes Kalkiils (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 11). Der Prozess der Begriffsentwicklung,
der ebenfalls zu G2 zu zéhlen ist (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 11) und beim Zugang
iiber Flacheninhalte an dieser Stelle gewissermafien stattdessen im Vordergrund steht,
ist jedoch beim Zugang iiber die Umkehrung der Differentiation durchaus problembe-
haftet und tragt deshalb wenig zu G2 bei oder ist moglicherweise in diesem Sinne sogar
als kontraproduktiv einzustufen.”” Inwieweit G1 bei diesem Zugang ermdglicht wird,
héngt selbstverstandlich stark von der Auswahl der Beispiele ab, wobei hierbei durch
den moglichen Riickgriff auf Ergebnisse und Anwendungen der Differentialrechnung
sicherlich viel moglich ist (vgl. Blum & Térner 1983: 173). Ob G3 iiber die anfiingliche
Problemstellung hinaus eine Rolle spielt, hédngt auch hier zweifelsohne stark von der

Umsetzung im Unterricht ab. Man ist allerdings durchaus versucht, hinter der Vorge-

9Bgsiche Abschnitt 4.2.1
97siehe Abschnitt 4.2.2
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hensweise, den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zur Definition zu er-
klaren, die Intention zu verorten, heuristische Herangehensweisen sogar zu verkiirzen,

da man dadurch fast von Anfang an bereits auf eine Formel zuriickgreifen kann.

Der Zugang iiber die Rekonstruktion von Bestéinden aus Anderungsraten, wie er bei
Rainer Danckwerts und Dankwart Vogel beschrieben wird, soll in gewisser Hinsicht
nach Konstruktion alle drei Grunderfahrungen gut ermoglichen (vgl. Danckwerts &
Vogel 2006: 125). Tatsiichlich besteht von Anfang sehr viel Anwendungsbezug”, man
durchlauft durch schrittweise Abstraktion einen beliebig prézisierbaren, ,intellektu-
ell ehrlichen* (Kirsch 1976: 87) Prozess der Begriffsentwicklung (vgl. Danckwerts &
Vogel 2006: 110) und durch die Tatsache, dass man die wichtigsten Erkenntnisse bei
diesem Zugang bereits durch duflerst einfache Beispiele entdecken kann (vgl. Kirsch
1976: 91), hat man dabei auch stets viel Raum fiir Eigentdtigkeit und Heuristik (vgl.
Danckwerts & Vogel 2006: 126). Damit sind alle drei Grunderfahrungen abgedeckt und
dariiber hinaus wird dadurch deutlich, ,, wie sehr die drei zentralen mathematikdidak-
tischen Aspekte Problemlosen, Begriffsbilden und Anwenden zusammengehoren und
ein Netz fiir den verstdandigen Umgang mit Mathematik bilden* (Danckwerts & Vo-
gel 2006: 126). Das bedeutet, dass in dieser Kombination der drei Grunderfahrungen
dariiber hinaus auch noch die Erfahrung gemacht werden kann, wie sehr die verschie-
denen Facetten der Mathematik, die durch G1 bis G3 vertreten werden, miteinander

zusammenhéngen.

98siehe Abschnitt 4.2.3
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5 Vergleich gingiger Schulbiicher fiir die AHS

,Die Integralrechnung ist als Unterrichtsgegenstand nur dadurch legitimiert, dass das
inhaltliche Verstindnis des Integralbegriffs im Mittelpunkt steht.®
(Danckwerts & Vogel 2006: 125)

Wie im vorigen Kapitel bereits diskutiert wurde, ist der Integralbegrift &uflerst facet-
tenreich und es ist daher von grofler Bedeutung, dass Zugénge zur Integralrechnung
diesem Facettenreichtum gerecht werden und das inhaltliche Versténdnis dieses be-
deutsamen mathematischen Begriffs in den Vordergrund riicken (vgl. Danckwerts &
Vogel 2006: 125, Greefrath et al. 2016: 262). In diesem Kapitel werden nun die vier
Schulbiicher, die zum Zeitpunkt des Verfassens dieser Arbeit fiir die Osterreichische
AHS-Oberstufe zur Verfiigung standen, anhand der in den bisherigen Kapiteln erar-
beiteten fachdidaktischen und fachlichen Kriterien analysiert und dahingehend mit-
einander verglichen. Zunéchst werden die Zugdnge zur Integralrechnung, die in den
einzelnen Schulbiichern gewéhlt wurden, detailliert beschrieben und den in Kapitel 4
vorgestellten Zugidngen entsprechend zugeordnet. Im Anschluss daran werden die vier
Schulbiicher systematisch in Bezug auf das ErschlieBen aller Aspekte, den Fokus auf
zentrale Grundvorstellungen, den Umgang mit typischen Spannungsfeldern, inhaltliche
Vernetzung und der Ermoglichung der Winter’schen Grunderfahrungen analysiert und
miteinander verglichen. Zum Abschluss des Kapitels folgen Ausfithrungen zur fach-
lichen Korrektheit, bei denen ein besonderer Fokus auf die Verwendung der Worter
Integrieren und Integrierbar sowie dem Umgang mit dem wunbestimmten Integral in

den analysierten Schulbiichern gelegt wird.

5.1 Gewihlte Zuginge und deren Umsetzung

Bei den Schulbiichern, die im Rahmen dieser Arbeit analysiert werden, handelt es
sich um Mathematik verstehen 8, Lésungswege Mathematik 8, Thema Mathematik §
und Dimensionen Mathematik 8. Insbesondere um gewisse inhaltliche Elemente der
einzelnen Schulbiicher besser zu verstehen, spielen nicht nur die bereits erwadhnten
fachdidaktischen und fachlichen Kriterien eine Rolle, sondern auch die Vorgaben des
osterreichischen Lehrplans fiir die AHS-Oberstufe. Um die regelméfligen Beziige auf
den Lehrplan im Laufe der Analyse besser nachvollziehen zu kénnen, wird nun an die-

ser Stelle der relevante Auszug des Lehrplans noch in voller Lange zitiert.
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Grundlagen der Integralrechnung

— Das bestimmte Integral kennen und als Zahl ,,zwischen* allen Ober- und
Untersummen auffassen konnen sowie ndherungsweise als Summe von

Produkten auffassen und berechnen konnen:
b
[ r@de =¥ pwas

— Groflen durch Integrale ausdriicken konnen, insbesondere als Verallge-
meinerung von Formeln mit Produkten (z.B. fiir Fldcheninhalte oder

zuriickgelegte Wege)
— Den Begriftf Stammfunktion kennen und anwenden kénnen

— Bestimmte Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen unter Verwendung

elementarer Integrationsregeln berechnen koénnen
Anwendungen und Fxaktifizierungen der Integralrechnung

— Das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten deuten und entspre-
chende Sachverhalte durch Integrale beschreiben koénnen (insbesondere
Fldcheninhalte, Volumina, Weglingen, Geschwindigkeiten, Arbeit und

Energie; allenfalls weitere physikalische Deutungen)

— Die Hauptsétze (bzw. den Hauptsatz) der Differential- und Integralrech-
nung kennen; den Zusammenhang zwischen Differenzieren und Integrie-

ren erlautern konnen

— Das unbestimmte Integral kennen

(RIS 2021)

5.1.1 Beschreibung der gewihlten Zuginge

Bevor in weiterer Folge die Zugénge zur Integralrechnung, die in den vier verschiedenen
Schulbiichern gew&hlt und umgesetzt wurden, anhand fachdidaktischer und fachlicher
Kriterien miteinander verglichen werden, wird hier zunéchst jeder dieser Zugénge kurz
einzeln vorgestellt und beschrieben sowie den in Kapitel 4 vorgestellten Zugéngen zur

Integralrechnung entsprechend zugeordnet.

In Mathematik verstehen 8 wird das Thema Integralrechnung im Rahmen der ers-
ten drei Kapitel behandelt, wobei dieses dadurch grob in Grundbegriffe, Anwendun-
gen und Vertiefung aufgeteilt wird. Begonnen wird mit einer fachlich sehr griindlichen

Einfiihrung des Konzepts der Stammfunktion, wobei dabei vorerst noch auf den Begriff
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des unbestimmten Integrals verzichtet wird und ausschliefflich Begriffe und Konzepte
aus der Differentialrechnung verwendet werden. Der Fokus liegt dabei augenschein-
lich weder auf Anwendungsbezug noch auf Anschaulichkeit, da abgesehen von einem
Musterbeispiel zum Einstieg und einer Aufgabe am Ende des Abschnitts nicht einmal
versucht wird, in irgendeiner Form Anwendungsbeziige herzustellen und auch kaum mit
graphischen Darstellungen jeglicher Art gearbeitet wird. Viel mehr steht die Tétigkeit
des Ermittelns von Stammfunktionen durch kalkiilhaftes Umkehren von Ableitungsre-
geln im Vordergrund, was sich insbesondere in der Auswahl der Aufgaben widerspiegelt.
Direkt im Anschluss an diesen Abschnitt iiber Stammfunktionen wird das klassische
Flicheninhaltsproblem® aufgegriffen und anhand eines Musterbeispiels das Berechnen
von Unter- und Obersummen bei Zerlegung des betrachteten Intervalls in gleich breite
Teilintervalle exemplarisch vorgefiithrt sowie fiir die in diesem Musterbeispiel vorkom-
mende streng monoton fallende Funktion auch explizit gezeigt, dass man dem gesuchten
Flacheninhalt auf diese Weise beliebig nahe kommen kann. Auf dieses Musterbeispiel
folgen dann Definitionen der Begriffe Zerlegung, Untersumme und Obersumme, wo-
bei zwar von Anfang an Stetigkeit verlangt, ansonsten aber sogar die Einschrankung
auf gleich breite Teilintervalle weggelassen wird. Aulerdem wird an dieser Stelle und
auch bei der Definition des bestimmten Integrals bewusst auf den ,Riickgriff auf die
anschauliche Vorstellung des Fliacheninhalts [verzichtet]“ (Malle et al. 2020: 12), um

alle Begriffe gleich moglichst allgemein einzufiihren.

Definition
Unter einer Zerlegung Z des Intervalls [a; b] verstehen wir ein (n+1)-Tupel Z= (xg 1%, 1%, | ...1x.)
mita=x,<x;<x,<..<X,=h.

Definition
Es sei f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion und Z=(x, Ix, Ix,1...1x,) eine Zerlegung von
[a; b]. Die Langen der Teilintervalle [x,; X4, [X1; X1, ... [X, _4; X,] seien Axy, Ax,, ..., Ax,.

Ferner seien m,, m,, ... m_ Minimumstellen und M, M,, ... M, Maximumstellen von f in den
jeweiligen Teilintervallen. Man setzt:
Untersumme von f in [a; b] bei der Zerlegung Z: n
U@ =f(m,) - Ax, +f(m,) - Ax,+ ... +f(m,) - Ax, = Z f(m)) - Ax;
i=1

Obersumme von f in [a; b] bei der Zerlegung Z: "
0,2) = (M) » Ax, +F(My) = Axy + ... +(M,)) - Ax, = > f(M,) - Ax;
i=1

Abb. 18: Definitionen der Begriffe Zerlegung, Untersumme und Obersumme in Mathematik
verstehen 8 (Malle et al. 2020: 12)

Nach einer kurzen Erinnerung an die Uberlegungen zum Flicheninhaltsproblem wird

anschlieflend auf fachlich sehr vorsichtige!®® Art und Weise eine analytische Definiti-

9siehe Abschnitt 4.2.1
100Es wird tatsichlich auf die erste der in Abschnitt 2.1.2 gegebenen Definitionen des bestimmten
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on des bestimmten Integrals einer auf dem Intervall [a;b] stetigen Funktion f als die
yeindeutig bestimmte reelle Zahl I, die jzwischen' allen Untersummen U und allen
Obersummen O von f in [a;b] liegt (Malle et al. 2020: 13) angesteuert und auch
gleich die iibliche Schreibweise sowie die Bezeichnungen der einzelnen Bestandteile
davon eingefithrt. Im Anschluss an diese Reihe von absichtlich durchaus abstrakten
Definitionen wird kurz das Integral als Losung des Flacheninhaltsproblems diskutiert
und die Deutung des bestimmten Integrals ,als Verallgemeinerung eines Produkts®
(Malle et al. 2020: 15) besprochen, wobei dabei neben Flidcheninhalten keine weite-
ren Beispiele dazu genannt werden. Zusétzlich zu Unter- und Obersummen wird dann
noch der Begriff Zwischensumme eingefiihrt und dabei sehr sauber und durchaus auch
anschaulich vorgegangen. Die Definition von Zwischensummen, wobei Unter- und Ober-
summen als Spezialfille davon behandelt werden, dient dann dazu, zu erlautern, dass
das bestimmte Integral ,ndherungsweise gleich einer Summe von sehr vielen sehr
kleinen Produkten der Form f(z)-Ax [ist]“ (Malle et al. 2020: 16). Um den Nutzen
dieser der Zwischensummen zu illustrieren, wird dann in einem kurzen Abschnitt die
,Flacheninhaltsberechnung nach Leibniz“ (Malle et al. 2020: 17) behandelt, in dessen
Rahmen auch die Herkunft der iiblichen Schreibweise besprochen wird. Auffallend ist,
dass im Rahmen all dieser Uberlegungen der Begriff Grenzwert genau so wie im Lehi-
plan anscheinend absichtlich vermieden und damit das bestimmte Integral nie explizit
als Grenzwert geeigneter Produktsummen aufgefasst wird. Stattdessen wird bereits un-
mittelbar nach der Einfiihrung all der erwéhnten grundlegenden Begriffe der zweite Teil
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung!®® behandelt, sodass Integrale
auch ohne Uberlegungen zu Grenzwerten schon zu einem frithen Zeitpunkt berechnet
werden konnen. Bei der Begriindung des Satzes (Abb. 19) gehen die Autor*innen sehr
ahnlich vor wie Arnold Kirsch und Werner Blum (vgl. Blum & Kirsch 1996: 64), wobei
jedoch lediglich die formalen Elemente iibereinstimmen, da in Mathematik verstehen
8 auch an dieser Stelle auf den empfohlenen Anwendungsbezug verzichtet wird. Mit-
hilfe dieser Formel kénnen dann zahlreiche bestimmte Integrale berechnet und einige
grundlegende Sétze iiber bestimmte Integrale bewiesen werden, wobei hier wieder sehr
strikt auf jeglichen Anwendungsbezug und zum Grofiteil auch auf graphische Veran-

schaulichungen verzichtet wird.

Im zweiten Kapitel werden Anwendungen der Integralrechnung behandelt, wobei dabei
zunéchst besonders dem Berechnen von Flacheninhalten viel Raum gegeben wird. Im
Zusammenhang mit Fliachen, die von Graphen stetiger Funktionen mit negativen Funk-
tionswerten berandet werden, wird mit Spiegelungen an der x-Achse argumentiert, dass

dann den entsprechenden Integralen jeweils ein negatives Vorzeichen vorzustellen sei.

Integrals (jedoch nur fiir stetige Funktionen) abgezielt, wobei bei den dafiir notwendigen Verallgemei-
nerungen zwar darauf verwiesen wird, dass man diese beweisen kann, ansonsten aber keine weiteren
Kommentare gemacht werden.

101Djeser wird im Schulbuch an dieser Stelle natiirlich nicht so bezeichnet.
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BEGRUNDUNG:
Wir betrachten eine Zerlequng Z=(x, | x, [ x, | ... [ x,) des Intervalls [a; b] und setzen
AF,=F(x.4) — F(x). In der Abbildung ist dies fiir eine streng monoton steigende Stammfunktion
F veranschaulicht, die folgenden Uberlegungen gelten aber auch, wenn F nicht monoton ist. Wir
gehen in mehreren Schritten vor:

1. SCHRITT:  Die Steigung von F in einem tECO
Teilungspunkt x; betragt: F'(x) =7 F©)
Daraus folgt: '

AF=F(x) - Ax,=T(0x) - Ax

AF,

F(b) — F(a)
2. scHRITT:  Es gilt: N "
F(b) — F(a) = 2. AF, = D f(x) - AX,
i= i=1

1
, . -y ; F
3. scHRITT:  Diese Ndherung wird im Allgemeinen @ Ax,

umso genauer, je kleiner die Langen Ax;
sind. Wenn die ,Feinheit” der Zerlegung A
(dh. die Lénge des gréfiten Teilintervalls) ! A 2 | *n |

gegen 0 strelzt, ergibt sich: 0 1 2 n-1 ’t‘)n

F(b) - F(a) = [ f(x)dx O

Abb. 19: Begriindung fiir das Berechnen bestimmter Integralen mit Stammfunktionen in
Mathematik verstehen 8 (Malle et al. 2020: 18)

Auf das Verwenden von Betrigen wird verzichtet. Weitere Anwendungen, die behandelt
werden, sind das Berechnen von Wegléngen, Volumina bei bekannter Querschnittsfliche
sowie Arbeit als Integral der Kraft nach dem Weg und als Integral der Leistung nach
der Zeit. AbschlieSend folgen noch ein auffallend kurzer Abschnitt, der sich allgemein
mit dem Thema ,Integrale von Anderungsraten® (Malle et al. 2020: 45) beschiftigt,
und drei kurze Aufgaben zu wirtschaftlichen Anwendungen. Im Rahmen dieses Ka-
pitels wird bei Begriindungen zwar immer wieder auf die analytische Definition des
bestimmten Integrals zuriickgegriffen, es kommen aber sehr wohl auch graphische Ver-
anschaulichungen zum Tragen und auch wenn der Begrift orientierter Fldcheninhalt
oder Vergleichbares nicht vorkommt, so wird in Aufgaben mit Anwendungsbezug zum

Teil sehr wohl darauf eingegangen.

Zum Abschluss des Themas Integralrechnung wird im dritten Kapitel noch eine weitere
fachliche Vertiefung vorgenommen, wobei zunéchst der Hauptsatz der Differential und
Integralrechnung grundsétzlich fachlich sehr ordentlich formuliert, jedoch leider zum
Teil fehlerhaft begriindet wird'®2. Im Anschluss daran wird noch das unbestimmte Inte-

1103

gral™” sowie die Substitutionsregel und die partielle Integration als weitere Methoden

zum Berechnen bestimmter Integrale eingefiihrt und jeweils Aufgaben dazu gestellt.

102Der erste Teil wird aus dem zweiten gefolgert und dabei behauptet, dass daraus die Existenz von
Stammfunktionen stetiger Funktionen folgt.
103Darauf wird in Abschnitt 5.4.2 noch niher eingegangen.
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Ein Korper wird auf einer geraden Bahn hin und her bewegt. 10 v(t)
Nebenstehend ist seine Geschwindigkeit v(t) in Abhangigkeit von

der Zeit t dargestellt (t in min, v(t) in m/min). 5
Kreuze die beiden zutreffenden Aussage(n) an!

k /Nt

of 1 2N_A s
Zum Zeitpunkt 2 ist der Kdrper weiter vom Ausgangspunkt entfernt als zum Zeitpunkt 3. | [
)
Jv(t) dt ist die Lédnge des in den ersten zwei Minuten zuriickgelegten Weges. O
1
Der Kérper beweagt sich stets in die gleiche Richtung (dh. féhrt nie zurdick). O
In der ersten Minute legt der Kérper einen kiirzeren Weg zurlick als in der letzten Minute. | [
Nach 4 Minuten ist der Korper gleich weit vom Ausgangspunkt entfernt wie nach 0
2 Minuten.

Abb. 20: Aufgabe 2.44 in Mathematik verstehen 8 (Malle et al. 2020: 18)

Der Zugang, den die Autor*innen von Mathematik verstehen 8 gewahlt haben, enthélt
also sowohl Elemente des Zugangs iiber Fldcheninhalte unter Funktionsgraphen als
auch Elemente des Zugangs iiber die Umkehrung der Differentiation. Obwohl zwar mit
dem Finden von Stammfunktionen begonnen wird, besteht zu diesem Zeitpunkt noch
kein Anspruch darauf, dies mit der Integralrechnung in Verbindung zu bringen, da we-
der das unbestimmte Integral eingefithrt wird, noch der Fokus auf das Konstruieren
beziehungsweise Rekonstruieren gelegt wird. Vielmehr steht das kalkiilhafte Anwenden
von Satzen und Regeln im Mittelpunkt. Es wird zwar angedeutet, dass Stammfunktio-
nen in weiterer Folge eine Rolle spielen werden, es wird dabei aber ebenfalls noch kein
expliziter Bezug auf die Integralrechnung genommen. Daher kénnte man durchaus ar-
gumentieren, dass der Einstieg in das Thema Integralrechnung hier iiber das klassische
Flacheninhaltsproblem geschieht und dabei jedoch genau das passiert, wovor Arnold
Kirsch gewarnt hat. Es wird ndmlich sehr friih eine moglichst allgemeine, analytische
Definition des bestimmten Integrals fiir stetige Funktionen angestrebt, was an dieser
Stelle zu einem ,,[Missverhéltnis] von begrifflichem und terminologischem Anspruch
gegeniiber dem realisierten Niveau der Diskussion“ (Kirsch 1976: 88) fiihrt. Dieses
Missverhéltnis ldasst sich insbesondere an der Wahl der Aufgaben in diesem Abschnitt
festmachen. Besonders bezeichnend ist dabei die erste Aufgabe (Abb. 21), die im An-
schluss an die Definition des bestimmten Integrals gestellt wird. Dabei geht es ndmlich
lediglich darum, die einzelnen Bestandteile der Schreibweise richtig zu benennen bezie-
hungsweise auf Details in der Schreibweise zu achten. Dies unterstreicht das erwidhnte
Missverhéltnis, da man den Schiiler*innen hier zwar eine aufwendige und abstrakte
Definition zumutet, ihnen aber im Anschluss daran zunéchst lediglich eine Diskussion

iiber die Konventionen der Schreibweise zutraut.

Dariiber hinaus wird auf die bewusst grofie Allgemeinheit der gegebenen Definition in
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Gegeben ist das Integral _[L‘zidu.
0

a) Wie lautet der Integrand?

b) Wie lautet die Integrationsvariable?

¢) Wie lautet die untere, wie die obere Grenze des Integrals?

d) Welche der folgenden Integrale stellen die gleiche Zahl dar wie das gegebene Integral:

M Td"’ <2)J—dv (3>f2 (x=1)dz (4)]2 (x—1)dx (5)j___ dx
0 0 2

Abb. 21: Aufgabe 1.17 in Mathematik verstehen 8 (Malle et al. 2020: 18) ist die erste
Aufgabe im Anschluss an die Definition des bestimmten Integrals

den ohnehin wenigen Aufgaben in diesem Abschnitt wenig bis gar nicht eingegangen.
In den meisten Féllen schrinkt man sich dabei ohnehin wieder auf dquidistante Zerle-
gungen der betrachteten Intervalle und sogar nichtnegative Funkionen ein. Vermutlich
aus dem Grund, dass in der Schule dann doch das Berechnen bestimmter Integrale im
Vordergrund steht (vgl. Blum & Kirsch 1979: 20) und man mit der hier gegebenen
Definition keine naheliegende M&glichkeit hat, in nichttrivialen Féllen iiber Approxi-
mationen hinauszukommen (vgl. Biichter & Henn 2010: 228), wird ebenfalls schon sehr
frith der zweite Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung behandelt.
Dieser wird dadurch zwar nicht zur Definition degradiert, wie es in manchen Féllen beim
Zugang iiber die Umkehrung der Differentiation passiert, aber dadurch, dass davor ver-
sucht wird, das bestimmte Integral moglichst allgemein einzufithren und abgesehen von
Flacheninhalten noch keine Anwendungsbeziige hergestellt werden, ist bei diesem Satz
und insbesondere bei den darauf folgenden Aufgaben!®* iiberhaupt nicht klar, ,,welche
inhaltlichen Vorstellungen [die Schiiler*innen| mit dem Zahlenwert F'(b) — F'(a) verbin-
den [sollen]* (Blum & To6rner 1983: 164). Der gesamte weitere Theorieaufbau erfolgt
dann ebenfalls mithilfe dieses Satzes und ohne Riickgriff auf die analytische Definition.
Auf diese wird jedoch zumindest im Zusammenhang mit Anwendungen der Integral-
rechnung immer wieder kurz Bezug genommen, um verschiedene Interpretationen des
bestimmten Integrals in Anwendungskontexten zu rechtfertigen. Insgesamt ergibt sich
also eine Mischung aus dem Zugang iiber Flacheninhalte unter Funktionsgraphen und
dem Zugang iiber die Umkehrung der Differentiation, wobei nicht nur Stirken sondern

auch einige typische Schwéchen beider dieser Zugénge {ibernommen werden.

Im Schulbuch Lisungswege Mathematik 8 wird das Thema Integralrechnung ebenfalls

1047.B. kommen bereits im Rahmen der ersten Aufgabe (ohne Kontext und ohne davor schon
mogliche Kontexte oder Interpretationen behandelt zu haben) die Integrale

2 1
/ (=1)dz und / xdx
1 —1

vor (vgl. Malle et al. 2020: 19).
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auf die ersten drei Kapitel aufgeteilt, wobei hier die Aufteilung grob in unbestimmtes
Integral, bestimmtes Integral inklusive Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
und Anwendungen erfolgt. Begonnen wird auch hier mit der Einfithrung des Konzepts
der Stammfunktion, wobei in diesem Rahmen dann auch sehr bald das unbestimmte
Integral definiert wird und Regeln fiir das Finden von Stammfunktionen gleich in die-
ser Schreibweise formuliert und als Integrationsregeln bezeichnet werden. Um die neue
Schreibweise zu erklaren, wird als vorldufige Erkldrung geschrieben, dass das Integral-
symbol ,an ein S wie Stammfunktion [erinnert]“ (Freiler et al. 2018: 9) und dass dieses
Symbol genauso wie ,[der] Ausdruck dz [...] im Kapitel 2 klarer werden* (Freiler et
al. 2018: 9). AuBerdem wird der Begriff Integrieren explizit als ,, Umkehrung zum Diffe-
renzieren® (Freiler et al. 2018: 9) eingefithrt. Zum unbestimmten Integral folgen dann
einige Aufgaben, wobei hierbei sowohl immer wieder Anwendungsbezug hergestellt als
auch viel auf graphische Darstellungen beziehungsweise Zusammenhénge gesetzt wird.
Zum Abschluss dieses Kapitels werden dann auch noch die Substitutionsmethode und

die partielle Integration fiir unbestimmte Integrale behandelt.

Auch wenn man es aufgrund der Vorgehensweise im ersten Kapitel vielleicht anders er-
warten wiirde, beginnt das zweite Kapitel mit dem klassischen Flacheninhaltsproblem
und der Etablierung der Begriffe Unter- und Obersumme.'% Anhand eines recht auf-
wendig durchgefithrten und mit zahlreichen Graphiken versehenen Musterbeispiels wird
das Berechnen von Unter- und Obersummen bei dquidistanten Zerlegungen des be-
trachteten Intervalls vorgefithrt und dabei anschaulich demonstriert, dass damit der
gesuchte Fliacheninhalt offenbar beliebig gut abgeschéitzt werden kann. Als explizite
Verallgemeinerung dieser Idee werden dann die Begriffe Untersumme und Obersumme
ohne Riickgriff auf Fldcheninhalte definiert, wobei von Anfang an sowohl Stetigkeit als

auch die Zerlegung in gleich breite Teilintervalle vorausgesetzt werden.

Ober- und Untersummen

Gegeben ist eine auf [a; b] stetige Funktion f. Zerlegt man das Intervall [a; b] in n gleich
grofie Teilintervalle der Breite Ax = b 5 2 und bezeichnet mit my, My, ..., m, die Minimum-

stellen und mit M,, M,, ..., M,, die Maximumstellen von f in den einzelnen Intervallen, dann
nennt man

n
— U,=5Mx-f(my) + Ax - f(m,) + ... + Ax - f(m)) = Z Ax - f(m,) Untersumme von f in [a; b].

i=1
n

— 0, =Ax-f(M,) + Ax - f(M,) + ...+ Ax - f(M,) = Z Ax - f(M,) Obersumme von f in [a; b].
i=1

Abb. 22: Definition der Begriffe Untersumme und Obersumme in Ldsungswege Mathematik
8 (Freiler et al. 2018: 25)

Im Anschluss an diese Definition werden noch ein paar kldrende Anmerkungen ge-

105Djeser Schritt ist vermutlich zu einem grofien Teil auf die Vorgaben des Lehrplans zuriickzufiihren.
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macht, die leider nicht alle fachlich korrekt'® sind, und es werden einige Aufgaben
zum Berechnen von Unter- und Obersummen gestellt, wobei dabei auch Aufgaben vor-
kommen, bei denen man die Differenz von Unter- und Obersummen von Funktionen,
die im betrachteten Intervall streng monoton sind, untersucht. Die aus den Aufgaben
gewonnenen Erkenntnisse zu Unter- und Obersummen werden dann zusammengetra-
gen und es wird zu einer Definition des bestimmten Integrals einer auf dem Intervall
[a; b] stetigen Funktion f als ,jene Zahl, die zwischen allen Untersummen U und
Obersummen O von f in [a;b] liegt® (Freiler et al. 2018: 27), iibergeleitet. Im dar-
auf folgenden Abschnitt wird dann noch der Begriff der Zwischensumme eingefiihrt
und anhand dessen die iibliche Schreibweise, wie im ersten Kapitel versprochen, nun
tatséchlich erldutert. Auflerdem wird explizit festgehalten, dass das bestimmte Integral
,der Grenzwert einer Summe von Produkten* (Freiler et al. 2018: 29) ist.'” Nachdem
das bestimmte Integral nun eingefiihrt ist, werden als néchstes geeignete Interpreta-
tionen davon behandelt, wobei gleich zu Beginn mithilfe des bereits ein Stiick weit
etablierten Produktsummenaspekts erklart wird, dass das bestimmte Integral im Falle
von Vorzeichenwechseln der betrachteten Funktion &hnlich wie bei Arnold Kirsch und
Werner Blum graphisch als ,,algebraische Summe von (fiir sich genommenen positiven)
Flacheninhalten* (Blum & Kirsch 1979: 15) aufzufassen ist. Nach einigen Aufgaben,
bei denen die Schiiler*innen bestimmte Integrale mithilfe dieser Uberlegung und ele-

198 herechnen sollen, werden auch noch zahlreiche Aufgaben mit

mentaren Methoden
Bezug zu Zu- und Abflussprozessen gestellt (Abb. 23), in denen entsprechende be-
stimmte Integrale zum Teil ebenfalls berechnet und insbesondere geeignet interpretiert
werden sollen. Begriffe wie Flichenbilanz oder orientierter Fldicheninhalt kommen al-

lerdings auch hier nicht explizit vor.

Als néchstes wird der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung behandelt, wo-
bei keiner der beiden Teile an dieser Stelle bewiesen wird.!?? Die Aussage des zwei-
ten Teils wird anhand eines Beispiels zum Berechnen der Weglinge bei gegebener
Geschwindigkeit-Zeit-Funktion plausibel gemacht, wobei dabei die Weglidnge sozusa-
gen einmal iiber das unbestimmte Integral und einmal {iber das bestimmte Integral
berechnet wird. Der erste Teil wird eigentlich nicht thematisiert, nur vereinfacht dar-
gestellt und das Konzept der Integralfunktion wird im gesamten Schulbuch vollsténdig

vermieden. Im Anschluss werden grundlegende Sétze iiber bestimmte Integrale mithil-

106Fs wird behauptet, dass fiir Unter- und Obersummen bei #quidistanten Zerlegungen und der in
der Definition festgelegten Notation im Allgemeinen die Beziehung U; < Uy < U3 < Uy < ... < A<

107Korrekt wire eigentlich eine Formulierung wie Grenzwert von Produktsummen/Summen von Pro-
dukten, da z.B. (U,) und (O,,) Folgen von Untersummen bzw. Obersummen (also geeigneten Produkt-
summen) sind. Ahnlich unprizise Formulierungen sind aber beispielsweise sogar bei Blum & Térner
(1983: 160) zu finden.

108Dje Aufgaben sind so gewihlt, dass man die bestimmten Integrale jeweils mithilfe des Funktions-
graphen und Formeln aus der Sekundarstufe I berechnen kann.

109Ein Beweis beider Teile ist jedoch im Anhang zu finden.
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In der Graphik ist die Zuflussgeschwindigkeit Z Z(® (in m?/min)
(in m3/min) fiir ein Becken in Abhsngigkeit von 1

der Zeit t (in min) dargestellt. 10 1 7
140 51
a) Interpretiere den Ausdruck JZ(t)dt. Y. .\~ t(nmin)
w 0 20 40 60 80 \100 120 140 160
b) Berechne den Wert JZ(t) dt. - 1
0 —104
c) Gib an, ob die folgenden Aussagen in jedem _::z T

Fall richtig sind, und begriinde deine

Entscheidung.

i) Nach einer halben Stunde befindet sich das meiste
Wasser im Becken.

ii) Nach 90 Minuten ist das Becken leer.

i) Nach 90 Minuten ist die Wassermenge im Becken am
grofiten.

iv) Nach 90 Minuten flief3t aus dem Becken Wasser ab.

v) In der ersten halben Stunde flief3t weniger Wasser in
das Becken als in der zweiten halben Stunde.

vi) Zu Beginn befindet sich kein Wasser im Becken.

Abb. 23: Aufgabe 75 in Lisungswege Mathematik 8 (Freiler et al. 2018: 32)

fe des zweiten Teils des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung behandelt,
wobei darauf verwiesen wird, dass hier im Grunde die bereits bekannten Sétze iiber
unbestimmte Integrale {ibertragbar sind. Auflerdem werden einige Aufgaben zur Be-
rechnung bestimmter Integrale gestellt, bei denen zum Teil auch Anwendungsbezug her-
gestellt wird. Nach einem kurzen Einschub {iber diskrete Modelle und die Ann&herung
von Summen durch bestimmte Integrale, wird der Rest des zweiten Kapitels dem Be-
rechnen von Flacheninhalten gewidmet, wobei hier im Falle negativer Funktionswerte
einfach mit Betrdgen gearbeitet wird. Zum Abschluss werden in einem kurzen Ab-

schnitt auch noch uneigentliche Integrale behandelt.

Im dritten Kapitel setzen sich die Autor*innen explizit das Ziel, das zugrundeliegende
».Muster' der Integralrechnung® (Freiler et al. 2018: 52), womit das Bilden geeigneter
Produktsummen gemeint ist, in zahlreichen Kontexten anzuwenden und damit insbe-
sondere bekannte Zusammenhénge, die in einfachen Féllen durch Produkte ausgedriickt
werden, zu verallgemeinern. Behandelt werden dabei das Berechnen von Volumina bei
bekannter Querschnittsflache, zahlreiche Aufgabenstellungen im Zusammenhang mit
Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung, Arbeit als Integral der Kraft nach dem
Weg und als Integral der Leistung nach der Zeit sowie weitere naturwissenschaftliche
Anwendungen, in denen das , Integral einer momentanen Anderungsrate® (Freiler et
al. 2018: 71) betrachtet wird. Den Abschluss bilden dann auch hier noch verschiede-

ne Anwendungen in der Wirtschaft. In diesem Kapitel wird viel mit geeigneten gra-
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phischen Veranschaulichungen gearbeitet und obwohl zwar Begriffe wie orientierter
Fldcheninhalt nicht explizit verwendet werden, wird viel damit argumentiert und zahl-

reiche entsprechende graphische Darstellungen werden auf passende Weise interpretiert.

Ahnlich wie bei Mathematik verstehen 8 enthilt der Zugang zur Integralrechnung, den
die Autor*innen von Ldsungswege Mathematik 8 gewéhlt haben, sowohl Elemente des
Zugangs iiber die Umkehrung der Differentiation als auch welche des Zugangs iiber
Flacheninhalte unter Funktionsgraphen. Anders als bei Mathematik verstehen 8 wird
hier jedoch mit dem unbestimmten Integral begonnen und vieles, was das kalkiilhafte
Arbeiten mit Integralen allgemein betrifft, bereits in diesem Zusammenhang behan-
delt. Aus diesem Grund kénnte man argumentieren, dass bei Losungswege Mathematik
8 der Einstieg in das Thema Integralrechnung tiber das Umkehrproblem der Differen-
tialrechnung erfolgt. Dadurch wird aber auch dem Begriff des unbestimmten Integrals
auffallend viel Aufmerksamkeit geschenkt, was einerseits aus fachdidaktischer Sicht um-
stritten (vgl. Bender 1990: 118-119, Blum & Térner 1983: 173) und andererseits in der
Umsetzung immer wieder Probleme fachlicher Natur erzeugt, sodass beispielsweise aus
den Ausfithrungen im ersten Kapitel streng genommen nicht einmal klar hervorgeht,
wie das unbestimmte Integral iiberhaupt zu verstehen ist. Durch Musterbeispiele und
Anwendungsbeziige ist zwar immer wieder klar, was in bestimmten Zusammenhéngen
gemeint ist, aber der Versuch eines Aufbaus einer nachvollziehbaren Theorie zum un-
bestimmten Integral muss in weiten Teilen als gescheitert beurteilt werden.!'? Fiir die
Einfiihrung des bestimmten Integrals wird im zweiten Kapitel jedoch ein separater, we-
sentlich erfolgreicherer Anlauf iiber das klassische Flacheninhaltsproblem genommen.
Dabei wird abgesehen von gelegentlichen fachlichen Ungenauigkeiten das bestimmte
Integral einer im betrachteten Intervall stetigen Funktion in mehreren Schritten, auf
durchaus anschauliche Weise und an einigen Stellen auch mit passendem Anwendungs-
bezug (vgl. Blum & To6rner 1983: 160, Danckwerts & Vogel 2006: 96-103) als Grenz-
wert geeigneter Produktsummen etabliert. Dariiber hinaus wird den Schiiler*innen in
diesem Abschnitt wieder viel Eigentéatigkeit ermdglicht und insbesondere anhand der
ausgewéhlten Aufgaben auch ein durchaus verstindnisvoller Umgang im Zusammen-
hang mit Funktionen, die im betrachteten Intervall das Vorzeichen wechseln, angestrebt
(vgl. Blum & Kirsch 1979: 15). Die Behandlung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung entspricht dann wiederum eher dem Vorgehen im Rahmen eines ge-
wissermaflen abgefederten!!! Zugangs iiber die Umkehrung der Differentiation, wobei
eben durch die Etablierung des bestimmten Integrals als Grenzwert geeigneter Pro-
duktsummen eine geeignete Interpretation ,,[des Zahlenwerts| F'(b) — F'(a)“ (Blum &
Torner 1983: 164) zumindest in gewissen, an dieser Stelle bereits behandelten Kontex-

ten kein Problem darstellt. Auf diese Weise wird der zweite Teil des Hauptsatzes der

10giehe auch Abschnitt 5.4.2
Hlgiehe Abschnitt 4.2.2
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Differential- und Integral hier plausibel gemacht und lediglich mit einem Verweis auf

einen allgemeineren Beweis im Anhang dann auch gleich in allgemeiner Form formuliert.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f eine auf [a; b] stetige Funktion. Dann gilt: b N
1) Es existiert eine Stammfunktion F von f. 2) Jf(x) dx= F(><)|a =F(b) — F(a)

Abb. 24: Formulierung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung in
Losungswege Mathematik 8 (Freiler et al. 2018: 25)

Der erste Teil wird jedoch nur in stark vereinfachter Form angeschrieben und auch
nicht ndher behandelt. Der Beweis des ersten Teils, der im Anhang zu finden ist, ent-
spricht jedoch im Ubrigen genau dem, der im Rahmen des bereits erwihnten abgefe-
derten Zugangs iiber die Umkehrung der Differentiation empfohlen wird (vgl. Blum &
Torner 1983: 173). Der Grofteil des weiteren Theorieautbaus erfolgt dann auch hier
mithilfe des zweiten Teils des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung. Es
gibt dabei jedoch eine nennenswerten Ausnahme, da bereits in diesem Kapitel be-
handelt wird, dass es bei manchen diskreten Modellen sinnvoll sein kann, Summen
durch Integrale anzundhern. Auch im Zusammenhang mit Anwendungen der Integral-
rechnung wird wieder sehr stark auf orientierte Fldcheninhalte und insbesondere auf
Produktsummen gesetzt. Tatséchlich handelt es sich also auch beim Zugang zur Inte-
gralrechnung in Lésungswege Mathematik 8§ um eine Mischung aus dem Zugang iiber die
Umkehrung der Differentiation und dem Zugang iiber Flicheninhalte unter Funktions-
graphen, wobei die Zusammensetzung dieser Mischung zumindest an manchen Stellen
stark von der in Mathematik verstehen 8 abweicht. Die typischen Schwéchen des Zu-
gangs iiber Fldcheninhalte unter Funktionsgraphen sind beispielsweise in Ldsungswege
Mathematik § deutlich weniger stark ausgeprégt als in Mathematik verstehen 8, da
bereits frither und mithilfe anwendungsbezogener Beispiele und Aufgaben dem Pro-
duktsummenaspekt in groflerer Allgemeinheit mehr Raum gegeben wird (vgl. Blum
& Kirsch 1979: 16). Umgekehrt sind die Probleme, die der Begriff des unbestimmten
Integrals mit sich bringen kann, in Ldsungswege Mathematik 8 sehr stark ausgeprégt
und in Mathematik verstehen 8 zumindest nur in deutlich reduzierter Form zu finden,

da der Begriff hier generell kaum zum Tragen kommt.

Das Schulbuch Thema Mathematik 8 teilt das Thema Integralrechnung auf die ersten
beiden Kapitel auf, wobei sich das erste Kapitel mit den Grundlagen und das zweite Ka-
pitel mit {iblichen Anwendungen der Integralrechnung beschéftigt. Im Gegensatz zu den
bisher beschriebenen Schulbiichern wird hier nicht mit der Einfithrung des Konzepts
der Stammfunktion begonnen, sondern direkt das klassische Flacheninhaltsproblem

aufgegriffen. Nach einer kurzen Motivation iiber die Anndherung des Flicheninhalts
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eines Kreises mithilfe von Polygonen werden gleich am Anfang die Begriffe Unter- und
Obersumme sowie die beiden Begriffe Links- und Rechtssumme fiir dquidistante Zer-
legungen und eine Funktion, die im betrachteten abgeschlossenen Intervall stetig und

nichtnegativ ist, eingefiihrt.

Wir betrachten eine auf einem Intervall [a; b] stetige Funktion f, die in diesem Intervall keine
negativen Funktionswerte hat. Um den Flacheninhalt A unter dem Funktionsgraphen im Intervall
[a; b] abzuschéatzen, zerlegen wir das Intervall in n gleich breite Teile. Uber jedem solchen
Teilintervall errichten wir ein Rechteck mit der Breite Ax = >=2. Die Summe der Flicheninhalte
dieser Rechtecke ist ein Naherungswert flr A. Wir unterscheiden:

Linkssumme L y Rechtssumme R
/“\
f f
A ax | Ax, | Ax | A X Ax, | A X
/s b 0 b

Die Lange jedes Rechtecks ist der Funktions- Die Lange jedes Rechtecks ist der Funktions-
wert an der linken Grenze des Teilintervalls. wert an der rechten Grenze des Teilintervalls.
Untersumme U, Obersumme O,

AX Ax Ax Ax Ax

B e R R e R X

o/ 5
Die Lange jedes Rechtecks ist der kleinste Die Lange jedes Rechtecks ist der grofte Funk-
Funktionswert im Teilintervall. tionswert im Teilintervall.

Abb. 25: Definition der Begriffe Unter- und Obersumme sowie Links- und Rechtssumme in
Thema Mathematik 8 (Dorfmayr et al. 2020: 8)

Das erklérte Ziel ist, den Flacheninhalt abzuschétzen, wobei zwar festgehalten wird,
dass Unter- und Obersummen entsprechend untere und obere Schranken dafiir darstel-
len, jedoch vermutlich aus praktischen Griinden in den auf die Definitionen folgenden
Aufgaben auch viel mit Links- und Rechtssummen gearbeitet wird. Nach einigen Aufga-
ben zu diesen neuen Begriffen wird anschaulich demonstriert, dass Verfeinerungen der
Zerlegung zu immer besseren Abschétzungen des Fldcheninhalts fithren, woraufhin der
Inhalt der vom Funktionsgraphen berandeten Fliche als gemeinsamer Grenzwert der
Unter- und Obersummen definiert wird. Insbesondere mithilfe entsprechenden Tech-
nologieeinsatzes werden auch dazu einige Aufgaben gestellt und in manchen Féllen
Grenzwerte dieser Folgen tatséchlich berechnet. In einem n#chsten Schritt wird das
bestimmte Integral als der Fldcheninhalt unter dem Graphen einer stetigen, nichtne-
gativen Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall eingefiihrt, wobei aber bereits
angedeutet wird, dass dies eigentlich einen Spezialfall darstellt. Als Moglichkeit, be-
stimmte Integrale zu berechnen, wird zunéchst ein Beispiel mit einer linearen Funktion
gewihlt, bei dem mit der Flacheninhaltsformel fiir Trapeze vorgegangen wird, und
dann erwahnt, dass man in allgemeineren Féllen auf Grenzwerte von Unter- und Ober-

summen oder den Einsatz von Technologie zuriickgreifen kann. Dann wird bewusst
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»lohne| Riickgriff auf die geometrische Anschauung und die Einschrinkung f(z) > 0
[...] das bestimmte Integral als Grenzwert von Produktsummen definiert* (Dorfmayr
et al. 2020: 12). Dabei schrinkt man sich zwar nicht auf Unter- und Obersummen
ein, man bleibt aber bei dquidistanten Zerlegungen des Intervalls. Auch die iibliche
Schreibweise wird an dieser Stelle erklart. Es folgen darauf wieder einige Aufgaben,
bei denen die graphische Darstellung des bestimmten Integrals als Fldcheninhalt im
Mittelpunkt steht und bei denen auch keine negativen Funktionswerte in den jeweils
betrachteten Intervallen auftreten. Danach wird eine ,, Prézisierung der anschaulichen
Integraldefinition® (Dorfmayr et al. 2020: 14)'? angestrebt, wobei dabei zwar sogar
die Begriffe Riemann-Summen und Riemann-Integral fallen, dann aber eigentlich eher
anschaulich und ganz im Sinne von Arnold Kirsch und Werner Blum der Umgang mit
negativen Funktionswerten erklirt wird (vgl. Blum & Kirsch 1979: 14-15). Auch hier
wird zwar der Begriff orientierter Flicheninhalt nicht explizit verwendet, das Bilan-
zieren von Flichen wird jedoch in anderen Worten eindeutig beschrieben und auch

graphisch klar veranschaulicht.

Ist f eine stetige Funktion auf dem Intervall [a; b], dann ist das Y
bestimmte Integral eine Differenz von Flacheninhalten.

: n [N A\,
Beispiel zur Abbildung rechts: f f)dx =A, — A, + A o

Eaa

Abb. 26: ,Flichenanteile unter der x-Achse ,zéhlen negativ'“ (Dorfmayr et al. 2020: 14)

Mit Riickgriff auf die Definition des bestimmten Integrals als Grenzwert geeigneter Pro-
duktsummen und zahlreichen graphischen Veranschaulichungen werden im Anschluss
an diese Prézisierung gleich mehrere verschiedene Anwendungen erschlossen. Darunter
sind diverse Bewegungsaufgaben und weitere physikalische Kontexte wie die Arbeit
als Integral der Kraft nach dem Weg und die Gesamtmenge als Integral der Flussrate
nach der Zeit zu finden. Im darauf folgenden Abschnitt wird dann das unbestimmte
Integral mithilfe von Integralfunktionen eingefiihrt, wobei diese anschaulich mithilfe
von Flacheninhaltsfunktionen motiviert werden. Auffallend ist, dass das unbestimmte
Integral hier tatsdchlich mithilfe des , [bestimmten Integrals] als Funktion der oberen
Grenze® (Blum & Torner 1983: 172) definiert wird, wobei auch auf die Schwierigkeiten
im Zusammenhang der Schreibweise (vgl. Blum & Kirsch 1979: 21) eingegangen wird.
Auflerdem wird zunéchst auch nur in einer kleinen Bemerkung auf eine Schreibweise
ohne Grenzen eingegangen und dabei auch klar festgelegt, dass diese dann die Menge

113

aller Integralfunktionen™ meint. Bei der Definition des unbestimmten Integrals wird

112 Auffallend ist, dass dieser Abschnitt tatséichlich eigentlich deutlich anschaulicher gestaltet ist als
die davor gegebene Definition des bestimmten Integrals.

13Dass dies leider fachlich auch nicht ganz problemfrei ist, wird in Abschnitt 5.4.2 noch genauer
behandelt.
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also noch nicht auf die Differentialrechnung zuriickgegriffen, sondern der Zusammen-
hang zwischen Differenzieren und Integrieren in einem néchsten Schritt als bedeutender
Satz!'4 hervorgehoben, formuliert und der iibliche Beweis davon zumindest skizziert.
Nach einigen Aufgaben, bei denen auf vielseitige Weise mit Integralfunktionen, die hier
unbestimmte Integrale genannt werden, gearbeitet wird, wird dann noch das Konzept
der Stammfunktion allgemein eingefiihrt, wobei insbesondere bei der Verbindung zum
unbestimmten Integral dann sogar einige fachliche Fehler!'® passieren. Die Regeln fiir
das Finden von Stammfunktionen werden dabei als Integrationsregeln bezeichnet und
in mehreren Schritten erarbeitet. Auflerdem werden graphische Zusammenhénge zwi-
schen Funktionen und ihren Stammfunktionen recht intensiv behandelt. Nach diesem
zum Teil leider ungliicklich gestalteten Einschub zum Konzept der Stammfunktion wird
dann der zweite Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung formuliert
und mithilfe des bereits verfiigharen ersten Teils bewiesen. Den Abschluss des Kapitels
zu den Grundlagen der Integralrechnung bilden dann noch weitere Sitze iiber bestimm-
te Integrale, die zum Teil auch iiber Grenzwerte von Produktsummen bewiesen werden,
die Substitutionsregel und die partielle Integration fiir unbestimmte Integrale, ein auf-
fallend griindlicher Abschnitt iiber uneigentliche Integrale und ein kurzer Ausblick in

Richtung weiterer Méglichkeiten fachlicher Prézisierung.

Im zweiten Kapitel werden zahlreiche Anwendungen der Integralrechnung behandelt,
die aufgrund der durchaus sorgféltigen Etablierung des bestimmten Integrals als Grenz-
wert von Produktsummen im ersten Kapitel jedoch alle bereits problemlos erschlossen
werden konnen. Neben dem Berechnen von Flécheninhalten, Volumina bei bekannter
Querschnittsfliche und Arbeit als Integral der Kraft nach dem Weg sowie als Integral
der Leistung nach der Zeit kommen auch hier wieder verschiedenste Bewegungsauf-
gaben vor. Dariiber hinaus wird auch der Mittelwertsatz behandelt und es gibt sogar
einen Abschnitt zum Berechnen von Bogenlidngen von Funktionsgraphen sowie von

Mantelflachen von Rotationskérpern.

Der Zugang zur Integralrechnung, den die Autor*innen von Thema Mathematik 8
gewahlt haben, entspricht in weiten Teilen genau einer Variante des Zugangs iiber
Fldcheninhalte unter Funktionsgraphen, in der bereits frith der Produktsummenaspekt
auch im Zusammenhang mit weiteren Anwendungen der Integralrechnung erschlossen
wird. Der Einstieg erfolgt iiber das klassische Flicheninhaltsproblem, wobei eine Defi-
nition des bestimmten Integrals nicht sofort angestrebt, sondern zunéchst anhand zahl-

reicher Aufgaben das Abschétzen der jeweils gesuchten Flacheninhalte durch Unter-,

114Es handelt sich dabei natiirlich genau um den ersten Teil des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung.

15Neben Schwierigkeiten, die vom unbestimmten Integral ausgehen, sind einige dieser Fehler im
Ubrigen damit verbunden, dass Voraussetzungen an Funktionen und deren Definitionsbereiche nicht
sinnvoll festgelegt werden.
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Ober-, Links- oder Rechtssummen selbsttéitig durchgefiithrt wird. Auf Technologieein-
satz wird sogar vorerst noch verzichtet und viel eher die Aufgaben so gestellt, dass der
dabei auftretende Rechenaufwand durchaus gering ausfallt. Nachdem thematisiert be-
ziehungsweise streng genommen sogar definiert wurde, dass der gesuchte Flacheninhalt
jeweils der gemeinsame Grenzwert der entsprechenden Unter- und Obersummen ist,
wird auch mit Technologieeinsatz gearbeitet und es werden auf diese Weise auch einige
Grenzwerte konkret ermittelt. Dadurch wird insbesondere die von Arnold Kirsch ge-
schilderte Problematik (vgl. Kirsch 1976: 89) vermieden, dass Aufgaben, die im Zusam-
menhang mit dem Ermitteln von Grenzwerten gestellt werden, entweder zu banal oder
zu ,kompliziert und isoliert* (Kirsch 1976: 89) sind. Die Bedenken beziiglich des Tech-
nologieeinsatzes an dieser Stelle, die in Abschnitt 4.2.1 gedufert wurden, werden zumin-
dest in gewisser Hinsicht dadurch relativiert, dass in diesem Schulbuch hier noch gar
nicht vom bestimmten Integral die Rede ist und man daher aus Sicht der Schiiler*innen
nicht das Berechnen von Integralen, sondern die algebraische Hiirde des Ermittelns von
Grenzwerten einem Computer beziehungsweise einem Taschenrechner iiberldsst. An
dieser Stelle stellt sich im Ubrigen auch die Frage, ob in diesem Schulbuch iiberhaupt
von Anfang an von Existenz und Eindeutigkeit der vorkommenden Flécheninhalte aus-
gegangen wird oder nicht. Der Einstieg und die damit verbundenen Aufgaben legen
dies zwar nahe, die Definition des Flacheninhalts als Grenzwert von Unter- und Ober-
summen jedoch wiederum eher nicht. Das bestimmte Integral wird im Anschluss daran
zwar auch unmittelbar mit Flacheninhalten in Verbindung gebracht, dann aber an oh-
ne Riickgriff auf Flacheninhalte fiir stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen
als Grenzwert geeigneter Produktsummen definiert. Auch wenn bei der Definition des
bestimmten Integrals bewusst darauf verzichtet wird, spielen Flacheninhalte als graphi-
sche Veranschaulichungen weiterhin eine zentrale Rolle und auch im Zusammenhang
mit negativen Funktionswerten wird anschaulich mit orientierten Fldcheninhalten ge-
arbeitet, auch wenn dieser Begriff nicht explizit erwéihnt wird. Die Schwierigkeiten, die
das Auftreten negativer Funktionswerte beim Zugang iiber Fldcheninhalte verursachen
kann, werden durch den Fokus auf Produktsummen und die bereits an dieser Stelle auf-
gegriffenen Anwendungsbeziige augenscheinlich verhindert (vgl. Blum & To6rner 1983:
161-162). Die dabei verwendete Formulierung ,, Flidcheninhalte im Kontext* (Dorfmayr
et al. 2020: 16) verdeutlicht noch einmal die zentrale Stellung von Flécheninhalten bei
diesem Zugang (Abb. 27).

Der Umgang mit dem ersten Teils des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung entspricht genau dem, wie er von Giinter Térner und Werner Blum im Zusam-
menhang mit einem Zugang iiber Fldcheninhalte unter Funktionsgraphen geschildert
wird (vgl. Blum & Térner 1983: 172). Auch dabei verldsst man sich stark auf die graphi-
sche Veranschaulichung als Flacheninhalt und fasst Integralfunktionen als sogenannte

Flacheninhaltsfunktionen auf. Dabei beschrankt man sich in den Erklarungen und auch
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Die Bewegung einer Modelleisenbahn wird durch
ihre Geschwindigkeits-Zeit-Funktion (v in m/s,
t in s) beschrieben.

Berechne den Wert des bestimmten Integrals und
interpretiere diesen im Kontext:

j:nv(t)dr f:ov(r)dt jjov(t)dt

Abb. 27: Aufgabe 51 (zum Thema , Flicheninhalte im Kontext“) in Thema Mathematik 8
(Dorfmayr et al. 2020: 17)

bei den zugehorigen Aufgaben auf Integralfunktionen nichtnegativer Funktionen, wie
es auch bei Arnold Kirsch (vgl. Kirsch 1996: 55-56) als sinnvolle Vereinfachung vor-
geschlagen wird. Eine Erweiterung auf Integralfunktionen von Funktionen, die auch
negative Werte annehmen, wie es zum Beispiel bei Peter Bender (vgl. Bender 1990:
112) behandelt wird, findet nicht statt. AuBerdem wird im Ubrigen an dieser Stelle

nicht thematisiert, wie der als unbestimmtes Integral definierte Ausdruck

F(z) = /:f(u)du

im Falle < a zu verstehen ist.!1® Fest steht, dass die Behandlung des ersten Teils des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung in diesem Schulbuch tatséchlich den
,verbliiffenden Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung® (Dorf-
mayr et al. 2020: 20) représentiert und seine zentrale Aussage, die sich gut durch , Dif-
ferenzieren macht Integrieren riickgingig“ (Blum & Kirsch 1996: 62) zusammenfassen
lasst, klar zur Geltung bringt. Im Anschluss an den Abschnitt {iber Stammfunktionen
wird dann auch der zweite Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung formuliert und bewiesen, wobei dieser hier aus dem ersten Teil gefolgert wird
und nicht wie bei Arnold Kirsch und Werner Blum empfohlen, gewissermaflen als ei-
genstindige Aussage bewiesen beziehungsweise begriindet wird (vgl. Blum & Kirsch
1996: 63-65). Mit Ausnahme der Behandlung der Substitutionsregel und der partiellen
Integration fiir unbestimmte Integrale, folgen die Autor*innen auch im weiteren Ver-
lauf sehr genau dem in Abschnitt 4.2.1 skizzierten Zugang iiber Flacheninhalte unter
Funktionsgraphen, da auf Basis der bisher behandelten Inhalte nun diverse Anwendun-
gen der Integralrechnung nicht nur gut erschliefbar, sondern mithilfe des Hauptsatzes

der Differential- und Integralrechnung auch sinnvoll durchfiihrbar sind (vgl. Blum &

16 Allgemein ist der Umgang mit dem unbestimmten Integral in weiterer Folge aus fachlicher Sicht
problematisch, auch wenn die Definition iiber Integralfunktionen zunéchst als interessante und viel-
versprechende Alternative zur iiblichen Behandlung dieses Begriffs erscheint, die auch gut zu diesem
Zugang passt.
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Torner 1983: 172).

Auch im Schulbuch Dimensionen Mathematik 8 wird das Thema Integralrechnung im
Rahmen der ersten beiden Kapitel behandelt, wobei dieses dadurch in Grundlagen
sowie Eraktifizierung und Anwendungen aufgeteilt wird. Ahnlich wie in Thema Mathe-
matik 8§ wird auch hier direkt mit dem klassischen Flacheninhaltsproblem begonnen
und nach einer kurzen Aufgabe, bei der Schiiler*innen im Zusammenhang mit dem
Abschétzen eines Flicheninhalts selbst experimentieren sollen, werden die beiden Be-
griffe Unter- und Obersumme fiir dquidistante Zerlegungen eingefiihrt und erklart, wie
es zu verstehen ist, dass der Graph einer nichtnegativen Funktion auf einem abgeschlos-

senen Intervall eine Fléche festlegt.

Unter- und Obersumme

Ein Flachenstiick, das vom Graphen einer Funktion f mit f(x) =0, der x-Achse und
den Geraden x=a und x=b begrenzt wird, kann kurz als die von der Funktion f
im Intervall [a; b] festgelegte Ficiche A (a; b) bezeichnet werden.

Wird das Intervall [a; b] in n Teilintervalle geteilt und tber jedem Teilintervall ein
Rechteck errichtet, kann die Flache A(a; b) naherungsweise berechnet werden.

() _6) f) o, (n=9)

f(x)

o|a b o] a b

—
—

Abb. 28: Definition der Begriffe Unter- und Obersumme in Dimensionen Mathematik 8
(Bleier et al. 2020: 7)

Nach einigen Erlduterungen zu den neuen Begriffen wird explizit festgelegt, dass in den
darauffolgenden Aufgaben stets gelten soll, dass alle Funktionen auf den betrachteten
Intervallen stetig sind und immer dquidistante Zerlegungen verwendet werden sollen.
In diesen Aufgaben wird auch bewusst auf die Differenz von Ober- und Untersumme
geachtet, um beurteilen zu kénnen, wie gut die jeweiligen Abschétzungen bereits sind.
Die aus den Aufgaben gewonnenen Erkenntnisse werden dann zusammengetragen zur
,1dee von Leibniz* (Bleier et al. 2020: 10), die zur Einfithrung des bestimmten Integrals
als gemeinsamer Grenzwert von Unter- und Obersummen fithrt. Dabei wird tatséchlich
mit Grenzwerten von Folgen argumentiert und die Einschrénkung auf stetige Funktio-

U7 sogar voriibergehend

nen auf elegante und fachlich beinahe unproblematische Weise
fallengelassen. Obwohl also bis zu diesem Punkt auf durchaus geschickte Art und Weise

alle Definitionen relativ gut ohne Stetigkeit auskommen, wird das bestimmte Integral

17Es wird an sich sehr wohl verwendet, dass die betrachtete Funktion auf jedem Teilintervall sowohl
Maximum als auch Minimum annimmt.
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dann trotzdem nur fiir Funktionen definiert, die auf dem betrachteten Intervall ste-
tig sind. Die Voraussetzung der Nichtnegativitdt wird im Rahmen der Definition des
bestimmten Integrals stillschweigend weggelassen und auch in den Bemerkungen zur
Definition nicht erwahnt. Dort wird hauptséchlich auf die Schreibweise eingegangen
und dabei auch thematisiert, dass das bestimmte Integral ,ndherungsweise gleich ei-
ner Summe von Produkten“ (Bleier et al. 2020: 11) ist. Darauf folgen weitere
Anwendungen der Integralrechnung, bei denen bestimmte Integrale bereits in verschie-
densten Kontexten interpretiert werden sollen, die graphische Veranschaulichung als
Flacheninhalt oft zum Tragen kommt und zwar viel mit Technologieeinsatz, aber nach
wie vor mit Unter- und Obersummen gearbeitet wird. Aulerdem kommen hier sogar
schon Aufgaben zum Berechnen von Mittelwerten mithilfe bestimmter Integrale vor.
Auch im Rahmen dieser Aufgaben treten keine Funktionen mit negativen Funktions-
werten auf. Im Anschluss an diese Einfithrung des Integralbegriffs wird das Konzept
der Stammfunktion behandelt, wobei dabei fachlich sehr griindlich und korrekt vor-
gegangen und der Begriff des unbestimmten Integrals vorerst weggelassen wird. Die
einzigen unmittelbaren Verbindungen zur Integralrechnung sind einerseits die Anmer-
kung, dass ,,Bestimmen einer Stammfunktion [...] Integrieren genannt [wird]“ (Bleier
et al. 2020: 23), und andererseits die Verwendung des Begriffs Integrationskonstante.
Im Laufe dieser Begriffserkldarungen wird jedoch auch gleich angekiindigt wird, dass der
Zusammenhang zur ,,Deutung als Summe von Produkten® (Bleier et al. 2020: 23) dann
im darauf folgenden Abschnitt erklart wird. Ansonsten stiitzen sich die Autor*innen
dieses Schulbuchs in diesem Abschnitt lediglich auf Begriffe und Konzepte aus der Dif-
ferentialrechnung und stellen dazu auch zahlreiche Aufgaben, bei denen in vielen Fallen

auch Anwendungsbezug hergestellt wird.

h=x-05 4ty
a=f(0,5)=2,875 und c=f(x)=-7x+3

Durch Einsetzen von h, a und c in die Flacheninhalts- , \

formel des Trapezes wird deutlich, dass der Flachenin-
halt nur noch von x abhangt. 4t
A(x)=1(2,875-1x +3)-(x-0,5) .
Ofo5 h2 x 4

1 (1,2 _ ) _
=1 {-1x2+6x 2,9375)_ 1x2+3x - 1,46875

Mit A (x) kann der Flacheninhalt jedes Trapezes, das rechts von 0,5 liegt, berechnet
werden. Beachte, dass A (x) eine Stammfunktion von f(x) ist.

[05x | [051] | [052] [0525] | [053] | [05;4]
A (x) 1,40625 | 4,03125 525 | 6,40625 | 8,53125

Abb. 29: Aufstellen einer Flicheninhaltsfunktion in Dimensionen Mathematik 8
(Bleier et al. 2020: 30)

77



Zu Beginn des néchsten Abschnitts wird das Aufstellen einer Flacheninhaltsfunktion
thematisiert und anhand eines Beispiels mit einer linearen Funktion konkret durch-
gefiithrt (Abb. 29). Dabei wird auch gezielt hervorgehoben, dass die Flacheninhaltsfunk-
tion dann eine Stammfunktion dieser linearen Funktion ist und dazu im Anschluss eine
analoge Aufgabe gestellt. Als Verallgemeinerung dieser Idee wird dann der erste Teil
des Hauptsatzes durchaus detailreich besprochen und begriindet, wobei dabei einzelne
Schritte auch graphisch veranschaulicht werden und auf die Schreibweise mit Integral-
funktionen vorerst noch verzichtet wird. Im Anschluss an die Begriindung des ersten
Teils wird auch gleich der zweite Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung motiviert und mithilfe des ersten Teils bewiesen. Dadurch wird der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung hier gewissermaflen hergeleitet und erst im An-
schluss vollstindig, iibersichtlich und fachlich korrekt!'® formuliert. Die Notation im
Zusammenhang mit der dabei auftretenden Integralfunktion wird durch einen entspre-
chenden Hinweises erldutert. Aulerdem wird an dieser Stelle nun auch der Begriff des
unbestimmten Integrals als Menge aller Stammfunktionen einer stetigen Funktion ein-
gefiithrt. Diesem Begriff wird jedoch auch in weiterer Folge wenig Beachtung geschenkt.
Dariiber hinaus werden zum Abschluss dieses Kapitels noch weitere Eigenschaften des
bestimmten Integrals behandelt und weitere Integrationsmethoden wie Substitution,
partielle Integration und Partialbruchzerlegung im Rahmen von online verfiigharen

Arbeitsbléttern vorgestellt.

Im zweiten Kapitel werden zunéchst die Erkenntnisse aus den vorigen Abschnitten und
insbesondere der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung noch einmal in ei-
ner Ubersicht dargestellt und im Anschluss der Zusammenhang zwischen Differenzieren
und Integrieren mithilfe von Integralfunktionen hervorgehoben und bewiesen. Diesen
Zusammenhang sollen die Schiiler*innen in einigen Aufgaben dann auch konkret nach-
rechnen. Nach diesem kurzen Abschnitt zur Exaktifizierung werden dann zahlreiche
Anwendungen der Integralrechnung behandelt, die mithilfe von Produktsummen je-
weils problemlos begriindet werden konnen. Besonders viel Aufmerksamkeit kommt
dabei dem Berechnen von Fléacheninhalten zu, wobei hier nun mithilfe von Spiegelun-
gen der Graphen beziehungsweise mithilfe von Betragen mit bestimmten Integralen von
Funktionen umgegangen wird, die im betrachteten Intervall negative Funktionswerte
annehmen. Weitere Anwendungen der Integralrechnung, die thematisiert werden, sind
das Berechnen von Volumina bei bekannter Querschnittsfliche, Wege bei bekannter
Geschwindigkeit, Geschwindigkeit bei bekannter Beschleunigung und physikalische Ar-
beit als Integral der Kraft nach dem Weg. Dariiber hinaus werden sogar die Arbeit
und die mittlere Leistung des Wechselstroms als Anwendungen in der Elektrotech-
nik, die mittlere Lebensdauer eines radioaktiven Atomkerns als Anwendung in der

Atomphysik, Anwendungen in der Wirtschaft und das Berechnen der Bogenlédnge eines

18his auf einen unscheinbaren Notationsfehler
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Funktionsgraphen behandelt. Den Abschluss des Themas bilden zahlreiche Aufgaben,
bei denen im Zusammenhang mit diversen diskreten Modellen das bestimmte Integral
als Ndaherung verwendet werden soll. Vorzeichenfragen, die im Rahmen mancher der
behandelten Anwendungen auftreten, bleiben weiterhin Nebensache und werden zum
Teil bewusst auler Acht gelassen. Aufgaben, in denen die zu integrierende Funktion
das Vorzeichen wechselt und man trotzdem am Wert des bestimmten Integrals auf dem
gesamten betrachteten Intervall interessiert ist, kommen lediglich sehr vereinzelt und

erst ganz am Ende des zweiten Kapitels vor.

Ahnlich wie der Zugang, der in Thema Mathematik 8 gewahlt wurde, folgt der Zugang
zur Integralrechnung in Dimensionen Mathematik § in weiten Teilen einer Variante des
Zugangs iiber Flacheninhalte unter Funktionsgraphen, die dem Produktsummenaspekt
frith auch im Zusammenhang mit anderen typischen Anwendungen der Integralrech-
nung viel Aufmerksamkeit schenkt. Der Zugang in diesem Schulbuch stimmt jedoch
nicht vollstdndig mit dem in Thema Mathematik § gewéhlten Zugang iiberein, wobei
es sich bei diesen Unterschieden nicht unbedingt um klare Vorteile eines Schulbuchs
gegeniiber dem anderen handelt. Der Einstieg erfolgt selbstverstandlich auch hier {iber
das klassische Flacheninhaltsproblem und die darauf folgenden Definitionen der Be-
griffe Unter- und Obersumme. Dabei ist jedoch auffallend, dass die Formulierungen in
Kombination mit den graphischen Darstellungen so gewéhlt sind, dass an dieser Stelle

U9 quf Stetigkeit verzichtet

tatsédchlich lediglich mit einer gewissen fachlichen Unschérfe
werden kann und dies auch getan wird. Viel mehr wird die Stetigkeit der betrachte-
ten Funktionen in den Aufgaben in diesem Abschnitt gewissermaflen als Vereinfachung
explizit vorausgesetzt. Ahnlich verhélt es sich bei der Uberleitung zur Definition des
bestimmten Integrals, wo dann aber sogar explizit Maxima und Minima verwendet
werden, obwohl auf Stetigkeit verzichtet wird. Dennoch kénnte man durchaus argu-
mentieren, dass auf diese Weise hier sogar eine anschaulich sinnvolle Definition'?° des
Begriffs der Integrierbarkeit iiber Grenzwerte von Folgen'?! gut erreichbar wire. Die-
se Moglichkeit wird allerdings nicht wahrgenommen und das bestimmte Integral dann
doch unter Voraussetzung der Stetigkeit der Funktion auf dem betrachteten Intervall
definiert. Auch wenn bis zur Definition des bestimmten Integrals lediglich das Berech-
nen von Flacheninhalten thematisiert wird, werden unmittelbar im Anschluss an die
Definition bereits verschiedenste weitere Anwendungen der Integralrechnung erschlos-
sen und insbesondere jeweils geeignete Interpretationen des bestimmten Integrals als

Flacheninhalt unter Funktionsgraphen thematisiert, was genau den Empfehlungen von

119Fs ist von kleinsten und gréBten Funktionswerten die Rede, die ja bei Verzicht auf Stetigkeit nicht
angenommen werden miissen.

120Mit einer anschaulich sinnvollen Definition ist hier gemeint, dass man dabei #hnlich wie Rainer
Danckwerts und Dankwart Vogel bei der Definition des Begriffs Integralfunktion mithilfe von scheinbar
offensichtlich sinnvoll festgelegten Flicheninhalten (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 103-104) vorgehen
konnte.

12lsiehe z.B. Abschnitt 2.1.2
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Giinter Térner und Werner Blum entspricht (vgl. Blum & Térner 1983: 161). Einer-
seits wird dabei sogar der Mittelwertsatz der Integralrechnung plausibel gemacht und
angewendet, andererseits wird konsequent auf eine Deutung des bestimmten Integrals
als orientierter Fldcheninhalt verzichtet beziehungsweise wird durch die Wahl der Auf-
gaben einer solchen Deutung férmlich ausgewichen. Aufgrund der vielen Anwendungs-
beziige konnte man meinen, dass falschen Fixierungen in Bezug auf Flacheninhalte
geradezu vorbildlich (vgl. Blum & Kirsch 1979: 16) vorgebeugt wird. Jedoch ist eben
zu beachten, dass dabei trotzdem der durchaus bedeutsame Punkt ausgelassen wird,
dass das bestimmte Integral im Allgemeinen entsprechende Fldchen nicht misst, son-
dern bilanziert (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 93). Anders als in Thema Mathema-
tik 8 wird das Konzept der Stammfunktion vor der Behandlung des ersten Teils des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung eingefiithrt und beide Teile dieses
zentralen Satzes auf einmal besprochen. Insbesondere bei der Behandlung des ersten
Teils wird im Grunde genau so vorgegangen, wie es im Zusammenhang mit einem
Zugang tiber Fldcheninhalte unter Funktionsgraphen empfohlen wird (vgl. Blum &
Torner 1983: 172) und dabei in der Herleitung beziehungsweise Begriindung auch auf
die fiir Schiiler*innen oft verwirrende Notation mit Integralfunktionen (vgl. Blum &
Kirsch 1979: 21) verzichtet. Gleich wie in Thema Mathematik 8 wird entgegen der
Empfehlung von Arnold Kirsch und Werner Blum (vgl. Blum & Kirsch 1996: 63-65)
der zweite Teil direkt aus dem ersten gefolgert. Wahrend in Thema Mathematik 8 un-
bestimmte Integrale iiber Integralfunktionen eingefiithrt werden, wird hier der Begriff
des unbestimmten Integrals erst nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung thematisiert, kaum beachtet und auch keine Aufgaben dazu gestellt. Zu Be-
ginn des zweiten Kapitels werden die Erkenntnisse des ersten Kapitels noch einmal
iibersichtlich dargestellt, wobei man stillschweigend aber offenbar bewusst auf die Ein-
schrinkung auf nichtnegative Funktionen verzichtet und lediglich verlangt, dass die
Funktion f auf dem betrachteten Intervall stetig ist (Abb. 30). Dabei fillt auf, dass
zwar korrekterweise erwahnt wird, dass Flacheninhaltsfunktionen als geometrische Deu-
tung von Spezialféllen von Integralfunktionen verstanden werden kénnen, aber auch in
diesem Zusammenhang weiterhin iiberhaupt nicht thematisiert wird, was im Falle von
negativen Funktionswerten passiert. Der Zusammenhang zwischen Differenzieren und
Integrieren wird hier dann mithilfe von Integralfunktionen noch einmal explizit her-
vorgehoben und die Aussagen bewiesen. Dazu werden auch einige Aufgaben gestellt,
bei denen an mehreren Stellen auch negative Funktionswerte auftreten, dies aufgrund
der Abstraktheit der Aufgaben vermutlich aber kaum auffillt und auch nicht thema-
tisiert wird. Den Abschluss des Themas Integralrechnung bilden dann noch zahlreiche
weitere Anwendungen der Integralrechnung, die auf Basis des im ersten Kapitel be-
reits etablierten Produktsummenaspekts gut erschlossen werden kénnen (vgl. Blum &
Torner 1983: 161). Da jedoch der Deutung des bestimmten Integrals als orientierter

Flacheninhalt sehr spdt und auch dann sehr wenig Aufmerksamkeit geschenkt wird,

80



stellt sich die Frage, ob Schiiler*innen nach Behandlung des Themas Integralrechnung
mithilfe dieses Schulbuchs Aufgaben wie die in Abschnitt 4.1.4 zitierte Aufgabe aus
der internationalen Vergleichsstudie TIMSS aus dem Jahr 1999 iiberhaupt richtig be-
antworten konnten (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 93-94).

Definition: Bestimmtes Integral Definition: Stammfunktion
Das bestimmte Integral ist eine reelle Eine reelle Funktion F ist eine Stamm-
Zahl und naherungsweise gleich funktion der reellen Funktion f Gber
einer Summe von Produkten (bei- einer gemeinsamen Definitions-
spielsweise Unter- oder Obersumme) menge D, wenn f die Ableitung von F
der Form f(x)-Ax. ist.

b
Es gilt: [f(x} dx =) f(x)-Ax Es gilt: F'(x) =f(x) furalle xeD

a
Das Berechnen solcher (bestimmter) Das Bestimmen der Stammfunktion
Integrale hei3t Integrieren. wird ebenfalls Integrieren genannt.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
X

(1) Die Funktion A (x) =If{t}dt mit xe[a; b] ist eine Stammfunktion von f, d.h.

A'(x) =f(x). a
(2) Ist F (x) eine beliebige Stammfunktion von f, dann gilt:
b
b
[fex=F (x| =F(b) - Fla)

a

X
Das Integral If{t)dt ergibt eine Funktion abhangig von x und wird als
a

Integralfunktion bezeichnet.

Ein Spezialfall bei geometrischer Deutung ist die Flacheninhaltsfunktion A (x).

Abb. 30: Ein Uberblick zur Theorie in Dimensionen Mathematik 8 (Bleier et al. 2020: 35)

Insgesamt stellt sich also heraus, dass in je zwei Schulbiichern jeweils sehr @hnliche
Zugénge zur Integralrechnung gewéhlt wurden. Dabei handelt es sich entweder um ei-
ne Mischung aus dem Zugang iiber die Umkehrung der Differentiation und dem Zugang
iiber Flacheninhalte unter Funktionsgraphen oder um eine Variante des Zugangs iiber
Flacheninhalte unter Funktionsgraphen, die auch weiteren Anwendungsbeziigen bereits
frith viel Raum gibt. Auf die konkrete Umsetzung der gewéhlten Zugénge konnte bis-
her jedoch jeweils nur oberflichlich eingegangen werden. In den folgenden Abschnitten
werden nun sowohl in Bezug auf die in dieser Arbeit bereits diskutierten fachdidakti-
schen Kriterien als auch in Bezug auf einzelne fachliche Kriterien systematisch alle vier

Schulbiicher noch genauer untersucht und dahingehend miteinander verglichen.
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5.1.2 Aspekte und Grundvorstellungen

In Zusammenhang mit den drei verschiedenen Zugéngen zur Integralrechnung, die in
Kapitel 4 beschrieben wurden, wurde bereits festgehalten, dass man grundsétzlich mit
jedem davon in der Lage wire, alle drei Aspekte und die drei zentralen Grundvorstellun-
gen zum Integralbegriff zu erschlieffen. Da die Zugénge in den vier Schulbiichern jeweils
zumindest in weiten Teilen einem oder zwei der in Kapitel 4 behandelten Zuginge ent-
sprechen, stellt sich also weniger die Frage, welche Aspekte und Grundvorstellungen
zum Tragen kommen, sondern viel mehr, ob in manchen Féllen gewisse Aspekte und

Grundvorstellungen zu kurz kommen oder besonders stark betont werden.

Der MaBaspekt wird in allen Schulbiichern durchaus intensiv behandelt, da insbeson-
dere dem Berechnen von Fliacheninhalten, aber auch dem Berechnen von Volumina in
allen Schulbiichern jeweils ein ganzer Abschnitt gewidmet ist. AuBlerdem stellt das Be-
rechnen von Flacheninhalten in allen Schulbiichern die motivierende Problemstellung
fiir das bestimmte Integral dar, auch wenn der Fokus auf diese Problemstellung beim
Einstieg zum Beispiel in Mathematik verstehen § nur kurz anhélt. Im Zusammenhang
mit innermathematischen Anwendungen wird dariiber hinaus sowohl in Thema Mathe-
matik 8 als auch in Dimensionen Mathematik 8 das Berechnen der Bogenldnge eines
Funktionsgraphen behandelt und in Thema Mathematik sogar das Berechnen des In-
halts der Mantelfliche eines Rotationskorpers besprochen. Aufferdem kann man durch-
aus auch das Messen physikalischer Grolen zu diesem Aspekt zdhlen (vgl. Greefrath et
al. 2016: 244), was neben dem Berechnen von Fliacheninhalten und Volumina ohnehin
vom Lehrplan vorgeschrieben ist (vgl. RIS 2021) und daher in allen vier Schulbiichern

vorkommt.

Ahnlich verhilt es sich mit dem Produktsummenaspekt, der in allen Schulbiichern
sowohl im Theorieaufbau als auch bei den behandelten Anwendungen der Integral-
rechnung eine Rolle spielt. Dennoch gibt es teilweise sogar grofie Unterschiede, wie
stark die Rolle des Produktsummenaspekts betont wird. Da der Lehrplan im Grunde
vorgibt, dass bei der Einfithrung des bestimmten Integrals Unter- und Obersummen
verwendet werden sollen und das bestimmte Integral ,ndherungsweise als Summe von
Produkten“ (RIS 2021) aufgefasst und berechnet werden kénnen soll, wird dem Pro-
duktsummenaspekt in allen Schulbiichern zumindest ein entsprechendes Minimum an
Aufmerksamkeit geschenkt. Wahrend in Mathematik verstehen 8 Produktsummen im
Zusammenhang mit Anwendungen der Integralrechnung in den meisten Féllen nur in
kurzen Begriindungen am Beginn der jeweiligen Abschnitte vorkommen, kommt in den
anderen Schulbiichern sogar bereits vor Behandlung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung das Berechnen und Interpretieren bestimmter Integrale verstéarkt

zum Tragen, wobei damit dem Produktsummenaspekt entsprechend mehr Raum gege-
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ben und Bedeutung beigemessen wird (vgl. Blum & Kirsch 1979: 16, Blum & Térner
1983: 161). In Lisungswege Mathematik 8 werden in diesem Rahmen neben Aufga-
ben zu Flicheninhalten auch Aufgaben zu Anwendungen im Zusammenhang mit Zu-
und Abnahmeprozessen gestellt und in Thema Mathematik 8 werden an dieser Stelle
sogar bereits zahlreiche Bewegungsaufgaben und Aufgaben zu weiteren physikalischen
Anwendungen behandelt. Auf diese Weise am stérksten betont wird der Produktsum-
menaspekt jedoch in Dimensionen Mathematik 8, wo mithilfe von Produktsummen an
dieser Stelle neben den Anwendungen, die auch in Thema Mathematik 8 vorkommen,
zum Teil bereits wirtschaftliche Anwendungen und das Berechnen von Mittelwerten

erschlossen und Aufgaben dazu gestellt werden.

Auch der Stammfunktionsaspekt spielt in allen Schulbiichern ein groie Rolle. Dies ist
schon allein deshalb wenig iiberraschend, da der Lehrplan wortwortlich vorgibt, dass
Schiiler*innen ,den Zusammenhang zwischen Differenzieren und Integrieren erliautern
konnen [sollen]* (RIS 2021). Wie in Abschnitt 4.1.2 bereits umfassend diskutiert wur-
de, ist der Stammfunktionsapekt an sich duflerst vielseitig und bezieht sich im Grofien
und Ganzen auf alle wichtigen Beziehungen, die aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung hervorgehen (vgl. Greefrath et al. 2016: 240). Das Berechnen
bestimmter Integral mithilfe von Stammfunktionen wird selbstverstindlich'?? in allen
Schulbiichern behandelt und teilweise so stark betont, dass in Ldsungswege Mathe-
matik 8§ die durchaus irrefithrende und fachlich problematische Bemerkung zu finden
ist, dass man fiir die Berechnung eines bestimmten Integrals eine Stammfunktion fin-
den ,muss® (Freiler et al. 2018: 34). Das Aufstellen bezichungsweise Konstruieren von
Stammfunktionen mithilfe der Integralrechnung, das es zumindest formal ermoglicht,
zu jeder stetigen Funktion eine Stammfunktion anzugeben (vgl. Biichter & Henn 2010:
250), wird jedoch nur in Thema Mathematik 8 und Dimensionen Mathematik 8 auf
fachlich korrekte Weise thematisiert und auch Aufgaben dazu gestellt. Es ist daher
wenig iiberraschend, dass nur diese beiden Schulbiicher die Beziehung ,,Differenzieren
macht Integrieren riickgingig” (Blum & Kirsch 1996: 62) nicht auf triviale Weise iiber
unbestimmte Integrale!?? herstellen, sondern tatséichlich iiber Flicheninhaltsfunktionen
beziehungsweise Integralfunktionen. Ebenfalls diesem Aspekt zuzuordnen sind die so-
genannten Integrationsregeln, die entweder in Zusammenhang mit bestimmten oder
unbestimmten Integralen selbstverstédndlich in allen Schulbiichern behandelt werden.
Eine abschliefende Beobachtung, die die grofle Rolle des Stammfunktionsaspekts in
allen vier Schulbiichern unterstreicht, ist die absichtliche Doppeldeutigkeit des Verbs
Integrieren, welches einerseits das Finden von Stammfunktionen und andererseits das

Berechnen von bestimmten Integralen meint. Man kénnte argumentieren, dass dies im

122 Auch das steht wortwortlich im Lehrplan (vgl. RIS 2021).
123Integralfunktionen werden in Thema Mathematik 8 zwar so genannt, hier ist aber nun die
iiblichere, in 2.4.3 thematisierte Auffassung des unbestimmten Integrals gemeint.
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Kern genau dem entspricht, was Peter Bender an sich am Einfiithren des unbestimmten
Integrals in der Schule kritisiert'?* (vgl. Bender 1990: 118-119), und diese durchaus ver-
wirrende!?® Doppeldeutigkeit genau wie die Behandlung des unbestimmten Integrals

in der Schule fallengelassen werden sollte.!2

Wie in Bezug auf den MaBaspekt bereits erwiahnt, wird dem Berechnen von Fliachen-
inhalten in allen vier Schulbiichern grundsétzlich recht viel Aufmerksamkeit geschenkt,
was in Anbetracht der jeweils gewédhlten Zugédnge zur Integralrechnung wenig iiber-
raschend ist. Dennoch gibt es im Zusammenhang mit der Fldcheninhaltsgrundvorstel-
lung zwei erwihnenswerte Auffilligkeiten. Eine der Sorgen, die bei einem Zugang iiber
Flacheninhalte unter Funktionsgraphen in der einschldgigen Literatur auftreten, ist
eine zu starke Bindung des bestimmten Integrals an seine geometrische Deutung als
Flicheninhalt (vgl. Blum & Kirsch 1979: 16).'?” Um diesem Problem gewissermafien
formal aus dem Weg zu gehen, wird in Mathematik verstehen 8§ bewusst und explizit
bereits sehr frith auf den , Riickgriff auf die anschauliche Vorstellung des Flacheninhalts
[verzichtet]“ (Malle et al. 2020: 12), was zur Folge hat, dass man sich dieser im Rah-
men der Behandlung der Grundlagen der Integralrechnung bis auf wenige Ausnahmen
nicht bedient und auch zum Beispiel im Zusammenhang mit physikalischen Anwendun-
gen der Integralrechnung eher sparsam mit graphischen Darstellungen dieser Art um-
geht. Grund fiir dieses durchaus konsequente und offenbar bewusste Unterdriicken der
Flacheninhaltsgrundvorstellung ist der Anspruch, das Integral von Anfang an als ,,[ab-
strakten] Oberbegriff fiir die einzelnen Deutungen® (Malle et al. 2020: 47) einzufiihren.
Dass dies jedoch insbesondere beim Einstieg in das Thema zu Problemen fiihrt, wurde
bereits in Abschnitt 5.1.1 diskutiert. Einer der Griinde, warum ein zu starker Fokus auf
die Veranschaulichung als Flidcheninhalt problematisch sein kann, ist die Tatsache, dass
das bestimmte Integral eigentlich einen orientierten Flicheninhalt liefert (vgl. Danck-
werts & Vogel 2006: 93). In gewisser Hinsicht muss die Flacheninhaltsgrundvorstellung
also um diese Facette erweitert werden, um die passendere anschauliche Vorstellung
als Flichenbilanz zu erschliefen.'?® Obwohl keines der Schulbiicher solche Begriffe ex-
plizit verwendet, wird in fast allen von ihnen sehr bewusst auf eine solche Erweiterung
abgezielt und Aufgaben dazu gestellt. Die Ausnahme ist in diesem Fall Dimensionen
Mathematik 8, in dem einer Deutung des bestimmten Integrals als Flachenbilanz bis

zum allerletzten Abschnitt formlich aus dem Weg gegangen wird.

Da dem Produktsummenaspekt in allen Schulbiichern sowohl im Theorieaufbau als

1245iche Abschnitt 2.4.3

125Tnsbesondere im Zusammenhang mit einem Integralbegriff, der iiber stetige Funktionen hinausgeht
(siche Abschnitt 5.4).

126Darauf wird in Abschnitt 5.4.2 noch niher eingegangen.

127siehe z.B. auch Blum & Térner (1983: 161), Danckwerts & Vogel (2006: 93-94), Greefrath et al.
(2016: 245), Tietze et al. (1997: 280)

128giehe Abschnitt 4.1.4
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auch im Zusammenhang mit Anwendungen der Integralrechnung ein gewisses Mafl an
Aufmerksamkeit geschenkt wird, kommt auch die Kumulationsgrundvorstellung in kei-
nem der Schulbiicher auffallend zu kurz (vgl. Greefrath et al. 2016: 253). Erwdhnenswert
ist an dieser Stelle jedoch, dass zwar alle Schulbiicher explizit darauf eingehen, dass das
bestimmte Integral , ndherungsweise als Summe von Produkten“ (RIS 2021) aufgefasst
werden kénnen soll'?| aber nur in drei der vier Schulbiicher das bestimmte Integral ex-
plizit als Grenzwert solcher Produktsummen behandelt wird. In Mathematik verstehen
8 wird von diesem Begriff offenbar absichtlich nicht Gebrauch gemacht und dariiber
hinaus werden die Begriffe Unter- und Obersummen in so grofler Allgemeinheit de-
finiert, dass aus der Definition des bestimmten Integrals als Zahl , zwischen® allen
Untersummen U und allen Obersummen O“ (Malle et al. 2020: 13) eine Auffassung
des bestimmten Integrals als Grenzwert fiir das ungeiibte Auge vermutlich auch nicht
implizit oder intuitiv hervorgeht. Insbesondere das gezielte Anndhern an diesen Wert
durch geschickt gewéhlte Folgen geeigneter Produktsummen geht daraus nicht klar
hervor (vgl. Biichter & Henn 2010: 228), was jedoch fiir die Kumulationsgrundvorstel-
lung in Zusammenhang mit dem Grenziibergang zum bestimmten Integral sicherlich

forderlich wire. 130

Auch wenn keines der Schulbiicher einem Zugang iiber die Rekonstruktion von Bestdin-
den aus Anderungsraten folgt, so wird die Rekonstruktionsgrundvorstellung allein schon
aufgrund der in manchen Schulbiichern sogar zahlreichen Anwendungsbeziige sicherlich
nicht unterdriickt oder vernachléssigt. Dennoch gibt es zwei auffallende Unterschiede
zwischen manchen der vier Schulbiicher. Einer dieser Unterschiede ist die Position,
an der Anwendungen der Integralrechnung, die eng mit der Rekonstruktionsgrund-
vorstellung verbunden sind!3!, erstmals behandelt werden. Alle Schulbiicher bis auf
Mathematik verstehen 8 thematisieren entsprechende Anwendungsbeziige in Zusam-
menhang mit dem bestimmten Integral bereits vor der Behandlung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung und legen damit entsprechende Zusammenhénge
zwischen Differenzieren und Integrieren dem Erschliefen dieser Anwendungen auch
nicht notwendigerweise zugrunde. In Mathematik verstehen 8§ werden dagegen , Inte-
grale von Anderungsraten“ (Malle et al. 2020: 45) erst deutlich nach Behandlung des
zweiten Teils des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung thematisiert und
gewissermaBen als triviale Anwendung beziehungsweise Folgerung!'3? dessen dargestellt
(Abb. 31). Die einzige Ausnahme ist dabei Berechnen von Weglédngen bei bekannter
Geschwindigkeit, was zwar ebenfalls erst nach dem zweiten Teil des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung behandelt, aber mithilfe von Produktsummen er-
klart wird.

129Djies ist ja ohnehin Vorgabe des Lehrplans (vgl. RIS 2021).

130giehe Abschnitt 2.1.2

131siche Abschnitt 4.1.5

132Von einem rein fachlichen Standpunkt aus ist dies an dieser Stelle ja durchaus gerechtfertigt.
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Integrale von Anderungsraten

Es sei f eine in [a; b] stetige Funktion mit stetiger Ableitung. Da f eine Stammfunktion von f"ist,
gilt nach dem Satz auf Seite 18:
b

[Fo0dx=1(b) —f(a)

Abb. 31: ,Integrale von Anderungsraten* in Mathematik verstehen 8 (Malle et al. 2020: 45)

Der zweite auffallende Unterschied ist, dass das Konstruieren von Stammfunktionen

133 pur in den beiden Schulbiichern Thema Ma-

mithilfe von Flacheninhaltsfunktionen
thematik 8 und Dimensionen Mathematik 8 behandelt wird. Dort wird dies dafiir sogar
nicht nur theoretisch im Rahmen eines Beweises des ersten Teils des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung behandelt, sondern es werden tatsdachlich auch ge-

eignete Aufgaben (vgl. Kirsch 1976: 91-94) dazu gestellt.

Obwohl die Mittelwertsgrundvorstellung im Rahmen dieser Arbeit in weiten Teilen
bewusst ignoriert wurde, so kann der Vollstdndigkeit halber an dieser Stelle trotzdem
noch erwahnt werden, dass auch diese in zwei der vier Schulbiicher durchaus zum
Tragen kommt. Sowohl in Thema Mathematik 8 als auch in Dimensionen Mathematik
8 wird das bestimmte Integral in Zusammenhang mit entsprechenden Mittelwerten

thematisiert und es werden jeweils auch einige Aufgaben dazu gestellt.

5.1.3 Umgang mit Spannungsfeldern

Das Spannungsverhéltnis zwischen Anschauung und Strenge ist bekanntermafien im
Analysisunterricht besonders problematisch, da es aus der klassischen Analysis ein
breit geteiltes Bild davon gibt, wie deren Inhalte korrekt zu behandeln und zu ver-
stehen sind (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 3). Mit dieser Problematik wird in den
vier Schulbiichern auf teilweise sehr unterschiedliche Arten umgegangen, wobei Mathe-
matik verstehen 8 in diesem Zusammenhang besonders auffillt. Wie bereits mehrfach
erwihnt, wird in diesem Schulbuch bewusst und insbesondere im Rahmen des Theo-
rieaufbaus bereits frith auf graphische Veranschaulichungen des bestimmten Integrals
verzichtet und schon nach einem einzigen Musterbeispiel zu Flacheninhalten eine fach-
lich sehr griindliche analytische Definition des bestimmten Integrals gegeben, bei der
man sich nicht einmal auf dquidistante Zerlegungen einschrankt. Aufgaben oder Ver-
anschaulichungen, die einer so groflen Allgemeinheit gerecht werden, kommen jedoch
gar nicht vor. Dies zeigt klar eine Diskrepanz zwischen dem Anspruch an fachliche Ex-
aktheit und dem ,realisierten Niveau der Diskussion“ (Kirsch 1976: 88), da offenbar

133giehe Abschnitt 4.1.5
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den Autor*innen selbst inhaltliches Argumentieren auf geeignetem Niveau (vgl. Blum
& Kirsch 1979: 7) an dieser Stelle nicht méglich erscheint. In Bezug auf das Verhéltnis
zwischen Anschauung und Strenge kénnte man also insbesondere am ersten Kapitel
in diesem Schulbuch durchaus beméngeln, dass es ,primér dem Wunsch [der Mathe-
matiker*innen| nach einer ssauberen Theorie‘ entgegenkommen* (Kirsch 1976: 102)
mochte. Alle anderen Schulbiicher schranken sich immerhin auf dquidistante Zerlegun-
gen ein und legen allgemein mehr Wert auf die graphische Veranschaulichung des be-
stimmten Integrals als Flacheninhalt beziehungsweise Flachenbilanz. Wahrend jedoch
beispielsweise in Ldsungswege Mathematik 8§ und Thema Mathematik § im Rahmen
der Definition des bestimmten Integrals deren Abstraktheit und Allgemeinheit hervor-
gehoben wird, wird in Dimensionen Mathematik 8§ im Grunde einfach stillschweigend
die davor stets gegebene Voraussetzung der Nichtnegativitdt der betrachteten Funk-
tion fallengelassen. Insofern kénnte man argumentieren, dass die Bindung an die An-
schauung in diesem Schulbuch im Zusammenhang mit dieser Definition am gréfiten
ist.1** In Thema Mathematik werden zunichst iiberhaupt eigentlich Flidcheninhalte
unter Funktionsgraphen iiber Unter- und Obersummen definiert und dies dann mit
dem bestimmten Integral als graphische Deutung eines abstrakten Begriffs explizit in
Verbindung gebracht. Das bestimmte Integral wird also bewusst abstrakt definiert,
wéhrend Fliacheninhalte damit dennoch eine tragende Rolle im Theorieaufbau und in
weiterer Folge auch in den Anwendungen iibernehmen. Ahnlich, aber in gewisser Hin-
sicht schon eher der Einfiihrung des bestimmten Integrals in Mathematik verstehen 8
entsprechend, wird in Ldsungswege Mathematik 8 vorgegangen. Daher ldsst sich also
in Bezug auf das Verhéltnis zwischen Anschauung und Strenge in Zusammenhang mit
der Definition des bestimmten Integrals eine Reihung der vier Schulbiicher auf einem
Spektrum zwischen Strenge und Anschauung verorten, die sich beispielsweise durchaus
auch auf die in Abschnitt 5.1.1 zitierten Definitionen der Begriffe Unter- und Ober-

summe iibertragen lasst.

Das Spannungsfeld zwischen der Sichtweise der Mathematik als Produkt und der als
Prozess lésst sich allein auf Basis der Schulbiicher schwer diskutieren, da deren Einsatz
im Unterricht klarerweise jeweils auf unterschiedliche Arten erfolgen kann. Dennoch
konnte man anhand dessen, inwieweit Schiiler*innen in den jeweiligen Schulbiichern
mit fertigen Resultaten konfrontiert werden, Aussagen iiber den generellen Umgang
mit diesem Spannungsfeld machen. Neben der Position der Definition des bestimm-
ten Integrals, die mittlerweile jedoch bereits umfassend behandelt wurde, ist vielleicht
insbesondere der Umgang mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
vor diesem Hintergrund von besonderem Interesse. Wenig iiberraschend ergibt sich

dabei beinahe die gleiche Reihung der vier Schulbiicher. In Mathematik verstehen 8

134Tn  Abschnitt 5.1.2 wurde bereits diskutiert, dass dies im Zusammenhang mit der
Fldcheinhaltsgrundvorstellung tatsichlich sogar durchaus auch zu Problemen fiihrt.
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erfolgt die erste Begegnung mit dem zweiten Teil des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung bereits sehr frith, um das Berechnen bestimmter Integrale zu
ermoglichen. Zu diesem Zeitpunkt ist aber noch vollig ungewiss, welche inhaltlichen
Vorstellungen die Schiiler*innen mit diesem Resultat verbinden sollen (vgl. Blum &
Torner 1983: 164) und der Satz wird auch nicht inhaltlich motiviert, sondern einfach
als ,,bequemere Methode“ (Malle et al. 2020: 18) fiir das Berechnen bestimmter Inte-
grale dargestellt und ohne Anwendungsbezug begriindet. In Lisungwege Mathematik 8
wird ebenfalls zunéchst der zweite Teil behandelt, wobei dieser dort zumindest anhand
eines Anwendungsbezuges motiviert und plausibel gemacht wird. Sowohl in Thema
Mathematik 8 als auch in Dimensionen Mathematik 8 wird der Hauptsatz anhand von
Flacheninhaltsfunktionen motiviert und dabei dieser Zusammenhang zwischen Diffe-
renzieren und Integrieren explizit behandelt und herausgearbeitet. Man konnte daher
argumentieren, dass diese beiden Schulbiicher dahingehend prozessorientierter vorge-
hen als Ldsungswege Mathematik 8, welches wiederum prozessorientierter vorgeht als
Mathematik verstehen 8.

Wie in Abschnitt 3.3.1 bereits diskutiert wurde, wére es grundsétzlich ,ein Miss-
verstandnis, kalkiilhaftes Arbeiten zu diskreditieren (Danckwerts & Vogel 2006: 13).
Allerdings muss beachtet werden, dass der Aufbau angemessener Grundvorstellungen
Prioritdt haben sollte (vgl. Kirsch 1976: 87), da ohne diese Grundlage ,die Gefahr
[besteht], dass lediglich formales, rezeptives Wissen erworben wird“ (Greefrath et al.
2016: 20). Demzufolge wire es zweifelsohne vorteilhaft, sich auch im Zusammenhang
mit dem Integralbegriff zunéchst mit dem Aufbau entsprechender Grundvorstellungen
zu befassen, bevor man sich zum Ziel setzt, das zugehorige Kalkiil in Zusammenhang
mit dem zweiten Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung zu er-
schliefen. Tatséchlich gibt es jedoch nur ein Schulbuch, dass dies nicht zumindest in
weiten Teilen befolgt. Dabei handelt es sich um Mathematik verstehen 8, bei dem man,

wie in Abschnitt 5.1.1 bereits erwéhnt, bestimmte Integrale wie beispielsweise

1
/ zdx
—1

berechnen soll, bevor iiberhaupt behandelt wurde, wie das Ergebnis interpretiert wer-
den konnte. Ein gewisser Fokus auf das kalkiilhafte Arbeiten ist aber in allen Schul-
biichern zu finden, was sich beispielsweise auch an der Behandlung der Substitutions-
regel und der partiellen Integration bemerkbar macht. Wahrend Andreas Biichter und
Hans-Wolfgang Henn hauptséchlich gegeniiber dem Behandeln dieser beiden Methoden
in Zeiten von Technologieeinsatz skeptisch sind (vgl. Biichter & Henn 2010: 246), argu-
mentieren Rainer Danckwerts und Dankwart Vogel sogar, dass allgemein die Relevanz
des zweiten Teils des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung als Methode

zur Berechnung bestimmter Integrale , hdufig iiberschéitzt [wird]“ (Danckwerts & Vogel
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2006: 107). Dieser Standpunkt ist zwar durchaus extrem, aber die dadurch aufgeworfe-
ne Frage, wie wichtig das Beherrschen der sogenannten Integrationsregeln insbesondere
im Verhéltnis zum Aufbau geeigneter Grundvorstellungen heutzutage tatséchlich noch

ist, ist sicherlich relevant.

5.1.4 Inhaltliche Vernetzung

Aufgrund des Lehrplans und der Behandlung des Themas Integralrechnung im Rah-
men der ersten zwei oder drei Kapitel, ist sowohl vertikale als auch horizontale Ver-
netzung in allen vier Schulbiichern grundsétzlich gewéhrleistet. Das Berechnen von
Flacheninhalten und Volumina kniipft ebenso an Vorwissen an wie das Ermitteln von
Stammfunktionen, da sowohl in Zusammenhang mit Geometrie als auch mit Analy-
sis entsprechende Inhalte bereits im Vorfeld umfassend thematisiert werden (vgl. RIS
2021). Wie stark jeweils explizit auf dieses Vorwissen zuriickgegriffen wird, variiert je-
doch insbesondere in Bezug auf die dazu gestellten Aufgaben von Schulbuch zu Schul-
buch. Am Beispiel des Vorwissens aus der Differentialrechnung erkennt man auch hier
wieder eine gewisse Reihung der Schulbiicher. In Mathematik verstehen 8§ wird im Grun-
de eine einzige Aufgabe gestellt, die explizit auf eine Verkniipfung mit dem Vorwissen
der Schiiler*innen abzielt, wihrend in Lisungswege Mathematik 8 bereits drei Aufga-
ben dazu gestellt werden und in Dimensionen Mathematik 8 sogar auch Aufgaben zu
graphischen Zusammenhéngen zwischen differenzierbaren Funktionen und deren Ab-
leitungen vorkommen. Am meisten Wert auf die Behandlung des Vorwissens wird aber
anscheinend in Thema Mathematik 8 gelegt, wo zusétzlich zu zahlreichen Aufgaben
auch noch kurze Abschnitte zu finden sind, in denen wichtige Grundlagen und Er-
gebnisse der Differentialrechnung iibersichtlich zusammengefasst werden. Ein gewisser
Fokus auf vertikale Vernetzung ist also in allen Schulbiichern zu finden, wird jedoch

durchaus unterschiedlich stark betont.

Interessanter als die vertikale Vernetzung, die, wie bereits erwéhnt, in einem Mindest-
mafl durch den Lehrplan ohnehin gesichert ist, ist die horizontale Vernetzung, wobei
dabei insbesondere die Verzahnung mit der Stochastik ins Auge fillt. Rund um das
Thema Normalverteilung spielen gleich zwei Besonderheiten in Zusammenhang mit
dem Integral eine Rolle. Einerseits verwendet man dabei uneigentliche Integrale und
andererseits taucht in Zusammenhang mit der Normalapproximation der Binomialver-
teilung das Integral als Nédherung in einem diskreten Modell auf. In den folgenden
Tabellen wird noch einmal iibersichtlich zusammengefasst, ob diese beiden Besonder-

heiten jeweils bereits im Rahmen der Integralrechnung behandelt werden oder nicht.
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‘ Mathematik verstehen 8§  Ldsungswege Mathematik 8
uneigentliche Integrale X v

diskrete Modelle X Ve

‘ Thema Mathematik 8 Dimensionen Mathematik 8
uneigentliche Integrale v v

diskrete Modelle X v

Tabelle 1: Uberblick zu Grundlagen der horizontalen Vernetzung mit der Stochastik

5.1.5 Ermoglichung der Grunderfahrungen

In Abschnitt 4.3 wurde bereits diskutiert, dass alle in Kapitel 4 behandelten Zugénge
zur Integralrechnung grundsétzlich alle drei Winter’schen Grunderfahrungen ermog-
lichen konnen. Daher ist dies erwartungsgeméfl auch im Zusammenhang mit den Zu-
géngen, die in den vier Schulbiichern gew&hlt wurden, der Fall, wobei durch die dabei
auftretenden Mischungen beziehungsweise durch besondere Schwerpunktsetzungen je-

weils einige bemerkenswerte Ergénzungen zur Analyse in Abschnitt 4.3 zu machen sind.

Der Zugang, der in Mathematik verstehen 8 gewahlt wurde, entspricht einer Mischung
aus dem Zugang iiber Fldcheninhalte unter Funktionsgraphen und dem Zugang iiber die
Umkehrung der Differentiation. Erwartungsgemaf steht also in Mathematik verstehen 8
insbesondere im ersten Kapitel G2 besonders im Vordergrund, da sowohl einer analyti-
schen Definition des bestimmten Integrals als auch dem Entwickeln des entsprechenden
Kalkiils so viel Raum gegeben wird, dass man argumentieren kénnte, dass daher G1
am Anfang vollig vernachléssigt wird und G3 auf das Nachvollziehen der Losung des
Flacheninhaltsproblems reduziert wird. Obwohl G1 im zweiten Kapitel sehr wohl zum
Tragen kommt, bleibt G3 gewissermafien auf das Minimum reduziert, da der Heuris-
tik in diesem Schulbuch augenscheinlich wenig Beachtung geschenkt wird und auch in
Zusammenhang mit Anwendungen der Integralrechnung den Schiiler*innen auffallend

wenig Gelegenheit gegeben wird, diese ein Stiick weit selbststéndig zu erschlieflen.

In Lésungswege Mathematik 8 verhélt es sich wenig iiberraschend grundsétzlich dhnlich,
wobei in Zusammenhang mit dem Theorieaufbau eine weitere Facette von G2 ebenfalls
eine Rolle spielt. Die Basis fiir die Definition des bestimmten Integrals erfolgt ndmlich
bewusst in mehreren Schritten, wobei dies gewissermaflen einer schrittweisen Verall-
gemeinerung des urspriinglichen Problems entspricht und somit eine typische ,,Denk-
und Arbeitsweise der Mathematik* (Danckwerts & Vogel 2006: 103) widerspiegelt. Ein

weiterer Unterschied ist, dass durch das frithere Erschliefen weiterer Anwendungen G1
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in Losungswege Mathematik 8 ebenfalls starker zum Tragen kommt als in Mathematik
verstehen 8. Da #dhnlich wie in Mathematik verstehen 8 auffallend viel mit Muster-
beispielen gearbeitet wird, wird augenscheinlich auch hier G3 recht wenig Beachtung

geschenkt.

Da sowohl Thema Mathematik 8 als auch Dimensionen Mathematik § in weiten Teilen
dem Zugang iiber Flidcheninhalte unter Funktionsgraphen entsprechen, steht jeweils
zumindest am Anfang hauptséchlich G2 im Vordergrund. Weil aber in beiden Féllen
neben Fldcheninhalten auch weitere Anwendungen der Integralrechnung bereits frith
erschlossen werden, kommt auch G1 in beiden Schulbiichern durchaus deutlich zum
Tragen. Der grofite Unterschied zwischen den beiden Schulbiichern in Bezug auf die
Ermoglichung der drei Winter’schen Grunderfahrung besteht darin, dass in Thema
Mathematik 8 dhnlich wie in Mathematik verstehen 8 und Losungswege Mathematik
8 auffallend viel mit Musterbeispielen gearbeitet wird, wahrend in Dimensionen Ma-
thematik 8 zwar auch zahlreiche Musterbeispiele vorkommen, aber zumindest bei der
ersten Konfrontation mit dem Flacheninhaltsproblem sowie der ersten Konfrontation
mit Stammfunktionen Aufgaben gestellt werden, bei denen die Schiiler*innen zunéchst
selbststéndig Losungsansétze finden sollen, bevor dann in weiterer Folge die jeweiligen
Themen umfassend behandelt werden. Insofern konnte man argumentieren, dass G3
im Vergleich mit den anderen Schulbiichern in Dimensionen Mathematik 8 am meisten

Beachtung geschenkt wird.

5.2 Fachliche Korrektheit

Im Rahmen der Beschreibung der Zuginge!?®, die in den vier Schulbiichern gewihlt
wurden, wurden bereits jeweils zahlreiche Bemerkungen beziiglich der fachlichen Kor-
rektheit im Umgang mit mathematischen Begriffen gemacht. Da selbstversténdlich kein
Buch frei von Fehlern ist, soll auf einzelne Ungereimtheiten, die in den Schulbiichern
jeweils auftreten, nun nicht noch weiter eingegangen werden. Stattdessen werden nun
noch zwei Problembereiche besprochen, die in allen Schulbiichern zumindest in gewis-
sem Mafle auftreten und jeweils unterschiedlich grofle fachliche Schwierigkeiten verur-

sachen.

5.2.1 Die Begriffe Integrieren und Integrierbar

Es wurde in Abschnitt 5.1.2 in Zusammenhang mit dem Stammfunktionsaspekt be-
reits diskutiert, dass das Verb Integrieren in allen Schulbiichern absichtlich mit zwei
verschiedenen Bedeutungen belastet wird. Es wird ndmlich damit einerseits das Be-
rechnen bestimmter Integrale gemeint und andererseits das Bilden des unbestimmten

Integrals beziehungsweise das Finden von Stammfunktionen. Diese Doppeldeutigkeit

135giehe Abschnitt 5.1.1
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kann sicherlich zu dhnlichen Verwirrungen fithren wie der Begriff des unbestimmten
Integrals an sich (vgl. Bender 1990: 118-119). Dennoch ist es die Erfahrung des Autors
dieser Arbeit, dass beide Verwendungen des Verbs durchaus weit verbreitet sind, was
vermutlich in weiten Teilen der grofien Beliebtheit des unbestimmten Integrals'*® an-

zulasten ist.

So verbreitet diese Doppeldeutigkeit auch sein mag, so bleibt zu beachten, dass das
entsprechende Adjektiv Integrierbar iiblicherweise sehr wohl ein klar definierter ma-
thematischer Begriff ist, der im Allgemeinen nichts mit Stammfunktionen zu tun hat
beziehungsweise haben sollte (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 95).137 Auffallend ist
nun, dass das Adjektiv Integrierbar in den Schulbiichern Mathematik verstehen 8§ und
Losungswege Mathematik 8§ gewissermaflen zurecht gar nicht vorkommt, da das be-
stimmte Integral hier ohnehin nur fiir stetige Funktionen definiert wird und in beiden
Schulbiichern im Rahmen der Definition plausibel gemacht wird, dass dieses existiert
und eindeutig ist. Aulerdem wird jeweils erwéhnt, dass dies auch formaler begriindet
beziehungsweise bewiesen werden kann, was insgesamt an dieser Stelle bereits einem
sicherlich mehr als ausreichenden Anspruch an mathematischer Exaktheit entspricht
(vgl. Kirsch 1976: 96-97). Auch in Dimensionen Mathematik 8 wird der Begriff In-

tegrierbar nicht definiert, aber trotzdem an einer Stelle verwendet, vermutlich!3®

um
zu betonen, dass das man zu einer stetigen Funktion, die auf einem Intervall definiert
ist, stets eine differenzierbare Integralfunktion aufstellen kann. Das aus fachlicher Sicht
grofite Problem mit dem Begrift Integrierbar tritt in Thema Mathematik 8 auf, da dort
in Zusammenhang mit Stammfunktionen definiert wird, dass eine Funktion integrierbar
ist, wenn sie eine Stammfunktion besitzt. Dass so eine Definition mit einer fachlicher
Vertiefung iiber stetige Funktionen hinaus nicht vereinbar ist, wird im Ubrigen im sel-
ben Schulbuch einige Seiten spéter demonstriert. Dort sollen Schiiler*innen anhand
einer stiickweise konstanten Funktion explizit nachweisen, dass eine zugehorige Inte-
gralfunktion dann keine Stammfunktion ist, unmittelbar nachdem erklért wurde, dass
»auch Funktionen mit einer oder mehreren Sprungstellen integrierbar sind“ (Dorfmayr

et al. 2020: 43).

Auch wenn die Autor*innen von Thema Mathematik 8 mit der hier erwidhnten Auf-
gabe ihre fachlich problematische Definition von Integrierbarkeit selbst ad absurdum
fithren, so ist ihnen dennoch anzurechnen, dass sie im Rahmen dieses Abschnitts im
Schulbuch versuchen, den Schiiler*innen einen kleinen ,,Einblick in die Idee der Weiter-
entwicklung des Integralbegriffs“ (Danckwerts & Vogel 2006: 124) zu geben. Damit ist

Thema Mathematik 8 das einzige der vier Schulbiicher, die den Integralbegriff zumin-

136giehe Abschnitt 2.4.3

137siehe Abschnitt 2.4.2

138Da der Begriff nicht definiert wird, ist dies an der entsprechenden Stelle im Schulbuch jedoch nicht
vollstandig klar.
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dest in Ansédtzen auch formal {iber stetige Funktionen hinaus 6ffnet. Obwohl nédmlich in
diesen Schulbiichern die Sinnhaftigkeit beziehungsweise Existenz dieser Integrale nicht
thematisiert wird, kommen sowohl in Ldsungswege Mathematik § als auch in Mathema-
tik Dimensionen 8 Aufgaben zu stetigen Zufallsvariablen vor, deren Dichtefunktionen
nicht stetig sind und trotzdem ohne zusétzliche Erklarungen entsprechend integriert

werden sollen.

5.2.2 Das unbestimmte Integral

Der zweite Problembereich, der in allen vier Schulbiichern vertreten ist, ist die Behand-
lung des unbestimmten Integrals. Auch wenn der Begriff des unbestimmten Integrals
als so wichtig erachtet wird, dass er im osterreichischen Lehrplan fiir die AHS zu finden
ist, ist es klar die Auffassung des Autors dieser Arbeit, dass ein sauberer Theorieauf-
bau zum unbestimmten Integral so umsténdlich ist und so wenig Vorteile besitzt, dass
es sinnvoller wére, dies gar nicht erst zu versuchen und dem Begriff minimale bezie-
hungsweise keine Aufmerksamkeit zu schenken.!3® Auflerdem wurde in Abschnitt 4.2.2
bereits erwihnt, dass auch in der einschlagigen Fachliteratur von einigen Autor*innen
von der Einfiihrung des unbestimmten Integrals in der Schule abgeraten und dabei
héufig betont wird, dass dieser Begriff zu Verwirrungen fiihrt (vgl. Bender 1990: 118-
119, Blum & Téorner 1983: 163). Diese Einschitzungen stimmen in weiten Teilen mit
den Beobachtungen, die im Rahmen dieser Arbeit gemacht wurden, iiberein, da genau
die Schulbiicher am wenigsten fachliche Schwierigkeiten haben, die dem unbestimmten
Integral am wenigsten Aufmerksamkeit schenken. In Dimensionen Mathematik 8§ wird
das unbestimmte Integral lediglich definiert, jedoch nie verwendet. Daher beschréanken
sich die Probleme, die vom unbestimmten Integral ausgehen, auf einen Fehler in der
Definition, da als Voraussetzung nur von einer stetigen Funktion und nicht von einer
stetigen Funktion auf einem Intervall die Rede ist. Ahnlich verhilt es sich in Mathe-
matik verstehen 8, wobei zusétzlich zum gleichen Fehler in der Definition hier auch der
Zusammenhang zwischen Differenzieren und Integrieren trivialerweise iiber das unbe-
stimmte Integral erklirt wird.'® In Thema Mathematik 8 werden interessanterweise
zunéchst Integralfunktionen als unbestimmte Integrale'! bezeichnet. Dadurch wird
zwar der Zusammenhang zwischen Differenzieren und Integrieren auf sinnvolle Weise
erschlossen, jedoch wird in weiterer Folge falschlicherweise ,,die Menge all dieser un-
bestimmten Integrale [...] [ f(z)dz“ (Dorfmayr et al. 2020: 20) mit der Menge aller

139siehe Abschnitt 2.4.3

140siehe Abschnitt 5.1.2

141Vergleichbares ist z.B. auch in Forster (2016: 220-221) zu finden. In Thema Mathematik 8 wird
jedoch leider nicht erklért, wie der Ausdruck

Plz) = / " fw)du

im Fall z < a zu verstehen ist (siche Abschnitt 5.1.1).
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Stammfunktionen von f gleichgesetzt und ab diesem Punkt nur noch die Schreibwei-
se ohne Grenzen verwendet. Dariiber hinaus werden dazu dann teilweise Aufgaben
gestellt, die mit der Interpretation des unbestimmten Integrals als Menge {iberhaupt

nicht vereinbar sind.

Zwischen den Funktionen f und g besteht folgender
Zusammenhang: f'(x) = | g(x)dx
Kreuze die zutreffende(n) Aussage(n) an!
f'ist eine Stammfunktion von g.
g ist die Ableitungsfunktion von f.
jfdx ist die Stammfunktion von g.
fund g hesitzen dieselbe Stammfunktion.

g'x) =1(x)

OO oo

Abb. 32: Aufgabe 93 (zu unbestimmten Integralen) in Thema Mathematik 8
(Dorfmayr et al. 2020: 25)

In Lésungswege Mathematik 8 wird {iberhaupt das Thema Integralrechnung mit dem
unbestimmten Integral begonnen. Das Problem mit dem Definitionsbereich, das in Ma-
thematik verstehen 8 und Dimensionen Mathematik 8 auftritt, wird hier tatséchlich
sogar vermieden. Ansonsten ist der Versuch eines Theorieaufbaus zum unbestimmten
Integral allerdings an mehreren Stellen problematisch beziehungsweise derartig un-
prézise, dass selbst im Rahmen der Einfiihrung des Begriffs nicht klar hervorgeht, ob
unter dem unbestimmten Integral eine Funktion oder eine Menge von Funktionen zu
verstehen ist. Erklarungen zu Eigenschaften des unbestimmten Integrals, die in weiterer
Folge gegeben werden, schaffen diesbeziiglich dann ebenfalls keine Klarheit beziehungs-
weise sind insbesondere in Bezug auf die Schreibweise so inkonsistent, dass sie teilweise
nicht einmal mit der ohnehin unprézisen Definition zusammenpassen, die am Beginn

gegeben wird.
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6 Fazit

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die vier verschiedenen Schulbiicher, die fiir die AHS-
Oberstufe in Osterreich in Frage kommen, in Hinblick auf die jeweils gewihlten Zuginge
zur Integralrechnung analysiert und dabei verstéirkt darauf eingegangen, inwieweit die
untersuchten Schulbiicher den hohen Anspriichen, die die Behandlung der Integralrech-
nung mit sich bringt (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 94, Greefrath et al. 2016: 262),

gerecht werden.

Je zwei der Schulbiicher verfolgen dabei sehr dhnliche Zugéinge. Sowohl in Mathematik
verstehen § als auch in Losungswege Mathematik 8 entspricht der jeweils gewéhlte Zu-
gang einer Mischung aus dem Zugang {iber die Umkehrung der Differentiation und dem
iiber Flacheninhalte unter Funktionsgraphen, wahrend in Thema Mathematik 8 und in
Dimensionen Mathematik 8 jeweils eine Variante des Zugangs iiber Flacheninhalte un-
ter Funktionsgraphen gewéhlt wird, bei der neben dem Berechnen von Flécheninhalten
auch weitere Anwendungen der Integralrechnung bereits friih erschlossen werden. Durch
die Wahl dieser Zuginge und nicht zuletzt durch die Vorgaben des osterreichischen
Lehrplans, werden in allen Schulbiichern alle drei Aspekte des Integralbegriffs behan-
delt und auch die drei zentralen Grundvorstellungen erhalten in jedem der Schulbiicher
zumindest ein gewisses Mafl an Aufmerksamkeit. Auch wenn also alle vier Schulbiicher
die Voraussetzung, ,ein umfassendes Bild der Grundvorstellungen und Aspekte zum
Integralbegriff zu vermitteln“ (Greefrath et al. 2016: 262), zumindest auf grundlegen-
der Ebene erfiillen, so zeigen die Ergebnisse der Analyse im Rahmen dieser Arbeit zum
Teil doch betréchtliche Unterschiede zwischen den Schulbiichern. Dabei wurde neben
Aspekten und Grundvorstellungen auch auf den Umgang mit typischen Spannungsfel-
dern, inhaltliche Vernetzung, Ermoglichung der Winter’schen Grunderfahrungen und
fachliche Korrektheit geachtet. Es gibt kein Schulbuch, das in Hinblick auf all die-
se Kriterien das Thema Integralrechnung besser behandelt als alle anderen und auf-
grund der Vielzahl unterschiedlicher Kriterien ist eine zusammenfassende Reihung der
Schulbiicher in Bezug auf den Grad der Erfiillung dieser Kriterien grundsétzlich schwer
begriindbar. Es ist an dieser Stelle jedoch durchaus auffallend und bemerkenswert, dass
Dimensionen Mathematik 8 in vielen, durchaus zentralen Bereichen wie Grunderfah-
rungen, Aspekte und Grundvorstellungen besonders gut abschneidet, wahrend Ma-
thematik verstehen 8 eben diese Kriterien in vielen Fillen kaum {iiber ein gewisses

Mindestmaf} hinaus erfiillt.

Was die Wahl der Zugénge angeht, bleibt ganz allgemein noch anzumerken, dass
keines der Schulbiicher einen Zugang iiber die Rekonstruktion von Bestdnden aus
Anderungsraten gewshlt hat, obwohl dieser, wie in Kapitel 4 umfassend diskutiert

wurde, insbesondere in Bezug auf das Erschliefen der Aspekte und Grundvorstellun-
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gen sowie das Ermoglichen der Winter’schen Grunderfahrungen am besten geeignet
erscheint. Eine durchaus erfolgreiche Umsetzung so eines Zugangs ist beispielsweise im
deutschen Schulbuch Mathematik Neue Wege zu finden (vgl. Schmidt et al. 2010: 192-
244). Ein Grund, warum sich dieser Zugang in Osterreich bisher nicht durchgesetzt hat,
kénnte durchaus sein, dass er von allen in Kapitel 4 vorgestellten Zugingen die Vor-
gaben des Osterreichischen Lehrplans auf am wenigsten offensichtliche beziehungsweise
direkte Art und Weise erfiillt (vgl. RIS 2021) und daher vielleicht die Sorge besteht,
durch so einen Zugang ausgerechnet im Abschlussjahrgang wertvolle Zeit zu verlieren.
Dabei handelt es sich jedoch lediglich um eine Hypothese. Eine genauere Untersuchung
in Hinblick auf das Vermeiden dieses Zugangs in ¢sterreichischen Schulbiichern ist im

Rahmen dieser Arbeit nicht moglich und bedarf weiterer Forschung.

6.1 Ein Vorschlag

Nach dieser durchaus umfassenden Analyse moglicher unterrichtlicher Zugéinge zur
Integralrechnung und deren Umsetzung in Osterreichs Schulbiichern fiir die AHS-
Oberstufe soll nun noch ein Vorschlag fiir einen alternativen Zugang gemacht werden,
der sich auf die Ergebnisse dieser Arbeit stiitzt und die verwendeten fachdidaktischen
und fachlichen Kriterien dementsprechend gut erfiillt. Als Basis fiir diesen Vorschlag
dient dabei der Zugang iiber die Rekonstruktion von Besténden aus Anderungsraten,
da sich dieser, wie bereits mehrfach erwéhnt, insbesondere in Hinblick auf grundlegende
fachdidaktische Kriterien am besten dafiir zu eignen scheint, die ,, begriffiiche Seite des
Integrals“ (Danckwerts & Vogel 2006: 94) zu erschliefen. Wie in Abschnitt 4.2.3 bereits
verdeutlicht, ist dieser Zugang in der einschlégigen Literatur weit verbreitet und es sind
darin auch teilweise sehr konkrete Vorschlige zur Umsetzung zu finden.*? Dariiber hin-
aus existieren bereits deutsche Schulbiicher wie beispielsweise Mathematik Neue Wege,
die entsprechende Vorschlige durchaus erfolgreich umgesetzt haben (vgl. Schmidt et al.
2010: 192-244). Es ist jedoch nicht ohne weiteres moglich, diese Vorschlage beziehungs-
weise insbesondere deren Umsetzung in deutschen Schulbiichern fiir die 6sterreichische
AHS-Oberstufe einfach zu iitbernehmen, da man diese selbstverstandlich zunéchst an
die Voraussetzungen der Osterreichischen Schullandschaft anpassen muss. Dabei ist
insbesondere darauf zu achten, dass eine Erfiillung des Osterreichischen Lehrplans
im Rahmen der zeitlichen und fachlichen Ressourcen, die im Abschlussjahrgang der

osterreichischen AHS zur Verfiigung stehen, in vollem Umfang méglich sein muss.

Ein auffallend typisches Merkmal eines Zugangs iiber die Rekonstruktion von Bestédnden
aus Anderungsraten ist ein Einstieg iiber das Rekonstruieren der Wassermenge in ei-

ner Badewanne bei bekannter Zufluss- und Abflussrate.!*3 Der groBe Vorteil solcher

142giehe z.B. Danckwerts & Vogel (2006: 93-127), Kirsch (1976), Tietze et al. (1997: 280-287)
13giehe Abschnitt 4.2.3
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Aufgaben ist, dass hierbei sogar mit stiickweise konstanten Funktionen auf sinnvolle
und anschauliche Weise bereits Grundlagen fiir alle zentralen Grundvorstellungen zum
Integralbegriff geschaffen werden konnen und man dabei sogar von Anfang an mit geeig-
neten Interpretationen von orientierten Flacheninhalten konfrontiert ist. Der Einstieg
soll daher auch im Rahmen dieses Vorschlags iiber solche Aufgaben erfolgen, wobei
anders als bei Rainer Danckwerts und Dankwart Vogel dem Rekonstruieren der Be-
standsfunktion im Rahmen der ersten Aufgaben weniger Beachtung geschenkt werden
sollte als dem Berechnen von Bestédnden zu bestimmten Zeitpunkten (vgl. Danckwerts
& Vogel 2006: 96-99). Auch wenn in der einschlidgigen Literatur dem Begriff der In-
tegralfunktion oft der Vortritt gegeniiber dem bestimmten Integral gegeben wird!44,
so ist diese Vorgehensweise im Rahmen dieses Vorschlags schwer zu rechtfertigen, da
die dominante Stellung des bestimmten Integrals im &sterreichischen Lehrplan fiir die
AHS beriicksichtigt beziehungsweise reflektiert werden sollte. Dieser dominanten Stel-
lung erst zu einem spiteren Zeitpunkt gerecht zu werden wire wiederum mit den

verfiigharen zeitlichen Ressourcen kaum vereinbar.

Neben Zu- und Abflussprozessen gibt es selbstversténdlich zahlreiche weitere Sach-
zusammenhinge'*®, die vor dem Hintergrund der Rekonstruktion von Bestinden aus
Anderungsraten behandelt werden kénnen und im Rahmen so eines Zugangs auch auf-
gegriffen werden sollten (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 102-103, Schmidt et al. 2010:
192-201). Da man bei der Plausibilisierung der Vorgehensweise in Zusammenhang mit
Kontexten, die sich nicht mehr mit abschnittsweise konstanten Funktionen modellieren
lassen, ohnehin bereits Produktsummen wie beispielsweise Unter- und Obersummen
verwenden muss, wiirde sich im Kontext der 6sterreichischen AHS an dieser Stelle nun
eine Definition des bestimmten Integrals , als Zahl zwischen® allen Ober- und Unter-
summen® (RIS 2021) sowie die Einfiihrung der iiblichen Schreibweise anbieten. Den-
noch sollte aber zu diesem Zeitpunkt, wie bei Rainer Danckwerts und Dankwart Vogel
empfohlen, eher anschaulich argumentiert werden!4® und eine analytische Priizisierung
des Integralbegriffs trotzdem erst zu einem spéteren Zeitpunkt vorgenommen werden
(vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 101). Um stattdessen weiterhin mdoglichst viel An-
wendungsbezug und sinnvolle Eigentitigkeit!4” zu gewéhrleisten, sollten Aufgaben zu
verschiedenen geeigneten Kontexten gestellt werden, in denen insbesondere auch viel
mit abschnittsweise linearen Funktionen modelliert werden kann (vgl. Kirsch 1976:
91-94). In diesem Sinne geeignete Aufgaben sind iibrigens durchaus auch in aktuellen

osterreichischen Schulbiichern fiir die AHS zu finden.'4®

l44giehe Abschnitt 4.2.3

145sjehe Abschnitt 4.1.5

1467 B. mithilfe entsprechenden Technologieeinsatzes

47Damit sind Aufgaben gemeint, die fiir Schiiler*innen gut zuginglich sind und gleichzeitig zur
Begriffsbildung beitragen (vgl. Kirsch 1976: 90).

148giehe Abb. 27 in Abschnitt 5.1.1
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Bis hierhin steht im Rahmen dieses Vorschlags also hauptsichlich der Produktsum-
menaspekt sowie der Aufbau aller drei zentralen Grundvorstellungen im Mittelpunkt.
Als néchstes soll nun der Stammfunktionsaspekt erschlossen werden, wobei dafiir der
Begrift der Integralfunktion dhnlich wie bei Rainer Danckwerts und Dankwart Vogel
eingefithrt werden soll.'* Um diesen Begriff zu motivieren, lassen sich die Aufgaben
zu abschnittsweise linearen Funktionen, die bereits verfiigbar sind, auf naheliegende
Weise erweitern und man kann dabei anhand einfacher graphischer Uberlegungen so-
gar Funktionsgleichungen der entsprechenden Integralfunktionen beziehungsweise Be-
standsfunktionen angeben (vgl. Danckwerts & Vogel 2006: 96-99, Kirsch 1976: 92-94).
In einem wichtigen Abstraktionsschritt 16st man sich dann von Sachzusammenhéngen
und betrachtet allgemein Integralfunktionen zu Berandungen mit hinreichend schénen
Eigenschaften. Die bisherigen Aufgaben zum Aufstellen von Bestandsfunktionen legen
in weiterer Folge die Aussage des ersten Teils des Hauptsatzes der Differential- und In-
tegralrechnung nahe, dessen Aussage an dieser Stelle zumindest auf anschauliche Weise

begriindet werden sollte.

Da das Konzept der Stammfunktion sowie zentrale Sétze in dessen Zusammenhang be-
reits vollstdndig im Rahmen der Differentialrechnung behandelt werden konnen, sollte
dies im Falle dieses Vorschlags genau so gemacht werden und vor der Behandlung
des Themas Integralrechnung abgeschlossen worden sein. Auf Basis des Wissens iiber
Stammfunktionen lésst sich dann auch der zweite Teil des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung an dieser Stelle gut herleiten und beweisen (vgl. Danckwerts &
Vogel 2006: 107). Mithilfe des Hauptsatzes lassen sich nun zahlreiche weitere Auf-
gaben zu diversen Anwendungen der Integralrechnung bearbeiten, wobei dazu auch
das Berechnen von Fliacheninhalten zéhlt. Aulerdem konnen an dieser Stelle diverse
Regeln fiir das Berechnen bestimmter Integrale sinnvoll behandelt und begriindet wer-
den, da sowohl der Produktsummenaspekt als auch der Stammfunktionsaspekt bereits
dementsprechend ausreichend erschlossen sind. Abschliefend muss nun noch einmal auf
die Definition des bestimmten Integrals eingegangen und die Deutung des bestimmten
Integrals als Grenzwert geeigneter Produktsummen etabliert werden. Dies dient ei-
nerseits einer Prézisierung des Integralbegriffs und andererseits dazu, beispielsweise
das Berechnen von Volumina bei bekannter Querschnittsfliche oder der physikalischen
Arbeit in entsprechenden Kontexten zu ermoglichen. Somit kann nun auch noch der

MaBaspekt in ausreichendem Umfang erschlossen werden.

Der hier skizzierte Vorschlag ist damit gewissermaflen eine Variante des als beson-
ders vorteilhaft einzustufenden Zugangs iiber die Rekonstruktion von Bestédnden aus

Anderungsraten, die auf die speziellen Anforderungen der Gsterreichischen AHS ab-

149giehe Abschnitt 4.2.3
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gestimmt ist. Lediglich die Behandlung des unbestimmten Integrals fehlt an dieser
Stelle noch, um den Lehrplan vollstdndig zu erfiillen. Da dieser Begriff im Rahmen
einer tragfahigen Theorieentwicklung jedoch ohnehin nicht férderlich ist, kann und
sollte man ihn hochstens am Ende als inhaltliche Ergdnzung erwéhnen und als Menge
aller Stammfunktionen einer stetigen Funktion, die auf einem Intervall definiert ist,
einfithren. Dadurch wird dem unbestimmten Integral lediglich minimale Aufmerksam-
keit geschenkt und gleichzeitig werden diverse Probleme, die mit der Definition dieses

Begriffs oft einhergehen, zumindest auf formaler Ebene vermieden.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Masterarbeit befasst sich mit unterrichtlichen Zugéingen zur Integral-
rechnung in der gymnasialen Oberstufe sowie deren Umsetzung in Schulbiichern, die in
entsprechenden Schulformen in Osterreich zum Einsatz kommen. Um geeignete unter-
richtliche Zugénge beschreiben und analysieren zu konnen, wird zunéchst die fachliche
und inhaltliche Komplexitdt des Integralbegriffs beleuchtet und es werden spezifische
Anspriiche eines allgemeinbildenden Mathematikunterrichts diskutiert, die sowohl bei
der Wahl des Zugangs als auch bei dessen Umsetzung eine Rolle spielen. Anhand der
daraus hervorgehenden fachdidaktischen und fachlichen Kriterien werden daraufhin
drei verschiedene Zuginge zur Integralrechnung, die in der einschliagigen Literatur ei-
ne lange Tradition besitzen, im Detail beschrieben sowie deren Umsetzung in vier
verschiedenen Schulbiichern analysiert und diese dabei in Hinblick auf die erarbeite-
ten fachdidaktischen und fachlichen Kriterien systematisch miteinander verglichen. Die
Analyse zeigt, dass alle vier Schulbiicher die zentralen inhaltlichen Kriterien zumindest
auf grundlegender Ebene erfiillen. In Bezug auf einzelne Kriterien bestehen allerdings
zum Teil sehr grofle Unterschiede, wobei jedoch keines der Schulbiicher in allen analy-

sierten Bereichen gleichzeitig dominiert.
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Abstract

This master’s thesis investigates possible didactic approaches to integral calculus suit-
able for academic secondary schools in Austria and the ways in which these approaches
are implemented in corresponding schoolbooks. At first, the great complexity of the
concept of integration in terms of theory as well as application is systematically outlined
and specific requirements of teaching mathematics with a focus on general education
are discussed. With the help of criteria emerging from these considerations, three well-
established didactic approaches to integral calculus are described in great detail and
their implementations in four different Austrian schoolbooks are carefully analysed
and compared with respect to each of the aforementioned criteria. The analysis shows
that each of the four schoolbooks fulfils the criteria which are considered to be most
essential at least to a minimal degree. However, considerable differences among the four
schoolbooks can be identified when considering each criterion individually and none of

the schoolbooks outperforms the others in all criteria simultaneously.
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