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Vorwort

Ziel dieser Arbeit ist es, die aus der statistischen Signalverarbeitung stam-
mende Wiener- bzw. Kalman-Filter-Theorie zu beschreiben und deren Ver-
wendung in der hydrometeorologischen Datenverarbeitung zu zeigen.

Bei dem nach seinen Erfinder Norbert Wiener benannten Wiener-Filter, han-
delt es sich um ein sog. Schéatzfilter zur Stérungsunterdriickung von Signa-
len. Im Gegensatz zum klassischen Filterentwurf wird bei der Wiener-Filter-
Theorie nicht davon ausgegangen, dass sich, aufgrund unterschiedlicher Fre-
quenzbereiche, Nutz- und Storsignal frequenzmifig trennen lassen. Bei dem
beschriebenen Filter diirfen die Signale im selben Frequenzbereich liegen, da
das verwendete Unterscheidungskriterium auf den unterschiedlichen statisti-
schen Eigenschaften der Signale basiert. Die von Wiener entwickelte Filter-
technik hat die bestmogliche Anndherung des Ausgangssignals Z(t) an das
urspriingliche Mefssignal x(¢) zum Ziel [17]. Die Technik wurde erstmals 1960
im Artikel "Extrapolation, Interpolation and Smoothing of Stationary Time
Series” [25] vorgestellt.

Das Kalman-Filter ist eine wichtige Verallgemeinerung des Wiener-Filters.
Mithilfe der von Rudolf Kalman in ”A New Approach to Linear Filtering and
Prediction Problems” [11]| vorgestellten Theorie, ist es moglich aus fehlerbe-
hafteten Beobachtungen Systemzustdnde zu schlieffen. Das 1960 entwickelte
Filter ist der optimale Schétzer fiir eine grofe Gruppe von Problemstellun-
gen und ein sehr effektiver und niitzlicher Schitzer fiir eine noch viel grofsere
Gruppe.

Die Kalman-Filter-Theorie bewirkt eine unvorstellbare Genauigkeit vieler
Technologien. Die ersten Anwendungsgebiete waren in der Luftfahrt und im
Militarbereich. Weiters wurde das Filter auch wiahrend des Apollo-
Programms verwendet. Im Laufe der Zeit fanden sich immer mehr Einsatz-
moglichkeiten in fast allen Ingenieurszweigen. Weitere Anwendungen sind
beispielsweise GPS, Zielerfassung von Radar, Beobachtungen der Atmospha-
re oder auch automatisierte Medikamentenabgabe.

Im ersten Kapitel werden die fiir das Verstdndnis der Arbeit wichtigen grund-
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legenden Definitionen und Resultate gezeigt.

Kapitel zwei beschiftigt sich mit der Wiener-Filter-Theorie. Es werden u.a.
die Funktionsweise des Wiener-Filters, Rauschentfernung, Signalpridiktion
und Signalglittung beschrieben.

Im dritten Kapitel wird das Kalman-Filter als Verallgemeinerung des
Wiener-Filters behandelt. Die in dieser Arbeit beschriebenen Varianten des
Filters sind das Kalman-Filter fiir lineare Systeme, das Erweiterte-Kalman-
Filter und das Ensemble-Kalman-Filter. Mit den beiden beschriebenen Er-
weiterungen der Theorie fiir lineare Systeme, ist es moglich auch Zustidnde
nichtlinearer Systeme zu schitzen. Das Ensemble-Filter wurde 1994 in "Se-
quential Data Assimilation with a Nonlinear Quasi-Geostrophic Model using
Monte Carlo Methods to Forecast Error Statistics” [7] von Geir Evensen
vorgestellt.

Abschliefsend werden in Kapitel vier einige hydrometeorologische Anwendun-
gen gezeigt. Es wird sich mit der Vorhersage von Wasserabflussmengen mit-
tels der Wiener-Filter-Theorie beschéaftigt. Weiters werden die Varianten des
Kalman-Filters in einem linearen Wasserabflussmodell und zur Schétzung
des Bodenwassergehalts verwendet.



Kapitel 1

Grundlagen

Fiir das Verstindnis dieser Arbeit werden einige Definitionen und Resultate
aus der Theorie der stochastischen Prozesse bendtigt. Die folgenden Defini-
tionen wurden, falls nicht anders zitiert, aus [19] entnommen.

Definitionen:

e Ein stochastischer Prozess mit diskreter Zeit ist eine Folge von Zufalls-
variablen z(0), z(1),z(2), - - -, deren Werte alle in derselben Menge, dem
Zustandsraum, liegen. (vgl. [10])

Fiir die nachfolgenden Punkte sei t € R:

e Ein stochastischer Prozess mit kontinuierlicher Zeit ist eine Familie x(t)
realer oder komplexer Zufallsvariablen, deren Werte alle in demselben
Wahrscheinlichkeitsraum liegen.

e Mit yu, wird der Erwartungswert des Prozesses x(t) (vorausgesetzt die-
ser existiert) bezeichnet:

Elx(t)] = pa

o 1..(t1,t2) ist die Autokorrelation des Prozesses x(t). Sie ist der Erwar-
tungswert der Produkts x(t)z*(t2):

E[%(t1)$*<t2)] = r:):x(tla t2)

Bemerkung: Die Existenz der Autokorrelation ist mittels diverser Au-
tokorrelationstests statistisch priifbar.
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e Die Kreuzkorrelation ry,(t1,t2) zweler Prozesse x(t) und y(t) ist der
Erwartungswert des Produkts x(t;)y*(¢2):

Elz(t)y" (ta)] = ray(ts, t2)

e Die Kreuzkovarianz c,y(t1,ts) ist die Kovarianz der Zufallsvariablen
z(t1) und y(ts):

El(z(t1) — pa(t1)) (Y™ (t2) — 1 (t2))] = cay(ta, t2)

Es folgt:
Cay(t1,t2) = Tay(t1, t2) — pra(t1) ()

e Die Autokovarianz c,.(t1,t2) des Prozesses z(t) ist:
Coz(t1,ta) = 1w (tr, ta) — pro(tr) g, (t2)

Bemerkung: Zu jedem Prozess z(t) kann ein durch Subtraktion des
Erwartungswertes ein sog. erwartungswertfreier Prozess x.(t) konstru-
iert werden:

Es gilt:
Crexe (tlu t2> = Tzez. (tly t2) - sz(tlv t2)

e FEin stochastischer Prozess heilst stark stationdr, wenn alle seine statis-
tischen Eigenschaften nicht von der Wahl des Zeitursprungs abhéingen.

Folgende Bemerkung wurde aus [24] entnommen:

Bemerkung: Aufgrund der in der Praxis schwierigen Uberpriifung des
Begriffs der starken Stationaritdt ist meistens der nun definierte mathe-
matisch etwas schwichere Begriff der schwachen Stationaritdt relevant.
Dieser ldsst sich anhand der Erwartungswerte zeigen.

e Ein stochastischer Prozess heilt schwach stationdr (wide-sense statio-
nary), wenn der Erwartungswert konstant ist d.h. er zu jedem Zeitpunkt
dieselben Erwartungswerte hat und seine Autokorrelation nur von der
Differenz 7 = t; — t5 abhéngt:

El[z(t)] = p. = konstant
Taz(t1,t2) = 7T22(7) = Elx(t 4+ 7)2*(t)]

Es gilt:



— T4e(7) = Ela(t 4+ §)a*(t — 7)]

— Jeder stark stationare Prozess ist auch schwach stationér.

Bemerkung: Die Umkehrung des zweiten Punktes gilt im Allge-
meinen nicht [19)].

e Seinun z(t) ein schwach stationirer Zufallsprozess. Die zu dem Zufalls-
vektor

x(k) = [a(k) a(k=1) - a(k—M)]"

gehorige Autokorrelationsmatriz ist von der Form

Rxm =
[ E[z%(k)] Elz(k)x(k — 1)]
Elx(k — 1)z(k)] Elz?(k —1)]
- Elx(k —2)z(k)]  Elz(k —2)x(k —1)]

| Ele(k — M)z(k)] (
Ele(k)a(k — M)] |
Elz(k — 1)x(k — M)]
Elz(k —2)x(k — M)]
Ela*(k — M)] |
= Elx(k)x" (k)]

Aufgrund der Annahme schwacher Stationaritit, konnen die Elemente
der Matrix jeweils als Autokorrelationsfunktionen mit unterschiedlichen
Verschiebungen 7 identifiziert werden:

rex(T) = Elx(k)x(k — 7))
Damit gilt:

R.. = FE[x(k)x"(k)]

_ Tx:c(_l) ?"M,(O) ce Tx:p(M _ 1)
sz(_M) rm(—M +1) - Tmmj
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Bemerkung: Fiir komplexe Signale wird fiir die Definition der Auto-
korrelationsmatrix die Hermitische Transposition, x? = (x7)*, verwen-
det. Es gilt also

R, — Bx(k)x" (k).
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Einige Eigenschaften der Autokorrelationsmatrix [18]:

— Bei einem komplexen Signal gilt RXI = R = R,,. Die Matrix
ist also hermetisch.
Bei einem reellen Signal ist R, symmetrisch. Es gilt also RL, =
R, d.h. rpp(—7) = rep(7).

— Fiir ein schwach stationéres Eingangssignal hat die Autokorrela-
tionsmatrix Toeplitz-Struktur, d.h. die Elemente der Diagonalen
sind jeweils identisch.

— R, ist nie negativ definit und fast immer positiv definit.

Beweis: siehe [18] Seite 45

e Bei weiffem Rauschen (white noise) handelt es sich um ein zufélliges
Signal (oder einen Zufallsprozess) mit konstanter Amplitude im Leis-
tungsdichtespektrum, d.h. die Rauschenergie verteilt sich konstant iiber
alle Frequenzen. Aufgrund seiner unendlichen Signalenergie ist weifses
Rauschen nur als ein theoretisches Modell anzusehen. In der Praxis
wird ein Signal als white bezeichnet, wenn es {iber ein definiertes Fre-
quenzband ein flaches Spektrum hat.

Die mathematische Definition von weiffem Rauschen sieht folgender-
maken aus:

— Ein endlich-dimensionaler Zufallsvektor x(k) heifst white genau
dann, wenn
pa = E[x(K)] =0
R.. = E[x(k)x" (k)] = 0’1

gilt.

— Ein stochastischer Prozess mit kontinuierlicher Zeit x(t) mit ¢t € R
heil’t white noise process genau dann, wenn

pa(t) = Elz(t)] = 0
Tex(t1, ta) = Elx(t))x(ta)’] = Ho(t, — to)

gilt. Die Autokorrelationsfunktion eines weifien Rauschens ist also
ein Dirac-Impuls bei Null mit dem Faktor H. Weifses Rauschen ist
stark stationér.
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e Bei gaussian noise handelt es sich um Rauschen mit einer Verteilung
der Dichtewahrscheinlichkeit die einer Normalverteilung entspricht.

Gaussian white noise hat Erwartungswert 0 und die Kovarianzfunktion
(tl,tg) — (5(1’}1 - tg)

Bemerkung: Gaufs “sches weifies Rauschen wird oft in mathematischen
Problemstellungen verwendet, da es sich sehr gut zur Approximation
von realen Situationen eignet.
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Kapitel 2

Die Wiener-Filter-Theorie

Die Wiener-Filter-Theorie wurde in den 1940er Jahren hauptséchlich von
Norbert Wiener und seinen Kollegen entwickelt [25]. Sie bildet die Grundlage
fiir die Entwicklung signalabhéngiger Filter.

2.1 Uberblick

Einfiihrend wird in 2.2, als Grundlage fiir die weiteren Abschnitte, die Funk-
tionsweise des Wiener-Filters wie sie in [14] beschrieben wird, gezeigt. Im
Abschnitt 2.2.1 wird die Berechnung des Schétzfehlers gezeigt und anhand
eines Beispiels aus [20] naher erklirt. Die Berechnung der Filterkoeffizienten,
die Wiener-Hopf-Gleichung und die Wiener-Losung sind die Hauptbestand-
teile von 2.2.2. In 2.3 wird das wichtige Orthogonalitétsprinzip beschrieben.
Die verwendeten Quellen dieses Abschnittes sind [19], [18], [14] und [20]. Un-
terkapitel 2.4 zeigt die Vektorschreibweise des minimalen Fehlers und dient
hauptsédchlich der Vorbereitung fiir den darauf folgenden Abschnitt. In 2.5
werden die Anwendungsgebiete Rauschentfernung (2.5.2), Signalpréidiktion
(2.5.3) und Signalglattung (2.5.1) behandelt. Diese und auch 2.4 wurden zum
groften Teil aus [13] entnommen. Das Unterkapitel 2.6 beschreibt die mathe-
matisch interessantere Filterung fiir kontinuierliche Zeit. Es wird zwischen
der nicht-kausalen (2.6.1) und der kausalen Losung (2.6.2) unterschieden.
Als Quellen fiir diesen Abschnitt dienten hauptséchlich [19] und [5].

2.2 Die Funktionsweise des Wiener-Filters

Seien z;(n) die Eingangssignale, f(n) das Ziclsignal und f(n) die Schitzung
des Zielsignals. Die Aufgabe des Filters ist es, die Eingangssignale zu einer
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moglichst guten Schitzung des Zielsignals zu verarbeiten. Der dabei entste-
hende Schétzfehler wird mit e(n) bezeichnet. Der Schitzwert ist von der

Form
M
= Z w;r;(n) = wix(n),
i=0

wobei w = [ Wy Wi Wy }T der Filterkoeffizientenvektor und

x(n) = [ wo(n) a1(n) --- xm(n) }T der Eingangssignalvektor ist [14]. Es
sollen nun die Gewichtungsfaktoren w; der Summe der Eingangssignale so ge-
wahlt werden, dass der Schéitzfehler im Mittel moglichst klein bleibt. Dies ge-

schieht mittels einer Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers (mean-
square error).

2.2.1 Die Berechnung des Schatzfehlers
Der Schétzfehler wird folgendermafien berechnet|14]:
Ele*(n)] = E[(f(n) — w'x(n))’]
= E[f*(n) —2w'x(n)f(n) + w'x(n)x" (n)w]
= E[f*(n)] —2w" E[x(n)f(n)] + W' E[x(n)x" (n)]w
= 07— 2w rys + W Rypw.

n

o7 ist die Leistung des Zielsignals (Varianz) und rys der Kreuzkorrelations-
vektor zwischen Eingangssignalen und Zielsignal. Bei der Matrix R, handelt
es sich um die Kovarianzmatrix der Eingangssignale, die von folgender Form
ist:

722(0) ez (1) Toa (M)
Ta::c(_M) rxx(_M + 1) e Tz:c(o)

Beispiel 2.1: Angenommen die Eintriige dieser Matrix (r,,(0) = 1.0,
r22(1) = 0) sind bereits gefunden. Auferdem sind die Varianz des Zielsignals

(07 = 24.40) und der Kreuzkorrelationsvektor (rys = [ 2 4.5 }T) bekannt.
Einsetzen in obige Gleichung ergibt:

2 10
= 2440 — 4wy — Yw; + wE + w?
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Da fiir die Minimierung des Fehlers der mean-square error (MSE) verwendet
wurde, ist diese quadratische Gleichung fiir beliebige Filterkoeffizienten w;
definiert.

Man beachte, dass fiir das Finden der optimalen Wiener-Filterkoeffizienten
das Zielsignal bend6tigt wird.

Nun wird die durch Einsetzen verschiedener Werte von wg und wy in die Funk-
tion E[e?(n)] erhaltene Fliche betrachtet. Die optimalen Wiener Filterkoeffi-
zienten sind genau jene Gewichtungsfaktoren, die im Vektor des Tiefpunktes
der so entstandenen parabolischen nach oben konkaven Flache enthalten sind.
Die Gewichtungsfaktoren, die einen moglichst kleinen Schétzfehler erreichen,
sind im betrachteten Beispiel wy = 2 und wy = 4.5 (vgl.[20]).

2.2.2 Die Berechnung der Filterkoeffizienten, die
Wiener-Hopf-Gleichung und die Wiener-Losung
Aufgrund der in Beispiel 2.1 beschriebenen Form der erhaltenen Fliche

muss am Extremum von E[e?(n)] die erste Ableitung den Wert Null und die
zweite Ableitung einen positiven Wert haben [20].

Also
OE[e?(wq, w1 )] _0 OE[e?(wp, wy)] _0
8w0 0w1
und 27,2 2772
O*Ele*(wg, wy)] 0*Ele*(wg, wy)]
52, >0 o, > 0.

Ubertragen auf M+1 Filterkoeffizienten, ergibt sich durch den verschwinden-
den Gradienten

VwE[e*(n)] = —2rygs + 2RyuWop. = 0
rxf = RuaWop. (Wiener-Hopf-Gleichung)
Wopr. = RyIrys (Wiener-Lisung).

Wie in [14] ergibt sich der minimale Fehler

Ele*(n)] = 02 = O'J% — Wfpt.rxf.

Um wieder kurz auf das vorherige Beispiel zuriickzukommen: Die Fehlerleis-
tung fiir den optimalen Koeffizientenvektor entspricht der Distanz zwischen
dem Tiefpunkt und der w-Ebene[20].
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2.3 Das Orthogonalititsprinzip

Das fiir Approximationsaufgaben wichtige Orthogonalitdtsprinzip behélt
auch in der Wiener-Filter-Theorie seine Giiltigkeit. Es besagt im Wesentli-
chen, dass das Fehlersignal im Optimum immer senkrecht zum Eingangssi-
gnal steht (vgl. [19] und [20]).

Fiir i = 0,---, M gilt
OFE[e*(n)] 0 de(n)

bt = G Eleme(m)] = 2Bem) T =0 (xa1)
Aber aus
e(n) = f(n) - i wii(n)
folgt ; -
I

Einsetzen in (%,.1) ergibt
Elemin.(n)x;(n)] =0 i=1,---,n (%2.2)
bzw.
Elemin.(n)x(n)] = 0

weiters gilt

wobel

emin.(n) = f(n) = (wizo(n) + -+ wif wa(n))

F(n) = Wop x(n).

Die Giiltigkeit von (x93) wird folgendermaken gezeigt [14]:

Aus ryp = Ry, Wop und Elz;z)| = Tow; = Tajz; = Elx;z;] folgt

Tz
T
_ T ZiT1 _ T _ T
Tzif = Wopt. : - Wopt.E[X ’ 'rl] = Wopt. Txz; -
Tz
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Weiters gilt

Elen ()] = Elemn (n)(f(n) — wyy, x(n))]
= Elemin.(n) f(n)] = Elemin. (n)wg;at.x(”)]
— Elemin (0) ()] — WD, Elein (n)x(0)].

Wegen (xg2) fallt der zweite Term in der letzten Gleichung weg und (xo3) ist
gezeigt.

Bemerkung: Im vorherigen Abschnitt wurde das Wiener-Filter bestimmt,
indem als Giitefunktion der mittlere quadratische Fehler gew&hlt und mit
Hilfe des Gradienten das Minimum der Fehlerfunktion E[e?(n)] ermittelt
wurde. Das Wiener-Filter kann auch iiber das Orthogonalitdtsprinzip her-
geleitet werden. Beide Wege fiihren zum gleichen optimalen Filter w,,., da
in beiden Fallen der MSE optimiert wird. Die Herleitung iiber das Orthogo-
nalititsprinzip kann in [18| betrachtet werden.

Bemerkung: Geometrisch betrachtet ist der optimale Approximationsvek-
tor eine orthogonale Projektion des Zielvektors in den Raum der Approxi-
mationsvektoren [20].

2.4 Vektorschreibweise des minimalen Fehlers

Fiir die im néchsten Abschnitt behandelten Anwendungsgebiete bendtigen
wir eine Vektorschreibweise des minimalen Fehlers. Sie ist eine direkte Fol-
gerung der skalaren Darstellung.

Sei

firn=1,---,p.
Die optimalen Gewichtungsfaktoren werden wie zuvor beschrieben gefunden.
Die einzelnen f(n) bilden den Vektor f und mit obiger Vorgehensweise ergibt
sich

M; = Cy — CrCp Cay,

wobei Cys die pxp Kovarianzmatrix ist. Die px (A/+1) Matrix Cy, beschreibt
die Kreuzkorrelation [13].

Bemerkung: Bei den Diagonaleintragungen der p x p Matrix M; handelt
es sich genau um die einzelnen minimalen Fehler F[e?(n)] (vel. [13]).
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2.5 Rauschentfernung, Signalpridiktion und
Signalglittung

Sind die verschiedenen Eingangssignale z;(n) abhéingig vom Zielsignal oder
werden sie aus einem einzigen Eingangssignal durch Zeitverzégerung gewon-
nen, d.h. z;(n) = z(n — i), ergeben sich fiir Wiener-Filter u.a. mit der Si-
gnalglidttung, der Rauschentfernung und der Signalpradiktion, drei wichtige
Anwendungsgebiete [14].

Es sei vorausgesetzt, dass diese Eingangssignale, sie werden aus Ubersicht-
lichkeitsgriinden nun mit z(0), z(1), - - -, (M) bezeichnet, schwach stationére
und mittelwertfreie Prozesse sind.

Da es sich nun ausschliefslich um reelle Signale handelt, d.h. es gilt

T2z(J) = Tex(—7), ist die Kovarianzmatrix C,, nun von symmetrischer
Toepliz-Struktur. Sie ist also von der Form:

sz(M> T$CE<M - 1) e Tmm(o)

wobei 7,,(j) die Autokorrelationsfunktion des Prozesses x(k) ist [13].

2.5.1 Die Signalglattung
Fir £ =0,---, M beschreibt die Gleichung

w(k) = f(k) +n(k)

das durch Rauschen n(k) gestorte Eingangssignal z(k). Das Wiener-Filter
berechnet die Schitzung des Nutzsignals y = f(k) aus den Daten x(0),-- -,
-+, x(M). Im Gegensatz zu der in Abschnitt 2.5.2 beschriebenen Filterung,
ist es bei der Signalgldttung erlaubt, zukiinftige Daten zu verwenden. Wih-
rend die Glattung beispielsweise zur Schitzung von f(1) die Daten {x(0), - - -
-+, x(M)} zuldsst, verwendet die Filterung nur z(0) und z(1). Das Glétten
kann folglich nur durchgefiihrt werden, wenn bereits alle Eingangswerte be-
kannt sind.
Insgesamt soll also der Vektor der Nutzsignale,

T
y=£f=[f0) fQ) - f(M)]",
aus dem Vektor der Eingangssignale,

x= [0 a1) - 20",
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geschitzt werden.
Es gilt
Tx:c(]) = rff(]) + Tﬂn(.j)
da keine Korrelation zwischen Nutzsignal und Rauschen angenommen wird.
Es folgt
C..=R,, = Rff + Rﬂ’?'

und
Cy = Elfx"] = EIf(f +n)"] = Ry.

Bei C,, handelt es sich wieder um die Kreuzkorrelation zwischen Eingangs-
signalen und Nutzsignalen.
Es wird die optimale Schéitzung

f =Ry Ry + Ryy)'x

erhalten.
Die (M + 1) x (M + 1) Matrix

W = Ry(Rys +Ryy) ™!

wird Wiener-Glattungs-Matriz genannt.
Es ergibt sich der minimale Fehler

M; = Ry — (Rypr + Ryp)

2.5.2 Die Filterung

Es soll nun nur mit Hilfe der vergangenen und der aktuellen Daten das Signal
vom Rauschen getrennt werden. Das Ziel ist es also y = f(k) aus den Daten
x=[z(0) x(1) - z(k) }T zu schitzen. Dies muss fiir alle Werte k =
0,1,---, M wiederholt werden.

Die Eingangssignale setzen sich wieder aus den unkorrelierten Prozessen
Nutzsignal und Rauschen zusammen. Es gilt wieder

Coz = Rff + an

wobei Ry und R,,, Autokorrelationsmatrizen sind.

Es folgt
Cype = E[f(k)[x(0) 2z(1) - a(k) ]]
= E[f(k)[ £(0) f(1) -+ f(k)]]
= [rpp(k) rppk=1) - 1p4(0) ]
=t
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Wie im Abschnitt iiber die Funktionsweise des Wiener-Filters beschrieben,
wird f(k) = £}, R} x berechnet.

Fiir den Gewichtevektor w = [ wy w; --- wy }T gilt
w = (Ryr+Ryy) iy

Definition: Eine zeitverinderliche Impulsantwort h®)(j) ist folgendermafen
definiert:

h(k)(j):ak—]a 920717ak

R () ist die Antwort des Filters zum Zeitpunkt &k auf einen j samples zuvor
angewandten Impulses.

Der Vektor h = [ A®(0) A™(1) --- r®)(k) }T ist folglich nur der auf den
Kopf gestellte Vektor w.

Einsetzen ergibt ein time varying FIR-Filter (finite impulse response)
k
F(k) = W (G)a(k —j).
§=0

Fir rpp = [ rpr(0) rpp(1) - rpp(k) }T gilt aufgrund der symmetrischen
Toeplitz-Struktur von R + R,

(Ryr + Ry)h =1y

bzw.
Taa(l)  Tex(0) oo Tae(k—1) h®) (1) _ | (@)
rl]) Tk —1) ) | [ AO®) || k)

fir r,,(j) = r47(j4) + 7, (j). Dies sind die Wiener-Hopf Filtergleichungen. Sie
miissen fiir jeden Wert k gelost werden.

Ist k grofs genug, wird das Filter zeitinvariant. Fiir k£ — oo, wird die zeitab-
hiingige Impulsantwort 2*) durch ihre zeitinvariante Version ersetzt.
Der Versuch f(k) auf der Basis von Daten der Gegenwart und der unendlichen

Vergangenheit zu schétzen, ergibt dasselbe Gleichungssystem (unendlicher
Wiener-Filter).
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2.5.3 Die Signalpradiktion

Ziel der Pradiktion ist es y = a(M+1) fiirl > lausx = [ 2(0) --- x(M) }T
zu schitzen. Der resultierende Schétzer wird [-step linear predictor genannt.

Verwendet wird
Y= nyC;xlX
mit
Cazac - Ra:a:a
wobei Ry, eine (M + 1) x (M + 1) Matrix ist und

Cpe = Ela(M+1)[2(0) «(1) - 2(M) ]]
= [ 1M +1) 1M =141) <+ 100(]) ]
Es folgt
(M +1) =L R, x
und mit

1.
w=R_7T,

ergibt sich
M

BM 41 = wa()).

J=0

Es wird nun w; durch h(M + 1 — k) ersetzt. Dieser Schritt erlaubt einen
Vergleich mit der zuvor beschrieben Signalfilterung. Aus

F(M+1) = Zh(MJrl—j)x(j)
M+1

= Z h(j)x(M +1 - j)

wird erkannt, dass die Vorhersage der Output eines Filters mit Impulsantwort
h(k) ist.
Unter Beriicksichtigung, dass h wieder der auf den Kopf gestellte Vektor w
ist, gilt

Rxa:h =TIy

mit r,, = [ Tez(l) Toe(l+1) o 1 (M +1) }T.
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Es ergeben sich die Gleichungen

T2z (1) Tx(0)  oor Ty (M —1) h(1) _ Tou(l + 1)
reM) reM 1) o r(0) | | B || e 40

die sog. Wiener-Hopf Prddiktionsgleichungen fiir den [-step linear predictor
basierend auf M + 1 (vergangenen) samples.

Die fiir den Spezialfall [ = 1 resultierenden Gleichungen sind identisch mit
den Yule-Walker Gleichungen.
Der sich ergebende minimale quadratische Fehler ist von der Form

2T 1 —1 .2
M; = 7. (0) — ¢, R Frs
bzw.

M; = ru.(0)— L ow

xrx

M

= 140(0) = > wire (M +1— j)
j=0
M

= 722(0) = > WM +1 = j)ree(M +1 - j)

J=0
M+1

Bemerkung: Als Quelle fiir die soeben beschriebenen Anwendungsgebiete
diente zum groften Teil [13].

2.6 Die Wiener-Filter-Theorie fiir kontinuierli-
che Zeit

Als Quellen fiir diese Sektion dienten hauptsichlich [5] und [19].

Sei f(t) ein unbekanntes sample eines stochastischen Prozesses mit kontinu-
ierlicher Zeit. Es gilt

x(t) = f(t) +n(t),
wobei die spektralen Leistungsdichten der stationdren Prozesse f(¢) und 7(t)
bekannt sind.
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2.6.1 Die nicht-kausale Losung

Ziel ist es, den Prozess f(t) in Form einer Linearkombination aus vergangen
und zukiinftigen Daten zu schitzen. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die
Impulsantwort h(t) eines linearen, nicht-kausalen Filters gesucht wird, der
folgendes erfiillt:

Fiir den Input x(t) ist

f(t) = /oo z(t — &)h(a)da

die Schitzung von f(¢) mit minimalem quadratischem Fehler e.

f(t) ist also eine Linearkombination der Daten z(t — 7), wobei 7 alle Werte
zwischen —oo und oo annimmt. Aus dem Orthogonalitiatsprinzip fiir unend-
liche Summen folgt

o0

El(f(t) /_ 2(t — a)h(a)da)z(t — 7)] = 0

o0

fiir alle 7.
Es ergibt sich

Tr2(T) = /00 T2z (T — @) h()da

fiir alle 7.
Die Impulsantwort fiir das optimale System wird durch das Loésen dieser
Gleichung erhalten.

Mit der Substitution
Pa(T) o i) Teal(r) o Swlw)  h(t) o Hw)
folgt aus dem Faltungstheorem und der obigen Gleichung
S1(w) = Suu(w)H (w).
Die fiir optimale Filter passende Funktion H(w) ist daher gegeben durch

_ Sfx(w)
Spz(w)’

H(w)

Da fiir alle 7, f(t) — f(t) orthogonal zu z(t — 7) ist, folgt

~

E[(f(t) = f) ()] =0
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und fiir den minimalen quadratischen Fehler ergibt sich:
F(t) = F(6))7]

F6) = [ alt - a)hla)da) 1 (o)
= r;(0) — /_ () h(a)da.

o0

€ —=

El(
El(

Aus Substitution und der Verwendung der Parseval “schen Formel fiir Inte-
grale folgt
1 [e.e]

e=—
27 J_o

(Spr(w) = 57, (W) H (w))dw.

Spezialfall:

Sind, wie in den vorhergehenden Abschnitten angenommen, das Nutzsignal
f(t) und das Rauschen 7(t) orthogonal, also unkorreliert, d.h. r4,(7) = 0,
ergibt sich

Sta(w) = Spp(w)  Sea(w) = Spr(w) + Spy(w).

Es gilt daher

71 C)
H Str(w) + Syp(w)
und
oo [T Spw)Smlw)
21 J_oo Sgp(w) + Spplw)

2.6.2 Die kausale Losung

Es kdnnen nun nur die vergangenen Daten verwendet werden. Der Schéitzer
ist gegeben durch

ft) = /000 z(t — a)h(a)da.

Das heifst, er ist der Output eines kausalen Filters mit Input z(t). Folglich
ist f(¢) also eine Linearkombination der Daten z(t — 7), wobei 7 alle Werte
von 0 bis co annimmt.

Um den mittleren quadratischen Fehler zu minimieren, ist es notwendig die
passende Impulsantwort h(t) zu finden, sodass

E[(f(t) — /000 z(t — a)h(a)da)x(t — 1) =0 fir 7>0
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erfiillt ist.
Es ergibt sich die Wiener-Hopf-Gleichung fiir Integrale

T (T) — /OOO T22(T — a)h(a)da = 0,

die nur fiir 7 > 0 giiltig ist.

Sei nun .
YT) = 1p(T) — /0 T2 (T — @)h(a)dov. (*2.4)
Es gilt
v(r) =0 fir 7>0
und

h(r)=0  fir 7<0.

Es geniigt also, eine kausale Funktion h(¢) und eine antikausale Funktion ~(7)
zu finden, die zusammen (x94) erfiillen. Seien die Laplace-Transformationen
von ~y(7) und h(t) mit Y(s) bzw. H(s) bezeichnet. Wie in [19] gezeigt, sind
Y (s) fiir Re s < 0 und H(s) fiir Re s > 0 analytisch.

Das Integral in (xo4) ist die Faltung von r,, mit h(7). Anwendung der
Laplace-Transformation auf beiden Seiten ergibt

Y(s) = Spa(=38) = Saal(=Js)H(s).  (*25)

Die Funktionen Sf,(—js) und S,,(—js) sind Laplace-Transformationen von
7 12(T) bzw. 145 (T).

Es stellt sich nun die Aufgabe, zwei Funktionen Y(s) und H(s) zu finden,
sodass (#95) gilt und den oben beschriebenen Bedingungen beziiglich der
Analytizitat nicht widersprochen wird.

Folgende Losung dieses Problems und der nachfolgende Beweis sind [19] ent-
nommen:

e Zuerst wird die Funktion S,,(—js) als Produkt
Saa(—js) = AT(s)A(s)

dargestellt. Hierbei sind der Faktor A™(s) und dessen inverse Funktion
A+(S) fir Re s > 0 bzw. der zweite Faktor A~ (s) und dessen Inverse

A,;(S) fiir Re s < 0 analytisch. Ist das Spektrum S,,(w) rational in w

wird, um A*(s) und A~ (s) zu determinieren, S,,(—js) faktorisiert und
die Pole und Nullstellen in der linken Halbebene des Pol-Nullstellen-
Diagramms werden A™(s) zugeordnet bzw. die Pole und Nullstellen in
der rechten Halbebene werden A~ (s) zugeteilt.
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e Nun wird S’X,(zsj)s) gebildet und folgendermafien als Summe ausgedriickt:

Stx(=73)

T = B (),

wobei BT (s) fiir Re s > 0 und B~ (s) fiir Re s < 0 analytisch ist. Im
Falle, dass das Spektrum Sy, (w) rational in w ist, wird um B*(s) und
B~ (s) zu determinieren, mittels Partialbruchzerlegung eine Summe aus
linearen Termen gebildet. Die Terme deren Pole sich auf der linken Seite
des Pol-Nullstellen-Diagramms befinden werden BT (s)zugeordnet und
die restlichen Terme werden B~ (s) zugeteilt.

e Die gesuchte Funktion H(s) ist nun gegeben durch

_ B¥(s)
A7(s)

H(s)

Beweis: Da die Funktionen B (s) und A+(s) so konstruiert sind, dass sie
fiir Re s < 0 analytisch sind, ist die Funktion H(s) fiir Re s > 0 offensichtlich
ebenfalls analytisch. Um den Beweis zu vervollstdndigen, ist es notwendig zu
zeigen, dass die durch Einsetzen von H(s) in (xg5) resultierende Funktion
Y (s) fiir Re s < 0 analytisch ist.

Unter Verwendung der drei Gleichungen der einzelnen Punkte der Ldsung
ergibt sich

AT(s)A™(s)B"(s)

V(s) = (B*(s) + B(NA(s) = "= 5 = A(5)B (o)

Die Funktionen A~ (s) und B~ (s) sind nach Konstruktion fiir Re s > 0 ana-
lytisch. 0

Es ergibt sich, aus denselben Uberlegungen wie im nicht-kausalen Fall, nach
der Anpassung der Integrationsgrenzen der minimale quadratische Fehler

e=rsr(0) — /000 () h(a)da.

Bemerkung: Die soeben in Unterkapitel 2.6 erhaltenen Resultate kénnen
mit geringem Aufwand auf zufillige Folgen ausgeweitet bzw. iibertragen wer-
den.
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Kapitel 3

Die Kalman-Filter-Theorie

Das Kalman-Filter wurde 1960 von Rudolf Kalman erstmals fiir zeitdiskrete
lineare Systeme entwickelt [11]. Es beschreibt einen rekursiven Filter, der
den stochastischen Zustand von dynamischen Systemen aus Messungen die
von Rauschen gestort sind, schitzt. Es wird dabei der mittlere quadratische
Fehler minimiert.

Die wichtigsten Varianten des Kalman-Filters sind das Erweiterte-Kalman-
Filter [4], das fiir Anwendungen in der Meteorologie wichtige Ensemble-
Kalman-Filter und das Kalman-Bucy-Filter (nachzulesen in [12] und [23]).
Bei letzterem handelt es sich um die Erweiterung des Filters auf zeitkontinu-
ierliche Systeme. Mit dem in dieser Arbeit behandeltem Erweiterten-Kalman-
Filter ist es moglich auch Zusténde nichtlinearer Systeme zu schitzen. Auf
Basis dieses Filters wurde in den 90er Jahren das, in einem eigenen Abschnitt
behandelte, Ensemble-Kalman-Filter entwickelt.

3.1 Uberblick

Unter Zuhilfenahme von [11], [2] und [4] wird in 3.2 die Kalman-Filter-
Theorie zur Zustandsschidtzung linearer stochastischer Systeme beschrieben.
Um im weiterem Verlauf der Arbeit Verwechslungen mit anderen Varianten
des Kalman-Filters vorzubeugen, wird das Kalman-Filter fiir lineare Syste-
me, das "Standard”-Kalman-Filter genannt. In 3.2.1 wird die Problemstel-
lung, wie sie in [4] angegeben ist, gezeigt und die sog. Innovationsfolge de-
finiert. Dieser Unterabschnitt enthélt unter anderem auch Lemmata worin
die wichtigsten Eigenschaften der neu definierten Begriffe beschrieben wer-
den. 3.2.2 beschéftigt sich mit dem Schitzvektor X, dessen Ziel es ist xy
so zu schitzen, dass die Varianz des Schitzfehlers minimal ist. Im abschlie-
flenden Unterkapitel der "Standard”-Kalman-Filter-Theorie 3.2.3 werden nun
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die sog. Kalman-Filter-Gleichungen hergeleitet. Neben der oben genannten
Literatur wird hier zusétzlich [28] verwendet. In diesem Abschnitt werden
auch die Kalman-Gain-Matrizen und die Pradiktor-Korrektur-Gleichung ein-
gefithrt. Am Ende des Kapitels werden die im letzen Unterabschnitt erzielten
Ergebnisse in {ibersichtlicher Form zu den Kalman-Filter-Gleichungen zusam-
mengefasst. Diese wichtigen Gleichungen werden dann im Laufe der Arbeit
des Ofteren verwendet.

In Abschnitt 3.3 wird das Erweiterte-Kalman-Filter [4], die wohl wichtigste
Variante des Kalman-Filters, behandelt. Die beschriebene Theorie erlaubt es,
auch Zustadnde nichtlinearer Systeme zu schitzen.

Abschnitt 3.4 zeigt eine Alternative zum Erweiterten-Kalman-Filter, das so-
genannte Ensemble-Kalman-Filter. Die Theorie, in der die Kovarianzinforma-
tionen durch Fortpflanzung eines Ensembles erhalten werden, wurde erstmals
1994 von Geir Evensen [7] beschrieben. Die Ensemble-Kovarianzmatrizen
werden in 3.4.1, der Ablauf des Filters in 3.4.2 beschrieben. Zusétzlich zu
|7] wurden in diesem Abschnitt noch [8] und [9] als Quellen verwendet.

3.2 Das ”Standard”-Kalman-Filter

Als Quellen fiir diese Sektion dienten hauptséchlich [4], [2] und [28].

3.2.1 Problemstellung und die Innovationsfolge

Es wird ein lineares stochastisches System betrachtet:

Xpr1 = Apxp + &
vi = Cixi + %,

wobei es sich bei Ay um eine n X n-, bei I'y eine n X p- und bei C; um
eine ¢ X n-Matrix handelt (1 < p,q < n). Die drei Matrizen sind bekannt
und konstant. Die erste Gleichung heifst Systemgleichung und zweitere wird
Beobachtungsgleichung genannt.

Weiters gilt:

E[gk] = 0, E[gkéﬂ = Qo
E[nk] = 07 E[?]ka] = Rk5k17
E[gk’an] = 0, E[Xofa =0, E[XOUI::] =0,

fiir alle k,1 = 0,1,---. Die Matrizen Q; und Ry sind positiv definit und
symmetrisch.
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Definition: Sei x ein n-dimensionaler und w ein g-dimensionaler
Zufallsvektor. Das "innere Produkt” (x,w) ist definiert durch:

(x,w) = E[(x — E(x))(w — E(w))"].
Es handelt sich hierbei um die Kovarianz von x und w.
Bemerkung: (x,w) ist eine n x ¢g-Matrix.

Definition: || w ||, ist die positive Quadratwurzel von (w,w). Somit ist
| w ||, eine nicht-negativ definite ¢ x ¢g-Matrix mit

W Z=1w ol w g = (W, w).
Gleichermafen ist || x ||,, die positive Quadratwurzel von (x,x).

Seien nun wy, - - -, W, ¢-dimensionale Zufallsvektoren. Mit Y (wy, - - -, w,.)
wird die lineare Hiille (linear span) bezeichnet. Es gilt also

Y(W07 e 7WT) =

={y:y= Z Pyw;, wobei Py, ---, P, konstante n x ¢ Matrizen sind}.
=0

Definition: Sei Fj folgendermafien definiert:

Fy. :=min{spur | x, — ¥ |21y € Y(wo, -, w,)}.

Es stellt sich nun die Aufgabe ein § in Y (wyq, -+, w,) zu finden, so dass
spur | x, — ¥ |I>= Fx

gilt.
Das gesuchte y wird folgendermafien charakterisiert:

Lemma: § € Y(wy, -, w,) erfiillt spur || x; —¥ ||>= F}) genau dann, wenn
(xx = ¥, W) = Onxq
fiir alle j = 0,1,---,r gilt. Aukerdem ist ¥ eindeutig, d.h. es ist
spur || xx = ¥ |I7= spur | xx — ¥ |7
genau dann, wenn ¢y = y gilt.
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Beweis: Angenommen es gilt spur || xx—§ ||2= Fj, aber (x;—y, w;,) = C #
Opxq fiir einige jo mit 0 < jo < 7. Folglich ist w;, # 0, so dass || w;, [|2 eine
positiv definite, symmetrische Matrix ist. Die Existenz der inversen Matrix
| wj, [I;% ist dadurch gezeigt. Es ist daher C' || wj, [|;* C" # Opyxp und eine
nicht-negativ definite, symmetrische Matrix. Es kann gezeigt werden, dass

spur{C || wj, [, C"} >0 (*3.1)

gilt.
Der Vektor § + C' || wj, [|;? Wj, ist nun in Y (wyg, -+, w,) und wegen (x31)
gilt

spur || xi, — (§ +C || wj, [172 wio) |17
= spur{|| x, = § [I7 —(xx = 5, w;,) (C [ wj, [I5)"

—C || W llg% (Wjos i = ) +C [ wig 11771 wi 11 (C [l wig 115%)7}
= spur{ll xx =¥ |7 =C || w;, 2 C"}
< spur || xx — ¥ ||>= Fr.

Dies widerspricht aber der Definition von Fj.

Umgekehrt, sei (x; —§,wW;) = O, fiir alle j =0,1,---,r. Angenommen y
sei ein beliebiger n-dimensionaler Zufallsvektor in Y (wyg,---,w,) und yo =
y—y = Z;:o Pyjw;, wobei die I, fiir j = 0,1,---,7, konstante n x ¢-
Matrizen sind.

Es gilt:

spur || xx —y |12
= spur || (xx—9) —vo Il
= spurf{|| x, — ¥ |2 —(xx — ¥, y0) — (o, Xk — 3)+ | yo |2}

= spur{l|xx =3 I2 =D (xx — 9, W) P,
=0
=Y Pl =3, w) "+ | yo 2}
=0
= spur || x5 = § % +spur || yo |7

> spur || x, =¥ |5,

so dass spur || xx — ¥ ||2= Fj. Gleichheit wird genau dann erreicht, wenn
spur || yo [l2=0 oder yo = 0 (also y = ¥) gilt. 0
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Definition: Gegeben sei eine Datenfolge, bestehend aus den Zufallsvektoren
{v;},7 =0,---,k, der Dimension ¢. Die Innovationsfolge {z;},j =0,--- k,
von {v;} ist definiert durch

Z; =V; — ijj—h.j - O’ o '7ka
mit ¥ 1 =0 und

J—1

Vi1 = Zijl,iVi €eY(vo,--+,vjo1),i=1,--,k,
i=0
wobei die ¢ x n-Matrizen C; die Beobachtungsmatrizen, wie sie am Anfang
des Kapitels verwendet werden, sind und die n x ¢-Matrizen f’j—l,z‘ SO ge-
wéahlt werden, dass y;_; das zuvor beschriebene Minimierungsproblem 16st.
Y (wyq,---,w,) aus obiger Definition wird dabei durch Y (v, --,v,_1) er-
setzt.

Folgendes Lemma beschreibt die Korrelationseigenschaften der Innovations-
folge:

Lemma: Die Innovationsfolge {z;} von {v;} erfiillt folgende Eigenschaft:
(zj,21) = (R + Ci || xi — 511 7, ),
wobei Ry = Var(n;) > 0 gilt.
Bemerkung: Aus Ubersichtlichkeitsgriinden wird
& = Ci(x; — ¥1-1)
gesetzt.

Beweis: Aus obiger Definition, der Bemerkung und der Beobachtungsglei-
chung vy = Cixy + m (vgl. S5.28) folgt:

zj = &; + 1,
wobei die Folge {n;} das Rauschen beschreibt und
(1, €5) = Ogxq V iz (*3.2)
gilt. Bei O,x, handelt es sich um die ¢ x ¢ -Nullmatrix.
e Fiir j = [ folgt nun

(z1,2z1) = (& +m, &+ m)
== <é17él> + <77l777l>
= C|lx—3112C] +R.
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e Seinun j # . Wegen (&,&;)" = (&;,&) kann 0.B.d.A. j > [ angenom-
men werden. Durch Verwendung des vorhergehenden Lemmas ergibt
sich

<Zj7 Zl>

-1
= (Ci(x; = 9;-1),vi—C1Y_Pry %)
=0

-1
= Ci(x;— 951, vi)) = C; Y _(x; — 951, vi)P, ,Cf
=0
O

Aus dem Lemma und der Eigenschaft R; > 0 folgt, dass {z;} eine "orthogo-
nale” Folge von nicht-Nullvektoren ist, d.h.

e; =z II," 2.

{e;} ist eine "orthonormale” Folge, im Sinne, dass (e;,e;) = d;;1, fiir alle i
und j gilt.

3.2.2 Der Minimum-Varianz-Schatzer

Ziel ist es nun, den Vektor x; so zu schitzen, dass die Varianz des Schétz-
fehlers minimal ist. Dieser neue Schétzvektor wird mit X;, bezeichnet und ist

von der Form
k

X = Z<Xl€aei>ei-

i=0
Bemerkung: X; ist die Fourier-Entwicklung von x; beziiglich der Folge
{ej}.

Lemma: X, ist der Minimum-Varianz-Schéitzer von x;.

Beweis: Da
k

(Rioej) = Y _(xk, ) (e, €;) = (xx,€5),

=0
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gilt, ergibt sich
<Xk _f(k’aej> = On><¢b J=0,1,--- k. (*3-3)
Es folgt
<Xk_$(k,Vj>:On><q7 j2071>"'7k7

und aus dem Lemma auf S.29 wird
spur || xx — Xg Hi: min{spur || xx —y H2T y €Y(vo, -, vi)}

erhalten.

3.2.3 Die Kalman-Filter-Gleichungen

Mit Hilfe der im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen Resultate wird
nun die Herleitung der Kalman-Filter-Gleichungen gezeigt.

Bemerkung: Es sei vorausgesetzt, dass {{;} und {n;} mittelwertfreie
Gaufl’sche white noise Folgen sind, sodass Var(&) = Qi und Var(n,) = Ry
positiv definite Matrizen sind und E(&n,) = 0 fiir alle & und [ gilt. Weiters
wird der Anfangszustand x, als unabhingig von &, und 7, im Sinne von
E(xo&F) = 0 und E(xgn}) = 0 fiir alle k, angenommen.

Aus den Annahmen ist bekannt, dass
<§k—17ej>:On><q7 jzou]-a"'7k_17

so dass folgendes gilt:

k
X, = Z(xk,ej>ej

EVER,
_ o

= Z(Xk, ej>ej + <Xk, ek>ek

j=0

= Z{(Akqufh ej)e; + (Fe_1&k—1,€j)e;} + (xi, ex)ey

j=1
k—1

= Ay Z<kalyej>ej + (X, ex) e
§=0

= Ap1Xp—1 + (Xk, er)er.
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Definition: Der Ausdruck Aj_1X;_; wird nun mit X;—; bezeichnet, d.h.
also
A1 X1 = Kpgjp—1,

wobei )A(k_l = )A(k,”k,l gllt
Infolgedessen gilt
Ry = Rip = Kpp—1 + (Xn, €x) €.

Um nun die sog. Pradiktor-Korrektur des Kalman-Filters zu erhalten, ist es
nun offensichtlich notwendig, die Existenz einer konstanten n x g-Matrix Gy,
mit

(Xk, ek>ek = Gk(Vk - Ckfik\k—ﬁa
7u zeigen.

Um dies zu erreichen wird der Zufallsvektor (v —CrXy x_1) naher betrachtet.
Nun wird folgende Eigenschaft erhalten:

Lemma: Fiir j =0,1,---,k gilt
(Vi — Ckik|/~c—17ej> = z [lg Ox;-
Beweis: Aus obiger Definition, (*33) und den Orthogonalitidtsbedingungen
(¥j:2k) = Onxg, §=0,1,--- k-1,
folgt
Vi — Cka|k 15 ek>
vy —C (Xk|k - <Xkaek>ek)aek>

(

(

(Vi er) — Co{ (R, €x) — (X, er)}
= <vk,e ) — Cr(Xipe — Xi, €x)

(

(

(

Zi, + Ckyk; 1 || Zk || Z)
zi.2) || 2e ||, +Cr(Fe-1,20) || 2z ||,

= [z |l -

Andererseits ergibt sich aus der Definition, (*32) und (x33)
(Vi — CrRijp-1, €;)
(Crxp + M — Cr(Ripe — (Xk, €x)ex), e))

= Cp(xx — Xijk, €5) + (M, €5) + Cr(xp, ex) (ex, €;)
= quqa
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fiir j = 0,1,k — 1. O

Der ¢ -dimensionale Zufallsvektor (v — Ckik|k_1) kann fiir einige konstan-
te ¢ X ¢ -Matrizen M (siche [4] S.39), als Summe >  M;e; ausgedriickt
werden.

Aus dem gerade formulierten Lemma folgt nun fiir j =0,1,---, K,

k
() Miei,e;) =] 2z [l4 ;.
=0

so dass Mg =M, =--- = My_; = 0 und My, =|| z ||, gilt.
Es ist daher
Vi — CiXpp—1 = Myep =|| z4 ||q e

Weiters wird
(X1, er)er = Gr(vy — Ckimkq)

mit
Gy == (xp,ep) ||z ||,

erhalten.

Die Matrizen Gy werden Kalman-Gain-Matrizen genannt.

Zusammen mit der nach der Definition erhaltenen Darstellung von X, ergibt
sich die Pradiktor-Korrektur-Gleichung:

Kk = Kijo—1 + Gr(vii — CrXpjp—1)-

Bemerkung: Xy, ist unter gewissen Anfangsbedingungen eine gute Schét-
zung von Xg. Dies wird folgendermaken gezeigt:

Ausgehend von

Xk — 5<k|k
= A1 X+ Teci&mr — Ao X1 — Gr(vie — CrAp— 1 Rp—1jk-1),

erhdlt man unter Verwendung von
vi = Cpxp + . = CrAp1xk—1 + Cpl's18k1 + i
die Gleichung

Xp — Xk
= (I-GrCp)Ap1(xp—1 — Xp—1po—1) + (I = GrCr)Th1&—1 — Ginie.
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Aus der Voraussetzung, dass die Folgen {&} und {n;} (zur Erinnerung sei
erwihnt, dass diese Folgen das Rauschen beschreiben) mittelwertfrei sind,
folgt

E(Xk - 5<k|k) = (I - Gka)Aqu(qu - )A(k71|k71)a

so dass

E(Xk — )A(k“{) = (I — chkz)Ak—l s (I — G1C1)A0E(x0 — }A(o|0)

gilt.
Wird nun
Xoo = E(xo)
gesetzt, gilt F(x, — X)) = 0 oder E(Xy,) = E(xy) fiir alle k. O

Néchstes Ziel ist es eine rekursive Formel fiir G, zu finden:

Unter Verwendung von (x33) und den Eigenschaften
<Xk71 - fik—uk—hfik—uk—ﬁ = Opnxn
bzw.
<Xk’a §k> = Onxn7 <5\<k\ka §j> = Onxn
(Xk,m5) = Onxgs (RK—1)k—1, k) = Onxq,
fiir y =0,---, k, folgt
0 = (Xp— Xk, Vi)
= ((I—-GrCp)Aj_1(xpk—1 — Rp—1jp—1) + (I = GCp)li—1&—1 — G,
CrAj—1((Xp—1 = Xp—1jp—1) + Xp—1jk—1) + Cils—1&—1 + 1)

= (I—GrCp)As-1 || X1 — Rt 12 AL, CF
+(I = GrCp)T4o1Qi1T}_ G — GyRy. (*3.4)

Definition: Es ist
P = xe — Repe |17

und
Prio1 = xx — K || -

Es gilt dann:

Prro1 = || Apmixpr + Tioi&pmr — ApcaXp—1je—1 12

= Ap1 || Xpo1 — Rpojea 12 Af_l + kalelef_l
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oder
Pipr1 = Ak71Pk71,k71A£,1 + kalelef,l. (*3.5)

Andererseits wird aus (*34)

(I - GrCr)Ay1Py_1 1A Cf
+(I— GG 1Qr 1T} ,Cf — GRy =0

erhalten.
Umformen ergibt

Gy, [Rk + Ck(Ak—IPk—l,kz—lAZ—l + Fk—le—lrg—l)Cg]
[Akflpkfl,kflAgfl + kaleflrg—l]Cg
= Pk7k_]_C£

Fiir G wird also folgendes Ergebnis erhalten:
G = Pix1Cr Ry + Cr Py 1 CH) 7, (*3.6)

wobei Ry, positiv definit und CkPM,lC;{ nicht-negativ definit ist. Es kann
gezeigt werden, dass deren Summe positiv definit ist.

Néchstes Ziel ist es nun, Py j, durch Py, ;_; auszudriicken und zusammen mit
(*3.5) eine rekursive Darstellung zu erhalten.

Dies wird folgendermafsen erreicht:

Prr = [lxr—Rup 7
= || xx — Ripp—1 + Gi(vi, — CrRpppmr)) |5
| xi — Ripp—1 — Gr(Crxi, + ni) + GrCrXip—1)) |12
| (- GCr)(xk — Rijp—1) — Gane |5
(I = GrCy) || X — Xpj—1 ||i (I- Gka)T + GkRkGZ
= (I - GrCL)Prs1(I—GrCL)T + GLR,GYL.

Wegen (x34) gilt aber

(I - chk)Pk,kq(Gka)T

P 1Cl G} — G.C,Py, 1CL G}
= GLCyPL1 1ClG] + GyR.Gi — G,CP,1CLG]
= GiR,G}
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und es folgt

Piop = (I—GrCp)Pppr(I— Gka)T + (I- chk)Pk,kq(Gka)T
(I — chk>Pk,k—1-

Aus den in diesem Abschnitt gezeigten Ergebnissen erhdlt man nun die
Kalman-Filter-Gleichungen:

Poo =[| xo — o0 [[n= Var(xo)

Pri1 = A1 Pr_i 1AL + T QI
Gy = Pk,chg(CkPk,chg +Ry) !
Pii=1—-GrC;)Pri

Koo = E(x0)

Rijh—1 = Ap_1Xp—1jp—1

Kk = Kipe—1 + Gr(vii — CrXpp—1)
k=1,2,---.

3.3 Das Erweiterte-Kalman-Filter

3.3.1 Die Funktionsweise des Erweiterten-Kalman-
Filters

In diesem Abschnitt wird nun ein nichtlineares Modell betrachtet:

Xpp1 = fe(Xe) + Hp(x2)Ek
Vi = gr(Xx) + Mk,
wobei fr und g vektorwertige Funktionen mit Bildbereichen in R™ bzw. R?
fiir 1 < ¢ < n sind und Hj eine matrixwertige Funktion mit Bildbereich in

R™ x RY ist. Es sind fiir jedes k die ersten partiellen Ableitungen, nach allen
Komponenten von X, von fi(xx) und gx(xy) stetig.

Angenommen, es handelt sich bei {&} und {7} um mittelwertfreie Gaussian
white noise Folgen mit Bildbereichen in R? bzw. RY fiir 1 < p, ¢ < n. Weiters
sei:

ElGn]1 =0, El&Gxi]=0, Emx|] =0,
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fiir alle £ und [.

Wie in der Vorgehensweise des linearen Modells, sind die anfingliche Schét-
zung Xo = Xo|o und X folgendermafien gewihlt:

Xp = E(Xo), >A(1|0 = fo(fio)-
Nun werden die Xj, = Xy, fiir £ = 1,2, - -, mit Hilfe von
K1)k = So(Xn) (*3.7)

und
Xpp1 = Apxp +ug + e
wi = Cpxy + g,
fortlaufend bestimmt.

Ay v, 'y, wi, und Cy werden wie folgt erhalten:

Vorausgesetzt X; ist so bestimmt, dass X; y;, fiir j = 0,1,---, %, so wie in
(#3.7) definiert wird. Die Verwendung der linearen Taylor Approximation von
Jr(xr) auf X5 und von g (xx) auf Xyp—1 ergibt dann

fe(xe) > fo(Xe) + Ap(xp — Xp)
ge(xk) = geRipp—1) + Cre(xk — Xppp—1),

wobei
Ay = [ %(&k) } und Gy = g—i’i(fik\k—ﬁ ]
ist.
Wird nun
w = fie(Re) — ARy
[y = Hi(X)
Wi = Vi — gk(Ripp—1) + CrRip

gesetzt, kann das nichtlineare Modell durch das lineare approximiert wer-
den. Diese Linearisierung ist aber nur moglich, nachdem X; bestimmt wurde.
Durch die Kenntnis von X, ist die Systemgleichung fiir £ = 0 giiltig. Nun
wird X; = Xj); als die Schitzung von x; mit optimalen Gewichten im li-
nearen Modell definiert. Aus den Resultaten des vorhergehenden Abschnitts
(vgl. mit den Kalman-Filter-Gleichungen S.38) wird

~

Xp = X1+ Gr(wy — CpXpjp—1)
= RKppp—1 + Ge((Vi — ge(Xnjp—1) + CrXijp—1) — CiXpjp—1)
= Xpp-1 + Gr(Vi — g6 (Rijp-1))
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erhalten, wobei es sich bei G; um die Kalman-Gain-Matrix fiir das lineare
Modell im k-ten Moment handelt.

Der resultierende Filterungsprozess wird Frweiterter-Kalman-Filter genannt.

Der Algorithmus kann folgendermafen zusammengefasst werden:

P(],O = VCLT(Xo), }A{O = E(Xo).
Fir k=1,2,--,
T
Prt = | ot (&er) | Proier | 5220 () |
+H 1 (R1) Quo HE (Rpem1)
Rek—1 = fr-1(RXn—1)

99k (3 T
G = Pk,k—l [ _(Xklkfl) }

axk

gk , .
Pk,k = {I - Gy {Tii(Xklk_l)H Pk,kfl

ik = Xpfh—1 + Gr(Vie — gk (Xijr—1))-

3.4 Das Ensemble-Kalman-Filter

3.4.1 Die Ensemble-Kovarianzmatrizen

Die Fehlerkovarianzmatrizen der Schétzwerte, Py ;1 und Py 4, sind fiir
Kalman-Filter unter Verwendung von Erwartungswerten definiert. Das heifst:

Py = E[(fik\k—l - Xk)(fik\k—l - Xk)T], (*3.8)

Py, = E[(fik\k - Xk)(ik\k - sz)T]- (*3.9)

(vgl. [4] S.26 und 27).

Im Gegensatz dazu, ist es beim Ensemble-Kalman-Filter praktischer soge-
nannte Ensemble-Kovarianzmatrizen rund um den Mittelwert des Ensembles
zu verwenden:

Pre1 =P, 0 = Rep-1— Xep—1) Ripe—1 — Xapp—1) 7, (*3.10)

Prp=Pi, = (R — Xup) Rape — Xep)T- (x311)
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Im Vergleich zu den oberen Gleichungen wird der Erwartungswert nun durch
den Durchschnitt des Ensembles, der durch einen Balken dargestellt wird,
ersetzt.

Der Mittelwert des Ensembles kann demzufolge als beste Schitzung interpre-
tiert werden. Dadurch kann auch die Streuung des Ensembles rund um den
Mittelwert durchwegs als die Fehlerkovarianz der besten Schitzung aufgefasst
werden.

3.4.2 Die Funktionsweise des Ensemble-Kalman-Filters

Auf Basis der Ensemble-Kovarianzen, die durch die Gleichungen (x310) und
(#3.11) definiert sind, wird nun das Ensemble- Kalman-Filter beschrieben.

Es wird zunéchst ein Ensemble mit N Beobachtungen erzeugt, aus dem ein
zufilliger Wert gezogen wird:

Vik = Vi + ik t=1,---,N.

Es handelt sich bei v, um die aktuelle Beobachtung und bei der Zufallsvaria-
ble 7; , um den Beobachtungsfehler, der als vordefinierte Beobachtungsvari-
anz Ry, hat. v, ist eine Zufallsvariable deren Erwartungswert aufgrund von
[1], mit dem von vy, identisch sein soll.

Es werden nun aus den N Beobachtungsfehlern diejenigen aussortiert, de-
ren Mittelwert ungleich 0 ist. Durch die so erreichte Mittelwertfreiheit der
stochastischen Storungen werden eventuelle spiatere Ungenauigkeiten vermie-
den.

Definition: Es sei die Ensemble-Fehlerkovarianzmatrixz definiert durch

Bemerkung: Fiir unbegrenzte Ensemblegrofe konvergiert die eben defi-
nierte Fehlerkovarianzmatrix gegen die Fehlerkovarianzmatrix R, wie sie im
"Standard”-Kalman-Filter verwendet wurde.

Die nachfolgenden Resultate sind sowohl unter Verwendung der Fehlerkova-
rianzmatrix Ry, als auch unter Verwendung der Ensemble-Kovarianzmatrix
¢, giiltig. Letztere ist immer wieder fiir Anwendungen des Filters praktisch.

Der Funktionsweise des Ensemble-Kalman-Filters basiert auf Korrekturen
jedes einzelnen Ensemblemitglieds, die durch

Rk = X1 + Gr(vie — CieXippy)  (k3.12)
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gegeben sind.
Die verwendete Matrix G, ist durch

Gj, =P}, CL(CPS,CL+R)) ™ (x313)
definiert und identisch mit der Kalman-Gain-Matrix.

Bemerkung: Fiir endliche Ensemblegréffe wird mit der Verwendung der
Ensemble-Kovarianzen eine Approximation der wahren Kovarianzen einge-
fiihrt.

Lemma: Aus Gleichung (x319) folgt
gﬂc = X1 + GL (Vi — CpXppi—1), (*3.14)
wobei wegen der Mittelwertfreiheit der Storungen nun v = vy, gilt.

Abgesehen von der Verwendung von Gg, Py, ,, P, und R anstatt Gy,
Py r—1,Pr . und Ry, verhilt sich X, zu Xpx—1 im Ensemble-Kalman-Filter
gleich wie Xy, zu Xgx—; im "Standard”-Kalman-Filter.

Es ist nun gezeigt, dass nach updaten der einzelnen Ensemblemitglieder mit
Beobachtungsfehlern, ein neues Ensemble mit "korrekten” Storungen erzeugt
wurde.

Aus den Gleichungen (x312) und (%314) wird
Kige — Xape = (T = GECR) (Ryyor — Rape1) + G(Vir — Vi),

erhalten.

Es kann nun folgendes Resultat hergeleitet werden:

ik — Xiolke) (Rnje — Xiglre) T

Pi,k - (
I - G{Cu)(Riyyy — Repe1) + Gi(Vix — 70))
)(

(
(

— G;Ck 5‘2\/&-1 — fck|k—1) + Gi(vi,k — V_k))T

(

(

(

(I = GCr) (Rey — Rnh—1) Ry — Rnp—1) (T = GECy)"
+Gi(vip — Vi) (Vir — V)T (G

= (I-GCyP;,_,(I- CL(G))") + GiRL(G))"

= Pl — GiCPl,, — Pi, CL(GY)T

+G(CyPy ., Cr +R)(GY)"
= (I-GiCy)Ppy 1 (*315)
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Bei (%315) handelt es sich um das traditionelle Resultat der "Standard’-
Kalman-Filter-Theorie fiir die minimale Fehlerkovarianz. Demnach impliziert
letztere Herleitung, dass sich aus dem Ensemble-Kalman-Filter fiir unendli-
che Ensemblegrofe im Grenzwert das selbe Resultat wie aus dem "Standard™-
Kalman-Filter ergibt.

Die Herleitung zeigt auch, dass es notwendig ist die Beobachtungen vy als
Zufallsvariablen zu wihlen, um die obige Darstellung der Fehlerkovarianzma-
trix

Ry =m" = (Vi = Vi) (Vig = Vi)T

zu erhalten.

In (*315) kann eine Fehlerkovarianzmatrix von vollem Rang verwendet wer-
den, doch der Ersatz der Kovarianzmatrix durch ein Ensemble fiihrt zu einer
Ausléschung in der vorletzten Zeile von (x315). Es ergibt sich also:

GL(CrPy 1 Ck + RY)(GR)"
= GL(CiPL 1 Ci + Ri)(CrPy ., Cp + RY)T'CrPy
= GLCWP, 1. (*3.16)
Demnach wird die Verwendung einer Fehlerkovarianzmatrix von niedrigerem
Rang fiir vorteilhaft erklart. Die Griinde fiir die restlichen kleineren Unge-
nauigkeiten werden in [9] beschrieben. Fiir endliche Ensemblegrofe werden

zum Beispiel durch die in obiger Bemerkung eingefiihrten Approximation,
Fehler verursacht.

In der soeben beschriebenen Herleitung wird die Existenz der Inversen im
Kalman-Gain angenommen. Die Herleitung gilt jedoch auch dann, wenn die
Matrix in der Inversion von niedrigerem Rang ist.

Die Inverse in (*313) kann dann durch die Pseudoinverse ersetzt werden. Das
Kalman-Gain kann dann wie folgt geschrieben werden:

Gi = P{, ,Cl(C/P}, ,CL +R).  (xa7)

Ist die Matrix in der Inversion von vollem Rang, so ist (%3 17) identisch mit
(*3.13). Nach Verwendung von (x317) wird die obige Herleitung (x316) zu

GL(CiPy 1 Ch + RY)(GR)'
= Pii1Cr(CiPr, G + R (CP,, G + RY)
(CrPf 11 Ck + RE)TCiPL
P i1 Ci (ChPy 1 Gk + R TGPy
G CiPi 1

wobei die Eigenschaft YT = YTYY™ der Pseudoinversen verwendet wird.
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Kapitel 4

Anwendungen in der
hydrometeorologischen
Datenverarbeitung

4.1 Uberblick

Abschnitt 4.2 beschiftigt sich mit einer hydrometeorologischen Anwendung
der Wiener-Filter-Theorie. Wie in [27] und [26] beschrieben, wird ein Wiener-
Filter zur Vorhersage von Wasserabflussmengen von Fliissen verwendet. Diese
Vorhersagen werden zur Hochwasservorhersage eingesetzt. Unter Beriicksich-
tigung von |6] wird der Ablauf eines Vorhersagemodells kurz beschrieben.
In 4.3 wird ein Wasserabflussmodell mit linearem Wasserabfluss vorausge-
setzt. In diesem Modell sind die Bedingungen fiir den Einsatz eines
"Standard”-Kalman-Filters erfiillt. Dieser wird in 4.3.1 unter Zuhilfenahme
von [15] und [4] beschrieben. 4.3.2 zeigt wie dasselbe Problem durch die Ver-
wendung der Ensemble-Kalman-Filter-Theorie behandelt wird. Ebenso wer-
den in diesem Unterabschnitt die Filterperformances des "Standard”Filters
und des Ensemble-Filters fiir dieses spezielle Beispiel direkt miteinander ver-
glichen [15].

In Abschnitt 4.4 wird die Verwendung der Kalman-Filter-Theorie bei der
Schitzung des Bodenwassergehalts gezeigt. In dem in [22] und [21]| durch-
gefithrten Versuch werden das Erweiterte- und das Ensemble-Kalman-Filter
zur Assimilation von Messdaten verwendet. In 4.3.1 wird das im Gegensatz
zu Abschnitt 4.2 nun nichtlineare Modell beschrieben. Unterabschnitt 4.3.2
enthélt die aus dem Experiment gewonnenen Ergebnisse fiir das Erweiterte-
bzw. das Ensemble-Filter. Auch die Filterperformances fiir dieses Beispiel
werden wieder in einen direkten Vergleich gestellt.
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4.2 Vorhersage von Wasserabflussmengen
von Fliissen mit Hilfe der Wiener-Filter-
Theorie

Kurzzeitprognosen von Wasserabflussmengen von Fliissen spielen eine wich-
tige Rolle sowohl fiir den Ablauf von Wasserwirtschaftsystemen, als auch fiir
Hochwasserwarnsysteme. In [27] und [26] wird die Verwendung der Wiener-
Filter-Theorie in der Analyse eines hydrologischen Systems behandelt. Mit
Hilfe eines Wiener-Mehrkanal-Filters werden Wasserstinde an Messstatio-
nen, in diesem speziellen Fall entlang des Rheins, vorhergesagt. Das deutsche
hydrologische Bundesinstitut in Koblenz berechnet mit Hilfe der Filtertheorie
Wasserstandsvorhersagen fiir 16 Messstellen entlang des Flusses. Die einzel-
nen Wasserstande werden alle 6 Stunden an allen Pegelstationen, also nicht
nur an den zuvor erwdhnten Vorhesagepegeln, gemessen. Das verwendete Mo-
dell bené6tigt als Input die jeweiligen 6-Stunden-Differenzen der gemessenen
Pegelstinde bzw. die Wasserabflusswerte an den Messstellen des Wasserein-
zugsgebiets des jeweiligen Vorhersagepegels.

An den insgesamt 16 Vorhersagestellen des Rheins werden die Wassersténde
in 6,12, 18 , 24, 30 und 36 Stunden vorhergesagt. Die Messwerte der einzelnen
Pegelstationen werden tiglich um 5.00, 11.00, 17.00 und 23.00 Uhr abgelesen.
Die Vorhersagen sind eine Stunde nach der Abfrage der Pegelstéinde bekannt.

Der Ablauf des Vorhersagemodells kann, in groben Ziigen, in folgenden
Schritten beschrieben werden [6]:

1. Ablesen der Wasserstinde aller Pegel.
2. Dateneingabe
3. Berechnung der Abflusswerte der letzten 6 Stunden

4. Berechnung der 6-Stunden-Differenzen der Wasserstinde und der Ab-
flusswerte der einzelnen Messstellen

5. Fiir jeden einzelnen Pegel wird nun eine Impulsantwortfunktion ange-
wendet, die jeweils unter Beriicksichtigung der 6-Stunden-Differenzen
der letzten 3 Tage gewichtet wird

6. Berechnung der Wasserstandsdifferenzen bzw. der Differenzen der Ab-
flussmengen der einzelnen Pegel in Bezug auf den Vorhersagepegel

7. Berechnung der Gesamtsumme der Wasserstandsdifferenzen bzw. der
Differenzen der Abflussmengen
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8. Addition der Gesamtdifferenzen zum aktuellen Wasserstand bzw. Ab-
flusswert

9. Vorhersage des Wasserstandes fiir ein Zeitmessungsintervall (in diesem
Fall 6 Stunden)

e Um Wasserstandsvorhersagen fiir das nédchste Zeitmessungsintervall
treffen zu konnen, muss mit dem soeben vorhergesagten Wert bei

Schritt 5 neu begonnen werden.

In [6] werden die fiir 6, 12, 18 und 24 Stunden vorhergesagten Wasserstén-
de mit den im Nachhinein gemessenen Werten verglichen. Dieser Vergleich
bestétigt die hohe Zuverlassigkeit des Vorhersagemodells. Zeitsegmente mit
auffillig grofen Abweichungen zwischen Vorhersage und Messung konnen
durch abrupten Wechsel des Wasserstandes erklart werden. Die maximalen
Differenzen bewegen sich zwischen ca. 10 cm (bei der 6-Stunden-Vorhersage)
und 20 cm (bei der 24-Stunden-Vorhersage).

Da dieses Anwendungsbeispiel wie es in [27], |26] und |6] beschrieben wird,
eher fiir einen Hydrologen als fiir einen Mathematiker interessant erscheint,
wird nun nicht mehr weiter darauf eingehen.

4.3 Ein lineares Wasserabflussmodell

4.3.1 Die Verwendung des "Standard”-Kalman-Filters

Da die fiir Hochwasserprognosen notwendigen Messungen von Wasserstianden
und deren Umrechnung in Durchfliisse immer wieder Ungenauigkeiten bein-
halten, wird das Kalman-Filter zur optimalen Zustandsschitzung eingesetzt.
Ziel ist es eine moglichst genaue Vorhersage zu treffen. Durch die Verbindung
der Modellergebnisse mit den Messdaten unter Abwagung der jeweils einge-
tragenen Unsicherheiten wird der Prognosefehler moglichst klein gehalten. In
dem unten angefiihrten Beispiel kann, da mit der Linearitit des verwende-
ten Modells alle Voraussetzungen erfiillt sind, das "Standard”-Kalman-Filter
verwendet werden. Durch die Kombination unsicherer Grofsen soll die Ge-
samtunsicherheit reduziert und anschliefend Datenassimilation durchgefiihrt
werden [15].

Den Modelleingangsgréfsen aus Abschnitt 3.2 werden nun gemessene Gréfsen
zugeordnet. Es handelt sich dabei beispielsweise um Messwerte von Nieder-
schlag, Verdunstung, usw.. x; beschreibt die Schatzwerte des Abflusses zum

47



Zeitpunkt k. Es wird angenommen, dass die Unsicherheiten aus den Model-
leingangsgrofen stammen.

In der Beobachtungsgleichung
v = CpXy + 1,

handelt es sich nun bei v, um Durchflussmengen. Zur Erinnerung sei be-
merkt, die Matrix Cj beschreibt Beziehung zwischen Beobachtungen und
Zustandsgrofen des Modells und bei 7, handelt es sich um einen zufalligen
Fehler mit Beobachtungsvarianz Ry, der klarerweise die Unsicherheit der Be-
obachtung darstellt.

Im Kalman-Filter wird nun der aktualisierte Schitzwert des Abflusses Xy,
als Linearkombination des Schitzwertes der Abflussvorhersage Xy ,—; und der
Abflussmessung v, dargestellt:

Xk = Xpfh—1 + Gr(vie — CrXpji—1),
wobel es sich bei
G =Py 1Cl(CyPrix1CL + Ry) !

wieder um das Kalman-Gain handelt. Py ;_; bezeichnet wie schon in 3.2.3
die a priori Schatzvarianz.

Die aktualisierte a posteriori Schitzvarianz ergibt sich, wie schon im theore-
tischen Teil der Arbeit iiber das "Standard”-Kalman-Filter, zu

Pk,k = (I - chk)Pk,k)717

(vgl. mit den Kalman-Filter-Gleichungen S.38 und [4] S.42).
Neben [4] diente [15] als Quelle fiir diesen Abschnitt.

4.3.2 Ein Vergleich zwischen der Verwendung des
”Standard”-Kalman-Filters und des Ensemble-
Kalman-Filters

Im Gegensatz zum "Standard”™Kalman-Filter werden, wie schon in Abschnitt
3.4 beschrieben, beim Ensemble-Kalman-Filter die statistischen Eigenschaf-
ten des Schitzwertes des Abflusses durch ein Ensemble von moglichen Schétz-
werten dargestellt. Dieses Ensemble von Abflussschitzwerten wird mit einem
Ensemble von Modelleingangsgrofen ermittelt. Die nun erhaltenen Schétz-
werte haben somit auch die passenden Schitzvarianzen.
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Die deduktive Schitzung des Abflusses ist nach 3.4 gegeben durch

N

. - 1

Xklk = Xklk = N E Xk|k
i=1

(vgl. hierzu die Bemerkung nach (x317) tiber endliche Ensemblegrofe).

Wie schon im theoretischen Teil der Arbeit iiber den Ablauf des Ensemble-
Kalman-Filters gezeigt, wird jedes Ensemblemitglied &};m aktualisiert und
basierend auf diesem Wert werden die Schétzwerte Xj,—; und die entspre-
chende Schéitzvarianz ermittelt.

In [15] werden die Rechenergebnisse fiir die Assimilation des Abflusses aus
einem einfachen Linearspeicher mittels "Standard”-Kalman-Filter und
Ensemble-Kalman-Filter verglichen. Das behandelte Modell ist von der Form

X1 = § - X,

wobei £ = 0,9 gilt.

Es wurden bei der Anwendung des Ensemble-Kalman-Filters zur Beschrei-
bung der statistischen Schatzwerte 10 bzw. 100 Ensemblemitglieder gew&hlt.
Fiir die Modell- und die Beobachtungsvarianz wurde fiir dieses Beispiel je-
weils der Wert 0,5 (m/s)? angenommen. Anhand diskreter Abflussbeobach-
tungen, die zur Veranschaulichung der Methode nicht fiir jeden Berechnungs-
zeitschritt zur Verfiigung stehen, wird die Datenassimilation durchgefiihrt.

Die Schitzung des Anfangswertes der Zustandsgrofe, also des Abflusses, be-
tragt 1 m® mit Fehlervarianz 2,5 (m/s)?. Es wird nun Schritt fiir Schritt das
"Standard”- bzw. das Ensemble-Kalman-Filter angewendet.

Bei beiden Algorithmen wachst, durch den Eintrag zusdtzlicher Modellun-
sicherheiten, die Funktion der Schitzvarianz solange an, bis ein beobachte-
ter Abflusswert vorhanden ist. Die Korrektur mittels der Anwendung des
"Standard”- bzw. des Ensemble-Kalman-Filters bewirkt dann eine plotzli-
che Verringerung der Schétzvarianz. Aufgrund der Unsicherheiten steigt die
Funktion danach wieder bis zum Moment der ndchsten Nachbesserung.

Der zeitliche Verlauf der Schatzvarianz bildet beim "Standard”-Kalman-Filter
eine Ségezahnkurve, wobei die Steigung der Funktion zwischen zwei Messwer-
ten von der eingetragenen Modellunsicherheit bei jedem Berechnungsschritt
abhéngig ist. Die Unsicherheit wird durch die gewéhlte Modellvarianz be-
stimmt.

Beim Ensemble-Kalman-Filter spielt klarerweise die Wahl der Ensemblegrofie
eine wichtige Rolle fiir die Entwicklung der Schéatzvarianzen. Mit einer Gro-
fse von 10 Ensemblemitgliedern gibt es deutliche Unterschiede im Vergleich
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der Varianzwerte zwischen "Standard”- und Ensemble-Kalman-Filter. Diese
verringern sich aber deutlich durch die Erh6hung der Ensemblegréfie auf 100
Realisationen. Je hoher die Anzahl an Ensemblemitgliedern bei der Ausfiih-
rung des Algorithmuses, desto besser werden die statistischen Eigenschaften
der Schitzvarianz angendhert.

Im Gegensatz zu den Schétzvarianzen weichen die Ergebnisse fiir die Da-
tenassimilation mit "Standard”Kalman-Filter und Ensemble-Kalman-Filter
beim Verlauf der Zustandsgrofen nur geringfiigig voneinander ab. Auch der
Unterschied zwischen den Ensemblegrofen (10 bzw. 100 Mitglieder) ist nur
geringfiigig. Abweichungen in der Schétzvarianz wirken sich dabei auf die
Gewichtung zwischen Modellergebnis und Messung aus. Dies geschieht aber
ebenfalls nur in einem sehr geringen Maf.

Durch die soeben beschriebene Anwendung wird gezeigt, dass fiir die Schét-
zung der Zustandsgréfien mittels Ensemble-Kalman-Filter-Theorie, schon mit
einer Ensemblegrofe von 10 Realisationen sehr gute Ergebnisse erzielt werden
kénnen.

Bemerkung: Abschliefend sei nochmals darauf hingewiesen, dass der Ver-
gleich zwischen "Standard”-Kalman-Filter und Ensemble-Kalman-Filter nur
aufgrund der Linearitit des gewahlten Modells moglich ist.

4.4 Schatzung des Bodenwassergehalts

In [22] und [21] werden das Erweiterte- bzw. das Ensemble-Kalman-Filter
zur Schitzung des Bodenwassergehalts angewendet. Die Aufgabe der Filter
in dem durchgefiihrten Experiment ist die Assimilation von Daten die durch
Messungen des oberflichennahen Wassergehalts gewonnen werden.

4.4.1 Modellbeschreibung

Die Filtertheorie wird nun im Gegensatz zum vorhergehenden Abschnitt auf
ein nichtlineares Modell angewendet. Es wird das sogenannte Catchment Mo-
del, wie es in [16] beschrieben wird, verwendet. Hierbei handelt es sich um
ein Modell, das die Bodenoberflichen eines Gebiets und deren hydrologische
Eigenschaften beschreibt.

Es werden das Gesamtbodenwasserdefizit, die Bodenwasseriiberschiisse der
Bodenoberfliche (2 cm Tiefe) und der Wurzelschicht (1 m Tiefe) als Varia-
blen verwendet. Mit Hilfe dieser Variablen werden Bodenwasserwerte diagno-
stiziert.
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Bemerkung: Beim Gesamtbodenwasserdefizit handelt es sich um den Abso-
lutwert des benotigten Wassers, das zur vollstandigen Séttigung des Bodens
benotigt wird. Die Bodenwasseriiberschiisse beschreiben die Abweichungen
von einem ausgeglichenen Bodenwasserhaushalt.

Das nichlineare Modell kann durch Zusammenfassen der Variablen zum Zeit-
punkt & in den Zustandsvektor x;, formuliert werden (bei den Variablen han-
delt es sich in diesem Fall um die Variablen der Bodenwasseriiberschiisse und
der Defizite):

Xpr1 = fi(xn) + &

wobei der nichtlineare Operator fi(-) deterministische Daten wie z.B. den
beobachteten Niederschlag beinhaltet.

Unsicherheiten verursacht durch das Aufstellen der Modellgleichung, bzw.
Fehler die durch Beobachtung der Daten entstehen, werden durch den Feh-
lerterm &, ausgedriickt.

Durch aneinanderfiigen aller Beobachtungsdaten vom Zeitpunkt k zum Vek-
tor vi wird die Gleichung

vi = Cipxy, + 7k

erhalten. Zur Vereinfachung wird hierbei ein lineares Verhiltnis angenom-
men.

Der Operator Cj, beschreibt den Zusammenhang zwischen den Zustiinden
(in diesem Fall den Variablen des Bodenwasseriiberschusses bzw. des Bo-
denwasserdefizits) und den gemessenen Variablen (also den Variablen des

oberflaichennahen Wassergehalts). Beim Term 7, handelt es sich wieder um
den Fehler.

Es sei wieder angenommen, dass die Zufallsvariablen &, bzw. 7, mittelwertfrei
sind und es sich bei deren Kovarianzen um Qj bzw. R, handelt. Dariiber
hinaus seien die beiden Fehlervariablen wieder unkorreliert und white.

Weiters sei noch erwihnt, dass es sich bei den im Experiment verwendeten Be-
obachtungen um sogenannte synthetische Beobachtungen handelt. Diese wer-
den aus "wahren” Messwerten durch Hinzufiigen von zufélligen Messfehlern
erhalten. Da die Filterperformance aber sehr stark von den Fehlerparametern
abhéngt, miissen diese sehr gewissenhaft gewihlt werden. Um einen fairen
Vergleich zwischen dem Erweiterten- und dem Ensemble-Kalman-Filter zu
ermoglichen, werden die fiir den jeweiligen Filter vorteilhaftesten Parameter
verwendet.
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4.4.2 Versuchsergebnisse

Um die Leistungen der Filter vergleichen zu kénnen, werden die tatséchlichen
Fehler betrachtet. Es handelt sich dabei um die Differenzen der Bodenwasser-
werte die durch ein Kontrollexperiment erhalten werden und der Schitzwerte
des Erweiterten- bzw. Ensemble-Kalman-Filters. Aufféllig ist, dass die Fehler
fiir die Bodenoberfliche verhiltnismékig grof sind. Dies ist aber nicht von
den Filterperformances verursacht, sondern auf die gewéhlten Assimilations-
abstinde von 3 Tagen zuriickzufiihren. Klarerweise kénnen auf diese Weise
die an der Bodenoberfliche nur kurzzeitig auftretenden Variablen nicht zu-
frieden stellend beachtet werden. Um eine bessere Qualitit der Schiatzung
an der Bodenoberfliche zu erreichen miisste die Datenassimilation haufiger
durchgefiihrt werden.

Im Unterschied zur Bodenoberfliche ist die im Experiment verwendete Hiu-
figkeit fiir tiefere Bodenschichten ausreichend. Diese Tatsache ermoglicht
einen fairen Vergleich zwischen den beiden Filtermethoden:

Der rechnerische Aufwand des Ensemble-Kalman-Filters ist natiirlich stark
von der gewéhlten bzw. notwendigen Ensemblegrofe abhéngig. Fiir das er-
weiterte Kalman-Filter kann aus dem numerischen Integrationschema ein
Rechenaufwand abgeleitet werden, der ungefihr dem des Ensemble-Kalman-
Filters mit m + 1 Ensemblemitliedern entspricht. Bei m handelt es sich hier-
bei um die Anzahl der artunterschiedlichen Zustandsvariablen. In diesem
Fall ist wie oben beschrieben m = 3. Der Rechenaufwand des erweiterten
Kalman-Filters entspricht also dem des Ensemble-Kalman-Filters mit einer
Ensemblegrofse von 4 Mitgliedern.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die beiden Filtermethoden fiir
vergleichbare Aufgaben in etwa gleich aufwéndig sind.

Es stellt sich nun die Frage, ab welcher Ensemblegréfe das Ensemble-Kalman-
Filter zufrieden stellende Ergebnisse liefert. Vergleiche mit dem erweiterten
Kalman-Filter zeigen, dass bei 4 Ensemblemitgliedern die tatséchlichen Feh-
ler gleich bzw. bei mehr als 4 Mitgliedern kleiner sind. Die Fehler des
Ensemble-Kalman-Filters dndern sich mit der Ensemblegréfe aber nur ge-
ringfiigig und Konvergenz wird schnell erreicht. Diese schnelle Konvergenz
ist auf die sehr geringe Groke des Zustandsvektors zuriickzufithren. Die An-
zahl von nur 3 Freiheitsgraden (die 3 Uberschuss- bzw. Defizitvariablen) er-
moglicht es, trotz einer kleinen Anzahl an Ensemblemitgliedern, sehr gute
Ergebnisse zu erreichen.

Werden anstelle der oben beschriebenen tatséchlichen Fehler nun die Ko-
varianzen betrachtet, fallt auf, dass das Ensemble-Kalman-Filter nun mehr
Ensemblemitglieder bendtigt um zufrieden stellende Ergebnisse zu erzielen.
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Versuche mit einer Ensemblegrofe von 10 oder weniger sind noch zu unge-
nau, doch die Fehler mit bereits 20 Mitgliedern sind klein genug und kom-
men denen mit 500 Ensembles schon sehr nahe. Da die notwendige Grofe
des Ensembles durch die Genauigkeit der Beobachtungen stark beeinflusst
wird, konnen auf diesem Weg Ensemblemitglieder "eingespart” werden. Die
Annahme genauerer Messungen wiirde zum Beispiel eine Aufwertung des
500-Mitglieder-Ensemble-Kalman-Filters bedeuten.

Ein weiters Instrument um die Filterperformance zu beurteilen ist die Aus-
wertung der Innovationsfolge. Diese Methode ist von grofer Bedeutung, da es
fiir ihren Einsatz nicht notwendig ist die zuvor aus einem Kontrollexperiment
erhaltenen "wahren” Bodenwasserwerte zu kennen.

Die Innovationsfolge

zp = Vi — CrXpp—1

beschreibt den Unterschied zwischen den aktuellen Beobachtungen und der
Vorhersage. Ist das Problem linear, handelt es sich bei z; um eine Gaufl “sche
white noise Folge mit Kovarianz E(zzi ) = CyPy—1C{ + Ry.

Diese fiir die Filter einfach zu produzierenden Terme werden nun normali-
siert und mit der Standardnormalverteilung N (0, 1) verglichen. Der Vergleich
zeigt, dass die normalisierten Innovationen etwas weiter sind, wodurch eine
Unterschatzung der aktuellen Kovarianzen wiedergegeben wird. Der Grund
dafiir ist, dass die benutzten Modellfehler die Ungewissheiten der im Expe-
riment verwendeten Parameter nicht vollstiandig widerspiegeln kénnen.

Das erweiterte Kalman-Filter und das Ensemble-Kalman-Filter unterschei-
den sich vor allem darin, wie die Fehlerkovarianzen fortgepflanzt werden. Zur
Erinnerung, die Fortpflanzung des erweiterten Kalman-Filters kann aus

T

Ofn 1 /m Ofit /n
P = a,{i_ll (Xp—1) } Pi_1r1 [ 3,{2_1 (Xk—1)

+H; 4 (ik—1)Qk—1HZ—1 (Xk—1),

die des Ensemble-Kalman-Filters aus

Prr1 = Ripp—1 — Xp—1) (Rp—1 — Xpjp—1) T

abgelesen werden.
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Bemerkung : Bei diesem Experiment wurde beim erweiterten Filter der
Einfachheit halber

T
Ofp1 /4 Ofu_1 /n
Pk,k—l = [ a,f(];i (Xk—l) ]Pk—l,k—l [ aiz,ll (Xk—1) ]

+Qr—1

verwendet.

Die Tatsache der unterschiedlichen Fehlerfortpflanzung verursacht natiirlich
auch Unterschiede zwischen den Fehlerkovarianzen der Filter. Wahrend die
Fehlerstandardabweichung des Bodenoberflichenwasseriiberschusses beim
Ensemble-Filter sehr rasch schwankt, ergeben sich beim anderen Filter am
Anfang des Experiments weitaus gliattere Schwankungen. Dies ist darauf zu-
riickzufiihren, dass beim erweiterten Kalman-Filter jedes Mal ein konstan-
ter Modellfehler Q hinzugefiigt wurde. Im Gegensatz dazu wurden beim
Ensemble-Kalman-Filter die Fehler als Reaktion auf die aktuellen Vorher-
sagekonditionen hinzugefiigt.

Zusatzlich zu den Fehlerstandardabweichungen erzeugen die Filter noch Feh-
lerkorrelationen zwischen den Zustdnden und den gemessenen Variablen, al-
so in diesem Fall dem oberflichennahen Wassergehalt. Diese Korrelationen
kénnen aus den nicht-Diagonalelementen der Matrix P und dem Operator
C (beim Erweiterten-Kalman-Filter), oder direkt aus dem Ensemble (beim
Ensemble-Kalman-Filter) abgeleitet werden.

Erwartungsgemaf ist die Fehlerkorrelation zwischen Bodenoberflichenwas-
seriiberschuss (bzw. Wurzelschichtwasseriiberschuss) und Oberflichenwasser-
gehalt meistens positiv. Im Falle der Bodenoberfliche ist die Korrelation

sprunghafter.

Abschliefsend sei bemerkt, dass beide Filter ein geeignetes Hilfsmittel zur Bo-
denwasserschiatzung darstellen. Aufgrund seiner Robustheit und Flexibilitat
hat das Ensemble-Filter den Vergleich mit dem Erweiterten-Kalman-Filter
fiir sich entschieden.

24



Literaturverzeichnis

1]

2]

3]
[4]

[5]
(6]

7]

8]

9]

[10]

[11]

[12]

BURGERS, G.P.; van LEEUWEN, P.J.; EVENSEN, G.: Analysis Scheme
in the Ensemble Kalman Filter. - Monthly Weather Review, 126: 1719-1724,
1998.

CATLIN, D.E.: Estimation, Control, and the Discrete Kalman Filter. - Sprin-
ger, New York, 1989.

CHONAVEL, T.: Statistical Signal Processing. - Springer, London, 2002.

CHUI, C.K.; CHEN, G.: Kalman Filtering with Real-Time Applications. -
Springer, Berlin, Heidelberg, 1991.

DOOB, J. L.: Stochastic processes. - J. Wiley & Sons, New York, 1953.

ENGEL, H.: Flood warning and operational flood forecasting in the German
part of the Rhine River basin. - Destructive Water: Water-Caused Natural
Disasters, their Abatement and Control, TAHS Publ. no. 239, 1997.

EVENSEN, G.: Sequential Data Assimilation with a Nonlinear Quasi-
Geostrophic Model using Monte Carlo Methods to Forecast Error Statistics.
- Journal of Geophysical Research, 99: 10,143-10,162, 1994.

EVENSEN, G.: The Ensemble Kalman Filter: Theoretical Formulation and
Practical Implementation. - Ocean Dynamics, 53: 343-367, 2003.

EVENSEN, G.: The Ensemble Kalman Filter for Combined State and Pa-
rameter Estimation: Monte Carlo Techniques for Data Assimilation in Large
Systems. - preprint, 2009.

HOFBAUER, F.: Stochastische Prozesse. - Skriptum zur Vorlesung, 2002.

KALMAN, R.E.: A New Approach to Linear Filtering and Prediction Pro-
blems. - Transactions of the ASME-Journal of Basic Engineering, 82 (Series
D): 35-45, Baltimore, 1960.

KALMAN, R.E.; BUCY, R.S.: New Results of Linear Filtering and Prediction
Problems. - Journal of Basic Engineering 83: 95-108, 1961.

29



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]
[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

KAY, S.M.: Fundamentals of Statistical Signal Processing, Estimation Theory.
- Prentice Hall PTR, New Jersey, 1993.

KOHLER, B.-U.: Konzepte der statistischen Signalverarbeitung. - Springer,
Berlin, Heidelberg, 2005.

KOMMA, J.; BLOSCHL, G.; RESZLER, C.: Nachfiihrung mittels Ensemble-
Kalmanfilter. - Wiener Mitteilungen Band 199: Hochwasservorhersage - Er-
fahrungen, Entwicklungen & Realitdt, Wien, 2006.

KOSTER, R.D.; SUAREZ, A.; STIEGLITZ, M.; KUMAR, P.: A catchment-
based Approach to Modeling Land Surface Processes in a general Circulation
Model. I: Model Structure. - Journal of Geophysical Research, 105, 24,809-
24,822, 2000.

LERCH, R.: Elektrische Messtechnik. - Springer, Berlin, Heidelberg, 2007.

MOSCHYTZ, G.S.; HOFBAUER, M.:Adaptive Filter: Eine Einfiihrung in die
Theorie mit Aufgaben und MATLAB-Simulationen auf CD-ROM. - Springer,
Berlin, Heidelberg, 2000.

PAPOULIS, A.: Signal Analysis. - McGraw-Hill Book Company, 3rd printing,
1986.

POULARIKAS, A.D.; RAMADAN, Z. M.: Adaptive Filtering Primer with
Matlab. - CRC Press, Taylor & Francis Group, Boca Raton, 2006.

REICHLE, R.H.; McLAUGHLIN, D.; ENTEKHABI, D.: Hydrologic Data
Asgsimilation with the Ensemble Kalman Filter. - Monthly Weather Review,
Volume 130: 103-114, 2001.

REICHLE, R.H.; WALKER, J.; KOSTER, R.D.; HOUSER, P.R.: Extendend
versus Ensemble Kalman Filtering for Land Data Assimilation. - Journal of
Hydrometeorology, Volume 3: 728-740, 2002.

RUYGAART, P.A.; SOONG, T.T.: : Mathematics of Kalman-Bucy Filtering.
- Springer, Heidelberg, New York, Tokyo, 1985.

WENDEMUTH, A.: Grundlagen der digitalen Signalverarbeitung, Ein ma-
thematischer Zugang. - Springer, Berlin, Heidelberg, 2005.

WIENER, N.: Extrapolation, Interpolation and Smoothing of Stationary Ti-
me Series. - The Technology Press of The Massachusetts Institute of Techno-
logy and John Wiley & Sons, Inc., New York, 4th printing, London, 1960.

WILKE, K.: Principles of hydrological forecasting by multichannel Wiener
filtering. - Mathematical Models in Hydrology and Water Resources System,
Bratislava, 1975.

o6



[27] WILKE, K.; BARTH, F.: Operational River-Flood Forecasting by Wiener
and Kalman Filtering. - Hydrology for the water Management of Large River
Basins (Proceedings of the Vienna Symposium), 1991.

[28] WINKLER, G.: Stochastische Prozesse in der statistischen Modellierung. -
GSF-Forschungszentrum fiir Umwelt und Gesundheit GmbH - IBB-Institut
flir Biomathematik und Biometrie, Oberschleifsheim, 2000.

57



o8



Anhang A

Zusammenfassung

Die Wiener-Filter-Theorie wurde erstmals 1960 in dem von Norbert Wie-
ner verfassten Artikel "Extrapolation, Interpolation and Smoothing of Sta-
tionary Time Series” [25] vorgestellt. Das Schétzfilter zur Stérungsunter-
driickung von Signalen bildet den ersten Hauptteil dieser Arbeit. Einfiihrend
wird die Funktionsweise des Filters erklart. Dazu zéhlen die Berechnung
des Schitzfehlers und der Filterkoeffizienten, die Behandlung der Wiener-
Hopf-Gleichung und die Wiener-Losung. Weiters werden die wichtigen An-
wendungsgebiete Signalglattung, Rauschentfernung und Signalpradiktion ge-
zeigt. Bei der Glattung wird aus dem durch Rauschen 7(k) gestorten Ein-
gangssignal z(k) = f(k) +n(k) mit k = 0,---, M die Schitzung des Nutz-
signals f(k), aus den Daten x(0),---,z(M) berechnet. Im Gegensatz zur
Filterung ist es erlaubt zukiinftige Daten zu verwenden. Bei der Filterung
wird nur mit Hilfe der vergangenen und aktuellen Daten das Signal vom
Rauschen getrennt. Ziel der Pridiktion ist es, ein Signal x(M + 1) fiir [ > 1

aus x = [ 2(0) --- x(M) ]T zu schitzen. Im Anschluss an die Anwendun-
gen wird das Wiener-Filter fiir kontinuierliche Zeit beschrieben. Es wird die
kausale und die nicht-kausale Losung gezeigt.

Bei dem von Rudolf Kalman in A New Approach to Linear Filtering and
Prediction Problems” [11] vorgestellten Kalman-Filter handelt es sich um ei-
ne Verallgemeinerung des Wiener-Filters. Einfiihrend in die Theorie wird das
Kalman-Filter fiir lineare Systeme ausfiihrlich erklart. Es werden die Innova-
tionsfolge, die den Unterschied zwischen den aktuellen Beobachtungen und
der Vorhersage ausdriickt und der Minimum-Varianz-Schitzer beschrieben.
Ein weiterer Abschnitt beschiftigt sich mit der Herleitung der Kalman-Filter-
Gleichungen. Die wohl wichtigste Variante des Filters ist das Erweiterte-
Kalman-Filter, mit dem es auch moglich ist Zustdnde nichtlinearer Systeme
zu schétzen. Es wird hierbei das nichtlineare Problem durch ein lineares gena-
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hert. Bei dem 1994 von Geir Evensen in "Sequential Data Assimilation with a
Nonlinear Quasi-Geostrophic Model using Monte Carlo Methods to Forecast
Error Statistics” |7] vorgestellten Ensemble-Kalman-Filter handelt es sich um
eine Alternative zum traditionellen und insbesondere auch zum Erweiterten-
Kalman-Filter. Bei diesem Filter werden die statistischen Eigenschaften der
Schitzwerte durch ein Ensemble von moglichen Schitzwerten dargestellt.

Der praktische Teil der Arbeit befasst sich mit hydrometeorologischen An-
wendungen der zuvor beschriebenen Theorien. Es werden die Verwendung des
Wiener-Filters zur Vorhersage von Wasserabflussmengen von Fliissen und der
Einsatz der Kalman-Filter-Theorie in einem linearen Wasserabflussmodell
und zur Schitzung des Bodenwassergehalts gezeigt. Vergleiche zwischen den
Performances der Unterschiedlichen Kalman-Filter-Varianten werden eben-
falls durchgefiihrt. Im linearen Wasserabflussmodell wird das Filter fiir lineare
Systeme dem Ensemble-Filter gegeniibergestellt. Bei der Schitzung des Bo-
denwassergehalts wird das Erweiterte- mit dem Ensemble-Filter verglichen.
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Anhang B

Abstract

The Wiener-Filter-Theory has first been explained in an article by Norbert
Wiener ("Extrapolation, Interpolation and Smoothing of Stationary Time Se-
ries” [25]) and presents the first part of this master s thesis. The introduction
of the chapter deals with the functionality of the filter, which includes the
calculation of estimation errors and filteringcoefficients, the handling with
the Wiener-Hopf-Equation, and the Wiener-Solution. Additionally, the most
important fields of application as smoothing, filtering and signal prediction
are shown. For smoothing, f(k) is to be estimated for k£ = 0, ---, M based in
the data set x(0),-- -,z (M), where z(k) = f(k)+n(k). With smoothing it is
allowed to use future data, in contrast to filtering, where the signal sample is
estimated based on the present and past data only. The objective of predicti-
on is to estimate a signal (M +1) for l > 1 fromx = [ z(0) --- (M) ]T.
The explanation of applications is followed by a discription of the Wiener-
Filter for continuous time, which is includes a demonstration of causal and
noncausal estimation.

In "A New Approach to Linear Filtering and Prediction Problems” [11| by
Rudolf Kalman the Kalman-Filter , which describes a generalization of the
Wiener-Filter, is introduced. In the current thesis, the Kalman-Filter for
linear systems is explained comprehensively. A description for the innova-
tions sequence, that expresses the difference between current observations
and predictions, and the Minimum-Variance-Estimator is given. The subse-
quent paragraph deals with the derivation of Kalman-Filter-Equations. The
Extended-Kalman-Filter is supposed to be the most important variation of
this filter and allows to estimate states of nonlinear systems. In this connec-
tion the nonlinear problem is approximated by a linear one. In an article
published 1994 by Geir Evensen, "Sequential Data Assimilation with a Nonli-
near Quasi-Geostrophic Model using Monte Carlo Methods to Forecast Error
Statistics” [7], the Ensemble-Kalman-Filter, that presents an alternative to
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the traditional and the Extended-Kalman-Filter, is introduced. In this ver-
sion of Kalman-Filter the statistical properties of the estimation values are
shown by an ensemble of possible estimation values.

The empirical part of the thesis is about hydrometeorological applications of
the above-mentioned theories. The usage of Wiener-Filter for the prediction
of discharge of rivers and the application of the Kalman-Filter-Theory in a
linear discharge-model and for soil moisture estimation are shown. Another
important point is the comparison between single performances from different
Kalman-Filter-variants, which is also discussed. In the linear discharge-model
the Filter of linear systems is contrasted with the Ensemble-Filter. For soil
moisture estimation, the Extended-Filter is compared to the Ensemble-Filter.
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