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EINLEITUNG

Viele Menschen mochten, nach ihrer Ausbildung, moglichst wenig mit Mathematik
konfrontiert werden. Dabei geht es einerseits um die so genannte Schulmathematik,
andererseits auch um das Rechnen an sich. Das Thema ,Kopfrechnen“ ist hierbei keine
Ausnahme. Ich mochte mit dieser Arbeit einerseits aufzeigen, dass aber genau dieses
Gebiet der Mathematik sehr nitzlich fir den Alltag sein kann und Methoden erldutern,
die moglichst schnell und einfach verwendet werden kénnen. Andererseits moéchte ich
auch kurz darauf eingehen, welche Areale im Gehirn im Wesentlichen daran beteiligt

sind und welche Anforderungen erfiillt werden missen.

Beim Kopfrechnen geht es nicht darum Rechenoperationen, wie ein Taschenrechner,
in Sekundenschnelle und auf eine bestimmte Kommastelle genau zu rechnen. Es geht
vielmehr um die Fahigkeit schnell und individuell zu einem Resultat zu gelangen, auch
wenn dieses vielleicht nur eine Anndherung ist. Man lernt mit der Zeit
GroRenordnungen einzuschatzen, Werte zu vergleichen und zu Uberschlagen. Diese
Fahigkeiten bringen nicht nur im schulischen oder beruflichen Bereich Beachtung auch

im privaten Umfeld kann man damit beeindrucken.

Ein Beispiel flir das konkrete Anwenden des Kopfrechnens ist der Preisvergleich von
Getranken in verschiedenen Literangaben oder ein schneller Uberschlag im

Supermarkt beim Einkaufen.

Selbst auf den ersten Blick schwierig erscheinende Multiplikationen kénnen im Kopf

problemlos berechnet werden. Ein Beispiel:
27-4=25-44+2-4=100+8 =108

Man zerlegt eine Rechnung in einige kleinere, einfachere Rechenschritte und kommt

so, schnell und leicht, zu einem Ergebnis.

Diese und auch einige andere Rechenstrategien mdchte ich in der folgenden Arbeit
darstellen.
Davor werden eine Beschreibung des Kopfrechnens und ein Uberblick iiber die

Entwicklung des Rechnens im Gehirn gegeben.

Eine Voraussetzung fir das Kopfrechnen ist es, vom ,Zahlenden Rechnen” hin zum

Rechnen zu gelangt. Dieser wichtige Entwicklungsschritt ist daher ein besonderes
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Thema, welches schon in der Grundschule aufgegriffen und daher auch in dieser Arbeit
behandelt wird. In diesem Zusammenhang werden auch variable mentale Bilder der

Zahl thematisiert. (Zum Beispiel: Wie kann ich mir die Zahl Sechs vorstellen?)



KOPFRECHNEN - EINE DEFINITION

Im Allgemeinen spricht man von ,Kopfrechnen”, wenn man mathematische Aufgaben
im Kopf lost, ohne dafiir Hilfsmittel (Taschenrechner, Papier, Stift,...) zu benutzen.
,Kennzeichnend fiir das Kopfrechnen ist die Ermittlung des Ergebnisses im Kopf, selbst
wenn die Aufgabe nicht in einem Schritt gelést werden kann, sondern die Zerlegung in
Teilaufgaben nétig ist[...]” (Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner, Rechnen lernen und

Flexibilitat entwickeln, Grundlagen - Forderung - Beispiele, 2018, S. 42)

Es kommen dabei verschiedene Techniken, wie zum Beispiel bestimmte
Rechengesetze, zum Einsatz. Das bedeutet, man bendétigt ein grundlegendes
Verstandnis von Zahlen, das man im Regelfall ab dem Beginn der Volkschule erlernt

und das intuitiv teilweise auch schon frither vorhanden ist.

Das Kopfrechnen ist eine wichtige Teildisziplin des nicht-algorithmischen Rechnens
(Greiler-Zauchner, 2017) und kann, empirischen Befunden folgend, in zwei Klassen

eingeteilt werden.

Die erste Klasse beschreibt zwei unterschiedliche Strategien beim Lésen von Aufgaben:

die Gedachtnisabruf-Strategie und die Berechnungs-Strategie.

Bei der ersten Strategie wird das Ergebnis einer Rechnung aus dem Gedachtnis
abgerufen, bei der zweiten wird mit Hilfe von verschiedenen, dem Individuum

bekannten Verfahren, die Aufgabe berechnet.

Die zweite Klasse befasst sich mit dem Effekt der Aufgabengrofe, wonach bei
Aufgaben mit groBeren Zahlen langer fiir deren Losung benotigt wird. (Schoppek,

2003)

Dem ,nicht-algorithmischen Rechnen” koénnen vier Charakteristika zugeordnet

werden.

1. Es wird kein bestimmter Rechenweg vorgegeben. In Abhéangigkeit von Zahlen
sowie Rechengesetzen und Rechenvorteilen wird eine passende Strategie
gewadhlt.

2. Aus Punkt eins folgt, dass keine Mechanisierung, sondern explizites Anpassen

der Rechenvorteile angestrebt wird.



3. Beim nicht-algorithmischen Rechnen mit Zahlen werden diese als Ganzheiten
betrachtet und nicht als Ziffern.

4. Nach Greiler-Zauchner ist es erlaubt, Zwischenschritte, -rechnungen und -
ergebnisse zu notieren, um die Gedéachtnisleistung zu entlassen. (Greiler-

Zauchner, 2017)

Bei Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner heillt es hingegen:
Wenn man beim Zerlegen bzw. Verandern der Aufgabe Teilschritte und/oder
Zwischenergebnisse notiert, befindet man sich definitionsgemalR im Bereich des
,halbschriftlichen Rechnens”. Diese Form des Rechnens zdhlt ebenso wie das
Kopfrechnen zum Zahlenrechnen'. Beide Formen kénnen Hand in Hand agieren, um
gestellte Aufgaben zu vereinfachen, Rechengesetze zu nutzen und Ergebnisse im Kopf

schrittweise zu ermitteln.

Voraussetzung fir das Kopfrechnen ist unter anderem der Aufbau einer
Zahlvorstellung. Dies ist wichtig fliir Aufgaben, die nicht mehr automatisiert ablaufen,
wie das Einmaleins oder Einspluseins, sondern zum Lésen das Zerlegen der Zahlen
erfordern. (Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner, Rechnen lernen und Flexibilitat
entwickeln, Grundlagen - Forderung - Beispiele, 2018) Ein weiterer wichtiger Aspekt ist
die Entwicklung mentaler, mathematischer Flexibilitdt. Beides wird im Laufe der Arbeit

genauer beschrieben.

Schriftliches Rechnen, und zum Teil das Lesen von Zahlen, erfolgt von rechts nach links.
Um das Kopfrechnen wesentlich zu vereinfachen nimmt man eine Richtungsanderung

vor und arbeitet von links nach rechts.

Bereits im alten Indien und auch im Orient des 9.Jh. wurde empfohlen Additionen und
Subtraktionen von links nach rechts zu rechnen. Auch der Mathematiker Carl F. Gauss

praktizierte diese Methode bei seinen Berechnungen. (Miller, 1968)

Die Vorteile der Richtungsanderung sind vielfaltig, zum einen entspricht es der
natlirlichen Leserichtung und die GroRenordnung des Ergebnisses ist schneller

erkennbar, zum anderen ist Kopfrechnen von rechts nach links viel schwieriger

! Das schriftliche Rechnen hingegen z3hlt nicht zum Zahlenrechnen sondern zum Ziffernrechnen. (Selter,
2013)
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(Hoffmann & Hoffmann, 2019), da man im Kopf die Ergebnisse (Zwischen- und

Endergebnis) erst ,,umdrehen” muss um sie zu verbalisieren.

Kopfrechenmethoden zielen darauf ab, komplexe Rechenschritte so zu vereinfachen,
dass das Gedachtnis mit wenigen bis gar keinen Zwischenergebnissen belastet und

schnell eine gute Annaherung bzw. das Ergebnis gefunden wird.

Bei der Entwicklung von derlei Verfahren muss auf Verschiedenes geachtet werden.
Bis auf wenige Ausnahmen, kénnen sich Menschen nur maximal sieben Dinge auf
Anhieb merken, diese Regel gilt auch im mathematischen Bereich.
Auch wenn es logisch klingt, sollte es dennoch Erwdhnung finden, dass es leichter fallt
mit kleinen Zahlen zZu rechnen als mit grol3en.
Der letzte Punkt, dem man Beachtung schenken sollte, ist, dass das Rechnen im Kopf

schwieriger wird, je mehr Zwischenergebnisse in der Rechnung enthalten sind.

AUSGANGSLAGE

,Was ist Rechnen und wie kommen die Zahlen in den Kopf?“ — Das ist die

entscheidende Frage fiir das Kopfrechnen.

Um aber genauer darauf eingehen zu kénnen, wie man den Umgang mit Zahlen lernt,
muss klar sein, was das Ziel einer solchen Entwicklung ist. In verschiedenen
Gesellschaften wird dies durch kulturelle Konventionen beschrieben, das kénnen zum

Beispiel schulische Curricula sein.

Dabei ergibt sich die Herausforderung, dass Menschen verschiedenen Kulturen
angehoren und es daher verschiedene Variationen an Zahlworten oder gar Zahlraumen
gibt. Ein drastisches Beispiel sind Naturvolker. Der im Amazonasgebiet beheimatete
Eingeborenenstamm der Munduruky hat einen sprachlichen Zahlenraum der nur fir
Werte von eins bis finf konkrete Bezeichnungen vorweist. Dennoch sind sie in der
Lage ,gréfiere Mengen zu vergleichen und arithmetische Operationen approximativ zu
I6sen” (Grond, Schweiter, & Aster, 2013, S. 42) und somit alle, flir sie notwendigen,

Berechnungen durchfiihren zu kdnnen.



Richtet man den Blick auf westliche Kulturen, erkennt man, dass es hier in der Art wie

Zahlen benannt werden Unterschiede gibt.

Blickt man auf die franzésische Sprache, erkennt man verschiedene Arten des
Zahlwortaufbaus. Im Altfranzdsisch (9. bis 15.Jahrhundert) gab es bis in den
Zahlenraum 400 ein Vigesimalsystem? mit Ausnahme der Zahlen 200 und 300. Man
sprach zum Beispiel fur 40 ,,dui viiénti“ — ,zwei zwanzig”) und fir 70 ,tres vijéntos et

dece” — ,drei zwanzig und zehn”.

Von diesem System sind heute nur noch Reste vorhanden. Die Zahl 70 wird, wortlich
Ubersetzt ,,Sechzig-Zehn“ genannt, die 71 ,,Sechzig-EIf“. Betrdage von 80 bis 99 werden
mittels Vigesimalsystems zusammengesetzt (Zum Beispiel 80 , quatre-vingts — ,Vier-

Zwanzig"). (Bachmann, 2010)

Betrachtet man nun zum Beispiel die Zahl 24 im Englischen ,twenty-four”, im
Spanischen ,veinticuatro” und im Italienischen , ventiquattro” oder 124 in den gleichen
Sprachen: ,one hundred and twenty-four’, ,ciento veinticuatro” und

»centoventiquattro®. (Schulz, 2019)

So erkennt man, dass die Einerstelle (,four”, ,cuatro”, ,quattro”) immer zuletzt

genannt wird.

Genau umgekehrt ist dies im deutschen Sprachraum, hier wird im Zahlenraum von 13
bis 99 die Einerstelle zuerst benannt. Bei Zahlen groRer als 100 wird zuerst die
Hunderter-/Tausender-/etc. Stelle benannt danach die zweistellige Zahl angehangt.

Somit ist die Zehnerstelle immer die Letztgenannte.

Diese gering erscheinenden Variationen haben erhebliche Auswirkungen darauf, wie
man lernt mit Zahlen umzugehen und zu operieren. (Aster, 2013) ,/n unserem eigenen
Kulturkreis stellten Zahlwortsysteme die gebrduchliche Grundlage fiir die
Kommunikation numerischer Inhalte dar.” (Aster, 2013, S. 20) Daher ist es besonders
wichtig, ein Zahlengefiihl zu entwickeln, um sich im mathematischen Kontext

verstandigen zu kénnen.

2 Zahlsystem mit der Basis 20
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Auch wenn es, teilweise sehr groBe, Unterschiede in den Kulturen gibt, so ist die
Verankerung der Zahlen und Mengen im Gehirn bei Menschen gleich und wird auf

gleiche Weise entwickelt.

RECHNEN - VORRAUSSETZUNG/EN UND VERARBEITUNG IM
GEHIRN

Beim Kopfrechnen wird im Frontallappen des Gehirns ein Netzwerk von verschiedenen
Gehirnregionen aktiviert, die zur numerischen Berechnung des Ergebnisses beitragen.
Es handelt sich dabei um eine komplexe metakognitive Aktivitat ,,...that relies on the
knowledge and basic skills of the individual, the strategies he uses (Maclellan, 2001)
and his ability to tell how he works, how he processes and how he retrieves data from
his cognitive system.” (Mastrothanasis, Geladari, Zervoudakis, & Strakalis, Primary

school pupils’ strategies for mental addition and subtraction, 2018, S. 44)

Daher handelt der nachste Abschnitt von mentalen und physischen Voraussetzungen
fiir das Kopfrechnen. Es wird ein kurzer Uberblick gegeben, was das Gehirn ist und in
welche Regionen es eingeteilt wird, um im Anschluss darauf einzugehen, welches der

Areale beim Kopfrechnen verwendet wird.

Danach wird ein kurzer Einblick gewahrt, wie man vom zdhlenden Rechnen zum
Rechnen gelangt und die beiden daflir wichtigen Fahigkeiten ,Zahlensinn® und

»Mentale Flexibilitat“ werden genauer erlautert.
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GEHRIN - Zentralnervensystem(=ZNS)

Das Gehirn (Encephalon), besteht aus unzadhligen Nervenzellen und ist der wichtigste
Teil im ZNS. Als Steuerzentrale gehen von ihm wegfiihrende Nervenbahnen in den

gesamten Organismus und wieder zurick.

Bei der Geburt wiegt das Gehirn ca. 400g. Im Alter von 10 Jahren ist es voll entwickelt
und wiegt zwischen 1100 und 1600g. Die Entwicklung beginnt im Embryonalstadium
als Neuralrohr, an dessen vorderen Ende sich drei Hirnbldschen (Vorder-, Mittel-, und
Rautenhirn) befinden. Diese drei Strukturen bilden die Basis fiir die spatere Gliederung

des Zentralnervensystems in:

e Telencephalon (GroRhirn) e Pons (Briicke)
e Diencephalon (Zwischenhirn) e Cerebellum (Kleinhirn)
e Mesencephalon (Mittelhirn) e Medulla oblongata

(verlangertes Mark)

\.-’_orderhTrn GroBhim ——— = Seiten-
(Prosen- (Telencephalon) mit ventrikel
cephalon) den Gehirnhemisphiren
Zwischenhirn ——— |II. Ventrikel
(Diencephalon)
Mittelhirn
(M;:ST”' Mittelhimn ———— Aquaeductus
cephalon) (Mesencephalon) cerebri
Metencephalon (Hinterhirn)
. ——  Brilicke (Pons) ——— V. Ventrikel
(Rriahuoti?l?elm u.Kleinhirn (Cerebellum)  (oberer Teil)
cephalon) Myelencephalon (Nachhirn)
——»  verlingertes Mark —— V. Ventrikel
3 Riickenmark — (Medulla oblongata) (unterer Teil)

Abbildung 1: Entwicklung des Gehirns (Drei-Bldschen-Stadium)

(Vgl. Faller & Schiinke, 2016, S. 167)

Das GroBRhirn unterteilt man in eine linke und eine rechte Hemisphare, sie
unterscheiden sich in ihrer intellektuellen Leistungsfahigkeit. Das Lesen, Sprechen und
Schreiben sind besonders in der linken Hemisphare ausgepragt. Zusatzlich gilt sie als

geschickter in Bezug auf Mathematik und Logik. In der rechten Hemisphare dominieren
11



Geddchtnis, Sprachverstandnis, raumliches Vorstellungsvermogen und

Musikverstandnis.

Am duBeren Rand des GroRhirns befindet sich die GroRhirnrinde (zerebraler Cortex).

Sie ist der Sitz der folgenden Eigenschaften: GroB-  crohirn
2:}"3‘; Kleinhirn
o (fein-)motorische Fahigkeit der Hinde TIAES

e Sprache (beim Menschen hoch entwickelt)

e Logisches Denken

~ Mittelhirn
e Personlichkeit Rautenhirn

Abbildung 2: Menschliches Gehirn -
Schnitt entlang der Medianebene

e Gewissen
(Vgl. Reece, etal., 2016, S. 1432)
Eine weitere Aufgabe des zerebralen Cortex ist das Gedachtnis.

Funktionell-anatomische Vorstellungen zur mathematischen
Verarbeitung im Gehirn

Studien mit bildgebenden Methoden wie PET?, fMRT# und EEG°-Analysen bei gesunden
Personen und bei Patienten mit Hirnschadigungen kamen zu der Erkenntnis, dass es

drei Gehirnregionen gibt, die bei mathematischen Aufgaben aktiviert werden kénnen:
1. Bilaterales® horizontales Segment des intraparietalen Sulcus (IPS)
2. Linker Gyrus angularis (GA)
3. Bilaterales Segment im superior posterioren parietalen Lobulus (PSPL)

Der IPS ist eine Gehirnfurche die sich lateral” auf dem Parietallappen® befindet. Er zeigt
eine Aktivierung bei Aufgabenstellungen, die sich auf die Kardinalitdt von Zahlen
beziehen. Zum Beispiel: Abschatzen/Exaktes berechnen von Additionen; Additionen,

Subtraktionen und Multiplikationen (mit kleinen Zahlen); Numerischer

3 Positronen-Emissions-Tomografie: erstellen von Schichtbildern

4 funktionelle Magnetresonanztomographie: Sichtbarmachung des arbeitenden Gehirns via
Sauerstoffgehaltmessung

> Elektroenzephalografie: Messung elektrischer Gehirnstréme

6 Zweiseitig”

7 "seitlich" oder "von der Kérpermitte abgewandt"

8anatomischer Teil des GroBhirns (Telencephalon)liegt hinter dem Frontallappen
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GroRRenvergleich und Lesen derselben Zahlen (hierbei wird auch haufig starkere

rechtshemispharische Aktivitat gemessen)

Der bilaterale hIPS hat dem zu Folge Bedeutung fiir die Reprasentation und
Verarbeitung numerischer GréReninformationen und wird stellenweise dann aktiviert,
wenn Zahlen in symbolischer oder nichtsymbolischer Notation, gezielt oder

automatisch, mental verarbeitet werden miissen.

Der GA ist eine Windung der GroBhirnrinde und Teil des Scheitellappens.
Aufgabenstellungen, die vermehrt sprachliche Losungen erforderten, fihren zur
Aktivierung des linken GA. Dabei wird Faktenwissen Uber Zahlen im sprachlichen
Gedachtnis abgerufen. ,Der GA ist bei exakten im Vergleich zu approximativen
mentalen Kopfrechenaufgaben stdrker aktiviert wie auch bei den Rechenoperationen
(insbesondere Multiplikation), die einen direkten Zugriff auf gespeichertes verbal

codiertes Wissen erfordern.” (Karnath & Thier, 2012, S. 517)

Der PSPL ist ebenfalls Teil des Parietallappens und wird beim Ausfiihren von
Operationen mit Zahlen, bei denen eine Auswahl an Losungsalternativen gegeben ist,
aktiviert. Dieser Teil des Gehirns ist nicht nur bei der Zahlenverarbeitung aktiv, sondern
auch bei jeder Aufgabenstellung die ,[...] eine Ausrichtung der Aufmerksamkeit auf den
AufSenraum erfordern. Die zuvor geschilderten Aufgaben zur Zahlenverarbeitung und
zum Rechnen erfordern ebenfalls eine verdeckte mentale Ausrichtung und Selektion
beziiglich einer mentalen Reprisentation des Zahlenraums.” (Karnath & Thier, 2012, S.

517)

Bei komplexeren mentalen Berechnungen mit sprachlichen Reprasentationen werden
linkshemispharische Strukturen sowie der dorsolaterale® prafrontale Kortex bendtigt.
Letzterer zur Auswahl von Bearbeitungsstrategien und zur Planung und Sequenzierung

von Zwischenschritten.

Bei Untersuchungen von Patienten mit Hirnschadigungen fand man heraus, dass
einfache Additions- und Subtraktionsaufgaben sowie das approximative LOsen

groRerer Probleme auch von der isolierten rechten Hemisphare (ibernommen werden

2 ,Zum Riicken hin gelegen und seitlich”
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konnen. Bei weiteren Patientenuntersuchungen wurde festgestellt, dass ebenso ein
Teil des prafrontalen Cortex!® (PFC) wéahrend der Verarbeitung arithmetischer
Operationen besonders aktiv ist und dass eine Schadigung dieser Region dazu fihrt,
dass Mengen nicht mehr richtig abgeschatzt und verglichen werden kdénnen. (Karnath

& Thier, 2012)

GEDACHTNIS

Mit Hilfe des Gedachtnisses kann der Mensch Informationen speichern und zu einem
spateren Zeitpunkt wieder abrufen. Man kann es daher als Prozess und als Struktur
betrachten. Abhangig von der Zeitspanne, in der Gedachtnis-Inhalte abrufbar sind,

werden drei verschiedene Kategorien unterschieden.
e Ultrakurzzeitgedachtnis (Immediatgedachtnis/sensorisches Gedachtnis)
e Kurzzeitgedachtnis
e Langzeitgedachtnis

Im Ultrakurzzeitgedachtnis werden alle Uber Sinnesorgane aufgenommenen
Informationen gesammelt und flir maximal 1,5 Sekunden gespeichert. Im sensorischen
Geddchtnis findet noch keine Informationsverarbeitung statt. Kontrollprozesse
reagieren auf die einstromenden Informationen und entscheiden, ob sie in den
nachsten Speicher weitergegeben werden. Die Aufnahmekapazitdt ist nahezu

unbegrenzt, da, bei gesunden Menschen, viele Informationen als ,unwichtig

eingestuft und vergessen werden. Dies geschieht in Bruchteilen von Sekunden.

Das erste Abspeichern von Daten und Fakten Uber einen Zeitraum bis zu mehreren
Minuten ermdglicht das Kurzzeitgedachtnis. Wenn diese bewusst wiederholt werden,
kénnen sie beliebig lange behalten werden. In diesen Zeitrdumen findet die erste
Informationsverarbeitung statt, die dem Kurzzeitgeddachtnis auch den Namen
»Arbeitsgedachtnis” einbringt. Die Aufnahmekapazitat in diesem Speicher ist, im
Gegensatz zum vorherigen, sehr gering. Es kdnnen nur maximal sieben Elemente

aufgenommen werden.

10 PEC ist im vorderen Rindenteil des Frontallappens lokalisiert. Er ist entscheidend am
Arbeitsgedachtnis beteiligt.
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Uber Kontrollprozesse werden aus dem Kurzzeitgedichtnis jene Informationen ins
Langzeitgedachtnis geleitet, die als Geddchtnisspuren! dauerhaft gespeichert werden
sollen. Vergleichsweise werden in diesen Speicher nur wenige Elemente weitergeleitet,
die aber dauerhaft verbleiben. Da die Aufnahmekapazitdt, so wie die Verweildauer
unbegrenzt ist, wird es auch als ,Wissensgedachtnis“ oder im Allgemeinen als das

,Gedachtnis” bezeichnet. (Hobmaier, et al., 2003)

LZwischen dem Kurzzeitgeddchtnis und dem Langzeitgeddchtnis besteht ein reger
Informationsaustausch.” (Hobmaier, et al., 2003, S. 130) Das bedeutet, es werden
einerseits Informationen aus dem Kurz- in das Langzeitgedachtnis Uberfiihrt,
andererseits konnen schon langer abgespeicherte Elemente wieder ins

Arbeitsgedachtnis gerufen werden. (Hobmaier, et al., 2003)

’gngorisc_hes Kurzzeitgedéchtnis | Aktivierung .Langzeitgedéchtnis
Gedachtnis : | (Arbeitsgedachtnis) (Wissensgedachtnis)

Bedeutung: Reiz- ~|Bedeutung: Be- bzw. Bedeutung: Speichert
Informa- registrierung und N;KQ@EEQB? - | Verarbeitung der | alles Wissen eines
tionen Informationsaufnahme | ~ | Information | Menschen

e
ce

Art: bicelektrisch
Kapazitét: sehr gering
Dauer: max. 1 Min.

| Art: bioelektrisch
| Kapazitat: unbegrenzt
- | Dauer: max. 1,5 Sek.

Art: biochemisch
Kapazitét: unbegrenzt |
Dauer: unbegrenzt

e
e
S

-
.
o

Abbildung 3: Informationsverarbeitungsweg durch die drei verschiedenen Speicher

(Hobmaier, et al., 2003, S. 131)
Gedachtnisprozesse konnen keinem bestimmten Gehirnbereich zugeschrieben

werden, vielmehr sind sie in vielen verschiedenen Bereichen gleichzeitig aktiv.

Neben der rechten Hemisphare ist auch ein Teil des limbischen Systems!?, der
Hippocampus, fur die Gedachtnisleistung von Bedeutung. Er reguliert Aggressions- und
Motivationsverhalten sowie Lernvorgange. In Bezug zu letzteren ist seine Aufgabe,
explizite Gedachtnisinhalte vom Kurz- ins Langzeitgedachtnis zu Uberfiihren. Unter

expliziten Gedachtnisinhalten versteht man jene Inhalte, auf die man bewusst

11 Chemische Verbindungen im Gehirn (Hobmaier, et al., 2003)

12 pas limbische System setzt sich aus den Strukturen der Amygdala, des Hippocampus und Teilen des
Thalamus zusammen und ist um den Hirnstamm lokalisiert. Es hat variable Funktionen: Emotion,
Motivation, Geruchswahrnehmung, Verhalten und Gedéachtnis. ,,/m Zentrum des emotionalen
Geddchtnises steht die Amygdalal...]” (Reece, et al., 2016, S. 1435)
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zugreifen kann. Inhalte, die dem Bewusstsein nicht zuganglich sind, werden dem

impliziten Gedachtnis zugeschrieben.

Lokalisiert ist das Kurzzeitgedachtnis in der Hirnrinde des Stirnlappens, das
Langzeitgedachtnis hingegen ist eine Leistung der gesamten GroRhirnrinde. (Faller &

Schiinke, 2016)

Flr Leistungen des Kurz- und Langzeitgedachtnisses spielt, wie schon beschrieben, der
Hippocampus eine entscheidende Rolle. ,,Beim Kurzzeitgedcdchtnis erlauben zeitweilige
Verkniipfungen oder Assoziationen, die im Hippocampus gebildet werden, den Abruf
dieser Informationen. Wenn Erinnerungen ins Langzeitgeddchtnis (iberwechseln,
werden die Verkniipfungen im Hippocampus durch dauerhafte Verbindungen im Cortex

ersetzt.” (Reece, et al., 2016, S. 1437)

Fir das Kopfrechnen ist neben dem Kurzzeitgedachtnis auch das deklarative
Gedachtnis wichtig, da dort unter anderem das Schul- und Faktenwissen abgespeichert
ist. Im deklarativen Wissen werden Losungen grundlegender numerischer Probleme

sofort aus dem Langzeitgedachtnis abgerufen. (Zum Beispiel das Einmaleins)

Bereiche, die dabei im Gehirn aktiv sind, sind daher der Hippocampus, Regionen der
linken Gehirnhélfte und verschiedene Teile der GroBhirnrinde. (Faller & Schiinke, 2016;

Hobmaier, et al., 2003; Reece, et al., 2016; Rudolf-Muller, NetDoktor, 2017)

Weiters wurde in Hirnforschungen nachgewiesen, ,dass das Abrufen gespeicherter
Ergebnisse, zum Beispiel des kleinen Einmaleins, in einem anderen Areal des Gehirns
stattfindet als das eigentliche Kopfrechnen, bei dem tatsdchlich ein Ergebnis nicht

abgerufen, sondern durch Rechnen ermittelt wird”“ (Wehrle, 2018, S. 1013)

Was das Gedichtnis mit dem Kopfrechnen zu tun hat
Das menschliche Gedachtnis besteht, wie im Kapitel ,Gedachtnis” schon erlautert, aus

drei Komponenten. Der Informationsfluss durch das Gehirn ist in Abb. 4 dargestellt

und verlauft wie folgt:
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Senso- Kurzzeitgeddchtnis Lanares
risches Speicher angzeit-
Register Konlr%llprozesse gecidchtris
‘._._._._.
Zerfall Reproduktion

Abbildung 4: Schematische Darstellung der Zweikomponententheorie

(Flade & Wender, 1974, S. 126)

Die erste Station der Information ist flir kurze Zeit der sensorische Speicher, nur von
hier kann sie weiter in das Kurzzeitgedachtnis gelangen. Geht die Information im
sensorischen Speicher verloren, zum Beispiel durch willkiirliche Kontrolle des
Menschen (Konzentration auf eine bestimmte Sache und ignorieren von anderen

Reizen), kann sie nicht ins Kurzzeitgedachtnis gelangen.

Das Kurzzeitgeddchtnis wirkt im Gehirn als Arbeitsspeicher und ist charakterisiert
durch begrenzte Speicherkapazitdt und Verweildauer der Information (In der Regel

zwischen 10 und 20 Sekunden, aber auch bis zu mehreren Minuten).

Durch Einpragen (Memorieren) kann diese Zeitspanne jedoch beliebig verlangert

werden, dies ist die wichtigste Kontrollfunktion im Kurzzeitgedachtnis.

Auch aus dem Langzeitgedachtnis konnen Informationen in das Kurzzeitgedachtnis
gelangen und dort reaktiviert werden. Beispiel hierfiir ist das visuelle Wahrnehmen
einer Figur (Information, die Uber sensorischen Speicher eintritt) und das Erinnern an
den Namen dieser Figur (Information, die aus dem Langzeitgedachtnis aktiviert wird).

(Flade & Wender, 1974)

,Im Unterschied zum Kurzzeitgeddchtnis hat das Langzeitgeddchtnis eine
unvergleichlich viel gréfiere Kapazitét und es scheint, als wiirde eine einmal darin
gespeicherte Information nicht wieder gel6scht werden. Dass eine bestimmte
Information zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht reproduziert werden kann, d. h.
vergessen wurde, wird als verlorengegangene Zugriffsmdglichkeit interpretiert.” (Flade

& Wender, 1974, S. 127)
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Wenn Menschen komplexe kognitive Aufgaben, wie zum Beispiel das Kopfrechnen,
ausfiihren, benotigen sie bestimmte Ressourcen, um diese bewaltigen zu konnen. Der
Arbeitsspeicher (,working memory”) ist eine solche, hier werden mentale Ablaufe

organisiert.

Obwohl das Kopfrechnen (mentale Arithmetik) ein mit expliziten Regeln, Fakten und
Prinzipien ausgestatteter Bereich der Mathematik ist, werden dennoch die gleichen
Strukturen und Speichersysteme im Gehirn angesprochen wie bei anderen kognitiven

Aufgaben (z.B.: des Kurzzeitgedachtnisses).

Wenngleich in diesem Bereich die Forschung noch nicht weit vorangeschritten ist, gibt
es verschiedene Modelle, die einen Erklarungsversuch darstellen, genauer auf die
einzelnen Beschreibungen einzugehen ist nicht Ziel dieser Arbeit. Dennoch sei so viel

gesagt, dass

,Any model of working memory must specify )1) how information enters the working
memory system, )2) how such information is kept active, and )3) how the information is

manipulated.” (DeStefano & LeFevre, 2010, S. 354)

Stellt man einen Menschen vor die Aufgabe, eine Rechnung im Kopf zu |6sen, muss die
prasentierte Information im Gehirn kodiert werden, um im Anschluss eine L&sung
prasentieren zu konnen. Die Aktion des Kodierens und Verarbeitens kann das Abrufen
von bereits erworbenen Erkenntnissen (Regeln, Algorithmen,...) aus dem Speicher
beinhalten.

Wenn eine Berechnung Zwischenergebnisse erfordert, so werden auch diese im

»working memory“ gespeichert und von dort zur gegebener Zeit wieder abgerufen.

Wie viel des Arbeitsspeichers bendtigt wird, kommt sowohl auf die Art der
Aufgabenstellung als auch auf die Fadhigkeiten des Rechners an.
Geht man von einem gelibten Erwachsenen aus, ergibt sich Folgendes:
Einstellige Rechnungen, mit und ohne Zehneriibertrag (1+1 bis 9+9) kdnnen anhand
vorab abgespeicherter Informationen gel6st werden. Das Ergebnis wird hier groRteils
nicht berechnet, sondern aus dem Langzeitgedachtnis abgerufen. Fir den

Arbeitsspeicher ergibt sich so wenig, bis kein Aufwand.
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Fiir die Berechnung mehrstelliger Zahlen ergibt sich ein Mehraufwand je gréRer die
Zahlen werden und je mehr Zehneriiberschritte man sich merken muss. (,problem-
size effect”) In diesem Zusammenhang bendtigt man fiir Rechnungen ohne Ubergang

(z.B.: 32 + 44) weniger Arbeitsspeicher als fiir Aufgaben mit Ubergang (z.B.: 56 + 89).

DeStevano & LeFevre schreiben in ihrer 2010 veroffentlichen Arbeit (The role of
working memory in mental arithmetic), dass Kopfrechnen, genauso wie Lesen und
Sprechverarbeitung, komplexe kognitive Aufgaben sind, die mit einem gemeinsamen
Arbeitsspeicher arbeiten. Daher kann es in jedem dieser Bereiche zu individuellen

Unterschieden kommen. (DeStefano & LeFevre, 2010)

Sowohl ein kombiniertes Auftreten der Lese-Rechtschreibschwache mit einer
Rechenleistungs-Stérung als auch dissoziiertes Auftreten beider Leistungsfelder ist
moglich. Im Feld der Rechenstérung ist bislang noch kein einheitliches Stérungsbild
identifiziert. Dennoch gibt es diverse Versuche der Differenzierung in Subtypen.
(Landerl, 2007) ,,Auch von Aster [43] identifizierte einen Subtyp, der v. a. mit verbalen
Rechenkompetenzen (Kopfrechnen, Abzdhlen von Mengen, Riickwdrtszihlen)

Schwierigkeiten hat.” (Landerl, 2007, S. 338)

LAshcraft and Kirk (2001) found that phonological interference was greatest for
participants who had the highest levels of math anxiety. They suggested that anxiety
acts like a secondary task, consuming attentional resources that could otherwise be
devoted to the arithmetic task (see also Ashcraft et al., 1998)” (DeStefano & LeFevre,
2010, S. 375)

DeStevano & LeFevre gehen dabei von einer Storung in der verbal-phonologischen
Verarbeitung aus, wahrend Landerl sich auf Studien bezieht, die Rechenstérungen auf

Defizite in der basisnumerischen Verarbeitung sehen.

Butterworth geht in seinem Artikel Developmental Dyscalculia (2005) von einer
genetischen Komponente aus die , developmental dyscalculia“ hervorruft. Er betont
dabei, dass es sich nicht um einen rein erblichen Gendefekt handeln muss, sondern
dieser auch durch umweltbedingte Storungen auftreten kann. (Butterworth,

Developmental Dyscalculia, 2005)
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VOM ZAHLEN ZUM RECHNEN - IN DER SCHULE

Da schon im Kindergartenalter ein gewisser Zahlensinn ausgepragt ist, ist es nicht
erstaunlich, dass geschickt in Geschichten verpackte Rechnungen auch in diesem Alter

schon l6sbar sind.

Zum Beispiel: Du hast zwei Legosteine, Sarah gibt dir noch fiinf dazu. Wie viele Steine

hast du jetzt?

Diese Rechnung wird noch nicht als Addition gesehen und verstanden, dennoch kann
sie, durch zdhlendes Rechnen, gelost werden. In der Regel verwendet man im
Kindergarten symbolhaft Gegenstande. Oder im obigen Beispiel sogar die Dinge, die in

der Geschichte vorkommen.

Aber auch das Fingerzdhlen hat hier seinen Anfang. Bei dieser Art des zdhlenden
Rechnens sind, wie der Name vermuten ldsst, die Finger das Hilfsmittel. Um bei
obigem Beispiel zu bleiben, mit der linken Hand werden zwei Finger gezeigt, mit der

Rechten finf. Fir das Ergebnis werden die Finger nacheinander abgezahlt.

,In children the sense of mental calculations is developed naturally in their early years
of age. After the age of four or five, [...], they learn how to manage their minds in more
formal ways” (Mastrothanasis, Geladari, Zervoudakis, & Strakalis, Primary school

pupils’ strategies for mental addition and subtraction, 2018, S. 44)

Mit dem Einstieg in die Schule sollte das zahlende Rechnen, innerhalb des ersten
Jahres, dem nichtzdhlenden Rechnen weichen. (Gaidoschik U. M., Das Recheninstitut -
zur Forderung mathematischen Denkens, 2016) Wie man bei Rathgeb-Schnierer &
Rechtsteiner lesen kann, herrscht darliber seit Jahren Einigkeit in der Fachdidaktik.
Auch Zelji¢, lli¢ & Jeli¢ beschreiben in ihrer Arbeit ,Mental Arithmetic — Subtraction
Strategies” (2018) als ,take home message”, dass arithmetische Strategien am

idealsten schon im Lehrplan der Primarstufe verankert werden sollten.

,Seit den 90er Jahren hat sich [...] eine deutliche Schwerpunktverschiebung in Richtung
des Kopf- und halbschriftlichen Rechnens|...]“ (Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner,
Rechnen lernen und Flexibilitdt entwickeln, Grundlagen - Férderung - Beispiele, 2018,
S. 42) im Mathematikunterricht ergeben.
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Zu dieser Veranderung haben folgende Argumente gefiihrt:

,Kinder sind sich ihrer Vorgehensweise beim Kopfrechnen bewusster als bei

einem schriftlichen Verfahren.

Der Umgang mit Zahlen und Rechenoperationen wird beim Kopfrechnen

deutlicher.

Die unterschiedlichen Vorgehensweisen beim Kopfrechnen erméglichen den

wechselseitigen Austausch und die Diskussion.

Durch die Mdéglichkeit des interaktiven Lehrens im Bereich des Kopfrechnens
kann das Bewusstsein fiir addquate und inaddquate Vorgehensweisen geschult

werden.

Im Zusammenhang mit wachsendem Kénnen ist es méglich, die
Kopfrechenmethoden weiterzuentwickeln und dem entsprechenden Kénnen
anzupassen.”

(Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner, Rechnen lernen und Flexibilitat entwickeln,

Grundlagen - Forderung - Beispiele, 2018, S. 42f)

Gaidoschik beschreibt zwei Arten des nichtzdhlenden Rechnens, das Abrufen und das

Ableiten. Beim Abrufen werden bereits gespeicherte Rechnungen aus dem

Langzeitgedachtnis abgerufen. Diese Art ist in gewisser Weise eine Vorstufe des

Ableitens, denn hier ist eine Rechnung, zum Beispiel 4+4, bekannt und eine andere,

4+5, wird daraus abgeleitet. (4+4=8; also muss 4+5 eines mehr, also 9 sein) (Gaidoschik

U. M., Das Recheninstitut - zur Forderung mathematischen Denkens, 2016)

22

Thevenot et al. untersuchten in einer 2016 veroffentlichten Studie die
Hintergriinde des soeben beschriebenen , Abrufens aus dem Gedachtnis”. Man
gab Zehnjahrigen Additionsaufgaben mit den Operanten Eins bis Vier und
verglich Reaktionszeiten. Am Ende ihrer Untersuchungen kamen sie zu dem
Schluss, dass es nicht, wie unter anderem von Gaidoschik beschrieben, ein
tatsachliches Abrufen von Informationen ist, sondern dass es zu

perfektionierten Abzahlverfahren kommt, die die Reaktionszeit minimiert.



(Thevenot, Barrouillet, Castel, & Uittenhove, 2016) Der Eindruck des Abrufens
konnte daher entstehen, dass im Zuge der Entwicklung, bis zum
Erwachsenenalter, diese Verfahren derart optimiert werden, dass es fir

AuBenstehende wirkt, als wiirde eine Erinnerung abgerufen werden.

In dieser Arbeit wird dennoch auf den Terminus , Abrufen” zurlickgegriffen,
immer mit dem Gedanken daran, dass es sich wie in der erwdhnten Studie nicht

um eine reine Gedachtnisleistung handeln muss.

Da es wenig sinnvoll erscheint, dass Schiilerinnen und Schiiler im ersten Schuljahr alle
Additionen und Subtraktionen im Zahlenraum bis 20 auswendig lernen, ist es nach
fachdidaktischer Meinung unumganglich, dass das Ableiten so schnell wie mdglich
erlernt wird, zumal das zahlende Rechnen auf Dauer fehleranfalliger und mithsamer ist

und dadurch die Freude an Zahlen und am Rechnen mindern kann.

Studien von Gaidoschik zu Folge, sieht die Praxis anders aus, als die Fachdidaktik es
beschreibt. Schulblicher an Volksschulen geben nur wenig Anreiz, um das ableitende
Rechnen zu erlernen. Abhilfe kann hier eine an der PH Karnten angebotene
Fortbildung sein. Die Fortbildungsmalinahme ,Ein veranderter Elementarunterricht”
(kurz EVEU) strebt an, den Lehrkraften Methoden zu vermitteln, um den Kindern das
ableitende Rechnen schon in der ersten Klasse naher zu bringen. Erste
Zwischenergebnisse 2014 zeigten dahingehend auch schon einen Erfolg. (Gaidoschik U.

M., Das Recheninstitut - zur Forderung mathematischen Denkens, 2016)

Lehrplan der Volksschule

Die soeben angesprochenen Verdanderungen im schulischen Bereich in Bezug auf das
Kopf- und halbschriftliche Rechnen finden sich auch im Osterreichischen Lehrplan der
Volksschule (2012) wieder. Hier werden einige Punkte fir die Verankerung des

»,mundlichen Rechnensim Lehrplan” zitiert:

e Unterpunkt ,Rechenoperationen”: , Durchfiihren der Rechenoperationen im
additiven und im multiplikativen Bereich ohne und mit Notation der

Rechensdtze” (Lehrplan der Volksschule, 2012, S. 148)

23



24

»das miindliche Rechnen hat Bedeutung fiir die Férderung des
Zahlenverstdndnisses, der Rechenfertigkeit, des Operationsversténdnisses und

fiir das Lésen von Sachproblemen;“ (Lehrplan der Volksschule, 2012, S. 154)

Explizit Erwahnung findet das hier genannte ,,miindliche Rechnen” im Plan fir
die 3.Schulstufe in Bezug auf den Zahlenraum bis 1000:
»,— Miindliches Rechnen im additiven und multiplikativen Bereich: [...]L6sen
einfacher Operationen unter Nutzung vorteilhafter Rechenwege (z.B. durch
Tauschaufgaben, Nachbaraufgaben, Umkehraufgaben, Analogieaufgaben,

Zerlegungsaufgaben)” (Lehrplan der Volksschule, 2012, S. 155)

Auch in der 4.Schulstufe findet das Kopfrechnen Erwahnung
»Miindliches Rechnen im additiven und multiplikativen Bereich” ->

Erweiterungen der 3.Schulstufe

Ebenfalls im Lehrplan vermerkt ist der Punkt ,Losen von Sachproblemen®, hier
wird unter anderem darauf verwiesen, die Aufgabenstellung durch

Uberschlagen bzw. mittels miindlichen Rechnens zu I8sen.

Im Absatz ,Didaktische Grundsatze” unter dem Punkt ,Rechenoperationen” ist
zu finden: ,Beim miindlichen und schriftlichen Rechnen ist auf das Verstdndnis
der Zusammenhdnge zwischen den Operationen, auf das Erkennen zu Grunde
liegender Rechenregeln und das Finden von Lésungsstrategien Wert zu legen”

(Lehrplan der Volksschule, 2012, S. 164)

(Lehrplan der Volksschule, 2012)



ZAHLENSINN

Die Fahigkeit Mengen zu erfassen und Zahlen nach den Regeln der Kardinalitdt zu
sortieren ist nicht allein dem Menschen vorbehalten. Zahlreiche Tierstudien haben sich
mit diesem Thema beschaftigt und festgestellt, dass sogar die kleinsten, zum Beispiel
GeiReltierchen (=Flagellaten; einzellige, eukaryotische Lebewesen), auf eine

Mengenveranderung der Nahrungsquelle reagieren.

“Zudem reagieren Tiere nicht nur auf die Zunahme von Menge, sie kénnen auch
Anzahlen diskriminieren und zeigen dieses Verhalten in der Wildnis sowie bei

kontrollierten Experimenten im Labor” (Grond, Schweiter, & Aster, 2013, S. 40)

In einer Laborstudie 1998 zeigten Brannon und Terrace, dass Rhesusaffen in der Lage
sind zu lernen, Zahlen von eins bis vier auf einem Monitor der Reihe nach anzutippen.
Sie waren auch in der Lage, die Regeln der Kardinalitdit auf andere Zahlen zu
Ubertragen, was Forscher zu dem Schluss kommen lasst, dass sie ein Konzept fiir

numerische Quantitat entwickeln kénnen. (Brannon & Terrace, 1998)

Neben den Affen gab es auch Studien mit anderen Wirbeltieren wie Vdgeln®3
(Pepperberg & Carey, 2012), Fischen'* (Kaplan, 2011) und Salamandern®> (Krusche,
Uller, & Dicke, 2010). Auch Forschungen mit Wirbellosentieren, wie den Bienen®®
(Gross, et al., 2009), wurden durchgefihrt.
Alle genannten Autorinnen und Autoren kamen zu dem Ergebnis, dass alle diese

Tierarten zahlen bzw. Mengen erfassen kénnen.

,Die Fdhigkeit, numerische Anzahlen zu erkennen, spiegelt sich auch bei der
menschlichen Spezies von Geburt an wider. Erste Hinweise fiir das Vorhandensein einer
numerischen Reprdsentation bei Séuglingen konnte mittels Habituationsstudien

erbracht werden.”“*” (Grond, Schweiter, & Aster, 2013, S. 41)

13 Bericht tiber Alex den Graupapagei (Psittacus erithacus) von der Harvard-Forscherin |.M. Pepperberg
14 Studie mit Koboldkarpflingen (Gambusia affinis)
15 Studie mit Waldsalamandern (Plethodon)
16 Studie mit Honigbienen (Apis)
17 Habituation ist die Gewshnung an Bedingungen bzw. wiederkehrende Reize.
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Diese Fahigkeiten sind aber nicht gleichzusetzen mit dem zahlenden Rechnen oder gar
dem Kopfrechnen, wenngleich sie aber fiir beide wichtige Bedingungen sind, wie im

Folgenden klar wird.

Voraussetzung fiir das Uberwinden vom zihlenden Rechnen ist, unter anderem, die
Entwicklung eines umfassenden Zahlenbegriffs und dem vorausgehend die (Weiter-)

Entwicklung des Zahlenblicks.

Da es viele verschiedene Theorien zum ,,Zahlenblick” gibt, ist eine Definition, wie auch
schon Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner (2018) in ,Rechnen lernen und Flexibilitat

entwickeln” beschreiben, nicht so einfach moglich.

Sie beschreiben weiter, dass in der Literatur Begriffe wie ,number sense“/,Zahlensinn
oder ,structure sense”/, Struktursinn im gleichen Kontext genannt werden. (Rathgeb-
Schnierer & Rechtsteiner, Rechnen lernen und Flexibilitdt entwickeln, Grundlagen -

Forderung - Beispiele, 2018)

Auch fir diese beiden Begriffe gibt es variable Theorien und Studien, die, je nach

wissenschaftlichem Ansatz, zu unterschiedlichen Ergebnissen kommen.

,Ein grundlegender Unterschied im Versténdnis von Zahlensinn liegt bei den einzelnen
Domdinen in der Frage, wie und wann Zahlensinn entsteht [...]“ (Rathgeb-Schnierer &
Rechtsteiner, Rechnen lernen und Flexibilitat entwickeln, Grundlagen - Forderung -

Beispiele, 2018, S. 78)

Mit neurophysiologischem Ansatz stellt Butterworth (2018) in seinem Artikel fest, dass
es verschiedene Studien gibt, die zu dem Schluss kommen, dass es einen genetischen
Faktor in der Entwicklung des Zahlensinns gibt, wenn man Zahlensinn als das Erkennen
und Vergleichen kdnnen von Mengen ohne Zahlen versteht. Er stellt daher die These
auf, dass dieser Sinn angeboren ist. (Butterworth, Low Numeracy: From Brain to

Education, 2018)

Unter gleichen Gesichtspunkten kommt die Fachdidaktik zu dem Schluss, dass es sich
bei ,number sense” um eine Fahigkeit handelt, die sich im Kleinkindalter erst

entwickeln muss. (Gersten & Chard, 1999)
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Eine genaue Definition gibt es in keinem Bereich. Aus fachdidaktischer Sicht kdnnte
man sagen, dass es sich dabei um eine Kompetenz handelt, die einerseits intuitiv ist,
aber andererseits auch (weiter-)entwickelt werden kann. (Rathgeb-Schnierer &
Rechtsteiner, Rechnen lernen und Flexibilitat entwickeln, Grundlagen - Forderung -

Beispiele, 2018)

LAuch mit dem Begriff , Struktursinn” werden sowohl angeborene beziehungsweise im
friihkindlichen Alter natiirlich entwickelte Féhigkeiten [...] verbunden.” (Rathgeb-
Schnierer & Rechtsteiner, Rechnen lernen und Flexibilitdt entwickeln, Grundlagen -
Forderung - Beispiele, 2018, S. 80) Nach Liken (2010) kann man unter Struktursinn
bzw. ,structure sense”“ unter anderem das Wiedererkennen von Strukturen und
Mustern, das Aufteilen von Mustern in Struktureinheiten (Teile), das Erkennen von
Beziehungen zwischen Struktureinheiten und das Betrachten des Musters als Ganzes

verstehen. (Liken, 2010)

Es liegt daher nahe, den ,Zahlenblick” als eine Fahigkeit zu sehen, die nicht nur einen
besonderen Blick auf Zahlen ermdglicht, sondern auch als Kompetenz, mit der es

moglich ist, Strukturen und Muster zu erkennen.

Im Kontext mit dem Zahlenblick verwendet, unter anderem, Gaidoschik (2017) den
Blitzblick. Hier ist das schnelle Erkennen einer Anzahl gemeint, wie zum Beispiel die
Anzahl der Augen auf einem Wiirfel. Im Kleinkindalter missen diese noch jedes Mal
abgezahlt werden, mit zunehmender Erfahrung kann auf einen Blick gesehen werden,
wie viele Punkte man gewirfelt hat. Hierbei spielt die strukturell einheitliche

Anordnung der Punkte auf einem Wiirfel eine wichtige Rolle. (= Struktursinn).

Die Aus- und Weiterbildung dieses Zahlen- oder Blitzblicks hilft bei der mentalen
Vorstellung einer Zahl und ist dementsprechend als Basis zur Ablésung des zdhlenden

Rechnens und im Bereich des Kopfrechnens wichtig.

Es lassen sich zwei Formen beim Anzahlerfassen unterscheiden: simultane und quasi-

simultane Anzahlerfassung.
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Bereits im Kindergartenalter zeigt sich die Fahigkeit, die Anzahl unstrukturierter
Mengen zu bestimmen, die eine maximale MengengréfRe von finf haben. (Sinner,

2016)

Grond, Schweiter, & Aster (2013) beschreiben in ihrem Artikel , Neuropsychologie
numerischer Reprasentationen” Studien, die sich mit der Erforschung der
Anzahlerfassung beschaftigen. Sie nennen die simultane Erfassung , Subitizing” und
fassen zusammen, dass Kleinkinder dies bis zu einer Anzahl von drei, Erwachsene bis zu
einer Anzahl von vier beherrschen und es bei groRer werdenden Mengen zu einem
signifikanten Anstieg der Fehlerhaufigkeit kommt. (Grond, Schweiter, & Aster, 2013)
Man kann daraus schliefen, dass es ab einer bestimmten MengengréRe nicht mehr

moglich ist die Anzahl auf einen Blick zu erkennen.

Wie ist es aber moglich, dass man bei einem Wirfel, auf Anhieb, erkennt, dass man
eine Sechs gewirfelt hat oder, dass jemand acht Finger in die Hohe halt, ohne diese

nachgezahlt zu haben?

Diese Fahigkeit kann auf die quasi-simultane Anzahlerfassung zuriickgefiihrt werden.

Das quasi-simultane Anzahlerfassen bedient sich zu kleinen Teilen dem Struktursinn.

Werden Mengen in kleineren Teilen dargestellt (Zum Beispiel Flinfer-Blocke) kann auch

hier mit nur einem Blick die genaue Menge, anhand der Struktur, erkannt werden.

Der Unterschied zwischen simultaner und quasi-simultaner Anzahlerkennung ist nicht
nur die MengengroRRe, sondern auch, dass Zweiteres geschult und verbessert werden

kann, sodass immer gréBere Mengen erkannt werden kdnnen. (Sinner, 2016)

Flir das Kopfrechnen ist das Beherrschen der quasi-simultanen Anzahlerkennung ein
grolBer Vorteil. Es kommt dabei auf die Fahigkeit an Zahlen oder Mengen zu
gruppieren, umzugruppieren oder zu bindeln. (Zum Beispiel die 5er-Biindelung oder

das Zerlegen von 100/1000/ usw. in 10er/5er/4er/etc. -Blécke)

Diese Kompetenz ist eine der ersten, die im Laufe der Grundschule gelernt wird. In der
Regel werden dazu Punktbilder verwendet, die im Idealfall in verschiedenen
Variationen, wie zum Beispiel Wirfelbilder oder Reihen- und Blockdarstellung (Abb. 5),

zum Einsatz kommen.
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® C
Abbildung 5: Punktedarstellung: A) Wiirfelbild B) Reihendarstellung C)

Blockdarstellung
Vgl.: Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner, 2018

Der Nutzen variabler Darstellungsformen ist der mehrperspektivische Zugang, der
beim Sehen einer Zahl und spater einer Rechnung wichtig ist, um flexibel auf

Anforderungen reagieren zu kbnnen.

Diese Fahigkeit wird zunadchst im Zehner-/Zwanzigerfeld trainiert und lasst sich im
Anschluss analog auf das Hunderterfeld Ubertragen. Entscheidend ist dabei, auf
vorhandenem Wissen aufzubauen und die Entwicklung dieser Kompetenz nicht zu

erzwingen.

Eine weitere Kompetenz, die in der Regel im Volksschulalter erlernt wird, ist das
Erkennen von bzw. das Wissen um so genannte , Zahlenfreunde” (,Zehnerparchen®).

Hier geht es darum zu wissen, welche Betrage zusammen den Wert ,,10“ ergeben.

Es ist nicht nur wichtig zu wissen, in welche Teile sich die Zahl Zehn zerlegen l3asst,
sondern auch wie viel man von einem Betrag weg und zu einem anderen addieren
muss, um zu Zehn zu gelangen. Diese Kompetenz ist vor allem beim Rechnen mit
Zehnerlbertrag sowohl im Bereich der Addition als auch im Bereich der Subtraktion

wichtig. (Gaidoschik M., 2014)
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MENTALE FLEXIBILITAT

Neben dem Gefiihl fur Zahlen und dem Verstandnis fur Strukturen ist bei der
Ausfiihrung einer Kopfrechnung Flexibilitdt und Anpassungsfahigkeit erforderlich.
Flexibilitat ist in der Mathematik eine wichtige Eigenschaft, da sie dazu befahigt,
zwischen verschiedenen Werkzeugen zu variieren um einen geeigneten Losungsweg zu
finden.

(Mastrothanasis, Geladari, Zervoudakis, & Strakalis, Primary school pupils’ strategies

for mental addition and subtraction, 2018)

Bei schriftlichen Standardverfahren konzentriert man sich wahrend der Berechnung
auf die Einzelkomponenten (Einer, Zehner,...). Es erfordert Kenntnis grundlegender

Fakten und dem entsprechenden Standardlogarithmus.

Im Gegensatz dazu beschaftigt man sich wahrend des Kopfrechnens mit der ganzen
Zahl (siehe Hierzu Kapitel “ KOPFRECHNEN — EINE DEFINITION“) und insbesondere bei
mehrstelligen Zahlen ist der Rechenvorgang sehr komplex und erfordert ein tieferes
Verstandnis von Vorgangen und Zusammenhangen, aber auch Kenntnis von Fakten.

(Rathgeb-Schnierer & Green, Desenvolvendo Flexibilidade no Calculo Mental, 2018)

Die Ausfiihrung einer Kopfrechnung erfordert ebenso Flexibilitit und

Anpassungsfahigkeit, sowie ein Zahlengefiihl und ein Verstandnis fiir Strukturen.

Das Zahlengefihl (,,sense of number”) ,[...]refers to the general understanding of the
numbers and functions of a person along with the ability to use this understanding
flexibly in managing numerical situations|...] . Mental calculations promote the
development of problemsolving skills, provide techniques for calculating estimates,
contribute to understanding the concept of number, and encourage children to manage
numbers with ease, establishing the foundation for developing computational skills.
Furthermore, mental calculations help pupils understand and evolve written
computational methods|...]“ (Mastrothanasis, Geladari, Zervoudakis, & Strakalis,
Primary school pupils’ strategies for mental addition and subtraction, 2018, S. 44))
Weiter ist zu erwdhnen, dass die mentale Arbeit Erklarungsvermégen und
Kritikfahigkeit der Schiler fordert und den Sinn flir numerische und prozedurale

Funktionen aktiviert.
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Flexibilitat ist in der Mathematik eine wichtige Eigenschaft, die dazu befahigt zwischen
verschiedenen Werkzeugen zu variieren um einen geeigneten Lésungsweg zu finden.
Um flexible Rechenkompetenzen zu entwickeln muss im Unterricht ein Aufwerten des
Zahlen- und Kopfrechnens stattfinden und damit einhergehend ein Zuriickstufen der
schriftlichen Verfahren. Wie in der Arbeit von Rathgeb-Schnierer ,Entwicklung flexibler
Rechenkompetenzen bei Grundschulkindern des 2. Schuljahrs” beschrieben, findet
dies seit den 90er Jahren, in Deutschland, statt. Hier gab es eine
Schwerpunktverschiebung in Richtung des Kopf- und halbschriftlichen Rechnens und
seit dem neuen Jahrtausend gewinnt auch das flexible Rechnen immer gréRere

Bedeutung. (siehe hierzu auch das Kapitel ,,KOPFRECHNEN — EINE DEFINITION®)

,Flexible Rechner verfiigen iiber Zahlwissen (number facts), Zahlverstindnis
(numeration), Schdtzkompetenzen und Zahlgefiihl (estimation and sense of size of
numbers) sowie Wissen im Umgang mit Zahlen und Rechenoperationen (number and
operation) (Heirdsfield und Cooper 2002)“ (Rathgeb-Schnierer, Entwicklung flexibler
Rechenkompetenzen bei Grundschulkindern des 2.Schuljahres, 2010, S. 259f)

Wahrend unflexible Rechner auch beim Kopfrechnen auf das Ziffernrechnen
zurlickgreifen, indem sie sich den schriftlichen Algorithmus vorstellen, haben flexible
Rechner eine aufgabenadaquate Vorgehensweise entwickelt, bei der sie den
ganzheitlichen Umgang mit Zahlen pflegen. Zusatzlich haben flexible Rechner ein
grolReres Vertrauen in ihr Wissen und ihre individuell entwickelten Rechenwege als

unflexible Rechner, die sich auf vorgegebene Musterldsungen verlassen.

Macintyre und Forrester (2003) haben bei ihren Untersuchungen festgestellt, dass
beim Kopfrechnen Merkmale der Flexibilitat, besonders das erfinderische Nutzen von

Zahlen und ein ausgepragter Zahlensinn, maRgeblich zum Erfolg beitragen.

Threlfall (2002, 2009) vertritt die Meinung, dass die Strategie vom Kind nicht vor dem
Rechnen, sondern wahrend des Rechnens gewahlt wird. Laut Rathgeb-Schnierer
beschreibt Threlfall flexibles Rechnen ,[..] als situationsabhéingige, individuelle
Reaktion auf eine spezifische Aufgabenstellung, die aus dem Zusammenspiel von
Erkennen und Wissen resultiert und in diesem Sinne einmalig ist. Fiir das flexible
Rechnen  sind  verschiedene  Eigenschaften  unumgdinglich:  ausgeprdgtes,

altersspezifisches Zahlwissen, Zahl- und Operationsverstindnis, gut entwickelte
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Basisfakten, Selbstvertrauen und eine positive Einstellung zur Mathematik.“ (Rathgeb-
Schnierer, Entwicklung flexibler Rechenkompetenzen bei Grundschulkindern des

2.Schuljahres, 2010, S. 261)

Schiitte (2004) kommt in ihren Studien zu dem Ergebnis, dass die Schulung des
Zahlenblicks'® und einer kindereigenen Rechenwegsnotation wichtige Faktoren beim

Erlernen von Flexibilitat sind.

(Rathgeb-Schnierer, Entwicklung flexibler Rechenkompetenzen bei Grundschulkindern

des 2.Schuljahres, 2010)

Zusammengefasst kann man flexibles Rechnen auf zwei verschiedene Arten

beschreiben:

1. Ein ausreichendes Repertoire an Strategien und das Wissen um die Wahl und

Anwendung der passenden Taktik um eine Aufgabe addquat I6sen zu kénnen

2. Situationsabhdngiges, individuelles Reagieren auf spezifische
Aufgabenmerkmale, verbunden mit der Konstruktion von Vorgehensweisen

wahrend des Losungsprozesses

Um eine moglichst hohe Flexibilitdit zu erreichen, ist das Kennen- und Erlernen
moglichst vieler variabler Methoden notwendig. Selter (2013) beschreibt sechs
Hauptstrategien fiir das mentale Addieren und Subtrahieren, die in diesem

Zusammenhang Verwendung finden kénnen.
1. Schrittweise
2. Stellen extra
3. Stellen- & Schrittweise
4. Hilfsaufgaben

5. Vereinfachen

18 Der Zahlenblick impliziert Kenntnisse iiber Zahleigenschaften und -beziehungen, Kenntnisse (iber
Aufgabeneigenschaften und -beziehungen sowie metakognitive Kompetenzen. Er soll helfen,
»verallgemeinerbare Aspekte in Situationen zu erkennen, Strukturéhnlichkeiten zwische n bereits gelGsten
und neuen Aufgaben zu entdecken und strategische Vorgehensweisen zu libertragen” (Schiitte 2008,S.
103)” (Rathgeb-Schnierer, Entwicklung flexibler Rechenkompetenzen bei Grundschulkindern des
2.Schuljahres, 2010, S. 262)
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6. Erganzen

In einer Belgrader Studie von Zelji¢, lli¢ & Jeli¢é zum Thema ,Mental Arithmetic —
Subtraction Strategies” wird deutlich, dass ein Drittel, der an der Studie teilgenommen
Schiilerinnen, die die Aufgaben, die ihnen gestellten worden waren, mittels
schriftlicher Kalkulation berechnet hatten, eine hohere Fehlerquote aufwiesen als jene,
die die Aufgaben mittels mentaler Strategien l6sten. Auch bei dem Versuch die
Rechnung ohne Notation zu rechnen wurde auf die Methode der schriftlichen
Kalkulation zurickgegriffen und somit gezeigt, dass es ihnen an strategischer

Flexibilitat mangelt. (Zelji¢, 1li¢, & Jeli¢, 2018)

Um situationsabhangig handeln und flexibel auf Aufgabenstellungen reagieren zu
konnen, bendtigt man ein Repertoire an Losungsstrategien. Im letzten Kapitel wird
daher eine Auflistung von verschiedenen Kopfrechenmethoden beschrieben, welche

nach Rechenart sortiert werden.
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ZAHLENVERARBEITUNG BEI ERWACHSENEN

Das , Triple-Code-Modell“ von Dehaene formuliert, wie die geistigen Funktionen der
Zahlenverarbeitung und des Rechnens bei Erwachsenen beschaffen sind. Es besagt,
dass Erwachsene Uber drei unterschiedliche, aber verbundene neuronale Netzwerke
(Module) verfigen. Diese Module sind ihren Eigenschaften entsprechend in

unterschiedlichen Regionen des Gehirns angesiedelt.

neuronale Netzwerke

(Module)
| | |
7 halnaloge—men:allle visuell-arabische sprachlich-
ahlenraumvorstetiung Notation alphabethischesZahlwort]
(angeboren)

Abbildung 6: Neuronale Netzwerke des Gehirns fiir Zahlenverarbeitung und Rechnen
nach Dehaene

Es gibt je ein Netzwerk fir das sprachlich-alphabethische Zahlwort, die visuell-
arabische Notation und die analoge-mentale Zahlenraumvorstellung.
Das analoge Modul (innerer Zahlenstrahl) ist nach Dehaene ein angeborener

Zahlensinn.

Die Entwicklung der zahlenverarbeitenden Hirnfunktionen kann als stufenweiser
neuronaler Prozess verstanden werden, bei dem die frilhe Fahigkeit der
Mengenerfassung den Anfang darstellt. Als zweiten Entwicklungsschritt ergeben sich
sprachliche Symbolisierungssysteme, die Zahl- und Abzahlfertigkeiten, durch
Zahlworte, mit sich bringen und im weiteren Verlauf zur Zahlschreibweise fihren.
Parallel dazu formt sich im Inneren ein mentaler Zahlenstrahl, er eroffnet die
Moglichkeit einer zahlenrdaumlichen Vorstellung, in der mit verschiedenen

Zahlsymbolen operiert werden kann.
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Diese mentale Entwicklung ist grundlegend fiir das rechnerische Denken und

arithmetische Manipulieren (Kopfrechnen). (Aster, 2013)
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STRATEGIEN

Das Forschungsfeld der cognitive psychology hat in den letzten Jahren Fortschritte fir
den Bereich der mentalen Prozesse gebracht. Forscher haben Kopfrechenstrategien
(mental calculation strategies) als spezifische kognitive Prozesse, Aktionen oder
Verhaltensweisen charakterisiert, die bewusst implementiert werden, um individuelle
Losungskompetenzen zu entwickeln. Sie haben diesen mentalen Bereich daher als
erlernte, zielgerichtete und kontrollierte Handlungsweise verstanden. (Mastrothanasis,
Geladari, Zervoudakis, & Strakalis, Primary school pupils’ strategies for mental addition

and subtraction, 2018)

Kopfrechnen beruht, wie schon mehrfach erwdhnt, auf dem Verstindnis der
grundlegenden Eigenschaften der Zahlsysteme und arithmetischen Operationen sowie

einem gut entwickelten Zahlensinn.

Es gibt dabei mentale Strategien, die auch als clevere Berechnungsmethoden gesehen
werden kénnen und sich vom algorithmischen Rechnen, wie schon im Kapitel
,KOPFRECHNEN — EINE DEFINITION” beschrieben, unterscheiden. Um diese Merkmale

nochmals kurz in Erinnerung zu rufen:

e Mentale Berechnungen sehen Zahlen als Ganzheit und nicht als Ziffern
e Esgibt nicht die eine korrekte Variante, um die Berechnung durchzufiihren

e Beim Kopfrechnen gibt es keine Notationen

Ein weiterer noch nicht beschriebener Unterschied ist, dass bei mentalen
Berechnungsstrategien die Zahlen normalerweise in einer horizontalen Linie ,,gesehen”
werden.

Wie ebenfalls schon erwahnt, ist ein wichtiges Merkmal zu ,gutem” Kopfrechnen
strategische und mentale Flexibilitdt in Bezug auf Strategie und Eigenschaften der

Zahlen in mathematischen Aufgaben.

Voraussetzung flir manche Strategien, vor allem im Bereich der Multiplikation, ist das
Einmaleins, das Einspluseins sowie ein bestehendes Geflihl flir Zahlen. Letzteres
erleichtert es zu erkennen, wie man Zahlen in gleich groBe Blocke einteilen kann, um
die Rechnung zu vereinfachen. Ein Beispiel dafiir ist die Zerlegung der Zahl 100 (oder
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1000; etc.) in 10er, 5er, 4er oder 2er Blocke. (zum Beispiel: 20-40-60-80-100; 25-50-75-
100; etc.). Beim Erlernen des Einspluseins kénnen die unter Punkt , Additionen mit
Zehnerubertrag” beschriebenen Methoden hilfreich sein, diese sind im Anschluss

stellenweise auch fir das Multiplizieren wichtig.

Die nun erkldarten Methoden fir das Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und
Dividieren beziehen sich auf die Menge der Natirlichen Zahlen N. Im Bereich der
Multiplikation und Division kann die Zahlenmenge zu den ganzen Zahlen Z erweitert
werden, da man dabei nur auf etwaige Vorzeichen achten muss (Vorzeichenregeln:
Minus - Minus = Plus; etc.) Stellenweise konnen die Ergebnisse bei den Divisionen in
die Menge der rationalen Zahlen Q fallen, welche in dieser Abhandlung ausschlieBlich

als Dezimalzahlen dargestellt werden.

Zusatzlich sei noch erwahnt, dass es sich bei den ab ,Multiplizieren mehrstelliger
Zahlen” beschriebenen Strategien teilweise nicht nur um Kopfrechenmethoden im
engeren Sinn handelt, da manche die Zahlen als Ziffern einzeln betrachten und nicht

die Zahl als Ganzes.

Addieren/Subtrahieren

Additionen mit Zehneriibertrag

Es ist wichtig, dass man im Zahlenraum bis 20 iber verschiedene Methoden verfiigt,
die das ,,Weiterzahlen” bzw. ,Fingerrechnen” ablésen. Hierbei kommt es, gerade am
Anfang, vor allem bei den Additionen mit Zehneribertrag zu Schwierigkeiten. Folgende

Varianten von Gaidoschik kobnnen beim Rechnen hilfreich sein:

»Kraft der Fiinf"

Diese Variante ist beim Einspluseins vor allem im Raum von 6+6 bis 9+9
vertreten.

Wiirde man, mit einem Partner, die Summanden einzeln mit den Handen
visualisieren, waren immer an einer Hand alle 5 Finger ausgestreckt.
Es geht also darum die beiden Summanden je als 5+x zu sehen, was in Folge zu

einer einfacheren Zwischenrechnung fiihrt.
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Der erste Schritt bei dieser Strategie ist es, zu erkennen wie sich beide
Summanden zusammensetzen. Im zweiten Schritt addiert man die beiden
Fiinfer. Der dritte Schritt besteht darin, die beiden Reste zu addieren. Zum

Schluss werden beide Teilergebnisse addiert.
Ein Beispiel: 7+8="7?
7=5+42;8=543 > (5+5)+(2+3)=10+5=15

(Bei nicht gelibtem Kopfrechnen kann man individuell, je nach
Gedachtnisleistung, variieren, wie viel von dieser Rechnung tatsachlich

aufgeschrieben wird.)

»Verdoppeln plus eins“/“Verdoppeln minus eins“

Eine Voraussetzung fiir diese Methode sind die abrufbaren Verdopplungen von
6+6 bis 9+9. (Sollte dies nicht der Fall sein, ware die zuvor beschriebene ,Kraft

der Finf“ eine gute Wahl diese zu automatisieren.)

Die Abrufbarkeit ist notwendig, da man bei dieser Methode immer von einer
Verdopplung ausgeht und je nach Rechnung eines dazu- oder wegrechnet.

(gegebenenfalls kann man auch zwei dazu/wegrechnen.)

Beispiel fir ,Verdopplung plus eins“: 8+9=? > die dazugehoérende
Verdopplung: 8+8 ist abrufbar, da 9 um eines mehr als 8 ist, ist das Ergebnis

ebenfalls um eines groRer.

Die gleiche Rechnung kann auch als ,Verdopplung minus eins“ verstanden
werden. Hier ware die zugehorige Verdopplung 9+9. Da 8 um eines kleiner ist
als 9, muss das Ergebnis ebenfalls um eines kleiner sein als bei der

Verdopplung.

~Kraft der Zehn" / ,Zehnertrick”

Angelehnt an die vorherige Methode ist hier einer der Summanden der Zahl 10
sehr nahe. Am idealsten 9, aber auch 8 ist moglich.

Ein Beispiel: 9+6=?
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Weil} der Lernende nun schon, dass 10+6=16, kann er mit Hilfe der vorherigen
Methode oder durch Anleiten des Lehrenden herausfinden, dass die

urspriingliche Aufgabe lediglich um eines weniger als 16 ist.

»Zehnerstopp“/“Teilschrittverfahren”

Bei dieser Strategie wird ein Summand so zerlegt, dass ein Teil davon den
zweiten Summanden auf 10 ergdnzen kann. Im untenstehenden Beispiel wird
die Zahl 6 als 2+4 gesehen. Dem Assoziativgesetz folgend kann man nun mit der

Rechnung 2 + 8 beginnen und im Anschluss 4 addieren.
Beispiel: 8+6=? 2 8+(2+4)=(8+2)+4=10+4=14

(Gaidoschik U. M., Das Recheninstitut - zur Forderung mathematischen Denkens, 2012)
(Gaidoschik M., 2014)

Unter der Voraussetzung, dass neben dem Einspluseins auch die Methoden ,Kraft der
Finf“ und ,Zahlenfreunde” automatisiert ist, haben die soeben beschriebenen
Methoden jeweils nur einen geringen Arbeitsspeicheraufwand, es muss lediglich das
Wissen aus dem Langzeitgedachtnis abgerufen und im Kurzzeitgedachtnis verarbeitet

werden.

Weiters ist zu erwdahnen, dass die von Gaidoschik beschriebenen Methoden, wenn sie
beherrscht werden, problemlos auch in héheren Zahlenrdumen angewendet werden
kénnen. Am besten dafiir geeignet, vor allem im Bereich des Kopfrechnens, ist jedoch
der ,Zehnerstopp”. Bei diesem Verfahren wird die Ausgangszahl als Ganzes gesehen
und mit fortlaufender Rechnung erweitert, was zu einem sehr geringen Aufwand fir

das Arbeitsgedachtnis beitragt.

Als Gegenbeispiel fiir eine arbeitsspeicheraufwandige Strategie im hohen Zahlenraum
mit Zehneribertrag kann die ,Kraft der Finf“ genannt werden. Diese Variante
angewandt ergabe schon im 10er Bereich die Zerlegung der Summanden und damit
einhergehend 3 separate Rechnungen: Zehner plus Zehner, Einer plus Einer, Ergebnisse

der Beiden Additionen ebenfalls Addieren.

40



Additionen/Subtraktionen mit zwei- und mehrstelligen Zahlen

Selter (2013) und Mastrothanasis (et al.,2018) beschreiben mit unterschiedlichen
Namensgebungen, gleiche Methoden, um zwei- und mehrstellige Zahlen sowohl zu

addieren als auch zu subtrahieren.

Mentale Reprdsentation

Eine Strategie fir Additionen und Subtraktionen ist die mentale
Repradsentation. Dabei verfolgen die Personen, mental, die typische additions-
/subtraktionsalgorithmische Strategie des ,untereinander Schreibens”. Dies ist
allerdings keine effektive Methode und folgt den Regeln des algorithmischen
schriftlichen Rechnens. Meist bedienen sich ungelibte Kopfrechner dieser

Methode.

»Stellen extra“

Die Trennung von Zehnern und Einern ist eine weitere mentale Strategie und
gilt als eine der haufigsten Taktiken im Bereich der Addition und Subtraktion
natlirlicher Zahlen. Fiir diese mentale Operation werden die verwendeten
Zahlen in Vielfache von Zehnern und Einern unterteilt. Die Rechnung im
Anschluss ist richtungsunabhdngig. Achtung: Wahrend bei der Addition jeweils
drei ,einfachere” Additionen entstehen, miissen bei der Subtraktion die beiden
Differenzen am Ende addiert werden.

Beispiel einer Addition:

56 + 32 =7

50+ 30=80 6+2=8 - 80 + 8= 88

Beispiel einer Subtraktion:

56 — 32 =?

50-30=20 6—-2=4 - 20+4=24

Fiir den Fall, dass bei der Subtraktion ein Ubertrag stattfindet (Einer des
Subtrahenden groRer als der Einer des Minuenden) scheint diese Methode

allerdings nicht zweckmaRig zu sein.
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Separationsakkumulation

Von der zuvor beschriebenen Strategie ausgehend, gelangt man zur
separationaccumulation technique (Separationsakkumulationstechnik). Bei
dieser Technik werden die Zehnerstellen der Zahlen wieder aus der Rechnung
separiert und addiert/subtrahiert. Im Anschluss werden die beiden Einerstellen
separat dazu addiert/subtrahiert.

Beispiel einer Addition:

53 + 45 =7

50+40=90 -» 90+4+3=93 - 93+5= 98

Im Gegensatz zur vorherigen Methode sto8t man hier beim Subtrahieren mit
Ubertrag nicht an eine Grenze. Zu Beginn werden die Zehner separat
subtrahiert. Danach wird der Einer des Subtrahenden abgezogen wahrend der
Einer des Minuenden addiert wird.

Beispiel einer Subtraktion:

53 —45 =?

50—-40=10 - 10-5=5-> 5+3=8

Akkumulationsstrategie/Schrittweise
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Bei der Akkumulationsstrategie oder auch Sprung- bzw. Schrittweisemethode
bleibt die erste Zahl unberiihrt und die Zweite wird in ihre Stellenwerte zerlegt
und nacheinander addiert/subtrahiert.

1.Variante: Zehner-Einer Akkumulation

25 + 17 =2

25+ 10= 35 - 35+ 7= 42

25—-17 =?
25—-10=15 - 15-7=8



2.Variante: Einer-Zehner Akkumulation
25 + 17 =?
25+ 7=32 - 324 10 = 42

25—-17 =7
25—-7=18 - 18-10=38

Holistic strategy/ Hilfsaufgabe

Ist die Fahigkeit der Flexibilitdt und des Zahlensinns bei einer Person gut
ausgebildet, kann sie komplexe mentale Manipulationen ausfiihren und eine
holistic strategy (ganzheitliche Strategie) anwenden. Bei diesen Methoden geht
es darum, aus den Operanten mittels Addition oder Subtraktion Zahlen zu
machen, mit denen man einfacher rechnen kann. Diese besondere Technik wird
vor allem bei Zahlen angewandt, die sich nahe bei Vielfachen von Zehn
befinden.

Eine Art der ganzheitlichen Strategie ist die Kompensation, bei der eine der
beiden Zahlen entweder auf- oder abgerundet wird um den gleichen Betrag am
Ende zu subtrahieren oder addieren.

Beispiel einer Addition:

45 + 18 =7

45+ (18+2)=45+20= 65 —» 65—2= 63

Auch bei dieser Methode muss bei der Subtraktion darauf geachtet werden,
dass nicht alle Zwischenschritte in einer Differenz enden, sondern der letzte
Schritt eine Addition darstellt.

Beispiel einer Subtraktion:

45 — 18 =7

45 -(184+2)=45-20=25 —» 25+4+2=27
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Balancing/“Vereinfachen”

Das balancing (Ausgleichen) bzw. Vereinfachen ist eine weitere Art der
ganzheitlichen Strategien und unterscheidet sich von der vorherigen darin, dass
beide Zahlen verandert werden. Wieder geht es darum, die erste Zahl zu einem
Vielfachen von Zehn zu machen. Addiert man nun zur ersten Zahl etwas hinzu,
wird der gleiche Wert von der zweiten Zahl abgezogen (und umgekehrt). So
entsteht ein Gleichgewicht. [a + B= (a-k) + (B + k) ]

Beispiel einer Addition:

47 + 35 =7

47 +35=(47+3)+(35—-3)= 50+32 =182

Bei der Subtraktion ist darauf zu achten, dass gilt:

a-B= (o+k)-(B+«k) bzw. a-B= (a-k) - (B - k)

Beispiel einer Subtraktion:

37 — 28 =?

37-28=37+3)—-(28+4+3)=40—-31=9

Schonard & Kokot (2013) beschreiben in ihrem Buch ,Der Mathekniller” das
gleiche Verfahren fiir die Subtraktion, mit dem Unterschied, dass der
Subtrahend zu einem Vielfachen von 10 gemacht wird.

Beispiel:

37 — 28 =?

(374+2)—(28+4+2)=39-30=9

Indirekte Subtraktion
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Eine eher selten verwendete Strategie beim Subtrahieren ist die indirekte
Subtraktion. Man entfernt allmahlich vom Minuenden moglichst einfache

Werte bis man beim Subtrahenden angekommen ist. Danach addiert man alle

Werte.

Beispiel:

65 - 28 =7

65—5=60 60—-30=30 30-—2=28 5+30+2 =37



Ergdnzen

Eine weitere von Selter (2013) beschriebene Methode zum Subtrahieren ist das
Ergdnzen. Dabei handelt es sich um die in der Volksschule verbreitete ,und
wieviel?“ Aufgaben.

Beispiel:

83 — 25 =7

25+ _ =83 - 25+8=33 33+ 50 =83
83—-25=8+50=58

Die oben beschriebenen Methoden zdhlen zu den High-Level Strategien, kdnnen zu
einem besseren Zahlenverstandnis beitragen und gelten als besonders effektiv und
wirkungsvoll. (Mastrothanasis, Geladari, Zervoudakis, & Strakalis, Primary school

pupils’ strategies for mental addition and subtraction, 2018 ; Selter, 2013)

Subtraktion von einer 10er Basis

(Zehnerbasis nennt man Zahlen der Form 10", also 10, 100, 1000, etc.)
Mochte man eine beliebige Zahl x von einer 10er Basis abziehen, so gilt

folgende Regel:

Subtrahiert man eine beliebige Zahl von einer Zehnerbasis beginnt man , links“
und erganzt jede Ziffer des Subtrahenden auf 9 auller die letzte. Hier wird das

Kompliment zu 10 gebildet.

Vorteil beim ,,von links beginnen” ist, dass man das Ergebnis schon ,richtig” im
Kopf hat und nicht erst die Ziffern in die richtige Reihenfolge bringen muss.

Beispiel:
1000 — 456 = 544

»,von links nach rechts rechnen”: beginnend bei der 4 des Subtrahenden
erganzen wir ,von links nach rechts” alle Ziffern auf 9. Die letzte Ziffer, hier 6,
wird auf 10 erganzt. (Schonard & Kokot, Der Mathekniiller : schnellere und

leichtere Rechenmethoden neu entdeckt ; genial einfach - einfach genial, 2013)
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Anmerkung: Das Subtrahieren von einer Zehnerbasis benotigt nur geringen
Arbeitsspeicher. Man muss nur die vorherigen Komplemente in Erinnerung behalten,

die Anordnung ist schon korrekt.

Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner (2018) haben in ihrer Arbeit ,, Rechnen lernen und
Flexibilitat entwickeln” wie in 7: Ldsungsmethoden beim halbschriftlichen Rechnen” und
Abbildung 8: Weitere Lésungsmethoden” zu sehen ist, eine an Selter (2013) angelehnte
Tabelle erstellt. Darin sind die oben aufgelisteten Losungsmethoden groRteils erwahnt.
Nach Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner werden diese Strategien sowohl beim
halbschriftlichen Rechenverfahren angewendet als auch von gelibten Kopfrechnern,
die die Zwischenschritte im Kopf durchfiihren, etwaige Teilergebnisse werden im
Arbeitsspeicher gespeichert. (Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner, Rechnen lernen und

Flexibilitat entwickeln; Grundlagen - Férderung - Beispiele, 2018)

Losungsmethode Addition Subtraktion

67+28 71-136
Stellenwerte extra 60+20;7+8;80+15 70—-30;1—6:40-—5
Schrittweise 67+20;87+8 71-30;41-6
Hilfsaufgabe 67+30;97-2 71—-40;31+4
Vereinfachen 65+30 710-135
Ergiinzen 36+...=T1

Abbildung 7: Lésungsmethoden beim halbschriftlichen Rechnen

(Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner, Rechnen lernen und Flexibilitat entwickeln; Grundlagen - Forderung -
Beispiele, 2018, S. 44)

Losungsmethode Addition Subtraktion
67428 71-36
60+20;80+7;87+8 70-30;40+1;41-6

Abbildung 8: Weitere Lésungsmethoden

(Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner, Rechnen lernen und Flexibilitat entwickeln; Grundlagen - Forderung -
Beispiele, 2018, S. 44)
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Multiplizieren

Die grundlegende Fahigkeit fiir das Multiplizieren im Kopf ist das kleine ,,Einmaleins”.
Auch das Zerlegen von Zahlen kann, wie am Anfang des Kapitels beschrieben, eine

Hilfe sein.

Multiplizieren mit einstelligen Zahlen

Lauft das Einmaleins weitestgehend automatisiert ab, gibt es ein paar einfache

Methoden mehrstellige Zahlen mit einer einstelligen Zahl multiplizieren zu kénnen.

Multiplizieren mit 2/“Verdoppeln”

1.Variante

Bei der Multiplikation mit 2 handelt es sich um eine einfache Verdopplung.
Hierbei bietet es sich, vor allem bei hohen Ausgangszahlen, an, eine Variation
des ,Zehnerstopps” bzw. ,Kraft der Zehn” zu verwenden. Dabei erganzt man
den Faktor (der nicht 2 ist) auf die groRte ganzzahlige durch Zehn teilbare Zahl

und zieht im Anschluss das erganzte zweimal ab.
Beispiel: 789 - 2 =?

789 + 11 =800
789-2=800-2—-2-11 =1600 — 22 = 1578
Wenn es glnstiger ist die Zahl nach unten zu erganzen, muss im Anschluss an

die Multiplikation addiert werden:
721-2 =7

721 —21 =700
721-2=700-2+2-21 = 1400 + 42 = 1442
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2.Variante

Beim Verdoppeln mancher Zahlen bietet es sich an, die Zahl als einen Teil einer
groBeren Zahl zu sehen. Zum Beispiel bei der Zahl 28: 28=25+3 ; 25 ist ein
Viertel von 100. Wenn 28 verdoppelt werden soll, und man mit den 4er Blocken
von 100 vertraut ist, weill man, dass 25-2 =50 und man im Anschluss nur

noch die 6 dazu addieren muss.

Beispiel:

78:2=50-2+28-2=50-2+25-2+3-2=156

Bei obigem Beispiel wurde die Zerlegung der Zahl 100 (25-50-75-100)
angewendet. Da auch in hoheren Bereichen der ,Zehneriiberschritt” bzw. in
diesem Fall der ,Hundertertberschritt” im Kopf nicht einfach ist. Kann man sich

der beiden kleineren Zerlegungen in 50 und 25 bedienen.

Multiplizieren mit 9

Auch hier bedient man sich wieder der gleichen beiden Tricks aus dem
Zehneriibergang. Zunachst wird der mehrstellige Faktor mit 10 multipliziert und
im Anschluss wird die Zahl einmal abgezogen.
Beispiel: 789 -9 =789 -10 — 789

= 7890 — 789 =7101

Multiplizieren mit 8
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1.Variante

Das Multiplizieren mit 8 funktioniert analog wie die Multiplikation mit 9, mit
dem Unterschied, dass am Ende die Zahl zweimal abgezogen werden muss. Bei
der Subtraktion kommt die schon beschriebene Methode des Verdoppelns zum

Einsatz.

Beispiel:

87-8=87-10—-2-87=870—(2-90—2-3) =870 — (180 — 6) = 696



2.Variante

Man kann die Multiplikation mit 8 auch als 3fache Verdopplung sehen.

Beispiel:

87-8=((87-2):2):2=(174-2)-2=348-2 =696

Multiplizieren mit 5

1.Variante

Ahnlich wie bei der Multiplikation mit 9 bzw. 8 wird auch hier zunichst
verzehnfacht (,eine Null angehdngt”). Im Anschluss wird das Zwischenergebnis
halbiert.
Beispiel:

875 =""10 =270 — 435

> =

2.Variante

Die Multiplikation mit 5 kann auch als eine zweifache Verdopplung plus einmal

die Zahl gesehen werden.

Beispiel:

87-5=((87-2)-2)+87 =174-2 + 87 = 348 + 87 = 435

Multipliziere mit 4 bzw. 6

1.Variante

Man startet mit einer Multiplikation mit 5. Im Anschluss wird die Zahl bei 4
einmal subtrahiert und bei der Multiplikation mit 6 einmal addiert.

Beispiel:

28-4=28-5-28=""00-28="2"—28=140 — 28 = 112

28-6:28-5+28=282;1°+28=14o+28=168
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2.Variante

Bei der Multiplikation mit 4 arbeitet man mit einer zweifachen Verdopplung,
bei Multiplikation mit 6 verdoppelt man zweimal und addiert das Doppelte der

Zahl.

Beispiel:
28:4=(28-2)2=30-2—-2-2)2=(60—-4):2=56-2=
=60:2—-2-4=120—-8=112

28-6=((28-2)-2)+2-28 =(56-2) +56 = 112 + 56 = 168

Multiplizieren mehrstelliger Zahlen

Multiplizieren zweistelliger Zahlen, deren Einer zusammen 10 ergeben
Voraussetzung fiir diese Strategie ist nicht nur, dass die Endziffern der beiden
Faktoren addiert 10 ergeben, sondern auch, dass sie die gleiche Zehnerstelle

haben. Treffen diese Bedingungen zu, wird wie folgt gerechnet:

Zur Vereinfachung werden die Zahlen in eine ,linke Seite“=Zehnerstelle und

eine ,rechte Seite” = Einerstelle unterteilt.

Fir die linke Seite gilt:

z(z+ 1)

AN Ziffer an der Zehnerstelle (muss bei beiden gleich sein!)
Fur die rechte Seite:

E,-E,

wobei E; = Einerziffer des ersten Faktors ;

E, = Einerziffer des zweiten Faktors

Beispiel: 36 -34 =?

linke Seite: 3(3+1)=3-4=12
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rechte Seite : 64 = 24
- 36-34=1224

Man kann diese Methode auch bei mehrstelligen Zahlen anwenden, deren
Einerziffern zusammen die Zahl 10 ergeben und deren Zehner, Hunderter, etc.
Stellen ident sind. Dabei wiirde sich die , linke Seite” als schwierig gestalten, da,
je groBer die Ausgangsfaktoren sind, desto groRer auch die Faktoren werden
die auf der linken Seite multipliziert werden missen. Daraus ergdbe sich ein
massiver Mehraufwand beim Rechnen und damit auch mehr bendtigte

Kapazitat im Arbeitsspeicher.

Multiplizieren einer zweistelligen Zahl mit der Zahl 11

Ohne Ubertrag

Bei der Multiplikation einer zweistelligen Zahl, deren Ziffernsumme kleiner als
10 ist, muss die Ziffernsumme zwischen die beiden Ziffern geschrieben werden

(Man erhalt eine dreistellige-Zahl).
Beispiel:
2511 =7

2+5=7 - 25-11=275

Mit Ubertrag

Wenn die Ziffernsumme des Faktors, der nicht 11 ist, groRer als 10 ist, muss
eine zusatzliche Addition durchgefiihrt werden. Die ersten Schritte werden
analog zum soeben gerechneten Beispiel durchgefiihrt, mit der Erganzung, dass

die Zehnerstelle der Ziffernsumme zur Zehnerstelle des Faktors addiert wird.
Beispiel:
5711 =?

5+47=12 - 512)7 -((+1)27 —-57-11 =627

51



Multiplizieren mehrstelliger Zahlen mit der Zahl 11

Diese Methode kann analog vom multiplizieren zweistelliger Zahlen mit der
Zahl 11 ohne/mit Ubertrag abgeleitet werden. Wie zuvor werden
Ziffernsummen von Ziffernpaaren berechnet und je nachdem ob ein Ubertrag
stattfinden muss (wenn die Ziffernsumme gréBer als 10 ist) werden Stellen

erweitert.

Beispiel 1:

123-11 =?

1+2=3;2+3=5

13)(5)3 — 123-11=1353

Beispiel 2:

78511 =?

7+8=15; 8+5=13

7(15)(13)5 - (7+1)(GB+1)35 - 785-11=8635

Die Multiplikation von mehrstelligen Faktoren mit der Zahl 11 verlauft analog

zu der im obigen Punkt beschriebenen Methode.

Multiplikation mit 9er-Ziffern
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(9er Ziffern: Zahlen deren Stellenwerte nur die Ziffer 9 haben. Zum Beispiel: 99;

999; etc.)

Man multipliziert den Faktor mit der, der 9er-Ziffer am nachsten liegenden
Zehnerbasis. Im Anschluss wird derselbe Faktor einmal abgezogen (Da er nun

einmal ,,zu viel” vorliegt)
Beispiel: 246 - 999 =?

246999 = 246 - 1000 — 246 = 246000 — 246 = 245754



Beispiel: 357 - 99 =?
357-99 =357-100 — 357 = 35700 — 357 = 35343

(Schonard & Kokot, Der Mathekndiller : schnellere und leichtere Rechenmethoden neu

entdeckt ; genial einfach - einfach genial, 2013)
Vedische Mathematik

Andere Lander andere Methoden

Der Begriff ,vedisch” bzw. ,veda” stammt aus dem Hinduismus und hat in
Indien die Bedeutung ,Wissen” und bezieht sich sowohl auf das religidse als

auch auf das weltliche Wissen. (Veda, 2019)

Man vermutete, dass die altindische mathematische Methode oder auch
Vedische Mathematik genannt, schon seit mehreren tausend Jahren existiert
und sie daher die alteste Rechenkunst der Geschichte ist. Im deutschen
Sprachraum ist sie dennoch weitgehend unbekannt. Sie erlaubt es den Indern
und jedem, der diese Methode erlernt hat, einfach und schnell zu rechnen.
(Schonard & Kokot, Der Mathekndiller - Warum Inder so verbliffend schnell im

Kopfrechnen sind, 2019)

»Die Inder erreichen mit ihrer Rechenkunst eine hohe Effektivitéit. So miissen sie
z.B. das kleine Einmaleins nur bis 5 -5 auswendig lernen” (Schonard & Kokot,
Der Mathekniller - Warum Inder so verbliffend schnell im Kopfrechnen sind,

2019, S. 1)

Im Folgenden wird anhand zweier kurzer Rechenbeispiele die Vedische
Mathematik zunachst fir das Multiplizieren zweier zweistelliger Zahlen und
danach fiir das Multiplizieren mehrstelliger Zahlen, vorgestellt. Beide Varianten
kénnen mit etwas Ubung neben der halbschriftlichen Rechenweise (wie sie

dargestellt wird) auch als reine Kopfrechnen Methoden verwendet werden.
Beispiel (aus Abb.9): Multiplizieren Sie 32 mal 21

Hierfiir wird die Zahl 21 so unter den ersten Faktor geschrieben, dass zwischen
den Ziffern etwas Platz bleibt.
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Danach werden je die libereinander geschriebenen Ziffern multipliziert und

direkt darunter geschrieben (ebenfalls mit einem Abstand):

3 2
2 1
6 2

Im letzten Schritt wird kreuzweise multipliziert und die beiden Produkte
addiert:
3:142-2=34+4=7

Dieses Ergebnis kann nun zwischen die beiden schon vorhandenen geschrieben

werden.

2 1
6 7 2
Damit erhadlt man fir die Rechnung 32 - 21 das Ergebnis 672
Diese Methode kann man relativ einfach und schnell bei Multiplikationen mit

zweistelligen Zahlen anwenden, so lange es zu keinen Ubertrigen kommt.
Ahnlich wie beim zweiten Beispiel in Abb.9 rechnen wir 15 - 23.

Der erste Schritt, das Untereinanderschreiben, bleibt gleich. Der Unterschied
zur vorherigen Rechnung besteht darin, dass es hier bereits beim Multiplizieren
der Einer zu einer Zahl gréRer als 10 kommt. Daher schreiben wir das Ergebnis
der Multiplikationen als kleine , Notiz“ vorerst dazu, ebenso wie das Ergebnis

der kreuzweisen Multiplikationen und anschliefenden Addition:
1 5
22) (13) 315

Das Endergebnis setzt sich aus den drei ,Notizen“ (2; 13; 15) wie folgt

zusammen:



Man kombiniert von rechts nach links alle Zahlen, wobei man die Zehner jeweils

zur nachsten Einerstelle addiert:
2 13 15 - 2+1 3+1 5 - 3 4 5

Damit erhalten wir als Endergebnis der Rechnung 15 - 23 =345

Belspiele fiir die vedische Multiplikation zweler 2-stelliger natiirlicher Zahlen

Um das Produkt 32 x 21 zu bestimmen, schreibt man die vier Ziffern der bei-
den Faktoren neben- und iibereinander, wie in der folgenden Abbildung links
dargestellt. Die erste bzw. die letzie Ziffer des Ergebnisses ergibt sich aus dem
Produkt der beiden Zehnerziffern bzw. Einerziffern der Faktoren (3 »x 2 = 6 bzw.
2 x 1 = 2), die mittlere Ziffer des Ergebnisses durch kreuzweise Multiplikation
der Ziffern der Faktoren und anschlieBende Addition der Teilergebnisse (3 x 1 +
2x2=3+4="T).

Das sieht verbliiffend einfach aus. Wenn aber Il:ani:rlr'aigc auftreten, wird das
Ganze schon etwas komplizierter (vgl. Abbildung rechts); bei Faktoren mit mehr
als zwei Stellen versagt diese Merkregel.

11 R e1 B
EIRE
<9

(6 7 2] [9 1 8]

Abbildung 9: Beispiele fiir vedische Multiplikation zweistelliger Zahlen
(Strick, 2019, S. 27)
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Als Beispiel zum Multiplizieren mehrstelliger Zahlen verwenden wir folgende

Aufgabe:

Multiplizieren Sie 955 mit 899

A) Herkommliche (schriftlich/algorithmische) Methode:

998 x 899
7984
8982
8982
897202

B) Indische Methode:

998 -2
899 -101
897 202

Abbildung 10 Vergleich zweier Rechenmethoden zum Multiplizieren mehrstelliger Zahlen

In Abb.10 A) ist eine herkdémmliche Methode fiir schriftliches Multiplizieren
dargestellt. In diesem Beispiel kommt man auf insgesamt neun Multiplikationen
(alle aus dem Einmaleins) und eine Addition (die aus finf Zwischenschritten

besteht).

Im Vergleich dazu, hat die in Abb.10 B) beschriebene Methode nur insgesamt

drei Subtraktionen und eine Multiplikation wie im Folgenden beschrieben wird:

Fir die vedische Mathematik ist es wichtig zu wissen, was eine Zehnerpotenz

ist: 10(10%), 100(102), 1000(103),...

Im ersten Schritt betrachtet man die zu multiplizierenden Zahlen und sucht die
nachstgelegene Zehnerbasis. Im obigen Beispiel ist es 1000.
Im zweiten Schritt subtrahiert man die Zehnerbasis von den Zahlen und

schreibt das Ergebnis rechts an.

(Abb.10 B) 998 — 1000 = (~ 2); 899 — 1000 = (- 101) )



Danach wird das Produkt der beiden Differenzen gebildet und
daruntergeschrieben.

Als letzten Schritt sucht man sich einen der beiden urspriinglichen Faktoren aus
und ,,addiert kreuzweise” (Abb.10 B) 899 +(— 2) = 897) auch dieses Ergebnis

wird darunter notiert.

Zusammen gelesen ergeben die beiden Zahlen das Endergebnis.

(Schonard & Kokot, Der Mathekniller - Warum Inder so verbliffend schnell im

Kopfrechnen sind, 2019)

Auf den ersten Blick erscheint die vedische Methode ungewdhnlich, dennoch kann
man ihre Effektivitat nicht bestreiten, da man gegenitber der ,herkdmmlichen”

Methode sechs Zwischenschritte spart.

Flir das oben genannte Verfahren ist es sinnvoll, wenn die beiden Faktoren nahe einer
Zehnerpotenz liegen. Am haufigsten findet diese Methode Anwendung, wenn sich die
zu multiplizierenden Zahlen knapp unterhalb einer solchen befinden. Aber wie in
Abbildung 11 zu sehen ist, kdnnen die Zahlen auch Uber der Zehnerpotenz liegen,

hierbei muss wahrend des Rechnens auf Vorzeichen geachtet werden.

Aufgabe i Aufgabe e g
986 -14 88 -12
Gber Kreuz addieren Proautt tber Kreuz addienen Proiukt
+ (-14) oder 985 + x{-14)= 42 1+ (-12) oder BE + x(-12)= 712
Ergebnis: 983 042 Ergebnis: 82 72
Aufgabe e Aufgabe T
x ' X
104 +4 106 +6
Uber Kreuz addieran Produit Gber Kreuz addigren Produxt
+4) oder 104 + 121K (v4) =48 + (+&) oder 106 + x(*E)=-18
Ergebnis: 116 48 Ergebnis: 102 82

Abbildung 11 Beispiele fiir Multiplikation in der Vedischen Mathematik
(Strick, 2019, S. 28)
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Wenn die Zahlen in den rechten Spalten die gleichen Vorzeichen haben, ergibt sich bei
der nachfolgenden Multiplikation in jedem Fall eine positive Zahl. (Vorzeichenregel!)
Wie aber in obiger Abbildung an der Rechnung,, 97 - 106“ zu sehen ist, muss dies nicht

immer zutreffen und man erhélt eine negative Zahl ( (—3) - 6 = (—18) ).
Fir diese Falle gilt:

Zu dem entstandenen negativen Produkt, wird die Zehnerpotenz addiert. Im
Endergebnis wird die gleiche Zehnerpotenz im Anschluss subtrahiert. (Es

gleicht sich also aus)

Hierzu noch ein weiteres Beispiel:

Aufgabe: 95 - 107

Rechnung wird wie zuvor notiert (Zehnerpotenz: 10?)

95 -5
107 7

Der nachste Schritt ist die Multiplikation, die zu einem negativen Wert fihrt:

(=5)-7 = (—35)

Nun wird die Zehnerpotenz zum Produkt addiert und man erhalt den Wert

(—=35) + 100 = 65 . Dieser kann auch schon notiert werden:

95 -5
107 7
65

Im Anschluss wird wie gewohnt kreuzweise addiert. Zum Beispiel: 107 +

(=5) =102

Zusammen ergabe das nun:

95 -5
107 7
102- 65
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Da aber zuvor in einem Zwischenschritt eine Zehnerpotenz hinzugefiigt
wurde, muss diese im ,Endergebnis” abgezogen werden, um das richtige

Ergebnis zu erhalten:
10265 — 100 = 10 165 =95 - 107

(Strick, 2019)

Quadrieren

Zahlen mit Endziffer 5

Wie zuvor im Beispiel der vedischen Mathematik zu zweistelligen Zahlen,

schreibt/denkt man auch hier die Ziffern mit einem Abstand.
Beispiel: 152 =7 - 1 5

Nun kann man zwischen einer linken Seite (hier 1) und einer rechten Seite (hier
5) unterscheiden. (Auf der linken Seite stehen, unabhangig wie grol8 die Zahl ist,

alle Ziffern auBer die Einerstelle.)

Aus der rechten Seite wird bei jeder Quadratzahl mit Endziffer 5, 25.
- 1 25

Fir die linke Seite verwendet man folgende Regel:

a(a+1) o R Zahl auf der linken Seite

- 11+1) =2

- 152 =225

Flir Zahlen mit mehr als 2 Stellen ist diese Strategie fir das Kopfrechnen mit
einem sehr groBen Arbeitsspeicheraufwand verbunden und daher ungeeignet,

wie am folgenden Beispiel gezeigt wird:

Beispiel: 1252 =?
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12 5 - 12(12+ 1) 25 - 12-13 25

Wie man leicht erkennen kann, wiirde man beim Kopfrechnen nun fir die
Rechnung 12 - 13 eine weitere Methode (zum Beispiel eine der weiter oben
beschriebenen)  anwenden missen, dies erklart den  groRen

Arbeitsspeicheraufwand. Um an dieser Stelle abzukiirzen: 12 - 13 = 156
Somit hatten wir als Ergebnis: 1252 = 15625

Zweistellige Quadratzahlen nahe bei 10 oder 102

Das im Kopf quadrieren von Zahlen zwischen 10 und 100 ist am einfachsten, je ndaher

die Zahl bei der Zehnerpotenz liegt.

Je ndher der zu quadrierende Betrag bei 50 liegt, desto groRRer ist, bei dieser Methode,
die aufzubringende Gedachtnisleistung beim Kopfrechnen. Im Bereich des
halbschriftlichen Rechnens kénnen die beschriebenen Methoden mit mehr oder
weniger gleichem Aufwand verwendet werden, da Zwischenergebnisse notiert werden

kdnnen.

Weiters ist zu beachten, dass es Betrdage zwischen 10 und 100 gibt, die mit der schon
beschriebenen Strategie ,Zahlen mit Endziffer 5“ berechnet werden kdnnen. Ebenfalls
einfach im Kopf kdnnen Vielfache von 10 der Form x-10 x € N\O quadriert
werden, indem die dekadische Einheit der Zehnerstelle quadriert wird und fiir das

Endergebnis mit 100 multipliziert wird (,,2x Null hinten dran hdangen®).
Beispiel: 40% = (4 - 10)? = 4?-10% = 1600

Im folgenden Absatz wird nun unter Variante 1 eine Strategie fiir das Quadrieren von

Zahlen naher der 10 und unter Variante 2 fiir Zahlen nahe bei 100 beschrieben.

1. Variante

Die zu Quadrierende Zahl liegt nahe bei 10

Ohne Ubertrag

Das Ergebnis wird in zwei Schritten ermittelt, die zusammengesetzt das

Endresultat ergeben.
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1.Schritt: x + (x — 10)
2.Schritt: (x — 10)?
fir x = zu Quadrierende Zahl und x > 10

Das Ergebnis setzt sich dann zusammen aus x° =

"Ergebnis Schritt 1""Ergebnis Schritt 2"
Beispiel: 132 =?

1.Schritt: 13 + (13 — 10) = 16

2.Schritt: (13 —10)? =32 =9

13%2 = 169

Mit Ubertrag

,Flir die rechte Seite ist wegen der Basis 10 nur eine Ziffer zugelassen, ist das
Ergebnis auf der rechten Seite zweistellig, wird die Zehnerstelle nach links
ibertragen und zur vorderen Zahl addiert.” (Schonard & Kokot, Der
Mathekniller : schnellere und leichtere Rechenmethoden neu entdeckt ; genial

einfach - einfach genial, 2013, S. 47)

(Im oben angefiihrten Zitat meint die ,linke Seite” den im obigen Beispiel

angefiihrten ,,1.Schritt”“ und , rechte Seite” den ,,2.Schritt“)
Beispiel: 192 =?
1.Schritt: 19 + (19 — 10) = 28
2.Schritt: (19 —10)? = 92 =81
- 192 = (28+8)1 =361
2.Variante

Die zu quadrierende Zahl liegt nahe bei 100.
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Ohne Ubertrag

Analog wie in Variante 1 wird die Rechnung in zwei Schritte gegliedert, die

aneinander gereiht das Endergebnis liefern.
1.Schritt: x — (100 — x)

2.Schritt: (100 — x)?

fiur x = zu Quadrierende Zahl und x < 100

Da die Zahl nahe der 10er Basis 100 liegt, sind, im Unterschied zu Variante 1,

nun zwei Stellen in Schritt 2 zulassig.
Beispiel: 922 =?
1.Schritt: 92 — (100 — 92) =92 — 8 = 84
2.Schritt: (100 — 92)% = 82 = 64
922 = 8464

Mit Ubertrag

Ebenfalls analog wird hier gerechnet. Wenn Schritt 2 (Das Quadrieren der
Differenz von 100 und der zu quadrierenden Zahl) zu einer dreistelligen Zahl

flhrt, wird die Hunderterstelle zu dem Ergebnis aus Schritt 1 addiert.
Beispiel: 822 =?

1.Schritt: 82 — (100 — 82) =82 — 18 = 64

2.Schritt: (100 — 82)? = 182 =?

An dieser Stelle muss, wenn man im Kopf rechnet, mittels Variante 1 das

Quadrat von 18 ermittelt werden.

Um an dieser Stelle nicht fir Verwirrung zu sorgen, wird das Ergebnis als

bekannt angenommen:
2.Schritt: (100 — 82)% = 182 = 324

Zusammengesetzt ergibt sich fiir 822 = (64 + 3)24 = 6724



Zweistellige Quadratzahlen

Im vorherigen Absatz wurde eine Methode fiir das Quadrieren zweistelliger
Zahlen, die nahe einer Zehnerbasis (10, 100) liegen, erklart. Die nun
beschriebene Strategie ist fiir alle zweistelligen Zahlen geeignet und setzt sich

aus drei Teilschritten zusammen.
1.Schritt: Quadrieren der Zehnerziffer
2.Schritt: Zehnerziffer - Einerziffer - 2
3.Schritt: Quadrieren der Einerziffer

Beispiel 1: 122 =?
1.Schritt:12 =1
2.Schritt:1-2-2 =4
3.Schritt: 2% = 4

Ergebnis: 122 = 144

Beispiel 2: 232 =?
1.Schritt:2% = 4
2.Schritt:2-3-2 =12
3.Schritt:32 =9

In Schritt 2 ist das Ergebnis groRer als 10, die Zehnerstelle wird daher zu Schritt

1 addiert und man erhalt das Ergebnis:

232=(4+1)29 - 23%2=529
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Dividieren

Division zweistelliger Zahlen durch 9

Im Folgenden wird eine Strategie erklart, wie man Zahlen, in denen ,9“ nicht

immer ohne Rest enthalten ist, durch neun im Kopf dividieren kann.

Das Ergebnis setzt sich dabei aus den Ziffern der Zehnerstelle des Dividenden
zusammen und dem eventuell verbleibenden Rest. Letzterer entspricht der
Ziffernsumme des Dividenden. Auch hier muss wieder darauf geachtet werden,

ob beim Rechnen ein Ubertrag stattfindet oder nicht.

Ohne Ubertrag

Beispiel: 71:9 =?
71:9=7 (7 + 1)Rest - 71:9=7 8Rest

Mit Ubertrag
Beispiel: 67:9 =?
67:9=6 (6 + 7)Rest - 67:9 =6 13 Rest
Da neun im Rest noch einmal enthalten ist, zdhlt man dies zum Ergebnis hinzu:
67:9=6 (6+7)Rest — 67:9=6 (9+4)Rest
67:9=(6+1) 4Rest

Ergebnis: 67:9 =7 4 Rest

Division mehrstelliger Zahlen durch 9

Wie bei der Division zweistelliger Zahlen durch 9 setzt sich das Ergebnis aus
allen Ziffern des Dividenden zusammen, bis auf den Einer, und dem Rest. Wie
der Rest berechnet wird, wird der Einfachheit halber anhand eines Beispiels

erklart.

Beispiel: 123:9 =?
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123:9 =12 (12 + 3)Rest

Die Berechnung des Rests erfolgt durch die Addition der Zahl, ohne der
Einerstelle, (die Zehnerstelle des Dividenden wird zur Einerstelle) und der Ziffer

der Einerstelle.

Auch in diesem Beispiel ergibt sich so fiir den Rest eine Zahl groRer neun. Dies

wird wie oben beschrieben gehandhabt.
123:9=12 (12+3)Rest — 123:9=12 (9 + 6)Rest
123:9 = 13 6Rest

Division durch 5

Man kann jede beliebige Zahl durch funf dividieren, indem man sie zuerst mit

zwei multipliziert und im Anschluss durch zehn dividiert.
Beispiel: 124:5 =?
124:5 = (124 -2):10 = 248: 10 = 24,8

Division durch 25

Ein Betrag kann durch 25 im Kopf dividiert werden, indem man ihn zuerst

vervierfacht (zweimal verdoppelt) und im Anschluss durch 100 dividiert.
Beispiel: 124:11 =?
124:11 = (124-2-2): 100 = (248-2):100 = 496:100 = 4,96

Division durch 11

Die Division durch 11 besteht aus einzelnen Subtraktionen, die von links nach

rechts durchgefiihrt werden.

Dabei schreibt bzw. denkt man sich die erste Ziffer des Dividenden (die
gleichzeitig die erste Stelle des Ergebnisses ist) unter die Zweite und subtrahiert
sie voneinander. Die Differenz der beiden Ziffern ist die zweite Stelle des
Ergebnisses und wird unter die dritte Stelle des Dividenden geschrieben bzw.

gedacht. Dies wird bis zur letzten Stelle wiederholt.
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Zur Veranschaulichung werden 3 verschiedene Beispiele vorgerechnet.

Beispiel 1: eine Division mit 0 Rest; Beispiel 2: eine Division mit Rest; Beispiel 3:

eine Division mit Ubertrag bei der Subtraktion.
Beispiel 1: 693:11 =?
1.Schritt: die erste Ziffer ,6“ wird unter die Zweite ,9“ geschrieben

693:11=
6

2.Schritt: die Differenz der beiden Ziffern wird rechts neben die ,,6“ geschrieben

693:11
63

3.Schritt: analog zu Schritt 2, da 3 — 3 = 0 ergibt ist dies eine Division mit ,,0
Rest”. (,Es gibt keine weitere Ziffer mehr im Dividenden unter die man die ,,0“

schreiben konnte.

- 693:11 =63 0 Rest

Beispiel 2: 694:11 =?
Die Schritte werden wie schon erklart durchgefiihrt.

694:11
63 (1)
Weil 4 — 3 = 1 ist das Ergebnis der Division

694:11 =63 1Rest

Beispiel 3: 40249: 11 =?

1.Schritt: da die Differenz von 0 und 4 negativ ist, wird die untenstehende Zahl
um eins minimiert und die Ziffer im Dividenden um zehn erhéht. Die beiden
»,heuen”Zahlen werden wie gewohnt subtrahiert und das Ergebnis neben die

»3" geschrieben.



40249:11 -
4

2.Schritt: analog zu Schritt 1
4 10 12 49
3 66
3.Schritt: analog
410 12 14 9
36 59

Ergebnis: 40249:11 = 3659 0 Rest

410249
37

(Schonard & Kokot, Der Mathekndiiller : schnellere und leichtere Rechenmethoden neu

entdeckt ; genial einfach - einfach genial, 2013)
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CONCLUSIO

Aus didaktischer Sicht ware es von groRem Vorteil, die mentale Arithmetik in den
Unterricht der Volksschule verbindlich einzufiihren. Unter der Voraussetzung, dass die
Schilerin oder der Schiler keine friihkindliche Entwicklungsstérung oder einen
genetischen Defekt durchleiden muss, wiirde ein solcher Unterricht zu mehr
Selbstvertrauen flihren und so auch zu mehr Sicherheit im Umgang mit Zahlen. (Bei
einer Erkrankung, beispielsweise mit Dyskalkulie, kann ein zu forderndes Vorgehen
beim Kopfrechnen zu Uberforderung und so auch zu Blockaden fiihren, da Menschen
mit dieser oder einer anderen Schwache in der Regel im Kopf auf das zahlende
Rechnen zurlickgreifen.) Im Unterricht gilt es daher besonderes Fingerspitzengefiihl zu

zeigen.

Auch wenn es eine Forderung nach mehr mentalem Rechnen und auch eine
stellenweise Verankerung im Lehrplan gibt, so haben, wie im Text beschrieben,
verschiedene Studien gezeigt, dass das Thema Kopfrechnen in den Volksschulen keinen
grolRen Anklang findet und auch in den Schulbiichern nicht addaquat angeleitet wird.
Das wird auch in den Studien, die sich speziell mit dem Thema mentale Arithmetik

beschaftigen, deutlich.

Besonders wichtig scheint im Zusammenhang mit der Entwicklung auch das Erlernen
bzw. Verbessern von Zahlen- und Struktursinn, welche beide fiir eine mentale
Vorstellung der Zahlen Voraussetzung und daher unumganglich im Bereich der

mentalen Arithmetik sind.

Im Themenbereich der Rechenstrategien ist auffallig, dass Zahlen und Rechnungen, so
gut es geht, in einfache Teile zerlegt und im Anschluss wieder zusammengefligt
werden. Fir diese geistige Arbeit ist es wichtig, ein Geflihl flr Zahlen verinnerlicht zu
haben, um Zerlegungen zu finden, die moglichst hilfreich fir das weitere Rechnen sind.
Ein Beispiel dafir ist das Wissen um die , Kraft der Finf“ oder das Zerlegen der Zahl

Zehn in die so genannten ,Zahlenfreunde®”.

Ein weiterer wichtiger und auch logischer Punkt ist, dass es leichter ist, mit kleinen
Zahlen zu rechnen. GroRe Zahlen werden beim Rechnen in mehrere einzelne (kleinere)

Aufgaben zerlegt. Diese Zerlegung beansprucht einen enormen Gebrauch des
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Arbeitsspeichers im Gehirn. Jenem Teil, dessen Aufnahmekapazitat auf sieben
Artefakte beschrankt ist. Daraus ist zu folgern, je gréRer die zu berechnenden Zahlen
sind, desto mehr Zwischenrechnungen werden benotigt und desto hoher ist die
Belastung des Kurzzeitgedachtnisses, was zu vermehrten Fehlern fiihren kann. Daher
ist es wichtig in der gesamten Volksschulzeit im Zahlenraum bis 100 adaquate
Kopfrechenstrategien aufzubauen und so zu trainieren, dass das Ableiten flir hohere

Zahlen weniger fehleranfallig wird und auch im Alltag verwendet werden kann.
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ABSTRACT

In dieser Arbeit werden wissenschaftliche Artikel und Blicher zum Thema der mentalen
Arithmetik verwendet, um diesem Teilgebiet des Mathematikunterrichts
Aufmerksamkeit zu schenken. Sie werden anhand ihrer unterschiedlichen

Themenbereiche stellenweise verglichen und miteinander in Verbindung gebracht.

Kopfrechnen (=mentale Arithmetik) ist definitionsgemall Rechnen ohne Hilfsmittel, wie
Taschenrechner, Papier und Stift. Dies ist, wie in der Arbeit beschrieben, jedoch nicht
so einfach umzusetzen und wird daher genauer erldutert. Dazu wird das Thema

mentale Arithmetik in verschiedene Teilaspekte gegliedert.

Dazu gehort die frihkindliche Entwicklung des Gehirns aus einem Neuralrohr und
weiterfiihrend die Entwicklung des Gedachtnisses sowie verschiedene Funktionen von

Letzterem vor allem in Bezug auf das Kopfrechnen.

Es wird versucht eine Definition sowohl fir den Begriff ,Zahlensinn“ als auch fir
yZahlstruktur® zu finden. Beides ist sowohl Voraussetzung fir mathematisches
Verstandnis als auch fiir die im Kopfrechnen wichtige Flexibilitdt und werden ab dem

Volksschulalter geférdert.

Am Ende werden einige Strategien beschrieben, die das mentale Durchfiihren von
Rechnungen einerseits erleichtern und andererseits, nach einiger Ubung,

beschleunigen sollen.

(English version)
This paper uses scientific articles and literature that deal with mental arithmetic to
focus attention on this specific part of teaching Mathematics. It will compare different

topics in these articles and literature and present what connects them.

Mental arithmetic, by definition, is doing arithmetic without aids like calculators or pen
and paper. Nevertheless, that is not so easy as this paper will show and explain in
further detail. To achieve this end the topic of mental arithmetic will be dealt with in

separate sub-aspects.
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This includes the presentation of the development of the brain from the neural tube in
early childhood to the development of our memory and its different functions in

connection with mental arithmetic.

The paper attempts to find definitions of both the terms ,number sense”“ and
»structure sense”. Either of them are requirements for mathematical understanding
and for a flexibility that is needed to perform mental arithmetic, therefore they are

trained and encouraged from primary education onwards.

Eventually the paper will give examples of a number of strategies, which will make

mental arithmetic easier and with some practice more efficient in shorter time.
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