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1 Einleitung

Nur ca. 30 % der 15- bis 16-jihrigen Schiilerinnen und Schiiler in Osterreich und Deutschland
waren im Jahr 2003 in der Lage, PISA-Fragen zur Stochastik, wie beispielsweise die folgende,
richtig zu beantworten (Bryant & Nunes, 2012b): ,,Consider two boxes, A and B. Box A
contains three marbles, of which one is white and two are black. Box B contains seven marbles,
of which two are white and five are black. You have to pick a marble from one of the boxes
with your eyes covered. Which box should you choose if you want a white marble?* Dieses
Ergebnis iiberrascht nicht, denn Wahrscheinlichkeitsrechnung ist im dsterreichischen Lehrplan
weder in der Unterstufe noch in der Volksschule vorgesehen - im internationalen Vergleich ist

Osterreich damit eher eine der Ausnahmen.

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik haben eine Vielzahl von wichtigen Anwendungen.
Schon friih lernen Heranwachsende das Phinomen ,,Zufall* im téglichen Leben kennen, indem
sie Wetten abschlieBen, Wiirfel- und Brettspiele spielen, sich mit Fahrplidnen beschéftigen oder
an einer Tombola teilnehmen. Im Berufsleben werden dann Entscheidungen und Vorhersagen
mit Hilfe von statistischen Daten und wahrscheinlichkeitstheoretischen Urteilen getroffen. Bei
falschen Interpretationen und Fehleinschédtzungen kdnnen sich schwerwiegende Konsequenzen
ergeben. Aus der kognitiven Psychologie sind aulerdem zahlreiche intuitive Fehlvorstellungen
in Bezug auf das Einschitzen von Wahrscheinlichkeiten bekannt, die das Erlernen von
stochastischen Konzepten fiir viele Schiilerinnen und Schiiler erschweren. Es ist daher
Gegenstand der Forschung, ab welchem Alter und in welchem Umfang Stochastik in der

Grundschule bzw. in der Sekundarstufe I unterrichtet werden soll.

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist es, eine wissenschaftliche Begriindung fiir eine friihere
Einbettung der Wahrscheinlichkeitsrechnung im 6sterreichischen Lehrplan zu diskutieren und
Riickschliisse darauf zu ziehen, an welcher Stelle im Osterreichischen Lehrplan der

Sekundarstufe I bestimmte stochastische Inhalte eingefiihrt werden kdnnen.

Um dieser Zielsetzung zu entsprechen, werden einerseits Ergebnisse der empirischen
Forschung aus der Mathematikdidaktik und der kognitiven Psychologie sowie fachdidaktische
Prinzipien herangezogen. Andererseits wird die Implementierung der Stochastik in den
Lehrplanen und Unterrichtsmaterialien englischsprachiger Lander (USA und England) mit dem
Schwerpunkt der Sekundarstufe I verglichen. Dieses Bild wird durch ein paar Beispiele fiir

unterstiitzenden Technologieeinsatz aus diesen Lédndern abgerundet.



Nach dieser Einleitung werden im zweiten Kapitel Begriffe definiert und fachdidaktische
Konzepte wie das Spiralprinzip und die fundamentalen Ideen erschlossen, die fiir die Thematik
wesentlich sind, sowie die aktuelle Lage bzgl. der Lehrpline in Osterreich geschildert. Im
nichsten Abschnitt findet sich eine Ubersicht zu den Griinden fiir (und gegen) einen friihen
Einstieg in die Wahrscheinlichkeitsrechnung (Kapitel 3), gefolgt von ausflihrlichen
Schilderungen zweier Argumente: Zum einen die Frage, ab welchem Alter Kinder {iberhaupt
eine erste Vorstellung vom Zufalls- bzw. Wahrscheinlichkeitsbegriff entwickeln (Kapitel 4),
und andererseits, die Rolle von frithem Stochastikunterricht bei der Bewéltigung von intuitiven

Fehlvorstellungen (Kapitel 5).

Im darauffolgenden Landervergleich (Kapitel 7) werden aullerdem die Lehrpline aus den USA
und England verglichen und durch geeignete Aufgaben aus Lehrbiichern und Arbeitsbléttern
veranschaulicht. Exemplarisch wird auch die Verwendung von Technologie, um den
Stochastikunterricht bei jliingeren Kindern zu erleichtern, geschildert. Schlielich werden die
aus den vorgestellten Kapiteln resultierenden Erkenntnisse genutzt, um im Kapitel 8 eine
mogliche Einbettung der Wahrscheinlichkeitsrechnung in den Osterreichischen Lehrplan

vorzuschlagen.



2 Fachdidaktische Grundlagen
2.1 Begriffsbestimmungen

Der Begriff ,,Stochastik* wird von verschiedenen Autoren teilweise unterschiedlich definiert.
Da er ofters verwendet werden wird, soll im Folgenden kurz umrissen werden, was in dieser
Arbeit darunter zu verstehen ist. Eine mogliche Umschreibung besteht darin, ,,Stochastik* als

Oberbegriff mehrerer Disziplinen aufzufassen (Kriiger et al., 2015, S. 2-3):

o beschreibende bzw. deskriptive Statistik: Bereits im Romischen Reich beschiftigte man
sich im Rahmen von Volkszdhlungen mit diesem Teilbereich, sie stellt also die wohl
alteste Teildisziplin der Stochastik dar.

o Wahrscheinlichkeitsrechnung: galt zu Beginn als eine Disziplin, die wie beispielsweise
die Akustik sehr eng mit ihren Anwendungen verflochten war. Sie entstand zwar im 17.
Jahrhundert, aber ihre systematische, axiomatische Beschreibung wurde erst im 20.
Jahrhundert entwickelt.

e mathematische (beurteilende, schlieffende, induktive) Statistik: hat ,als eine
Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Auswertung von Daten”
vielfdltige Anwendungsbereiche. Sie entstand am Anfang des 20. Jahrhunderts mit Hilfe
von wichtigen Beitrdgen aus den USA und England.

o explorative Datenanalyse: entwickelte sich als Erweiterung der Methoden und
Vorgehensweisen der deskriptiven Statistik zur Zeit der 70er Jahre des 20. Jahrhundert
in den USA.

In dieser Arbeit wird ,Stochastik hauptsidchlich als Sammelbezeichnung fiir
Wabhrscheinlichkeitsrechnung und (deskriptive sowie induktive) Statistik verstanden, wobei der
Schwerpunkt fiir diese Arbeit auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung gesetzt wird. Die
Kombinatorik wird hier zwar nicht als Teildisziplin der Stochastik aufgefasst, von ihren
Ergebnissen und Methoden macht die Stochastik jedoch Gebrauch (Kriiger et al., 2015, S. 3—
4).



Wahrscheinlichkeits- Grundlage fiir Begriffsbildungen

B e bl » | Beschreibende Statistik
rechnung
An
by,
Endifng Erweiterung
Mathematische Statistik Explorative Datenanalyse

Abbildung 1: Teildisziplinen der Stochastik (Kriiger et al., 2015, S. 4)

Das Zusammenspiel der unterschiedlichen Disziplinen ist in Abbildung 1 dargestellt (Kriiger
et al., 2015, S. 3-4). Die beschreibende Statistik stellt eine Grundlage zur Entwicklung der
Konzepte aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wie beispielsweise die der Zufallsvariable und
des Erwartungswertes sowie der Wahrscheinlichkeit und der Wahrscheinlichkeitsverteilung,
dar (Kriiger et al., 2015, S. 3—4). Andererseits konnen diese Begriffe von einem statistischen
Standpunkt aus mit Hilfe der Hiufigkeiten interpretiert werden. In Ausweitung der Verfahren
der deskriptiven Statistik hat die explorative Datenanalyse als neue Richtung besondere
Bedeutung — vor allem beim Umgang mit Massendaten — gewonnen (Kriiger et al., 2015, S. 3—

4).

Uber die Bedeutung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs gibt es auBerhalb und innerhalb der
Mathematik unterschiedliche Auffassungen. An dieser Stelle werden die wichtigsten
mathematischen Definitionen der ,,Wahrscheinlichkeit* wiedergegeben, denn sie werden im

Laufe dieser Arbeit immer wieder relevant sein.

Die klassische Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses entspricht dem relativen Anteil jener
Versuchsausginge, die zum gefragten Ereignis gehdren, an allen moglichen
Versuchsausgingen, vorausgesetzt alle Versuchsausgénge sind gleich wahrscheinlich (Biehler
& Engel, 2015a, S. 223). Dazu gehort sowohl der Laplace sche Wahrscheinlichkeitsbegriff als
auch die geometrische Wahrscheinlichkeit (Verhiltnis von Flachen) (Biehler & Engel, 2015a,
S. 223). Es handelt sich hierbei um Uberlegungen, die man a-priori machen kann, also noch vor

der Durchfithrung des Zufallsexperiments.

Der frequentistische Wahrscheinlichkeitsbegriff ist liber die Ndherung durch die relative
Haufigkeit des Ereignisses bei sehr vielen Versuchen definiert (Biehler & Engel, 2015a, S.
223). Diese Wahrscheinlichkeit kann nur nach dem Durchfiihren der Zufallsversuche, also a-

posteriori, bestimmt werden.



Die subjektive Wahrscheinlichkeit entspricht dem Ausmal} des subjektiven Vertrauens in das

Eintreten eines bestimmten Ereignisses (Biehler & Engel, 2015a, S. 223).

Die frequentistische Wahrscheinlichkeit eignet sich beispielsweise gut, um Bestimmungen, die
zundchst mit Hilfe der klassischen Wahrscheinlichkeitsdefinition gemacht wurden, nach der

Durchfiihrung des Zufallsversuchs zu liberpriifen.

2.2 Das Spiralprinzip und fundamentale Ideen

Ein zur Anordnung von Lehrinhalten im Lehrplan wesentliches fachdidaktisches Werkzeug ist
das Spiralprinzip. Es wird maf3igeblich vom Psychologen Jerome Bruner (1970) in seinem Buch

,»The Process of Education geprigt, das urspriinglich im Jahr 1960 veroffentlicht wurde.

Nach Bruner (1970, S. 44) basiert das Spiralprinzip auf folgender Hypothese: ,,Jedes Kind kann
auf jeder Entwicklungsstufe jeder Lehrgegenstand in einer intellektuell ehrlichen Form
erfolgreich gelehrt werden.” Dabei ist der Schwerpunkt darauf zu legen, den Lernenden die
Struktur der zu vermittelnden Wissenschaft und die Forschungshaltung der jeweiligen Disziplin
beizubringen (Bruner, 1970). Nach Bruner (1970) diirften sich die Tatigkeiten der Schiilerinnen
und Schiiler im Lernprozess zwar dem Niveau, aber nicht der Art nach von der im jeweiligen
Gegenstand erforderten Einstellung einer/eines Forschenden unterscheiden. Mit der Forderung
nach intellektueller Redlichkeit ist gemeint, dass die Inhalte zwar vereinfacht, aber nicht
verfélscht werden sollen (Bruner, 1970). Daraus folgt aber auch, dass grundsétzlich, mit Hilfe
geeigneter didaktischer Methoden, alle Teilbereiche der Schulmathematik schon ab der

Primarstufe unterrichtet werden sollten (Bruner, 1970).

Zu diesem Zweck soll nach dem Spiralprinzip ein bestimmter Lerninhalt im Verlauf der
Schuljahre immer wieder in zunehmendem Schwierigkeitsgrad aufgerollt und fortschreitend
abstrahiert werden (Bruner, 1970). Dabei ist nach Bruner stets an das Vorwissen der
Heranwachsenden anzukniipfen und es hat eine Entwicklung von der intuitiven Ebene zu
zunehmender Formalisierung hin zu erfolgen (genetisches Prinzip). Auflerdem sollen die
Lernziele auf einige wenige grundlegende Ideen, den sogenannten fundamentalen Ideen
zuriickgefiihrt werden, die sich wie ein roter Faden durch den Lehrplan ziehen (Bruner, 1970).
In der Primarstufe konnten die Kinder die der fundamentalen Idee entsprechenden Phinomene
kennenlernen, in der Sekundarstufe werden danach Begriffe erschlossen und die wesentliche
Merkmale betrachtet, wobei damit begonnen wird, die Konzepte zu formalisieren (Bruner,
1970). Im Studium wird diese fundamentale Idee schlielich abstrahiert und formalisiert. Die
(Fach-)Expert/innen der betreffenden Disziplin sollten nach Bruner (1970) eine Liste
fundamentaler Ideen zusammenstellen, die die Struktur ihres Faches wiederspiegeln soll.
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Bruner zitiert Piaget (1973, zitiert in Borovenik, 1997, S. 18-19), der meint, dass die
gedankliche Struktur, die bei den Lernenden entsteht, in erster Linie dem axiomatischen Aufbau
des jeweiligen Faches entspricht. Dies sind einige der Uberlegungen, die in der New Math-
Reformbewegung aufgingen (auch wenn sich Bruner selbst gegen eine frithe Abstraktion
aussprach), die mengentheoretisch-axiomatische Grundlagen in der Schulmathematik forcierte
(Borovenik, 1997, S. 19). Die Legitimation der Lehrplaninhalte entsprang dabei vor allem der
Tatsache, dass sie Bestandteile der axiomatischen Struktur der Mathematik darstellten

(Borovenik, 1997, S. 19).

Wittenberg kritisiert, dass bei diesem Ansatz ,,vOllig verkannt wird, dal die frappanten
duBerlichen Ziige der modernen Mathematik [...] ihr allmihliches Zustandekommen nicht einer
Laune der Mathematiker, sondern organischen Notwendigkeiten verdanken, die dem
begrenzten Erfahrungsbereich des Gymnasiasten groBtenteils fremd bleiben miissen®
(Wittenberg, 1990, S. 55-56). Es macht fiir viele Schiilerinnen und Schiiler kaum Sinn, sich
mit strukturmathematischen Konzepten wie z. B. ,Gruppen® oder ,,Vektorrdumen“ zu
beschéftigen, wenn die Funktion und Leistungsfihigkeit dieser Konzepte nicht im Autbau
weiterer Begriffe, der Anwendung oder Vernetzung innerhalb der fiir sie erfahrbaren
Schulmathematik erkennbar wird. Dieses Sinnproblem mathematischer Aktivititen greift —
unter anderem — Schreiber (2011, S. 63—71) auf und betont, dass Mathematik nicht nur als
Hfertiges* Produkt im Hinblick auf die Axiomatik zu sehen ist, sondern fiir die Lernenden auch
als Prozess erfahrbar sein sollte. Zu diesem Zweck formuliert er einerseits folgende Kriterien
fiir fundamentale Ideen: ,,(1) Weite*, ,,(2) Fiille“, ,,(3) Sinn“ (Schreiber, 2011, S. 72-92). Er
argumentiert also, dass fundamentale Ideen logisch moglichst allgemein sowie in vielen
Teilbereichen der Mathematik anwendbar und bedeutungsvoll sein und einen Bezug zur
Alltagswelt haben sollten. Andererseits verkniipft Schreiber das Konzept der fundamentalen
Ideen mit der geschichtlichen und kulturellen Tradition der Mathematik, die den
Prozesscharakter des Faches fiir die Schiilerinnen und Schiiler verdeutlichen soll (Schreiber,
2011, S. 63—71). Nach Schreiber sind fundamentale Ideen auBlerdem quer zum axiomatischen

Aufbau des Faches zu betrachten.

Tietze (1979) nennt die Ausdriicke Leitidee, bereichsspezifische Strategie und zentrale
Mathematisierungsmuster als Bestandteile des Begriffs der fundamentalen Idee. Der Begriff
der ,,Leitidee” orientiert sich bei thm — in gewissen Grenzen — an der axiomatischen Struktur
des jeweiligen mathematischen Teilbereiches: ,,Leitideen der wissenschaftlichen Mathematik
konnen fiir die Schule ihren Anspruch nur erfiillen, wenn sie auch innerhalb der

Schulmathematik eine Vielfalt von Phdnomenen ordnen und inhaltlich verbinden® (Tietze et
6



al., 1982, S. 42). Die bereichspezifischen Strategien hingegen beziehen sich auf Mathematik
als Prozess, auf ,,Strategien des Problemldsens, insbesondere des Beweisens®™ (Tietze et al.,
1982, S. 41). Unter zentralen Mathematisierungsmustern sind zum einen
,Mathematisierungssituationen in anwendenden Wissenschaften und zum anderen die
,Mathematisierung allgemeiner Erfahrungen [...] (z. B. Raum, Abstand, Richtung, Winkel,
Ausdehnung, Orientierung® (Tietze et al., 1982, S. 42) zu verstehen. Diese stellen einen Bezug
zu den Anwendungen der Mathematik her. Somit verbindet Tietze fachmathematische,
anwendungsbezogene und auf das Problemldsen bezogene Aspekte der Schulmathematik in

seinem Konzept.

Nach Vollrath (1978) sollten fundamentale Ideen, unter anderen Kriterien, das Wesentliche
eines Lehrinhalts sichtbar machen, das Potential des eigenen Denkens erlebbar machen und
dazu beitragen, dass sich Lernende den Stoff besser einpridgen kdnnen. Das Konzept der
fundamentalen Ideen kann als didaktische Reaktion auf eine Unmenge an Lerninhalten, die teils

voneinander isoliert sind, sowie als Versuch, Zusammenhénge sichtbar zu machen, betrachtet

werden (Vollrath, 1978).

,»All diesen Ansdtzen gemeinsam ist nun die Abkehr von der zentralen Gleichstellung von
axiomatischen und mentalen Strukturen, die genannten Ideen werden allgemeiner. Weiters ist
den Ansidtzen gemein, dall sie fundamentale Ideen als subjektiv gepridgt sehen und ihren
vorldufigen d. h. ausbaufdhigen Charakter betonen. Ein Katalog fundamentaler Ideen muss
wachsen und personlich geprigt sein, damit er fiir den Unterricht oder fiir didaktische
Grundsatziiberlegungen wirksam werden kann* (Borovcenik, 1997, S. 20). Die Legitimation von
Stoffinhalten wird nun nicht mehr daran fest gemacht, dass ein bestimmtes Thema Teil des
axiomatischen Aufbaus der Mathematik ist, sondern auBBerhalb des Spiralprinzips gesucht: zum
Teil in der historischen Entwicklung der Mathematik, aber vor allem in der Relevanz fiir
Allgemeinbildung (im Sinne der drei Winterschen Grunderfahrungen, siehe Abschnitt 3),
Alltag und Beruf sowie fiir die Kommunikation mit Expertinnen und Experten (nach Fischers
Bildungstheoretischem Orientierungsprinzip, siehe Abschnitt 3). Allerdings behédlt das
Spiralprinzip bis heute seine wesentliche Bedeutung als Methode zur Gliederung des Lehrplans

und der fachdidaktisch sinnvollen Anordnung der spezifischen Lerninhalte.

Als Beispiele fiir konkreten fundamentale Ideen nennt Jung (1978) die Idee des Algorithmus,
die Idee des Unendlichen und die Idee des Messens (er pladiert dafiir, dass die Ideen moglichst
vage und der Katalog moglichst kurz bleiben soll). Ein Bezug zur Stochastik ist iiber die Idee

des Messens mdoglich, denn der Wahrscheinlichkeitsbegriff kann als Maf3 fiir die Gewissheit



des Eintretens eines zufilligen Ereignisses verstanden werden und ist somit als eine

fundamentale Idee der Mathematik zu sehen.



3 Q@Grinde fiir einen frithen Stochastikunterricht

Heinrich Winter beschreibt den Beitrag der Mathematik zur Allgemeinbildung folgendermalien
(Winter, 1995, zitiert nach Bruder et al., 2015, S. 68):

Der Mathematikunterricht sollte anstreben, die folgenden drei Grunderfahrungen, die

vielfiltig miteinander verkniipft sind, zu ermdglichen:

1. Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen sollten, aus Natur,

Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen,

2. mathematische Gegenstiinde und Sachverhalte, reprasentiert in Sprache, Symbolen, Bil-
dern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener

Art kennen zu lernen und zu begreifen,

3. in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemldseféhigkeiten, die {iber die Mathe-

matik hinausgehen, (heuristische Fahigkeiten) zu erwerben.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung stellt — als einzigartiges mathematisches Werkzeug zur
Beschreibung des Phdnomens ,,Zufall* — einen Bestandteil der Mathematik dar, der wesentlich

zur Bedeutung dieser fiir die Allgemeinbildung beitragt.

Es gibt heutzutage keine Natur- oder Humanwissenschaft bzw. Wirtschafts- oder
Sozialwissenschaft, die zum Zweck der empirischen Forschung ohne statistische Methoden und
den damit eng verbundenen wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen auskommt. Die
Stochastik ist daher im Sinne der ersten Winter‘schen Grunderfahrung fiir das Verstdndnis von
Natur, Mensch und Gesellschaft unerldsslich. Vom Wetter, liber die Beschreibung von
Elementarteilchen in der Quantenphysik, bis hin zur Ausbreitung und Risiken von
Erkrankungen in der Medizin, gibt es unzéhlige Phdnomene, fiir die der Zufall eine wichtige
Rolle spielt. Man setzt sich immer wieder im privaten, beruflichen und 6ffentlichen Leben mit
Expertisen auseinander, die es zum Zweck der eigenen Entscheidungsfindung zu verstehen,
interpretieren und beurteilen gilt. Nach Fischers Bildungstheoretischem Orientierungsprinzip,
ist die Befdhigung zur Kommunikation mit Expertinnen und Experten als Kernpunkt der
Legitimation von Stoffinhalten zu betrachten (Fischer, 2012), und gerade in dieser Funktion ist
die Wahrscheinlichkeitsrechnung besonders leistungstidhig. Des Weiteren sind auch auBBerhalb
der Wissenschaften, in der Wirtschafts- bzw. Finanzwelt Entscheidungen aufgrund von
stochastischen Uberlegungen zu treffen, deren Fehlinterpretation oder Manipulation

weitreichende Folgen haben konnen.



AulBlerdem werden Aussagen zu politischen bzw. gesellschaftlich relevanten Themen in den
Medien und der Politik oft durch die Angabe statistischer Argumente und Wahrscheinlichkeiten
untermauert. Ein kritisches Hinterfragen solcher Behauptungen ist ohne grundlegende

Kompetenzen auf diesem Gebiet nicht denkbar.

Mit Alltagsproblemen in Bezug auf Wiirfel- und Brettspielen, Wetten, Gliicksrad und
dhnlichem, als kulturelle Phidnomene, setzen sich viele Kinder schon frith im Leben
auseinander. Bei solchen Fragestellungen ist die Wahrscheinlichkeitsrechnung als
Entscheidungshilfe gefragt. Piaget und Inhelder stellen fest: ,,Almost every common action
seems, in fact, to require the notion of chance as well as a sort of spontanecous estimate of the
more or less probable character of feared or expected events” (Piaget & Inhelder, 1975, S. xv).
Man weil} z. B., dass die Wahrscheinlichkeit, einen verlorenen Gegenstand in einem kleineren
Zimmer zu finden hoher ist als in einem groferen und, wenn man iiber die Strafle geht, schétzt
man in jedem Augenblick aufgrund der scheinbaren Geschwindigkeiten und Entfernungen der

Autos die Chancen ab, nicht angefahren zu werden (Piaget & Inhelder, 1975, S. xv).

Ein Blick in die 6sterreichischen Lehrpléne zeigt jedoch, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung
recht spit im Laufe der Schulzeit auftaucht. Im Lehrplan der Volksschulen sind gar keine
wahrscheinlichkeitstheoretischen Lernziele vorgesehen (BMBWF, 2012). Lediglich das
Beschreiben bzw. Diskutieren von Datenmaterial bzw. grafischen Darstellungen in der dritten
und vierten Klasse kann der Stochastik zugeordnet werden. In den Lehrpldnen der AHS-
Unterstufe und der Neuen Mittelschule (NMS) sind fiir die Stochastik nur Lehrinhalte aus der
beschreibenden Statistik vorgesehen (BMBWF, 2018, 2019a). In der AHS-Oberstufe wird in
der zehnten Schulstufe die Wahrscheinlichkeitsrechnung eingefiihrt und in der elften kommen
diskrete Zufallsvariablen bzw. Verteilungen inklusive der Binomialverteilung hinzu (BMBWF,
2019a). Lernziele zu stetigen Zufallsvariablen und Verteilungen, zur Normalverteilung und zur
schlieBenden Statistik wurden der zwdlften Schulstufe zugeteilt. Die Lehrplédne der
Handelsakademien (HAK) und der Hoheren Technischen Lehranstalten (HTL) beinhalten
Stoffinhalte aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung (BMBWF, 2014, 2019b).

Fiir die Sicherung des Beitrags der Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Allgemeinbildung ist aus
fachdidaktischen und kognitionspsychologischen Griinden ein frither Stochastikunterricht

sinnvoll. Im folgenden Teil des Kapitels werden einige dieser Griinde erortert.

Da eine grofle Anzahl Gsterreichischer Schiilerinnen und Schiiler gar keine AHS- Oberstufe
oder BHS (Berufsbildende Hohere Schule) besuchen, wiirden sie infolgedessen im Laufe ihrer

Schullaufbahn nie mit Wahrscheinlichkeitsrechnung in Beriihrung kommen. Dies betrifft
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zumindest den, nach einem Bericht aus dem Jahr 2016, im OECD-Schnitt recht hohen Anteil
von ca. 33 % der osterreichischen Jugendlichen im Alter von 15 bis 19 Jahren, die sich fiir eine
Lehre entscheiden (DER STANDARD, 2016). In den Lehrplidnen der Berufsschulen, die diese
Jugendlichen zusétzlich zur praktischen Ausbildung in den Betrieben besuchen
(Lehrlingsportal, o. J.), ist lediglich deskriptive Statistik fiir berufsspezifische Anwendungen,

aber keine Wahrscheinlichkeitsrechnung vorgesehen (Berufsbildende Schulen, o. J.).

Um international wettbewerbsfihig zu bleiben, ist es Aufgabe des 0Osterreichischen
Schulsystems, die Lernenden entsprechend vorzubereiten. Es ist nicht realistisch von 15- bzw.
16-jahrigen heimischen Schiilerinnen und Schiillern zu erwarten, PISA-Beispiele zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung (siehe z. B. Abbildung 2) 16sen zu kdnnen (OECD, 2015), wenn
die entsprechenden Inhalte {iberhaupt nicht in der Unterstufe bzw. in der Grundschule gelehrt
werden. Heranwachsende aus anderen Lindern sind hier im Vorteil, denn im internationalen
Vergleich wird Wahrscheinlichkeitsrechnung friiher, entweder in der Primar- oder in der ersten
Sekundarstufe, eingefiihrt. Dies betrifft nicht nur PISA, sondern vor allem auch die
Berufsqualifikation im internationalen Vergleich: Je ldnger (und eingehender) sich die
Heranwachsenden wihrend ihrer Schulzeit mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Konzepten
und Vorgehensweisen befasst haben, desto sicherer werden sie als Erwachsene deren

Anwendungen im Berufsleben meistern konnen.

M509: ERDBEBEN

Frage 1: ERDBEBEN M509Q01

Ein Dokumentarfilm tiber Erdbeben und dariiber, wie oft Erdbeben auftreten, wurde gesendet. Er enthielt eine Diskussion

iiber die Vorhersagbarkeit von Erdbeben.

Ein Geologe erklarte: ,,In den nichsten zwanzig Jahren liegt die Wahrscheinlichkeit, dass in Zedstadt ein Erdbeben auftritt,

bei zwei zu drei.”

Welche der folgenden Aussagen gibt die Bedeutung der Aussage des Geologen am besten wieder?

A § 20 = 13,3, deshalb wird es in 13 bis 14 Jahren von jetzt an gerechnet in Zedstadt ein Erdbeben geben.

g ist mehr als % , deshalb kann man sicher sein, dass es in Zedstadt irgendwann wéhrend der niachsten 20 Jahre

B
ein Erdbeben geben wird.

c Die Wahrscheinlichkeit, dass es in Zedstadt irgendwann wiahrend der néchsten 20 Jahre ein Erdbeben geben
wird, ist hoher als die Wahrscheinlichkeit filir kein Erdbeben.

D Man kann nicht sagen, was passieren wird, weil niemand sicher sein kann, wann ein Erdbeben auftritt.

Abbildung 2: PISA-Aufgabe zur Wahrscheinlichkeitsrechnung (OECD, 2015)

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung gilt, unter anderem, deswegen als schwierig zu erlernendes

Fachgebiet der Mathematik, weil es zahlreiche Fehlvorstellungen gibt, die sowohl bei Kindern
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als auch bei Erwachsenen nachgewiesen werden konnten (sieche Abschnitt 5.1). Biehler und
Engel (2015a) bemerken dazu: ,,.Der Intuition widersprechende Ergebnisse sind in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung schon auf elementarem Niveau anzutreffen, wohingegen man in
anderen Gebieten der Mathematik der Intuition zuwiderlaufende Resultate meist erst auf einem
hohen Abstraktionsniveau begegnet® (S. 228). Daher ist es iiberraschend, dass gerade diese
Teildisziplin so sehr vernachlissigt wird, dass fiir eine Zeitspanne von ungefahr zwei Drittel
der Schulzeit kein Versuch unternommen wird, entsprechende Lernziele im Unterricht zu
verfolgen. Es erscheint plausibel, etwas mehr — nicht weniger — Unterrichtszeit fiir jene
Bereiche der Mathematik aufzuwenden, bei denen besonders viele Verstdndnisschwierigkeiten

bekannt sind.

Biehler und Engel (2015a) stellen Folgendes fest: ,,Stochastisches Denken unterscheidet sich
vom Denken in einer zweiwertigen Logik, weil es hdufig nicht darauf ankommt, einer Aussage
die Werte ,,wahr“ oder ,(falsch” zuzuweisen, sondern darauf, den Grad der Gewissheit
beziiglich eines zufilligen Ereignisses einzuschitzen” (S. 228). Nach Parsons und Osherson
(2001, zitiert nach Kipman, 2014) wird auBerdem ,vermutet, dass unterschiedliche
Gehirnsysteme dem deduktiven und dem stochastischen Denken zugrunde liegen® (S. 54).
Fischbein (1976, zitiert nach Shaughnessy, 1977, S. 314) behauptet, dass die Verbindung
zwischen dem Notwendigen und dem Moglichen, als Grundlage probabilistischen Denkens,
nicht spontan hergestellt wird. Er stellt auBerdem fest, dass die naturwissenschaftliche
Schulbildung in erster Linie das deterministische Denken fordert, und die Erforschung von
stochastischen Situationen vernachldssigt. Aus diesem Grund sind nach Fischbein die intuitiven
Vorstellungen vieler Menschen vom Zufallsbegriff verzerrt. Weil sich stochastisches Denken
so grundlegend vom deterministischen bzw. logisch-deduktiven unterscheidet und kaum im
naturwissenschaftlichen Schulunterricht (oder in anderen Teildisziplinen der Mathematik)
vorkommt, kann es im Wesentlichen nur im Rahmen des wahrscheinlichkeitstheoretischen

Unterrichts erlernt werden, welcher aber in den Osterreichischen Lehrpldnen zu kurz kommt.

Als eine fundamentale Idee der Mathematik sollte das Konzept des ,,Zufalls” bzw. der
,» Wahrscheinlichkeit™ (sieche Abschnitt 2.2) — dem Spiralprinzip entsprechend — im Laufe der
Schuljahre immer wieder auf steigendem Schwierigkeits- und Formalisierungsniveau aufgerollt
werden, und zwar ab der Primarstufe. An dieser Stelle sei, in Bezug auf das Argument der in
diesem Bereich auftretenden Lernschwierigkeiten, darauf hingewiesen, dass das Spiralprinzip
auch die fachdidaktische Funktion hat, Stoffinhalte vor dem Vergessen zu bewahren: Das

wiederholte Aufgreifen, iiber die gesamte Schullaufbahn verteilt, hilft den Lernenden sich die
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Konzepte und Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung besser einzuprdgen, was fiir die

Abrufbarkeit des entsprechenden Wissens und Konnens im Erwachsenenalter wesentlich ist.

Situationen, die vom Zufall geprdgt werden, sind schon friih in der Lebenswelt der
Heranwachsenden relevant, regen zu Fragen an und stellen Ansatzpunkte fiir vielfdltige
Anwendungen der Mathematik dar. Wenn man die mathematische Beschreibung solcher
Situationen im Mathematikunterricht ignoriert, wird eine wertvolle Gelegenheit aufler Acht

gelassen, den Schiilerinnen und Schiilern die Alltagsrelevanz der Mathematik zu vermitteln.

Da Spiele vor allem bei jiingeren Kindern zur Steigerung intrinsischer Motivation fithren
konnen, ldsst man bei spaterer Einfilhrung der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine wichtige
Gelegenheit aus, die Lernenden frilh fiir Mathematik zu begeistern. Fiir viele
Oberstufenschiiler/innen sind einfache Brett- oder Wiirfelspiele vielleicht nicht mehr so

interessant oder werden gar als kindisch empfunden.

Friiher Stochastikunterricht kann dazu genutzt werden, die Schiilerinnen und Schiiler iiber die
objektiv gesehen sehr niedrigen Gewinnchancen bei vielen Gliicksspielen zu informieren. Im

Rahmen solcher Uberlegungen kann auch die Gefahr der Spielsucht thematisiert werden.

Zwei wichtige Argumente fiir einen friihen wahrscheinlichkeitstheoretischen Unterricht werden
in Kapitel 4 und 5 ausfiihrlich diskutiert. Es wird auf ein mdgliches Gegenargument von Piaget
und Inhelder eingegangen, deren Untersuchungen auf eine spitere Entwicklung des Zufalls-
bzw. Wahrscheinlichkeitsbegriffs hinweisen. Dazu wird mit Hilfe von Ergebnissen empirischer
Forschung nachgewiesen, dass Kinder, schon recht friih ein gewisses Verstindnis vom Zufall
und von Wahrscheinlichkeiten zeigen, und daher durch geeigneten Stochastikunterricht
durchaus einen Lernzuwachs erzielen konnen. AuBlerdem wird das Problem stochastischer
Fehlvorstellungen ndher unter die Lupe genommen, zu deren Bewiltigung der

Stochastikunterricht einen wesentlichen Beitrag leistet.
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4 Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes beim Kind

Die Frage nach der Entstehung der ersten Vorstellungen vom Zufall bzw. von
Wahrscheinlichkeit bei den Heranwachsenden hingt mit der Moglichkeit des
Stochastikunterrichts zusammen. Die Entwicklungspsychologen Jean Piaget und Bérbel
Inhelder (Piaget & Inhelder, 1975) waren einige der ersten Forschenden, die sich in den
Fiinfzigerjahren des 20. Jahrhunderts mit dieser Frage auseinandersetzten. Die von ihnen
durchgefiihrte  Untersuchung weist auf eine eher spite Entwicklung des
Wabhrscheinlichkeitsbegriffes hin und wird in diesem Kapitel daher eingehend beschrieben,
wobei, gemill dem Thema dieser Arbeit, der Schwerpunkt auf jene Versuche gesetzt wurde,
die die Wahrscheinlichkeitsrechnung (nicht Statistik) betreffen. Ab den Fiinfzigerjahren folgten
viele weitere Studien, die sich — oft auch kritisch — mit den Ergebnissen von Piaget und Inhelder
beschiftigten und zu einer differenzierteren Darstellung fiihrten. ,,Die Feststellung allein, daf3
der Erwerb des Wahrscheinlichkeitsbegriffs ein entwicklungsbedingtes Phdnomen ist, sagt aber
noch nichts dartiber aus, wie sich Kinder bei gezielter Unterweisung in konkreten
Lernsituationen verhalten* (Kiitting, 1994, S. 76-77). Diese Feststellung, die Kiitting in seiner
,Didaktik der Stochastik® im Jahr 1994 macht, wurde durch zahlreiche vorhergehende (aber
auch danach stattfindende) Studien, die der Frage nachgingen, ab welchem Alter Kinder vom
Stochastikunterricht profitieren konnen, bestétigt. Aus einer Fiille von verschiedenen Studien
aus diesem Bereich wurden einige fiir diese Arbeit relevante ausgewdhlt und eingehend in
Abschnitt 4.2 beschrieben, um letztlich Riickschliisse darauf zu erlauben, welche Lernziele

schon in der Primar- bzw. Sekundarstufe I umgesetzt werden konnen.

4.1 Studie, die eine spite Entwicklung aufzeigt

In threm 1951 verdffentlichten Buch ,,LLa genese de 1’idee de hasard chez I’enfant” beschreiben
Piaget und Inhelder mehrere Versuche zur Entwicklung des stochastischen Denkens bei
Kindern unterschiedlichen Alters. In diesem Abschnitt wird die spatere Auflage der englischen

Ubersetzung dieses Werkes aus dem Jahr 1975 zitiert.

Drei der von Piaget beobachteten Stadien der kognitiven Entwicklung von Heranwachsenden
sind, als theoretische Rahmenbedingung fiir die Einordnung der experimentellen Ergebnisse,
wesentlich und werden daher kurz hier beschrieben (Piaget & Inhelder, 1975, in: Kiitting, 1994,
S. 86-87):
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e Die prioperationale Phase (von ca. zwei bis sieben Jahren): Kinder in diesem Alter sind
nicht in der Lage, sich gedanklich mit Operationen zu beschéftigen (Piaget & Inhelder,
1975, in: Kiitting, 1994, S. 86-87).

¢ Die konkret-operationale Phase (von ca. sieben bis zehn Jahren): Die Heranwachsenden
besitzen die Féhigkeit, sich in Gedanken mit konkreten Objekten auseinander zu setzen
(konkrete Operationen), dies bezieht sich jedoch nur auf greifbare Dinge in der realen
Welt (Piaget & Inhelder, 1975, in: Kiitting, 1994, S. 86—87). Weiters sind in diesem
Stadium reversibles Denken sowie das Erfassen der Teilmengenbeziechung zum Ganzen
moglich.

¢ Die formal-operationale Phase (ab ca. elf oder zwdlf Jahren): Den Kindern sind nun
Schlussfolgerungen aus reinen Hypothesen bzw. aus rein miindlichen Aussagen
(formale Operationen) zuginglich und sie sind imstande, mit (mathematischen)
Symbolen umzugehen und kombinatorische Berechnungen durchzufiihren (Piaget &

Inhelder, 1975, in: Kiitting, 1994, S. 86—87).

Unter dem Begriff ,,Operationen* versteht Piaget ,,cognitive actions* wie z. B. die Aufteilung
der Elemente einer Menge in Untermengen mit gemeinsamen Merkmalen (Piaget & Inhelder,
1975, S. 250). Konkrete Operationen werden von realen Gegenstinden gestiitzt, die
gegenwirtig sind oder beobachtet werden konnen, durchgefiihrt, wahrend formale das
hypothetisch-deduktive Denken betreffen und dem Operieren mit Operationen entsprechen

(Piaget & Inhelder, 1975, S. 250-251).

Diese Entwicklungsstufen bauen zwar aufeinander auf, sind jedoch zeitlich nicht scharf
abgegrenzt (Piaget & Inhelder, 1975, in: Kiitting, 1994, S. 86-87): Es konnen auch
Uberschneidungen und individuelle Ausnahmen auftreten. Im Rahmen der Schilderung von
Versuchsergebnissen war es stellenweise erforderlich, die Phasen jeweils weiter

auszudifferenzieren.

In ihren Versuchen befragten Piaget und Inhelder (1975) pro Versuch ungefihr 20 Kinder im
Alter von vier bis zwolf Jahren (Piaget & Inhelder, 1975, in: Kiitting, 1994, S. 87). Die
angewendete Interviewtechnik bestand darin, die Experimente zu erkldren und die Befragten
mogliche Ergebnisse bzw. Gewinnchancen voraussagen zu lassen (Piaget & Inhelder, 1975).
Durch Nachfragen der Versuchsleitung ergaben sich Gespriache mit den Kindern, es handelte
sich also um eine Art Interviews. Protokolle stellten die Grundlage fiir die Auswertung dar, die

nicht statistisch erfolgte.
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4.1.1 Perlenversuch

Nach Piaget und Inhelder (1975, S. xix) ist der Zufall als wesentliches Merkmal einer
irreversiblen Mischung zu sehen. Das Problem bestand also darin, festzustellen, ob das Kind
angesichts einer offensichtlichen Durchmischung von Gegenstinden, die sukzessiv
zunehmende Unordnung bzw. den irreversiblen Charakter dieses Prozesses erkennen oder ob

es die verschiedenen Objekte als durch unsichtbare Verbindungen verkniipft sehen wiirde

(Piaget & Inhelder, 1975, S. 2).

Eine rechteckige Schachtel war bei diesem Experiment auf einer Wippe gelagert (Piaget &
Inhelder, 1975, S. 2). Darin befanden sich acht rote und acht weifle Perlen, die durch ein
Brettchen getrennt waren. ,,Before the box is first tipped [...], the child is asked a question:
What will be the arrangement of the balls when they return to their starting places? Will the red
ones stay on one side and the white ones on the other? Or will they get mixed up, and in
approximately what proportion? (Piaget & Inhelder, 1975)“ Danach wurde eine erste
Wippbewegung durchgefiihrt. Das Kind beobachtete das Ergebnis und sollte vor dem nichsten
Wippen erneut eine Voraussage treffen. ,,After some tries he is asked to predict the result of a
large number of moves of the box. (Piaget & Inhelder, 1975a, S. 3)* Die Befragten wurden
sollten auBerdem, die moglichen Bahnen der Kugeln und ihre endgiiltigen Positionen

skizzieren.

Abbildung 3: Wippe mit Perlen (Piaget & Inhelder, 1975, S. 2)

Bei Kindern im Alter von vier bis sieben Jahren liberwiegt vor der Durchfiithrung des Versuchs
die Annahme, dass jede Perle in ihre urspriingliche Position zuriickkehren wird (Piaget &
Inhelder, 1975a, S. 8). Konfrontiert mit der Tatsache der Durchmischung der Kugeln halten sie
daran fest, dass weitere Wippbewegungen letztlich von selbst zu einem Zustand der Ordnung
fiihren werden, bei dem die Kugeln entweder in die exakten Ausgangspositionen zuriickkehren
oder bei dem die roten und die weillen Kugeln geschlossen Platz tauschen (Piaget & Inhelder,

1975a, S. 9).
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Im Alter von sieben bis elf Jahren machen die Heranwachsenden zunehmend richtige
Vorhersagen bzgl. der fortschreitenden Durchmischung, und erkennen bereits, dass viele
verschiedene Kugelmischungen als Ergebnis der Wippbewegungen in Frage kommen (Piaget
& Inhelder, 1975, S. 12—13). Im Unterstadium IIA (von ca. sieben bis neun Jahren und zehn
Monaten) erscheint den Kindern die Riickkehr in die Ausgangslage bzw. der Platztausch roter
und weiler Kugeln wahrscheinlicher als bei IIB. Sie akzeptieren die Zufalligkeit, weil sie die
vielen Mdoglichkeiten bei den Kugelbewegungen erkennen kdnnen und diese als gleichwertig
betrachten (Piaget & Inhelder, 1975a, S. 18), aber sie urteilen, dass eine sukzessive
Durchmischung dazu fiihren wird, dass die Kugeln schlussendlich wieder in die Ausgangslage
zuriickkehren (Piaget & Inhelder, 1975a, S. 19). Ein wenig iltere Kinder im Unterstadium 1B
(von ca. neun bis elf Jahren) betrachten die vollstindige Riickkehr in die urspriinglichen
Positionen zwar als mdglich, aber nur als eine Art unwahrscheinlicher Ausnahmefall (Piaget &
Inhelder, 1975a, S. 16), sie zeigen jedoch noch kein Verstindnis des Gesetzes der groflen

Zahlen (Piaget & Inhelder, 1975, S. 22-23).

Mit elf bis zwolf Jahren erkennen die Probanden die irreversible Eigenschaft der Mischung
sowie die zunehmende Durchmischung bei aufeinanderfolgenden Versuchen und es ldsst sich
feststellen, dass sie das Gesetz der groBen Zahlen erfasst haben (Piaget & Inhelder, 1975, S.
23-25).

4.1.2 Versuche mit ,,Félschung*

Es wurden drei Arten von Versuchen durchgefiihrt, die jeweils durch eine Félschung
manipuliert wurden. Zundchst wurden 20 Spielmarken, die einen Kreis auf der einen und ein
Kreuz auf der anderen Seite besalen, in die Luft geworfen (Piaget & Inhelder, 1975, S. 96-97).
Die Kinder sollten prognostizieren, ob beim einmaligen Wurf Kreuz oder Kreis auftreten
wiirden bzw. wie oft diese jeweils beim gleichzeitigen Werfen von 10 bis 20 Spielmarken
auftreten wiirden. Anschliefend wurden die Spielmarken, ohne Wissen der Befragten, gegen
»gefdlschte” ausgewechselt, die alle auf beiden Seiten ein Kreuz hatten, und das Experiment
wurde mehrmals durchgefiihrt, um die Reaktion der Kinder auf dieses ,,Wunder* festzustellen.
AnschlieBend wird den Befragten der ,,Trick” erklart. Ein letzter Versuch wird auf folgende
Weise durchgefiihrt, wobei mit dem englischen Ausdruck ,,counters* die Spielmarken gemeint
sind (Piaget & Inhelder, 1975, S. 96-97): ,,Without his knowing whether we are using the fixed
set or not, we throw one by one the trick counters [...]. Then we try to catch at what moment
and thanks to what reasoning the subject recognizes for sure that it is an experiment with the

homogeneous, or fixed, elements.” Piaget und Inhelder (Piaget & Inhelder, 1975, S. 96-97,
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109) berichten auBlerdem von analogen Versuchen mit Hilfe einer Urne, die rote und blaue
Kugeln enthielt, bei denen jeweils auch ,,Félschungen” verwendet wurden. Da die beiden
Experimente analog durchgefiihrt wurden, wird im Folgenden nur auf das

Spielmarkenexperiment eingegangen.

Kinder im Alter von zwei bis sieben Jahren nehmen entweder einen Wechsel von einem
vorherrschenden Ergebnis oder eine Fortsetzung des gleichen Versuchsausgangs an. Diese
Befragten wurden kaum durch das Experiment mit den ausgewechselten Spielmarken
iiberrascht. Obwohl dieses Ergebnis als ,, Trick™ deklariert wurde, gingen die Versuchspersonen
davon aus, dass es mit normalen Spielmarken repliziert werden konnte (Piaget & Inhelder,
1975a, S. 97). Im Alter von sieben bis elf Jahren weigerten sich die Befragten entweder sofort
oder nach wenigen Versuchsdurchfithrungen, das Ergebnis mit den ,,gefélschten* Spielmarken
zu akzeptieren (Piaget & Inhelder, 1975, S. 103—106). Sie glaubten nicht daran, dass dies ohne
einen ,, Trick® eintreten kann. Diese Reaktion wurde friithestens bei ein paar sechsjihrigen, aber
hauptséchlich bei siebenjdhrigen Kindern beobachtet. Versuchspersonen im Alter von elf bis
zwolf  Jahren machten exakter werdende quantitative Voraussagen bzgl. der
Wahrscheinlichkeiten, wobei sich ein Verstdndnis des Gesetzes der grolen Zahlen zeigt (Piaget
& Inhelder, 1975, S. 106-109). Der ,,Trick” wurde von dieser Gruppe meistens gleich als

manipuliertes Experiment identifiziert.

4.1.3 Urnen mit Spielmarken

Bei diesem Versuch sollten die Kinder fiir einmaliges Ziehen aus zwei verschiedenen Urnen
entscheiden, bei welcher der beiden groBere Gewinnchancen auftreten wiirden (Piaget &
Inhelder, 1975, S. 132-134) . Die beiden Urnen enthielten Spielmarken, die entweder auf
beiden Seiten unmarkiert oder auf einer Seite mit einem Kreuz (entsprach der Gewinnfarbe)
gekennzeichnet waren. Die unterschiedlichen Zusammensetzungen der Urnen waren den
Befragten genau bekannt. Die Tabelle in Abbildung 4 zeigt die bei diesem Experiment
untersuchten Mischungsverhéltnisse ,,x/y”, wobei ,,x”’ die Anzahl der Spielmarken mit einem

Kreuz und ,,y” die Gesamtzahl aller Marken in einer Urne darstellen.

Giinstige/Mogliche
Aufgabe | Beschreibung Urne 1 Urne 2
1. Doppelte Unmoglichkeit 0/3 0/3
2. Doppelte Sicherheit 2/2 4/4
3. Sicherheit - Unmoglichkeit 2/2 0/2
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4. Moglichkeit - Sicherheit 12 1/1
S. Moglichkeit - Unmoglichkeit 12 0/2
6. Identische Zusammensetzungen 12 12
7. Proportionale Zusammensetzungen 173 2/6
8. Ungleichheit giinstiger Félle — Gleichheit moglicher Félle 1/4 2/4
9. Gleichheit giinstiger Falle — Ungleichheit moglicher Fille 12 1/3
10. Ungleichheit gilinstiger und moglicher Fiélle ohne 12 2/3
Proportionalitit

Abbildung 4: Zusammensetzungen der Urnen (in Anlehnung an Piaget & Inhelder, 1975a, S. 132—133)

Kinder im Alter von vier bis sieben Jahren waren kaum imstande, die Gewinnchancen in
irgendeiner Weise quantitativ zu vergleichen, im Alter von vier bis sechs Jahren oft auch dann
nicht, wenn die Urnen insgesamt gleich viele Spielmarken enthielten, wie z. B. bei 1/3 und 2/3
(siche Abbildung 4) (Piaget & Inhelder, 1975, S. 132—-144). Von sechs bis sieben Jahren
konnten die Versuchspersonen Fragen mit einer Variablen (es dnderte sich entweder die Anzahl
der giinstigen oder die der moglichen Fille) bei auffalliger Disproportion gelegentlich richtig
beantworten, scheiterten jedoch weitgehend an Aufgaben (7. und 10.) mit zwei Variablen

(Piaget & Inhelder, 1975, S. 132-144).

Bei Probanden im Alter von sieben bis elf Jahren wurden die Ergebnisse auch ausdifferenziert:
Von sieben bis neun Jahren kam es vermehrt zu richtigen Losungen bei Aufgaben mit einer
Variablen, wihrend jene mit zwei Variablen noch nicht korrekt beantwortet wurden (Piaget &
Inhelder, 1975a, S. 149-153). Von neun bis elf Jahren waren die Befragten vermehrt imstande,
auch auf diese Fragestellungen richtige Antworten zu liefern (Piaget & Inhelder, 1975a, S. 153—
157). Dies geschah jedoch auf der Grundlage empirisch-optischer Vorstellungen, nicht
aufgrund formaler Berechnungen (Piaget & Inhelder, 1975a, S. 153-157).

Versuchspersonen im Alter von elf bis zwélf Jahren hatten keine Probleme, alle Fragen
weitgehend richtig zu beantworten und fiihrten quantitative Berechnungen durch (Piaget &
Inhelder, 1975a, S. 157-160).

4.1.4 Fazit

Piaget und Inhelder kommen aufgrund ihrer Untersuchungen zu zwei wesentlichen

Ergebnissen:
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Sie folgerten, unter anderem, aus den Versuchen in Abschnitt 4.1.1 und 4.1.2, dass der
Zufallsbegriff bei den Heranwachsenden im Unterstadium IIA, also mit ca. sieben Jahren,

entsteht (Piaget & Inhelder, 1975a, S. 12, 17).

Nach Piaget und Inhelder entwickelt sich der von ihnen untersuchte Laplace’sche
Wabhrscheinlichkeitsbegriff erst mit ca. elf Jahren. Dies wird auf mehrere Arten begriindet:
Erstens, ziehen sie diesen Schluss aufgrund der experimentellen Ergebnisse aus Abschnitt 4.1.1
und 4.1.2. Zweitens, ist fiir den Umgang mit den fiir Wahrscheinlichkeitsberechnungen
wichtigen Proportionen die Fahigkeit zum Operieren mit Operationen notwendig, die Kinder
erst auf der formal-operationalen Entwicklungsstufe besitzen (Piaget & Inhelder, 1975a, S.
134). Drittens miissen kombinatorische Uberlegungen, die auch erst in dieser Phase
nachweisbar sind, angestellt werden, um einen quantitativen Wahrscheinlichkeitsbegriff

erschlieflen zu konnen.

Die Ergebnisse von Piaget und Inhelder schlieBen einen wahrscheinlichkeitstheoretischen
Unterricht in der Sekundarstufe I also nicht aus. Allerdings hingt die Zuordnung der fiir diese
Jahrgidnge geeigneten Lernziele davon ab, wann die Wahrscheinlichkeitsrechnung in der
Primarstufe frithestens eingefiihrt werden kann und in welchem Ausmal. Es ist auerdem
anzumerken, dass sich Piaget und Inhelder hauptsidchlich fiir Aussagen {iiber einen
Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsbegriff interessierten, und andere Konzepte der
Wahrscheinlichkeit fast gar nicht vorkamen. Wenn zwischen einem beginnenden intuitiven
Verstidndnis von Wahrscheinlichkeit und dem Verwenden seiner quantitativen Definition
unterschieden wird, ergibt sich ein differenzierteres Bild (Kiitting, 1994, S. 94). Der Nachweis
des Zufallsbegriffs ab sieben Jahren wiirde grundsétzlich ein Beschéftigen mit
Zufallsphdnomenen in der Primarstufe zulassen, aber nach Kiitting (1994, S. 94) ist anhand der
Gesprichsprotokolle von Piaget und Inhelder mit Kindern im Alter von zwei bis sieben Jahren
bereits eine ,.erste Intuition vom Zufall“ feststellbar. Des Weiteren, verdient auch die
fachdidaktisch motivierte Frage danach, ab welchen Alter Stochastikunterricht positive
Auswirkungen auf die Entwicklung dieser Konzepte bei den Schiilerinnen und Schiiler haben
kann, eine gesonderte Betrachtung. Im Hinblick auf diese Fragen wurden die Ergebnisse von
Piaget und Inhelder durch zahlreiche weitere Studien verfeinert und zum Teil aufgrund
wissenschaftlich begriindeter Kritikpunkte modifiziert. Da diese Aspekte vor allem fiir die
Einteilung von stochastischen Inhalten im Lehrplan durchaus relevant sind, werden einige

dieser Untersuchungen in den folgenden Abschnitten ndher beschrieben.

20



4.2 Studien, die eine frithe Entwicklung aufzeigen
4.2.1 Studien von Yost, Siegel und Andrews und von Goldberg

In einer Verdffentlichung von Yost, Siegel und Andrews (1962) werden die von Piaget und
Inhelder bei den im vorhergehenden Abschnitt geschilderten Methoden kritisch betrachtet. Die
Arbeit von Yost, Siegel und Andrews stellte auch einen Ansatzpunkt fiir weitere
Untersuchungen dar (Kiitting, 1994, S. 94). Dabei beziehen sich Yost et al. (1962, S. 769) auf
einen Artikel von Piaget aus dem Jahr 1950 iiber die Vorstellungen der Heranwachsenden vom

Zufall.

Insbesondere wird darin ein Versuch mit Spielmarken unterschiedlicher Farben in einer
undurchsichtigen Urne geschildert: 14 Jungen und Médchen im Alter von fiinf bis zwdlf Jahren
sollten vorhersagen, welche Farbe ,,most likely” also am wahrscheinlichsten, gezogen werden
wiirde (Piaget, 1950, in: Yost et al., 1962, S. 769). Dabei lag eine zum Urneninhalt identische
Anordnung von Spielmarken vor den Probanden auf dem Tisch. Altere Kinder sollten bei
aufeinanderfolgenden Ziehungen ohne Zuriicklegen die wahrscheinlichste Reihenfolge der

gezogenen Farben angeben (Piaget, 1950, in: Yost et al., 1962, S. 769).

Eine Analyse der Piaget’schen Methoden fiihrte Yost, Siegel und Andrews zu folgenden
Kritikpunkten (Yost et al., 1962, S. 771):

e Die von Piaget durchgefiihrte Befragung hing stark von den sprachlichen Fihigkeiten
der Probanden ab, weil sie zum einen begreifen mussten, was unter dem Begrift ,,most
likely” zu verstehen sei, und, zum anderen, ihre Antwort selbststdndig in Worte fassen
sollten. Dies wiirde vor allem bei jiingeren Kindern zum Problem werden.

e Beim Vorgehen von Piaget konnten Farbvorlieben der Kinder das erwartete Ergebnis
beeinflussen.

e Esgab bei Piaget keinen Anreiz fiir richtige Antworten, was zur anhaltenden Motivation
der Befragten wichtig gewesen wire.

e Piaget fiihrte keine statistische Auswertung der Ergebnisse durch.

e Die in obigem Experiment am Tisch ausgelegten Spielmarken konnten die
Versuchspersonen verwirren: Sie waren nicht gemischt worden und Uberlegungen bzgl.
der Position einzelner Spielmarken (z. B. rdumliche Néhe) konnten die Entscheidungen

der Kinder beeinflussen.

Yost et al. (1962) entwickelten eine andere Vorgehensweise, die sogenannte ,,decision-making-

technique”, und fiihrten eine Untersuchung durch, um die Hypothese zu priifen, dass jiingere
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Kinder mit dieser Methode mehr korrekte Antworten beim oben geschilderten Versuch erzielen

wiirden als mit der Methode von Piaget.

Zu diesem Zweck wurden 20 Kinder, darunter je zehn Buben und Médchen, im Alter von vier
Jahren und zehn Monaten bis fiinf Jahren und acht Monaten zwei Tests mit jeweils
unterschiedlichen experimentellen Bedingungen unterzogen (Yost et al., 1962, S. 774). Es
wurden zwei gleiche Gruppen aus jeweils flinf Madchen und Jungen gebildet, von denen Yost
et al. eine nach der ,,decision-making-technique” (DM) und die andere nach einer Abwandlung
der Piaget’schen Methode (P) testeten. Jedes Kind aus dieser Studie absolvierte beide Tests
individuell an zwei verschiedenen Tagen, sodass jeder/m Versuchsteilnehmer/in 24 Fragen
bzgl. unterschiedlicher Mischungsverhéltnisse gestellt wurden. Zuvor wurde aus drei Farben
durch mehrere Vergleiche von je zwei Farben die vom Kind bevorzugte und am wenigsten
bevorzugte Farbe bestimmt (Yost et al., 1962, S. 774). Die Hélfte der Probanden begann zuerst
mit den Versuchen unter der experimentellen Bedingung P, die andere Hélfte unter Bedingung

DM (Yost et al., 1962, S. 774).

Die ,,decision-making-technique” (DM) von Yost et al. (1962, S. 775) wurde folgendermal3en
durchgefiihrt: Aus zwei transparenten Behéltern mit verschiedenen, dem Kind bekannten,
Mischungsverhéltnissen der Lieblings- und der am wenigsten bevorzugten Farbe sollte das
Kind jenen Behilter durch Zeigen auswéhlen, aus dem es ziehen wollte. Davor konnte die
Versuchsperson eine Belohnung auswihlen, die dann neben einer Spielmarke in der
Gewinnfarbe auf den Tisch gelegt wurde. Nachdem das Kind eine Voraussage getroffen hatte,
wurden die gewihlte Schachtel geschiittelt, aus der dann eine Spielmarke blind gezogen wurde
(Yost et al., 1962, S. 775). Falls die Gewinnfarbe gezogen wurde, durfte die Versuchsperson
die versprochene Belohnung behalten und sie erhielt positive miindliche Bestiarkung (Yost et
al., 1962, S. 775). Falls die Behilterauswahl des Probanden objektiv richtig war, aber nicht die
Gewinnfarbe gezogen wurde. gab es zwar miindliches Lob aber keinen Preis (Yost et al., 1962,
S. 775). Wihlte der/die Befragte die mathematisch betrachtet falsche Box, aber die
Gewinnfarbe wurde trotzdem gezogen, konnte er/sie die Belohnung behalten, es gab jedoch
keine miindliche Bestdrkung (Yost et al., 1962, S. 775). In dem Fall, dass weder gezogene Farbe
noch ausgewdhlte Schachtel richtig waren, waren von Yost et al. (1962, S. 775-776) weder ein

Preis noch miindliches Lob vorgesehen.

Unter Versuchsmethode P wurde die Vorgangsweise von Piaget durch Yost et al. (1962, S.
774-775) modifiziert: In einer transparenten Plastikschachtel wurden Spielmarken der

Lieblingsfarbe und der beim Befragten am wenigsten beliebten Farbe in einem bestimmten
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Verhiltnis fiir das Kind sichtbar hineingelegt. Die Schachtel wurde durch Schiitteln gemischt.
Die Versuchsperson sollte dann angeben, welche Farbe bei einmaliger blinder Ziehung groBere
Gewinnchancen hatte (Yost et al., 1962, S. 774-775). Dies wurde durch Zeigen auf eine von
zwei Spielmarke in den beiden Farben bewerkstelligt. Es gab keine Belohnungen und aufgrund
des transparenten Behilters war es nicht notig, die Spielmarken im Mischungsverhéltnis aus

der Schachtel vor dem Kind auszulegen (Yost et al., 1962, S. 774-775).

Die statistische Auswertung der Studie ergab folgende Ergebnisse:

Gruppe Ergebnisse beim ersten Test Ergebnisse beim zweiten Test
Gruppe P Unter Bedingung P: 12 Unter Bedingung DM: 19
Gruppe DM Unter Bedingung DM: 18 Unter Bedingung P: 18

Abbildung 5: Versuchsergebnisse zum Methodenvergleich (in Anlehnung an Yost et al., 1962, S. 778)

Die Ergebnisse sind in der obigen Tabelle (siche Abbildung 5) dargestellt. Insgesamt konnte
jede Versuchsperson, falls die Konzepte der Wahrscheinlichkeitsrechnung durchgehend
korrekt angewandt wurden, 24 Punkte erreichen, wobei eine Punktezahl von zwolf Punkten ein

Hinweis fiir eine Leistung auf Zufallsniveau war (Yost et al., 1962, S. 778).

Um die Hypothese zu testen, dass die Teilnehmenden mit Methode DM ein groBeres
Verstindnis fiir Wahrscheinlichkeiten an den Tag legen als mit der Methode P, wurden
zunéchst nur die ersten Testungen P1 und DM1 verglichen (Yost et al., 1962, S. 779). Die
Differenz zwischen diesen beiden Verteilungen stellte sich als hochsignifikant heraus. Wenn
man jede Versuchsperson als ihre/seine eigene Kontrollgruppe auffasst, und die Differenz der
Punktezahlen mit der Methode P und DM betrachtet, dann ergibt sich wieder insgesamt ein
hochsignifikanter Unterschied (Yost et al., 1962, S. 779). Mit der ,,decision-making-technique”
DM sind also nach Yost et al. bei vier- bis fiinfjdhrigen Kindern signifikant mehr richtige
Antworten als mit der abgewandelten Piaget-Methode P feststellbar. Aus diesen Ergebnissen
schlossen die Autorinnen der Studie, dass, mit nicht-verbalen Methoden und geeigneten
experimentellen Kontrollen, sogar bei Vier- bzw. Fiinfjdhrigen ein gewisses Verstindnis fiir

Wabhrscheinlichkeiten erkennbar ist.

Der Median der Punktezahl erhohte sich, wenn die Befragten zuerst den Test unter
Versuchsbedingung P und danach den unter DM absolvierten (Yost et al., 1962, S. 779). Fiir
jene Gruppe, in der die Reihenfolge umgekehrt war, dnderte sich der Median aber nicht (Yost
etal., 1962, S. 779). Dies deutet darauf hin, dass das im Test mit der Methode DM Gelernte in
der danach stattfindenden Session mit der Methode P angewendet wurde. Ein weiterer Hinweis

dafiir, dass Kinder in diesem Alter bestimmte Konzepte der Wahrscheinlichkeitsrechnung
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erlernen konnen, war die Tatsache, dass ,,mental age” (Yost et al., 1962, S. 779) und Punktezahl
unter der Versuchsbedingung DM signifikant korreliert waren. Es ist also sogar bei
Heranwachsenden im Alter von vier bis fiinf Jahren ein Lernprozess erkennbar ist (Yost et al.,
1962, S. 779). Da jedoch die Anzahl der Versuche pro Test zu klein war, war es in Rahmen
dieser Studie nicht moglich (und auch nicht beabsichtigt), den Lernzuwachs innerhalb einer
Test-Sitzung festzustellen, weil dafiir nicht genug Fragen pro Test zur Verfiigung standen (Yost

etal., 1962, S. 779-780).

Diese Ergebnisse stellten die von Piaget und Inhelder (1975) vertretene Position, dass Kindern
in diesem Alter kein Arbeiten mit dem Wahrscheinlichkeitsbegriff mdglich sei, infrage.
AuBerdem zeigt diese Vergleichsstudie die Wichtigkeit der Verwendung von geeigneten
experimentellen Kontrollen, um den Einfluss von Parametern wie Sprachkompetenz,
Motivation, Farbvorlieben usw. zu reduzieren und zu einem moglichst aussagekriftigen
Ergebnis zu gelangen. Kiitting (1994, S. 96) schildert ebenfalls diese Untersuchung und macht
folgende Anmerkungen dazu: Der Wahrscheinlichkeitsbegriff, um den es bei dieser
Untersuchung von Yost et al. ging, entsprach nicht der von Piaget und Inhelder untersuchten
quantitativen Laplace’schen Definition der Wahrscheinlichkeit, sondern einer (teils

vergleichenden) intuitiven Einschédtzung von Gewinnchancen (Kiitting, 1994, S. 96).

Da die Versuchspersonen nur bei der Versuchsbedingung DM Preise erhielten, hat es bei diesen
einen zusitzlichen positiven Effekt auf die Leistung der Probanden gegeben, der unter den

Bedingungen bei P gefehlt hat (Kiitting, 1994, S. 96).

Wenn Yost et al. das Buch von Piaget und Inhelder aus dem Jahr 1951 verwendet hitten, dann
wire ein Vergleich mit dem Versuch in Kapitel V (Piaget & Inhelder, 1975, S. 116-130)
naheliegender gewesen, weil dieser dem Chancenvergleich unter der DM-Methode am

dhnlichsten ist (Kiitting, 1994, S. 96).

Eine Untersuchung von Goldberg (1966, S. 162), iibernahm die ,,decision-making-technique”
von Yost et al., sah aber bei der abgewandelten Piaget’schen Methode (P) ebenfalls
Belohnungen vor. Bei den Versuchspersonen dieser Studie handelte es sich um 32 Kinder (16
davon Maidchen) im Alter von vier bis fiinf Jahren, die zu Themen der

Wabhrscheinlichkeitsrechnung befragt wurden.

Die Ergebnisse von Goldberg (1966) sind in Ubereinstimmung mit jenen von Yost et al. (1962),
weil sie zeigen, dass — je nach Bedingungen des Versuchs — bereits bei vier- bis flinfjdhrigen
Schiilerinnen und Schiiler ein Wahrscheinlichkeitsbegriff vorhanden ist. AuBBerdem konnte

Goldberg Folgendes feststellen: ,,[...] even when reinforcement conditions are equivalent, DM
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elicits better performance than P [...] The present result demonstrates that the difference in
reinforcement conditions alone would not account for the observed difference in performance
between P and DM* (Goldberg, 1966, S. 164). Bei Durchfiihrung des Experiments mit der
»decision-making-technique” waren bei Goldberg signifikant mehr korrekte Losungen
erkennbar als mit der abgewandelten Methode von Piaget, aber die Unterschiede zwischen den
Ergebnissen waren nicht so stark wie bei Yost et al. (1962). Im Rahmen einer Fehleranalyse
stellte sich heraus, dass eine signifikante Anzahl falscher Antworten bei der DM-Methode
durch Entscheidungen aufgrund der Anzahl und nicht des Anteils, bzw. durch Farbvorlieben

bei der P-Methode, zustande kamen (Goldberg, 1966, S. 157).

4.2.2 Studie von Fischbein, Pampu und Manzat

Eine Untersuchung von Fischbein, Pampu und Manzat (1970) liel Kinder unterschiedlichen
Alters aus zwei Schachteln mit Murmeln in zwei verschiedenen Farben jene Schachtel
auswihlen, aus der ihrer Meinung nach mit einer groBeren Wahrscheinlichkeit eine Murmel

vorgegebener Farbe gezogen werden wiirde. Diese Studie hatte, unter anderem, folgende Ziele:

e die Entwicklung der praoperationalen, konkret-operationalen und formal-operationalen
Phasen in Abhingigkeit vom Alter des Kindes zu erschlieB3en;

e spontane Entscheidungen der Kinder, aber auch den Einfluss vorhergehender
systematischer Unterweisungen zu studieren;

e mogliche Unterschiede zwischen den Geschlechtern zu untersuchen (Fischbein et al.,

1970, S. 377-378).

Bei den insgesamt 180 Versuchspersonen handelte es sich um Vorschulkinder (Alter: fiinf Jahre
bis sechs Jahre und 4 Monate) sowie Schiilerinnen und Schiiler der dritten (Alter: neun bis zehn
Jahre) und sechsten Schulstufe (Alter: zwolf Jahre und vier Monate bis 13 Jahre und sieben
Monate) aus Bukarest (Fischbein et al., 1970, S. 378). Diese drei Gruppen mit jeweils 60
Kindern, die nur Noten im Bereich von sechs bis zehn (wobei ,,zehn* hier die hochste Note ist
und Noten kleiner als ,,sechs* mit ,,Nicht Geniigend* gleichzusetzen sind) aufzuweisen hatten,
bestanden zu gleichen Anteilen aus Méadchen und Buben. Jede Altersklasse wurde auBerdem
noch in drei weitere Versuchsgruppen Ii, I> und I zu je 20 Kindern aufgeteilt, die vor der

Befragung unterschiedliche Instruktionen erhielten (Fischbein et al., 1970, S. 378).

Jedes der Kinder hatte 18 Aufgaben (sieche Abbildung 6) alleine zu 16sen: Es wurden thm/ihr
zwei Urnen mit teils unterschiedlichen (dem Kind bekannten) Mischungsverhiltnissen weil3er
und schwarzer Kugeln prisentiert (Fischbein et al., 1970, S. 378-380). Die Befragten sollten
jene Urne auswdhlen, fiir die, bei einer Ziehung, die Chance eine weille bzw. schwarze Kugel
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zu ziehen, groBer sein wiirde (Fischbein et al.,, 1970, S. 378-380). Eine weitere
Antwortmoglichkeit bestand darin, dass die Gewinnchancen fiir beide Schachteln gleich sind.
In der Tabelle in Abbildung 6 sind die Mischungsverhéltnisse fiir jede Aufgabe angefiihrt,
wobei ,,w/s" das Mischungsverhéltnis von weillen zu schwarzen Murmeln fiir eine Urne
bezeichnet (Fischbein et al., 1970, S. 378-380). Bei der Hélfte einer 20er-Gruppe war die
Gewinnfarbe jeweils schwarz, bei der anderen weill, um den Einfluss der Lieblingsfarbe
herauszufiltern (Fischbein et al., 1970, S. 378-380). Die Aufgaben wurden von jedem Kind in
vollig zufdlliger Reihenfolge bearbeitet (Fischbein et al., 1970, S. 378-380).

Aufgabe | Mischungsverhiltnisse: Aufgabe | Mischungsverhiltnisse:
Urnel (w/s) : Urne 2 (w/s) Urne 1 (w/s) : Urne 2 (w/s)
i 1 1/2:5/2 2 2/4 :10/4
a 3 301:302 4 6/2 : 6/4
- 5 2/2:6/3 6 4/4 :12/6
B 7 6/2:10/5 8 12/4 : 20/10
C: — 9 2/1:52 10 4/2 :10/4
- 11 4/2:5/3 12 8/4:10/6
B 13 2/4:1/2 14 4/8 :2/4
G = 15 3/1:6/2 16 6/2:12/4
- 17 4/2:21 18 8/4:4/2

Abbildung 6: Mischungsverhdltnisse (in Anlehnung an Fischbein et al., 1970, S. 379)

Die Aufgaben lassen sich in drei Fragenkategorien Ci, C2 und Cs einteilen: Bei C; wurde die
gleiche Anzahl einer Farbe oder in einer Urne gleich viele weille wie schwarze Kugeln gewihlt,
wihrend sich in der Kategorie Cz beliebige und bei C; gleiche Mischungsverhiltnisse finden

(Fischbein et al., 1970, S. 379-380).

Den Kindern in Gruppe I; wurde das Grundprinzip des Versuches erldutert und anhand von
Beispielen aufgezeigt, welche Antwortmdglichkeiten zur Auswahl stehen (rechte oder linke

Urne im Vorteil oder gleiche Chancen fiir beide Urnen) (Fischbein et al., 1970, S. 379-381).

Die Teilnehmenden in Versuchsgruppe I> erhielten die gleiche Erkldarung wie bei I und eine
30- bis 60-miniitige individuelle Unterweisung: Es wurde (ohne eine Regel zur Berechnung der
Wabhrscheinlichkeiten anzugeben) erldutert, dass nicht nur die Anzahl der Murmeln in der
Gewinnfarbe, sondern auch die Gesamtzahl an Murmeln in der Urne ausschlaggebend ist
(Fischbein et al., 1970, S. 379-381). Den Kindern wurde auch eine Gruppierungstechnik

beigebracht: Die Mischungsverhéltnisse 4w/1s und 8w/2s sind gleichwertig, weil man sie zu
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4w/1s und 4w/1s + 4w/1s umformen kann (Fischbein et al., 1970, S. 379-381). Dadurch kann
man z. B. bei 4w/1s und 9w/2s durch Gruppieren den Uberschuss in der zweiten Urne erkennbar
machen. In einem kurzen Experiment wurde gezeigt, dass z. B. 4w/ls und 8w/2s dquivalent

sind, da bei 20 Zichungen aus jeder Urne in etwa viermal so viele weille wie schwarze Kugeln

gezogen wurden (Fischbein et al., 1970, S. 379-381).

Fir die Befragten aus Gruppe Is wurde zusitzlich zu den Erkldrungen aus I die
Gruppierungstechnik durch weitere Beispiele veranschaulicht (Fischbein et al., 1970, S. 379—
381).

LI L L
Ci C, C; C, C, C; C, C, G
Vorschulkinder 4,25 2,70 1,00 4,35 2,70 2,10 3,90 2,80 1,75
dritte Klasse 5,05 2,65 2,95 5,35 4,00 4,50 5,45 3,50 4,35
sechste Klasse 5,65 4,55 4,90 5,85 5,35 5,65 5,70 5,65 5,90

Abbildung 7. Ergebnisse (in %) zu Fischbein et al. (in Anlehnung an Fischbein et al., 1970, S. 382)

In Abbildung 7 ist die durchschnittliche Anzahl richtiger Antworten pro Fragenkategorie C; (i
=1, 2, 3) mit je sechs Fragen, d. h. maximal sechs korrekte Antworten, dargestellt. Da sich
gezeigt hat, dass der Aspekt des Geschlechts keinen signifikanten Einfluss ausiibt, wurde er in
dieser Tabelle nicht mehr beriicksichtigt (Fischbein et al., 1970, S. 381). Die Versuchspersonen
wurden aullerdem dazu aufgefordert, ihre jeweiligen Entscheidungen zu begriinden und diese
Erklarungen wurde in drei Kategorien eingeteilt: (1) Vergleich der Anzahl giinstiger Kugeln in
der linken und rechten Urne, (2) Berlicksichtigung der relativen Haufigkeiten der gilinstigen
Farbe in beiden Urnen ohne explizite Quantifizierung und (3) dhnlich zu (2), aber mit expliziter
Quantifizierung (Fischbein et al., 1970, S. 385-386). Aus der Statistik der mittleren Anzahl
korrekter Antworten und deren Begriindungen konnten folgenden Ergebnisse ermittelt werden

(Fischbein et al., 1970, S. 386-387):

e Die Anzahl korrekt geloster Aufgaben nahm mit dem Alter signifikant zu.

e Die Anzahl richtiger Antworten stieg mit dem Ausma@ der Instruktion.

e Bei den Drittkldsslern bewirkten die Unterweisungsformen I> und I3 im Gegensatz zu I,
einen erheblichen Zuwachs an korrekten Losungen. Dies liel sich nicht bei den
Vorschulkindern oder bei den Schiilerinnen und Schiilern der 6. Schulstufe feststellen.

e Bei den Vorschulkindern war die Begriindung (1) vorherrschend, wihrend bei den
Kindern aus der 6. Klasse die Herangehensweise (3) dominierte. Der spontane

Losungsansatz (ohne Unterweisung) der Befragten aus der 3. Klasse dhnelte dem der
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Vorschulkinder. Bei den Instruktionsformen I> und I3 vollzieht sich bei den
Drittkldsslern ein signifikanter Wechsel zum Losungsansatz (3) mittels quantifizierter

relativer Haufigkeiten.

Als wesentliches Ergebnis ist festzuhalten, dass bereits Kinder im Alter von neun bis zehn
Jahren, also jene auf der Primarstufe, nach maximal einstiindiger Unterweisung imstande sind,
Wahrscheinlichkeitsvergleiche erfolgreich mit Hilfe eines quantifizierten
Wahrscheinlichkeitsbegriffs durchzufiihren, obwohl sie vor der Unterrichtsphase nicht dazu
fahig waren (Fischbein et al., 1970, S. 387). Fischbein et al. (1970, S. 388) empfehlen aufgrund

dieses Ergebnisses, dass der Stochastikunterricht bereits in der Primarstufe beginnen sollte.
4.2.3 Weitere Studien

Untersuchung von Davies

Eine Studie von Davies (1965) verwendete verbale und nonverbale Tests, um die Entstehung
des Wabhrscheinlichkeitsbegriffs bei Heranwachsenden zu erforschen. Davies befragte 112
Kinder von drei bis neun Jahren, die in sieben Altersklassen zu je 16 Versuchspersonen
eingeteilt wurden. Ein eigens entworfener ,,two-choice lever-pressing* Apparat ermoglichte die
nonverbale Testung. Diese Untersuchung sollte unter anderem der Frage nachgehen, wie sich

verbales und nonverbales Verstindnis von Wahrscheinlichkeiten bei Kindern zeitlich

entwickeln.
Alter in | bei keinem Test beim nonverbalen | Bei beiden Tests
Jahren erfolgreich Test erfolgreich erfolgreich
3 50 50 0
4 31 69 0
5 19 81 31
6 0 100 31
7 0 100 75
8 0 100 88
9 0 100 100

Abbildung 8: Ergebnisse (in %) verbaler und nonverbaler Tests (in Anlehnung an Davies, 1965, S. 785)

Die Tabelle in Abbildung 8 enthilt die Anzahl der Heranwachsenden, die die jeweiligen Tests
erfolgreich absolvieren konnten. Davies (1965) konnte feststellen, dass Kinder, die beim
verbalen Test erfolgreich abschnitten, dies auch beim nonverbalen bewerkstelligten. Da die
Anzahl derjenigen, die bei beiden Tests versagten, mit zunehmendem Alter abnahm, schloss

Davies (1965, S. 784-786), dass das zunehmende Verstidndnis fiir Wahrscheinlichkeiten ein
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entwicklungsbedingter Prozess ist. Aullerdem ist erkennbar, dass mit zunehmendem Alter eine
immer groflere Anzahl von Versuchspersonen den nonverbalen Test bestanden, wobei bereits
Kinder im Alter von sechs Jahren die volle Punktezahl erreichten (Davies, 1965, S. 784-786).
Des Weiteren, zeigt diese Studie, dass bei den Heranwachsenden ein korrekter nonverbaler
Umgang mit Wahrscheinlichkeiten auftritt, bevor sie imstande sind, sprachlich erfolgreich mit
dem Wahrscheinlichkeitsbegriff zu arbeiten (Davies, 1965, S. 786). In Bezug auf die
priaoperationale Entwicklungsphase von Piaget, im Alter von ca. drei bis sechs Jahren, hilt
Davies (1965, S. 786) fest, dass 48, also ca. 75 %, der 64 Kinder in dieser Altersklasse den
nonverbalen Test bestanden, wobei zehn davon auch am verbalen Test erfolgreich teilnahmen.
Nach Davies (1965, S. 786) ist es moglich, dass diese zehn Kinder friihzeitig von der
priaoperationalen in die konkret-operationale Phase iibergegangen sind. Nach Piagets
Erkldrungen zur Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs, folgert Davies (1965, S. 786),
dass sich jene Kinder dieser Altersklasse, die den verbalen Test nicht bestanden haben, also 54
der 64 drei- bis sechsjdhrigen Kinder, im praoperationalen Entwicklungsstadium befinden. Von
diesen 54 Heranwachsenden bestanden 38 bzw. ca. 70 % ausschliefllich den nonverbalen Test,
wihrend die restlichen dieser 54 Kinder keinen der beiden Tests bestanden. Die Ergebnisse
dieser Untersuchung deuten also darauf hin, dass ungefdhr 70 % der Kinder aus der
priaoperationalen Phase nonverbal mit Wahrscheinlichkeiten umgehen konnen (Davies, 1965,

S. 786).

Untersuchung von Kipman

Eine vom ehemaligen Unterrichtsministerium bm:ukk finanzierte Untersuchung von Kipman
(2014, S. 7, 9) setzte sich mit dem stochastischen Wissen und Konnen von Kindern aus der
Primarstufe und Sekundarstufe I und die Auswirkungen handlungsorientierter Unterweisung
auf diesem Gebiet auseinander. Bei den Versuchspersonen handelte es sich um ca. 1000
Schiilerinnen und Schiiler (617 davon aus der Grundschule) aus Osterreich, Deutschland,
Ungarn und der Schweiz, die vor und nach dem Stochastikunterricht getestet wurden (Kipman,
2014, S. 7). Die Fragen dieser Tests sollten ermitteln, ob die Lernenden imstande waren,
Tabellen und Grafiken zu deuten, Zufallsversuche und Risiken einzuschitzen und
kombinatorische Uberlegungen anzustellen (Kipman, 2014, S. 8). Die Versuchspersonen
wurden in drei Gruppen eingeteilt: zwei Interventionsgruppen, von denen eine mit
Arbeitsblittern und die andere — im Hinblick auf die gleichen Lernziele — handlungsorientiert
unterrichtet wurden, und eine Kontrollgruppe, die gar keinen Stochastikunterricht erhielt
(Kipman, 2014, S. 11). Fiir die handlungsorientierte Unterrichtsreihe wurde ein Koffer mit

Materialien fiir stochastische Schiilerexperimente entwickelt (Kipman, 2014, S. 11).
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Die statistische Auswertung der Ergebnisse zeigte, dass beim Test vor der Unterrichtsreihe
keine signifikanten Unterschiede zwischen den Versuchsgruppen festgestellt werden konnten
(Kipman, 2014, S. 20). Des Weiteren, war eine signifikante Leistungssteigerung in beiden
Interventionsgruppen erkennbar (Kipman, 2014, S. 20), insbesondere zeigte sich, dass
Schiilerinnen und Schiiler, die handlungsorientierten Unterricht erhielten, in allen Bereichen
der Stochastik bessere Ergebnisse erzielten als jene, die mittels Arbeitsblédttern unterwiesen
wurden (Kipman, 2014, S. 20). Diese Verbesserungen waren bei jiingeren Kindern stérker als
bei dlteren (Kipman, 2014, S. 20). AuBlerdem berichteten iiber 90 % der Lehrkrifte, die den
handlungsorientierten Unterricht durchfiihrten, dass die Schiilerinnen und Schiiler mehr Freude
am Unterricht hatten, eigene Aufgaben erfanden und vermehrt Fragen stellten (Kipman, 2014,
S. 21). Ahnliche Riickmeldungen gab es nur von 50 % der mit Arbeitsblittern Lehrenden
(Kipman, 2014, S. 21). Kipman schlieBt aus diesen Ergebnissen, dass Stochastikunterricht
bereits ab der Primarstufe sinnvoll ist: ,,Handlungsorientierter Unterricht in Stochastik fiihrt
schon im Grundschulalter zu deutlichen Lernzuwichsen und bereitet den Kindern zudem
wesentlich mehr Freude als der Unterricht mit Arbeitsblittern® (Kipman, 2014, S. 22).
Geeignete Unterrichtsmaterialien sollten die Schiilerinnen und Schiilern dabei unterstiitzen,
Zufallsphdnomene und Fragen der Kombinatorik auf der haptischen Ebene kennenzulernen

(Kipman, 2014, S. 22).
4.3 Fazit

Obwohl Piaget und Inhelder (1975) die Entstehung des Zufallsbegriffs im siebten und die des
Wahrscheinlichkeitsbegriffs im elften Lebensjahr vermuteten, fithrten Studien unter genauer
kontrollierten Bedingungen zu dem Schluss, dass Kinder schon auf der Primarstufe Verhalten
an den Tag legen, das den Wahrscheinlichkeits- bzw. Zufallsbegriff voraussetzt (Davies, 1965;
Goldberg, 1966; Yost et al, 1962). AuBlerdem wurde nachgewiesen, dass auch
Heranwachsende in dieser Altersgruppe bereits einen Lernzuwachs vor allem durch
handlungsorientierten Stochastikunterricht erfahren konnen (Fischbein et al., 1970; Kipman,

2014).
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5 Stochastikunterricht zur Bewaltigung von
Fehlvorstellungen

5.1 Fehlvorstellungen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Fehlurteile bei probabilistischen Fragestellungen sind ein Forschungsgebiet, zu dessen
ErschlieBung sowohl Mathematikdidaktiker/innen als auch kognitive Psycholog/innen seit den
50er-Jahren beitragen. Zur Interpretation der Resultate dieser Untersuchungen dienen
theoretische Modelle wie das bereits angefiihrte Modell der kognitiven Entwicklung von Piaget
(siche Abschnitt 4.1) oder das Modell der Urteilsheuristiken der Psychologen David Kahneman
und Amos Tversky, auf das in diesem Kapitel genauer eingegangen wird. Wahrend vonseiten
der Psychologie vor allem das Lernverhalten und die Entscheidungsfindung von Menschen
angesichts von Situationen der Ungewissheit im Mittelpunkt stehen, interessierte sich die
Mathematikdidaktik fiir das Lernen und Lehren von Wahrscheinlichkeitsrechnung und erhielt
klare Argumente fiir deren frithe und umfangreiche Einbettung in die Lehrpléne (Jones et al.,

2007, S. 910).

Es wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen, auf alle Fehlvorstellungen, die bei Schiilerinnen
und Schiilern auftreten kdnnen, ndher einzugehen. Allerdings werden nach einer Einfiihrung
des theoretischen Hintergrunds zum Modell der Urteilsheuristiken einige davon genauer unter
die Lupe genommen. Es werden dabei Ergebnisse empirischer Forschung angefiihrt, die zeigen,
dass sich diese Fehlvorstellungen schon relativ friih bilden, sodass sie in der Sekundarstufe 11
— also zu der Zeit, ab der in Osterreich der Unterricht zum Thema Wahrscheinlichkeitsrechnung
erst beginnt — bereits in der Denkweise vieler Schiilerinnen und Schiiler verankert sind. Nach
einem kiirzeren Ausblick auf weitere hiufig auftretende Fehlvorstellungen, werden auch
Kritikpunkte am Modell der Heuristiken diskutiert, um eine differenzierte Interpretation dieser
Forschungsergebnisse sicherzustellen. In einem weiteren Schritt wird in diesem Abschnitt mit
Hilfe von Forschungsergebnissen gezeigt, dass frither Stochastikunterricht das Auftreten von

Fehlvorstellungen deutlich reduzieren kann.

Als zusétzliche Information zu den Untersuchungen, die in diesem Kapitel angefiihrt werden,
ist noch zu nennen, dass fast alle Teilnehmenden wenige bis gar keine Vorkenntnisse auf dem
Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorzuweisen hatten, als diese Studien vor Beginn der
90er-Jahre durchgefiihrt wurden. Der Grund dafiir liegt darin, dass im englischsprachigen Raum
die ersten Lehrplidne, die die Stochastik als eigenstindigen, wesentlichen Bereich der

Mathematik enthielten, ungefdahr um 1990 eingefiihrt wurden (Jones et al., 2007, S. 911). Falls
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es sich bei den Befragten um Personen mit umfangreichen stochastischen Kenntnissen handeln

sollte, so wird dies aus der Beschreibung der Studie erkennbar sein.

5.1.1 Modell der Urteilsheuristiken

In der empirischen Forschung zur Wahrscheinlichkeitsrechnung lassen sich bei speziellen
Fragestellungen, die probabilistische Urteile erfordern, typische Fehler nachweisen, die
dadurch erkldart werden konnen, dass sich die Befragten oft auf sogenannte ,,(Urteils-)
Heuristiken* oder ,,Fehlvorstellungen® stiitzen, statt die Wahrscheinlichkeitsrechnung
mathematisch korrekt anzuwenden (Biehler & Engel, 2015a, S. 233). Die meisten
Fehlvorstellungen, die fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung relevant sind, werden in erster
Linie durch das theoretische Modell der Heuristiken erklért, das aus der kognitiven Psychologie
stammt und maBgeblich durch die Forschungsarbeit der Psychologen Daniel Kahneman und

Amos Tversky geprigt wurde.

In einigen ihrer frithen Veroffentlichungen zu diesen Themen aus den Jahren 1972, 1973 und
1974 definieren sie — unter anderem — die Bezeichnungen ,Reprisentativitits-“ und
,, Verfiigbarkeitsheuristik®, aber nicht den Begriff der ,,(Urteils-)Heuristik* selbst. Dieser wird
dadurch umschrieben, dass seine Anwendungen dargestellt und Vermutungen iiber dessen
Zweck angestellt werden. Die eigentliche Definition folgt aber erst in ihrer Publikation aus dem
Jahr 1983: Der Ausdruck ,,Urteilsheuristik* entspricht einer Strategie, die sich — bewusst oder
unbewusst — auf eine intuitive Einschétzung stiitzt, um ein Urteil zu fdllen oder eine Vorhersage
zu machen. Ein Merkmal von Heuristiken ist, dass andere Erwdgungen weitgehend
vernachldssigt werden (Tversky & Kahneman, 1983, S. 294). Eine solche intuitive
Einschitzung konnte — unter anderem — darin bestehen, ein Ereignis als umso wahrscheinlicher
zu beurteilen, je leichter sich Beispiele seines Eintreffens in Erinnerung rufen lassen. Wenn es
einer Person nicht schwerfillt, sich an Bekanntschaften zu erinnern, die z. B. an Darmkrebs
leiden, konnte sie das Risiko einer solchen Erkrankung als besonders hoch einschétzen, obwohl

sie dafiir keine objektive Begriindung hat.

Kahneman und Tversky (1972, S. 451) nehmen an, dass Urteilsheuristiken vor allem dann eine
wichtige Rolle spielen, wenn das zu 16sende Problem komplex erscheint oder es gar keine
,korrekte Antwort gibt. Allerdings kdmen sie nicht nur deswegen zur Anwendung, weil sie
die kognitive Anstrengung reduzieren sollen, sondern auch deswegen, weil sie Ofter zu
erfolgreichen Beurteilungen als zu Fehleinschdtzungen fiihren wiirden und dadurch eine

gewisse Erfolgsquote aufzuweisen hitten (Kahneman & Tversky, 1972, S. 452).
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5.1.2 Reprisentativitdtsheuristik

Kahneman und Tversky (1972, S. 431) definieren die Heuristik der Reprisentativitét als
Fehlvorstellung, die dazu fiihrt, dass Personen die Wahrscheinlichkeit eines ungewissen
Ereignisses, wie z. B. der Ziehung einer bestimmten Stichprobe, danach beurteilen, wie (i) sehr
es in seinen wesentlichen Eigenschaften der Gesamtpopulation dhnelt, und (ii) es die auffilligen
Merkmale jenes Prozesses wiederspiegelt, durch den es entstanden ist. Nach dieser Denkweise,
wire also ein Ereignis A wahrscheinlicher als ein Ereignis B, wenn A die Gesamtpopulation

besser reprisentiert als B (Kahneman & Tversky, 1972, S. 431).

Diese Denkweise kann sich in der Annahme duBlern, dass bereits Stichproben von geringem
Umfang der Gesamtpopulation dhneln, und es wird ,,dabei oft die Zufallsvariabilitit besonders

bei kleinen Stichproben® vernachlissigt (Biehler & Engel, 2015a, S. 233).

Beim mehrmaligen Miinzwurf, mit den beiden moglichen Ergebnissen ,,K* fiir Kopf und ,,Z*
fiir Zahl, wird beispielsweise eine offensichtlich regelmiBige Abfolge wie KZKZKZKZ im
Vergleich zu einer Abfolge ZZKKZZKK von Schiilerinnen und Schiilern als weniger
wahrscheinlich eingeschétzt (Tune 1964; Wagenaar 1970 in: Kahneman & Tversky, 1972, S.
434). Ein Grund dafiir konnte sein, dass solche systematischen Muster weniger zufillig
erscheinen und damit, intuitiv betrachtet, den Zufall — als den Entstehungsprozess dieser
Stichprobe — nicht so gut wiederspiegelt (siehe Aspekt (i1) oben) (Kahneman & Tversky, 1972,
S. 434).

Die Ergebnisse der folgenden Untersuchung menschlicher Intuitionen zum Begriff des Zufalls
von Kahneman und Tversky (1972) lassen sich mit Hilfe der Reprisentativititsheuristik
erkldren. Es wurden 1500 Personen befragt, von denen ein Teil Schiilerinnen und Schiiler von
15 bis 18 Jahren aus der 10., 11. und 12. Klasse israelischer High Schools und ein zweiter Teil
Undergraduate-Studierende an einer amerikanischen Universitdt im Alter von 20 bis 25 Jahren
ausmachten. Die Untersuchung wurde in Form von Fragebdgen durchgefiihrt, die pro Person
zwei bis vier Fragen enthielten und fiir deren Bearbeitung zirka zwei Minuten bendtigt wurden.
Vor der Durchfiihrung der Befragung wurden den Teilnehmenden der Studie die Fragen
miindlich erklért. Die meisten Fragen, die an die Schiilerinnen und Schiiler gerichtet wurden,
wurden auch den Studierenden gestellt. Die Ergebnisse der Befragung dieser beiden Gruppen

waren fast ununterscheidbar (Kahneman & Tversky, 1972, S. 431-432).

Folgende Frage war Teil dieser Untersuchung (,,G* steht dabei fiir die Geburt eines Maddchens
und ,,B“ fiir die eines Jungen.) (Kahneman & Tversky, 1972, S. 432):
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All families of six children in a city were surveyed. In 72 families the exact order of births

of boys and girls was GBGBBG.

What is your estimate of the number of families surveyed in which the exact order of births

was BGBBBB?

75 von 92 Schiilerinnen und Schiilern schitzten die Geburtenfolge BGBBBB als weniger
wahrscheinlich ein, obwohl beide Folgen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten. Jene
Geburtenfolge, die fiinf Burschen und ein Madchen enthilt, erscheint weniger repréisentativ fiir

die Gesamtpopulation (Kahneman & Tversky, 1972, S. 432).

Als die Schiilerinnen und Schiiler aufgefordert wurden, die relative Haufigkeit der Folgen
BBBGGG und GBBGBG zu vergleichen, schitzten sie die erste Geburtenfolge signifikant als
unwahrscheinlicher ein. Dies zeigt nach Kahneman und Tversky, dass nicht nur die
prognostizierte relative Haufigkeit in der Grundgesamtheit, sondern auch die
,UnregelmaBigkeit* der Reihenfolge in der Stichprobe ausschlaggebend fiir die Einschétzung
ihrer Représentativitit ist (Kahneman & Tversky, 1972, S. 432).

Ebenfalls im Rahmen ihrer weiter oben beschriebenen Untersuchung (Kahneman & Tversky,
1972) wurden Schiilerinnen und Schiiler im Alter von 15 bis 18 Jahren gefragt, welche der
folgenden Verteilungen (sieche Abbildung 9) hédufiger als Ergebnis auftreten wiirde, wenn in
jeder Spielrunde 20 Murmeln zufillig auf fiinf Kinder aufgeteilt werden — unter der

Voraussetzung, dass dieses Spiel viele Runden hat.

Verteilung I Verteilung 11
Alan 4 4
Ben 4 4
Carl 5 4
Dan 4 4
Ed 3 4

Abbildung 9: Reprdsentativitdit - Verteilung von Murmeln (in Anlehnung an Kahneman & Tversky, 1972, S. 434)

36 von 52 Schiilerinnen und Schiiler waren der Meinung, dass Verteilung I hdufiger auftreten
wiirde als Verteilung II, obwohl mathematisch gesehen Verteilung II, bei vielen
Wiederholungen, aufgrund des Gesetzes der grolen Zahlen o6fters auftreten sollte. Allerdings
erscheint Verteilung II zu regelmiBig, um représentatives Ergebnis eines Zufallsprozesses zu

sein (Kahneman & Tversky, 1972, S. 434).

Viele Lernende erwarten intuitiv, dass der Zufall zwar unvorhersehbar, aber im Grunde fair ist,

sodass z. B. auch kurze Folgen von Miinzwiirfen in etwa die gleiche Anzahl von Kopf bzw.
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Zahl aufweisen. Kahneman und Tversky definieren die hier auftretende, sogenannte lokale
Reprisentativitit als die Uberzeugung vom ,, law of small numbers “, d. h. die irrtiimliche Idee,
dass das Gesetz der groen Zahlen — ohne weitere Einschrankungen — auch fiir Stichproben von
kleinem Umfang giiltig sei. Eine dem Prinzip der lokalen Reprisentativitit entsprechende
Stichprobe weicht jedoch systematisch von einer tatsdchlich zuféllig generierten Stichprobe ab:
Sie enthdlt zu viele Abwechslungen unterschiedlicher Versuchsausgidnge und zu kurze
Abfolgen mit dem gleichen Wert. Die Heuristik der lokalen Représentativitat dullert sich z. B.
auch als ,,gambler’s fallacy“ bzw. , negative-recency effect”, also in der Annahme, dass auf
eine lange Abfolge mit dem gleichen Versuchsausgang, der andere Versuchsausgang folgen

muss, damit das Gleichgewicht wiederhergestellt wird (Kahneman & Tversky, 1972, S. 435).

Die Heuristik der (lokalen) Représentativitdt manifestierte sich auch bei der Beantwortung
folgender Fragestellung: In einer Stadt gibt es zwei Spitiler, ein kleines und ein groBeres, mit
jeweils ca. 15 bzw. 45 Geburten pro Tag. Es wird angenommen, dass mit ungefahr 50 %-iger
Wabhrscheinlichkeit ein Bub geboren wird, wobei der genaue Prozentsatz von Tag zu Tag
variiert. Fiir den Zeitraum eines Jahres zeichnet jedes Spital die Tage auf, an denen mehr als 60
% der Neugeborenen Knaben waren. Es ist zu schitzen, welches Spital mehr solche Tage
registriert. Die Undergraduate-Studierenden sollten diese Frage im Multiple-Choice-Format
beantworten, indem sie ankreuzten, welches der beiden Krankenhduser mehr solche Tage
verzeichnen oder ob die Anzahl der Eintrdge mit iiberdurchschnittlich vielen Jungengeburten
in den beiden Geburtenstationen ungefahr gleich sein sollten (Kahneman & Tversky, 1972, S.
443-444). Die Mehrheit, 53 von 95 der Befragten, hielt die Anzahl der Tage, an denen mehr
als 60 % der Neugeborenen Jungen sind, bei beiden Spitélern fiir ungefahr gleich gro3 (Tversky
& Kahneman, 1974, S. 1125). Da die Varianz in einer Stichprobe mit der Grofe des
Stichprobenumfangs abnimmt, sollte es leicht sein, zu erkennen, dass eher im kleinen Spital
mehr Tage auftreten sollten, an denen mehr als 60 % Neugeborene ménnlich sind. Kahneman
und Tversky folgerten, dass im Sinne des ,,Jaw of small numbers* von den meisten Schiilerinnen
und Schiilern angenommen wird, dass das Gesetz der groen Zahlen im gleichen Ausmal}
sowohl fiir kleine als auch fiir grole Stichproben gilt (Kahneman & Tversky, 1972, S. 443—
444).

5.1.3 Verfiigbarkeitsheuristik

Die Représentativitit eines Ereignisses ist nicht die einzige Fehlvorstellung, derer sich
Menschen bedienen, um zufdllige Ereignisse kognitiv zu erschliefen. Eine weitere solche

Heuristik wurde von Kahneman und Tversky (1972) als Verfiigbarkeit identifiziert. Diese
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Urteilsheuristik geht von der Annahme aus, dass ein Ereignis umso wahrscheinlicher ist, desto
leichter man sich Fille seines Eintreffens in Erinnerung rufen bzw. vorstellen kann. Es werden
also die Anzahl der Beispiele, die einem zum betreffenden Ereignis einfallen, und die
Leichtigkeit, mit der man sich diese Beispiele ins Gedédchtnis rufen kann, als wesentliche
Hinweise bei der Beurteilung seiner Wahrscheinlichkeit bzw. Haufigkeit verwendet

(Kahneman & Tversky, 1972, S. 451).

Ein prignantes Beispiel fiir diese Denkweise liefert die Frage, ob es im Englischen mehr Worter
(aus mindestens drei Buchstaben) gibt, die mit dem Buchstaben ,,k* beginnen oder solche, bei
denen dieser Buchstabe an dritter Stelle steht. Nach Kahneman und Tversky versuchen die
Befragten oft, sich an Worter, die mit ,,k* beginnen, wie z. B. ,.key*, und an solche, bei denen
K an dritter Stelle auftritt, wie beispielsweise ,,like*, zu erinnern. Da es leichter ist, sich
Worter in Erinnerung zu rufen, die mit ,,k* beginnen, schlief§t die Mehrheit der Menschen dann,
dass solche Worter hdufiger auftreten, obwohl es im Englischen gerade umgekehrt ist

(Kahneman & Tversky, 1972, S. 451).

Kahneman und Tversky (Tversky & Kahneman, 1973, S. 213) stellten den Befragten ihrer
Untersuchung unter anderem folgende Frage: Gibt es mehr Pfade im Gitter A oder im Gitter B

und wie viele gibt es jeweils (sieche Abbildung 10)?

Ein ,,Pfad* (siehe z. B. gestrichelte Linie in Abbildung 11) wurde bei dieser Frage als Abfolge
von Strecken definiert, die in der ersten Zeile beginnen, durch jede Zeile verlaufen und in der
letzten Zeile enden, wobei immer nur genau ein Kreuz aus jeder Zeile mit genau einem Kreuz

der néchsten Zeile verbunden wird (Tversky & Kahneman, 1973, S. 213).

Gitter A (ritter B
KEAXAKXKX KX
KAKKKXRK XX XXXXXXXX
KXKAXX KX KX XXX XXXXX
XK XXX XXXXX
XX
xx Abbildung 11: Beispiel fiir einen Pfad
im Gitter (in Anlehnung an Tversky
KX & Kahneman, 1973, S. 213)
XX
KX

Abbildung 10: Verfiigbarkeit — mogliche Pfade in
zwel Gittern (in Anlehnung an Tversky &

Kahneman, 1973, S. 213)

36



46 von 54 der Befragten antworteten, dass sich im Gitter A mehr Pfade finden lassen, obwohl
es eigentlich in beiden Strukturen gleich viele, nimlich 8 = 2° = 512, Pfade gibt. Die Autoren
der Studie begriinden das Auftreten dieses Fehlurteils mit der erhdhten Verfiigbarkeit der Pfade
in Gitter A. Insbesondere nennen sie mehrere Arten, durch die sich diese ,,availability* du3ert
(Tversky & Kahneman, 1973, S. 213):

e Struktur A hat acht Spalten, wihrend B nur zwei aufweisen kann. Dies spielt deswegen
eine Rolle, weil die Pfade entlang einer Spalte besonders einfach zu bilden sind.

e Unter solchen Pfaden, die zwischen den Spalten wechseln, sind jene in A schwerer zu
verwechseln: Zwei Pfade im Gitter A haben im Mittel nur ein Achtel ihrer Elemente
gemeinsam, wihrend jene in B durchschnittlich die Hilfte ihrer Elemente gemeinsam
haben.

e Da die Pfade in Struktur A kiirzer als jene in B sind, ist es leichter, sie sich bildlich

vorzustellen.

Shaughnessy (1977, S. 312-313) konnte dieses Ergebnis mit einer dhnlich formulierten Frage

replizieren.

Die Versuchspersonen der Studie von Tversky und Kahneman (1974, S. 1127-1128) wurden
auch aufgefordert, aus einer Gruppe von zehn Personen kleinere Gruppen mit jeweils &
Mitgliedern zu bilden. Sie sollten angeben, wie viele unterschiedliche Gruppen mit &

Mitgliedern es gibt, wenn 2 < k < 8 (Tversky & Kahneman, 1974, S. 1127).

Der Median der Schitzungen fiir die Zweiergruppen lag bei einer Anzahl von 70, jener fiir die
Achtergruppen bei 20, obwohl es mathematisch betrachtet gleich viele solcher Gruppen gibt:
Jede Gruppe mit zwei Mitgliedern legt namlich stets auch eine Gruppe mit 10 — 2 = 8 Nicht-
Mitgliedern fest (Tversky & Kahneman, 1974, S. 1127-1128).

Laut Tversky und Kahneman (1974, S. 1128) konnten folgende Griinde fiir die bessere
Verfiigbarkeit der Zweiergruppen sprechen (Tversky & Kahneman, 1974, S. 1128) (Kiitting,
1994, S. 84):
e Zweiergruppen kann man sich gedanklich leichter vorstellen als Achtergruppen.
e FEine Zehnergruppe ldsst sich z. B. leicht in fiinf disjunkte Zweiergruppen aufteilen,
wihrend man nur eine einzige disjunkte Achtergruppe daraus bilden kann. Die
Achtergruppen konnten ,,weniger unterschiedlich® erscheinen, weil bei je zwei

Achtergruppen stets sechs Mitglieder gleich sind.
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5.1.4 Zusammenstellung der hdufigsten Fehlvorstellungen

Da es den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, alle Urteilsheuristiken, die im

Stochastikunterricht auftreten konnen, ndher zu untersuchen, sollen hier die gingigsten

Fehlvorstellungen im Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung zusammengefasst werden. Die

meisten davon werden von Biehler und Engel (Biehler & Engel, 2015a, S. 233-235) in ihrem

Ubersichtsartikel angefiihrt, wihrend andere Beschreibungen den Publikationen anderer

Forschender entnommen sind.

Reprisentativitit: siche Abschnitt 5.1.2
Verfligbarkeit: siche Abschnitt 5.1.3

Gleichverteilungsverzerrung bzw. ,.equiprobability bias*:

Denkweise, nach der bei einem Zufallsexperiment prinzipiell alle Ergebnisse als

gleichwahrscheinlich angesehen werden (Lecoutre, 1992, S. 557, 564).
Ergebnisorientierung bzw. ,,outcome approach®:

Bei Fragen zur Wahrscheinlichkeit eines ungewissen Ereignisses geben manche Personen
einen einzigen Versuchsausgang zur Antwort, der von einer deterministischen
Perspektive aus als sicher betrachtet wird. Wenn jemand z. B. gefragt wird, was die
Aussage bedeutet, dass es am nédchsten Tag mit einer Wahrscheinlichkeit von 70 %
schneien konnte, antwortet die Person, dass es am Tag darauf schneien wird (Konold,

1989, S. 61, 63, 68).
Fehlvorstellung beziiglich bedingter Wahrscheinlichkeiten:

Bei dieser Urteilsheuristik werden bedingendes und bedingtes Ereignis verwechselt, und
es wird nicht zwischen kausaler und stochastischer Abhédngigkeit unterschieden (Falk,

1979, S. 65-66).
Fehlvorstellung bzgl. synchroner und diachroner Situationen:

Hierbei handelt sich um eine Heuristik, bei der manche Menschen in gleichzeitig bzw.
hintereinander ausgefiihrten — synchronen bzw. diachronen — Zufallsexperimenten nicht
die gleiche mathematische Struktur erkennen. Dabei wiirde beispielsweise das simultane
Werfen von drei Miinzen und das drei Mal nacheinander ausgefiihrte Werfen einer Miinze
nicht als probabilistisch gleichwertige Situationen erkannt werden (Fischbein et al., 1991,

S. 531).
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Fehlvorstellung bzgl. der Rolle der Stichprobengrofle bzw. ,,local representativeness®:

siehe Abschnitt 5.1.2

Fehlvorstellung durch Vernachlédssigung der Basisrate:

Urteilsheuristik, bei der im Zuge der Beurteilung einer Wahrscheinlichkeit die relativen
Haufigkeiten in der Gesamtpopulation ignoriert werden (Biehler & Engel, 2015b, S. 235).
Ein fiktives Individuum, dass als schiichtern, zuriickgezogen, ordentlich und
detailorientiert beschrieben wird, wurde von Befragten mit hoherer Wahrscheinlichkeit
fiir ein Bibliothekar gehalten als fiir einen Bauern, obwohl der relative Anteil der Bauern
an der Gesamtbevdlkerung hoher ist als der der Bibliothekare (Kahneman & Tversky,

1973, S. 238-239).
Fehlvorstellungen zu unabhéngigen Ereignissen:

Tendenz, ein eigentlich unabhéngiges Ereignis aus einer Reihe von Versuchsausgingen
nicht isoliert von den anderen Ergebnissen zu betrachten, sondern eine Abhiangigkeit von

diesen anzunehmen (Cohen & Hansel, 1961, S. 22-23).

»gambler’s fallacy* bzw. ,,negative recency effect” (S. 35):

»positive recency effect”:

Annahme, dass ein bestimmter Versuchsausgang mit hoherer Wahrscheinlichkeit eintritt,
wenn er bei einem mehrstufigen Zufallsexperiment bereits mehrmals aufgetreten ist

(Cohen & Hansel, 1961, S. 32-34).
»sample space misconception*:

Félschliche Annahme, dass die Ergebnismenge entweder aus nur einem Ergebnis besteht
oder dass einige Ergebnisse nicht mehr vorkommen koénnten, weil sie bereits bei einem
vorhergehenden Versuch beobachtet wurden (z. B. beim einmaligen Wurf eines Wiirfels)

(Jones, Langrall, Thornton und Mogill 1999 in: Jones et al., 2007, S. 920).

Gleichgewichts- und Ausgleichsgrundsatz (vgl. ,,gambler’s fallacy* bzw. ,,negative

recency effect” S. 35):

Annahme, dass jenes Ereignis am unwahrscheinlichsten ist, das — zusammen mit den
vorhergehenden Ergebnissen einer Versuchsrethe — eine unausgewogene bzw.

asymmetrische Verteilung hervorbringen wiirde (Cohen & Hansel, 1961, S. 113).

Fehlvorstellungen bzgl. ,,Zauberei*:
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Denkweise, nach der sich der Zufall durch die eigenen Gedanken und Wiinsche bzw.
durch ,,Zauberei* beeinflussen ldsst. Dem liegt manchmal die Idee zugrunde, dass es ein
Wesen gibe, das die stochastische Situation kontrollieren und das man eventuell
beeinflussen konnte. ,,Wesensvorstellungen zur Wahrscheinlichkeit kennzeichnen wir
durch die subjektive Auffassung, dass sich im Entstehen der Versuchsergebnisse eines
Zufallsexperimentes ein bewusstes Wesen autonom duflert” (Cohen & Hansel, 1961, S.

32-34; Wollring, 1993, S. 399)
e Fehlvorstellungen bzgl. Lieblingsfarbe bzw. -Zahl:

Manche Personen nehmen an, dass bestimmte Farben bzw. Zahlen bei einem
Zufallsversuch wahrscheinlicher sind, weil sie ihre Lieblingszahlen bzw. -farben

darstellen oder weil diese ihnen Gliick bringen (Fleischhacker, 2000, S. 31).

Ein weiterer Grund fiir Fehlurteile bei probabilistischen Fragen konnen sprachliche
Missverstindnisse sein, die dadurch zustande kommen, dass Kinder manche Begriffe nicht
immer entsprechend ihrer mathematischen bzw. sprachlichen Definitionen verwenden. In
Situationen, in denen ein Ereignis grundsitzlich moglich ist, verwenden Schiilerinnen und
Schiiler — im englischsprachigen Raum — manchmal den Ausdruck ,,50-50 chance®, um
Unsicherheit auszudriicken, auch dann, wenn sie nicht wissen, ob die Versuchsausgénge gleich
wahrscheinlich sind (Amir & Williams, 1999, S. 101). Des Weiteren wurden von Batanero et
al. (1997 in: Jones et al., 2007, S. 921) bei Schiilerinnen und Schiilern im Alter von 14-15
Jahren verschiedene kombinatorische Fehlvorstellungen festgestellt und klassifiziert, die beim

Zdhlen der Versuchsausginge eines Zufallsversuchs auftreten konnen.

5.2 Studien, die positive Auswirkungen des Unterrichts belegen

Nachdem in Abschnitt 4.2 gezeigt wurde, dass Stochastikunterricht schon relativ frith zu einem
Lernzuwachs bei Kindern fithren kann, soll in diesem Abschnitt speziell auf den Einfluss
wahrscheinlichkeitstheoretischer Lernphasen auf die Fehlvorstellungen der Schiilerinnen und
Schiiler unterschiedlichen Alters eingegangen werden. Kahneman und Tversky (1972, S. 433)
konnten feststellen, dass sogar Psychologen mit fundierten Kenntnissen in Stochastik die
Tendenz zeigen, auf Urteilsheuristiken zuriickzugreifen. Angesichts dieser Tatsache und der im
vorhergehenden = Abschnitt  beschriebenen  Vielzahl von  Verzerrungen  zum
Wahrscheinlichkeitsbegriff, stellt sich die Frage, ob Stochastikunterricht iiberhaupt eine
Verminderung von Fehlvorstellungen bewirken kann. Diese Frage fiir alle Fehlvorstellungen

zu beantworten, wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Aus diesem Grund wird im
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Folgenden der Schwerpunkt exemplarisch auf die Représentativitits- und

Verfligbarkeitsheuristik gelegt.
5.2.1 Studie von Fischbein und Gazit

Fischbein und Gazit (1984) fiihrten eine Untersuchung mit Kindern der fiinften, sechsten und
siebten ~ Schulstufe = durch, um  die  Effekte einer  Unterrichtsreihe  zur
Wabhrscheinlichkeitsrechnung zu studieren, insbesondere sollten deren Auswirkungen auf

verschiedene Fehlvorstellungen analysiert werden.

Die Befragten wurden in zwei Gruppen, eine Versuchs- und eine Kontrollgruppe zu je 285 bzw.
305 Personen, aufgeteilt (Fischbein & Gazit, 1984, S. 3). Die Versuchsgruppe bestand aus 70
Kindern aus der fiinften, 160 aus der sechsten und 55 aus der siebten Schulstufe, wahrend die
Kontrollgruppe 50 Lernende aus der fiinften, 200 aus der sechsten und 55 aus der siebten

Schulstufe enthielt (Fischbein & Gazit, 1984, S. 3).

Die Versuchsgruppe absolvierte eine Unterrichtsreihe zur Wahrscheinlichkeitsrechnung, die
aus zwolf Unterrichtseinheiten bestand, wéhrend die Kontrollgruppe keine Unterweisung
erhielt (Fischbein & Gazit, 1984, S. 20). Folgende Lerninhalte wurden handlungsorientiert (oft
durch Vergleichen berechneter Wahrscheinlichkeiten und empirisch bestimmter relativer
Haufigkeiten) vermittelt: sichere, mdgliche und unmogliche Ereignisse, das Vergleichen von
Gewinnchancen, die Vorgehensweise beim Berechnen von Wahrscheinlichkeiten im Falle
gleichwahrscheinlicher Ereignisse, relative Hiufigkeiten und deren Zusammenhang mit dem
Begriff der Wahrscheinlichkeit sowie einfache und zusammengesetzte Ereignisse (Fischbein &

Gazit, 1984, S. 20).

Die Auswirkungen der Unterrichtsreihe wurden mit Hilfe der Fragebogen A und B bei den
Teilnehmenden der Versuchsgruppe bewertet, wiahrend die Kontrollgruppe nur den Fragebogen
B beantworten sollte (Fischbein & Gazit, 1984, S. 4-5). Fragebogen A sollte feststellen, ob die
Schiilerinnen und Schiiler die Lerninhalte erfasst haben und enthielt Fragen zu allen weiter oben
erwihnten Lehrzielen (Fischbein & Gazit, 1984, S. 4-5). Fragebogen B sollte iiberpriifen,
welche intuitiven Fehlvorstellungen bei allen Kindern vorlagen und — speziell bei der
Versuchsgruppe — welchen indirekten Einfluss der Stochastikunterricht auf diese hatte

(Fischbein & Gazit, 1984, S. 3—4).

Es gab vier Items in Fragebogen B, die sich auf Fehlvorstellungen zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung bezogen: 4B setzt sich mit der Reprisentativititsheuristik

auseinander, 5B mit dem ,,negative recency effect”, 2B und 3B mit der Idee des Gliicks und 7B
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mit einer Urteilsheuristik nach der Kinder annehmen, dass die Fahigkeiten des Spielenden den
Ausgang eines Gliicksspiels beeinflussen (Falk et al., 1980, zitiert nach Fischbein & Gazit,
1984, S. 7).

Bei Item 2B sollten die Befragten ithre Meinung dazu dulern, ob man bessere Chancen hat, gute
Noten zu erzielen, wenn man das Klassenzimmer mit dem rechten Ful3 zuerst betritt (Fischbein
& Gazit, 1984, S. 5). Die Kinder wurden bei 3B aufgefordert, zu der Idee Stellung zu nehmen,
dass Zahlen, die sich bei einer Lotterie einmal als erfolgreich erwiesen haben, auch in Zukunft

bessere Gewinnchancen haben (Fischbein & Gazit, 1984, S. 5).

Frage 4B lautet folgendermalien:

Ruth prefers, when she participates in a lottery, to choose consecutive numbers like 1, 2, 3,
4,5, 6. She claims that, in this way she increases her chance of winning. On the other hand,
Jenny claims that the chance of getting six consecutive numbers like 1, 2, 3, 4, 5, 6 is smaller
than that of getting a random sequence of numbers. She says that a lottery is something
chancy and therefore there is no chance of getting a sequence of consecutive numbers. What
is your opinion with regard to the two attitudes, that of Ruth and that of Jenny? (Fischbein
& Gazit, 1984, S. 5-6)

Bei Frage 5B ist Folgendes gefragt:

Gil has participated in a weekly lottery during the last two months. So far he has never won
but he has decided to go on for the following reason: ‘Lottery is a game based on chance and
sometimes you win sometimes you lose. I have already played many times and I have never
won. Therefore, I am sure more than before that I shall win in one of the next games’. What

is your opinion with regard to Gill’s explanation? (Fischbein & Gazit, 1984, S. 6)

Bei Frage 7B werden zwei Personen geschildert, die aus zwei Urnen mit dquivalenten
Verhiltnissen weiler und schwarzer Murmeln jeweils eine davon blind ziehen (Fischbein &
Gazit, 1984, S. 6). Es wird behauptet, dass die dltere Person kliiger ist und daher groBere
Chancen hat, die Gewinnfarbe zu erhalten, und die Befragten sollten ihre Meinung dazu

angeben (Fischbein & Gazit, 1984, S. 6).

Im Rahmen der Auswertung ihrer Studie interessierten sich Fischbein und Gazit (1984, S. 20-
23) sowohl fiir die direkten Auswirkungen der Unterrichtsreihe auf die Stochastikkompetenzen
der Schiilerinnen und Schiiler (Fragebogen A), als auch fiir den indirekten Einfluss der
Unterweisung auf ihre intuitiven Einschitzungen und Fehlvorstellungen in diesem Bereich

(Fragebogen B). Es stellte sich heraus, dass es nicht mdglich war, die Resultate des zweiten

42



Fragebogens korrekt zu interpretieren, ohne die des ersten zu analysieren (Fischbein & Gazit,

1984, S. 20-21).

Ergebnisse des Fragebogens A

Mit steigendem Alter lieB3 sich in der Regel ein klarer Fortschritt bzgl. der Anzahl richtiger
Antworten bei allen Fragen feststellen (Fischbein & Gazit, 1984, S. 21). Dabei waren 60 - 70

% der Kinder aus der sechsten und 80 - 90 % derer aus der siebten Schulstufe imstande, die

ihnen beigebrachten Konzepte zu verstehen und richtig anzuwenden (Fischbein & Gazit, 1984,

S. 21). Fiir die Schiilerinnen und Schiiler der flinften Klasse scheinen die Lerninhalte jedoch —

bis auf die Begriffe der sicheren, moglichen und unméglichen Ereignisse — zu schwierig

gewesen zu sein (Fischbein & Gazit, 1984, S. 21).

5. Schulstufe 6. Schulstufe 7. Schulstufe
Antworten Versuchs- Kontroll- Versuchs- Kontroll- Versuchs- Kontroll-
gruppe gruppe gruppe gruppe gruppe gruppe
kein Zusammenhang
21,2 38,8 27,4 242 32,7 12,8
(korrekt)
grofiere Chance bei
28,2 34,7 44,0 52,5 42,3 41,8
zufilligen Zahlen
Lotterie ist ein
) 5,6 10,2 16,1 10,4 25,0 40,0
Gliicksspiel
keine Antwort 45,0 16.3 12,5 12,9 0 5,4

Abbildung 12: Ergebnisse (in %) von Frage 4B (in Anlehnung an Fischbein & Gazit, 1984, S. 16)

5. Schulstufe 6. Schulstufe 7. Schulstufe
Antworten Versuchs- Kontroll- Versuchs- Kontroll- Versuchs- Kontroll-
gruppe gruppe gruppe gruppe gruppe gruppe
Nein (korrekt) 18,3 18,4 44,6 33,7 73,1 49,0
Ja 12,7 22,4 10,7 21,3 5,8 14,5
Lotterie ist ein
18,3 28,5 23,8 232 9,6 14,5
Gliicksspiel
unentschieden 9,9 12,2 14,9 16,8 7,7 18,2
keine Antwort 40,8 18,5 6,0 5,0 3,8 3,8

Ergebnisse des Fragebogens B

Abbildung 13: Ergebnisse (in %) von Frage 5B (in Anlehnung an Fischbein & Gazit, 1984, S. 17)

Die Resultate aus der fuinften Schulstufe wurden aus zwei Grinden weder als ausreichend

zuverléssig noch als relevant genug eingestuft: Erstens waren die direkten Auswirkungen des
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Unterrichts in dieser Studie zu gering und daher auch dessen indirekter Einfluss auf intuitive
Einstellungen der Befragten nicht feststellbar (Fischbein & Gazit, 1984, S. 21-22). Zweitens
hatten diese Kinder auch Probleme damit, die Fragen zu verstehen und antworteten teils gar
nicht oder durch Raten (Fischbein & Gazit, 1984, S. 21-22). Die folgende Auswertung befasste
sich infolgedessen hauptsdchlich mit den Schiilerinnen und Schiilern der sechsten und siebten

Klasse (Fischbein & Gazit, 1984, S. 21-22).

Bei jenen Fragen (4B, 5B, 3B und 2B), die sich auf Fehlvorstellungen bezogen, zeigte sich eine
positive indirekte Auswirkung der Unterweisung auf die entsprechenden Urteilsheuristiken
(Fischbein & Gazit, 1984, S. 22). Fiir diesen Teil des Fragebogens lieB sich auch feststellen,
dass éltere Kinder sowohl in der Versuchs- als auch in der Kontrollgruppe besser abschneiden
konnten als jlingere Kinder. Der Einfluss des Lehrprogramms war mit jenem des Alters
vergleichbar (Fischbein & Gazit, 1984, S. 22). Die einzige Ausnahme bzgl. der Verbesserung
mit dem Alter bildete Frage 4B (Représentativitdtsheuristik) in der Kontrollgruppe: Hier fiel
der relative Anteil richtiger Antworten mit zunehmendem Alter (Fischbein & Gazit, 1984, S.
22). Dies galt nicht fiir die Teilnehmenden aus der Versuchsgruppe. Unter diesen Kindern
hatten sowohl der Unterricht als auch das Alter einen positiven Effekt auf die durch Heuristiken

bedingten Fehler (Fischbein & Gazit, 1984, S. 22).

Einzige Ausnahme bildete dabei Frage 7B (Wahrscheinlichkeit, ein reines Gliicksspiel
aufgrund von Intelligenz zu gewinnen): Das Lehrprogramm iibte einen negativen Einfluss auf
die Anzahl korrekter Antworten aus (Fischbein & Gazit, 1984, S. 22). Fischbein und Gazit
(1984, S. 22) nahmen an, dass die Unterweisung den Schiilerinnen und Schiilern gezeigt hat,
dass auch angesichts vom Zufall gepriagter Situationen bestimmte Berechnungen und gewisse
Voraussagen moglich sind. Dies konnte die Verallgemeinerung nahelegen, dass Wissen und
Intelligenz die Gewinnchancen bei einem reinen Gliicksspiel verbessern (Fischbein & Gazit,

1984, S. 22).

Die Versuchsgruppen schneiden im Allgemeinen bei jenen Fragen, die die Kompetenzen beim
Rechnen mit Verhéltnissen iiberpriifen, schlechter als die Kontrollgruppe ab (Fischbein &
Gazit, 1984, S. 22-23). Fischbein und Gazit (1984) gehen von folgender Hypothese aus:
“Probabilistic thinking and proportional reasoning are based on two distinct mental schemata.
[...] for example, Yost et al. (1962) and Goldberg (1966) have shown that one can identify, even
in preschool children, correct probability estimations while proportional reasoning is still
deficient” (S. 22). Da beide jedoch, laut den Autoren der Studie, eine gemeinsame Wurzel in

der ,,intuition of relative frequency” (Fischbein & Gazit, 1984, S. 23) haben, konnte
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Stochastikunterricht einen stérenden Einfluss auf den Umgang der Kinder mit Verhiltnissen

haben.

Als Folgen fiir die Fachdidaktik werden, unter anderen, zwei Punkte genannt: Einerseits
konnte der eher negative Effekt in Bezug auf das Rechnen mit Verhiltnissen, laut den Autoren
der Untersuchung, durch spezielle Ubungsaufgaben, die die Beziechungen zwischen den
Berechnungen mit Verhéltnissen und den Einschitzungen der Wahrscheinlichkeit aufzeigen
sollen, kompensiert werden (Fischbein & Gazit, 1984, S. 24). Andererseits konnten die
positiven Auswirkungen der handlungsorientierte Unterrichtsreihe auf die Vorurteile und
Fehlvorstellungen der Kinder in Bezug auf probabilistische Fragestellungen nachgewiesen

werden (Fischbein & Gazit, 1984, S. 23-24).

5.2.2 Studie von Shaugnessy

Vor dem Hintergrund der Forschungsarbeiten von Kahneman und Tversky (1972; 1973), die
das Auftreten verschiedener Urteilsheuristiken aufzeigten, setzte sich Shaugnessy (1977) im
Rahmen dieser Studie mit der Frage auseinander, wie Stochastik unterrichtet werden sollte, um
den Lernenden dabei zu helfen, Fehlvorstellungen zu iiberwinden. Von besonderem Interesse
fiir diese Arbeit ist die in der Forschungsfrage von Shaugnessy implizierte Hypothese, dass
geeigneter Stochastikunterricht imstande ist, zur Bewiltigung von Fehlvorstellungen

beizutragen.

80 zufillig ausgewdhlte Undergraduate-Studierende der Michigan State University, 32 davon
weiblich, wurden in zwei Gruppen aufgeteilt, von denen eine durch typischen
Vorlesungsbetrieb und die andere, die Experimentiergruppe, in Kleingruppen von je vier bis
fiinf Mitgliedern eingeteilt, durch eigenstiindiges Lésen von Ubungsaufgaben unterrichtet
wurde (Shaughnessy, 1977, S. 300-301). Der Lehrstoff war fiir beide Gruppen weitgehend
gleich: Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Kombinatorik, Spieltheorie und Statistik
(Shaughnessy, 1977, S. 300-301). Die von den Versuchspersonen zu Beginn der Untersuchung
beantworteten Fragebogen ergaben, dass sie definitiv keinen mathematischen Hintergrund und
fast kein stochastisches Vorwissen besallen (Shaughnessy, 1977, S. 300-301). Beide Gruppen
wurden sowohl vor als auch (vier Wochen) nach dem Stochastikunterricht getestet, wobei der
Einfluss der Représentativitits- bzw. Verfiigbarkeitsheuristik und einige Lernziele der
Unterrichtsphase iiberpriift wurden (Shaughnessy, 1977, S. 308-309). Die meisten Fragen zu
Fehlvorstellungen entsprachen jenen, die von Kahneman und Tversky in ihren Studien aus den
Jahren 1972 und 1973 gestellt wurden, erforderten jedoch zusétzlich, dass die Befragten ihre
Antworten begriinden sollten (Shaughnessy, 1977, S. 309).
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In der Experimentiergruppe sollten die Studierenden im Rahmen von insgesamt neun
Ubungsstunden eigenstindig Zufallsversuche durchfiihren, Daten sammeln sowie diese Daten
organisieren, analysieren und miteinander diskutieren, um letztlich zu einem Ergebnis, z. B.
einer selbst ,,entdeckten* kombinatorischen Formel, zu gelangen (Shaughnessy, 1977, S. 298—
301). Ziel war es nicht, dass die Teilnehmenden ein ,,fertiges* System von Axiomen erlernen,
sondern durch angeleitetes, aber selbststindiges Modellieren und experimentelles Uberpriifen
der eigenen Hypothesen den Wissenserwerb als Prozess erleben. Dabei wurden die
Versuchspersonen von einer Lehrkraft unterstiitzt, die als Organisator/in, Diagnostiker/in,

Kritiker/in und in der Rolle des Advocatus diaboli agierte.

Im Folgenden werden beispielhaft einige der Fragen zu Fehlvorstellungen mit ihren

Ergebnissen genauer beschrieben.

Vortest

Nachtest

Frage R2

BMMBMB

BBBGGG

gleich
3Bs

gleich

richtig

BMMBMB

BBBGGG

gleich
3Bs

gleich

richtig

Vorlesungsgruppe

8

13

16

Experimentier-

gruppe

13

12

9

26

Insgesamt

28

0

23

17

13

1

21

42

Abbildung 14: Tabelle der Ergebnisse von Frage R2 (in Anlehnung an Shaugnessy, 1977, S. 310)

Frage R2 ist analog zur Frage aus Abschnitt 5.1.2, aber Buben (B) und Méadchen (G) sind
vertauscht: ,,(same assumption as R1) Which sequence is more likely to occur for having six
children? (a) BGGBGB, (b) BBBGGG, (c) about the same chance. Give a reason for your
answer® (Shaughnessy, 1977, S. 309). (Bei Frage R1 wird festgestellt, dass die

Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Junge geboren wird, ungefahr % ist.)

Die Ergebnisse sind der Tabelle in Abbildung 14 zu entnehmen. Bei Kahneman und Tversky
(1972) wurde die erste Option stark bevorzugt, weil die Abfolge BBBGGG intuitiv weniger
reprasentativ fiir den Zufallscharakter des Vorgangs zu sein scheint, aber auch weil es die
Antwortmoglichkeit (c) nicht gab (Shaughnessy, 1977, S. 310). In dieser Studie wahlten einige
Studierende die Antwort (c), aber begriindeten dies mit “because each outcome has 3 boys and
3 girls” (Shaughnessy, 1977, S. 310). Diese Argumentation ist auch durch die
Représentativititsheuristik geprdgt, weil die Wahrscheinlichkeit einer Stichprobe allein
aufgrund der Ahnlichkeit ihrer relativen Anteile zu jenen der Gesamtpopulation beurteilt wird.
Diese Antworten (in Abbildung 14, in der Spalte ,,gleich 3Bs* erkennbar) wurden aufgrund der
Begriindung als falsch bewertet (Shaughnessy, 1977, S. 310). Im Nachtest (Spalte ,,gleich
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richtig®, rechts auBlen in Abbildung 14) ldsst sich feststellen, dass die Experimentiergruppe
deutlich stirker dazu tendierte, nicht nur die mathematisch korrekte Losung anzugeben, sondern

diese auch richtig zu begriinden (Shaughnessy, 1977, S. 310).

Item R5 entsprach der Spital-Frage aus Abschnitt 5.1.2, aber mit der zusétzlichen

Antwortoption (c) ,,fiir beide Spitiler gleich® und es war wieder eine Begriindung anzugeben

(Shaughnessy, 1977, S. 311-312). Die Ergebnisse finden sich in Abbildung 15.

Vortest Nachtest
Frage RS kleines Spital grofies Spital gleich kleines Spital grof3es Spital gleich
Vorlesungsgruppe 6 9 25 14 3 22
Experimentiergruppe 11 6 23 27 1 12
Insgesamt 17 15 48 41 4 34

Abbildung 15: Tabelle der Ergebnisse von Frage RS (in Anlehnung an Shaugnessy, 1977, S. 311)

Der Einfluss der Représentativitdtsheuristik veranlasst 48 Befragte im Vortest zu der falschen
Annahme, dass der Stichprobenumfang keine Rolle spielt, denn die Ergebnisse beider Spitéler
sollten — so die Uberlegung — reprisentativ fiir den Anteil der Jungen an der
Gesamtbevolkerung sein (Shaughnessy, 1977, S. 311-312). 27 von 40 Teilnehmenden der
Experimentiergruppe wihlten im Nachtest (richtig) das kleinere Spital (Shaughnessy, 1977, S.
311-312). Fiir diese Gruppe ldsst sich hier ein deutlich verminderter Einfluss der
Représentativitdtsheuristik feststellen. In der Vorlesungsgruppe ging im Nachtest die Zahl der
Studierenden, die die falsche Antwortoption (c) wihlten kaum zuriick (Shaughnessy, 1977, S.
311-312).

Vortest Nachtest
Frage Al gleich Gitter A Gitter B gleich Gitter A Gitter B
Vorlesungsgruppe 7 25 5 13 17 6
Experimentiergruppe 8 28 3 22 12 1
Insgesamt 15 53 8 35 29 7

Abbildung 16: Tabelle der Ergebnisse von Frage Al (in Anlehnung an Shaugnessy, 1977, S. 312)

Item A1 entsprach ungefdhr der Pfade/Gitter-Frage aus Abschnitt 5.1.3, wobei es zusitzlich die
Antwortoption (c) ,,flir beide ca. gleich viele Pfade* gab und eine Begriindung verlangt wurde

(Shaughnessy, 1977, S. 312).

Der Vortest (Ergebnisse siche Abbildung 16) bestitigt die Ergebnisse von Kahneman und
Tversky bzgl. der Verfiigbarkeitsheuristik, denn 53 von 76 Teilnehmenden bevorzugten das

Gitter A, wahrend nur acht Gitter B wahlten (Shaughnessy, 1977, S. 312). Auch im Nachtest
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war eine Tendenz zu Gitter A hin erkennbar, doch diese war bei der Experimentiergruppe

weniger stark ausgeprigt (Shaughnessy, 1977, S. 312).

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die Studierenden in der Lage waren,
probabilistische Modelle und Formeln mittels in Kleingruppen durchgefiihrter Zufallsversuche
entdeckend zu erlernen (Shaughnessy, 1977, S. 313-314). Die Ergebnisse des Vortests
unterstiitzten die Hypothesen von Kahneman und Tversky (1972; 1973), dass Lernende ohne
vorhergehenden  Stochastikunterricht auf die intuitiven  Fehlvorstellungen  der
Représentativitits- und Verfiigbarkeitsheuristik zuriickgreifen, um Wahrscheinlichkeiten
anzugeben (Shaughnessy, 1977, S. 313-314). Der Stochastikunterricht hatte liberwiegend
positive Auswirkungen auf die Fehlvorstellungen der Teilnehmenden (Shaughnessy, 1977, S.
313-314). Der Nachtest zeigte insbesondere, dass die Experimentiergruppe erfolgreicher darin
war, die Repréisentativitits- bzw. Verfligbarkeitsheuristik zu iiberwinden als die
Vorlesungsgruppe (Shaughnessy, 1977, S. 308). Diese Untersuchung zeigt auch, dass die Wahl
der Unterrichtsmethoden im Stochastikunterricht eine wichtige Rolle dabei spielt, den
Lernenden dabei zu helfen, sich von Urteilsheuristiken zu 16sen und tragfihige eigene

Vorstellungen zu entwickeln (Shaughnessy, 1977, S. 314).
5.2.3 Fazit

Es zeigt sich, dass Stochastikunterricht positive Auswirkungen auf die Tendenz von Lernenden
hat, auf bestimmte Urteilsheuristiken zuriickzugreifen. Insbesondere konnten Fischbein und
Gazit (1984, S. 22) feststellen, dass, zumindest fiir die Altersklassen von der fiinften bis zur
siebten Schulstufe, dltere Kinder weniger auf Urteilsheuristiken zuriickgreifen als jlingere. Die
positive Wirkung der Lehrreihe war in dieser Studie mit jener des Alters vergleichbar
(Fischbein & Gazit, 1984, S. 22). Die Untersuchung von Shaugnessy (1977, S. 308) zeigte, dass
insbesondere der handlungsorientierte Stochastikunterricht, im Vergleich zu jenem im
Vorlesungsstil, einen stirkeren positiven Einfluss auf die Représentativitits- und

Verfiligbarkeitsheuristik ausiibte.
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6 Nuffield-Bericht und fachdidaktische Empfehlungen

Im Jahr 2012 ist von der Nuffield-Foundation ein Literaturbericht ver6ffentlicht worden, in dem
Peter Bryant und Terezinha Nunes von der University of Oxford die wichtigsten
Forschungsergebnisse zum kindlichen Verstdndnis von Wahrscheinlichkeit erortern (Bryant &
Nunes, 2012b). Im Folgenden werden einige der fiir diese Arbeit relevanten Erkenntnisse, auf

die Bryant und Nunes dabei gestoflen sind zusammenfassend beschrieben.

Obwohl Zufall und Wahrscheinlichkeit Konzepte darstellen, die eine wesentliche Rolle im
Alltagsleben spielen, weisen Bryant und Nunes darauf hin, dass sowohl Kinder als auch
Erwachsene oft groBe Schwierigkeiten damit haben, korrekte rationale Uberlegungen zu
Wabhrscheinlichkeiten anzustellen und diese zu quantifizieren (Bryant & Nunes, 2012a, S. 3).
Bryant und Nunes identifizieren darin vier kognitive Anforderungen, die ein richtiges
Verstdndnis von Wahrscheinlichkeit und Zufall an die Lernenden stellt: die Natur und die
Konsequenzen des Zufalls verstehen, alle moglichen Ergebnisse des Ereignisraums ausarbeiten
konnen, Verhiltnisse verwenden um Wahrscheinlichkeiten quantitativ auszurechnen sowie zu
vergleichen und — darauf aufbauend — verstehen, wann eine Korrelation zwischen zwei Arten

von Ereignissen besteht (Bryant & Nunes, 2012a, S. 3—4).

Forschungsergebnisse deuten darauf hin, dass junge Kinder im Allgemeinen mehr
Schwierigkeiten damit haben, das Konzept des Zufalls zu erfassen (Bryant & Nunes, 2012a, S.
4). Manche Aspekte des Zufalls konnten allerdings intuitiv leichter zuginglich sein als andere:
Denison und Xu (2009, zitiert nach Bryant & Nunes, 2012a, S. 4) konnten feststellen, dass
sogar Sduglinge Entscheidungen von Personen, die nicht sehen kdnnen, was sie tun, als zufillig
einordnen, und solche von Personen, die sehen kdénnen, was sie tun, nicht als willkiirlich
betrachten. Zum Perlenversuch von Piaget und Inhelder (siehe Abschnitt 4.1.1) bemerken
Bryant und Nunes, dass der fiir die Kinder fremdartige Kontext des Experiments der Grund
dafiir sein konnte, dass junge Kinder nicht imstande waren, die fortschreitende farbliche
Durchmischung der Kugeln vorauszusehen. Eine Durchfiihrung des Versuchs mit Hilfe
vertrauterer Formen der Randomisierung, wie beispielsweise das Durchmischen von
Spielkarten, wére ihrer Meinung nach aussagekriftiger (Bryant & Nunes, 2012a, S. 5). Eine
Studie, die mit Hilfe von Computer-Mikrowelten durchgefiihrt wurde (Pratt & Noss, 2002:
Paparistodemou et al., 2008; Watson et al., zitiert nach Bryant & Nunes, 2012a, S. 5), konnte
feststellen, dass im Alter von ca. zehn Jahren viele Heranwachsende begriffen haben, dass es

eine Assoziation zwischen Zufilligkeit und Fairness gibt und dass Mischen eine effektive
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Methode dafiir darstellt, eine gerechte Aufteilung sicherzustellen (Bryant & Nunes, 2012a, S.
5).

Den Ereignisraum mit allen moglichen Versuchsausgingen auszuarbeiten ist, nach Bryant und
Nunes (2012a, S. 6), ein wichtiger, aber fiir viele Kinder ebenfalls schwieriger, erster Schritt
bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten. Es gibt ausreichend Untersuchungen, die
zeigen, dass Erwachsene und Kinder bei der Einschédtzung von Wahrscheinlichkeiten Fehler
machen, die darauf zuriickzufiihren sind, dass sie iiber keine ausreichende Kenntnis des
entsprechenden Ereignisraums verfiigen (Fischbein & Gazit, 1984; LeCoutre & Durand, 1988;
LeCoutre, 1992; Van Dooren et al., 2003, zitiert nach Bryant & Nunes, 2012a, S. 5). Dennoch
gibt es relativ wenige wissenschaftliche Studien, die sich direkt mit der Fahigkeit von Kindern
auseinandersetzen, vollstandige Listen alternativer zukiinftiger Ereignisse zu erstellen (Bryant
& Nunes, 2012a, S. 6). Eine besondere Schwierigkeit bei der Bestimmung aller mdglichen
Versuchsausgiinge stellt die sogenannte Aggregation dar. Darunter verstehen Bryant und Nunes
(2012a, S. 6) das Klassifizieren der Versuchsausgéinge, nachdem sie bestimmt wurden: Beim
gleichzeitigen Werfen zweier Wiirfel gibt es z. B. 36 gleichwahrscheinliche Ergebnisse (36
Zahlenpaare), aber wenn man diese als Augensummen der beiden Wiirfel aufzeichnet, ergeben
sich nur elf mogliche Ergebnisse (das sind die Zahlen von zwei bis zwdlf), die nicht mehr
gleichwahrscheinlich sind. Viele Schiilerinnen und Schiiler nehmen auch im zweiten Fall
falschlicherweise Gleichwahrscheinlichkeit an. Den Autoren des Literaturberichts zufolge
wiren weitere Untersuchungen ndtig, um mit den Problemen der Lernenden bei der

Aggregation besser umgehen zu kdnnen (Bryant & Nunes, 2012a, S. 6).

Quantitativ werden Wahrscheinlichkeiten durch Anteile beschrieben, die entweder als
Dezimalzahl, in Prozent, als Bruchzahl oder als Zahlenverhéltnis ausgedriickt werden (Bryant
& Nunes, 2012a, S. 6). Der Umgang mit Anteilen gestaltet sich fiir junge Kinder auch auflerhalb
der Wahrscheinlichkeitsrechnung als schwierig (Bryant & Nunes, 2012a, S. 6). Im Bereich der
Stochastik ldsst sich das an der klassischen Aufgabe illustrieren, aus zwei Urnen jene
auszuwdhlen, fiir die z. B. die Ziehung einer weilen Kugel wahrscheinlicher ist (Bryant &
Nunes, 2012a, S. 6). Urne A konnte dabei eine weille und zwei schwarze Kugeln enthalten,
Urne B zwei weille und fiinf schwarze Kugeln (Bryant & Nunes, 2012a, S. 6—7). Martignon
und Krauss (2009, zitiert nach Bryant & Nunes, 2012a, S. 6) zitieren eine Studie, nach der eine
Mehrheit von 15-Jihrigen diese Frage falsch beantworten, denn die Antwort ist nicht durch
Ermitteln der absoluten Haufigkeiten der weilen Kugeln, sondern nur iiber einen Vergleich
ihrer Anteile moglich (Bryant & Nunes, 2012a, S. 6). Mehrere Untersuchungen haben zwar
gezeigt, dass Lernende mit fortschreitendem Alter besser mit Proportionen umgehen lernen
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(Piaget & Inhelder, 1975; Falk et al., 1980; Fischbein & Gazit, 1984; Falk & Wilkening, 1998,
zitiert nach Bryant & Nunes, 2012a, S. 7), aber es gibt keinen Nachweis dafiir, dass alle
Erwachsenen eventuell dazu fahig werden (Bryant & Nunes, 2012a, S. 7).

Man kann einen Anteil auf zwei Arten angeben: entweder als Teil eines Ganzen (also als Bruch-
oder Dezimalzahl) oder als Verhéltnis eines Teils zu einem anderen Teil (also als
Zahlenverhiltnis) (Bryant & Nunes, 2012a, S. 7). Es gibt gute Belege dafiir, dass sich bei
Heranwachsenden das Verstidndnis von Anteilen als Verhiltnisse ganzer Zahlen vor dem
Verstindnis von Anteilen als Bruchzahlen entwickelt (Nunes & Bryant, 1996, zitiert nach
Bryant & Nunes, 2012a, S. 7). Ebenso zeigte sich bei einigen Untersuchungen zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung, dass jene Befragten, die richtige Antworten lieferten, diese mit
Hilfe von Zahlenverhéltnissen und nicht mit Bruchzahlen begriindeten (Fischbein, 1987,
Fischbein und Gazit, 1984, zitiert nach Bryant & Nunes, 2012a, S. 7). Weiters konnte
festgestellt werden, dass sowohl Kinder als auch Erwachsene Aufgaben zu bedingten
Wahrscheinlichkeiten eher 16sen konnen, wenn die Informationen in der Fragestellung in Form
von Verhiltnissen ganzer Zahlen und nicht als Dezimalzahlen angegeben werden (Hoffrage et
al., 2002; Zhu & Giegerenzer, 2006, zitiert nach Bryant & Nunes, 2012a, S. 7). Eine mogliche
fachdidaktische Implikation wire es, Wahrscheinlichkeiten bei ithrer Einfiihrung im Unterricht
als Zahlenverhéltnisse anzugeben, aber Bryant und Nunes (2012a, S. 8, 9) merken an, dass mehr
Forschung notwendig ist, um zu tiberpriifen, ob Zahlenverhéltnisse oder Briiche fiir die
Schiilerinnen und Schiiler effektiver zur Darstellung und Berechnung von Anteilen geeignet
sind. Allerdings ist an dieser Stelle anzumerken, dass in Osterreich weniger mit
Zahlenverhiltnissen gearbeitet wird als im englischsprachigen Raum und es daher kaum

vorteilhaft sein wird, Wahrscheinlichkeiten im Stochastikunterricht in dieser Form anzugeben.

Bei einem hiufigen Zusammentreffen zweier Ereignisse kann man sich fragen, ob sich die
Ausnahmen des Zusammenhangs zufillig ergeben konnten oder ob eine Korrelation zwischen
den Ereignissen besteht. Die Bestitigungstendenz bezeichnet den Hang von Menschen beim
Abwigen der Belege fiir und gegen eine Korrelation, Argumente gegen eine Korrelation eher
zu ignorieren (Bryant & Nunes, 2012a, S. 8). Inhelder und Piaget (1958, zitiert nach Bryant &
Nunes, 2012a, S. 8-9) zeigten, dass manche Jugendliche lernen kénnen, den Zusammenhang
zwischen den Argumenten fiir und gegen eine Korrelation proportional zu erarbeiten, aber es
bleibt unklar, wie allgemein giiltig dieses Ergebnis ist. Es konnte sein, dass sich nur eine
Minderheit diese Kompetenz aneignen kann (Adi et al., 1978; Karplus et al., 1980; Batanero et
al., 1996, zitiert nach Bryant & Nunes, 2012a, S. 9) und auch nur in Situationen, in denen eine
Quantifizierung und ein Vergleich der Belege fiir bzw. gegen eine Korrelation mdglich sind
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(Ross & Cousins, 1993, zitiert nach Bryant & Nunes, 2012a, S. 9). Wenn dies tatsdchlich der
Fall ist, dann kommt dem Unterricht eine besondere Bedeutung darin zu, den Lernenden bei

der Bewiltigung dieser kognitiven Anforderung zu helfen (Bryant & Nunes, 2012a, S. 9).

Zusitzlich zu diesen Forschungsergebnissen, die hauptsédchlich aus der Psychologie stammen,
sind auch fachspezifische didaktische Strategien fiir die Gestaltung eines -effektiven
Stochastikunterrichts wesentlich fiir die weiteren Uberlegungen in dieser Arbeit in den
folgenden Kapiteln. Die Vielzahl von Quellen, die es dazu gibt, zu beriicksichtigen wiirde
allerdings den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Aus diesem Grund werden exemplarisch die
,2Empfehlungen zu Zielen und zur Gestaltung des Stochastikunterrichts* des Arbeitskreises
Stochastik der GDM (Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik) aus dem Jahr 2003
herausgegriffen, die die wichtigsten Erkenntnisse aus der Fachdidaktik in diesem Bereich
zusammenfassen (AK-Stochastik GDM, 2003). Bei den Mitgliedern dieses Arbeitskreises
handelte es sich um Hochschuldozenten aus der Fachdidaktik und Lehrpersonen, die nach einer
zwei Jahre langen Arbeitsphase zum Zweck eines verbesserten Stochastikunterrichts zu diesem

Thema Stellung nahmen (AK-Stochastik GDM, 2003, S. 21).

Aufgrund seiner zunehmenden gesellschaftlichen und damit auch bildungspolitischen
Bedeutung sollte, den Autorinnen und Autoren des Arbeitskreises zufolge, dem
Stochastikunterricht ein groflerer Anteil am Auftrag der Mathematik, zur Allgemeinbildung
beizutragen, eingeraumt werden (AK-Stochastik GDM, 2002, S. 21). Weiters sollten auch
andere Bereiche des Mathematikunterrichts stirker mit stochastischen Vorgehensweisen
verkniipft werden, insbesondere eignet sich die Datenanalyse im Sinne der auf Daten
aufbauenden Modellbildung, z. B. in der Geometrie oder in der Analysis, dazu (AK-Stochastik
GDM, 2002, S. 21).

Auflerdem sollten von Beginn an Anwendungen und Projekte Teil des Stochastikunterrichts
sein, insbesondere sollte eine Einfilhrung in ein stochastisches Themengebiet moglichst
»ansprechend, typisch und einpriagsam® sein (AK-Stochastik GDM, 2002, S. 22). Bei der
Aneignung stochastischen Wissens und Konnens soll das entsprechende mathematische Kalkiil
sparsam — nicht auf Vorrat — angeeignet werden (AK-Stochastik GDM, 2002, S. 22).
Insbesondere sollte die Kombinatorik als Hilfsdisziplin betrachtet werden: nur die wenigen
Abzéhltechniken und Formeln, die tatsdchlich fiir den Stochastikunterricht notwendig sind,

sollten eingebunden werden (AK-Stochastik GDM, 2002, S. 22).

Besonderes Augenmerk ist auf experimentelles Arbeiten, Demonstrationen, Simulationen (z.

B. mit Zufallsgeneratoren), Datenbeschaffung aus dem Internet und selbststindige
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Datenerhebungen durch die Lernenden zu legen (AK-Stochastik GDM, 2002, S. 22). Weiters
sollten die im Unterricht verwendeten Daten moglichst aus der Alltagswelt der Schiilerinnen
und Schiiler stammen oder selbststindig von diesen erhoben werden bzw. von statistischen
Amtern, Lexika oder aus den Medien eingeholt werden (AK-Stochastik GDM, 2002, S. 22). Im
Rahmen des Stochastkunterrichts sind verbale Erkldrungen und Begriindungen besonders
wichtig, weil die Losung selten z. B. aus einer einzigen statistischen Kennzahl besteht, diese
muss meist durch weitere Erlduterungen in Bezug zum eigentlichen Problem gesetzt werden
(AK-Stochastik GDM, 2002, S. 22). Die Schiilerinnen und Schiiler sollten immer wieder ein
Problem mit Hilfe verschiedener stochastischer Methoden 16sen und diskutieren, damit deutlich
wird, dass es oft nicht nur eine Losung gibt (AK-Stochastik GDM, 2002, S. 22). Im Unterricht
sollten Behauptungen aus dem Umfeld der Lernenden, insbesondere aus den Medien, die mit
Hilfe von Methoden der Stochastik begriindet wurden, regelméBig kritisch reflektiert werden
(AK-Stochastik GDM, 2002, S. 22). Es sollten auflerdem in allen Schulstufen Verbindungen
zwischen Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung hergestellt werden (AK-Stochastik GDM,
2002, S. 22).
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7 Stochastikunterricht im Lindervergleich
7.1 Lehrplanvergleich

Der Schwerpunkt dieser Betrachtungen liegt, gemdl dem Thema dieser Arbeit, auf der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung in der flinften bis achten Schulstufe, doch es soll auch das
Gesamtbild des curricularen Aufbaus im Sinne des Spiralprinzips thematisiert werden. Aus
diesem Grund wird — nach der Schilderung einiger Hintergrundinformationen zu den
Lehrpléanen bzw. Bildungsstandards sowie zu den Schulbiichern — ein detaillierter Vergleich fiir
die Sekundarstufe I und eine {iberblicksartiger fiir die Primarstufe und Sekundarstufe II
erfolgen. Das Ganze wird zur Veranschaulichung durch passende Aufgaben aus den jeweiligen

Landern erginzt.
7.1.1 Hintergrundinformationen zu den Lehrplédnen

United Kingdom

Im Jahr 2014 wurde der derzeit giiltige, gesetzlich verpflichtende Lehrplan fiir England
(National Curriculum for England) in den meisten Jahrgdngen der Primar- bzw. Sekundarstufe
eingefiihrt (DfE, 2014a). Wales, Schottland und Nordirland verfiigen {iber eigene Lehrpline,
die nur im Fall von Schottland stirker von dem englischen Lehrplan abweichen. Mit
offentlichen Mitteln finanzierte Schulen in England sind verpflichtet, die Stoffinhalte des
Lehrplans in allen Fachern zu unterrichten, sie konnen jedoch eigene Unterrichtsthemen und -
facher in die Planung und den Entwurf des eigenen Erziehungsprogramms miteinbeziehen
(DfE, 2014a). Der Lehrplan soll die Kernkompetenzen umreiflen, auf deren Grundlage
aufbauend Lehrkréifte das Wissen und die Fahigkeiten der Heranwachsenden im Rahmen eines
weitreichenderen schulspezifischen Lehrplanes fordern sollen (DfE, 2014a). Nach seiner
Berufung zum Bildungsminister in 2010 hat Michael Gove eine Expertenkommission damit
beauftragt, ein Rahmenmodell fiir einen neuen nationalen Lehrplan zu erarbeiten (DfE, 2011).
Die Begutachtung wurde im Dezember 2011 abgeschlossen und im erstellten Bericht wurden
weitreichende Verdnderungen des urspriinglichen nationalen Lehrplans vorgeschlagen (DfE,
2011). Der endgiiltige Lehrplan wurde 2013 verdffentlicht und 2014 wurde er erstmals
verpflichtend in den Schulen eingesetzt. Dieser aktuell giiltige Lehrplan sieht die Aufteilung
der Schulstufen fiir fiinf- bis 16-jdhrige Schiilerinnen und Schiiler in sogenannte Key Stages
vor, fiir die jeweils ein vorgeschriebener Katalog an Fachern unterrichtet werden soll (DfE,
2014a). Key Stage 1 bezeichnet die erste und zweite Schulstufe (im Alter von fiinf bis sieben
Jahren), Key Stage 2 die dritte bis sechste Schulstufe (im Alter von sieben bis elf), Key Stage
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3 die siebte bis neunte Schulstufe (im Alter von elf bis 14) und Key Stage 4 umfasst die zehnte
und elfte Schulstufe (im Alter von 14 bis 16) (DfE, 2014a). Am Ende der Key Stage 4 treten
Schiilerinnen und Schiiler in England zur Priifung fiir den General Certificate of Secondary
Education (GCSE) an, die den Pflichtschulabschluss darstellt (DfE, 2014a). Danach konnen sie
zwar die Sekundarstufe verlassen, miissen sich aber in irgendeiner Form (College, Lehre,
Grammar School usw.) bis zum 18. Geburtstag in Ausbildung befinden. Die (nicht
verpflichtende) Key Stage 5 von der 12. bis zur 13. Schulstufe (im Alter von 16 bis 18 Jahren)

endet mit den A-Levels, die zum Besuch einer tertidren Bildungseinrichtung berechtigen.

United States of America

Das Schulsystem in den USA gliedert sich in die Primary School von der ersten bis zur fiinften
Schulstufe (im Alter von ca. sechs bis elf Jahren), die Middle School von der sechsten bis zur
achten Klasse (im Alter von ca. elf bis 14 Jahren) und die High School, von der neunten bis zur
zwolften Schulstufe (im Alter von ca. 14 bis 18 Jahren), deren Abschluss durch die Verleihung
des High School Diploma die Hochschulreife kennzeichnet.

In den USA gibt es keinen einheitlichen Lehrplan, die Bundesstaaten legen vielmehr ihre
Lehrpléane selbst fest, wobei diesen inzwischen in den meisten Féllen von der Bundesregierung
festgelegte und geforderte Bildungsstandards, die sogenannten Common Core State Standards
for Mathematics (CCSSM), zugrunde liegen. Die Ubernahme dieser Bildungsstandards durch
die einzelnen Bundesstaaten erfolgt (wenn man vom Verlust bzw. Verzicht auf bestimmte
Forderungen absieht) auf freiwilliger Basis und es gibt ein paar Bundesstaaten, die ihre
Umsetzung gesetzlich verhindert und stattdessen eigene Standards entwickelt haben bzw. nach
einer urspriinglichen Einfilhrung den CCSSM inzwischen ablehnend gegeniiberstehen. Im
Dezember 2019 hatten 41 der 50 US-Bundesstaaten und der District of Columbia die CCSSM
iibernommen, wéihrend Alabama, Oklahoma, Texas, Virginia, Alaska, Nebraska, Indiana,

South Carolina und Minnesota dies nicht getan hatten (CCSSI, 2010b).

Es ist anzumerken, dass die CCSSM keinen Lehrplan darstellen und sich daher die eigentlichen
Lehrpldne jener Bundesstaaten, die diese implementiert haben, voneinander unterscheiden
konnen (CCSSI, 2010b). Sie sollen in erster Linie einen einheitlicheren und durch
standardisierte Testung vergleichbaren Unterricht sicherstellen, der bestimmte Kompetenzen
beim High-School-Abschluss sichert (CCSSI, 2010b). Die CCSSM gehen auf eine
Bildungsinitiative (CCSSI, d. h. Common Core State Standards Initiative) aus dem Jahr 2010
zuriick, die fiir die ersten zwolf Schuljahre jene Kompetenzen definiert, iiber die

Heranwachsende in den Fachern Englisch und Mathematik am Ende jeder Schulstufe verfiigen
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sollten (CCSSI, 2010b). Diese wird von der National Governors Association (NGA) und dem
Council of Chief State School Officers (CCSSO) gesponsert und hat auBerdem zum Ziel,
sicherzustellen, dass Schiilerinnen und Schiiler nach ihrem High School-Abschluss darauf
vorbereitet sind, erfolgreich ein College zu besuchen oder in die Arbeitswelt einzusteigen
(CCSSI, 2010b). Bei der Entstehung der CCSSM haben — unter anderem — Lehrkréfte, Experten
im Bereich der Bildungsstandards und auch das National Council of Teachers of Mathematics

(NCTM) mitgewirkt (CCSSI, 2010b).

Beim NCTM handelt es sich um die weltweit groffte Vereinigung von Mathematiklehrenden,
die unter anderem fiir die ersten Lehrplanentwiirfe zu Beginn der Neunzigerjahre
verantwortlich ist, die Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, beginnend mit der ersten
Sekundarstufe, als wesentliche Bestandteile der Schulmathematik enthielten. Im Jahr 2000
verdffentlichte das NCTM einen weiteren curricularen Entwurf, die Principles and Standards
for School Mathematics (PSSM). Die ebenfalls vom NCTM 2006 herausgegebenen Curriculum
Focal Points sollten die wichtigsten Bildungsstandards des PSSM genauer unter die Lupe
nehmen und darlegen, welche Kompetenzen die Heranwachsenden in den jeweiligen
Schulstufen auf jeden Fall beherrschen sollten. Diese ,,Grundlagen® trugen, neben anderen
Uberlegungen, zur Formulierung der CCSSM bei. Die vom NCTM erstellten PSSM wurden
von vielen Schulbuchverlagen (das NCTM empfiehlt allerdings keine Schulbiicher) und
Bildungsbehdrden der US-Regierung libernommen. Aus diesem Grund werden in diesem

Kapitel auch die PSSM des NCTM gemeinsam mit den CCSSM diskutiert werden.
7.1.2 Hintergrundinformationen zu Schulbilichern

US4

Um die Lage beziiglich Schulbiicher in den USA einschétzen zu kénnen, wurden verschiedene
Informationsquellen zu Rate gezogen. Einerseits informieren die Bildungsbehorden der
amerikanischen Bundesstaaten auf ihren Websites {iber die in dem jeweiligen Bundesstaat
akzeptierten Mathematik-Schulbiicher (wobei das manchmal nur auf lokaler Ebene, innerhalb
der jeweiligen Schulbezirke festgelegt wird), andererseits gibt es auch Informationen in
Lehrerforen, die darauf hindeuten, welche Schulbiicher von Lehrenden benutzt werden. Nach
dieser Information wurden das Teacher2Teacher- und das MyNCTM-Forum durchsucht, in
denen mehrere Schulbiicher erwidhnt werden. Die Connected Mathematics-Schulbuchreihe des
Pearson-Verlages sowie die Springboard-Schulbuchreihe des College Board Verlages gelten
als einige der ,,moderneren‘ Schulbiicher, weil sie stark auf die Implementierung der CCSSM

ausgerichtet und anwendungsorientiert sind, weiters als fiir regelméBige Gruppenarbeit gut
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geeignet gelten. Im ,,Teacher2Teacher*“-Forum gab es auch Lehrpersonen, die Schwierigkeiten
damit hatten, mit Hilfe dieses Buches zu unterrichten. Dies wurde von anderen als Anlass
genommen, darauf hinzuweisen, dass es regelméBige Treffen von Mathematiklehrenden des
jeweiligen Bezirks gibt, die sich mit dem Unterrichten nach der ,,Connected Mathematics*-
Schulbuchreihe auseinandersetzen und den Lehrpersonen Hilfestellungen anbieten konnen. Auf
der anderen Seite des fachdidaktischen Spektrums liegt die Saxon-Schulbuchreihe, die unter
den Lehrenden als eher kalkiilorientiert und kaum anwendungsbezogen gelten. Von den
Lehrpersonen, die diese Schulbiicher bevorzugen, wird gelobt, dass auch mathematisch
schwache Schiilerinnen und Schiiler durch das quantitativ umfangreiche Uben des
mathematischen Kalkiils Erfolge in Mathematik erzielen kdnnen, und dass es auch bei den
Eltern, die Heimunterricht durchfiihren, beliebt ist. Auf der anderen Seite wird an dieser
Schulbuchreihe kritisiert, dass Lernende, die damit unterrichtet wurden und danach einen
herkdmmlichen Mathematikunterricht, in dem auch Anwendungen ihren Platz haben,

besuchen, immer wieder einen Notenabfall zu verzeichnen haben und umlernen miissen.

Fiir diese Arbeit war eine Betrachtung jener Schulbiicher, die anwendungsbezogen sind und
regelmélige Gruppenarbeiten erleichtern, aus folgenden Griinden relevant: Die meisten
Berechnungen mit groeren Zahlen und komplizierteren Termen oder Funktionen kénnen
heutzutage leicht mit Hilfe von Computeralgebrasystemen durchgefiihrt werden. Grundlegende
Kenntnisse des  mathematischen  Kalkiils sind zwar  wichtig, aber die
Wahrscheinlichkeitsrechnung ist eine sehr anwendungsbezogene Teildisziplin der Mathematik
und daher wiren Einschnitte bzgl. der Anwendungen in diesem Bereich besonders
problematisch. AuBerdem zeigen die in den Abschnitten 4.2.3 und 5.2 diskutierten
Forschungsergebnisse, dass Lernende bei handlungsorientiertem Stochastikunterricht
insgesamt signifikant besser abschneiden (Kipman, 2014) und auch stirker dazu befédhigt
werden, Fehlvorstellungen zur Stochastik zu iiberwinden (Shaughnessy, 1977). In dieser Arbeit
wurden die Unterrichtsbeispiele fiir die USA aus dem PSSM- bzw. dem CCSSM-Dokument,
ein interaktives online-Schulbuch, Flexbooks genannt, dass die CCSSM implementiert, und die
GoMath!-Schulbuchreihe herangezogen. Da es nicht das Ziel dieser Arbeit war, einen
vollstindigen Schulbuchvergleich durchzufithren, konnten nicht alle Schulbiicher
beriicksichtigt werden. Der Schwerpunkt lag hier auf dem exemplarischen Veranschaulichen

der unterrichtlichen Umsetzung der Bildungsstandards bzw. der Lehrpline.
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UK

Beziiglich britischer Schulbiicher wurde im Lehrerforum TES recherchiert und auch beim
britischen Department of Education per E-Mail nachgefragt. Laut den Informationen im
Lehrerforum wird in britischen Schulen hauptsiachlich mit Hilfe von Arbeitsblittern
unterrichtet. Die CGP-Schulbuchreihe und die Schulbuchreihe des Elmwood-Verlages wurden
oft von den Lehrpersonen im TES-Lehrerforum erwéhnt. Fiir diese Arbeit wurden
Unterrichtsmaterialien, die aus dem TES-Lehrerforum downgeloaded wurden, die
Schulbuchreihe des Elmwood-Verlages und verschiedene Schulbiicher der Oxford University
Press, wie z. B. die Discovering Mathematics- und die Complete Mathematics-Schulbuchreihe,

berticksichtigt.
7.1.3 Primarstufe

USA

Die PSSM und CCSSM sehen bis einschlieBlich der fiinften Schulstufe verschiedene
Bildungsstandards in der Stochastik vor und — obwohl der Schwerpunkt dieser Arbeit in erster
Linie die Wahrscheinlichkeitsrechnung darstellt — sollen hier teilweise auch die statistischen

Standards angefiihrt werden, weil die beiden Teildisziplinen eng zusammenhéngen.

Vom Kindergarten bis zur zweiten Schulstufe sollen zur Wahrscheinlichkeitsrechnung den
PSSM entsprechend ein informeller Wahrscheinlichkeits- und Zufallsbegriff aufgebaut werden,
indem Aussagen wie ,,Es ist unwahrscheinlich (auf engl. ,,unlikely*), dass es heute regnen wird*
oder ,,Wir werden wahrscheinlich (auf engl. ,,probably®) am Nachmittag Pause haben*
besprochen werden (NCTM, 2000, S. 51). In diesen Schulstufen sind auch Zufallsversuche mit
konkreten Gegenstdnden, wie das Ziehen von farbigen Spielchips aus einem Sack, vorgesehen

(NCTM, 2000, S. 51).

In der dritten bis flinften Klasse sollten die Schiilerinnen und Schiiler nach den PSSM
Erfahrungen damit gemacht haben, Fragen zu formulieren, die mit Hilfe von Daten beantwortet
werden konnen, sowie Daten zu sammeln, zu organisieren und darzustellen. Sie sollten
routiniert Darstellungen wie Tabellen, Liniendiagramme, Balkendiagramme bzw.
Histogramme sowie Linien-Plots (auf engl. ,line plots*: dabei werden oberhalb der
Zahlengeraden oder -Strahl mit Hilfe von Punkten oder Kreuzen die Hiufigkeiten der einzelnen
Werte dargestellt; sieche Abbildung 17) und Zentral- und Streuungsmalle wie Median, Modus
und Spannweite fiir eine einzelne Population kennen und anwenden kénnen (NCTM, 2000, S.

249).
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Abbildung 17: Linien-Plot zur Hdufigkeit von Pflanzen unterschiedlicher Hohe (NCTM, 2000, S. 180)

Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist in diesen Schulstufen nach den PSSM vorgesehen,
dass die Schiilerinnen und Schiiller Ereignisse mit bekannten theoretischen
Wabhrscheinlichkeiten als wahrscheinlich (auf engl. ,,likely*“) oder unwahrscheinlich (auf engl.
,2unlikely*) bezeichnen sowie zwischen sicheren, gleich wahrscheinlichen und unmdoglichen
Ereignissen differenzieren konnen (NCTM, 2000, S. 176). Sie sollten auBerdem lernen, dass
die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses als Zahl von Null bis Eins dargestellt werden kann,
insbesondere dass Null die Wahrscheinlichkeit eines unmdglichen Ereignisses und Eins die
eines sicheren Ereignisses darstellt (NCTM, 2000, S. 176, 181). Ereignisse, die weder sicher
noch unmoglich sind, sollten die Lernenden mit Hilfe von gewdhnlichen Bruchzahlen wie 2
oder % ausdriicken konnen (NCTM, 2000, S. 181). Mittels dieser Begriffe, die auf dieser Stufe
einer beginnenden Quantifizierung unterliegen, sollen sie die Wahrscheinlichkeiten der
Ergebnisse einfacher Zufallsversuche, wie solche mit Wiirfeln oder Miinzen, abschétzen (ohne
sie zu berechnen) und diese Vorhersagen testen (NCTM, 2000, S. 176). Dies konnte anhand
von Zufallsversuchen geschehen, die nur wenige mogliche Ergebnisse haben, wie z. B.
vorhersagen, wie wahrscheinlich es ist, dass der Zeiger beim Gliicksrad mit verschieden
gefarbten Sektoren auf einem bestimmten Sektor zu stehen kommt (NCTM, 2000, S. 181). Als
Vorgehensweise, die Vorhersagen erlauben soll, wird das Sammeln und Untersuchen von Daten
genannt: Die Heranwachsenden sollen beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, eine
Werbeeinschaltung zu erwischen, wenn sie den Fernseher einschalten, abschétzen, indem sie
Daten dazu sammeln, wie viele Minuten Werbung pro Stunde im Fernsehen zu verzeichnen

sind (NCTM, 2000, S. 181).

Die CCSSM sehen bis inklusive der sechsten Klasse keinerlei Bildungsstandards aus dem
Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung vor und auch zur (deskriptiven) Statistik ist es bis
inklusive der fiinften Schulstufe nur vorgesehen, dass die Lernenden Daten darstellen und

interpretieren konnen (CCSSI, 2010a):
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In der dritten Schulstufe sollten die Heranwachsenden lernen, Bilddiagramme und
Balkendiagramme mit skalierten Achsen zu erstellen (CCSSI, 2010a, S. 25). Das konnte
beispielsweise ein Balkendiagramm sein, in dem jedes Quadrat in einem Balken fiinf Haustiere
darstellt (CCSSI, 2010a, S. 25). Dazu werden Fragen der Art ,,Wie viele mehr?* bzw. ,,Wie
viele weniger?* an die Kinder gestellt (CCSSI, 2010a, S. 25). Es werden in dieser Schulstufe
auch Daten generiert, indem Lingen gemessen und deren absolute Haufigkeiten in Linien-Plots

eingezeichnet werden (CCSSI, 2010a, S. 25) (vgl. Abbildung 17).

In der sechsten Klasse sollten die Schiilerinnen und Schiiler nach den CCSSM lernen, dass
statistische Fragen dann gegeben sind, wenn Verdnderbarkeit in den auf diese Frage bezogenen
Daten zu erwarten ist (CCSSM, 2010a, S. 45). Die Frage ,,Wie alt sind die Kinder in meiner
Schule? ist demnach eine statistische Frage wihrend ,,Wie alt bin ich?* keine ist (CCSSM,
2010a, S. 45). Die Lernenden werden damit vertraut gemacht, dass die zur Beantwortung
solcher statistischer Fragen gesammelten Daten eine Verteilung bilden, die durch ihren Median,
ihre Spannweite und allgemein durch ihre Form beschrieben werden kann (CCSSM, 2010a, S.
45). AuBerdem werden in dieser Schulstufe numerische Daten in Linien-Plots,
Punktdiagrammen, Histogrammen und Boxplots dargestellt (CCSSM, 2010a, S. 45). Der
Datensatz soll unter Bezugnahme auf seinen Kontext zusammengefasst werden: die Anzahl der
Beobachtungen soll aufgezeichnet werden, das untersuchte Merkmal sowie seine Messart und
die verwendeten MaBeinheiten beschrieben werden und die Bestimmung von Median bzw.
Mittelwert sowie Quartilabstand bzw. mittlere absolute Abweichung und das Gesamtmuster der
Verteilung sowie eventuelle Abweichungen davon auf den Kontext bezogen werden, in dem

die Daten gesammelt wurden (CCSSM, 2010a, S. 45).
UK

In England sieht das National Curriculum vor der siebten Schulstufe hauptsiachlich Lernziele
zur deskriptiven Statistik, aber keine Lernziele zur Wahrscheinlichkeitsrechnung vor. Ab der
zweiten Schulstufe werden Bilddiagramme, Strichlisten, Balkendiagramme und einfache
Tabellen verwendet und es wird nach Kategorien summiert und verglichen (DfE, 2013b, S. 16).
In der dritten Klasse kommen ,,one-step-* und ,,two-step-questions* dazu, wie beispielsweise
die Fragen ,,Um wie viel mehr?*“ und ,,Um wie viel weniger?*, die auf absolute Haufigkeiten
aus skalierten Stabdiagrammen, Bilddiagrammen und Tabellen bezogen werden (DfE, 2013b,
S. 23). In den folgenden Schulstufen werden die Kompetenzen zum Vergleich und zur
Interpretation von Daten unter anderem um den Mittelwert und den Median erweitert und es

werden auch Kreisdiagramme und Liniendiagramme verwendet (DfE, 2013b, S. 38, 45).
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Bemerkungen

Die vollige Abwesenheit der Wahrscheinlichkeitsrechnung bis inklusive der sechsten
Schulstufe ist, wie in den Kapiteln 4, 5 und 6 diskutiert, weder entwicklungspsychologisch noch
fachdidaktisch zu rechtfertigen und ein deutlicher Mangel sowohl im Konzept der CCSSM als
auch des britischen Lehrplans. Es widerspricht klar dem Spiralprinzip, nach dem sich der
Wahrscheinlichkeits- bzw. Zufallsbegriff als fundamentale Idee der Mathematik mdglichst
durch alle Jahrgangsstufen ziehen sollte, selbst wenn das zu Beginn hauptséichlich auf intuitiver
und informeller Ebene geschehen sollte. Dariiber hinaus werden Forschungsergebnisse (siehe
Abschnitt 4.2) ignoriert, die zeigen, dass auch Kinder aus der Primarstufe Lernerfolge in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung  erzielen konnen (Kipman, 2014) und fachdidaktische
Empfehlungen, dass dies besser gelingt, wenn die vielen Verknlipfungen von
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik zur Geltung kommen kénnen und Stochastik von
Anfang an als Einheit unterrichtet wird (AK-Stochastik GDM, 2003). Sogar nach den einer
frithen Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs kritisch gegeniiberstehenden Resultate
von Piaget und Inhelder (1975) entwickelt sich der Zufallsbegriff ab dem Alter von sieben
Jahren, was einer intuitiven ErschlieBung von Zufallsphdnomenen in der Primarstufe nicht
widerspricht. Das Konzept des NCTM zeigt, wie dies umgesetzt werden kann: Es wurden (fast)
von Beginn an allen Jahrgangsstufen Standards aus allen Teildisziplinen der Stochastik
zugewiesen. Die Bildungsstandards, die das NCTM der Datenanalyse und Wahrscheinlichkeit
zuordnet, werden vom Kindergarten an bis zum Abschluss der High School konsequent in

folgende Bereiche eingeteilt:

e , Formulate questions that can be addressed with data and collect, organize, and display
relevant data to answer them

e Select and use appropriate statistical methods to analyze data

e Develop and evaluate inferences and predictions that are based on data

e Understand and apply basic concepts of probability” (NCTM, 2000, S. 176).

Diese Bereiche entsprechen ungefdhr der Einteilung in die Teilbereiche deskriptive und
beurteilende Statistik, explorative Datenanalyse und Wahrscheinlichkeitsrechnung und diese in
allen Schulstufen gegenwirtige Struktur ermdglicht einerseits das Herstellen von
Verkniipfungen zwischen den Teildisziplinen der Stochastik und beschreibt andererseits die
Stochastik als Einheit. Im Rahmen der CCSSM und des englischen Lehrplans ist es schlie8lich
nicht nur die Wahrscheinlichkeitsrechnung, die in den Jahrgéngen bis zur sechsten Klasse

vernachldssigt wird, sondern auch die explorative Datenanalyse fehlt fast vollig. Folglich ist es
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nach diesen Modellen bis zur sechsten Schulstufe auch nicht moglich, Verkniipfungen
zwischen allen Teildisziplinen herzustellen, und das Gesamtbild, das sich die Schiilerinnen und
Schiiler von der Stochastik machen, verarmt durch die einseitige Betonung der deskriptiven

Statistik.

7.1.4 Sekundarstufe [

In der Tabelle in Abbildung 18 werden die Bildungsstandards bzw. der Lehrplan aus den USA
und aus England in zusammengefasster und iibersetzter Form angefiihrt, um einen Vergleich

zu erleichtern.

(1) US — Common Core State Standards 7. Schulstufe

(a) verstehen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses eine Zahl zwischen 0 und 1 ist: liegt diese Zahl nahe bei 0 so
beschreibt sie unwahrscheinliche Ereignisse, liegt sie um % herum dann bezeichnet sie Ereignisse, die weder wahrscheinlich noch

unwahrscheinlich sind, und liegt sie nahe bei 1 beschreibt sie wahrscheinliche Ereignisse (CCSSI, 2010a, S. 50)

(b) Approximieren der Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses, indem zum Zufallsprozess, der es erzeugt, Daten gesammelt,
langfristige relative Haufigkeiten beobachtet werden und umgekehrt Voraussagen iiber die ungefahren relativen Haufigkeiten aufgrund

gegebener Wahrscheinlichkeiten gemacht werden (CCSSI, 2010a, S. 51)

(c) Modelle entwickeln, um die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen zu bestimmen; Wahrscheinlichkeiten aus dem Modell und
beobachtete Haufigkeiten vergleichen und, falls die Ergebnisse nicht gut iibereinstimmen, die moglichen Griinde fiir Diskrepanzen erkléren

(CCSSL, 2010a, S. 51):

(d) Modell zur Gleichwahrscheinlichkeit entwickeln, indem allen Ergebnissen gleiche Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden, und dieses

dazu verwenden, die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen zu bestimmen (CCSSI, 2010a, S. 51).

(e) unter Beachtung der Haufigkeiten in den durch ein Zufallsexperiment generierten Daten, ein Wahrscheinlichkeitsmodell entwickeln (in

welchem die Versuchsausginge nicht gleichwahrscheinlich sein miissen) (CCSSI, 2010a, S. 51)

(f) Wahrscheinlichkeiten bei mehrstufigen Zufallsversuchen unter Verwendung von geordneten Listen, Tabellen, Baumdiagrammen und

Simulationen bestimmen (CCSSI, 2010a, S. 51):

(g) Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses bei einem mehrstufigen Zufallsversuch als Bruchteil jener Versuchsausgidnge des

Ereignisraums verstehen, die diesem Ereignis entsprechen (CCSSI, 2010a, S. 51)

(h) Ereignisrdume fiir mehrstufige Zufallsversuche mit Hilfe von geordneten Listen, Tabellen und Baumdiagrammen darstellen; fiir ein
Ereignis in der Alltagssprache (z. B. ,,zwei Sechser wiirfeln) entsprechende Versuchsausgidnge im Ereignisraum identifizieren, aus denen

sich dieses Ereignis zusammensetzt (CCSSI, 2010a, S. 51)

(i) Eine Simulation zum Generieren von Haufigkeiten von Ergebnissen mehrstufiger Zufallsversuche erstellen und verwenden (CCSSI,

2010a, S. 51)

(2) US — NCTM-Standards 6. bis 8. Schulstufe (Middle School)

(a) angemessene mathematische Fachbegriffe, die komplementire und sich gegenseitig ausschlieBende Ereignisse beschreiben, verstehen

und verwenden (NCTM, 2000, S. 248)

(b) grundlegendes Verstindnis von Wahrscheinlichkeiten und Verhéltnissen verwenden, um Vermutungen iiber die Ergebnisse von

Experimenten und Simulationen anzustellen und zu testen (NCTM, 2000, S. 248):

(c) Computersimulationen verwenden, um Daten zu generieren, zu sammeln und zu modifizieren (z. B. indem Balkendiagramme und
Histogramme fiir relative H&ufigkeiten erstellt werden), mit dem Ziel, experimentelle Wahrscheinlichkeiten zu berechnen und

Diskrepanzen zwischen Vorhersagen und Ergebnissen zu erklaren (NCTM, 2000, S. 254-255)
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(d) Daten sollen auch mit tatsdchlich von den Schiilerinnen und Schiilern durchgefiihrten Zufallsexperimenten, bei dhnlicher

Vorgangsweise wie im vorhergehenden Absatz beschrieben, generiert werden (NCTM, 2000, S. 254-255)

(e) Wahrscheinlichkeiten bei einfachen mehrstufigen Zufallsversuchen mit Hilfe von geordneten Listen, Baumdiagrammen und

Uberlegungen zu geometrischen Wahrscheinlichkeiten (,,area models*) berechnen (NCTM, 2000, S. 248)

(3) UK — National Curriculum 7. bis 9. Schulstufe (Key Stage 3)

(a) Unter Verwendung angemessener Sprache und einer Wahrscheinlichkeitsskala von 0 bis 1 sollen die Haufigkeiten der Ergebnisse
einfacher Zufallsversuche, unter Beachtung von Zufilligkeit, Faimess sowie gleichwahrscheinlicher und nicht gleichwahrscheinlicher

Versuchsausgénge, aufgezeichnet, beschreiben und analysiert werden (DfE, 2013c, S. 9)

(b) verstehen, dass sich die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Ergebnisse eines Zufallsversuchs zu 1 addieren (DfE, 2013c, S. 9)

(c) Mengen und Vereinigungen/Schnitte von Mengen mit Hilfe von Tabellen, Gittern und Venn-Diagrammen systematisch aufzahlen (DfE,

2013c, S.9)

(d) theoretische Ereignisrdume fiir einzelne und kombinierte Ereignisse mit gleichwahrscheinlichen, sich gegenseitig ausschlieBenden

Ergebnissen erstellen und diese verwenden, um theoretische Wahrscheinlichkeiten zu berechnen (DfE, 2013c, S. 9).

Abbildung 18: Vergleich von Standards und Lehrplinen aus den USA und dem UK (Zitate in der Tabelle)

Die Null-Eins-Wahrscheinlichkeitsskala

Zunichst ist anzumerken, dass alle Linder die Null-Eins-Wahrscheinlichkeitsskala fiir den
Wert einer Wahrscheinlichkeit in ihre Standard- bzw. Lehrplandokumente aufgenommen
haben, wenn auch in unterschiedlichen Darstellungsarten. Es fillt auf, dass vom NCTM die
Null-Eins-Skala in der dritten bis fiinften Schulstufe eingefiihrt wird (siehe vorhergehenden
Abschnitt), wihrend diese bei den CCSSM und im britischen Lehrplan erst in bzw. ab der
siebten Schulstufe aufscheint (siehe Tabelle in Abbildung 18). In den CCSSM wird zwar eine
konkrete ,,Null-Eins-Wahrscheinlichkeitsskala® nicht explizit erwdhnt, sie kommt aber in den
entsprechenden Schulbiichern als bildliche Darstellung vor, z. B. im interaktiven Schulbuch
Flexbooks im Abschnitt ,,7.1 Understanding Likelihood* (CK-12 Foundation, o. J.). Wie in den
Abschnitten 4 bis 6 durch zahlreiche Forschungsergebnisse belegt wurde, gibt es keinen
entwicklungspsychologischen Grund dafiir, so lange mit dieser ,,Halbquantifizierung® zu
warten. Die Null-Eins-Wahrscheinlichkeitsskala mit den einfachsten Briichen als
Zwischenwerte zum Abschitzen und Vergleichen von Wahrscheinlichkeiten stellt keine
quantifizierte Berechnung der Wahrscheinlichkeit im Sinne von Laplace dar. Sogar nach den
einem frithen Stochastikunterricht gegeniiber kritisch eingestellten Ergebnissen von Piaget und
Inhelder (Piaget & Inhelder, 1975) wiren die Kinder bereits ab elf Jahren fahig, einen
quantifizierten Laplace‘schen Wahrscheinlichkeitsbegriff zu erfassen. Als Folge konnte dieses
,halbquantifizierte” Wahrscheinlichkeitskonzept bereits ab zehn Jahren, also sicher schon ab
der vierten oder fiinften Klasse, sozusagen als Ubergangsstufe hin zur vollen Quantifizierung,

eingefiihrt werden. Da jedoch viele Untersuchungen zur Modifizierung der
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Forschungsergebnisse von Piaget und Inhelder gefiihrt haben, wire dies vielleicht schon friiher
moglich. Es wire auch vorstellbar die Skala nur mit Null und Eins als Werte unmoglicher bzw.
sicherer Ereignisse sowie 'z als eine 50:50-Chance einfiihren, also vorerst ohne weitere
Bruchzahlen dazwischen, und damit Wahrscheinlichkeitsvergleiche und -Schéitzungen von
Ereignissen und bei einfachen Zufallsversuchen bekannter Wahrscheinlichkeit durchfiihren,
wie z. B. dem Miinzwurf. Bei Verwendung im Primarbereich wiirden vor allem die im
Nuffieldbericht angefiihrten Forschungsergebnisse zum leichteren Umgang der Schiilerinnen
und Schiiler mit ganzzahligen Verhéltnissen (im Vergleich zu Bruchzahlen) sprechen (siche
Abschnitt 6). Da bei Verwendung der Null-Eins-Wahrscheinlichkeitsskala jedoch nicht konkret
mit Briichen gerechnet wird, wird es nicht unbedingt ein Problem darstellen, wenn die Mitte

der Skala mit Y5 (statt mit 1:1) beschriftet wird.

Ein Blick in mehrere Schulbiicher aus den USA bzw. aus England zeigt, dass die
Wahrscheinlichkeitsskala ~ jeweils  nur  einmal  bei  der  FEinftihrung  des
Wahrscheinlichkeitsbegriffes zum Veranschaulichen verwendet wird, nicht aber um
Wahrscheinlichkeiten in konkreten Aufgaben einzuschitzen oder anzuzeigen. In jenen
Schulstufen, in denen die Berechnung der Laplace‘schen Wahrscheinlichkeiten ohnehin
vorgesehen ist, wird kein weiterer Gebrauch von dieser Skala gemacht, weil sie auch nicht mehr
notwendig ist. Der eigentliche Nutzen als Hilfestellung, Wahrscheinlichkeiten auch ohne einen
(vollig) quantifizierten Wahrscheinlichkeitsbegriff, einigermaBlen einzuschitzen und
vergleichen zu konnen, geht dabei verloren. Dieser kann nur in der Konzeption des NCTM zur
Geltung kommen, weil dort die Wahrscheinlichkeitsskala schon mindestens einen Jahrgang vor

der Quantifizierung der Wahrscheinlichkeit in der dritten bis flinften Klasse eingefiihrt wird.

Vergleich theoretischer und experimenteller Wahrscheinlichkeiten

Da, wie in Abschnitt 5 diskutiert, beim Erlernen stochastischer Konzepte eine Vielzahl an
Fehlvorstellungen auftreten, ist experimentelles, handlungsorientiertes Arbeiten in diesem
Teilgebiet der Mathematik besonders wichtig, um Urteilsheuristiken zu iiberwinden (Kipman,
2014; Shaughnessy, 1977), weil es Schiilerinnen und Schiilern erlaubt, ihre Vermutungen bzw.
intuitiven Vorurteile, aber auch ihre Berechnungen theoretischer Wahrscheinlichkeiten, anhand
der Ergebnisse von Zufallsversuchen zu liberpriifen. Der konkrete Vergleich der experimentell
bestimmten relativen Héufigkeiten und der berechneten Laplace‘schen Wahrscheinlichkeiten
und Uberlegungen zu eventuell dabei auftretenden Diskrepanzen der Ergebnisse wird sowohl
in den PSSM als auch in den CCSSM explizit verlangt (siche Tabelle in Abbildung 18). Die

CCSSM sehen vor, dass berechnete Wahrscheinlichkeiten verwendet werden, um Vorhersagen
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zu den relativen Haufigkeiten eines Zufallsversuchs anzustellen. Wenn beispielsweise beim
600-maligen Wiirfeln vorherzusagen ist, wie oft eine Sechs oder eine Drei gewlirfelt werden
wird, wére die Vermutung aufgrund der berechneten Wahrscheinlichkeit ca. 200, aber beim
konkreten Versuch wird wahrscheinlich nicht genau 200 Mal eine Sechs oder Drei gewiirfelt
werden (CCSSI, 2010a, S. 51). AuBBerdem gebrauchen die CCSSM die Laplace‘sche bzw. die
experimentelle Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten um Wahrscheinlichkeitsmodelle im
Falle gleichwahrscheinlicher bzw. nicht-gleichwahrscheinlicher Versuchsausginge zu
entwickeln (CCSSI, 2010a, S. 51). Ein dhnliches Vorgehen ist bei den PSSM erkennbar,
allerdings werden hier zusitzlich Balken- bzw. Sdulendiagramme und Histogramme als
geeignete Darstellungsformen fiir die relativen Héufigkeiten der experimentellen Ergebnisse
empfohlen (NCTM, 2000, S. 254-255). Das PSSM-Dokument des NCTM fiihrt auch
ausdriicklich den Umgang mit Fehlvorstellungen als Grund fiir die Durchfithrung des
Vergleichs theoretischer und experimenteller Wahrscheinlichkeiten an (NCTM, 2000, S. 254).
Ein weiterer Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass beim Erstellen, Interpretieren
und Analysieren der Diagramme und dem Vergleich mit berechneten Wahrscheinlichkeiten
Verkniipfungen zwischen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der Statistik hergestellt
werden, die Lernenden dabei helfen, den Nutzen sowohl der Wahrscheinlichkeitsrechnung als
auch der Statistik fiir innermathematische Teilgebiet auBBerhalb ihrer selbst zu erkennen und die
Stochastik als Einheit wahrzunehmen. Dies entspricht den im Abschnitt 6 beschriebenen

Empfehlungen (AK-Stochastik GDM, 2003, S. 22).

Es ist interessant, dass obwohl der britische Lehrplan in der Sekundarstufe I sowohl die
Berechnung theoretischer (sieche Tabelle in Abbildung 18 (3) (c)) als auch experimenteller
Wabhrscheinlichkeiten (siehe Tabelle in Abbildung 18 (3) (a)) vorsieht, der Vergleich der beiden
nicht explizit verlangt wird, denn er ist erst ab der Sekundarstufe II vorgesehen. Aus
kognitionspsychologischen und fachdidaktischen Griinden verspielt man sich dadurch eine
besonders effektive Moglichkeit, um die Lernenden beim Uberwinden von Fehlvorstellungen
zu unterstiitzen (siche Abschnitt 4.2.3 und 6). Einige britische Schulbiicher (Elmwood-
Schulbuchreihe) beinhalten trotzdem einen Vergleich experimenteller und Laplace’scher
Wahrscheinlichkeiten, denn die mathematischen Vorkenntnisse dazu sind bereits ab der

Sekundarstufe I gegeben.

Simulationen

Aufgrund der weiter oben bereits erwédhnten, wesentlichen Stellung experimentellen Arbeitens

im Stochastikunterricht, wurde vom Arbeitskreis fiir Stochastik der GDM empfohlen, dass
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Zufallsversuche auch mit Hilfe von Computersimulationen durchgefiihrt werden (siehe Kapitel
6). Experimentelles Arbeiten im Allgemeinen und insbesondere das Durchfithren von
Versuchsreihen mit hunderten von Versuchen kann zeitlich sehr aufwindig sein, ist aber vor
allem auch zum Demonstrieren der Beziehung zwischen relativen Héaufigkeiten und
Wabhrscheinlichkeiten wichtig. Diese Problematik wird dadurch noch verstirkt, dass die
Ergebnisse dieser Versuche aufgezeichnet und graphisch dargestellt werden sollen, um den im
vorhergehenden Absatz diskutierten Vergleich theoretischer und experimenteller
Wabhrscheinlichkeiten durchfiihren zu konnen. Infolgedessen ist der Einsatz von Simulationen
hier besonders sinnvoll und spart wertvolle Unterrichtszeit. Im PSSM-Dokument des NCTM
(siche Tabelle in Abbildung 18 (2) (b) (¢)) werden Simulationen beim Vergleich theoretischer
und experimenteller Wahrscheinlichkeiten (im britischen Lehrplan und in den CCSSM werden
Simulationen an dieser Stelle nicht ausdriicklich verlangt, siehe Tabelle in Abbildung 18 (1),
(3)) als wesentliches Werkzeug angefiihrt, dessen Verwendung damit gerechtfertigt wird, dass
mit Computern nicht nur sehr grole Datenmengen schnell und einfach generiert, sondern auch
graphisch dargestellt und analysiert werden konnen (NCTM, 2000, S. 248, 254). Aullerdem
konnen sich die Schiilerinnen und Schiiler so besser auf die Datenanalyse konzentrieren, anstatt
durch den Aufwand der Datengenerierung und -darstellung abgelenkt zu werden (NCTM, 2000,
S. 254). Hinzu kommt, dass bei grofen Stichproben das Risiko falscher Schlussfolgerungen
reduziert wird, weil die Verteilung der Stichprobe nédher an der eigentlichen Verteilung der
Gesamtpopulation liegt (NCTM, 2000, S. 254). Das NCTM weist jedoch darauf hin, dass auch
tatsdchliche Zufallsexperimente durchgefiihrt werden sollen, wobei die Ergebnisse aller
Lernenden einer Klasse als ein Datensatz aufgefasst werden konnen, um den Aufwand zu
erleichtern (NCTM, 2000, S. 254). Den CCSSM zufolge sollten Simulationen bei mehrstufigen
Zufallsexperimenten angewendet werden, aber es wird nicht explizit verlangt, dass sie

ausschlieBlich dafiir verwendet werden (siehe Tabelle in Abbildung 18 (1) (1)) (CCSSM, S. 51).

Fehlvorstellungen

Im CCSSM-Dokument und im britischen Lehrplan fehlen direkte Beziige zu Fehlvorstellungen
(siche Tabelle in Abbildung 18). In PSSM-Dokument werden die Fehlvorstellungen zwar nicht
in jenen Abschnitte, die in Abbildung 18 beschrieben werden, erwéhnt, finden sich jedoch in
den detaillierteren Ausfiihrungen zur Stochastik fiir die sechste bis achte Schulstufe: ,,To
correct misconceptions, it is useful for students to make predictions and then compare the
predictions with actual outcomes* (NCTM, 2000, S. 254), zu welchem Zweck die
Durchfithrung von Computersimulationen und tatsdchlichen Zufallsexperimenten durch die

Schiilerinnen und Schiiler empfohlen wird. Diese Absicht des NCTM, den Fehlvorstellungen
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der Lernenden durch eine Gegeniiberstellung Laplace‘scher und empirischer
Wahrscheinlichkeiten (siche Abbildung 18 (2) (b)) zu begegnen, ist in Ubereinstimmung mit
den bereits geschilderten fachdidaktischen Empfehlungen und den Forschungsergebnissen zur
Uberlegenheit handlungsorientierten, experimentellen Arbeitens (siche Abschnitte 6, 4.2.3 und
5.2.2) (AK-Stochastik GDM, 2003; Kipman, 2014; Shaughnessy, 1977). Da ein solcher
Vergleich auch nach den CCSSM vorgesehen ist (siche diesen Abschnitt weiter oben), sind
auch in diesem Konzept Malnahmen, die teils zur Bewailtigung von Urteilsheuristiken
beitragen, vorgesehen, auch wenn diese nicht explizit als solche genannt werden (siche
Abbildung 18 (1) (¢)). Auch diese indirekte Vorgehensweise, die Schiilerinnen und Schiilern
beim Umgang mit Fehlvorstellungen helfen kann, fehlt im britischen Lehrplan, weil dieser den
Vergleich theoretischer und experimenteller Wahrscheinlichkeiten in der Sekundarstufe I nicht
explizit verlangt (siche Abbildung 18 (3)), sondern erst in der Sekundarstufe II dazu kommt
(sieche Abschnitt 7.1.5). Dafiir gibt es eigentlich von den mathematischen Voraussetzungen her
keinen Grund und zumindest in manchen Schulbiichern ist dieses Thema Stoff der

Sekundarstufe I, wie das Beispiel weiter unten zeigt.

Ein Beispiel, das das Aufgreifen von Fehlvorstellungen illustriert, findet sich im PSSM-
Dokument des NCTM: Die Schiilerinnen und Schiiler sollen zu Beginn die
Wabhrscheinlichkeiten verschiedener Versuchsausginge beim 60-maligen Werfen zweier
Miinzen vorhersagen (NCTM, 2000, S. 254). Dabei kann es Lernende geben, die félschlich
annehmen werden, dass es drei gleichwahrscheinliche Versuchsausgédnge geben wird: zweimal
Kopf, zweimal Zahl oder je eines von beiden (ohne Riicksicht auf die Reihenfolge) (NCTM,
2000, S. 254). Bei einer tatsdchlichen Durchfiihrung des Zufallsexperiments (also nicht als
Simulation) in Gruppen, konnten diese ihre Ergebnisse zum gemeinsamen Datensatz der
ganzen Klasse hinzufiigen und auf dieser Grundlage ein Balkendiagramm fiir die relativen
Haufigkeiten erstellen (NCTM, 2000, S. 254). Anhand dieses Balkendiagramms kann diskutiert
werden, ob die relativen Haufigkeiten mit den Vorhersagen iibereinstimmen (NCTM, 2000, S.
254). Die Diskrepanzen konnen die Schiilerinnen und Schiiler dann dazu veranlassen, nach
Alternativlosungen zu suchen, was von der Lehrperson genutzt werden kann, um geordnete
Listen, Baumdiagramme und Flachendiagramme als Hilfestellung einzufiihren (NCTM, 2000,
S. 255).

Es gibt bei diesem Unterrichtsbeispiel mehrere Elemente, die fachdidaktisch sinnvoll sind: Es

wird Bezug genommen auf Fehlvorstellungen bzgl. der vollstindigen Erarbeitung des

Ereignisraums und zwar mit den Mitteln experimentellen Arbeitens, die das Problem besonders

greifbar fiir die Lernenden machen und das Potential besitzen, Neugierde zu wecken, und es
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werden anhand des Balkendiagramms und seiner Interpretation hinsichtlich der
Wahrscheinlichkeiten Verkniipfungen mit der beschreibenden Statistik hergestellt. Auerdem
wird versucht, mit den Erlduterungen zu den Darstellungsformen mehrstufiger Zufallsversuche
Fragen zu beantworten, die die Schiilerinnen und Schiiler selbst stellen. Dies ist im
Mathematikunterricht nicht immer mdglich: meist sollen die Lernenden nach Ldsungen zu

Problemen suchen, die von auBBen an sie herangetragen werden.

Ein dazu é&hnliches Beispiel aus der Elmwood-Schulbuch-Reihe aus England lautet
folgendermalen: ,,Carry out experiments to work out the experimental probability (relative
frequency) of some of the following events. Use a tally chart to record your results. [...] Toss
two coins. What is the chance of tossing two tails? Perform 100 trials.* (Rayner & White, 2019,
S. 199). Es ist interessant, wie stark kleine Unterschiede in der Formulierung der Fragestellung
hier eine ganz andere Richtung vorgeben als im vorhergehenden Beispiel des NCTM. Dies zeigt
aber auch, dass es Beispiele gibt, fiir die kleine Umformulierungen reichen wiirden, um

Fehlvorstellungen hervortreten zu lassen.

In Abschnitt ,,Ereignisraum bei mehrstufigen Zufallsexperimenten® findet sich ein weiteres
Beispiel dafiir, wie mit Fehlvorstellungen zu mehrstufigen Zufallsversuchen umgegangen

werden kann (Papierflieger) (NCTM, 2000, S. 255).

Begriffe und ihre Verwendung

Bei der Frage, welche Begriffe wie im Stochastikunterricht der Sekundarstufe I verwendet
werden, kann man zwischen Alltagsbegriffen, die in der Mathematik mehr oder weniger von
der alltdglichen Bedeutungen abweichende Definitionen haben, und Fachbegriffen, die in dieser
Form gar nicht im tiglichen Leben vorkommen, unterscheiden. Zur ersten Kategorie kann man
z. B. die Ausdriicke gerecht (,fair*), wahrscheinlich (,likely*), zufdllig (,,by chance®,
,random*) und Chance bzw. Zufall (,,chance®). Eher zu den mathematischen Fachbegriffen
zdhlen die Begriffe Wahrscheinlichkeit (,,likelihood®, ,probability), sicheres bzw.
unmdogliches Ereignis (,,certain/impossible event®), Gegenereignis (,,complementary event®),
gleichwahrscheinliche Ereignisse (,,equally likely events), sich gegenseitig ausschlieende
Ereignisse (,,mutually exclusive events®), Ereignisraum (,,sample space*) und Ergebnis eines
mehrstufiges Zufallsversuchs (,,compound/combined event®). Allerdings ist die genaue
Unterscheidung fiir das Thema dieser Arbeit nicht so wesentlich wie der Zeitpunkt und die Art
und Weise der Einfithrung dieser Begriffe. Die Konzepte mehrstufiger Zufallsversuche und des

dazugehorigen Ereignisraums sowie das damit zusammenhingende Auftreten von Begriffen
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aus der Mengenlehre werden im  Abschnitt , Ereignisraum bei mehrstufigen

Zufallsexperimenten® néher ausgefiihrt und daher an dieser Stelle nicht mehr erdrtert.

In den USA werden Begriffe wie ,,(un)likely* oder ,,more/less likely* fiir das deutsche Wort
,wahrscheinlich® verwendet, allerdings werden ,,more/less likely* im Standardmodell des
NCTM schon sehr friih, ungefdhr zu Beginn der Primarstufe, gebraucht, um im Sinne eines
nicht-formalen Umgangs die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen zu umschreiben (NCTM,
2000, S. 114). Es soll also z. B. gefragt werden: “Is it likely to snow tomorrow?”” (NCTM, 2000,
S. 114). Die CCSSM definieren diese Begriffe in der Sekundarstufe I und zwar
folgendermallen: ,,a probability near 0 indicates an unlikely event, one near 1 indicates a likely
event™ (CCSSI, 2010a, S. 50) (siche Abbildung 18 (1) (a)). Im britischen Lehrplan kommen
diese Begriffe nicht vor (DfE, 2013c, S. 9). Da es sich bei den Ausdriicken um qualitative
Abstufungen der Wahrscheinlichkeit handelt, wird ihr Potential kaum ausgeschopft, wenn diese
ungefdhr zur gleichen Zeit definiert werden, in der auch der quantitative
Wahrscheinlichkeitsbegriff eingefiihrt wird. Dem Spiralprinzip zufolge sollte ein Ubergang von
der intuitiven, informellen Ebene in der Primarstufe hin zu zunehmender Quantifizierung und
Formalisierung in der Sekundarstufe stattfinden (sieche Abschnitt 2.2). Dem entspricht das
Vorgehen des NCTM am ehesten. Eine weitere Uberlegung, die hier eine Rolle spielen diirfte,
besteht darin, dass ,,likely* im Englischen leichter fiir die Kinder verstdndlich sein diirfte als

,»probably*.

In der Sekundarstufe I wird in beiden Léndern der Wahrscheinlichkeitsbegriff (,,probability*)
verwendet, allerdings ist vom NCTM eine Einfiihrung als ,,probability as a measurement of the
likelihood of events that can be represented by a number from 0 to 1 (NCTM, 2000, S. 181,
176) in der dritten bis flinften Schulstufe (also eher in der Primarstufe) vorgesehen. Gleichzeitig
werden auch den Wahrscheinlichkeiten des unmoglichen bzw. sicheren Ereignisses, die in den
Schuljahren davor bereits informell verwendet werden sollen, die Werte Null bzw. Eins
zugeordnet und Wahrscheinlichkeiten fiir Ereignisse, die dazwischen liegen, werden mittels
bekannter Bruchzahlen wie z. B. 42 abgeschitzt (NCTM, 2000, S. 181, 176). Die Ausdriicke
des sicheren bzw. unmdglichen Ereignisses werden in den CCSSM und im britischen Lehrplan
nicht verwendet (CCSSI, 2010a; DfE, 2013c). Die CCSSM definieren den
Wahrscheinlichkeitsbegriff folgendermafBien: ,,Understand that the probability of a chance event
is a number between 0 and 1 that expresses the likelihood of the event occurring® (CCSSI,
2010a, S. 50). Im britischen Lehrplan wird der Wahrscheinlichkeitsbegriff nicht explizit
definiert, aber in den Schulbiichern der Elmwood-Reihe wird er z. B. auf folgende Art

beschrieben: ,,The probability of an event is a measure of the chance of it happening. Probability
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is measured on a scale from 0 to 1 (White, 2015, S. 247). Danach wird dies entsprechend der

Formel in Abbildung 19 noch ergénzt (White, 2015, S. 249).

the number of ways the event can happen

Expected probability =

the number of possible outcomes

Abbildung 19: Wahrscheinlichkeitsdefinition eines britischen Schulbuchs (in Anlehnung an Rayner & White, 2008, S. 181)

Alle obigen Definitionen der Wahrscheinlichkeit legen ihren Wert im Bereich von Null bis Eins
fest. Offensichtlich muss im Konzept des NCTM die Wahrscheinlichkeit frither definiert
werden, weil auch schon frither damit gearbeitet wird (NCTM, 2000, S. 176, 181). Die CCSSM
gebrauchen den Begriff ,,chance event” in ihrer Formulierung, aber vermutlich wird es fiir die
meisten Schiilerinnen und Schiiler auch ohne weitere Erklarung des Begriffs kein Problem

darstellen, zu verstehen, dass es sich um ein zufilliges Ereignis handelt.

Der dem Wahrscheinlichkeitsbegriff zugrunde liegende Zufallsprozess wird kaum nédher unter
die Lupe genommen, es wird allerdings, den Schulbiichern zufolge, meist an einigen wenigen
Aufgaben untersucht, ob Vorginge fair sind. Allein im britischen Lehrplan werden die
Elemente der Zufilligkeit (,,randomness*) und ,,fairness explizit thematisiert, die im Rahmen
von Zufallsexperimenten und ihrer Auswertung Beachtung finden sollen (DfE, 2013c, S. 9).
Die Frage danach, ob bzw. wann z. B. ein Wiirfel fair oder unfair ist, kann schon anhand einer
recht simplen Reihe von Zufallsversuchen diskutiert und beantwortet werden. Dieser
Zusammenhang zwischen Zufilligkeit und Fairness wird im Nuffield-Bericht als eines der
wesentlichen Konzepte genannt, das den Lernenden dabei helfen soll, eine Vorstellung vom
Zufall zu bekommen, und das Kinder im Alter von zehn Jahren normalerweise entwickelt haben
(Pratt & Noss, 2002: Paparistodemou et al., 2008; Watson et al., zitiert nach Bryant & Nunes,
2012a, S. 5). Das Aufrollen dieser Thematik ist daher an dieser Stelle des Curriculums, also fiir
Kinder von elf bis 14 Jahren, moglich, konnte aber auch etwas frither in der fiinften oder
sechsten Schulstufe stattfinden, denn der Laplace’sche Wahrscheinlichkeitsbegriff ist nicht
unbedingt Voraussetzung dafiir. Man kdnnte auch anhand absoluter Haufigkeiten abschétzen,
ob die verschiedenen Versuchsausgéinge in etwa gleich hiufig sind. Obwohl die CCSSM und
die Standards des NCTM den weiter oben beschriebenen Aspekt der ,,fairness* nicht
ausdriicklich thematisieren, sind im interaktiven Schulbuch Flexbooks, dass auf der Grundlage
der CCSSM basiert, im Abschnitt ,,7.3 Discerning Between Equally Likely and Non-Equally

Likely Outcomes‘ Beispiele zu fairen Vorgédngen zu finden (CK-12 Foundation, o. J.).

Die Fachbegriffe des Gegenereignisses und einander ausschlieBenden Ereignisse kommen

Standardmodell des NCTM in der sechsten bis achten Schulstufe hinzu (NCTM, 2000, S. 253—
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255). Die beiden zuletzt genannten Ausdriicke konnten nach dem NCTM anhand von folgender

Aufgabe erldutert werden:

Suppose you have a box containing 100 slips of paper numbered from 1 through 100. If you
select one slip of paper at random, what is the probability that the number is a multiple of 5?

A multiple of 8? Is not a multiple of 5? Is a multiple of both 5 and 87 (NCTM, 2000, S. 254)

Nachdem sie die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet haben, dass die gezogene Nummer ein
Vielfaches von fiinf'ist, sollte, dem NCTM zufolge, mit den Schiilerinnen und Schiilern dariiber
gesprochen werden, dass das Ziehen einer Zahl, die kein Vielfaches von fiinf ist, das
Gegenereignis dazu darstellt (NCTM, 2000, S. 254). AuBlerdem kann anhand dieses Beispiels
thematisiert werden, dass die Ziehung eines Vielfachen von acht und jene eines Vielfachen von
fiinf keine einander ausschlieBenden Ereignisse sind, weil 40 sowohl ein Vielfaches von fiinf
als auch von acht ist (NCTM, 2000, S. 254). Der Begriff einander ausschlieBender Ereignisse
(,,mutually exclusive events*) wird dann verwendet, um zwei Ereignisse in Relation zueinander
zu setzen, die nicht gleichzeitig auftreten konnen (dabei kann es insgesamt auch mehr als zwei
Versuchsausginge geben und ihre Wahrscheinlichkeiten miissen sich nicht zu Eins addieren).
Das Gegenereignis (,,complementary event) wird verwendet, wenn zwei einander
ausschlieBende Ereignisse vorliegen, die auBerdem zusammen den gesamten Ereignisraum
ausmachen, und deren Wahrscheinlichkeiten sich daher zu Eins addieren. Im britischen
Lehrplan kommen einander ausschlieBende Ereignisse vor (DfE, 2013c, S. 9). Das
Gegenereignis wird zwar nicht erwéhnt, wohl aber, dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten
aller moglichen Versuchsausginge gleich Eins ist (DfE, 2013c, S. 9). Die letzte Aussage ist flir
einander ausschlieBende Ereignisse und bei zwei mdglichen Versuchsausgidngen dquivalent zur
Beziehung von Gegenereignissen. Die Begriffe des Gegenereignisses und der einander
ausschlieBenden Ereignisse werden in den CCSSM nicht explizit angefiihrt, obwohl sie als
Bedingungen fiir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei mehrstufigen

Zufallsexperimenten durchaus eine wichtige Rolle spielen (CCSSI, 2010a, 50-51).

Insgesamt betrachtet féllt auf, dass im Modell der Common Core-Standards — verglichen mit
dem des NCTM - innerhalb der Sekundarstufe I in etwa gleich viele neue Begriffe
hinzukommen, wie beim Konzept des NCTM iiber die Primarstufe und erste Sekundarstufe
hindurch aufgebaut werden (auch wenn etwas unterschiedliche Schwerpunkte gesetzt werden).
Noch dazu sind bei den CCSSM alle fiir die Sekundarstufe 1 vorgesehenen Themen aus der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung ausschlief8lich in der siebten Schulstufe durchzunehmen (CCSSI,

2010a, S. 50-51). Trotzdem werden insgesamt im Grunde gleichwertige Stoffinhalte
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abgedeckt. Einerseits aufgrund des Spiralprinzips, andererseits um eine mogliche
Uberforderung der Schiilerinnen und Schiiler zu verhindern, wire eine Aufteilung der
Stoffinhalte auf mehrere Schulstufen, wie sie vom NCTM umgesetzt wurde, fachdidaktisch
effektiver. Der britische Lehrplan teilt zwar die zu den bisher diskutierten amerikanischen
Standards vergleichbaren Inhalte in der Sekundarstufe I auf drei Schulstufen auf, siecht aber
eigentlich fiir ca. die Hilfte der Schulzeit auch keine Wahrscheinlichkeitsrechnung vor. Das
Problem der Mengenlehre, die im britischen Lehrplan bei der Einfiihrung der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung zum ersten Mal auftaucht, wird im néchsten Abschnitt

thematisiert.

Ereignisraum bei mehrstufigen Zufallsexperimenten

Das vollstindige Identifizieren all jener Versuchsausgénge, die den Ereignisraum bilden, ist ein
wichtiger Schritt zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten, bereitet jedoch vielen
Schiilerinnen und Schiilern Schwierigkeiten (Bryant & Nunes, 2012a, S. 5-6). Vor allem bei
mehrstufigen Zufallsexperimenten wird der Ereignisraum komplexer, was dazu veranlasst,
systematische Vorgehensweisen und graphische Hilfsmittel im Unterricht zu verwenden, die

das vollstdndige ErschlieBen des Ereignisraums erleichtern sollen.

Sowohl die CCSSM als auch die Standards des NCTM sehen zu diesem Zweck geordnete
Listen und Baumdiagramme vor, wihrend im britischen Lehrplan und in den Common Core-
Standards auch Tabellen verwendet werden (CCSSI, 2010a, S. 51; NCTM, 2000, S. 255; DfE,
2013c, S. 9). Im britischen Lehrplan fallt auf, dass die Baumdiagrammen in der Sekundarstufe
I fehlen (in der Sekundarstufe II sind sie dann vorgesehen), dafiir aber Venn-Diagramme
verwendet werden (DfE, 2013c, S. 9). Auflerdem sollen auch Schnitt- und Vereinigungsmengen
an dieser Stelle im Lehrplan durchgenommen werden (siehe Tabelle in Abbildung 18 (3) (¢))
(DfE, 2013c, S. 9). Es handelt sich dabei um Inhalte, die im britischen Lehrplan an dieser Stelle
zum ersten Mal vorkommen (DfE, 2013c). Aufgrund des relativ hohen Abstraktionsgrades ist
die Mengenlehre fiir viele Schiilerinnen und Schiiler an sich kein einfaches Thema. Dieses dann
auch noch mitten im Kapitel zur Wahrscheinlichkeitsrechnung, fiir die zahlreiche
Fehlvorstellungen auftreten und ebenfalls ein v6llig neues Thema darstellt, einzubauen scheint
fachdidaktisch ~ wenig  sinnvoll und  kénnte das  Verstindnis  fir  die
Wabhrscheinlichkeitsrechnung stark einschrianken. Der Arbeitskreis zur Stochastik der GDM
spricht sich dagegen aus, in der Stochastik ,,Wissen auf Vorrat* (AK-Stochastik GDM, 2003,
S. 22) zu lehren und in den beiden amerikanischen Bildungsstandardmodellen kommen die

Venn-Diagramme nicht vor, denn der Ereignisraum der mehrstufigen Zufallsversuche wird hier
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hauptsichlich anhand von Baumdiagrammen und geordneten Tabellen erschlossen. Der Vorteil
von Baumdiagrammen besteht darin, dass sie mehrstufige Zufallsversuche gut
veranschaulichen, ohne einen derart breiten theoretischen Rahmen aus der Mengenlehre
erforderlich zu machen, und recht intuitiv sind (die Zweig-Notation ist relativ leicht zu
verstehen im Vergleich zu den Konzepten der Schnitt- bzw. Vereinigungsmenge). In den
Schulbiichern aus der Elmwood-Serie werden mathematische Fachbegriffe wie ,,einander
ausschlieBende Ereignisse®, ,,Gegenereignis® usw. sogar vollig ohne Mengenlehre erldutert
(White, 2015, S. 249, 252) und danach wird die Mengenlehre ohne Bezug auf diese Konzepte
(weder im Theorieteil noch in den Angabetexten der Aufgaben) fiir (einstufige)

Wabhrscheinlichkeitsberechnungen verwendet (White, 2015, S. 254-258).

The Venn diagram shows £
& = {people staying at a country hotel}
G = {people who play golf}

S = {people who use the spa}

A = {people who have afternoon tea}

Abbildung 20: Venn-Diagramm zu Freizeitaktivititen (in Anlehnung an White, 2015, S. 257)

In Abbildung 20 ist eine solche Aufgabe dargestellt: Darunter sind z. B. folgende, typischen
Fragen zu finden: ,,If one person is chosen at random then find (a) p (golf) (b) p (golf and
afternoon tea) (c) p (spa but no golf) (d) p (no afternoon tea)“ (White, 2015, S. 257). Die
Mengenoperationen, auf die sich die hier in Klammern stehenden Ereignisse beziehen, wurden
grof3teils in vorhergehenden Abschnitten dieses Schulbuchs ohne Elemente der Mengenlehre

definiert (White, 2015, S. 249, 252).

Die Mengenlehre konnte fiir das Verstindnis mehrstufiger Zufallsversuche und ihrer
Ereignisrdume hilfreich sein, aber sie ist (auf dem niedrigen Schwierigkeitsgrad der
Sekundarstufe I) einerseits nicht zwingend notwendig und andererseits wére es besser, wenn
sie getrennt von der Wahrscheinlichkeitsrechnung erarbeitet wird. Unabhingige und abhédngige
Ereignisse konnen anhand des Ziehens mit bzw. ohne Zuriicklegen modelliert werden und
Symbole aus der Mengenlehre kdnnen auch mit ,,und* bzw. ,,oder ausgeschrieben werden. In
der Aufgabe zur Teilbarkeit vom NCTM, die im vorhergehenden Abschnitt geschildert wurde,

ist auch erkennbar, wie Konzepte wie Gegenereignis und einander ausschlieende Ereignisse,
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fiir deren Erlduterung auch die Mengenlehre herangezogen werden konnte, anhand einfacher

Beispiele verstindlich gemacht werden kénnen (NCTM, 2000, S. 254).

In der folgenden Aufgabe, die sich im PSSM-Dokument des NCTM findet, wird gezeigt, wie

auf anschauliche Weise mit zweistufigen Zufallsexperimenten umgegangen werden kann:

Fiir einen Papierflieger, der mit einer Heftklammer versehen wurde, und fiir den die relative
Haufigkeiten verschiedener Flugweiten in einem Histogramm (siche Abbildung 21) dargestellt
wurden, soll die Wahrscheinlichkeit berechnet werden, dass genau einer der beiden néchsten
Fliige ein Misserfolg und der andere ein Erfolg sein wird (NCTM, 2000, S. 255). Der Erfolg
wird dabei als Flugweite von min. 21 Full und der Misserfolg als das Gegenereignis dazu

definiert (NCTM, 2000, S. 255).

In zwei vorhergehenden Abschnitten der PSSM (NCTM, 2000, S. 249-251) wird ein Versuch
mit Papierfliegern (einer wurde mit einer, der andere mit zwei Heftklammern versehen)
geschildert, der als Unterrichtsvorschlag zur beschreibenden Statistik fiir die sechste bis achte
Schulstufe prisentiert wird. Die Ergebnisse des Versuchs mit einer Heftklammer (siche
Abbildung 22) sollen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung analysiert und im Sinne der obigen
Fragestellung weiterverarbeitet werden (NCTM, 2000, S. 255). Aus dem Histogramm kdnnen
die Lernenden erkennen, dass sich die Wahrscheinlichkeit fiir einen Misserfolg zu ca. 45% und

die fiir einen Erfolg zu ca. 55% ergibt (siche Abbildung 22) (NCTM, 2000, S. 255).

Relative Frequency 50% -
0.45
0.4
40%
0.35
03 L 3o0%
(=
*
L
0.25
2
B o20%
0.2 E
0.15
10%
0.1
0.05
Diktance 15 18 21 24 27 30 33
inFeet . .
—0 Distance Traveled in Feet

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

Abbildung 21: relative Haufigkeiten der Flugweiten beim Papierflieger mit Abbildung 22: relative Hiufigkeiten der Flugweiten
einer Heftklammer (eigene Darstellung, mit GeoGebra erstellt) beim Papierflieger mit einer Heftklammer (NCTM,
2000, S. 250)
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Mit Hilfe dieser Wahrscheinlichkeiten und einer Methode zur systematischen ErschlieBung des
Ereignisraums, wie z. B. dem Baumdiagramm in Abbildung 21, kdnnten manche Lernende zu
dem darin dargestellten Ergebnis gelangen (NCTM, 2000, S. 255). Es konnte aber auch sein,
dass manche Schiilerinnen und Schiiller — aufgrund einer Fehlvorstellung bzgl. des
Ereignisraums — die zwei der Reihenfolge nach unterschiedlichen Moglichkeiten fiir das
Ereignis, dass es genau einen Erfolg und einen Misserfolg gibt, noch nicht voneinander
unterscheiden konnen. Die fachdidaktischen Vorteile, die sich aus dieser Aufgabe ergeben,
bestehen also nicht nur in der Verbindung zur beschreibenden Statistik und Datenanalyse,
sondern auch darin, dass Fehlvorstellungen bzgl. des Ereignisraums adressiert werden (NCTM,
2000, S. 255). Allerdings ist es problematisch, dass sich im Histogramm in Abbildung 22 die
Aufteilung auf die 20 Flugversuche (siche Abbildung 23) nicht ganzzahlig ausgeht: Wenn man
annimmt, dass 100 % auf 20 Flugversuche aufgeteilt werden (vgl. mit dem Baumdiagramm in
Abbildung 23), so miisste ein einzelner Flugversuch 5 % ausmachen; damit scheinen im
Histogramm aus Abbildung 22 beim dritten und beim vierten Balken ungefdhr halbe
Flugversuche auf, was nicht sinnvoll ist. Abbildung 21 soll zeigen, wie ein zum Baumdiagramm
aus Abbildung 23 passendes Histogramm stattdessen aussehen konnte, wobei fiir den dritten
Balken von links ein Flugversuch (5 %) und fiir den vierten fiinf Flugversuche (25 %)

angenommen wurden (Konstruktionsprotokoll siche Anhang).

First throw Second throw

an 2t e

8. 11 _9

20 20 400
a9 99 198
= 4 2= - 25 _ 485
400 T 400 ~ 400

m .9 _ 9

2020 400

Abbildung 23: Baumdiagramm fiir das Beispiel zum Papierflieger (NCTM, 2000, S. 255)

Anwendungsbezug

Nicht nur die Stochastik als Wissenschaft, sondern auch ihr historischer Werdegang werden
wesentlich von ihren Anwendungen geprégt. In diesem Sinne und aufgrund der in den

Abschnitten 4 bis 6 erorterten Argumente ist auch fiir den Stochastikunterricht die Ndhe zu den
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Anwendungen und experimentelles Arbeiten, insbesondere im Hinblick auf Fehlvorstellungen
zur Stochastik, zu empfehlen. In diesem Abschnitt wurde ein Blick in unterschiedliche
Schulbiicher aus den USA und aus England geworfen, um zu vergleichen, wie der Bezug zu
den Anwendungen hergestellt und experimentelles Arbeiten umgesetzt wird. Im Lehrplan bzw.
in den Bildungsstandards finden sich vor allem jene Hinweise zu dieser Fragestellung, die im
Abschnitt ,,Vergleich theoretischer und experimenteller Wahrscheinlichkeiten* in Bezug auf
die Rolle von Zufallsversuchen bereits diskutiert wurden (sieche auch Abbildung 18 (1) (b) (c)
(e) () (1), (2) (b) (c) (d), (3) (a)) (siche Abschnitt 7.1.4).

In den britischen Schulbiichern der Elmwood-Reihe finden sich hauptsidchlich Aufgaben, die
zwar einen Sachkontext schaffen, aber in denen der Alltagsbezug nicht ernsthaft durchdacht
wird, und letztlich nicht die reale Situation im Mittelpunkt zu stehen scheint, sondern vielmehr

das Einiliben des mathematischen Kalkiils. Ein Beispiel dafiir ist folgende Aufgabe:

,»A pencil case contains pencils oft the following colours:- 6 red, 3 black, 1 green and 1 blue. A
pencil is selected without looking. Find the probability that the pencil is:
(a) red (b) black (c) green” (Rayner & White, 2008, S. 183).

Man kann sich bei dieser Angabe fragen, was drei schwarze und erst recht sechs rote Stifte
iiberhaupt bringen sollen, und man sollte sich vonseiten der Schiilerinnen und Schiiler auf die
Frage gefasst machen, was einem im Alltag die Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit
iiberhaupt bringen wiirde. Wieso wiirde jemand blind in ein Federpenal greifen, wenn er
eigentlich eine bestimmte Farbe haben will? Wiirde jemand im wirklichen Leben bei einer
solchen blinden Ziehung tatséchlich Wahrscheinlichkeiten ausrechnen? Man kann etliche
dhnliche Beispiele fiir solche eingekleideten Aufgaben finden: Es sollen ein Fisch aus einem
Teich (in dem sich auch ein paar Piranhas befinden) oder eine Wascheklammer bestimmter
Farbe blind gezogen werden, usw. (Rayner & White, 2008). Es besteht dabei die Gefahr, dass
Schiilerinnen und Schiiler Mathematik als unrealistisch erleben und daraus schlielen, dass es

nicht viel bringt sich damit zu beschéftigen.

Der Arbeitskreis fiir Stochastik empfiehlt, wie in Abschnitt 6 erwihnt, anwendungsorientierte
Aufgaben aus der Lebenswelt der Schiilerinnen und Schiiler in den Unterricht einzubinden
(AK-Stochastik GDM, 2003, S. 22). Einerseits sind jene Beispiele, bei denen es ums Wiirfeln,
Ziehen von Karten, Drehen von Gliicksrddern und &hnlichen Problemstellungen aus dem
Gliickspielbereich geht, auf den ersten Blick Teil des Erfahrungsbereiches vieler Schiilerinnen
und Schiiler, andererseits haben sie oft durch die Ausrichtung auf das Einiiben mathematischer

Kalkiile auch an Anwendungsbezug verloren. Die Lernenden selbst zu fragen, die sie im Alltag
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interessieren, Daten sammeln zu lassen, mit denen dann 1im Sinne der
Wahrscheinlichkeitsrechnung im Unterricht gearbeitet werden kann, wird auch vom

Arbeitskreis fiir Stochastik empfohlen (AK-Stochastik GDM, 2003, S. 22).

Auf der Homepage des NCTM finden sich in der Zeitschrift ,,Mathematics Teacher: Learning
and Teaching PK-12 MTLT* einige anwendungsorientierte Unterrichtsvorschldge, wie der

folgende zum Thema Sichelzellenandmie fiir die sechste Schulstufe:

Sickle cell disease is a very common disease throughout the world. [...] Using Punnett
squares, activities guide students' evaluation of inheritance using theoretical probability.
Then, students perform trials using tools to compare theoretical and experimental

probabilities. (Bloom et al., 2020)

Unter einem ,,Punnett square® ist eine Tabelle gemeint, in die die Allele des Vaters (in diesem
Fall ist dieser erkrankt und weist daher ein krankes Allel auf) und die der (gesunden) Mutter
sowie alle moglichen Kombinationen eingetragen werden, um die theoretischen
Wabhrscheinlichkeiten zu bestimmen, dass das Kind an Sichelzellenanédmie erkrankt (Bloom et
al., 2020, S. 152—153). In diesem Fall ist der der Erkenntnisgewinn aus dem ,,Punnett square*
nicht besonders hoch, da sich zwei gesunde Genotypen AA und zwei Genotypen AS mit je
einem kranken Allel ergeben, was auch ohne die Tabelle leicht nachvollziehbar wére. Danach
werden die experimentellen Wahrscheinlichkeiten zu demselben Problem bestimmt, indem die
Kinder zunéchst je 20 Ziehungen aus zwei Sdckchen (eine Ziehung fiir das Allel von der Mutter
und die andere fiir das vom Vater) vornehmen (Bloom et al., 2020, S. 154). Es folgt eine
Diskussion dariiber, ob die Ergebnisse iibereinstimmen (dies ist nicht der Fall) und wie die
Diskrepanzen zu erklédren sind, worauf hin weitere Ziehungen folgen und die Daten der ganzen
Klasse letztlich gemeinsam ausgewertet werden (Bloom et al., 2020, S. 154-155). Diese
Unterrichtseinheit verbindet den Anwendungsbezug zur Biologie und Genetik (Bloom et al.,
2020, S. 154) mit dem Vergleich des experimentellen und theoretischen
Wahrscheinlichkeitsbegriffs und der Datenanalyse. Auflerdem haben die Schiilerinnen und
Schiiler vielfdltige Gelegenheiten untereinander und in der Klassendiskussion, ihre
Standpunkte mathematisch zu begriinden und zu den Uberlegungen ihrer Mitlernenden Stellung
zu nehmen. Solche Unterrichtsstunden nehmen mehr Zeit in Anspruch als die Bearbeitung der
weiter oben beschriebenen eingekleideten Aufgaben, aber sie besitzen das Potential, Interesse
zu wecken und mathematische Gespriche zu provozieren, die die Einsicht der Schiilerinnen

und Schiiler steigern konnen.
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7.1.5 Sekundarstufe 11

Es ist zwar nicht der Schwerpunkt dieser Arbeit, aber im Sinne einer abgerundeten
Gesamtdarstellung des wahrscheinlichkeitstheoretischen Unterrichts wird im Folgenden ein
kurzer vergleichender Uberblick dazu gegeben, welche mathematischen Begriffe und
Methoden nach der Sekundarstufe I in den Standarddokumenten bzw. im Lehrplan der beiden

Léander vorkommen.

In der Sekundarstufe II haben sowohl das amerikanische als auch das britische Konzept
gemeinsam, dass nicht nur Wahrscheinlichkeiten unabhédngiger Ereignisse bei mehrstufigen
Zufallsexperimenten, sondern auch die bedingten Wahrscheinlichkeiten dazukommen (CCSSI,
2010a; DfE, 2014b; NCTM, 2000). In den USA sind auBerdem Berechnungen zu
Zufallsvariablen, Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Erwartungswerten in unterschiedlichen

AusmaBen vorgesehen (CCSSI, 2010a; DfE, 2014b; NCTM, 2000).

Sowohl die US-Standards als auch der britische Lehrplan sehen in den neunten bis zwolften
bzw. zehnten bis elften Schulstufen eine Ausdifferenzierung der Berechnungen bei
mehrstufigen Zufallsexperimenten durch die Abgrenzung unabhingiger Ereignisse von
abhingigen Ereignissen, wobei fiir letztere die Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten
ndtig wird (CCSSI, 2010a, S. 82; DfE, 2014b, S. 45; NCTM, 2000, S. 331). Dies impliziert
normalerweise die Verwendung der Additions- bzw. Multiplikationsregel in verallgemeinerter
Form, obwohl diese nur in den CCSSM explizit genannt werden (die verallgemeinerte
Multiplikationsregel wird dabei zum Erweiterungsbereich gezihlt) (CCSSI, 2010a, S. 82).
AuBerdem werden auch die Methoden zur Bestimmung des Ereignisraums bei mehrstufigen
Zufallsversuchen erweitert: Im britischen Lehrplan tauchen nun erstmals Baumdiagramme auf
(DfE, 2014b, S. 45), die in den US-Bildungsstandards schon ab der Sekundarstufe I vorgesehen
sind (CCSSI, 2010a, S. 51, NCTM, 2000, S. 255), auBerdem werden in den CCSSM und im
britischen Lehrplan auch Kontingenztabellen eingefiihrt (allerdings im UK nur fiir den
Erweiterungsbereich) (CCSSI, 2010a, S. 82, DfE, 2014b, S. 46). Als weitere Hilfestellung zur
ErschlieBung des Ereignisraums wird in den amerikanischen Bildungsstandards auch zum
ersten Mal explizit das Berechnen der Anzahl von Kombinationen bzw. Permutationen genannt
(in den CCSSM nur im Erweiterungsbereich) (NCTM, 2000, S. 331, CCSSI, 2010a, S. 82).
Begriffe aus der Mengenlehre kommen an dieser Stelle in den CCSSM, anders als im britischen
Lehrplan, der diese in der Sekundarstufe I einfiihrt, dazu (CCSSI, 2010a, S. 82, DfE, 2013c, S.
9).
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In den USA ist sowohl vom NCTM als auch in den CCSSM vorgesehen, dass auBBerdem
Zufallsvariablen definiert und ihre Erwartungswerte berechnet und interpretiert werden, als
auch die zugehdrigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen sowohl mit Hilfe berechneter
theoretischer als auch experimentell bestimmter empirischer Wahrscheinlichkeiten entwickelt
werden (CCSSI, 2010a, S. 82-83; NCTM, 2000, S. 324). Ob es sich dabei nur um diskrete oder
auch um stetige Zufallsvariablen bzw. Verteilungen handelt, geht aus dem CCSSM-Dokument
nicht hervor. Im Standardkonzept des NCTM sind jedoch sowohl einfache diskrete,
insbesondere die Binomialverteilung, als auch stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

vorgesehen (NCTM, 2000, S. 333).

Im britischen Lehrplan finden sich auer den Inhalten zu mehrstufigen Zufallsexperimenten

und bedingten Wahrscheinlichkeiten nur noch folgende Stoffinhalte:

o die Eigenschaft, dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten einer vollstindigen

Menge sich gegenseitig ausschlieBender Ereignisse Eins ergibt, anwenden;

e cin Wahrscheinlichkeitsmodell verwenden, um die Ergebnisse zukiinftiger
Experimente vorherzusagen; verstehen, dass unverzerrte empirische Stichproben
mit zunehmendem Stichprobenumfang zu theoretischen

Wahrscheinlichkeitsverteilungen hinstreben werden (DfE, 2014b, S. 45).

Beim zweiten Punkt handelt es sich um den in der Sekundarstufe I fehlenden Vergleich
theoretischer und experimenteller Wahrscheinlichkeiten, der die Lernenden hier wohl vor allem
zum Gesetz der groen Zahlen hinfithren soll. Der erste Punkt wird aufgrund der darin
erwihnten einander gegenseitig ausschlieBenden Ereignisse hauptsidchlich bei mehrstufigen
Zufallsexperimenten unabhingiger Ereignisse zur Anwendung kommen, die im letzten Absatz
genannt wurden. Weder Zufallsvariablen noch Erwartungswerte scheinen im britischen
Lehrplan vorgesehen zu sein und die im zweiten obigen Punkt erwéhnten theoretischen
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen werden nicht ndher erldutert. Ein Blick in die Lehrplédne fiir
die GCSE bzw. A-Levels =zeigt, dass in GroBbritannien tatsichlich fiir den
Pflichtschulabschluss im Sinne der GCSE die bisher beschriebenen Inhalte vorgesehen sind,
wihrend fiir die A-Levels diskrete sowie stetige Zufallsvariablen,
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen  (inklusive Binomial- und Normalverteilung) sowie

Hypothesentests vorgesehen sind (DfE, 2013a, 2016).

7.1.6 Fazit des Landervergleichs

In beiden Léndern ldsst sich ab der sechsten bzw. siebenten Schulstufe eine Quantifizierung des

Wahrscheinlichkeitsbegriffs feststellen. Allein im Entwurf des NCTM wird der Zufalls- und
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Wabhrscheinlichkeitsbegriff auf informeller Ebene bereits in der Primarstufe eingefiihrt.
Vonseiten der kognitiven Entwicklung der Kinder und der Fachdidaktik ist dieses Vorgehen,
wie in den Abschnitten 4.2, 2.2 und 6 anhand von Forschungsergebnissen gezeigt wurde, zu
empfehlen. Eine wesentliche positive Auswirkung dieser frithen Einfiithrung besteht darin, dass
etliche mathematische Fachbegriffe besser auf die Jahrgangsstufen aufgeteilt werden konnen.
Beim spéteren Erlernen der Laplace’schen Wahrscheinlichkeit miissen nicht alle Fachbegriffe
auf einmal eingefiihrt werden und das Thema ist im Grunde nicht vollig ungewohnt fiir die
Lernenden. Diesen Vorteil konnen die CCSSM und der britische Lehrplan nicht nutzen und
riskieren, vor allem durch die gleichzeitige Einfiihrung der Mengenlehre in GrofSbritannien, die
Uberforderung der Schiilerinnen und Schiiler bei einem komplexen Thema, bei dem die

Intuition oft fehlt oder irrefithrend ist.
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8 Einbettung in den Osterreichischen Lehrplan

In diesem Kapitel werden die in den vorhergehenden Kapiteln diskutierten wissenschaftlichen
Forschungsergebnisse sowie die Einsichten und Schlussfolgerungen aus dem Léndervergleich
genutzt, um ein Konzept fiir die Einbettung verschiedener Inhalte der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung in den Osterreichischen AHS-Lehrplan auszuarbeiten. Dabei liegt
der Schwerpunkt auf der Umsetzung der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Sekundarstufe I,
wobei fiir die Voraussetzungen auch die Primarstufe relevant ist und schlielich auch ein kurzer
Ausblick auf die Fortfiihrung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Konzepte bis hin zur
Reifepriifung erfolgen soll. Es wurden in diesem Kapitel auch fachdidaktische Quellen aus dem
deutschsprachigen Raum mit einbezogen, weil hier sprachspezifische Aspekte, vor allem was
die Verwendung von Fachbegriffen angeht, von Bedeutung sind, die nicht durch den

Liandervergleich abgedeckt werden konnen.

8.1 Voraussetzungen aus der Primarstufe

Nicht nur die Bildungsstandards in den USA, sondern auch die Empfehlungen des
Arbeitskreises  fiir  Stochastik der GDM und der deutsche Lehrplan sehen
wahrscheinlichkeitstheoretische Stoffinhalte ab der Primarstufe vor. Da es aufgrund ihrer
zunehmenden Bedeutung fiir die Allgemeinbildung in vielen Landern Bestrebungen gibt, die
Wabhrscheinlichkeitsrechnung frither, schon ab der Volksschule einzufiihren, ist es sinnvoll
anzunehmen, dass die zukiinftige Lehrplangestaltung auch in Osterreich in diese Richtung
verlaufen wird. Im Folgenden wird von der Annahme ausgegangen, dass in der Volksschule

erste, informelle Uberlegungen zur Wahrscheinlichkeitsrechnung stattfinden.

Entsprechend dem Konzept des NCTM konnte in der Primarstufe folgende Bildungsstandards
integriert werden (NCTM, 2000, S. 114, 176, 181) (Der Arbeitskreis der GDM empfiehlt ein
dazu sehr dhnliches Vorgehen fiir die Primarstufe (AK-Stochastik GDM, 2003, S. 22-23)):
Zunichst Fragen iliber die Wahrscheinlichkeit verschiedener konkreter Ereignisse aus der
Alltagswelt der Kinder qualitativ mit den Ausdriicken ,,passiert eher* bzw. ,,passiert eher nicht*
(als Pendant zum englischsprachigen ,,more/less likely*) beantwortet werden (NCTM, 2000, S.
114; AK-Stochastik GDM, 2003, S. 22-23). Diese Begriffe konnen durch, zundchst informelle,
Versuche mit Zahlenwiirfeln, Gliicksridern und Ahnlichem (und der Aufzeichnung von
Héaufigkeiten unterschiedlicher Ergebnisse) damit in Verbindung gebracht werden, wie oft bzw.
selten bestimmte Ergebnisse auftreten (NCTM, 2000, S. 114). Wenn man dies z. B. mittels

Aneinanderreihung von Steckwiirfeln auf enaktiver Ebene und spdter mit Strichlisten
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durchfiihrt, ist als Voraussetzung zu Beginn lediglich der 20er-Zahlenraum notwendig (Sill &
Kurtzmann, 2019). Der Schritt zur Definition des sicheren bzw. des unmdglichen Ereignisses
als immer bzw. niemals auftretendes Ereignis ist an dieser Stelle naheliegend (NCTM, 2000,
114, 181), allerdings wird vonseiten der Fachdidaktik im deutschsprachigen Raum die
Verwendung des Begriffs Ergebnis statt Ereignis empfohlen (Sill & Kurtzmann, 2019). Gegen
Ende der Primarstufe werden Ansétze der Quantifizierung, die z. B. mit Hilfe der Null-Eins-
Wahrscheinlichkeitsskala aus dem britischen Lehrplan zur Veranschaulichung unterstiitzt
werden konnen, gemacht (DfE, 2013c, S. 9). Die Begriffe ,,wahrscheinlich® bzw.
,sunwahrscheinlich® sowie ein erster Wahrscheinlichkeitsbegriff konnen indirekt anhand von
Beispielen eingefiihrt werden und dem sicheren bzw. unmdglichen Ergebnis konnen die

Wabhrscheinlichkeiten Eins bzw. Null zugeordnet werden (NCTM, 2000, 176, 181).

8.2 Einbettung in den AHS-Lehrplan der Sekundarstufe |

Als gemeinsamer Nenner aus dem Léndervergleich haben sich in den ersten beiden Jahrgéngen
der Sekundarstufe I die Einfiihrung der Laplace’schen Wahrscheinlichkeit im Zusammenspiel
mit der experimentellen Wahrscheinlichkeit und in den letzten beiden Jahrgingen das
Kennenlernen zwei- bis mehrstufiger Zufallsexperimente herauskristallisiert. Aufgrund des
Spiralprinzips sollten  idealerweise = in  jeder  Schulstufe  Lernziele  zur
Wabhrscheinlichkeitsrechnung zugeordnet werden, dies hat jedoch unter Beriicksichtigung der

mathematischen Kompetenzen aus vorhergehenden Jahrgéngen zu geschehen.

Die vollstindige Quantifizierung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist mit dem Vergleich
theoretischer und experimenteller Wahrscheinlichkeiten besonders effektiv, wie sowohl der
Landervergleich als auch Forschungsergebnisse und fachdidaktische Empfehlungen zeigen
(siehe Abschnitte 4.2.3, 5.2.2 und 6), und soll auf diese Weise auch das Gesetz der groflen
Zahlen fiir die Lernenden erfahrbar machen. Voraussetzung dafiir ist, dass Bruchzahlen,
Dezimalzahlen und Prozente insoweit von den Schiilerinnen und Schiilern beherrscht werden,
dass einerseits einfache Werte fiir Wahrscheinlichkeiten in diesen Schreibweisen angegeben
und ineinander umgewandelt werden konnen, und andererseits auch Groflenvergleiche positiver
rationaler Zahlen mdglich sind. Als weitere Voraussetzungen sind vor allem der Begriff der
relativen Haiufigkeiten und, aus der deskriptiven Statistik, z. B. Histogramme,
Balkendiagramme, Liniendiagramme, Saulendiagramme zur Darstellung dieser relativen
Haufigkeiten zu nennen. Es ist zu beachten, dass konkretes Rechnen mit Briichen kaum eine

Voraussetzung flir das erste Arbeiten mit dem Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsbegriff ist,
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sondern eher fiir Berechnungen im Sinne der ersten und zweiten Pfadregel, die bei mehrstufigen

Zufallsversuchen etwas spéter relevant werden.

Im derzeitigen Osterreichischen Lehrplan sind (positive) Dezimal- und Bruchzahlen ab der
fiinften Schulstufe vorgesehen, wobei zunédchst noch die Darstellung der Zahlen und der Aufbau
von Grundvorstellungen im Mittelpunkt stehen (BMBWF, 2019a, S. 83). Es werden zunichst
nur leichte Aufgaben mit Bruchzahlen gerechnet (BMBWF, 2019a, S. 83). Danach erfolgt eine
sukzessive Weiterentwicklung des Rechnens mit positiven rationalen Zahlen (BMBWEF,
2019a). Insbesondere werden in der sechsten Schulstufe die Prozentrechnung, das Umformen
von Briichen in Dezimalzahlen und umgekehrt und die relativen Héufigkeiten mit
entsprechenden graphischen Darstellungsformen eingefiihrt (BMBWF, 2019a, S. 8384). In der
siebten Schulstufe sollten Schiilerinnen und Schiiler rationale Zahlen auf der Zahlengeraden
darstellen, GroBenvergleiche mit rationalen Zahlen anstellen und mit rationalen Zahlen
Rechnungen durchfiihren, die die vier Grundrechnungsarten miteinander verkniipfen
(BMBWEF, 2019a, S. 84). Im Sinne der weiter oben beschriebenen Voraussetzungen, kdnnte
mit dem Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsbegriff auf alle Félle ab der siebten Schulstufe
gearbeitet werden. Allerdings wire dies auch ab der sechsten Schulstufe gut machbar, denn in
dieser Klasse sind den Lernenden zum ersten Mal Dezimalzahlen, Bruchzahlen, Prozente, das
Umwandeln zwischen Briichen und Dezimalzahlen sowie relative Haufigkeiten (mit passenden
Diagrammen) bekannt (BMBWF, 2019a, 83-84). Man miisste dabei Abstriche beim
GroBenvergleich von Bruchzahlen und ihrer Darstellung auf der Zahlengeraden in Kauf
nehmen, aber da das Umwandeln in Dezimalzahlen bekannt sein sollte, konnte man die
entsprechenden Dezimalzahlen vergleichen bzw. auf der Zahlengeraden einzeichnen (z. B. bei
Histogrammen, die relative Haufigkeiten darstellen), und auch das sichere Rechnen mit
Briichen ist nicht unbedingt eine Voraussetzung. In der flinften Schulstufe wire dies im
osterreichischen Lehrplan schon schwieriger zu rechtfertigen: Man miisste vor allem auf
Prozente und relative Haufigkeiten, aber auch auf die Umformungen zwischen Bruch- und
Dezimalzahlen verzichten (BMBWF, 2019a, 82-83), womit der so wesentliche Vergleich
experimenteller und theoretischer Wahrscheinlichkeiten nicht mehr mdglich wére, aber auch
eine mangelhafte Interpretation der Werte von Ergebnissen bei
Wahrscheinlichkeitsberechnungen zu befiirchten wire. Infolgedessen wire es wenig sinnvoll,
den Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsbegriff im Osterreichischen Lehrplan in dieser
Schulstufe einzufiihren. Im Folgenden wird daher von einer Einfiihrung der Laplace’schen

Wabhrscheinlichkeit ab der sechsten oder siebten Schulstufe ausgegangen.
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Das Durchfiihren von Computersimulationen bei Zufallsexperimenten sollte (zusétzlich zu den
tatsdchlich von den Lernenden durchgefiihrten Zufallsversuchen) auch spétestens ab dieser
Schulstufe stattfinden, denn fiir die Bestimmung experimenteller Wahrscheinlichkeiten und
auch fiir das ErschlieBen des Gesetzes der grolen Zahlen ist die Generierung, das Bearbeiten
und die Darstellung gro3er Datenmengen wesentlich. Dies kann, wie in Abschnitt 7.1.4 erortert,
weitaus schneller und einfacher mit Hilfe des Computers geschehen, was den Schiilerinnen und
Schiilern helfen kann, sich ganz auf die Interpretation der Ergebnisse zu konzentrieren (NCTM,

2000, S. 254).

Durch die ungefihre Festlegung des quantifizierten Wahrscheinlichkeitsbegriffs ab der
sechsten oder siebten Schulstufe lassen sich auch fiir die fiinfte bis sechste Schulstufe Lernziele
zuordnen. Dazu ist eine Orientierung an einen Teil jener Inhalte, die das NCTM in der dritten
bis flinften Schulstufe vorsieht bzw. an den fachdidaktischen Qualitdtskriterien des
Arbeitskreises flir Stochastik moglich (NCTM, 2000, S. 176, 181; AK-Stochastik GDM, 2003,
S. 22). In der fiinften bis sechsten Schulstufe konnen die ersten Ansétze zur Quantifizierung
aus der Primarstufe noch weiter ausgebaut werden, indem Wahrscheinlichkeiten mit einfachen
Briichen, Dezimalzahlen und spiter mit Prozenten abgeschitzt und mit den aus den ersten
einfachen Zufallsversuchen gewonnen oder im Rahmen des Sammelns von Daten aus der
Alltagwelt der Kinder aufgezeichneten relativen Héaufigkeiten verglichen werden (NCTM,
2000, S. 181). Obwohl die Verwendung der Null-Eins-Wahrscheinlichkeitsskala ab dem
Zeitpunkt der Quantifizierung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs weniger effektiv ist, kann sie
davor ein geeignetes Hilfsmittel darstellen, um den Prozess der schrittweisen Quantifizierung
der Wahrscheinlichkeit zu unterstiitzen, indem einfache, bekannte Bruch- und Dezimalzahlen
darauf eingezeichnet und sozusagen zur fortschreitenden Verfeinerung des Maf3stabs genutzt
werden (NCTM, 2000, S. 176, 181). Dies kann auch die Verkniipfung von Dezimal- mit
Bruchzahlen auf der anschaulichen Ebene unterstiitzen. Es kann aber auch damit begonnen
werden, wichtige Fachbegriffe der Stochastik wie z. B. das Gegenereignis und einander
ausschlieBende Ereignisse in anschaulicher Weise zu definieren, wobei das theoretische

Begriffsgefiige moglichst klein gehalten werden soll (AK-Stochastik GDM, 2003, S. 22).

Nach der Einfithrung der Laplace’schen Wahrscheinlichkeit sind die Weichen gelegt, um auch
Wahrscheinlichkeiten bei mehrstufigen Zufallsexperimenten (zundchst ohne bedingte
Wabhrscheinlichkeiten) im Mathematikunterricht einzubringen. Voraussetzungen fiir das
Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei mehrstufigen Zufallsexperimenten ist die
Laplace’sche Wahrscheinlichkeit, der Begriff des Gegenereignisses sowie einander

ausschlieBender Ereignisse (und damit verallgemeinernd im Zusammenhang stehend: dass die
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Summe aller Ergebnisse eines Zufallsexperiments gleich Eins ist, sofern es sich dabei um
einander ausschlieBende Ereignisse handelt). Aus mathematischen Teilbereichen auerhalb der
Stochastik wére spitestens jetzt das Rechnen mit rationalen Zahlen, vor allem mit Bruchzahlen,
zusidtzlich den Voraussetzungen fiir den Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsbegriff notwendig,
um Berechnungen mit Hilfe der ersten bzw. zweiten Pfadregel durchfithren zu konnen.
Baumdiagramme, die in beiden Standard-Dokumenten aus den USA und im britischen
Lehrplan (auch wenn erst in der Sekundarstufe II) auftreten, stellen hier ein wesentliches
Werkzeug zum ErschlieBen des Ereignisraums dar. Aber auch geordnete Listen oder Tabellen
konnen anschaulich sein, wobei die Tabellen auf zweistufige Zufallsversuche beschrankt
bleiben (siche Abbildung 24). Baumdiagramme haben den Vorteil, dass weder die Anzahl der
Stufen noch die der Zweige wirklich begrenzt ist, auler durch die Einschrinkungen der
graphischen Darstellung, was sie zu einem Hilfsmittel macht, das sowohl fiir zweistufige als
auch fiir mehrstufige Zufallsexperimente verwendet werden kann. Davon, die Mengenlehre
extra fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung oder in der gleichen Unterrichtsphase einzufiihren,
ist aufgrund der im Abschnitt 7.1.4 zum Ereignisraum bei mehrstufigen Zufallsversuchen
diskutierten Probleme abzuraten. Da selbst in den im Abschnitt 7.1.4 betrachteten britischen
Schulbiichern die weiter oben erwihnten Begriffe, die fiir das ErschlieBen mehrstufiger
Zufallsexperimente notwendig sind, ausschlieSlich ohne mengentheoretische Begriffe erlautert
werden, ist die Mengenlehre nicht als Voraussetzung fiir dieses Thema zu betrachten (White,

2015, S. 249, 252).

1 2 3 4 5 6

1 1, | (1,2) | (1,3) | (1,4 | (1,5 | (1,6)

2 2,1 |22 ] 23] 2,49 ] 25|26

3 3,1) | 3,2 | 3,3 | B,49]|@3,5|(@3,06)

4 “4,1) | 42| 43| 44| 45 | @406

5 5,1 | 5,2) | 5,3) | 5,4) | (5,5) | (5,6)

6 6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

Abbildung 24: mégliche Versuchsausgdnge beim Werfen zweier Wiirfel (eigene Darstellung)

Ab der sechsten oder siebten Schulstufe sind — dem Osterreichischen Lehrplan zufolge — die
Voraussetzungen bzgl. des Rechnens mit Bruch- und Dezimalzahlen sowie mit Prozenten
erfillt (BMBWF, 2019a, S. 83-85). Falls in der sechsten oder siebten Schulstufe mit der
Laplace’schen Wahrscheinlichkeit gearbeitet wird, dann ist die Einbindung mehrstufiger

Zufallsversuche ohne weiteres ab der siebten oder achten Schulstufe moglich.
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Besonders Augenmerk ist dabei auch auf das im Nuffield-Bericht vorgestellte Problem der
Aggregation zu richten, das sich darin duBert, dass viele Lernende Schwierigkeiten damit
haben, zu verstehen, wieso z. B. beim Werfen zweier Wiirfel die mdglichen Augensummen
nicht gleichwahrscheinlich sind, obwohl es die Augenzahl-Paare schon sind (sieche Abschnitt
6) (Bryant & Nunes, 2012a, S. 6). Fehlvorstellungen zum Ereignisraum, bei denen
Versuchsausginge wie z. B. (1, 2) und (2, 1) beim Werfen zweier Wiirfel von manchen
Schiilerinnen und Schiilern nicht voneinander unterschieden werden, sollten im Unterricht
Beachtung finden. Eine Beispiel vom NCTM, das zeigt, wie dies umgesetzt werden kann, findet
sich in Abschnitt 7.1.4 im Bereich zu ,,Fehlvorstellungen* (NCTM, 2000, S. 254). Bevor der
zugehorige Zufallsversuch durchgefiihrt wird, sollen die Lernenden vorhersagen, welche
Versuchsausginge bzw. Wahrscheinlichkeiten zu erwarten sind, wenn man zwei Miinzen 60
Mal wirft (NCTM, 2000, S. 254). Dabei kann die falschliche Annahme mancher Schiilerinnen
und Schiiler, dass es nur drei gleichwahrscheinliche Ergebnisse gibt (zwei Mal Kopf, zwei Mal
Zahl und je einmal Kopf bzw. Zahl), zu Abweichungen von den experimentellen
Wabhrscheinlichkeiten (i. e. relativen Héufigkeiten) fithren, was wiederum eine Gelegenheit
darstellen kann, dieses Problem zu thematisieren (NCTM, 2000, S. 254). Diese Aufgabe eignet
sich auch, um Baudiagramme als Losungshilfe fiir die Ausarbeitung des Ereignisraums bei
mehrstufigen Zufallsversuchen im Unterricht vorzustellen (NCTM, 2000, S. 254). Obwohl es
schwierig sein kann, Aufgaben zu finden, die Fehlvorstellungen adressieren, konnen
herkdmmliche Aufgaben durch kleine Umformulierungen oder offenere Fragestellungen
insbesondere in Verbindung mit experimentellem Arbeiten (sieche Abschnitte 5.2, 6 und 7.1.4
unter ,,Fehlvorstellungen*) zu Verbesserungen fithren. Daher sind auch bei mehrstufigen
Zufallsexperimenten Simulationen weiterhing von Bedeutung, um den Lernenden
Moglichkeiten zu bieten, ihre Annahmen und Voraussagen zu iiberpriifen (siehe Abschnitt

8.2.1).

8.2.1 Technologieeinsatz in der Sekundarstufe |

Das Durchfiihren von Zufallsexperimenten nimmt im Stochastikunterricht eine besondere
Stellung ein, weil gezeigt werden konnte, dass es einerseits hilft, Fehlvorstellungen zu
bewiltigen und andererseits den Lernzuwachs im Stochastikunterricht vor allem bei jlingeren
Lernenden signifikant erhoht (siehe Abschnitte 4.2.3 und 5.2.2). Auflerdem zweigt auch der
Liandervergleich, wie zentral das Arbeiten mit Simulationen sowohl in GroBbritannien als auch

in den USA ist (siche Abschnitt 7.1.4).
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Dazu eignet sich in Osterreich vor allem die dynamische Geometriesoftware GeoGebra aus
folgenden Griinden gut: Da GeoGebra sowohl fiir die Tabellenkalkulation, als auch als CAS
(Computeralgebrasystem) sowie fiir die dynamische Geometriesoftware verwendet werden
kann, und GeoGebra all diese Funktionen integriert anbietet, stellt es ein wirkungsvolles
Hilfmittel dafiir dar, Terme, Berechnungen und Daten auch bildlich darzustellen. Die
Benutzeroberfldche ist gut geeignet fiir den Gebrauch durch Schiilerinnen und Schiiler dieser
Altersgruppe und die Software darf auch bei der Reifepriifung benutzt werden (nach § 18 Abs.
3 der Priifungsordnung AHS ab dem Haupttermin 2018) (SRDP, o. J.). Es ist also vorteilhaft,
wenn die Lernenden bis zur Reifepriifung moglichst vielféltige Erfahrungen mit GeoGebra

gesammelt haben.

In diesem Sinne werden ein paar Moglichkeiten geschildert, wie die in Abschnitt 7.1.4
geschilderten Simulationen mit GeoGebra verwirklicht werden konnen. Es ist bereits unter
Verwendung von einigen wenigen Befehlen moglich, Zufallszahlen mit GeoGebra zu
generieren und diese graphisch darzustellen. Das Erlernen dieser Fertigkeiten kann relativ
schnell und z. B. in Partnerarbeit, mit Hilfe eines Tutorials erfolgen, das die Schiilerinnen und
Schiiler mit etwas Anleitung durch die Lehrperson im Unterricht durcharbeiten. Als Quelle fiir
die folgende Beschreibung einer Simulation wurde ein Tutorial von Sebastian Vof3 auf der

Homepage von GeoGebra verwendet (VoB, o. J.).

Mit dem Befehl Zufallszahl(<minimaler Wert>, <maximaler Wert>) kann im CAS-Fenster von
GeoGebra eine ganzzahlige Zufallszahl erzeugt werden. Es gibt auch die Alternative, mit dem
Befehl ZufallszahlGleichverteilt(<minimaler Wert>, <maximaler Wert>) eine gleichverteilte
Zufallszahl aus dem Intervall [<minimaler Wert>, <maximaler Wert>] zu erzeugen (fiir eine
normalverteilte Zufallszahl wird der Befehl ZufallszahiNormalverteilt(<Mittelwert>,
<Standardabweichung>) verwendet). Dabei stehen die Bezeichnungen minimaler bzw.
maximaler Wert fiir den kleinsten bzw. hochsten Wert, den diese Zufallszahl annehmen darf.
Im Falle eines fairen Wiirfels wéren dies die Werte Eins und Sechs und beim fairen Miinzwurf
konnte man fiir Kopf Null und fiir Zahl Eins einsetzen. Die erzeugte Zufallszahl konnte im
ersten Fall z. B. Fiinf, in zweiten Fall z. B. Null (Kopf) sein. Meist will man nicht nur einen

Zufallsversuch, sondern eine ganze Reihe davon simulieren. Dazu kann man mit dem Befehl
Folge((<Ausdruck>, <Variable>, <Startwert>, <Endwert>),

sofern flir <Ausdruck> der obige Befehl Zufallszahl(<minimaler Wert>, <maximaler Wert>)
eingesetzt wird, eine Folge von solchen Zufallszahlen generieren. Fiir das Werfen eines

Wiirfels, welches 100-mal durchgefiihrt wird, konnte dies folgendermallen lauten:
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Folge(Zufallszahl(1, 6), i, 1, 100). Das Ergebnis, das darauthin von GeoGebra ausgegeben wird,

ist eine Liste von Zufallszahlen wie beispielsweise:

Liste] ={3,5,3,2,6,1,1,4,3,6,6,54,2,42,1,2,2,1,2,31,56,1,4,4,4,1,3 23,35,
43411112356561,4425164231637542115224316064,
6,121,613, 3,4,4,4,1,5,6,4,6,3,3,53,4425 212351}

Wenn man nun wissen will, wie oft die 4 gewiirfelt wurde, kann man die mit dem Befehl
ZihleWenn(x==4, <Liste>) bewerkstelligen, wobei <Liste> fliir den Namen steht, den
GeoGebra der im vorhergehenden Schritt erzeugten Liste von Zufallszahlen zugeteilt hat. Als
Ergebnis erhdlt man die Anzahl aller Vierer in der Listel, was hier z. B. 20 ist. Soll nun ein
Balkendiagramm erstellt werden, das die relativen Hiufigkeiten der einzelnen Ergebnisse

darstellt, so kann dazu der Befehl
Balkendiagramm(<Liste>, <Balkenbreite>, <vertikaler Skalierungsfaktor (optional)>)

angewendet werden. Das wiirde in unserem Beispiel den Befehl Balkendiagramm(Listel, I,
1/100) ergeben. Wenn man im <vertikalen Skalierungsfaktor> durch die Anzahl der
durchgefiihrten Zufallsexperimente dividiert (um von der absoluten Haufigkeit ausgehend die
relative zu erhalten), also in unserem Fall 1/100 eingibt, erhdlt man ein Balkendiagramm mit
der relativen Hiufigkeit auf der vertikalen Achse. Das auf diese Weise erzeugte
Balkendiagramm ist in Abbildung 25 zu sehen (Konstruktionsprotokoll sieche Anhang). Bei
Wabhl von Eins fiir den <vertikalen Skalierungsfaktor> ergibt sich ein Balkendiagramm fiir die
absoluten Haufigkeiten.

relative Haufigkeit

0.4

0.3

0:2

01

Augenzahl
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 25: Balkendiagramm der relativen Hdufigkeiten beim Werfen eines Wiirfels (eigene Darstellung, mit GeoGebra erstellt)

Fiir die Generierung einer relativ groBen Menge an Daten und die graphische Darstellung der
dazugehorigen relativen Héaufigkeiten sind im Grunde nur zwei Befehlszeilen nétig gewesen.
Anhand solcher Simulationen konnen Schiilerinnen und Schiiler mit etwas Ubung in ein paar

Minuten experimentelle Wahrscheinlichkeiten anschaulich darstellen und die eigenen
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Vermutungen iiberpriifen. Will man die Anzahl der durchgefiihrten Zufallsexperimente
schrittweise vergrofern, um im Sinne des Gesetzes der grolen Zahlen zu veranschaulichen,
dass die relativen Haufigkeiten sich den Werten der Laplace’schen Wahrscheinlichkeiten
ndhern, bieten sich zahlreiche bereits erstellte Simulationen auf der Homepage von GeoGebra
an. Ein Beispiel dafiir ist die in Abbildung 26 erkennbare Simulation eines Miinzwurfs bei

unterschiedlicher Anzahl von Versuchen, die von Mathias Hornof erstellt wurde (Hornof, o. J.).

Versuche
1 x werfen e ;
Haufigkeiten | Hapsojue | Hrelativ
Kopf 21 42%

50 x

Reset
- 100% —
>
Diagramm @ © @&
o = L] 50%
A
Skalax:1 ©»
— 0% +
@ 50

Abbildung 26: GeoGebra-Simulation zum Miinzwurf (Hornof, o. J.)

Eine weitere Moglichkeit, den Unterricht durch Technologieeinsatz fachdidaktisch effektiver
zu gestalten, stellt eine von Victoria Ddller geschaffene Software (ProVis) dar, die ein
Hilfsmittel beim Erstellen von Baumdiagrammen bietet. Dadurch wird es fiir Schiilerinnen und
Schiiler, die liber weniger stark ausgepriagte zeichnerische Kompetenzen verfiigen, moglich,
sich ganz auf das Modellieren des Zufallsprozesses zu konzentrieren. Auflerdem koénnen auch
Zufallsexperimente mit vielen Stufen leicht mit dem Computer erstellt und mit den

Schiilerinnen und Schiilern analysiert werden.

8.3 Ausblick auf die Sekundarstufe 11

Da die Sekundarstufe II nicht den Schwerpunkt dieser Arbeit darstellt, werden die
wahrscheinlichkeitstheoretischen Stoffinhalte aus diesen Jahrgingen im Folgenden nur kurz
gestreift. Aus dem Liandervergleich ergeben sich als wichtigste theoretische Meilensteine aus
dem Stochastikunterricht der Sekundarstufe II die Einfithrung bedingter Wahrscheinlichkeiten
in Abgrenzung zum Konzept der unabhdngigen Ereignisse, (diskrete und stetige)
Zufallsvariablen mit ihren Wahrscheinlichkeitsverteilungen (insbesondere die Binomial- bzw.
Normalverteilung), KenngroBBen wie z. B. der Erwartungswert und Hypothesentests (sowie

Signifikanzniveau, Fehler 1. und 2. Art) (siehe Abschnitt 7.1.5). Vor allem bei den Inhalten aus
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der schlieBenden Statistik variieren die ldnderspezifischen Anforderungen, vor allem
hinsichtlich dessen, welche der Inhalte dem Kern- und welche dem Erweiterungsbereich
zuzuordnen sind. Der Vergleich theoretischer und experimenteller Wahrscheinlichkeiten ist bei
den Wabhrscheinlichkeitsverteilungen weiterhin von Bedeutung und wird auch in den
Bildungsstandards aus den USA als auch im britischen Lehrplan erwidhnt (sieche Abschnitt
7.1.5). Stetige Zufallsvariable und Wahrscheinlichkeitsverteilungen (insbesondere die
Normalverteilung) konnen aufgrund des sterreichischen Lehrplans ab der zwolften Schulstufe
eingefiihrt werden, weil erst ab diesem Zeitpunkt die dafiir nétigen Grundlagen aus der
Integralrechnung gegeben sind (BMBWF, 2019a, S. 171-172). Das ist aber im derzeitigen
Lehrplan ohnehin so vorgesehen (BMBWEF, 2019a, S. 171-172). Bedingte
Wabhrscheinlichkeiten und die damit zusammenhéngenden Stoffinhalte konnen ab der neunten
Schulstufe eingefiihrt werden, denn sie erfordern die Betrachtung mehrstufiger Zufallsversuche
mit einander ausschlieBenden Ergebnissen als Voraussetzung, welche in der siebten oder achten
Schulstufe eingebunden werden konnen (siche Abschnitt 8.2). In der zehnten und elften
Schulstufe =~ konnen  diskrete  Zufallsvariablen, = Erwartungswert und  diskrete
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen — insbesondere die Binomialverteilung — thematisiert werden.
Mit Hypothesentests bei stetigen Zufallsvariablen und den damit verbundenen mathematischen
Begriffen und Verfahren kann erst nach der Einfilhrung der stetigen
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen in der zwolften Schulstufe gearbeitet werden. Als wichtigste
Voraussetzungen fiir das Berechnen und Interpretieren von Konfidenzintervallen, die in den
USA in den Bildungsstandards des NCTM explizit als Stoff der neunten bis zwdlften Schulstufe
erwdhnt werden (NCTM, 2000, S. 331), sind stetige Zufallsvariablen und
Wahrscheinlichkeitsverteilungen  (insbesondere die Normalverteilung) sowie damit
zusammenhdngenden Kenngréfen wie z. B. der Erwartungswert zu nennen. Daher ist die
Einfiihrung der Konfidenzintervalle in der zwoélften Schulstufe, wie es auch im derzeit giiltigen

AHS-Lehrplan vorgesehen ist, als sinnvoll zu betrachten (BMBWF, 2019a, S. 172, 540-541).
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9 Resilimee

Im internationalen Vergleich erfolgt der erste Kontakt von Kindern mit
Wabhrscheinlichkeitsrechnung im Rahmen des Schulunterrichts (sehr) friih, teilweise ab der
Primarstufe. Wie aus dem Landervergleich zwischen den USA und England ersichtlich, ist eine
solche Umsetzung ab der Primarstufe durchaus machbar, aber die Einfithrung der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung erfolgt allerspitestens in der Sekundarstufe I (siehe Abschnitt
7.1). Die im Jahr 2004 in Deutschland erlassenen Bildungsstandards sehen ebenfalls vor, dass
Wahrscheinlichkeitsrechnung ab der Primarstufe durchgehend einen festen Teil der
Schulmathematik darstellt. Dies wird bildungspolitisch vor allem durch die zunehmende
gesellschaftliche Bedeutung der Stochastik gerechtfertigt. Ziel dieser Arbeit war es, eine
mogliche wissenschaftliche Begriindung fiir einen Stochastikunterricht ab der Sekundarstufe I
zu erkunden und aus dem Vergleich der Umsetzung im englischsprachigen Raum Riickschliisse
auf Moglichkeiten zur Implementierung im Osterreichischen Mathematikunterricht zu ziehen.
Griinde fiir einen frithen Stochastikunterricht in Osterreich gibt es viele (siehe Kapitel 3): Die
internationale Wettbewerbsfahigkeit des heimischen Schulsystems wiirde leiden, wenn dieses
fiir die Allgemeinbildung so wichtige Teilgebiet der Mathematik in deutlich geringerem
AusmaB unterrichtet wird, als dies in anderen Landern der Fall ist. AuBerdem ist in Osterreich
der Anteil der Schiilerinnen und Schiiler, die friih einen berufsorientierten Bildungsweg
einschlagen (und daher keine AHS-Oberstufe besuchen) vergleichsweise hoch, was zur Folge
hitte, dass viele wihrend ihrer Schullaufbahn gar nicht mit Wahrscheinlichkeitsrechnung in
Beriihrung ~ kommen.  Weiters  verspielt man  sich  bei  Einfiihrung  der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung in der Sekundarstufe 1I wesentliches Motivationspotential, dass
durch die Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Alltagswelt der Kinder und

durch Brett- und Wiirfelspiele schon friih gegeben ist.

Zunichst stellt sich die Frage, ab welchem Alter bei Kindern {iberhaupt von
entwicklungspsychologischer Seite her die Voraussetzungen gegeben sind, um eine sinnvolle
Auseinandersetzung mit dem Konzept des Zufalls bzw. der Wahrscheinlichkeit zu erwagen.
Die dazu von Piaget und Inhelder durchgefiihrten Versuche fiihrten diese zu den
Schlussfolgerungen, dass sich bei Kindern der Zufallsbegriff ab ca. sieben und der
quantifizierte Wahrscheinlichkeistbegriff ab ca. elf Jahren entwickelt (siche Abschnitt 4.1).
Durch nachfolgende wissenschaftliche Untersuchungen wurde dieses Ergebnis etwas
modifiziert (siche Abschnitt 4.2): Es zeigte sich, dass Kinder einerseits schon friih, in der

Primarstufe, (vor allem nonverbal) mit einem (nicht quantifizierten) Konzept von Zufall bzw.
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Wabhrscheinlichkeit umgehen konnen, andererseits wurde durch eine mehrere Studien
nachgewiesen, dass Kinder in der Primarstufe durch Stochastikunterricht einen Lernzuwachs
erzielen konnen. Im Rahmen der Diskussion wissenschaftlicher Forschungsergebnisse fiir bzw.
gegen einen frilhen Stochastikunterricht gab es auch wichtige Hinweise darauf, welche
fachdidaktischen Aspekte bei der Umsetzung Beachtung finden sollten. Insbesondere lielen
sich bei handlungsorientiertem Unterricht, im Rahmen dessen die Lernenden reichlich
Gelegenheiten zum experimentellen Arbeiten hatten, signifikant bessere Ergebnisse erzielen als

bei herkdmmlichem Unterricht mit Arbeitsbléttern (sieche Abschnitt 4.2.3).

Studien aus der kognitiven Psychologie konnten zeigen, dass Kinder (und Erwachsenen)
zahlreiche intuitive Fehlvorstellungen haben, wenn es um Fragen zum Zufall bzw. zu
Wahrscheinlichkeiten — geht  (siehe  Abschnitt 5.1). Im Rahmen verschiedener
Forschungsarbeiten wurde jedoch auch festgestellt, dass Stochastikunterricht eine positive
Auswirkung hinsichtlich Fehlvorstellungen zu stochastischen Fragen haben kann (siehe
Abschnitt 5.2). Dies stellt ein weiteres wesentliches Argument fiir einen frithen
Stochastikunterricht dar. Dabei konnte gezeigt werden, dass selbststidndiges, experimentelles
Arbeiten in Kleingruppen besser dazu geeignet war, Fehlvorstellungen zu iiberwinden, als ein
Unterricht im Vorlesungsstil (sieche Abschnitt 5.2.2). Im Rahmen des auf Experimente
ausgerichteten Unterrichtsstils bekamen die Lernenden oft Gelegenheiten dazu, ihre intuitiven
Vorurteile zum Zufallsbegriff anhand von Versuchen zu iiberpriifen und aus den sich

ergebenden Widerspriichen zu lernen (siehe Abschnitt 5.2.2).

Untersuchungen, die im Literaturbericht der Nuffield-Foundation beschrieben werden, zeigen
weitere Schwierigkeiten auf, die Kinder (und teilweise auch Erwachsene) beim Verstehen des
Zufalls- bzw. Wahrscheinlichkeitsbegriffs haben, wie z. B. den Ereignisraum systematisch und
vollstindig zu erschliefen und Probleme bei der Quantifizierung von Wahrscheinlichkeiten

(siche Abschnitt 6).

Zum Zweck der fachdidaktischen Umsetzung des Stochastikunterrichts ist das Spiralprinzip ein
leitender Grundsatz bei der Einbettung wahrscheinlichkeitstheoretischer Lernziele in den
Lehrplan (sieche Abschnitt 2.2): Dabei ist auf einen sukzessiven Anstieg des
Schwierigkeitsgrades sowie des Abstraktionsniveaus von intuitiven, informellen und eher
qualitativen Uberlegungen in der Primarstufe hin zu einer zunehmenden Formalisierung,
Quantifizierung und Abstraktion in der Sekundarstufe hin, zu achten. Dies impliziert, dass fiir

jede Teildisziplin in jeder Schulstufe eine Zuordnung von Lernzielen stattfinden sollte. Fiir die
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Stochastik bedeutet dies, dass unter anderem sowohl die Statistik als auch die

Wahrscheinlichkeitsrechnung von der Primarstufe an unterrichtet werden sollten.

Fiir den Landervergleich wurden zwei verschiedene Bildungsstandard-Konzepte aus den USA
und der britische Lehrplan gegeniibergestellt. Zu den Gemeinsamkeiten ist zu nennen, dass in
allen drei Modellen der quantifizierte Wahrscheinlichkeitsbegriff ab der sechsten oder siebten
Schulstufe eingefithrt wird, dass in der Sekundarstufe I auch zumindest zweistufige
Zufallsexperimente (ohne bedingte Wahrscheinlichkeiten) sowie dass tatsdchliche und
simulierte Zufallsversuche durchgefiihrt werden sollen (siehe Abschnitt 7.1). Alle drei
Konzepte sehen auBlerdem das Vergleichen experimenteller und theoretischer
Wabhrscheinlichkeiten vor, auch wenn der britische Lehrplan dies erst in der Sekundarstufe 11
explizit verlangt (siehe Abschnitt 7.1.4). Der wichtigste Unterschied besteht darin, dass der
britische Lehrplan und die CCSSM vergleichbare wahrscheinlichkeitstheoretische Inhalte in
einem bzw. in drei Jahren (also nur in der Sekundartstufe) abdecken wihrend das NCTM diese
Stoffinhalte auf alle Schulstufen bis zur achten aufteilt (siche Abschnitt 7.1.4). Letzteres
erscheint aus mehreren Griinden sinnvoller: Es entspricht eher dem Spiralprinzip und hat daher
den Vorteil, dass nicht so viele mathematische Fachbegriffe innerhalb einer relativ kurzen Zeit
neu dazukommen, was zur Uberforderung der Lernenden fithren kann. Die Schiilerinnen und
Schiiler haben dabei die Moglichkeit iiber ldngere Zeit hinweg (von der Primarstufe an)
Intuitionen fiir den Zufall bzw. fiir Wahrscheinlichkeiten zu entwickeln, welche vor allem in
der Stochastik nicht als selbstverstdndlich zu betrachten sind. Eine solche Anordnung der
Lehrinhalte ist auch deswegen tragfihiger fiir die Aneignung Kompetenzen, weil das
Wiederaufgreifen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf unterschiedlichen Schulstufen das

langfristige Merken unterstiitzen.

Die Einbettung der Wahrscheinlichkeitsrechnung ab der Primarstufe ist den diskutierten
Forschungsergebnissen aus der Entwicklungspsychologie und der Fachdidaktik zufolge zu
empfehlen (sieche Abschnitte 2.2, 4, 5 und 6). Dabei kann qualitativ, informell und
handlungsorientiert mit einem intuitiven Zufalls- bzw. Wahrscheinlichkeitsbegriff gearbeitet
werden (siche Abschnitt 8.1). In der flinften Schulstufe konnen eine zunehmende
Exaktifizierung der stochastischen Fachbegriffe und erste Ansdtze zur Quantifizierung des
Wabhrscheinlichkeitsbegriffs stattfinden (siehe Abschnitt 8.2). Aufgrund der Gegebenheiten des
oOsterreichischen Lehrplans wire eine Einfiihrung des quantifizierten
Wahrscheinlichkeitsbegriffs ab der sechsten oder siebten Schulstufe moglich (siehe Abschnitt
8.2). Dabei sollte der Vergleich theoretischer und experimenteller Wahrscheinlichkeiten

anhand tatsachlicher oder mit Computern simulierter Zufallsversuche im Hinblick auf den
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Umgang mit Fehlvorstellungen besondere Beachtung finden (siehe Abschnitt 8.2). Zwei- bis
mehrstufige Zufallsexperimente konnen ab der siebten oder achten Schulstufe in den Unterricht
eingebunden werden, wobei Baumdiagramme ein wichtiges Hilfsmittel zur systematischen
ErschlieBung des Ereignisraums darstellen (sieche Abschnitt 8.2). Das Vergleichen mit den
relativen Haufigkeiten bei Zufallsversuchen (z. B. mit Hilfe von Simulationen) sollten auch

hier weiterhin eine wichtige Rolle spielen (sieche Abschnitt 8.2).

Es hat sich bei der Betrachtung der englischsprachigen Schulbiicher gezeigt, dass sowohl
Aufgaben, die Fehlvorstellungen konkret adressieren, als auch anwendungsorientierte
Aufgaben aus der Alltagswelt der Schiilerinnen und Schiiler schwer zu finden sind (siehe
Abschnitt 7.1.4). Das Uben ist quantitativ oft recht umfangreich, beschrinkt sich aber
hauptsiachlich auf Probleme aus dem Gliicksspielbereich und das in eher kalkiilorientierter
Form, bei der der Bezug zur realen Situation nicht im Vordergrund steht (siche Abschnitt 7.1.4).
Es kann dabei leicht der Eindruck entstehen, dass Wahrscheinlichkeitsrechnung nur z. B. das
Ziehen von Kugeln aus Urnen oder das Wiirfeln betriftt (siche Abschnitt 7.1.4). Die Tatsache,
dass Wabhrscheinlichkeitsrechnung alle Lebensbereiche durchzieht, geht dabei unter. Darin
wird ein gewisser Autholbedarf bei der Entwicklung anwendungsorientierter Aufgaben
gesehen, die dem téglichen Leben der Schiilerinnen und Schiiler in unterschiedlichen Bereichen
ndher stehen. Es besteht aulerdem ein Bedarf fiir die Entwicklung solcher Aufgaben, die

Fehlvorstellungen zutage treten lassen.
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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist es, eine wissenschaftliche Begriindung fiir eine friithere
Einbettung der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Osterreichischen Schulmathematik zu
diskutieren und Riickschliisse darauf zu ziehen, an welcher Stelle im 6sterreichischen Lehrplan

der Sekundarstufe I bestimmte stochastische Inhalte eingefiihrt werden koénnen.

Um dieser Zielsetzung zu entsprechen, werden einerseits Ergebnisse der empirischen
Forschung aus der Mathematikdidaktik und der kognitiven Psychologie sowie fachdidaktische
Prinzipien herangezogen. Andererseits wird die Implementierung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung  in den  Lehrplinen  und  Unterrichtsmaterialien
englischsprachiger Lander (USA und England) mit dem Schwerpunkt der Sekundarstufe I
verglichen. Dieses Bild wird durch ein paar Beispiele fiir unterstiitzenden Technologieeinsatz

im Stochastikunterricht abgerundet.
Abstract

The aim of this thesis is to debate the scientific arguments for an earlier introduction of
probability into Austrian school mathematics and to draw inferences about the grades at which

certain stochastic content could be introduced into the Austrian lower secondary curriculum.

For this purpose, results of empirical research from the disciplines of mathematics didactics
and cognitive psychology as well as didactical principles will be discussed. Furthermore, the
implementation of probability in the standards, curricular documents and teaching materials of
anglophone countries (the US and England) will be compared with special regards to lower
secondary education. Additionally, examples for the use of technology to support stochastics

education will be presented.
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Anhang

Konstruktionsprotokoll zu Abbildung 21:

[Name Definition [Wert

[Zahl a | la=3
|Rnw | Input | Output
1 a:=Histogramm({15,18.,21,24,27 30,33}, |a:==Histogramm({15, 18,21, 24,27, 30, 33}, {exact(0.1), exact(0.33),
{0.1,0.35005,0.250.150.1}4) exact(0.03), exact(0.25), exact(0.15), exact(0.1)})
2 |
Created with GeoGebra

Konstruktionsprotokoll zu Abbildung 25:

Name Definition ‘Wert

Liste |Folge(Zufallszahl(1, 6), |Listel ={3,5,3,2,6,1,1,4,3,6,6,5,4,2,4,2,1,2,2,1,2,3,1,5,6,1,4,4,4,1,3,2,3,5,

Listel |i, 1, 100) 4,3,4,1,1,1,1,2,5.6,5,6,1,4,4,2,5,1,6,4,2,3,1,6,5,4,2,1,1,5,2,2,4,3,1,6,6,4,
6,1,2,1,6,1,3,3,4,4,.4,1,5,6,4,6,3,3,5,3,4,4,2,5,2,1,5,1}

Zahl |ZihleWenn(x < 4, a=20

a Listel)

Zahl (Balkendiagramm(Listel, b= 1

b 1, 1/100)

Created with GeoGebra
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