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Abstract

Der Vektorbegriff ist in der Mathematik und in der Physik ein Grundbegriff. Sowohl im
Mathematik- und Physikstudium, wie auch im Mathematik- und Physikunterricht werden
die Zugénge zum Vektorbegriff unterschiedlich gestaltet.

Im Physikunterricht behandelt man die vektoriellen Gréoflen der Newton’schen Mechanik
geometrisch als Pfeile und geht rein phdnomenologisch vor. Im Gegensatz dazu wird im
Mathematikunterricht der Vektorbegriff in seiner arithmetischen Auffassung als n-Tupel
mit einer geometrischen Interpretation als Punkt und Pfeil eingefiihrt. Die Modelle zur
Einfiithrung des Vektorbegriffs stehen aus didaktischer Sicht in Konflikt miteinander. Je-
doch bené6tigt man beide Sichtweisen, um die Tragfiahigkeit des Vektorbegriffs in der Schule
addquat zu vermitteln.

Im Mathematikstudium wird der Vektorbegriff axiomatisch eingefiihrt und ist allgemein
glltig.

Im Physikstudium wird zwischen der klassischen und der modernen Physik unterschieden.
In der klassischen Physik benétigt man den geometrischen Aspekt des Vektorbegriffs, dhn-
lich zu jenem in der Schule, um vektorielle Gréflen zu betrachten. In der modernen Physik
wird klar, dass die Komponenten eines Vektors eine Vielfalt an Informationen beinhal-
ten konnen (Koordinaten, Funktionen, Zeit etc.). Die Mathematik wird in der Physik als
Werkzeug eingesetzt und auf Problemstellungen passend angewandt.

Um den Vektorbegriff vollstindig erfassen zu koénnen, bendtigt man die Sichtweise der
Theorie und der Anwendungen.

Abstract in English

The concept of vectors is a basic concept in mathematics and physics. The approaches to
the concept of vectors are designed differently in both mathematics and physics studies
and in mathematics and physics lessons.

In physics classes in school, the vectorial quantities of newtonian mechanics are treated
geometrically as arrows and are purely phenomenological. In contrast to this, the concept
of vectors is introduced in its arithmetic view as an n-tuple with a geometric interpretation
as point and arrow in mathematics lessons. From a didactic point of view, the models to
introduce the concept of vectors conflict with each other. However, you need both per-
spectives to adequately convey the sustainability of the concept of vectors in school.

The term axiomatic is introduced in mathematics studies and is generally applicable.

In university level physics, a distinction is made between classical and modern physics. In
classical physics, the geometric aspect, similar to that in school, is required to consider
vectorial quantities. In modern physics it is clear that the components of a vectors can
contain a variety of information (coordinates, functions, time, etc.). Mathematics is used
as a tool in physics and is applied appropriately to the problems.

In order to be able to fully grasp the concept of vectors, one needs the perspective of
theory and applications.
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1 Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, die unterschiedlichen Zugidnge zum Vektorbegriff an den allge-
meinbildenden héheren Schulen und an der Universitédt darzustellen und zu vergleichen.

Ich mochte die verschiedenen Méglichkeiten zur Einfiihrung des Vektorbegriffs im Mathe-
matikunterricht in der Sekundarstufe II, aber auch die Moglichkeit der Verwendung eines
elementaren Vektorkonzepts im Physikunterricht in der Sekundarstufe I aufzeigen.

In der Schule kann die erste Begegnung mit einem elementaren Vektorkonzept bereits in der
6. Schulstufe (2. Klasse Unterstufe) im Physikunterricht stattfinden. Hierbei wird mithilfe
des sogenannten ,,Miinchner Konzepts der Mechanik“ [I] im Kontext der Newton’schen
Mechanik ein einfacher Vektorbegriff entwickelt. Dabei liegt das Hauptaugenmerk auf der
vektoriellen Grofle der Geschwindigkeit, welche als Information des Vektors Richtung und
Tempo beinhaltet. In diesem Vektorkonzept wird das Wort ,Pfeil“ verwendet und die
Schiilerinnen und Schiiler lernen bereits die Vektorrechnung in einem geometrischen Kon-
text kennen. Dabei wird eine Bewegung und eine Bewegungsanderung beobachtet, mithilfe
einer Kamera aufgenommen und analysiert. Die Analyse findet mithilfe dreier Pfeile (Vek-
toren) statt, dem Pfeil der Anfangsgeschwindigkeit, der Endgeschwindigkeit und dem Pfeil
der Anderung der Geschwindigkeit aufgrund einer Einwirkung. Letzterer wird als Zusatz-
geschwindigkeit Av' bezeichnet. Somit kann man mit der Anfangsgeschwindigkeit und der
Zusatzgeschwindigkeit die Endgeschwindigkeit, z.B. eines um die Kurve fahrenden Autos
darstellen. Hier findet bereits eine Form der Vektorrechnung, ndmlich die Vektoraddition
(Anfangsgeschwindigkeit + Zusatzgeschwindigkeit = Endgeschwindigkeit) im geometri-
schen Kontext statt. In dem didaktischen Konzepts der Mechanik wird dies anschliefend
fiir die Newton’sche Bewegungsgleichung F= m-a, also Kraft = Masse-Beschleunigung,
in der Form At - F = m - A# (also fiir @ = 27 genutzt.

Obwohl man sich bereits in der Sekundarstufe I sehr stark mit Geometrie beschéiftigt,
begegnet einem der Vektorbegriff im Mathematikunterricht als solchem und laut Lehrplan
(siehe [2]) erst in der 9. Schulstufe. Es gibt verschiedene Zugénge, um den Vektorbegriff im
Mathematikunterricht einzufithren (siehe [3]). Unter anderem gibt es den geometrischen
Zugang, der grofie Probleme aufgrund des Begriffs der Pfeilklassen aufwirft (siche [4]).
Das Problem des Pfeilklassenmodells ist, dass es ungiinstig fiir die analytische Geome-
trie ist. Auch in der Physik ist das Pfeilklassenmodell unvorteilhaft, da hier kaum bzw.
in der Schulphysik sogar keinerlei Pfeilklassen vorkommen. Der arithmetisch-algebraische
Zugang ist heutzutage besonders in der Schule stark verbreitet. Dieser Zugang vermeidet
die Schwierigkeit des Pfeilklassenkonzepts und betrachtet nach Malle [4] Vektoren als Zah-
lenpaare (oder -tripel), also als algebraische Vektoren, welche eine geometrische Deutung
besitzen. Abschlieend betrachte ich die unterschiedlichen Einfiihrungsmethoden, die seit
Aufnahme der Vektorrechnung in der Lehrplédne verwendet worden sind.

An dieser Stelle wére es mir wichtig, die entwickelten Vektorkonzepte des Mathematikun-
terrichts und des Physikunterrichts mit der Fragestellung ,Ist der Vektorbegriff im Phy-
sikunterricht derselbe wie im Mathematikunterricht?“ bzw. ,Was bendtigt man fiir einen
adaquaten Vektorbegriff in der Schule?* abzuschlief3en.



Um die Zugénge zum Vektorbegriff auf dem Bildungsweg von der Schule zur Universitét
zu vervollstdndigen, mochte ich zundchst einen Blick auf diese Thematik werfen. Im Laufe
des Diplomstudiums Lehramt Mathematik und Physik lernt man den Vektorbegriff erneut
in Lehrveranstaltungen kennen. Hier mochte ich den Zugang geméafl typischer Grundvor-
lesungen erldutern.

Im Mathematikstudium (Diplom Lehramt) lernt man die grundlegenden Strukturen der
Algebra und der analytischen Geometrie bereits in der StEOP-Vorlesung und den wei-
terfiihrenden Lehrveranstaltungen zur linearen Algebra kennen. Da die Vortragenden der
Lehrveranstaltungen regelméfig wechseln, werde ich an dieser Stelle die Darlegung des
Mathematikstudiums anhand der gédngigen Literatur , Einfiihrung in das mathematische
Arbeiten“ [5] und ,Lineare Algebra“ [0] tatigen. Im Studium werden nach und nach die
Begriffe Gruppe, Ring, Korper und weiterfithrend die Ebene R? und den Raum R? bis hin
zum Begriff des Vektorraums und die Matrizenrechnung erarbeitet. Hier wird der {ibliche
mathematische Aufbau im Definition-Satz-Beweis-Stil der Grundlehrveranstaltungen des
Studiums dargestellt.

Im Physikstudium (Diplom Lehramt) ist der Zugang zum Vektorbegriff deutlich anders
gewahlt als jener im Mathematikstudium. In den Grundlehrveranstaltungen, welche ich
hier mithilfe der Literatur ,,Skript zur Vorlesung Einfiihrung in die Physikalischen Rechen-
methoden I [7] und ,Mathematische Grundlagen fiir das Lehramt Physik“ [8] aufzeige,
geht man von einem Vektor als gerichtete Gréfle aus und wéhlt somit einen geometrischen
Zugang. Anschlieend geht man auf Koordinatensysteme und in den weiterfithrenden Lehr-
veranstaltungen auf die lineare Algebra mit den Gebieten Vektorrdume und Matrizenrech-
nung ein. Abschlieend wird noch das Transformationsverhalten von Vektoren besprochen,
da dies eine in der Physik viel eingesetzte FEigenschaft ist.

Zuletzt werde ich den Bezug zum Vektorbegriff des Diplomstudiums Lehramt Mathematik
und Physik tatigen und auf die physikalischen Anwendungen dessen eingehen.



2 Kurzer geschichtlicher Uberblick der Vektorrechnung [9] [10] [11]

Schon in der Antike bzw. einer Schrift von Aristoteles ist die Idee des Kréfteparallelo-
gramms zu finden. Im 16. und 17. Jahrhundert ist das Konzept der Zusammensetzung
zweier Bewegungen, welche mit konstanter Geschwindigkeit ablaufen, bei Texten von Na-
turwissenschaftlerinnen und Naturwissenschaftler wie beispielsweise Galileo Galilei und
Isaac Newton zu finden. Damals wurden die physikalischen Gréfien Kraft und Geschwin-
digkeit noch nicht vektoriell beschrieben, wobei anschliefend erkannt wurde, dass die Be-
schreibung physikalischer und geometrischer Probleme nicht mehr durch die Angabe eines
einzelnen Betrags moglich ist. (vgl. [9])

Der deutsche Mathematiker Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) kritisierte die dama-
lige Analysis, da es keine Méglichkeit gab, Lage, Winkel und Bewegung so auszudriicken,
dass sie es direkt ablesbar sind. So postulierte er die Notwendigkeit einer neuen bzw. erwei-
terten Analysis. Daraufhin schaffte er die ,,Analysis situs®, welche Ideen zur Entwicklung
einer brauchbaren Vektorrechnung beinhaltete. Die moderne Vektorrechnung begriinde-
te die Schrift ,Die geometrische Analyse* von Hermann Giinther Grafimann aus Stettin
(1809-1877), welcher dieses Konzept fiir einen Preisausschreiben schrieb, welches dazu auf-
forderte, das Leibniz Konzept fiir die Geometrie und Physik brauchbar zu machen. Diesen
Preis gewann Grafmann mit seinem Beitrag. (vgl. [10])

Laut Malle [9] war William Rowan Hamilton (1805-1865) neben Grafimann bedeutend
in der Entstehung der Vektorrechnung. Er beschrieb als Erster die komplexen Zahlen als
geordnetes Zahlenpaar und definierte die Addition, Subtraktion und Multiplikation zweier
komplexer Zahlen so, wie sie heute noch gelehrt werden. Er identifizierte die komplexe Zahl
a + ib mit dem Zahlenpaar (a,b) und die Zahl ¢ insbesondere mit dem Zahlenpaar (0, 1).
Jedoch scheiterte er bei der Ausdehnung seines Konzepts auf den dreidimensionalen Raum
R3, aufgrund der Multiplikation zweier Zahlentripel, obwohl er bereits Quaternionen, die
aus einem reellen Teil und drei komplexen Teilen bestehen, betrachtete. Laut Hamilton
gilt Folgendes:

Fiir Quaternionen der Form a + bi + ¢j + dk mit a, b, c,d € R gilt:

i2:j2:k2:—1
ij =k k=i ki=j
ji = —k kj=—i 1tk =—j

Die Multiplikation zweier Quaternionen lduft wie heutzutage iiblich ab, wobei den obi-
gen Vorgaben zufolgen ist. Er definierte in Folge dessen die Rechenoperationen fiir die
Quaternionen (analog zu C). Jedoch gilt fiir Quaternionen nicht die Kommutativitét.
In diesem Kontext wurde auch das erste Mal der Begriff ,Vektor“, im Sinne von ,Sei
a = a+bi+cj+ dk, dann ist a der Skalarteil und bi + c¢j + dk der Vektorteil, verwendet.
Hamiltons Faszination an seinem Konzept wird oft als die fesselnde Wirkung der Idee der
Existenz der Zeit als vierte Dimension neben dem Raum, interpretiert.

Hermann Giinther Grafimanns Ideen waren leider seinerzeit nicht anerkannt. In seinen vier
Schriften zu seinen Konzepten vertffentlichte er Ideen, die wir bis heute aus der Vektor-
rechnung kennen. Beispielsweise definierte er die geometrische Gleichheit zweier Strecken
durch die Gleichheit ihrer Richtung und ihres Betrags. Die Addition fiihrte er auf geome-
trische Weise durch. Diese kann auf die Parallelogrammregel (siehe zurlckgefiihrt

werden.



Er interpretierte die Multiplikation zweier gerichteter Strecken bereits auf zwei Arten, als
das uns bekannte Skalarprodukt, welches er als lineares Produkt bezeichnete bzw. das
Flécheninhalt des von den Strecken aufgespannten Parallelogramms, welches er als geo-
metrisches Produkt beschrieb.

Mit weiteren Schriften zu diesem Thema hatte er erst keinen Erfolg. Dieser Misserfolg ist
auf die philosophische Rahmenbedingungen der Texte zuriickzufiihren.

Er weitete sein Konzept auf die n-dimensionale Gemoetrie aus und beschrieb ,eine Art
universale Algebra“, also ein Konzept unabhéngig der geometrischen Anschauung, wel-
che bei Bedarf geometrisch angewendet werden kann. In der Schrift ,,Ausdehnungslehre*
(1862) erarbeitete er bereits ein Konzept zum n-dimensionalen Vektorraum, indem er auch
Ideen zur linearen (Un-)Abhéngigkeit, Basis und Dimension formulierte. (vgl. [10])

Ab der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts entwickelte sich die Vektorrechnung aufgrund
ihrer Notwendigkeit in der Physik stark weiter. Die Entstehung der modernen Vektor-
rechnug lasst sich in zwei Phasen einteilen. Die erste Phase besteht hauptséchlich aus der
Testung bestehender Vektorsysteme auf ihre Brauchbarkeit in der Physik und kann zeitlich
von Hamiltons Tod 1865 bis etwa 1880 eingeordnet werden. Die damaligen Vektorsysteme
basierten stark auf dem algebraischen Konzept der Quaterninonen, welche im Gegensatz
zum physikalischen Konzept der Ausdehnungsgrofien stand. Daher schieden sich hier die
Geister. Einige Physikerinnen und Physiker, wie Tait, vertraten die Quaternionentheorie,
andere, wie Maxwell und Clifford, zweifelten diese Theorie an und weiters gab es noch
einige, wie Kelvin, die dem Konzept der Vektorrechnung skeptisch gegeniiberstanden. So
entstand eine Grundsatzdiskussion im Hinblick auf die Brauchbarkeit der damaligen Kon-
zepte der Vektorrechnung.

In der zweiten Phase (etwa 1880 bis 1900) konnten die Physiker Gibbs und Heaviside
die Weiterentwicklung der Vektorrechnung sehr stark voranbringen. Sie iibernahmen nur
jene Aspekte der Quaternionentheorie, welche auch fiir die Physik brauchbar erschienen.
So trugen sie besonders zur Entwicklung vektorieller Methoden in der Infinitesimalrech-
nung bei. Deren Entwicklungen werden in einigen Kreisen als Vollendung der modernen
Vektorrechnung bezeichnet (vgl. [9]). Da jedoch zu dieser Zeit verschiedene Standpunkte
mit unterschiedlichen Zielen und Vorstellungen gegeniiber dem Vektorbegriff present wa-
ren, konnte eine klare Definition des Vektorbegriffs erst durch seine Axiomierung durch
Guiseppe Peano (1858-1932) um 1900 erzielt werden. Dies ist auch die heute noch iibli-
che Definition, welche besagt, dass ein Vektor ein Element eines Vektorraums ist. (vgl. [10])

Heutzutage ist der Vektorbegriff in Osterreich aus den Schulen nicht mehr wegzudenken.
Die Vektorrechnung wurde in der Schule erst in den 1960er Jahren eingefiihrt und findet
sich erstmals im Lehrplan 1967 verpflichtend fiir den Unterricht wieder. Der Begriff des
Vektors wird jedoch erst in der Sekundarstufe II explizit erwdhnt und behandelt. Seither
haben sich die Lehrplane vier Mal geandert (1978, 1989, 2004, 2018), wobei die Grundideen
beibehalten wurden. (vgl. [11])



3 Zugang zum Vektorbegriff im Physikunterricht

In diesem Abschnitt beschéaftige ich mich mit einem didaktisch erprobten Modell zur ,,Ein-
fiihrung in die Mechanik in der 6. Schulstufe. Das Konzept wird auch ,,Miinchner Konzept
der Mechanik® oder ,Miinchner Mechanikkonzept“ genannt.

Die Newton’sche Mechanik wird hier vorab im zweidimensionalen Raum betrachtet. Dafiir
wird die Geschwindigkeit als vektorielle Grofle eingefiithrt. Dabei erweisen sich Messme-
thoden wie die Videoanalyse (z.B. frei verfiighare Apps) als sehr hilfreich. Aus der Analyse
der aufgenommenen Bewegungen wird der Kernbegriff der ,,Zusatzgeschwindigkeit* erar-
beitet. Dabei wird sie als eigenstandige Grofle, welche angibt, wie sich die Geschwindigkeit
in einem Zeitintervall At verdndert, eingefithrt. Das Wissen, dass das Einwirken der Zu-
satzgeschwindigkeit auf einen Koérper immer eine Geschwindigkeitsdnderung hervorruft,
fiihrt zur Formulierung der Newton’schen Bewegungsgleichung. So kann wird es ermog-
licht, iiber komplexe Bewegungen ohne Riickgriff auf den Begriff der Beschleunigung zu
diskutieren.

In den folgenden Abschnitten mochte ich den Lehrplanauszug und das ,,Miinchner Konzept
der Mechanik® vorstellen.

3.1 Lehrplanauszug des Physikunterrichts [2]

Hier folgt nun ein Auszug aus dem Lehrplan der Sekundarstufe I im Unterrichtsfach Phy-
sik fiir den Bereich der Bewegung:

Die Welt in der wir uns bewegen:

Ausgehend von unterschiedlichen Bewegungsabldaufen im Alltag, im Sport, in der
Natur bzw. in der Technik sollen die Schiilerinnen und Schiiler ein immer tiefer ge-
hendes Verstéindnis der Bewegungsmoglichkeiten, der Bewegungsursachen und der
Bewegungshemmungen von belebten und unbelebten Koérpern ihrer téaglichen Er-
fahrungswelt sowie des eigenen Korpers gewinnen. Weg und Geschwindigkeit; die
gleichféormige und die gleichférmig beschleunigte Bewegung; Masse und Kraft; Mas-
se und Tréagheit; Gewichtskraft und Reibungskraft.

- Bewegungsférdernde und bewegungshemmende Vorgénge verstehen und anwenden.

2, S.63]

3.2 Schiilerinnen- und Schiilervorstellungen in der Mechanik [12, S.64-86]

Schiilerinnen- und Schiilervorstellungen sind Alltagsvorstellungen von Schiilerinnen und
Schiilern zu bestimmten Begriffen. So werden oft Begriffe oder Aussagen aus dem Alltag
in den Physikunterricht mitgenommen und beeinflussen dort die Verarbeitung der korrek-
ten Definitionen und Begriffe.

Ein Beispiel dafir wéare, dass Kraft im Alltag oft mit der Fahigkeit, auf etwas einzuwirken
und nicht mit dem Vorgang des Einwirkens gleichgesetzt wird. Aber auch die Begriffe ,,Ge-
schwindigkeit* und ,,Beschleunigung® werden als schnell/langsam bzw. Schnellerwerden
verstanden. Nach dem Unterrichten wird zum Teil auch Langsamerwerden als Beschleuni-
gung gesehen.



Der im Unterricht eingefithrte und in der Physik zentrale Vektorcharakter wird von Schii-
lerinnen und Schiilern in der Sekundarstufe I und II oftmals als untergeordnete, zusétzliche
Eigenschaft mit wenig Bedeutung angesehen. Das ist besonders im weiteren Unterrichts-
verlauf, beispielsweise bei Kreisbewegungen, ein Problem, da hier die Schiilerinnen und
Schiiler eine nach innen gerichtete Beschleunigung erkennen sollen.

Im néchsten Abschnitt werden die Schiilerinnen- und Schiilervorstellungen der Mechanik
des Forschungsstandes 2018 vorgestellt.

3.2.1 Vorstellungen zur Kinematik [12, S.65-69]

e  Geschwindigkeit ist Schnelligkeit.“[T], S.65]
Schiilerinnen und Schiiler setzen das Tempo mit der Geschwindigkeit gleich. Die
Richtung wird im Alltag meist nur als bergauf/bergab angegeben oder als Ziel ver-
standen - z.B. ,,Sie fahrt mit einer Geschwindigkeit von 100”“7m auf der Bundesstrafle
nach Salzburg“

e ,Grofle Beschleunigung heiit hohes Tempo.“[Il S.66]

Angaben wie ,,Der Porsche beschleunigt von 0 auf 100 in 2,6 Sekunden.” stellen den
Betragsaspekt der Beschleunigung als den Zeitraum und die Tempoédnderung dar.
Dabei ist die Beschleunigung eine eigensténdige Verhéltnisgrofle, die die Geschwin-
digkeit und die dabei vergangene Zeit durch Quotientenbildung in Zusammenhang
setzt. Fiir Schiilerinnen und Schiiler ist die Beschleunigung oftmals eine der Ge-
schwindigkeit oder dem Tempo &hnliche Grofle. Das fithrt dazu, dass sie manche
Problemstellungen zur Beschleunigung behandeln, als wiirde es sich um Tempo oder
Geschwindigkeit handeln. Das fiihrt weiters zu dem Problem, dass sie so nicht zwi-
schen verschiedenen Bewegungsarten, wie beispielsweise der gleichférmigen und der
gleichméfig beschleunigten Bewegung, unterscheiden kénnen.

e . Beschleunigung ist Schnellerwerden.“[I], S.66]
Problematisch ist hier die Gleichsetzung von Beschleunigung mit der Aussage des
Schnellerwerdens, welche héufig im Alltag Verwendung findet. Eine negative Be-
schleunigung erscheint somit unlogisch, wobei negative Werte beim Rechnen akzep-
tiert werden, jedoch ohne dass das Verstandnis der Beschleunigung weiterentwickelt
wird.

e Beschleunigung ist Tempodnderung.“[I, S.66]

Schiilerinnen und Schiiler setzen Beschleunigung oftmals mit der Anderung des Ge-
schwindigkeitsbetrags gleich und verstehen unter ,positiver Beschleunigung“ das
Schnellerwerden und unter ,negativer Beschleunigung® das Langsamerwerden. Je-
doch héngt das Vorzeichen vom gewéhlten Koordinatensystem ab. Im Alltag wird
der Richtungsaspekt der Beschleunigung jedoch oft nicht erkannt. In der Physik ist
hingegen jede Anderung des Geschwindigkeitsvektors, also Betrag und/oder Rich-
tung, eine Beschleunigung. So ist es fiir die Schiilerinnen und Schiiler sehr schwer
vorstellbar, dass bei einer Kreisbewegung eine standige Beschleunigung herrscht,
ohne dass sich das Tempo &dndert. Fiir Schiilerinnen und Schiiler bleibt somit Be-
schleunigung oftmals die Anderung des Tempos.



e . 7Zu einem Zeitpunkt kann keine Beschleunigung vorliegen.“[I], S.67]

Da Beschleunigung als Anderung des Geschwindigkeitsbetrags (v = %) verstan-
den wird, kann sich die Beschleunigung, nach Meinung der Lernenden, nicht auf
einen Zeitpunkt beziehen. Diese Vorstellung zeigt sich bei Aufgaben, bei denen sie
an Umkehrpunkten keine Beschleunigung angeben (siehe Abbildung . Sie gehen
davon aus, dass der Ball im Zenit eine sehr kleine Zeit lang stillsteht und sich dann
die Geschwindigkeit wieder dndert. Die Lernschwierigkeit liegt im nicht vollzogenen
Grenziibergang von sehr kleinem Zeitraum zum Zeitpunkt. Denn die Beschleunigung
bezieht sich auf den Zeitpunkt. Dieser Ubergang war auch in der Wissenschaft eine
enorme gedankliche Leistung, die auf Leibniz und Newton zuriickzufiihren ist.

Abbildung 1:  Ein Jongleur arbeitet mit zwei Béllen gleichzeitig. Die Bélle befin-
den sich gerade in der Luft auf der gleichen Hohe. Zeichnen Sie die
Beschleunigung ein!“ [12] S.67]

e  Fiir einen Zeitpunkt kann man keine Geschwindigkeit bestimmen.“[I} S.68]
Diese Vorstellung entspricht der obigen. Sie beruht auf dem selben Problem des
Grenzwerts der immer kleiner werdenden Zeitintervalle. Schiilerinnen und Schiiler
sind der Meinung, dass ein Korper zu einem Zeitpunkt keinen Weg zuriicklegt und
man somit auch nicht von einer Geschwindigkeit sprechen kann.

e  Die Bewegungsform pragt sich dem bewegenden Objekt ein.“[I], S.69]
Hier sind Schiilerinnen und Schiiler verleitet, dass beispielsweise der Ball in Abbil-
dung 2] nach dem Loslassen der Bahnkurve A folgt. Tatsachlich folgt der Ball geméaf
dem ersten Netwonschen Axiom der Bahnkurve B, also fliegt er tangential weiter.
Diese Schiilerinnen- und Schiilervorstellung hingt mit der Idee zusammen, dass die
in einem Korper gespeicherte ,innere Kraft“ ihn dazu bringt, trotz des Wirkens von
dufleren Kraften, seine Bewegungsform anfinglich beizubehalten.

Abbildung 2: ,Fin im Kreis herumgeschwungener Ball wird losgelassen“ [12] S.69]

Um diese Schiilerinnen- und Schiilervorstellungen im Unterricht aufzugreifen und zu korre-
gieren bzw. auszuarbeiten, setzt man an dieser Stelle das Miinchner Konzept der Mechanik
ein.



3.3 Miinchner Konzept der Mechanik [1]

Das ,,Miinchner Konzept der Mechanik® ist ein didaktisch erprobtes Konzept zum Unter-
richten der ,Einfiihrung in die Mechanik® in der Sekundarstufe I. Die Mechanik beobachtet
und analysiert Bewegungen und deren Ein- und Auswirkung auf Gegenstiande. Die (klas-
sische) Mechanik wurde von Isaac Newton im 17. Jahrhundert begriindet. Das ,,Miinch-
ner Konzept der Mechanik® betrachtet die einzelnen Informationen und Komponenten,
die man zur Beschreibung von Bewegungsabldufen, also kontinuierliche Bewegungen und
Bewegungsénderungen, bendtigt. So kénnen beispielsweise Fragen der Art ,Mit welcher
Starke und Richtung muss man einen Ball treffen, damit er ins Tor fliegt?“ beantwortet
werden.

3.3.1 Die Beschreibung und Darstellung von Bewegungen [1, S.2-3]

Um beispielsweise die Bewegung eines Zugvogels auf seiner Reise in den Siiden zu be-
schreiben, werden die Aufenthaltsorte des Zugvogels in zeitlich regelméfiigen Abstdnden
benotigt. Diese Informationen kénnen in eine Karte tibertragen werden, um die Flugroute
sichtbar zu machen.

27.-288 510.2.-26.8.09

Abbildung 3: Flugroute eines Storchs [Il S.2]

Um die Bewegung eines Gegenstandes zu beschreiben, muss zu bestimmten Zeitpunkten
der Ort des Gegenstandes festgestellt werden. Die Messung von Zeit und Ort sollte dabei
genaust moglich erfolgen. Die Beschreibung der Bewegung wird genauer, je kiirzer die
Zeitabstdnde zwischen den Messungen und je praziser die Ortsbestimmung ist. Mithilfe
von Stroboskopbildern kann die Bewegung eines Gegenstandes leicht aufgezeichnet (z.B.
Smartphone-App) und im Unterricht verwendet werden. Ein Stroboskopbild ist ein Bild,
in dem mehrere zeitlich dquidistante Aufnahmen gemacht und iibereinandergelegt werden
(siche Abbildung [). Das bedeutet, dass sich Stroboskopbilder fiir die Beschreibung von
Bewegungsablaufen gut eignen, da Ort und Zeitpunkt eines bewegten Gegenstandes darauf
gut ersichtlich sind.

Abbildung 4: Stroboskopbild eines Miniaturflugzeugs [II, S.2]



3.3.2 Wie schnell? Wohin? [1], S.3-9]

Zur Beschreibung einer Bewegung ist jedoch Zeit und Ort nicht ausreichend. Um den Schii-
lerinnen und Schiilern das aufzuzeigen, kann ein simpler Versuch mit ihnen durchgefiihrt
werden.

VERSUCH: Auf dem Boden ist eine vorgegebene Strecke fiir ein ferngesteuertes Auto ab-
gesteckt (siehe Abbildung . Fine Schiilerin oder ein Schiiler soll mit dem Auto die vor-
gegebene Strecke abfahren. Jedoch darf die Person die Strecke nicht sehen und muss auf
die Anweisungen der Mitschiilerinnen und Mitschiiler horen.

Abbildung 5: ,Ferngesteuertes Auto auf einer vorgegebener Route* [, S.3]

Mit diesem Versuch wird klargestellt, dass Angaben wie ,schneller oder ,langsamer*
sowie Richtungsanweisungen gegeben werden miissen, um auf der Strecke zu bleiben. Zur
Beschreibung einer Bewegung muss dem Gegenstand demnach zu jedem Zeitpunkt eine
Richtung und ein Tempo zugeordnet werden.

Tempo
Das Tempo beschreibt in der Physik wie schnell sich ein Gegenstand bewegt. Es ist die

Schnelligkeit, die man beispielsweise an einem Tacho ablesen kann. Das Tempo ist der
Quotient der zuriickgelegten Strecke As und der dafir bendtigten Zeit At.

zuriickgelegte Strecke

T =
PO = qafiir bendtigte Zeit
_As
N

Es hat das Formelzeichen v und die Einheit kTm bzw. ==. Dabei gilt folgende Umrechnung:

m 1000 m km
105 =3636500%5 =307

Richtung

Wie bereits oben erwahnt, bendtigt man zur Beschreibung einer Bewegung auch deren
Richtung. Die Bewegungsrichtung ist neben Ort und Tempo ausschlaggebend fiir die Be-
wegungsbeschreibung. Sie wird als Pfeil dargestellt.

In Abbildung [f] sind Fahrzeuge und deren Bewegungsrichtungen dargestellt. Die drei Au-
tos mit den gelben Pfeilen weisen die gleiche Bewegungsrichtung auf, wobei sie nicht das
gleiche Ziel haben.



Abbildung 6: ,Pfeile bei verschiedenen Fahrzeugen  [II S.6]

Die vier anderen Fahrzeuge haben das gleiche Ziel, den Kreisverkehr, dafiir voneinander
verschiedene Bewegungsrichtungen.

Die Bewegungsrichtung kann sich im Laufe der Zeit d&ndern (z.B. Zugfahrt). Das kann
spielerisch im Unterricht mit einer Modelleisenbahn, auf der ein Pfeil klebt, gezeigt wer-
den.

Geschwindigkeit

Nun sind alle Informationen zur Beschreibung einer Bewegung vorhanden. Eine Bewegung
eines Objekts wird durch sein Tempo und seine Richtung beschrieben. Nun kann noch die
Lénge der Pfeile proportional zum Tempo gewahlt werden, um die Gesamtinformationen
einer Bewegung graphisch darzustellen.

Abbildung 7: ,Geschwindigkeitspfeile verschiedener Fahrzeuge “ [II, S.7]

,In der Physik werden die beiden Informationen Tempo und Richtung zusammen-
gefasst: die Geschwindigkeit ¢ eines Gegenstands setzt sich zusammen aus seinem
Tempo und seiner Bewegungsrichtung. Sie wird durch einen Geschwindigkeitspfeil
dargestellt. Seine Richtung gibt die Richtung der Bewegung, seine Linge das Tempo
der Bewegung an. [I, S.7]

T
Geschwindigkeit v Hpo
Richtung

10



3.3.3 Die Zusatzgeschwindigkeit [1, S.10-16]

Die Zusatzgeschwindigkeit A7 ist jene Geschwindigkeit, die aufgrund einer Einwirkung an
einem Gegenstand auftritt und dessen Geschwindigkeit dndert.

| /| o

Va . Va o Vs AV] Vi

)

Abbildung 8: Anfangs-, End- und Zusatzgeschwindigkeit einer Kugel [I, S.11]

In Abbildung [§]sieht man wie eine Kugel mit Anfangsgeschwindigkeit ¥4 durch einen Stof3
abgelenkt wird. Die Stofirichtung ist gleich der Richtung der Zusatzgeschwindigkeit Aw.
Nach dem Stof} rollt die Kugel mit der Endgeschwindigkeit vg weiter.

Die Verkniipfung der drei Geschwindigkeitspfeile wird nun besprochen.

Konstruktion der Endgeschwindigkeit

Die Bestimmung der Endeschwindigkeit v aus der Anfangsgeschwindigkeit ¥4 und der
Zusatzgeschwindigkeit Av kann mithilfe der Geschwindigkeitspfeilen, wie in Abbildung [9]
dargestellt, nachvollzogen werden.

AV

Va

oty v,

Abbildung 9: Konstruktion der Endgeschwindigkeit [T, S.12])

KONSTRUKTION:
a) Die Kugel hat eine gegebene Anfangsgeschwindigkeit U4.

b) Durch den Stof erhélt die Kugel zusétzlich eine bestimmte Zusatzgeschwindigkeit
Av, die in Richtung des Stofies zeigt.

¢) An die Pfeilspitze von ¥4 wird die Zusatzgeschwindigkeit A¢ angehéngt.

d) Es wird der Pfeilful von ¥4 mit der Pfeilspitze von A¢ verbunden. Der resutlierende
Pfeil ist der Pfeil der Endgeschwindigkeit 0.

Konstruktion der Zusatzgeschwindigkeit
Aus der Anfangs- und Endgeschwindigkeit wird die Zusatzgeschwindigkeit konstruiert. Die

Zusammensetzung der Geschwindigkeitspfeile von ¥4 und ¥, zur Bestimmung von A4,
kann anhand Abbildung [10] nachvollzogen werden.

11
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Abbildung 10: Konstruktion der Zusatzgeschwindigkeit [T S.12]

KONSTRUKTION:
a) Die Kugel hat eine gegebene Geschwindigkeit 04.

b) Nach dem Stofl hat die Kugel die Endgeschwindigkeit 0.
Gesucht ist der Pfeil der Zusatzgeschwindigkeit Av.

c¢) Der Pfeil der Zusatzgeschwindigkeit A schaut von der Pfeilspitze von ¥4 zur Pfeil-
spitze von Ug.

,2Durch eine Einwirkung erhélt ein Korper eine Zusatzgeschwindigkeit Av. Die
Richtung der Einwirkung und die Richtung der Zusatzgeschwindigkeit sind gleich. Die
Zusatzgeschwindigkeit Av wird durch einen Pfeil dargestellt. Der Pfeil von Av zeigt
von der Pfeilspitze von ¥4 zur Pfeilspitze von Ug.

Konstruktionstipp: Wenn du einen der Geschwindigkeitspfeile konstruierst, dann
kannst du die vorgegebenen Geschwindigkeitspfeile beliebig verschieben. Beachte, dass
du dabei die Richtung und die Lange der Pfeile nicht veranderst.” [1, S.13]

Sonderfall: Eindimensionale Bewegungen

Von einer eindimensionalen Bewegung ist dann die Rede, wenn alle drei Geschwindig-
keitspfeile (U4, U, A¥) auf einer Linie liegen, also sie entweder in die gleiche oder in die
entgegengesetzte Richtung zeigen. So gibt es bei einer eindimensionalen Bewegung eines
Objektes die folgenden vier Félle:

(i) In Abbildung [11}ist zu sehen, dass die Einwirkung und die Anfangsgeschwindigkeit
die selbe Richtung aufweisen und somit die Endgeschwindigkeit grofler als die An-
fangsgeschwindigkeit und gleich orientiert ist. Dies wird als Erhéhen des Tempos
bezeichnet.

(ii) In Abbildung ist zu sehen, dass die Einwirkung entgegengesetzt der Richtung der
Anfangsgeschwindigkeit ist. Die Endgeschwindigkeit zeigt die selbe Richtung wie die
Anfangsgeschwindigkeit auf und ist kleiner. Das wird als Verringern des Tempos
bzw. Bremsen bezeichnet.

(iii) In Abbildung [13]ist zu sehen, dass die Einwirkung gleich grof}, aber entgegengesetzt
der Anfangsgeschwindigkeit ist. Hier wird die Bewegung gestoppt.

(iv) In Abbildung [14] ist zu sehen, dass die Einwirkung grofler und entgegengesetzt der
Anfangsgeschwindigkeit ist. Die Endgeschwindigkeit zeigt, dass das Objekt wieder
zuriickkommt (z.B. ein Fuiball der zuriickgekickt wird).

12
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Abbildung 11: ,Erhéhen des Abbildung 12: ,Bremsen“
Tempos“[I}, S.15] [1, S.15]

I AV . AV
Va Ve Va

Abbildung 13: ,Stoppen* Abbildung 14: ,Zuriick“[1} S.15]
[1, S.15]

3.3.4 Die Newton’sche Bewegungsgleichung [1}, S.17-20]

Aus den vorherigen Abschnitten kann gesagt werden, fiigt eine Einwirkung der Anfangs-
geschwindigkeit U4 eine Zusatzgeschwindigkeit At hinzu, so ergibt sich daraus die Endge-
schwindigkeit ¥g. Da die Einwirkrichtung gleich der Richtung der Zusatzgeschwindigkeit
ist, muss es einen bestimmten Zusammenhang zwischen der Einwirkung und der Zusatz-
geschwindigkeit geben.

Einwirkung und Zusatzgeschwindigkeit

Wird eine Kugel unterschiedlich stark gestoflen, so kann festgestellt werden, dass beim
starkeren Stof}, also der stiarkeren Einwirkung, das Tempo der Zusatzgeschwindigkeit gro-
Ber ist.

Allgemein kann folgende Aussage getroffen werden: Je gréfler die Einwirkungsstéirke auf
ein Objekt ist, desto grofler ist das Tempo der Zusatzgeschwindigkeit, die das Objekt be-
kommt.

Das heifit, dass bei groflerer Einwirkungsstérke der Pfeil der Zusatzgeschwindigkeit linger
ist.

Somit kann der Begriff der Einwirkung genauer festgemacht werden. Die Einwirkung ist
definiert durch ihre Richtung und ihre Stérke.

,In der Physik werden die ,Einwirkungsstiarke* und die , Einwirkungsrichtung“ zu-
sammengefasst; dafiir verwendet man den Begriff Kraft (Symbol F, vom englischen
Wort force)“[I], S.17]

Kraft 7 {Einwirkungsstéirke

FEinwirkungsrichtung
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Einwirkungsdauer und Zusatzgeschwindigkeit

Wie in Abbildung [I5] dargestellt, wird das Tempo der Zusatzgeschwindigkeit grofer, wenn
die Einwirkdauer lénger wird (zwei Fohns hintereinander statt einem).

Abbildung 15: ,Eine Kugel wird durch den Luftstrom eines Fohns (links) bzw.
zwei nebeneinander liegender Fohns (rechts) abgelenkt. [IL S.18]

Das bedeutet, dass eine kleine Kraft iiber einen langen Zeitraum ausgeiibt, die gleiche
Zusatzgeschwindigkeit wie eine grofle Kraft, die nur einen kurzen Moment lang ausgeiibt
wird, bewirkt.

Masse und Zusatzgeschwindigkeit

Werden unterschiedlich schwere Kugeln immer gleich stark angestoflen, so ist erkennbar,
dass das Tempo der Zusatzgeschwindigkeit dabei direkt proportional zur Masse der Kugel
ist.

»2Allgemein gilt: Je grofier die Masse eines Gegenstands ist, auf den eine Kraft ausge-
iibt wird, desto kleiner ist das Tempo der Zusatzgeschwindigkeit A, die der Korper
erhalt“[I), S.19]

Die Newton’sche Bewegungsgleichung

Nun sind alle Faktoren, welche die Zusatzgeschwindigkeit beeinflussen, dargelegt worden.
So kann nun gesagt werden, dass die Kraft (Einwirkungsstérke und -richtung), die Zeitdau-
er und die Masse die Zusatzgeschwindigkeit bestimmt. All diese Einflussfaktoren kénnen
nun in einen mathematischen Zusammenhang in Form der Newton’schen Bewegungs-
gleichung gebracht werden.

F-At=m-A7 (3.1)
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Die Newton’sche Bewegungsgleichung F-At=m-Av sagt aus:

1. Wenn auf einen Korper eine Kraft F ausgelbt wird, erhélt dieser eine Zusatzge-
schwindigkeit A7 (d.h. die Geschwindigkeit des Korpers éndert sich).

2. Die Richtung der Kraft und die Richtung der Zusatzgeschwindigkeit sind gleich.

3. Je grofler die Einwirkungsstérke der Kraft F ist, desto grofler ist das Tempo der
Zusatzgeschwindigkeit Av (bei jeweils gleicher Einwirkungsdauer und Masse).

4. Je langer die Einwirkungsdauer At ist, detso grofler ist das Tempo der Zusatz-
geschwindigkeit At (bei jeweils gleicher Kraft und Masse).

5. Je grofler die Masse m des Korpers ist, desto kleiner ist das Tempo der Zusatz-
geschwindigkeit At (bei jeweils gleicher Kraft und Einwirkungsdauer).

[, S.20]

Die Kraft hat die Mafieinheit Newton (N). Sie kann mithilfe der Einheiten der anderen
Faktoren der Newton’schen Bewegungsgleichung ausgedriickt werden. Es gilt:

IV = kg m

52

Zusammenfassend kann nun gesagt werden, dass die Kraft, wie auch die Geschwindig-
keit, als Pfeil dargestellt wird. Dabei entspricht der Betrag der Linge des Pfeils, welcher
gleichbedeutend mit der Einwirkungsstérke (bzw. dem Tempo) ist. Die Richtung des Pfeils
entspricht der Einwirkrichtung (bzw. der Bewegungsrichtung).

Hier mochte ich die Bearbeitung der ,Einfiihrung in die Mechanik” nach dem ,Miinchner
Konzept der Mechanik“ [I] beenden, da nun die wichtigsten Begriffe fiir einen grundle-
genden Vektorbegriff im Physikunterricht vorhanden sind. Abschlieflend fiir dieses Kapitel
werde ich noch einen kurzen Einblick in einige Physikschulbiicher fiir die 6. Schulstufe zu
diesem Thema geben.
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3.4 Schulbiicher [14]

Hier mochte ich nur kurz einige wichtige Punkte erwéhnen. Im Folgenden wurden die Schul-
biicher ,,Physik verstehen 2“ [13], ,,Big Bang 2* [I4], ,Impuls Physik* [I5] und ,Physik
2% [16] zum Thema Mechanik und im Vergleich zum ,Miinchner Konzept der Mechanik*
untersucht und Folgendes festgestellt:

Alle hier untersuchten, in Osterreich zugelassenen Schulbiicher haben eine grofie Ge-
meinsamkeit. Keines dieser Schulbiicher unterscheidet die Begriffe ,,Geschwindigkeit® und
,Tempo“. In jedem Schulbuch wird die Geschwindigkeit d&quivalent zum Tempo (siche Ab-
schnitt definiert.

Sie verwenden in der Mechanik auch alle das Wort ,,Pfeil“. Jedoch wird dieser Begriff in
drei von vier Biichern (exkl. [I4]) erst beim Kraftbegriff und hier lediglich im Abschnitt
der Darstellung von Kréften verwendet.

Anders ist hier das Schulbuch ,Big Bang 2“. In diesem wird zwar die Geschwindigkeit
auch dquivalent zum Tempo definiert, jedoch wird hier darauf eingegangen, dass in der
Physik die Geschwindigkeit mit einem Pfeil dargestellt wird, dessen Lange der ,,Grofle der
Geschwindigkeit”, also dem Tempo entspricht. Weiters wird auch erwahnt, dass der Fach-
ausdruck fiir den Pfeil ,,Vektor“ ist und dieser sich mit dem Objekt in Bewegungsrichtung
mitverschiebt.

Der Vektorbegriff (Pfeil) wird in diesem Schulbuch konzeptuell auch im Kontext von be-
schleunigten Kérpern weitergefiihrt.

Erwdhnenswert ist: Auch wenn alle Schulbiicher die Themen der Newton’schen Mechanik
(Bewegungsgleichung, Triagheit, Wechselwirkung) enthalten, ist , Big Bang 2“ das einzige,
das dies auch namentlich anspricht.

Keines der Schulbiicher beinhaltet den Begriff | Zusatzgeschwindigkeit®, dafiir arbeiten sie
mit dem Begriff ,,Beschleunigung*.

Die Schulbiicher unterscheiden folgende Bewegungsarten:

,Physik verstehen 2“ und ,,Big Bang 2“:
e unbeschleunigte/gleichformige Bewegung = Geschwindigkeit konstant
e beschleunigte/ungleichférmige Bewegung = Geschwindigkeitsinderung (Tempo
oder Richtung)
,2Impuls Physik 2 und ,,Physik 2¢:
e gleichformige Bewegung = konstante Geschwindigkeit
e beschleunigte Bewegung = positive Geschwindigkeitsinderung (Beschleunigung)
e verzogerte Bewegung = negative Geschwindigkeitsdnderung (Bremsen)
Wobei hier erwéhnt werden muss, dass ohne Definition des Bezugssystems die Rich-

tung der Geschwindigkeitsdnderung (pos., neg.) nicht aussagekriftig ist.

Auf weitere Unterschiede der Schulbiicher moéchte ich hier nicht eingehen. Mir war es
nur wichtig zu zeigen, dass nicht alle Schulbiicher in allen Bereichen gleich gut sind. Aus
fachlicher Sicht wiirde ich das Schulbuch ,Big Bang 2¢ [14] empfehlen.
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3.5 Rickblick
ad Schiilerinnen- und Schiilervorstellungen in der Mechanik

Der zentrale Vektorcharakter von Groflen wie Geschwindigkeit, Beschleunigung und Kraft
wird im Unterricht mithilfe des Miinchner Konzepts der Mechanik eingefiihrt. Jedoch wird
dieser von Schiilerinnen und Schiilern oft als untergeordnete Eigenschaft mit wenig Be-
deutung angesehen, was zu Problemen im weiteren Unterricht, z.B. bei Kreisbewegungen,
fiihren kann.

So wird der Betragsaspekt, der Richtungsaspekt und der Vektorcharakter von den in der
Mechanik tiblichen vektoriellen Grofien auch in den Schiilerinnen- und Schiilervorstellun-
gen immer wieder als von den Schiilerinnen und Schiilern nebenséchlichen Aspekt oder
falsch interpretierten Begriff beschrieben. So trifft man im Alltag auf Aussagen wie ,,Sie
fahrt mit einer Geschwindigkeit von 80%” iiber die Nordbriucke in die Stadt.“ oder ,,Der
Porsche 918 Spyder beschleunigt von 0 auf 100 in 2,6 Sekunden.“. Klar ersichtlich ist hier,
dass haufig iiber den Betragsaspekt, also das Tempo, geredet und die Begriffe Geschwin-
digkeit, Tempo und Beschleunigung durcheinandergebracht wird. So kann das ,,Miinchner
Konzept der Mechanik® im Unterricht dabei helfen, den zentralen Vektorcharakter sichtbar
zu machen.

ad Miinchner Konzept der Mechanik

Das Miinchner Konzept der Mechanik ist ein Unterrichtskonzept, welches sich speziell auf
den Vektorcharakter der Bewegung konzentriert. So kann es bereits als erste Begegnung
mit einem elementaren Vektorbegriff dazu beitragen, im Spéteren den Vektorbegriff mit
seinem Betrags- und Richtungsaspekt zu verinnerlichen. Es handelt sich um ein rein phé-
nomenologisch aufgebautes Konzept fiir die Sekundarstufe I.

Das Minchner Konzept der Mechanik fiihrt zum Vektorbegriff hin, indem die beiden
Aspekte, Betrag und Richtung, im Kontext der Bewegung, genauer der Geschwindigkeit,
betrachtet werden. Anschlieend werden Tempo und Richtung (Betrag und Richtung) zum
Begriff der Geschwindigkeit (Vektor) zusammengesetzt.

Die Geschwindigkeit wird im Kontext der Bewegungsédnderung betrachtet und der Begriff
,Zusatzgeschwindigkeit® Ay wird eingefiihrt. Nun kénnen geometrisch die drei Geschwin-
digkeiten (Anfangs-, Zusatz- und Endgeschwindigkeit) konstruiert werden und z.B. die
Endgeschwindigkeit durch Addition von Anfangs- und Zusatzgeschwindigkeit eruiert wer-
den. Anschliefend wird der Zusammenhang zwischen Zusatzgeschwindigkeit und Einwir-
kung erortert. Hier werden die verschiedenen Abhéngigkeiten der Einwirkung untersucht.
Diese Zusammenhénge vereint die Newton’sche Bewegungsgleichung.

ad Schulbiicher

Hier wurde ein kurzer Einblick in folgende Schulbiicher im Bezug zum Vorgehen der New-
ton’schen Mechanik in Abschnitt [3-3] gewéhrt:

e  Physik verstehen 2“ [I3]
e  Big Bang 2¢ [14]

e  Impuls Physik 2 [I5]

o . Physik 2¢ [I6]

17






4 Zugang zum Vektorbegriff im Mathematikunterricht

Da die Vektorrechnung seit 1967 aus dem Mathematiklehrpldnen nicht mehr wegzuden-
ken ist, folgt hier nun der Zugang zu diesem Thema im Mathematikunterricht. Anfangs
wird ein Auszug des aktuellen Lehrplans (siehe [2]) aus dem Jahr 2018 und aus dem
(erweiterten) Grundkompetenzenkatalog (siehe [I7] und [18]) der Vektorrechnung fiir die
Sekundarstufe II dargestellt. Anschlieend werden die Grundvorstellungen zur Vektorrech-
nung betrachtet. Danach werden ich die in Osterreich zugelassenen Schulbiicher fiir den
Mathematikunterricht der 9. Schulstufe mit den wichtigsten Definitionen und Merksét-
zen untersucht und verglichen. Abschlieend werden die unterschiedlichen Methoden zur
Einfiihrung in die Vektorrechnung besprochen.

4.1 Lehrplanauszug [2]
Hier folgt nun ein Auszug aus dem Lehrplan der Sekundarstufe II fiir allgemeinbildende
hohere Schulen im Fach Mathematik fiir den Bereich der Vektorrechnung [2, S.168-170]:

5. Klasse (9. Schulstufe); 1. und 2. Semester

Vektoren und analytische Geometrie in R?

e Vektoren addieren, subtrahieren, mit reellen Zahlen multiplizieren und diese Rechen-
operationen geometrisch veranschaulichen kénnen

e FEinheitsvektoren und Normalvektoren ermitteln konnen

e Mit dem Skalarprodukt arbeiten kénnen; den Winkel zwischen zwei Vektoren ermit-
teln kénnen

e Geraden durch Parameterdarstellungen in R? und durch Gleichungen (Normalvek-
tordarstellungen) in beschreiben, Geraden schneiden und die gegenseitige Lage von
Geraden ermitteln kénnen

o Abstdnde ermitteln konnen (Punkt-Punkt, Punkt-Gerade)
[2, S.168]
6. Klasse (10. Schulstufe), 4. Semester: Kompetenzmodul 4

Vektoren und analytische Geometrie in R3; Vektoren in R"

e Die aus der zweidimensionalen analytischen Geometrie bekannten Begriffe und Me-
thoden auf den dreidimensionalen Fall iibertragen konnen (insbesondere Geraden
durch Parameterdarstellungen beschreiben koénnen)

e Normalvektoren ermitteln konnen; Ebenen durch Parameterdarstellungen bzw. Glei-
chungen (Normalvektordarstellungen) beschreiben kénnen

e Lineare Gleichungssysteme in drei Variablen losen kénnen

e Vektoren in R™ und deren Rechenoperationen kennen, in Anwendungskontexten in-
terpretieren und verstandig einsetzen kénnen

2, S.170]
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4.2 Auszug aus dem Katalog von Grundkompetenzen [17]

Nun folgt ein Auszug des Katalogs der Grundkompetenzen fiir die standardisierte schrift-
liche Reifepriifung in Mathematik im Bereich Vektorrechnung bzw. lineare Algebra [I7]:

Inhaltsbereich Algebra und Geometrie (AG)

Bildungstheoretische Orientierung:

Die Erweiterung des Zahlbegriffs auf Zahlentupel (Vektoren) und die Festlegung
von zweckmafigen Regeln zur operativen Verkniipfung dieser neuen mathemati-
schen Objekte fiihrt zu einer wichtigen Verallgemeinerung des Zahl- bzw. Varia-
blenbegriffs.

Durch die Einfithrung von Koordinaten ist es moglich, Punkte in der Ebene oder
im Raum so zu verorten, dass geometrische Objekte algebraisch durch Vektoren
beschrieben werden kénnen, und sich so von rein geometrisch- anschaulichen Be-
trachtungsweisen (mit Winkel, Lange oder Volumen) zu 16sen und geometrische
Probleme mithilfe der Algebra zu behandeln.

Dieser Zusammenhang zwischen Algebra und Geometrie ermoglicht es aber nicht
nur, geometrische Sachverhalte mit algebraischen Mitteln darzustellen (z. B. Vek-
toren als algebraische Darstellung von Pfeilen oder Punkten) und zu bearbeiten,
sondern auch umgekehrt algebraische Sachverhalte geometrisch zu deuten (z.B.
Zahlentripel als Punkte oder Pfeile im Raum) und daraus neue Einsichten zu
gewinnen. Solche Deutungen algebraischer Objekte in der Geometrie wie auch
Darstellungen geometrischer Objekte in der Algebra und ein flexibler Wechsel
zwischen diesen Darstellungen bzw. Deutungen sind in verschiedensten Kommu-
nikationssituationen — und somit bildungstheoretisch — von grofler Bedeutung.

17, S.3]

4.2.1 Auszug aus dem erweiterten Katalog von Grundkompetenzen

Mit dem erweiterten Grundkompetenz-Katalog [I8] werden die Grundkompetenzen fiir die
standardisierte schriftliche Reifepriifung (mit -M gekennzeichnet) um sogenannte Grund-
kompetenzen fiir den Lehrplan (mit -L gekennzeichnet) erweitert. Der erweiterte Grundkompetenz-
Katalog im Bereich Vektorrechnung bzw. lineare Algebra lautet wie folgt:

AG 3: Vektoren und analytische Geometrie

AG-M 3.1 Vektoren als Zahlentupel verstindig einsetzen und im Kontext deuten
kénnen

AG-M 3.2 Vektoren geometrisch (als Punkte bzw. Pfeile) deuten und versténdig
einsetzen konnen

AG-M 3.3 Definitionen der Rechenoperationen mit Vektoren (Addition,
Multiplikation mit einem Skalar, Skalarmultiplikation) kennen,
Rechenoperationen versténdig einsetzen und (auch geometrisch)
deuten konnen
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AG-M 3.4 Geraden durch (Parameter-)Gleichungen in R? und R? angeben
koénnen; Geradengleichungen interpretieren konnen; Lagebeziehungen
(zwischen Geraden und zwischen Punkt und Gerade) analysieren,
Schnittpunkte ermitteln kénnen

AG-M 3.5 Normalvektoren in R? aufstellen, verstindig einsetzen und
interpretieren konnen

»2Anmerkungen:

Vektoren sind als Zahlentupel, also als algebraische Objekte, zu verstehen und in ent-

sprechenden Kontexten verstdndig einzusetzen. Punkte und Pfeile in der Ebene und im

Raum miissen als geometrische Veranschaulichung dieser algebraischen Objekte interpre-

tiert werden kénnen.”

,Die geometrische Deutung der Skalarmultiplikation (in R? und R?) meint hier nur den
Spezialfall a - b = 0. Geraden sollen in Parameterform, in R? auch in parameterfreier
Form, angegeben und interpretiert werden kénnen.”

AG-L 3.6 Die geometrische Bedeutung des Skalarprodukts kennen und den
Winkel zwischen zwei Vektoren ermitteln kénnen

AG-L 3.7 Einheitsvektoren ermitteln, verstindig einsetzen und interpretieren
kénnen

AG-L 3.8 Definition des Vektorprodukts und seine geometrische Bedeutung
kennen

AG-L 3.9 Wissen, wodurch Ebenen festgelegt sind und Ebenengleichungen
aufstellen kénnen

AG-L 3.10 Lagebeziehungen und Abstidnde im Raum ermitteln kénnen

I8, S.4]

4.3 Grundvorstellungen zur Vektorrechnung

Zuerst werden die Begriffe Aspekt und Grundvorstellung definiert.

Bin Aspekt eines mathematischen Begriffs ist ein Teilbereich des Begriffs, mit dem dieser
fachlich charakterisiert werden kann.“ [19, S.17]

Mehrere Aspekte gemeinsam bilden den fachlichen Kern eines Begriffs, also kénnen sie
einen mathematischen Begriff auf fachlicher Ebene definieren und charakterisieren. Das
Konzept der Grundvorstellung eines Aspekts eines mathematischen Begriffs ist von fach-
didaktischer Natur.

,Bine Grundvorstellung zu einem mathematischen Begriff ist eine inhaltliche Deutung des
Begriffs, die diesem Sinn gibt.“ [19, S.17]

Mit Hilfe von Grundvorstellungen kénnen mathematische Begriffe bzw. deren Aspekte
erfasst und in einem sinnhaften Kontext mit einer Bedeutung versehen werden. Sie sind
das tragfahige mentale Modell, welches fiir das Erlernen mathematischer Begriffe und
Operationen unumgénglich ist.
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Fiir den Bereich der Vektorrechnung sind folgende Grundvorstellungen (siehe [20, S.19-
20]) validiert worden:

GV 1:
GV 2:

GV 3:

GV 4:

GV 5:

GV 6:

GV T:

GV 8:

GV 9:

Ein Vektor (des R™) ist ein n-Tupel von reellen Zahlen.

Vektoren des R™ sind Verallgemeinerungen von reellen Zahlen
(,hoherdimensionale Rechenzahlen*). Man kann mit ihnen nach
bestimmten Regeln rechnen.

Bei einem Vektor aus R™ werden n reelle Zahlen zu einem neuen
Denkobjekt zusammengefasst. Die Bezeichnung von Vektoren mit
Buchstaben erlaubt iibersichtliche Darstellungen.

Ein Vektor des R? bzw. R? kann als Punkt oder Pfeil in der Ebene bzw.
Raum gedeutet werden (siehe Abbildung und Abbildung. Jedem
Vektor entsprechen unendlich viele Pfeile (die alle gleich lang, parallel und
gleich orientiert sind). Umgekehrt entspricht jedem Pfeil genau ein Vektor.
Die Addition von Vektoren des R? bzw. R? kann auf zweifache Weise
geometrisch gedeutet werden: Punkt-Pfeil-Addition (siehe Abbildung
oder Pfeil-Pfeil-Addition (siehe Abbildung .

Die Multiplikation eines Vektors des R? bzw. R? mit einer reellen Zahl
kann geometrisch als Streckung eines Pfeils gedeutet werden.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren des R™ ist eine Verallgemeinerung des
Produkts in R. Es ist genau dann gleich 0, wenn die zugehorigen Pfeile
miteinander einen rechten Winkel einschlieflen.

Der Betrag eines Vektors des R? bzw. R? ist die Linge eines zugehérigen
Pfeils.

Sei X = P+t -g. Durchlduft ¢ alle reellen Zahlen, dann durchléuft X alle
Punkte einer Geraden.

GV 10: Eine Gleichung der Form ax +by = ¢ mit (a,b) # (0, 0) stellt eine Gerade

in der Ebene dar. Dabei ist (a,b) ein Normalvektor der Geraden.

[20, S.19-20]

Es ist nicht ausreichend nur eine Grundvorstellung zu einem Begriff zu erwerben. Um einen
mathematischen Begriff voll erfassen zu kénnen, miissen mehrere Grundvorstellungen auf-

gebaut werden.

Wichtig ist zu wissen, dass Grundvorstellungen nicht als ,,Merkspruch“

verstanden werden koénnen, sondern tatsédchlich als mentales Konzept verinnerlicht wer-
den miissen. Um einen mathematischen Begriff in seinen Facetten zu erfassen, miissen
die Grundvorstellungen zu diesem Begriff durch die Beschéftigung mit diesen z.B. durch
kognitive Aktivierungen aufgebaut werden.
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4.4 Zugang zum Vektorbegriff in den Schulbiichern Mathematik verstehen 5 [21]

und Losungswege 5 [22]

Mathematik verstehen 5 [21]
VEKTOREN

VEKTOREN IM R?

Definition 4.4.1 1. Die Menge al-
ler geordneten Paare reeller Zahlen
bezeichnet man mit R2.

R2 = {(a1|a2)|a1,a2 S R}

2. Ein geordnetes Zahlenpaar
(ai|laz) € RZ% bezeichnet man
als Vektor in R? mit den Koordi-
naten ai und as. [21, S.200]

Definition 4.4.2 (Gleichheit
Vektoren)

Fiir zwei Vektoren (ai|az) und (by|be)
aus R? gilt (ai]az) = (b1lb2) & a1 =

von

b1 A as = by m, 8.200]
RECHNEN MIT VEKTOREN
Definition 4.4.3 (Summe, Diffe-

renz und Vielfache von Vektoren

in R?)
aq [ b

Vektoren aus R% und r € R. Man setzt:

Es seien A = (

ay by ai + by
A+B = =
o aq . bl o al—bl
T'A:<r‘a1>
r-a
[21, S.202]
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Losungswege 5 [22]
VEKTOREN

AUFSTELLEN VON VEKTOREN

Definition 4.4.4 Vektor

Ein Vektor ist ein n-Tupel wvon reel-
len. Zahlen (n € N\{0}). Die Menge
aller n-Tupel wird R™ genannt: R* =
{(ail|azlas|...|an)|a1, az, as, ...,a, € R}

122, S.203)

RECHNEN MIT VEKTOREN

Definition 4.4.5 Rechenregeln fiir
Vektoren
a by
Seien A = e,
an by,
Vektoren aus R™ (n € N\{0}) und k

eine reelle Zahl (auch Skalar genannt),

B

ar + b
dann gilt: A+ B = .
an + by,
al—bl
A—B= .
an — by,
k:-al
k-A=
k- an

Bei der Addition bzw. Subtraktion zwei-
er Vektoren und der Multiplitkation ei-
nes Vektors mit einem Skalar (einer reel-
len Zahl) erhdlt man als Ergebnis wieder

einen Vektor. [22, S.206]

Definition 4.4.6 Gegenvektor
Nullvektor

und

—a

nennt man

Den Vektor —A =

—Qp,
Gegenvektor von A.
Addiert man einen Vektor mit seinem

Gegenvektor, dann erhdlt man den
Nullvektor. [22, S.207]



Merke

e Vektoren werden addiert (subtra-
hiert), indem man die einander
entsprechenden Koordinaten ad-
diert (subtrahiert).

e Ein Vektor wird mit einer reellen
Zahl mutlipliziert, indem man jede
Koordinate des Vektors mit der re-
ellen Zahl multipliziert.

21, S.203]

Definition 4.4.7 (1) Der Vektor 0 =
(0[0) heifst Nullvektor in R2.

(2) Ist A = (a1]a2), dann heift der
Vektor —a = (—a1| — az) der Ge-
genvektor von A oder der inverse
Vektor zu A.

121, S.205]

Grundlegende Gesetze fiir Vekto-
ren in R?

Addition von Vektoren in R?:
Fiir alle 4, B, C' € R? gilt:

(1) A+B=B+A
der Addition)

(2) (A+B)+C=A+(B+C)
tivgesetz der Addition)

(Kommutativgesetz

(Assozia-

(3) A+0=A  (Gesetz vom neutralen
Element)
(4) A+(-A)=0 (Gesetz von den

inversen Elementen)

21, S.205]
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Definition 4.4.8 Skalares Produkt
zweter Vektoren

ax b1

a9 bg
Seien A = .|, B =

an by,

Vektoren aus R™ (n € N\{0}). Dann
nennt man a1-by1 +as-bo+...+a, b, das
skalare Produkt dieser beiden Vektoren.
Das FErgebnis der Multiplikation zweier
Vektoren ist eine reelle Zahl (Skalar).

[22,5.209]

GEOMETRISCHE INTERPRETATION VON
VEKTOREN IM RZ

Proposition 4.4.1 Darstellung wvon
Vektoren

FEin Vektor kann als Punkt oder Pfeil
dargestellt werden. Einem Vektor kann
man genau einen Punkt oder unendlich
viele, gleich lange, parallele Pfeile mit
gleicher Orientierung zuordnen. Umge-
kehrt wird ein Punkt bzw. Pfeil durch ge-
nau einen Vektor beschrieben.

[22,5.213]

A=(312)

Abbildung 16: Darstellung
als Punkt [22] S.212]



Multiplikation eines Vektors in R? mit einer
reellen Zahl:
Fiir alle A, B € R? und alle 7, s € R gilt:

(1) r-(A+B)=r-A+r-B
(Distributivgesetz 1)

(2) (r+s)-A=r-A+s-A
(Distributivgesetz 2)

(3) (r-s)-A=r-(s-A)
(Quasiassoziativgesetz)

4 1-A=A
(Gesetz vom neutralen Element)

[21] S.205]

SKALARPRODUKT VON VEKTOREN

Definition 4.4.9 Es seine A,B € R>.
Die reelle Zahl

a9 bg
heif$t skalares Produkt bzw. Skalarpro-

dukt der Vektoren A und B.
[21, S.206]

Rechengesetze fiir das Skalarprodukt:

) =a1-by+az-by

Satz 4.4.1 Fir alle A,B,C € R? und
alle r € R gilt:

(SP1) A-B = B-A (Kommutativgesetz)

(SP2) (A+B)-C=A-C+B-C
(Distributivgesetz)

(SP3) (r-A)-B=r-(A-B)
(Quasiassoziativgesetz)

121, S.208]

Satz 4.4.2 Fir alle A,B,C,D € R?
und alle r,s € R gilt:

(1) A-(B+C)=A-B+A-C

(2) A-(B-C)=A-B—A-C

(3) (r-A)-B=A-(r-B)=r-(A-B)

(4) (r-A)-(s-B)=(r-s)-(A-B)
(5) (A+ B)>=A?>+2-(A-B) + B?

(

(6) (A—B)2=A2—2.(A-B)+ B2
121, S.208]

25

/ 11
—5 -4 -3 -2 -

P ORRE
_1.

2T+

a

Abbildung 17: Darstellung
als Pfeil [22] S.212]

Satz 4.4.3 Zeichnet man einen Pfeil
von etnem Punkt A zu einem Punkt B,
dann nennt man den zu diesem Pfeil ge-

hérigen Vektor AB. [22, S.214]

Definition 4.4.10 Berechnen eines

Vektors (Spitze-minus-Schaft-
Regel)
Sind zwei Vektoren P = (xplyp),

Q = (z0lyg) € R? gegeben, dann gilt:

o =ra=(5) (%)
()

(Spitze minus Schaft oder Endpunkt mi-
nus Anfangspunkt). Weiters gilt:

QP — —P( [22,S.214]

Definition 4.4.11 Betrag eines Vek-
tors

Unter dem Betrag eines Vektors (auch
Lange eines Vektors) wversteht man die
Linge der dazugehérigen Pfeile. Diese
Lange kann mit Hilfe des Lehrsatzes des
Pythagoras berechnet werden. Ist @ =

( ";a ) ein Vektor aus R?, dann gilt fiir
a

seinen Betrag/seine Linge (|dl) :

@l = Va2 + 42 22,8216

xrp
yp



GEOMETRISCHE DARSTEL-
LUNG VON VEKTOREN UND
DEREN RECHENOPERATIO-
NEN

DARSTELLUNGEN VON VEKTOREN IN
R2 ALS PUNKTE ODER PFEILE IN DER
EBENE

Satz 4.4.4 Darstellung von Vekto-
ren

o Jedem Vektor aus R? entspricht ge-
nau ein Punkt der Ebene. Umge-
kehrt entspricht jedem Punkt der
Ebene genau ein Vektor aus R2.

o Jedem Vektor aus R? entsprechen
unendlich viele Pfeile der FEbe-
ne, die alle gleich lang und (vom
Nullvektor abgesehen) auch Paral-
lel und gleich gerichtet sind. Um-
gekehrt entspricht jedem Pfeil der
Ebene genau ein Vektor aus R2.

[21,S.215]

2.A.

1A

ay

Abbildung 18: ,Darstellung
als Punkt.“ [211, S.214]

2.A

s

CH
1.A.

Abbildung 19: ,Darstellung
als Pfeil“ [21] S.214]
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Abbildung 20: Darstellung
des Betrages eines Vektors[22]
S.216]

GEOMETRISCHE INTERPRETATION DER

RECHENOPERATIONEN
1 n 3
-1 2

kann auch geometrisch interpretiert
werden.“[22], S.218]

»Die Rechnung (

Satz 4.4.5 Interpretation als
Punkt-Pfeil Addition (Abbildung

Bei der Punkt-Pfeil-Addition wird der
erste Vektor als Punkt A = (1] — 1) und
3
2
interpretiert, der vom Punkt A aus
eingezeichnet wird. Das Ergebnis dieser
Addition ergibt einen Punkt:

) = (4]1)

- (4)()-(¢

der zweite Vektor als Pfeil p =

[22,9.218]
y
4
2 J
1 B=(4I11)
BREE% :
4 2 0 5 4 6! 8 10
] A=t

Abbildung 21: Punkt-Pfeil-
Darstellung [22] S.218]



Definition 4.4.12 Bezeichnung wvon
Vektoren

Vektoren bezeichnen wir entsprechend
threr geometrischen Deutung:

o Wird ein Vektor als Punkt gedeu-
tet, so bezeichnen wir ihn mit ei-
nem Groflbuchstaben, zB A, B, C,

o Wird ein Vektor als Pfeil gedeutet,
so bezeichnen wir ithn mit @, b, c, ...

[Lies: a Pfeil, b Pfeil, ¢ Pfeil,...]
Insbesondere:

o Wird der Nullvektor (0[0) als
Punkt (Ursprung des Koordinaten-
systems gedeutet, bezeichnen wir
thn mit dem Buchstaben O.

o Wird der Nullvektor (0]0) als Null-
pfeil gedeutet, bezeichnen wir ihn
mit 0 [lies: o(h) Pfeil].

Wird ein Vektor aus R? als Pfeil vom
Punkt A zum Punkt B gedeutet, bezeich-
[lies: AB
[71, S.215]

Definition 4.4.13 Berechnung eines
Vektors aus Anfangs- und End-
punkt

LFir alle A, B € R? setzen wir: 1@ =
B — A421,S.217)

nen wir thn auch mit A

Pfeil].

»2Merke:  Vektor = Endpunkt minus
Anfangspunkt“[21], S.217]

Satz 4.4£> LFir alle A,B € R? gilt:
AB = —BA“Z1,8.217]

Satz 4.4.7 Interpretation als Pfeil-
Pfeil-Addition (Abbildung @

Bei der Pfeil-Pfeil-Addition werden bei-
de Vektoren als Pfeile interpretiert. Das
Ergebnis ist wieder ein Pfeil (vom Schaft
des ersten Pfeils zur Spitze des zweiten
Pfeils):

n (1)) (1)

[22,5.218]

Abbildung 22: Pfeil-Pfeil-
Darstellung [22], S.218]

Satz 4.4.8 Subtraktion als Addition
des Gegenvektors (Abbildung@)
Die Subtraktion kann als Addition mit
dem Gegenvektor dargestellt werden:

—F=d+ (D)

6+<_@_<_})—<§>—<:§>

geometrisch:

SNEIRE)

QL
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GEOMETRISCHE DARSTELLUNG DER
ADDITION UND SUBTRAKTION VON
VEKTOREN

Satz 4.4.9 Punkt-Pfeil-Darstellung
der Vektoraddition (Abbildung[23)
Fiir alle A,B € R? gilt: A+ AB =B
Dies kann man so deuten:

Wird ein Vektor durch einen Punkt
und ein zweiter Vektor durch einen
an diesen Punkt angehdngten Pfeil
dargestellt, so entspricht die Summe
der beiden Vektoren dem Endpunkt des
angehdangten Pfeils. [21), S.218]

A

Abbildung 23: Punkt-Pfeil-
Darstellung [21] S.218]

Satz 4.4.10 Pfeil-Darstellung der
Vektoraddition (Abbildung
Fir alle A, B,C € R?
AB + BC = AC

Dies kann man so deuten:

Werden zwei Vektoren durch anein-
andergehdingte  Pfeile dargestellt, so
entspricht die Summe der beiden Vek-
toren dem Pfeil vom Anfangspunkt des
ersten Pfeiles zum Endpunkt des zweiten
Pfeiles. [21, S.218]

qilt:

Abbildung 24: Pfeil-
Darstellung [21] S.218]
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Abbildung 25: Pfeil-Pfeil-
Darstellung [22] S.219]

Satz 4.4.11 Multiplizieren mit ei-
nem Skalar (Abbildung [26)
Multipliziert man einen Vektor mit
einer reellen Zahl r (# 0), dann werden
die zum Vektor dazugehirigen Pfeile mit
dem Faktor r gestreckt bzw. gestaucht.

Ist |r| > 1, dann werden die Pfeile ge-
streckt.

Ist |r| < 1, dann werden die Pfeile ge-
staucht.

Multipliziert man den Vektor mit einer
negativen Zahl, dann dndert sich auch
die Orientierung der zum Vektor geho-

rigen Pfeile. [22, S.221]

3.5//

41 3 =3
Ll A

15341212

05-3 A

— / — ix

(1 2 4 6 8 10
T —

Abbildung 26: Darstellung
von Multiplizieren mit einem

Skalar [22] S.221]



Satz 4.4.12 Werden die Vektoren d und
b durch zwei Pfeile mit gleichem An-
fangspunkt dargestellt, dann gilt:
Parallelogrammiregel

Die Summe @+ b entspricht dem Diago-
nalpfeil des von d und b aufgespannten
Parallelogramms wie in Abbildung [27
Differenzregel

Die Differenz a — b entspricht dem Dia-
gonalpfeil des von d und b aufgespann-
ten Parallelogramms wie in Abbildung

EE) 121, S.221]

Abbildung 27: Parallelo-
grammregel [21] S.221]

Abbildung 28: Differenzre-
gel 2] S.221]

DARSTELLUNG DER MULTIPLIKATION
EINES VEKTORS MIT EINER REELLEN
Z AHL

Satz 4.4.13 Multiplikation mit ei-
nem Skalar (Abbildung [29)

Wird ein vom Nullvektor verschiedener
Vektor aus R? durch einen Pfeil darge-
stellt, dann entspricht der Multiplikati-
on dieses Vektors mit einer reellen Zahl
r eine Streckung des Pfeils mit dem Fak-
tor r. [21, S.223]

Satz 4.4.14 Parallelitatskriterium
Zwei Vektoren nennt man parallel, wenn
die zu den Vektoren gehorigen Pfeile par-
allel sind.

Zwei Vektoren a, b€ R? sind genau dann
parallel, wenn der eine Vektor ein Viel-
faches des anderen Vektors ist, d.h. wenn
eine reelle Zahl k # O existiert mit:

a=k-b
[22,S.222]

WINKEL ZWISCHEN ZWEI VEKTOREN

Definition 4.4.14 Vektor- Winkel-
Formel
Fir den Winkel o zwischen zwei (vom

Nullvektor — wverschiedenen)  Vektoren
a,beR? gilt:
cos(a) = _fl : b_,
|al - |0l

[22,5.232]

Definition 4.4.15 Normale Vekto-
ren

Zwei Vektoren c_i,l_; € R? stehen nor-
mal aufeinander, wenn die dazugehdri-
gen Pfeile normal aufeinander stehen.

122, S.234]

Satz 4.4.15
Orthogonalitdtskriterium

Zwei Vektoren Ei,g € R? stehen genau
dann normal aufeinander, wenn ihr
skalares Produkt null ergibt:

Glb e da-b=0

[22,5.234]



r=0

Abbildung 29: Multiplikati-
on mit einem Skalar [21], S.223]

BETRAG EINES VEKTORS

Definition 4.4.16 Betrag eines Vek-
tors

,Unter dem Betrag des Vektors d =
(a1]az) € R? versteht man die reelle Zahl
@] = /a2 + a3.[21], S.227]

Merke

,Dem Betrag eines Vektors entspricht
geometrisch die Léange eines dem Vektor
zugeordneten Pfeils“[21], S.227]

Satz 4.4.16 (Rechengesetz fiir den
Betrag)

(1) Fiir alle @ € R? und alle r € R gilt:
|r-df = |r|-|a]

(2) Fiir alle @ € R? gilt: |d@|* = a@*

121, S.227]

Merke

»,Das Quadrat des Betrags eines Vektors
ist gleich dem Quadrat des Vektors“[21],
S.227]

Satz 4.4.17 Abstand zweier Punkte

(Abbildung [30)
LSind A und B zwei Punkte der Ebene,

dann gilt: AB = |ﬁ| =|B— Al“
127, S.228]
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FINDEN VON NORMALVEKTOREN

Definition 4.4.17 Ist der Vektor a =

‘;a € R? gegeben, dann gilt:
a

! 75“ ) (nach links gekippter
a
Normalvektor von @)

n, = Ya (nach rechts gekippter

_ 122, S.236]

In diesem Schulbuch folgt nun der Ab-
schnitt ,Geraden“ [22] S.244-265], um
das gesamte Kapitel der Vektorrechnung
in der 9. Schulstufe AHS abzuschlie3en,
welche hier nicht mehr behandelt wer-
den.

a

Normalvektor von @)

Hier folgen nun die letzten Abschnitte
des Schulbuchs ,,Mathematik verstehen

5“[m|‘
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Abbildung 30: Abstand
zweler Punkte [21] S.228]

PARALLELE UND NORMALE VEKTOREN

Definition 4.4.18 Parallele
ren

Zwei vom Nullvektor verschiedene Vek-
toren @ und b aus R® nennen wir zu-
etnander parallel, wenn die zugehorigen
Pfeile parallel sind.

Wir schreiben kurz: a@l||b

Vekto-

121, S.229)

Satz 4.4.18

(Parallelitatslriterium)

Zwei vom Nullvektor verschiedene Vek-
toren @ und b aus R? sind genau dann
zueinander parallel, wenn b=r-amit

r € R gilt. [21, S.229]

Merke
,Zwei vom Nullvektor verschiedene Vek-
toren aus R? sind genau dann parallel,

wenn der eine Vektor ein Vielfaches des
anderen ist.“[21, S.229]

45/7
/
Abbildung 31: Zwei zueinan-
der parallele Vektoren

211 S.229]

Definition 4.4.19 Normale
ren (Abbildung[32)

Zwei vom Nullvektor verschiedene Vek-
toren @ und b aus R% nennen wir zuein-
ander normal bzw. zueinander orthogo-
nal, wenn die zugehorigen Pfeile zuein-
ander normal sind.

Wir schreiben kurz: @ L b

Vekto-

121, S.230]

31

]

b

Abbildung 32: Normale Vek-
toren [21], S.230]

Satz 4.4.19 Den Ubergang von @ =
(a1|ag) zu

e 7iy = (—azlay) entspricht einer
Drehung des zu d@ gehorigen Pfeils
um 90° entgegen dem Uhrzeiger-

sinn (,, Linkskippung®).

e iy = (ag| — ay) entspricht einer
Drehung des zu a@ gehorigen Pfeils
um 90° im Uhrzeigersinn (,, Rechts-

kippung®).

[21), S.230]
Satz 4.4.20
Orthogonalitdtskriterium
LZwei  vom  Nullvektor wverschiedene
Vektoren EL’,E € R? sind genau dann
zueinander normal, wenn d - b = 0
ist.“[71, S.231]

Satz 4.4.21 ,Ist (a1]|a2) ein Vektor aus
R2, dann sind (—az|a1) und (az| — ai)
Normalvektoren dieses Vektors mit glei-
chem Betrag.“[21, S.230]

In diesem Schulbuch folgen nun die Ab-
schnitte ,Geraden in R?“[21], S.238-257]
und ,Weitere Anwendungen von Vekto-
ren in R?“ [21, S.258-269], um das ge-
samte Kapitel der Vektorrechnung in der
9. Schulstufe AHS abzuschlielen, welche
hier nicht behandelt werden.



4.5 Methoden der Einflihrung der Vektorrechnung in der AHS
4.5.1 Einfithrung anhand der Verktorraumaxiome [3, S.89]

Besonders in den 1970er Jahren war es in der AHS {iblich, den Vektorbegriff mithilfe der
Vektorraumaxiome einzufithren. Dies ist mathematisch korrekt und elegant, aber in den
Hochschulen und Universitdten tiblich. Hier wurde nicht darauf geachtet, wie sich das
Begriffsverstdndnis von Lernenden herausbildet. Es geschieht auf Wegen der Verallgemei-
nerung und Zusammenfassung von Beispielen und Spezialfillen. Einen Begriff mithilfe von
Abstraktion herzuleiten, fordert ein bereits bestehendes Grundverstéandnis des Begriffs an
sich, sowie das Operieren mit konkreten Vektormodellen. Auch wenn dieser Ansatz fur
den Schulunterricht aus didaktischer Sicht nicht geeignet ist, so gibt es doch einige Vor-
gehensweisen (z.B. der Strukturaufbau) und Parallelen, die auf die Hochschulmathematik
(wie im Kapitel () beschrieben) verweisen.

4.5.2 Vektoren als Klassen gleich langer, paralleler und gleich gerichteter Pfeile [3] S.88]

Bis in die Mitte der 2010er Jahre war es iiblich die Einfithrung des Vektorbegriffs tiber
das System der Pfeilklassen zu gestalten. Das Wort , Pfeilklasse® wird oftmals nicht mehr
verwendet, dafiir wird am Konzept der Verschiebung festgehalten. So wurde der Begriff
»Vektor” auch wie folgt definiert:

»In der Geometrie meint man mit der Bezeichnung Vektor den Spezialfall einer Verschie-
bung; deshalb wird ein Vektor in der Geometrie durch eine Menge zueinander paralleler,
gleich langer und gleich gerichteter Pfeile beschreiben. (Lambacher Schweizer, 2009, S.
255)¢ |3l S.88]

Hier treten mehrere Probleme gleichzeitig auf. Als erstes méchte ich ein sprachlich - in-
haltliches Problem erwihnen. Hier wird der Begriff der Aquivalenzklasse benétigt, jedoch
vermieden. Vektoren werden hier lediglich als einzelne Pfeile dargestellt. Dies wird dem
Begriff eines Vektors nicht gerecht, da er viel mehr sein kann. Das Pfeilklassenkonzept
weist auf ein grundsétzliches Problem hin. Die anschaulichen Vorstellungen kénnen die
Entwicklung eines intuitiven Begriffsverstdndnisses fordern und gleichzeitig den Blick auf
das Wesen des Strukturbegriffes verstellen. Daher musste es zu einem Umschreiben des
Pfeilklassenkonzepts kommen. Hierbei spielte Giinther Malle eine sehr grofie Rolle.

4.5.3 Arithmetische Auffassung von Vektoren als n-Tupel [3, S.89]

Da das Pfeilklassenkonzept viele Schwierigkeiten birgt, plddieren u.a. Giinther Térner und
Giinther Malle fiir einen primér arithmetisch-algebraischen Zugang zum Vektorbegriff. So
fiihrt beispielsweise Malle Vektoren als Zahlenpaare bzw. -tripel ein, welche fiir geome-
trische Anwendungen genutzt werden, also als Pfeile dargestellt werden. Einen solchen
Ansatz verfolgen einige Schulbiicher (u.a. ,Mathematik verstehen* [2I] und ,Losungswe-
ge“ [22]). Hierbei wird der Vektor samt Rechenoperationen als Strukturelement eingefiihrt,
aber danach geometrisch als Pfeil (oder Punkt) interpretiert und hauptséchlich in geome-
trischen Anwendungen betrachtet. Hierbei geht der Vektorbegriff in seiner arithmetischen
Auffassung mit der Zeit zuriick, wenn nicht im folgenden Unterricht immer wieder in
entsprechenden Kontexten damit gearbeitet wird.
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4.6 Rickblick
ad Lehrplan und Grundkompetenzen

Der Lehrplan ist die gesetzliche Rahmengestaltung des Unterrichts, an die sich zu halten
ist. Die Themen, die hier aufgefiihrt sind, miissen im Unterricht besprochen werden. In wie
weit die Ausfithrung gehen kann, ist nicht vorgeschrieben. Zusétzlich zu diesen Themen
konnen Punkte oder Themengebiete (z.B. Matrizenrechnung) als Ergédnzungscurriculum
im Unterricht behandelt werden.

Im Lehrplan der fiinften und sechsten Klasse im Bereich Vektoren werden die algebraischen
und geometrischen Aspekte eines Vektors beziiglich Definition, Operationen, besondere
Vektoren (Normalvektor, Einheitsvektor), Geraden, Ebenen und lineare Gleichungssyste-
me im zwei- bzw. dreidimensionalen Raum verlangt.

Der Katalog der Grundkompetenzen [I7] bzw. der erweiterten Grundkompetenzen [I8]
ist ein fixer Bestandteil im Mathematikunterricht, welcher als Teilmenge der Schulmathe-
matik identifizierbar ist. Kompetenzen sind auch ein Medium, welches abgepriift werden
kann, welches bei der standardisierten Diplom- und Reifepriifung (SDRP) auch geschieht.
Dies ist der Grund, warum es Grundkompetenzen nur fiir die SDRP und zusétzlich eine
Erweiterung fiir den gesamten Lehrplan gibt. Wenn man die Grundkompetenzen zum Vek-
torbegriff und den dazugehorigen Lehrplan vergleicht, wird man feststellen, dass zu jedem
Punkt bzw. Begriff im Lehrplan eine Grundkompetenz ausformuliert ist. Die Abstim-
mung von Lehrplan, Katalog der Grundkompetenzen und der Art der Aufgabenstellung
der SDRP ist gewollt und von einem Team aus Fachdidaktikerinnen und Fachdidaktikern
ausgearbeitet worden.

ad Schulbiicher

Mathematik verstehen 5: Vektoren werden im Schulbuch ,,Mathematik verstehen 5* als
Zahlenpaar definiert. Die Operationen werden in Anlehnung an die axiomatische Vorge-
hensweise dargestellt und zuletzt in den R™ iibergefiihrt. Bei der anschlieffenden geometri-
schen Interpretation im R? werden Vektoren sowohl als Punkte als auch Pfeile diskutiert.
Die Punkt- und Pfeil-Interpretation wird zur Darstellung der Vektoraddition, -subtraktion
und der Multiplikation mit einem Skalar verwendet. Dabei werden die zugehdrigen Regeln
(z.B. Differenzregel) angefiihrt.

Losungswege: Das Schulbuch ,,Losungswege 5 definiert den Vektor als n-Tupel und fiihrt
auch die Rechenregeln fiir den R™ ein. Bei der geometrischen Interpretation von Vektoren
wird nun in den R? iibergegangen. Die Darstellung eines Vektors sowohl als Punkt als auch
als Pfeil wird besprochen. Bei der Interpretation als Pfeil wird der Betrag als Lénge des
Pfeils verstanden. Sowohl die Interpretation als Punkt als auch als Pfeil wird einzeln und in
Kombination zur geometrischen Darstellung der Addition, Subtraktion und Multiplikation
genutzt.
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5 Bezug zum Vektorbegriff im Physik- und Mathematikunterricht [4]
[3, S.87-145]

Das ,Miinchner Konzept der Mechanik“ [I] liefert bereits in der Sekundarstufe I einen
rudimentéren Zugang zum Vektorbegriff. Es verwendet einen geometrischen, rein phano-
menologischen Ansatz zur Erklarung der Newton’schen Mechanik. Das heifit, es basiert
auf der Methode der geometrischen Einfithrung in die Vektorrechnung, also dem Pfeilklas-
senmodell. Im Gegensatz dazu wird heutzutage im Mathematikunterricht, basierend auf
den Schulbiichern ,Mathematik verstehen 5 [2I] und ,Losungswege 5¢ [22], die Methode
der algebraischen Vektoren mit geometrischer Deutung verwendet, um die Vektorrechnung
einzufiihren.

Da im Schulunterricht verschiedene Ansétze praktiziert werden, werden diese nun genauer
betrachtet.

5.1 Vektorkonzepte
5.1.1 Das Pfeilklassenmodell

Pfeilklassen nennt man das Modell mit welchem man Vektoren auf geometrischer Ba-
sis mathematisch einfithren kann. Dieses Modell ist mit der letzten Lehrplanumstellung
(2018) aus dem Mathematikunterricht entfernt worden. Vektoren entsprechen in dem Mo-
dell, wie der Name sagt, Pfeilklassen. Eine Pfeilklasse besteht aus allen (unendlich-vielen)
gleich langen und gleich orientierten Pfeilen. Jeder dieser Pfeile ist ein Reprisentant dieser
Pfeilklasse. Auch die Rechenoperationen werden mithilfe dieser Repriasentanten eingefiihrt
(sieche Abbildung . Man kann beweisen, dass die Pfeilklassen des zwei- bzw. dreidi-
mensionalen Raums einen reellen Vektorraum bilden, jedoch sind die Rechengesetze iiber
geometrische (teils aufwendige) Uberlegungen mithilfe dieser Repriisentanten zu zeigen.

= d

b

3

=
a

Abbildung 33: Addition im Pfeilklassenmodell mithilfe von Représentanten [ S.2]

Wichtig ist beim Pfeilklassenmodell, die Klarstellung, dass Vektoren nicht ausschliellich
Pfeilklassen sind. Man kann hierbei Formulierungen verwenden, wie ,In der Geometrie
meint man mit der Bezeichnung Vektor eine Pfeilklasse”. Im Allgemeinen ist der Begriff
des Vektors viel grofler zu fassen und hat andere Deutungen, die auch nicht geometrisch
sind.

Didaktische Schwierigkeiten mit Vektoren im Pfeilklassenmodell

Schiilerinnen und Schiiler arbeiten schon sehr lange mit Punkten, ohne dass sie Vektoren
kennengelernt haben. Daher wird bei der Einfiihrung mithilfe des Pfeilklassenmodells auch
auf Punkte zuriickgegriffen. In der Geometrie werden daher, wie zum Beispiel in Abbildung
[21] Pfeile an Punkte angetragen bzw. Pfeile zu Punkten addiert. Diese Art der Addition
basiert nicht auf der iiblichen Definition der Addition mit dem Pfeilklassenmodell (siehe

Definition [5.3.2)).
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Bei der Pfeil-Pfeil-Addition (siche Abbildung wird eine Kette zweier Vektoren einem
Vektor zugeordnet und bei der Punkt-Pfeil-Addition entsteht durch Antragen eines Pfeils
an einen Punkt ein anderer Punkt. Um Missverstandnisse beziiglich der Darstellungen von
Vektoren zu vermeiden, sollte jedoch

1.

,der Unterschied zwischen der Vektoraddition und der ,,Punkt-Vektor-Addition* klar
herausgearbeitet werden.“[3], S.106]

. yauf die geometrische Interpretation Wert gelegt werden: A+ = B bedeutet, dass B

das Bild des Punktes A bei der Verschiebung um den Vektor @ bzw. die ,,Pfeilspitze®
eines an den Punkt A angetragenen, den Vektor « repriasentierenden Pfeils mit dem
Anfangspunkt A ist“[3, S.106]

Das Pfeilklassenmodell ist rein mathematisch betrachtet vollkommen korrekt, jedoch aus
didaktischer Sicht fiir den Unterricht wegen den folgenden Punkten ungeeignet:

1.

Das Pfeilklassenmodell ist fiir die analytische Geometrie nicht geeignet, da hier mit
Punkten und Pfeilen und nicht mit Pfeilklassen gearbeitet wird.

Beispiel: Bei einem Parallelogramm ABCD sind die Eckpunkte A, C und D. Ermittle
die Koordninaten vom Eckpunkt B.

. Das Pfeilklassenmodell ist nicht fiir die Physik geeignet. Fast alle in der

(Schul-)Physik vorkommenden Vektoren sind keine Pfeilklassen.
Beispiel: Es macht einen grofien Unterschied in der Physik wo eine Kraft greift, also
an welchem Punkt der Kraftvektor ansetzt.

. Die fiir das Pfeilklassensystem zufillige Eigenschaft der Unterscheidung zwischen

Klassen und Reprasentanten erweckt bei einigen Schiilerinnen und Schiilern den
Eindruck der Notwendigkeit dieser Eigenschaft fiir den Vektorbegriff. Dabei ergibt
diese Unterscheidung bei fast allen Vektoren keinen Sinn und ist in der Definition
eines Vektorraums nicht vorhanden.

. Die Einfithrung und die Beweise der Rechengesetze sind algebraisch fiir Zahlenpaare

bzw. -tripel leicht durchfithrbar. Im Gegensatz dazu ist dies auf geometrische Weise
nicht der Fall. Im Pfeilklassemodell ist das sehr aufwendig und auf Schulniveau nicht
akkurat durchfithrbar.

. Die oft auftretenden Widerspriichlichkeiten im Pfeilklassenmodell, welche durch héu-

fige ,Verwésserung“ verursacht sind, bereiten Schiilerinnen und Schiilern enorme
Schwierigkeiten. Besonders die Diskrepanz, dass Vektoren als Pfeilklassen eingefiihrt
und definiert werden, jedoch im weiteren Verlauf des Unterrichts wie Einzelpfeile
behandelt werden, fiihrt zu Verstdndnisproblemen.

Aufgrund dieser Missverstdndnisse wurde das Pfeilklassenmodell aus den Mathematik-
schulbiichern entfernt und mit der Methode der algebraischen Vektoren mit geometrischer
Deutung ersetzt.
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5.1.2 Algebraische Vektoren mit geometrischer Deutung

Die Methode der Einfithrung des Vektorbegriffs mithilfe algebraischer Vektoren mit geo-
metrischer Deutung findet seit Mitte bis Ende der 2010er Jahren statt. In den aktuellen
Schulbiichern fiir die fiinfte Klasse Oberstufe AHS wird der Vektorbegriff mit dieser Metho-
de eingefiihrt (siehe Abschnitt . Im Gegensatz zum Pfeilklassenmodell sind Vektoren
algebraische Objekte, ndmlich Zahlentupel, in der Schulmathematik somit Zahlenpaare
oder -tripel. Hierbei wird die Ebene mit einem fixen Koordinatensystem verstanden. Ein
Zahlenpaar (analog fiir Zahlentripel) kann geometrisch gesehen als Punkt oder Pfeil in der
Ebene interpretiert werden. Daher riihrt die Definition die besagt:

e Jedem Zahlenpaar (Vektor) entspricht genau ein Punkt in der Ebene und jeder Punkt
entspricht genau einem Zahlenpaar (Vektor). (Bijektivitat)

e Jedem Zahlenpaar (Vektor) entsprechen unendlich viele Pfeile in der Ebene und jeder
Pfeil entspricht genau einem Zahlenpaar (Vektor). (Surjektivitat)

Die geometrische Deutung wird auf die Bezeichnung der Vektoren iibertragen, damit im
spateren Verlauf direkt der Kontext dieser herauslesbar ist. Die Symbole dafiir sind Gro$3-
buchstaben fiir Punkte und Kleinbuchstaben mit einem Pfeil dariiber fiir Pfeile. So wird
z.B. ein Vektor, der von Punkt A nach Punkt B zeigt, als AB bezeichnet. Die Rechenope-
rationen werden in diesem Modell algebraisch definiert und geometrisch gedeutet. Bei der
geometrischen Deutung der Addition wird dabei auf Grundvorstellungen der Addition mit
reellen Zahlen auf der Zahlengeraden, wie in Abbildung [34] dargestellt, zuriickgegriffen.

2+3=5
e N
3, —t 3

-3 5 _’5——~

Abbildung 34: Addition reeller Zahlen im Eindimensionalen [4, S.7]

Das hier beschriebene Konzept behandelt Vektoren als algebraische Objekte (Zahlentupel).
Da jedoch der Vektorbegriff und seine Rechenoperationen hauptséchlich in der Geometrie
Anwendung finden, wird dieser nach und nach zu einem geometrischen Objekt verwandelt.
Die Schiilerinnen und Schiiler identifizieren einen Vektor mit dem zugehorigen Punkt,
anstelle des Punktes, der dem Vektor zugeordnet ist. Sie ordnen dem Vektor AB den
Pfeil von A nach B zu, anstatt diesem Pfeil den Vektor zuordnen. Diese Zuordnungen
sind nicht falsch, sie sind sogar erwiinscht, da es das Sprechen erleichtert. Dabei geht der
algebraische Charakter eines Vektors in einen geometrischen Charakter iiber. Dies ist von
Vorteil fiir den Unterricht. Da hier keinerlei Rechenoperationen fiir geometrische Objekte
eingefiihrt werden, wird die Geometrie nicht in einem eigenen Vektorraum eingefiihrt,
sondern die Objekte nur als eine Art anschauliche geometrische Deutung von algebraischen
Sachverhalten gesehen. Die Einschrénkungen dieses Konzepts sind fiir der Schule vo6llig
ausreichend. Es ist auch ,aufwérts-kompatibel“.
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5.2 Vektoren in geometrischen und physikalischen Kontexten [3]
5.2.1 Geschwindigkeiten und Kréfte - Das Miinchner Konzept der Mechanik

Wie im Kapitel 3.3 dargelegt, sollten Schiilerinnen und Schiiler bereits seit dem Physikun-
terricht der Sekundarstufe I mit gerichteten bzw. vektoriellen Groflen wie z.B. Geschwin-
digkeit, Beschleunigung und Kraft vertraut sein. Diese Grofien werden in den aktuellen
Schulbiichern fiir die Sekundarstufe I durch eine Mafizahl (z.B. Tempo) und deren Maf-
einheit (z.B. kTm) bestimmt. Zusétzlich sind jedoch die Richtung (z.B. Bewegungsrichtung)
bzw. der Richtungssinn von grofier Bedeutung. Diese zusétzliche, fiir den vektoriellen Cha-
rakter dieser Groflen wichtige Eigenschaft wird lediglich im ,,Miinchner Konzept der Me-
chanik® (siehe Abschnitt eingefiihrt.

Addition von Vektoren

Im ,Minchner Konzept der Mechanik* wird die Addition von Kréften durch phénomeno-
logisch erkléarte Beispiele eingefiihrt. Ein solches Beispiel wird nun betrachtet. Wenn ein
Oltanker geschleppt wird, so geschieht dies normalerweise mit mindestens zwei Schiffen.
Fiir dieses Szenario werden nun die wirkenden Kréfte analysiert. Wie in Abbildung [35]
zusehen ist, hingt die resultierende Kraft F von den Richtungen (und den Betrdgen) der
Teilkrafte ﬁl und ]31 ab. So kann die resultierende Kraft F geometrisch auf zwei Arten
ermittelt werden: Durch die Pfeil-Pfeil-Darstellung, wie es in der Abbildung (unterhalb
des Schiffs) und der geometrischen Deutung der Addition (siehe Satz der Fall ist;
und durch das Kréfteparallelogramm, wie es in der Abbildung (am Bug des Schiffs) und
in Satz [f:4.12] der Fall ist. Im ,Miinchner Konzept der Mechanik* wird fiir die Addition
von vektoriellen Grofen die Pfeil-Pfeil-Darstellung, wie in Abbildung [0] verwendet.

Abbildung 35: Addition von an einem Boot greifenden Kréften [3, S.92]

Mithilfe der Ausfihrungsschritte fir die Konstruktion der Endgeschwindigkeit kann die-
se auch auf die geometrische Anfertigung der Zusatzgeschwindigkeit umlegt werden. So
gelangt man rein ph&nomenologisch von der Vektoraddition auf die Vektorsubtraktion. Da-
bei konnen unterschiedliche Szenarien fiir die Addition (bzw. Subtraktion) zweier Vektoren
mit (un-)gleichen Betrégen und (un-)gleichen und sogar entgegengesetzten Richtungen an-
gesprochen werden.

Das ,,Miinchner Konzept der Mechanik® verwendet statt dem Wort ,Vektor® das Wort
,Pfeil“. Dieser Pfeil hat eine bestimmte Lénge und eine bestimmte Richtung. Um klar-
zustellen, dass Geschwindigkeiten und Kréfte im Allgemeinen an verschiedenen Punkten
angreifen koénnen, wird das Prinzip der Verschiebung verwendet, welches typisch fiir das
Pfeilklassenmodell ist. Damit physikalische Gesetzte tibiquitar gelten, ist es jedoch ent-
scheident, dass die Vektoren bzgl. eines Objektes stets den selben Anfangspunkt besitzen
miissen. D.h. dass der Pfeil immer an einem bestimmten Punkt am Objekt fixiert ist und
sich in Bewegungsrichtung des Objektes zeitlich mit verschiebt. Es wird einen starren Kor-
per, der um einen Punkt drehbar ist betrachtet (siehe Abbildung .
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Werden nun die Kraftvektoren ﬁl und ﬁg so parallelverschoben, dass sie an dem Dreh-
punkt (in der Mitte) greifen, so heben sich die beiden Kréfte dort auf und der Korper
steht still. Die Kraftpfeile an einem Korper diirfen nicht &ndern. Lediglich die Position
des Objektes kann so modifiziert werden, dass mit den Kraftvektoren besser hantiert bzw.
gerechnet werdn kann. Es kann jedoch das Koordinatensystem um den Korper, aber nicht
die Vektoren selbst, verschoben werden. Um dies zu bewerkstelligen, miisste das Trans-
formationsverhalten von Vektoren untersucht werden, was iiber das Ziel der Schulphysik
hinausschief3t.

Abbildung 36: Vektoren diirfen nicht beliebig verschoben werden [4, S.82]

5.3 Beziehungen zwischen dem algebraischen und dem Pfeilklassenmodell

Definition 5.3.1 Als Pfeilklasse bezeichnet man eine Aquivalenzkalsse beziiglich der Aqui-
valenzrelation ,parallelgleich®, d.h., eine Pfeilklasse i ist die Menge aller zu dem Pfeil 4
parallelgleichen Pfeile der Ebene bzw. des Raumes:

u = {Z|Z ist parallelgleich zu U}
Jeder Pfeil ¥ € i heifit Reprasentant der Pfeilklasse 1. [3,S.95]

Das bedeutet, dass jeder Pfeil einer Pfeilklasse angehort, jedoch jede Pfeilklasse unendlich
viele Pfeile enthalt.

Definition 5.3.2 Pfeilklasse - Summe Es seien t und U Pfeilklassen sowie xﬁ € U und
ﬁ € U Reprasentaten dieser Pfeilklassen (welche so gewdhlt sind, dass der Anfangspunkt
des Reprasentatnen von U gleich dem Endpunkt des Reprasentanten von 4 ist). Als Summe

der Pfeilklassen i und v wird die Pfeilklasse bezeichnet, welche den Pfeil z@ als einen
Reprdsentaten besitzt:

U+ v = {&|Z ist parallelgleich zu 1@}

I3, S.96]
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Die Addition wurde soeben mit Aquivalenzklassen anhand von Reprisentanten definiert.
Ist dies bei einer Operation der Fall, so muss abgesichert werden, dass solche Definitionen
reprasentantenunabhéngig sind. Hier kann die Addition der Bruchrechnung aufgegriffen
werden. Die beiden gebrochenen Zahlen % und % konnen mithilfe verschiedener Représen-
tanten addiert werden, z.B. + + 3 = 13 und 2 + 12 = 12°. Beide Ergebnisse (Briiche) sind
dquivalent, sie repréasentieren dieselbe gebrochene Zahl. Da dies fiir beliebige Repréasentan-
ten von beliebigen gebrochenen Zahlen zutrifft, ist die Addition der gebrochenen Zahlen

reprasentantenunabhangig.

Satz 5.3.1 Die Deﬁm’tz’ der Summe von Pfeilklassen ist reprasentantenunabhdin-
gig, d.h.: Sind AB und PQ Reprdsentanten einer Pfeilklasse i sowie l% und Cﬁ Re-
prasentanten einer Pfeilklasse U, so sind AC' und PR Reprasentanten ein und derselben

Pfeilklasse. [3,S.97]

Dies ist in Abbildung [37] veranschaulicht. Dieser Satz bildet eine zentrale Grundlage fiir
den Vektorbegriff, da in der vektoriellen analytischen Geometrie oft mit Repréisentanten
gearbeitet wird. Die Aussage dieses Satzes ist iiberaus essentiell, dass die Représentante-
nunabhingigkeit in der Schule thematisiert und beispielsweise mit Abbildung [37] veran-
schaulicht darzustellen ist.

Abbildung 37: Reprisentantenunabhéngigkeit der Summe von Pfeilklassen[3] S.97]

Definition 5.3.3 Pfeilklasse - skalare Multiplikation Es secinen @ eine Pfeilklasse
der FEbene oder des Raumes mit einem Reprisentanten AB sowie A eine reelle Zahl. Als

Produkt \u der Pfeilklasse @ mit der Zahl \ bezeichnet man die Pfeilklasse, die durch den
Pfeil B mit folgenden Eigenschaften reprisentiert wird:
o [AC|=[A|-|AB]

e Fualls A > 0 ist, so gehort C dem Strahl AB und X\ < 0 dem zu AB entgegengesetzten
Strahl (mit demselben Anfangspunkt A) an.

[3,S.98]
Definition 5.3.4 Algebraische Operationen
I n
L x2 . Y2
Es seien T = Y= . n-Tupel und A € R.
In Yn

e Als Summe der n-Tupel & und i bezeichnet man das n-Tupel, welches durch Addition
der einander entsprechenden Komponenten von & und i entsteht:

1+ y
oL T2 + Y2
rTH+Y= .

Ty + Yn
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o Als Produkt des n-Tupels £ mit der reellen Zahl A\ wird das n-Tupel bezeichnet, das
durch Multiplikation jeder Komponente von & und X entsteht:

)\'.Tl
)\'SL’Q

A Tn
[3 S.112]
Gemeinsamkeiten in den Rechengesetzen der unterschiedlichen Modelle

Die obigen Definitionen der Rechenoperationen lassen sich entweder geometrisch (fiir das
Pfeilklassenmodell) oder algebraisch ausfithren. Jede dieser Operationen ist fiir Schiilerin-
nen und Schiiler gut zugénglich. Jedoch ist die Vorstellung, dass die Wesensmerkmale eines
Vektors bereits {iber diese Operationen bestimmt werden abstrakt. Da keine Bezugnahme
mehr auf die konkreten Modelle erforderlich ist, wird diese Entwicklungsstufe des struk-
turellen und mathematisch formalen Begriffsverstdndnisses in der Schule im Allgemeinen
nicht erreicht.

Es sei ein Koordinatensystem in der Ebene bzw. dem Raum gegeben, dann lésst sich jede
Pfeilklasse p eindeutig einem Zahlenpaar bzw. -tripel wie folgt zuordnen:

Sei ﬁ ein beliebiger Reprasentant der Pfeiklasse p, so wird p'dem Zahlenpaar bzw. -tripel
zugeorndet, welches der Kooordinatendifferenz der beiden Punkte A und B entspricht.

r T B —TA
- B —4A —
p—>< )bzw.p—> YB — YA
YB — YA
ZB — ZA

Fir einzelne Punkte P wird als Repriasentant der Pfeil mit dem Anfangspunkt im Koor-
dinatenursprung (Nullvektor) verwendet und die Zuordnung lautet:

x e
D — P bzw. =1 yp
yp

zp

So kann auch umgekehrt jedes Zahlenpaar bzw. -tripel in einem gegebenen Koordinaten-

system eindeutig einer Pfeilklasse der Ebene bzw. des Raums zugeordnet werden. Hierfiir
x

wird das Zahlenpaar ( ;j > bzw. Zahlentripel | y | (mit z,y,z € R) als Punkt in der
z

Ebene bzw. Raum gesehen, welches dem Pfeil mit dem Anfangspunkt des Koordinatenur-

sprungs und dem Endpunkt des Zahlenpaars bzw. -tripels zugeordnet wird. Um zwischen

Pfeilklassen und n-Tupeln eine strukturelle Ubereinstimmung zu erzielen, reicht die ein-

deutige Zuordnung aus. Es miissen die Rechenoperationen beider Modelle zum selben

Ergebnis fihren. Dies ist in beiden Schulbiichern (Abschnitt zu sehen.
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5.3.1 Resiimee

Da sowohl im Lehrplan (]2]) als auch in den Schulbiichern ([21] und [22]) direkt vor dem
Kapitel Vektoren (nicht-)lineare Funktionen und anschliefilend lineare Gleichungen und
lineare Gleichungssysteme in zwei Variablen erarbeitet werden, ist es sinnvoll die Vektor-
rechnung in Zusammenhang mit n-Tupel einzufithren. Nach der Einfithrung als n-Tupel
wird der Vektorbegriff geometrisch gedeutet und es wird in die analytische Geometrie
iibergeleitet. Dies fithrt zu einer freieren Bedeutung des Vektorbegriffs. Die Vektoren als
n-Tupel lassen sich auf unterschiedliche Weise geometrisch interpretieren und umgekehrt
lassen sich beispielsweise Punkte oder Pfeile arithmetisch erfassen, wobei der Begriff des
Vektors dabei an das n-Tupel gebunden bleibt. Dieses Konzept ermdglicht eine leichte
Ubertragung vom R? iiber den R? bis hin zum R", sowohl im arithmetischen wie auch im
geometrischen Sinn. So kann das Konzept der n-Tupel als Bindeglied zwischen der Geo-
metrie und der angewandten linearen Algebra fungieren.

Interessant sind hierbei die Ergebnisse empirischer Untersuchungen von Gerald Wittmann,
aus denen hervorgeht, dass die Einfiihrungsmethode die Vorstellungen und individuellen
Konzepte von Schiilerinnen und Schiilern sehr wenig beeinflusst, dafiir sind die Kontexte,
mit welchen in Bezug auf Vektoren gearbeitet wird ausschlaggebend. (vgl. [3])

Das ,,Miinchner Konzept der Mechanik“ (Abschnitt arbeitet rein geometrisch und
nutzt somit die Einfiihrungsmethode des Pfeilklassenmodells. Diese Methode eignet sich
in der Sekundarstufe I, da Schiilerinnen und Schiiler erst nach der Erarbeitung des ,,Miinch-
ner Konzepts der Mechanik* im Unterrichtsfach Mathematik erstmals Koordinatensysteme
kennen lernen. Haufig wird mathematisches Vorwissen im Physikunterricht bendtigt, um
Sachverhalte besser verstehen zu konnen, welche jedoch im Mathematikunterricht erst
spéater behandelt werden. So ist das auch hier der Fall. Daher wird rein graphisch und
mit vielen Experimenten der Vektorbegriff im Kontext der Geschwindigkeit und Kraft be-
handelt. Der Vektor wird als eine GroBe (z.B. Geschwindigkeit) mit Liange (Betrag) und
Richtung definiert.

Hier wird der Vektorbegriff im Kontext eines beobachtbaren Phinomens als etwas Reales,
Sichtbares und Anschauliches eingefithrt. Die Einfithrung von Vektoren als geometrische
Grofle birgt als sehr grofie Schwierigkeit, dass kein Vorwissen iiber Koordinatensysteme
bei den Schiilerinnen und Schiilern vorhanden ist. Um das Pfeilklassenmodell an die Se-
kundarstufe I anzupassen, werden unter anderem Vektoren als Pfeile bezeichnet und von
der Konstruktion der End- oder Zusatzgeschwindigkeit und nicht von Pfeil-Addition (oder
Vektor-Addition) gesprochen.

Um Schiilerinnen und Schiilern einen addquaten Einblick in die Tragweite und die Bedeu-
tung des Vektorbegriffs darzustellen, ist weder das arithmetische noch das geometrische
Vektormodell alleine ausreichend. Um ein umfassendes Begriffsverstéindis zu gewinnen, ist
es notwendig vielfdltige Beispiele in den unterschiedlichsten Kontexten zu bearbeiten und
deren Gemeinsamkeiten zu erkennen und auszuarbeiten.
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6 Zugang zum Vektorbegriff im Mathematikstudium

In diesem Abschnitt arbeite ich mich {iber reelle Vektorrdume hin zur Definition des Vek-
torraums und betrachte die Begriffe ,,Basis®“ und ,,Dimension“ aus der linearen Algebra.
Hierfiir verwende ich die Biicher ,Einfiihrung in das mathematische Arbeiten“[5] und ,,Li-
neare Algebra - Eine Einfithrung fiir Studienanfinger*[6].

Die Voraussetzungen fiir dieses Thema bilden einerseits die grundlegende Algebra mit den
Strukturelementen wie Gruppen, Ringe und Korper und andererseits die Zahlenmengen,
insbesondere die reellen Zahlen R.

6.1 Analytische Geometrie

In diesem Abschnitt wird genauer auf die reellen Riume R? und R" eingegangen, um
einen Schritt in die ,reale Welt“ und deren mathematischen Probleme zu gehen. Der
Zugang zum Vektorbegriff ohne den geometrischen Objekte wie Strecke, Gerade und Ebene
besprochen.

Geschichtliche Anekdote [5, S.361-362]

Schon den Agyptern und Sumerern war bekannt, dass Probleme der Wirklichkeit mit ma-
thematischen Methoden gelést werden kann. Beispiele dafiir sind die Architektur, Verwal-
tungsangelegenheiten oder die Zeitmessung. Mit Pythagoras (ca. 570-509 v.Chr.) begann
man die Mathematik als Wissenschaft der Untersuchung abstrakter Denkobjekte zu be-
greifen, wobei Eudoxos (ca. 408-355 v.Chr.) Untersuchungen geometrischer Beziehungen
als Proportionslehre begriindete. Euklid (ca. 325-265 v.Chr.) und Archimedes (ca. 287-212
v.Chr.) schirften den Umgang mit Geometrie und wendeten sie auf Naturphdnomene an.
Erst Ende des 15. Jahrhunderts begann man in Europa mithilfe der Ubersetzungen von
archimedischen Schriften und Euklids , Elemente* die mathematischen Methoden zur Be-
schreibung der Welt und ihrer Phénomene, besonders in der Physik, zu verwenden. An-
gefiihrt von Galileo Galilei (1564-1642) wurden die Ideen von Aristoteles durch eine neue
quantitative Physik ersetzt. Grundlage fiir diese beschreibende Physik bildeten die Me-
thoden von René Descartes (1596-1650). Er fithrte unter anderem das rechtwinkelige Ko-
ordinatensystem ein.

6.1.1 Der Raum - R3 [5] S.407-453]

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Operatoren und deren Eigenschaften im Drei-
dimensionalen besprochen. Die fiir den Vektorbegriff wichtigsten Definitionen und Satze
werden angefiihrt, um auf den Kern des Vektorbegriffs zu kommen.

Definition 6.1.1 (Mathematischer Raum) Der mathematische oder dreidimensionale
Raum, auch Anschauungsraum, ist die Menge R aller reellen Zahlentripel. Wir nennen
ein Element A = (A1, A, A3) des Raumes Punkt und (A1, Aa, Az) seine (kartesischen)
Koordinaten. Der Punkt O = (0,0,0) heifst der Ursprung. [3, S.407)

Der Unterschied zwischen Ebene und Raum ist lediglich die dritte Komponente (Koordi-

nate). Somit wird der zweidimensionalen Raum - die Ebene nicht und der Raum hier nur
im Schnelldurchlauf durchgenommen wird.
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Definition 6.1.2 (Operationen im R3) Seien x,y € R® und X\ € R. Wir definieren die
Addition in R® und die Multiplikation mit einem Skalar komponentenweise durch

r+y = (r1+y1, 22 +y2,73 + y3)
Az = (Axq, Axe, A\x3).

Wiederum schreiben wir —x fir (—1)x und x —y fir x + (—y). [5,S.408]

Im dreidimensionalen reellen Raum gibt es fiir seine Elemente (Vektoren) die beiden geo-
metrischen Interpretationen als Punkt und Pfeil.

Proposition 6.1.1 (Rechenregeln fiir R?) Die Rechenoperationen + : R® x R — R3
und - : R x R = R? haben folgende Eigenschaften:

(+) Das Paar (R3,+) bildet eine abelsche Gruppe mit Nullelement (0,0,0).
(NG) Es gilt 1z = x.

(DG:) Fiir z,y € R® und A € R gilt \(x +y) = Az + \y.

(AG) Fiir alle x € R und X\, € R finden wir A(uz) = ().

(DG>) Fiir alle x € R3 und A\, pn € R finden wir (A + p)x = Az + px.
[5,S.408]

Definition 6.1.3 (Standardbasis, Linearkombination)

(i) Die Menge {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} nennen wir die Standardbasis
des R3.

(i) Eine Darstellung der Form X = x1(1,0,0) + x2(0,1,0) + x3(0,0,1) nennen wir
Linearkombination der Standardbasisvektoren ey, es, es mit Koeffizienten x1,xs, x3.

Es lisst sich also jedes x € R® eindeutig als Linearkombination der Standardbasisvektoren

schreiben. [3, S.409]
Nun wird die Gleichung der Form
Au+ po 4+ vw = 0. (6.1)

betrachtet.

Es besteht hier ein Zusammenhang zwischen der Frage, ob sich einer der Vektoren als
Linarkombination der anderen schreiben ldsst und der Losbarkeit der Gleichung. Diese
Idee kann fiir eine endliche Menge von Vektoren verallgemeinert werden.

Definition 6.1.4 (Lineare (Un-)Abhdngigkeit) Sei eine Menge von Vektoren M :=
{uy,...,um} € R® gegeben.

(i) Wir sagen, dass M linear unabhdingig ist (oder dass die Vektoren uy, ..., u,, linear
unabhdngig sind), wenn die Gleichung

m
Z )\iui =0
i=1

nur die triviale Losung \1 = ... = A\, = 0 besitzt.
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(ii) Sind die Vektoren nicht linear unabhdngig, so nennen wir sie linear abhdngig.

(ii) Wir sagen der Vektor w ist linear abhdingig von den Vektoren wui,...up,, wenn es
i € R gibt mit

m
u = Z iUy,
i=1
sich also u als Linearkombination der w; schreiben ldsst.

Offensichtlich gilt fir die Situation (iii), dass die Menge {u,uy,...,un} linear abhdingig
ist. [3,S.418]

Das bedeutet aber auch, dass zwei nichtverschwindende Vektoren genau dann linear ab-
héngig sind, wenn sie kollinear sind. Zwei Vektoren v und w sind zueinander kollinear,
wenn es ein Skalar 0 £ A\ € R gibt, sodass v = Aw gilt, also die beiden Vektoren gleich
orientiert sind.

Nun werden die Begriffe ,inneres Produkt®, ,Norm*“ und , Abstand®, sowie ihre Zusam-
menhénge besprochen, da diese fiir viele Gebiete der Mathematik Schliisselbegriffe sind.

Definition 6.1.5 (Skalarprodukt, Norm und Abstand im R?)
Seien P,Q,v,w in R3.

(i) Wir definieren das (standard) innere Produk oder auch (Standard-)Skalarprodukt
(v,w) von v und w durch

3
w) = Z ViW;.
i=1

(i) Die euklidische Norm ||v|| von v definieren wir durch
vl =/ (v, v).

(iii) Wir definieren den (euklidischen) Abstand bzw. die (euklidische) Distanz d(P, Q) der
Punkte P und @) durch

d(P,Q) = [|Q = Pl.
Wiederum bezeichnen wir die Abbildung d : R®* x R® — R als die (euklidische) Metrik.
[3, S.423]

Proposition 6.1.2 (Eigenschaften des inneren Produkts) Das innere Produkt auf
R3 hat fiir alle x,y, z € R3 und alle A € R die folgenden Eigenschaften:

(IP1) (x +y,z) = (x,2) + (y,2) und (z,z +y) = (z,2) + (z,9),

(IP2) (Az,y) = Mz, y) = (z, A\y), (Bilinearitdit)
(IP3) (z,y) = (y,2), (Symmetrie)
(IP4) (z,x) >0 und aus (x,z) =0 folgt x = 0. (positive Definitheit)

3, S.423]

Ein sehr wichtiger Zusammenhang von Skalarprodukt und Norm ist die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung.
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Proposition 6.1.3 (Cauchy-Schwarz- Ungleichung) Das innere Produkt auf R® er-
fiillt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, d.h. fir alle x,y € R gilt

[z, )| < ] [lyl]-
Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y kollinear sind. [3, S.424]

Aufgrund der Formulierung kann erkannt werden, dass die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
unabhéngig von der Komponentenschreibweise des Skalarprodukts ist und somit auch fiir
den n-dimensionalen Fall geeignet.

Proposition 6.1.4 (Eigenschaften der Norm) Die euklidische Norm || || hat fiir alle
z,y € R® und alle A\ € R die folgenden Eigenschaften:

(N1) ||z|| > 0 und aus ||z|| = 0 folge . =0, (positive Definitheit)
(N2) [|Az|] = [A[ [|=]], (Homogenitit)
(N3) ||z +yl|| < |lz|| + ||yl (Dreiecksungleichung)
Mit Hilfe der Norm kénnen wir wiederum zu einem gegebenen Vektor v # 0 einen kol-
linearen, gleich orientierten Vektor v' der Linge 1 angeben: v' = ﬁv heifst normierter
Vektor oder Einheitsvektor in Richtung von v. [3, S.425]

Zuletzt werden nun die Eigenschaften des Abstands im Raum betrachtet.

Proposition 6.1.5 (Eigenschaften der Metrik) Der Abstand auf R3 besitzt fiir alle
P,Q, R € R® die Figenschaften:

(D1) d(P,Q) > 0 und aus d(P,Q) = 0 folgt P = Q, (positive Definitheit)
(D2) d(P,Q) =d(Q,P), (Symmetrie)
(D3) d(P,Q)+d(Q,R) > d(P,R). (Dreiecksungleichung)

[3, S.426]

Nun sind alle Definitionen und Eigenschaften, um den Winkel und die Orthogonalitét zu
besprechen, zusammengetragen.

Definition 6.1.6 (Winkel, Orthogonalitdt)

(i) Seien P,v,w € R3, und seien die Strahlen sp, und sp, gegeben. Der von den bei-
den Strahlen eingeschlossene Winkel « ist festgelegt durch den Winkel zwischen den
beiden Richtungsvektoren v und w der durch

und 0 < o < 7 definiert ist.

(i) Die beiden Vektoren v,w € R3 heiffen orthogonal, wenn (v,w) = 0 gilt. In Zeichen
schreiben wir v1lw. [3,S.428]

Es ist im R? leicht zu einem Vektor v, einen orthogonalen Vektor w zu finden. Es gilt
nidmlich unter anderem v_Lw, wenn w kollinear zu (—vs,vy,0) ist. Im Gegensatz zum R?
in dem es nur zwei mogliche Normalvektoren gibt, gibt es im R3 unendlich viele nicht
kollineare Normalvektoren zu v, z.B. (0, v3, va) Lv.
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Proposition 6.1.6 (Normalvektoren im R3) Sei 0 # v € R® und seien w und w'
zueinander nicht kollineare Normalvektoren auf v. Dann ist jeder Normalvektor u von v
linear abhdngig von w und w'. [3, S.428]

Jetzt ist die Moglichkeit einen Normalvektor zu einem gegebenen Vektor zu finden vor-
handen. Nun werden folgende Beziehung bearbeitet: gibt es zu zwei gegebenen nicht kolli-
nearen Vektoren einen Vektor, der auf die beiden gegebenen orthogonal steht? Diese Frage
beantwortet der néchste Begriff mit Ja.

Definition 6.1.7 (Kreuzprodukt) Seien u,v € R3 zwei Vektoren. Wir definieren das
Kreuzprodukt oder Vektorprodukt u x v von u und v durch

U2V3 — U3V2
U Xv= UuU3v1 — U3
U102 — UV

7, S.430]

Proposition 6.1.7 (Eigenschaften des Kreuzprodukts) Das Kreuzprodukt erfillt fir
alle u,v,w € R® die folgenden Rechenregeln.:

(i) ux (v+w)=uXxv+uxw,
(i) ux (M) = (Au) X v = A u X v),
(i7i) u X v =—v X u, (Antisymmestrie)
(iv) ux (vxw)+vX(wxu)+wx(uxv)=0, (Jacobi-Identitdit)
(v) ul(uxv) AvL(uxwv).

FEigenschaft (v) in der Proposition besagt, dass das Kreuzprodukt w = u x v tatsdchlich ein
gemeinsamer Normalvektor auf u und v ist. AufSerdem beobachten wir, dass das Kreuzpro-
dukt nicht assoziativ ist, denn Jacobi-Identitit, Antisymmetrie und Assoziativitit schlieffen
einander aus: Hditten wir alle drei Figenschaften, dann wdire fiir beliebige u,v,w € R3

O=ux(xw)+vx(wxu)+wx(uxwv)

=(uxv)xw+vx(wxu)—(uxv)Xw=vx(wxu),
was natirlich falsch ist. [3 S.430]

Die Linge des Kreuzprodukts ||u x v||?, also die Norm des Kreuzprodukts entspricht der
Fléche des von den Vektoren u und v aufgespannten Parallelogrammes, wobei v und v die
Seiten bilden.

Nun wird noch ein kurzer Blick iiber den Tellerrand hinaus auf die hoheren Dimensionen
geworfen.
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6.1.2 Hohere Dimensionen - R" [5, S.454-569]

Viele der Zusammenhénge kénnen vom dreidimensionalen auf den endlichdimensionalen
Fall iibertragen werden. Wie weit dies moglich ist, wird in diesem Abschnitt behandelt.
Hier geht es um die Verallgemeinerung der Theorien und Gesetze des vorherigen Ab-
schnitts. Da ich die mathematischen Grundlagen lediglich fiir die in der Schule angewand-
ten Bereiche untersuche, werde ich nur die einfachsten Verallgemeinerungen, wie beispiels-
weise Rechenregeln anfithren.

Definition 6.1.8 (Operationen in R") Auf der Menge R™ der reellen n-Tupel definieren
wir die beiden Operationen +, die Addition, und die Skalarmultiplikation fir x,y € R™ und
A € R durch

T+ Yy = (:Ul? 7:(;71) + (yh 7yn) = (xl + Y1, ---Tn + yn)v
Ar = ANz1,...mp) = (Ax1, .0y ATp).

3, S.455]

Die Rechenregeln sind vollkommen analog zu R? und R3:

Proposition 6.1.8 (Rechenregeln fiir R") Die Rechenoperationen + : R” x R" — R"
und - : R X R™ — R™ haben die folgenden Eigenschaften:

(+) Das Paar (R™,+) bildet eine abelsche Gruppe mit Nullelement 0.
(NG FEs gilt 1z = x.

(DG,) Fiir x,y € R" und X\ € R gilt \(x +y) = Az + \y.

(AG) Fir alle z € R" und A\, u € R finden wir AN(uz) = (Ap)z.

(DG>) Fiir alle x € R™ und A\, € R finden wir (A + p)z = Ax + px.
[5, S.455]

Die Begriffe wie Standardbasis und lineare (Un-)Abhéngigkeit konnen leicht vom R? auf
den R" iibertragen werden.

Definition 6.1.9 (Standardbasis) Sei e; das n-Tupel, das an der i-ten Stelle den Ein-
trag 1 hat und bei dem alle anderen FEintriage verschwinden (d.h. gleich 0 sind), e; =
(0,...,0,1,0,...0). Die Menge {e;|i =1,...,n} nennen wir die Standardbasis des R™.

Offensichtlich lisst sich jedes x € R™ eindeutig als Linearkombination der Elemente e;

schreiben,
n
Xr = E €T;€;5.
i=1

7, S.456]
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Definition 6.1.10 (Lineare (Un-)Abhdngigkeit) Sei eine Menge von Vektoren M =
{u1, ..., um} CR™ gegeben.

(i) Wir sagen, dass M linear unabhdingig ist (oder dass die Vektoren uq,...,un, linear
unabhdngig sind), wenn die Gleichung

m
Z )\iuz =0
i=1

nur die triviale Losung Ay = ... = Ay, = 0 besitzt.

(ii) Sind die Vektoren nicht linear unabhdngig, so nennen wir sie linear abhdngig.

(iii) Wir sagen der Vektor w ist linear abhdingig von den Vektoren wui,...um,, wenn es
wi € R gibt mit

m
U= Z iUy
i=1

sich also u als Linearkombination der u; schreiben ldsst.

Zwei linear abhdangige Vektoren v, w # 0 nennen wir wiederum kollinear. [3, S.457)

[13

Auch die Begriffe ,,Skalarprodukt“, ,Normen “ und , Abstand®, sowie ihre Eigenschaften
hingen nicht von der Einschriankung der Dimensionen ab - siehe Definition Proposi-
tion [6.1.2] Proposition Proposition und Proposition Auch die Definition
des Winkels und der Orthogonalitéit zweier Vektoren kann von R? iibernommen werden -
siehe Definition [6.1.6]

Die Auffindung eines Normalvektors mittels des Kreuzprodukts wie in Proposition [6.1.0]
ist lediglich bis zum R? giiltig.

Letztendlich werden noch einige strukturerhaltende Abbildungen im R™ betrachtet.

Definition 6.1.11 (Lineare Abbildungen) Eine Abbildung f : R™ — R™ heifst linear
oder lineare Abbildung, falls gilt:

(i) f(x+y) = f(x)+ f(y) fir alle z,y € R",

(i) f(Ax) = Af(z) fir alle z € R™ und A € R.
[5,S.464]

Nun sind alle notwendigen Grundlagen, um sich von den reellen n-Tupeln zu 16sen und
eine neue algebraische Struktur zu definieren, zusammengetragen worden.
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6.2 Lineare Algebra [23]
6.2.1 Vektorraume [5]

Definition 6.2.1 (Vektorraum) Sei K ein Korper und (V,+) eine abelsche Gruppe, auf
der zusdtzlich eine Skalarmultiplikation - : K x V. — V definiert ist mit den folgenden
FEigenschaften:

(NG) Es gilt 1x = z.

(AG) Fir allex € V und A\, p € K finden wir A(ux) = (Au)x.
(DG:) Fiir x,y €V und X\ € K gilt \(x +y) = Az + \y.

(DG>) Fiir alle x € V und X\, € K finden wir (A + p)x = Az + pe.

Dann nennen wir V' einen Vektorraum tber dem (Skalaren)Kérper K und bezeichnen die
Elemente von V' als Vektoren.

Ist der Korper K =R, so nennen wir V einen reellen Vektorraum, gilt K= C, dann ist V
ein komplexer Vektorraum, und ist K = Z,, oder ein anderer endlicher Kérper, dann kon-
nen wir sogar endliche Vektorrdume definieren, das sind Vektorrdume mit endlich vielen
Elementen, die vor allem in der Kodierungstheorie und Kryptologie wichtige Anwendung

haben. [3, S.468]

Definition 6.2.2 Sei V ein K-Vektorraum und seien vy,...,v, € V gegeben. Ein Vektor
der Form Y1 \jv; € V' heifit Linearkombination von vy, ...,v, mit den Koeffizienten
Al ooy An € K. Die lineare Hiille von vy, ..., v, ist die Menge

Span{vy,...,vp} = {Z AiUi| A1, o A € K} .
i=1

Sei M eine Menge und sei fir jedes m € M ein Vektor v, € V gegeben. Die Gesamtheit
dieser Vektoren, auch das entsprechende System von Vektoren genannt, sei bezeichnet mit
(Um)men - Dann ist die lineare Hiille des Systems (vm )menr, bezeichnet mit Span (v )menr,
definiert als die Menge aller v € V, die Linearkombinationen von endlich vielen Vekto-
ren des Systems sind. Wir sagen auch, dass Span{vy,...,v,} das Erzeugnis der Vektoren
V1, ..., Un @St oder dass die Menge von den Vektoren v1,...,v, ,aufgespannt® wird. Letzteres
erkldart die Bezeichnung ,,Span*. [23,S.107]

Definition 6.2.3 Lineare Unabhdangigkeit Sei V ein K-Vektorraum. FEine endliche
Familie (v1, ...,v,) von Vektoren aus V' heifst linear unabhdngig, falls gilt: Sind Ay, ..., A\, €
K und ist

AU+ ..o+ Ao =0,

so folgt

Anders ausgedriickt bedeutet das, daf$ sich der Nullvektor nur trivial aus den vy, ..., v, li-
near kombinieren laft.

FEine beliebige Familie (v;);c; von Vektoren aus V heifit linear unabhdngig, falls jede Teil-
familie linear unabhdngig ist. [6,S.81] [sic!]
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6.3 Basis und Dimension [6, S.86-100]

Definition 6.3.1 Basis Fine Familie B = (v;)icr in einem Vektorraum V  heif$t Erzeu-
gendensystem von V, wenn
V' = span(v;)ier,

d.h. wenn jedes v € V' Linearkombination von endlich vielen v; ist.

Eine Familie B = (v;)icr in 'V heifit Basis von V, wenn sie ein linear unabhdingiges Er-
zeugendensystem, ist.

V' heif$t endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem (d.h. eine endliche Fa-
milie B = (v1,...,vn) mit V = span(v;) gibt. Ist B eine endliche Basis, so nennt man die
Zahl n die Linge der Basis. [6, S.86]

Satz 6.3.1 Basisauswahlsatz ,Aus jedem endlichen Erzeugendensystem eines Vektor-
raumes kann man eine Basis auswdahlen. Insbesondere hat jeder endlich erzeugte Vektor-
raum eine endliche Basis.“ [6,S.88]

Theorem 6.3.1 , Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.“[6, S.88|

Aufgrund des Austauschsatzes (siehe [0, S.89-90]) besitzt jeder Vektorraum (unendlich)
viele Basen.

Definition 6.3.2 Dimension Ist V ein K-Vektorraum, so definieren wir

00, falls V' keine endliche Basis besitzt,

dimgV = { r, falls V eine Basis der Linge r besitzt.

dimg V' heifst Dimension von V' dber K. Falls klar ist, welcher Kérper gemeint ist, schreibt
man auch dimV'. [6,S.91]

In weiterer Folge kénnte man nun tief in die lineare Algebra eintauchen, was hier nicht
gemacht wird. Hiermit ist den Zugang zum Vektorbegriff im Diplomstudium Lehramt
Mathematik beendet.
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6.4 Rickblick
ad Analytische Geometrie

Fir dem Abschnitt der analytischen Geometrie werden das Wissen iiber Gruppen, Ringe
und Korper benotigt. Natiirlich ist von dem Vorwissen der Zahlenmengen der natiirlichen
Zahlen N, ganzen Zahlen Z, rationalen Zahlen Q, irrationalen Zahlen I, reellen Zahlen R
und komplexen Zahlen C auszugehen.

In der analytischen Geometrie werden die wichtigsten Vektorriume, der Raum R? und
der reelle hoherdimensionale Raum R”, ohne die Definition eines Vektorraums zu kennen,
sondern mit den Vorwissen der bereits erlernten Strukturen und Beziigen zur ,realen
Welt“, besprochen.

Der Raum R? und héhere Dimensionen R"

Im Abschnitt des dreidimensionalen reellen Raums R? wurden im Schnelldurchlauf Ope-
ratoren, Rechenregeln und Eigenschaften fir (dreidimensionale reelle) Vektoren, wie z.B.
Skalarprodukt, Kreuzprodukt, Norm, Abstand, Normalvektoren und die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und ihre Bedeutung fiir dieses Gebiet, besprochen.

Im darauffolgenden Abschnitt wurden alle méglichen Definitionen und Eigenschaften vom
R? {ibernommen und die Themen so erginzt, dass die Verallgemeinerung in den R" ge-
schieht. So wird beispielsweise der Begriff ,Lineare Abbildungen* ergénzt.

ad Lineare Algebra

Hier ist der zentrale Begriff und auch das Ziel dieses Kapitels die Definition des Vektor-
raums. Diese steht direkt am Anfang dieses Abschnitts und die lineare Algebra wird noch
ein wenig weitergefithrt. So wird der Begriff der linearen Unabhéngigkeit genau definiert
und die Begriffe Basis und Dimension vorgestellt.

Mit diesem Wissensstand wird nun der Zugang zum Vektorbegriff im Diplomstudium

Lehramt Mathematik beendet. Die Lineare Algebra wird in weiterer Folge in den héheren
Semestern bzw. hoheren Kursen im Studium weitergefithrt und vertieft.
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7 Bezug zum Vektorbegriff im Mathematikunterricht und im

Mathematikstudium [5] [6] [21] [22] [24]

In den Grundlehrveranstaltungen im Bereich der linearen Algebra ist oftmals die Relevanz
fiir den spéteren Mathematikunterricht, abgesehen von den offensichtlichen Uberschnei-
dungen, fragwiirdig. Selbstverstédndlich ist im Lehramtsstudium allein die Beriicksichti-
gung von Schulbeziigen kein ausreichendes Kriterium der Giite einer fachmathematischen
Grundvorlesung, es bietet sich lediglich als solches an. So werden hier die schulmathema-
tischen Beziige in diesen Grundvorlesungen untersucht. Dazu verwende ich die Literatur
und das Wissen aus den vorherigen Kapitel [4 und [6]

7.1 Schulmathematischer Bezug in fachmathematischen Lehrveranstaltungen

[6] [21] [22] [24]

Das Mathematikstudium beginnt mit den mathematischen Strukturen angefangen vom
Gurppoid bis hin zum Korper. Diese Begriffe werden in der Schulmathematk nicht ver-
wendet. In der Sekundarstufe II haben diese Themen nicht viel zu suchen, dafiir kénnen
die Grundlagen in etwa mit der Sekundarstufe I verglichen werden. Hier kommen Die
Themenbereiche Zahlenmengen, Umgang mit Symmetrien, wie auch Untersuchungen der
Rechenregeln beispielsweise fiir Potenzen mit rationalen Exponenten vor. In den Grund-
vorlesungen im Bereich der linearen Algebra gibt es keine direkten Schulbeziige. Jedoch
miissen die Grundlagen immer zuerst gelehrt bzw. gelernt werden.

Nun betrachten wir die schulmathematischen Kontext in der linearen Algebra im Bezug
zum Vektorbegriff und die Schwierigkeiten, die sie aufwerfen kénnen.

In Kapitel[g] werden die essentiellen Objekte aller nachfolgenden fachmathematischen Lehr-
veranstaltungen zum Thema lineare Algebra eingefiihrt. Diese sind allgemeine Vektorréu-
me iiber einem Korper K, dessen Eigenschaften und Operationen, also die strukturerhal-
tenden Abbildungen.

Im Mathematikunterricht wird der Begirff des Vektors und seine algebraischen Eigenschaf-
ten herausgearbeitet, jedoch wird die Definition des Vektors als Element des Vektorraums
nicht erwéhnt. In den beiden besprochenen Mathematik-Schulbiichern in Abschnitt [£.4]
werden Vektoren als reelle Zahlenpaare bzw. -tripel und selten auch sogar als reelle n-
Tupel behandelt. Vektorrdume tiber anderen Koérpern werden darin nicht behandelt. Die
beiden Schulbiicher (siehe Abschnitt fithren den Vektorbegriff arithmetisch ein und
deuten diesen anschlieflend geometrisch.

Der Zugang zum Vektorbegriff sollte bestenfalls beide Sichtweisen enthalten, um die Grund-
vorstellungen des Vektorbegriffs als Gesamtes zu vermitteln. Dabei ist es fiir Studierende
am Anfang des Studiums oftmals schwierig zu akzeptieren, dass die Vorstellungen des
Vektorbegriffs, den sie aus der Schule kennen, lediglich ein Spezialfall ist. Sie miissen diese
Vorstellungen nun mit dem axiomatischen Zugang in Einklang bringen. Die Schwierigkeit
liegt darin die schulmathematischen Konzepte als untergeordnete Sonderfélle zu verstehen
und nicht als eigenstdndig zu betrachten. Das ist nicht immer einfach, da diese Schwierig-
keit einerseits mit einer gewissen Lernanstrengung verbunden ist, aber sich auch die Frage
nach der Motivation stellt. Denn warum sollten Bemiithungen investiert werden dies umzu-
setzen, wenn salopp formuliert, sich die Hochschulmathematik iiber die Schulmathematik
zu stellen scheint. Dieses Spannungsverhéltnis, von allgemeinem Zugang und Spezialfall
aufgrund eines bereits vorhandenen tragfihigen Begriffsverstandnisses zum Vektorkonzept
der Studierenden, auch in Hinsicht auf den Beruf, ist ganz natirlich.
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An dieser Stelle wirft es die Frage auf, wie im Rahmen des Lehramtsstudiums das schu-
lische Vektorkonzept zugunsten des fachmathematischen abgelost werden kann, ohne die
Relevanz fiir die Schule zu vernachléssigen. Hier muss eine Lehrperson an der Hochschu-
le genauso wie eine Lehrperson an der Sekundarstufe I4+1I handeln. Die Prikonzepte der
Studiernden miissen aufgegriffen und in sinnvoller Weise damit gearbeitet werden. So wird
dies beispielsweise im Lehrbuch , Einfithrung in das mathematische Arbeiten® [5] gemacht,
indem sich von der Ebene R? iiber den Raum R? bis hin zu den reellen hoheren Dimen-
sionen R™ und dem allgemeinen Vektorraum K" hinaufgearbeitet wird. Wichtig ist hier
den konzeptuellen Ubertrag ins Allgemeine zu verdeutlichen. Weiters sollten neben den
reellen Vektorraumen auch ,,besondere Vektorrdume*, wie den Vektorraum der Polynome
oder der magischen Quadrate berticksichtigt werden. Damit soll verdeutlicht werden, dass
das Vektorkonzept mehr als nur den R™ umfasst. Die schulische Perspektive, der Vektoren
der unterschiedlichen geometrischen Interpretationen als Punkte bzw. Pfeile, kann hierfiir
genutzt werden.

7.2 Unterschiede in der Vorgehensweise in der Schulmathematik und in der

Hochschulmathematik [5] [6] [21] [22] [24]

Das Vorgehen in den untersuchten Schulbiichern (siehe Abschnitt unterscheidet sich
voneinander und auch vom {iblichen hochschulmathematischen Vorgehen. Diese Unter-
schiede werden in diesem Abschnitt betrachtet.

Das Schulbuch ,Losungswege 5 [22] beginnt mit der Definition des Vektors und seinen
Rechenoperationen ganz allgemein im R", wobei das Schulbuch ,,Mathematik verstehen 5
[21] die Vektorrechnung im R? betrachtet. Das Schulbuch ,Mathematik verstehen 5¢ [21]
ist dem axiomatischen Aufbau in der Hochschule nachempfunden. Zum Beispiel kommen
darin die Rechengesetze der Addition zweier Vektoren und der Multiplikation eines Vektors
mit einem Skalar vor. In beiden Schulbiichern wird zuerst das Skalarprodukt eingefiihrt
und dann ein Léngenbegriff fiir Vektoren (Betrag) tiber den Satz von Pythagoras herge-
leitet. In der Hochschulmathematik wird der Winkel zwischen zwei Vektoren beziiglich
des Skalarprodukts aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siehe gefolgert. In den
Schulbiichern wird an dieser Stelle auf das Vorwissen des Kosinussatzes zuriickgegriffen
und die Definition [6.1.6] geometrisch hergeleitet. Das Skalarprodukt kann in der Schule
sinnvoll im Bezug zur Lénge und dem Winkelmafl eingefithrt werden. Das fiihrt &hnlich
wie die Einfiihrung des Vektorbegriffs dazu, dass das Skalarprodukt allgemein formuliert
und die schulmathematische Perspektive als einer von unterschiedlichen moglichen Spe-
zialfallen angesehen wird. Auch hier bietet es sich an den schulmathematischen Begriff
als Ausgangspunkt fiir die Formalisierung zu verwenden. Dabei ist es sinnvoll die beiden
Zugange, algebraisch iiber die Addition des komponentenweisen Produkts, wie auch geo-
metrisch {iber den Kosinus, zu diskutieren und anschlieffend in Beziehung zu setzen, bevor
die allgemeinen Bilinearformen betrachtet wird.
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7.3 Resilimee

Der Schulbezug der linearen Algebra ist meist nicht direkt ersichtlich, jedoch unerlasslich
fiir den Unterricht, besonders als Bedingung fiir einen gelingenden Lehr-Lern-Prozess. So
sollen Vorlesungen im Lehramtsstudium nicht nur direkte Schulinhalte vermitteln. Sie
sollen die Moglichkeiten des konzeptuellen Aufbaus und der Vernetzung der schulmathe-
matischen Inhalte hoschulmathematisch darstellen und Zugénge dafiir bieten.

In einem neuen-semestrigen Studium (Diplom Lehramt) ist es nur natiirlich nicht aus-
schliefilich schulmathematische Inhalte kennen zu lernen. Es ist die Pflicht einer Lehrper-
son ein groferes Fachwissen als zum Zeitpunkt der Diplom- und Reifepriifung zu besitzen.
Somit ist es auch die Pflicht des Studiums, neben den fiir den Lehrberuf wichtigen schul-
mathematischen, fachdidaktischen Inhalten, auch fachmathematische Inhalte zu allen The-
men der Schulmathematik zu inkludieren. Dies ist das Hauptaugenmerk des Curriculums
des Studiums. Zu jedem Themenbereich der Mathematik gibt es Fachvorlesungen (Grund-
und Aufbauvorlesungen) und die dazugehorigen schulmathematischen Vorlesungen, um
das Wissen der Hochschulmathematik nun auf die Schulmathematik anzuwenden.
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8 Zugang der Vektorrechnung im Physikstudium [7, S.35-66]

In diesem Abschnitt beschéftige ich mich mit den mathematischen Definitionen und Grund-
lagen der Vektorrechnung, welche im Physikstudium Diplom Lehramt in typischen Grund-
vorlesungen gelehrt werden. Hierfiir verwende ich das Skriptum zur Vorlesung , Einfiihrung
in die Physikalischen Rechenmethoden I-+I1“[7], sowie das Buch zur Lehrveranstaltung
sMathematische Grundlagen fiir das Lehramtsstudium Physik*“[§].

8.1 Grundlagen [7, S.35-37]

In der Physik ist es oftmals notwendig, von einigen Gréflen nicht nur den Betrag, sondern
auch die Richtung zu kennen. Beispielsweise ist, wie in Kapitel ,,Zugang zur Vektorrech-
nung im Physikunterricht“ bzw. im Abschnitt ,Miinchner Konzept der Mechanik® gezeigt
wurde, fiir das Fahren mit einem Auto sowohl die Bewegungsrichtung als auch der Betrag,
also das Tempo, unserer Geschwindigkeit wichtig. Solche Groéflen nennt man Vektoren.
Beispiele fiir Vektoren findet man in der Physik etliche, wie z.B. Geschwindigkeit, Be-
schleunigung, Kraft, Impuls, Drehmoment und viele mehr. Gréflen ohne Richtung nennen
wir Skalare. Physikalische Grundgrofien wie Zeit, Masse, Volumen, aber auch Grofien wie
elektrische Ladung, Energie und Dichte sind Skalare. Der Begriff eines Vektors wird defi-
niert.

Definition 8.1.1 FEin Vektor ist eine gerichtete Gréfse. Er wird durch eine Richtung und
eine Linge (einen Betrag) beschrieben. [7,S.35]

Ublicherweise weden vektorielle GréSen mit einem Pfeil angegeben, z.B. @ fiir die Ge-
schwindigkeit oder F fiir eine Kraft. Man findet in der Literatur aber auch die Konvention,
Vektoren mithilfe des Fettdrucks anzugeben, z.B. v und F. Hier wird in Folge die erste
Konvention verwendet.

Besonders im Alltag wird von physikalischen Vektorgrofien meist nur den Betrag betrach-
tet, wie z.B. ,Die Geschwindigkeit betréigt 100%"“. D.h. zur Beschreibung einer Maflein-
heit, welche den Betrag symbolisiert, benotigt es die Maflzahl und die Einheit. Im obigen
Beispiel ist die Mafizahl 100 und die Einheit kTm Rein symbolisch kann dies wie folgt
geschrieben werden: U] = v = 100%”. Den Betrag, also die Lénge des Vektors, wird hier
mithilfe des Symbols | | ausgedriickt.

Graphisch kénnen wir einen Vektor als Pfeil mit einer bestimmten Lénge und Richtung
darstellen. In einem rechtwinkeligen Koordinatensystem kann ein Vektor i als Pfeil mit-
hilfe seiner Komponenten dargestellt werden (siche Abbildung . Im zweidimensionalen
Fall kénnen hierfiir die Komponenten Az und Ay aus der Komponentenschreibweise fiir
Vektoren 7 = (Az, Ay) herausgelesen und in das Koordinatensystem eingezeichnet wer-
den. Fiir einen durch den Anfangspunkt ) und Endpunkt P eindeutig festgelegten Vektor,
wird Q7 geschrieben.
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Abbildung 38: Ein geometrisch dargestellter Vektor, wie oben beschrieben [, S.35]

Wird der Anfangspunkt @ mit dem Ursprung (0,0,0) des Koordinatensystems gleichge-
setzt, so kann der Vektor 7 des Punktes P = P(z,y, z) geschrieben werden als

7= (x,y,2)

(in kartesischen Koordinaten). Oftmals ist auch die Schreibweise 7 = (ry, 7y, 1) tblich.
Diesen Vektor kann man als Ortsvektor des Punktes P deuten (siehe Abbildung . Der
Ortsvektor 7 gibt die Lage eines Punktes P relativ zum Ursprung an.

T
oS

Abbildung 39: Deutung als Ortsvektor 7 des Punktes P = (z,y) [7, S.36]

P

{ X

Abbildung 40: Der Verschiebungsvektor 7 [7, S.36]

In Abbildung ist zu sehen, dass Vektoren auch als Verschiebungsvektoren eingesetzt
bzw. beschrieben werden kénnen. Hierbei ist der Verschiebungsvektor 7 der Verbindungs-
vektor zwischen den Punkten P, und P, mit den zugehorigen Ortsvektoren 71 und 73.
Somit kann der Verschiebungsvektor 7 als Differenz der Ortsvektoren 71 und r3 geschrie-
ben werden:

=173 —171.

Die Bedeutung der Differenz zweier Vektoren wird spéter betrachtet.
(Bemerkung) Beziiglich der graphischen Darstellung gehoren Pfeile mit gleicher Rich-

tung und gleichem Betrag, aber unterschiedlichen Anfangspunkten zum selben Vektor.

D.h. dass man durch Parallelverschieben weder Richtung noch Betrag dndert und somit
der Vektor gleich bleibt (siehe Abbildung [41).
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Abbildung 41: Ineinander Uberfiihrung von Pfeilen durch Parallelverschiebung

7, S.37)

Besondere Bedeutung haben der Nullvektor und der Einheitsvektor:

Proposition 8.1.1 Nullvektor: 0, \6[ =0, hat Linge Null und keine Richtung.
FEinheitsvektor: e, |¢] = 1, hat Lange 1, wird verwendet, um Richtungen anzugeben (z.B.
Finheitsvektoren €, ¢€,, €. entlang der Achsen eines kartesischen Koordinatensystems).
FEinheitsvektoren werden auch als normiert bezeichnet. [7,S.36 — 37]

8.2 Koordinatiensysteme [7, S.37-44]

Héufig wird, wie bisher, das kartesische Koordinatensystem zur Darstellung von Vektoren
verwendet. Aber auch andere Koordinatensystem konnen hier, je nach Problemstellung von
Vorteil sein. Die unterschiedlichen Méglichkeiten der Darstellung eines Vektors werden im
folgenden Abschnitt besprochen.

8.2.1 Kartesische Koordinaten

Unter einem kartesischen Koordinatensystem wird ein rechtwinkeliges Koordinatensystem
verstanden. Die Achsen stehen also senkrecht aufeinander. Das kann fiir beliebig viele
Dimensionen definiert werden. In Abbildung [42] ist ein zwei- und ein dreidimensionales
kartesische Koordinatensystem dargestellt.

Abbildung 42: Zwei- und dreidimensionales kartesisches Koordinatensystem

7, S.38]

Die Einheitsvektoren e, ¢y, €., auch Basisvektoren genannt, geben die Richtungen der
Koordinatenachsen an. So kann der Ortsvektor 7 als sogenannte Linearkombination dar-
gestellt werden:

7= (z,y,2) = (rg,ry,72) = €z + Y&y, + z€-.
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Proposition 8.2.1 Der Betrag (Linge) des Vektors lasst sich im kartesischen Koordina-
tensystem mithilfe des Satzes von Pythagoras ermitteln:

r=|r] =\ 22 +y? = \/r2 + 72,
r=rl = /a2 +y? 422 = \Jri 4+l 42
(vgl. [7,S.37])

Definition 8.2.1 FEin FEinheitsvektor hat die Linge 1 und die Richtung des zugehdrigen
Vektors. So hat der FEinheitsvektor e, die Richtung des Vektors ©¥ # 0 und ist definiert
durch

R 7

€= —.

G

(vgl. [7,8.37])
Beispiel 8.2.1

-3
T 4
5

r=7 = /(~3)2 +42 + 52 = V/50

T 1

In der Physik wird ein Koordinatensystem so gewéhlt, dass sie moglichst gut zu den
unterschiedlichen Problemstellungen passen. Das wird gemacht, um besser damit umgehen
zu konnen und die Berechnungen einfacher zu gestalten. Dafiir wird normalerweise ein
passendes Koordinatensystem definiert. Neben den kartesischen Koordinaten bieten sich
dafiir auch Polar-, Zylinder- oder Kugelkoordinaten an. Diese werden an dieser Stelle
jedoch nicht weiter ausgefiihrt.

8.3 Vektoralgebra [7, S.44-47]

Nun werden die Rechenregeln von Vektoren im kartesischen Koordinatensystem bespro-
chen.

8.3.1 Gleiche, inverse und parallele Vektoren

e Zwei Vektoren @ und b sind gleich, wenn sie in Betrag und Richtung ident sind.

e Zwei Vektoren @ und b sind invers, wenn sie gleichen Betrag aber entgegengesetzte
Richtungen haben, d.h. @ = —b

Zwei Vektoren @ und b sind (gleichsinnig) parallel, wenn sie gleiche Richtung haben,
d.h. @ = b fiir ein A > 0, dann schreibt man ||b.

Zwei Vektoren @ und b sind antiparallel oder gegensinnig parallel, wenn sie entge-
gengesetzte Richtung haben, d.h. @ = Ab fiir ein A < 0.
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e Der zum Vektor @ zugehorige inverse Vektor —a hat gleichen Betrag aber entgegen-
gesetzte Richtung wie @. Man schreibt komponentenweise:

Qg —Qg
a=\|ay |, —da=| —ay
Gy —GQy

8.3.2 Vektoraddition und -subtraktion

Die Addition zweier Vektoren a und g, also ¢ = a + g, kann graphisch durch Aneinan-
derhéngen dargestellt werden. Dazu wird an den Endpunkt von b der Anfangspunkt von
d (bzw. umgekehrt) durch Parallelverschieben angehéngt (siche Abbildung . Der re-
sultierende Vektor ¢ ist dann jener Pfeil, der sich vom Anfangspunkt des ersten bis zum
Endpunkt des zweiten Pfeils erstreckt.

Abbildung 43: Vektoraddition [7, S.45]

Die Vektoraddition zweier Vektoren in kartesischen Koordinaten erfolgt komponentenwei-
se:

. Ay bx Ay + bx Cx
C=ad+b=| ay |+]| by | =] ay+by, | =] ¢
y bz a; + bz Cz
0
Der Nullvektor 0 = | 0 | ist das neutrale Element der Addition, d.h. es gilt @ 4+ 0 = a.
0

Die Addition eines Vektors mit seinem inversen Element (Gegenvektor) ergibt den Null-
vektor.

Qg —Qy 0
a+(-a)=|ay [+]| —ay |=] 0 | =0.
a, —a, 0

Die Subtraktion ist die Umkehrfunktion der Addition, daher addiert man den inversen
Vektor:

. az — by
a—(b)=ad+(=b)=| ay—by
az_bz

Auflerdem gelten das Kommutativgesetz @ + b=b+a

—,

und das Assoziativgesetz (@+b) +c=a+ (b+&) =a+b+ ¢
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8.3.3 Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

Die Multiplikation eines Vektors @ mit einem Skalar « ist auf eine wiederholte Addition
zuriickzufithren, die einer a-fache Aneinanderreihung von @ entspricht (sieche Abbildung
. Dabei veréndert sich die Léange, jedoch nicht die Richtung des Vektors.

¥
2 /

-
3

1 X

Abbildung 44: Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar (hier: aw = 3) [, S.47]

aay
Die komponentenweise Multiplikation mit einem Skalar: ad = | aa,

aa,
Fir den Betrag von b=ad gilt:

b = |ad] = \/(aa2) + (aa2) + (aa2) = \/a2(a2 + a3 + a2) = o] |d].

Die Division ist die Umkehrfunktion der Multiplikation, daher entspricht die Division
durch ein Skalar A\ einer Multiplikation mit dem Skalar p = %

Weiters gilt das Distributivgesetz (@ + b) = ad + ab und (a + )@ = ad + fa
und das Assoziativgesetz a(fd) = (af)a.
8.3.4 Skalarprodukt [7, S.48-53]

Definition
Das Skalarprodukt oder innere Produkt zweier Vektoren @ und b wird wie folgt berechnet
c=a-b=|alb|cosa, (8.1)

wobei |@| und |b| die Betriige der Vektoren @ und b sind und a der von ihnen eingeschlossene
Winkel (siehe Abbildung . Das Ergebnis eines Skalarprodukts ist ein Skalar, also eine
(reelle) Zahl. Eine weitere Schreibweise, vor allem in der Quantenmechanik verwendet, ist
die Bra-Ket-Notation (@|b).

oL

\
\
\
\
\
\
\

\_f—-v""/ &

1Tl oret
Abbildung 45: Das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und b [7, S.48]

In Abbildung [45]ist zu sehen, dass das Skalarprodukt geometrisch betrachtet das Produkt
des Betrages von @ und dem Betrag des Anteils von b in Richtung @ bzw. umgekehrt ist.
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Rechenregeln

Fiir das Skalarprodukt gelten:

Diese Gesetze kénnen auch aus der geometrischen Definition des Skalarprodukts abgeleitet
werden, welche im Skript zur Vorlesung ,Einfithrung in die Physikalischen Rechenmetho-
den I4+II“ 7, S.48-49] zu finden sind.

Komponentenweise Darstellung

Das Skalarprodukt ist in kartesischen Koordinaten gegeben durch:

Qg by
a-b=1 ay by | =az-by+ay-b,+a,-0b..
Ay b,

Anwendungen

Das Skalarprodukt hat eine Vielzahl von Anwendungen. Es kann beispielsweise der Betrag
eines Vektors @ mithilfe des Skalarprodukts berechnet werden:

>cosa = |a* = |d| = Va-a.
=1

I

i-d=|

Eine der hiaufigsten Anwendungen des Skalarprodukts ist das Priifen auf Orthogonalitét

zweier Vektoren. Da rechtwinkelig bedeutet, dass der Winkel a = 5 und cosa = 0 gilt,

muss laut Defintion des Skalarpordukts [8.1] gelten:
@-b=0=d.lb.

Ein Beispiel hierfiir wére:

2 3
-3 |- 4 ]|]=6-124+6=0
6 1

Wenn damit zwei Vektoren auf Orthogonalitéit iberpriift werden, so kann das Skalarpro-
dukt auch zur Bestimmung des eingeschlossenen Winkels genutzt werden. Aus folgt

namlich: .
< a: . b )

a = arccos | ——

|@l[b]

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung aber auch der Kosinussatz (siche Abbildung
benétigen das Skalarprodukt und sind so weitere Anwendungen davon.
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Der Kosinussatz
A =a®>+b>—2abcosa

setzt zwei Seiten eines Dreiecks mit dem eingeschlossenen Winkel in Verbindung. Die
Schreibweise a = |d|, b = |b| und ¢ = |¢] wird hier verwendet.

Abbildung 46: Der Kosinussatz [7), S.51]

8.3.5 Vektorprodukt [7, S.53-59]

Definiton

Das Vektorprodukt zweier Vektoren @ und 5, oder auch Kreuzprodukt genannt, wird ge-
schrieben als
g=axb.

Der Betrag des Vektorprodukts lautet || = |@]|b] sin ov, wobei a der von den zwei Vektoren
eingeschlossene Winkel ist. Zu beachten gilt es, dass durch das Vektorprodukt der Vektor ¢
orthogonal auf die beiden Vektoren @ und b steht. So bilden die drei Vektoren ein Rechts-
system (siehe Abbildung . Die sogenannte ,Rechte-Hand-Regel®“ dient dazu, sich zu
merken, dass die drei Vektoren des Vektorprodukts zueinander stehen wie der gespreizte
Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand (siehe Abbildung .

Y a 2
A C=axbh &
b a
(/8
-
4-) b
-a\’ ol
-
-
axb
Abbildung 47: Das Vektorpro- Abbildung 48: Die »Rechte-
dukt bildet ein Hand-Regel“ als
Rechtssystem [7] Merkhilfe fiir
S.53] die Richtung des
Vektorprodukts
[7, S.53]

Ublicherweise wird in einem dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem ein Rechts-
system verwendet. Ein Linkssystem wird jedoch analog dazu definiert. Dazu werden ledig-
lich die Vektoren @ und b eines Rechtssystems vertauscht.
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Abbildung 49: Die Fliche eines von zwei Vektoren aufgespannten Parallelogramms

[7 S.54]

Der Betrag eines Vektorprodukts a x b kann geometrisch dargestellt werden als die Flache
eines Parallelogramms, welche von den Vektoren @ und b aufgespannt wird (siehe Abbil-

dung .
A = |dlh
= |@||b] sin o (8.2)
= |@ x b
Somit kann die Fldche dieses Parallelogramms berechnet werden.

Rechenregeln

Fir das Vektorprodukt gelten folgende Rechenregeln:
e Das Vektorprodukt ist NICHT kommutativ. Es gilt das Antikommutativgesetz:
e Assoziativgesetz:
e Distributivgesetz:

Die Herleitung der Rechenregeln kann im Skript zur Vorlesung , Einfithrung in die Physi-
kalischen Rechenmethoden I4+I1* [7, S.55-57] nachgelesen werden.
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Komponentenweise Darstellung

Das Vektorprodukt kann komponentenweise wie folgt ausgedriickt werden:

Qg by ayb, — a.by
axb=1 ay [ x| by | =| aby—azb.
a b, azby — ayby

Die Berechnung der Komponenten lauft wie folgt ab: Die zu berechnende Kompnente wird
abgedeckt und wie folgt gerechnet:

e z— und z—Komponente: (links oben mal rechts unten) minus (links unten mal rechts
oben)

e y—Komponente:(links unten mal rechts oben) minus (links oben mal rechts unten)
Anwendungen

Die hiufigsten Anwendungen sind das Uberpriifen, ob zwei Vektoren parallel zueinander
stehen und das Konstruieren eines Vektors, welcher normal auf zwei weitere Vektoren ste-
hen soll.

Wenn @ zu b parallel steht, so verschwindet der eingeschlossene Winkel «. Daraus folgt,
dass sina« = 0 und fiir das Vektorprodukt gilt:

ixb=0sa|b.

Hier folgt nun ein Beispiel zur Konstruktion eines Vektors, der auf zwei weitere Vektoren
normal stehen soll (aus [7, S.59]):

1 3

a=|2 b= 4

3 5
1 3 2.5-3-4 2
c=axb=|2|x|4|=|33-1.5]= 4
3 5 1-4-2.3 )

@ =v12+22+32 = V14
6] = /32 + 42 + 52 = V/50
@ x Bl = \/(-2)2 + 42 + (-2)2 = V21
Den Winkel zwischen @ und b bestimmen wir folgendermafien:

@ x b V24

sina = -— = =0, 185...
@b /5014
a =10,67°



Wenn die Rechnung korrekt ist, sollten @ und bzudxb orthogonal stehen, was durch
Berechnen der entsprechenden Skalarprodukte tberpriift wird:

-2 1

c-a= 4112 |=-24+8-6=0
-2 3
-2 3

c-a= 4 4 | =-6+16—-10=0.
-2 )

[7, S.59]
8.3.6 Spatprodukt [7, S.59-61]
Definition
Das Spatprodukt oder auch gemischtes Produkt dreier Vektoren ist definiert durch:
[@bd] = (@ x b) - € (8.3)
und ergibt ein Skalar. Der Betrag des Spatprodukts ist geometrisch gesehen das Volumen

eines Paralellepipeds, auch Spat genannt, welches von drei Vektoren d, bund & aufgespannt
wird.

Abbildung 50: Das Spatprodukt [7] S.54]

Abbildung [50] soll dazu dienen, die beschriebene Situation zu veranschaulichen. Das Vo-
lumen des Parallelepipeds ist durch V' = Ah gegeben, wobei A die Fldche des von @ und
b aufgespannten Parallelogramms und h die Hohe des Parallelepipeds (siehe Abbildung
bezeichnet. Die Flache A erhélt man durch das Vektorprodukt @ x b. Bei der Hohe h
handelt es sich um die Projektion von ¢ in Richtung @ x 5, also das Skalarprodukt von @ x b
und ¢. Damit die Hohe keine negativen Werte annehmen kann, wir der Betrag gebildet:

-,

V=|@xb)-d.
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Komponentenweise Darstellung

Das Spatprodukt sieht fiir kartesische Koordinaten wie folgt aus:

(@xb)-c= ay

I
S
0
S
8

Rechenregeln und Anwendungen

by Cx
X | by Cy
b, c:

e Da das Vektorprodukt nicht kommutativ ist, folgt daraus fiir das Spatprodukt:

(@ x

produkts folgt:

[@bé] = —[bae).

Das Spatprodukt bleibt bei zyklischer Vertauschung der Vektoren unveréndert:

(aba = [bea) = [¢ad),

—.

b)-=(bxd)-d=(Zxa)-b.

Aus der zyklischen Vertauschung der Vektoren und der Kommutativitédt des Skalar-

(@xb)-¢=a-(bxa).

Das Spatprodukt kann als Determinante dargestellt werden:

Gy Ay Gy

[@bd] = by by bs|.

Mit dem Spatprodukt kann tberpriift werden, ob die drei Vektoren komplanar sind.

D.h. dass die Vektoren @ zu b x & orthogonal sind, also alle Vektoren in der selben

Ebene liegen.

[656] =0< @,b,¢ komplanar.

Im Skriptum zur Vorlesung ,, Einfithrung in die Physikalischen Rechenmethoden I+I1“ fol-
gen an dieser Stelle Anwendungsbeispiele fiir Vektoren [7, S.61-66]. Unter anderem werden
Stromungen durch eine Flache, Rotation eines Korpers und das Volumen einer Einzelzelle

besprochen.
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8.4 Lineare Algebra: Vektorraume [8, S.230-252]

In der linearen Algebra wird der kleine Pfeil iiber dem Symbol eines Vektors nicht ge-
schrieben.

8.4.1 Reelle Vektorraume [8, S.230-235]

Unter dem Begriff Vektor wurden bisher nur zwei- bzw. dreikomponentige Objekte, der
Form
v U1
17—( 1>bzw.17— vy |,
V2
U3

die Pfeile in der Ebene bzw. im Raum darstellen, besprochen. Rein formal betrachtet,
handelt es sich um ein Objekt, welches eine Liste mit zwei bzw. drei Zahlen aufweist. Die
Menge aller reellen Vektoren mit zwei Komponenten wird mit R? und jene mit drei Kom-
ponenten mit R bezeichnet. Allgemein (mit n € N und n > 1) gilt, dass die Menge aller
reellen Vektoren mit n Komponenten, also Listen von n reellen Zahlen, als R" bezeichnet
wird.

Vektoren konnen addiert und auch mit reellen Zahlen, also Skalaren multipliziert werden,
d.h. reelle Vielfache von Vektoren bilden.

e Fiir die Addition gilt: Die Summe zweier Vektoren u, v € R? kann geschrieben werden

als u + v.

Es gelten folgende Rechenregeln fiir u, v, w € R3:
(utv)+w=u+ (v+w) (Assoziativgesetz 1)
utv=v+u (Kommutativgesetz)

e Fiir die Skalarmultiplikation, also die Multiplikation eines Vektors v € R? und einer
Zahl A € R (einem Skalar), wird A\u geschrieben.
Es gelten folgende Rechenregeln fiir u,v € R? und A\, u € R:

Apv) = (Ap)v (Assoziativgesetz 2)
A+ p)v = v+ pv (Distributivgesetz 1)
AMu+v)=Au+ v (Distributivgesetz 2)

Als Nullvektor 0 wird jener Vektor bezeichnet, dessen Komponenten alle 0 sind. Die Menge
V, fiir deren Elemente eine Addition und Skalarmutliplikation definiert ist und die oben
stehenden Regeln erfiillt, wird reeller Vektorraum (oder Vektorraum iiber R) genannt.
Beim Wort Vektorraum handelt es sich um einen Begriff, der eine abstrakte Struktur
der Addition von Elementen und der Multiplikation von Elementen mit Skalaren zulésst,
ohne sonstige Figenschaften zu beriicksichtigen. D.h. hier geht es um die lineare Struktur
dieser Operationen, welche der linearen Algebra ihren Namen verleiht. Die Eigenschaft der
Linearitdt und somit auch ihre Abstraktheit wird in sehr viele Gebieten der Physik, aber
auch in anderen Wissenschaften genutzt.
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Beispiel 8.4.1 Ein Polynom P € R? gegeben durch:
P:(20% =32 +2)+ (B2 + 52 —7) =522 420 -5

kann wie folgt aufgefasst werden:

2 3 5
3 |+| 5= 2
2 -7 -5

Angesichts der Vektorraumstruktur, muss nicht zwischen P oder R? unterschieden werden.
Das bedeutet, dass die beiden Vektorrdume zueinander isomorph sind. Der Isomorphismus
zwischen P und R® ist gegeben durch:

az
a2x2 + a1+ ag <— a1
ao

In der linearen Algebra ist ein Vektor als Element eines Vektorraums definiert. Daher kann
jedes Polynom als Vektor aufgefasst werden. (vgl. [8, S.234])

8.4.2 Dimension, Linearkombinationen, Basis [8|, S.236-243]

Nun folgt die Begutachtung der Struktur der Vektorrdume. Dazu werden nun einige De-
finitionen und grundlegende Eigenschaften reeller Vektorrdume (ohne Beweise) betrachtet.

Sei V ein reeller Vektorraum.

e  Kann jedes Element eines reellen Vektorraums eindeutig durch die Angabe von n
reellen Zahlen festgelegt werden (und beschreibt umgekehrt jede beliebige Liste von
n Zahlen ein Element von V'), so nennen wir n die Dimension von V “[8, S.236]
(Bemerkung: Fiir unendlichdimensionale Vektorrdume ist die Funktionalanalysis zu-
standig. D.h. hier sind wir auf endlichdimensionale Vektorrdume beschrénkt.)

e Sind u,v,... € V und A, 4, ... € R, so nennen wir eine (endliche) Summe der Form
Au+ pv + ...

eine Linearkombination (der Vektoren u,v, ... mit Koeffizienten A, p, ...). Vektor-
rdume stellen genau die Struktur zu Verfiigung die zum Bilden von Linearkombi-
nationen nétig ist (und das ist, andersrum betrachtet, der Grund dafiir, warum
Vektorrdume so wichtig sind).“[8, S.236]

e Ist n die Dimension von V, so kann eine Menge B = {ey, eg, ..., } von n Vektoren
gewdhlt werden mit der Eigenschaft, dass jedes u € V in eindeutiger Weise als
Linearkombination ihrer Elemente dargestellt werden kann. Das bedeutet: Jeder
gegebene Vektor v € V' kann in der Form

n
u = cie1 + coeg + ... +cpen = Z cjej (8.4)
j=1

geschrieben werden, wobei ¢y, ¢3, ...c,, eindeutig bestimmte reelle Zahlen sind.
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— Jede solche Menge B heifit Basis von V. Da sich jeder Vektor u beziiglich
einer Basis B in der Form ({8.4]) schreiben lisst, sagen wir, dass eine Basis ,,den
Vektorraum V' aufspannt*.

— Die Zahlen ¢, ¢g, ...c;, sind die Komponenten (oder Entwicklungskoeffizienten)
des Vektors u beziiglich der Basis B. Die Aussage (8.4]) driicken wir verbal so

aus, dass u ,,in die Basis B entwickelt® wird.

Tatséachlich besitzt jeder Vektorraum endlicher Dimension nicht nur eine Basis, son-
der (unendlich) viele“[8] S.236-237]

e Der Sinn einer Basis besteht darin, einen Vektor durch seine Entwicklungskoeffizi-
enten zu charakterisieren. Aufgrund der Entsprechung

u=ciey +coey+ ... +cpe, €V — ) e R" (8.5)

Cn

ergibt sich, dass jeder n-dimensionale reelle Vektorraum R"™ identifiziert werden kann
(d.h. zu diesem isomorph ist). Den Spaltenvektor

dessen Komponenten die Entwicklungskoeffizienten des Vektors w in der Basis B
sind, nennen wir die (Matrix-)Darstellung von u beziiglich der Basis B. Bendtigen
wir dafiir eine eigene Bezeichnung, so schreiben wir

Die Identifizierung von V' mit R™ ist dann durch die Abbildung u — [u|p gegeben.
Kurz zusammengefasst: Ist eine Basis B gegeben, so kann jedes Element von V' durch
einen (Spalten-)Vektor aus reellen Zahlen dargestellt werden.“[8, S.237-238]

Ein Vektorraum ist sehr abstrakt definiert, jedoch kann mithilfe der Identifizierung
Berechnungen im R™ (oder einer Teilmenge davon) durchgefithrt werden. Konkrete Pro-
blemstellungen fiihren uns oft zu linearen Gleichungen bzw. lineare Gleichunssysteme im
R™ (oder einer Teilmenge davon).
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Skalarprodukt, Norm und Orthonormalbasis

Sei V' ein (endlichdimensionaler) reeller Vektorraum, dann gilt fiir das Skalarprodukt, auch
inneres Produkt genannt, der beiden Vektoren u,v € V', angeschrieben als w - v, folgendes:
Seien u,v,w € V Vektoren und A\ € R ein Skalar.

u-u>0
u-u=0u=0
U-V=0-U

u-(V+Aw)=u-v+Au-w
Das Skalarprodukt ist die mathematische Grundlage fiir folgende Begriffe:

e Der Betrag eines Vektors, auch Norm eines Vektors genannt, ist definiert durch:

[lu]| = Vu - u.
Es gilt:

— |lul[ =0
—lul] =0 u=0

— wu wird als Einheitsvektor (oder normierter Vektor) bezeichnet, wenn gilt: ||u|| =
1.

o Zwei Vektoren u,v € V stehen normal aufeinander, bzw. werden als zueinander
orthogonal bezeichnet, wenn u - v = 0 gilt.

In jedem n-dimensionalen reellen Vektorraum V kann eine Basis gewédhlt werden. Ist in
diesem Vektorraum V zusétzlich ein Skalarprodukt definiert, wenn die Elemente der Basis
Einheitsvektoren und diese (paarweise) orthogonal zueinander sind. So heifit eine Ba-
sis Orthonormalbasis (kurz ONB). Die Verwendung einer Orthonormalbasis zur Losung
konkreter Problemstellungen ist von groflem Vorteil. Einige dieser Vorteile werden nun
erwahnt:

e Durch die beiden Eigenschaften (Einheitsvektoren und paarweise orthogonal zuein-
ander) kann ,einfach“ eine ONB und damit eine Basis fir jeden reellen Vektor-
raum gebildet werden. Bei n-dimensionalen Vektorrdumen muss iiberpriift werden,
ob die Basisvektoren linear unabhéngig sind. (Bemerkung: Eine Menge heifit linear
unabhéngig, wenn keine trivialen linearen Beziehungen zwischen ihren Elementen
bestehen.)

e Wenn eine ONB von V', welche auch Basis B = {ej, eg, ..., } von V ist, gut ermit-
telt wird, dann kann anschliefend jeder Vektor u € V' als Linearkombination ihrer
FElemente dargestellt werden. So kénnen die Entwicklungskoeffizienten ¢y, co, ...cn
mithilfe der Darstellung ¢; = e; - u leicht ermittelt werden. Das bedeutet, dass die
Entwicklungskoeffizienten durch Bildung des Skalarprodukts mit dem entsprechen-
den Basisvektor berechnet werden kann.
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e Die Identifizierung jedes n-dimensionalen reellen Vektorraums mit dem R™ (8.5))
umfasst beziiglich einer Basis das Skalarprodukt, wenn eine ONB verwendet wird.
Sei u =aje; +as +ex + ... + ape, und v = brey + boes + ... + bye,, dann gilt:

u-v = a1by + agbs + ... + a,by,

was genau dem Skalarprodukt im R™ entspricht:

al b1
as ba
Gn by,

Mithilfe der Schreibweise fiir Basisvektoren [u]p und [v]p kann also die Gleichheit
der oben stehenden Formeln geschrieben werden als:

u-v="[ulp-[vlp

8.4.3 Komplexe Vektorraume [8| S.244-247]

In Bereichen der Physik, wie beispielsweise der Quantentheorie, ist es notwendig Probleme
in komplexen Vektorrdumen (bzw. Vektorrdumen tiber C) zu betrachten. Hierbei gelten
dhnliche Regeln wie in reellen Vektorraumen. Der grofie Unterschied besteht darin, dass
die Skalare nun komplexe Zahlen sind.

Ein komplexer Vektorraum ist die Menge C" aller n-komponentigen Listen komplexer

Zahlen
U1
U2

Un,

mit n € N, n > 1 und u, € C. Die Rechenregeln fiir die Addition bzw. die Skalarmul-
tiplikation von Vektoren im reellen Vektorraum, kann direkt fiir Vektoren im komplexen
Vektorraum tibernommen werden. So kénnen auch die Begriffe Dimension, Linearkombi-
nation und Basis iibernommen werden. Die einzige Anderung hierbei besteht darin, dass
Skalare nun komplexe Zahlen sind.

Beim Skalarprodukt, im Komplexen besser inneres Produkt genannt, ist Vorsicht geboten.
Statt u - v schreiben wir < u,v >.

U1 U1
u9 ()

Seien u = . und v = . zwei Vektoren im C", dann ist deren inneres Produkt
Un Un

definiert als
< U, v >=ujvy + usve + ... + U Uy,

Hierbei ist zu beachten, dass die Komponenten des ersten Vektors komplex zu konjugieren
sind (komplex konjugiert = u*). Somit ist das innere Produkt < w,u > immer reell (und
>0).
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Der Betrag (bzw. die Norm) [|u|| = /< u,u > des komplexen Vektors u ist gegeben
durch

[ull = s 2 + uzl? + .. + [ ?
und ebenfalls reell (und > 0).

Rechenregeln fiir das innere Produkt:
Seien u,v,w € C" und A € C.
<u,v>=<v,u>"

<v+dw,u>=<v,u>+\N <w,u>

Auch die Orthonormalbasis der komplexen Vektorrdume kann von der der reellen Vektor-
rdumen iibernommen werden. Jedoch wird die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten
nun wie folgt angeschrieben:

cj =<ej,u>

Als endlichdimensionaler Hilbertraum wird ein endlichdimensionaler komplexer Vektor-
raum mit innerem Produkt bezeichnet. Diese Art an Ridumen ist essentiell fiir die Quan-
tentheorie, da ihre Elemente Zustdnde beschreiben, die ein System einnehmen kann. Der
wohl einfachste, aber nichttriviale Hilbertraum ist der C?. Er wird dazu verwendet, die
einfachsten aller Systeme, beispielsweise Quibits (z.B: der Spin des Elektrons), zu beschrei-
ben. Um das Rechnen hierbei zu erleichtern, hat sich folgende Schreibweise eingebiirgert:

Die (Dirac’sche) Bra-Ket-Schreibweise im C?

Die Standardbasis (bzw. ONB) des C? bilden die zwei Vektoren ( (1] ) und < (1) ), welche

in der Quantentheorie mit den Symbolen

o (2) men (1)

dargestellt werden, da dies eine Ja-Nein-Funktion charakterisieren. Eine Ja-Nein-Funktion
beschreibt das Verhalten der einfachsten quantenmechanischen Systeme, der Quibits. Das
Symbol |) ist typisch fiir die Physik, bzw. die Quantentheorie. Nun wird in der Bra-Ket-
Schreibweise jedes Element u € C? in der Form |u) angeschrieben und Ket genannt. Das
innere Produkt wird nun als (u|v) angeschrieben.

Fiir die Basisvektoren gilt

(0]0) = (1[1) = 1 und (0]1) = (1]0) =0,

wobei das nur bedeutet, dass es sich um eine ONB handelt. So kann jedes Element des
Hilbertraums C? mithilfe dieser Basis entwickelt werden, d.h.

) = ( . ) = al0) +bJ1)

a = (0lu) und b = (1|u).

bzw. umgekehrt gilt auch:
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Lautet nun zusatzlich ein weiteres Element des Hilbertraums

o) = ( ) ) = r|0) + /1)

dann ist das innere Produkt (u|v) definiert durch:
(ulv)y = a*r 4+ b*s.
So wird (u| als Bra bezeichnet und fordert somit auf das innere Produkt zu bilden.

Anschlieflend werden in dem hier verwendeten Buch ,Mathematische Grundlagen im Lehr-
amtsstudium Physik“ [8] die Themen Matrizen, lineare Gleichungssysteme, lineare Ope-
ratoren, Eigenwerte und Eigenvektoren im Rahmen des Gebiets der linearen Algebra be-
handelt. Diese Themen werden hier nicht mehr besprochen, da sie fiir diese Arbeit nicht
relevant sind.

8.4.4 Transformationsverhalten von Vektoren

Das Transformationsverhalten von Vektoren ist in der Physik eine héufig verwendete Fi-
genschaft. In diesem Abschnitt ist davon auszugehen, dass die Definitionen und Rechenre-
geln der Matrizenrechnung bekannt sind (nachzuschlagen in ,Mathematische Grundlagen
fir das Lehramt Physik“[8, Kapitel 16]). Mit der Methode der Transformation versucht
man ,Indizesschlachten“ beim Rechnen zu vermeiden.

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K. Da jeder Vektorraum eine Basis besitzt,
z.B. die Basis B = {v1,...,v,} € V, gibt es eindeutig bestimmte Elemente (z.B. Zahlen)
Aly ooy Ap € V), sodass gilt

v = Z )xwi
i=1
bzw. als Spaltenvektor in einfachster Form dargestellt

A1 n
: = Z )\sz

>\n i=1

Aus der Definition der Basis ergibt sich, dass eine zweite Basis fiir denselben Vektorraum

gefunden werden kann. Diese zweite Basis wird als B’ = {v],...,v},} definiert.
So gibt es wieder Elemente A}, ..., X/, sodass gilt

n
o /Wi
v = E A;U;
i=1

Daher muss [v]p = [v/] g gelten. Da sowohl die v; als auch die v} im selben Vektorraum
liegen, konnen die v; bzgl. B’ dargestellt werden. Es gibt also nun Elemente t;; € V x V
um vy, ..., v, bzgl. B’ eindeutig darzustellen.

n

/

V; = Ztijvj
j=1

75



Dabei kann auch geschrieben werden:

(% t11 tln (%1

Un, tnl ... tun )

Da sowohl v; als auch v, im selben Vektorraum enthalten sind, gilt auch, dass v} bzgl. B
dargestellt werden kann. Dazu wernde lediglich die Elemente ¢; bzgl. der Basis B benétigt
und es kann geschrieben werden:

, ~ ~
(%1 t11 tln U1

v, tnl ... tpn Up,

Da diese wieder linear unabhéngig bzgl. B’ sind, gilt T = 7! (fiir 7" = Matrix mit den
Eintrégen ¢;;, also eine Transformationsmatrix). Nun kann die Transformation ineinander
einfach angeschrieben werden als:

U:Z)\iw:Z)\iZti]‘U}:Z< Az) 2}9.
1=1 =1 j=1 1

j=1 \i=

Das gesuchte Transformationsverhalten ist also:
n
/
)\j = Z tij)\i-
i=1

Da T;; = Tjj gilt, kann vereinfacht

A

L~

A1

AL An
mit S = T" oder kurz [v/]p = S - [v] g geschrieben werden.

Eine der einfachsten Anwendungen einer Basistransformation ist eine Koordinatentrans-
formation beispielsweise vom kartesischen Koordinatensystem zum Koordinatensystem der
Polarkoordinaten. Typische Koordinatentransformationen bzgl. der kartesischen Koordi-
naten sind:

e Verschiebung (Translation): v" = v + ¢ mit der Verschiebungskonstanten ¢

e Rotation: v = Rv mit der Drehmatrix R = (Cosa s O‘) c R2

sin o COS &
cosa —sina 0
und R = | sina cosa 0| € R3 um dem Drehwinkel o
0 0 1
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0

e Spiegelung: v = Sv mit der Spiegelungsmatrix S = (1) 1] € R?
10 0
und S=10 1 0] €R?
00 -1

Es kénnen mehrere Transformationen hintereinander ausgefithrt werden. So ist beispiels-
weise die Drehspiegelung eine Hintereinanderausfithrung einer Drehung und einer Spiege-
lung.

Es ist wichtig zu beachten, dass eine Transformation der Basisvektoren auch immer eine
Transformation der Koordinaten des betrachteten Vektors zur Folge hat. Dabei bleibt die
Information des Vektors erhalten.

Sehr héufig wird das Transformationsverhalten von Vektoren (bzw. Matrizen) in der Re-
lativitdtstheorie verwendet, da hier oftmals zwischenBezugssystemen gewechselt wird.
Ein in der Physik oft verwendeter Operator ist das Kronecker-Delta d;;. Das Kronecker-
Delta definiert eine symmetrische Matrix in jedem R™, n. > 0 mit der Transformationsei-
genschaft 52]- = tirtj10m = tixtjr = 0;; und ist ein Tensor zweiter Stufe.

Exkurs: Tensorrechnung
Das Transformationsverhalten kann auf Tensoren verschiedener Stufe angewandt werden.
Es folgt nun ein kurzer Einblick in die Tensorrechnung.

Groflen, mit deren Hilfe man Skalare, Vektoren, Matrizen bzw. weitere Groflen (analo-
ge Struktur) in ein einheitliches Schema einordnet, um physikalische und mathematische
Zusammenhénge zu beschreiben, sind Tensoren. Sie sind durch ihre Transformationsei-
genschaften bzgl. orthogonalen Transformationen definiert. Bei diesen Transformationen
handelt es sich beispielsweise um Drehungen oder Drehspiegelungen. Primér wird die Fra-
ge ,Was édndert sich bzw. was dndert sich nicht, wenn sich das Bezugssystem &dndert?*
behandelt.

Tensoren die in Grundlehrveranstaltungen gelehrt werden:
e Tensor Oter Stufe: Skalar
e Tensor 1ter Stufe: Vektor
e Tensor 2ter Stufe: Matrix

So hat im R3 ein Tensor Oter Stufe 3° = 1 Komponente (Skalar), ein Tensor 1ter Stufe
3! = 3 Komponenten (Vektor im R3) und ein Tensor 2ter Stufe 32 = 9 Komponenten
(3 x 3-Matrix). Wenn dies weitergefithrt wird, so ergibt es, dass ein Tensor nter Stufe 3"
Komponenten.
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8.5 Rickblick
ad Grundlagen

In der Physik ist der Begriff des Vektors grundlegend und essentiell. Es gibt sehr viele
Gebiete, angefangen bei der klassischen Mechanik, die bereits in jungen Jahren in der
Schule gelehrt wird, in denen die Vektorrechnung angewandt wird. So wird hier vorerst
der Begriff des Vektors definiert und seine unterschiedlichen Interpretationen erortert.

ad Koordinatensysteme

In diesem Abschnitt wird darauf eingegangen, dass unterschiedliche Problemstellungen
in der Physik unterschiedliche Losungsanséitze bendtigen, um besser damit umgehen zu
kénnen und die Berechnungen einfacher zu gestalten. Dafir wird normalerweise ein pas-
sendes Koordinatensystem definiert. Um hier einige Beispiele und auch die Grundlagen
dafiir darzulegen, wird in diesem Abschnitt das kartesische Koordinatensysteme im zwei-
bzw. dreidimensionalen reellen Raum besprochen.

ad Vektoralgebra

In diesem Abschnitt geht es primédr um die Rechenoperationen und Eigenschaften,die fiir
das Hantieern mit Vektoren bendtigt werden. So werden die Eigenschaften von Vektoren
wie parallel, invers oder gleich definiert. Nach der Besprechung der Vektoraddition (-
subtraktion) und der Multiplikation mit einem Skalar - graphisch und arithmetisch, die
Definitionen, Rechenregeln werden die Darstellungen und Anwendungen der folgenden
Operationen erarbeitet.

e Skalarprodukt
e Vektorprodukt

e Spatprodukt

ad Lineare Algebra: Vektorraume

Hier wird als Erstes der reelle Vektorraum besprochen. Nachdem der Begriff Vektor bis-
her eher im geometrischen Sinn verwendet wurde, folgt eine Erorterung dessen und der
zugehdrigen Rechenregeln fiir die Addition zweier Vektoren und der Multiplikation mit
einem Skalar rein formal. Anschlieend wird klargestellt, dass ein Vektor nicht nur ein
geometrisches Objekt sein muss, sondern auch Polynome darstellen kann, da auch ein
Funktionsraum ein Vektorraum ist.

Nun wird mehr in die iiblichen Bereiche der linearen Algebra eingegangen und allgemein
die Begriffe Dimension, Linearkombinationen und Basis fiir n-dimensionale reelle Vektor-
rdume betrachtet. Es folgen Definitionen, sowie die Operatoren Skalarprodukt und Norm
im Allgemeinen. Die Orthonormalbasis (kurz: ONB) stellt nun die Verbindung von Basis
und Skalarprodukt her. In der Physik sind passende Orthonormalbasen sehr gefragt, um
»schone® Vektorraume zur Bearbeitung von Problemstellungen zu erzeugen.

Ein in der Physik, insbesondere in der Quantentheorie, hiufig verwendete Vektorraum,
zur Bearbeitung von Problemstellungen, ist der komplexe Vektorraum. Man kann Defi-
nitionen, Rechenregeln und Eigenschaften fast vollstdndig aus den reellen Vektorrdumen
iibernehmen.
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Natiirlich sind die Eintrédge der Vektoren komplex, also in C und somit sind die Vektoren
selbst komplex, daher auch in C". Besonders bei der Ausfithrung des inneren Produkts ist
Achtsamkeit geboten.

Da in der Quantentheorie hauptséchlich in komplexen Vektorrdumen gearbeitet wird, hat
sich die sogenannte Dirac-Schreibweise, auch Bra-Ket-Schreibweise genannt, eingebiirgert.
Es wird noch in groben Ziigen dargestellt wie diese Schreibweise funktioniert und einge-
setzt wird.

Abschlieflend fiir diesen Abschnitt wird das Transformationsverhalten von Vektoren all-

gemein bzgl. einer Basistransformation beschrieben und anschliefend einige Beispiele wie
auch ein kurzer Exkurs in die Tensorrechnung gegeben.
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9 Bezug zum Vektorbegriff in der Mathematik und in der Physik

Es ist nicht einfach einen Vektor auflerhalb der Hochschulmathematik zu definieren. In der
Mathematik ist ein Vektor axiomatisch definiert und nichts Anderes als ein Element eines
Vektorraums (7 € V). Die Darstellung von Vektoren ist in der Physik und Mathematik
sehr dhnlich. Fir einen Vektor wird das Symbol ¢ verwendet und fiir den Betrag wird
v = |U| geschrieben. Wenn in der Mathematik klar ist, dass sich die linearen Algebra
momentan nur mit Vektoren befasst, so wird der Pfeil iiber dem Symbol fiir Vektoren
prinzipiell nicht geschrieben.

In der Physik werden Vektoren dhnlich behandelt wie in der Mathematik. Es gelten die
gleichen Rechenregeln und Eigenschaften. Jedoch werden Vektoren in der Physik spezifisch
eingesetzt. Darauf mochte ich nun eingehen.

9.1 Vektorielle GroBen in der Physik [4] [7] [8] [25] [26]

Sowohl in der Schule als auch am Anfang des Studiums wird sich mit sogenannten vekto-
riellen Grofien beschéftigt. Dazu zéhlen in der klassischen Physik beispielsweise Geschwin-
digkeit, Kraft, Impuls und elektromagnetische Felder. Diese vektoriellen (oder gerichte-
ten) Grofen sind an geometrische Objekte (z.B. starrer Korper) gebunden und kénnen
graphisch dargestellt werden. Dabei kann der vektorielle Charakter dieser Gréflen geome-
trisch interpretiert und die vektoriellen Groflen als Punkt oder Pfeil dargestellt werden.
Vektorielle Grolen sind iiber ihren Betrag und ihre Richtung definiert. Da sie trotzdem
Vektoren sind, hat die Definition [8.1.1] eine Einschrinkung des allgemeinen Vektorbegriffs
zu folge. Das bedeutet, dass mit vektoriellen Grolen rein mathematisch gesehen wie {ib-
lich gerechnet werden kann, sie jedoch Besonderheiten aufweisen. Den ausschlaggebenden
Unterschied macht die Eigenschaft der Verschiebung. Dies ist am einfachsten anhand eines
Beispiels zu veranschaulichen. Dazu verwenden wir Abbildung [36] aus Kapitel

In Abbildung [36]ist ein starrer Korper zu sehen, der mittig einen Drehpunkt besitzt und
an dem zwei gleichgrofie Kréfte Fy und F an unterschiedlichen Punkten angreifen. Durch
die Positionen der Kréafte dreht sich dieser Kérper. Werden nun diese beiden Kraftpfeile
zum Drehpunkt, an die in Abbildung strichlierte Linie, parallel verschoben, so steht
dieser Korper nun still, da sich ja die Krafte am Drehpunkt aufheben. Das bedeutet, dass
auch wenn in der Physik vektorielle Grofien als Pfeile zur Veranschaulichung in rdumlichen
Skizzen eingetragen werden, stehen diese nicht fiir eine rdumliche Verschiebung.

Erklart werden kann die Unvertréglichkeit des Parallelverschiebens wie folgt: Die Kréfte,
die an dem starren Korper greifen, sind keine Elemente des Ortsraumes (Vektorraum in
der sich der Korper befindet), sonder eines eigenen Vektorraums. Dieser ist im Allgemei-
nen einem Punkt im Ortsraum zugewiesen, tiblicherweise jenem Punkt im Raum, an dem
sich der Anfangspunkt des Kraftvektors am Korper befindet. Das heifit, dass zwei Kréifte
die an unterschiedlichen Punkten an einem Korper greifen, sich in zwei unterschiedlichen
Vektorraumen befinden. Zwei Vektoren kénnen nur dann miteinander interagieren (Re-
chenoperationen durchfiithren), wenn sie Element desselben Vektorraums sind. Das kann
durch Parallelverschieben erzielt werden. Dafiir konnen vektorielle Gréflen jedoch nur ent-
lang ihrer Wirkungslinien (Verlangerung des Vektorpfeils in die selbe Richtung) verschoben
werden.
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9.2 Koordinatentransformation

Die Komponenten eines Vektors miissen nicht immer Koordinaten sein. Seine Informa-
tionen koénnen, wie in Abschnitt gezeigt, auch Funktionen darstellen. Ublicherweise
werden spezielle Transformation verwendet, bei denen bestimmte Vorraussetzungen, wie
beispielsweise Differenzierbarkeit, Stetigkeit oder Formtreue, beriicksichtigt werden miis-
sen.

In einem beliebig gewahlten Koordinatensystem kann jeder Vektor durch seine Komponen-
ten eindeutig bestimmt werden. Damit sind die wesentlichen Eigenschaften wie Gleichheit
und Addition, aber auch die Invarianz von Vektoren bzgl. einer Koordinatentransformation
klar ersichtlich. Somit sind die Transformationseigenschaften eines Vektors festgelegt. Ein
Vektor mit den Komponenten x; im Koordinatensystem mit den Basisvektoren v; muss
in eindeutiger und definierter Weise mittels der Transformationsvorschrift, also mithilfe
der Transformationsmatrix, im Koordinatensystem mit den Basisvektoren v}, die Kompo-
nenten z; aufweisen. Das bedeutet, dass ein Vektor als Objekt mit seinen Informationen
beim Wechsel des Koordinatensystems unverandert bleibt. Das gilt auch bei einem Wechsel
von beispielsweise kartesischen zu nicht-kartesischen Koordinatensystemen (z.B. Polarko-
ordinaten). Das bedeutet unter anderem auch, dass Vektorgleichungen unabhéngig vom
Koordinatensystem sind. So gilt beispielsweise die Newton’sche Bewegungsgleichung in
jedem Koordinatensystem.

Passend zur Problemstellung wird ein Koordinatensystem in einem Raum gewéhlt und
eingefithrt. In Zusammenhang damit wird in jedem Punkt des Raumes ein Basisvektorsy-
stem definiert. Das bedeutet, dass fiir jeden Punkt in diesem Raum ein Satz zugehoriger
Basisvektoren zu finden ist. Wird nun eine Transformation von einem Koordinatensystem
in ein anderes durchgefiihrt, so werden beim gleichen Punkt im Raum im Allgemeinen
andere Basisvektoren vorhanden sein. D.h. eine Transformation des Koordinatensystems
hat eine Transformation der Basisvektoren zu Folge. Man kann nun auch das Koordina-
tensystem wahlen und dann ergeben sich mit dem oben genannten Zusammenhang die
Basisvektoren passend dazu.

Wenn nun in einem Raum ein Vektor dargestellt wird, muss er sich auf die Basisvekto-
ren und somit auch auf das Koordinatensystem beziehen. Nachdem mit diesem Vektor
anschliefend in ein anderes Koordinatensystem iibergegangen wird, hat die Koordina-
tentransformation auch eine Basisvektortransformation zu folge. Das bedeutet, dass sich
passend zur Transformation die Komponenten des Vektors &ndern. Die Komponenten des
Vektors beziehen sich wieder auf die Basisvektoren. Wird nun von einem Basisvektorsy-
stem in ein anderes iibergegangen, so dndern sich dementsprechend die Komponenten des
betrachteten Vektors. Diese Basisvektoren sind nun eben jene, auf die sich die Vektoren
beziehen, die man betrachtet. Sie beziehen sich nicht direkt auf die Koordinaten, sondern
auf die Basisvektoren, die man diesem Koordinatensystem zuordnen kann.

Wird z.B. ein Vektorfeld, als ein Feld, das in jedem Punkt einen Vektor besitzt, wie bei-
spielsweise ein elektrisches Feld, betrachtet, dann werden die Vektoren an den jeweiligen
Punkten durch ihre Komponenten in Bezug auf die dort vorhandenen Basisvektoren be-
schrieben. Bei kartesischen Koordinaten ist dieses Problem einfach zu handhaben, da hier
die Basisvektoren tiberall gleich sind, jedoch sind die Basisvektoren bei beipielsweise ebe-
nen Polarkoordinaten iiberall anders. Das heif3t, dass in ebenen Polarkoordinaten, gleiche
Vektoren (gleiche Lénge, gleiche Richtung) an unterschiedlichen Stellen im Raum unter-
schiedliche Komponenten aufweisen.
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Fiir die meisten Probleme sind kartesische Koordinaten nicht geeignet. Ein Koordinatensy-
stem wird so gewahlt, dass es zur Problemstellung passt. Dazu werden oftmals Symmetrien
verwendet, beispielsweise sphérische Symmetrien, bei denen bestimmte Koordinatensyste-
me, z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten, von Vorteil sind.

Weitere Transformationen

Es folgt nun eine kurze Erlduterung verschiedener Transformationen.

Grob kann zwischen geometrischen Transformation, Koordinatentransformation, Integral-
transformation und diskrete Transformation unterschieden werden.

Unter geometrische Transformationen werden Transformationen verstanden, welche unter
anderem auch in der Schule unterrichtet werden, wie z.B. Translation, Rotation und Ver-
schiebung.

Unter Koordinatentransformationen werden beispielsweise die Zusammenhénge bei einer
Anderung des Koordinatensystems verstanden (siehe oben).

Integraltransformationen gibt es mehrere. Dazu zédhlen die Fourier-, Laplace- und Hamilton-
Transformation. Hierbei ist es wichtig, dass der Integralkern eine Funktion mit ihrer Ziel-
und Zeitvariablen ist.

Zu den diskreten Transformationen zdhlen unter anderem die diskreten Fouriertransfor-
mationen.

9.3 Resuimee [8] [25]

Es ist nicht aufler Acht zu lassen, dass die Mathematik fiir die Physik lediglich ein Werk-
zeug ist. In der Geschichte hat sich schon haufig gezeigt, dass die Probleme der Physik,
wie z.B. die Beschreibung von Kréften, die Mathematik vorangetrieben haben. Auf der
anderen Seite hat auch die Mathematik schon unzéhlige Erkenntnisse erlangt, die fiir die
Physik vorantreibend waren. Unter anderem lag dies daran, dass es viele Personlichkeiten
in der Geschichte gab und heute noch gibt, die in beiden Wissenschaftsfeldern tatig waren
bzw. sind.

Die Anwendungen der linearen Algebra und speziell des Vektorbegriffs sind in der Physik
unermesslich.

Neben den vektoriellen Gréflen, die besonders in der klassischen Physik notwendig sind,
gibt es noch den allgemeinen Begriff der Vektoren. Dieser findet in der Relativitédtstheo-
rie und Quantenphysik Anwendung. Der Vektorbegriff ist fiir einige Anwendungen in der
Physik nicht ausreichend. Daraus entwickelte sich unter anderem die Funktionalanalysis.
Sehr wichtig ist dabei das Transformationsverhalten von Vektoren. Hierbei ist der Kern
der Sache, dass die Informationen eines Vektors, wie z.B. Koordinaten, Funktionen, Ope-
ratoren etc. bei der Transformation erhalten bleiben. Somit kénnen die Informationen je
nach Problemstellung in einem Bezugssystem geédndert werden, so dass die Bearbeitung
dieses Problems vereinfacht wird.
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10 Resluimee

Der Vektorbegriff ist sowohl in der Mathematik als auch in der Physik ein essentieller
Grundbegriff der linearen Algebra.

Erste Berithrpunkte mit einem elementaren Vektorkonzept kénnen bereits in der Sekun-
darstufe I im Physikunterricht stattfinden. Dabei wird beim Thema der Newton’schen
Mechanik auf die vektoriellen Gréflen geachtet und mithilfe des ,,Miinchner Konzepts der
Mechanik* die ersten konzeptuellen Schritte der geometrischen Vektoraddition eingefiihrt.
Die Schwierigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler liegen bei diesem Thema besonders beim
Richtungsaspekt des Vektorcharakters. Dieser verschwindet hédufig und ist auch in kaum
einem der betrachteten Schulbiicher zu finden. So wird darin auch kein Unterschied zwi-
schen dem Betragsaspekt und dem Vektor, beispielsweise bei Geschwindigkeit und Tempo,
getdtigt. Durch die Nichtunterscheidung bzw. untergeordneten Charaktereigenschaften des
Vektorbegriffs kommt es haufig zu Problemen im Unterricht, wie beispielsweise bei der Be-
schreibung von Kreisbewegungen. Aus fachlicher und fachdidaktischer Sicht, ist hier darauf
zu achten, dass die Newton’sche Mechanik korrekt und altersgerecht aufbereitet wird.

In der Sekundarstufe II ist im Mathematikunterricht die Vektorrechnung laut Lehrplan
ein verpflichtendes Themengebiet. Dabei wird mittels des Lehrplans und des (erweiterten)
Katalogs der Grundkompetenzen sehr genau vorgegeben was gelehrt werden muss und was
Schiilerinnen und Schiiler nach dem Unterricht kénnen sollen. Diese werden teilweise auch
in der standardisierten Diplom- und Reifepriifung (SDRP) abgefragt. Momentan (Stand
2019) werden iiber die ,,Osterreichischer Bundesverlag Schulbuch GmbH & Co. KG* die
beiden Schulbiicher ,Mathematikverstehen 5“ und , Lésungswege 5 fiir die neunte Schul-
stufe angeboten. Diese haben prinzipiell einen sehr dhnlichen Aufbau. Beide Schulbiicher
verwenden die arithmetische Auffassung von Vektoren als n-Tupel und interpretieren die
daraus folgenden Zahlenpaare bzw. -tripel geometrisch als Punkt und Pfeil. Anschlielend
wird auf die Rechenregeln und die Anwendungen von Vektoren eingegangen. Der wesent-
liche Unterschied zwischen den Biichern ist, dass das Buch ,Losungswege 5 den Vektor
als n-Tupel und das Buch ,,Mathematik verstehen 5“ den Vektor als Zahlenpaar definiert.

Da im Mathematikunterricht zumeist lineare Gleichungssysteme vor der Vektorrechnung
erarbeitet werden, ist der algebraische Ansatz, der sich auch in den aktuellen Schulbiichern
findet, sinnvoll. Im Physikunterricht wird hauptséchlich der Zugang des Pfeilklassenmo-
dells genutzt, da hier rein phinomenologisch und somit geometrisch argumentiert wird.
Um einen angemessenen Einblick in die Grofle des Vektorbegriffs zu geben, ist es sinnvoll
sowohl das arithmetische als auch das Pfeilklassenmodell anzuwenden. Ein Modell alleine
kann nicht die Vielfaltigkeit des Vektorbegriffs in der Mathematik und in der Physik ver-
mitteln.

In den Grundlehrveranstaltungen des Diplomstudiums Lehramt Mathematik wird der Vek-
torbegriff als Grundbegriff der linearen Algebra kennengelernt. Dabei wird der Begriff vom
zwei- bzw. dreidimensionalen reellen Raum auf den endlich-dimensionalen reellen Raum
verallgemeinert und anschlieffend der Schritt zum allgemeinen Vektorbegriff getédtigt. Der
Vektor wird als Element eines Vektorraums (iiber einem Korper) definiert. Es handelt sich
hier um einen axiomatischen Zugang. Das bedeutet, dass von den algebraischen Grund-
lagen wie den Korperaxiomen iiber die analytische Geometrie und den Vektorraum die
Saulen der linearen Algebra aufgebaut wird.
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Die lineare Algebra ist im Schulstoff nie direkt présent, jedoch sind ihre Grundlagen im
Mathematikunterricht indirekt vorhanden. Der Aufbau der Zahlenmengen, die Rechenre-
geln von Vektoren oder die geometrischen Eigenschaften von Geraden werden im Mathe-
matikunterricht behandelt. Natiirlich ist der Aufbau im Mathematikstudium axiomatisch
und nicht unbedingt intuitiv. Im Diplomstudium Lehramt Mathematik wird nicht nur ge-
lehrt direkte Schulinhalte zu vermitteln, sondern lernt auch die hochschulmathematischen
Darstellungen und Zugénge fiir die schulmathematischen Themengebiete kennen. Das Au-
genmerk des Curriculums liegt darauf zu jedem Themenbereich neben den hochschulma-
thematischen Lehrveranstaltungen, die dazugehorigen schulmathematischen Vorlesungen
und Ubungen anzubieten. Somit wird neben dem Erwerb des hochschulmathematischen
Wissens, die fachdidaktischen Aspekte der Themengebiete in Bezug auf das Berufsleben
gelehrt.

In den Grundlehrveranstaltungen des Diplomstudiums Lehramt Physik lernt man den
Vektorbegriff erstmals als geometrischen Begriff, ndmlich in Bezug zu vektoriellen Gréfien
kennen. Der anfingliche Aufbau ist &hnlich zum Zugang des Pfeilklassenmodells, welches
bis vor einigen Jahren im Mathematikunterricht verwendet wurde. Mit der Abstraktion
in den endlich-dimensionalen reellen Raum bzw. dann auch komplexen Vektorraum findet
die lineare Algebra Einzug in das Physikstudium. Dabei wird sehr darauf geachtet, nach
der Einfithrung einer Eigenschaft sofort eine Anwendung damit zu verkniipfen. Dabei ist
das Transformationsverhalten von Vektoren wohl eines der grofiten Anwendungsgebiete in
der Physik.

Die Mathematik ist das Werkzeug der Physik. Die in der Mathematik vorherrschenden
Definitionen und Eigenschaften des Vektorbegriffs bzw. der linearen Algebra sind auch in
der Physik allgemein gultig. Es ist nicht aufler Acht zulassen, dass im Bereich der linea-
ren Algebra die Mathematiker und Mathematikerinnen und Physiker und Physikerinnen
in der Vergangenheit sehr eng zusammengearbeitet haben und dieses Themengebiet von
den Bediirfnissen der Physik vorangetrieben worden ist. In der Newton’schen Mechanik
bzw. der klassischen Physik ist der geometrische Aspekt des Vektorbegriffs essentiell, unter
anderem auch fiir die Darstellung der Szenarien. Dabei muss jedoch aufgepasst werden,
dass das Modell der Verschiebung von Vektoren bei den vektoriellen Grofien nicht immer
korrekt ist.

In der Physik wird versucht passend zu Problemstellungen Vektorrdume zu definieren.
Dazu werden gerne Symmetrien oder andere Figenschaften wie z.B. Stetigkeit oder Dif-
ferenzierbarkeit der Funktionen vorausgesetzt. Dazu ist eines der wichtigsten Werkzeuge
aus der Mathematik die Koordinatentransformation.

Somit kann man den Vektorbegriff, um ihn in all seinen Facetten zu verstehen, nicht nur
von einer Seite aus betrachten. Sowohl die Mathematik als auch die Physik bzw. sowohl
die arithmetische Auffassung als auch das Pfeilklassenmodell wird zur Betrachtung und
Untersuchung des Vektorbegriffs benotigt. Das bedeutet, dass sowohl die Theorie als auch
die Anwendung des Vektorbegriffs fiir ein umfassendes Verstdndnis notwendig sind.
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