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Vorwort

Zu Beginn sei hier die Definition des Begriffs "Matrix™ angegeben, damit man weil3, wovon
diese Arbeit handelt:

Sind m und n positive ganze Zahlen, dann nennt man ein Rechteck von Zahlen mit m Zeilen
und n Spalten eine m x n-Matrix. Flr die Zahl in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer Matrix M
kann man auch kurz M schreiben und nennt diese Zahl den i-j-ten Eintrag oder i-j-ten Koeffi-

zienten von M,

Meine personliche Motivation mich mit diesem Thema auseinanderzusetzen war, dass ich be-
reits in meiner Schulzeit als Schiler der 11. Schulstufe einer allgemein bildenden hoheren
Schule im Rahmen des "freien Wahlfachs Mathematik" zum ersten Mal in die Welt der Matri-
zen und Matrizenrechnung eintauchen durfte. Mit nur einer Wochenstunde und neben diversen
anderen Themen blieb damals nicht fur mehr als fur die grundlegenden Definitionen und Re-
chenregeln Zeit. Fir Anwendungen aus den verschiedensten Lebensbereichen war damals lei-
der keine Zeit. Trotzdem hat mich das Konzept der Matrizenrechnung fasziniert und ich wollte
mich in dieses Thema vertiefen. Die unterschiedlichen Kapitel meiner Diplomarbeit stellen

meine Interessen bzw. Zugéange zu diesem Thema dar.

Fur die Arbeit sei noch das Folgende angemerkt: Die Schreibweise von VVornamen, Nachna-
men, Ortsnamen, Regionsbezeichnungen usw. wurde aus der jeweiligen Literatur tbernommen.
Es ware fur die Leserin bzw. den Leser, die bzw. der nur lateinische Buchstaben gewohnt ist,
nicht sinnvoll, alle Namen und Bezeichnungen im Original wiederzugeben, da auch russische,
chinesische, japanische etc. Bezeichnungen bzw. Personen vorkommen. Die FuRnotensetzung
ist leider nicht einheitlich, da FulRnoten — oder besser gesagt — die hochgestellten Zahlen gerade
bei einem mathematischen Thema leicht zu Irritationen fiihren kénnen. In vielen Féllen kénnten
die hochgestellten Zahlen, die ja auch Exponenten bedeuten konnten, zu Verwirrung fuhren.
Dies sieht man vielleicht bereits an der ersten FuRnote (etwas weiter oben). Aus diesem Grund
wurde versucht, im weiteren Verlauf der Arbeit dieses Problem sozusagen an den geféhrlichen

Stellen zu umschiffen, indem die hochgestellten Zahlen der FuRnoten gleich bei der jeweiligen

1 Vgl. Franz Pauer, Martina Scheirer-Weindorfer, Andreas Simon, Mathematik anwenden HAK Il (Wien
2015), hier 54. Vgl. dazu auch Franz Pauer, Martina Scheirer-Weindorfer, Andreas Simon, Mathematik an-
wenden HUM 1l (Wien 22016), hier 98.
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Uberschrift, Untertiberschrift, Unterunteriiberschrift usw. eingebaut wurden und sich dann auf
den ganzen jeweiligen Abschnitt beziehen, sofern nicht innerhalb des Abschnitts eine weitere
FuBnote vorkommt. In diesem Fall bezieht sich die zusatzliche FulRnote wiederum nur auf den
jeweiligen Absatz, in dem sie vorkommt und flr den Rest des jeweiligen Abschnitts gilt die
FuBnote bei der jeweiligen Uberschrift, Unteriiberschrift, Unterunteriiberschrift usw. Mir ist
bewusst, dass man auf eine einheitliche Zitierung achten sollte, aber aus dem eben dargestellten
Problem ist dies gerade bei mathematischen Texten nicht immer moglich bzw. sinnvoll. Es gébe
natlrlich auch die Mdéglichkeit, die Literaturverweise in den Text mithilfe von Klammern ein-
zubauen. Dies erschien mir personlich aber nicht als sinnvoll, da ich nicht nur auf die Literatur
verweise, sondern unter anderem auch auf dort entdeckte Fehler hinweise. Auerdem wirde
die Arbeit um Einiges langer werden, wenn ich mich fur diese andere Mdglichkeit der Zitierung

entschieden hétte.
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Einleitung

Im ersten Kapitel, das die Geschichte der Matrizenrechnung beinhaltet, wird zu Beginn auf die
Anfénge der Matrizenrechnung in Asien hingewiesen und diese ausfihrlich behandelt. Das
erste Unterkapitel soll somit unter anderem auch dem vorherrschenden Eurozentrismus entge-
genwirken, welcher noch immer weit verbreitet ist. Dietmar Herrmann driickt dies wie folgt

aus:

"Der Eurozentrismus beinhaltet die Annahme, dass die Mathematik im Wesentlichen in Altgriechen-
land entstanden und die Uberlieferung tber lateinische und islamische Ubersetzungen (als Kopie)
ins Abendland gekommen ist. Die Herkunft des Dezimalsystems aus Indien wird anerkannt, sonstige

Beitrage anderer Kulturkreise werden als geringfiigig abgetan."?

Im zweiten Unterkapitel des ersten Kapitels geht es quasi nochmals um die Anfange der Mat-
rizenrechnung; jedoch hier um die europaischen Anfange, die erst viel spater aufkamen. Es
werden wichtige Stationen der Matrizenrechnung beleuchtet. Das dritte Unterkapitel bietet Zu-
satzinformationen zu den Personen aus den ersten beiden Unterkapiteln, wobei hier nicht nur
auf die jeweiligen Forschungsgebiete eingegangen wird, sondern auch auf den wissenschaftli-

chen Werdegang sowie auf die persdnliche Geschichte der Personen.

Das zweite Kapitel beinhaltet einen Vergleich der Lehrplédne der unterschiedlichen Schulfor-
men. Zuerst werden die Lehrpléne der einzelnen Schulformen auf das Auftreten von Matrizen
sowohl im Lehrstoff als auch in der Bildungs- und Lehraufgabe untersucht. Es werden die Lehr-
pléane der allgemein bildenden héheren Schulen (AHS), der Bildungsanstalten flir Elementar-
padagogik (BAFEP), der Bildungsanstalten fur Sozialpadagogik (BASoP), der Handelsakade-
mien (HAK), der humanberuflichen Schulen und schlie3lich der Héheren technischen und ge-
werblichen Lehranstalten genau analysiert. Innerhalb der humanberuflichen Schulen wird un-
terschieden zwischen einem allgemeinen Lehrplan fir die Hoheren Lehranstalten fir wirt-
schaftliche Berufe (HLW) sowie den Lehrplénen fur die HLW mit den Fachrichtungen "Kom-

munikations- und Mediendesign”, "Kultur- und Kongressmanagement", "Sozialmanagement

2 Dietmar Herrmann, Mathematik im Mittelalter. Die Geschichte der Mathematik des Abendlands mit ihren
Quellen in China, Indien und im Islam (Berlin/Heidelberg 2016), hier 1. Im Folgenden zit. als Herrmann,
Mathematik im Mittelalter.
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sowie "Umwelt und Wirtschaft". AuRerdem werden die Lehrplane der Hoheren Lehranstalten
fur Kunst und Gestaltung, Mode, Produktmanagement und Présentation sowie flr Tourismus
durchleuchtet. Bei den Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten werden sogar die
Lehrpléne jeder einzelnen Fachrichtung untersucht. AbschlieRend werden die Lehrpléne der
einzelnen Schulformen sowohl was die Bildungs- und Lehraufgabe betrifft, als auch was den
Lehrstoff betrifft, miteinander verglichen und zwar einerseits in Hinblick auf die Inhalte und
deren Formulierungen bezlglich Matrizenrechnung und andererseits auf den Zeitpunkt, wann

die Schilerinnen und Schiiler die jeweiligen Inhalte laut Lehrplan gelehrt bekommen sollen.

Das dritte Kapitel kann als Fortfiihrung des zweiten Kapitels gesehen werden, da es um das
Thema Matrizen und Matrizenrechnung in den Schulbiichern geht. Hierbei werden nicht nur
Schulbuchreihen fir Handelsakademien, humanberufliche Schulen sowie Hohere technische
und gewerbliche Lehranstalten in Bezug auf Matrizen analysiert, sondern auch die Inhalte der
Schulbucher mit den jeweiligen Lehrplanen sowie untereinander verglichen. Des Weiteren wird
der Aufbau des Themas Matrizen in den verschiedenen Schulbuchreihen verglichen und auch

die optische Gestaltung wird beschrieben.

Das vierte Kapitel beinhaltet diverse Anwendungen der Matrizenrechnung aus unterschiedli-
chen Bereichen. Es werden vor allem Anwendungen aufgezeigt, die den Schulerinnen und
Schillern auch im taglichen Leben begegnen, aber auch rein innermathematische Anwendungen
kommen vor. Einige der Anwendungen passen nicht in ein striktes Schema von innermathema-
tisch versus auflermathematisch, wenn man die Begriffe inner- und auflermathematisch even-
tuell etwas weiter fasst. Es sollen moéglichst viele unterschiedliche Bereiche, in denen Matri-

zenrechnung verwendet wird bzw. verwendet werden kann, gezeigt werden.

Das fiinfte Kapitel fasst die wichtigsten Begriffe, Definitionen und Rechenregeln fiir Matrizen
zusammen und gibt somit einen kurzen kompakten Uberblick zum mathematischen Hinter-

grund der bearbeiteten Themen rund um Matrizen.
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Geschichte der Matrizenrechnung

Anfange der Matrizenrechnung in Asien / Das Buch
Chiu Chang Suan Shu

Matrizen als rechteckige Zahlenschemata treten erstmals im Buch "Chiu Chang Suan
Shu"(CCSS)? auf, aber natiirlich ohne die Bezeichnung "Matrix". Laut chinesischen Quellen
wurde das CCSS ungefahr um 160 v. Chr. von Chang Ts'ang geschrieben®. Ungeféhr ein Jahr-
hundert spéter wurde es von Keng Shu Ch'ang ergéanzt und ist somit das alteste chinesische
Rechenbuch. Das CCSS wurde 1084 zum ersten Mal gedruckt und ist somit auch das alteste
gedruckte Mathematikbuch tiberhaupt®. Im Laufe der Zeit wurde das CCSS mehrmals iberar-
beitet. Eine erste groRere Uberarbeitung unternahm Liu Hui im dritten Jahrhundert n. Chr. und
vollendete diese Uberarbeitung 263 n. Chr.® Die zweite groRere Uberarbeitung wurde
656 n. Chr. als Lehrbuch fir Beamte eingefiihrt, wobei hier das CCSS in ein Sammelwerk mit
dem Titel "Suanjing shi shu" eingegliedert wurde. Genau genommen handelt es sich beim ersten

Druck des CCSS aus 1084 also um den ersten Druck des Werkes "Suanjing shi shu"’.

Urspriinglich ist das CCSS eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse der chinesischen
Mathematik aus dem ersten Jahrtausend v. Chr. Das CCSS wurde genutzt, um Staatsbeamte
auszubilden, aber es enthalt auch theoretisch ausgearbeitete Methoden wie zum Beispiel die
Methode des "fang cheng”, welche zur Lésung linearer Gleichungssysteme in beliebig vielen
Variablen verwendet werden kann. Bei dieser Methode werden die Koeffizienten in ein recht-
eckiges Zahlenschema gebracht und danach wird mittels eines Algorithmus dieses in eine obere

3 Es gibt viele verschiedene Schreibweisen dieses Buches. Ich habe mich dafiir entschieden, die am haufigsten
verwendete Schreibweise zu iibernehmen. Als Ubersetzung fiir "Chiu Chang Suan Shu" kann gelten: "Mathe-
matik in neun Buchern" oder wie Kurt VVogel es Ubersetzte: "Die 9 Bucher arithmetischer Technik". Vgl. Herr-
mann, Mathematik im Mittelalter, 22. Vgl. dazu auch Hans WuRing, 6000 Jahre Mathematik. Eine kulturge-
schichtliche Zeitreise. I: Von den Anféngen bis Leibniz und Newton (Berlin/Heidelberg 2008), 56. Im Fol-
genden zit. als WuBing, 6000 Jahre Mathematik. Im weiteren Verlauf wird der Titel dieses Buches mit "CCSS"
abgekdrzt.

4 Vgl. Peter Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra (Basel/Boston/Berlin 1996), 10. Im Folgenden zit.
als Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra.

5 Vgl. Herrmann, Mathematik im Mittelalter, 28. Vgl. dazu auch Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Al-
gebra, 19.

& Vgl. Herrmann, Mathematik im Mittelalter, 22. Vgl. dazu auch WuRing, 6000 Jahre Mathematik, 46.

7 Vgl. WuBing, 6000 Jahre Mathematik, 46. Man kann "Suanjing shi shu™ mit "Zehn beispielhafte Abhandlungen
Uber Mathematik" Ubersetzen. Vgl. WuRing, 6000 Jahre Mathematik, 46.
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Dreiecksform umgewandelt®. Bei diesem Algorithmus gab es eine Regel zur Auflésung durch
Multiplikation und Subtraktion der Zeilen voneinander®. Es entspricht somit dem heute als
"GauRB-Algorithmus" bekannten Verfahren zur Umformung der Matrix eines Systems in obere

Dreiecksform?,

Das CCSS diente jahrhundertelang zur Ausbildung von Verwaltungsbeamten, da es viele ver-
schiedene Bereiche der Mathematik behandelt. Besondere Bedeutung hat das CCSS durch die
darin enthaltenen mathematischen Verfahren, die erst viel spater in der westlichen Welt neu-
bzw. wiederentdeckt wurden®. Im CCSS wurden Aufgaben gelost und das dabei zu verwen-
dende Losungsverfahren in einer allgemeinen Regel angegeben, jedoch ohne abstrakte Be-

weise. Das CCSS war somit lediglich auf die praktische Anwendung ausgerichtet!2,

Das CCSS besteht aus neun Biichern mit 246 Aufgaben, welche nach Sachgebieten statt nach
mathematischen Problemkreisen geordnet sind. Matrizen kommen im achten Buch vor, welches
von Gleichungssystemen handelt'3, Es seien hier vier Aufgaben aus dem achten Buch beispiel-

haft wiedergegeben, um zu zeigen, worum es genau geht:

Aufgabe 8

Es werden 2 Rinder und 5 Schafe verkauft und 13 Schweine gekauft, wobei 1000 Geldstiicke
ubrig bleiben. Es werden 3 Rinder und 3 Schweine verkauft und 9 Schafe gekauft, wobei das
Geld genau aufgebraucht wird. Es werden 6 Schafe und 8 Schweine verkauft; wenn man nun
versucht, mit dem erhaltenen Geld 5 Rinder zu kaufen, dann fehlen zum Kaufpreis 600 Geld-

stlicke. Wie hoch war der Preis eines Rindes, eines Schafes und eines Schweins?

Im Original wird — wie bereits oben erwahnt — ein Gleichungssystem mittels rechteckigem Zah-
lenschema dargestellt, durch elementare Zeilenumformungen auf Dreiecksgestalt gebracht und
die Unbekannten durch sukzessives Riickwartseinsetzen ermittelt. Heutzutage 16st man mittels

8 Vgl. Egbert Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I. Noten zu einer Vorlesung mit histori-
schen Anmerkungen von Erhard Scholz (Braunschweig/Wiesbaden 1983), 95. Im Folgenden zit. als Bries-
korn, Lineare Algebra und analytische Geometrie 1.

® Vgl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I, 462.

10 Vgl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I, 95. Vgl. dazu auch WuRing, 6000 Jahre Mathe-
matik, 66.

11 vgl. Herrmann, Mathematik im Mittelalter, 28. Vgl. dazu auch WuRing, 6000 Jahre Mathematik, 56f.

12 vgl. WuRing, 6000 Jahre Mathematik, 56.

13 vgl. Herrmann, Mathematik im Mittelalter, 22 und 28f.

14 vgl. Herrmann, Mathematik im Mittelalter, 37f.
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GauRelimination der erweiterten Matrix (Rinder in der ersten Spalte, Schafe in der zweiten,

Schweine in der dritten, Geldstticke in der vierten):

2 5 —13]1000 1 0 0]1200
3 -9 3 0 wird durch GauReliminationzu: {0 1 0] 500
-5 6 8 1-600 0 0 11300

Der Preis eines Rindes betragt also 1200 Geldstiicke, ein Schaf kostet 500 Geldstiicke und ein
Schwein kostet 300 Geldstticke.

Aufgabe 131°

5 Familien haben zusammen einen Brunnen. 2 Seile von Familie A reichen nicht hinunter bis
zum Wasserspiegel; es muss ein Seil von Familie B hinzukommen. 3 Seile von Familie B rei-
chen nicht hinunter; es muss ein Seil von Familie C hinzukommen. 4 Seile von Familie C rei-
chen nicht hinunter; es muss ein Seil von Familie D hinzukommen. 5 Seile von Familie D rei-
chen nicht hinunter; es muss ein Seil von Familie E hinzukommen. 6 Seile von Familie E rei-
chen nicht hinunter; es muss ein Seil von Familie A hinzukommen. Wie tief sind der Wasser-

spiegel und die Lénge der Seile?

Die Matrix des Gleichungssystems wird durch Gauf3elimination umgeformt. Da es aber nur 5
Gleichungen fur 6 Unbekannte gibt, ist das System unterbestimmt und man muss einen Para-

meter hinzufligen. Die erweiterte Gleichungsmatrix mit s als Parameter lautet wie folgt:

2 1 0 0 Ofs 1 0 0 0 0]265s/721
0 31 .00 s\‘ 0 1 0 0 O 1915/721\
0 0 4 1 O0Js |undwirdzuFolgendem umgeformt:| 0 0 1 0 0]148s/721
0 0 0 5 1)s 0 0 0 1 0J129s/721
1 0 0 0 6ls 0 0 0 0 1176s/721

Setzt man nun flr den Parameter s = 721 (= Wasserspiegel) ein, so ergibt sich der ganzzahlige
Lésungsvektor fiir die Seilldngen der Familien A bis E (265; 191; 148; 129; 76).

15 Vgl. Herrmann, Mathematik im Mittelalter, 38.
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Aufgabe 176

5 Schafe, 4 Hunde, 3 Hiihner und 2 Hasen kosten 1496 Geldstlicke. 4 Schafe, 2 Hunde, 6 Hih-
ner und 3 Hasen kosten 1175 Geldstiicke. 3 Schafe, 1 Hund, 7 Hihner und 5 Hasen kosten 958
Geldstiicke. 2 Schafe, 3 Hunde, 5 Hihner und 1 Hase kosten 861 Geldstiicke. Was kostet jede

Tierart?

Es ergibt sich also die folgende erweiterte Matrix:

5 4 3 2]1496 1 0 0 o0|177
4 2 6 3|1175 . . e 40 1 0 0]121
3 1 7 t|oss diese wird durch GaulRelimination zu: 0 0 1 ol23
2 3 5 11861 0 0 0 1129

Somit kostet jeweils ein Schaf 177, ein Hund 121, ein Huhn 23 und ein Hase 29 Geldeinheiten.

Aufgabe 18

In dieser Aufgabe kommt das groRte lineare Gleichungssystem des Buches vor. Es werden fiinf
Einkéaufe fur verschiedene Mengen an Hanf, Weizen, Bohnen, Erbsen und Hirse gegeben mit
den zugehdrigen Preisen. Das zugehdrige Gleichungssystem ist der folgenden Matrix zu ent-

nehmen:

9 7 3 2 51140 1 0 0 0 047
7 6 4 5 3 128\ 01 0 0 O 4\
3 5 7 6 4|116 |und wird durch GauRReliminationzu| 0 0 1 0 0|3
2 5 3 9 4|112 0 0 0 1 0|5
1 3 2 8 5195 0 0 0 0 1'6

Somit kosten je 1 Tou Hanf, Weizen, Bohnen, Erbsen und Hirse (in dieser Reihenfolge) 7, 4,
3, 5, 6 chien.

16 vgl. Herrmann, Mathematik im Mittelalter, 38f.
17 vgl. Herrmann, Mathematik im Mittelalter, 39.
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Aufkommen der Matrizenrechnung in Europa

Man kann sagen, dass die Matrizenrechnung in Europa erst viel spater als in Asien begann.
Noch dazu interessierte man sich in Europa lange Zeit nicht fir Matrizen als eigenstéandige

mathematische Objekte, sondern nur fiir Determinanten®,

Ein erster kleiner Meilenstein, der in Europa erreicht wurde, geschah 1678, als Leibniz eine
neue Notation fur die Koeffizienten eines Systems von 3 linearen Gleichungen einfiihrte, indem
er Doppelindizes verwendete. Erst im 18. Jahrhundert werden in Europa Methoden zur Lésung

linearer Gleichungssysteme entwickelt®,

Ebenfalls im 18. Jahrhundert wurde von Mac Laurin (1729) und Cramer (1750) ein neuer Aus-
druck als Rechenhilfsmittel eingefiihrt, welchen wir heute als "Determinante” bezeichnen. Die
damalige Schreibweise war allerdings flr das heutige Auge noch etwas umstandlich. Bereits
1683 fuhrte der japanische Mathematiker Seki Shinsuke Kova Konzepte ein, die heute als De-
terminanten zu bezeichnen waren. Gegen Ende des 18. Jahrhunderts erlebt die Determinanten-
forschung in Europa einen Hohepunkt, da es zahlreiche Untersuchungen zu diesem Thema gibt,
unter anderem von namhaften Mathematikern wie Vandermonde, Laplace und Lagrange um

nur ein paar zu nennen?,

Determinanten werden aber auch anderweitig genutzt. Zum Beispiel verwendet Gaul? 1801 De-
terminanten in der Zahlentheorie, um quadratische Formen zu studieren?'. Cauchy baut darauf
1815 eine Untersuchung von Determinanten auf und flhrt die Schreibweise von n x n Zahlen-
schemata ein, die er "systeme symmeétrique™ nennt, welche aus unserer Sicht die zugehdrige
Matrix bezeichnet. Aber auch Cauchy ist nur an den daraus resultierenden Determinanten inte-

ressiert??. Cauchy stellte so aber Determinanten und Matrizen in einen engen Zusammenhang.

18 vgl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I, 95.

1 vgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 10 und 50. Vgl. dazu auch Brieskorn, Lineare Algebra
und analytische Geometrie I, 95. Brieskorn datiert diese Notation auf das Jahr 1693.

20 \gl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I, 95.

2L Vqgl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I, 95. GauR fiihrte 1801 die Bezeichnung Deter-
minante ein. Vgl. Klaus Janich, Lineare Algebra (Berlin/Heidelberg 1'2008), 155. Im Folgenden zit. als
Jénich, Lineare Algebra.

22 \/gl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I, 95.
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AuRerdem fuhrte er die Vorschrift fur die Multiplikation zweier n X n Matrizen ein, jedoch

ohne deren Bedeutung zu erkliren?,

Das heute als "GauRB-Algorithmus" bekannte Losungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme
wurde auch in Europa nicht als Erstes von GauR entdeckt, da bereits 1559 ein franzdsischer
Monch und Algebraiker namens J. Buteo in einem seiner Werke lineare Gleichungssysteme
mithilfe dieses Verfahrens aufldste. Nach Cramers Einfiihrung der Determinanten 1750 wurden
lineare Gleichungssysteme hauptsdachlich mithilfe von Determinantenmethoden untersucht.
GauB hingegen konzentrierte sich bei seinen Arbeiten zur angewandten Mathematik hauptséach-
lich auf die Verwendung oberer bzw. unterer Dreiecksform bei den von ihm verwendeten Glei-
chungssystemen. Fir astronomische Bahnbestimmungen verwendete er — sofern dies mdglich
war — immer lineare Gleichungssysteme in oberer bzw. unterer Dreiecksform, da die Invertie-
rung dieser Matrizen kein grof3es Problem ist. Die Bezeichnung "GaulR-Algorithmus"” kommt
also weder daher, dass GauR dieses Verfahren als Erster entdeckt hat, noch durch die Hervor-
hebung dieses Verfahrens durch ihn in einem besonderen Theorem. Die Bezeichnung "GauR-
Algorithmus" ist durch die Forschung zur damaligen Zeit zu erklaren: Wahrend sonst (berall
in Europa Determinantenmethoden die VVorherrschaft innehatten, so bildeten die Arbeiten von
Gaul, in denen er dieses Verfahren anwendete, ein solch groRes Gegengewicht, dass man das

Verfahren spater mit seinem Namen verband?.

Die Multiplikation von Matrizen wurde erstmals von Gaul} 1801 eingefthrt, jedoch nur fur
3 x 3 Matrizen mit ganzzahligen Koeffizienten. Cauchy entwickelte dies weiter und — wie be-
reits oben erwahnt — gab er an, wie man n X n Matrizen mit reellen Eintrdgen miteinander
multipliziert. Eisenstein verwies 1844 auf die Nichtkommutativitat bei der Matrizenmultiplika-
tion und gab als Kriterium fur die Existenz einer Inversen die Bedingung, dass die Determinante

ungleich 0 sein muss. Somit hatte Eisenstein implizit schon die grundlegenden Eigenschaften

der Matrizengruppe GL (n, R)?25.

Die Bezeichnung "Matrix" wurde erst 1850 von Sylvester eingefiihrt?®.

2 Vqgl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I, 599.

2 \/gl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I, 462f.

% \gl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I, 463.

% \/gl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie I, 463. Vgl. dazu auch Vgl. Gabriel, Matrizen,
Geometrie, Lineare Algebra, 10.
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Als Cayley versuchte, eine einfache algebraische Charakterisierung der Matrizen zu finden, die
eine fest vorgegebene quadratische Form invariant lassen — sprich einer Verallgemeinerung aus
der Charakterisierung der orthogonalen Matrizen — bemerkte Cayley die Nitzlichkeit der Ad-
dition von Matrizen. 1858 schlieBlich verdffentlichte er seine Untersuchungen der Matrizen,
die insbesondere von Matrizenaddition und -multiplikation handelte?’. Cayley war somit der
Erste, der Matrizen als eigenstandige mathematische Objekte auffasste, mit denen man rechnen

konnte?®,

Am Ende des 19. und am Anfang des 20. Jahrhunderts wurden in Werken tiber Matrizen haupt-
sachlich Matrizenalgebren betrachtet. Darunter findet man bei Frobenius, einem Mathematiker

aus der Schweiz, die Einfiinrung des Rangs einer Matrix?°.

Zu Beginn des 19. Jahrhunderts betrachtete Gauf? in der Zahlentheorie Matrizen mit ganzzahli-
gen Eintragen, wohingegen am Ende des 19. Jahrhunderts vorwiegend Matrizen mit reellen
bzw. komplexen Eintradgen Beachtung fanden. Erst im 20. Jahrhundert begann man Matrizenal-
gebren Uber beliebigen Kdrpern und ab den 1920er Jahren auch uber beliebigen Ringen zu er-

forschen®,

Wahrend in der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts Matrizen hauptsachlich als Rechenhilfsmittel
gesehen wurden, so kam danach erst das Bewusstsein auf, Matrizen als eigenstandige mathe-
matische Objekte zu betrachten. Ein weiterer Schritt in diese Richtung war getan, als Laguerre
1867 vorschlug, eine Matrix durch ein einheitliches algebraisches Buchstabensymbol zu be-
zeichnen. Peano konnte 1888 darlegen, wie man aus einer linearen Abbildung nach der Wahl
einer Basis eine Matrix erhalt, wodurch sich ein besseres Bewusstsein flr die vielseitige An-

wendbarkeit der Matrizen bzw. der Matrizenrechnung etablierte®!.

27 Vgl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie 1, 464. Vgl. dazu auch Gabriel, Matrizen, Geo-
metrie, Lineare Algebra, 10. Das Werk von Cayley ist zu finden unter: Arthur Cayley, A Memoir on the Theory
of Matrices. In: Philosophical Transactions of the Royal Society of London, Vol. 148 (1858) 17-37.

2 Vgl. Janich, Lineare Algebra, 131. Janich argumentiert, dass alles vor Cayley nichts mit Matrizenrechnung zu
tun hatte und es somit die Matrizenrechnung erst seit ungefahr eineinhalb Jahrhunderten gibt. Janich meint
aullerdem, dass die Kenntnis rechteckiger Zahlenschemata nichts Besonderes ist, da dies jede Person hinschrei-
ben kann, die Zahlen kennt. Janich Obersieht hier die Inhalte des CCSS. Auch dort wurde schon gerechnet,
auch wenn man es noch nicht Matrizenrechnung nannte.

2 \qgl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie |, 464.

30 vgl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie |, 464.

31 Vgl. Brieskorn, Lineare Algebra und analytische Geometrie |, 464.
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Wichtige Personen

Chang Ts'ang

Aus friihen chinesischen Quellen erfahrt man, dass Chang Ts'ang in seinen friihen Jahren ein
Staatsbeamter (Markgraf von Peip'ing ab 201 v. Chr.) mit der Kontrolle tber die Finanzen war,
bevor er fur den ersten Herrscher der Han-Dynastie (202 v. Chr. — 220 n. Chr.) gek&mpft hat
und dabei angeblich viele Heldentaten begangen hat. 180 v. Chr. wurde er zum zweithtchsten
Diener der kaiserlichen Verwaltung und 176 v. Chr. sogar Kanzler. Er blieb 14 Jahre lang Kanz-

ler, musste dann aber abdanken und starb 152 v. Chr.%2,

Chang Ts'ang war also lange Zeit ein Staatsmann, der besonderes Talent in der finanziellen
Verwaltung aufwies. Des Weiteren war er sehr belesen und hatte besonders viel Wissen Gber
Astronomie und Astrologie. Im Privatleben soll er nicht ganz so vorbildhaft gehandelt haben,

da er hunderte Frauen hatte und wenn eine schwanger war, sah er sie nie wieder an®.
Liu Hui

Liu Hui lebte ungefdhr von 220 n. Chr. bis 280 n. Chr. und ist vorwiegend bekannt fir die
Bearbeitung des CCSS sowie fiir ein weiteres Buch, das er selbst schrieb mit dem Titel "Haidao
Suan Jing", welches als Anleitung zum Vermessen einer Meerinsel diente. Des Weiteren be-
rechnete Liu Hui eine gute Naherung fiir 7, 10ste lineare Gleichungen und berechnete die Vo-

lumina von Prisma, Pyramide, Tetraeder, Zylinder, Kegel und Kegelstumpf*.

32 \gl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 14f.

33 Vqgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 15.

3 vgl. Herrmann, Mathematik im Mittelalter, 23f. Man kann "Haidao Suan Jing" mit "Das Meerinsel-Mathema-
tikmanual" Ubersetzen. Vgl. Herrmann, Mathematik im Mittelalter, 23.
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Gottfried Wilhelm Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz lebte von 1646 bis 1716 und wird von vielen als Universalgelehrter
gesehen. Er hatte groRen Wissensdurst, enormen personlichen Einsatz und war in seiner sprach-
lichen Ausdrucksweise besonders begabt. Gekronte Damen der damaligen Zeit — wie zum Bei-
spiel "Liselotte von der Pfalz", die Schwégerin von Ludwig XIV. — bewunderten ihn und stan-
den mit Leibniz in regem Briefkontakt, was ihm auch ermdglichte, auf das politische Geschehen

direkten Einfluss zu nehmen bzw. dies zu versuchen®.

1672 reiste Leibniz im Auftrag des Kurfiirsten von Mainz nach Paris, wo er politisch nichts
ausrichten konnte. Leibniz wollte den Konig von Frankreich, Ludwig XIV., davon abhalten, in
Europa weiter zu expandieren und schlug dem Sonnenkonig daher vor, stattdessen nach Agyp-
ten zu expandieren. Leibniz konnte Ludwig XI1V. von diesem Plan nicht tiberzeugen, aber Leib-
niz musste bei seinem Aufenthalt in Frankreich seine eigene Ruckstandigkeit in Mathematik
feststellen. Er reiste daher in den Jahren 1672-1676 Ofters nach Paris und studierte mit

Huygens, was ihn zur Entdeckung der Differentialrechnung brachte®®.

In der Determinantentheorie begann Leibniz 1678 mit 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten, wo-
bei die Koeffizienten durch Zahlenpaare gekennzeichnet wurden und die Losungen tabellenar-
tig aufgeschrieben wurden, so dass man nach der 3. Spalte die Entwicklung der Determinante
klar erkannte. Leibniz formulierte auch die sogenannte "Cramersche Regel”. Am 12. Janner
1684 hat Leibniz seine Determinantentheorie vollendet und dabei bis auf die Produktformel
und den Satz von Cayley-Hamilton alle wesentlichen Satze bewiesen. Leibniz hat allerdings
seine Entdeckung nicht publiziert; er schickte sie in verklausulierter Form 1693 an L'Hospital
und 1705 eine Kurzfassung an den Basler Jakob Bernoulli. Diese Form der Diskretion entsprach
der damaligen Zeit. AuBerdem waren die damaligen Drucker dem Drucken mathematischer
Bucher gegenuber sehr abgeneigt aufgrund der Schwierigkeiten beim Buchstabensetzen und

der kleinen potentiellen Leserschaft®’.

% Vgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 53.
3% Vgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 54f.
37 Vqgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 50f.
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Colin Mac Laurin

Colin Mac Laurin lebte von 1696 bis 1746 und war Sohn eines schottischen Geistlichen. Mit
19 Jahren wurde er Professor in Aberdeen und unternahm dann wissenschaftliche Reisen nach
London und Lothringen. Mit 26 Jahren wurde er Professor in Edinburgh. Neben seinem post-
hum erschienenen Werk "Treatise of Algebra”, in dem er das Bildungsgesetz der Losungen
linearer Gleichungssysteme in 4 Unbekannten genau erlautert, ist der "Treatise of Fluxions" aus
dem Jahr 1742 — eine erste systematische Darstellung der Newtonschen Theorie der Ableitun-

gen — sein Hauptwerk,

Gabriel Cramer

Gabriel Cramer wurde 1704 als Sohn einer Familie aus Holstein und Straburg geboren, wuchs
in Genf auf und hielt sich langere Zeit in Basel bei Johann Bernoulli auf. Cramer hat bei seinen
Berechnungen von Determinanten die Signum-Funktion verwendet und wie Leibniz die heute
nach ihm benannte Inversionsformel (Cramersche Regel) angegeben. Leibniz hatte dies bereits

zuvor entdeckt, was Cramer jedoch nie erfuhr®,

Seki Shinsuke Kova

Seki Shinsuke Kova lebte von 1642 bis 1708 und gilt als der wichtigste Mathematiker des alten
Japans. Es werden ihm ber 100 Arbeiten zugeschrieben, darunter ein Manuskript in dem er
seine Determinantentheorie entwickelt. Er benutzte Determinanten zur Elimination einer Un-
bekannten aus zwei algebraischen Gleichungen. Fir die Berechnung der Determinante benutzte

er im Wesentlichen die Signaturformel“C.

Seki Shinsuke Kova war den Quellen zufolge ein ausgezeichneter Lehrer, der viele begabte
Schiiler hatte. Er versuchte aber, der Verbreitung der Erkenntnisse von ihm und seiner Schule
Einhalt zu gebieten. Es ist deshalb schwierig zu sagen, was tatsachlich von ihm stammt. Zur

Zeit von Seki Shinsuke Kova war das Land bereits vom Westen abgeriegelt und die Jesuiten

3 Vgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 52 und 55.
3 Vgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 52.
40 \gl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 51.
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waren ausgewiesen. Peter Gabriel schlie3t zwar aus, dass Seki Shinsuke Kova und Leibniz sich
gegenseitig beeinflusst haben, aber Leibniz hatte 1678 engen Kontakt zum China-Experten vom
Kurfursten von Brandenburg. Jedenfalls wurden in Japan die Determinanten nicht weiter un-

tersucht*?,

Joseph Louis Lagrange

Joseph Louis Lagrange wuchs eigentlich als Giuseppe Luigi Lagrangia in Turin auf, war itali-
enischer Abstammung und verbrachte seine ersten 30 Lebensjahre, also bis 1766 in Turin. Er
war Grinder der Turiner Akademie und wurde 1766 Nachfolger von Euler an der Berliner Aka-
demie bis 1787. Seinen letzten Lebensabschnitt, also bis zu seinem Tod 1813, verbrachte er in
Frankreich. In seinen Werken beschaftigte er sich mit Variationsrechnung, Mechanik, Zahlen-

theorie und vielem anderen mehr. Als Person soll er still und zuriickhaltend gewesen sein®.

Pierre-Simon de Laplace

Pierre-Simon de Laplace lebte von 1749 bis 1827 und stammte aus armlichen Verhaltnissen. Er
wurde von d'Alembert geférdert und hatte tolle eigene Leistungen in der Determinantentheorie,
in der Himmelsmechanik sowie in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Physik. Im Gegensatz

zu Lagrange legte er mehr Wert auf Anwendungen als auf die Theorie®,

Nach der Vorarbeit von Lagrange konnte Laplace 1787 zeigen, dass alle Eigenwerte regulérer
symmetrischer Matrizen reell sind. Cauchy bewies dann 1829 nicht ganz liickenlos, dass die

Eigenwerte aller symmetrischen Matrizen reell sind**.

Johann Carl Friedrich Gaul}

Johann Carl Friedrich Gaul? lebte von 1777 bis 1855. Er war der Sohn eines Stralenmetzgers

und 1791 wurde die Herzogin von Braunschweig auf ihn aufmerksam, als er im Hofpark in ein

4 Vgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 51f.
42 \/gl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 89.
43 Vqgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 89.
4 \gl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 77.
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Buch vertieft war. GaulR begann danach seine universitare Karriere mithilfe eines herzoglichen
Stipendiums und studierte in Goéttingen. 1796 konstruierte er ein 17-Eck nur mit Zirkel und
Lineal. 1799 promovierte GaulR mit dem ersten vollstdndigen Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra. 1801 brachte Gauf? die "disquisitiones arithmeticae" heraus, in denen er sich — wie
bereits im vorangegangenen Unterkapitel erwéhnt — unter anderem mit Determinanten beschaf-
tigte. Peter Gabriel meint, dass GauR gemeinsam mit Archimedes und Newton die Dreieinigkeit
der Mathematik bildet. Des Weiteren ist noch interessant, dass die Bezeichnung "nichteuklidi-
sche Geometrie” von Gaull stammt, obwohl er auf diesem Gebiet nichts publiziert hat. Er
wusste zwar sehr viel dariiber, aber er hatte wohl nicht die Zeit, um seine Arbeit auf einen Level
zu bringen, der seinen eigenen hohen Qualitatsanspriichen genugte, da ihm immer noch ein-

zelne wesentliche Teile fehlten®.

Als Person war Gaul ein treuer Diener seines Herzogs. Da Napoleon der Feind war, ging Gaul3
sogar so weit, dass er einen Preis der Pariser Akademie ablehnte. GauR verhielt sich auch zu-
rickhaltend, als ein neuer Herrscher die damalige Verfassung aufler Kraft setzte und den
Schwiegersohn von GauB, welcher Professor in Géttingen war, entlieR*®.

Augustin-Louis Cauchy

Augustin-Louis Cauchy wurde 1789 als Sohn eines hohen Beamten geboren. Er kannte bereits
in seinen jungen Jahren Lagrange und Laplace. Aufgrund seines Vaters, sprich mit "Vita-
min B", gelang Cauchy der Aufstieg. Er wurde gefordert von Laplace und Poisson, wurde 1815
Professor an der Ecole polytechnique, wo er besonders negativ auffiel, da er kein guter Lehrer
war, unvollstandige Arbeiten in versiegelten Umschlagen ablieferte, um sich abzusichern und
auflerdem abweisend gegeniiber Jiingeren wie Abel, Poncelet, Galois und Grassmann war. 1830
verweigerte Cauchy den Eid gegeniliber einem neuen widerrechtlichen Herrscher und ging ins
Exil, zundchst in die Schweiz, spater nach Turin und Prag. Erst 1849, acht Jahre vor seinem
Tod, kam er als Professor nach Paris zuriick. Wéhrend seines Lebens setzte er sich aber vor

allem fir die Armen, Hungernden und aus religiésen Griinden Verfolgten ein®’.

4 \gl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 194f.
4 \/gl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 194.
47 \gl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 89f.
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Cauchy publizierte im Gegensatz zu vielen anderen Zeitgenossen sehr viel auf unterschiedli-
chen Gebieten. Cauchy beschéftigte sich mit Analysis, Physik, Algebra und Geometrie. In der
Algebra hat er vor allem das Verstandnis von Determinanten, quadratischen Formen und Trans-
formationsgruppen gepragt. Fur die Analysis ist er einer der bekanntesten Vertreter, wenn nicht

sogar der bekannteste, vor allem durch seine Funktionentheorie*®.

1812 entdeckte Cauchy die Produktformel fir die Berechnung von Determinanten, also dass
det(A4 - B) = det(A) - det(B) gilt. Des Weiteren ist ihm der allgemeine Fall der \Vandermon-
deschen Formel, also der Berechnung der Determinante einer Vandermondeschen Matrix, zu
verdanken®. AuRerdem hat Cauchy 1829 einen ersten Beweis geliefert, dass die Eigenwerte
aller symmetrischen Matrizen reell sind, jedoch war dieser Beweis nicht ganz liickenlos, da er
ihn nur fur regulére Matrizen vollstandig schaffte. Fiir den allgemeineren Fall, dass die Eigen-
werte flr alle symmetrischen Matrizen reell sind, dauerte das Warten auf den Beweis bis zu
Weierstrass 1858,

James Joseph Sylvester

James Joseph Sylvester wurde 1814 in London als Sohn einer orthodoxen judischen Familie
geboren. Sylvester war selbst sehr glaubig, was ihm als Student in Cambridge schadete, da er
als Jude die akademischen Titel nicht erlangen konnte. Sylvester wurde danach aber Professor
in London, dann an der Universitat von Virginia ehe er nach England zuriickkehrte, wo er als
Privatlehrer, Versicherungsagent und Anwalt arbeitete. Nach dieser zweiten englischen Periode
wurde er Professor an der Universitat in Baltimore, kam schliel3lich abermals nach England,
genauer gesagt nach Oxford als Professor zuriick. In seinen Anwaltsjahren lernte Sylvester den
Anwalt Cayley kennen, mit dem er bis zu dessen Lebensende in Kontakt blieb. Sylvester be-
schaftigte sich in der Mathematik vorwiegend mit Algebra und Geometrie, insbesondere mit

Invarianten und Normalformen®.

48 \gl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 89.
49 Vgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 53.
0 Vgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 77.
51 Vgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 15f.
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Arthur Cayley

Arthur Cayley wurde 1821 als Sohn eines reichen englischen Kaufmanns mit Wohnsitz in Russ-
land geboren. Cayley galt am King's College in London als Wunderkind, wurde dann Fellow
Tutor am Trinity College in Cambridge und war von 1844 bis 1863 ein erfolgreicher Londoner
Anwalt. Ab 1863 war er dann Professor in Cambridge. In der Mathematik, die er auch in seinen
Anwaltsjahren nicht vernachlassigte, beschaftigte er sich vor allem mit Algebra und Geometrie,
wie man an dem pragenden Werk "A Memoir on the Theory of Matrices" aus dem Jahr 1858
eindrucksvoll sehen kann. Cayley starb schlieRlich im Jahr 1895,

52 Vgl. Gabriel, Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, 16. Sein beriihmtes Werk ist zu finden unter: Arthur
Cayley, A Memoir on the Theory of Matrices. In: Philosophical Transactions of the Royal Society of London,
Vol. 148 (1858) 17-37.
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Matrizenrechnung in dsterreichischen
Lehrplanen

In diesem Kapitel werden nur Hohere Schulen betrachtet. Es handelt sich also nur um Schulen
bzw. Schulformen aus dem AHS- und BHS-Bereich.

Matrizenrechnung im Lehrplan fur die allgemein
bildenden héheren Schulen (AHS)

Der Lehrplan fur die allgemein bildenden héheren Schulen sieht Matrizenrechnung nicht als
Thema im reguldaren Mathematikunterricht vor. Trotzdem kommen Matrizen im Lehrplan fir
die AHS einmal vor, ndmlich wenn Mathematik als Wahlpflichtgegenstand gewé&hlt wird. Hier-

fiir sind Matrizen unter anderem als mdoglicher, jedoch nicht verpflichtender Lehrstoff genannt:

"Neben den im Pflichtfach angegebenen Lehrinhalten, die in vertiefender Form behandelt werden

kénnen, sind im Zuge der Erweiterung folgende zusétzliche Bereiche méglich:

Klassische Probleme der Mathematik; geometrische Probleme; Kongruenzen und Teilbarkeit; zah-
lentheoretische Probleme; Kryptologie und Codierung; numerische Methoden; Programmierung
mathematischer Verfahren; Approximations- und Interpolationsverfahren; Differenzengleichungen
und Differentialgleichungen; spezielle Anwendungsprobleme aus Naturwissenschaften, Wirt-
schaftswissenschaften und anderen Bereichen; Fraktale; Chaostheorie; algebraische Strukturen;
Matrizen; Anwendungen komplexer Zahlen; analytische Behandlung von geometrischen Abbildun-
gen; ebene Kurven und Raumkurven; Bogenlange und Kriimmung von Kurven; Darstellungen von
Fléachen; Differentialrechnung fir Funktionen in zwei Variablen; Integralrechnung fir Funktionen
in zwei Variablen; lineare Optimierung; Graphentheorie; Netzplane; Spieltheorie; Regression und
Korrelation; Wahrscheinlichkeitsverteilungen; statistische Testverfahren; Schétzen von statisti-

schen Parametern; sphéarische Trigonometrie.">3

% BMB (Bundesministerium fir Bildung), Verordnung der Bundesministerin fir Bildung, mit der die Ver-
ordnung uber die Lehrplane der allgemein bildenden héheren Schulen gedndert wird; Bekanntmachung, mit
der die Bekanntmachung der Lehrpléane fiir den Religionsunterricht an diesen Schulen gedndert wird (BGBI. 11
Nr. 219/2016), online unter <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA _2016_11_219/BGBLA _2016_11_219.pdfsig> (19. Juli 2019), hier 135.
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Matrizenrechnung im Lehrplan fur die
Bildungsanstalten flr Elementarpadagogik (BAfEP)
und die Bildungsanstalten fur Sozialpadagogik
(BASoP)

Im Lehrplan fiir die Bildungsanstalten fur Elementarpadagogik kommen Matrizen nur ein ein-
ziges Mal vor, hierbei sind sie jedoch — im Gegensatz zu AHS — fiir alle verpflichtend im Fach
"Angewandte Mathematik" als Lehrstoff fir den 3. Jahrgang im insgesamt 6. Semester vorge-
sehen. Es stehen aber im Lehrstoff nur die Begriffe "Vektoren und Matrizen" im Bereich "Al-

gebra und Geometrie".

Der Lehrplan fir die Bildungsanstalten fir Sozialpddagogik sieht — zumindest was Matrizen
angeht — genau gleich aus wie der Lehrplan fir die Bildungsanstalten fir Elementarpadagogik,
d. h. hier kommen ebenso lediglich die Begriffe "Vektoren und Matrizen™ ohne weitere Be-
schreibung als Lehrstoff im Bereich "Algebra und Geometrie" im Fach "Angewandte Mathe-

matik" fiir den 3. Jahrgang im insgesamt 6. Semester vor®>,

5 Vgl. BMB (Bundesministerium fir Bildung), Verordnung der Bundesministerin fiir Bildung, mit der die Ver-
ordnung Uber die Lehrplane der Bildungsanstalt fur Elementarpadagogik und der Bildungsanstalt fir Sozial-
padagogik 2016 erlassen, die Verordnung tber den Lehrplan der Bildungsanstalt fir Kindergartenpadagogik
aufgehoben und die Verordnung Uber die Lehrplane fir die Bildungsanstalt fir Sozialpaddagogik sowie die
Eroffnungs- und Teilungszahlenverordnung betreffend die Lehrpléne der Bildungsanstalt fir Elementarpéda-
gogik und der Bildungsanstalt fiir Sozialpadagogik 2016 geandert werden; Bekanntmachung der Lehrplane fir
den Religionsunterricht (BGBI. Il Nr. 204/2016), online unter <https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2016_11_204/COO_2026_100_ 2 1257956.pdfsig> (19. Juli 2019), hier 47f.
5 Vgl. BMB (Bundesministerium fiir Bildung), Verordnung der Bundesministerin fur Bildung, mit der die Ver-
ordnung Uber die Lehrpléne der Bildungsanstalt fiir Elementarpddagogik und der Bildungsanstalt fiir Sozial-
padagogik 2016 erlassen, die Verordnung uber den Lehrplan der Bildungsanstalt fir Kindergartenpadagogik
aufgehoben und die Verordnung (ber die Lehrpléne fiir die Bildungsanstalt fiir Sozialpddagogik sowie die
Eréffnungs- und Teilungszahlenverordnung betreffend die Lehrplédne der Bildungsanstalt fiir Elementarpéda-
gogik und der Bildungsanstalt fiir Sozialpéddagogik 2016 geéndert werden; Bekanntmachung der Lehrpléne fur
den Religionsunterricht (BGBI. 1l Nr. 204/2016), online unter <https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2016 _11_204/CO0O 2026 100 2 1257957.pdfsig> (19. Juli 2019), hier 47.
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Matrizenrechnung im Lehrplan fur die
Handelsakademien (HAK)

Im Lehrplan fur die Handelsakademien ist das Thema Matrizen ebenfalls vorhanden. Es ist im
Fach "Mathematik und Angewandte Mathematik" flr den 2. Jahrgang im insgesamt 3. Semester
im Bereich "Algebra und Geometrie™ vorgesehen, wird im Lehrstoff allerdings auch nur mit
dem Wort "Matrizen" erwahnt. Im Gegensatz zu den bisher besprochenen Lehrplédnen von
AHS, BAfEP und BASoP wird allerdings als "Bildungs- und Lehraufgabe™ ebenfalls flr den 2.
Jahrgang im insgesamt 3. Semester im Bereich "Algebra und Geometrie — Matrizen™ genau

beschrieben, was die Schiilerinnen und Schiiler kénnen sollten®®:

- "die Matrizenschreibweise als Darstellungsform nennen, die Matrixelemente interpretieren und
deuten,

- lineare Gleichungssysteme in Matrizenschreibweise darstellen, mit Hilfe der Matrizenrechnung
umformen und technologieunterstitzt 16sen,

- Addition, Subtraktion, Multiplikation sowie die Berechnung der Inversen von Matrizen mit Hilfe
der Technologie durchflihren,

- die Matrizenrechnung auf wirtschaftliche Aufgabenstellungen anwenden und Gozintographen

deuten"®’,

% Vgl. BMBF (Bundesministerium fiir Bildung und Frauen), Verordnung der Bundesministerin fir Bildung und
Frauen, mit der die Verordnung uber die Lehrpléne fir die Handelsakademie und die Handelsschule sowie die
Eréffnungs- und Teilungszahlenverordnung gedndert werden; Bekanntmachung der Lehrpléne fir den Religi-
onsunterricht  (BGBI. 1l Nr.  209/2014), online unter  <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2014 _11_209/COO _2026_100_ 2 1028436.pdfsig> (21. Juli 2019), hier 87. Im Fol-
genden zit. als BMBF, Lehrpléne fur die Handelsakademie und die Handelsschule.

57 BMBF, Lehrplane fir die Handelsakademie und die Handelsschule, 87.
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Matrizenrechnung in den Lehrplanen fur die

humanberuflichen Schulen

In diesem Abschnitt werden nur die funfjahrigen Hoheren humanberuflichen Schulen unter-
sucht, weshalb keine Lehrplane der Aufbaulehrgénge, Kollegs sowie ein- und dreijahrigen
Fachschulen betrachtet werden. Da es fiir die Hoheren Lehranstalten fur wirtschaftliche Berufe
auch einzelne Lehrpléne fir unterschiedliche Fachrichtungen gibt, werden die einzelnen Lehr-
plane der Fachrichtungen ebenfalls betrachtet. Es handelt sich in diesem Unterkapitel somit um
die Lehrpléne der Hoheren Lehranstalten fur wirtschaftliche Berufe (HLW) mit dem allgemei-
nen Lehrplan fur die HLW sowie den Lehrplénen fir die HLW mit den Fachrichtungen "Kom-
munikations- und Mediendesign”, "Kultur- und Kongressmanagement", "Sozialmanagement”
sowie "Umwelt und Wirtschaft". Auerdem werden die Lehrplane der Hoheren Lehranstalten
fir Kunst und Gestaltung, Mode, Produktmanagement und Préasentation sowie fur Tourismus

analysiert.

Gleich vorweg kann festgehalten werden, dass die Lehrpléne sowie die Bildungs- und Lehrauf-
gabe fur alle soeben genannten Fachrichtungen und Schularten in Bezug auf das Thema Matri-

zen vollkommen wortident sind.

Die Lehrplane sehen in Bezug auf den Lehrstoff zur Matrizenrechnung vor, dass "Anwendung
der Matrizen auf einen Produktionsprozess" gelehrt werden soll. Dies gilt fir alle oben genann-
ten Fachrichtungen und Schularten fur das 2. Schuljahr im insgesamt 4. Semester auf3er fir die
Hoheren Lehranstalten fir Tourismus, wo dasselbe erst fir das 3. Schuljahr im insgesamt 5.

Semester vorgesehen ist>®. Des Weiteren beinhalten die Lehrpléne beziiglich des Lehrstoffs zur

% Vgl. BMBF (Bundesministerium fiir Bildung und Frauen), Verordnung der Bundesministerin fiir Bildung und
Frauen, mit der eine Verordnung uber die Lehrpléne fir gewerbliche und kunstgewerbliche Fachschulen, Fach-
schulen fir wirtschaftliche Berufe und Fachschulen fiir Sozialberufe sowie Hohere gewerbliche und kunstge-
werbliche Lehranstalten und Hohere Lehranstalten fiir wirtschaftliche Berufe erlassen wird (Lehrplane der hu-
manberuflichen Schulen) und die Verordnung tber Lehrpléne fir technische, gewerbliche und kunstgewerbli-
che Fachschulen, die Verordnung Uber Lehrpléane fiir die Fachschule fur wirtschaftliche Berufe und die H6here
Lehranstalt fir wirtschaftliche Berufe, die Verordnung tiber den Lehrplan der Fachschule fur Sozialberufe, die
Verordnung Uber die Lehrpléne der dreijahrigen Fachschule und der Hoheren Lehranstalt flr wirtschaftliche
Berufe sowie die Verordnung tber die Lehrplane fiir Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten geédn-
dert werden; Bekanntmachung der Lehrpléne fiir den Religionsunterricht (BGBI. 11 Nr. 340/2015). Im Folgen-
den zit. als BMBF, Lehrplane der humanberuflichen Schulen.

Fur den allgemeinen Lehrplan  fir die HLW  siehe:  <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 _11_340/COO_2026_100 2 1154396.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 74.
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Matrizenrechnung noch, dass zum Thema Matrizen "Schulartenspezifische Anwendungen im
Wirtschaftsbereich™ im 5. Schuljahr im insgesamt 9. Semester behandelt werden sollen. Dies
gilt nun fur alle Fachrichtungen und Schularten auch hinsichtlich des Zeitpunkts (9. Semester)

vollkommen ident®°.

Fur den Lehrplan fir die HLW mit der Fachrichtung "Kommunikations- und Mediendesign" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/COO 2026 100 2 1154399.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 71.

Fir den Lehrplan fir die HLW mit der Fachrichtung "Kultur- und Kongressmanagement" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0 2026 100 2 1154402.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 87.

Fir den Lehrplan fur die HLW mit der Fachrichtung "Sozialmanagement” siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0 2026 100 2 1154400.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 65.

Fir den Lehrplan fir die HLW mit der Fachrichtung "Umwelt und Wirtschaft" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0 2026 100 2 1154401.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 71.

Fir den Lehrplan fir die die Hohere Lehranstalt fur "Kunst und Gestaltung” siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/COO 2026 100 2 1154414.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 50.

Fur den Lehrplan fiir die die Hohere Lehranstalt fir "Mode" siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/COO 2026 _100 2 1154409.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 48.

Fir den Lehrplan fur die die Hohere Lehranstalt fur "Produktmanagement und Présentation” siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0 2026 100 2 1154417.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 58.

Fir den Lehrplan fir die die Hohere Lehranstalt fir "Tourismus” siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/COO 2026 100 2 1154405.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 59.

% Vgl. BMBF, Lehrplane der humanberuflichen Schulen.

Fir den allgemeinen  Lehrplan  fir die HLW  siehe:  <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/COO 2026 100 2_1154396.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 77.

Fir den Lehrplan fir die HLW mit der Fachrichtung "Kommunikations- und Mediendesign" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0 2026 100 2 1154399.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 75.

Fur den Lehrplan fir die HLW mit der Fachrichtung "Kultur- und Kongressmanagement" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0 2026 100 2 1154402.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 91.

Fir den Lehrplan fur die HLW mit der Fachrichtung "Sozialmanagement" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0 2026 100 2 1154400.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 68.

Fir den Lehrplan fir die HLW mit der Fachrichtung "Umwelt und Wirtschaft" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0 2026 100 2 1154401.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 75.

Fur den Lehrplan fur die die Ho6here Lehranstalt fur "Kunst und Gestaltung" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0 2026 100 2 1154414.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 54.

Fur den Lehrplan fiir die die Hohere Lehranstalt fur "Mode" siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/COO 2026 100 2 1154409.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 52.

Fur den Lehrplan fur die die Hohere Lehranstalt fur "Produktmanagement und Présentation” siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/COO 2026 100 2 1154417.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 62.

Fur den Lehrplan fir die die Hohere Lehranstalt fir "Tourismus"” siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0O 2026 100 2 1154405.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 63.
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Die Bildungs- und Lehraufgabe zum Thema Matrizen befindet sich im Bereich "Algebra und
Geometrie" und ist viel ausfihrlicher als die Angaben zum Lehrstoff. Trotzdem ist die Bil-
dungs- und Lehraufgabe fur alle Fachrichtungen und Schularten wortident. Es muss hierbei
allerdings wiederum darauf hingewiesen werden, dass die im Folgenden genannten Punkte fr
alle Fachrichtungen und Schularten fiir das 2. Schuljahr im insgesamt 4. Semester vorgesehen
sind, bis auf die Hoheren Lehranstalten fur Tourismus, wo dies wieder flr das 3. Schuljahr im

insgesamt 5. Semester vorgesehen ist®:

"Die Schiilerinnen und Schiiler koénnen [...]

- Daten in Matrixform darstellen;

- Summe, Differenz und Produkt zweier Matrizen berechnen sowie die Multiplikation einer Mat-
rix mit einem Skalar mit Technologieeinsatz;

- Ergebnisse der Berechnungen mit Matrizen interpretieren und erkléren;

- einen Produktionsprozess ausgehend von Rohstoffen bis zu den Endprodukten grafisch dar-
stellen und zugehdrige Berechnungen mit Matrizen beschreiben und durchfiihren."®

80 Vgl. BMBF, Lehrplane der humanberuflichen Schulen.
Fir den allgemeinen  Lehrplan  fir die HLW siehe:  <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_340/COO_2026_100 2 1154396.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 73.
Fir den Lehrplan fir die HLW mit der Fachrichtung "Kommunikations- und Mediendesign" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0O 2026 100 2 1154399.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 70f.
Fir den Lehrplan fir die HLW mit der Fachrichtung "Kultur- und Kongressmanagement" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA _2015_11_340/COO_2026_100 2 1154402.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 86f.
Fir den Lehrplan fur die HLW mit der Fachrichtung "Sozialmanagement” siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_340/COO_2026_100 2 1154400.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 64.
Fir den Lehrplan fir die HLW mit der Fachrichtung "Umwelt und Wirtschaft" siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0O 2026 100 2 1154401.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 70f.
Fur den Lehrplan fur die die Hohere Lehranstalt fir "Kunst und Gestaltung” siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_340/CO0O 2026 100 2 1154414.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 49f.
Fur den Lehrplan fiir die die Hohere Lehranstalt fir "Mode" siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 _11_340/COO 2026 100 2 1154409.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 48.
Fur den Lehrplan fur die die Hohere Lehranstalt fur "Produktmanagement und Présentation” siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_340/COO_2026_100 2 1154417.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 58.
Fur den Lehrplan fir die die Hohere Lehranstalt fir "Tourismus"” siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA _2015_11_340/COO_2026_100 2 1154405.pdfsig> (22. Juli 2019), hier 58f.

61 Wie die vorangegangene FuBnote.
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Matrizenrechnung in den Lehrplanen fur die
Hoheren technischen und gewerblichen

Lehranstalten

Die Lehrpléne fur das Fach "Angewandte Mathematik™ der Hoheren technischen und gewerb-
lichen Lehranstalten sind etwas komplizierter aufgebaut als die bisher besprochenen Lehrpléane,
weil es einen allgemeinen Lehrplan gibt, der fur alle Fachrichtungen gilt und noch zusatzlich
fiir jede Fachrichtung ein eigener Lehrplan hinzu kommt. Beide zusammen, also der allgemeine
Lehrplan und derjenige fur die jeweilige Fachrichtung ergeben den Lehrplan fur die Schulen
mit der jeweiligen Fachrichtung®.

Matrizenrechnung im allgemeinen Lehrplan flr die HOheren

technischen und gewerblichen Lehranstalten

Matrizen werden im allgemeinen Lehrplan fir die Héheren technischen und gewerblichen
Lehranstalten zuallererst in den "Lernergebnissen des Pflichtgegenstandes Angewandte Mathe-

matik™ genannt und zwar wie folgt:

"In den Bereichen ,,Stochastik“ und ,, Matrizen und Stochastik* finden die Absolventinnen und Ab-
solventen mit Hilfe der Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung ein geeignetes Modell und kon-
nen statistische Methoden und Verfahren einsetzen, Daten strukturiert in Vektoren und Matrizen
zusammenfassen, Ergebnisse und Zusammenhange interpretieren sowie in der Fachsprache der

Stochastik argumentieren."® (Hervorhebungen im Original)

62 \vgl. BMBF (Bundesministerium fiir Bildung und Frauen), Verordnung der Bundesministerin fir Bildung und
Frauen, mit der eine Verordnung Uber die Lehrpléne der Héheren technischen und gewerblichen Lehranstalten
2015 erlassen wird sowie die Verordnung Uber die Lehrplane flir Hohere technische und gewerbliche Lehran-
stalten und die Verordnung Uber die Lehrplane der Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten
(Lehrplan 2011) geéndert werden (Lehrplanpaket der Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten
2015); Bekanntmachung der Lehrpléne fur den Religionsunterricht (BGBI. Il Nr. 262/2015), online unter
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_262/COO_2026_100 2 1135479.pdfsig> (27. Juli 2019), hier 6. Im Fol-
genden zit. als BMBF, Lehrpléne fur Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten.

83 BMBF, Lehrplane fiir Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten, 6.

Seite 28 von 120


https://www.ris.bka.gv.at/Doku%09mente/BgblAuth/BGBLA_2015_II_262/COO_2026_100_2_1135479.pdfsig
https://www.ris.bka.gv.at/Doku%09mente/BgblAuth/BGBLA_2015_II_262/COO_2026_100_2_1135479.pdfsig

Die Bildungs- und Lehraufgabe sieht fur den 1. Jahrgang im 1. und 2. Semester im Bereich
"Algebra und Geometrie" vor, dass die Schilerinnen und Schiler lineare Gleichungssysteme in
Matrizenform angeben konnen. Im Lehrstoff wird diese zu lernende Fertigkeit fur den 1. Jahr-
gang im 1. und 2. Semester im Bereich "Gleichungen und Ungleichungen™ nochmals kurz er-

wahnt®,

Im 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester tauchen die Matrizen sowohl in der Bildungs- und
Lehraufgabe als auch im Lehrstoff wieder auf®®. Die Bildungs- und Lehraufgabe lautet wie
folgt:

"Die Schilerinnen und Schiler kdnnen im Bereich Matrizen und Stochastik

- den Begriff Zufallsexperiment verstehen, die Wahrscheinlichkeit zufalliger Ereignisse mit
Hilfe der Definition fiir Wahrscheinlichkeiten nach Laplace bestimmen und die Additions-
und Multiplikationsregel anwenden;

- Daten strukturiert in Vektoren und Matrizen zusammenfassen sowie Berechnungen im

Fachgebiet durchfiihren und kennen den Begriff der Determinante und deren Bedeutung." %

Der Lehrstoff fur den 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester hat einen eigenen Punkt zu Matri-
zen in dem Folgendes steht:

"Bezeichnungen, Addition, Multiplikation, Multiplikation mit einer Zahl; Rechenregeln, Determi-

nante, lineare Gleichungssysteme in Matrizenform. "¢

8 Vgl. BMBF, Lehrplane fiir Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten, 31f.
8 Vgl. BMBF, Lehrplane fiir Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten, 35.
8 BMBF, Lehrplane fir Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten, 35.
57 BMBF, Lehrplane fir Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten, 35.
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Fachrichtungen der HOheren technischen und gewerblichen
Lehranstalten ohne weitere Inhalte zur Matrizenrechnung im

Lehrplan

Es gibt 14 Fachrichtungen der Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten, die — ab-
gesehen von den Inhalten im soeben behandelten allgemeinen Lehrplan — keine weiteren Inhalte
zum Thema Matrizen bzw. Matrizenrechnung im Lehrplan sowie in der Bildungs- und Lehr-

aufgabe vorgesehen haben.
Diese 14 Fachrichtungen sind die folgenden:

- Artand Design

- Bautechnik

- Chemieingenieure

- Elektronik und technische Informatik

- Elektrotechnik

- Gebdudetechnik

- Grafik- und Kommunikationsdesign

- Innenarchitektur und Holztechnologien

- Lebensmitteltechnologie — Getreide- und Biotechnologie
- Lebensmitteltechnologie — Lebensmittelsicherheit
- Mechatronik

- metallische Werkstofftechnik

- Wirtschaftsingenieure — Bekleidungstechnik

- Wirtschaftsingenieure — Textiltechnik®®

8 Vgl. BMBF, Lehrplane fur Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten.
Fir den Lehrplan der Ho6heren technischen Lehranstalt fir Art and Design siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1l_262/CO0 2026 100 2 1135480.pdfsig> (27. Juli 2019).
Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fiir Bautechnik siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Do
kumente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_262/CO0O_2026_100 2 1135481.pdfsig> (27. Juli 2019).
Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir  Chemieingenieure  siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_262/COO_2026_100 2 1135483.pdfsig> (27. Juli 2019).
Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir Elektronik und technische Informatik siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_262/COO_2026_100 2 1135484.pdfsig> (27. Juli 2019).
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Fachrichtungen der HoOheren technischen und gewerblichen
Lehranstalten mit weiteren Inhalten zur Matrizenrechnung im

Lehrplan

Es gibt 14 Fachrichtungen der Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten, die zu-
sétzlich zu den Inhalten im allgemeinen Lehrplan in ihren jeweils eigenen Lehrpldnen nochmals

Matrizen beinhalten.
Diese 14 Fachrichtungen sind die folgenden:

- Biomedizin- und Gesundheitstechnik
- Flugtechnik

- Informatik

- Informationstechnologie

- Kunststofftechnik

- Maschinenbau

Fir den  Lehrplan der Hoheren technischen  Lehranstalt  fur  Elektrotechnik  siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1I_262/CO0 2026 100 2 1135485.pdfsig> (27. Juli 2019).

Fir den Lehrplan der Hoheren technischen  Lehranstalt fur  Gebaudetechnik  siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1I_262/CO0 2026 100 2 1135487.pdfsig> (27. Juli 2019).

Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir Grafik- und Kommunikationsdesign siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_262/COO_ 2026 100 2_1135488.pdfsig> (27. Juli 2019).

Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fur Innenarchitektur und Holztechnologien siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1I_262/CO0O 2026 100 2 1135491.pdfsig> (27. Juli 2019).

Fir den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fiir Lebensmitteltechnologie — Getreide- und Biotech-
nologie siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1I_262/CO0 2026 100 2 1135493.pdfsig> (27. Juli 2019).

Fir den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir Lebensmitteltechnologie - Lebensmittelsicherheit
siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_262/CO0 2026 100 2_1135494.pdfsig> (27. Juli 2019).

Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir Mechatronik siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Do
kumente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_262/CO0O_2026_100_2_1135496.pdfsig> (27. Juli 2019).

Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fiir metallische Werkstofftechnik siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1l_262/CO0 2026 100 2 1135499.pdfsig> (27. Juli 2019).

Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fur Wirtschaftsingenieure — Bekleidungstechnik siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1l_262/CO0O 2026 100 2 1135501.pdfsig> (27. Juli 2019).

Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fur Wirtschaftsingenieure — Textiltechnik siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1I_262/CO0O 2026 100 2 1135507.pdfsig> (27. Juli 2019).
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- Medien

- Medieningenieure und Printmanagement

- Metallurgie und Umwelttechnik

- Wirtschaftsingenieure — Betriebsinformatik
- Wirtschaftsingenieure — Holztechnik

- Wirtschaftsingenieure — Logistik

- Wirtschaftsingenieure — Maschinenbau

- Wirtschaftsingenieure — technisches Management

Unter diesen 14 Fachrichtungen gibt es nur zwei Auspragungsarten von zusatzlichen Inhalten

zu Matrizen:

Die erste Auspragungsart beinhaltet im 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester sowohl in der
Bildungs- und Lehraufgabe als auch im Lehrplan zusétzliche Inhalte zu Matrizen. Die Bil-
dungs- und Lehraufgabe hat hierbei einen eigenen Bereich "Matrizen”, in dem Folgendes ge-

schrieben steht:

"Die Schiilerinnen und Schiiler konnen [ ...] Matrizen als Operatoren von Abbildungen im zwei- und
dreidimensionalen Raum interpretieren, mit diesen anwendungsbezogen modellieren und operie-

ren."

Der Lehrstoff beinhaltet ebenfalls im 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester einen eigenen "Be-

reich Matrizen™ in dem folgende Punkte aufgezéahlt werden:

"Inverse Matrix, Matrizen als Operatoren von Abbildungen, homogene Koordinaten, Anwendungen

aus der Fachtheorie."

Ansonsten gibt es keine weiteren Verweise auf Matrizen, weder in der Bildungs- und Lehrauf-
gabe noch im Lehrstoff. Die Fachrichtungen Biomedizin- und Gesundheitstechnik, Informatik

sowie Informationstechnologie gehdren zu dieser ersten Auspragungsart®®.

8 Fir den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir Biomedizin- und Gesundheitstechnik siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_262/COO_2026_100 2 1135482.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 34.
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Die zweite Auspragungsart hat in Bezug auf Matrizen nur eine kleine Ergdnzung zum allge-
meinen Lehrplan, ndmlich, dass in der Bildungs- und Lehraufgabe steht, dass die Schilerinnen
und Schiler zu einem spateren Zeitpunkt als im bereits behandelten allgemeinen Lehrplan
nochmals auf Gleichungssysteme in Matrixform zurtickkommen, diese dann aber mithilfe der
inversen Matrix I6sen konnen sollen. Im Lehrstoff kommt lediglich der Begriff "Inverse Mat-
rix" als zusétzlicher Inhalt im "Bereich Algebra und Geometrie” hinzu. Diese Inhalte sind fur
die zwei Fachrichtungen Medien sowie Medieningenieure und Printmanagement bereits im 3.
Jahrgang im insgesamt 5. Semester vorgesehen’®. Dieselben Inhalte sind fiir die Fachrichtungen
Flugtechnik, Kunststofftechnik, Maschinenbau, Metallurgie und Umwelttechnik, Wirtschaft-
singenieure — Betriebsinformatik, Wirtschaftsingenieure — Holztechnik, Wirtschaftsingenieure
— Logistik, Wirtschaftsingenieure — Maschinenbau sowie Wirtschaftsingenieure — technisches
Management erst im 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester vorgesehen. Ansonsten gibt es keine

weiteren Verweise auf Matrizen, weder in der Bildungs- und Lehraufgabe, noch im Lehrstoff’?,

Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir Informatik siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_262/CO0O 2026 100 2 1135489.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 7f.
Fir den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fiir Informationstechnologie siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_262/CO0 2026 100 2 1135490.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 12.

0 Firr den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir Medien siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1l_262/CO0 2026 100 2 1135497.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 6.
Fir den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir Medieningenieure und Printmanagement siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_262/CO0 2026 100 2 1135498.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 5.

" Fir den  Lehrplan der  Hoheren  technischen  Lehranstalt  fir  Flugtechnik  siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_262/CO0 2026 100 2 1135486.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 6.
Fir den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir  Kunststofftechnik  siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1I_262/CO0 2026 100 2 1135492.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 6.
Fir den Lehrplan der Hoheren technischen  Lehranstalt  flir  Maschinenbau  siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1I_262/CO0 2026 100 2 1135495.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 11.
Fir den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fur Metallurgie und Umwelttechnik siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_262/CO0 2026 100 2 1135500.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 7.
Fir den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir Wirtschaftsingenieure — Betriebsinformatik siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_262/CO0 2026 100 2 1135502.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 7.
Fur den Lehrplan der Héheren technischen Lehranstalt fiir Wirtschaftsingenieure — Holztechnik siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 11_262/CO0O 2026 100 2 1135503.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 8.
Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fir Wirtschaftsingenieure — Logistik siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA 2015 1I_262/CO0 2026 100 2 1135504.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 7.
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Vergleich der Lehrplane

Die behandelten Schultypen in diesem Kapitel waren die allgemein bildenden héheren Schulen
(AHS), die Bildungsanstalten flr Elementarpadagogik (BAfEP), die Bildungsanstalten flir So-
zialpadagogik (BASoP), die Handelsakademien (HAK), die humanberuflichen Schulen und
schlieRlich die Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten.

Von diesen sechs Schultypen gab es im AHS-Bereich die wenigsten Inhalte zur Matrizenrech-
nung, da Matrizenrechnung im reguldren Unterricht ohnehin nicht im Lehrstoff steht. Auler-
dem konnte laut Lehrplan Matrizenrechnung auch im Rahmen zusétzlicher Mathematik-Unter-
richtseinheiten (Wahlpflichtfach Mathematik) weggelassen werden, da es sich nur um einen
Vorschlag, aber keine Verpflichtung handelt.

Die BAfEP und BASoP haben zwar fur alle Schilerinnen und Schiller Matrizen als Lehrstoff
im 3. Jahrgang deklariert, jedoch fehlen jedwede Angaben, was genau gemacht werden soll
bzw. wie tief die Inhalte zu Matrizen gehen sollen.

HAK, humanberufliche Schulen und Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten haben
in Bezug auf das Thema Matrizen alle im Lehrplan die Matrizenschreibweise. Beim Schultyp
HAK kommt dies im 2. Jahrgang im insgesamt 3. Semester vor, die humanberuflichen Schulen
behandeln diesen Punkt im 2. Jahrgang im insgesamt 4. Semester (bzw. im 3. Jahrgang im
insgesamt 5. Semester bei den Hoheren Lehranstalten fuir Tourismus) und die Hoheren techni-
schen und gewerblichen Lehranstalten lehren die Matrizenschreibweise bereits im 1. Jahrgang,

also von allen untersuchten Schultypen am friihesten.

Addition, Subtraktion und Multiplikation von Matrizen sind ebenfalls fir alle diese drei Schul-
typen verpflichtend, obwohl dies fir HAK und humanberufliche Schulen nur mithilfe von
Technologieunterstiitzung gemacht werden muss. Auch diese Punkte kommen beim Schultyp

HAK bereits im 2. Jahrgang im insgesamt 3. Semester und bei den humanberuflichen Schulen

Fur den Lehrplan der Hoheren technischen Lehranstalt fiir Wirtschaftsingenieure — Maschinenbau siehe:
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku

mente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_262/COO_2026_100 2_1135505.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 7.

Fur den Lehrplan der Héheren technischen Lehranstalt fiir Wirtschaftsingenieure — technisches Management
siehe: <https://www.ris.bka.gv.at/Doku
mente/BgblAuth/BGBLA_2015_11_262/COO_2026_100 2 1135506.pdfsig> (28. Juli 2019), hier 7.
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im 2. Jahrgang im insgesamt 4. Semester (bzw. im 3. Jahrgang im insgesamt 5. Semester bei
den Hoheren Lehranstalten fur Tourismus) vor. Es ist etwas tberraschend, dass diese Grund-
rechnungsarten mit Matrizen in den Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten erst

im 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester gelehrt werden.

Des Weiteren ist die Anwendung der Matrizenrechnung auf jeweils schulspezifische Aufga-
benstellungen im Lehrplan von HAK ebenfalls bereits im 2. Jahrgang im insgesamt 3. Semester,
in den humanberuflichen Schulen erst im 5. Jahrgang im insgesamt 9. Semester und bei den
Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten mit zusatzlichen Inhalten in der ersten
Auspragungsart im 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester zu finden. Somit sind die Anwendun-
gen im Lehrplan von HAK bereits vergleichsweise friih, was dadurch zu erklaren ist, dass der
gesamte Lehrstoff zu Matrizen nur in einem einzigen Semester stattfindet und auch nicht spater
nochmals quasi zur Auffrischung wiederholt wird. Bei den humanberuflichen Schulen und den
Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten wirken die Anwendungen durch ihr ver-
gleichsweise spateres Aufkommen im Lehrplan wie eine Art Wiederholung des Themas Mat-
rizen. Es ware von Interesse, welcher dieser beiden Wege zu mehr Verstandnis und Motivation
bei den Schilerinnen und Schilern fuhrt. Einerseits mag es gut sein, wenn man gleich im An-
schluss an die Theorie zur Matrizenrechnung Anwendungen ebendieser kennenlernt so wie im
Lehrplan der HAK vorgesehen, andererseits kann es auch gut sein, wenn sich der gesamte Lehr-
stoff zum Thema Matrizen auf mehrere Jahrgénge verteilt und gegen Ende der Schullaufbahn

nochmals wiederholt wird.

Die Darstellung von linearen Gleichungssystemen in Matrizenform ist nur bei HAK (2. Jahr-
gang, insgesamt 3. Semester) und Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten
(1. Jahrgang) im Lehrplan zu finden, bei den humanberuflichen Schulen kommt dieser Inhalt
nicht vor. Im Lehrplan der HAK ist sogar vom technologieunterstiitzten Losen linearer Glei-
chungssysteme in Matrizenform die Rede, wohingegen der Lehrplan der Héheren technischen
und gewerblichen Lehranstalten das Losen im allgemeinen Lehrplan nicht explizit erwéhnt. Es
kann hier eher davon ausgegangen werden, dass das Ldsen nicht mitgemeint ist, da bei einigen
Fachrichtungen (siehe alle Fachrichtungen mit weiteren Inhalten zur Matrizenrechnung) der
Begriff der inversen Matrix im 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester (auf3er bei den Fachrich-
tungen Medien sowie Medieningenieure und Printmanagement, dort bereits im 3. Jahrgang im
insgesamt 5. Semester) auftaucht bzw. explizit steht, dass lineare Gleichungssysteme in Matri-
zenform mithilfe der inversen Matrix geldst werden konnen sollen. Auch die Berechnung der

inversen Matrix ist fur die HAK nur mithilfe von Technologieunterstiitzung im 2. Jahrgang im
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insgesamt 3. Semester vorgesehen und fir die Hoheren technischen und gewerblichen Lehran-
stalten nur fur diejenigen Fachrichtungen mit weiteren Inhalten zur Matrizenrechnung im
4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester. Somit liegen die Darstellung von linearen Gleichungs-
systemen in Matrizenform und das Losen ebensolcher in den Hoheren technischen und gewerb-
lichen Lehranstalten zeitlich gesehen weit auseinander, wohingegen in der Schulform HAK
beides im selben Semester gemacht wird. Somit stellt sich wieder die Frage, welcher dieser
beiden Wege der bessere ist: Gleich alles machen oder spater darauf zuriickkommen und sozu-

sagen nochmals wiederholen.

Es gibt ein paar Inhalte zur Matrizenrechnung, die nur im Lehrplan der Hoheren technischen
und gewerblichen Lehranstalten vorkommen. Hierzu gehort vor allem der Begriff "Determi-
nante™ inklusive dessen Bedeutung im 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester. Bei den Fachrich-
tungen mit weiteren Inhalten zur Matrizenrechnung im Lehrplan des 4. Jahrgangs im insgesamt
8. Semester kommen noch Matrizen als Operatoren von Abbildungen sowie homogene Koor-

dinaten hinzu.

Insgesamt ist also festzuhalten, dass Matrizen in den Lehrplédnen der Hoheren technischen und
gewerblichen Lehranstalten im Vergleich zu den anderen behandelten Schulformen am meisten
Beachtung finden und deutlich mehr Inhalte zu Matrizen vorkommen als in allen anderen be-
trachteten Schultypen. Daflr kommen die meisten Inhalte erst im 4. Jahrgang im insgesamt 8.
Semester an den Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten vor, obwohl sogar schon
im 1. Jahrgang eine erste Anndherung an das Thema Matrizen stattfindet und sich der Lehrstoff
im Vergleich zu den anderen betrachteten Schultypen noch am meisten aufteilt, trotz dieser
Fulle an Inhalten im 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester. Selbst die Fachrichtungen ohne
weitere Inhalte zur Matrizenrechnung haben mehr Lehrstoff zum Thema Matrizen als alle an-
deren betrachteten Schultypen. Man kann also sagen, dass in den Héheren technischen und
gewerblichen Lehranstalten das Spiralprinzip angewendet wird. In den humanberuflichen
Schulen und im Schultyp HAK sind immerhin auch noch einige Inhalte zu Matrizen zu finden,
wobei alle Inhalte im Lehrplan der HAK nur im 2. Jahrgang im insgesamt 3. Semester kon-
zentriert sind und den Schiilerinnen und Schilern beigebracht werden, wohingegen in den hu-
manberuflichen Schulen die Inhalte etwas spater zum ersten Mal behandelt werden und dann
noch etwas spater wiederholt und vertieft werden. In den BAfEP und BASoP werden Matrizen
im 3. Jahrgang im insgesamt 6. Semester zumindest erwéhnt und im AHS-Bereich muss man
schon ein Wahlpflichtfach Mathematik und etwas Gliick haben, um etwas tber Matrizen zu

lernen.
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Matrizenrechnung in osterreichischen
Lehrbtchern

Da es fir AHS, BAfEP und BASOP laut Lehrplan (siehe vorangegangenes Kapitel) keine bzw.
kaum Inhalte zu Matrizen gibt, werden die Schulbticher dieser Schulformen in diesem Kapitel

Uberhaupt nicht betrachtet.

Sowohl fir die Handelsakademien als auch fur die humanberuflichen Schulen werden die je-

weiligen Schulbuchreihen der folgenden Verlage betrachtet und miteinander verglichen:

- Osterreichischer Bundesverlag (OBV)
- E. Dorner (Teil der Westermann Gruppe)
- Veritas Verlag

Fur die Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten wird nur die Schulbuchreihe "In-

genieur-Mathematik™ des E. Dorner Verlags untersucht.

Ausschlaggebend fur die Wahl dieser Schulbuchreihen bzw. dieser Verlage war vor allem, dass
die Schulbuchreihen auf dem neuesten Stand sind bzw. den aktuellen Lehrplanen entsprechen,
alle Schulblcher zumindest betreffs des Themas Matrizen online vollstandig jederzeit kostenlos

einsehbar sind und die weite Verbreitung dieser Schulbuchreihen in den Schulen.
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Vergleich der Lehrbucher der Handelsakademien

Wie bereits erwahnt werden in diesem Unterkapitel die Schulbuchreihen dreier Verlage mitei-
nander verglichen. Fiir den Osterreichischen Bundesverlag (OBV) ist dies die Schulbuchreihe
"Mathematik anwenden HAK 1-V", fiir den E. Dorner Verlag die Schulbuchreihe "Mathema-
tik & Wirtschaft 1-4 fir HAK" ("Mathematik & Wirtschaft 5 fur HAK" erscheint erst im Herbst
2020) und fur den Veritas Verlag die Schulbuchreihe "Angewandte Mathematik@HAK 1-5".
Es werden der allgemeine Aufbau und die Inhalte bewertet sowie die optische Gestaltung be-

schrieben.

Da auch im Lehrplan das Thema Matrizen in den Handelsakademien nur im 2. Jahrgang im
insgesamt 3. Semester vorkommt (siehe vorheriges Kapitel), sind Inhalte zu Matrizen in diesen
drei Schulbuchreihen ebenfalls nur in den Schulbiichern flr den 2. Jahrgang enthalten. Beim
OBV und beim Veritas Verlag werden Matrizen allerdings nochmals im letzten Jahrgang kurz

wiederholt’2,

Im Schulbuch "Mathematik anwenden HAK 11" ist das Kapitel "Matrizenrechnung™ in vier Un-
terkapitel unterteilt. Es beginnt mit "Rechnen mit Zeilen und Spalten”, geht danach lber zu den
Unterkapiteln "Matrizen" und "Rechnen mit Matrizen™ und endet mit "Lineare Gleichungssys-
teme in Matrizenform” und einer Zusammenfassung, welche sich insgesamt auf 40 Seiten er-
strecken. Das gesamte Buch umfasst 192 Seiten. Zum Aufbau ist festzuhalten, dass jedes Un-
terkapitel mit den jeweiligen Lernzielen beginnt, daraufhin folgt ein Einstiegsbeispiel und dann
kommen diverse Definitionen bzw. Rechenregeln. Abgerundet wird der Beginn eines Unterka-
pitels stets mit den jeweils notigen Befehlen fur den Technologieeinsatz von "GeoGebra®,
"EXCEL" und "TI Nspire". Innerhalb der Unterkapitel kommen immer wieder neue Begriffe,
Rechenregeln usw. stiickweise dazu, wobei hier der Aufbau wie am Beginn eines jeden Unter-
kapitels ist: Einstiegsbeispiel, Definitionen/Rechenregeln, ev. Technologieeinsatzbefehle und
Beispiele. Die Beispiele sind mit Schwierigkeitsstufen von 1 bis 3 in Form von ausgefullten

Balken gekennzeichnet und daneben stehen die jeweils angesprochenen Handlungskompeten-

2 \/gl. Franz Pauer, Martina Scheirer-Weindorfer, Andreas Simon, Heinz Stadler, Mathematik anwenden
HAK 'V (Wien 2018), hier 92 und 98-100. Vgl. Christiane Allerstorfer, Martin Kletzmayr, Michael Langer,
Angewandte Mathematik@HAK 5 (Linz 2018), hier 76f.
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zen in Form von Buchstaben: A (Modellieren und Transferieren), B (Operieren und Technolo-
gieeinsatz), C (Interpretieren und Dokumentieren) und D (Argumentieren und Kommunizie-

ren)’s.

Inhaltlich gesehen enthalt "Mathematik anwenden HAK I1" nur die wirklich wichtigen Begriffe.
Man merkt, dass der Fokus auf einer griindlichen Bearbeitung aller im Lehrplan vorgeschrie-
benen Inhalte liegt und auf Ausschweifungen verzichtet wird. Beispielsweise wird der Begriff
"Vektor" stets vermieden, stattdessen wird einfach von einer "Zeile", einer "Spalte"” oder einem
"n-Tupel” gesprochen und so wird die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor zu einer
"Zeile-Matrix-Multiplikation” bzw. einer "Matrix-Spalte-Multiplikation”. Des Weiteren kom-
men auch die Begriffe "Nullmatrix™ und "transponierte Matrix" nicht vor. Die Erklarungen zu
Begriffen, Rechenregeln usw. sind fur das Rechnen ohne Technologieeinsatz sehr gut verstéand-
lich, aber die Erklarungen fir den Technologieeinsatz sind duBerst kurz gehalten und kénnten
somit flr die Schulerinnen und Schler zu Problemen fiihren. Selbst wenn man die bereits voll-
stdndig durchgerechneten Beispiele wegldsst, bleiben noch ber 100 Beispiele zu Matrizen
uber, die die Schilerinnen und Schiiler selbst rechnen kénnen, wobei naturlich einige Beispiele
mehrere Unterpunkte haben bzw. &hnliche Beispiele mit anderen Zahlen in einer Beispielnum-
mer zusammengefasst sind (z. B. als "a" bis "f", wie in Schulbtichern tblich). Bei naherer Be-
trachtung der Haufigkeit der Handlungsbereiche fallt ein deutliches Ubergewicht an Aufgaben
aus dem Handlungsbereich B, also zum Operieren und Technologieeinsatz, auf. Dies liegt aber
wohl am Lehrplan fiir die Handelsakademien, der auch in seiner Formulierung den Operations-
aspekt am starksten hervorhebt. Aus dem Handlungsbereich D (Argumentieren und Kommuni-
zieren) wéren etwas mehr Beispiele wiinschenswert, allerdings muss auch Rucksicht darauf
genommen werden, dass solche Beispiele in einem Schulbuch viel Platz benétigen. Das Schul-
buch verschafft sich aber beztglich des Platzmangels etwas Abhilfe, indem es manche Inhalte

auf die Online-Erginzung auslagert™.

Farblich gesehen ist in der Schulbuchreihe "Mathematik anwenden HAK 1" die Farbe Tirkis
dominierend, lediglich Definitionen, Befehle fir den Technologieeinsatz und Rechengesetze

8 Vgl. Franz Pauer, Martina Scheirer-Weindorfer, Andreas Simon, Mathematik anwenden HAK Il (Wien
2015), hier 47-90.

" Vqgl. Franz Pauer, Martina Scheirer-Weindorfer, Andreas Simon, Mathematik anwenden HAK Il (Wien
2015), hier 47-90. Stellvertretend fiir die Beispiele in der Online-Erganzung siehe Beispiel 230 auf Seite 52.
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sind in ganz zarten Farbtdnen von gelb bzw. orange etwas vom Rest abgehoben. Auf fast jeder

Doppelseite sind Bilder mit jungen Erwachsenen zur Auflockerung eingestreut”.

Das Schulbuch "Mathematik & Wirtschaft 2 fur HAK" unterteilt das Kapitel *Matrizen™ in die
vier Unterkapitel "Grundlegendes (iber Matrizen", "Rechenoperationen mit Matrizen", "L&sen
von linearen Gleichungssystemen mithilfe von Matrizen™ und "Ein- und zweistufige Produk-
tion" und wird mit einer zusammenfassenden Mind-Map sowie den Inhalten der Bildungs- und
Lehraufgabe abgeschlossen. Insgesamt nimmt das Kapitel “Matrizen™ — genau wie dasjenige
vom OBV - vierzig Seiten ein. Das gesamte Buch umfasst 216 Seiten. Die einzelnen Unterka-
pitel sind wie folgt aufgebaut: Zu Beginn gibt es Erklarungen, Definitionen oder Rechenregeln,
benotigte Befehle fiir den Technologieeinsatz und vorgerechnete Beispiele, die bereits mehrere
verschiedene Begriffe, Rechenregeln und/oder Definitionen beinhalten. Erst nach einem sol-
chen Block an neuen Inhalten kommen erste Beispiele, die die Schilerinnen und Schiiler selbst
rechnen konnen bzw. sollen. Beispielsweise erstrecken sich die Erklarungen, vorgerechneten
Beispiele usw. im zweiten Unterkapitel "Rechenoperationen mit Matrizen™ vom Beginn des
Unterkapitels auf Seite 37 bis Seite 43 ohne ein einziges Beispiel zum selbststandigen Rechnen.
Dafiir folgt eine Doppelseite an Aufgaben, die alle diese Inhalte behandeln, um dann wieder
fast zwei ganze Seiten an Erklarungen und neuen Inhalten folgen zu lassen, die aber nur vier
weitere Beispiele (elf wenn man "a" bis "e" als flinf z&hlt) nach sich ziehen und danach endet
das Unterkapitel mit einer vierseitigen genauen Erklarung, wie man alle Inhalte des gesamten
Unterkapitels in "EXCEL", "GeoGebra" und "TI Nspire" eingibt. Insgesamt erstreckt sich das
zweite Unterkapitel also auf 15 Seiten, von denen insgesamt nur auf zweieinhalb Seiten Anga-
ben zu Aufgaben zum Selbstrechnen stehen, also durchschnittlich nur auf einem Sechstel pro
Seite. Das vierte Unterkapitel ist vom Aufbau her dhnlich: Es beginnt mit neun Seiten durch-

gehend nur Definitionen, vorgerechnete Beispiele, Erklarungen usw.’®.

"Mathematik & Wirtschaft 2 fur HAK" beinhaltet viel mehr Begriffe, Definitionen usw. als die
beiden anderen Schulbticher fur die HAK. "Mathematik & Wirtschaft 2 fiir HAK" versucht
maoglichst viele verschiedene Inhalte in das Kapitel "Matrizen™ zu quetschen und geht weit Gber

den Lehrplan sowie Uber die Bildungs- und Lehraufgabe — die beide vollstandig erftllt werden —

s Vgl. Franz Pauer, Martina Scheirer-Weindorfer, Andreas Simon, Mathematik anwenden HAK Il (Wien
2015), hier 47-90.

8 \/gl. Dieter Hebenstreit, Eva Prugger, Manfred Schwaiger, Susanne Teschl, Wolfgang Timischl, Mathema-
tik & Wirtschaft 2 fir HAK (Wien 2017), hier 29-68.
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hinaus, wobei es fast schon ironisch erscheint, dass eben diese auf der letzten Seite des Kapitels
genau aufgelistet werden. Beispielsweise kommen die folgenden Begriffe vor: Nullmatrix,
transponierte Matrix, Vektor, Zeilenvektor, Spaltenvektor, Skalarprodukt, Determinante (hier
nur um sagen zu kénnen, ob eine Matrix invertierbar ist) und Leslie-Matrix. Aber nicht nur
Begriffe, sondern auch andere nicht im Lehrplan enthaltene Inhalte sind Teil von "Mathema-
tik & Wirtschaft 2 fir HAK" wie zum Beispiel die geometrische Interpretation von Vektoren
oder die geometrische Interpretation der Addition von Vektoren bzw. der Multiplikation mit
einem Skalar. Die Erklarungen von Definitionen, Rechenregeln usw. fir das Rechnen ohne
Technologieeinsatz sind fiir Schilerinnen und Schiler eher schwer zu verstehen, da wohl mehr
Wert darauf gelegt wird, dass alles mathematisch korrekt formuliert ist, als dass alles mdglichst
verstandlich fiir Schiilerinnen und Schiiler erklart wird”’. Am Deutlichsten wird diese Kritik bei

der Erklarung der Matrizenmultiplikation, die genau wie folgt im Schulbuch erklart wird:

"Gegeben ist eine Matrix A vom Typ (m X p) und eine Matrix B vom Typ (p X n), die Spaltenzahl

von A ist also gleich der Zeilenzahl von B.
Dann kann ein Produkt A - B = C erklart werden, wobei C ebenfalls eine Matrix ist:

- Die Produktmatrix C = (cj) ist vom Typ (m X n)
Merkregel fur die Matrizenmultiplikation A - B: (m x p) - (p X n) = (m X n).
Die inneren Anzahlen mussen ibereinstimmen.
-G = A by Das Element c; der Matrix C ist dann das Skalarprodukt des
i-ten Zeilenvektors von A mit dem j-ten Spaltenvektor von B8 (Her-

vorhebungen im Original)

Es sind aber auch manche Inhalte von "Mathematik & Wirtschaft 2 fiir HAK" besonders positiv
hervorzuheben wie zum Beispiel die Erklarungen fiir den Technologieeinsatz, welche sehr aus-
fiihrlich sind, da nicht nur geschrieben steht, was man einzugeben hat, sondern deutlich mehr
Screenshots enthalten sind als in den anderen Schulbuchern fur die HAK. Die Erklarungen zum
Technologieeinsatz sind sehr Gbersichtlich aufgebaut und gleichen einer Schritt-fir-Schritt-An-
leitung. Z&hlt man die Unterpunkte der Beispiele nicht, so besteht das Kapitel "Matrizen" aus
insgesamt 67 Beispielen, von denen aber 20 bereits vollstandig im Buch vorgerechnet sind. Fir

die Schalerinnen und Schiler bleiben also 47 Aufgaben zum selbststdndigen Rechnen, was im

" \gl. Dieter Hebenstreit, Eva Prugger, Manfred Schwaiger, Susanne Teschl, Wolfgang Timischl, Mathema-
tik & Wirtschaft 2 fir HAK (Wien 2017), hier 29-68.

8 Dieter Hebenstreit, Eva Prugger, Manfred Schwaiger, Susanne Teschl, Wolfgang Timischl, Mathema-
tik & Wirtschaft 2 fir HAK (Wien 2017), 40.
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Vergleich zu "Mathematik anwenden HAK 1" sehr wenig wirkt. Nattrlich kann man dies auch
als ein Aufbegehren gegen einen Aufgaben-Drill sehen. Das Verhaltnis von bereits vorgerech-
neten Beispielen zu Beispielen zum selbststdandigen Rechnen ist mit 20 zu 47 im Schulbuch
"Mathematik & Wirtschaft 2 fir HAK" im Vergleich zu den beiden anderen Schulbtichern re-
lativ schwach zugunsten der Beispiele zum selbststandigen Rechnen ausgefallen. AbschlieRend
zum inhaltlichen Teil soll auch hier noch auf die Handlungsbereiche eingegangen werden. Wie
bei "Mathematik anwenden HAK 11" ist auch in "Mathematik & Wirtschaft 2 fir HAK" der
Handlungsbereich B, also Operieren und Technologieeinsatz, sehr haufig. "Mathema-
tik & Wirtschaft 2 fur HAK" enthélt allerdings sowohl im Vergleich zur Gesamtzahl an Bei-
spielen in "Mathematik & Wirtschaft 2 fur HAK" als auch im Vergleich zur Anzahl der Bei-
spiele aus dem Handlungsbereich D im Buch "Mathematik anwenden HAK I1" sehr viele Bei-

spiele aus dem Handlungsbereich D°.

Bezuglich der optischen Gestaltung im Buch "Mathematik & Wirtschaft 2 fir HAK" ist festzu-
halten, dass Definitionen, vorgerechnete Beispiele, Beispiele zum selbststandigen Rechnen, Zu-
satzinformationen und die Erklarungen zum Technologieeinsatz jeweils mit eigenen Farben
umrandet und hinterlegt sind. Bis auf die "Info+"-Kdésten und die Bereiche in denen Angaben
fiir Aufgaben zum eigenstandigen Rechnen stehen, zieht sich durch das ganze Buch immer eine
Randspalte. Im Kapitel "Matrizen" wird diese Randspalte allerdings sehr wenig genutzt. Es gibt
einige Seiten auf denen in der Randspalte Uberhaupt nichts steht (z. B. Seiten 57-59). Bilder

sind im Buch nicht allzu haufig vorhanden®°.

"Angewandte Mathematik@HAK 2" unterteilt das Kapitel "Matrizen™ in die vier Unterkapitel
"Matrizen — Rechteckige Zahlenanordnungen”, "Produktionsprozesse — Gozintographen™, "Li-
neare Gleichungssysteme und Matrizen" und "Input-Output-Modelle". Auf den letzten Seiten
des Kapitels "Matrizen" folgen vermischte Aufgaben, eine Seite "Sprache der Mathematik"
(hauptséchlich Typ-1-Aufgaben), danach wird das Thema Kryptologie kurz angeschnitten be-
vor mit einer eigenen Seite "Der Weg zur Reifeprifung” (enthalt alles was im Lehrplan in der
Bildungs- und Lehraufgabe steht bis auf die linearen Gleichungssysteme) das Kapitel "Matri-

zen" abgeschlossen wird. Das Kapitel "Matrizen" beschrankt sich auf insgesamt 20 Seiten. Das

% Vgl. Dieter Hebenstreit, Eva Prugger, Manfred Schwaiger, Susanne Teschl, Wolfgang Timischl, Mathema-
tik & Wirtschaft 2 fir HAK (Wien 2017), hier 29-68.

8 Vgl. Dieter Hebenstreit, Eva Prugger, Manfred Schwaiger, Susanne Teschl, Wolfgang Timischl, Mathema-
tik & Wirtschaft 2 fir HAK (Wien 2017), hier 29-68.
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Buch umfasst 180 Seiten und ist somit das Kiirzeste der drei verglichenen Schulbiicher. Das
gesamte Buch beruht auf einem Doppelseitenprinzip, d. h. meist sind auf der linken Seite neue
Begriffe, Definitionen, Eingabehilfen fur "GeoGebra" und "Ti-8x", Rechenregeln usw. und auf
der rechten Seite Beispiele zum eigenstandigen Rechnen. Es gibt auch ein paar vorgerechnete
Beispiele, die meistens auf der linken Seite zu finden sind. Die jeweilige Schwierigkeit der
Beispiele wird mithilfe von ein bis drei Unterstrichen unterhalb der Aufgabennummer angege-
ben und darunter befinden sich die Kompetenzbereiche (A, B, C, D), die die jeweiligen Aufga-

ben ansprechen sollen.8

Aus inhaltlicher Sicht ist "Angewandte Mathematik@HAK 2" gut auf den Lehrplan abge-
stimmt. Obwohl das Kapitel "Matrizen™ in "Angewandte Mathematik@HAK 2" mit 20 Seiten
nur halb so lang ist wie in den beiden anderen Schulbiichern, enthélt es alle im Lehrplan veran-
kerten Inhalte und hat dabei sogar noch zwei Seiten dem Thema "Kryptologie" gewidmet. Be-
vor mit den "vermischten Aufgaben™ die Wiederholungsaufgaben beginnen, werden auf nur
zwolIf Seiten alle relevanten Inhalte gelehrt. Die Erklarungen zu Inhalten ohne Technologieein-
satz sind gut versténdlich, da hierbei auch oft Farben gut eingesetzt werden, um die Verstand-
lichkeit zu erhéhen. Ein inhaltlicher Nachteil von "Angewandte Mathematik@HAK 2" ist al-
lerdings, dass die Eingaben fir den Technologieeinsatz nur fir "GeoGebra" und "Ti-8x" vor-
handen sind und dies auch nur &uferst sparlich und somit vielleicht fir Schilerinnen und Schii-
ler nicht immer leicht verstandlich. Durch das Doppelseitenprinzip kommen nicht zu viele Be-
griffe auf einmal vor wie es bei "Mathematik & Wirtschaft 2 fir HAK" war, sondern es werden
wie bei "Mathematik anwenden HAK 11" schrittweise neue Inhalte hinzugefiigt, auch wenn die
Unterkapitel "Produktionsprozesse — Gozintographen™ und "Input-Output-Modelle™ jeweils auf
einer Doppelseite vollstandig abgehandelt werden. Diese Inhalte sind aber trotzdem gut ver-
standlich. "Angewandte Mathematik@HAK 2" liegt bezuiglich der Anzahl der eingefiihrten Be-
griffe und Konzepte ungefahr in der Mitte zwischen den beiden anderen Schulblchern. Im Ge-
gensatz zu "Mathematik anwenden HAK 11" vermeidet es nicht die Begriffe Vektor, Zeilenvek-
tor, Spaltenvektor, Leontief-Inverse sowie transponierte Matrix, allerdings wird keine geomet-
rische Interpretation von Rechenoperationen mit Vektoren oder das Skalarprodukt eingefuhrt
wie es bei "Mathematik & Wirtschaft 2 fur HAK" der Fall war. Das Schulbuch "Angewandte

Mathematik@HAK 2" bietet auflerdem hin und wieder kleine Eselsbriicken wie z. B. "zuerst

81 \qgl. Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HAK 2 (Linz
32019), hier 29-48.
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Zeilen, spater Spalten”. Ein wahres Alleinstellungsmerkmal von "Angewandte Mathema-
tik@HAK 2" sind die zwei Aufgaben auf Englisch, die sich am Ende der sogenannten "ver-
mischten Aufgaben™ befinden. Uberhaupt kann man die vermischten Aufgaben als eine Art
Wiederholungskapitel betrachten, genau wie die Seite "Der Weg zur Reifeprifung”. Des Wei-
teren ist aulRerst positiv zu bewerten, dass man sich bei vielen Aufgaben die Miihe gemacht hat,
fir Abwechslung zu sorgen: Es ist nicht immer von Rohstoffen 1-5, Zwischenprodukten 1-3
und Endprodukten 1-3 zu lesen, sondern wie beispielsweise bei Aufgabe 2.49: Die Endprodukte
sind zwei Sorten Gugelhupf, die Zwischenprodukte sind heller und dunkler Teig und die Roh-
stoffe sind Eier, Mehl, Zucker usw. Insgesamt enthalt das Kapitel "Matrizen™ 63 Aufgaben, von
denen aber nur funf vorgerechnete Musterbeispiele sind. "Angewandte Mathematik@HAK 2"
enthalt somit fast gleich viele Aufgaben wie "Mathematik & Wirtschaft 2 fur HAK", enthalt
aber mehr Aufgaben zum eigenstandigen Rechnen der Schillerinnen und Schiler und das bei
halb so vielen Seiten wie "Mathematik & Wirtschaft 2 fir HAK". Der Handlungsbereich B ist
in "Angewandte Mathematik@HAK 2" auch sehr dominant, wohingegen die Handlungsberei-

che A, C und D untereinander relativ ausgeglichen in den Aufgaben vorkommen®,

Aus optischer Sicht tragt das Doppelseitenprinzip in "Angewandte Mathematik@HAK 2" sehr
stark zur Ubersichtlichkeit bei. Die dominierende Farbe ist griin, da nur Definitionen und Satze
rosa, Tipps und Hinweise blau sowie die Seite "Der Weg zur Reifepriifung” teilweise orange
sind und sonst alles in grin gehalten ist. Farben werden im Inhaltsverzeichnis schon gut einge-
setzt, um die Inhalte fiir das dritte und das vierte Semester in jeweils eigenen Farben zu kenn-
zeichnen. Bilder bzw. Abbildungen sind nicht allzu haufig, aber wenn sie vorkommen dienen

sie meist dem Verstindnis der Aufgabenstellung und nicht allein der Auflockerung®.

Insgesamt gesehen muss man also sagen, dass die Frage nach dem am besten geeigneten Schul-
buch flir den eigenen Unterricht mit "Es kommt darauf an." zu beantworten ist. Wenn man den
Fokus auf den Technologieeinsatz legt, was auch im Lehrplan stark hervorgehoben wird, dann
ist das Schulbuch "Mathematik & Wirtschaft 2 fir HAK™ wohl heranzuziehen. Auch wenn man
den Schulerinnen und Schilern in der HAK maglichst viel tber Matrizen beibringen will, ist
"Mathematik & Wirtschaft 2 fir HAK" zu empfehlen. Mdchte man sich aber auf die Inhalte

82 \/qgl. Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HAK 2 (Linz
32019), hier 29-48.

8 Vql. Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HAK 2 (Linz
32019), hier 29-48. Fur das Inhaltsverzeichnis siehe 5.
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des Lehrplans beschréanken oder besser gesagt darauf konzentrieren, so sind die beiden anderen
Schulbiicher besser geeignet. "Angewandte Mathematik@HAK 2" wirkt in diesem Bezug wie
eine "Light-Version" von "Mathematik anwenden HAK II", da es weniger Beispiele beinhaltet
und weniger Seiten dem Thema "Matrizen" widmet. Mdchte man sich also auf die Inhalte des
Lehrplans fokussieren und dabei diese beim Thema "Matrizen™ moglichst viel Giben (Aufgaben-
Drill), so ist "Mathematik anwenden HAK 11" die beste Wahl. Des Weiteren ist die zusammen-
fassende Mind-Map in "Mathematik & Wirtschaft 2 fir HAK" eine &ul3erst gute Idee. Dadurch,
dass es in "Angewandte Mathematik@HAK 2" gut liberlegte Beispiele gibt, die sich nicht auf
Bezeichnungen wie "Rohstoffe 1-5" usw. beschranken, ist dieses Buch fir die Schilerinnen
und Schuler wohl etwas naher an ihrer eigenen Lebenswelt, was durchaus positiv zu bewerten
ist. Es ist also nicht leicht, sich fir ein Schulbuch bzw. eine Schulbuchreihe zu entscheiden und
bei einer solchen Entscheidung sind viele verschiedene Aspekte zu betrachten. Es sei hier noch-
mals betont, dass im Rahmen der Analyse dieser drei Schulblcher bzw. der drei Schulbuchrei-
hen nur Aufbau, Inhalte und Gestaltung zum Thema "Matrizen™ bzw. "Matrizenrechnung” in
der HAK betrachtet wurden, wo dieses Thema nur einen relativ kleinen Platz im funfjahrigen
Lehrplan einnimmt. Trotzdem konnten groRe und kleine Unterschiede in den Schulbiichern

festgestellt werden.
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Vergleich der Lehrbtcher fur die humanberuflichen

Schulen

Auch fir die humanberuflichen Schulen werden die Schulbuchreihen derselben drei Verlage
miteinander verglichen. Fiir den Osterreichischen Bundesverlag (OBV) ist dies die Schulbuch-
reihe "Mathematik anwenden HUM I-V*", fiir den E. Dorner Verlag die Schulbuchreihe "Ange-
wandte Mathematik 1-4 HUM" ("Angewandte Mathematik 5 HUM™" erscheint erst im Herbst
2020) und fir den Veritas Verlag die Schulbuchreihe "Angewandte Mathematik@HUM 1-5".

Zu Beginn sei gleich festgehalten, dass — egal welche dieser drei Schulbuchreihen betrachtet
wird — das Thema "Matrizen" bzw. "Matrizenrechnung™ immer nur im Schulbuch fiir den zwei-
ten Jahrgang vorkommt. Im Gegensatz zu den Lehrbichern fur die HAK gibt es somit in den
Schulbuchern fir die humanberuflichen Schulen keine Wiederholungskapitel bzw. Wiederho-
lungsaufgaben und auch nichts Neues zu Matrizen im Schulbuch fur den funften Jahrgang. Dies
ist etwas Uberraschend, da im Lehrplan fir den fiinften Jahrgang im insgesamt 9. Semester
"Schulartenspezifische Anwendungen im Wirtschaftsbereich” fir alle Arten von humanberuf-
lichen Schulen vorgesehen sind (siehe vorheriges Kapitel). AuBerdem ist es etwas merkwirdig,
dass alle zweiten Teile der drei Schulbuchreihen auch fir die Hoheren Lehranstalten fir Tou-
rismus flr den 2. Jahrgang approbiert sind, obwohl laut Lehrplan der Hoheren Lehranstalten
fiir Tourismus das Thema "Matrizen" erst im 3. Jahrgang im insgesamt 5. Semester vorgesehen
ist, wie im Kapitel zu den Osterreichischen Lehrplanen hervorgehoben wurde.

Ein tiefgehender Vergleich der Lehrbiicher der humanberuflichen Schulen ist nicht sinnvoll, da
in allen drei Schulbiichern das Thema "Matrizen" jeweils genau gleich zu jenem Kapitel zu
Matrizen in den jeweiligen HAK-Schulbiichern ist. Die einzigen Verénderungen sind die Sei-
tenzahlen (nicht die Lange der Kapitel), da Matrizen in der HAK bereits fir das insgesamt 3.
Semester vorgesehen sind und fir die humanberuflichen Schulen (meist) fur das insgesamt 4.
Semester. Eine weitere kleine Anderung betrifft nur die Schulbiicher des OBV, da die Lehrbii-
cher fur die humanberuflichen Schulen farblich eher in Griin gehalten sind, wohingegen sie fiir

die HAK in Tirkis gehalten waren®,

8 \/qgl. fur die Lehrblcher der humanberuflichen Schulen:
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Trotzdem kann man die Schulbuicher mit dem Lehrplan fur die humanberuflichen Schulen ver-
gleichen. Der grofite Unterschied zwischen der Matrizenrechnung in HAK und in humanberuf-
lichen Schulen ist wohl, dass lineare Gleichungssysteme in Matrizenschreibweise sowie deren
Losung mithilfe von Umformung der Matrizen und Lésen mit Technologieunterstiitzung in den
humanberuflichen Schulen nicht im Lehrplan vorkommen, in der HAK aber schon. Des Wei-
teren werden Gozintographen im Lehrplan der HAK explizit erwéhnt, im Lehrplan der human-
beruflichen Schulen kann man héchstens davon sprechen, dass sie mitgemeint sind, wenn von
"einen Produktionsprozess ausgehend von Rohstoffen bis zu den Endprodukten grafisch dar-
stellen und zugehdrige Berechnungen mit Matrizen beschreiben und durchfuhren™ gesprochen
wird. Daher ist es etwas seltsam, dass auch in samtlichen Lehrbtichern fiir die humanberuflichen
Schulen dem Ld&sen von linearen Gleichungssystemen mithilfe von Matrizen ein eigenes Un-
terkapitel gewidmet ist. Nur das Schulbuch "Angewandte Mathematik@HUM 2" verweist be-
reits im Inhaltsverzeichnis (und dann spéater auf den entsprechenden Seiten) darauf, dass dieses
Unterkapitel fur die humanberuflichen Schulen als Erweiterungslehrstoffinhalt anzusehen ist.
Die beiden anderen Schulblcher haben keine derartigen Verweise darauf, dass es sich besten-

falls um Erweiterungsstoff handelt®.

Franz Pauer, Martina Scheirer-Weindorfer, Andreas Simon, Mathematik anwenden HUM Il (Wien 22016),
hier 91-130.
Dieter Hebenstreit, Eva Prugger, Manfred Schwaiger, Susanne Teschl, Wolfgang Timischl, Angewandte Ma-
thematik 2 HUM (Wien 22017), hier 147-186.
Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HUM 2 (Linz 32018),
hier 119-138.

8 Vgl. Franz Pauer, Martina Scheirer-Weindorfer, Andreas Simon, Mathematik anwenden HUM Il (Wien
22016), hier 91-130.
Dieter Hebenstreit, Eva Prugger, Manfred Schwaiger, Susanne Teschl, Wolfgang Timischl, Angewandte Ma-
thematik 2 HUM (Wien 22017), hier 147-186.
Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HUM 2 (Linz 32018),
hier 119-138 bzw. 5 fir das Inhaltsverzeichnis.
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Vergleich der Lehrbucher der H6heren technischen

und gewerblichen Lehranstalten

Fur die Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten wird nur die Schulbuchreihe "In-
genieur-Mathematik 1-4" betrachtet und deren Inhalte zu Matrizen mit den Lehrplanen der H6-
heren technischen und gewerblichen Lehranstalten verglichen. Obwohl die Schulbuchreihe nur
die Biicher 1 bis 4 beinhaltet, deckt sie alle funf Jahrgénge ab, da "Ingenieur-Mathematik 4" fir
den vierten und den flinften Jahrgang ist.

Da im Lehrplan fir den ersten Jahrgang der Hoheren technischen und gewerblichen Lehran-
stalten (egal welcher Fachrichtung) nur vorgeschrieben ist, dass Schilerinnen und Schiler li-
neare Gleichungssysteme in Matrizenschreibweise angeben kdnnen missen, nimmt die Matri-
zenrechnung im Schulbuch "Ingenieur-Mathematik 1" verstandlicherweise auch nur wenig
Platz ein. Die Matrizenrechnung kommt nur im Kapitel "lineare Gleichungssysteme™ vor und
ist dort auch eher eine Randerscheinung. Wahrend sich das gesamte Kapitel "lineare Glei-
chungssysteme™ (iber 29 Seiten erstreckt, nehmen die Erklarungen und Beispiele zu Matrizen
insgesamt etwa drei Seiten davon ein. Es gibt zwei vorgerechnete Aufgaben, die Matrizen be-
inhalten, sowie flinf Aufgaben zum eigenstandigen Rechnen mit Matrizen, wobei nur das Auf-
stellen eines Gleichungssystems mithilfe von Matrizen und Vektoren sowie das Umschreiben
eines Systems von linearen Gleichungen in Matrizenschreibweise und umgekehrt gemacht wer-
den. Es wird also in "Ingenieur-Mathematik 1" nichts tiber den Lehrplan hinausgehend gelehrt.
Bezuglich der Verstandlichkeit in "Ingenieur-Mathematik 1" ist anzumerken, dass man fr li-
neare Gleichungen in Matrizenschreibweise Vektoren bendétigt. Das Kapitel zur "Vektorrech-
nung" befindet sich im Schulbuch aber erst (direkt) nach dem Kapitel zu "linearen Gleichungs-
systemen”, weshalb schon hier ein Vorgriff auf Vektoren gemacht werden muss. Es stellt sich
die Frage, warum nicht einfach das Kapitel "Vektorrechnung"” vor dem Kapitel "lineare Glei-
chungssysteme" im Buch gereiht ist. Natlrlich kann jede Lehrperson selbst entscheiden, in wel-
cher Reihenfolge die Kapitel abzuarbeiten sind, aber es wére vielleicht besser, wenn zuerst das
Kapitel "Vektorrechnung™ gemacht wirde und dann erst das Kapitel “lineare Gleichungssys-

teme", damit man sich diesen Vorgriff auf die vollig neuen noch unbekannten Vektoren spart®.

8 \gl. Gerald Kaiser, Wolfgang Timischl, Ingenieur-Mathematik 1 (Wien 2017), hier 265-293.
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Im Lehrplan fiir den zweiten Jahrgang der Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstal-
ten (egal welcher Fachrichtung) findet man — wie bereits im vorangegangenen Kapitel klarge-
macht wurde — keine Inhalte zu Matrizen bzw. Matrizenrechnung. Es ist deshalb nicht verwun-
derlich, dass im Schulbuch "Ingenieur-Mathematik 2" keine Inhalte zu Matrizen zu finden

sind®’,

Das Schulbuch "Ingenieur-Mathematik 3" beinhaltet im Vergleich zu den anderen Biichern die-
ser Reihe mit Abstand die meisten Inhalte zu Matrizen. In "Ingenieur-Mathematik 3" wird Mat-
rizen ein eigenes Kapitel mit insgesamt 31 Seiten gewidmet. Dieses Kapitel unterteilt sich in
die Unterkapitel "Definitionen”, "Rechnen mit Matrizen" und "Anwendungen”, wobei das
letzte Kapitel mehr Platz einnimmt als die beiden anderen Kapitel zusammen. Das erste Unter-
kapitel hat nur drei Seiten, die fast nur Erklarungen, Definitionen und vorgerechnete Beispiele
beinhalten und ein Beispiel (bzw. finf wenn man sie in ihrer Vielfachheit mit a-e zahlt) zum
eigenstandigen Rechnen. Dieses erste Unterkapitel fasst die wichtigsten Begriffe (Definition
einer Matrix, Gleichheit von Matrizen, Einheitsmatrix und transponierte Matrix) zusammen
und ist eine Mischung aus ein bisschen Wiederholung von den in "Ingenieur-Mathematik 1"
bereits gelehrten Begriffen und ein paar neuen Begriffen. Das zweite Unterkapitel beinhaltet
zunachst sechseinhalb Seiten Erklarungen, Definitionen und vorgerechnete Beispiele und da-
nach kommen 19 Beispiele (mit unterschiedlich vielen Unterpunkten) zum eigenstandigen
Rechnen. Es werden Addition, Subtraktion und Multiplikation von Matrizen, die Gultigkeit von
Rechengesetzen sowie das Berechnen der Inversen einer 2x2-Matrix und der Determinante von
2x2- und 3x3-Matrizen erklart. Hierbei sei erwéhnt, dass die Multiplikation von Matrizen ge-
nau gleich wie in den Schulbtichern fur HAK und humanberufliche Schulen erklart wird, also
als Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors mit dem j-ten Spaltenvektor um das Element mit In-
dex "jj" zu bekommen, was — wie bereits geschrieben — fur Schiilerinnen und Schuler vermutlich
nicht so leicht versténdlich ist. Das Unterkapitel zu den Anwendungen der Matrizenrechnung
beginnt mit dem bereits vertrauten Losen eines linearen Gleichungssystems in Matrizenschreib-
weise, wobei inverse Matrizen ab der GréRe 3x3 nur mithilfe von Technologieeinsatz zu be-
rechnen sind. Die zweite Anwendung sind ein- und zweistufige Produktionen, bei denen als
Angabe stets Tabellen und Gozintographen zu finden sind. Diese zweite Anwendung ist eigent-
lich auch im Schulbuch dieses Verlags fur die zweiten Jahrgange in HAK und humanberufli-
chen Schulen zu finden, nur ist diese Anwendung dort etwas ausfthrlicher (mehr vorgerechnete

Beispiele und mehr Beispiele zum selbststdndigen Rechnen). Die meisten Beispiele in diesem

87 Vgl. Gerald Kaiser, Wolfgang Timischl, Ingenieur-Mathematik 2 (Wien 2016).
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Unterkapitel von "Ingenieur-Mathematik 3" sind genau die gleichen (auch mit denselben Zah-
len) wie in den Schulbiichern fir die anderen beiden besprochenen Schularten, wenn auch teil-
weise grafisch etwas anders aufgearbeitete Tabellen und Gozintographen (aber mit denselben
Zahlen und Aufgabenstellungen) zu finden sind. Das dritte und letzte Unterkapitel zu den An-
wendungen in "Ingenieur-Mathematik 3" befasst sich mit Transformationen in der Computer-
grafik und beinhaltet auch homogene Koordinaten. Hierbei sind wieder zu Beginn des Unter-
kapitels sechseinhalb Seiten nur mit Erklarungen und vorgerechneten Beispielen zu finden und
anschlieend 14 Aufgaben (teilweise mit Unterpunkten). Insgesamt gesehen sind im Kapitel
"Matrizen" in "Ingenieur-Mathematik 3" von 69 Aufgaben 45 zum selbststandigen Rechnen.
Die meisten Aufgaben sind im Handlungsbereich B angesiedelt, was aber nicht verwundert, da
auch im Lehrplan dem Rechnen mit Matrizen viel Platz eingeraumt wird. Beztiglich der anderen
Handlungsbereiche sind die Bereiche A und C quasi mittelhaufig vertreten, aber auch der Hand-
lungsbereich D kommt nicht zu kurz®. Der Aufbau des gesamten Kapitels zu Matrizen in "In-
genieur-Mathematik 3" ist logisch nachvollziehbar. Das Unterkapitel zu den Anwendungen hat
mit eigentlich lediglich drei Anwendungen etwas Luft nach oben, da im Lehrplan fiir die Fach-
richtungen mit zusatzlichen Inhalten zur Matrizenrechnung der ersten Auspragungsart "Anwen-
dungen aus der Fachtheorie" gefordert werden. Es hatten beispielsweise Anwendungen aus der

Biomathematik oder der Wirtschaft eingeflochten werden kdnnen.

In "Ingenieur-Mathematik 4" ist der einzige Inhalt zu Matrizen auf einem Drittel einer Seite in
der sogenannten "Formelsammlung™ am Ende des Buches eine Zusammenfassung des Themas
Matrizen (Inverse einer 2x2-Matrix und lineare Gleichungssysteme in Matrizenschreib-

weise)®.

Die optische Gestaltung in der Schulbuchreihe "Ingenieur-Mathematik 1-4" gleicht fast derje-
nigen fir HAK und humanberufliche Schulen desselben Verlags, auch wenn Tabellen manch-
mal etwas anders grafisch aufbereitet sind. Der einzige groRe Unterschied ist, dass es in "Inge-
nieur-Mathematik 1-4" keine Randspalten gibt, wodurch diese Buchreihe in Bezug auf die

Male 3,5cm bei Lange und Breite jeweils einspart.

Insgesamt gesehen sind also die meisten Inhalte zu Matrizen in der Schulbuchreihe "Ingenieur-
Mathematik™ im Buch fir den dritten Jahrgang angesiedelt. Dies liegt wohl am Lehrplan, da

manche Fachrichtungen der Héheren technischen und gewerblichen Lehranstalten bereits im

8 Vgl. Gerald Kaiser, Wolfgang Timischl, Ingenieur-Mathematik 3 (Wien 2017), hier 151-181.
8 Vgl. Gerald Kaiser, Wolfgang Timischl, Ingenieur-Mathematik 4 (Wien 2018), hier 381.
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3. Jahrgang im insgesamt 5. Semester intensiv mit Matrizen arbeiten, obwohl die meisten Fach-
richtungen dieselben Inhalte erst im 4. Jahrgang im insgesamt 8. Semester vorgesehen haben
(siehe vorheriges Kapitel). Der Aufbau ist durch die ganze Schulbuchreihe hindurch in Bezug
auf das Thema Matrizen logisch nachvollziehbar. Im Gegensatz zu den Schulbiichern fir HAK
und humanberufliche Schulen desselben Verlags werden in der Schulbuchreihe "Ingenieur-Ma-
thematik™ keine tber den Lehrplan hinausgehenden Inhalte gelehrt. Der einzige grof3e Kritik-
punkt ist, dass mit Bezugnahme auf den Lehrplan — wie bereits erwéhnt — mehr verschiedene
Anwendungen bzw. Anwendungsbereiche wiinschenswert wéren, welche man vielleicht auch
ein bisschen auf die verschiedenen Fachrichtungen in den Hoheren technischen und gewerbli-

chen Lehranstalten abstimmen kdnnte.
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Anwendungen der Matrizenrechnung

Es ist klar, dass hier nicht alle Anwendungen der Matrizenrechnung vorgestellt werden kénnen.
Der Fokus liegt auf einfachen Anwendungen, die auch fur Schilerinnen und Schiiler verstand-
lich sein sollen bzw. sich in den vom Lehrplan vorgeschriebenen Lehrstoff als Anwendungen
einbauen lassen. Abgesehen von ein paar Begriffen und dem Konzept von Eigenwerten und
Eigenvektoren ist kein tber den Schulstoff hinausgehendes Wissen fur die hier angeflihrten
Anwendungen notwendig. Da Eigenwerte und Eigenvektoren einerseits zwar in ihrer reinen
Definition fiir Schulerinnen und Schiler etwas komisch wirken mdgen, werden sie und ihre
Bedeutung andererseits anhand der hier angefuihrten Anwendungen verstandlich(er) gemacht.
Auch wenn Eigenwerte und Eigenvektoren in keinem der Lehrpléne explizit angesprochen wer-
den, so kann man sie zum Beispiel in Zusatzeinheiten eines "freien Wahlfaches Mathematik"

lehren und vor allem anhand ihrer Anwendungen als bedeutend charakterisieren.

Insgesamt sind die hier vorgestellten Anwendungen, die zum Teil aus den bisher besprochenen
Schulbiichern stammen, dazu gedacht, in den eigenen Unterricht eingebaut werden zu kénnen,

sofern es die Zeit zulésst.

Die ausgewéhlten Anwendungen sollen mitunter auch zeigen, dass Matrizenrechnung in vielen
Bereichen des Lebens angewandt werden kann und keinerlei ein rein innermathematisches

Konzept ist.
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Spieltheorie®

In der Spieltheorie kbnnen Matrizen verwendet werden, um Sachverhalte einfach darzustellen.
Hierzu sei als Beispiel das bekannte Spiel "Schere, Stein, Papier" mithilfe einer sogenannten
Auszahlungsmatrix fiir Spieler A (unter Annahme, dass ein Sieg einen Gewinn von "1" bringt
und eine Niederlage einen Verlust von "1" bedeutet) dargestellt:

Auszahlungsmatrix fir Spieler A | Spieler B
Schere Stein Papier

Spieler A Schere 0o -1 1
Stein 1 0 -1
Papier -1 1 0

Die Wahl von Spieler A entscheidet, welche Zeile der Auszahlungsmatrix betrachtet werden
muss und die Wahl von Spieler B entscheidet, welche Spalte der Auszahlungsmatrix betrachtet
werden muss. Dies heiflt beispielsweise, wenn Spieler A "Schere™ und Spieler B "Papier”
nimmt, dann gewinnt Spieler A "1" (einen Euro, einen Punkt, einen Schokoladeriegel, eine
Einheit,...). Um die Auszahlungsmatrix fiir Spieler B zu erhalten, muss man obige Matrix mit

dem Skalar —1 multiplizieren:

Auszahlungsmatrix fur Spieler B | Spieler B
Schere Stein Papier

Spieler A Schere 0 1 -1
Stein -1 0 1
Papier 1 -1 0

Hierbei entscheidet wieder die Wahl von Spieler A, welche Zeile der Auszahlungsmatrix zu
betrachten ist und die Wahl von Spieler B, welche Spalte der Auszahlungsmatrix zu betrachten
ist. Um bei obiger Auswahl zu bleiben, also Spieler A wahlt "Schere™ und Spieler B "Papier",

bedeutet dies aus Sicht von Spieler B einen Verlust von "1".

% vgl. Markus Wessler, Entscheidungstheorie. Von der klassischen Spieltheorie zur Anwendung kooperativer
Konzepte (Wiesbaden 2012), hier 18f. sowie 24-26. Im Folgenden zit. als Wessler, Entscheidungstheorie.

Seite 53 von 120



Nun kann man noch eine kleine, auch relativ bekannte Erweiterung von "Schere, Stein, Papier"
analysieren, ndmlich mittels der zusatzlichen Maoglichkeit "Brunnen™. Die Auszahlungsmatrix

fur Spieler A séhe dann wie folgt aus:

Auszahlungsmatrix fir Spieler A | Spieler B
Schere Stein Papier Brunnen

Spieler A Schere 0o -1 1 -1
Stein 1 0o -1 -1
Papier -1 1 0 1
Brunnen 1 1 -1 0

Die Auszahlungsmatrix flr Spieler B ware wieder die Multiplikation dieser Matrix mit dem
Skalar —1. Man kann nun anhand dieser Auszahlungsmatrix das Spiel mit der Erweiterung
"Brunnen” erneut analysieren und stellt dabei fest, dass — unabhangig davon was Spieler B
waéhlt — es flr Spieler A stets besser oder zumindest gleich gut ist "Brunnen™ anstatt "Stein™ zu
wahlen. Somit ware es fiir Spieler A besser, wenn er Stein nie wieder wahlt. Auch fur Spieler B
ware es aus dessen Sicht besser, nie wieder Stein zu wéhlen. Wenn nun beide sich somit quasi
einig sind, nie wieder Stein zu wahlen, kdme man zum Spiel "Schere, Brunnen, Papier" mit

folgender Auszahlungsmatrix flr Spieler A:

Auszahlungsmatrix fur Spieler A | Spieler B
Schere Brunnen Papier

Spieler A Schere 0 -1 1
Brunnen 1 0 -1
Papier -1 1 0

Diese Matrix sollte schon vertraut vorkommen, da es genau die gleiche Matrix wie zum Origi-

nalspiel "Schere, Stein, Papier" ist.
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Nahrwertangaben™

Die Multiplikation von Matrizen kommt in vielen verschiedenen Bereichen vor. Hier sei bei-

spielhaft die Berechnung von Nahrwertangaben vorgestellt:

Eine Unternehmerin produziert verschiedene Trockenfriichtemischungen. In den beiden nach-
folgenden Tabellen sind einerseits die Nahrwertangaben der einzelnen Zutaten und andererseits

die Zusammensetzung der drei produzierten Mischungen angegeben:

Tabelle 1 Cranberries | Marillen | Kiwis | Datteln
Eiweil} (in g/1009) 0,6 5,3 4,1 2,0
Kohlenhydrate (in g/100g) | 80,5 50,5 44,3 | 66,1
Fett (in g/100Q) 0,5 0,6 2,6 0,5
Energie (in g/1009) 339 249 251 | 285
Tabelle 2 Mischung 1 | Mischung 2 | Mischung 3
Cranberries (in %) | 10 0 25

Marillen (in %) 60 40 25

Kiwis (in %) 10 30 25

Datteln (in %) 20 30 25

Es sollen die N&hrwertangaben der drei Mischungen berechnet werden, indem man die Multi-

plikation der entstehenden Matrizen durchfthrt:

06 53
80.5 50.5
0.5 0.6
339 249

41 2.0
443 66.1
26 0.5
251 285

% Vgl. Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HAK 2 (Linz

32019), hier 32.

01 O

0.6 04
0.1 0.3
0.2 0.3

0.25
0.25
0.25
0.25

4.05
56
0.77

265.4 260.4
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Man kann nun das Ergebnis wieder in eine Tabelle umwandeln und sich tberlegen, was die

einzelnen Eintrage der Matrix bedeuten:

Tabelle 3 Mischung 1 | Mischung 2 | Mischung 3
Eiweil (in g/1009) 4,05 3,95 3
Kohlenhydrate (in g/100g) | 56 53,32 60,35

Fett (in g/100g) 0,77 1,17 1,05
Energie (in g/100Q) 265,4 260,4 281

Beispielsweise bedeutet der Eintrag 53,32, dass in 100 Gramm der Mischung 2 genau 53,32

Gramm Kohlenhydrate sind.
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Flugverbindungen®

Matrizenrechnung kann auch beim Thema Flugverbindungen angewendet werden. Angenom-
men es gibt drei Lander A, B und C und in Land A gibt es die beiden Flughafen a; und az, in
Land B gibt es die vier Flughafen by, b2, bz und bs und in Land C gibt es die drei Flughéafen cu,
2 und cs. Diese Flughafen sind durch diverse tagliche Direktfluge direkt oder tiber Umsteigen
miteinander verbunden. Man kann nun die taglichen Direktfliige von einem Flughafen in einem
Land zu einem Flughafen in einem anderen Land mithilfe von "Verbindungsmatrizen" angeben.
Die Matrix Vag gibt die taglichen Direktflige von Flugh&fen in Land A nach Flughafen in
Land B an, die Matrix Vgc jene taglichen Direktfliige von Land B nach Land C und die Matrix
Vac jene taglichen Direktflige von Land A nach Land C:

Vag | b1 b2 bs ba
a1 (2 0 1 0)
ar 1 1 3 2

Hierbei stehen die Abflugs-Flughafen (d. h. jene aus Land A) in den Zeilen, also in der ersten
Zeile die taglichen Flige, die von Flughafen a; abfliegen und in der zweiten Zeile die taglichen
Flige, die von Flughafen a abfliegen. In den Spalten stehen die Ankunftsflughéfen (d. h. jene
in Land B), also in der ersten Spalte die Fllge, die taglich in Flughafen b1 landen, in der zweiten
Spalte die Fllge, die taglich in Flughafen b2 landen usw. Somit bedeutet der Eintrag "3" in der
zweiten Zeile und dritten Spalte von Vag, dass es téglich drei Direktfliige von Flughafen a»

nach Flughafen bz gibt.

Die Matrizen Vgc (Abflug Land B in den Zeilen, Ankunft Land C in den Spalten) und Vac
(Abflug Land A in den Zeilen, Ankunft Land C in den Spalten) sehen wie folgt aus und sind

analog zu erklaren:

Ve Ci C2 C3
b1 3 00
b2 0 1 0
b3 1 2 4
b4 01 0

92 Vgl. Gerald Kaiser, Wolfgang Timischl, Ingenieur-Mathematik 3 (Wien 2017), 157.

Seite 57 von 120



Vac| C1 C2 C3

e (0o

Mdochte man nun beispielsweise wissen, wie viele tagliche Flige es von Land A nach Land C
gibt, so kann man einfach die Matrizen Vag und Vec miteinander multiplizieren (entspricht den
taglichen Fliigen mit einem Zwischenstopp in Land B) und dann die taglichen Direktfliige von
Land A nach Land C addieren, d. h. die Matrix Vac addieren:

oo =0 5 13

<

I

~

N

(e}

Uy

N O

—
O = O W
N O

oS H» OO

Aus dieser Matrix kann man nun ablesen, dass es beispielsweise taglich acht Flige von Flug-

hafen a1 nach Flughafen c: gibt oder téglich 13 Fliige von Flughafen a2 nach Flughafen ca.

Es handelt sich hier um ein vereinfachtes Modell. Es ist klar, dass man sich innerhalb eines
Tages wohl nicht immer aussuchen kann, mit welchem Flug man den Ort wechselt. Man muss
eventuell auch eine Ubernachtung einplanen, wenn man mit einem Flugzeug von Land A iber
Land B nach Land C fliegt.
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Computergrafik®

In der Computergrafik ist es oft nétig, die Ansicht von Figuren im R? oder im R zu veréndern.
Man denke beispielsweise an diverse Videospiele, bei denen man die Ansicht beliebig drehen
kann. Es gibt verschiedene Arten der Veranderung der Ansicht. Hierzu zahlen unter anderem
Drehungen, Spiegelungen, Stauchungen, Streckungen und Projektionen von Figuren. Diese un-
terschiedlichen Arten kann man mit einem (bergeordneten Begriff zusammenfassen, ndmlich
"Transformationen™. Es ist aber nicht unbedingt notwendig, stets das ganze Objekt einer Trans-
formation zu unterziehen. Will man zum Beispiel ein Dreieck drehen, so muss man nur dessen
Eckpunkte drehen. Im Folgenden seien die mit "~" gekennzeichneten Objekte (Punkte, Koor-
dinaten usw.) die bereits transformierten Objekte bzw. die Koordinaten dieser bereits transfor-

mierten Objekte.

Fir die Spiegelung eines Punktes im R? an der x-Achse muss man sich zunéchst iiberlegen, wie
diese Spiegelung seine Koordinaten verandert: ¥ = x, y = —y. Dies kann man zuné&chst in ein

lineares Gleichungssystem schreiben:

I:X=1x+0-y
I:y=0-x+(-1)-y

Dieses Gleichungssystem kann man aber auch gleich in Matrizenschreibweise schreiben:

Somit ist die Matrix ((1) _01) jene Matrix, die den Vektor (;) an der x-Achse spiegelt.

9 Vgl. Gerald Kaiser, Wolfgang Timischl, Ingenieur-Mathematik 3 (Wien 2017), 172-181. Einige Satze sind im
Schulbuch nicht vollstandig. Es fehlen oft einzelne Worte und dadurch ergeben sich unvollstdndige Sétze.
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Machte man einen Punkt P im R? um den Winkel ¢ im positiven Drehsinn um den Koordina-
tenursprung drehen, so steht zu Beginn der Aufgabe die Betrachtung von P und P in Polarko-

ordinaten an:
X cosay -~ X cos(a +
= ()-r G =)= (e o)
y sina y sin(a + ¢)
Nun kann man folgende Summensétze fir Sinus und Cosinus anwenden:

cos(a + @) = cosa - cos@ —sina - sing

sin(a + ¢) =sina -cos@ + cosa - sin ¢
Dies fiihrt zum folgenden linearen Gleichungssystem:

I:X=7r-cosa-cos@ —r-sina-singp =x-:cosp —y-sing

II:y =7r-sina-cos@ +r-cosa-sing =y-cos@ +x-singp =x-sing +y-cosg

Jetzt kann man dies wieder in Matrizenschreibweise formulieren:

(9?) _ (cosga — sin ga) _ <X)
y)  \sing cosg y

cos@p —sing

Die Matrix T = ( )
sing  cos¢

) wird als Drehmatrix fr eine Drehung des Punktes P = (;)

um den Winkel ¢ im Gegenuhrzeigersinn bezeichnet.

Méchte man nun ein Dreieck mit den Punkten 4 = (), B = ({),C = (5) um 90° im Gegen-
uhrzeigersinn drehen, so muss man — wie oben bereits erwahnt — nur dessen Eckpunkte um 90°

drehen. Zuerst berechnet man die Transformationsmatrix T:

= (Gmoor cosonn )= (1 )
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Dann kann man die Koordinaten der gedrehten Punkte berechnen:

= HG6)=0)
5= @)=
-0 D6)-G)

Das um 90° gedrehte Dreieck hat somit die Koordinaten 4 = (), 8 = (2),C = (7).

Maochte man obige Drehung wieder riickgangig machen, so muss man nur die Inverse berech-

nen:

Somit ergibt sich:

(5 o) ()= ()=
2% 0)(6)=(0) =2

Es gibt aber auch noch andere Transformationen wie zum Beispiel den Zoom im R? mit dem
Koordinatenursprung als Streckungszentrum: Beide Koordinaten eines Punktes werden mit
demselben Streckungsfaktor s > 0 multipliziert: ¥ = s+ x,y = s -y oder in Matrizenschreib-

weise:

5)=G 9-G)=C3)
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Damit ist die Matrix T = (8 2) die Transformationsmatrix fir das Zoomen. Ist 0 < s < 1,

dann wird die betrachtete Figur kleiner ("hinauszoomen™), ist s > 1, so wird die betrachtete

Figur groRer ("hineinzoomen™).

Eine zum Zoom &hnliche Transformation ist die Streckung im R? mit dem Koordinatenursprung
als Streckungszentrum. Der Unterschied zur Transformation Zoom ist, dass normalerweise
nicht beide Koordinaten eines Punktes mit demselben Faktor gestreckt bzw. gestaucht werden.
In x-Richtung wird mit dem Faktor sx und in y-Richtung mit dem Faktor sy gestreckt bzw.

gestaucht, d. h. ¥ = s, - x und ¥ = s,, - y. Die zugehorige Transformationsmatrix T sieht wie

folgt aus:

Nattrlich kann man auch mehrere Transformationen hintereinander ausfiihren. Mdchte man
.. . . 0 1 1 0 ;
beispielsweise das Quadrat mit den Eckpunkten A = (0),B = (;),C = (7), D = (3) zuerst in
x-Richtung um den Faktor 2 strecken und danach um 60° gegen den Uhrzeigersinn drehen, so
ist es besser, wenn man zuerst die beiden Transformationsmatrizen berechnet und dann diese

miteinander multipliziert:

Streckung in x-Richtung um den Faktor 2: T; = ((2) (1))

1 V3
cos 60° —sin 60°) | 2 2
|\ v3

Dann Drehung um 60° gegen den Uhrzeigersinn: T, = (sin 60°  cos 60°

1
2 2

e ot F)

Jeola i)

1
Tz'le \/2§
2

N[ =
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Somit lassen sich 4, B, C, D ganz einfach berechnen:

. [ 1 —? 1 1‘@ 0.13
¢= 7 1/'(1)2 i+l z(2.23)

2
A E
o= F)0-(F)-0m
2

Will man nun zuerst um 60° drehen und danach in x-Richtung um den Faktor 2 strecken, so

sieht die Transformationsmatrix wie folgt aus®*:

1 3
2 0 / 2 _g L -3
no )|y o TS
2 2
Somit lassen sich 4, B, C, D ganz einfach berechnen:
(L V3N 0y 0
A = " = =
V3 o1 (0) (o) 4
2 2
(1 =3\ 4 1 1
B={v3 1 '(0) - @) ~ (0.87)
2 2 2
(L V3 gy [1-V3) o073
C - =
V3 o1 (1 V3.1 ( 1.37 )
2 2 2 "2

% Im Schulbuch wurden hierbei die Indizes der beiden Transformationsmatrizen vertauscht, was fir Verwirrung
sorgen kann.
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An diesem Beispiel kann man auch sehen, dass die Multiplikation zweier Matrizen nicht kom-
mutativ ist, da verschiedene Werte fiir die transformierten Eckpunkte herauskommen. Dies
sollte aber auch aus der Anschauung klar sein, da es sehr wohl einen Unterschied macht, ob

man zuerst streckt und dann dreht oder umgekehrt.

Eine weitere wichtige Transformation im R? ist die Translation, also die Verschiebung. Leider

kann die Translation im Gegensatz zu allen bisherigen Transformationen nicht als Multiplika-
tion einer Matrix mit einem Vektor geschrieben werden. Als Beispiel diene ein Punkt P = (;)

der um a Einheiten in positiver x-Richtung und um b Einheiten in positiver y-Richtung ver-

schoben werden soll. Fur die Koordinaten des transformierten Punktes gilt dann:

I'X=x+a=1x+0-y+a
I'y=y+b=0:x+1-y+b

Maochte man dieses lineare Gleichungssystem in Matrizenschreibweise schreiben, so séhe es

wie folgt aus:

()= 9+

Man kann sich aber mithilfe von sogenannten homogenen Koordinaten helfen: Hierzu werden
die Koordinaten eines Punktes in der Ebene mit einer dritten Koordinate mit dem Wert 1 er-

ganzt. Die Punkte P bzw. P schreiben sich somit wie folgt:
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Die derart um eine dritte Koordinate erweiterten kartesischen Koordinaten werden als homo-
gene Koordinaten von P bzw. P bezeichnet. Die oben beschriebene Translation ldsst sich

dadurch wieder als Matrix-Vektor-Produkt schreiben:

0)-(a 3 2 0)-C1

Die dritte Koordinate hat hier fiir das Ablesen der kartesischen Koordinaten von P keine Be-

deutung.

Alle bisher behandelten Transformationen kdnnen ebenfalls fiir das Rechnen mit homogenen
Koordinaten erweitert werden, indem man eine dritte Zeile und eine dritte Spalte beiftigt, fur
die die Eintrage jeweils 0, 0, 1 sind:

cosp —sinp 0
z. B. Drehmatrix im R? mit homogenen Koordinaten: T = (sin(p cos @ O>
0 0 1

Somit kann man alle Transformationen, die hintereinander ausgefiihrt werden sollen, ganz ein-

fach miteinander verknupfen.

Als Beispiel sei hier wieder das obige Quadrat mit den Eckpunkten

gegeben, welches nun zuerst um 2 Einheiten in die positive y-Richtung verschoben und danach
in positiver x-Richtung um den Faktor 3 gestreckt werden soll. Die Transformationsmatrix mit

homogenen Koordinaten berechnet sich wie folgt:

3 00 1 0 0 3 00
T={0o 1 0)-(0 1 2|=({0 1 2
0 0 1 0 01 0 0 1
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Fiir den Punkt 4 ergibt sich:

63960

Also gilt A = (3) da die dritte Koordinate, also die 1 keine Bedeutung fiir das Ablesen hat, wie

bereits vorhin angemerkt.

Man kann nun aber auch alle transformierten Punkte auf einmal berechnen, indem man die
homogenen Koordinaten der urspriinglichen Punkte als Spalten einer Matrix schreibt und so

alle auf einmal transformiert:

3 0 0 0 1.1 0 0 3 3 0
01 2)1t0 0 1 1|=12 2 3 3
0 0 1 1 11 1 1 11 1

Somit ergeben sich die Koordinaten 4 = (3),B = (),C = (3),D = (3). Vertauscht man hier-
bei die beiden Transformationen, also streckt zuerst in positiver x-Richtung um den Faktor 3
und verschiebt danach in positiver y-Richtung um 2 Einheiten, so erhalt man dieselbe Trans-

formationsmatrix (und somit schlussendlich auch dieselben transformierten Koordinaten):

1 0 0 3 0 0 3 00
T={0o 1 2)-{0 1 0)J=({0 1 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Die Multiplikation ergibt hier also auch bei Vertauschung der beiden Matrizen dasselbe, was
bei Matrizen im Allgemeinen nicht gilt. Aus geometrischer Sicht spielt es keine Rolle, ob man

zuerst verschiebt und dann streckt oder umgekehrt.

Im R sind Transformationen aus mathematischer Sicht nicht anders zu behandeln als in der
Ebene, aul3er dass eine dritte Koordinate bzw. bei homogenen Koordinaten eine vierte Koordi-

nate hinzukommt. Als Beispiele dienen die folgenden Transformationen:
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Rotation um die x-Achse um den Winkel ¢ (ohne homogene Koordinaten):

1 0 0
T = (0 Cos @ —sin<p>

0 sing cosg

Spiegelung an der xy-Ebene (ohne homogene Koordinaten): T = (O 1
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Populationsentwicklung®

Bei vielen Tierarten tragen die Jungtiere nicht gleich im Jahr nach ihrer Geburt zur Arterhaltung
bei, sondern erst viel spater, so zum Beispiel auch bei den Silberméwen. Ein solcher Sachver-

halt lasst sich wie folgt beschreiben:

50 % der Jungtiere sind im folgenden Jahr immer noch Jungtiere. 30 % der Jungtiere sind im
folgenden Jahr erwachsen und kdnnen somit fiir Nachwuchs sorgen. 80 % der erwachsenen
Tiere sind im Folgejahr noch am Leben. Die heurige Anzahl an erwachsenen Tieren sorgt im
Folgejahr fiir die 1,2-fache Menge an Jungtieren, d. h. zum Beispiel 100 erwachsene Tiere im

ersten Jahr sorgen fur 120 neue Jungtiere im nachsten Jahr.

Diesen Sachverhalt kann man in eine — nach dem britischen Okologen P. H. Leslie benannte —

0.5 1.2
0.3 0.8

100 erwachsene Tiere gibt, kann man dies als Spaltenvektor schreiben und mit der Matrix P

Matrix P = ( ) schreiben. Nimmt man an, dass es im aktuellen Jahr 50 Jungtiere und

coeos (0.5 1.2\ 50 _ (145 : . .
multiplizieren: (0.3 0.8) (100) = ( 95 ) wonach die Anzahl der Jungtiere im Folgejahr

145 und die Anzahl der erwachsenen Tiere im Folgejahr 95 betrédgt. Man kann aber auch aus

aktuellen Zahlen die Anzahlen aus dem vorangegangenen Jahr berechnen, indem man folgen-

X
den Ansatz macht: (0'5 1'2) ( ) = ( 50) und dies 16st. Man konnte die inverse Matrix

03 08/ V¥ 100
- . .. . . . - M -1 _ 20 _30
berechnen und von links multiplizieren: Die inverse Matrix wére P~" = ( ) und
-7.5 125
L (XY _ (20 =30\ (50 _ (—2000 I )
somit ergabe sich (y) = (_7.5 12.5) (100) = ( 875 ) also keine sinnvolle Ldsung,

weshalb man sich fragt, warum in diesem Schulbuch das Beispiel mit diesen Zahlen gewéhlt

wurde.

% Vgl. Dieter Hebenstreit, Eva Prugger, Manfred Schwaiger, Susanne Teschl, Wolfgang Timischl, Mathema-
tik & Wirtschaft 2 fir HAK (Wien 2017), 55.
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Hill-Chiffre®

Bereits in der Antike haben Menschen geheime Botschaften an andere Menschen tbermittelt.
Lange Zeit Gber hat man Texte per Hand chiffriert und dechiffriert bis ungefahr ab der Zeit des
Ersten Weltkriegs Maschinen daftr erfunden und gebaut wurden. Heutzutage verwendet man
dafiir Computer. Es gibt verschiedene Moglichkeiten eine Nachricht zu verschlisseln, hier sei

lediglich die Hill-Chiffre vorgestellt, da sie auf dem Rechnen mit Matrizen basiert.

Jeder Buchstabe des Klartexts muss zuerst durch eine Zahl ersetzt werden, wie zum Bespiel
folgendermaflen: Der Buchstabe "A" wird durch die Zahl "0" ersetzt, "B" durch "1", ..., "Z"
durch "25". Da die verwendeten Zahlen von 0 bis 25 gehen, muss man modulo 26 rechnen.

Der Vorgang soll nun anhand eines Beispiels erklart werden. Man mdéchte das Wort "AFFE"

verschlusseln. Anhand der Zuordnung von gerade eben wird daraus 0 5 5 4. Als Schlissel

nimmt man eine invertierbare n x n-Matrix, beispielsweise (é ;

unterteilt man nun in Blocke der Lange n und schreibt diese als Spaltenvektoren, also hier im

). Die Zahlen des Klartexts

Beispiel als (2), (5). Zum Verschliisseln multipliziert man diese Vektoren mit der Schlissel-

matrix:

(5 3)(g)=(5)somie (5 5)-(3)=(37)

Die so erhaltene Zahlenreihe 5 15 14 11 wird wieder in Buchstaben umgewandelt: FPOL.

(1‘1‘) (mod 26)

Der entgegengesetzte VVorgang, also das Entschlisseln sei am selben Beispiel erkléart. Man er-

halt den Geheimtext FPOL und wandelt diesen zundchst wieder in Zahlen um, also in

% \/gl. Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HAK 2 (Linz
32019), 46f. Beim Entschlisseln wurde im Buch ein Fehler begangen: Die Multiplikation der Inversen der
Schlisselmatrix mit dem zweiten Vektor, also dem Vektor (1‘1‘) ergibt im Buch das Gleiche wie die Multipli-

kation der Inversen der Schlusselmatrix mit dem ersten Vektor, also den Vektor (fgg) der allerdings nach
Rechnung modulo 26 im Schulbuch den korrekten Vektor (Z) ergibt, was modulo 26 falsch gerechnet ware.
Der in dieser Arbeit angegebene Vektor (;12) ist der korrekte Vektor nach Multiplikation der Inversen der
Schliisselmatrix mit dem Vektor (77).
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5 15 14 11. Man wandelt dies wieder in Spaltenvektoren der Lange num: (), (}7). Zum Ent-

schliisseln muss man nun die Inverse der Schliisselmatrix berechnen:
-1

2 1 3 —-1\_/3 25
5 3) =(5% )=( 3)mod2e)
Nun multipliziert man die Inverse mit den Spaltenvektoren:

(1 ) (5)=(35) = (g) moazoyuna () 5) (17) = (

2}2) = (i) (mod 26)

Das Ergebnis ist nun wieder die urspriingliche Zahlenreihe 0 5 5 4 bzw. in Klartext das Wort

AFFE.

Zur Sicherheit der Hill-Chiffre ist anzumerken, dass im angegebenen Beispiel der Buch-

stabe "F" aus dem Klartext auf zwei verschiedene Buchstaben abgebildet wurde (einmal "P"

und einmal "O"). Diese Eigenschaft macht die Hill-Chiffre sehr sicher

gegeniiber Angriffen mit

Mustersuche und Haufigkeitsanalysen. Wenn allerdings ein Angreifer sowohl den vollstandi-

gen Geheimtext als auch einen Teil des Klartexts kennt, so kann er versuchen mithilfe eines

linearen Gleichungssystems die Schliisselmatrix zu berechnen.
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Flachen- und Volumsberechnungen®’

Es seien a = (Z;) und b = (Z;) zwei Vektoren im R?, die nicht parallel sind und daher ein
Parallelogramm P aufspannen. Dann kann man den Flacheninhalt dieses Parallelogramms mit-

hilfe der Determinante der Matrix A mit den Vektoren @ und b als Spalten berechnen:

A= (al bl) = |det A| = Flacheninhalt von P.
a, b,

Um dies nachzurechnen schreibe man die Vektoren @ und b in Polarkoordinaten:

o () 55 (0)

Anschlielfend berechnet man die Determinante der Matrix A:

r-cos(p) s-cos(y)
r-sin(p) s-sin(y)

= r-cos(p) -s-sin(y) —r-sin(e) - s - cos(Y)
=r-s-sin(y — @)

detd =

Hierbei wurde ein Additionstheorem fiir die Sinus-Funktion verwendet:
sin(a — B) = sin(a) - cos(B) — sin(B) - cos(a)

Zurtick zur Flachenberechnung: Der Winkel zwischen den beiden Vektoren a und b ist entwe-
der Y — ¢ oder —(y — ¢). Nimmt man an, dass die Grundlinie des Parallelogramms durch
den Vektor a gegeben ist und die Seitenlinie durch den Vektor b, so kann man s - |sin(y — ¢)|
als die Hohe des Parallelogramms P sehen. Nach der Flachenformel fir das Parallelogramm

(Grundlinie mal Hohe) ergibt sich:

9 Vgl. Laurenz Gollmann, Reinhold Hibl, Susan Pulham, Stefan Ritter, Henning Schon, Karlheinz Schiiffler,
Ursula VoR, Georg Vossen, Mathematik fiir Ingenieure: Verstehen — Rechnen — Anwenden. Band 1: Vorkurs,
Analysis in einer Variablen, Lineare Algebra, Statistik (Berlin/Heidelberg 2017), hier 320-322. Im Folgenden
zit. als Gollmann, Hibl, Pulham, Ritter, Schon, Schiiffler, Vo, Vossen, Mathematik fur Ingenieure.
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Flacheninhalt von P = r - s - |sin(y) — @)| = |det 4|

Setzt man nun (3 — ¢) = a, wobei a € [0, ] der Winkel zwischen den Vektoren a und b sein
soll, wird obige Formel zu |det A| = |a] - |B| - sin a. Denkt man nun an die Formel fiir die Be-

rechnung des Winkels zwischen den Vektoren a und b:

s al - |b| cosa=a-b e |al?- |b | -(cosa)? = (a- b)

S0 ergibt sich:

(detA)? =lal?- |b |2 (sin a)?

& (detA)? + (a- l;) = |al?- |l;|2 (sina)? +|al?- |b | - (cos a)?
& (detA)? + (a- I;)Z = |al?- |l;|2 - ((sina)? + (cos a)?)

2

& (detA)? + (a-b) = af?-|b|

& (detA)? = |al?- |b| —(a- b)

o Idecal = (a2 5[ - (a-5)°

Und dies ist die bekannte Formel fur die Berechnung des Flacheninhalts eines Parallelogrammes,

das von den beiden Vektoren @ und b aufgespannt wird. Ebenso kann man die Formel fir den

Flacheninhalt eines Dreiecks D mithilfe der Determinante berechnen, wobei wieder die VVekto-

ren @ und b die Spalten der Matrix A bilden:

IdetAl

Flacheninhalt von D =

> i ol - @)’

Man erspart sich mit dem Aufstellen der Matrix A und dem Berechnen deren Determinante also

viel Rechenarbeit, wenn man mit diesen Konzepten vertraut ist.
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Im dreidimensionalen Fall kann man mithilfe der Determinante das VVolumen eines Parallele-
ar\ by €1

pipeds (auch "Spat" genannt) berechnen: Seien a = <a2>, b= <b2> und ¢ = <C2> drei Vek-
as bs C3

toren im R3, die nicht in einer Ebene liegen und A die Matrix mit den Eintragen von a, bund ¢

als Spalten, sowie P das Parallelepiped, das von a, bund ¢ aufgespannt wird, dann gilt:

a; by ¢
Volumenvon P = |detA| =|a, by ¢,
as bs c3

Die allgemein vermutlich bekanntere Formel fir die Volumsberechnung eines Parallelepipeds

wird mithilfe des Betrags des sogenannten Spatprodukts aufgestelit:
Volumen von P = |detA| = |(&,E,@| = |(a x b) - ¢

Hierbei ist (a x B) - ¢ das eben angesprochene sogenannte Spatprodukt, welches Kreuz- und

Skalarprodukt verwendet.

Bekanntlich wird das Kreuzprodukt zweier Vektoren im R® durch die Determinanten von drei
2 X 2-Matrizen berechnet, indem man nacheinander die erste, zweite und dritte Zeile streicht
und bei der Berechnung der zweiten Komponente des entstehenden Vektors abschlieBend das
Vorzeichen dndert. Man kann statt der Berechnung dreier Determinanten aber auch eine Matrix-

Vektor-Multiplikation daraus machen®:

a, b, 0 -—a, a, b, ayb, — a,b,
(ay> x|by|=1| a, 0 —ay|-|by|=|—ayb,+ a,b,
a, b, —a, ay 0 b, ayxby, — ayby

% \gl. Sigurd Falk, Rudolf Zurmuhl, Matrizen und ihre Anwendungen 1. Grundlagen. Fir Ingenieure, Physiker
und Angewandte Mathematiker (Berlin/Heidelberg/New York 71997), 238. Im Folgenden zit. als Falk,
Zurmiihl, Matrizen und ihre Anwendungen 1. Im Werk selbst haben sich leider zwei Fehler eingeschlichen: So
ist dort bei der nun anschlieBenden Matrix-Vektor-Multiplikation die Komponente in der ersten Zeile und
zweiten Spalte (a12) mit dem falschen Index versehen (ay, richtig ist aber a,). Auf den zweiten Fehler wird noch
hingewiesen.
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In Kurzschreibweise ware dies: @ X b = SaE, wobei S; eine schiefsymmetrische Matrix ist,
welche die Eintrage des Vektors a in der oben angegebenen Ordnung enthélt. Das zweifache

Kreuzprodukt kénnte somit wie folgt berechnet werden®:

@ x (@xDb)=Sy(Seb) =S2b = Hyb,

2 2
—aj —az a,a, a,a,
wobei H, = §2 = Ay —a? — a? aya, |eine symmetrische Matrix ist'%.
a,a, a,a, —a; —a;

% Vgl. Falk, Zurmuhl, Matrizen und ihre Anwendungen 1, 238.
100 vgl. Falk, Zurmiihl, Matrizen und ihre Anwendungen 1, 238. Hier hat sich der zweite Fehler eingeschlichen:
Die Matrix H, ist bei Falk/Zurmuhl im Buch genau das (-1)-fache der hier korrekt angegebenen Matrix.
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Interpolationspolynomet®

Viele Anwendungen beginnen mit vorgegebenen Messpunkten to, ti, to,..., tn (ti # ;) an denen
die Werte so, S1, S2,...,sn gemessen werden und man soll eine moglichst einfache Funktion fin-
den, die diese Messwerte an den Messpunkten einhélt. Die dafur am besten geeignete Funktion
ist eine Polynomfunktion, da man mit ihr in Bezug auf Differential und Integral gut weiterar-
beiten kann. Fir n+1 Messpunkte sucht man einfach nach einem Polynom vom Grad n, also
allgemein formuliert nach folgender Funktion: P(x) = ap + a1x + azx?+ ... + anx". Die vorgege-

benen Messergebnisse P(tk) = sk ergeben dann ein lineares Gleichungssystem:

ag + arty + axtd + -+ ath = s,

ao + a1t1 + a2t12 + -+ ant{l =51

ap + art, + a,t2 + -+ a,th =s,

Die Unbekannten sind ao, ai,...,an mit der folgenden Koeffizientenmatrix:

1 ty t& - t{)‘\
2
a=(1 oot
1 ¢, t2 - t,’}/

Eine Matrix dieser Art wird auch Vandermonde-Matrix V(to, ti, t2,...,tn) genannt. Eine Vander-
monde-Matrix hat immer eine von 0 verschiedene Determinante, wodurch das obige lineare

Gleichungssystem eine eindeutige Ldsung hat.

Das ganze Konstrukt sei nun an einem Beispiel verdeutlicht:

Man suche ein Polynom 3. Grades, welches zu folgenden Messungen passt:

1.00 2.00 2.50 3.00
-0.6250 | 4.1250 | 9.5000 | 17.3750

101 vgl. Gollmann, Hubl, Pulham, Ritter, Schon, Schiiffler, VoR, Vossen, Mathematik fir Ingenieure, 333f.
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Man stellt zuerst die erweiterte Koeffizientenmatrix auf:

1 1 1 |-0.625
2 4 8 4.125
2.5 6.25 15.625] 9.5

3 9 27 117.375

(Als) =

[

AnschlieBend bringt man diese mittels elementarer Zeilenumformungen auf

1 0 0 0]0.125
~_[0 1 0 0]-25
@=1o 0 1 o|125
0 0 0 1I 05
und kann somit das Interpolationspolynom ablesen:
1 5 5
P(x) = 0.125 — 2.5x + 1.25x% + 0.5x3 = 3 7% +Zx2 + =3

Der Aufwand zur Ldsung linearer Gleichungssysteme mit dem Gaul3-Algorithmus wachst

mit n® und da oftmals in Anwendungen sehr viele Messpunkte gegeben sind, wird das Verfah-

ren dann aufRerst aufwendig. Warum diese Methode so schnell so aufwendig wird, liegt darin,

dass man hier fiir den Vektorraum der Polynome vom Grad héchstens n als Basis 1, x, X2,...,x"

genommen hat, welche nicht auf dieses Problem abgestimmt ist. Es gabe noch andere Mdglich-

keiten Interpolationspolynome zu finden, diese haben aber wenig bis gar nichts mit Matrizen

zu tun und daher wird hier nicht weiter darauf eingegangen.
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Computertomographie®

Das Ldsen linearer Gleichungssysteme kann mithilfe von Matrizen einfacher gestaltet werden,
da sie mehr Ubersicht bieten. Die Aufgabe lineare Gleichungssysteme zu l6sen kommt in vielen
verschiedenen Anwendungsbereichen vor. Als Stellvertreter dafiir sei hier die Computertomo-

graphie kurz erklart.

Die Computertomographie ist ein bildgebendes Verfahren in der Radiologie. VVon einem Sender
gehen Strahlen aus, die die Patientin bzw. den Patienten durchleuchten. Die Eingangsintensitét
der Strahlen ist bekannt und die tbrige Strahlungsintensitat nach dem Durchlauf durch die Pa-
tientin bzw. den Patienten wird mittels eines Strahlenempféngers gemessen. Dies wird aus vie-
len unterschiedlichen Richtungen wiederholt. Aus den Messergebnissen des Strahlenempfan-
gers werden die Absorptionskoeffizienten der Zellen berechnet. Hierzu wird der zu untersuch-
ende Teil in ein Raster mit lauter kleinen Quadraten unterteilt. Jedem Quadrat wird eine Unbe-
kannte, also ein Absorptionskoeffizient, zugeordnet. Die Absorptionskoeffizienten geben fur
jedes einzelne dieser Quadrate an, wie stark die Strahlen abgeschwacht wurden, nachdem sie

hindurch gegangen sind.

Aus mathematischer Sicht lasst sich jeder Réntgenstrahl durch eine Geradengleichung ausdri-
cken und fiir jede dieser "Rontgenstrahlgeraden™ wird ermittelt, welche Quadrate sie trifft. Da-
raus kann man ein lineares Gleichungssystem aufstellen, bei dem die Unbekannten die Absorp-
tionskoeffizienten der vom Strahl getroffenen Quadrate sind. Durch das Ldsen des linearen
Gleichungssystems erhélt man eben diese Koeffizienten. Die Werte werden anschlieRend als
Farben dargestellt, wobei die Farbe umso heller ist, je groRer der Koeffizient ist. Es ist jedoch
zu erwahnen, dass man fir ein Megapixel bereits ein System von einer Million Gleichungen
und Unbekannten 16sen muss. Wenn man auBerdem noch eine bessere Auflésung haben will,

benotigt man ein Vielfaches an Unbekannten.

102 \gl. Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HAK 2 (Linz
32019), 24f.
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Input-Output-Modelle!®

Bei der Untersuchung von Produktionsabléufen in groRen Unternehmen oder Volkswirtschaf-
ten findet man meist komplexe Strukturen. Hierbei sind Input-Output-Modelle hilfreich, da
Rohstoffe sowohl fir Zwischen- als auch direkt fur Endprodukte verwendet werden kdnnen

und nicht nur Endprodukte, sondern auch Zwischenprodukte verkauft werden kdnnen.

Trotz der Komplexitat dieser Modelle, kann man diese eben erwahnten Prozesse mithilfe einer
einzigen Verflechtungsmatrix darstellen. In dieser sogenannten Input-Output-Matrix werden
nicht nur in den Zeilen, sondern auch in den Spalten alle vorkommenden Produkte (Rohstoffe,
Zwischenprodukte und Endprodukte) angeschrieben. Ausgehend von der beispielsweise fol-

genden Tabelle kommt man zur Input-Output-Matrix A:

von\zu |R1|R2|Rs|Z1|Z2 | E
R1 0 |0 |0 |2 |0 |0
R2 0 |0 |0 |5 (4]0
R3 0 |0 |0 |6 |1 |3
Z1 0 |0 [0 |O]O |9
Z> 0O |0 [0 |O]|O |8
E 0O |0 |0 |O|O |O

A

I
cocoocooo
coocooo
cocooouUlN
cocor s O
OO Wo o
N

SO OO OO

k

Man kann sich nun fragen, wie die vielen Nullen in der Matrix A zustande kommen. Dies ist
einfach erklart: Fir die Produktion von Rohstoffen sind weder Rohstoffe noch Zwischenpro-
dukte noch Endprodukte erforderlich, was die Nullen in den ersten drei Spalten erklart. Fir die
Produktion von Zwischenprodukten sind weder Zwischenprodukte noch Endprodukte nétig,

was die Nullen in der hier vierten und funften Spalte ab der vierten Zeile erklart. Fir die Pro-

103 Vgl. Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HAK 2 (Linz
32019), 40f. Vgl. dazu auch Dieter Hebenstreit, Eva Prugger, Manfred Schwaiger, Susanne Teschl, Wolfgang
Timischl, Mathematik & Wirtschaft 2 fur HAK (Wien 2017), 64.
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duktion des Endproduktes (bzw. in anderen Beispielen mit mehreren Endprodukten fur die Pro-
duktion der Endprodukte) benétigt man kein Endprodukt (bzw. keine Endprodukte), was die
Null in der letzten Zeile und letzten Spalte erklart.

Die Hereinnahme dieser Selbstverstdndlichkeiten in die Input-Output-Matrix ist lediglich ein
technischer Trick, um die spétere Rechnung zu vereinfachen und so die im Folgenden erklarte

allgemeine Gleichung aufstellen zu kénnen: x = A - x + n.

Ein Unternehmen interessiert sich fir die Frage: Wie viel muss von den einzelnen Produkten

produziert bzw. eingekauft werden, um die Nachfrage zu decken?
Fur jedes Produkt gilt:

Produktionsmenge = bendtigte Menge flr die einzelnen Produkte (“interner Bedarf")

+ externe Nachfrage am Markt

X1

Mit dem allgemeinen Produktionsvektor x = ( :

) und dem allgemeinen Nachfragevektor
Xq

—

n
n= < : ) sowie der g X g-Verflechtungsmatrix A kann man dies als die bereits oben erwéhnte
n
q

einfache Formel darstellen: x = A - x + n. Hierbei kommt der allgemeine Produktionsvektor x
auch auf der rechten Seite der Gleichung vor, da auch fir die interne Produktion (4 - x) Roh-
stoffe, Zwischenprodukte und Endprodukte benétigt werden kdnnen. Man kann also sagen, dass
der Gesamtbedarf x der Produktion gleich ist der externen Nachfrage n plus dem internen Pro-
duktionsbedarf A - x.

Durch Umformen erhalt man eine explizite Formel fir x:
x=(d;—A)""n.

Die Matrix (Id, — A)~" heiRt Leontief-Inverse.
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Fibonacci-Zahlen%

Die Fibonacci-Folge beginnt bekanntermalen mit den Zahlen 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... an-
hand der Berechnungsvorschrift a,,.,; = a,, + a,_1, wobei n € N. Mdchte man nun eine expli-
zite Formel fir die Fibonacci-Zahlen, so kann man dies unter anderem mithilfe von Matrizen-

rechnung bewerkstelligen.

Man bestimmt zuerst eine Matrix A € R?*? fur die gilt:

a a
(21)= (2) e
an+1 a,

Betrachtet man nur einen Schritt und denkt an die Berechnungsvorschrift, so findet man diese
Matrix A leicht:

Nun berechnet man Eigenwerte und Eigenvektoren von A:

v, = (13@) ist der Eigenvektor zum Eigenwert ! +2‘/§.
2
— 1. . . 1-+/5
v, = (1_\@) ist der Eigenvektor zum Eigenwert —
2
L 1 1
EsseinunS = (vy,v;) = <1 +V5 1- \/§> . Dann ist aufgrund der Diagonalisierbarkeit von A
2 2

und der Formel A =S D S die Matrix D eine Diagonalmatrix:

104 vgl. Tilo Arens, Rolf Busam, Frank Hettlich, Christian Karpfinger, Hellmuth Stachel, Grundwissen Mathema-
tikstudium. Analysis und Lineare Algebra mit Querverbindungen (Berlin/Heidelberg 2013), hier 516. Im Fol-
genden zit. als Arens, Busam, Hettlich, Karpfinger, Stachel, Grundwissen Mathematikstudium. Die Au-
toren lassen die Fibonacci-Folge zundchst mit 1, 1, 2,... beginnen und rechnen am Schluss noch einmal um,
damit die Fibonacci-Folge mit 0, 1, 1, 2,... beginnt. Ich habe mir diese Umrechnung erspart, da ich gleich mit
0,1, 1, 2,... begonnen habe und man sich dadurch auch etwas Rechenarbeit spart.
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Potenzen von A kann man nun leicht bilden, da A diagonalisierbar ist und es gilt somit:
At=(DSHnr=5pnst

Dieses Produkt ist einfach zu berechnen, weil D eine Diagonalmatrix ist:

V5 B
1+1\/§1_1\/§ I/1+25 O\l 125 1)

A
L B 0505 )
A -5 ) ()
=1/ 5 (1 fs>n1 § z€21‘<_zﬁ):+l\-
| s e s

Das negative Vorzeichen verschwindet, weil aus der ganzen Matrix (-1) herausgehoben wird

=

n

1
1

1+\/§) _ (1—\/5

(in der ersten Spalte durch Heraushebung des Faktors ( >

) = —1 und in der zwei-

ten Spalte durch Heraushebung des Faktors (-1) bzw. Vorzeichenwechsel, wodurch aus der
ganzen Matrix der Faktor (-1) herausgehoben wurde). Betrachtet man nun wieder die Aus-
gangsgleichung

n
mit ap = 0 und a; = 1 ergibt sich a,, = % ((1 +2\/§) -

=)
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1-+/5
2

Da ( ) ~ —0.618 ist und somit immer Kleiner wird, je groBer n wird, kann man bei gro-

1

n
NG (%g) approximieren.

Rem n die n-te Fibonacci-Zahl gut durch a,, =
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Stabile Systeme — Fahrradvermietung'®

Fur die drei weiteren Anwendungen (“stabile Systeme — Fahrradvermietung”, "Genotyphaufig-
keiten" und "Page-Ranking bei Suchmaschinen™), welche so wie die Anwendung "Fibonacci-
Zahlen" ebenfalls allesamt mit Eigenwerten und Eigenvektoren zu tun haben, werden noch ein

paar weitere Begriffe und Eigenschaften kurz erklart, definiert bzw. bewiesen.

Definition!%: Eine nxn-Matrix heilt spaltenstochastisch, wenn sie nur aus nichtnegativen

Eintrédgen besteht und die Summe der Eintrage in jeder einzelnen Spalte jeweils 1 ergibt.
Folgende Proposition ist einfach zu zeigen:
Proposition!?’: Jede spaltenstochastische Matrix hat 1 als einen Eigenwert.

Beweis'®: Sei A eine nxn-Matrix, die spaltenstochastisch ist und ¢ ein n-dimensionaler
Spaltenvektor (also eine nx1-Matrix) dessen Eintrége alle gleich 1 sind. Es gilt fur jede Mat-
rix B, dass sie und ihre transponierte Matrix BT (die Matrix, die man erhalt, wenn man die
Zeilen und die Spalten der urspriinglichen Matrix vertauscht) die gleichen Eigenwerte haben'®.
Da die Matrix A spaltenstochastisch ist, kann man leicht sehen, dass Folgendes gilt: AT - ¢ = ¢
und somit ist 1 ein Eigenwert fiir die transponierte Matrix AT und daher auch fiir die urspriing-
liche Matrix A.

Falls man sich fragt, warum hier die transponierte Matrix verwendet wird, so sei auf die Defi-
nition von Eigenwerten und vor allem Eigenvektoren im néchsten Kapitel verwiesen. Dort sind

Eigenvektoren genau genommen auch nx1-Matrizen, also Spaltenvektoren.

105 vgl. Gollmann, Hiibl, Pulham, Ritter, Schon, Schuffler, VoR, Vossen, Mathematik fiir Ingenieure 362.

106 Kurt Bryan, Tanya Leise, The $25,000,000,000 Eigenvector: The Linear Algebra behind Google. In: SIAM
Review 48, H. 3 (September 2006), 569-581 ("SIAM Review" steht flr "Society for Industrial and Applied
Mathematics"), hier 572. Im Folgenden zit. als Bryan, Leise, The $25,000,000,000 Eigenvector.

07 vgl. Bryan, Leise, The $25,000,000,000 Eigenvector, 572.

108 vgl. Bryan, Leise, The $25,000,000,000 Eigenvector, 572.

109 vgl. Gollmann, Hubl, Pulham, Ritter, Schon, Schiffler, VoR, Vossen, Mathematik flr Ingenieure 361.
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In der System- und Regelungstheorie sind Eigenwerte und Eigenvektoren sehr wichtig, ganz
besonders, wenn die einzelnen Komponenten der Systeme ihre Zustdnde nach fixen Regeln
verdndern. Als Beispiel soll hier eine Fahrradvermietung mit drei Stationen fur Entnahme und

Riickgabe von Fahrradern dienen.

Ein Fahrrad kann an einer Station abgeholt und dann an jeder der drei Stationen wieder zuriick-
gegeben werden, d. h. die Fahrrédder werden von einer Station zu einer der beiden anderen oder
wieder zur selben Station zuriickgebracht. Hierbei l&sst sich ein Muster des Abgabeverhaltens
feststellen. Es sei pji (1 <1, j < 3) die Wahrscheinlichkeit daftir, dass ein Fahrrad welches zu

Beginn der Offnungszeiten an Station i war, am Ende der Offnungszeiten an Station j steht.

Hieraus kann man eine Ubergangsmatrix P = (pj,l-) mit Ubergangswahrscheinlichkei-

i,j €{1,2,3}
ten als Eintrage aufstellen. Solche Systeme haben charakteristischerweise folgende zwei Eigen-
schaften (so auch bei den Anwendungen Genotyphé&ufigkeiten und Page-Ranking bei Suchma-

schinen weiter unten), welche bereits oben als "spaltenstochastische Matrix" definiert wurden:

1) pi,j >0 Vl,]
n
i=1

Die zweite Bedingung bedeutet fiir die Fahrradvermietung, dass jedes ausgeliehene Fahrrad
auch wieder zurlickgebracht wird, d. h. es gehen keine Fahrrader durch Schaden, Diebstahl etc.
verloren. Es sei nun vi die Anzahl der Fahrrader, die zu Beginn der Offnungszeiten an Station i
vorhanden sind und w;i die Anzahl der Fahrréader, die am Ende der Offnungszeiten an Station i

vorhanden sind, wobei angenommen wird, dass alle Fahrrader verliehen werden kénnen. Dann

wy Uy
W3 U3

Fur den Fahrradverleih ist es von Vorteil, einen stabilen Zustand zu erzeugen, d. h. die Fahrré-

gilt folgende Beziehung:

der so aufzuteilen, dass am Ende der Offnungszeiten an jeder Station genau so viele Fahrrader
an jeder einzelnen Station vorhanden sind wie am Beginn der Offnungszeiten. Aus mathemati-

scher Sicht sucht man also nach v1, v2 und vz sodass
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%1 %1
U3 U3

gilt, also einen Eigenvektor zum Eigenwert 1. Man muss also zuerst feststellen, ob 1 ein Eigen-
wert von P ist. Es wurde bereits oben bewiesen, dass dies fir jede spaltenstochastische Matrix

gilt. Somit hat das System nichttriviale stabile Zustande.

Man betrachte nun ein konkretes Beispiel mit folgender gegebener Ubergangsmatrix:

04 02 04

P=103 07 04

0.3 0.1 0.2
Das charakteristische Polynom muss nicht mehr berechnet werden, weil man aus obiger Rech-
nung weil, dass 1 ein Eigenwert zu jeder solchen Ubergangsmatrix ist und weil man sich oh-

nehin nur fir den Eigenwert 1 interessiert. Im Folgenden bezeichne 1ds die Einheitsmatrix vom

Format 3x3. Die stabilen Zusténde ergeben sich als Lésungen von
06 —-02 -04 0
(1-1d3—P)-v=(-03 03 —-04|-v=|0
-0.3 —-0.1 0.8 0

Die Matrix 1-1dz—P bringt man durch elementare Zeilenumformungen auf die Form

1 1 2
3 3
0O 1 -3
0 O 0
5
Es ergeben sich somit unendlich viele Lésungen der Form v = A-| 9 |, wobei A € N. Anders
3

formuliert: Die Fahrrader mussen auf die drei Stationen im Verhaltnis 5 : 9 : 3 aufgeteilt werden.
Unter der Voraussetzung, dass die Fahrrader stets wie durch obige Ubergangsmatrix gegeben
ausgeliehen werden und keine Fahrrader verloren gehen, sind dann am Ende der Offnungszeiten

an jeder Station stets gleich viele Fahrrader wie zu Beginn der Offnungszeiten.
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Genotyphaufigkeiten!®

Zum besseren Verstandnis seien hier zu Beginn einige Begriffe kurz erklart:

In jedem menschlichen Zellkern befinden sich lange, fadenférmige Molekiile, welche DNS ge-
nannt werden. Diese Molekile sind — vereinfacht gesagt — mit Proteinen in den sogenannten
Chromosomen verpackt. In den Chromosomen wiederum ist die gesamte Erbinformation des
Menschen auf chemischer Basis gespeichert. Langere Teile dieser DNS werden als Gene be-
zeichnet. Im Allgemeinen versucht man, Gene fir unterschiedliche Merkmale zu identifizieren.
Gene konnen verschiedene Auspréagungsformen, sogenannte Allele annehmen. Je nach Gen
gibt es unterschiedlich viele Allele. An jedem Genort treffen bei diploiden Bevélkerungen (das
sind jene mit doppeltem Chromosomensatz) jeweils zwei solcher Allele aufeinander. Dies wie-
derum legt den sogenannten Genotyp des Individuums fest. Die beiden Allele kdnnen mitei-
nander wechselwirken, beispielsweise kann ein Allel das andere dominieren. Individuen mit
zwei gleichen Allelen an einem bestimmten Genort nennt man homozygot (reinerbig), jene mit

unterschiedlichen Allelen nennt man heterozygot (mischerbig)*!.

In der Populationsgenetik interessiert man sich oftmals fur die sich von Generation zu Genera-
tion &ndernden Genotyphdaufigkeiten. Zur einfacheren Bestimmung dieser Haufigkeiten wird
oft von einer sogenannten "idealen Population” ausgegangen, d. h. dass es keine tberlappenden
Generationen gibt, zufallige und von den zu untersuchenden Merkmalen unabhangige Paarun-
gen erfolgen, eine gentigend groflRe Population vorliegt sowie keinerlei Migration, Mutation und
Selektion vorkommt.

An einem Genort liegen zwei Allele a und A vor, wobei diese Bezeichnung meist bedeutet, dass
A gegenuber a dominant ist, was jedoch hier nicht wichtig ist. Die Vererbung erfolgt nicht
geschlechtsgebunden, d. h. es gibt keine Geschlechtsunterscheidung fir die Genotypen aa, Aa
und AA.

110 Vgl. Reinhard Schuster, Biomathematik. Mathematische Modelle in der Medizinischen Informatik und in den
Computational Life Sciences mit Computerldsungen in Mathematica (Wiesbaden 2009), hier 168-171.

111 vgl. Christoph Ableitinger, Biomathematische Modelle im Unterricht. Fachwissenschaftliche und didaktische
Grundlagen mit Unterrichtsmaterialien (Wiesbaden 2010), hier 27.
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Relative Haufigkeiten sollen angeben, welchen Anteil bestimmte Genotypen an der betrachte-

ten Population haben. Es sei ro der Anteil der Elterngeneration mit dem Genotyp aa (r steht fur

rezessiv), ho der Anteil mit dem Genotyp Aa (h steht fur heterozygot) und do der Anteil mit dem

Genotyp AA (d steht fir dominant). Dann gilt fiir die jeweiligen Anteile die Ungleichung

0<ro, ho,do<1

sowie die Gleichung

ro +ho + do = 1.

Bei der ersten Tochtergeneration wird der Index 1 verwendet, bei der Elterngeneration der In-

dex 0. Die Allele a bzw. A sollen in der betrachteten Population mit den relativen Haufigkeiten

p bzw. q vorliegen, sodass p + g =1 und 0 <p, q <1 gilt. Diese relativen Haufigkeiten bleiben

beim Ubergang zur jeweils nachsten Generation stets erhalten, weil aufgrund der Annahme es

handele sich um eine "ideale Population” die Allele entsprechend der vorliegenden Haufigkei-

ten vererbt werden.

Die Veranderung der Genotyphé&ufigkeiten von der Eltern- zur Tochtergeneration kann man

mithilfe einer Ubergangsmatrix, welche den Ubergang der relativen Haufigkeiten von der El-

tern- zur Tochtergeneration beschreibt, darstellen:

Ubergangsmatrix

Elterngeneration

aa Aa AA

Tochtergeneration

aa
Aa
AA

P11 P12 P13
<P21 P22 P23>

P31 P32 P33

Und somit ergibt sich fiir den Ubergang der relativen Haufigkeiten von der Eltern- zur Toch-

tergeneration:

4] P11 P12 P13 To
<h1> =|D21 P22 DP23|-| ho
dq P31 P32 P33 dg
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In den Zeilen der Ubergangsmatrix stehen die Genotyphéaufigkeiten der Tochtergeneration, wo-
bei in der ersten Zeile die H&aufigkeit fir den Genotyp aa, in der zweiten Zeile die Haufigkeit
fiir den Genotyp Aa und in der dritten Zeile die H&aufigkeit fiir den Genotyp AA in der Toch-
tergeneration steht. In der ersten Spalte wird angenommen, dass ein Elternteil vom Genotyp aa
ist, in der zweiten Spalte ist ein Elternteil vom Genotyp Aa und in der dritten Spalte ist ein
Elternteil vom Genotyp AA. Nun muss man sich Uberlegen, mit welcher relativen Haufigkeit
bzw. Wahrscheinlichkeit welches Allel vom zweiten Elternteil kommt, um die Eintrége pij zu
bestimmen. Beginnt man mit der ersten Spalte (d. h. ein Elternteil ist vom Genotyp aa), dann
kann vom anderen Elternteil mit Wahrscheinlichkeit p das Allel a und mit Wahrscheinlichkeit g
das Allel A dazukommen. Dies wiederum bedeutet, dass mit Wahrscheinlichkeit p der Geno-
typ aa und mit Wahrscheinlichkeit g der Genotyp Aa auftreten wird. Der Genotyp AA kann
nicht auftreten, da bereits vom ersten Elternteil sicher das Allel a vererbt wird. Die Ubergangs-
matrix hat somit schon die Eintrage in der ersten Spalte (ein Elternteil vom Genotyp aa) fix,

wobei * die noch zu bestimmenden relativen Haufigkeiten bezeichnet:

P11 P12 D13 p * x
(P21 P22 P23> = (q * *)
P31 P32 P33 0 = =

Fir die Bestimmung der Eintrége in der zweiten Spalte wird angenommen, dass ein Elternteil
vom Genotyp Aa ist, d. h. dieser vererbt sowohl das Allel a als auch das Allel A mit einer
Wahrscheinlichkeit von jeweils 0.5 = 50 %. Da mit einer Wahrscheinlichkeit von p das Allel a

vom anderen Elternteil vererbt wird und mit einer Wahrscheinlichkeit von q das Allel A, ergibt

sich fur den Genotyp aa die Wahrscheinlichkeit g und fur den Genotyp AA die Wahrschein-

lichkeit %. Der Genotyp Aa kann auf zwei verschiedene Arten entstehen: Mit einer Wahrschein-

lichkeit von 50 % vererbt der erste Elternteil das Allel A und mit derselben Wahrscheinlichkeit
das Allel a. Mit einer Wahrscheinlichkeit von p kommt vom zweiten Elternteil das Allel a und
mit einer Wahrscheinlichkeit von g kommt vom zweiten Elternteil das Allel A. Der Genotyp
Aa entsteht also wenn vom ersten Elternteil das Allel A und vom zweiten Elternteil das Allel a

kommt oder vom ersten Elternteil das Allel a und vom zweiten Elternteil das Allel A. Diese

beiden Wahrscheinlichkeiten muss man nun addieren (% p+ % q = ? = %) und kommt so-

mit auf die Wahrscheinlichkeit von 0.5 = 50 % fir die Entstehung des Genotyps Aa wenn ein

Elternteil vom Genotyp Aa ist. Dadurch ergibt sich die zweite Spalte der Ubergangsmatrix:
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p
p 2 *
P11 P12 P13 1
<P21 P22 P23>= q = *
P31 P32 P33 2
1
2

\o

Die dritte Spalte berechnet man analog zur ersten Spalte und wenn man q durch 1-p ersetzt

erhalt man somit die folgende (spaltenstochastische) Ubergangsmatrix:

[ "
P11 P12 Pi3 I I
<P21 D22 P23>= p |
P31 P32 P33

kl_p
1-p /
0 —= 1-»p

Nun sucht man Genotyphaufigkeiten, die sich beim Ubergang von der Eltern- zur Tochterge-

| NI,

neration nicht verandern. Es soll also folgende Gleichung gelten:
To P11 P12 P13 To
ho | = P21 P22 P23> ' ho)
do P31 P32 P33 do
To

Aus mathematischer Sicht bedeutet das, dass man nach Eigenvektoren <h0> zum Eigenwert 1
do

sucht, wobei zusatzlich gelten muss, dass alle Komponenten dieses Eigenvektors dasselbe Vor-

zeichen haben und die Summe der Komponenten 1 ergibt.

p2
] ) (1—19)2\
Der Eigenvektor zum Eigenwert 1 lautet: | 2p  |.
1-p /

1
ergibt, muss man diesen Vektor mit (1-p)? = g°> multiplizieren und erhalt somit den Vektor

Damit die Summe der Komponenten 1

2 2

p To 14
2pq | und dann gilt <h0> = | 2pq |. Wenn also flr eine Population die folgenden drei Glei-
2

q do q?

chungen gelten, dann sagt man auch, dass sie sich im Hardy-Weinberg-Gleichgewicht befindet:
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r =p?

h = 2pq
d=q?

Es ist interessant anzumerken, dass unabhangig von der Genotypverteilung in der Elterngene-
ration bereits die erste Tochtergeneration sich im Hardy-Weinberg-Gleichgewicht befindet. Um
dies zu beweisen, ist zu untersuchen wie sich p und q aus r, h und d ergeben. Das Allel a ist im
Genotyp aa (rezessiv) zweimal, im Genotyp Aa (heterozygot) einmal und im Genotyp AA (do-

minant) kein Mal enthalten und es gilt r + h + d = 1. Daraus ergibt sich:

_2r+1ht0d_ h
P=2¢+h+ad) "2
Or+1h+2d h
===+
20+ h+d) 2

Sind nun r und d gegeben mit 0 <r, d, r + d < 1, so ergeben sich h, p und q wie folgt:

h=1-r—-d
h 1—-r—d 1+4r-—-d
p=r+5=r+ > = >
h 1—-r—d 1—-r+d
q=§+d=—jr—+d:—7r—

Die Ubergangsmatrix hat daher folgende Gestalt:

1+r—d 14+r—d 0
2 4
1-r+d 1 1+r—d

2 2 2
. 1—r+d 1—r+d/
4 2

Durch einfaches Nachrechnen kann man sich von Folgendem (iberzeugen:

1+r—d 14+r—-d

0
pz 2 4 -
1—-r+d 1 1+r—d
2pq | = | ——— — L
5 2 2 2 d
q 0 1-r+d 1—-r+d
4 2
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Damit ist schon die erste Tochtergeneration im Hardy-Weinberg-Gleichgewicht.
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Page-Ranking bei Suchmaschinen?!?

Bei diversen Suchmaschinen wie zum Beispiel "Google" werden Matrizen verwendet, um die
Wichtigkeit von Seiten zu berechnen. Hierzu wird im Wesentlichen untersucht, welche Web-
seite auf welche andere Webseite verweist, d. h. wie die einzelnen Webseiten untereinander

verlinkt sind.

Ein Link, der auf eine Webseite fuhrt, "starkt" in gewisser Weise diese Webseite, denn wenn
jemand einen Link setzt, so erachtet diese Person jene Webseite als wichtig. Betrachtet man
nun alle Links zusammen, so kann man sie als ein Mal? fur die globale Wichtigkeit der Webseite
sehen. Formuliert man dies mathematisch, kann man als s; die "Starke" der Webseite j definie-
ren. Jede Webautorin bzw. jeder Webautor kann aber theoretisch auf der eigenen Seite so viele
Links setzen, wie sie bzw. er mdchte. Deshalb ist in der mathematischen Betrachtung eine Nor-
mierung notwendig, welche durch die Anzahl der von der Webseite ausgehenden Links vorge-
nommen werden kann. Es sei demnach I; die Anzahl der von Webseite j ausgehenden Links.
Dann kann man die Wichtigkeit von Webseiten durch die Anzahl der ausgehenden Links wie
folgt gewichten:
S

Sk =

j verweist auf k ]

Somit wird die Wichtigkeit einer Webseite k nach der Wichtigkeit der auf Webseite k verwei-
senden Webseiten bewertet. Ein Effekt davon ist, dass allen Webseiten die wiederum auf viele
andere Webseiten verlinken (also quasi "wahllos verlinken™) nicht viel Bedeutung beigemessen

wird.

112 \/gl. Wessler, Entscheidungstheorie 130-134.
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Dieses System wird wohl erst durch folgendes Beispiel verstandlich gemacht:

Man betrachte vier Webseiten und ihre jeweiligen Links untereinander:

Seite 1 verlinkt auf die Seiten 2 und 4, also insgesamt zwei Links (d. h. 11 = 2).

Seite 2 verlinkt auf die Seite 3, also insgesamt ein Link (d. h. 12 =1).

Seite 3 verlinkt auf die Seiten 2 und 4, also insgesamt zwei Links (d. h. I3=2).

Seite 4 verlinkt auf die Seiten 1, 2 und 3, also insgesamt drei Links (d. h. I4=3).

Somit ergibt sich folgendes lineares Gleichungssystem:

1
S1 = 354

1 1 1
52 551+§S3 +§S4
S3 =S, 354

1 1
Sy 551 +§S3

Man kann nun die Wichtigkeit der Webseiten in eine Matrix P eintragen, wobei die Verlinkun-

gen wie oben berechnet die jeweiligen Spalten der Matrix ergeben:

00 0 1

3

1,11
p_]|2 2 3
01 0 1

3

Lo Loy

2 2

Solche Matrizen (Summe der Eintrdage in jeder Spalte ist 1) haben immer den Eigenwert 1 (siehe
Anwendung "stabile Systeme — Fahrradvermietung"). Der Spaltenvektor s, der als Eintrage die
Variablen s1, S2, s3 und s4 hat, erfiillt die Gleichung P - s = 5. Man berechnet also diesen Ei-

genvektor zum Eigenwert 1 und normiert ihn. Es ergibt sich somit folgender Vektor s:
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wul
I
Q

Somit kann man flr diese vier Webseiten ihre "Starke" bzw. Wichtigkeit berechnen. Webseite 1

0
0
0
0

.0769
3077
.3846
.2308

ist die schwéchste Webseite in diesem System und Webseite 3 die starkste.

Die Berechnung mithilfe von Eigenvektoren ist in der Praxis anwendbar, aber bei so groflen
Matrizen wie in der Realitdt kaum umzusetzen. Es gibt aber noch eine zweite Methode, um die
Wichtigkeit zu berechnen, welche "Potenz-Methode" genannt wird. Die Eintrdge der obigen
Matrix P werden dabei als Wahrscheinlichkeiten aufgefasst. Mit welcher Wahrscheinlichkeit

man durch zwei Links beispielsweise von Webseite 1 zu Webseite 3 gelangt, kann man von der

Matrix P? ablesen:

000 2\ [0 o0
3
LR o I
p2_|2 2 3]|.|2
1
010 |01
3
~ 0 20 \2 o
2 2 2

Dementsprechend kann man an der Matrix P*° ablesen, wie man durch zehn Links von einer

Webseite zu einer anderen kommt:

0.0919 0.0579
0.2872 0.3337
0.4257 0.3326
0.1952 0.2758

P10 —

N[ © NlF=k O

S WIFRPWIFRW|E

0.0919
0.2872
0.4257
0.1952

© WINOIFROI|F
N|l—, © NIFRkr O
S WINO RO
WlRPWRPWR~R, ©

0.0723
0.3140
0.3719
0.2418

Die hoheren Potenzen konvergieren gegen eine feste Matrix, wie man an P?° und P sieht:

0.0783 0.0751
0.3058 0.3101
0.3884 0.3798
0.2275 0.2350

PZO —

0.0783
0.3058
0.3884
0.2275

0.0765
0.3083
0.3834
0.2318
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0.0769 0.0769
pioo _ [ 03077 0.3077
0.3846 0.3846
0.2308 0.2308

0.0769
0.3077
0.3846
0.2308

0.0769
0.3077
0.3846
0.2308

Der Stabilitatszustand, der erreicht wird, hat vier (auf vier Dezimalstellen gerundete) idente

Spalten, d. h. jeder Eintrag in einer Zeile ist (auf vier Dezimalstellen gerundet) derselbe. Des

Weiteren ist jede dieser vier identen Spalten gleich dem zuvor berechneten Eigenvektor (auf

vier Dezimalstellen gerundet).

In diesem Beispiel sind beide vorgestellten Methoden gut. In der Realitdt, wo man mit viel

grolleren Matrizen arbeitet, wird jedoch die "Potenz-Methode" vorgezogen, falls dies in der

Praxis funktioniert. Es kann ndmlich auch in der Praxis passieren, dass der Rechenaufwand fiir

Computer zu viel wird und diese Methode daher nicht funktioniert, denn schlieRlich arbeitet

man in der Praxis oftmals mit Millionen oder gar noch mehr unterschiedlichen Webseiten. Es

kénnen in der Praxis aber andere Verfahren erganzend mitverwendet werden, damit man zu

einem Ergebnis kommt.
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Mathematischer Hintergrund der
Matrizenrechnung

In diesem Kapitel werden die diversen im vorangegangenen Kapitel aufgetretenen Begriffe,
Rechenregeln usw. erklart und Definitionen nachgeliefert. Der Begriff Matrix wurde bereits im

Vorwort definiert.

Linear abhéngige Vektoren!®

Die Verallgemeinerung der Begriffe kollinear (in der Ebene) und komplanar (im Raum) flhrt
zur Definition des allgemeineren Begriffs linear abhangig: Vektoren v, v, ..., v, € R™ heilen

linear abhangig, wenn es Skalare r4, 15, ..., 1, gibt, von denen mindestens einer ungleich 0 ist,

mitr, v, +1, Uy + -+ 1 Vg = 0. Andernfalls heifRen sie linear unabhangig.

L inearkombinationi!*

Der Vektor w heil’t Linearkombination der Vektoren vy, v,, ..., 7, Wennes ry, 75, ..., ,, € R gibt

mit: w = r,v; + 1,0, + - + 1,0,

113 vgl. Gollmann, Hibl, Pulham, Ritter, Schon, Schiffler, VoR, Vossen, Mathematik flr Ingenieure, 257.
114 vgl. Gollmann, Hibl, Pulham, Ritter, Schon, Schiffler, VoR, Vossen, Mathematik flr Ingenieure, 274.
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Vektorraum?!?®

Es  seien Vektoraddition "+ " K" x K" - K") und Skalarmultiplikation

("-": Kx K* - K") wie gewohnt im K" fur n-dimensionale VVektoren definiert.

Gelten die folgenden acht (Vektorraum-)Axiome fiir eine Menge V mit der oben angesproche-

nen Vektoraddition und Skalarmultiplikation, so heif3t V ein Vektorraum:

1.) Es gilt das erste Assoziativgesetz:
w+v)+w=u+@+w)firalleu,v,w €V.

2.) Es gilt das Kommutativgesetz fir die Vektoraddition:
v+w=w+vfirallev,w eV.

3.) Es gibt ein neutrales Element 0 € V fur die Vektoraddition:
b+0=7vfurallev e V.

4.) Zu jedem v € V gibt es ein inverses Element —v € V mit
b+ (=) = 0.

5.) Es gilt das zweite Assoziativgesetz:
QA-wy-v=2r-(u-v)furallev eV, A uek.

6.) Es gilt das erste Distributivgesetz:
Arw+w)=A-v+A-wfirallev,w eV, 1 € K.

7.) Es gilt das zweite Distributivgesetz:
A+w)-v=2A-v+u-vfuralleveVv,uek

8.) Die 1 € K ist das neutrale Element der Skalarmultiplikation:

1-v=vfurallev eV.

Ein Beispiel fur einen Vektorraum ware V = R™ mit obiger Vektoraddition und Skalarmulti-

plikation im R™. Dieser heif3t (reeller) Vektorraum der Dimension n.

115 vgl. Gollmann, Hibl, Pulham, Ritter, Schon, Schiiffler, VoR, Vossen, Mathematik fiir Ingenieure, 255 sowie
Arens, Busam, Hettlich, Karpfinger, Stachel, Grundwissen Mathematikstudium, 194f. und 198.
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Ein Polynom mit reellen oder komplexen Koeffizienten mit der Unbestimmten x sieht wie folgt
aus (siehe Kapitel "Anwendungen der Matrizenrechnung" im Unterkapitel "Interpolationspoly-

nome"):
P(X) = ap + a1X + aX?+ ... + anX"

Ist P(x) nicht das Nullpolynom, so ist der Index n des hochsten von Null verschiedenen Koef-
fizienten a, der Grad von P (abgekurzt: deg(P)). Dem Nullpolynom wird manchmal der

Grad —oo zugeordnet, wobei —oo < n fir alle n € N gilt.

Die Menge R[X] aller Polynome mit reellen Koeffizienten und mit koeffizientenweiser Addi-

tion sowie mit Multiplikation mit einem Skalar bildet einen R-Vektorraum.

Fur jede natdrliche Zahl n und n = —oo bildet die Menge

R[X], = {P() = ) a;x! € R[X] |deg (P) < n)
i €N

aller Polynome vom Grad kleiner gleich n einen VVektorraum.

Quadratische Matrix, Einheitsmatrix,

Diagonalmatrix, Dreiecksmatrix*®

Eine Matrix vom Format n X n heil3t quadratische Matrix der Grol3e n oder quadratische

n X n-Matrix.

116 \/gl. Gollmann, Hibl, Pulham, Ritter, Schon, Schiffler, VoR, Vossen, Mathematik flr Ingenieure, 291.
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Die quadratische n X n-Matrix A = (a;;) mit

o {1,fallsi =j
dij = 0, fallsi +j

heil’it n X n-Einheitsmatrix bzw. n x n-ldentitatsmatrix. Man schreibt dafiir oft I1d,, E, oder
1n.

Die sogenannte Diagonale bzw. Hauptdiagonale der n x n-Matrix A enthalt die Elemente a1,

a22, ..., dnn.

Eine quadratische Matrix A = (a;;) heifit Diagonalmatrix, wenn alle Elemente der Matrix au-

Rerhalb der (Haupt-)Diagonale gleich 0 sind, also wenn a;; = 0 flr i # j.

Eine quadratische Matrix A = (a;;) heift (obere) Dreiecksmatrix, wenn alle Elemente der

Matrix unterhalb der (Haupt-)Diagonale gleich 0 sind, also wenn a;; = 0 flr i > j.

Eine quadratische Matrix A = (a;;) heifit untere Dreiecksmatrix, wenn alle Elemente der

Matrix oberhalb der (Haupt-)Diagonale gleich 0 sind, also wenn a;; = 0 furi < j.

Rechenregeln fur Matrizent!’

Man kann nur Matrizen gleichen Formats (d. h. beide Matrizen haben z. B. m Zeilen und n
Spalten) miteinander addieren bzw. voneinander subtrahieren. Dies funktioniert komponenten-

weise. Hierbei seien A und B zwei m x n-Matrizen:

117 Vgl. Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HAK 2 (Linz
32019), 30.
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A;p o Qan bi1 -+ bip a1 £ b1 0 Ayt by
A+ B = : : + : : = : :
Am1 " Amn bml bmn Am1 + bml o Qn + bmn

Eine m x n-Matrix A wird mit einer reellen Zahl r multipliziert, indem jedes Element von A

mit r multipliziert wird:

ai;; o Qip r-a;; 0 TrQgp
r-A=r- : : = : :
am1 cee amn r = aml cee ‘r' . amn

Matrix-Matrix-Multiplikation!8

Das Produkt einer m x n-Matrix A mit einer n X p-Matrix B ergibt folgende m x p-Matrix C:

a1t Qqn Cin 0 G Cyp
: : : byy -+ byj o by : : :

A-B = | a;, Ain | . — | Ci1 vee Cij cee Cip |

: : : / bnl bn] bnp \ : : :
aml eee amn le X ij ses Cmp

wobei Cij =Qai bl] + a " sz + -+ Ain " le]

118 \/gl. Christiane Allerstorfer, Michael Langer, Alexander Siegl, Angewandte Mathematik@HAK 2 (Linz
32019), 32.
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Matrix-Vektor-Multiplikation!®

Fur die Matrix-Vektor-Multiplikation kann man auf die Matrix-Matrix-Multiplikation zurtick-
greifen und "Zeile mal Spalte™ rechnen:
My My Mp3 Maq " V1 +Myp " Uy +Mp3 U3

V1
(mn my; m13) ) <v2> _ (m11 "Vt Myt U + My -v3)

U3

Eliminationsverfahren von Gaufd sowie von Gaulf}

und Jordani?®

Auf dem Weg zum Eliminationsverfahren von Gaul? sowie von Gaul? und Jordan werden die
folgenden Begriffe erklart: elementare Zeilenumformung, Koeffizientenmatrix, erweiterte Ko-
effizientenmatrix, Zeilenstufenform, fihrender Eintrag, Pivotelement, Stufe, Rang einer Matrix

und reduzierte Zeilenstufenform.

Das Eliminationsverfahren von GaulR bzw. von Gaul} und Jordan fur lineare Gleichungssysteme
lasst sich wie folgt kurz beschreiben: Es wird wiederholt jeweils eine Gleichung des Systems
durch eine andere ersetzt, bis das Gleichungssystem schlieflich die sogenannte "Stufenform”
annimmt. Spatestens mithilfe der Stufenform lasst sich bestimmen, ob das jeweilige Glei-
chungssystem ldsbar ist. Ist das Gleichungssystem l6sbar, so lasst sich die Lésungsmenge durch
Ruckwartseinsetzen bestimmen (Eliminationsverfahren von Gauf3) oder nach weiteren Umfor-

mungen des Systems direkt von der sogenannten "reduzierten Stufenform™ ablesen (Eliminati-

119 Vgl. Dieter Hebenstreit, Eva Prugger, Manfred Schwaiger, Susanne Teschl, Wolfgang Timischl, Mathema-
tik & Wirtschaft 2 fir HAK (Wien 2017), 43.

120 \gl. Arens, Busam, Hettlich, Karpfinger, Stachel, Grundwissen Mathematikstudium, 172f., 175-177 sowie
179f.
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onsverfahren von Gauf und Jordan). Es ist wichtig, dass keine dieser Umformungen die L6-
sungsmenge in irgendeiner Form verandert. Man muss sich daher auf "elementare Zeilenum-

formungen™ beschrénken.
Definition der elementaren Zeilenumformungen:

Die folgenden, auf einzelne Gleichungen eines linearen Gleichungssystems anwendbaren Ope-

rationen heil3en elementare Zeilenumformungen:

1.) Zwei Gleichungen (Zeilen) werden vertauscht.
2.) Eine Gleichung (Zeile) wird mit einem Faktor A # 0 multipliziert, also vervielfacht.

3.) Zu einer Gleichung (Zeile) wird das A-fache einer anderen Gleichung (Zeile) addiert.

Die Zeilenvertauschung aus 1.) ware auch durch geschicktes Anwenden von 2.) und 3.) bewél-

tighar, weshalb man in der Definition auch nur mit 2.) und 3.) auskommen wiirde.

Man kann sich leicht Gberlegen, dass sich die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
nicht andert, wenn an diesem System eine elementare Zeilenumformung vorgenommen wird.

Das heiRt diese Umformungen sind Aquivalenzumformungen.
Man betrachtet nun zundchst ein allgemeines lineares Gleichungssystem:

aj1xX1 + A12Xo + -+ alnxn = bl

az1X1 + Ar2Xo + -+ aann = bz

Am1X1 + QX + -+ AnXn = by,

mit a;;, b; € R bzw. a;;,b; € Cfir 1 <i <mund 1 < j < n. Man sagt: Zu diesem linearen

Gleichungssystem gehoren die Koeffizientenmatrix

a1 ap A1n

a1 Ay arn
A= .

am1 Am2 Amn
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und die erweiterte Koeffizientenmatrix

ai; Q2 Qin| by
(Alb“) | Q21 Q2 Ao b,
An1 Amz  *° Opn bm

Aus der erweiterten Koeffizientenmatrix erhédlt man wiederum eindeutig das lineare Glei-
chungssystem zuriick, also ist jede Information ber das Gleichungssystem in der jeweils zu-

gehorigen erweiterten Koeffizientenmatrix enthalten.

Wenn x der Spaltenvektor der Unbekannten ist, so kann man das lineare Gleichungssystem

auch in folgender Kurzform schreiben: A - x = b.

Jede nicht nur aus Nullen bestehende Koeffizientenmatrix A l&sst sich mithilfe elementarer
Zeilenumformungen auf die sogenannte Zeilenstufenform bringen. Diese sieht wie folgt aus

(* bezeichnet beliebige Eintrége):

fl * * 0 eee o *
0 f, * = *\
| : 0 0 f3 x|
: w0 % |
: 0o - ﬁ,/
0 e e 0

Hierbei bezeichnen fy, ..., f; die in den Zeilen jeweils ersten von Null verschiedenen Eintrage,

welche auch als fihrende Eintrage oder Pivotelemente bezeichnet werden.

Beschreiben I&sst sich die Zeilenstufenform wie folgt: Beim Durchlaufen der Zeilen von oben
nach unten ruickt nach jeder Zeile der fiihrende Eintrag um mindestens eine Spalte nach rechts.
Sind Nullzeilen vorhanden, so stehen diese ganz unten. Die fuhrenden Eintrége fi, ..., fr sind
von Null verschieden, davor und darunter gibt es nur Nullen. Dartiber stehen beliebige Eintrage,
welche mit * markiert sind. Die Nullspalten sind hier schon weggelassen. Eine Nullspalte wiirde
bedeuten, dass man den jeweiligen Parameter frei wéhlen kann, d. h. ware die k-te Spalte eine

Nullspalte, so wére der k-te Parameter frei wahlbar.

Liegt fi+1 um k Spalten rechts von fi fur k > 1, so bildet fi zusammen mit den k-1 rechts an-

schliefenden Eintragen eine Stufe der Lange k. Eventuell vorhandene Nullspalten (d. h. eine
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Unbekannte x; tritt tberhaupt nicht mehr in den Gleichungen auf und ist daher in der Losungs-
menge ein frei wéhlbarer Parameter) wurden hier weggelassen. Unterhalb der letzten Stufe gibt
es nur Nullzeilen. Man nennt die Anzahl r der Stufen, also die Anzahl der Nichtnullzeilen der
Matrix in Zeilenstufenform, den Rang von A und verwendet dafiir als Zeichen bzw. Abkiirzung
rg A. Unabhangig von dem Weg, den man zuriicklegt, um auf die Zeilenstufenform der Mat-

rix A zu kommen, bleiben stets rg A Nichtnullzeilen Gbrig.

Nun sei hier auf das tUbergeordnete Thema, namlich die Eliminationsverfahren von Gaul? bzw.
von Gauf} und Jordan eingegangen. Aus historischer Sicht waren diese beiden Eliminationsver-
fahren schon vor GauR und Jordan bekannt (siehe Unterkapitel "Aufkommen der Matrizenrech-
nung in Europa" im Kapitel "Geschichte der Matrizenrechnung"), trotzdem haben sich diese
Bezeichnungen im Laufe der Zeit etabliert.

Beim Verfahren von Gaull wird die erweiterte Koeffizientenmatrix auf Zeilenstufenform ge-

bracht. Das Eliminationsverfahren von Gaufd zur Lésung des linearen Gleichungssystems

(4|b) besteht aus:

1.) der Umformung auf Zeilenstufenform,

2.) der Losbarkeitsentscheidung (I6sbar < rg A = rg(A|b)) und

3.) dem Ruickwartseinsetzen zur Bestimmung der Losungsmenge des Systems.

Beim Eliminationsverfahren von Gaul3 und Jordan wird die erweiterte Koeffizientenmatrix

auf die sogenannte reduzierte Zeilenstufenform gebracht. Diese sieht wie folgt aus:

fi 0 = 0 0
0 f, * 0 0
0 0 f 0
“ 0 0

0 fr

Wie vorhin sind alle fy, ..., fr # 0 und davor und darunter gibt es nur Nullen. Zusitzlich werden
aber auch Uber den Stufen mittels elementarer Zeilenumformungen moglichst viele Nullen er-
zeugt, auf jeden Fall Uber den fi. Durch geeignete Multiplikation der jeweiligen Zeilen kdnnte

man auch f1 = ... = f; = 1 erreichen.
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Das Eliminationsverfahren von Gaull und Jordan zur Ldsung des linearen Gleichungssys-

tems (A|b) besteht aus:

1.) der Umformung auf Zeilenstufenform,
2.) der Losbarkeitsentscheidung und
3.) der weiteren Umformung auf reduzierte Zeilenstufenform und dem Ablesen der L6-

sungsmenge des Systems.

Der Unterschied zwischen dem Eliminationsverfahren von Gauf3 sowie dem von Gaul3 und Jor-
dan liegt also im Wesentlichen darin, dass man nach dem Eliminationsverfahren von Gaul3 die
Losung meist nur durch Rickwartseinsetzen bekommt wohingegen man nach dem Eliminati-

onsverfahren von GauR und Jordan die Lésung direkt ablesen kann.

Inverse einer Matrixt4

Gibt es zu einer n x n-Matrix A eine n X n-Matrix A, sodass Folgendes gilt:
A-A'=4"1-A=1d,,
so heilt At inverse Matrix (kurz: Inverse) oder Kehrmatrix von A.

Fur eine allgemeine 2 x 2-Matrix A ist die inverse Matrix leicht zu berechnen:

_ (a11 a2

1 ( az; _alz)
a1 04y

= A1 =
) —dz1 Qg1

A1 Ay —dzq " A2

121 vgl. Gerald Kaiser, Wolfgang Timischl, Ingenieur-Mathematik 3 (Wien 2017), hier 158f. wo in der Defini-
tion (!) der inversen Matrix vergessen wurde, dass die Elemente auf der Hauptdiagonale den Platz wechseln.
Fur die allgemeine Berechnung der inversen Matrix vgl. Arens, Busam, Hettlich, Karpfinger, Stachel,
Grundwissen Mathematikstudium, 450.
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Die Berechnung von A~ kann mittels unbestimmten Ansatz (4 - A~* = Id,,) gemacht werden.
Die Vorgehensweise geht systematisch wie folgt, wobei diese bereits bei Matrizen der Grofen-

ordnung 4 x 4 sehr aufwandig ist:

1.) Man erweitert A um die n X n-Einheitsmatrix Idn: (A|Id,,).

2.) Man bringt (A|Id,,) mittels elementarer Zeilenumformungen auf die Form (D|B), wo-
bei D eine obere Dreiecksmatrix ist und B die Matrix, die durch Zeilenumformungen
aus der Einheitsmatrix entstanden ist.

3.) Enthalt D eine Zeile mit lauter Nullen als Eintrége, so ist A nicht invertierbar. Enthélt D
keine Nullzeile, so macht man mit elementaren Zeilenumformungen so lange weiter, bis
aus A die Einheitsmatrix wird, um schliellich die Inverse zu erhalten:

(Alld,) » =+ > (Idy|A7™Y)

Determinantel??

Die Definition der Determinante erfolgt mithilfe der sogenannten Leibniz'schen Formel:

Sei A eine quadratische Matrix mit Eintrdgen aus einem Korper K (ein kommutativer Ring

wirde auch reichen). Dann heif3t

n
detAd = Z sgn (o) ﬂai o (i)
i=1

0 €Sy
die Determinante von A.

Da diese Formel sehr kompliziert ist und vor allem fir grélRere Matrizen einen enormen Re-
chenaufwand bedeutet, gibt es einige einfachere Mdglichkeiten wie die nun folgenden Formeln

flr 2 x 2- und 3 x 3-Matrizen sowie den Entwicklungssatz von Laplace.

122 \/gl. Arens, Busam, Hettlich, Karpfinger, Stachel, Grundwissen Mathematikstudium, 471. Vgl. dazu auch Goll-
mann, Hibl, Pulham, Ritter, Schon, Schiffler, Vo3, Vossen, Mathematik fur Ingenieure, 317, 321, 325, 327,
330-333 sowie 340.
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aiq

Sei A eine 2 x 2-Matrix, also 4 = (a21

a . . i i
a;z)’ dann ist die Determinante gleich dem folgen-

den AUSdI’UCk detA = a11a22 - a21a12

Um zu verdeutlichen, dass man gerade die Determinante einer Matrix berechnet, verwendet

man statt der runden Matrixklammern sozusagen Betragsstriche:

|a11 ag»

= aq1109, — Ax1Q
ayq a22| 11422 21012

ai1 Q12 Ag3
Sei nun A eine 3 x 3-Matrix, also A = | @21 azz azsz |, dann ist die Determinante gleich
az1 4azz dzs

dem folgenden Ausdruck:
detA = a;1a5,033 + A12053031 + A13021A35 — A13022A031 — Q12021033 — Q11073037

Die Determinante einer n x n-Matrix lasst sich meist nicht so leicht berechnen. Hierflr gibt es
verschiedene Methoden bzw. Zugénge. Einer davon ist der Laplacesche Entwicklungssatz, wel-
cher in rekursiver Art und Weise die Berechnung der Determinante einer n X n-Matrix auf die
Berechnung von Determinanten von (n — 1) X (n — 1)-Matrizen zuriickfihrt und zwar immer
wieder, bis man bei 3 x 3-Matrizen bzw. 2 x 2-Matrizen angekommen ist. Fur den La-
placeschen Entwicklungssatz bendtigt man zundchst "Streichungsmatrizen™: Man betrachte
dazu eine n X n-Matrix A. Fur i,j € {1, 2, ...,n} bezeichnet man mit Aj; die i-j-Streichungs-
matrix von A, eine (n — 1) X (n — 1)-Matrix, die man aus der urspriinglichen Matrix A erhélt,

wenn man die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht.
Entwicklungssatz von Laplace:

Fur eine allgemeine n X n-Matrix A, also

a;; Qg2 Ain

az1 Ay azn
A=

an1 An2 Ann

kann die Determinante von A wie folgt berechnet werden:
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1.) Entwicklung nach der i-ten Zeile:

Fir jedes i € {1, ...,n} gilt: det A = Y7, (=1)"*/ a;; det(4;)).
2.) Entwicklung nach der j-ten Spalte:

Fur jedes j € {1, ...,n} gilt: detA = X7 (—=1)"*/ a;; det(4;)).

Die Determinante ist vor allem fir die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems bedeutend,

da eine n X n-Matrix genau dann invertierbar ist, wenn deren Determinante ungleich O ist.

Es folgen nun einige Rechenregeln fiir Determinanten von n x n-Matrizen. Hierflr seien A

und B jeweils n X n-Matrizen:

1.) Geht B aus A durch das Vertauschen von zwei Spalten hervor, so gilt: det B = — det A.
Geht B aus A durch das Vertauschen von zwei Zeilen hervor, so gilt: det B = — det A.

2.) Ist AT die transponierte Matrix von A (jene Matrix, die man erhalt, wenn man die Zeilen
von A mit den Spalten von A vertauscht), so gilt: det A = det AT.

3.) Fir die n X n-Matrix Idn (die Einheitsmatrix) ist detId,, = 1.

4.) Esgilt detA = 0, wenn

- eine Zeile von A nur Nullen als Eintrége hat (das nennt man "Nullzeile").

- eine Spalte von A nur Nullen als Eintrage hat (das nennt man "Nullspalte™).
- eine Zeile von A ein Vielfaches einer anderen Zeile von A ist.

- eine Spalte von A ein Vielfaches einer anderen Spalte von A ist.

5.) Hat A nur Eintrage auf der Hauptdiagonale und darunter (d. h. ist A eine "untere Drei-
ecksmatrix") oder hat A nur Eintrdge auf der Hauptdiagonale und dartber (d. h. ist A
eine "obere Dreiecksmatrix™), so gilt fir die Determinante:

detA =a;1 Ay ..." A

6.) Geht B aus A durch Multiplikation genau einer Zeile von A mit einer Zahl r hervor, so
gilt: det B = r - det A.

Geht B aus A durch Multiplikation genau einer Spalte von A mit einer Zahl r hervor, so
gilt: det B = r - det A.

7.) Geht B aus A durch Multiplikation der gesamten Matrix A mit einer Zahl r hervor

(B=r-A),soqilt: detB = r" - detA.
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8.) Geht B aus A durch Addition eines Vielfachen einer Zeile von A zu einer anderen Zeile
von A hervor, so gilt: det B = det A.
Geht B aus A durch Addition eines Vielfachen einer Spalte von A zu einer anderen
Spalte von A hervor, so gilt: det B = det A.

9.) Schreibt man A als (a, ... q; ... a,,) mit Spaltenvektoren ay, ..., a,, so gilt:
det(ay ...a; + a; ...a,) = det(a; ...q; ...a,) + det(a; ...a; ... a,).
Die analoge Aussage gilt fir die Zeilen von A.

10.) Ist eine Zeile der Matrix A eine Linearkombination der anderen Zeilen, so gilt:
detA = 0.

11.) Esqilt: det(A- B) = det A - detB.

Eigenwert und Eigenvektor!?

Eine Zahl 1 € R hei3t Eigenwert einer n x n-Matrix A, wenn es einen Vektor v € R", v # 0

gibt mit A- v = 1 - v. In diesem Fall heil3t der Vektor v Eigenvektor von A zum Eigenwert A.

Charakteristisches Polynom®*

Sei A eine n X n-Matrix mit reellen oder komplexen Eintragen (kurz: A € R™"™ bzw.
A € C™™). Das Polynom y, vom Grad n, welches wie folgt definiert wird, hei3t charakteristi-

sches Polynom der Matrix A:

xa(X) =det(A—X-1Id,) = (D" X" + ¢ X" 1+ -+ ;X + ¢y € R[X] bzw. € C[X]

123 \/gl. Gollmann, Hiibl, Pulham, Ritter, Schon, Schiiffler, VoR, Vossen, Mathematik fir Ingenieure, 358.
124\/gl. Arens, Busam, Hettlich, Karpfinger, Stachel, Grundwissen Mathematikstudium, 504.
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Es gilt dann:
AERDbzw.A € Cist Eigenwert von A & y,(1) =0

Eine n X n-Matrix hat hchstens n Eigenwerte, da y, als Polynom vom Grad n mit reellen bzw.

komplexen Koeffizienten nicht mehr als n Nullstellen haben kann.

In vielen Biichern findet man auch die folgende Definition fir das charakteristische Polynom
der Matrix A:

xa(X) =det(X-Id, — A)

Weil det(X - Id, — A) = (—1)"det(A — X - Id,,) qilt, ist dies flr ungerades n im Allgemeinen

nicht dasselbe Polynom, aber die Nullstellen und damit auch die Eigenwerte sind dieselben.

Diagonalisierbarkeit einer Matrix'#

Sei A eine n X n-Matrix mit reellen oder komplexen Eintrdgen und mit n verschiedenen reellen

Eigenwerten 44, ..., 4,, S0 gibt es eine invertierbare Matrix S mit:

A 0 - 0
st.oa.s=9 A 0
0 - 0 A,

Eine n X n-Matrix A heil3t diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S gibt, sodass
§~1.A-S eine Diagonalmatrix ist, d. h. eine Matrix, die nur auf der Hauptdiagonale von Null

verschiedene Eintrage hat.

125 \/gl. Gollmann, Hiibl, Pulham, Ritter, Schon, Schiiffler, VoR, Vossen, Mathematik flr Ingenieure, 366.
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Eine n X n-Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es n linear unabhéngige Eigenvek-
toren vy, ..., v, von A gibt. In diesem Fall ist die Matrix S, die v, ..., v, als Spalten hat, eine

sogenannte Transformationsmatrix fiir A.
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Fazit

Im ersten Kapitel, welches von der Geschichte der Matrizenrechnung handelt, wurde klar, dass
die allerersten Anfénge in Asien zu finden sind. Auch wenn diverse bekannte européische Ma-
thematiker viele wichtige Ergebnisse im Lauf der Zeit und ihrer Forschung geliefert haben, so
trifft auch auf einige asiatische Personen die Beschreibung, dass sie Pionierarbeit geleistet ha-
ben, zu. Wéahrend einerseits in Asien die Matrizenrechnung immer weiter in den Hintergrund
rickte, lebte sie andererseits in Europa immer weiter auf. Alles in allem sollte man — unabhén-
gig vom jeweiligen mathematischen Thema — bei der Betrachtung der Geschichte der Mathe-
matik auch immer den Blick auf3erhalb Europas schweifen lassen und so dem Eurozentrismus

entgegenwirken.

Das zweite Kapitel verglich die Lehrplane von AHS, BAfEP, BASoP, HAK, humanberuflichen
Schulen sowie Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten. Die Reihenfolge dieser
sechs Schultypen ist in dieser Aufzahlung (und im zweiten Kapitel) nicht zufallig, sondern re-
prasentiert die Menge an Inhalten zur Matrizenrechnung: In der AHS kommt Matrizenrechnung
nicht oder bestenfalls in einem "freien Wahlpflichtfach Mathematik™ vor, wobei hier auch nicht
zwingend, in BATEP und BASOP sollte der Begriff "Matrix" zumindest erwahnt werden, HAK
und humanberufliche Schulen widmen immerhin einen groRen Teil eines Semesters der Matri-
zenrechnung und Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten verteilen ihre Inhalte zur
Matrizenrechnung gekonnt auf mehrere Jahrgange bzw. Semester mit den insgesamt meisten
Inhalten zur Matrizenrechnung im Vergleich dieser Schultypen, auch wenn es in den einzelnen

Fachrichtungen Unterschiede gibt, wie viel genau zu Matrizen gemacht werden soll.

Eine etwas Uberraschende Erkenntnis des dritten Kapitels war, dass bei der Betrachtung der
Lehrbicher fir HAK und humanberufliche Schulen keine wirklichen Unterschiede gemacht
wurden, obwohl diese Schularten unterschiedliche Lehrplane haben. Wahrend "Angewandte
Mathematik@HUM 2" wenigstens im Inhaltsverzeichnis und auf den entsprechenden Seiten
darauf verwies, dass nicht alle Inhalte fiir die humanberuflichen Schulen verpflichtend sind, so
blieb dies bei den beiden anderen Schulbuchreihen unerwahnt. Wirklich grolRe Miihe mit einem
tatséchlich eigenen Buchkapitel zu Matrizen fur die humanberuflichen Schulen, welches sich
von jenem Buchkapitel zu Matrizen in der HAK unterscheidet, hat man sich bei keinem der
analysierten Schulblcher bzw. Verlage gemacht. Nattrlich sind viele Inhalte fiir HAK und hu-

manberufliche Schulen im Lehrplan gleich, aber es sind nicht vollkommen idente Inhalte in den
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jeweiligen Lehrplanen. Es ist verstandlich, dass man nicht wegen der Hoheren Lehranstalten
fiir Tourismus eine eigene Schulbuchreihe herausgibt, in der unter anderem das Kapitel zu Mat-
rizen sich dann im Schulbuch fir den dritten Jahrgang befindet. Enttduschend ist, dass es keine
schulartenspezifischen Anwendungen in den Lehrbiichern fir die humanberuflichen Schulen
fiir den fiinften Jahrgang gibt, wie es ja eigentlich im Lehrplan vorgeschrieben ware. Auch bei
der analysierten Schulbuchreihe fiir Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten sind die
beiden letzten Punkte gultig: Durch die unterschiedlichen Fachrichtungen kann man nicht fir
die jeweiligen Fachrichtungen unterschiedliche Schulbicher herausgeben, weil manche Inhalte
zu Matrizen bei den einen Fachrichtungen im dritten und bei den anderen Fachrichtungen im
vierten Jahrgang laut Lehrplan verankert sind. Man kann sich aber bezuglich der schulartenspe-
zifischen Anwendungen der Matrizenrechnung mehr Muhe geben und Beispiele aus vielen un-
terschiedlichen Bereichen in die Schulbiicher einbinden. Als Anregung welche Beispiele bzw.
Bereiche hierflr geeignet sein kénnten, kann im darauffolgenden Kapitel zu den Anwendungen

der Matrizenrechnung nachgelesen werden.

Im vierten Kapitel wurden einige Anwendungen und Anwendungsbereiche der Matrizenrech-
nung vorgestellt. Die Anwendungsbereiche waren breit gestreut und es ist klar, dass es noch
viel mehr Anwendungen und auch Anwendungsbereiche der Matrizenrechnung gabe. Wahrend
manche Anwendungen eher innermathematisch anzusiedeln sind — auch wenn es wohl keine
ganz strikte Trennung in inner- und auRermathematische Anwendungen gibt — kamen auch An-
wendungen aus dem taglichen Leben bzw. aus der Lebenswelt der Schiilerinnen und Schuler
vor. Es wurde versucht, alle Anwendungen gut genug aufzubereiten, um sie dann in den Unter-
richt einbauen zu kdnnen. Nattrlich kamen auch einige vielleicht neue Definitionen, Erkléarun-
gen, Begriffe usw. vor, aber es wurden maglichst alle neuen Inhalte im vierten und dann auch

im funften Kapitel erklart bzw. vorgestellt.
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BMB (Bundesministerium fiir Bildung), Verordnung der Bundesministerin fur Bildung, mit der
die Verordnung tber die Lehrplane der Bildungsanstalt fur Elementarpéddagogik und der Bil-
dungsanstalt fiir Sozialpddagogik 2016 erlassen, die Verordnung uber den Lehrplan der Bil-
dungsanstalt fur Kindergartenpadagogik aufgehoben und die Verordnung Uber die Lehrplane
fur die Bildungsanstalt fur Sozialp4ddagogik sowie die Eroffnungs- und Teilungszahlenverord-
nung betreffend die Lehrplane der Bildungsanstalt fir Elementarpddagogik und der Bildungs-
anstalt fur Sozialpadagogik 2016 geandert werden; Bekanntmachung der Lehrplane fiir den Re-
ligionsunterricht (BGBI. Il Nr. 204/2016), online unter <https://www.ris.bka.gv.at/Doku-
mente/BgblAuth/BGBLA 2016 11_204/CO0O_2026_100 2_1257956.pdfsig> (19. Juli 2019).

BMB (Bundesministerium fiir Bildung), Verordnung der Bundesministerin fur Bildung, mit der
die Verordnung uber die Lehrpléne der Bildungsanstalt fir Elementarpadagogik und der Bil-
dungsanstalt fiir Sozialpddagogik 2016 erlassen, die Verordnung uber den Lehrplan der Bil-
dungsanstalt fur Kindergartenpadagogik aufgehoben und die Verordnung Uber die Lehrplane
fur die Bildungsanstalt fur Sozialpddagogik sowie die Eroffnungs- und Teilungszahlenverord-
nung betreffend die Lehrplane der Bildungsanstalt fir Elementarpadagogik und der Bildungs-
anstalt fir Sozialpadagogik 2016 gedndert werden; Bekanntmachung der Lehrpléne fiir den Re-
ligionsunterricht (BGBI. Il Nr. 204/2016), online unter <https://www.ris.bka.gv.at/Doku-
mente/BgblAuth/BGBLA 2016 _I1_204/COO _2026_100_2_ 1257957.pdfsig> (19. Juli 2019).

BMBF (Bundesministerium flr Bildung und Frauen), Verordnung der Bundesministerin fir

Bildung und Frauen, mit der die Verordnung uber die Lehrplane fur die Handelsakademie und
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die Handelsschule sowie die Eroffnungs- und Teilungszahlenverordnung geéndert werden; Be-
kanntmachung der Lehrplane fiir den Religionsunterricht (BGBI. 11 Nr. 209/2014), online unter
<https://www.ris.bka.gv.at/Doku-

mente/BgblAuth/BGBLA 2014 _11_209/COO 2026 100 2 1028436.pdfsig> (21. Juli 2019).

BMBF (Bundesministerium fiir Bildung und Frauen), Verordnung der Bundesministerin flr
Bildung und Frauen, mit der eine Verordnung uber die Lehrpléne der Hoheren technischen und
gewerblichen Lehranstalten 2015 erlassen wird sowie die Verordnung Uber die Lehrpléne fir
Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten und die Verordnung tber die Lehrplane der
Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten (Lehrplan 2011) geéndert werden (Lehr-
planpaket der Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten 2015); Bekanntmachung
der Lehrplane fur den Religionsunterricht (BGBI. Il Nr. 262/2015). Die diversen Lehrplane fir
die einzelnen Fachrichtungen sind online zu finden unter
<https://www.ris.bka.gv.at/eli/bgbl/11/2015/262> (27. Juli 2019).

BMBF (Bundesministerium fir Bildung und Frauen), Verordnung der Bundesministerin fur
Bildung und Frauen, mit der eine Verordnung Uber die Lehrpléne fur gewerbliche und kunst-
gewerbliche Fachschulen, Fachschulen fir wirtschaftliche Berufe und Fachschulen fiir Sozial-
berufe sowie Hohere gewerbliche und kunstgewerbliche Lehranstalten und Hohere Lehranstal-
ten fur wirtschaftliche Berufe erlassen wird (Lehrpléne der humanberuflichen Schulen) und die
Verordnung tber Lehrplane fir technische, gewerbliche und kunstgewerbliche Fachschulen,
die Verordnung Uber Lehrplane fir die Fachschule fur wirtschaftliche Berufe und die Héhere
Lehranstalt fir wirtschaftliche Berufe, die Verordnung tiber den Lehrplan der Fachschule fir
Sozialberufe, die Verordnung tber die Lehrpléne der dreijahrigen Fachschule und der Hoheren
Lehranstalt fir wirtschaftliche Berufe sowie die Verordnung Uber die Lehrplane fir Hohere
technische und gewerbliche Lehranstalten gedndert werden; Bekanntmachung der Lehrpléne
fiir den Religionsunterricht (BGBI. Il Nr. 340/2015). Die diversen Lehrplane fur die einzelnen
Fachrichtungen sind online zu finden unter <https://www.ris.bka.qv.at/eli/bgbl/11/2015/340>
(22. Juli 2019).
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Anhang

Abstract (deutsch)

Diese Arbeit handelt von Matrizen bzw. Matrizenrechnung in der (6sterreichischen) Schule.
Das erste Kapitel zeigt die Geschichte der Matrizen sowohl in Asien als auch in Europa auf.
Das zweite Kapitel analysiert die Lehrplane von "allgemein bildenden héheren Schulen™, "Bil-
dungsanstalten fur Elementarpadagogik”, "Bildungsanstalten fiir Sozialpaddagogik", "Handels-
akademien”, "humanberuflichen Schulen"” und "Hdheren technischen und gewerblichen Lehr-
anstalten” aber nur in Bezug auf Matrizen. Im dritten Kapitel wird dasselbe mit den Lehrb-
chern von "Handelsakademien”, "humanberuflichen Schulen” und "Hoheren technischen und
gewerblichen Lehranstalten" getan. Das vierte Kapitel ist eine Sammlung verschiedener An-
wendungen von Matrizen. Das fiinfte und letzte Kapitel erklart die Begriffe und Konzepte, wel-

che im vierten Kapitel verwendet wurden.

Das erste Kapitel bringt keine wirklich neuen Ergebnisse, obwohl die Ergebnisse interessant
sind. Das Ergebnis des zweiten Kapitels ist, dass in all diesen Lehrplénen die Inhalte in Bezug
auf Matrizen unterschiedlich sind. Man kann sagen, dass "allgemein bildende héhere Schulen”,
"Bildungsanstalten fur Elementarpaddagogik™ und "Bildungsanstalten flir Sozialpadagogik™ den
Schilerinnen und Schiilern nicht viel bzw. nichts in Bezug auf Matrizen lehren. "Handelsaka-
demien” und "humanberufliche Schulen” lehren zwar ein paar Inhalte zu Matrizen, aber auch
nicht wirklich viel. In den "Hdéheren technischen und gewerblichen Lehranstalten™ lernen die
Schilerinnen und Schiler im Vergleich zu den Lehrpléanen der anderen Schulformen am Meis-
ten Giber Matrizen. Das dritte Kapitel zeigt, dass — obwohl es unterschiedliche Lehrpléne fur die
verschiedenen Fachrichtungen gibt — die Schulbucher fir die jeweiligen Schularten die gleichen
sind. Im vierten Kapitel wird die Vielfalt der Anwendungen der Matrizen gezeigt, obwohl noch
mehr verschiedene Anwendungen und Anwendungsbereiche méglich waren. Alle vorgestellten
Anwendungen kénnten — gemeinsam mit den ebenfalls bereitgestellten Erklarungen (teilweise
im vierten und teilweise im flinften Kapitel) — eins zu eins im Schulunterricht verwendet wer-
den. Die Einzigartigkeit dieser Diplomarbeit ist, dass niemand zuvor eine solch vertiefte For-

schung im Bereich der Matrizenrechnung fir die (6sterreichische) Schule gemacht hat.
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Abstract (englisch)

This diploma thesis is about matrices in (Austrian) schools. The first chapter shows the history
of matrices both in Asia and Europe. The second chapter analyses the curricula of "allgemein
bildenden hoheren Schulen®, "Bildungsanstalten fur Elementarpadagogik”, "Bildungsanstalten
fir Sozialpadagogik", "Handelsakademien™, "humanberuflichen Schulen” and "Hbéheren tech-
nischen und gewerblichen Lehranstalten™ but only in relation to matrices. In the third chapter
the same is done with the textbooks of "Handelsakademien™, "humanberuflichen Schulen™ and
"Hoheren technischen und gewerblichen Lehranstalten”. The fourth chapter is a collection of
different applications of matrices. The fifth and last chapter explains some terms and concepts

which were used in the fourth chapter.

The first chapter has no really new results, although the results are interesting. The result in the
second chapter is that in all of these curricula the contents with respect to matrices are different.
One could say that "allgemein bildende hohere Schulen”, "Bildungsanstalten fiir Elementarpéd-
agogik" and "Bildungsanstalten fur Sozialpddagogik™ do not really teach pupils much respec-
tively anything about matrices. "Handelsakademien™ and "humanberufliche Schulen™ do teach
some contents about matrices, but not really much. In the "Hohere technische und gewerbliche
Lehranstalten” pupils learn by comparison to the other curricula the most about matrices. The
third chapter shows that although there are different curricula for different specialisations the
textbooks are the same for the particular school types. In the fourth chapter the diversity of
applications of matrices are shown, although there could be even more different applications
and areas of applications. All of the presented applications could — with the also provided ex-
planations (partially in the fourth and partially in the fifth chapter) — be used one-to-one in
school teaching. The unigqueness of this diploma thesis is that no one before has done such a

deep research in the field of matrices for (Austrian) school teaching.
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