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Einleitung 1

Einleitung

Die Pythagoreer. Der Satz des Pythagoras: Im rechtwinkeligen Dreieck ist die
Summe der Kathetenquadrate gleich dem Hypothenusenquadrat. Vermutlich ist das
einer der wenigen, wenn nicht der einzige Schluss, der von vermutlich jeder
Schulerin oder jedem Schuler gezogen werden kann, wenn im Mathematikunterricht
Uber Pythagoreer gesprochen wird. Ja, es ist wohl die bekannteste Erkenntnis, die
der Gemeinschaft der Pythagoreer zugesprochen wird. Dabei ist nicht einmal
bewiesen, dass der Satz des Pythagoras wirklich von Pythagoras selbst stammte.
Nein, sogar das Gegenteil ist der Fall: Aus mehreren Quellen geht hervor, dass
sowohl die Babylonier als auch die Agypter® schon vorher diesen Satz kannten und
auch anwandten. Vermutlich wird also der Satz des Pythagoras ganz zu Unrecht

nach dem uns wohl bekanntesten Pythagoreer benannt.

Und dieser Pythagoras von Samos ist bestimmt fir einige wissenschaftliche
Erkenntnisse um das flinfte Jahrhundert v.Chr. verantwortlich. Es gab allerdings noch
eine ganze Menge Anhanger, die zum Teil weitere mathematische Uberlegungen

und Beweise lieferten.

In dieser Arbeit soll zu Anfang die Gruppe der Pythagoreer beschrieben und ihr
Lebensstil, sowie ihre zum Teil aus heutiger Sicht etwas ausgefallenen

Verhaltensweisen aufgezeigt werden.

Danach zeige ich neben dem Satz des Pythagoras noch weitere mathematische
Erkenntnisse auf, die vermutlich aus den Federn einiger Anhanger der Bruderschaft
stammen. Die Pythagoreer waren nicht nur fur ihre Philosophie bekannt, sondern
haben zu ihren Lebenszeiten sowohl in der Geometrie, der Arithmetik, der
Harmonielehre, als auch in der Astronomie erstaunliche Leistungen und

Berechnungen zu Papier gebracht.

Besonderer Stellenwert kommt in dieser Arbeit dem Spatpythagoreer Nikomachos
von Gerasa zu, der mehrere Werke verfasste, die das Wissen der Pythagoreer
konserviert haben. Sein Leben sowie sein Wirken stellen einen Schwerpunkt in

dieser Arbeit dar. Es wird deutlich, welch wichtiger Mann er gewesen sein muss, da

1 Cantor Moritz: Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik. Von den altesten Zeiten bis zum Jahre
1200 n. Chr. Leipzig: B.G. Teubner 1894, 65.
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er von einigen spateren Denkern, wie lamblichus oder Boethius ubersetzt und
kommentiert wurde. Neben dem Werk mit dem Titel EinfiUhrung in die Arithmetik, in
dem er sich mit nicht weniger als zehn verschiedenen Mittelwertbildungen
auseinandersetzte, beschaftigte sich Nikomachos auch intensiv. mit der
Harmonielehre, Uber die er ebenso ein Buch verfasste.

Welchen Einfluss die Mathematik der Pythagoreer und insbesondere die Biicher des
Nikomachos auf die spatere Mathematik haben, soll am Ende der Arbeit seinen Platz
finden. Besonders die Einfuhrung in die Arithmetik im mittelalterlichen Islam ist ein
interessantes Thema, dem ich mich abschlielend widmen will, um zu zeigen, welche

weiten Kreise die Arbeit der Pythagoreer gezogen hat.
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1 Uber die Pythagoreer

Die Pythagoreer waren eine Gruppe und Anhangerschaft des zweifelsfrei
bekanntesten Pythagoreers Pythagoras von Samos, von dessen Leben ich spéater
noch genauer berichten werde. Sie lebten ungefahr im 5. Jahrhundert v.Chr. und
siedelten sich in Suditalien an. Ich beginne mit einem Uberblick tber den Bund der
Pythagoreer, ihre Lebensweise und Verhaltensvorschriften.

Uber die Lebensweise der Pythagoreer wissen wir das meiste aus lamblichos Werk
Vom pythagoreischen Leben. Allerdings hat P. Boyancé in seiner Arbeit Sur la vie
pythagoricienne nachgewiesen, dass der Bericht bei lamblichos eigentlich von

Aristoxenos stammt.?

Die Pythagoreer waren eine Art Klostergemeinschaft, im heutigen Verstandnis
vielleicht sogar eine Sekte. Man betete und lebte zusammen, schottete sich von der

AuRenwelt ab.3

Der Tag eines Pythagoreers begann demnach mit einem Spaziergang alleine, denn
sie glaubten, dass man erst mit einem Menschen zusammentreffen sollte nachdem
man die eigene Seele gerlstet und sein Denken geordnet hatte. Erst danach trafen
sie zusammen, nutzten diese Gelegenheit zum Lehren und Lernen, trieben danach
Sport und beschlossen den Vormittag mit einem Essen, das aus Brot und Honig
bestand. Den Nachmittag Uber beschaftigten sie sich mit 6ffentlichen Geschéaften
oder Politik. Spater folgte ein weiterer Spaziergang, nun aber in einer kleinen
Gruppe, um sich Uber das Gelernte auszutauschen. Abends wurde gemeinsam
gegessen, allerdings alRen nie mehr als zehn Menschen gleichzeitig. Aristoxenos
schreibt nirgends von dem bekannten Bohnen- oder Fleischverbot. Diogenes
Laertios allerdings griff dieses Verbot in seinen Notizen auf. Es ist nicht ganz Klar,
warum die Pythagoreer keine Bohnen afRen, aber es gibt verschiedene
Vermutungen; eine davon wird bei Aristoteles erwahnt: Die Bohnen weisen eine
Ahnlichkeit zu den Pforten des Hades auf. Es konnte sein, dass die Pythagoreer sich
vorstellten, dass die Seelen durch den Stangel der Pflanze hindurch in den Hades

eingehen oder herauskommen kdnnten. Vermutlich handelt es sich auch nicht um die

2 Van der Waerden Bartel Leendert: Die Pythagoreer. Religidse Bruderschaft und Schule der
Wissenschaft. Zurich und Minchen: Artemis Verlag 1979,164.
3 Van der Waerden, Die Pythagoreer, 174.



Uber die Pythagoreer 4

uns bekannten Bohnen, sondern um die Art Vicia faba, die Saubohne. Es gibt aber
auch einen Bericht bei lamblichos, in dem er meint, die Pythagoreer hatten den

Grund fur das Bohnenverbot stets geheim gehalten.*

Freundschaft war den Pythagoreern ein hohes Gut, das kénnen wir bei einigen
Stellen von lamblochos oder Porphyrios nachlesen. lamblichos schreibt in Vom

pythagoreischen Leben 229:

In herrlicher Klarheit lehrte Pythagoras die Freundschaft aller mit allen:
Freundschaft der Goétter mit den Menschen durch Frommigkeit und wissende
Verehrung, Freundschaft der Lehren untereinander und Uberhaupt
Freundschaft der Seele mit dem Leibe, Freundschaft des Vernunftbegabten
(Seelenteils) mit den Formen der Vernunftlosen durch Philosophie und die ihr
eigene geistige Anschauung, Freundschaft der Menschen untereinander,
Freundschaft unter Mitblrgern durch Gesetzestreue, die den Staat gesund
erhalt, Freundschaft Verschiedenstammiger durch richtige Naturerkenntnis,
Freundschaft zwischen Mann und Frau, Kindern, Geschwistern und
Hausgenossen durch unverbriichliche Gemeinschaft. [...] Freundschaft des

sterblichen Leibes in sich selbst, [...].

Besonders wichtig war ihnen also die Freundschaft von allen mit allem, also auch mit
den Tieren und dem Kosmos. Innerhalb der Freundschaft ist Vertrauen als

wesentlich vorauszusetzen und Kampf oder Streit muss ausgeschlossen bleiben.®

Es war des Weiteren verboten, sich selbst neben einem Licht in einem Spiegel zu
betrachten. Aul3erdem sollten sie darauf achten, nach dem Aufstehen im Bett keinen
Abdruck des Korpers zu hinterlassen. ¢ Das Bettzeug musste stets geglattet werden,
damit der Eindruck des Korpers verschwand, da die Angst bestand, dass sich ein
Geist in diese Umrisse legen kdnne. 7 Diogenes Laertios berichtet weiter, dass es
verboten war, Eigentum zu besitzen und die &lteren Mitglieder mussten besonders

geehrt werden, denn ,was zeitlich vorangehe verdiene die hoheren Ehren, wie im

4Van der Waerden, Die Pythagoreer, 163-171.

5Van der Waerden, Die Pythagoreer, 176-177.

6 Sonar Thomas: 3000 Jahre Analysis.Geschichte-Kulturen-Menschen. Vom Zahistein zum Computer.
Hrsg. von H.-W. Alten, K.-J. Forster, K.-H. Schlote, H. Wesemiiller-Kock. 2., korrigierte Auflage. Berlin
Heidelberg: Springer-Verlag, 2016. 22.

7 Starke Dieter: Erste Anfange der Naturwissenschaften. Eine geschichtliche Betrachtung, Frankfurt
am Main: Verlag Harri Deutsch 2006, 225.
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Weltall der Aufgang vor dem Untergang, im Leben der Anfang vor dem Ende, in der

Belebung die Zeugung vor der Vernichtung” (Diogenes Laertios 22).8

lamblichus berichtet auch tber die Aufnahme neuer Mitglieder des Bundes. Es war
angeblich eine lange Prozedur, bei der Pythagoras die Anwarter in vielerlei Hinsicht
beobachtete, prufte und beurteilte. Dann wurden diese drei Jahre lang der
Verachtung Uberlassen, um die Standhaftigkeit und den Lerneifer zu prufen. Es folgte
ein funfjahriges Schweigegebot und die Zeit, in der das Besitztum jedes Bewerbers
der Gemeinschaft Gbertragen wurde. Erst wenn diese Zeit Uberstanden war, durften
die Neulinge Pythagoras auch ansehen wéhrend sie seinen Vortrdgen lauschten,

davor mussten sie hinter einem Vorhang zuhoéren.®

Unter den Pythagoreern gab es zwei verschiedene Gruppen. lamblichos erwéhnt
mehrmals die Akusmatiker und die Mathematiker. Die Mathematiker waren
diejenigen, die Lerngegenstande, die Mathemata, also Arithmetik, Geometrie,
Harmonik und Astronomie betrieben. Die Akusmatiker hingegen legten Wert auf die
Akusmata, was ubersetzt so viel wie das Gehorte bedeutet. Im Gegensatz zu den
Mathematikern forschten sie nicht und gaben keine Beweise oder Begrindungen,
sondern sie Uberlieferten und gaben weiter, was ihnen gelehrt wurde. Fir die

Akusmata war die Begriindung ,Er hat es gesagt” ausreichend. 1°

1.1 Die goldenen Verse

Bei den Goldenen Versen handelt es sich um ein Gedicht, bestehend aus zwei
Teilen. Manchmal werden sie auch goldene Verse des Pythagoras genannt, aber sie
stammen nicht von Pythagoras selbst. Van der Horst datiert die Verse auf 100 bis
300 n. Chr. und beschreibt sie als von Neupythagoreern aus é&lteren Quellen

zusammengestellt und teils vielleicht sogar neu gedichtet.

Der erste Teil der Verse (1-48) beschéftigt sich damit, wie man leben soll, der zweite
Teil (48-71) hingegen ist religioser Natur. Dieser soll den Anhangern die Sicherheit

eines seligen Lebens im Jenseits geben.

Vermutlich stammen die Goldenen Verse von der sogenannten ,Heiligen Rede des

Pythagoras® ab. Doch auch bei dieser Rede ist nicht gesichert, dass sie tatsachlich

8 Van der Waerden, Die Pythagoreer, 175.
9 Van der Waerden, Die Pythagoreer, 172-173.
10vvan der Waerden, Die Pythagoreer, 66-67.
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von Pythagoras selbst stammt. Denn es existiert eine Notiz im byzantinischen
Kompendium Suda, nach der die Tochter des Pythagoras, Arignote, diese ,heilige

Rede* komponierte.

Aber ganz gleich, von wem diese goldenen Verse genau stammen, klar ist, dass sie
Lebensregeln, Gebote und religidse Inhalte von pythagoreischem Gedankengut
enthalten. Man kann sie als dessen ethisch religidse Grundlage bezeichnen.!?

1.2 Seelenwanderung

Aus den goldenen Versen, die aus neupythagoreischer Zeit stammen, wissen wir,
dass die Pythagoreer die Ansicht vertraten, die Seele ware von géttlicher Natur und

die Seele des Gerechten steige nach dem Tod in den Himmel auf.

Von Dikaiarchos erfahren wir, dass laut Pythagoras alle Lebewesen miteinander
verwandt seien. Also sei der Mensch auch mit den Goéttern verwandt, da diese
ebenfalls als Lebewesen betrachtet wurden. Auch Empedokles ist einer der
wichtigsten Zeugen fur den Glauben an die Unsterblichkeit der Seele, die
Seelenwanderung und die Verwandtschaft aller Lebewesen. Empedokles lehrte im
Gegensatz zu den anderen Pythagoreern offentlich. Seine Lehren waren denen des
Pythagoras sehr ahnlich, er wurde laut Diogenes Laertios aus dem Bund der
Pythagoreer ausgeschlossen, weil er sich nicht an die Geheimhaltung der Lehren
hielt.

In diesen Lehren der Pythagoreer wird die Seele als voribergehend im Korper
gefangen beschrieben. Wenn allerdings der Kérper stirbt, dann wird die Seele frei.
Nach Platon und den Neupythagoreern kommt die Seele, wenn sie ein gerechtes
Leben auf der Erde gefuhrt hat, dahin, wo der Mond, die Sonne und die Sterne sind,
denn die wahre Heimat der Seele ist der Himmel. Wir kdnnen hier Parallelen zum
heutigen Christentum entdecken. Auch hier gibt es den Glauben an die
Unsterblichkeit und die Vorstellung, dass sich die Seele nach dem Tod im Himmel
befindet. Allerdings sind unsere heutigen Vorstellungen von Himmel nicht so konkret
wie die der Pythagoreer. Ein altpythagoreisches Akusma, ein Spruch, das von

lamblichos im Leben der Pythagoreer tberliefert wurde, lautet:

Was sind die Inseln der Seligen? Sonne und Mond.

11 Van der Waerden, Die Pythagoreer, 148-154.
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Dieser Ratselspruch soll beschreiben, dass die unsterbliche Seele nach dem Tod
des Korpers in den Himmel und zwar noch genauer zum Mond und zur Sonne

wandert.1?

1.3 Tetraktys und Zahlenmystik

Die Tetraktys ist fur die Pythagoreer von zentraler Bedeutung gewesen. Es handelt
sich hierbei um eine sogenannte Vierheit von Zahlen oder von Begriffen. Nach
lamblichos hat Pythagoras selbst das Wort gepragt. In der Tetraktys wird so etwas
wie ein geheimer Schlissel zum Verstandnis der gesamten Natur und des Kosmos

gesehen.t?

Theon von Smyrna definiert sogar 11 verschiedene Vierheiten in seinem Werk
.Erklarungen von mathematischen Dingen, die zum Verstandnis Platons nutzlich
sind“. Doch nur die erste wird als grundlegend betrachtet. Sie wird von den ersten
vier Zahlen gebildet. Das ist auch die Tetraktys, die am haufigsten von spatantiken
Kommentatoren genannt wird: Die Folge der ersten vier Zahlen oder die Summe

daraus:

1+2+3+4=10

Eine andere Interpretation wie die Tetraktys gebildet werden kann, hangt mit der
Musiktheorie zusammen. Die Zahlen6,8,9,12 stehen nicht nur in einem
vollkommenen Verhéltnis, wie ich spater noch genau ausfihren werde, sondern sind
auch fur die Musik maRgebend. |hre Verhaltnisse, die Quart, Quint und Oktav

beschreiben, sind auch in der urspringlichen Tetraktys enthalten:
8:6 =12:9 = 4:3
9:6=12:8=3:2
12:6 =2:1

Die Pythagoreer schworen der Tetraktys sogar einen Eid, der inhaltlich ungefahr so

Uubersetzt werden kann:

12 vVan der Waerden, Die Pythagoreer, 117-123.
13 Riedweg Christoph: Pythagoras. Leben, Lehre, Nachwirkung; eine Einfiihrung. Miinchen: C.H.
Beck 2002, 110.
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Nein, bei dem, der unserer Seele die Tetraktys Uibergehen* hat, welche Quelle

und Wurzel der ewigen Natur enthalt.

Das Nein am Beginn des Eides bedeutet vermutlich, dass die Pythagoreer darauf
schworen, die Geheimnisse nicht zu verraten. Der ungenannte, der die Seele
Ubergeben hat ist nach mehreren Kommentatoren Pythagoras selbst, das schreibt
zum Beispiel auch lamblichos in Das Leben der Pythagoreer. Die Frage, warum die
Tetrakys als Quelle und Wurzel der Natur bezeichnet wird, ist wahrscheinlich eines
der tiefsten Geheimnisse der Pythagoreer und kann deshalb nicht restlos geklart
werden. Wie oben beschrieben, hat die Tetraktys etwas mit Harmonie und mit Musik

zu tun. Bei labmlichos finden wir den Spruch:

Was ist das Orakel von Delphi? Die Tetraktys! Denn sie ist die Harmonie, in

der die Sirenen (singen).

Der Zusammenhang zwischen den Sirenen, dem Orakel von Delphi und der
Harmonie ist leicht erklart: Nach Homeros kennen die Sirenen die Geheimnisse aller
Welt und waren der Wahrsagung kundig. Sie wurden gemeinsam mit
Apollon abgebildet, der nicht nur der Gott des Orakels von Delphi war,
sondern auch der Erfinder des Instrumentes Lyra, also Gott der
Harmonie. Die  Tetraktys ist somit die Tonleiter der  Sirenen.
Von Nikomachos erfahren wir, dass die Quelle und Wurzel offenbar so etwas wie die
himmlische Harmonie bezeichnen soll. Dazu muss man nur noch verbinden, dass die
Musik der Sirenen als himmlische Musik bezeichnet wurde. Die irdische Musik soll
also eine Nachbildung der himmlischen Musik sein, die auf der Zahl beruht. Aber
nicht nur die Musik, sondern auch die Bewegungen der Himmelskoérper richten sich
nach der Zahl und so verallgemeinerten die Pythagoreer, dass alle Dinge reine
Nachahmungen der Zahlen seien. Abschlieend zur Zahlenmystik, ein Zitat aus
lamblichos, welches verdeutlicht, dass fur die Pythagoreer die Zahlen die Welt

bedeuteten. Danach soll Pythagoras folgendes gesagt haben:

In knapper Form verschlisselt speichert er so eine untibersehbare Weite und reiche
Fllle geistiger Schau. So auch in dem Satz: ,Die Zahl — es gleichet ihr alles®, den er

sehr haufig vor allen Menschen aussprach.'*

14 Van der Waerden, Die Pythagoreer, 100-110.
*Im Original finden wir tatsachlich den Ausdruck ,lbergehen®, sinngemal sollte hier vermutlich
,=ubergeben® an dieser Stelle stehen.
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1.4 Pythagoras

Pythagoras von Samos lebte wahrscheinlich im 6.Jahrhundert v. Chr. und wuchs auf
der Insel Samos auf. Es gibt unterschiedliche Meinungen dariber wann er tatséachlich
geboren wurde. Die Unsicherheiten entstanden aufgrund verschiedener

Uberlieferungen.

Einerseits wird bei Diogenes Laertios erzahlt, dass Pythagoras als Zwolfjahriger bei
den olympischen Spielen von der Teilnahme des Jungenwettkampfs ausgeschlossen
wurde, weil er noch zu jung war, aber mit langem Haar am Faustkampf bei den
Erwachsenen teilnahm und siegte. Eratosthenes nahm diese Legende ernst und fand
in der Siegerliste der olympischen Spiele aus dem Jahr 588 v.Chr. den Namen

Pythagoras, woraus er schloss, dass Pythagoras 600 v.Chr. geboren worden war.

Allerdings berichtet Aristoxonos, ein Musiktheoretiker aus der Schule des Aristoteles,
dass Pythagoras im Alter von 40 Jahren aufgrund politischer Unruhen und
Unzufriedenheit mit der Tyrannis des Polykrates die Insel Samos verlie3. Die
Herrschaft von Polykrates auf Samos begann um 538 v. Chr. Rechnet man hier also
40 Jahre zurick kommt man auf ein anderes Geburtsjahr, namlich um 570 v. Chr.

oder sogar noch etwas friher.

Es ist hier nicht malRgebend, wann genau Pythagoras geboren wurde, aber es ist
wesentlich, sich bewusst zu sein, dass es unterschiedliche Lehrmeinungen und
Uberlieferungen zu diesen Daten gibt. Die Pythagoreer und somit auch Pythagoras
selbst haben nichts aufgeschrieben, alle Informationen, die wir von ihnen haben, sind

Uberlieferungen von spéateren Philosophen und Wissenschaftlern. 1°

Das Leben Pythagoras kann in drei Abschnitte gegliedert werden. Der erste
Abschnitt, Gber den nicht sehr viel bekannt ist, handelt vom Leben auf Samos, von
Olympia und Reisen nach Milet. Von lamblichos erfuhren wir, dass er dort auch
Thales von Milet getroffen haben soll, was zeitlich durchaus mdglich ist.
In seinem zweiten Lebensabschnitt soll Pythagoras nach Agypten und Babylon
gereist sein. Auch dariber ist eher wenig bekannt. Das Wissen uUber diese Zeit
basiert auf einer Legende, die lamblichos in seinem Werk Uber das pythagoreische

Leben uberlieferte und von der wir nicht wissen, wieviel Wahrheit in ihr steckt.

15 Van der Waerden, Die Pythagoreer, 13-14.
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Uber den dritten Abschnitt im Leben Pythagoras gibt es gleich mehrere Berichte von
Aristoxonos, aber auch von Timaios von Tauromenion und von Dikaiarchos, der ein
Schiler des Aristoteles war. In dieser Zeit soll Pythagoras in Suditalien gelebt und

gewirkt haben.16

Van der Waerden schreibt auf die Frage, ob Pythagoras ein Mathematiker im Sinne
der Forschung gewesen ist oder ob er lediglich Mathematik gelehrt hat, in seinem

Werk Die Pythagoreer:

Dass Pythagoras in der Mathematik, Astronomie und Harmonik allerhand
gelernt und sein Wissen an seine Schiler vermittelt hat, das seht fur mich fest.
Dass er als Forscher téatig war, scheint mir eher unwahrscheinlich. Wenn er
einen mathematischen Satz oder eine astronomische Rechenmethode
gefunden hatte, dann wirden seine Biographen doch héchst wahrscheinlich

darUber berichten!

Dass aber die Pythagoreer Forscher waren, daran zweifelt er nicht. Denn auch

Aristoteles bezeichnet sie als die ersten, die mathematisches Wissen forderten. 17

2 Mathematische Erkenntnisse der Pythagoreer

Die vier verschiedenen Mathemata, mit denen sich die Pythagoreer beschaftigten
waren die Arithmetik, die Geometrie, die Astronomie und die Harmonielehre. Dies
bestétigt uns Aristoteles in seiner Metaphysik. Aber in der Metaphysik erfahrt man
sogar noch mehr, namlich dass die Pythagoreer wahrscheinlich die ersten waren, die
diese Wissenschaften tiberhaupt vorantrieben. Auf einige ihrer Entdeckungen will ich

nun in den nachsten Kapiteln néher eingehen. 8

2.1 Geometrie

2.1.1 Satz des Pythagoras

Der Satz des Pythagoras ist ganz klar das bekannteste Theorem, das wahrscheinlich
jede Schulerin und jeder Schiler kennt. Doch gibt es keinerlei Beweise dazu, dass
dieser Satz auch wirklich von Pythagoras stammt oder wenigstens aus der Zeit der

Pythagoreer ist.

16 VVan der Waerden, Die Pythagoreer, 20-21.
17Van der Waerden, Die Pythagoreer, 42-43.
18 Van der Waerden, Die Pythagoreer, 331.
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Sogar Proklos schreibt in seinem Kommentar zu diesem Satz etwas unbestimmt und

vorsichtig:

Schenken wir denjenigen Gehor, die das Altertum erforschen wollen, so kann
man darunter welche finden, die dieses Theorem auf Pythagoras zurlckfihren
und berichten, er habe der Entdeckung einen Stier geopfert.

Auch Plutarchos schreibt von einem Stieropfer des Pythagoras nach der Entdeckung,
aber an einer anderen Stelle fiihrt er aus, dass aufgrund des Problems eine Figur zu
konstruieren, die mit einer zweiten inhaltsgleich und zu einer dritten &hnlich ist, ein
Opfer gebracht wurde. Vitruvius dagegen berichtet, der Stier sei geopfert worden, als
das rechtwinkelige Dreieck mit den Seiten 3,4,5 entdeckt wurde. Allerdings sind alle
diese Berichte tUber Opfer nicht sehr glaubwirdig und moglicherweise nicht wahr, da
Pythagoras ein Gegner von Tieropfern, insbesondere von Rindern, gewesen sein

soll.

Gesichert hingegen ist, dass das Theorem schon bei den Babyloniern bekannt war.
Wir finden es in den Keilschriften, die schon ein Jahrtausend vor der Zeit der
Pythagoreer entstanden sind. Es besteht die Moglichkeit, dass Pythagoras dieses
Wissen auf seinen Reisen kennengelernt und mitgebracht hat. 1° Die Pythagoreer
brachten allgemein viele neue Kenntnisse von Reisen nach Hause, Uber die dann
diskutiert wurde. Sie waren die ersten, die es notwendig fanden, durch Abstraktion
Beweise zu finden. Die Beweisfiihrung wurde eine Kunst, auf die man um so mehr
stolz war, wenn man es schaffte die Denkschritte zwar so knapp wie maoglich, aber

nattrlich trotzdem liickenlos darzustellen.20

Der Satz des Pythagoras kann in seiner

2 A
(&
ursprunglichen Form wie folgt ausgedrickt werden: Lo\ p b
In einem gegebenen Dreieck (Abbildung 1) mit S a c
den Eckpunkten ABC ist der Winkel bei A genau
dann ein rechter Winkel, wenn die Flache des a?
Quadrats tber der (A gegenuberliegenden) Seite

a der Flachensumme der Quadrate Uber den
(anderen beiden) Seiten b und c entspricht (a? =

h? + Cz). 21 Abbildung 1: Veranschaulichung

Satz des Pythagoras

19 van der Waerden Bartel Leendert: Erwachende Wissenschaft. Agyptische, Babylonische und
griechische Mathematik. Ubersetzt von Helga Habicht. Basel: Birkhauser AG. 1956, 164-165.

20 Starke, Erste Anfange der Naturwissenschaften, 239.

21 Claudi Alsina: Der Satz des Pythagoras. Die heilige Geometrie von Dreiecken. Ubersetzt von Gina
Beitscher. Kerkdriel: Librero 2016, 42.
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Van der Waerden gibt in seinem Buch Die Pythagoreer einen Beweis fir den Satz

des Pythagoras, von dem er denkt, dass er wahrscheinlich so bewiesen wurde.

Bei diesem Beweis wird von der Ecke C aus eine Normale CD auf die Hypotenuse
aufgestellt. Diese teilt die Hypotenuse c in die Teilstrecken p und g. Wird diese
Normale bis E verlangert, teilt sie somit auch das Quadrat c? in zwei Rechtecke.
Danach wird mittels Proportionen bewiesen, dass diese Rechtecke Flacheninhalt
pc = a? und beziehungsweise gc = b? besitzen. Denn die Teildreiecke ACD und

CBD sind dem ganzen Dreieck ABC &hnlich

und so gilt:
p:a=a:c Z E
b =b: P\E
q c a .
q [+
woraus unmittelbar pc = a? und ¢ = b? folgt. A
c b
Durch Addition erhalt man, was zu beweisen
war:
c*=(p+q)c=pc+qc=a*+b? Abbildung 2: Beweis vom Satz des

Pythagoras

Im ersten Buch von Euklids Elementen findet sich ein sehr ahnlicher Beweis, der
aber anders gestaltet ist, da Euklid hier noch keine Proportionenlehre verwendet. Die

ersten vier seiner Bucher kommen ohne Proportionen aus, denn diese werden erst

im funften Buch behandelt. 22

2.1.2 Winkelgesetze

Die Pythagoreer bewiesen, dass die Winkelsumme im Dreieck gleich zwei rechten
Winkeln entspricht, also 180°. Ein Beweis daflr ist in einem Fragment nachzulesen,
das von Proklos erhalten wurde und vermutlich von Eudemos stammte. Es wird nicht
explizit angegeben von wem der Beweis stammte, Eudemos hielt sich zurtick und
schrieb lediglich die Pythagoreer, was darauf hindeutet, dass Eudemos ein Lehrbuch
der Elementargeometrie gekannt hatte, von dem nur allgemein Die Pythagoreer als

Autoren genannt wurden.

22 \Van der Waerden, Die Pythagoreer, 358-359.
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Der Beweis, dass die Winkelsumme in einem Dreieck 180° betragt, lautet bei
Eudemos wie folgt (die Bezeichnungen der Eckpunkte angepasst an die heutige

Schreibweise):

Abbildung 3: Winkelsumme im Dreieck

Sei ABC ein Dreieck. Ziehe durch A eine Gerade DE parallel zu BC. Da BC und DF parallel
sind, sind die Wechselwinkel gleich, also der Winkel DAB (=0) gleich ABC (=) und FAC
(=¢) gleich ACB (=y) Fiige beiderseits den Winkel BAC (=a) hinzu. So werden die
Winkel DAB (=6) und BAC (=a) und CAE (=¢), die zusammen zwei rechte Winkel
bilden, gleich der Summe der drei Winkel des Dreiecks sein. Also ist die Summe der drei

Winkel des Dreiecks gleich zwei rechten Winkeln. So ist der Beweis der Pythagoreer.?®

2.1.3 Flachenanlegungen

Die Flachenanlegung wurde von den Pythagoreern entwickelt um lineare und

guadratische Gleichungen geometrisch lésen zu konnen.?*
Proklos schreibt in seinem Kommentar zu Euklid:

Diese Dinge sind alt, so sagen die um Eudemos, und sind Erfindungen der

Muse der Pythagoreer, namlich die Anlegung der Flache, inr Uberschuss und

23 VVan der Waerden, Die Pythagoreer, 337.

24 Alten Heinz-Wilhelm, Djafari Naini Alireza, Eick , Bettina u.a.: 4000 Jahre Algebra. Geschichte —
Kulturen — Menschen. Vom Zahlstein zum Computer. Hrsg. von H.-W. Alten, J. Sander, Th. Sonar, A.
Djafari-Naini, B. Schmidt-Thieme, E. Wagner, Kl.-J. Foérster, K.-H. Schlote, H. Wesemiiller-Kock. 2.
aktualisierte und erganzte Auflage. Berlin Heidelberg: Springer-Verlag 2014., 73.
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ihr Mangel. Von diesen nahmen die Neueren die Namen und tbertrugen sie
auf die sogenannten Kegelschnitte und nannten von diesen die eine Parabel,
die andere Hyperbel und die dritte Ellipse, wahrend jene alten und géttlichen
Manner (die Pythagoreer) die Bedeutung dieser Namen in der Konstruktion

von ebenen Flachen auf einer begrenzten Geraden erblickten. 2°

Wie aus dem Text von Proklos zu entnehmen ist, werden drei verschiedene Arten

der Flachenanlegung unterschieden:

1) einfache Flachenanlegung
2) Flachenanlegung mit Defekt

3) Flachenanlegung mit Exzess

1) Bei der einfachen Flachenanlegung wird an eine gegebene Strecke a ein
gegebener Flacheninhalt F angelegt. Es wird also die algebraische Gleichung F = ab
geometrisch gelost.?® Das griechische Wort parabellein bedeutet Anlegen und daher

stammt auch das Wort Parabel.?”

e

Abbildung 4: Einfache Flachenanlegung

Um die Gleichung ab = cx zu lésen, kann die einfache Flachenanlegung verwendet
werden. Es wird an ein gegebenes Rechteck mit Flacheninhalt ab die ebenfalls
gegebene Seite cverlangert. Danach wird bc zu einem Rechteck vervollstandigt.
Anschlielend wird die Diagonale durch das Rechteck bc gezeichnet und soweit

verlangert, bis sie sich mit der ebenfalls verlangerten Seite b im Eckpunkt eines neu

25 VVan der Waerden, Die Pythagoreer, 342-343.

26 Gericke Helmuth: Mathematik in Antike, Orient und Abendland. Wiesbaden: Fourier Verlag
2003,128.

27 Alten, Djafari , Eick u.a.: 4000 Jahre Algebra, 71.
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zu vervollstdndigenden Rechtecks treffen. Nun kann das Rechteck cx eingezeichnet

werden, das denselben Flacheninhalt besitzt wie ab.%8

An der Verhaltnisgleichheit der Seiten ist leicht nachzuvollziehen, dass

a ¢
—=— =ab=cx
x b

gilt und die beiden Flachen tatsachlich gleich groR3 sind.

2) Die Flachenanlegung mit Defekt ist, in der einfachsten Form, die Aufgabe an eine
gegebene Strecke a eine gegebene Flache p so anzulegen, dass ein Quadrat fehlt.?®
Das griechische Wort fiir Defekt heif3t Elleipsis. Von diesem leitet sich auch das Wort

Ellipse ab.

G P

T X Q
r--------.- —

[ | [ ]

1 )
l__________ I

A c E sy B

| |
|

X

Abbildung 5: Flachenanlegung mit Defekt

Geometrisch gelést wird also der Zusammenhang x+y= cund yx=1p

folgendermal3en (Abbildung 5):

Die gegebene Seite AB = ¢ wird in gleiche und ungleiche Teile geteilt. Der Punkt

E halbiert ¢, der Punkt S teilt die Seite in 2 ungleiche Teile, wir nennen die Strecke
2
SB = y. Danach zeichnet man das Quadrat (%) uber EB. Und vom Eckpunkt G ein

2
Quadrat der Flache (%) — p. Die kirzere Seite ergibt sich durch die Verlangerung QS

28 Becker Oskar: Das mathematische Denken der Antike. Géttingen: Vandenhoeck & Ruprecht 1957,
61.
29 Gericke, Mathematik in Antike, Orient und Abendland, 128.
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von PQ und die Verlangerung QT von QX gibt die langere Seite des gesuchten

Rechtecks.30

Das begrindet sich wie folgt:

=i -p x=5r ]G e

Dannistx+y=cundxy=(g)z—((g)z—p) =p.

Ldsen wir das Gleichungssystem algebraisch, ergibt das:

x+y=c
xy=p
Scy—y*=p

3) SchlieRlich bleibt noch die Flachenanlegung mit Exzess. Exzess, also Uberschuss,
heilt auf Griechisch Hyperbole, das Wort Hyperbel kann von dem griechischen
Ausdruck abgeleitet werden. 31 Hier ist eine Flache an eine gegebene Strecke so
anzulegen, dass das uberschief3ende Flachenstick ein Quadrat wird. Dabei handelt

es sich um eine Flachenanlegung mit Exzess in der einfachsten Form.3?

Hier wird von gegebener Strecke ¢ der Mittelpunkt E gezeichnet und Uber

EB wiederum ein Quadrat konstruiert. Vom Eckpunkt ¢ aus wird als nachstes ein
2

Quadrat gezeichnet, dass den Flacheninhalt (%) + p besitzt.

Die Verlangerung der Seite AB mit dem Quadrat fihrt zum Schnittpunkt T. Die Seite

TV bildet die kirzere Seite des gesuchten Rechteck, die Seiten AT beziehungsweise

UV ergeben die langere Seite.

30 Junge Gustav: “Flachenanlegung und Pentagramm: Ein Beitrag zur Entwicklungs-Geschichte von
Euklids Elementen.”, in: Osiris, Vol. 8 , 1948. http://www.jstor.org/stable/301527 (letzter Zugriff:
27.06.2018), 317.

3lvVan der Waerden, Erwachen der Wissenschaft, 201.
32 Becker, Das Mathematische Denken der Antike, 62.
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Dies kann folgendermaf3en begriindet werden:

G F
I c y
I
I
[
e ==
u W Vv
\ y J
X

Abbildung 6: Flachenanlegung mit Exzess

y= o+ /(g)2+p,x:g+ /(g)2+p.

Dannistx —y =cundxy = (%)2+p—(%)2 =p

Das Quadrat BTVW ist das UiberschieRende Quadrat, das der Anlegung ihren Namen
gibt. 33

Algebraisch wird hier das Gleichungssystem von x —y = c und xy = F gelost.

xX—c=y

Xy=p

S>x(x—c)=p 2x*=p+cx3*
2.1.4 Die Diskussion Uber die geometrische Algebra
Nun stellt sich noch die Frage, wieso diese algebraischen Aufgaben, die die

Pythagoreer vermutlich von den Babyloniern Gbernommen haben, geometrisch

eingekleidet wurden. Dass sich die Griechen an visuellen Darstellungen erfreuten,

33 Junge, Flachenanlegung und Pentagramm, 318.
34 Gericke, Mathematik in Antike, Orient und Abendland, 130.
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werden wir noch ofter bemerken. Doch reicht die pure Freude am Schauen nicht
ganz aus, um zu rechtfertigen, warum die Pythagoreer lineare und quadratische
Gleichungen auch geometrisch l6sen wollten. Der Grund ist allerdings auch leicht
auszumachen: Die Entdeckung der irrationalen Zahlen. Nach Pappos sollen die
Pythagoreer den Anfang in dieser Thematik gemacht haben. Die Diagonale eines
Quadrats hat kein gemeinsames Mald mit der Seite, was bedeutet, dass die
Diagonale weder als ganze Zahl noch als Bruch dargestellt werden kann. Etwas
spater werden wir die Entdeckung der irrationalen Zahlen noch genauer behandeln.
Der Grund fur die geometrische Ubersetzung der algebraischen Gleichung ist, dass
die Pythagoreer immer versuchten alles exakt zu berechnen. Ihnen reichte keine
Naherung. Die Gleichung x? = 2 ist weder im Bereich der Zahlen, noch im Bereich
der Zahlenverhaltnisse, die die Pythagoreer sehr haufig verwendeten, lésbar. Aber
geometrisch ist diese Rechnung sehr wohl exakt zu I6sen, denn die Diagonale eines
Einheitsquadrats ist eine Losung. Die geometrische Algebra ist somit eine exakte
Wissenschaft und gilt auch fir irrationale Strecken, fur einen Pythagoreer also ein

klares Muss. 3°

Das Konzept der geometrischen Algebra war aber stark kritisiert und Ioste

Diskussionen aus. So schreibt zum Beispiel van der Waerden:

When one opens Book Il of the Elements, one finds a sequence of

propositions, which are nothing but geometric formulations of algebraic rules.

Der danische Mathematiker Zeuthen und er sahen dort den Beginn der modernen
Algebra, eingekleidet in eine geometrische Form. Die GroRen werden als ,das
Rechteck von a und b* oder ,das Quadrat von a“ genannt, anstatt das Produkt von
aund b oder einfach a?. Sie sind der Meinung, dass der Gedankengang der
Griechen stets ein algebraischer war, die Formulierung dagegen ein geometrischer
Weg. Die beiden vertraten auch die Ansicht, dass diese geometrische Algebra die
Fortsetzung dessen war, was schon die Babylonier betrieben, denn auch diese
verwendeten ahnliche Begriffe. Sie sahen keinen Grund zur Sorge, dass es durch die
Verwendung moderner algebraischer Notation, anstatt der umsténdlichen
Formulierungen, zu einer falschen Darstellung kommen kénnte. Anders sieht das

aber zum Beispiel der israelische Mathematikhistoriker Sabetai Unguru:

35 Van der Waerden, Erwachende Wissenschaft, 206.
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To read ancient mathematical texts with modern mathematics in mind is the
safest method for misunderstanding the character of ancient mathematics, in
which philosophical presuppositions and metaphysical commitments played a
much more fundamental and decisive role than they play in modern
mathematics. To assume that one can apply automatically and indiscriminately
to any mathematical content the modern manipulative techniques of algebraic
symbols is the surest way to fail to understand the inherent differences built

into the mathematics of different eras.

Es wird also diskutiert, ob die Griechen tatsachlich algebraische Problemstellungen
als Ausgangspunkt fur ihre Mathematik betrachteten. Unguru spricht sich klar dafar
aus, dass es keinerlei Beweise oder Hinweise dafur gibt, dass die Griechen in
irgendeiner Weise algebraisch dachten. Er meinte, dies sei naive and historically
untenable. Seiner Auffassung nach, kam unter anderem Zeuthen nur zu der Idee
einer geometrischen Algebra, weil Euklids Propositionen in moderne algebraische
Symbolsprache Ubersetzt wurde. Van der Waerden wiederum argumentiert dagegen,
dass der arabische Mathematiker Thabit ibn Qurra in einer wenig bekannten
Abhandlung zeigt, dass die Lésung der drei Formen der quadratischen Gleichung
aquivalent ist zur Flachenanlegung mit Exzess beziehungsweise mit Defekt, so wie
sie bei Euklid beschrieben wird und das, obwohl Thabit noch keine moderne

algebraische Symbolschreibweise kannte.3¢

2.1.5 Reguléare Polyeder

Ebenfalls Proklos schreibt die Entdeckung regularer Polyeder Pythagoras zu.
Allerdings gibt es einen Kommentar von einem unbekannten Autor zum dreizehnten
Buch der Elemente Euklids, in dem es heil3t, dass die Pythagoreer nur drei regulare
Polyeder gekannt haben und zwar den Wirfel, den Tetraeder und den Dodekaeder.
Erst Theaitetos soll spater die beiden anderen, den Oktaeder und den lkosaeder

entdeckt haben.

Dass der Dodekaeder bekannt war, wird durch einen Fund eines etruskischen
Dodekaeders aus Speckstein aus der Zeit vor 500 v.Chr. bestatigt. Regelmalige
Flnfecke bilden die Seiten eines Dodekaeders. Zeichnet man die Diagonalen auch

ein, erhalt man ein Sternfiinfeck. Diese Figur hatte flr die Pythagoreer eine spezielle

%6 Fauvel, John; Gray, Jeremy:. The History of Mathematics: A reader. Bassingstoke/London:
Macmillan Education with the Open University 1987, 140-143.
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Bedeutung, sie war nicht nur das Symbol fur Gesundheit, sondern diente auch als

Erkennungszeichen.

Um ein solches Sternfiinfeck zu konstruieren, nutzten die Pythagoreer die Tatsache,
dass jede der funf Linien, jede andere nach dem sogenannten goldenen Schnitt

zerlegt.
AK:KB = KB: AB
Oder, wenn AK = a—x; KB= xund 4B = a:
(a—x):x=x:a

= x? =ala—x)%7

Abbildung 7: RegelmaRiges Funfeck mit
eingeschriebenem Pentagramm

37 VVan der Waerden, Erwachende Wissenschaft, 165-166.
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Dass sich die Linien wirklich im goldenen Schnitt teilen, kann man folgenderweise

A
=

Abbildung 9: Teildreiecke im Pentagramm

zeigen:

Abbildung 8: Winkelsummen im Pentagramm
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Wie in Abbildung 8 zu erkennen ist, kann das regelméRige Fiunfeck, das im Inneren
des Pentagramms entsteht in 3 Dreiecke zerlegt werden. Da die Innenwinkel in
einem Dreieck 180° betragen, ergibt die Winkelsumme des Flnfecks 3 - 180° = 540°.
In Folge dessen betragen die einzelnen Winkel im Funfeck genau 108°. Jeder
Komplementarwinkel dazu misst also genau 72°. Betrachtet man nun eines der 5
entstehenden Dreiecke, wie in Abbildung 9, genauer, so féallt auf: Um wiederum auf
die Winkelsumme von 180° in einem Dreieck zu kommen, muss der fehlende
spitze Winkel 36° betragen. Das bedeutet jede Spitze im Pentagramm hat einen
Winkel von 36°.

V

C

Abbildung 10: Ahnliche Dreiecke im Pentagramm

Abbildung 10 zeigt uns, dass die Dreiecke ABC und AKC ahnlich sind, da sie exakt

dieselben Innenwinkel besitzen. Daraus folgt unmittelbar:

AB:AC = KC : KA und weil AC = CK = KB
= AB: KB = KB: AK
< AK : KB=KB:AB
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Somit haben wir gesehen, dass die Diagonalen tatsachlich im goldenen Schnitt

zerlegt werden und die Gleichung x? = a(a — x) gilt.

Und wir haben ja bereits erfahren, wie die Pythagoreer solch eine Gleichung l6sen

konnten: mit dem Prinzip der Flachenanpassung.* 38

2.2 Arithmetik

Bevor ich weiter auf die verschiedenen zahlentheoretischen Entdeckungen der
Pythagoreer eingehe, mochte ich noch klaren, dass mit dem Begriff Zahlen immer
positive ganze Zahlen gemeint sind. Die Griechen beschéftigten sich bei der
Zahlentheorie in heutiger Sprache mit der Lehre der natiurlichen Zahlen. Eine
interessante Eigenheit der griechischen Mathematiker war, dass sie auch die Einheit,
also die 1, nicht zu den Zahlen z&hlten, da die Einheit keine Vielheit ist. Dies fuhrte
zu komplizierten Formulierungen wie: ,Wenn a eine Zahl oder 1ist“. Im Folgenden

werde ich die 1 aber immer zu den Zahlen rechnen und nicht mehr extra erwéahnen.3°

2.2.1 Figurierte Zahlen

Von den figurierten Zahlen kennen die Pythagoreer die Dreieckszahl, die
Quadratzahl, die Rechteckszahl, sowie die fiinfeckige Zahl und noch weitere. Man

findet sie beim Spatpythagoreer Nikomachos im Werk Einfihrung in die Arithmetik.

Die figurierten Zahlen wurden meist mit Rechensteinen gelegt, man kann die

Entstehung und Berechnung so besonders gut nachvollziehen.0

Eine Dreieckszahl entsteht durch die Addition der aufeinanderfolgenden natirlichen

Zahlen. Ein besonderes Beispiel fur eine solche Dreieckszahl ist
1+2+3+4=10

da diese nach Theon die erste Tetraktys bildet und Pythagoras dieses Ergebnis als

ein vollkommenes Dreieck bezeichnet haben soll.#}

38 Van der Waerden, Erwachende Wissenschaft, 165-166.

39 Van der Waerden, Erwachende Wissenschaft, 180.

40Alsina, Der Satz des Pythagoras, 30.

41 VVan der Waerden, Die Pythagoreer, 394.

* Van der Waerden verwendet den Begriff der Flachenanpassung, den wir davor im Kapitel 2.1.3 unter
Flachenanlegung kennengelernt haben.
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Mit dem Ausdruck
1
1+2+3+---+n=§n(n+1)

lassen sich also alle Dreieckszahlen berechnen mit der Grundseite von n

Zahlsteinen.

Abbildung 11: Mit Rechensteinen
aeleate Dreieckszahl

Bei den Quadratzahlen handelt es sich um die Addition

von ungeraden Zahlen, man erhalt: L4 o o
1+3=4 [ ) o o
1+3+5=9 .—l ® ®

1+3+5+7=16
Abbildung 12: Quadratzahl

mit Gnomon
Betrachten wir ein Quadrat der Seitenlange 2, so kann

das néachstgroRte Quadrat gelegt werden indem auf zwei Seiten eine Reihe von
Zahlsteinen hinzugefugt werden. Wie man in Abbildung 12 sehen kann, entstehen
mit dieser Methode tatsachlich Quadratzahlen. Fangt man mit einem Z&hlstein an
und legt dann einen Winkelhaken (oder einen sogenannten Gnomon) herum,
entsteht wieder ein Quadrat. Wird dann wieder ein Ghomon herum gelegt entsteht
die nadchste Quadratzahl. Schnell wird deutlich, dass der Ghomon immer die nachste
ungerade Zahl ist. Wenn n? eine beliebige Quadratzahl ist, dann fiihrt die Addition

von 2n + 1 zur nachsten Quadratzahl (n + 1)? .42

Rechteckszahlen werden auf ahnliche Weise veranschaulicht. Allerdings ist der
Startwert nun nicht nur 1 Zahlstein, sondern 2. Werden dann wie vorhin Gnomone

darum angelegt, erhalt man jetzt Rechteckszahlen n(n + 1).

42 Heath Thomas: A history of Greek Mathematics Vol I. Oxford: At the clarendon press 1921, 76-77.
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Nikomachos bezeichnet diese auch als heteromeke
Zahlen. Sowohl er als auch Theon von Smyrna stellten

beide fest, dass die heteromeken Zahlen als Summen

¢ o & 0o von aufeinanderfolgenden geraden Zahlen erhalten
o o oo |0 werden kénnen.*3
¢ e 2+4=2-3

Abbildung 13: Rechteckszahl mit
Gnomon 24+4+6=3-4

Oder allgemein wirden wir heute schreiben:
24+4+-+2n=nn+1)

Wird dieser Ausdruck halbiert, sowie die Rechteckszahl in Abbildung 14 erhalt man

offensichtlich die Formel fir die Dreieckszahlen:

1
1+2+---+n=§n(n+1)

Allgemein handelt es sich bei der Rechteckszahl
aus zwei Dreieckszahl um eine Zahl der Form

nn+1) nnh+1)
Abbildung 14: Rechteckszahl aus nn+1) = +

JeH 2 2
zwei Dreieckszahlen

und bei einer Quadratzahl aus zwei Dreieckszahlen
um eine Zahl der Form

2

nn+1) nn-1)
=—t—

Und nicht weniger offensichtlich ist das Theorem von
Abbildung 15: Quadratzahl aus ) ]
zwei Dreieckszahlen Theon, das besagt, dass jede Quadratzahl sich aus

43 Van der Waerden, Die Pythagoreer, 394.
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zwei Dreieckszahlen zusammensetzt. Ganz leicht nachzuvollziehen, ist dies, wenn

die Figur durch Rechensteine veranschaulicht wird, wie in Abbildung 15. 44

2.2.2 Gnomone

Urspringlich war ein Gnomon ein astronomisches Instrument zur Zeitmessung.
Anaximander soll es aus Babylon nach Griechenland mitgebracht haben. Es handelt
sich um einen senkrechten Stab, der einen Schatten auf eine flache oder halbrunde
Oberflache wirft. Auch Oenopides nennt ein senkrecht herabfallendes Lot ,gnomon-

artig”.

In einer weiteren Bedeutung bei Theognis handelt es sich bei einem Gnomon um ein

Instrument um einen rechten Winkel zu zeichnen.

Ein Gnomon wird bei Philolaos ein Quadrat genannt, das ein Quadrat bleibt, wenn
ein kleineres Quadrat aus dem grof3eren ausgeschnitten wird.

Bei Euklid wird der Gnomon noch erweitert: it is defined as made up of anyone
whatever of the parallelograms about the diameter (diagonal) with the two

complements.

Heron von Alexandria definiert dann schlie3lich den Gnomon allgemein und fir uns
leichter verstandlich: Ein Gnomon ist eine Figur, die eine andere Figur oder Zahl

durch Hinzufiigen oder Wegnehmen nicht in ihrer Form oder Art verandert.*

2.2.3 Lehre vom Geraden und Ungeraden

Im neunten Buch von Euklids Elementen werden eine Menge von Lehrsatzen
angefuhrt, die sich mit geraden und ungeraden Zahlen beschéftigen. Inhaltlich
beschaftigen sich diese zum Beispiel damit, dass die Summe zweier gerader Zahlen
gerade ist, die Summe einer geraden Anzahl ungerader Zahlen gerade ist oder dass
die Summe einer ungeraden Anzahl ungerader Zahlen ungerade ist. Neben weiteren
Lehrsatzen finden sich auch, dass das Produkt zweier ungerader Zahlen ungerade
ist und das Produkt zweier gerader Zahlen gerade ist. Diese Erkenntnisse sind
grundlegend fir weitere Beweise, wie zum Beispiel den Beweis zur

Inkommensurabilitat im Kapitel 2.3.

44 Heath, A history of Greek Mathematics Vol | 83-84.
45 Heath, A history of Greek Mathematics Vol | 78-79.
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Dass diese Lehrsatze von Euklid einfach tbernommen wurden, aber eigentlich aus
der Feder der Pythagoreer stammten, hat Oskar Becker dargestellt. Er schreibt, dass
Epicharmos auf die Lehre vom Geraden und Ungeraden anspielt und diese auch
verbindet mit der Rechenstein-Mathematik der Pythagoreer. Da Epicharmos
Komaodien um 480 v.Chr. entstanden waren, ist es also sehr wahrscheinlich, dass er

dieses Wissen von den alteren Pythagoreern verarbeitete.*®

2.2.4 Primzahlen

Nikomachos von Gerasa beschaftigte sich unter anderem mit der Erzeugung von
Primzahlen. Daflr verwendet er die Methode des ,Sieb des Eratosthenes®, das
folgendermal3en funktioniert: Zuerst werden alle ungeraden Zahlen in einer Tabelle
notiert, beginnend mit der 3. Vielfache von 3 sind demnach keine Primzahlen, diese
ungeraden Zahlen kénnen dann aus der Liste aller ungeraden Zahlen gestrichen
werden. Wenn also allgemein betrachtet n eine ungerade Zahl bezeichnet, missen
n — 1 Zahlen weitergezéahlt werden, um zum néchsten Vielfachen zu kommen. Jede
mit dieser Methode gefundene Zahl kann dann gestrichen werden. So wird mit jeder
weiteren Zahl verfahren und ubrig bleiben dann die Primzahlen. Dieses Vorgehen ist
offensichtlich sehr aufwéndig und bei grol3en Zahlen praktisch nicht mehr wirklich

anwendbar.*4’

2.2.5 Befreundete Zahlen

Zwei Zahlen hei3en befreundet, wenn jede Zahl gleich der Summe der echten Teile
der anderen ist. Dabei heil3t d echter Teiler,wennd|nund1 <d < n Das kleinste
Paar befreundeter Zahlen ist 220 und 284, denn

Summe der echten Teiler von 220:
1+24+4+5+10+20+11+22+44+55+110 =284
Summe der echten Teiler von 284:
1+2+4+71+ 142 = 220

Auch diesen Begriff kannten die Pythagoreer und wie wir schon erfahren haben,
waren sie fasziniert von dieser Art der Verbundenheit und Zusammenhangen von

Zahlen. Es st aber auch bekannt, dass sich die Babylonier dieser

46 \Van der Waerden, Die Pythagoreer, 396-398.
47 Heath, A history of Greek Mathematics Vol I, 100.
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Zahlenverwechslungen und Kunststicken angenommen haben und die
Beschaftigung damit liebten. Vielleicht wurden ja auch diese Entdeckungen von den

Pythagoreern tibernommen und vertieft.*®

2.2.6 Vollkommene, abundante und defiziente Zahlen

Eine Vollkommene Zahl wird definiert als eine Zahl, die gleich der Summe ihrer
echten Teiler ist. 4° Vollkommene Zahlen stellen den Ubergang zwischen abundanten
und defizienten Zahlen dar. In der Literatur findet man verschiedene Ausdricke, Sir
Thomas Heath verwendet den Begriff over-perfect fur abundante Zahlen und
defective fur defiziente Zahlen. Den gegebenen Definitionen zufolge sind diese
Begriffe allerdings Beschreibungen fir dieselben Arten von Zahlen und somit

analog.®®

Ich werde nur den Begriff abundant verwenden. Eine abundante Zahl ist eine Zahl
deren echte Teilersumme gréf3er ist, als die Zahl selbst. Das gilt zum Beispiel flr die
Zahl 12: Die echten Teiler der Zahl 12 sind: 1,2,3,4 und 6. Bildet man davon die

Summe ergibt das:
1+2+3+4+6=16>12

Ein Beispiel fur eine defiziente Zahl, bei der die Teilersumme Kleiner ist als die Zahl
selbst, ist die Zahl 8:

1+2+4=7<8
Die kleinste vollkommene Zahl ist 6, die Summe ihrer Teiler ist gleich der Zahl selbst:
1+2+3=6=6

Nikomachos vergleicht vollkommene Zahlen, die die Mitte zwischen ,excess and
deficiency*, also UbermaR und Mangel darstellen mit einem harmonischen

Zusammenklang.®! Er vergleicht sie mit Tugenden, wie zum Beispiel der MaRigkeit.

Um eine vollkommene Zahl zu erhalten beschreibt Nikomachos von Gerasa in der

Einfihrung in die Arithmetik seine Methode wie folgt:

48 VVan der Waerden, Erwachende Wissenschaft, 161.

49 Dickson L.E.: “Perfect and Amicable Number.”, in: The scientific Monthly 12.(4), 1921, 349,
http://www.jstor.org/stable/6610 (letzter Zugriff: 19.04.2018).

50 Heath, A history of Greek Mathematics Vol | 74.

51 Dickson, Perfect and Amicable Numbers, 349.
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Man geht von der geometrischen Reihe aus: 1, 2, 4, 8, 16, ... und schreibt diese in
eine Zeile so weit man mdchte. Danach addiert man die Glieder, eines nach dem
anderen und beobachtet ob die Summe eine Primzahl ist oder nicht. Ist die Summe
prim, multipliziert man sie jedes Mal mit dem letzten Glied, das man addiert hat und
das Ergebnis ist eine vollkommene Zahl. Ist sie nicht prim, muss man wieder ein

weiteres Glied addieren und prifen ob die Summe prim ist.
1+ 2 = 3; 3ist Primzahl, also ist 3 -2 = 6 vollkommen
1+2+4=7;7ist Primzahl, also ist 7 - 4 = 28 vollkommen

1+ 2+ 4+ 8=15;15 ist keine Primzahl

1+2+4+8+ 16 =31;31ist Primzahl also ist 3116 = 496 vollkommen52

Auf diese Art und Weise hat Nikomachos auch die vierte vollkommene Zahl 8128

errechnet.>

Im Gegensatz zu Nikomachos, der lediglich vollkommene Zahlen erzeugte, bewies
Euklid, dass 2P~1-(2? —1)eine vollkommene Zahl ergibt, solange 2 —1 eine
Primzahl ist. Fur 2,3,5 und 7 ergibt das die Werte 3,7,31 und 127, die alle
Primzahlen sind. Die dann mittels des Produktes erzeugten vollkommenen Zahlen,
sind genau die, die auch Nikomachos errechnet hat. Die flnfte vollkommene Zahl
33 550 336 wird das erste Mal erst im Manuscript Codex lat. Monacensis 14908 im
Jahr 1456 erwahnt.>

2.2.7 Zahlenmystik der Zahl 17

Warum fiuhlten sich die Pythagoreer von der Zahl 17 so abgestofRen? Bei den Zahlen
16 und 18 handelt es sich laut Plutarchos um die einzigen Flachenzahlen, bei denen
der Flacheninhalt gleich dem Umfang ist. Beim Quadrat ist das bei der Zahl 16 der
Fall und beim Rechteck, bei der Zahl 18. Die 17 dagegen liegt genau dazwischen.
Sie ,sperrt und scheidet sie voneinander und zerlegt das Epogdoos-Verhaltnis in
ungleiche Intervalle®. Vom Epogdoon werden wir spater noch genaueres lesen, fur

jetzt reicht es zu wissen, dass es sich dabei um ein bestimmtes Verhdltnis der

52 VVan der Waerden, Die Pythagoreer, 399-401.

53 Berggren John Lennart: Episodes in the Mathematics of Medieval Islam. New York: Springer Verlag
2016, 223.

54 Dickson, Perfect and Amicable Numbers, 350-351.
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Musiklehre handelt und zwar 18:16 oder 9:8, das einem Ganzton entspricht. Die
Zahl 17 schafft es dieses Verhaltnis in zwei ungleiche Teilintervalle 18:17 und 17:16

zu zerlegen.

Plutarchos spricht von einem Rechteck mit ganzzahligen Seitenzahlen x und y. Der

Flacheninhalt sei gleich dem Umfang des Rechtecks:

2x
xy=2x+2y<:)xy—2y=2x@y(x—Z)sz«:)y:x_Z
2(x+2-2) 2x —4+14 2x—4+ 4
Lt = & = S =
Y x—2 Y x— 2 Y=y =2 Tx-2
2(x—2)+ 4 24
[—4 = =% =
y x—2 x—2 x—2 7

dabei ist x = 2 unmdoglich, weil dann 2y = 4 + 2y ware,

ist Widerspruch.

Da hier von ganzzahligem y gesprochen wird, gibt es nur drei Moglichkeiten die

Gleichung aufzulésen, weil x — 2 ein Teiler von 4 sein muss.
l.x—2=1,dannistx =3; y=6und xy = 18
2.x—2=2,dannistx =4; y=4undxy =16
3.x—2=4,dannistx =6; y=3undxy = 18

Es gibt also tatsachlich nur die beiden Moglichkeiten 16 und 18 fur ganzzahlige y, die

Plutarchos genannt hat.

Besonders die Neupythagoreer Nikomachos und lamblichos haben diese Art der
Zahlenmystik  sehr ausfihrlich gelebt. Vermutlich gab es auch ein
verlorengegangenes Werk von Nikomachos, das lamblichos als Vorlage diente, in
dem mystische und gottliche Bedeutungen der Zahlen von eins bis zehn ausfiuhrlich

diskutiert werden.>®

55 Van der Waerden, Die Pythagoreer, 401-402.
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2.2.8 Die Blume des Thymaridas

Ebenfalls zur Arithmetik in der Antike gehort das Lésen von Gleichungssystemen. Zu

heutiger Zeit ware das natirlich ein Teilgebiet der Algebra.

Das Losen des Gleichungssystems
X+x1+x,++xp_14=S5

x+x1=a1

X+ Xp—1 = An—

wird von lamblichos dem alten Pythagoreer Thymaridas zugeschrieben. Die Losung

lautet:

_ (@, 4+ ay1)—s
n—2

Die Pythagoreer Dbeschaftigten sich aber auch mit dem Lésen von

Gleichungssystemen mit mehreren Unbekannten in folgender Form:
x+y=alz+u)
x+z=Lu+y)
x+u=yly+z)

Ahnlich wie die Babylonier konnten laut lamblichos also auch die Pythagoreer diese

Gleichungssysteme losen. %

2.3 Irrationalitat von v2

Auf der babylonischen Keilschrifttafel mit der Nummer 7289, die in der Yale

University aufbewahrt wird, sind schon die ersten Berechnungen von 2 zu

erkennen. Die Tafel stammt vermutlich aus der Zeit zwischen 1800 und 1600 v.Chr.

56 VVan der Waerden, Erwachende Wissenschaft, 190.
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und zeigt ein Quadrat mit seinen beiden Diagonalen. Aul3erdem sind eine Reihe von

Zahlen erkennbar, die in Keilschrift im babylonischen Stellenwertsystem zur Basis 60
eingedrickt sind. Forschungen ergaben, dass diese Zahlenangabe bereits der V2 auf

funf Kommastellen genau entsprechen:

10
1+ —+—7+—==141421296

V2 = 1,4142135

Zwischen 800 und 200 v.Chr. ist eine altindische Schrift namens Sulba Sutras

entstanden. Auch hier wird die v2 auf folgende Art und Weise berechnet:

1+1+ ! ! _ 7—1414215686
3 3-4 3-4-34 408 '

Wir konnen erkennen, dass ebenfalls eine Berechnung auf die ersten funf

Kommastellen genau moglich war.

Sowohl die Babylonier, als auch die Inder und die Agypter kannten und verwendeten
also Bruchrechnungen. Allerdings diente deren Einsatz hauptsachlich praktischen
Zwecken. Dies anderte sich dann in der griechischen Mathematik, denn die Griechen
versuchten auch einen theoretischen Aspekt der Zahlen zu betrachten.

Die Entdeckung der Irrationalitit von +2 wird daher den Pythagoreern
zugeschrieben. 7 Dies kann man zurtickfihren auf einen Kommentar, der vermutlich
von Pappos stammt, zum Beweis im zehnten Buch der Elemente Euklids. Dieser
Beweis, dass Seite und Diagonale eines Quadrates kein gemeinsames Mal3 haben,
stammt wahrscheinlich von den Pythagoreern. Am ehesten kommt als Verfasser
Hippasos von Metapont in Betracht, da von ihm Uberliefert ist, dass er die irrationalen
GroRBen zuerst an die Offentlichkeit gebracht hat. Allerdings gibt es auch
Lehrmeinungen, wie zum Beispiel die von K. von Fritz, die behaupten, dass diese
erste Irrationalitat nicht mithilfe der Diagonale im Quadrat berechnet wurde, sondern
die Diagonale im regularen Fiinfeck war. Sicher ist das allerdings nicht.>®

Kommen wir zum Beweis im zehnten Buch von Euklid:

57 Alsina, Der Satz des Pythagoras, 64-65.
58 Van der Waerden, Die Pythagoreer, 398-399.
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In jedem Quadrat ist die Diagonale d der Seite s linear inkommensurabel. Es
istd? = 2s2.Waéren sie kommensurabel, so hatten sie ein Verhaltnis wie eine
(ganze) Zahl p zu einer (ganzen) Zahl g:d:s = p : q. Es kann vorausgesetzt
werden, dass p und q nicht beide gerade Zahlen sind. Aus d? = 2s? folgt
p? = 2q%. Daraus folgt nach der Lehre vom Geraden und Ungeraden, dass
p nicht ungerade sein kann; es ist alsop = 2p Dann ist aber g% = 2p‘?, also

auch g eine gerade Zahl.

Es handelt sich hier um einen der altesten Widerspruchsbeweise, die tberliefert sind.
Bei so einem indirekten Beweis geht man von dem zu Beweisenden aus und mochte
mit Hilfe der Annahme des Gegenteils einen Widerspruch erzeugen. Bei dieser Art
des Beweisens muss also die zu beweisende Tatsache vorher schon bekannt oder

zumindest vermutet worden sein.>®

2.4 Der Analogiebegriff

Die Lehre von Proportionen (analogia) galt in der griechischen Mathematik als der
hervorragendste Gegenstand. Sie wurde als etwas Gemeinsames angesehen, das

alles Mathematische umfasste.

Die Proportionenlehre kann in drei klar getrennte Einheiten geteilt werden. Zuerst in
die musikalische Proportionenlehre der ganzen Zahlen, dann in die
Proportionenlehre der ganzen Zahlen, die eine Verallgemeinerung der ersten
darstellt und in Euklids Bichern VII und VIII der Elemente zu finden ist. Schlieflich
die allgemeingultige Proportionenlehre des Eudoxos im Buch V der Elemente. Dieses
enthalt nicht mehr nur Zahlen und kommensurable, sondern auch inkommensurable

Grol3en.

Woher kommt nun der Begriff Analogia und mit welchen Worten ist er verwandt?
Analogie bedeutet nicht nur die Lehre von Proportionen, sondern meint auch die
Proportion selbst. Im Wort Analogia ist der Logos enthalten. Logos ist angeblich der
Name eines zahlenmaRig aussagbaren Verhdltnisses, das von zwei Gliedern
gebildet wird. Im Gegensatz zur Analogia die aus drei Gliedern, bei der
kontinuierlichen Proportion, oder aus vier Gliedern bei der diskreten Proportion
besteht. Die Glieder einer Proportion bezeichneten die griechischen Mathematiker

mit dem Fachausdruck horoi. Dieser Begriff hatte bei Euklid verschiedene

59 Gericke, Mathematik in Antike, Orient und Abendland, 100.
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Bedeutungen, zum einen bezeichnete er als horoi die Definitionen, zum anderen
wurde horos als Ubersetzung fiir das Wort Grenze verwendet. Man kann aber davon
ausgehen, dass die horoi des logos und der analogia Grenzpunkte sein sollten, die
gleichzeitig als Zahlen bezeichnet wurden, denn mit Definitionen (man kénnte vier
Glieder einer Proportion ja als vier Definitionen ansehen) haben diese Glieder aber

eigentlich nichts zu tun.®°

2.4.1 Der Analogiebegriff bei Nikomachos

Einen besonderen Begriff der Analogie finden wir bei Nikomachos von Gerasa.
Nikomachos macht einen Unterschied zwischen einer Mehrheit von Verhaltnissen

und dem einen Identischen.

Bei der Mehrheit von Verhaltnissen sind die Verhaltnisse zwar gleich, aber durch ihre
Terme zu unterscheiden. Nikomachos verwendet hier einen Begriff, der als
Zusammenfassen Ubersetzt werden kann. Allerdings nicht das Zusammenfassen in
Form der Addition oder Multiplikation, sondern als ,Zusammenfassung einer Vielheit
unter einem gemeinsamen Oberbegriff‘. Dieser Oberbegriff ist das Gleichbleibende:
Eine Regel fur die Vielheit von zwar gleichen, aber zwischen verschiedenen Termen

bestehenden Verhéltnissen oder Differenzen.

Bei der Auffassung eines Verhéltnisses als Identisches, ist der Begriff des
Unterordnens essentiell. Viele Verhaltnisse sind dem einen Identischen, das

ebenfalls eine Beziehung ist, unterworfen.

Diese beiden Ausdriicke, des Zusammenfassens und Unterordnens, bestimmen den
Begriff der Analogie. Die Analogie ist nicht eine statische, feststellbare
Verhaltnisgleichheit, sondern geht jener als Bedingung voraus. Sie ist ein Prozess,
ein Prozess des Bildens von Verhaltnissen im Hinblick auf ein gemeinsames und

gleichbleibendes Verhaltnis, das dann wiederum als MafR und Form betrachtet wird.5?

Nikomachos schreibt in seiner Einfuhrung in die Arithmetik Uber Verhéaltnisse anhand

eines Beispiels:

60 Szabo Arpad: Entfaltung der griechischen Mathematik. Mannheim; Leipzig; Wien, Zirich: BI-
Wissenschafts-Verlag 1994, 135-139.

61 Barthlein Karl: Der Analogiebegriff bei den griechischen Mathematikern und bei Platon. Wirzburg:
Kdnigshausen und Neumann, 1996, 38-39
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Das Verhaltnis nun ist die Beziehung zweier Terme aufeinander, die Analogie
aber eine Zusammenstellung solcher Beziehungen, so dass sie also aus
mindestens drei Termen besteht, aber auch tUber mehrere Terme hin unter
Wahrung des gleichen Unterschieds oder des gleichen Verhaltnisses
fortschreiten kann. So ist das Verhéaltnis, das von der Eins zur Zwei
fortschreitet, als Verhdltnis zweier gegebener Terme ein Verhdltnis der
Verdopplung, aber auch das der Zwei zur Vier ist ein weiteres gleiches
Verhaltnis. Eine Analogie ist also: 1,2,4 (1:2 = 2:4). Sie ist namlich die
Zusammenstellung von Verhéltnissen oder von drei Termen, die man als im
gleichen Verhaltnis stehend findet. Auch in zahlreicheren langeren
Aufstellungen (Folgen) kann man das Gleichbleibende finden: es sei als
vierter Term die Acht angereiht im gleichen Verhaltnis (zum vorhergehenden

Term), im doppelten namlich; auf die Acht folge die Sechzehn usw.®?

Dieses Beispiel verdeutlicht den Unterschied zwischen dem Begriff des Verhaltnisses
und dem Begriff der Analogie. Die Analogie ist der groRere, daruberstehende
Ausdruck, der aus den einzelnen Verhdaltnissen besteht. Ein Verhaltnis ist eine
Beziehung zweier Terme aufeinander. Verhaltnisse sind nicht nur zwischen zwei
gleichen Verhéltnissen denkbar, sondern auch zwischen verschiedenen. Allerdings
gibt es keine Beweise flir einen so weit gefassten Begriff der Analogie, der auch ein
Verhéltnis von verschiedenen Verhéltnissen einschliet. Eine alleinige
Aneinanderreihung von zwei beliebigen Verhaltnissen oder drei Termen kann noch
nicht Analogie genannt werden. Hier ware der Begriff der Synthesis vorzuziehen, der

als Zusammenstellung oder Aneinanderreihung verstanden werden kann.

Erst durch die Anreihung weiterer Terme bestimmt Nikomachos jene Synthesis naher
als Synthesis nach gleichem Abstand oder gleichem Verhéltnis. Bestimmt denn nun
die Gleichheit des Abstandes oder des Verhaltnisses auch die Zusammenstellung
von nur zwei Beziehungen? Angenommen ja, dann wére die Analogie nicht ein
Verhaltnis zwischen gewissen Verhdltnissen, was ja wie oben angefihrt der
gewohnlichen Definition von Analogie entspricht, sondern eine Beziehung zwischen
mehreren Beziehungen einerseits und ausgezeichneten Beziehungen andererseits.

SchlieBlich bleiben also drei Arten der Beziehung, die unterschieden werden kénnen:

1. Die eine, gleichbleibende Beziehung, die als Regel dient und der anderen

untergeordnet ist.

62 Barthlein, Der Analogiebegriff bei den griechischen Mathematikern und bei Platon,39.
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2. Hier handelt es sich um das Beziehen auf jene gleichbleibende Beziehung, also
auch das Formen und das Bilden anderer Beziehungen, die zwar gleich sind, aber

deren Terme verschieden sind, im Hinblick auf die eine Beziehung die als Mal} dient.

3. Schlie3lich die dritte Art der Beziehung, die alle Leistungen der zweiten
Beziehungsart umfasst. Alle Beziehungen, die durch das Hinschauen auf eine als
bestimmt gesetzte Beziehung aufgestellt werden. Wenn sie nach der gleichen Regel
gebildet sind, ist zwischen diesen eine Verhaltnisgleichheit feststellbar. Diese kann
zwar auch Analogie genannt werden, aber man darf nicht vergessen, dass die
Verhaltnisgleichheit bedingt ist durch die Analogie, so wie sie hier im zweiten Punkt
genannt wurde. Die Analogie hier kann also von der Analogie oben unterschieden
werden und fur diese dritte Art der Beziehung kénnte auch der Begriff ,Mesotes”, was

so viel wie ,Mitte“ bedeutet, verwendet werden.

Des Weiteren unterscheidet Nikomachos dann zwischen einer kontinuierlichen und

einer diskreten Analogie.

Eine Analogie, die nur ein Mittelglied besitzt, sodass dieses Mittelglied sowohl
Hinterglied des ersten, als auch Vorderglied des zweiten Verhaltnisses ist, nennt er
eine kontinuierliche Analogie. Er verdeutlicht das an einem gewéhlten Beispiel, das
er in der Einfuhrung in die Arithmetik gibt. 1, 2,4 ist eine kontinuierliche Analogie. Sie
besteht aus nur drei Gliedern, die Zahl 2 ist das Doppelte der Zahl 1, aber auch die

Halfte der Zahl 4, also 1: 2 = 2: 4 und die mittleren Glieder sind gleich.

Bei der diskreten Analogie allerdings sind die Mittelglieder verschieden, sie bestehen

aus mindestens vier verschiedenen Termen, die zwei gleiche Verhéltnisse bilden.53

Wenn aber ein anderer Term, der groler ist als das kleinere Auf3englied,
diesem als Vorderglied entspricht und wieder ein anderer und nicht derselbe
dem groReren AufRenglied als Hinterglied entspricht, wobei er Kkleiner ist als
dieses, heildt eine solche Mitte und Analogie nicht mehr kontinuierliche,

sondern diskrete Mitte.5*

Ein Beispiel fur diese diskrete Mitte, die hier mit so vielen Worten beschrieben wird,
ist das Verhaltnis 2:4 = 3:6.

63 Barthlein, Der Analogiebegriff bei den griechischen Mathematikern und bei Platon, 40-41.
64 Barthlein, Der Analogiebegriff bei den griechischen Mathematikern und bei Platon, 41.
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2.4.2 Die arithmetische und die geometrische Beziehung

Die arithmetische Beziehung zwischen Zahlen kann wie folgt beschrieben werden:
Eine Zahl wird auf eine andere Zahl bezogen, sie ist um gewisse Einheiten grof3er
oder kleiner als die zweite. Es werden bei diesem Vergleich von der einen Zahl die
Einheiten, die den Unterschied bilden, addiert beziehungsweise subtrahiert. Die
Beziehung vergleicht zwei Zahlen dahingehend um wie viele Einheiten, die eine Zahl
groler oder kleiner ist als die andere. Da dieser Vergleich sich auf das ,Wie-grof3-
sein“ bezieht und der sich ergebende Unterschied wiederum eine Zahl ist, spricht

man von einer arithmetischen Beziehung.

Im Gegensatz dazu steht die sogenannte geometrische Beziehung. Hier wird nicht
nach dem GroRenunterschied gefragt, sondern nach der Beschaffenheit. Nach
Nikomachos tragt das geometrische Verhaltnis den Charakter der Qualitat. In 121, 3-
5 in Nikomachos Einfiihrung in die Arithmetik bilden die Zahlen 1,2,4 (4:2 = 2:1) eine

Analogie, die auf der Qualitat beruht.

,D0enn wie beschaffen die Vier verglichen mit der Zwei ist, so beschaffen ist dieselbe
Zwei verglichen mit der Eins“. Es handelt sich auch bei der geometrischen Beziehung
um einen Vergleich zweier Zahlen. Die Terme werden als Ganzheiten verglichen.
Das bedeutet, dass eine Zahl ein Vielfaches der anderen darstellt oder aber auch ein
bestimmter Teil der anderen ist (und zwar ein bestimmter Teil ohne Rest). Die
geometrische Beziehung, die dem geometrischen Verhaltnis zugrunde liegt,
bestimmt den einen Term als Teil oder als Vielfaches des anderen Terms.
Beispielsweise ist beim Verhaltnis 2:6, zwei ein Teil von der sechs, sie muss mit drei
multipliziert werden. Und im Gegenzug dazu ist sechs auch ein Vielfaches von zwei
und muss dividiert werden. Die geometrische Beziehung ist also