Lniversitat
wien

DIPLOMARBEIT / DIPLOMA THESIS

Titel der Diplomarbeit / Title of the Diploma Thesis

»2Achtung Verwechslungsgefahr:
Warum man der Intuition insbesondere in der
Stochastik nicht immer trauen sollte

verfasst von / submitted by

Theresa Martha Schuh

angestrebter akademischer Grad / in partial fulfilment of the requirements for the degree of

Magistra der Naturwissenschaften (Mag.rer.nat.)

Wien, 2018 / Vienna, 2018

Studienkennzahl It. Studienblatt / A 190 406 353
degree programme code as it appears on
the student record sheet:

Studieneinrichtung It. Studienblatt/ Lehramtsstudium UniStG
degree programme as it appears on UF Mathematik UniStG
the student record sheet: UF Spanisch UniStG

Betreut von / Supervisior: ao. Univ.-Prof. Mag. Dr. Peter Raith






Danksagung

In erster Linie mdchte ich mich bei meinem Betreuer ao. Univ.-Prof. Mag. Dr. Peter Raith fiir
die professionelle, nette und zuverldssige Unterstiitzung beim Verfassen dieser Arbeit
bedanken. Da er mich schon wahrend meines gesamten Studiums begleitete, bin ich froh,
dass ich die Moglichkeit hatte auch meine Abschlussarbeit unter seiner Aufsicht zu
schreiben. Mit seiner Hilfe konnte ich meinen Ideen Form geben und konnte stets auf seinen
Rat zuriickgreifen.

Der wohl grofdite Dank gebiihrt meiner Familie und meinen Freunden. Danke an meinen
Eltern und meinen Briidern, dass sie mich zu dem Menschen erzogen haben, der ich heute
bin. Ohne sie ware ich wohl, sowohl in finanzieller als auch in emotionaler Hinsicht, nicht so
weit gekommen. Mein Freund Markus half mir in jeder Angelegenheit weiter, und es gelang
ihm mich in stressigen Situationen wieder zu beruhigen - danke fiir alles. Gemeinsam mit
meinen Freunden schafften sie es mir stets ein Lachen in das Gesicht zu zaubern und mir in
schweren Zeiten den Riicken zu stiarken. Aufierdem bin ich dankbar fiir die Begegnungen bei
denen aus Studienkolleginnen und Studienkollegen Freunde wurden.

Ein weiterer Dank gilt Elisabeth und Albert fiir ihre kompetente Hilfe und ihre Zeit, die sie
mit meiner Arbeit verbracht haben.

Ich mochte auch Direktorin Mag.2 Ingrid Weltler-Miiller und Direktor Mag. Robert Antoni fiir
die Moglichkeit der Durchfithrung der empirischen Untersuchung an den beiden Schulen,
dem BG/BRG/BORG Oberschiitzen und dem BORG Giissing, danken. Durch ihre Flexibilitat
und unkomplizierte Terminvereinbarung konnte ich interessante Ergebnisse erzielen.
Ebenso gilt der Dank sowohl den Lehrerinnen und Lehrern als auch den Schiilerinnen und
Schiilern, die dadurch betroffen waren.






Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis

D0 0 1<) (00 Y .SV 1

1. Was ist Stochastik? Eine kurze EiNflhrung. ... eensennesiseecessesesssesessesssesssssssssssssssssssssans 3

2. Geschichtliches Zzum Thema StOChASTIK ..o sss s ss s a s srssssas s 7
2.1 Die ersten Probleme der StOChASTIK ... ssssess st sssesssssssssssssssssssssssssssens 8

2.1.1 Das Teilungsproblem und die Losungsvorschldge von Pacioli, Pascal und Fermat. 8
2.1.2 Das Wiirfelproblem und der Losungsvorschlag von de MEré..........oenmeoneeneenneennes 9

2.1.3 Das St. Petersburger Paradoxon und der Losungsvorschlag von Daniel Bernoulli10

3. Ein Einblick in die beschreibende StatiStiK.......cssssssssssssssssss 12
3.1 Relative und absolute HAUfiGKeIteN. ...ttt s e sasesees 12
3.2 Bernoullisches schwaches Gesetz der grofden Zahlen ........eneeecnseeneenseeseesnsesnnees 13

4. Der Weg zu den ersten Wahrscheinlichkeitsbegriffen ... 15
4.1 Was ist ein (Zufalls-)Experiment? Ein Einblick in die Schule.....ccoonionnecnnenneennecneenn. 15
4.2 Zufallsexperimente und Mengen aus mathematischer Sicht .....oovenrnreeneenreenreenseeneenns 16
4.3 Laplace und die WahrscheinlichKReit.......coiisssssssssssssssssssssseens 17
4.4 Subjektive WahrscheinliChKeIt ... sssssssssssssssssasesss 18
T oY\ =) o) o U 20
4.6 Das WahrscheinliChKeItSIMa ... eeereremeesseesseeeeeseesseesssessessseessesssesssssssessssssssssssesssesssseens 21
4.7 Kolomogorov und die WahrscheinliChKeit ... seesesseesesseesseesesseens 23

5. Was hat Zahlen mit Wahrscheinlichkeiten zu tun? - Kombinatorik .......coeeeneceneeenneenne. 25
5.1  PeIMULAIONEN. coceuieeceeeeseerreessees s seeesesssesssess e s sssess s s s ssse s s s ss s s e sssassesssessees 27
STV (€0} 401030 4 E=T0 (0 0 T=) o L0 PN 28
5.3 Modellvorstellung zur KombinatoriK. ... sesssessesseessessesssessessesssesees 28

531 L83 4TS5 4 1Y oY U< ) PP 29
5.3.2 = ol o T3 1Y (06 (=1 OO 30

6. Erste Versuche zum Berechnen von Wahrscheinlichkeiten ..., 32
6.1 Bedingte WahrscheinliChKeit ... sesssssssssssessssessesssesssesssseens 32
6.2 SALZ VON BAYES ..o s nas 36
6.3 Das Ziegenproblem: das klassische Beispiel der bedingten Wahrscheinlichkeit........... 38

6.3.1 LOSung des ZiegenProbIemS ... eieneuneeneessesseeseessessessseseessessessessessssssssssssssssssssssssessesas 39

6.3.2 Interpretation des Ziegenproblems ... ssessssesssessesssessseeens 40
6.4 Verwechslung bei der bedingten WahrscheinlichKeit........coonnnrcnensensesenecseeeeeeens 41
6.5 Das SIMPSON—ParadOXOMN . ....ccuceerieeeueeeeereessesseesssesesssesssesss s sesssessssssessesssesss s s s ssssssssssssssssssassssssssas 45
6.6 Stochastische UnabhangigKeit ... 45
6.7 BaAUMAIAGTIAIMIM....oucviruriesreesseeeeeesseessesseessee s ssseessess s s s s s s es s bbb s s s 46
6.7. 1 PRAATEZEIN ...cereeeeeeeeeteee ettt b s e s 48

WAV =11 0372 = o) (< 52



Inhaltsverzeichnis

7.1 Rechenregeln von ZufallSvariablen ... ssssssessssesssessssssssessssssssssssens 53
7.2 Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung einer Zufallsvariable ........c.cccocceu... 54
8 T2 = UL =) o PP 55
7.3.1 BiNOMIalVerteillUNG.....ccovierieeeererereeeseesseesseesse et sesssesssse st ssssssssss s sssassssssssssssses 55
7.3.2 MUltiNOMIalVeTrteIIUNG ... oveeeeeeeeeeeteseeeeetsetsess s sess s sess s s s s s s sssees 57
7.3.3 Hypergeometrische VErteilUnNg.......oeereemeesneesneesseesesssessssssssesssessseesssesssssssssssesssssssssseens 58
7.3.4 GeOMELriSChE VEITEIIUNG ..ccuveeceeemreseeseesseersesssees s sesssessesssees s sesssesssesssesssss s sssessssssssesseses 59
7.3.5 POISSONVETTEIIUNG ....euureieeeeeeesseeeseeesesssesse st ssesssees bbb ssss bbb s s s s ssnees 60
7.3.6 EXPONENtialVerteilUN ...ttt sss s s sase s sassssssanes 63
7.3.7 NOTMAIVEITEIIUNG ..ottt ssee s ssesss s ss bbb s bbb 64

8. Zufall und SIMUIATION ..o ———————— 66
9. Ein Auszug zur beurteilenden STatiStiK ... ssessesssesesseens 67
9.1 ParameterSCRALZUNE ... eceeerersreesseesseessseessesseessee e sssessseessessssssssssssess s s sssesssess s sssessssssssessseses 68
0.2 HYPOLNESENEESLES ...ooeeiereereeeesrereeseeece et s s ssses s ess bbb a s e 70
9.3 Chi-QUAdIrat-TeSE it ssesses s sses e sess s s s s e bbbt seas 73
10. Intuition und Wahrscheinlichkeit - Freund oder Feind? .......oeneneeneenseenneeseessecsseeens 75
11. Der Umgang mit den Begriffen Zufall, Statistik und Wahrscheinlichkeit in der Schule ....82
11.1 Unterricht und StochastiK.....sss 84
11.2 Lehrplan fiir Mathematik in Bezug auf StochastiK........coccneneenneeneenseenneenneeseceseeenseessesseenens 87
12. Erhebung der Wahrnehmung von Aufgabenstellungen der bedingten Wahrscheinlichkeit
an AHS-Schillerinnen Und SCRULEIT ... sess s sssesssssssessseees 89
12.1 Ausgewahlten Beispiele Mit LOSUNZEN ..o ieeeeerrmerreesseesseeseeesesssesssessssesssesssessseessessssssssessessnes 89
12.2 Analyse der Losungen der Schiilerinnen und SChiller ... 92
LIteraturVerZEIChNIS .ot e 100
WX 0] 031 (o 1003 (=) o VOO 102
TADEILEI ccouvrires et s 103
ANINANG .ttt R R AR AR e 104
ANhang 1: EILEINDIIE ...t ss e s s ssssss s ssees 104
Anhang 2: Operationalisierung der Fragestellung........ceeneenmeenmeeneesseesnseeseessessseesssesnees 105
Anhang 3: Vorlage des Untersuchungsmaterial........coooneeeneeeseensesneensesneessessesseseesssesessessesees 106

Anhang 4: Genehmigung des LSR Burgenlandes zur Durchfiihrung der Untersuchung...108
2N 13 0 ¢ Lot PPN 109



Alle personenbezogenen Begriffe sind als geschlechterneutral aufzufassen. Es wird keine
von der Autorin bevorzugte Form hervorgehoben. Aufgrund der Lesbarkeit wurde an

manchen Stellen die grammatikalisch naherliegende Bezeichnung fiir den Gebrauch beider
Geschlechter verwendet.
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»Vertrauen ist gut, Kontrolle ist besser”- diese bekannte Redewendung soll die Vermutung
bestiarken, dass man nicht alles im Leben glauben und gewisse Sachverhalte hinterfragen
sollte. In diesem Sinne werden in der folgenden Arbeit genligend Argumente geliefert,
warum manche Situationen nicht so sind, wie sie auf den ersten Blick scheinen. Auch der
Begriff der Intuition wird in Bezug auf die Stochastik kritisch betrachtet.

Der Ausdruck Stochastik ist vielleicht nicht so bekannt wie die zu behandelnden Teilkapitel
auf welchen das Thema basiert. Auf der einen Seite beruht es auf dem Unterthema der
Statistik und behandelt sowohl die beschreibende, als auch die beurteilende Statistik. Und
auf der anderen Seite bildet die Wahrscheinlichkeitstheorie einen wichtigen Beitrag. Das
Wort Stochastik selbst lasst sich aus dem griechischen Ausdruck stochos ableiten und
bedeutet so viel wie die Kunst des MutmafSens. [19] Dem Bereich der Statistik wird hier
weniger Beachtung geschenkt. Was aber nicht an ihrer Bedeutung und ihrem Nutzen
zweifeln lassen soll. Vorwiegend wird auf das Thema der Wahrscheinlichkeitstheorie ein-
gegangen.

Dennoch widmen sich die ersten Kapitel der beschreibenden Statistik und die letzten
Abschnitte der beurteilenden Statistik. Es soll namlich auch auf die wesentlichen und fiir die
Wabhrscheinlichkeitstheorie wichtigen Punkte eingegangen werden, um einen Einblick in die
Materie zu bekommen. Auch ein Einblick in die Behandlung dieses Themas in der Schule
wird prasentiert.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie hat einen langen geschichtlichen Hintergrund. Vermutlich
waren die Urspriinge spieltheoretische Probleme. Ausgehend von Uberlegungen zum
Gliicksspiel haben sich dann fortlaufend Gedanken und weiterfithrende Theorien gebildet.
Aber das wahrscheinlichkeitstheoretische Arbeiten umfasst nicht nur mathematisch
korrekte Rechnungen. Im Laufe der Zeit haben sich daraus sogar Paradoxa entwickelt.
Einige diesbeziiglich bedeutsame Aussagen werden in den nidchsten Seiten gesondert
diskutiert. Es werden sowohl die Losungen als auch die irrtiimlichen Losungsversuche
erlautert.

Nicht nur Paradoxa verursachen, sondern auch die bedingte Wahrscheinlichkeit verursacht
immer wieder Denkfehler und Verwirrung. Vor allem soll der Umgang mit diesem Thema in
der Schule anhand der empirischen Untersuchung zum Thema ,Erhebung der
Wahrnehmung von Aufgabenstellungen der bedingten Wahrscheinlichkeit bei AHS-
Schiilerinnen und Schiilern“ dargestellt werden. Es wurden gewisse Beispiele der bedingten
Wahrscheinlichkeit ausgewahlt fiir die Schiilerinnen und Schiiler Losungen angeben sollten.

Ein wichtiger Faktor, der die Vorstellung der Wahrscheinlichkeit begleitet, ist die Intuition.
Der Titel dieser Arbeit weist bereits auf die Relation zwischen dem Bauchgefiihl und der
Mathematik hin. Allerdings wird dieses Verhaltnis skeptisch betrachtet, da die Intuition fiir
Schiilerinnen und Schiiler durchaus behilflich bei Lernprozessen sein kann, aber auch zu
Fehlvorstellungen fithren kann. Im Speziellen wird der Instinkt bei der bedingten
Wahrscheinlichkeit auf die Probe gestellt, da man bei der gesuchten Wahrscheinlichkeit oft
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mit einem unerwarteten Endergebnis iiberrascht wird. Dieser Effekt tritt in einigen
Beispielen auf und soll durch die empirische Untersuchung erklart werden.

Manche Institutionen machen sich die Strategien zur Darstellung widerspriichlicher
Aussagen zu Nutze. Zum Beispiel wird in den Medien, im Gerichtssaal oder sogar im
Gesundheitswesen mit dem Themengebiet der Stochastik immer wieder falsch umgegangen.
Oft werden nur gewisse Teile einer Studie veroéffentlicht, um eine Schlagzeile zu erlangen.
Auch in der Justiz und in der Medizin kénnen die verantwortlichen Sachverstidndigen,
Anwilte, Richter und Arzte gelegentlich nicht richtig mit der Stochastik und vor allem nicht
mit der Wahrscheinlichkeit umgehen. Daher werden in dieser Arbeit auch einige berithmte
Gerichtsfille beziehungsweise auch medizinische Fille, die félschlicherweise sabotiert
wurden, besprochen. Auf diese Manipulationen wird spater noch ndher eingegangen. Es
wird auch versucht die Ansicht der Fallstricke der Wahrscheinlichkeitstheorie durch eine
alternative Denkweise mit Hilfe der relativen Haufigkeiten zu verbessern.

Da die Bedeutung des Themas der Stochastik in den letzten Jahren vor allem in den Schulen
durch die zentrale Reifepriifung an Bedeutung dazugewonnen hat, soll diese Arbeit den
Wert der Statistik und der Wahrscheinlichkeitstheorie klarstellen. Durch die praxis-
orientierte Anwendung spielen personliche Erfahrungen in diesem Bereich eine grofie Rolle.
Genau dieses individuelle Wissen verleitet die Intuition und den Instinkt mitunter zu
vorschnellen Mutmafiungen. Diese wiederum konnen zu falschen Annahmen fiihren und
Verwirrungen im Hinblick auf die Berechnungen erzeugen. Doch in der Stochastik ist nicht
nur die Rechnung gefragt, es wird auch der dazugehorigen Interpretationsmoéglichkeit ein
hoher Stellenwert zugesprochen.

Der Begriff der Intuition bietet viele Vorteile und ist stindiger Begleiter im Leben der
Menschen. Daher kann man dessen Auswirkungen auf Denkweisen und Vorstellungen nur
wenig beeinflussen, denn man ist durch die eigenen Vorerfahrungen in gewisser Hinsicht
manipuliert. Trotzdem kann man im Speziellen in der Schule auf die Intuition der
Schiilerinnen und Schiiler zuriickgreifen, um auf deren Ansichten die Theorie aufbauen zu
konnen.
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Stochastik ist ein sehr umfangreicher und dichter Begriff. Denn dieser Ausdruck beeinflusst
viel mehr als nur die Mathematik. Stochastik hat viele Facetten und daher auch ein grofies
Aufgabengebiet. Auch wenn das Wort Stochastik im ersten Augenblick fiir viele fremd und
kompliziert wirkt, findet man die Bereiche der Stochastik auch im alltdglichen Leben.
Deshalb ist es wichtig diesen Fachausdruck zuganglicher zu machen und ihn auch in die
Schule einzufiithren beziehungsweise mit den Fachbereichen der Stochastik zu arbeiten.

Um Stochastik zuganglicher zu machen, ist zwischen Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik zu unterscheiden. [13] Um diese beiden Untergebiete der Stochastik ndher zu
erldutern, wird zundchst versucht, die Begriffe zu erklaren. Wobei sich diese Arbeit
hauptsachlich der Wahrscheinlichkeitsrechnung widmet und die Statistik nur streift, um
Grundsatzliches zu erklaren.

Unter Wahrscheinlichkeitsrechnung kann man sich schon mehr vorstellen als unter dem
anfanglichen Terminus Stochastik, da man diesen Ausdruck auch aus dem Alltag kennt.
Aussagen wie zum Beispiel ,die Regenwahrscheinlichkeit fiir morgen betriagt 65%“ oder
»ich glaube, Emil kommt heute spater nach Hause“ sind Angaben, die jede und jeder kennt.
Dabei sind solche Satze nichts anderes als blofde Vermutungen. Allerdings wird die
Wahrscheinlichkeitstheorie nicht nur fiir einfache Aussagen benutzt, sondern hat auch
einen hohen Gebrauch in anderen Bereichen, wie zum Beispiel in Gerichtsverfahren oder
auch in der Spieltheorie, wobei dies zum nachsten Stichwort fiihrt. Einfache
wahrscheinlichkeitstheoretische Sidtze haben einen beildufigen Zusammenhang mit der
Ungewissheit. [10, S. 133] Auch wenn der Begriff anfangs etwas abschreckend und komplex
wirkt, kann man ihn langsam durch solche alltdglichen Situationen etwas greifbarer machen
und vor allem in der Schule fiir die Schiilerinnen und Schiiler verstidndnisvoller erklaren.

So gelangt man zur Folgerung, dass die Wahrscheinlichkeit etwas mit Vermutungen zu tun
haben muss. Die Stochastik bietet allerdings eine Vielzahl von Facetten, die eine Varietat der
Interpretationen und der Berechnungen erlaubt. In der Wahrscheinlichkeit dreht sich alles
um Ereignisse und Ausginge eines Zufallsexperimentes. Das bedeutet, man hat
verschiedene Moglichkeiten mit unterschiedlichen Ereignissen und versucht mit Hilfe der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung die denkbaren Chancen fiir ein Ereignis zu berechnen.

Das typischste Beispiel fiir Wahrscheinlichkeitsrechnung reprasentiert wohl die duferst
bekannte Situation des Werfens einer Miinze beziehungsweise eines Wiirfels. Als Folgerung
fiir einen Laplace-Wiirfel wird die Frage assoziiert: Wie lange muss man wiirfeln, um beim
Mensch drgere dich nicht die 6 zu bekommen? Dieses Spiel und daher auch diese Frage
kennt wahrscheinlich jede und jeder. Dabei ist die Antwort sehr einfach: Die

Wabhrscheinlichkeit, dass man beim ersten Wiirfeln eine Sechs wiirfelt, betrdagt genau % =

0,16. Wie man auf dieses Ergebnis kommt, wird spiter im Kapitel Laplace und die
Wahrscheinlichkeit erklart.

Diese Situation kann auch schrittweise anschaulich gemacht werden: Man wirft mit einen
herkdmmlichen Wiirfel. Es ist bekannt, dass ein Wiirfel aus sechs Seiten besteht, mit 1 bis 6
Wiirfelaugen. Daher sollte jeder und jedem klar sein, dass jede Zahl von 1 bis 6 mit der
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gleichen Wahrscheinlichkeit % moglich ist. Trotzdem hat man oft, und vor allem dann, wenn

man am Verlieren ist, den Eindruck, dass die 6 nie kommt. Denn es spielt noch eine weitere
Komponente eine wichtige Rolle und zwar ist das der Zufall. Denn auch der Zufall hat
bestimmte Regeln, wie im Laufe dieser Arbeit noch gezeigt werden wird. [19]

Die zweite Siule der Stochastik ist, wie oben schon erwahnt worden ist, die Statistik. Auf
dieses Thema wird in den folgenden Kapiteln jedoch weniger eingegangen. Nichtsdestotrotz
sollen eine kurze Erklarung und einleitende Worte nicht fehlen. Denn ebenso wie der
Wahrscheinlichkeitsbegriff ist auch die Statistik kein fremder Ausdruck im Leben. Mit
Statistik bezeichnet man den Umgang von Daten. Dies erkennt man allein schon in einer
Zeitung, wo man stindig neue Datenerhebungen finden kann. Das Thema der Statistik lasst
sich wiederum zum einen in die beschreibende Statistik und zum anderen in die
beurteilende Statistik teilen. [10]

Das Wort statisticum bedeutet den Staat betreffend, was auch eigentlich die Aufgabe dieses
Fachgebietes war. Erst seit dem letzten Jahrhundert verdnderte sich das Gebiet und man
widmete sich mehr der Darstellung und der Bearbeitung von Daten. [19] Gerade deswegen
wird der Umgang mit Statistiken immer wichtiger. Deshalb sollte auch schon in der Schule
ein klarer Einstieg vollzogen werden, damit die Schiilerinnen und Schiiler auch im spéateren
Alltag und Berufsleben damit umgehen koénnen.

Denn immer wieder findet man, vor allem in den Medien, falsch verwendete Daten-
erhebungen, Ubertreibungen oder unkorrekte Piktogramme. Im Fernsehen und in
Zeitschriften werden derart falsche Angaben aber mitunter nicht ohne Grund verwendet:
Sie werden manchmal gezielt eingesetzt, um das Publikum von einer Meinung zu
liberzeugen, um Angst zu erzeugen oder um eine Schlagzeile zu erhalten. Solche Angaben,
die aus mathematischer Sicht falsch sind, werden absichtlich erzeugt. Zum Beispiel durch
das Strecken oder Kiirzen der Achsen einer Jahresbilanz.

Angenommen in der folgenden Abbildung 1 wird hypothetisch die Gehaltskurve einer
jungen Frau angezeigt. Die Person fangt als Praktikantin, begleitend mit der Ausbildung, in
einer Firma an und verdient im ersten Jahr 900€. Aufgrund der guten Leistungen bekommt
sie eine Gehaltserh6hung und verdient im zweiten Jahr ihrer Laufbahn 1100€. Im dritten
Jahr wird wegen einer neuen Regierungsregelung ein Plus von 400€ von ihrem Gehalt
erzielt und sie verdient nun 1500€. Nach vier Jahren als Praktikantin schliefdt sie ihr
Studium erfolgreich ab und bekommt ein Gehalt von 2100€. Sie wird schwanger und geht
im nachsten Jahr in Karenz. Wahrend ihrer Karenzpause betrdgt ihr Einkommen 600€. Nach
zwei Jahren steigt sie langsam wieder in die Berufswelt ein und arbeitet Teilzeit mit einem
Gehalt von 1500€. Die dazugehorige Darstellung des Einkommens wahrend ihrer
Berufskarriere wiirde man statistisch entsprechend der Abbildung 1 visualisieren.
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Abbildung 1: Statistik einer Gehaltskurve

Was mit dieser Grafik nun alles reprasentiert werden kann, zeigen folgende Abbildungen:
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Abbildung 2: Manipulierte Statistik einer Gehaltskurve  Abbildung 3: Manipulierte Statistik einer Gehaltskurve
I II

In der Abbildung 2 kdnnte man behaupten, wenn man nur den unschattierten Bereich
veroffentlicht, dass das Gehalt kontinuierlich ansteigt. So hatte man einen positiven
Eindruck von der gezeigten Statistik. Im Vergleich dazu ist in Abbildung 3 wieder derselbe
Graph abgebildet, wiirde man die schattierten Bereiche wegschneiden beziehungsweise
unveroffentlicht lassen, so hitte die Leserin oder der Leser das Gefiihl, dass das Gehalt
innerhalb kiirzester Zeit sehr viel abgenommen hat.

Und genau diese Methoden, das Strecken beziehungsweise das Kiirzen von Achsen wird
sehr hiufig von den Medien benutzt, um Schockmeldungen zu provozieren. [19] Das grofie
Publikum glaubt oftmals diese Falschmeldungen, weil die meisten Menschen die Statistiken
nicht weiter hinterfragen und den Medien durchwegs Glauben schenken. Dennoch sollte
man sich immer fragen, wie viel Wahrheit in einem Graphen oder einer Statistik steckt.

Daten koénnen in jeglicher Form erfasst und auch auf verschiedene Arten prasentiert
werden. Am hiufigsten werden Daten wohl in Form von Zahlen erfasst. Zum Beispiel will
eine Lehrerin oder ein Lehrer die Noten einer Schularbeit erfassen und erstellt dazu eine
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anschauliche Tabelle. Aufierdem gibt es eine grofie Anzahl an Moglichkeiten, die erfassten
Daten zu reprasentieren. Die wohl bekannteste Form ist das Kreis- oder Tortendiagramm.
Neben dem Kreisdiagramm gibt es auch noch unter anderem das Saulen-, Balken- und
Stabdiagramm. [19]

Beim Erheben von Daten zdhlt man gewisse Merkmale und deren Haufigkeiten. Als weitere
Hilfestellung zur weiteren Verarbeitung und Deutung der erhobenen Kennzeichen werden
die Merkmalsauspragungen in sogenannte Skalen iibertragen. Je nach Merkmal gibt es
verschiedene Zuordnungstypen. Zum einen gibt es nominal skalierte Merkmale. lhre
Charakteristik ist, dass es sich dabei nur um Namen handelt, wie zum Beispiel Berufe. Das
Rechnen mit solchen Angaben ist nicht nur sinnlos, sondern auch nicht mdglich. Man spricht
von ordinal skalierten Merkmalen, wenn zwar eine Reihenfolge vorhanden ist, wie zum
Beispiel bei Noten, aber die Abstdnde zwischen den Werten nicht gleichmafiig sind. Auch
hier ist das Rechnen mit den Daten unlogisch. Zum anderen spricht man von metrisch
skalierten Merkmalen. Bei diesem Fall der Zuordnung wird mit eindeutigen Zahlen
gearbeitet. Diese Kategorie der Merkmalsauspragung teilt sich noch einerseits in die
Intervallskala und andererseits die Verhaltnisskala. Bei der ersteren ist es moglich, Summen
beziehungsweise Differenzen zu erzeugen, und bei der zweiten Skala ist es sogar moglich,
mit Quotienten zu rechnen. [19]
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Der Ausgangspunkt zu stochastischen Uberlegungen und Berechnungen der
Wabhrscheinlichkeit war wohl das Gliicksspiel, welches es schon seit Menschengedenken
gibt. Jedoch muss man sich bewusst machen, dass es frither in einer anderen Form
abgelaufen ist als heutzutage. Denn die damaligen Mathematiker waren erst auf der Spur zu
den Losungen der Wahrscheinlichkeitsprobleme. Dazu kam noch der Faktor hinzu, dass die
Wissenschaftler zu jener Zeit keine technischen Hilfsmittel zur Verfligung hatten, die bei der
Entwicklung der Problematik unterstiitzen hatten konnen.

Man setzte sich schon sehr frith mit Wahrscheinlichkeitsbegriffen auseinander. Schon bei
den Volkern der Inder, Babylonier und Agypter findet man erste Gedanken und
Uberlegungen zu Wahrscheinlichkeiten. Um 3500 vor Christus verwendete man Astragali,
welches dem heutigen Wiirfel vergleichbar ist. Es wurde aus Knochen der Schafe gewonnen.
Vor allem die Romer kannten, dhnlich dem heutigen Wiirfelspiel, ein Spiel, wobei sie mit
vier Astragalis, die von 1 bis 6 nummeriert waren, warfen. So entwickelte sich, ausgehend
von einem Astragali der Wiirfel, wie man ihn heutzutage kennt. In seiner heutigen Form
wurde er aber erst spater entworfen. Die Erfindung des Wiirfels geht auf Palamedes zuriick,
der ihn wahrend des trojanischen Krieges erfunden haben soll. [7, S. 56]

Im Zeitalter der Antike und der Renaissance hatte man einen anderen Begriff und eine
andere Auffassung von Wahrscheinlichkeit. Zu jener Zeit war das Wort Zufall tiblich. Man
beschaftigte sich weniger mit den Griinden und Ergebnissen des Wiirfelns. Wahrscheinlich
deshalb, weil zu dieser Zeit das Wort Gottes und das Schicksal als Grund fiir alle Ergebnisse
und Ereignisse galt. Der damalige religiose Glaube beeinflusste das Leben der Menschen
sehr. So wurden Wiirfel verwendet, um Ereignisse vorherzusagen. [7]

Doch erst das Jahr 1654 zahlt als entscheidende Wende der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Denn zu dieser Zeit befassten sich Pierre de Fermat und Blaise Pascal in einem Briefwechsel
mit dem Problem der Teilung und dem Wiirfelproblem von Chevalier de Méré. Seit diesem
Zeitpunkt kann man von einem wissenschaftlichen Umgang mit Wahrscheinlichkeits-
rechnung sprechen. [10, S. 7]

Aber nicht nur Fermat und Pascal beschiftigten sich mit den ersten Problemen der
Wahrscheinlichkeitstheorie. Es zeigten auch weitere bekannte Naturwissenschaftler an
diesen Themen ihr Interesse. Zum einen arbeitete Jakob Bernoulli an dem St. Petersburger
Paradoxon. Zum anderen befasste sich auch der Mathematiker Simon Marquis de Laplace
damit, der die Wahrscheinlichkeitstheorie mit seinem Werk ,7héorie Analytique des
Probabilitiés” bis heute entscheidend beeinflusste. [10, S. 7] Zu den Pionieren dieses
Bereichs zdhlt auch der russische Mathematiker Alexander Kolmogorov, der allerdings erst
im Jahr 1933 eine Definition der Wahrscheinlichkeit zu geben versuchte. [10, S. 7]
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2.1 Die ersten Probleme der Stochastik

Schon friih entwickelten sich Probleme und Paradoxa zum Thema der Wahrscheinlichkeit.
Viele Mathematiker beschaftigten sich mit solchen Problemstellungen und versuchten auf
einen richtigen Losungsweg zu kommen. Dieser Anreiz war ein erster Schritt zur
Entwicklung einer eigenen Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Mathematik. Und so
gewann diese Theorie immer mehr an Gewicht und an Interesse. Nicht nur fiir
Mathematikerinnen und Mathematiker selbst, sondern es entwickelte sich, ausgehend von
diesen Fragestellungen, grofée Sympathie fiir den Zufall. In weiterer Folge entstand so auch
ein enormer Zuwachs der Theorien fiir Gliicksspiele und Wetten. In der obigen kurzen
geschichtlichen Einfithrung wurden einige wenige genannt, die in dem folgenden Kapitel
etwas ausfiihrlicher beschrieben werden sollen.

2.1.1 Das Teilungsproblem und die Lésungsvorschldge von Pacioli, Pascal
und Fermat

Das Teilungsproblem, mit dem sich unter anderem Fermat und Pascal beschiftigten, auch
probléme des partis genannt, ist deswegen fiir die Geschichte der Stochastik so wichtig, weil
die Auseinandersetzung damit als der Ursprung der Wahrscheinlichkeitstheorie gilt. [24, S.
81] Behandelt wurde das Problem der Teilung bereits vor Fermat und Pascal im Jahre 1494.
[9, S. 12] Jedoch wird den beiden Mathematikern die erste Losung zugeschrieben. Ihre
Uberlegungen zu diesem Problem begriindeten viele Theorien zur weiterfiilhrenden
Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Die Aufgabenstellung lautet: Person A und Person B betreiben ein Spiel. Dabei werden sie
aber durch eine hohere Macht, auch als force majeure bezeichnet, beim Stand 4 : 3 unter-
brochen. Die Spielregeln besagen, dass derjenige als Gewinner gilt, der zuerst fiinf Spiele
gewonnen hat. Nun stellt sich die Frage, wie der Spieleinsatz fair aufgeteilt werden soll. [10,
S.5]

Die ersten Losungsvorschldge zu diesem Problem stammen von Luca Pacioli. Und zwar léste
Pacioli die Frage nach dem Spieleinsatz so, dass er das Verhiltnis des jeweiligen Gewinnes

zuteilte. Das Verhiltnis war ja 4:3, daher solle Spieler A% von seinem Einsatz

zuriickbekommen und, Spieler B wiirde demgeméf} % des Einsatzes erhalten. Jedoch,

kritisierten viele Mathematiker zu dieser Zeit, dass Pacioli dabei nicht die fehlende letzte
Runde berticksichtigte, da man den Gewinner ja erst nach fiinf Spielen festlegen konnte.

Um nicht aufder Acht zu lassen, warum in der Geschichte die Wahrscheinlichkeit so viel an
Bedeutung dazugewonnen hat, folgt nun auch die normative klassische Losung des
Problems. Dieser Losungsvorschlag stammt von Pascal und Fermat. Man nehme an, dass die
beiden Spieler A und B gleich stark waren. Dann kann man mit Hilfe des Gliicksspielmodells,
laut Pascal und Fermat, annehmen, dass die Wahrscheinlichkeit von P(A) fiir den Sieg von

A % betragt. Nun, wie beim obigen Versuch von Pacioli, wird der Gewinn im Verhaltnis der

Gewinnmoglichkeiten berechnet.
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P(A) : P(B), bedeutet im Kontext des Beispiel: P(A|4:3) = % + (%)2 = %. Das bedeutet
Spieler A bekdme im Sinne dieses Verhaltnisses Z des Einsatzes und Spieler B erhielte %
davon. [6]

2.1.2 Das Wiirfelproblem und der Lésungsvorschlag von de Méré

Eine andere Aufgabe, die bereits fritlher die Wissenschaftler beschaftigte, ist das
Wiirfelproblem von Chevalier de Méré. Er behauptete, dass die Augensumme 11 beim
Wiirfeln von drei Wiirfeln 6fter vorkommt als die Augensumme 12. Und die Weiterfithrung
des Problems: Hier liberlegte de Méré, weshalb die Moglichkeiten, eine 6 bei vier Wiirfeln zu
erhalten, wahrscheinlicher ist, als zwei Mal eine 6 bei 24 Wiirfeln zu erwiirfeln. [10, S. 5-6]

Laut de Méré, auf den dieses Paradoxon des Wiirfelproblems zuriickgeht, lautet die Losung
folgendermafien:

Q = {abc|a,b,c € {1,2,3,...,6}und a < b < c}. Nach der Zahlung der Menge () von de
Méré gibt es (g) = 20 Ergebnisse mit drei unterschiedlichen Ziffern, 2 - (g) = 30 fiir je zwei

verschiedene Ziffern und sechs mogliche Ereignisse mit drei gleichen Ziffern. Daher betragt
die Kardinalitdat der Menge (), |Q2] = 56. Das Ereignis der Augensumme 11 erhélt man nun
in folgenden sechs Féllen:

EL={1+4+61+5+52+3+62+4+53+3+53+ 4+ 4}

Hingegen erhdlt man die Augensumme 12 in den Ziffernkombinationen der folgenden
Ereignisse:

E,={1+54+62+4+62+5+53+3+63+4+54+4+ 4}

Sowohl das Ereignis E; als auch E, hat sechs giinstige Varianten. Aus dieser Uberlegung

heraus nimmt de Méré mit der Laplace-Wahrscheinlichkeit M :
|moglichen|
P(E;) = P(E,) = =~ 0,107.

56

Jedoch wusste der Mathematiker de Mére aus seinen eigenen Spielerfahrungen, dass das
Ereignis mit der Augensumme 11 6fters fallt. Er nahm irrtiimlicherweise an, dass die beiden
Fille E; und E, gleichwahrscheinlich seien, diese Uberlegung folgt ja aus der Laplace-
Wahrscheinlichkeit. Jedoch ist bei diesem Beispiel keine gleiche Wahrscheinlichkeit
gegeben, denn es sind drei Wiirfel gegeben, das bedeutet, es gibt 63 = 216 mégliche
Ergebnisse der Wiirfel. Erst wenn man diesen Gedanken beriicksichtigt, kann man mit der
Laplace-Wahrscheinlichkeit rechnen. Dann lautet die Rechnung wie folgt:

Augensumme 11:
EE={1+4+61+6+44+6+1,4+1+66+1+46+ 4+ 1,

1+45+5,.}

= |E;| = 27, daher betragt die Wahrscheinlichkeit P(E;) = 27 = 0,125.[10, S.422]
216
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Augensumme 12:

E,={1+5+61+6+55+1+65+6+16+1+56+5+1,..}

= |E,| = 25, deshalb ist hier die Wahrscheinlichkeit fiir P(E;) = % = (0,116.[10, S.422]

2.1.3 Das St. Petersburger Paradoxon und der Lésungsvorschlag von
Daniel Bernoulli

Bei dieser Aufgabe wird eine Miinze so oft geworfen bis eine Zahl erscheint. Kommt die Zahl
gleich beim ersten Mal, so erhalt man einen Euro. Zeigt sich die Zahl erst beim zweiten Wurf,
bekommt man zwei Euro. Sollte man die Zahl erst beim dritten Wurf sehen, bekommt man
vier Euro, und so weiter. Also je 6fter die Miinze geworfen werden muss, um die Zahl das
erste Mal zu bekommen, desto héher wird der Gewinn, da er sich stetig verdoppelt. Dieses
Paradoxon soll von Nicolas Bernoulli stammen. Jedoch hat sich auch Daniel Bernoulli mit
diesem Problem beschiftigt. [24, S. 120]

Die Gewinnchancen dieses Spieles werden aus [5] anhand der Tabelle 1 adaptiert und sollen
die Moglichkeiten eines Profites veranschaulichen.

Tabelle 1: Gewinnchancen des St. Petersburger Paradoxons [5, S. 58]

Gewinn in Euro Wahrscheinlichkeit in Prozent
2 50
4 25
8 12,5
16 6,25
32 3,125

An diesem Paradoxon ist vor allem der Erwartungswert auf lange Sicht interessant. [5, S. 58]
Wenn man das nun anhand dieses Beispiels ndher betrachtet, erkennt man, dass man bei

einer Gewinnchance von 1: 2 einen Gewinn von 2€ erlangt. Dies bedeutet im Durchschnitt

2 - %€ = 1€. Bei weiteren Versuchen mit 4€ betragt die Moglichkeit 1: 4 und man
berechnet i - 4€ = 1€. Bei 8€ beschreibt man das Verhaltnis 1: 8, bei der nachsten

Angabe von 16€ hat man 1: 16 und so weiter. Jeder Euro-Wert ergibt im Durchschnitt
genau 1€. Daher bekommt man, wenn man alle Werte zusammenrechnet, den Ausdruck:

1+ 1+ 1+ ...Diese Summe fiihrt zu einem unendlich grofden Wert. [5, S. 61]

Nicolas Bernoulli iibermittelte seine Uberlegungen zum einen an den Mathematiker Gabriel
Cramer und zum anderen an seinen Bruder Daniel Bernoulli, damit die Wissenschaftler ihre
Gedanken zu diesem Problem austauschen kénnen. Cramer loste die Problematik dufderst
pragmatisch und meinte, dass es nur begrenzt viel Geld auf der Welt gebe. Daher hat sich
das Problem des Paradoxons in seiner Sicht aufgelost. [5, S. 63-64]

Hingegen entwickelte Daniel Bernoulli den Widerspruch weiter und gelangte zu einer
anderen Losung als sein Kollege. Und zwar fiihrte er den unter dem heutigen Namen
bekannten Grenznutzen des Geldes ein. [5, S. 64] Dieser beschreibt den Gebrauch des Geldes

10
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je nach eigenem Besitz und personlichem Kapital. Sprich fiir einen Obdachlosen
symbolisiert zum Beispiel ein Defizit von 10€ etwas anderes als fiir einen wohlhabenden
Menschen. [5, S. 64] Die Funktion, die diesen Nutzen entsprechend beschreibt, nennt man
auch Logarithmus. [5, S. 64-65] Wie in Tabelle 2 erkennbar ist, erh6ht sich der Nutzen nicht
so rasch wie der Geldbetrag. Dies folgert im Gegensatz zur Tabelle 1 einen endlichen
Erwartungswert, der ungefahr 0,60 betragt.

Tabelle 2: Logarithmusfunktion des St. Petersburger Paradoxons [5, S. 65]

Nutzen Wahrscheinlichkeit in Prozent
0,30103 50

0,60206 25

0,90309 12,5

1,20412 6,25

1,50515 3,125

Es ist ein relativ bedeutsamer Unterschied zwischen den beiden Ldsungsversuchen von
Cramer und Bernoulli zu sehen. Genau diese Varietidt an Losungsvorschlagen macht das
Problem eines Paradoxons aus. Denn vor allem soll ein mathematisches Paradoxon zum
Denken anregen und zu verschiedenen Uberlegungen fiihren. Dabei sind der Fantasie und
den mathematischen Strategien keine Grenzen gesetzt. Es gibt viele Mathematikerinnen und
Mathematiker, die an einigen Widerspriichen der Mathematik scheitern. Dennoch
reprasentieren solche komplexe Problematiken einfache Darstellungen, die jedoch durch
falsches Denken zu Irrefithrungen fiihren kénnen. Die Namensgebung dieses Paradoxons
ergibt sich aus dem Umstand, dass Daniel Bernoulli seinen Losungsversuch als einen Beitrag
zu den Kommentaren der Kaiserlichen Akademie zu St. Petersburgpublizierte. [5, S. 65]
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Auch wenn das Thema der beschreibenden Statistik nicht den Hauptteil dieser Arbeit
reprasentiert, so werden dennoch fundamentale Begriffe dieses Kapitels fiir die weiteren
Uberlegungen dieser Arbeit an dieser Stelle explizit genannt. Dieser Teil soll vor allem die
moglichen Hilfestellungen der Statistik fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung kurz
beschreiben. Insbesondere damit gemeint sind absolute und relative Haufigkeiten. Wie der
Name Haufigkeit schon verrdt, hat der folgende Abschnitt mit einer Anhaufung von
mehreren ausgefiihrten Experimenten zu tun.

Wie verhdlt sich der Ausgang einer Versuchsserie auf lange Sicht? Gibt es einen
Versuchsausgang, der haufiger auftritt oder sind die Ereignisse ungefahr gleich
wahrscheinlich? Es sind Fragen wie diese, die mit Hilfe von relativen Haufigkeiten
beantwortet werden kdnnen. Auch der Zufall spielt hierfiir eine wichtige Rolle. Im Gegensatz
zum Alltagsgebrauch hat der Begriff des Zufalls in der Mathematik mit Gesetzmaf3igkeiten
zu tun. Denn, auch wenn man es anders gewohnt ist, der Zufall spielt in der
Wahrscheinlichkeitstheorie nach gewissen Regeln. Wenn man einen Versuch sehr haufig
unter denselben Bedingungen durchfiihrt, erkennt man an den Ausgingen des
Experimentes eine Annahme. Dadurch ist es moglich, Schlussfolgerungen aus den
Erfahrungen zu ziehen.

3.1 Relative und absolute Haufigkeiten

Da sich die relativen Haufigkeiten bei der wiederholten Durchfithrung desselben Zufalls-
experimentes stabilisieren, ist es moglich, eine Schitzung der Wahrscheinlichkeit zu
machen. [7, S. 103-104] Denn ohne Zweifel besteht zwischen relativen Haufigkeiten und
Wahrscheinlichkeit eine enge Beziehung. Um genauer zu sein, lassen die relativen
Haufigkeiten einen Schatzwert fiir die Wahrscheinlichkeiten zu. Aus der Perspektive der
Wabhrscheinlichkeit geben die Wahrscheinlichkeitswerte Auskunft {iber die relativen
Haufigkeiten.

Nun muss man unter den Begrifflichkeiten absolute und relative Haufigkeiten
unterscheiden. Die absoluten Haufigkeiten entsprechen der mdglichen Menge des
auftretenden  Ereignisses. Man schreibt fiir absolute Haufigkeiten folgende
Begriffserklarung.

Definition: Fiir jede Auspragung x; wird die Anzahl der Merkmalstrager mit dieser
Auspragung mit H,(x;) bezeichnet und absolute Haufigkeit von x; bei n untersuchten
Merkmalstragern genannt. [10, S. 25]

Hingegen geben die relativen Haufigkeiten den Anteil an der gesamten Ergebnismenge an
und man schreibt:

12
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Definition: Der Anteil eines Merkmals wird definiert durch

Hn(xi)
n

hy(x) =

und relative Haufigkeit von x; bei n untersuchten Merkmalstragern genannt. [10, S. 25]

Die weiteren Uberlegungen verleiten schnell zu einem Irrtum. Denn man kann nun
behaupten, dass man die Wahrscheinlichkeit einfach mit Hilfe des Grenzwertsatzes
definieren kann, da bei grofRem n sich die Versuchsserie nach einer gewissen Zeit einpendelt
und bei einem gewissen Wert ungefdhr konstant bleibt. Einen dhnlichen Gedanken hatte
auch Richard von Mises. Er versuchte mit einem dhnlichen Gedanken die Wahrscheinlichkeit
mit Hilfe des Grenzwertes zu definieren.

Definition nach Mises: Die Wahrscheinlichkeit wird durch den Limes bezeichnet als:
P(X) = limy, Lo hyp(x). [19]

Zwar gilt diese Definition der Wahrscheinlichkeit als nicht zufriedenstellend, da Mises
wichtige Anforderungen, die seine Definition der Wahrscheinlichkeit nicht erfiillt, auf3er
Acht liefs. Zum einen muss ein Versuch tatsichlich unendlich oft durchfiihrbar sein und zum
anderen missachtet er dabei die Konvergenz. Denn ohne diese Anforderung und nur mit der
Definition relativer Haufigkeiten ware die Folgerung einer bedingten Wahrscheinlichkeit
nur schwer moglich. [7, S. 112] Dennoch war dieser Versuch einer ersten moglichen
Begriffsbestimmung dufierst inspirierend fiir die damalige Zeit und verursachte weitere
Uberlegungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie.

3.2 Bernoullisches schwaches Gesetz der grofden Zahlen

In diesem Unterkapitel soll, wie schon vorhin erwdhnt, die Konvergenz der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung besprochen werden. Denn mit Hilfe der relativen
Haufigkeiten konnen Konvergenzsitze gefolgert werden. Dafiir wird an dieser Stelle zuerst
die Tschebyscheffsche Ungleichung formuliert.

Satz: Ist x eine eindimensionale Zufallsvariable, deren Verteilung Momente bis zur zweiten
Ordnung besitzt, dann gilt fiir jedes a und fiir b > 0:

E((x —a)?)
b? '

P(lx —a|l=b) <
Insbesondere st fira = E(x) = w:P(|x — u|=b) < Z—;. [17,S.216]
Beweis fiir die stetigen Verteilungen:
E((x—a)?) =
= [(x —a)*f(x)dx = fx:|x_a|2b(x —a)?f(x)dx = b? fx:lx_alzbf(x)dx = b%P(|x —a| = b).

Die Behauptung folgt durch blofRe Division durch b2. [17, S. 216]
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Wenn man nun ein Experiment E mit dem Ereignis A und der Wahrscheinlichkeit P(4A) = p
definiert, dann zahlt z,, = H,,(A), wie oft das Ereignis A bei n Versuchen eintritt. Wie schon

erwahnt, erhalt man nun die relativen Haufigkeiten durch h, (4) = Z;"

. 1-
Aufgrund von p, =n-p und of, =n-p - (1-p) git py =p und aﬁn =¥.
Arbeitet man nun mit der Tschebyscheffschen Ungleichung auf h,(4), kommt man zu dem
Bernoullischen Gesetz der grofien Zahlen. In diesem Fall ist allerdings das Schwache

Bernoullische Gesetz von Interesse.

Bernoullisches schwaches Gesetz der grofien Zahlen: Fiir eine Zufallsvariable X sollen der
Erwartungswert E(X) und die Varianz V(X) = ¢2 := 6?(X) existieren. Wenn

X4, X3, ..., X, unabhingige Kopien von X und t > 0, dann gilt

P({o]

Wenn man dieses Gesetz nun verstandlich formulieren mochte, bedeutet es konkret, dass

X1+ Xp+ .+ Xy
n

- E(X)| > t}) < :—; 3,S.173]

die Wahrscheinlichkeit fiir den Mittelwert von X;, X,, ..., X, um mindestens t vom

2
Erwartungswert schwankt. Sie betragt hochstens den Wert von % [3,S.173]
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4. Der Weg zu den ersten
Wahrscheinlichkeitsbegriffen

Die intuitive Annahme spielt in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine grofde Rolle. Oft lasst
man sich durch die Intuition leiten und nimmt vorschnell eine Annahme an, ohne einen
angemessenen Grund dafiir zu haben. Wird man vom Bauchgefiihl zu sehr beeinflusst, so
kann es zu Fehlschliissen kommen und man wird mit dem Ergebnis dann oftmals
iiberrascht. Deshalb ist es essentiell, in der Stochastik nicht immer seinem Bauchgefiihl zu
vertrauen, sondern deutlichen Regeln und Strukturen, die vor allem von den Theorien der
Wabhrscheinlichkeit angeboten werden, in Anspruch zu nehmen.

Um nun zu erkldren, was man unter Wahrscheinlichkeit versteht und wie man sie be-
rechnen kann, folgen einige wichtige Terminologien, die fiir das Thema der Stochastik
unerldsslich sind. Da die Wahrscheinlichkeitsrechnung viel mehr ist als nur die oft damit
verbundene Spieltheorie, werden im folgenden Kapitel einige Grundbegriffe erlautert und
definiert. Dies erleichtert zugleich das Verhaltnis der folgenden Kapitel. Das wohl wichtigste
Mittel zum Berechnen von Wahrscheinlichkeiten sind Experimente. Solche Versuche
missen aber nicht nur klar und strukturiert definiert werden, sondern auch auf eine
angemessene Weise durchgefiihrt werden.

4.1 Was ist ein (Zufalls-)Experiment? Ein Einblick in die
Schule

Der Begriff des Experiments begleitet eine Schiilerin oder einen Schiiler schon ab der
frihesten Schulzeit. Immer 6fter werden im Unterricht Experimente durchgefiihrt, vor allem
in den naturwissenschaftlichen Fachern. Doch viele Jugendliche, aber auch einige
Erwachsene konnen mit dem Wort Experiment nicht viel anfangen.

Fiir Experimente im Mathematikunterricht gibt es ebenso einen grofien Spielraum. Jedoch
wird dieser nur wenig genutzt, um den Schiilerinnen und Schiilern ein Problem
anschaulicher zu machen und ndher zu bringen. Vor allem das Kapitel der
Wahrscheinlichkeitsrechnung bietet ein solches Angebot mit Experimenten in das Thema zu
starten. Denn gerade in der Wahrscheinlichkeit behandelt man eben Ergebnisse und
mogliche Ereignisse, die anhand von Experimenten dargestellt werden kénnen. Jedoch wird
in der Institution Schule mit dem Begriff Experiment beziehungsweise Zufallsexperiment
falsch umgegangen, da der Begriff Experiment in der Schule eine etwas andere Bedeutung
hat als jener eines Zufallsexperimentes in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Oft geht man von
klassischen Experimenten der Physik aus. Deren Sinn und Zweck ist jedoch ein anderer. Und
zwar will man hierbei versuchen, auf Grund der Experimente, die im Normalfall auf die
gleichen beziehungsweise dhnlichen Ergebnisse kommen, eine These zu bestidrken und
daraus eine Regel abzuleiten. Anders in der Stochastik. Im Bereich der Stochastik ist der
Sinn eines Zufallsexperimentes ein anderer, wie man im folgenden Kapitel erkennen wird.

Im Hinblick auf die Schule sollte man darauf explizit eingehen und den Schiilerinnen und
Schiilern ausdriicklich den Unterschied erklaren. Man sollte den Jugendlichen die Definition
eines Experimentes Schritt fiir Schritt ndher bringen und sie selbst zur Erklarung hinfiihren.
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Fiir den Anfang reichen soweit auch naive Definitionsversuche der Schiilerinnen und
Schiiler, die man als Lehrkraft mit Hilfe der Vorschlage aus der Klasse zu einer vollstindigen
mathematisch korrekten Definition erganzt.

4.2 Zufallsexperimente und Mengen aus mathematischer
Sicht

Auch wenn es offensichtlich zu sein scheint, was ein Zufallsexperiment ist und welche
Anspriiche dieses fordert, so ist es an dieser Stelle trotzdem wichtig, eine Definition dafiir zu
geben.

Definition: Ein Experiment heifdt Zufallsexperiment, wenn

1. jeder Versuch unter denselben Bedingungen durchgefiihrt wird,
2. alle moglichen Ergebnisse bekannt sind und

3. es theoretisch moglich ist das Experiment unendlich oft unter denselben
Bedingungen durchzufiihren. [18, S. 3]

Daher sollte an dieser Stelle bewusst gemacht werden, dass die Stochastik eine wichtige
Beziehung zur Mengenlehre hat, da die moéglichen Varianten eines Ergebnisses in einer
Menge, die mit () bezeichnet wird, angegeben werden kénnen. Dabei gibt es verschiedene
Arten einer Menge. Entweder man spricht davon, dass die Menge () iberabzdhlbar ist. Oder
es handelt sich dabei um eine endliche Menge. Dies ist genau dann der Fall, wenn, wie der
Name schon verrat, es sich um eine Menge handelt, die bei einem bestimmten Wert endet.
Typisches Beispiel dafiir ist das Experiment mit einem normalen Wiirfel. Hier lautet die
Ergebnismenge Q = {1,2,3,4,5,6}. Oder es handelt sich bei der Ergebnismenge um eine
abzahlbar-unendliche Menge. Eine solche Menge hat den gesamten Zahlenbereich der
natiirlichen Zahlen als mogliche Ereignisangabe. Ein Beispiel dafiir wire das Spiel Mensch
drgere dich nicht. Wobei hier nicht die Wiirfelmoglichkeiten mit den Varianten 1, ...,6
zahlen, sondern das Zufallsexperiment, wie oft man wiirfeln muss, um eine 6 zum ersten Mal
zu erhalten. In diesem Fall lautet QO = {1, 2, 3,...}, was dem gesamten Bereich der
natiirlichen Zahlen entspricht. [18, S. 3-5] Solche Zuteilungen, die einer entweder endlichen
oder einer abzadhlbar-unendlichen Menge, werden diskrete Ergebnismengen genannt. [10, S.
136]

Ein wichtiges Teilkapitel der Stochastik ist also die Mengenlehre, weil mdgliche Ereignisse
eines Zufallsexperimentes mit Teilmengen angegeben werden. Man kann sagen, dass die
Mengenlehre fiir die Stochastik eine grofde Hilfe ist, um den Umgang mit den Ergebnissen
und die Vorstellung von den moglichen Varianten deutlicher zu machen. Es gibt dafiir
verschiedene Begriffe, die man in der folgenden Abbildung als diskrete Zufallsexperimente
bezeichnen kann.
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Tabelle 3: Ereignisse E und deren Erklarung [10, S. 137]

Begriff Definition
Ergebnismenge Die Menge Q aller moglichen Ergebnisse des
Zufallsexperiments (Abbildung 4)
Ereignis Teilmenge E € Q (Abbildung 5)
Elementarereignis Teilmenge mit einem Element {w} € O

Sicheres Ereignis E = ( (Abbildung 4)

Unmaogliches Ereignis E=290
Unvereinbare Ereignisse E1,E2 € Q,aberE1 N E2 =0
(Abbildung 6)

Gegenereignis, Komplement von E E = Q\E (Abbildung 7)

Und-Ereignis der Ereignisse E; und E, E; N E, (Abbildung 8)

Oder-Ereignis der Ereignisse E; und E, E; U E, (Abbildung 9)

4 —_— )

. J

Abbildung 9: Oder-Ereignis [18,S.9]

Abbildung 8: Und-Ereignis [18, S. 9]

4.3 Laplace und die Wahrscheinlichkeit

Der Franzose Pierre Simon Laplace war einer derjenigen, durch die die Theorien der
Wahrscheinlichkeit einen grofien Fortschritt erzielt haben. Zwar gelang auch ihm keine
Definition der Wahrscheinlichkeit, nichts desto trotz war sein 1812 veroffentlichtes Werk
Théorie Analytique des Probabilités ein grofler Gewinn fiir die damaligen
Naturwissenschaften. [10, S. 139]
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Definition: Sei (0 eine endliche Menge und alle mdglichen Einzelwahrscheinlichkeiten
konnen als gleich wahrscheinlich angesehen werden, dann kann man die
Wahrscheinlichkeit berechnen durch

__ Anzahl der Elementevon E _ |glinstige|

P(E) = % [10,S.139]

" Anzahl der Elementevon Q |moégliche|
Denn das Laplace-Modell zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ist nur dann méglich,
wenn unter jeder Einzelwahrscheinlichkeit Gleichwahrscheinlichkeit vorausgesetzt werden
darf. Ist keine gleiche Wahrscheinlichkeit unter den einzelnen Ereignissen gegeben, so darf
man auch nicht mit der Laplace-Methode rechnen. Schliefdlich bietet die Laplace-
Wabhrscheinlichkeit zwar einen praktischen Nutzen in der gesamten Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Trotzdem zahlt diese Theorie von Laplace nur als ein Spezialfall in der Stochastik.
Jedoch gilt die Theorie von Laplace als essentiell und enorm wichtig. Laplace hat dazu auch
wichtige Eigenschaften formuliert:

Satz: Es sei ein Laplace-Experiment, welches die endliche Ergebnismenge
Q = {wq, Wy, ..., w, } besitzt. So gilt fiir die Laplace-Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:

1. 0LSP(E)SIVECcAQ 2. P(Q=1P®) =0.
(Nichtnegativitat) [10, S. 140] (Normiertheit) [10, S. 140]
3. P(E)=1—P(E)VECQ. 4, P(E{VE,)=P(E))+P(Ey)V
[10, S. 140] E,E, €S QOmitE; NE, = Q.

(Additivitit) [10, S. 140]

5. P(E,UE,) = 6. P(E) =Y ,cr P({w}) und
P(Ey) + P(E;) — P(E; N Ep)V P(Q) = YpeaP({w}) = Tk, PHw}) = 1.
E,, E, € Q.[10,S. 140] [10, S. 140]

Ausgehend von Symmetrieeigenschaften der Zufallsexperimente erklarte Laplace seinen
Ansatz zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit. Man nehme einen herkdmmlichen Wiirfel.
Man zweifelt nicht daran, dass die Augensumme 1 gleich oft erscheint wie die Augensumme
2, da alle 6 Wiirfelaugen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit erscheinen kénnen. Diese
Voraussetzung, dass alle moglichen Ausgidnge eines Experimentes, gleichwahrscheinlich
sein miussen, stellt gleichzeitig auch das Hindernis dieser Ansicht des Wahrscheinlichkeits-
begriffes dar. So sind Wahrscheinlichkeiten, deren Ereignisse nicht mit derselben Erwartung
anzunehmen sind, aus dem Laplace-Modell ausgeschlossen.

4.4 Subjektive Wahrscheinlichkeit

Man kann sich selbst sehr schnell davon iliberzeugen, dass die Wahrscheinlichkeitstheorie
auch immer mit der subjektiven Einstellung in Verbindung steht. Aussagen wie zum Beispiel
»,Morgen schneit es“ oder ,Ich komme morgen um 16:00 Uhr nach Hause“, sind blof3e
Vermutungen iiber die Zukunft. Und deshalb besitzen sie auch einen gewissen Grad an
Ungewissheit und Unsicherheit. Die menschliche Intuition hat jedoch nicht immer das
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gewisse Gesplir im Vergleich zu den mathematischen Grundgesetzen. Aus diesem Grund
kommt es vor allem in der subjektiven Wahrscheinlichkeit zu Tauschungen.

Jedoch ist gerade in der Schule der intuitive Einstieg in die Wahrscheinlichkeit sehr
hilfreich. Ausgehend aus einfachen und aus dem Alltag bekannten Sachverhalten der
Wahrscheinlichkeit ist es durchaus erwiinscht die Schiilerinnen und Schiiler schrittweise
auf explizite Axiome und Grundgesetze hinzuweisen. Auch Fischbein ist der Meinung, dass
ein Ausdruck mathematischer Theorien nur zuganglich gemacht werden kann, wenn dieser
iiber die eigenen menschlichen Empfindungen nachvollzogen werden kann. [7, S. 7]

Man muss sich aber im Hinblick auf das Kapitel der Wahrscheinlichkeit bewusst machen,
dass dieses nicht so leicht zugdnglich ist wie andere Kapitel in der Mathematik. Zu komplex
und ungenau scheinen die Probleme und Hypothesen der Wahrscheinlichkeit zu sein. Dieses
Problem der Unsicherheit fiihrt dazu, dass man nicht immer auf Vermutungen vertrauen
kann. Anders als zum Beispiel in den Zahlenbereichen, wo man eindeutig mit den Zahlen
operieren kann und so einen konkreten Umgang in der Mathematik pflegen kann, bietet die
Wabhrscheinlichkeitsrechnung kein solches Fundament. [7, S. 38]

Auch wenn man sich nicht immer auf die eigene Intuition verlassen sollte, so kann man
trotzdem auf Vermutungen aufbauen. Laut Borovcnik unterscheidet man dazu primére und
sekundare Intuitionen. Erstere sollen bei einem Zufallsexperiment die méglichen Ergebnisse
vorhersagen. Zum Beispiel betragen bei einem Miinzwurf die Wahrscheinlichkeiten
P(Zahl) = P(Kopf) = % [7, S. 39] Der nichste Schritt, im Bezug auf die sekundare
Intuition, liegt darin einen Zusammenhang mit dem Gesetz der grofden Zahlen
herzuerstellen. [7, S. 42] Wie bereits in einem vorigen Kapitel beschrieben wurde, arbeitet
die Wahrscheinlichkeit auch mit Konvergenzsatzen. Diese beschreiben das Verhalten von
wiederholten Zufallsexperimenten. Sie =zeigen, dass sich die Ergebnisse der
Wabhrscheinlichkeit, zum Beispiel bei dem zuvor angenommenen Miinzwurf, bei haufiger
Ausfithrung desselben Versuches bei einem gewissen Wert einpendeln. In dem Fall des

Minzwurfes wird der Wert bei ungefahr % liegen, weil beide Ergebnisausginge mit

derselben Wahrscheinlichkeit zu erwarten sind.

- 1 1]
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Abbildung 10: Relative Abbildung 11: Relative Abbildung 12: Relative Haufigkeiten
Haufigkeiten eines Miinzwurfs bei Haufigkeiten eines Miinzwurfs bei eines Miinzwurfs bei 1000 Wiirfen

Beispielhaft dafiir zeigen die drei oben gezeigten Abbildungen, wie sich die relativen
Haufigkeiten und damit auch die Wahrscheinlichkeiten bei einem Miinzwurf verandern.
Hier wird allerdings nicht das zuvor besprochene Bernoulli'sche schwache Gesetz der
grofden Zahlen sondern das starke Gesetz der grofien Zahlen visualisiert. Man sieht in der
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Darstellung einen eindeutigen Unterschied. In Abbildung 10 erkennt man noch keine
explizite Vermutung, dass die relativen Haufigkeiten bei einem gewissen Wert stabilisieren
werden. Man konnte sich, im Hinblick auf zehn Wurfversuche, noch nicht festlegen, bei
welchem Wert die relativen Haufigkeiten einen ungefdhren Betrag der Wahrscheinlichkeit
aufweisen werden. In Abbildung 11 erkennt man, dass sich ein Zufallsexperiment bei
mehreren Ausfithrungen, sprich in diesem Zusammenhang bei 100 Wiirfen, schon einem
Zielwert annahern wird und man vermuten konnte, dass der Wert der relativen

Haufigkeiten bei ungefahr % liegen wiirde. Logischerweise bestatigt sich dieser Verdacht bei
der Abbildung 12. Man nimmt wahr, dass sich die Vermutung vom Wert der relativen

Haufigkeiten bei 3 verifiziert hat.

Dieses Phanomen reprasentiert nichts anderes als das Gesetz der grofien Zahlen, welches ja
besagt, dass sich die relativen Haufigkeiten bei haufiger Durchfithrung des Zufalls-
experimentes bei einem gewissen Ergebnis bleiben. Es ist wohl auch sehr leicht
nachvollziehbar. Denn gerade bei dem Beispiel des Miinzwurfes weifs man aus Erfahrung,
dass sich die beiden moglichen Gegebenheiten P(Kopf) beziehungsweise P(Zahl) jeweils
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit ergeben kénnen. Somit ist auch das Einpendeln der
relativen Haufigkeiten eine Tatsache, die sich aus ihren Eigenschaften ergibt.

4.5 o-Algebra

Als moderne Anschauung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs gilt die o-Algebra. Da es in der
Wahrscheinlichkeitstheorie nicht immer moglich ist jedem Ausgang A € Q eines
Zufallsexperimentes die entsprechende Wahrscheinlichkeit P(A) zuzuverteilen, wird die
Hilfe eines Systems A von den Ereignissen aus ) zur Verfligung gestellt. [25, S. 3] Falls das
Ereignis A geschieht, kann man somit die entsprechende Wahrscheinlichkeit formulieren.

Definition: Ein System A von Teilmengen aus () heifdt o-Algebra, falls

1.0 € A,

2.mitA € A folgt A € Aund

3. fiir abzahlbar unendlich viele 4;, 4;, ... € AgiltUjZ;4; € A.[25,S.3]
Satz: Sei A eine o-Algebra von Teilmengen aus (). Dann gilt:

l.esgiltQ € A,

2. fir endlich viele Mengen 44, 4,, ..., 4, aus A folgt U}‘zlAj € A,

3. gehoren abzahlbar unendlich viele 44, 4,, ...zZu A, so auch ﬂ;’;lA-,

4. fir endlich viele Mengen 4,, 4,, ..., A, aus A ergibt sich ﬂ?zlAj € A.[25,S.3]
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Beweis:

1. aus dem Punkt 2 der Definition folgt® € A und Q = @€,

2. man setzt Apyq = Apyy = .. = @.Daj =1, 2, .. immer A; € A gilt und nach

dem Punkt 3. der Definition weifd man auch U;?';l Aj € A.Dannist 2. bewiesen, wegen
U;'ilAj = ;'l=1Aj

3. Aj € A und A € A, daher gilt UjL;A] € A. Da die o-Algebra gegeniiber
Komplementbildung abgeschlossen ist, kann man (U;';lA]?)C € A. Und mit Hilfe der
Morganschen Regel (U;’;l A]?)C = Njz1 4; hat man 3. bewiesen,

4, der Beweis fiir 4. kann man aus 2. folgern. [25, S. 4]

Zu den typischen Exempeln, die die o-Algebra reprasentieren, zdhlen A = {@, (1} oder
A = P(Q).[25,S.4]

Definition: Es sei C € P(R) die Gesamtheit aller abgeschlossenen endlichen Intervalle in R,
also

€ = {[a, b]:a < b,a, b € R}

Die von C auf R erzeugte o-Algebra a(C) heifdt Borelsche a-Algebra, kurz B(R) geschrieben.
Die dazugehodrigen Mengen von B(R) werden auch als Borelmengen bezeichnet. [25, S. 5]

4.6 Das Wahrscheinlichkeitsmafd

Die Wahrscheinlichkeit gibt Werte an, die die Vorstellung beim Eintreten eines Ergebnisses
unterstiitzen sollen. Dabei werden im Normalfall Zahlen zwischen [0, 1] angegeben. Je

nachdem, ob das Ereignis mit ziemlicher Sicherheit oder eher unwahrscheinlicher eintritt.
[25,S. 5]

Es soll ein Experiment mit n Wiederholungen durchgefiihrt werden, wobei jeder neue
Versuch unabhéngig von den anderen ablauft. Bereits aus einem vorigen Kapitel ist bekannt,
dass es sich bei H,, (x;) um die absoluten Haufigkeiten handelt. Diese zdhlen mit, wie oft das
Ereignis A eingetreten ist. Wie schon bekannt ist, lasst sich daraus der Begriff der relativen
Haufigkeiten ableiten, und man schreibt dafir h,(x;) = % Bei unendlicher
Wiederholung des Zufallsexperimentes, ordnet sich der Wert der relativen Haufigkeiten bei

einem bestimmten Wert von [0, 1] ein. Dafiir muss jedoch die o-Additivitat gelten. [25, S. 6]

Definition: Die Abbildung P ist o-additiv, wenn sich fiir abzahlbar unendlich viele paarweise

disjunkte Ereignisse A4, 4,, ... in Q die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung so berechnen
lasst:

P(U%14;) = X7-1P(4)).[25,S.6]
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Da es bei zu grofien beziehungsweise zu kleinen Grundraumen nicht immer méglich ist, die
entsprechende Wahrscheinlichkeit anzugeben oder nur bedingt zu formulieren, wird eine
weitere Definition bendtigt.

Definition: Es sei ein beliebiger Grundraum () mit einer o-Algebra ausgestattet. Die
Abbildung P heifst Wahrscheinlichkeitsmafd oder Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (Q, A),
wenn Folgendes gilt:

1. P bildet von A nach [0, 1] abmit P(@) = Ound P(Q) = 1,
2. P ist o0-additiv, das bedeutet, fiir paarweise disjunkte Mengen A4,, 4,, ...aus A folgt
P(UZ14;) = X2,P(4)).125,5.7]
Dadurch kann an dieser Stelle nun eine weitere Begriffserklarung angegeben werden.

Definition: Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (£, A, P) mit Grundraum (), einer o-
Algebra A von Teilmengen aus (), der sogenannten Ereignis-o-Algebra, und einem

Wahrscheinlichkeitsmaf$ P definiert auf <4 und mit den Werten aus [0, 1].[25, S. 8]

Um sowohl einen besseren Einblick als auch einen praktischen Umgang mit dem Begriff des
Wabhrscheinlichkeitsmafdes zu erlangen, werden nun noch einige wichtige Eigenschaften aus
[25] angefiihrt, wobei fiir die jeweiligen Beweise auf die Literatur verwiesen wird.

Satz: Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt:

1. die Abbildung P ist endlich-additiv,
2. fiir zwei Ereignisse A, B € A mitA < B folgt P(B\ A) = P(B) — P(4),
3.esgilt P(A°) = 1— P(A)fird € A,

4. das Wahrscheinlichkeitsmafd ist monoton, das heifdt, aus der Inklusion A € B fiir
Ereignisse A, B € A folgt P(A) < P(B),

5. das Wahrscheinlichkeitsmaf ist subadditiv, das bedeutet, fiir beliebige 4; € A gilt
P(UjZ14;) < ZjZP(4),
6. P ist stetig von unten, das heifdt, es sind Aj € Amit4; € A, € .., dann folgt
P(UZ14)) = lim;_, P(4),

7. P ist stetig von oben in folgendem Sinn: gilt firr Ereignisse A; € A die Aussage

A; 2 A, 2 .. dann folgt
P(NE14;) =lim; , P(4)).[25,5.9]

Die nachfolgende Darstellung von Kolmogorov und der Wahrscheinlichkeit scheitert fiir
unendliche Mengen von £). Sie zdhlt nicht zu den aktuellen Betrachtungen der
Wabhrscheinlichkeitstheorie und gilt als Spezialfall der endlichen Mengen.
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4.7 Kolomogorov und die Wahrscheinlichkeit

Aufgrund der starken Beziehung zwischen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der
Physik, leiten sich viele Theorien und Ansdtze der Wahrscheinlichkeit aus der Physik ab.
Deshalb gibt es eine starke Verbindung zwischen den beiden naturwissenschaftlichen
Themen. Dabei versuchte Alexander Kolmogorov zu Anfang des 20. Jahrhunderts einen
axiomatischen Zugang zum Thema Wahrscheinlichkeitsrechnung. [10, S. 152] Jedoch gilt
diese Auffassung der Wahrscheinlichkeitstheorie als veraltet und ist eine spezielle Ansicht
fiir die Wahrscheinlichkeit mit endlichen Mengen.

In Kolmogorovs Theorie behandelt man eine endliche Menge Q = {w;, w,, ..., w,} bestehend
aus den Elementen w;,w,,...,w,, die Ergebnisse repriasentieren. Weiters gibt es eine
Potenzmenge P(Q). Nun versteht man unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung unter der
Ansicht von Kolmogorov, dass die Funktion, jeder Menge P()) eine reelle Zahl P(E)
zuweist. [10, S. 152] Dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung unterliegen gewisse Axiome, die
anweisen, wie man mit der Funktion umgehen darf.

Im Vergleich zu den Eigenschaften im Satz der Laplace-Wahrscheinlichkeiten reduziert
Kolmogorov seine Axiome auf drei Aussagen, die erfiillt werden miissen.

Definition: Ein Wahrscheinlichkeitsraum (£, P) ist ein Paar bestehend aus einer nichtleeren
endlichen Menge Q = {w;, wy,..,w,} und einer Funktion P:P(Q) > R mit den
Eigenschaften

1. P(E) = 0 V Teilmengen E von Q (Nichtnegativitit),

2. P(Q) =1 (Normiertheit),

3. P(E,VE,;) =P(E,) + P(E,) V Teilmengen E;, E, mit E; N E, = @ (Additivitat).
Q heifdt Ergebnismenge, P(2) heifdt Ereignismenge, P Wahrscheinlichkeitsverteilung und
P(E) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E. [10, S. 153] Durch diese Definition von

Kolmogorov kdnnen daraus weitere Eigenschaften aus der Struktur der Axiome abgeleitet
werden.

Satz: Es sei (£, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt:

P(@) =0,

P(E) < 1V Teilmenge E.

P(E) =1— P(E) V Teilmenge E,

P(E; VE,) = P(E,) + P(E;) — P(E, N E;) V Teilmengen E;, E;.

P(E) = Lwer P({®}) und P(Q) = Ypeo P{w}) = Xizi P{wi}) = 1.[10, 8. 153]

i » W b P

Satz (Festlegung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen): Ist Q = {w;,w,,...,w,} eine
endliche Ergebnismenge, so ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P durch ihre Werte fir
die Elementarereignisse eindeutig festgelegt. Wird hierfir jedem w; € Q) eine Zahl
P({{w;}) € [0;1] zugeordnet, wobei Y ,P{w;})=1 gilt und wird festgesetzt
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P(E) = Y pea Pw}), so ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf P(£). Die Umkehrung
gilt genauso. [10, S. 155]
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5. Was hat Zahlen mit Wahrscheinlichkeiten zu tun?
- Kombinatorik

Das einfache Zihlen ist ein elementarer Bestandteil der Wahrscheinlichkeit. Denn schon das
banale Zihlen der moglichen Ereignisse oder auch das Zihlen der Laplace-

P . Anzahl der ginsigen Falle
Wahrscheinlichkeit S

verlangt das grundlegende Abzdhlen von
Anzahl der moglichen Fille & & &

Maoglichkeiten. Diese geschickte Zahlstrategie der giinstigen und der mdéglichen Falle wird in
der Mathematik auch mit dem Wort Kombinatorik beschrieben. Allerdings hat auch diese
Technik in der Wahrscheinlichkeitsrechnung ihre Grenzen, und zwar genau dann, wenn
man mit zu grofen Ergebnismengen hantiert. [10, S. 190] Hier hat die Kombinatorik klar
ihre Vorteile, dennoch zeigen sich auch gewisse Nachteile.

Exemplarisch dafiir ist das weltweit beliebte Spiel Lotto. In Europa gibt es unterschiedliche
Spielsysteme, in Osterreich spielt man ,6 aus 45“ [10, S. 193] Dabei muss man aus 45
anzukreuzenden Zahlen 6 kennzeichnen. [26] Die Reihenfolge ist irrelevant. Das heifdt, dass
es im osterreichischen Lotto fiir die erste gezogene Kugel 45 verschiedene Mdglichkeiten
gibt. Fiir die zweite Ziehung bleiben noch 44 unterschiedliche Kugeln zur Auswahl und so
weiter, bis 6 Kugeln gezogen wurden. Also gibt es insgesamt 45 - 44 - 43 - 42 - 41 - 40
Auswahlmoglichkeiten, eine Kugel zu ziehen. Und die Chance, dass eine der getippten
Zahlen gezogen wird, verteilt sichauf6 - 5 - 4 - 3 - 2 - 1 Méglichkeiten. Insgesamt ergibt
dies 454443424140
6!
gewinnen, wenn man 8 145 060 Tipps abgegeben hatte. [10, S. 194]

= 8145 060 verschiedene Tipps. Man wiirde also dann bei Lotto

Aber auch das Toto-Spiel ist ein geeignetes Beispiel fiir Kombinatorik. Anders als beim Lotto
gibt man bei den Sportwetten fiir 12 mogliche Spielausginge jeweils X fiir ein
Unentschieden, 1 fiir die Wahrscheinlichkeit eines Heimsieges, und 2 im Falle eines
Auswadrtssieges an. Die Spielerin oder der Spieler kreuzt dann, je nach dem wie die Chancen
stehen, die zu vermutenden Spielausgiange an. In diesem Fall entsprechen die Resultate
12-Tupel, die je mit der Wahl zwischen X, 1 oder 2 gewinnen koénnen. Daher ergibt
312 = 531441.[18,S.56]

Der praktische Umgang mit dem Zahlen von Zahlen hat sehr viele Vorteile. Deshalb haben
sich diesen Nutzen der Kombinatorik auch die bekannten Gliicksspiele zu eigen gemacht, um
daraus Profit zu schlagen. Die hier genannten Modelle des Lotto oder Toto, stammen aus der
Idee der elementaren Grundlagen. Dahinter versteckt sich nichts anderes als die
Multiplikationsregel.

Multiplikationsregel: Es sollen k-Tupel (aq,as, ..., a;) gebildet werden, indem man die k
Platze des Tupels nacheinander von links nach rechts besetzt, die Reihenfolge wird dabei
nicht beachtet. Fiir die Anordnung von a; gibt es i; Varianten, fiir die Auswahl von a,
bleiben i, mdgliche Stellen tibrig, ...

fiir die Stelle vom Objekt a;_; sind i,_,Platze zur Verfiigung, und fiir die letzte a; Stelle
bleiben noch i, Mdoglichkeiten. Somit ergeben sich alles in allem iy - iy - ... -ip_q * i
verschiedene Tupel, die man bilden kann. [18, S. 55]
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Die Kombinatorik besteht zum einen aus Kombinationen und zum anderen aus
Permutationen. Sie leistet in der Mathematik einen grofien Beitrag im Bereich der
Wahrscheinlichkeitstheorie. Und in den beiden folgenden Unterkapiteln soll der
Unterschied zwischen den Sachverhalten von Kombinationen und Permutationen
anschaulich anhand der verschiedenen moglichen Modelle erklart werden. Wichtig fiir diese
Unterscheidung zwischen Kombinationen und Permutationen ist zuerst, ob man das
Experiment mit oder ohne Wiederholung durchfiihrt. Aufierdem muss man darauf achten,
ob die Reihenfolge relevant oder irrelevant ist. Tupel erweisen sich in diesem Fall als ein
gutes Vorstellungsmittel und reprasentieren die denkbaren Ausgidnge eines Experimentes.
[18]

Ein typisches Beispiel fiir das Zahlen in der Kombinatorik ist das Geburtstagsparadoxon: Die
Aufgabe lautet, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass in einer Gruppe von 25
verschiedenen Personen, zum Beispiel einer Schulklasse, mindestens 2 davon am selben Tag
Geburtstag haben, wobei das Geburtsjahr ausgeschlossen wird. Diese Chance wird intuitiv
haufig als sehr gering angesehen. Aber die Losung lautet wie folgt:

Man berechnet nach dem Laplace-Modell, denn alle 365 Tage im Jahr sind ja gleich
wahrscheinlich, so gibt es 365 mogliche Fille eines Geburtstages. Man unterstiitzt diesen
Gedanken durch die Annahme der Gegenwahrscheinlichkeit des Ereignisses E, dass alle
Geburtstage der 25 verschiedenen Personen auf einen anderen Tag fallen. Dann berechnet

man P(E) =1 — P(E).

365-364 - ..- 341
36525

P(E) =1 - ~ 0,568.[23,S.381]

Vermutlich hatte man das Ergebnis von mehr als 50% Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis,
dass 2 von 25 Personen am gleichen Tag ihren Geburtstag feiern, nicht fiir moglich gehalten.
Daher bietet sich diese Aufgabenstellung als sehr interessant fiir den Schulunterricht an.
Man konnte nach dem Lesen der Angabe die Schiilerinnen und Schiiler zuerst eine erste
Angabe zu ihrer Vermutung abgeben lassen. Und danach mit ihrem Ergebnis vergleichen.
Oft lernen Jugendliche durch ein solches unerwartetes Ergebnis mehr. Vor allem aber weckt
man das Interesse der Studierenden und regt die Neugier auf das Thema an. Das Beispiel
zahlt zu den Besetzungsproblemen, welche oft in der Physik erldutert werden. [1, S. 119]

Die Verallgemeinerung fiir eine Gruppe von n Menschen wiirde

365 - 364 - .. - (365 — n + 1)
365"

P(E) =1 —

lauten. [23, S. 381]

Ahnlich wie andere Beispiele in der Stochastik und vor allem in der Wahrscheinlichkeits-
theorie zeigt das Beispiel mit dem zufilligen Geburtstagszwilling, dass die eigenen
Vorstellung Grenzen besitzt und dass trotz mathematischen Wissens die eigene Intuition zu
Irrtiimern fithren koénnen. Durch Uberpriifung und Anwendung von stochastischen
Rechenmodellen gelangt man dann zu der richtigen, oft etwas tiberraschenden Lésungen.
Dann ist die entsprechende Interpretation gefragt und es sollte versucht werden den

26



5. Was hat Zihlen mit Wahrscheinlichkeiten zu tun? - Kombinatorik

Ausgang des Experimentes verstdndlich deuten zu kénnen. So kann man als Lehrkraft die
Schiilerinnen und Schiiler fiir das Thema interessieren. [1, S. 122]

Jedoch ist es als Lehrerin beziehungsweise als Lehrer trotzdem wichtig, auf den Unterschied
zwischen Permutationen und Kombinationen Riicksicht zu nehmen. Deshalb sollte man sehr
wohl die Themen im Unterricht fachlich erklaren und anhand von Beispielen illustrieren.
Denn nur durch den richtigen Zugang und den entsprechenden Umgang mit dem
Themenbereich wird das mathematisch korrekte Arbeiten und Wissen der Jugendlichen
gefordert. Deshalb wird im Folgenden sowohl das Kapitel der Permutationen als auch jenes
der Kombinationen fachmathematisch erldutert. Diese Erklarungen sind aber auch fiir den
Schulgebrauch bestens geeignet.

5.1 Permutationen

M sei eine Menge mit den Eintrdgen von k — Tupel (a4, a,, ..., a;), dann nennt man M
eine k - Permutation mit Wiederholung. Mit Wiederholung bedeutet blof3, dass ein Objekt
der Menge mehrmalig auftauchen kann. Diese Menge der k-Permutationen entspricht der
Menge des kartesischen Produkts aus k.

M* = {(ay, az .., ay): aqj€ Mfirj=1, ..,k}.[18,S.56]

Satz: Fiir die Menge M = {1,2,...,n} gibtes:

1. nk, k-Permutationen mit Wiederholung,

2. n-(n—1)-(n—2) .. -(n—k+1), k-Permutationen ohne Wiederholung fiir
k <n.[10,S.199]

Beweis:

1. Angenommen man zieht Kugeln aus einer Menge von n Elementen aus einer Urne. Es
stehen k Platze zur Verfligung. Fiir jeden Platz ist es erlaubt, n unterschiedliche
Kugeln zu geben, weil man ja das Experiment mit Wiederholung durchfiihrt. Das
bedeutet, bei jedem neuen Zug befinden sich gleich viele Elemente in der Urne wie
beim Zug zuvor. Deshalb kommt man zuriick zu der Annahme von n* Méglichkeiten.
[10, S. 199]

2. Wieder nimmt man ausgehend vom Urnen-Modell an, dass es k mogliche Platze gibt,
dieses Mal unter der Bedingung von k < n. Der erste Platz kann theoretisch mit n
unterschiedlichen Kugeln besetzt werden. Die zweite Stelle kann mit allen weiteren
Kugeln, bis auf die erste schon abgelegte, belegt werden, also n — 1 Platze. Dies fiihrt

aumTermn - n—1) - (n=2) s (n—k+1) = (nf’k)!. [10, S. 200]

Als typisches Beispiel sollte man an dieser Stelle nochmals die oben genannten Gliicksspiele
erwdhnen. So spiegelt das Lotto-Spiel eine Permutation ohne Wiederholung wider. In
Zahlen ausgedriickt bedeutet dies aus der Menge {1, 2, ..., 45} wird sechs Mal,
entsprechend den sechs angekreuzten Zahlen, ohne Zuriicklegen gezogen. Und die Struktur
einer Permutation mit Wiederholung gleicht dem Toto-Spielen. Hier wird aus der
moglichen Menge {0, 1, 2} mit den Ausgingen von 312 veranschaulicht.
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5.2 Kombinationen

Im Gegensatz zu den Permutationen spielt die Reihenfolge bei den Kombinationen keine
entscheidende Rolle. Man sagt auch, dass jede k-Kombination eine besondere k-

Permutation ist. Dies soll bedeuten, dass eine k-Permutation (al, a, .., ak) mit den Zahlen
1,2, ...,nund der Anordnung a; <a, < .. < ay eine k-Kombination aus {1, 2, .., n} mit
Wiederholung ist. Wie bei den Permutationen gilt auch hier der zweite Fall fir
Kombinationen ohne Wiederholung. Dies ist hier genau dann der Fall, wenn k < n und sich
alle Elemente des k-Tupels unterscheiden. So bedeutet, dass a; < a, < .. < ay ist, dann
handelt es sich dabei um k-Kombinationen aus {1, 2, .., n} ohne Wiederholung. [18, S. 57]

Satz: Fiir die Menge M = {1, 2, ...,n} gibtes:
1. (%) k-Kombinationen ohne Wiederholung fiir k < n,

2. (n * ,f - 1), k-Kombinationen mit Wiederholung. [10, S. 199]

Beweis:

1. Bei der Permutation ohne Wiederholung handelt es sich um eine spezielle An-
ordnung der Komponenten. Denn schlieflich fiihrt uns die genannte Uberlegung

zum Binomialkoeffizienten. Die Kombinationen {al, a,, ...,ak}, die ordentlich

strukturiert sind, lassen sich aus den moglichen Kugeln a4, a,, ..., a; erfassen. So
_n-(n-1)-.-(n—k+1)

folgert man (}) = - .[10, S. 200]

2. Fir den Beweis bendtigen wir den gerade eben bewiesenen Teil von 1. Man nehme
an aqa, ..a, mit 1 <a; <a, <-- < a, <n entspreche einer k-Kombination mit
zuricklegen. Wegen 1<a;<a,<--<qy<n fihrt dies weiter zu
l1<ag <ap+1l1<a3+2< ..<a,+k—-1<n+ k-1, sostelltjede k-
Kombination a;a, ... a; mit Zuriicklegen einer n-elementigen Menge eindeutig eine
k-Kombination al(az + 1)(a3 + 2) .. (ag + k —1) einer (n + k — 1)-
elementigen Menge ohne Zurticklegen dar. Die Umkehrung
1<b <by—1Zb;3-2<-+<b,—k+1<nzu
1<b <b, <bg< .. <b, <n+ k- 1.]10,S.200]

5.3 Modellvorstellung zur Kombinatorik

Um solche komplexen Zihlaufgaben zu vereinfachen, gibt es besondere Methoden, damit
man sich den Sachverhalt besser und leichter vorstellen kann. Es gibt einige Systeme, die
den Zusammenhang des Problems zugdnglicher gestalten. Die beiden wichtigsten Modelle,
welche dazu zu nennen sind, sind das Urnen-Modell und das Fiacher-Modell. Auf beide
Vorstellungsarten wird in den nachsten Zeilen naher eingegangen.

Vor allem im Hinblick auf die Schule sind solche zugénglichen Vorstellungen von enormer
Wichtigkeit. Gerade den Schiilerinnen und Schiilern, die besonders im Fach Mathematik mit
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den Vorstellungen der komplexen Fachzusammenhdnge kdmpfen miissen, bieten die beiden
vorhin genannten Modelle einen anschaulichen Einstieg und eine aufierordentliche Stiitze in
der gesamten Wahrscheinlichkeitstheorie.

Besonderes Augenmerk, gerade in der Institution Schule, sollte auf genaue Formulierungen
gelegt werden. Speziell sollte man die Jugendlichen auf die im vorigen Kapitel schon
genannten Maoglichkeiten mit beziehungsweise ohne Beachtung der Reihenfolge und mit
beziehungsweise ohne Zuriicklegen hinweisen. Oft liegen hier, bei den Grundlagen, schon
Verwirrungen oder Fehler vor. Meistens nur deshalb, weil man in den Schulen der
Grundlage des Themas zu wenig Zeit widmet und die Schiilerinnen und Schiiler den
Unterschied zwischen den vier verschiedenen Zusammenhdngen nicht selbststindig
erarbeiten ldsst. Infolgedessen geschehen oftmals schon schwere Fehler in den
Vorstellungen der jungen Madchen und den Burschen. An dieser Stelle sollte man als
Lehrerin und als Lehrer klar differenzieren zwischen den unterschiedlichen Arten, die die
Modelle bieten.

5.3.1 Urnen-Modell

Beim Urnen-Modell stellt man sich, wie der Name schon sagt, eine Urne vor, aus der man
nummerierte Kugeln zieht. Dieses Verfahren kann man, wie in den obigen Zeilen bereits
erwahnt wurde, mit oder ohne Zuriicklegen durchfiihren. Im Allgemeinen bezeichnet man
auch Experimente, bei denen man die Reihenfolge beachtet, als Variationen und jene, bei
denen man die Reihenfolge aufler Acht lisst, als Kombinationen. [19] Gerade diese
Vorstellung entspricht einer guten Basis, um Wahrscheinlichkeiten richtig aufzufassen.

1. Ziehen mit Zuriicklegen, Reihenfolge relevant:
Im Urnen-Modell stellt man sich nun n nummerierte Kugeln vor. Bei jeder neuen
Ziehung betragt die gesamte Summe der gegebenen Menge n, da man die gezogene
Kugel ja wieder zuriicklegt. So bleibt die Anzahl immer gleich. Und man gelangt zu
folgender Anzahl von Auswahlmdoglichkeiten

n*. [19]

Typisches Beispiel fiir diese Art ist der Toto Schein. Wenn man das Spiel im Hinblick
auf das Urnen-Modell interpretiert, kann man sagen, dass in der Urne die Kugeln
durch X, 1 und 2 gekennzeichnet werden und man daraus 12 Mal mit zurticklegen
zieht. [19]

2. Ziehen ohne Zuriicklegen, Reihenfolge relevant:
Der Unterschied zum ersten Punkt ist, dass man nun ohne Zuriicklegen aus einer
Urne mit n nummerierten Kugeln zieht. Das bedeutet, dass man bei jedem neuen Zug
um eine Kugel weniger in der Urne findet. Was uns zu dem Gesamtausdruck
kommen lasst

n!

29



5. Was hat Zdahlen mit Wahrscheinlichkeiten zu tun? - Kombinatorik

3.

4,

Sprich man hat die Moglichkeit, aus einer Menge mit n Elementen k Elemente auf
n!

(n—k)

unterschiedlicher Weise auszuwéhlen. [19]

Ziehen mit Zuriicklegen, Reihenfolge irrelevant:

Bei dieser Art legt man zwar im Urnen-Modell die gezogenen Kugeln nach jedem
Zug wieder zurtick, aber die Reihenfolge spielt hierbei keine Rolle. So liegt die Zahl
der Auswahl der Chancen, die gezogen werden konnen bei

(")

Moglichkeiten, wobei n der gesamten Anzahl der Menge entspricht und k der
Stiickzahl der Ziehungen. [19]

Ziehen ohne Zuriicklegen, Reihenfolge irrelevant:
Da die Reihenfolge unwichtig ist, hat man in diesem Fall

k!

Moglichkeiten. Das bedeutet es bestehen

n! n
K (n — k) (k)

Méglichkeiten, aus einer Urne mit n Kugeln k auszuwahlen. [19]

5.3.2 Facher-Modell

Andere Vorstellungen braucht man beim Facher-Modell. Hier ist der Grundgedanke kein
Zug, sondern ein Belegen von Fachern mit Teilchen. Dabei gleichen die Facher der Urne und
die Teilchen dhneln den Ziigen. In anderen Worten bedeutet dies, dass man k Teilchen
(Zige) auf n mogliche Facher aufteilt. Hier gibt es kein Zuriicklegen, sondern hier entspricht
diesem Ausdruck eine Mehrfachbelegung. Also ist es moglich, in ein Fach mehrere Teilchen
zu legen. Und der ndchste Unterschied bezeichnet, ob die Teilchen gleich sind oder als
unterscheidbar gelten. [18, S. 65] Wie beim Urnen-Modell sollte man grofées Augenmerk auf
die jeweiligen Moglichkeiten und den entsprechenden Unterschied lenken.

1. Teilchen unterscheidbar, Mehrfachbelegung erlaubt:

Entsprechend dem Urnen-Modell 1 lautet hier die Anzahl der Moglichkeiten
n*.[18,S. 65]

Jedoch interpretiert man hier in einem anderen Ausmaf. Wenn man sich das Toto-
Beispiel in Erinnerung ruft, so erfasst man das Spiel folgendermafi3en: Man besitzt 12
unterschiedliche Teilchen, die auf die bezeichneten Fachern X, 1, 2 aufgeteilt werden
konnen. [19]
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2.

3.

4,

Teilchen unterscheidbar, Mehrfachbelegung verboten:
Die Anzahl der Moglichketen berechnet man wie beim Urnen-Modell mit dem
Ausdruck

n!

n-(n—-1)-..-(n—k+1) = oy 1185 65]

Der Unterschied in der Vorstellung ist dieser, dass man keine Facher doppelt
belegen darf. Dies fiihrt zu der Folgerung, dass man, gleich wie beim Urnen-Modell,
bei jedem neuen Teilchen ein Fach weniger zur Auswahl hat.

Teilchen nicht unterscheidbar, Mehrfachbelegung erlaubt:

Wie beim Urnen-Modell im Punkt 3, ist diese Art fiir die Anzahl der Mdglichkeiten

mit
(n + k — 1)
k

zu berechnen. [18, S. 65] Bei dieser Moglichkeit ist die Mehrfachbelegung der Facher
zwar zugelassen, aber die Teilchen sind nicht unterscheidbar. Dies entspricht dem
Nicht-Beachten der Reihenfolge im Urnen-Modell.

Teilchen nicht unterscheidbar, Mehrfachbelegung verboten:
n! _ n
ki(n-k) (k)

Hier ist der gleiche Faktor wie beim Urnen-Modell beim Ziehen ohne Zuriicklegen,
wobei die Reihenfolge unwichtig ist. [18, S. 65]
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6. Erste Versuche zum Berechnen von
Wahrscheinlichkeiten

Wabhrscheinlichkeiten koénnen beziehungsweise missen nicht nur interpretiert und
vorhergesagt werden; eine weitere wichtige Aufgabe ist das Berechnen von
Wahrscheinlichkeiten. Auf einige Rechenstrategien wurde in den vorigen Kapiteln dazu
schon eingegangen und hingewiesen, wie zum Beispiel auf die Laplace-Wahrscheinlichkeit.
Dabei zahlt diese Methode zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten, aber mehr noch zur
Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs. Denn erst durch die Uberlegungen und
Folgerungen der Wahrscheinlichkeitstheorie von Laplace gelang ein erfolgreicher
Fortschritt der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Zudem werden die Techniken zum Berechnen von Wahrscheinlichkeiten nicht nur wie in
den obigen Kapiteln genannten Gliicksspielen verwendet, sondern ihr Bereich umfasst ein
grofdes und vor allem facheriibergreifendes Gebiet. Denn die Wahrscheinlichkeitsrechnung
wird in der ganzen Naturwissenschaft, zum Beispiel in der Physik, aber auch in der
Wirtschaft genutzt. [11] Wie bereits bekannt ist, versucht man mit Hilfe der relativen
Haufigkeiten die Wahrscheinlichkeiten immer nur zu schitzen. Deshalb behalt die
Wahrscheinlichkeit auch immer einen Grad der Unsicherheit, da man in der Theorie nur
Vermutungen abgeben kann.

Insbesondere versucht man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung mit bereits bekannten
Wabhrscheinlichkeiten neue zu berechnen. [10] Diese Methode erlaubt einen Einstieg in das
Thema in der Schule, auch im Fach Mathematik. Wie man aus schon vorhandenen
empirischen Werten auf eine neue unbekannte Wahrscheinlichkeit schliefden kann, dieser
Frage widmen sich nun die niachsten Unterkapitel. Es wird zunachst ausgehend von einem
Beispiel der bedingten Wahrscheinlichkeit, erklart wie man zur theoretischen Definition
gelangt.

Dieses Kapitel soll das Fundament der spateren empirischen Untersuchung zum Thema
~Erhebung zur Wahrnehmung von Aufgabenstellungen der bedingten Wahrscheinlichkeit an
AHS - Schiilerinnen und Schiilern“bilden. Dennoch wird in diesem Abschnitt nicht nur auf
die bedingte Wahrscheinlichkeit beziehungsweise auf den Satz von Bayes eingegangen. Es
werden auch andere niitzliche und bekannte Berechnungsmdglichkeiten der
Wabhrscheinlichkeitslehre prasentiert und anhand von Beispielen transparent fiir die
Leserin und den Leser dargestellt.

6.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, die man ohne weiteres als selbstverstindlich verwendet,
fordert nichts desto trotz ein umfangreiches Verstindnis. Vor allem verlangt die bedingte
Wahrscheinlichkeit eine Vorstellung dazu, wie sich Wahrscheinlichkeiten im Allgemeinen
verandern konnen, wenn ein Sachverhalt bereits bekannt ist. Ein bereits vertrautes Ereignis,
welches auf den weiteren Ausgang des Zufallsexperimentes Einfluss hat, d&ndert auch die
Erwartungen der Beobachterin beziehungsweise des Beobachters. [3, S. 90]
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Zum besseren Verstidndnis wird dieses Unterkapitel mit Hilfe eines Einstiegsbeispiels ndher
erlautert.

Beispiel: Fiir einen Betriebsrat wird eine Person nachgewdhlt. Zur Auswahl stehen dabei 5
Frauen und 8 Manner. Von den mdglichen Kandidatinnen und Kandidaten sind 3 Frauen und
3 Manner Angestellte. Daraus folgt, dass die anderen 2 Frauen und die iibrigen 5 Mdnner zu
den Arbeitern gehoren. Um dies iibersichtlich darstellen zu kénnen, fertigt man folgende
Tabelle 4 an.

Tabelle 4: Vierteltafel [10, S. 167] adaptiert von [8, S. 29]

Angestellte/Angestellter | Arbeiterin/Arbeiter Summe
Weiblich 3 2 5
Minnlich 3 5 8
Summe 6 7 13

Nun sollen die folgenden moglichen Ereignisse mit der Laplace - Wahrscheinlichkeit

instige
M dargestellt werden:
|mogliche|

P(A) = die gewahlte Person ist Angestellte/Angestellter = 1% ~ 0,462,
P(B) = die gewahlte Person ist ein Mann = % ~ 0,615,

P(A N B) = die gewahlte Person ist ein Angestellter und ein Mann = % ~ 0,231.[8,S.
29]

Es ist vor der offiziellen Bekanntgabe veroffentlicht worden, dass der Gewinner ein Mann
ist. Wie hoch ist nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Angestellter die Wahl gewonnen
hat? So bleiben nur mehr 8 mdégliche Gewinner iibrig. Die Wahrscheinlichkeit, dass es sich

dabei um einen Angestellten handelt, betragt %.

Um genauer zu sein, bedeutet dieses Ergebnis exakt die Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis B
eintritt, unter der Bedingung, dass das Ereignis A eingetreten ist. Diese neue
Wahrscheinlichkeit entspricht nicht dem Wert von P(4). Denn nun schreibt man

P(ANB) _
P(B)

=2=0,375.[8,S.30]

P(AIB) = 2=

Bl o0

Man sagt, die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A unter der Bedingung des Ereignisses B
ist gleich die Wahrscheinlichkeit daftir, dass die gewahlte Person ein Angestellter und Mann
ist, durch die Wahrscheinlichkeit, dass es sich dabei um einen Mann handelt. Das bedeutet,
dass die beiden Ereignisse voneinander abhangig sind. [10, S. 166]

Da ein Ereignis ja bereits eingetreten ist, kann man dieses mit Sicherheit weiterverwenden,
um die neue unbekannte Wahrscheinlichkeit zu berechnen. Also ist es moglich, aus
bekannten Wahrscheinlichkeiten empirisch ein neues, noch nicht bekanntes Ereignis zu
berechnen. Es handelt sich dann um die bedingte Wahrscheinlichkeit, wenn sie den Ausgang
des Ereignisses B darlegt, wenn der Vorgang A bereits geschehen ist.
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Wie schon am Anfang des Beispiels erwadhnt, kann man anfangs mit der Laplace-Strategie an
das Problem herangehen. Dies kann man sich in der Abbildung 13 graphisch besser
vorstellen.

Abbildung 13: Bedingte Laplace-Wahrscheinlichkeiten [10, S. 168]

Dank der Laplace-Vorstellung kann man die bedingte Wahrscheinlichkeit definieren. Es
seien ) = {wl, Wy, ) wn} und A = {wq, Wy, ..., wi}.[10,S.168]

P(w) Pa(®)

1 B - ® - q l R S 0]

0 W) O, ®, O o, O © 0, o,
S
A A
Abbildung 14: Bedingte Wahrscheinlichkeiten [10, S. Abbildung 15: Bedingte Wahrscheinlichkeiten [10, S.
168] 168]

In der Abbildung 14 sieht man die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse. Die Ergebnisse
werden in einem Stabdiagramm veranschaulicht. 1 lautet die Summe, wenn man alle
Stabldngen addiert. Hingegen, zdhlt man alle Werte der zu A gehdrigen Stabldngen
zusammen, betrdgt die Summe P(A). Bei der bedingten Wahrscheinlichkeit weifs man ja aus
der Erfahrung, dass ein Ereignis bereits eingetreten ist. Daher kann man andere Ausginge
ausschliefien. Dann bedeutet dies fiir die Wahrscheinlichkeiten

P(w;|A) =0 fir k + 1, ...,n. In Folge dessen machen die iibrigen Wahrscheinlichkeitswerte
P(w;|A) furi=1,..,kalles in allem 1 aus. Wenn man alle -eingetretenen
Wabhrscheinlichkeiten mit der Bestimmungsgrofie r multipliziert, das heifst

P(w;|A) =r - P(w;), erkennt man die Abbildung 15. Da r = ﬁ ist, folgert man

1=r:Plw)+ .. +7r-Plwg) =1 - P(A).[10,S.168]

Insgesamt fithren die beiden oben abgebildeten Darstellungen mit der Idee, die sie
vermitteln, zuerst zur Motivation, und davon ausgehend zur Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit.
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Motivation der Definition: Man motiviert die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
als:

Anzahl der Versuche, in denen B und A eintreten

r(Bl4) = .[18,5.100]

Anzahl der Versuche, in denen A eintritt

Definition: Es sei (£, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, fiir A € A mit P(4) > 0. Dann
heifdt

P(ANB) .
P(BlA) =qu7‘3 E A

die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von B unter der Bedingung von A. [10, S.
169]
Satz: Es sei () eine paarweise disjunkte Vereinigung von By, ..., B,, das heifst U;l: B =0

und B; N B; = @fiiri # j; wirnehmen P(B;) > 0 fiir alle i an. Dann gilt:

P(A) = Y _P(A|B;) - P(B,) fiir alle Ereignisse A. [3, S. 92]

i=1

Beweis: Die Familie (A N B;) , ist eine disjunkte Zerlegung von A. Folglich gilt

i=12,.,

P(ANB;)
P(Bj)

P(4) = XP(ANB;) = X P(B;) =X P(A|B) - P(B).[3,5.92]

Auch wenn die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit trivial wirkt, kommt es
trotzdem immer wieder zu Fehlern beim Berechnen von Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der
genannten Methode. Das grofite Missverstandnis, welches zu gravierenden Problemen fiihrt,
ist die Verwechslung zwischen der Bedingung und dem zu bedingenden Sachverhalt. [19]

Man fiihrt als Grund der Fehlvorstellungen und Irrtiimer, die oft auftretende Vertauschung
der relevanten Faktoren P(A|B) # P(B|A) an. Auf den ersten Blick mag die genannte
Aussage trivial wirken, dennoch birgt genau diese Verwechslung der bedingten
Wabhrscheinlichkeit grofde Probleme in der Verwendung dieses Verfahrens.

Man beurteile die Aussagen ,jeder Vater ist ein Mann“ und ,jeder Mann ist ein Vater®. [10, S.
169] An diesem Exempel erkennt man die Verwechslung eindeutig, denn die beiden
angeschriebenen Wahrscheinlichkeiten P(Mann|Vater) # P(Vater|Mann) demonstrieren
einen unmissverstidndlichen Unterschied. [10, S. 169] Dennoch gibt es geniigend andere
Beispiele bei der Anwendung der bedingten Wahrscheinlichkeit, wo die Differenzierung
nicht mehr transparent zu sein scheint.

Dieser typische Irrtum tritt aber, wie man vielleicht glauben mag, nicht nur in den Schulen
auf, sondern auch in den Medien oder in der Kriminalstatistik. Ausgehend von den
verschiedenen Institutionen, die diese falsch berechneten Wahrscheinlichkeiten dann
veroffentlichen, betrifft es die ganze Menschheit. Oft werden daraus beunruhigende
Schlagzeilen in der Zeitung oder im Fernsehen. Dies fithrt zum nachsten Kapitel, welches
sich weiterfiihrend mit dem falschen Berechnen und den Fehlinterpretationen der
bedingten Wahrscheinlichkeiten beschaftigt.
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6.2 Satz von Bayes

Die haufig auftretende Verwechslung zwischen den beiden Wahrscheinlichkeiten P(A|B)
und P(B|A) geht zwar grundsitzlich von zwei verschiedenen Zusammenhingen aus,
dennoch besteht auch ein informatives Verhaltnis zwischen der Wahrscheinlichkeit A unter
der Bedingung von B beziehungsweise der Wahrscheinlichkeit B, wenn die Bedingung A
eingetreten ist. Dieser Zusammenhang wird auch der Satz von Bayes genannt, der einer
Folgerung der bedingten Wahrscheinlichkeit entspricht. [3, S. 95] Benannt ist diese Regel
nach dem im 18. Jahrhundert in London lebenden presbyterianischen Geistlichen Thomas
Bayes. [10, S. 183] Eine, fiir die Regel von Bayes hilfreiche Folgerung ist folgender Satz iiber
die totale Wahrscheinlichkeit.

Satz von Bayes: Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei (1 in m paarweise
disjunkte Teilmengen A4, 4,, ..., A, € A mit P(Aj) > 0V zerlegt werden kann. Das
bedeutet QO = U’in=1Ai mit A;NA; = @ fir i # j. Dann gilt fiir jede Zahl j und jedes
Ereignis B mit P(B) # O:

P(Aj) - P(BIAj)
I P(A) - P(BlAY

P(4|B) = [10, S. 184]
Beweis: Man muss fiir den Beweis der Regel von Bayes einfach in die Formel der bedingten
Wabhrscheinlichkeit einsetzen und dann geschickt umformen.

P(4;nB) _ P(Bl4))P(4))

P(4;|B) = re = e 127871

Im Allgemeinen weist der Satz von Bayes keine komplizierten Eigenschaften auf. Denn im
Prinzip iiberprift man eine Auffassung ausgehend von sachlichen Daten. [31, S. 8] Obwohl
diese Regel nur eine Ableitung der Formel zur bedingten Wahrscheinlichkeit darstellt,
kommt es trotzdem immer wieder zu Verwirrungen bei der Bedingung. Vor allem wenn das
Ereignis A; als Ursache fiir die Darstellung des Ergebnisses B prasentiert wird. [18, S. 103]
Man verwendet eine so genannte a priori-Wahrscheinlichkeit fiir 4;, die man vor dem
Ablauf einer wahrscheinlichen Begebenheit den Wahrscheinlichkeiten A; zuweist. [18, S.
103] Die Wahrscheinlichkeit fiir P(B|A4;) stellt die bedingte Wahrscheinlichkeit dar fiir: Das
Ereignis B tritt ein unter der Bedingung, dass das Ereignis A; geschehen ist. [18, S. 103-104]
Passiert hingegen das umgekehrte Szenario, dass das Ereignis A; eintritt, wenn B die
Bedingung darstellt, so spricht man von der a posteriori-Wahrscheinlichkeit. In diesem Fall
bezeichnet man A4; als die Ursache von B. [18, S. 104]

Das heifst mit Hilfe der Regel von Bayes muss man durch eine weitere Information die
Aussage Uber die Wahrscheinlichkeiten neu iiberdenken. [7, S. 177] Dabei spielt die intuitive
Vorstellung der Wahrscheinlichkeit eine grofde Rolle. Denn die zentrale Problemstellung, die
man mittels der Regel von Thomas Bayes, 16sen kann, ist, wie man bei der gegebenen
Wahrscheinlichkeit von P(A|B) rechnerisch auf die umgekehrte unbekannte
Wabhrscheinlichkeit von P(B|A) kommt. [27, S. 69]
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Trotz dem Nutzen und der enormen Unterstiitzung, die die bedingte Wahrscheinlichkeit,
und vor allem auch die davon abgeleiteten Regeln von Bayes, bieten, wird diese Strategie
der Wahrscheinlichkeitsrechnung oftmals iibergangen. Das nachste Beispiel und die
zusatzlichen Fragestellungen helfen, um das Augenmerk auf die Genauigkeit und den Zweck
dieser Formeln zu lenken.

Beispiel: Die Ahnlichkeit dreier Pilzsorten ist sehr gefihrlich. Zum einen gibt es den duferst
giftigen griinen Knollenblatterpilz (G) und zum anderen gibt es die beiden geniefibaren
Sorten, den Waldchampignon (W) und das Nymphenbrot (N). Nach dem Sammeln von
Pilzen werden im Durchschnitt 85% W, 10% G und 5% N gefunden. Es ist der Fall, dass
sogar ein erfahrener Pilzsammler die Sorten nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%
richtig identifiziert. Die Sammlerin oder der Sammler verwechselt mit 4%iger
Wabhrscheinlichkeit einen W mit einem G und mit 2%iger Wahrscheinlichkeit ein N mit
einem G. Nun ist die Uberlegung, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein geglaubter giftiger G
auch tatsichlich einer ist. [27, S. 71]

Dabei ist die Menge A = alle fiir giftig gehaltenen Pilze G und gesucht ist die bedingte
Wabhrscheinlichkeit P(G|A). [27, S. 72] Sprich wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit von
giftigen griinen Knollblatterpilzen zu finden unter der Bedingung, dass man glaubt, einen
solchen gesammelt zu haben. Man kennt laut Angabe folgende Wahrscheinlichkeiten:

P(W) = 0,85; entspricht der Wahrscheinlichkeit einen Waldchampignon entdeckt zu
haben,

P(G) = 0,1; reprasentiert die Chance einen ungenief3baren griinen Knollenblatterpilz
gesammelt zu haben,

P(N) = 0,05; symbolisiert die Moglichkeit ein Nymphenbrot zu pfliicken,

P(A|W) = 0,04; bedeutet die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich in der Menge aller fiir
giftig gehaltenen auch Waldchampignons verstecken,

P(A|G) = 0,95; zeigt die Chance an, dass sich in der Menge aller fiir giftig gehaltenen Pilze
auch ein giftiger griiner Knollenblatterpilz befindet,

P(A|N) = 0,02; und ebenfalls die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass in der Menge der
moglichen giftigen Pilze, ein Nymphenbrot enthalten ist.

Gesucht ist die abhangige Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein giftiger griiner Knollen-
blatterpilz entdeckt wird, unter der Bedingung, dass man in der Menge aller fiir
ungenieflbarer haltenden Pilzen sucht. Die bedingte Wahrscheinlichkeit lautet nach der
Formel:

P(G) - P(A|G)

PO = 56y p@ie) + PW) - PAIW) + POV) - PCATM)

0,1 -095
0,1-095 + 0,85 - 0,04 + 0,05 - 0,02

~ 0,731.[27,S.72]
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Wie so oft iiberrascht bei der bedingten Wahrscheinlichkeit das Ergebnis. Ungefahr %, der

fiir giftige gehaltenen Pilze, waren essbar. Um den schmalen Grad der Genauigkeit zu
erkennen, sollte man sich fiir die Differenzierung folgende Frage stellen: Mit welcher
Wabhrscheinlichkeit wird beziehungsweise wurde der giftige Pilz G erkannt? [27, S. 72]
Zwischen den beiden Verben ,wird“ und ,wurde” besteht ein grofder Unterschied im
Hinblick auf die Wahrscheinlichkeit. Denn die Wahrscheinlichkeit, dass ein giftiger Pilz
gefunden wird, ist ja bereits nach der Angabe bekannt, und zwar mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95%. [27, S. 72] Erst die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
ungenief3barer Pilz gefunden wurde, verlangt die Regel nach Bayes.

Den Grundgedanken von der Regelung von Thomas Bayes reprasentiert seine Vorstellung
eines Tisches, der quadratférmig ist. Auf diesen Tisch sollen Kugeln mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auf jedem Fleck dieses Mobelstiickes landen kénnen. Der Kern seiner
Uberlegung war, dass die Kugel an jedem Platz des Tisches stehen bleiben kénnte. Es wurde
zum Beispiel eine erste Kugel mit einer bestimmten Farbe auf den Tisch geworfen. Die
Person, die das Experiment durchfiihrt, steht allerdings mit dem Riicken zu der Oberfléche,
sodass es nicht moéglich ist, die Lage der liegenden Kugel zu erahnen. Im nachsten Schritt
wird eine weitere anders farbige Kugel auf den Tisch geworfen. Die Assistentin oder der
Assistent des Versuches sieht die Standpunkte der beiden unterschiedlichen Kugeln. Der
Durchfiihrer allerdings nicht und fragt nun, in welcher Position die zwei Kugeln zueinander
stehen. Informierte die Assistentin beziehungsweise der Assistent, dass die zweite
geworfene Perle weiter rechts von der ersten Kugel liege, so kann man annehmen, dass sich
die erste Kugel eher auf der linken Tischhilfte befinde. Umgekehrt gilt die entgegengesetzte
Hypothese. Je 6fter der Wurf hintereinander durchgefiihrt wird, desto sicherer kann man
sich beziiglich des Standorts der ersten Kugel sein. Diese Spekulation ist méglich, weil durch
die zuséatzlichen Informationen der Sachverhalt eingeschrankt werden kann. Es war genau
dieses Gedankenexperiment von Bayes, welches ihn Uberlegungen im Hinblick auf das
endgiiltige Bayes-Theorem anstellen lief3. [31, S. 7-8]

6.3 Das Ziegenproblem: das klassische Beispiel der
bedingten Wahrscheinlichkeit

Das wohl bekannteste Problem, welches mit der bedingten Wahrscheinlichkeit zu 16sen ist,
ist das sogenannte Ziegenproblem. Beriihmt geworden ist es durch die amerikanische
Spielshow Let’s make a deal. [18, S. 52] Die Moderatorin oder der Moderator bietet der
Kandidatin oder dem Kandidaten eine Auswahl von drei verschlossenen Tiiren an. Hinter
zwei dieser Tiiren befindet sich eine Ziege und hinter einer Tiir steht ein Auto. Nun lasst der
Moderator der Mitspielerin oder dem Mitspieler, die oder der sich fiir eine dieser drei Tiiren
festlegt, freie Wahl. Als nichsten Schritt lasst die Moderatorin beziehungsweise der
Moderator eine Tiir 6ffnen, von der er sich sicher ist, dass dahinter eine Ziege steht. Nun
bekommt die Kandidatin oder der Kandidat die Mdglichkeit seine erste Wahl zu revidieren
und sich noch fiir die andere Tiir zu entscheiden. Die Frage lautet nun, sollte man bei seiner
ersten Wahl bleiben oder doch die Tiir wechseln, um seine Gewinnchancen zu erhéhen? [18,
S.52]
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Aufgrund eines amerikanischen Magazins, in welchem eine Autorin genau dieses Problem in
ihrem Beitrag behandelte, wurde weltweit iiber das Problem diskutiert. [18, S. 53] Denn
einerseits erscheint die Wahrscheinlichkeit trivial zu wirken, aber andererseits steckt viel
mehr Mathematik in diesem Beispiel als man auf den ersten Blick vermuten mag. Viele
Menschen behaupten, dass die Entscheidung irrelevant sei, denn es handle es sich um eine
fifty-fifty-Moglichkeit. [5, S. 67]

6.3.1 Losung des Ziegenproblems

Um die Losung anzugeben, versucht man zuerst einmal die Angabe etwas umzuformulieren.
Der Quizmaster lasst die Kandidatin oder den Kandidaten frei aus den drei moéglichen Tiiren
wahlen. Also bedeutet dies, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass auf Anhieb die richtige
Tiir (jene mit dem Auto) gewahlt wird, der folgenden Wahrscheinlichkeit entspricht,

1

P(KandidatIn wihlt die Tur hinter der das Auto steht beim 1.Versuch) = 3

Die Chance von § ist ja nach dem Laplace-Modell auch leicht nachvollziehbar. Der Anzahl

der Moglichkeiten entsprechen die drei zur Verfiigung stehenden Tiiren T;, T, und Ts.

Unter der Annahme, dass die Kandidatin oder der Kandidat bei der ersten Méglichkeit die
Tiir T; gewahlt hat, 6ffnet die Moderatorin beziehungsweise der Moderator eine der beiden
Tiren T, oder T, mit der Gewissheit, dass sie oder er eine Tiire wahlt, hinter der eine Ziege
wartet. Dies ist ja immer moglich. Zum einen weil der Quizmaster weif3, hinter welcher Tiir
der Gewinn steht, und zum anderen, um die Situation spannender zu gestalten.
Angenommen er 6ffnet die Tir T3, hinter der eine Ziege steht. Nun bietet er der Mitspielerin
beziehungsweise dem Mitspieler an, ihre beziehungsweise seine Wahl noch zu iiberdenken
und ermdglicht einen Wechsel von Tiir T; zur Tiir T5.

Welcher nichste Schritt wiére in dieser Lage die kliigste Entscheidung? Sollte man auf das
erste Bauchgefiihl vertrauen oder doch die zweite Chance zum Wechseln nutzen? Mit Hilfe
der bedingten Wahrscheinlichkeit schaut die Losung wie folgt aus:

P(Auto hinter T,|Modertorin 6f fnet Ts) = T3
3

Diese bedingte Wahrscheinlichkeit setzt sich zusammen aus dem Nenner, den man wie folgt
interpretieren kann: % - 1 entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass sich hinter den beiden
Tiiren T; und T3 eine Ziege befindet und hinter der Tiir T, das Auto; % . % bedeutet die
Moglichkeit, dass hinter den Tiiren T, und T3 eine Ziege wartet und der Gewinn hinter der
Tir Ty; und % - 0 ergibt sich aus der Wahrscheinlichkeit, dass hinter der Tiir T; das Auto
versteckt ist. Daher kann man die Losung so interpretieren, dass es mit einer
Wahrscheinlichkeit von % ratsam ist, von der Tir T; zur Tir T, zu wechseln, um das Auto zu

gewinnen.
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6.3.2 Interpretation des Ziegenproblems

Das Ziegenproblem ist eine weltweit lange diskutierte Aufgabenstellung aus dem Fachgebiet
der Stochastik. Vor allem durch das erstaunliche Ergebnis, welches man auf den ersten Blick
nicht erwarten wiirde, gewinnt es immer wieder an Aufmerksamkeit. Auf den ersten Blick
wirkt das Problem sehr trivial, aber man muss die gegebenen Bedingungen, die dieses
Beispiel fordert, genau beachten. Denn sonst tappt man schnell in die Falle der beriihmten
Aufgabe, welches bereits in verschiedenen Kontexten zu interpretieren gibt. Aufderdem
wurde die Grundidee der Aufgabe bereits in verschiedene Zusammenhange formuliert, wie
man im spateren Teil dieser Arbeit noch lesen wird. Doch der Kern des Modells bleibt
immer derselbe und zwar eine Auswahl aus drei Moglichkeiten und der danach angebotene
Wechsel.

Der Ursprung der Frage geht zuriick auf das Schubladenparadoxon, des franzodsischen
Mathematikers Joseph Bertrand aus dem Jahre 1889. [21, S. 206] Ungefahr 70 Jahre spater
wurde es in eine neue Geschichte verpackt und eine andere Art der Problemstellung
formuliert. Die neu aufgesetzte Fragestellung wurde durch Martin Gardner als das Drei-
Gefangenen-Problem bekannt. [21, S. 206]

Denn oft kommt man zum falschen Entschluss, dass die mogliche Losung % betragen muss.

Dieser Gedanke wird durch das Offnen einer Tiir durch die Moderatorin oder den Moderator
beeinflusst. Nun konnte die Begriindung lauten, aufgrund der nun eingeschriankten
Wahrscheinlichkeit von zwei moéglichen Tiiren hat sich die Wahrscheinlichkeit auf den

Gewinn von der ersten Vermutung % auf% erhoht. [16, S. 188] Denn es ist in diesem Beispiel

sehr wichtig, die richtige Bedingung fiir die Wahrscheinlichkeit zu finden. Was man in dieser
Fehlinterpretation des Ziegenproblems erkennt, ist wieder, dass man der bedingten
Wahrscheinlichkeit keine Beachtung schenkt. Und dieses Missachten des Satzes von Bayes
repriasentiert den typischen ignoranten Fehler und die damit verbundene falsche
Interpretation der Aufgabenstellung. Das erklart auch, warum dieses Problem von vielen
Personen falsch gedeutet wird und warum diese auch auf eine falsche Losung kommen.

Die Losung kann man mit Hilfe weiteren Strategien besser nachvollziehen. Zum Beispiel
kann das Beispiel auf mehr Tiiren erweitert werden auf mehrere Tiiren. Dann stehen bei der
Quizshow nicht nur 3 Tiren zur Verfligung sondern gleich 10. Hier wird der Unterschied
aufgrund der grofderen Anzahl an Tiren deutlicher. Bei einer Auswahl von 10 Tiiren liegt
die Wahrscheinlichkeit, dass man beim ersten Versuch die richtige Tiir, hinter welcher der
Gewinn wartet, erraten hat, bei 1: 10. Die Gegenwahrscheinlichkeit, dass sich der Preis
hinter einer der anderen Tiiren befindet, betragt hingegen 9 : 10. [5, S. 68]

Urspriinglich geht das Problem auf eine andere Quizshow zurtick, deren Regeln sich etwas
unterschieden haben. Und zwar hiefd diese Sendung Monty Hall Show. Im Gegensatz zum
bekannten Ziegenproblem traten in dieser Version zwei Personen an. Eine Kandidatin
beziehungsweise ein Kandidat suchte sich eine Tir aus, hinter der eine Ziege versteckt war.
Daraufthin musste dieser Mitspieler zuriicktreten. Dem anderen Kandidaten wurde der
Wechsel angeboten. Auch hier betragt die Wahrscheinlichkeit, dass sich hinter einer der drei

Tiiren ein Wagen versteckt % Man kann nun folgende Situationen unterscheiden: [5, S. 69]
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Die erste Option sieht vor, dass hinter der vom Kandidaten K; ausgewahlten Tiir, zum
Beispiel Ty, der Preis versteckt ist, dann muss der andere Kandidat K, zurlicktreten. Die
nachste Eventualitit konnte beschreiben, dass sich der Gewinn hinter der Tir der Wahl des
Kandidaten K, befindet. Man nehme an dies sei die Tiir T,. In diesem Fall verlangt der
Showmaster vom Kandidaten K; den Spielraum zu raumen. Wenn sich der Treffer hinter der
Tiir T3 befindet, so hat der Quizmaster freie Wahl der Person, die ausscheidet. [5, S. 70]

Tabelle 5: Gewinnchancen Monty Hall Paradoxon [5, S. 70]

Gewinn steht hinter | Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
fiir den Verlust insgesamt
T, 1 Ky, 1 1
3 3
T, 1 Ky, 1 1
| T ;
T3
— K , = —
3 ) 6
K 1 1
b2 6

Die Wahrscheinlichkeit, dass Kandidat K; ausscheidet, betragt % Zusatzlich gilt noch, dass

. o 1. . 1 ., 1 1 1
der dritte Fall mit einer Wahrscheinlichkeit von 3 eintreten kann. Daher >3 = % und

1 1

insgesamt ergibt dies % t =3 Wenn der Kandidat K; den ersten Durchgang

iiberstanden hat und in die nachste Partie aufsteigt, bleiben noch die erste genannte oder
die letzte mogliche Variante iibrig. Die erste Version mit einer Wahrscheinlichkeit von 1: 3
und die andere mit 1: 6 zu beachten ist. Die unterschiedlichen Mdglichkeiten werden in
Tabelle 5 dargestellt.

6.4 Verwechslung bei der bedingten Wahrscheinlichkeit

In den vorigen Abschnitten der Arbeit konnte man bereits ein einfithrendes Beispiel zur
charakteristischen Verwechslung lesen. In diesem weiter ausfithrenden Kapitel soll diese
Vertauschung der Bedingung und des zu bedingenden Sachverhaltes erldutert und anhand
von bekannten Fillen aus den Medien exemplarisch belegt werden. Denn dieser Fehler
begleitet sowohl die Schiilerinnen und Schiiler als auch spater das 6ffentliche Leben.

Auch wenn man den Eindruck hat, dass die einfachen Wahrscheinlichkeiten ein duferst
plausibles und unkompliziertes Thema sind. Diese Vorstellung gewinnt man vor allem dann,
wenn man an das Wiirfelbeispiel zuriickdenkt. Dennoch erweist sich die Berechnung mit
Hilfe der bedingten Wahrscheinlichkeit als eine der irrefithrendsten Ermittlungen in der
Wahrscheinlichkeitstheorie. Denn man fiigt noch eine weitere bekannte Information hinzu
und dies fiilhrt dann oft zu einem Missverstandnis des Sachverhaltes. Aus diesem Grund
sammeln sich sowohl bei der Kalkulation als auch bei der Interpretation immer wieder
Fehler an. [2, S. 145]

AuRerst grofRe Aufmerksamkeit sollte man der hinzukommenden Auskunft widmen. Denn
diese beeinflusst die weitere Berechnung der Wahrscheinlichkeit. Gerade dieses Feingefiihl
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der bedingten Wahrscheinlichkeit machen sich viele Betriiger auf Jahrmarkten mit ihren
Spielen zu nutzen. [2, S. 146]

Aber es gibt auch andere Fehler, bei denen die bedingte Wahrscheinlichkeit nicht zum
Vorteil genutzt wird, sondern zu Fehlentscheidungen fiihrt, wie im Falle des amerikanischen
Football-Spielers O. ]. Simpson. Er wurde wegen des Verdachts, seine Frau umgebracht zu
haben, angeklagt. Belastend fiir ihn sprach die Tatsache, dass er seine Frau geschlagen hatte.

Laut der amerikanischen Kriminalstatistik weifd man, dass die Wahrscheinlichkeit von
1
2500
zwar richtig berechneten, aber in diesem Fall falsch verwendeten bedingten
Wabhrscheinlichkeit wurde Simpson nicht angeklagt. Der eigentliche Sachverhalt wiirde an

dieser Stelle lauten

P(Mann ermordet seine Frauler hat sie geschlagen) = betragt. Aufgrund dieser,

. . . 8 , : .
P(Mann schlagt seine Frau|Mann ermordet seine Frau) = p denn seine Frau ja bereits

tot ist, gehort dieses Ereignis in die Bedingung. [2, S. 153-154]

Dass die bedingte Wahrscheinlichkeit nicht nur Vorteile bezwecken kann, zeigt uns das
Exempel der englischen Rechtsanwaltin Sally Clark. Die Frau wurde wegen Verdacht des
zweifachen Kindsmordes zu zweimal lebensldnglich verurteilt. Beide Sohne starben an
einen plotzlichen Kindstod. Das Gericht hatte mit der geringen Wahrscheinlichkeit
P(ihre zwei Kinder sterben|Mutter ist unschuldig) gerechnet. Ein solcher Fall sei als
duflerst unrealistisch einzuschitzen, sodass die Mutter angeklagt wurde. Jedoch wurden
hier wieder Bedingung und zu bedingender Sachverhalt verwechselt. Denn die gesuchte
Wahrscheinlichkeit koénnte mit P(Mutter ist unschuldig|ihre zwei Kinder sterben)
berechnet werden. Das Gericht sah den Fehler nach einer bestimmten Zeit auch ein, und lief
die zu Unrecht verurteilte Frau wieder frei. Diese konnte aber nie wieder in ihr
urspriingliches Leben zuriickkehren und starb bald daraufthin. [2, S. 156]

Die Angelegenheit von Sally Clark wurde von einem Arzt gepriift, der im Fall der Anwiltin,
welche ein gesundes und gutes Leben fiihrte, argumentierte, dass die Wahrscheinlichkeit
des Eintretens des plotzlichem Kindstodes bei 1: 8500 liege. Der zustdandige Arzt hatte aber
nicht beachtet, dass ein Gen fiir den plotzlichen Kindstod verantwortlich sein kann. Somit
beruht der Fehler des Arztes darauf, dass er die Todesfélle der zwei S6hne nicht abhangig
voneinander betrachtete. So kam er auf eine Wahrscheinlichkeit von 1: 72 250 000, da er
8500 - 8500 rechnete. Dies ist klarerweise ein dufierst unwahrscheinlicher Vorfall und
deshalb wurde die Mutter auch schuldig gesprochen. [31, S. 45]

Worauf jedoch nicht Riicksicht genommen wurde, ist der Einsatz der Bayes-Regel bei dieser
Situation. Die Wahrscheinlichkeit, zu dieser Zeit an plotzlichem Kindstod zu sterben, lag laut
[31] bei1: 1300. Da es sich bei dieser Todesursache um einen genetischen Fehler handelte,
ist das Auftreten dafiir innerhalb einer Familie auch hoher. Und die Wahrscheinlichkeit, dass
das zweite Kind ebenfalls an dem tragischen Schicksalsschlag stirbt, betrdgt ebenfalls nach
[31] 1: 100. Die Wahrscheinlichkeit P(H) der Annahme, dass die S6hne der Anwaltin an
plétzlichem Kindstod starben, sowie die gegenteilige Lage P(H) berechnet man wie folgt:
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P(H) = —— - — =~ 0,000008,
1300 100

P(H) = 1 — P(H) ~ 0,999992.[31, S. 46]

30 1
650000 10

P(D|H) = ~ 0,000005, beschreibt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei

Kinder tiberraschend sterben, allerdings aus einem anderen Grund aufier plotzlichem
Kindstod. [31, S. 46]

Die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit fiir diese Situation wiirde bedeuten, wie hoch die
Wahrscheinlichkeit sei, dass Geschwister an plotzlichem Kindstod sterben unter der
Bedingung, dass der Tod iiberraschend eintritt. Man schreibt

PCHIDY = P(H) - P(D|H)
(HID) = P(H) - P(D|H) + P(H) - P(D|H)
= P(H|D) = 10000998 ~ 0,6.[31,S. 46-47]

1-0,000008 + 0,999992 - 0,000005

Da die Vorstellung zwei Kinder hintereinander durch plétzlichen Kindstod zu verlieren, so
unrealistisch und unwahrscheinlich wirkt, kann man leicht verunsichert werden und der
falschen Rechtssprechung zustimmen. Allerdings, nach dem Satz von Bayes erkennt man,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Fall, dass die Kinder tatsdchlich an plétzlichem
Kindstod starben, bei unerwarteten 60% liegt.

Um zu zeigen, dass nicht einmal ausgebildete Mediziner vor solch einer Differenzierung
gefeit sind, wird in diesem Absatz ein weiteres Beispiel zur Verwirrung zwischen der
Bedingung und dem bedingten Ereignis dargeboten.

Beispiel: Der Autor Gigerenzer stellte einem Arzt folgende Frage zur bedingten
Wahrscheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau Brustkrebs hat, betragt 0,8%.
Wenn eine Frau Brustkrebs hat, betragt die Wahrscheinlichkeit 90%, dass ihr
Mammogramm ein positives Ergebnis aufweist. Wenn eine Frau aber keinen Brustkrebs hat,
gibt es dennoch eine 7%ige Wahrscheinlichkeit, dass ihr Mammogramm positiv zu sein
scheint. Die Frage ist nun, wie hoch die tatsdchliche Wahrscheinlichkeit ist, dass eine Frau
Brustkrebs hat, wenn ihr Mammogramm positiv ausfallt? [15, S. 65]

Der befragte Arzt konnte keine richtige Losung nennen und schétzte dann einfach, dass sich
die Wahrscheinlichkeit bei 90% liegen miisse, wobei er aber immerhin den Verdacht hatte,
mit dieser Antwort falsch zu liegen.

Dabei ist die Frage ganz einfach nach der Formel der bedingten Wahrscheinlichkeit
beziehungsweise nach dem Satz von Bayes zu l6sen. Nach der Angabe kann man sich schon
ein gutes Bild der einzelnen Wahrscheinlichkeiten machen.
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P(B) = 0,008, fiir die Wahrscheinlichkeit, dass man Brustkrebs hat;
P(B) = 0,992, entspricht der Gegenwahrscheinlichkeit, dass man nicht erkrankt ist;

P(Mammgramm positiv|B) = 0,9, reprasentiert die Chance, dass man Brustkrebs bei der
Untersuchung erkennt;

P(Mammogramm positiv|B) = 0,07, ist die Chance dafiir, dass man ein positives Ergebnis
bekommt, obwohl man keinen Burstkrebs hat. [15, S. 71]

Mit diesen Daten kann man sich die fragende Wahrscheinlichkeit nach der Formel
berechnen.

P(B|Mammogramm positiv)

P(B) - P(Mammogramm positiv|B)

P(B) - P(Mammogramm positiv|B) + P(B) - P(Mammogramm positiv|B)

0,008-0,9
0,008-0,9 +0,992-0,07

~ 0,09.[15,S.72]

Das heifdt, die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau wirklich an Brustkrebs erkrankt ist, wenn
sie ein positives Ergebnis bekommt, betrdgt rund 9%. Ein anschaulicher Lésungsversuch
wird ebenfalls im spateren Kapitel Baumdiagramm reprasentiert. Dort wird auch auf die
Hilfe von relativen Haufigkeiten bei der Vorstellung ndher eingegangen.

Ein Grund fir diese Fehlinterpretationen und falschen Rechnungen soll laut Kahneman die
so genannte Reprasentationsheuristik sein. [2, S. 156] Dieser Terminus beschreibt die
Klassifizierung von Stereotypen, die jeder Mensch im Unterbewusstsein hat und die, ohne
grofRes Uberlegen, im Leben den Alltag beeinflussen. Eine klischeehafte Meinung kann zwar
das téagliche Tun und Handeln erleichtern, aber sie bringt nicht nur Vorteile mit sich, wie
man in den obigen Beispielen erkennen konnte. In Schubladen zu denken beeinflusst den
menschlichen Verstand in jeglicher Hinsicht und fithrt so zu Irrtimern und Fehl-
vorstellungen.

Es gibt noch unendlich viele solcher Fehlberechnungen, wie zum Beispiel, dass Fufdball der
gefahrlichste Sport sei, weil es hier die meisten Verletzungen gabe. Oder, dass Schaferhunde
die aggressivste Hunderasse seien, weil die meisten Bissvorfille auf sie zuriickzufiihren
seien. [20, S. 139-140] Genau solche Aussagen findet man regelmafdig in den Medien. Man
sollte solchen Schlagzeilen im Allgemeinen aber nicht zu viel Glauben schenken, denn wenn
man diese Angaben akzeptiert, kommt es genau zu den typischen Verwechslungen. Sonst
kdme man noch zu dem Entschluss, dass man beim Autofahren den Gurt lieber weglief3e, um
fiir seine Sicherheit zu garantieren. Wie es in einem Bericht der ADAC-Motorwelt zu lesen
war: Vier von zehn todlich verungliickten Autofahrern trugen keinen Sicherheitsgurt. [20, S.
137] Bei genauerem Betrachten dieses Titels bedeutet die Aussage, dass sechs Personen,
trotz Anschnallen des Sicherheitsgurtes, todlich umkamen. [20, S. 137] Aber auch in diesem
genannten Beispiel liegt der Fehler wieder in der Verwechslung zwischen Bedingung und
des dadurch bedingten Ereignisses. [20, S. 138] Die hier gefragte Wahrscheinlichkeit heif3t
nicht P(fahren ohne Gurt|tddlicher Unfall), sondern eigentlich

P(todlicher Unfall|fahren mit Gurt).
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Man kann nur nochmals daran appellieren, sich zuerst klarzumachen, bei welchem Ereignis
es sich um die Bedingung handelt, sprich welcher Ausgang bereits bekannt beziehungsweise
gegeben ist. Und welches die, auf die beschrankte Wahrscheinlichkeitsmenge, gesuchte
Begebenheit ist.

6.5 Das Simpson-Paradoxon

Auslosend fiir das so genannte Simpson-Paradoxon war die Universitit in Berkeley,
Kalifornien. Denn die Universitat stand unter Verdacht, Frauen zu diskriminieren, weil sie
44% der Manner, aber nur 35% der Frauen aufnahm. [20, S. 146] Dies wurde aber zu
Unrecht vermutet, denn insgesamt nahm die Universitit mehr Frauen auf als Manner. Die
Tauschung lag darin, dass die Vereinigung von Teilmengen einen anderen Eindruck macht
als die Gesamtmenge.

Man kann durchaus noch weitere Beispiele nennen, die das Simpson-Paradoxon
verdeutlichen, da es auch in vielen Alltagssituationen vorkommt. Bei einem Elfmeterschuss
muss sich der Trainer zum Beispiel entscheiden, welcher Spieler die hohere Trefferquote
hat. Spieler 1 hat zwar eine bessere Bilanz beim Treffen, dennoch spielt Spieler 2 einfach
besser Fufball. [20, S. 145]

Oft kommt es auch zu Verwirrungen, da sich der menschliche Verstand hinter dem
Simpson-Paradoxon Ursache und Wirkung wiinscht. [20, S. 147] So wie zum Beispiel: Aus
der Bedingung B folgt das Ereignis A, was ein natiirlicher Gedankengang leichter
nachvollziehen kann. Der entscheidende Faktor, der an dieser Stelle verlangt wird, lautet
Kausalitat. Der kausale Zusammenhang, der zwischen der Bedingung und dem bedingten
Ereignis zu bestehen scheint, ist der Anlass der zu der oft erlittenen Verwirrung fiihrt.

6.6 Stochastische Unabhdngigkeit

Wie der Name des Kapitels schon verrat, wird sich dieser Abschnitt der Arbeit mit der
Unabhéangigkeit von Ereignissen befassen. Im vorigen Teil der Arbeit, der tiber das Thema
der bedingten Wahrscheinlichkeit handelte, definierte man

P(ANB)

P(B|A) = PCA)

fiir das Eintreten des Experimentausgangs von B unter der Bedingung, dass das Ergebnis A
bereits geschehen sei. Daraus schlief3t man, dass die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts
der beiden Ereignismengen A N B nicht das gleiche Resultat liefert wie die
Wabhrscheinlichkeit von P(B). Das Gleiche kann man iiber den umgekehrten Sachverhalt
behaupten, wenn die zu berechnenden Wahrscheinlichkeiten P(A|B) und P(A) gegeben
sind. Wenn jedoch die Gleichungen P(B|A) = P(B) beziehungsweise P(A|B) = P(A)
giiltig waren, dann wiirde das Ereignis A das Ereignis B oder umgekehrt auf keine Weise
beeinflussen. [18, S. 115] Wenn man statt P(B|A) = P(B) und P(A|B) = P(A4) die
P(BNA P(ANB
- und g
erkennen, dass die beiden Terme zu folgendem Ausdruck fiihren:

Definitionen der bedingten Wahrscheinlichkeiten umformt, so ist zu
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P(A n B) = P(4) - P(B).

Dann nennt man diese Formel der zwei Ereignisse A und B stochastisch unabhéngig. [18, S.
116]

Definition: Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heifen die beiden
Ereignisse A und B stochastisch unabhangig, wenn P(4) - P(B) = P(A n B) gilt. [10, S.
170] Vor allem ist die Definition auch fiir die beiden Fille P(4A) = 0 beziehungsweise
P(B) = 0 giiltig.

Interpretiert man diese Definition nun in einem verstandnisvolleren Kontext, so beschreibt
die stochastische Unabhangigkeit, wenn jeweils endlich viele dieser Ereignisse unabhangig
untereinander sind. Dies zeichnet eine sehr niitzliche Eigenschaft in der Stochastik aus.
Denn auch wenn man aus der eigenen Erfahrung erkennt, dass Experimente unabhangig
voneinander ablaufen, ldsst man sich dennoch leicht durch bereits bekannte Ergebnisse
beeinflussen.

Angenommen ein Zufallsexperiment bestiinde aus dem Werfen von zehn gleichen Miinzen.
Neun Miinzen werden von einer Freundin oder einem Freund geworfen und nur das
Ergebnis der zehnten Miinze sieht man selbst. Nun behauptet das Gegeniiber, dass sie
beziehungsweise er neun Mal Zahl hatte. Intuitiv weifd man, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
ein weiteres Mal Zahl gleich % betragt, da jeder Wurf unabhdngig von dem Wurf davor ist.

Trotzdem wird man durch die Erfahrung verunsichert und bewertet die Experimente
abhdngig voneinander. [27, S. 40-41]

Definition: Es seien (), A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 44, 4,, ..., 4, € A fiir ein
n € N. Die Ereignisse heifden unabhéangig, falls fiir jedes 1 < m < n und jede Teilmenge
{i1, iz) oy im} € {1, 2, ., n}giltP(4;, N A, N o N A,

= P(Al-l) . P(AL-Z) .+ P(4;,)- [27, S. 42] Bei unendlich vielen Ereignissen nennt man

diese unabhingig, wenn jeweils endlich viele dieser Ereignisse unabhingig sind. [3, S. 103]

6.7 Baumdiagramm

Als Baumdiagramm wird eine Darstellungsform in der Stochastik bezeichnet, die mit Asten
die einzelnen Elementarereignisse anschaulich wiedergibt. Es erlaubt so einen leichten und
transparenten Ansatz fiir das Verstandnis des Berechnens von Wahrscheinlichkeiten. Vor
allem die Beschreibung von mehreren ausgefiihrten Experimenten durch Baumdiagramme
bietet viele Vorteile, wobei man dann von einem mehrstufigem Zufallsexperiment spricht.
Diese Idee einer Skizzierung von Wahrscheinlichkeiten stammt von Christiaan Huygens. [10,
S.173]
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A
pa l

4,

P(4, N 4y)
Abbildung 16: Allgemeines Baumdiagramm [18, S. 175]

In der oben stehenden Abbildung 16 wird ein allgemeines Baumdiagramm mit den
einzelnen Wahrscheinlichkeiten prasentiert. Dabei erkldaren die gezeichneten Pfade jeweils
die eingetretenen Ereignisse. Bis zum ersten Punkt, welcher das Eintreten des Ereignisses
A, darstellt, wird die Wahrscheinlichkeit P(A;) angezeigt. Der zweite Knoten représentiert
den moglichen Ausgang A, unter der Bedingung, dass A, bereits eingetreten ist. Und das
letzte Ereignis A3 zeigt die abhdngige Wahrscheinlichkeit dafiir, dass A; genau dann eintritt,
wenn die beiden vorherigen Ereignisse A; und A, passiert sind. Insgesamt wird durch

dieses Baumdiagramm die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A; N A, N Aj illustriert.
[18,S.175]

Um ein Baumdiagramm anhand eines schon bekannten Beispiels anschaulich zu erklaren,
wird die Losung des Ziegenproblems an dieser Stelle mit Hilfe von Pfaden visualisiert. Das
nachstehende Baumdiagramm in der Abbildung 17 erklart einen weiteren Losungsversuch.

Der erste Ast symbolisiert die erste Entscheidung der Kandidatin beziehungsweise des

Kandidaten, die mit einer Wahrscheinlichkeit von 2 geféillt wird. Denn hinter den méglichen

drei Tiiren besteht nach dem Laplace-Modell, WLIUZGI' eine glnstige Wahl, hinter der das

Auto wartet. Angenommen die Moderatorin oder der Moderator 6ffnet dann eine Tiir, hinter
der nicht der Gewinn, sondern eine Ziege steht. Nun gibt der Quizmaster die Moglichkeit die
Entscheidung zu iiberdenken und bietet einen Wechsel an. Da eine Tiir bereits gedffnet
wurde, gibt es nur mehr zwei mogliche Fille, den Gewinn zu erraten. Daher ergibt sich die

Wahrscheinlichkeit %

ol o SR ©
AN ZA\EZAY
dﬁf@c/ék>d@>@

[\
OOO © POEOO © OO

Abbildung 17: Ziegenproblem anhand eines Baumdiagramms [18, S. 105]

47



6. Erste Versuche zum Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Ein etwas anderes Modell eines Baumdiagramms liefert die Abbildung 18. Der Unterschied
zum vorherigen Baumdiagramm sind die beschrifteten Daten, die diese Grafik
kennzeichnen. Handelte es sich beim Ziegenbeispiel um Wahrscheinlichkeiten, geben die
Aste an diesem Exempel die absoluten Hiufigkeiten an. Das Beispiel, welches im vorigen
Kapitel zur Berechnung bedingte Wahrscheinlichkeiten mit dem Risiko an Brustkrebs zu
erkranken, besprochen wurde, wird dieses Mal mit Hilfe absoluter Haufigkeiten und anhand
eines Baumdiagramms demonstriert. Eine solche Vorstellungsart ist besonders fiir
praktische Berufe, wie Arzte oder Juristen ratsam, da man durch die absolute Haufigkeit
einen verstandlicheren Eindruck erlangt als mit Prozentangaben beziehungsweise Briichen.

Zur Abbildung 18 sei gesagt, dass die notwendigen Zahlen jeweils vom linken Ast
reprisentiert werden. Fiir diese Fragestellung beachtet man die fett dargestellten Aste. Bei 8
erkrankten Frauen identifiziert der Test 7 mit einem positiven Ergebnis. Ebenso bekommen
bei 992 nicht erkrankten Frauen rund 70 Frauen ein positives Ergebnis, obwohl sie gesund
sind. Die Problemstellung lautete wie hoch die Wahrscheinlichkeit sei, dass man krank ist
unter der Bedingung, dass man ein positives Ergebnis erhalten hat. Das heifst 77 Frauen
haben ein positives Ergebnis bekommen, und unter ihnen gibt es 7, die tatsachlich krank
sind. Also

7
+70°

P(Brustkrebs|Mammogramm positiv) = - [15,S.72]

1000 Patienten

N

8 krank 992 nicht krank
7 positiv 1 negativ 70 positiv 922 negativ

Abbildung 18: Baumdiagramm absolute Haufigkeiten [15, S. 72]

6.7.1 Pfadregeln

Die Pfadregel stellt eine dufderst einfache, aber gleichzeitig auch hilfreiche Rechenmethode
von Wahrscheinlichkeiten dar. Vermutlich, weil sie eine Kombination aus der Formel der
bedingten Wahrscheinlichkeit und dem dritten Axiom von Kolmogorov darstellt. [10, S. 179]
Und einen weiteren Vorteil stellt die erfassbare Ubersicht von mehrstufigen Experimenten
dar. Dadurch, dass sie so verstandlich und anschaulich den Sachverhalt eines stochastischen
Zusammenhangs reprasentieren, konnen ebenso die Schiilerinnen und Schiiler ebenso
problemlos die Strategie der Pfadregeln anwenden. Nichts desto trotz muss man diese auch
Klar formulieren.
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Pfadregel: In einem mehrstufigen (mit mehreren Zufallsversuchen) Zufallsexperiment ist
die Wahrscheinlichkeit eines w das Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang seines Pfades
im zugehorigen Baumdiagramm. [27, S. 47]

Beweis: Der Beweis folgt aus der bedingten Wahrscheinlichkeit. Man multipliziere die

Wabhrscheinlichkeiten entlang eines Pfades wl-gl), wigz), s wl-gl”):
1 2 1 3 1 2 (x) 1 (k—1)
[@if?] [oig?] [ifP] [l @] - fop |y s 0350

P, . w0

Da das Produkt des ersten Faktors dem Produkt des zweiten Faktors entspricht
—_ .0 £ ;
P ({a) € Q|a)j = wj firl < j < 2}).

daraus ergibt sich auch, dass das Produkt des dritten Faktors gleich ist

P({a)ﬂ |a)j = a)i;]) fuirl <j < 3})
und so weiter. Bis man erkennt, dass jeder Faktor dem anderen entspricht

P ({w e 0w = 0 fir1 < j < n}) = P({wi Y, ., ,)).127,5.47]

Die folgende Abbildung 19 zeigt ein iibliches Baumdiagramm mit den Wahrscheinlichkeiten
wq, Wy, ..., Wk, Wwenn man nun die gegebenen Wahrscheinlichkeiten berechnen will, dann
muss man die Werte entlang eines Pfades beachten. Dies fiihrt uns dann sowohl zur ersten
als auch zur zweiten Pfadregel.

wgk:)

(k—1)
ip_1

RS

Abbildung 19: Baumdiagramm Pfadregel [27, S. 46]

1. Pfadregel (Multiplikationsregel): Die Wahrscheinlichkeit eines zusammengesetzten
Ergebnisses ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfades, der zu
dem Ergebnis fiihrt. [21, S. 135]

Beispiel: Bei einem Spiel darf sich eine Frau beziehungsweise ein Mann zwischen zwei
Toren, Tor 1 und Tor 2, entscheiden. Hinter diesen Pforten haben sich ein roter, ein gelber
und ein blauer Ring versteckt. Die beteiligte Person zieht dabei keine der beiden Tiiren vor.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit wihlt sie den gelben Ring hinter dem Tor 27 [21, S. 134]
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In der Abbildung 20 werden die folgenden mdglichen Ereignisse anschaulich abgebildet. Fiir

die Losung des Beispiels folgt man den dicken Pfaden. Daher ist das Ergebnis nach der
ersten Pfadregel:

P(Z. Tor und gelber Ring) = % ;1 = gl. [21,S.136]

rot

1. Tor gelb

N =

blau

rot

N =

2.Tor gelb

R W WP Wl Rk Wk W

3 blau
Abbildung 20: 1. Pfadregel anhand eines Beispiels [21, S. 135]

2. Pfadregel (Additionsregel): Wenn ein Ereignis aus mehreren zusammengesetzten
Ergebnissen besteht, dann ergibt sich die dazugehorige Wahrscheinlichkeit aus der Summe
der Wahrscheinlichkeiten dieser Ergebnisse. [21, S. 138]

Beispiel: Ein Mobelhaus verkauft einen Kasten, der eingepackt von den Kundinnen und
Kunden selbst genommen wird. Dieser Vorgang entspricht einem Zufallsexperiment mit
Ziehen ohne Zuriicklegen. Es ist bekannt, dass rund 1% der Einzelteile des Schrankes ein
fehlerhaft gebohrtes Loch haben, ungefahr 2% der Stiicke einen Mangel am Lack aufweisen
und circa 4% der nicht mafigetreu sind. Nun stellt sich die Frage, wie hoch die
Wabhrscheinlichkeit ist, dass die gewahlte Ware genau einen Fehler aufweist? [21, S. 137]

Die Abbildung 21 erklart das Beispiel anhand der zweiten Pfadregel. Die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit, dass man bei dem gekauften Produkt einen Fehler entdeckt, wird
berechnet, indem man die Einzelwahrscheinlichkeiten jedes Astes, der dick markiert wurde,
zusammenzahlt. Und nach der folgenden Rechnung wird mit einer Wahrscheinlichkeit von
7% ein Kasten mit mindestens einem Fehler gekauft.
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P(gekauftes Produkt hat mindestens einen Fehler) = 0,01 + 0,02 + 0,04 = 0,07

Loch Lack Mafe
0,96 gut
ut
0.9 &
0,04 Fehler
gut
0,96 -8ut
0,02
0,99 Fehler
0,04 Fehler
0,96~ 84t
0,0 ut
095" 0,04
Fehler ' Fehlter
gu
0,02 0,96
Fehler
0,04
Fehler

Abbildung 21: 2. Pfadregel anhand eines Beispiels [21, 5. 139
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7. Zufallsvariable

Beim Namen der Zufallsvariable ldsst man sich gerne von der Intuition leiten und denkt an
Zufélle. Allerdings hat die Zufallsvariable aus mathematischer Sicht nur wenig
Zusammenhang mit dem Zufall. Wenn man von Zufallsvariablen spricht, so assoziiert man
damit Funktionen, die Elementen aus der Ergebnismenge eine reelle Zahl zuordnen.
Zufallsvariablen bieten somit eine Hilfestellung zum Rechnen von Wahrscheinlichkeiten.
[10, S. 229]

Definition: Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann nennt man eine Abbildung
die X: Q - R"V «x € R: {w € Q, X(w) £ «} € A erfiillt, eine Zufallsvariable. [11, S.
188]

Dabei wird bei Zufallsvariablen generell noch zwischen diskreten und stetigen Zufalls-
variablen differenziert. Es handelt sich um eine diskrete Zufallsvariable, wenn es sich um
eine diskrete Menge handelt, sprich wenn X nur endlich oder abzdhlbar unendlich viele
Werte annehmen kann. [35, S. 113] Man spricht von einer stetigen Zufallsvariable, falls es

eine Funktion f, sodass P(X < a) = f_aoof(t) dt Va € Rgilt. [35,S.113]

Angenommen wir haben zwei herkémmliche Wiirfel mit den jeweiligen Augensummen 1 bis
6. Wiirfel A habe die Ergebnisse a und fiir Wiirfel B bezeichnen wir die moéglichen
Ausgangsfille als b. Die Ergebnismenge laute dann

Q= {(ab)ab € {1,2,3,4,5,6}}

Man kann dann die méglichen Augensummen der beiden Wiirfelwurfergebnisse schreiben
als

X(w) = a+ b, w =(a, b).

So versteht man in diesem Einstiegsbeispiel die Zufallsvariable X als Augensumme der zwei
Wiirfel. Die moéglichen Varianten fiir die Zufallsvariable kénnen {2, 3, ..., 11, 12} sein,
wobei nicht jede Augensumme mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftritt. Zum Beispiel
kommt die Augensumme 2 mit den Varainten {1, 1}, wihrend die Augensumme 5 durch vier
denkbare Ereignisse madglich ist, {2, 3}, {3, 2}, {1, 4}, {4, 1}. Das fiihrt zur Folgerung, dass
X nichts iiber das Ergebnis des Zufallsexperimentes aussagen kann, weil die Zufallsvariable
X keinen merklichen Unterschied zwischen den Ausgidngen w mit gleicher Augensumme
X(w) macht. Das heifst X(w) beschreibt die moglichen Ergebnisse des Wiirfelwurfes. Diese
werden folgendermafen formuliert

{X=k} = {w € Q X(w) = k}.

Werden der Zufallsvariable X endlich unterschiedliche Werte X(w) zugeordnet, so spricht
man von einer endlichen Menge. [18, S. 12-13] Und man nennt diese Zufallsvariable X (w),
die nur endlich viele beziehungsweise abzahlbar-unendlich viele Werte annehmen kann,
eine diskrete Zufallsvariable. Eine weitere wichtige Funktion, die bereits von der
Verteilungsfunktion fiir Datenreihen bekannt ist, lasst sich leicht in den Bereich der
Zufallsvariablen ibernehmen. [10, S. 232]
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Definition: Die Funktion

P(X = U = x;, 0 =
f() = { (X =x) firx = x,i =12
0 sonst.

heifst Wahrscheinlichkeitsfunktion der diskreten Zufallsvariablen X. Diese teilt jeder
Wabhrscheinlichkeit einen moéglichen Wert der Zufallsvariable zu. [35, S. 114]

Eigenschaften:

1.0 < f,(x) < 1 (Wahrscheinlichkeit), 2.3, fx(x) = 1 (normiert). [35,S.114]

Definition: Es sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Z eine Zufallsvariable
auf (). Dann heif3t die durch

F:R-> R xe F(x) =P(Z < x) = Z P(Z = a)
aeZ(Q)
asx

definierte Funktion F die Verteilungsfunktion von Z. Es ist bekannt, dass es sich bei einer
Verteilungsfunktion um eine Treppenfunktion handelt. [10, S. 232]

Eigenschaften:

1.0 < F,(x) < 1,

2.lim Fz(x) = 1,

X — 00

3.lim F;,(x) = 0,

X > —00
4.F,(x1) < F;(xp),falls x; < x,, (monoton nicht abnehmend),

5.lim,_ ,Fz(x + €) = Fy(x), ¢ > 0, (rechtsseitig stetig). [35, S. 114-115]

e-0

7.1 Rechenregeln von Zufallsvariablen

Einfach ausgedriickt kann man mit Zufallsvariablen arbeiten wie mit gewohnlichen Zahlen.
Man kann die Summe, die Differenz und das Produkt von zwei Zufallsvariablen bilden.
Daruber hinaus kann man auch ein Vielfaches von Zufallsvariablen bilden.

Definition (Summe): (X + Y) (w) = X(w) + Y(w), w € Q. [18, S. 14]
Definition (Differenz): (X - Y)(w) = X(w) - Y(w), w € Q. [18, S. 14]
Definition (Produkt): (X - Y)(w) = X(w) - Y(w), w € Q. [18, S. 14]
Definition (Vielfaches): (a - X)(w) = a - X(w), w € Q. [18, S. 14]
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7.2 Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung
einer Zufallsvariable

Um den Erwartungswert E(Z) einer Zufallsvariable zu erhalten, muss man die relativen
Haufigkeiten fiir die Berechnung des arithmetischen Mittels einfach durch die
Wabhrscheinlichkeiten der Zufallsvariable austauschen. [10, S. 235] Man kann sagen, dass es
sich beim Erwartungswert um das Analogon zum arithmetischen Mittel handelt. [10]
Ebenso werden die Auffassungen zu der Varianz und der Standardabweichung
tibernommen. [10]

Definition: Es sei (£, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Z eine Zufallsvariable
auf Q. Dann heif3t die Zahl

E(Z) = Z P(Z = x) - x
x€Z(Q)

der Erwartungswert von Z. Und die definierten Zahlen

2
E@Z) = z:XEZ(Q)P(Z = x) ) (x - E(Z)) und g, = Y V(2)
heifden Varianz und Standardabweichung von Z. [10, S. 236]

Fiir eine bessere Vorstellung werden dafiir anhand eines demonstrativen Beispiels die nun
eingefiihrten Begriffe Erwartungswert, Varianz und der Standardabweichung erliutert.

Ein typisches Roulettefeld besteht aus 37 Feldern, von denen 18 schwarz gefarbt sindund 18
die Farbe Rot haben. Zusatzlich ist ein griines Feld vorhanden, welches der 0 entspricht. Die
librigen Zahlen sind von 1 bis 36 auf dem Spielfeld abgebildet. Spieler A setzt 10€ auf eine
konkrete Zahl, zum Beispiel die 17. Spieler B hingegen legt 10€ Einsatz auf alle roten Felder.
Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir Spieler A und Spieler B sind, nach dem

Laplace-Modell, welches sich fiir dieses Gliicksspiel sehr eignet, 3—17 beziehungsweise g. Die

Investition von Spieler A von 10€ wirde sich im Falle eines Treffers
verfinfunddreifdigfachen, die des Spielers B wiirde sich nur verdoppeln. Man berechne nun
den Gewinn, der sich durch die Zufallsvariablen A und B beschreiben lasst. [10, S. 237]

1 36 36 1 10
P(A =350) =, P(A = —10) =:E(4) = —10 -~ + 350 -~ = ——[10,S.
237]
18 19 19 18 10
P(B =10) =—, P(B= —10) =:E(B) = —10 -~ + 10 -~ = —.[10,S.
237]

Man sieht an den beiden Losungen fiir Spieler A und Spieler B, dass sie dieselbe
Gewinnerwartung von —g haben. Das bedeutet, dass beide auf einen lingeren Zeitraum

einen Verlust erleiden wiirden. [10, S. 238] Als Nachstes wird die Standardabweichung
berechnet:
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2 2
10 36 10 1 2160
o(4) = J(—10 +22) 22+ (350 +57) - =22 ~ 584.[10,5.238]
(B) = \/(—10 +ﬂ)2 NEL (10 +ﬂ)2 .22 £ 10,0.10,S. 238
o - 37 37 37 37 -[10,S. ]

Wie man am Ergebnis sieht, liefert die Standardabweichung einen unterschiedlichen Wert.
Dieser Unterschied deutet darauf hin, dass sowohl das Verlustrisiko als auch die Gewinn-
chancen von Spieler A hoher einzuschéatzen sind. [10, S. 238]

7.3 Verteilungen

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist der Begriff der Verteilung im Hinblick auf die
Zufallsvariablen unerlasslich. Jedoch gibt es nicht die einzig richtige Verteilung, sondern seit
jeher wurden unterschiedliche Verteilungen je nach Frage und zugehorigem Experiment
verwendet. In den folgenden Teilkapiteln werden einige ausgewahlte Verteilungen und
deren Anwendungen, die als wichtig gesehen werden, prasentiert und beschrieben. Ein
wichtiges Entscheidungskriterium fiir die Wahl einer bestimmten Verteilung ist das zu der
Wabhrscheinlichkeit gehorige, entsprechend gewahlte Zufallsexperiment. [10]

7.3.1 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung kann man anhand des Experiments leicht erklaren und somit auch
relativ einfach erkennen. Fiir die Binomialverteilung bendétigt man ein Zufallsexperiment
mit zwei moglichen Ergebnissen, welches unabhdngig voneinander unter denselben
Umstdnden n-Mal auftreten. [10, S. 253] Da nur zwei Ausgangsmoglichkeiten des
Zufallsexperiments erfiillbar sind, kann man die Menge Q der Ergebnisse mit Q = {0, 1}
beschreiben, wobei 0 fiir das Nichteintreten und 1 fiir das Eintreten des Ergebnisses
gedeutet werden kann. Das heif3t, man schreibt die Wahrscheinlichkeiten entsprechend
P(1) = pund P(0) = q = 1- p.[10, S. 253] Man spricht demnach von einem Bernoulli-
Experiment. [10, S. 253] Wie schon erwdhnt, wenn das Bernoulli-Experiment n-Mal
ausgeiibt wird und die einzelnen Experimente jeweils unabhidngig voneinander
durchgefiihrt werden, dann wird von einer Bernoulli-Kette der Linge n mit der

Ergebnismenge (1, = {0, 1}n gesprochen. [10, S. 253]

Die entsprechende Verteilung der Wahrscheinlichkeiten dieser eben genannten Bernoulli-
Kette mit dem Ausmaf} n nennt man Binomialverteilung. [10, S. 253] Als Begriinder der
Binomialverteilung und damit ausschlaggebend fiir die damit beginnende neuzeitige
Stochastik gilt Jacob Bernoulli. Das Wort binomial lasst sich auf den lateinischen Ausdruck
binominis, was lbersetzt zweinamig bedeutet, zuriickfilhren. Damit werden die zwei
moglichen Ergebnisausgange des Zufallsexperiments assoziiert. [10, S. 253]

Definition: Sei (Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Z eine Zufallsvariable auf (), die die
Werte von 0, 1, 2, ..., n annehmen kann. Dann heifdt Z binomialverteilt mit den Parametern n

und p, kurz auch B(n, p), wenneseinp € [0, 1] gibt mit

Py(k) = P(Z = k) = (3) - p* - (1 = p)" " fiirk = 0,1, 2, .., n.
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Die Verteilung P, heif3t Binomialverteilung. [10, S. 254]

Kennzeichnend fiir die Binomialverteilung ist ihre Darstellung. Denn sie hat eine typische
glockenkurvige Form, wie man in der nachstehenden Abbildung 22 erkennen kann. Die

Mafie von B(n, p, k) wachsen monoton von k = 0 bis zu ihrem Maximum, welches sie bei

ungefdhr k = n - p besitzen, an. [10, S. 254]

P(X=k), p=05
0.44

0.3-
0.24
0.1-

0123456738910

Abbildung 22: Glockenkurvige Darstellung einer Binomialverteilung mit unterschiedlichen n [18, S. 140]

Auch fiir die Binomialverteilung sind Erwartungswert und Varianz wichtige zu berechnende
Kennzahlen.

Satz: Fiir eine B(n, p) - verteilte Zufallsvariable Z gilt
E(Z)y =n-p
und
V(Z) =n-p( - p).[10,S.255]

Um einen verstindlichen Einstieg in dieser Verteilung zu gewahren, werden die
Beschreibung und die Anwendung binomialverteilter Zufallsvariablen anhand von
Beispielen verdeutlicht.

Als erstes Beispiel gilt der klassische Wurf einer Miinze und die dabei gesuchte
Wahrscheinlichkeit vom Ereignis 4, namlich dass die Miinze Zahl zeigt. Die dazugehdrigen

Wahrscheinlichkeiten schreibt man als P(4) = p und P(A) = 1- p. Die dazugehorige
Zufallsvariable zdhlt dabei die Anzahl des Eintretens des Ergebnisses A bei insgesamt n
Wiederholungen. [10, S. 251] Nach der Pfadregel lautet die entsprechende Berechnung der
Wabhrscheinlichkeit fiir k-Mal Zahl dann

1"k -k 1\
G -G =) noszsy
Denn sowohl die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze Zahl zeigt als auch die Gegen-

wahrscheinlichkeit, dass sie auf die andere Seite fallt, betragt logischerweise % Es ist

moglich, dass die Miinze k-Mal Zahl aufweist und die Ereignisse dabei an n verschiedenen
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Positionen der Pfade liegen. Diese Uberlegung fiihrt zuriick zu Kombinationen ohne
Wiederholung. [10, S. 251] Und zwar handelt es sich um k-Kombinationen, die Zahl zeigen
konnen. Dementsprechend liegen (2) derartiger Wege vor. [10, S. 251] Und somit betragt
die gefragte Wahrscheinlichkeit mit Hilfe der zweiten Pfadregel

1 n
P(x =k) = () - (5) -110,5.251]

Ein weiterer charakteristischer Vertreter fiir eine Binomialverteilung ist das Experiment

von Francis Galton aus England. Sein Interesse galt den Erbanlagen eines Menschen. Fiir

seine Untersuchung, die von seinem Vater angeregt und beeinflusst wurde, analysierte er,
wie sich die Fingerabdriicke von Menschen im Laufe des Lebens verdndern. [10, S. 252]

Fiir seine Forschung entwickelte er das Galtonbrett. Man erkennt in Abbildung 23, dass in
das Brett von oben Kugeln gegeben werden, welche durch die an dem Brett befestigten
Néagel abgelenkt werden. Zufillig fallen die Bille weiter nach rechts beziehungsweise mehr
nach links in das unten abgeteilte Gefaf3. Die Fallrichtungen der Kugeln kénnen als mdégliche
Ergebnisse angesehen werden und als gleichwahrscheinlich betrachtet werden. Zusatzlich
muss sich die Kugel n-Mal zwischen links oder rechts ausweichen entscheiden. Dies fiihrt
wieder zur geforderten Annahme, dass das Experiment binomialverteilt ist. [10]

e

J
PN JJ YD

Abbildung 23: Galtonbrett [12, S. 22]
7.3.2 Multinomialverteilung

Von der Binomialverteilung ausgehend kann man die Multinomialverteilung deduzieren.
Waren bei Binomialverteilungen nur zwei Ereignisse fiir den Ausgang eines
Zufallsexperimentes denkbar, so sind bei der Multinomialverteilung, wie das Lexem multi

schon verrit, viele Ereignisse moglich. Folglich besitzt die Ereignismenge Q = {1,2, ..., z}

viele Ergebnisse mit der dazugehorigen Wahrscheinlichkeit von Py(i) = p; fir
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i=1,2, ..,2z. [10, S. 257] Wieder wird das Zufallsexperiment von n-Mal realisiert. Die
passende Zufallsvariable der Verteilung zahlt wieder, wie oft das Ereignis k bei n maliger
Wiederholung verwirklicht wird. [10, S. 257]

Flir die Definition ldsst sich die Motivation, dass fiir den ersten Platz von k; noch alle n
Moglichkeiten zur Verfiigung stehen, erklaren. Fiir die zweite Situation gibt es eine
Gelegenheit weniger zur Auswahl. Sprich fiir die zweite Auswahl hat man nur mehr die
Chance aus n — k; auszuwahlen. Diese Struktur geht so lange weiter, bis man bei der letzten
Stelle z angekommen ist, fiir die nur mehr ein Platz frei ist. In der Form von
Binomialkoeffizienten ldsst sich das wie folgt anschreiben

(kl,k:...,kz) = (1?1) ' (ngzkl) T (n_kl_kzk;m_kz_l) Zm [10,S.257]

Definition: Wenn fiir alle z nicht negativen ganzen Zahlen k;,i = 1, 2, ..., z mit
ki + ky, + ... +k, = ngilt

n!

! k k kz
P(X1 = klAXZ = kz/\ .../\XZ = kz) :m . p11 . p22 e DY

dann heifst der Vektor (X;, X,, ..., X,) von Zufallsvariablen multinomialverteilt mit den
Parameternn € N, p;, p,, ..., p, € [0, 1] undp; + p, + ... + p, = 1.[10,S. 257]

Das Beispiel, welches die Multinomialverteilung am besten beschreiben kann, ist das
Urnenbeispiel, wobei die Urne unterschiedliche Kugeln beinhaltet und aus ihr n-Mal mit
Zuriicklegen gezogen wird. [10, S. 257] Aufierdem wird die Multinomialverteilung spéter
auch noch beim Chi-Quadrat-Test eine wichtige Rolle spielen. [10, S. 258]

7.3.3 Hypergeometrische Verteilung

Die zwei bereits eingefiihrten Verteilungen sind Modelle fiir Zufallsexperimente mit
Wiederholungen, die unabhangig voneinander vollzogen werden. Was tut man nun, wenn
ein Experiment keine Wiederholungen erlaubt? Wie zum Beispiel beim Lotto-Spiel. Hier
werden nacheinander aus einer Gesamtmenge nummerierte Kugeln gezogen, die nicht mehr
zuriickgelegt werden. Hierfiir benutzt man dann die hypergeometrische Verteilung.

Definition: Eine Zufallsvariable Z in einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, P) heifdt hyper-
geometrisch verteilt mit den Parametern n, w und s, wobei n, w, s € N, wenn die Zufalls-
variable Z nur Werte in {0, 1, 2, ...,n} annimmt und fiir k € {0, 1, 2, ..., n}gilt
G0 (aZe)
P(Z = k) = Hn,w, s; k) = ——=.[10,S.259]

(w + s)
Man schreibt kurz H (n, w, s)-verteilt.

w
w+s

Satz: Fiir eine H(n, w, s)-verteilte Zufallsvariable Z gilt mitp =

E(Z) = n - p,
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der Erwartungswert einer hypergeometrisch verteilten Zufallsvariable,

WH+s—n
w+s—-1’

ViZ) =n-p-(1-p)-
die Varianz einer hypergeometrisch verteilten Zufallsvariable. [10, S. 259]

Beweis fiir den Satz vom Erwartungswert: Der Beweis ist sehr anschaulich anhand des
altbekannten Urnen-Modell. Die Urne enthdlt sowohl weifRe Kugeln, die mit 1,2,...,w
nummeriert sind, als auch schwarze Kugeln in der Gr6fenanordnung von s. Im Falle, dass es
sich bei der i-ten Kugel um eine weifde handelt, besitze die Zufallsvariable Z; den Wert 1 fiir
i = 1,2,..,n, sonst den Wert 0. Da es sich um die gleiche Wahrscheinlichkeit handelt, eine
weifde Kugel zu ziehen, betragt die zu berechnende Wahrscheinlichkeit

w

P(z; =1) =

w+s

Weiters gilt wegen Z = Zy + Z, + .. + Zy, E@) =1 = +0- (1 - =) =p

w+s w+s
und E(X +Y) = E(X) + E(Y), dass der Erwartungswert durch E(Z) =n-p
geschrieben werden kann. [10, S. 259]

7.3.4 Geometrische Verteilung

Definition: Es sei X eine diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P)
mit X(Q) = N heif’t dann geometrisch verteilt mit dem Parameter p € (0, 1), wenn fiir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung

PX =k =QQ-pF< "' p
gilt. [10, S. 260]

Satz: Der Erwartungswert fiir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable X und den
Parameter p wird durch

1
und die dazugehorige Varianz durch

1
VX)) =

p2
berechnet. [10, S. 261]

Beweis fiir den Satz vom Erwartungswert: Um einen Beweis fiihren zu konnen, bendtigt man
die Formel

[ee] a
Zkzlk'aZ (1_a)21

wobei |a| < 1 gilt. Daher folgert dies den gesuchten Erwartungswert
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oo k-1 0 k —
EX) = Z:k=1k(1 - p) P= (1€p) C =1k (1-p) = 1:;19 . 1p2p - %'

[10, S. 261]

Als Abschluss fiir die geometrische Verteilung fehlt noch ein klassisches Beispiel. Anhand
dieses Beispiels kann man die Verteilung gut charakterisieren. Hierfiir bietet sich das
Wiirfelexperiment wieder an. Dabei stellt sich die Frage, wie lange man wiirfeln muss, bis
alle 6 moglichen Seiten eines Wiirfels gefallen sind und sich jede Augensumme gezeigt hat.
Als erstes legt man die Zufallsvariablen fest. X; sei die Zufallsvariable fiir die erste gefallene

Augensumme z;. Dieser erste Zufallsvariable, die den Erwartungswert E(X;) = 1 besitzt,
nimmt dabei nur 1 an. Weiters gibt die Zufallsvariable X, eine Information iiber jeden
zusatzlichen Wurf an, der nicht gleich dem Wurf z; ist. Daher beschreibt X, ein geometrisch

verteiltes Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit von p, = 2 mit dem Erwartungswert von
EX) = g. Die ndchste Zufallsvariable X; gibt Auskunft iiber jeden weiteren Wurf, der
ungleich den anderen beiden erschienen Zahlen z; und z, ist. Bei dieser Zufallsvariable X3

. . . , C - . 4
liegt erneut eine geometrische Verteilung vor, die die Wahrscheinlichkeit von p; = A und

den Erwartungswert E(X3) = g hat. Mit dieser Struktur folgt das System bis zur letzten

Zufallsvariablen X4. Nun lautet die Formel fiir alle moglichen Augensummen

EQX) = E(X) + EX) + o + E(Xg) = 1 +

uilo

+

S| o

+ ...+

[l Ke))

= 14,7.[10,S. 261]

7.3.5 Poissonverteilung

Ein wichtiger Zusammenhang zur Binomialverteilung stellt die Poissonverteilung dar. Denn
es handelt sich bei der erwdhnten Verteilung um eine Approximation der
Binomialverteilung. Speziell ldsst sich diese Relation am gleichen Erwartungswert
erkennen. [10, S. 261]

Ausschlaggebend fiir die Herleitung der Poissonverteilung war der Franzose Siméon Denis
Poisson. Seine Entdeckung geht aber noch viel weiter zuriick in die Geschichte, weil sein
Modell bereits von Abraham de Moivre im Anfang des 18. Jahrhunderts benutzt wurde. Fiir
Poisson galt das Problem der schlechten Approximation der Binomialverteilung an die
Normalverteilung als der entscheidende Anlass fiir seine Arbeit im Werk Recheres sur la
probabilité des jugementes en matiére criminelle et in matiére civile. [10, S. 264]

Satz der Poisson-Ndherung: Fiiry € R, n € Nundp = % gilt

k
lim, o, B(n, p, k) = L-e7.[10,S.262]

Beweis: Wegen E(X) = u = n - p,wasp = %bei der Binomialverteilung entspricht, gilt
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. -1) - ... - —k 1 k 1 —
B(n,P.k)=(Z)'pk-(l—p)”_k:n (n—1) . (n —k + ).“_.(—

1 1-4 R w\" A
- L n ._#._.(——)—>—-e”.[10,S.263]
1-& 1-- 1-E k! " onsw k
-1-1-..-1 —et
n— oo n— oo

Durch diese Annaherung kann man fiir grofie n und fir kleine p die Binomialverteilung
durch den Exponentialausdruck austauschen. Das bedeutet

k
B(n, p, k) = & - e"™'P.[10,5.263]

Definition: Man nennt dann eine Zufallsvariable X mit den Werten auf N, poissonverteilt mit

dem Parameter ¢ > 0, wenn

k
P = k) = T - e

gilt. [10, S. 264]
Satz: Wenn die Zufallsvariable X poissonverteilt mit dem Parameter u ist, dann gilt
E(X) = wistder dazugehorige Erwartungswert und
V(X) = uentspricht der Varianz. [10, S. 264]

Beweis fiir den Satz vom Erwartungswert und der Varianz: Laut Definition ist

°° u °° u
E(X) = Z k - — - by — -, Z k- —
( ) k=0 k! ¢ ¢ k=0 k!

k-1

k
:e—[l.#, Z}?=1h =e_”.ll. ZIT:O% =e_# 'M'e#=ﬂ[10,5265]

Mit Hilfe des Verschiebungssatzes kann man dann auch die Varianz beweisen.

V(X) = E(X?) — E(X)?

k

Z“’ i Zw T
E XZ = kz C— et = k- —— . g™ H
( ) k=0 k! ¢ k=1 (k — 1)! €
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3 0 'le_l ~ o) ‘uk—l ~
=K lzk=1("‘1)' ot g

EX)=p

plp + e - et = p? +
Daraus folgtaus V(X) = p? + u — u? = u.[10,S.265]

Ein sehr anschauliches Beispiel, mit welchem die Poissonverteilung nahezu identisch be-
schreibbar ist, ist der Versuch von Ernest Rutherford und Hans Wilhelm Geiger im Jahre
1910. [18, S. 190] Dabei gingen die beiden Wissenschaftler einerseits von den a-Strahlen,
die die radioaktive Strahlung eines Polynoms widerspiegeln, aus. Und andererseits
differenzierten sie dazu die §-Strahlen. Bei dem radioaktiven Element, welches Rutherford
und Geiger bearbeiteten, handelte es sich um einen a-Strahler. Die dabei abgegebenen
Strahlen, die durch Lichtblitze verwirklicht wurden, wurden dann mit Hilfe eines
Zinksulfitschirms erfasst. Fiur ihren Versuch konzentrierten sie sich, auf die in einem
gewissen Zeitintervall produzierten Zerfille. So entstanden folgende Erkenntnisse, wobei k
der Betrag der entsprechenden Lichtblitze in einem Zeitintervall zu je 7,5 Sekunden ist und
ay der Menge der Intervalle mit exakt k Lichtblitzen entspricht. [10, S. 265]

Tabelle 6: Ergebniswerte zum Rutherford-Geiger Experiment [10, S. 265]

k|0 1 2 3 4 5 6 7 819 |10|11|12| 13|14

Y,
[EEN
o

ap | 57 1203 | 383 | 525|532 1408 | 273|139 (45|27 ]10] 4 [0 [ 1] 1 0

Um eine bessere Vorstellung von diesen Werten zu erlangen, wird die Situation im
Folgenden in einem Diagramm in der Abbildung 24 prasentiert. Hier wird durch die
empirischen relativen Haufigkeiten und das Gleichsetzen des arithmetischen Mittelwertes
mit dem Erwartungswert die Poissionverteilung angendhert. [18, S. 191] Um sich langsam
an das Poissonmodell zu ndhern, wird zuerst die Unabhangigkeit zwischen dem Nichtzerfall
und dem Zerfall in Betracht gezogen. Daraus folgert man die hypergeometrische Verteilung.
Aufgrund der indirekten Proportionalitit, die zwischen der Menge der Atome und der
moglichen Zerfille besteht, lasst sich die Binomialverteilung assoziieren. Denn es besteht
eine grofle Zahl an Atomen, aber eine geringe Zerfallsanzahl, was durch die
Binomialverteilung zur Poissonverteilung gelangen lasst.

0.2 o ——= empirische Hiufigkeitsverteilung
: mmmm angepasste Poissonverteilung
0.15
0.1
0.05

. - T T T

R
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Bild 24.2 Zerfallshaufigkeiten beim Rutherford-Geiger-Versuch mit angepasster
Poisson—Verteilung

Abbildung 24: Rutherford - Geiger Experiment mit adaptierter Poissonverteilung [18, S. 191]
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7.3.6 Exponentialverteilung

Bei dieser Art von Verteilung spielt, wie im Leben so oft, das Warten eine grofde Rolle.
Warten pragt das Leben eines jeden Einzelnen und ist standiger Begleiter im Laufe der Zeit.
Dass das Warten auch einen mathematischen Vorfiihreffekt hat, wissen wohl nur die
Wenigsten. Auch die Unterschiede beim Warten, werden in diesem Kapitel verdeutlicht und
anhand von Beispielen erldautert. Was in diesem Abschnitt besonders hervorgehoben wird,
ist das Warten ohne Gedachtnis. [4, S. 186] Denn in vielen Situationen kann man die zu
wartende Zeit nicht einschitzen. Deshalb kann man die Wartezeit wohl gut mit dem

Intervall [0, + oo[ beschreiben. [4, S. 188]

Um sich ein genaueres Bild der gedachtnislosen Wartezeit bilden zu kénnen, werden nun
deutlich unterschiedliche Situationen des Wartens einander gegeniibergestellt. Dabei hat
die Erwartungshaltung, die eine Person den Umstinden entgegenbringt, einen hohen
Stellenwert und verdeutlicht den Unterschied.

Man nehme an, nach einer Bestellung bekommt man vom Lieferservice eine Nachricht, dass
das Essen in der nachsten Stunde geliefert wird. Als Kundin beziehungsweise als Kunde
erwartet man nun die Lieferung innerhalb der 60 Minuten. Man rechnet mit der Ankunft der
Bestellung gleichmaflig verteilt binnen einer Stunde. Sind bereits 35 Minuten dieser Stunde
vergangen, so andert sich auch die Haltung der oder des Wartenden gegeniiber der
Anforderung. So kommt man zu dem Punkt, dass sich die Erwartung im Hinblick auf die
schon gewartete Zeit auf die noch zu wartende Zeit andert. [4, S. 187-188]

Im Gegensatz dazu ein anderes Beispiel. Man ruft bei einem Kundenservice an und landet in
der Warteschleife. Im Durchschnitt gelangt man nach drei Minuten in eine offene Leitung.
Jedoch kann man dies im Allgemeinen nicht bestatigen. Immerhin bekommt man keine
konkrete Auskunft {iber die Wartezeit. In diesem Beispiel liegt der Unterschied im Vergleich
zur ersten Annahme darin, dass sich die Erwartungshaltung, trotz der schon gewarteten
Zeit, nicht dndert. [4, S. 188]

Definition: Sei T die Wartezeit, die im Intervall T: Q — [0, + oo[ zufallige Zufallsvariable
ist. Dann bedeutet T ist geddchtnislos, wenn

PUT = t}) = PHT = s+ t}|{T = s})
fir beliebige s, t > 0ist. [4, S. 188]

Aufierdem sollte man die Faustregel bei der Exponentialverteilung immer im Gedachtnis
haben. Diese sagt aus, dass in Fillen, die eine gedachtnislose Wartezeit annehmen lassen,
wie zum Beispiel beim Arzt zu warten oder im Stau zu stehen, die entsprechende Wartezeit
im Mittel pu ergibt. Und genau, wenn solche Umstinde gegeben sind, kann man die

Exponentialverteilung mit dem Parameter 1 := % anwenden. [3, S. 149]

Beispiel: Man will die beste Freundin anrufen, aber wie oft ist es wieder besetzt. Aus
Erfahrung weifd man, dass es 20 Minuten dauern kann, bis man sie wieder erreichen kann.
Daraus kann man aber nicht im Einzelfall darauf schlief3en, dass es in diesem Fall auch eine
gute Viertelstunde dauern konnte. Daher kann man durchaus auf das Modell der
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geddchtnislosen Wartezeit zuriickgreifen. Infolgedessen kann man die eben genannte
Faustregel anwenden. Man mochte in dieser Situation fragen, wie hoch die
Wabhrscheinlichkeit ist, dass man sie schon nach zehn Minuten erreichen kann. [4, S. 191]

—t —t
P({T < 10}) = - [ emdt = —em |3 = 1 — 75 ~ 0,39.[4,5.191]

Also konnte man mit ungefihr 40% Wahrscheinlichkeit rechnen, dass man bereits nach
zehn Minuten beim Anruf auf ein Freizeichen stof3t.

7.3.7 Normalverteilung

Als Letztes wird die Normalverteilung behandelt. Diese Verteilung wird in vielen
Fachbiichern oft als eigenes grofies Kapitel deklariert, weil es sich dabei um eine sehr
umfangreiche Verteilung handelt. Um es genauer auszudriicken, gibt es nicht die eine,
sondern viele Normalverteilungen. Doch die Unterscheidung zwischen den
Normalverteilungen ist oft nur der verwendete Mafdstab. [3, S. 161] In diesem Teilkapitel
wird mit der ,klassischen” Normalverteilung, mit der es mdglich ist, Wahrscheinlichkeiten
mit Hilfe der Binomialverteilung zu approximieren, gearbeitet. [3, S. 161] Oft wird dieser
Typ von Verteilung auch einfach Gaufd’sche Glockenkurve genannt, und beschreibt konkret
diskrete Zufallsvariablen. [10, S. 271] Obwohl de Moivre und auch Laplace die
Normalverteilung entwickelten und ihnen viel Respekt gebiihrt, wurde sie dennoch nach
dem Mathematiker Carl Friedrich Gaufs benannt. Denn er war derjenige, der die in der Natur
auffallig ahnlichen Prozessen zur Gaufd’schen Glockenkurve entdeckte. [10, S. 272]

Fiir die Normalverteilung wichtig sind zwei Parameter. Zum einen der Erwartungswert p
und zum anderen die Standardabweichung o beziehungsweise die Varianz ¢2. [33, S. 112]
Als Definition der Dichtefunktion der Normalverteilung gilt

(x-n)°

e 292 [33,S.113]

1
fNormal;y;a(x) = o\2m

Wie am Anfang des Kapitels schon erwidhnt, gibt es viele so genannte Normalverteilungen.
In diesem Kapitel wird vor allem die Standardnormalverteilung mit den Parametern

Mittelwert ¢ = 0 und der Standardabweichung ¢ = 1 behandelt. Man kann diese Art der
Normalverteilung kurz als N(0, 1) mit der zugehorigen Dichtefunktion

N|NN

fNormal;O; 1(2) =

3
3

schreiben. [33, S. 113]

Die Abbildung 25 zeigt eine charakteristische Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Normalverteilung. Wie man in der unteren Darstellung erkennen kann, handelt es sich bei
der Glockenkurve um eine symmetrische Anordnung der Daten. Das bedeutet ebenfalls, dass
die Halfte der Information reicht, um eine Standardnormalverteilung zu konstruieren. [33, S.
114]
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it T T
3 -2 1 ] 1 2 3 24

Abbildung 25: Gaufd’sche Glockenkurve [33, S. 112]

Flir die Normalverteilung haben Grenzen einen grofien Stellenwert. Diese werden mit Hilfe
der Formel

X=u+o-z

und der Intervalle angegeben. Und danach wird eine Tabelle mit den zugehdrigen z-Werten
zu Hand genommen, um die Wahrscheinlichkeiten zu erfahren. [33, S. 114-116]

Der wohl grofite Vorteil der Normalverteilung ist die mogliche Anndherung durch die
Binomialverteilung. Oft wird gesagt, dass fiir solche Approximationen

n-p=5n-(1-p)=5undn > 20

gelten miisse. Allerdings hat dies keine mathematische Grundlage. In dieser Situation fallt
aber auf, dass es sich hier einerseits um eine diskrete und andererseits um eine stetige
Verteilung handelt. Daher ist es von Vorteil, wenn man die eine Wahrscheinlichkeit von der

Binomialverteilung Ppipom(X = k) durch die andere von der Normalverteilung

Prormar(k — % <X<k+ %) anndhert. Also man passt PpipomX < k) mit

Prorma(X < k + 3)an.[33,5.118]

Als nennenswerte Wissenschaftler an dieser Stelle gelte der Franzose Abraham de Moivre
und Pierre Simon Laplace. De Moivre erweiterte die Anndherung der Binomialverteilung

durch die Normalverteilung fiir p = % Und spater entwickelte Laplace diesen Gedanken

weiter fiireinp € [0; 1].[10,S. 272]

Zentraler Grenzwertsatz: Es sei die Zufallsvariable Z = Z; + Z, + .. + Z,, die Summe
von n unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen Z; mit positiver Varianz.
Z— g

Oz

Ebenso sei T = die standardisierte Zufallsvariable zu Z mit u; = 0, o7 = 1. Dann

gilt

22
lim, ,  P(T < x) = [*_—= e 7 dz.[10,S.288]

n— oo
2m
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8. Zufall und Simulation

In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird man stindig vom Wort Zufall begleitet. Man weif3,
dass es im Vergleich zum Alltag eine Differenzierung zu diesem Ausdruck gibt. Im
mathematischen Sinn besteht ein Zusammenhang mit der Simulation. Solche Simulationen
dienen in der Stochastik dazu, mit Hilfe technischen Einsatzes Zufallsereignisse zu
ergriinden. Durch Computer und andere technische Mittel ist es heutzutage moglich,
tatsachliche Bedingungen nachzuahmen und ein moégliches Ergebnismodell zu konstruieren.
Das Anwendungsgebiet ist duferst bedeutend fiir die technische Entwicklung. [18, S. 148]

Trotz der ausgedehnten Verwendung des Wortes Zufalls bleibt eine genauere Definition fiir
den Begriff aus. Nicht deshalb, weil eine Begriffserklarung unversucht geworden lassen
wadre, aber auf lange Sicht hatte der Definitionsversuch aufgrund der unklaren Bedingungen
keinen Erfolg. So versuchten zum Beispiel Andrei Nikolajewitsch Kolmogorov und Gregory
Chaitin unabhéngig voneinander eine Folge von Zahlen mit der Eigenschaft zufillig zu
definieren. Und zwar meinten die Wissenschaftler, dass es sich genau dann um eine zufallige
Zahlenfolge handelt, wenn es nicht moglich sei, diese durch eine kiirzere Version der
Zahlenserie zu ersetzen. [10, S. 293]

Da es unmdglich ist, ein Zufallsexperiment in der Realitat wirklich unendlich oft zu
wiederholen, um zu einer Annahme zu gelangen, greift man zur Simulation anhand von
Zufallszahlen. Man fiihrt ein Experiment beliebig oft mit dem Computer durch und
beobachtet die erzeugten Ereignisse, um auf ein Ergebnis zu kommen. Dieses Modell,
welches durch stochastische Hilfestellungen Zufallszahlen produziert, wird auch als die
Monte-Carlo-Methode bezeichnet. Der Name ldsst sich vom Casino in Monte-Carlo ableiten.
[23, S. 216] Ein berithmtes, unzdhlige Zufallszahlen beinhaltendes Werk stammt von der
Rand Corporation und tragt den Titel A Milion Random Digits with 100 000 Normal
Deviates. [23,S. 214]

Um in der Wahrscheinlichkeit simulieren zu konnen, braucht man erst einmal eine
Problemstellung, die man mit Hilfe ein stochastisches Musters gliedert. Mit diesem
nachgebildeten Modell werden Zufallsexperimente wiederholt ausgeiibt und die Ereignisse
beschrieben. So gelangt man dann zu einer Behauptung, die man aus den resultierenden
Ergebnissen weiter interpretieren kann. [23, S. 214]

Um Zufallszahlen erzeugen zu konnen, verwendete man frither wie heute spezielle
Algorithmen. Frither wurden Rechenschemen verwendet, wie zum Beispiel die Middle-
Square-Methode oder der Fibonacci-Algorithmus. Jedoch mit der sich entwickelnden
Technik, dnderte sich auch die Form der Erzeugung von Zufallsziffern. Das Rechenverfahren,
welches aktuell weit verbreitet verwendet wird, ist wohl die lineare Kongruenzmethode.
[23,S. 216]

Satz linearer Kongruenzgeneratoren: Ein linearer Kongruenzgenerator erzeugt genau dann
eine Zahlenfolge der maximalen Periode m, wenn folgende Bedingungen gelten: jeder
Primteiler p von m teilt a — 1. Falls 4 ein Teiler von m ist, so auch von a — 1. Die Zahlen b
und m sind teilerfremd. [10, S. 296]
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9. Ein Auszug zur beurteilenden Statistik

Das Themengebiet der Stochastik bietet viele Facetten. Irrtiimlicherweise wird der Begriff
manchmal synonym zu Wahrscheinlichkeit verwendet, jedoch bietet das Fachgebiet der
Stochastik mehr Bereiche an. Wie aus den anderen Kapiteln bereits erkenntlich wurde,
bildet die Wahrscheinlichkeitstheorie blofd einen Bruchteil der gesamten Stochastik. Denn
die drei Unterkapitel, die zusammen das Thema der Stochastik ergeben, sind die
beschreibende Statistik, die Wahrscheinlichkeitstheorie und die nun zu behandelnde
beurteilende oder auch schlief3ende Statistik. [19]

Der praktische Hintergrund der beurteilenden Statistik ist der, dass man aus einzelnen
Daten, die man zum Beispiel mit den Grundlagen der beschreibenden Statistik erhebt, auf
eine grofiere Gesamtheit schliefien kann. Die zu erhebenden Informationen werden dann als
niitzlich angesehen, wenn die befragte Gruppe ein angemessenes Bild der Gesamtheit bildet.
Dabei ist das langerfristige Ziel einer solchen Schatzung das Vorhersagen eines bestimmten
aufweisenden Charakteristikums oder eines in der Zukunft liegenden Ergebnisses. [11, S.
235-236] Diese Kombination, bestehend aus der beschreibenden Statistik und der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung, ist das typische Merkmal der beurteilenden Statistik. [10, S.
310]

Eine relevante Rolle bei der Erhebung von Stichproben und deren Intervallen spielen die
unterschiedlichen Verfahrensmoglichkeiten, eine Annahme aufzufassen. Dabei gibt es zum
einen die Punkteinschatzung, die eine konkrete Information auffasst. Und zum anderen die
Intervallschatzung. Wie der Name schon verrat, gibt man bei dieser Darstellungsform ganze
Intervalle von Wahrscheinlichkeiten an. Diese Art bietet den Vorteil eines Spielraumes an.
Und zuletzt trennt man von den bereits genannten Gebieten die des Hypothesentests.
Hierfiir werden Behauptungen aufgestellt und die richtige Hypothese wird mit einer
geringen Chance abgelehnt. [11, S. 239]

Anhand eines Beispiels sollten die Eigenschaften der diversen Verfahrensarten klar gestellt
werden. Angenommen man untersucht ein spezielles Merkmal an verschiedenen Personen.

Dabei beschreibt die Wahrscheinlichkeit P € [0, 1], ob die oder der Untersuchte dieses
Charakteristikum besitzt oder nicht. [11, S. 239] Die Stichprobe umfasst die Menge von

X1, X3, ..., X10,dahern = 10. Die Untersuchung ist binomialverteilt mit bin(1, p).

Interpretiert man dieses Beispiel jetzt entsprechend der Punktschitzung, dann wiirde nach

dieser Art die Losung
1 10
TR

lauten. [11, S. 239]
Gemaf3 der Intervalleinschatzung wiirde man die Angabe
P(P € [u, o]) = 0,95

machen. [11, S. 239]
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Und im Hinblick auf den Hypothesentest wiirde man zum Beispiel die Annahme meinen,
dass die Wahrscheinlichkeit P, dass die Person das spezielle Kennzeichen aufweist, weniger
als 5% betragt. [11, S. 239]

Als ein solches Beispiel, welches fiir die Anwendung der beurteilenden Statistik
charakteristisch ist, kann man folgendes verwenden: In der Pharmabranche wird ein neuer
Impfstoff gegen eine gewisse Krankheit getestet. Dabei stellt man sich die Frage, ob die neu
entwickelte Substanz hilfreich gegen die Symptome ist und die Zahl an Erkrankten
verringern kann. Es sind fiir den modernen Test keine neuen Nebenwirkungen bekannt und
er soll deshalb an Kindern getestet werden. Nun lauten die zu behandelnden Fragen, zum
einen, wie man eine Untersuchung durchfiihren soll, und zum anderen, ab welchen Grenzen
der neue Impfstoff einen Erfolg liefert. [10, S. 309]

9.1 Parameterschitzung

Im einfiihrenden Teil dieses Kapitels wurden bereits erste Erklarungen zur Punktschiatzung
und Intervallschitzung gegeben. An dieser Stelle werden die beiden Themenpunkte noch
weiter ausgefiihrt und konkretisiert. Dennoch muss man zuerst den Begriff der
Parameterschatzung etwas genauer erklaren. Bei dieser Methode ist es das Ziel, dass man
aus einer Gesamtmenge von Paramatern die Informationen schliefdt, die man aus der
Stichprobe erlangt. [10, S. 311]

Um eine Punktschitzung durchzufithren, wird mit der Maximum-Likelihood-Methode
gearbeitet. Dieses Verfahren geht auf Sir Ronald Aylmer Fisher zuriick, dem ein grofRer Teil
der Entwicklung der Mathematik im vorigen Jahrhundert zugeschrieben wird. Zwar war die
Anwendung schon anderen, wie Gaufd bekannt, aber Fisher analysierte das Vorgehen auch.
[10,S.321]

Angenommen man untersucht 100 Glithbirnen, die man zufallig auswahlt, aus einer 15 000
Stiick Produktion. Es handelt sich dabei um ein binomialverteiltes Modell mit den
Parametern n = 100 und dem noch unbekannten Wert «, der angibt, ob es sich um eine
funktionstiichtige Gliithbirne handelt oder nicht. Unter diesen 100 zufdllig ausgewdhlten
Glihbirnen verstecken sich 3, die kaputt sind. [10, S. 319] Man beschreibt das
binomialverteilte Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit

PZ=3)= () (1=

10, S. 319]

Z reprasentiert die Menge der nicht funktionierenden Glithbirnen. Man erkennt, dass diese
Unbekannte a eine entscheidende Rolle fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit spielt.
Da die gefragte Wahrscheinlichkeit nach Z = 3 fragt, wire es plausibel, fiir a einen
Messwert anzugeben, der diese gesuchte Wahrscheinlichkeit am ehesten beschreiben
konnte. Dadurch entsteht eine Extremwertaufgabe, die abhdngig von der Unbekannten « ist
und man gelangt zur folgenden Likelihood-Funktion

100 — 3.

Ly: (0;1) - (0; 1), @ » Ly(a) = (3°) - a® - (1 — a) [10, S. 320]
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Wie die Funktion L; ausschaut, erkennt man in der Abbildung 26. Die Werte fiir « werden

im Intervall von [0; 0,15] visualisiert, weil die Wahrscheinlichkeit fiir ein weiteres Intervall
gegen 0 konvergieren wiirde. Die Likelihood-Funktion abgeleitet ergibt

100

3)~3~a2~(1—a)97+(120)~a3~97-(1—a)96-(—1)

L@ =

_ (100

3).az.(1—a)96~(3-(1—a)—a-97)

_ (120) Cq? - (1 _ a) % (3 — 100 - a).[lO, S. 320]

Und so kommt man zur Lésung, dass die erste Ableitung nur dann 0 entspricht, wenn
a = %annimmt. [10,S.320]

o Lim
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Abbildung 26: Maximum-Likelihood-Methode [10, S. 320]

Es gibt aber noch zusatzliche Alternativen zu der bisherigen Methode, die man beim Suchen
der Wahrscheinlichkeit mit unbekannten Parametern benutzen kann. Dabei gibt es aber
bestimmte Kriterien, die zu erfiillen sind. Man sollte fiir eine ideale Schitzung den
unbekannten Parameter so weit wie moglich treffen konnen (Erwartungstreue). Bei
zunehmender Grofle der Stichprobe sollte das Schitzen immer pointierter werden
(Konsistenz) und man muss erfolgreicher beim Schitzen sein als bei alternativen Annahmen
(Effizienz). [10, S. 324]

Definition Erwartungstreue und Konsistenz einer Schatzfunktion: T;, sei eine Schatzfunktion
bei Stichprobenumfang n fiir den Parameter .

1. T,, heifdt erwartungstreu oder unverzerrt, wenn E(T,,) = ngilt,

2. T,, heif3t konsistent, wenn fir jedes ¢ > 0 giltlim_ _ P(|Tn — I]l < e) = 1.[10, S.
324]

Auch wenn die gerade beschriebene Funktion der Punktschitzung in gewisser Hinsicht
Vorteile aufweist, ist die Leistung nicht ganz zufriedenstellend. Denn in der Praxis erhalt
man nur in einzelnen Fallen die wirklich genaue Losung fiir den gesuchten Parameter. Um
diesen Nachteil zu umgehen, wird die Intervallschitzung verwendet. [10, S. 325]
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Wenn man das Beispiel mit den 15 000 zu untersuchenden Gliihbirnen nochmals betrachtet:
Die Losung war ¢ = % fiir den unbekannten Parameter. Aber durch dieses Ergebnis kann
man nur aufder Acht lassen, dass unter dieser Gesamtanzahl von Glithbirnen weniger als
eine Menge von 3 und mehr als 14 903 unbrauchbar sind. Daher kann man das Intervall

3 14903

[, = < < =:]
U= T5000 = %= 15000 0

angeben und die entsprechende Wahrscheinlichkeit schreibt man als

an. [10, S. 325] Der Sinn der Intervallschitzung ist es, dass man ein Intervall angibt, in
welches der gesuchte Parameter mit hoher Wahrscheinlichkeit hineinfillt. [10, S. 326]

Man kann innerhalb der Intervallschidtzungen zwischen ganzseitigen, linksseitigen und
rechtsseitigen Grenzen sprechen, je nachdem wie die Fragestellung lautet. Bei der Frage, wie
hoch die Wahrscheinlichkeit der kaputten Gliihbirnen mindestens sei, kann auf eine
rechtsseitige Intervallschitzung gedeutet werden. Oft weisen zweiseitige Grenzen eines
Intervalls auf eine symmetrische Angabe hin.

Ebenso wichtig bei der Intervallschatzung ist die Wahrscheinlichkeit §, die angibt, wie hoch
die Wahrscheinlichkeit ist, dass das Intervall den unbekannten Parameter umfasst.
Dementsprechend kann man die Wahrscheinlichkeiten

P(ly <n<ly) =6,
P(— < n <1Ip) > §und
P(ly <n<ow =96
annehmen. Die Wahrscheinlichkeit § bezeichnet man auch als das Vertrauensniveau

beziehungsweise Konfidenzniveau. Demgemaf hat das Intervall mit der Wahrscheinlichkeit
6 den Namen Vertrauensniveau und auch Konfidenzintervall. [10, S. 326]

9.2 Hypothesentests

Beispiel: 7ea tasting lady. Eine Dame aus England behaupte, dass sie bei ihrem Tee genau
erkennt, ob zuerst die Milch oder der Tee eingegossen wurde. Da sie diesen Unterschied der
Mischung am Geschmack merken wiirde. Um ihre Behauptung zu tiberpriifen, wird ihr n Mal
jeweils eine Tasse mit der Mischung zuerst Milch dann Tee und zuerst Tee dann Milch
prasentiert.

Diese Durchfiihrung des Experiments kann man mit dem eines Miinzwurfs gleichsetzen und
man kann die Wahrscheinlichkeit P, dass sie die Teemischung erkennt, als Hy: P = % oder
Hi: P > % schreiben. Fiir das Experiment werden der Dame n = 20 Paare Tassen gezeigt

und man glaubt ihrer Behauptung genau dann, wenn sie mindestens k = 14 Mal die
richtige Anordnung durchschaut. Errat sie nur weniger als 14 Kombinationen, so zweifelt
man an ihrer Glaubwirdigkeit. Daher kann man die Hypothese H; mit der Aussage
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S0 = 14 und andernfalls die Nullhypothese H, mit S,, < 13 interpretieren. [18, S. 233-
234] Die dazugehorige Wahrscheinlichkeit sei gegeben durch

In k@) = Py(Sp = k) = Z};K(}‘) -pl - (1 - p)n_j.[18, S. 234]

Der Bereich der Hypothesentests war vor allem fiir die Geschichte der Statistik in der
Mathematik sehr bedeutsam. Eine wesentliche Rolle spielt das Testen von Hypothesen
insgeheim in wissenschaftlichen Gebieten. Denn man versucht durch eine Hypothese eine
Annahme durch Erfahrungen und Versuchsausgiange zu verallgemeinern und zu bestatigen.
Dabei ist es naheliegend, dass man eine Hypothese verwirft beziehungsweise beibehalt,
wenn sie den Informationen aus den Stichproben entweder nicht entspricht oder eben
schon entspricht. [10]

Grundsatzlich formuliert man zundchst einmal fiir eine solche Anwendung eine Null-
hypothese. Diese Aussage gibt das Gegenteil der Hypothese an und man gibt ihr den Namen
Hy. Jedoch ist es in manchen Fillen gar nicht so leicht, zwischen Nullhypothese und
alternativer Hypothese zu unterscheiden. Das Problem wird auch als statistisches
Testproblem bezeichnet. [11, S. 267-268] Ein Beispiel ware fiir die Nullhypothese die
Aussage, dass die durchschnittliche Fiillmenge kleiner oder gleich y, ist. Dementsprechend
wiirde die Hypothese, die das Gegenteil davon aussagt, lauten, dass die durchschnittliche
Flllmenge grofier als p ist. [11, S. 268]

Im Allgemeinen laufen Hypothesentests immer nach demselben Schema ab. Es werden
Nullhypothese und alternative Hypothese formuliert. Ausgehend von einer Stichprobe
werden die Daten T berechnet. Zusatzlich kennt man eine Grenze c, die entscheidend fir das
Verwerfen oder Beibehalten einer Hypothese sind. Dann kann man gemafd der Annahme

verwerfe H,, falls T > ¢ entscheiden. [11, S. 270]

Dennoch bleibt immer ein gewisser Grad an Ungenauigkeit bei solchen Tests haften und so
kann man sich nie wirklich ganz sicher sein, da diese Aussagen eine gewisse Anfalligkeit fiir
Fehler mit sich bringen. Man differenziert sie allerdings untereinander, wie man in der
Tabelle 7 erkennen kann.

Tabelle 7: Fehlerarten der Hypothesentests [11, S. 270]

Nullhypothese H, Alternative H4
H, Richtig Fehler 2. Art
beziehungsweise -Fehler
H, Fehler 1. Art Richtig
beziehungsweise a-Fehler

Man spricht also von einem Fehler der 1. Art, wenn man falschlicherweise die Hypothese H;
als richtig annimmt, obwohl die Nullhypothese H, die korrekte Entscheidung ware.
Umgekehrt, tritt der Fall des Fehlers 2. Art ein, wenn man statt der Hypothese H; die falsche
Nullhypothese Hy verwendet. [11, S. 270] Man sollte an dieser Stelle die Aufmerksamkeit
auf die verwendete Wahrscheinlichkeit lenken. Immerhin handelt es sich bei der Deutung
der Fehler um das Berechnen von bedingten Wahrscheinlichkeiten. [10, S. 341]
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Um einen beschrankten Bereich zu erhalten, ermittelt man eine obere Schranke ¢ € (0, 1).
Diese Schranke wird im Falle fiir die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art angewandt und
muss

g) < «a

erfilllen. Diese Vorschrift wird Signifikanztest des Signifikanzniveaus « genannt.
Normalerweise sind die Angaben von 0,01 bis 0,1 hier gelaufig. [18, S. 238-239]

Auflerdem muss man im Hinblick auf Hypothesentests die Glitefunktion g formulieren. Man

definiert sie als g(x) = P(T € V|p = x). Die Giitefunktion ist zustandig fiir die Fehler 1.
Arts. [10, S. 347]

Wenn man anhand des vorigen Beispiels, welches mit 15 000 Gliihbirnen angegeben war,
nun nochmals auf das Testen eingeht, so wiirde zum Beispiel die Nullhypothese
Hy: P < 0,01 lauten. Denn so kann der Verkdufer behaupten, dass héchstens 1% seiner
Bestellung nicht funktionstiichtig ist. Demnach wiirde man den Alternativtest H;: P > 0,01
beschreiben. Zusidtzlich benotigt man ein Signifikanzniveau a. Angenommen in diesem
Beispiel betragt « = 0,04. Dabei spricht man in diesem Fall von einem rechtsseitigen Test,
weil man die Hypothese mit ,hdochstens ein Prozent sind kaputt® formuliert hat.
Angenommen man untersuche von der Lieferung 100 Stiick der Glithbirnen. [10, S. 348]

P(T = k|p = 001) = %1%, (*]°) - 0,01°- 0,991~ < 0,04.[10, S. 349]

Mit Hilfe der entsprechenden Tabelle erhilt man den korrekten Wert fiir k = 4
P(T = 4|p = 0,01) =~ 0,0184.[10, S. 349]

Daher kennt man jetzt auch den Verwerfungsbereich V = {4; ..; 100}. Die
Wahrscheinlichkeit, dass sich unter den 100 getesteten Gliihbirnen mindestens drei defekte
befinden, liegt bei ungefahr 7,9%. [10, S. 349]

Wichtig zu beachten beim Testen von Hypothesen sind die Fehler, die auftreten kénnen. Vor
allem beim Fehler 1. Art muss ein besonderes Augenmerk auf das Signifikanzniveau gelegt
werden, da das Intervall dadurch eine obere Grenze erhilt. [10, S. 353]

In den letzten Entwicklungen hat der Einfluss der Alternativtests oder auch Signifikanztests
genannt, sehr an Interesse gewonnen, sodass andere Bereiche der beurteilenden Statistik,
wie zum Beispiel die Parameterschitzung, an Bedeutung verloren haben. [10, S. 357] Oft
wird in den Wissenschaften argumentiert, dass das Arbeiten mit Hypothesen konzeptlos
wirkt, da man von der eigenen Intuition ausgehend eine Behauptung aufstellt. In der
Geschichte hat sich bis heute die Methode der Falsifizierbarkeit bewéahrt. Denn diese Art des
Denkens fordert, dass man bei jeder Situation auch einen Riickschlag erleiden kénnte. Eine
solche Betrachtung des Zusammenhangs geht auf Sir Karl Popper und den kritischen
Rationalismus zuriick. [10, S. 358]
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9.3 Chi-Quadrat-Test

Der Chi-Quadrat-Test, kurz auch y2-Test geschrieben, wurde von Karl Pearson hervor-
gebracht. Dieser Test ist einer der am langsten verwendeten Tests in der Statistik, da er
bereits Ende des 19. Jahrhunderts entwickelt wurde. Fiir das Testverfahren wird gepriift,
wie die relativen Haufigkeiten mit hypothetischen Wahrscheinlichkeiten multinomial
miteinander harmonieren. [18, S. 247] Der y2-Test basiert auf einer eigenen Verteilung und
zwar der so genannten y2-Verteilung. [10, S. 360]

Wenn man sich nochmal den Versuch einen Miinzwurfsimulation vor Augen ruft, dann kann
man die beiden Wahrscheinlichkeiten fiir P(Kopf) = P(Zahl) = % festlegen. In diesem

Fall beobachtet man ein Experiment nun mit s denkbaren Versuchsausgiangen und stellt

dies mit der Menge Q = {1, 2,, ..., s} dar. Es ware moglich, dass es sich dabei um das
Beispiel mit einem Wiirfel und der Ereignismenge Q = {1, 2, ..., 6} handelt, wobei die
jeweilige Wahrscheinlichkeit fiir die moglichen Augensummen

P(1) = P(2) = .. = P(6) = % betragt. Dabei beniitzt man in vielen Fillen zur

Bearbeitung solcher Angaben den y?2-Test. [10, S. 360]

Als Erklarung soll ein Beispiel mit Wiirfeln behandelt werden. Es gibt die mdglichen

Wabhrscheinlichkeiten P;, P,, ..., P; fiir die moglichen Augensummen 1, 2, ...,6. Die
Nullhypothese H, beschreibt die Situation, dass es sich dabei um einen Laplace-Wiirfel
handelt und es wird entsprechend geschrieben

Ho: "P; = P(Z = i) = % fiiri = 1,2, .., 6".[10,5.361]
Der Wiirfel wird n = 600-mal geworfen und man erhélt folgende Tabelle 8:

Tabelle 8: Ausginge des Werfens mit einem Wiirfel [10, S. 361]

i 1 2 3 4 5 6

Anzahl 121 92 76 109 95 107

Dabei wird die multinomiale Wahrscheinlichkeit durch
P(Xy = kynX,= ko . nXe = ke |py = py = .. ps = <) verkrpert. [10,S.361]

Wenn die Nullhypothese H,, als richtig angesehen wird, dann schreibt man

P(Xl = kl AXZ = k2 AN /\X6 = k6|p1 = pz = .. = p6) =
O B S I O N
 \ky, ky, o, ke 6 6 6

= (o) - O = (2 - () nos361]

key ke, ke
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Eine praktische Methode zur Berechnung ist die Annahme, dass die moglichen Ausginge
1, 2, ..., s mit der Wahrscheinlichkeit p,, p,, ..., ps berechnet werden kénnen und dabei

die Zahlen fiir i = 1, 2, ..., s exakt a; oft geschrieben werden konnen. [10, S. 362] Im
Allgemeinen kann behauptet werden, dass aufgrund des Erwartungswertes und dessen

Abhdngigkeit von der Anzahl s der Ereignisse, der Ausdruck s — 1 die Menge der
Freiheitsgrade angibt. [10, S. 364]

Vor allem der Anndherung der Wahrscheinlichkeit P(T,, = ¢) mit Hilfe des Integrals

s—3

lim,  ,P(T, = ¢c) = fcmfs_l(t)dtmitfs_l(t) =K-ez-tz

wird eine besondere Bedeutung durch Pearson zugeschrieben. Und mit der reellen
Konstante, die durch

f fa(dt = 1
0

bestimmt ist, wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung y2-Verteilung mit s — 1 Freiheits-
graden ermittelt. Voraussetzung fiir eine solche Anwendung ist ein geniigend grofies n. [10,
S.364]
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10. Intuition und Wahrscheinlichkeit - Freund oder
Feind?

Oft ist die menschliche Intuition eine grofde Hilfe. In der Mathematik ist dieses Phanomen
des Instinktes keinesfalls ausgeschlossen. Es ist in bestimmten Fragestellungen durchaus
eine Unterstiitzung und fiihrt zu einem richtigen Ansatz das Problem zu l6sen. Mit solchen
Vorkenntnissen wird jede und jeder quasi im tdglichen Leben konfrontiert. Sie sind die
Ursache dafiir, dass die Intuition einen wichtigen Beitrag zum Verstindnis und der
Handhabung von Problemen leistet. Denn es ist bekannt, dass Sachverhalte und
mathematische Zusammenhénge leichter anhand des eigenen Arbeitens und mit Hilfe des
Verstandnisses und der Logik erklart werden konnen.

Einerseits wirken die Begriffe der Intuition und der Stochastik beziehungsweise allgemein
ausgedriickt der Mathematik nicht kompatibel. Andererseits stehen die beiden Ausdriicke in
Verbindung miteinander. Dabei begegnen sich einander Naturwissenschaft und menschliche
Einschatzung auf Augenhoéhe. Auch wenn der erste Eindruck tduscht, so kdnnen die
Mathematik und die Intuition durchaus miteinander in Verbindung gebracht werden. Dabei
sollen die korrekten mathematischen Definitionen und Beweise nicht zu Verwirrungen
fithren, sondern, im Gegenteil sollen sie helfen die Intuition und die naiven Vorstellungen
der Schiilerinnen und Schiiler zu bestarken. [7, S. V] Insbesondere als Lehrperson tragt man
fir diesen Prozess eine grofde Verantwortung. Denn man darf in dieser Phase des
Lernprozesses die Auffassung der Jugendlichen nicht beschrianken oder gar unterdriicken.

Die allgemein iiblichen Begriffserklarungen sind zu akzeptieren und dahingehend formuliert
worden, weil das Bauchgefiihl doch nicht wissenschaftlich bewiesen ist und zu Fehlern
fuhren kann. Solche Irrtiimer, die man durch ein falsches Gefiihl, verursacht, sind vor allem
in der Stochastik weit verbreitet. Die Fachgebiete der Statistik und der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zadhlen zu den unterschatzen Themen der Mathematik. Deshalb wird oft die
Meinung vertreten, dass man durchaus ausschliefdlich mit Hilfe der Intuition zu einer
richtigen Deutung der Problemstellung gelangt.

Dessen ungeachtet, bendtigt man in der Stochastik beide Komponenten, um auf eine
Antwort zu kommen. Sowohl die statistischen und wahrscheinlichkeitstheoretischen
Elemente als auch den Instinkt. Nur durch ein Wechselspiel beider Gegenstande kann man
mit dem Thema richtig umgehen. Denn nicht nur die Mathematik, sondern auch die Intuition
und somit die Philosophie verbindet die Existenz der Dinge. [7, S. 19] Zum einen spiegelt
diese Aussage im Hinblick auf die Mathematik die Realitdt und das Modellbilden wider. Und
zum anderen reprasentiert der Instinkt die damit verbundenen Vorstellungen, die man mit
dem Fachgebiet intuitiv erstmals in Verbindung bringt. [7, S. 19-20]

Besonders in der Statistik und der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird man mit dem
Ausdruck der Intuition mehr als in anderen Fachgebieten in der Mathematik konfrontiert.
Dies wird durch die Differenzierung innerhalb der Wahrscheinlichkeitstheorie begriindet.
Auf der einen Seite gibt es Unterstiitzer der subjektivistischen Ansicht, auch Bayes-Ansatz
genannt, und zum anderen wird die Auffassung der Objektivisten, die auch als klassischer
Ansatz bekannt ist, akzeptiert. [7, S. 21]
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Die beiden verschiedenen Meinungen unterscheiden sich in ihrer Interpretation. Die
Antwort auf eine Problemstellung sollte zum gleichen Ergebnis fithren. Nur die jeweilige
Deutung des Ergebnisses variiert je nach Anschauung. Bei der Auffassung der
subjektivistischen Art basiert der Ansatz auf Informationen, die vor der Verteilung
beziehungsweise dem Experiment angenommen werden. Hingegen gilt im klassischen
Ansatz nur das Erfassen von objektiven Fakten als gewinnbringend. Dadurch wird dem
Arbeiten mit relativen Haufigkeiten ein hoher Stellenwert zugeschrieben. [7, S. 357-358]

Trotzdem fithren die intuitiven Vorstellungen oft zu Irrtimern und Fehlvorstellungen. Der
Grund fiir solche Irrefithrungen wird durch die besonders in der Wahrscheinlichkeitstheorie
auftretenden Paradoxa, intensiviert. [7, S. 30] Auch wenn widerspriichliche Aufgaben in den
meisten Fillen fiir den Betrachter komplex und unsinnig erscheinen mégen, so haben sie
einen tiefen Hintergrund. Auf Grund der vernunftwidrigen Aufgabenstellungen wird aber
gleichzeitig der Denkvorgang gefordert und gefordert. Gerade in dieser Phase des
Lernprozesses spielt die Intuition eine grofde Rolle fiir das Verstidndnis. Denn solche
Paradoxa besitzen eine starke Verbindung mit dem Instinkt. Jedoch sollte man dahingehend
immer beachten, dass das Bauchgefiihl in vielen Fallen zwar hilft, aber gerade in
Angelegenheiten, die die Mathematik betreffen, man der Intuition allein nicht trauen sollte.
Werden jedoch die beiden Elemente, zum einen der Instinkt und zum anderen das
mathematische Modell, welches hinter dem Problem steckt, kombiniert, so wird es keine
Probleme geben, eine ungew6hnliche Fragestellung 16sen zu kénnen.

Allerdings ist zu beachten, dass der Einfluss der Intuition im Leben und vor allem in der
Mathematik eine bedeutende Rolle spielt. Es ist nicht generalisierbar, dass die Vorstellung
eines jeden Menschen die gleichen Gedanken mit sich bringt. Die Macht der Intuition ist
vielfdltig und deshalb bietet sie auch einen grofien Anwendungsbereich an. Dennoch sind
intuitive Ideen leitend fiir die Mathematisierung des stochastischen Denkens.

Was die Stochastik von anderen Fachgebieten der Mathematik wie der Algebra oder der
Analysis unterscheidet, ist das Fehlen der Operationalisierbarkeit. [7, S. 37] Das Arbeiten
mit natlrlichen Zahlen, zum Beispiel, prasentiert ein anschauliches Handhaben
mathematischer Objekte. [7, S. 37] Das Addieren oder Subtrahieren mit ihnen erscheint
logisch nachvollziehbar. Anders verhalt es sich in der Stochastik. Vor allem im Bereich der
Wahrscheinlichkeitstheorie erweisen sich die Aussagen iiber Sachverhalte als unsicher und
konturlos. Die Probabilitit bei einem Gewinnspiel zu siegen, besitzt immer den
Beigeschmack einer gewissen Unsicherheit und Vagheit. Aus diesem Grund erlaubt es der
Bereich der Wahrscheinlichkeit nicht mit Ansidtzen der Vorstellung eine Situation
dementsprechend zu erklaren. Es fehlt die Sicherheit und die Gewissheit dafiir, dass man
mit stochastischen Modellen hantieren kann. [7, S. 38]

Einen wichtigen Beitrag fiir das Vertrauen in die zweifelhaften Annahmen, die man fiir die
Wahrscheinlichkeit gebrauchen kann, steuert die Erfahrung der bereits bekannten
Ergebnisse von Experimenten bei. Zwar bleibt trotzdem ein Grad an Ungewissheit an der
Theorie haften, aber nichts desto trotz kann man sich an ein sich wiederholendes Muster
klammern. Daher ist es moglich die Heuristik ausgehend von bestimmten harmonischen
Rhythmen zu bestarken. [7, S. 41]
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Dabei kann man klare Strukturen in der Wahrscheinlichkeitstheorie definieren, die bei der
Berechnung und der Interpretation von stochastischen Problemen einen wichtigen Beitrag
leisten. Ausgehend von symmetrischen Erscheinungen kann man von einer Behauptung auf
die Gesamtheit erschliefien. Diese wiederum ermoglicht eine Schlussfolgerung, bevor ein
Ergebnis bekannt wird. Es handelt sich dabei um eine a priori Einschiatzung der
Wabhrscheinlichkeit. Andererseits kann man mit Hilfe von Haufigkeiten die Chance, dass ein
bestimmtes Ereignis eintritt, vermuten. Weiters kann man mit Hilfe des individuellen
Glaubens eine Moglichkeit ausdriicken. Dieses Konzept ist stark von subjektiven
Erfahrungen gepragt und beansprucht das personliche Denkvermoégen. Eine weitere
Methode Wahrscheinlichkeiten zu interpretieren ist die durch Axiome definierte
Betrachtung des Kapitels. Den Aufbau der formalen Anschauung kann man einerseits als
sehr strukturiert und organisiert beschreiben, aber andererseits vernachlassigt diese Art die
Deutung der Chancen. [7, S. 87-91]

Vor allem der Bayes-Ansatz wird von der Intuition bedeutsam gepragt und beeinflusst.
Insbesondere ist es moglich das Phanomen der bedingten Wahrscheinlichkeit anhand des
Chancenverhaltnisses sinnvoll zu erldutern. Durch die zusitzliche Information, die bei
bedingten Wahrscheinlichkeiten als Hilfestellung bekannt ist, wird der Zusammenhang neu
organisiert und dies ermdglicht eine einschridnkende Darstellung des Problems. [7, S. 177]
Die Formel der bedingten Wahrscheinlichkeit, aber auch der weiterfithrende Term des
Bayes-Theorems, unterstiitzt durch die intuitive Vorstellung das Verstehen und
Interpretieren eines auf den ersten Blick komplex wirkenden Zusammenhang. [7, S. 178]

In diesem Kontext wird die bedingte Wahrscheinlichkeit auch dazu eingesetzt, die Begriffe
der stochastischen Unabhdngigkeit und der Multiplikationsregel zu illustrieren und zu
simplifizieren. Als eigenstindige Begriffserklarungen wirken die beiden Begriffe fiir sich
auflerst komplex und unbrauchbar. Jedoch betrachtet mit der Definition der bedingten
Wabhrscheinlichkeit wird die Folgerung daraus erkenntlich. [7, S. 179]

Unumganglich fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit, aber auch allgemein fiir die gesamte
Wabhrscheinlichkeitstheorie ist der Begriff Unabhadngigkeit. Zum einen verlangt man in der
Wabhrscheinlichkeit Unabhangigkeit fiir das Ausfithren von Zufallsexperimenten. Und zum
anderen wird bei der bedingten Wahrscheinlichkeit die Abhangigkeit zweier Ereignisse
gefordert. [7, S. 188]

Eine Folge die, insbesonders die bedingte Wahrscheinlichkeit mit sich bringt, ist die
Spekulation liber mehrere Ergebnisse eines Zufallsexperimentes. Zum Beispiel erschien
beim Roulette-Tisch bereits mehrere Male hinter einander die Farbe Rot. Als Spielerin
beziehungsweise als Spieler wird man vermuten, dass nach so vielen roten Runden nun bald
die Farbe Schwarz eintreten wird. [7, S. 191] Dieser Gedankengang prasentiert das typische
Denken, welches durch den Einfluss der vorherigen Ergebnisse beeintrachtigt wurde. Denn
als Besucherin oder Besucher eines Casinos weiff man im Allgemeinen, dass die
Wahrscheinlichkeit, dass die Kugel auf ein schwarzes oder auf ein rotes Feld fallt,
unabhéngig von den Ausgdngen davor ist. Die dazugehorige Wahrscheinlichkeit ist ja durch

P(rotes Feld) = % = P(schwarzes Feld) gegeben. In vielen Fillen wird sich in der

Situation eine Casinogeherin oder ein Casinogeher nach einer gewissen Zeit gefragt haben,
wie hoch die Wahrscheinlichkeit fiir Schwarz ist, wenn in den letzten Runden Rot erschien.
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Diese Frage reprasentiert allerdings nichts anderes als die bedingte Wahrscheinlichkeit, fiir
die man schreibt

P(Kugel fallt auf Schwarz|Kugel ist auf Rot gefallen). Und diese Wahrscheinlichkeit
beschreibt eine ganz neue Situation, die von einem bereits eingetretenen Ereignis
beeinflusst wird. Gerade diese Eigenschaft macht den Vorteil der bedingten
Wabhrscheinlichkeit aus. Gleichzeitig wird dieser Charakter jedoch von einigen in der Praxis
nicht erkannt. Oder anders gesagt, empfinden viele Menschen diesen Nutzen nicht als
Unterstiitzung, sondern oft sorgt er fiir Verwirrungen und Missverstandnisse.

Die Bayes-Regel ist vor allem fiir den subjektivistischen Ansatz der Stochastik ein wichtiger
Bestandteil. Jedoch wird der Satz von Bayes auch in der klassischen Auffassung des Themas
verwendet. [7, S. 226] Dadurch, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit sowohl fiir die
individuelle Intuition als auch fiir die formale Operationalisierung einen essentiellen Beitrag
leistet, bringt diese Methode der Berechnung von gewissen Chancen einen grofden. Dariiber
hinaus liefert der Satz von Bayes noch weitere Ergidnzungen im Hinblick auf die
beurteilende Statistik. Denn es werden Annahmen beziehungsweise Hypothesen aufgestellt,
die mit Hilfe von bereits eingetretenen Ereignissen in ihrer Wahrscheinlichkeit beschrankt
werden. [7, S. 226]

Trotzdem bleiben die Fehlvorstellungen in der Stochastik, und im Speziellen die durch die
bedingte Wahrscheinlichkeit verursachten in der Praxis nicht aus. Dies ist wohl darauf
zurlckzufiihren, dass die mit der Mathematik in Verbindung gebrachten Intuitionen oft
nicht viel iber den Sachverhalt aussagen. Fiir diesen Nachteil des Begriffs der
Wabhrscheinlichkeit sind die grundlegenden Axiome unterstiitzend. [7, S. 260] Allerdings
weist dieser Zugang wiederum einen Widerspruch in sich auf. Auf der einen Seite wird
durch fundamentale Begriffserklarungen ein Einstieg in das Thema erleichtert. Auf der
anderen Seite wird der Ansatz, besonders in Bezug auf die Wahrscheinlichkeitstheorie,
intuitiv erlautert. [7, S. 261] Denn durch das unterbewusste Verstdndnis und die Vorstellung
wird der Zugang zu einem neu gelernten Thema leichter geformt.

Beispiel: Beim Ort eines Verbrechens werden auf einer Leiche Blutspuren entdeckt. Das Blut
kann mit einer Wahrscheinlichkeit von 100% durch das DNA-Programm der gesuchten
Person richtig zugeordnet werden. Die Chance, dass bei dieser Analyse eine Unschuldige
oder ein Unschuldiger zur Rechenschaft gezogen wird, betragt 0,0001%. In dieser Situation
passt die Probe des Angeklagten mit der gefundenen Blutspur zusammen. Nun stellt sich die
Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit hat man tatsachlich den Schuldigen gefunden? [34, S.
123-124] Es wird mit Hilfe der Formel von Bayes die Annahme iiberpriift. Es sind folgende
Aussagen zur Berechnung bekannt:
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P(V) = 0,0001%, beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallige Person unter
Verdacht steht;

P(V) = 99.9999%, betrigt die Gegenwahrscheinlichkeit, dass die verdéchtige Person nicht
der Tater war;

P(B|V) = 100%, gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass unter der Bedingung, dass es
sich um die verdachtige Person handelt, auch die Blutprobe iibereinstimmt;

P(B|V) = 0,0001%, entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass die Blutspur eines
Unschuldigen mit der Probe am Tatort libereinstimmt. [34, S. 124]

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit lautet: Wie hoch ist die Chance, dass die Verdachtige
beziehungsweise der Verdachtige am Tatort war und die Blutspuren vor Ort mit ihrer oder
seiner Blutgruppe iibereinstimmen? [34, S. 124] Kurz:

P(BIV) - P(V)

P(V|B) = P(B|V) - P(V) + P(B|V) - P(V)

0,1-0,000001
= = 0,5.[34,S. 124]
0,1-0,000001 + 0,000001 - 0,999999

Uberraschenderweise betrigt die Wahrscheinlichkeit, dass die Blutspur mit der DNA-Probe
des Verdachtigen libereinstimmt lediglich 50%. [34, S. 124] Dieses Beispiel visualisiert die
oft vorkommende unerwartete Wendung. Rein intuitiv hitte man vermutlich wegen der
geringen Wahrscheinlichkeit von 0,0001% eines Unschuldigen das Ergebnis fiir viel sicherer
eingeschatzt.

Doch hat diese Methode, einen stochastischen Sachverhalt zu berechnen, nichts mit
Vertrauen zu tun. Es ist die blofRe Anwendung der Formel der bedingten Wahrscheinlichkeit
oder besser gesagt der Einsatz des Bayes-Theorems. Durch diese Regel wird das Ergebnis
eben von bereits bekannten Informationen beeinflusst. Das bedeutet aber noch lange nicht,
dass man den intuitiven Einblick und Vorstellungen gegeniiber der Wahrscheinlichkeit
unberticksichtigt lassen darf.

Besonders vernachlassigt wird der Zugang zur Stochastik liber die eigene Intuition in der
Schule. Doch gerade fiir Schiilerinnen und Schiiler zeigt sich ein intuitiver Einstieg in das
Thema als eingédngig. Es sollte auf die Vorstellungen der Jugendlichen explizit eingegangen
werden und von diesen Anhaltspunkten ausgehend wire der Aufbau der formalen Theorie
und Definitionen optimal. [7, S. 262] Die Lehrperson muss an dieser Stelle sensibel und
behutsam mit den anfinglichen Ideen der Lernenden umgehen, damit die Entwicklung zu
einer brauchbaren Anwendung gelingt.

In vielen Situationen fallt es schwer, zwischen einer Modellebene und der Realitiatsebene zu
differenzieren. [34, S. 15] Daher ware das Modellbilden eine weitere Unterstiitzung, die es
ermoglichen konnte die Intuition zu bestdrken. [34, S. 13] Modellbilden kann helfen die
Vorstellungen zu organisieren. Dadurch wird ermoglicht, dass die Gedanken geordnet
werden und eine Relation zu den Anwendungsbereichen erststellt wird. [34, S. 13] Denn es
ist typisch fiir die stochastischen Probleme, dass die Theorie von der Anwendung in
sachbezogenen Situationen isoliert betrachtet werden muss. [34, S. 14]
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Modellbilden wird durch die Umgangssprache gefoérdert. Mit Hilfe von bekannten
Ausdriicken und vertrauten Situationen ist es moglich, einen mathematischen Sachverhalt in
einfachen Worten widerzugeben. Schon im Alltag wird man von Wahrscheinlichkeiten
begleitet. Oft sind es aber unterschwellige Aussagen, die man nicht auf den ersten Blick mit
der Wahrscheinlichkeitstheorie verbindet. [34, S. 165] Solche Ausdriicke, die eine
Verbindung zur Stochastik bilden sind zum Beispiel: Die Mdglichkeit oder die Chance zu
haben, das war Zufall oder aus Uberzeugung. [34, S. 166] Diese Begriffe reprisentieren
allesamt dem Zusammenhang zwischen Alltag und Wahrscheinlichkeit, der aber in den
meisten Fallen des Gebrauchs unbewusst bleibt.

Auflerdem steht nicht nur die Alltagssprache in Verbindung zu wahrscheinlichkeits-
theoretischem Denken, sondern auch die Logik. [34, S. 225] Logik und Intuition gehen
ebenfalls eine transparente Verbindung miteinander ein, die es ermdglichen kann, aus
instinktiven Annahmen auf konsequente Folgerungen zu schliefien. Die beiden Faktoren
spielen somit eine wichtige Rolle in der Statistik und der Wahrscheinlichkeitstheorie, weil
sie miteinander kohdrent sind.

Die Erkldrung durch die unterschiedliche Wahrnehmung der Umwelt kann auf bestimmte
Darstellungen zuriickgefiihrt werden. Zum einen wird behauptet, dass die menschliche
Kognition fahig ist, sich der Umgebung und der damit voranschreitenden Evolution
anzupassen. Hinter dieser Theorie steckt das Fachgebiet der Entwicklungspsychologie. Und
zum anderen wird die Auffassung von Vorstellungen mit dem Prinzip von Lernen durch
Erfahrungen und expliziten Lernprozessen begriindet. Als anschauliches Beispiel kann man
hierfiir den Satz von Bayes nennen. Die Bayes-Regel veranschaulicht deutlich, dass die
anfanglichen Intuitionen falsifizierbar sein konnen und man erst durch die Berechnung des
Bayes-Theorems auf ein unvermutetes Ergebnis gelangt. [34, S. 227]

Nicht nur der Satz von Bayes fiihrt zu Verwirrungen und falschen Vorstellungen, auch der
Zusammenhang zwischen Korrelation und Kausalitit wird in vielen Bereichen falsch
interpretiert. Wenn ein Zusammenhang bestehend aus zwei Kennzeichen verglichen wird,
kommt es oftmals, vor allem in den Medien, zu falschen Deutungen und fiihrt dann zu
Falschmeldungen. In den meisten Fallen verursacht das Ursache-Wirkung-Verhaltnis
Probleme. [34, S. 262] Zum Beispiel wird haufig in Zeitschriften oder im Fernsehen
veroffentlicht, dass sich eine lange Studienzeit rentiert, da man auf dem Arbeitsmarkt mehr
Geld verdiene. [19] Natiirlich macht sich eine hohe Anzahl der Semester nicht bezahlt. Was
in solchen Beitragen nicht berticksichtigt wird, ist das Verhaltnis der beiden Komponenten.
In diesem Fall wird nicht beachtet, dass es sich bei lingeren Studien oftmals um
kompliziertere Fachgebiete aus der Technik handelt. Das Publikum verbindet allerdings mit
dieser Schlagzeile die Vorstellung, dass sich langzeitstudieren auszahlt.

Ein weiteres Beispiel flir Fehlinterpretationen im Hinblick auf Korrelation und Kausalitat ist
die falsche Annahme, dass eine Glatze das Einkommen erhohe. [34, S. 263] Bei diesem Fall
wird ignoriert, dass nicht die Haare das Gehalt steigen lassen, sondern das Alter. Denn im
Verhaltnis verlieren dltere Manner vergleichsmafdig mehr Haare als jiingere, verdienen aber
dementsprechend mehr aufgrund ihrer Erfahrung. Eine solche Fehlinterpretation wird auch
als Moderatoreffekt oder Drittvariable bezeichnet. [34, S. 263]
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Die Argumente, welche versuchen, die Verwirrungen und Komplexitit des stochastischen
Denkens zu ergriinden, weisen alle darauthin, dass das stochastische Denken ein
umfangreiches Spektrum anbietet. Die Aufgabe, die die Stochastik verlangt, ist jene, dass
man diese Diversitit systematisiert, damit es moglich ist, statistische und
wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden darauf anzuwenden. [32, S. 45] Eine wichtige
Rolle dafiir bilden die jeweiligen Vorstellungen, die jedes Individuum mit sich bringt und die
den Verstand intuitiv zu weiteren Folgerungen fiihren. Die entsprechenden Theorien, die
man in den Situationen beniitzen muss, konnen durchaus noch durch weitere Einwirkungen
geformt werden. Man soll die Methoden und Anschauungsméglichkeiten des stochastischen
Denkens nicht als Nachteil ansehen, was allerdings leider oft der Fall ist. Sondern die
Konzepte, welche hinter den formalen Berechnungen stehen, sollen durch die Intuition
unterstiitzt werden.
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11. Der Umgang mit den Begriffen Zufall, Statistik
und Wahrscheinlichkeit in der Schule

Auf das umfangreiche, sehr mathematiklastige Fachwissen im ersten Teil der Arbeit, folgt
nun ein vielleicht doch sehr kontrarer Bereich der Wahrscheinlichkeitstheorie und dem
Bereich der Statistik. Denn man muss durchaus zugeben, dass, obwohl es sich um dasselbe
Thema handelt, die jeweiligen Disziplinen sich sehr unterschiedlich mit dem Gebiet der
Stochastik befassen.

Einerseits gibt es in der Fachmathematik eine sehr detaillierte und klare Handhabung. Und
andererseits wird das Thema der Stochastik in der Schule sehr breit gefachert und wirkt fiir
die Schiilerinnen und Schiiler oftmals sehr komplex. Aber warum gibt es eine solche
Differenzierung zwischen der Fachmathematik und der Schulmathematik im Hinblick auf
die Wahrscheinlichkeitstheorie?

Wie im ersten Teil erkenntlich ist, zeigt die Stochastik im Fachbereich Mathematik viele
verschiedene Zugiange zum Wahrscheinlichkeitsbegriff. Diese Varietit, die den Einstieg zum
Verstandnis erschwert, ist wohl ein Grund dafiir, dass in der Schule mit diesem doch
komplexen Thema anders umgegangen wird. Ebenso wird die Berechnung in den beiden
Fachrichtungen anders behandelt. Besser gesagt nicht nur das Kalkiil unterscheidet sich in
den Gebieten, sondern viel mehr die Interpretation. Denn gerade das Thema der Stochastik
lasst, zum einen in der Fachmathematik, aber zum anderen ebenso in der Schulmathematik,
ein grofies Spektrum an Interpretationsmoglichkeiten zu.

Insbesondere der Begriff des Zufalls weist eine solche Eigenschaft der Unterscheidung auf.
Es scheint, dass gerade der Zufall einen leichten Einstieg in das Thema und fiir die
Weiterfithrung der Wahrscheinlichkeitsrechnung anbietet. Jedoch triigt der Schein dabei.
Besitzt der Ausdruck des Zufalls im Alltag einen sehr giangigen Gebrauch, beschreibt er im
Fachwissen der Mathematik eine eher spezielle Situation. Wie bereits im einfiihrenden
Kapitel zu lesen war, gilt der Zufall im Normalfall als etwas Ungewdhnliches im Leben, ohne
jeglichen Rhythmus. Hingegen stellt der Begriff in der mathematischen Perspektive einen
Zustand dar, der iiber deutliche Eigenschaften verfiigt. So hat der Zufall in diesem Sinne jene
Charakteristik, die ihm erlaubt, mit einer gewissen Gesetzmafiigkeit zu spielen. Im
Gegensatz dazu beschreibt eine Zufalligkeit im taglichen Leben etwas Unregelméafiiges ohne
eine bestimmte Ordnung.

Das Beispiel des Zufalls vermittelt wohl den verstdndlichsten und naheliegendsten
Widerspruch. Doch es gibt noch einige andere gegensatzliche Begrifflichkeiten zwischen der
padagogischen und der naturwissenschaftlichen Sicht im Hinblick auf die Theorie der
Wahrscheinlichkeit.

Wenn man sich nochmals die Gegeniiberstellung der Berechnungen beziehungsweise die
Interpretationsmdglichkeiten der Wahrscheinlichkeitsbegriffe ins Gedachtnis ruft, so zeigt
dieser Vergleich ein weiteres gutes Modell fiir die Unterscheidung zwischen Schule und
Universitat. Die Stochastik bietet einige sehr unterschiedliche Zugange zur Kalkulation oder
Deutung eines Beispiels. So wird in der Mathematik nicht wie in der Schule nach
Berechnungsart differenziert, sondern nach der Interpretation. [19]
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Schliefllich bevorzugen Schiilerinnen und Schiiler Rechnungen in der Mathematik, die stets
die gleiche Struktur und dasselbe Prinzip aufweisen, um einen systematischen Vorgang
einzuiliben. Sie wollen keine Moglichkeiten haben, die ihnen Platz flir Interpretationen
lassen. Solche Freirdume im Schulfach der Mathematik verwirren die Jugendliche oft nur.
Dennoch ist dies der falsche Zugang, den komplexen Begriff der Stochastik den Schiilerinnen
und Schiilern beizubringen.

Allerdings hat man sich in vielen Schulbiichern dazu entschieden, den Kindern das Thema so
ndher zu bringen. Bereits beim Begriff Stochastik beziehungsweise Wahrscheinlichkeit
scheitert der Versuch, eine Kklare Begriffserklarung zu geben. Zu umfangreich und
vielschichtig sind die Teilgebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung, um eine einzige richtige
Definition flir den Begriff Wahrscheinlichkeit formulieren zu kdnnen.

Diese fehlende Prazisierung des doch sehr umfassenden Themas der Stochastik fiihrt die
Schiilerinnen und Schiilern zu einer schwammigen Vorstellung gegentiber dem Gegenstand.
Wie kann man den Lernenden nun als Lehrkraft Hilfestellung dazu leisten, damit sie mit
dem Begriff der Stochastik mehr anfangen konnen als blof3es einstudiertes Rechnen? Auch
wenn man glaubt, dass die Wahrscheinlichkeit ein Fachgebiet der Mathematik ist, welches
fiir die Schiilerinnen und Schiiler naheliegend beziehungsweise anwendungsorientiert ist,
gibt es trotzdem immer wieder Fehlvorstellungen und Missverstiandnisse im Gedankengang
der Jugendlichen.

Allerdings darf man nicht aufder Acht lassen, dass die Stochastik mit ihren Teilgebieten
stetig an Bedeutung und Interesse zunimmt. Die steigende Aufmerksamkeit fiir das
Fachgebiet kann man wohl durchaus auch auf die Entwicklung der Gesellschaft
zuriickfithren. Denn man wird stdndig mit Aussagen der Wahrscheinlichkeit oder mit
Situationen, in welchen stochastisches mathematisches Wissen gefragt ist, konfrontiert. [21,
S. 1]

Aber nicht nur im Alltag hat sich der Umgang mit dem Thema der Stochastik gedndert,
sondern auch im Schulleben wurde vor allem in 1980er Jahren das Gebiet der Stochastik
erweitert. Galt die Vorliebe anfangs noch eingeschrankt dem Unterkapitel der
beschreibenden Statistik, &dnderte sich beziehungsweise vergrofierte sich die
Aufmerksamkeit zu einem breiteren Wissen. [21, S. 2]

Das weitere Kapitel iiber die Wahrscheinlichkeitstheorie entwickelte sich erst im 17.
Jahrhundert. Zu dieser Zeit besaf$ die Disziplin jedoch noch kein eigenes Standbein. Erst in
den 1930er Jahren etablierte sich das Fachgebiet. Ahnlich hat die schlieRende Statistik erst
ab dem 19. Jahrhundert durch ihre reiche Anwendung an Bedeutung gewonnen. [21, S. 3]

Jedoch lasst sich iiber die Begrenzung der Unterkapitel streiten. Da unterschiedliche
Autorinnen und Autoren den Begriff entweder kompakter oder doch weiter auffassen, gilt
das Einschrdanken der Themen als kontrovers. So sehen manche Mathematikerinnen und
Mathematiker die beschreibende beziehungsweise die beurteilende Statistik als einen Teil
der gesamten Stochastik an und manche nicht. Ebenso wird mit der Einordnung des Themas
der Kombinatorik unterschiedlich umgegangen. Daher sucht man dieses Kapitel vergebens
in den Bildungsstandards unter dem Bereich Daten und Zufall. Allerdings findet man den
Gegenstand der Kombinatorik unter dieser Uberschrift. [21, S. 3]
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Dennoch wird immer wieder ein Zusammenhang zwischen den drei Teilkapitel, der
beschreibenden Statistik, der Wahrscheinlichkeitstheorie und der beurteilenden Statistik
bemerkt. Daher wird vermutet, dass diese Komponenten doch in einer gewissen Art in einer
Beziehung zueinander stehen. [21, S. 4] Auf diese Verbindung wird in den Schulen relativ
wenig eingegangen. Wohl auch deshalb stellt die Vernachldssigung des Verhéltnisses
zwischen den einzelnen Teilkapiteln ein Problem dar und fiihrt zu Missverstdndnissen. [21,
S. 5]

11.1 Unterricht und Stochastik

Wie schon erwahnt, handelt es sich bei der Stochastik um ein breitgefachertes und dufderst
umfangreiches Themengebiet. Aus diesem Grund betrifft das Arbeiten mit stochastischen
Methoden nicht nur den Mathematikunterricht, sondern wird im besten Fall facher-
libergreifend unterrichtet. [21, S. 6] Insbesondere das Themengebiet der beschreibenden
Statistik, welches oft sehr trivial wirkt, ist in vielen anderen Fachern einsetzbar. [21, S. 7] Oft
wird ein Kapitel mit einem anschaulichen Beispiel eingefiihrt. Gerade der Bereich der
Stochastik bietet die Option, anhand von alltdglichen und gebrauchlichen Versuchen einen
Sachverhalt zu erkldaren und zu demonstrieren. [21, S. 7-8]

Aber es gibt durchaus noch mehr, was die Stochastik in der Unterrichtsplanung erméglichen
kann. Ausgehend von bekannten Beispielen, fiir welche die Schiilerinnen und Schiiler
bereits eigene Erfahrungen mitbringen, zeigen sich viele Vorteile fiir den Einstieg in das
Thema. Dennoch konnen auch fiktive Probleme, die trotzdem einen sachlichen Kern
besitzen, zweckvoll eingesetzt werden. So werden vielfiltige Zugdnge zu den statistischen
und wahrscheinlichkeitstheoretischen Aufgabenstellungen geboten. Deshalb gibt es
Moglichkeiten, durch unterschiedliche Experimente und Nachahmungen den Jugendlichen
verschiedenste Ansichten und Berechnungsmoglichkeiten von Aufgabenstellungen
darbieten zu konnen. [21, S. 8]

Besonders wird die Stochastik mit Interpretation und Deutung in Verbindung gebracht.
Zwar gehoren das Berechnen der Wahrscheinlichkeit, das Zuordnen von Daten und das
Testen von Vermutungen zur Aufgabe der Stochastik, aber trotzdem gilt durch die
Auffassung des Problems und vor allem die Losung eine wichtige Rolle. Denn eben die
Interpretation des Zusammenhangs erweist sich oft als Herausforderung. Insgeheim zahlt
diese Schwierigkeit zu den Tiicken im Schulalltag. Denn durch das Deuten der Fragestellung
und der dazugehorigen Frage werden grofdtenteils die Kompetenzen des Argumentierens
und Begriindens verlangt. [21, S. 8-9]

Vor allem aufgrund der zentralbasierten Reifepriifung hat das Themengebiet der Stochastik
einen Aufschwung erhalten. Denn frither wurden die stochastischen Kapitel in den Schulen
von den Lehrerinnen und Lehrern teilweise nur liberflogen. Doch schon seit ldngerer Zeit
findet man Aufgaben und die dazugehorige Theorie sowohl in den Lehrplanen als auch in
den Schulbiichern. [1, S. 115]

Dennoch gilt die Stochastik fiir viele Jugendliche nicht als ein einfaches Fachgebiet der
Mathematik, da die Sachverhalte oft zu komplex und unvorstellbar auf die Lernende wirken.

84



11. Der Umgang mit den Begriffen Zufall, Statistik und Wahrscheinlichkeit in der Schule

Deshalb fithren die Vorstellungen der Schiilerinnen und Schiiler aus gutem Grund zu
gewissen Fehlvorstellungen. [1, S. 122]

Zum einen gibt es die Behauptung von Jugendlichen, dass beim mehrmaligen Ergebnis einer
6 beim Werfen eines Wiirfels die Wahrscheinlichkeit, beim nachsten Wurf erneut eine 6 zu
erhalten, geringer ist. Es wird nicht beachtet, dass der Wiirfel kein Gedachtnis besitzt und

jeder neuer Versuch wieder dieselbe Wahrscheinlichkeit von % besitzt, da jeder Zufalls-

versuch unabhéngig von dem anderen betrachtet werden kann. [1, S. 122]

Zum anderen gibt es die Fehlvorstellung, dass sich bei mehrmaligem Wurf einer Miinze die
Ergebnisse der beiden mdglichen Varianten Kopf oder Zahl auspendeln. Doch in
Wirklichkeit ist das Gegenteil der Fall, namlich, dass sich die Ungleichheit der zwei
Ergebnisse bei wiederholtem Versuch erhoht. [1, S. 126] Der menschliche Verstand versucht
Begriindungen und Erklarungen fiir mathematische Kontexte zu ergriinden. Dabei sind oft,
vor allem wegen der Unkenntnis von bestimmten Grundlagen, wie der beschreibenden
Statistik, Fehlvorstellungen und Irrtiimer miteinbezogen. [1, S. 129]

Aus diesem Grund wird oft das Stichwort des Modellbildens mit Stochastik in Verbindung
gebracht. Schilerinnen und Schiiler missen gewohnt sein, aus einer Angabe ein
entsprechendes, zunachst einmal theoretisches vereinfachtes Modell zu bilden. Und von
einem solchem Konstrukt ausgehend soll den Jugendlichen ermdglicht werden, die
Berechnung zu illustrieren und eine angemessene Interpretation darzubieten. Bei dem
ersten Versuch ein Modell zu konstruieren; soll dabei die fachliche Mathematik vollkommen
ausgeschlossen werden und es sollen nur mit trivialen Gegenstinden die wichtigsten
Komponenten aus dem Kontext reprasentiert und in einem addquaten Zusammenhang
wiedergegeben werden. [21, S. 12] Genau so wird das Verstindnis und die oft noch
reduzierte Vorstellungskraft der Lernenden geférdert und die selbststindige Arbeit
gefordert. Das Umformulieren von Aufgabenstellungen fiir Schiilerinnen und Schiiler
bekannte Sachverhalte erleichtert das Lernen. Wenn die Lernenden das Problem
eigenstiandig erklaren konnen und den Kern der Aufgabe erkannt haben, ist bereits ein
wichtiger Teil des Losungsweges geschafft. Auf das triviale Modell, welches die eigentliche
Fragestellung verkorpert, wird dann das mathematische stochastische Wissen angewandt.
[21, S. 12] Das eben formulierte Konzept wird durch die Abbildung 27 visualisiert.
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Abbildung 27: Modellbilden stochastischer Probleme

Das Problem der Stochastik und des Denkens in wahrscheinlichkeitstheoretischen
Kontexten liegt wohl darin, dass man aus eigener Erfahrung viele Vorurteile gegeniiber der
Wahrscheinlichkeit mitbringt. Auch wenn das Losen von Problemen aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie gekonnt wird, wird das Berechnen immer durch einen Hauch
von Eigenerfahrungen beeinflusst. Eine solche Voreingenommenheit présentiert das
typische Warten auf die 6 beim beliebten Spiel Mensch drgere dich nicht. Man hat den
Eindruck, dass ewig auf die Wiirfelseite gewartet werden muss, um iiberhaupt seinen ersten
Zug starten zu konnen. [21, S. 14]

Trotz der Problematik, die das stochastische Denken so anspruchsvoll werden lasst, gibt es
geniligend plausible Griinde, die die Bedeutung des Themas, vor allem in der Schule,
darstellen. Wie den Vorteil der praxisnahen Anwendung und die eigene Erfahrung, die
unterstiitzend fiir das Verstindnis wirkt. [22, S. 21] Ein weiterer Aspekt, der die Vielfalt der
Stochastik reprasentiert, ist die Erweiterung, die das Thema besitzt. In der Stochastik sind
viele Gebiete der Mathematik von Nutzen. Zum Beispiel wird die Kompetenz zum
Prozentrechnen und auch zum Bruchrechnen gefordert. [22, S. 25]

Aufgrund der vielen Bereiche, die das Kapitel der Statistik und der Wahrscheinlichkeits-
theorie umfasst, wird der Stochastik in der Schule ein immer bedeutsamerer Stellenwert
zugeschrieben. Insbesondere durch die zentrale Reifepriifung hat die Stochastik durch ihre
breite Anwendungsmoglichkeit an Bedeutung dazugewonnen. Heutzutage ist der alleinige
Wert der Wahrscheinlichkeit eine 6 zu wiirfeln nicht mehr gefragt. Die Strukturen und die
Anwendungsbereiche haben sich modifiziert und neuen Gegebenheiten angepasst. Daher
miissen sich auch die Schiilerinnen und Schiiler, aber noch mehr die Lehrerinnen und
Lehrer entsprechend anpassen.
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11.2 Lehrplan fiir Mathematik in Bezug auf Stochastik

Um einen Einblick in den Lehrstoff der Schule zu gewahrleisten, werden im folgenden
Abschnitt einige fiir das Thema Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie bedeutsame,
Ausschnitte aus dem Lehrplan des Bundesministeriums fiir Bildung, Wissenschaft und
Forschung aus [30] présentiert. Dabei wird vor allem auf den Inhalt der Oberstufe fiir
allgemeinbildende hohere Schulen eingegangen, da vorwiegend auch dieses Fachgebiet in
der Diplomarbeit behandelt wird.

Der Lehrstoff weist fiir den Lehrplan der Oberstufe fiir AHS-Schulen andere Kennzeichen
und Merkmale des Unterrichts auf als die Unterstufe. Es fillt auf dass die einzelnen
Themengebiete der jeweiligen Schulstufen ziemlich umfangreich sind und komplex wirken.
Auflerdem wird in der flinften Klasse kein Themenpool mit Stochastik angeboten. Dieses
Kapitel fangt erst ab der sechsten Klasse an. Das bedeutet aber nicht, dass man die in der
Unterstufe gelernten statistischen Anwendungen nicht fiir andere Kapitel benotigt.

Da in der flinften Klasse kein stochastisches Wissen im Lehrplan explizit verlangt wird, wird
in der sechsten Klasse unter der Unteriiberschrift Stochastik folgender Stoff gefordert:

- Arbeiten mit Darstellungsformen und Kennzahlen der beschreibenden Statistik

- Kennen des Begriffes Zufallsversuch, Beschreiben von Ereignissen durch Mengen

- Kennen der Problematik des Wahrscheinlichkeitsbegriffs; Auffassen von
Wahrscheinlichkeiten als relative Anteile, als relative Hiufigkeiten und als
subjektives Vertrauen

- Berechnen wvon Wahrscheinlichkeiten aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten;
Arbeiten mit der Multiplikations- und der Additionsregel; Kennen des Begriffs der
bedingten Wahrscheinlichkeit

- Arbeiten mit dem Satz von Bayes [30, S. 5]

In der siebten Klasse werden die in der sechsten Klasse, erworbenen Kenntnisse erweitert
zu diesen Anforderungen:

- Kennen der Begriffe diskrete Zufallsvariable und diskrete Verteilung

- Kennen der Zusammenhdnge von relativen Hiufigkeitsverteilungen und
Wahrscheinlichkeitsverteilungen; von Mittelwert und Erwartungswert sowie von
empirischer Varianz und Varianz

- Arbeiten mit diskreten Verteilungen (Binomialverteilung) in anwendungs-
orientierten Bereichen [30, S. 5]

Und zuletzt folgt der Lehrstoff fiir eine abschliefRende achte Klasse einer allgemeinbildenden
hoheren Schule:

- Kennen der Begriffe stetige Zufallsvariable und stetige Verteilungen

- Arbeiten mit der Normalverteilung in anwendungsorientierten Bereichen

- Kennen und Interpretieren von statistischen Hypothesentests und von Konfidenz-
intervallen [30, S. 6]
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Der Lehrplan wird stindig erweitert und angepasst. Denn frither waren darin weniger
Kapitel aus dem Fachgebiet der Stochastik zu finden. Wenn die einzelnen Aufgaben jeder
Schulstufe betrachtet werden, ist zu erkennen, dass es einen grofden Sprung zwischen der
Unterstufe und der Oberstufe fiir allgemeinbildende héhere Schulen gibt. Der Schwerpunkt
wird in der Unterstufe auf die Beschreibung und Darstellung von Daten gelegt. Hingegen
konzentriert man sich in der Oberstufe umfassender auf die verschiedenen Begriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

An dieser Stelle soll kurz zusammenfassend auf den Inhalt des Lehrplanes in der Unterstufe
eingegangen werden. In der ersten Klasse wird der Fokus im entsprechenden Kapitel zwar
auch auf Proportionen gelegt, aber im Hinblick auf die weiterfithrende Stochastik, sind vor
allem die Unterpunkte des Modells und das Herauslesen aus graphischer Veranschaulichung
von Informationen wichtig. Auch in der zweiten Klasse gibt es einen Bereich, der sich mit
Proportionen auseinandersetzt. Allerdings, fiir die Stochastik relevant sind die, mit einem
eigenen Absatz gekennzeichneten Anforderungen der relativen H&ufigkeiten und das
Interpretieren von Tabellen und I[llustrationen. In der dritten Klasse werden in Bezug auf
die Statistik und die Wahrscheinlichkeitstheorie nur das Analysieren und das Abbilden von
Datenmengen gefordert. Als Abschluss der Unterstufe werden erstmals wichtige Merkmale
der Statistik behandelt, die die Schiilerinnen und Schiiler auch spater in der Schullaufbahn
bendtigen. [29, S. 7]

Nach der doch umfangreichen einfithrenden Behandlung von Anfdngen der Stochastik
werden in der filinften Klasse keine Kapitel zum Themengebiet angeboten. Das Thema wird
erst wieder in der sechsten Klasse aufgegriffen. Dort werden wichtige grundlegende Begriffe
eingefiihrt, wie der des Zufallsversuches und der Wahrscheinlichkeit. Zusatzlich werden
auch erste einfache Berechnungen gefordert. In der nidchsten Schulstufe werden die Themen
der Stochastik bereits etwas komplexer und die Schiilerinnen und Schiiler miissen
Verteilungsarten kennen. Zuletzt wird in der achten Klasse noch auf das Deuten von
Hypothesentests, was vielen Jugendlichen schwer fallt, und auf den Begriff der Stetigkeit im
Zusammenhang mit der Stochastik eingegangen. [30, S. 6]
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12. Erhebung der Wahrnehmung von
Aufgabenstellungen der bedingten
Wahrscheinlichkeit an AHS-Schiilerinnen und
Schiilern

Nun soll den Missverstindnissen und den Verwechslungen vor allem in Bezug auf die
bedingte Wahrscheinlichkeit auf den Grund gegangen werden. Dazu wurden ausgewahlte
Beispiele der bedingten Wahrscheinlichkeit und der Anwendung des Satzes von Bayes
ausgesucht, die von 120 Schiilerinnen und Schiilern aus AHS Oberstufenklassen geldst
wurden. Bei den getesteten Schulklassen handelte es sich um Oberstufengymnasien im
Siidburgenland. Zum einen wurde die Untersuchung am BG/BRG/BORG Oberschiitzen und
zum anderen am BORG Gilissing durchgefiihrt. Im folgenden Abschnitt werden die Analyse
der gelosten Aufgaben und die Losungsansitze prasentiert. Ebenso werden die
mathematisch korrekten Losungen der gestellten Aufgaben dargelegt. Weiters wird
versucht anhand des richtigen Losungsweges die Losungsversuche der Schiilerinnen und
Schiiler zu verstehen und etwaige Gedankenfehler der Jugendlichen zu korrigieren.

12.1 Ausgewdhlten Beispiele mit Losungen

In diesem Unterkapitel werden die Aufgaben, welche die Schiilerinnen und Schiiler
prasentiert wurden, widergegeben. Nach der Angabe des Problems wird die korrekte
Losung des Beispiels folgen.

1. Eine Urne enthalt 100 Kugeln. 70 Kugeln bestehen aus dem Material Holz und 30 Kugeln
sind aus Kunststoff. 25 der Holzkugeln sind mit der Farbe Rot gestrichen und 45 sind griin.
10 der Kunststoftkugeln sind rot und 20 sind griin. Folgende Ereignisse werden definiert:

A: Holzkugel A: Kunststoff-Kugel
B: Rote Kugel B: Griine Kugel

Jemand zieht eine Kugel und spiirt mit der Hand, dass es sich um eine Kunststoffkugel
handelt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Kugel in der Hand griin ist? [28]

Wie im Anhang 3 zu erkennen ist, hatten die Schiilerinnen und Schiiler eine zusatzliche
Tabelle als Hilfestellung bei der Angabe dabei. Um auf die korrekte Wahrscheinlichkeit zu
kommen, muss man sich stiickweise die Wahrscheinlichkeiten ausrechnen, dazu wird eine
Tabelle bereitgestellt.

Man berechnet zunichst einmal die Wahrscheinlichkeiten fiir die etwaigen Moglichkeiten,
dass es sich um eine Holzkugel, eine Kunststoffkugel, eine rote oder eine griine Kugel
handelt. Danach kann man aus der Tabelle 9 die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
herauslesen.

P(A) = 0,7 P(A) = 0.3
P(B) = 0,35 P(B) = 0,65
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Tabelle 9: Wahrscheinlichkeiten Urnenbeispiel [28]

B: rot B: griin Z
A: Holz P(ANB) = 025 | P(ANB) = 045 | P(A) = 07
A: Kunststoff P(AnB) =01 | PANB) = 0,2 P(4) = 0,3
z P(B) = 0,35 P(B) = 0,65 1

Es sind durchaus unterschiedliche Losungsmethoden vorstellbar. Zum Beispiel kann man
mit Hilfe eines Baumdiagramms auf die korrekte Losung gelangen. Es ist aber auch legitim,
mit der Formel von Bayes zu arbeiten. Gefragt ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man
eine griine Kugel zieht, unter der Bedingung, dass man beim Ziehen der Kugel das Material
Kunststoff wahrnimmt. Kurz wird geschrieben

P(AnB) __ 0,2

[ — 2 .
R

Die Wahrscheinlichkeit eine griine Kugel zu ziehen, nachdem man schon weif3, dass es sich

um eine Kunststoffkugel handelt, betragt %

2. Viele Internetnutzer klagen iiber Spam-Mails. Nehmen wir an, in 1% der guten und 40%
der Spam-Mails komme das Wort "Viagra" vor. Aufderdem seien 10% der Mails gut und 90%
Spam. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mail, von der man weif3, das in ihr das
Wort "Viagra" vorkommt, eine Spam-Mail ist? [28]

P(G) = 0,1; bedeutet die Wahrscheinlichkeit fiir eine gute Mail,
P(G) = 0,9; ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Spam-Mail

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, die angibt, ob es sich um eine Spam-Mail handelt, wenn
man bereits weif}, dass in der Nachricht das Wort Viagra vorkommt. Also kann man
formulieren:

P(G|Wort Viagra)

P(G) - P(man findet das Wort Viagra|G)
P(G) - P(Wort Viagra|Spam — Mail) + P(G) - P(Wort Viagra|G)

0,9-0,4

= —— =~ (,997.
0,9-0,4+0,1-0,01

Mit rund 99,7% Wahrscheinlichkeit handelt es sich um eine Spam-Mail, wenn das Wort
Viagra in der Nachricht vorkommt.

3. Drei einer ernsten Krankheit verdachtigen Personen 4, B und C wurde eine Blutprobe
entnommen. Das Untersuchungsergebnis sollte vorlaufig nicht bekannt gegeben werden. A
erfuhr, dass sich nur bei einer Person der Verdacht bestitigte, und bat den Arzt, ihm im
Vertrauen den Namen einer der Personen B oder C zu nennen, die gesund ist. Der Arzt lehnt
die Auskunft mit der Begriindung ab, dass damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass A

. 1 1 . . . . . . .
erkrankt ist, von 3 auf 3 ansteigen wiirde. A bestreitet dies. Schlichten Sie den Streit unter
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der Annahme, dass der Arzt, wenn A an der ansteckenden Krankheit leidet, mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit (ndmlich %) B oder C nennen wiirde! [19]

Das Problem stellt einen Bezug zum schon behandelten Ziegenproblem dar. Allerdings
wurde das Beispiel hier in einen anderen Kontext gekleidet. Anfangs betrigt die

Wahrscheinlichkeit fiir jeden der Patienten é, dass der Bluttest positiv ausfallt. Wiirde der

Arzt zum Beispiel Person B nennen, wiirde die dazugehorige Wahrscheinlichkeit wie folgt
lauten:

Also lasst sich daraus schlief3en, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Person A einen negativen

Befund zu erhalten gleich % und nicht % ist.

4, Sie wissen, dass eine Familie zwei Kinder hat, und Sie wissen zusitzlich, dass eines davon
ein Madchen ist. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder Madchen sind? [14,
S.22]

Dieses Beispiel kann je nach Interpretation anders verstanden werden. Die Losungen
differenzieren sich nach der entsprechenden Auffassung der Problemstellung. Um die
Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dass die Familie zwei Tochter hat, kann man von dem Fall
ausgehen, dass die Menge {MM, M]J, /M, ]} die Basis der mdglichen Félle bildet, wobei die
Konstellation {J/} ausgeschlossen werden kann, da man ja schon weif3, dass es sicher ein
Madchen in der Familie gibt. Daraus kann man annehmen, dass die Wahrscheinlichkeit fir

zwei Madchen % betragt, da es dafiir drei mogliche Konstellationen gibt. [18, S. 112]

Eine andere Losung liefert die Version mit dem Satz von Bayes. Da man bereits weif3, dass
die Familie ein Mddchen hat, kann man aus dieser Information daraus auf die bedingte
Wahrscheinlichkeit schliefRen, dass die Familie zwei Tochter hat. Man fragt dann nach der
Wabhrscheinlichkeit fiir zwei Madchen, unter der Bedingung, dass man weif}, dass in der
Familie ein Madchen ist. Kurz:

P(MM) - P(M|MM
P(MM|M) = P(M()l 2 = T
4

B C

1
>

N|R| =

+

NP
IR

Mit Hilfe des Bayes-Theorems betragt die Wahrscheinlichkeit % Daran ist zu erkennen, dass

auch die jeweilige Sichtweise eine wichtige Rolle spielt. Und man im Allgemeinen auch keine
der beiden Losungsansatze als falsch beurteilen kann. Die zwei unterschiedlichen Losungen
sind beide mathematisch korrekt. Demgemafi kommt es auf die Denkweise an.
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12.2 Analyse der Lésungen der Schiilerinnen und Schiiler

Die Untersuchung wurde innerhalb einer Woche an beiden Schulen unabhingig
voneinander durchgefiihrt. Dabei waren jeweils die sechsten und siebten Klassen von der
Untersuchung betroffen. Das Verhaltnis der Geschlechter verteilte sich genau 1: 1. In der
Abbildung 28 erkennt man die dazugehorige Verteilung differenziert nach Alter und
Geschlecht. Es ist deutlich zu erkennen, dass die meisten Probandinnen und Probanden im
Alter von 16 und 17 Jahren waren. Einige wenige Studierende waren etwas alter
beziehungsweise jiinger. Dennoch ergab das Geschlechterverhiltnis ein sehr ausgewogenes.
Es nahmen 60 Jungen und 60 Madchen an der Umfrage teil.

Altersverteilung
30
25
20
15 —
10 | B Mannlich
Weiblich
Sl N
0 4
14 15 16 17 18 19
Jahre Jahre Jahre Jahre Jahre Jahre
Maénnlich 1 7 18 21 6 7
Weiblich 0 5 19 26 8 2

Abbildung 28: Altersverteilung

Die nachsten Abbildungen und Diagramme sind etwas spezifischer dargestellt. Damit diese
nachvollziehbar sein konnen, folgt zunidchst einmal eine kurze Erlduterung zur
Klassifizierung der behandelnden Beispiele. Die Losungen der Schiilerinnen und Schiiler
wurden unterteilt nach ,richtig®, ,falsch” und ,intuitive“. Als ,richtig” gelten alle Antworten,
die mit einem Losungsweg zu einem richtigen Ergebnis gefiihrt haben. ,Falsch“ wurden
solche Angaben gewertet, die keinen richtigen Wert anfiihrten oder das Beispiel gar nicht
behandelten. Und als ,intuitive“ Antworten gelten jene, die einen richtigen Schatzwert in
Form eines Bruches oder einer Prozentangabe ohne Rechenweg als Losung anschrieben.

Um einen ersten Eindruck von der Gesamtleistung zu bekommen, werden in der folgenden
Kreisdiagrammen die Verteilungen der Antworten der Schiilerinnen und Schiiler dargestellt.
Abbildung 29 zeigt die Aufgabe 1, welches von 66,67% aller Schiilerinnen und Schiiler
richtig gelost wurde. 32,5% haben das Beispiel falsch gelost und 0,83% der Schiilerinnen
und Schiiler haben es intuitiv geldst.

Zu den Losungsstrategien lasst sich erwahnen, dass die meisten Jugendlichen den Wert
direkt aus der zur Verfiigung gestellten Tabelle ablesen konnten und somit auf die richtige
Losung gelangten. Fiir einige wiederum stellte die Tafel ein Hindernis dar, da viele aus einer
falschen Zeile beziehungsweise aus einer falschen Spalte die gegebenen Werte nahmen. Die
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intuitive Antwort kommt daher zustande, dass ein Schiiler oder eine Schiilerin sich wohl bei
der Losung nicht sicher war und ein ~ vor dem Ergebnis schrieb. Eine Schiilerin oder ein
Schiiler gab auch die Angabe zu diesem Beispiel, dass genau so eine Aufgabe zur Schularbeit
kam. Allerdings hatte er beziehungsweise sie die Losungsmethode schon wieder vergessen.

Man kann diese Angaben noch genauer betrachten und weiter in Details aufspalten. Dann
kann man aus der Tabelle 10 alle Prozentangaben nach Alter und Geschlecht erkennen. In
einer Altersgruppe wurde das Beispiel richtig gelost. Bei den 15- und 19-jahrigen Burschen
haben es ungefahr 71% richtig geldst. Von den 16- und 17-jahrigen Jungen wurde es nur von
zweidrittel korrekt gelost. Uberraschend ist, dass zweidrittel der 18-jihrigen Schiiler nicht
auf die korrekte Losung kamen. Bei den Teilnehmerinnen zeigt sich, dass von den 15-
jahrigen Madchen 80% die erste Aufgabe losen konnten. Hingegen wurde es nur von rund
60% der 16-jahrigen Schiilerinnen korrekt geldst. Bei den 17- und 18-jahrigen Frauen liegt
der Anteil der richtigen Losungen zwischen 73% und 75%. Und nur 50% der 19-Jahrigen
wurde des Problem entsprechend geldst.

Tabelle 10: Prozentangaben von Beispiel 1

Geschlecht Alter in Jahre Richtig geléstin | Falsch geléstin | Intuitiv gelést in
Prozent Prozent Prozent

Mannlich

14 100 0 0

15 71,4 28,6 0

16 66,7 33,3 0

17 66,7 28,6 4,8

18 33,3 66,7 0

19 71,4 28,6 0
Weiblich

15 80 20 0

16 57,9 42,1 0

17 73,1 26,9 0

18 75 25 0

19 50 50 0
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Beispiel 1

1

M Richtig
B Nicht richtig

Intuitiv

Abbildung 29: Verteilung von Beispiel 1

Das zweite Beispiel war wohl am schwierigsten fiir die Jungen und Madchen. Denn es wurde
von 99,17% falsch gelost. Nur ein Schiiler schaffte dieses Beispiel zu 16sen. Er l16ste es mit
Hilfe von dem Satz von Bayes und kam dementsprechend auf die richtige Losung. Die
meisten Jugendlichen probierten bei dieser Aufgabe die Wahrscheinlichkeiten 40% und
90% einfach zu multiplizieren. Die am haufigsten genannte falsche Antwort war daher, dass
die Wahrscheinlichkeit eine Spam-Mail zu erhalten, wenn das Wort Viagra darin enthalte ist,
bei 36% lag.

Beispiel 2

1

M Richtig
B Nicht richtig

119

Abbildung 30:Verteilung von Beispiel 2

Ein dhnlicher Trend erwies sich beim Beispiel 3. Auch hier ist der Anteil an falschen
beziehungsweise nicht berechneten Angaben sehr hoch. Man muss dazu sagen, dass viele
Schiilerinnen und Schiiler bei diesem Beispiel nicht einmal versucht haben einen
Losungsweg zu finden und das Beispiel ausliefien. Dabei handelt es sich bei dieser Angabe
um das bekannte Ziegenproblem, welches allerdings unter einem anderen Kontext gegeben
war.
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Viele Schiilerinnen und Schiiler haben dieses Beispiel wohl aufgrund des ldngeren Textes
nicht geldst. Oft wirken lange Zeilen fiir Lernende abschreckend und deshalb geben
Studierende bereits beim Durchlesen auf, da sie nicht gewohnt sind entsprechend
umfangreiche Texte konzentriert durchzulesen.

Allerdings haben sowohl 1,7% der Madchen als auch 1,7% der Jungen dieses Problem
erkannt und sind mit dem Problem richtig umgegangen. Sie haben sogar vermerkt, dass es
sich dabei um das Ziegenproblem beziehungsweise um das Monty-Hall-Problem handelt.
Insgesamt haben 3,3% zumindest erkannt, um welches berithmte Problem es sich handelt,
aber konnten nicht mehr mit der Aufgabe anfangen.

Beispiel 3

4 2

M Richtig
B Nicht richtig

Intuitiv

114

Abbildung 31: Verteilung von Beispiel 3

Bei Beispiel 3 lasst sich bei den Angaben der Schiilerinnen und Schiiler ein Muster erkennen.
Denn viele haben zwar das Problem nicht erkannt, aber gaben trotzdem einen intuitiven
Schatzwert zur Losung an. Unter den als falsch beurteilten Angaben der Jugendlichen lasst

sich der Trend zu den Antwortmdéglichkeiten von % und % erkennen, wie in Abbildung 32
erkennbar ist. So meinten 30% der Schiilerinnen und Schiiler, dass der Arzt Recht habe und

die Wahrscheinlichkeit auf 5 steigen wiirde, wenn er einen der Namen B oder C nennen

wiirde. Und 7% der Befragten meinten, dass die Wahrscheinlichkeit von % gleich bliebe.
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Beispiel 3 Antwortmaoglichkeiten

BSP3 mit 1/3
7%

BSP3 intuitj

BSP3
richtig
2%

BSP3 nicht
erechnet/nicht

richtig
59%

Abbildung 32: Antwortméglichkeiten von Beispiel 3

Und zuletzt prasentiert Abbildung 33 die Verteilung der Antwort von Frage 4. Dieses
Problem konnten insgesamt 11,7% der Jungen und 33,3% der Madchen richtig l6sen.
Allerdings wurde dieses Beispiels von niemand mit Hilfe der Bayes Regel geldst, sondern
alle arbeiteten mit einem Baumdiagramm. Daher ist auch keiner der Studierenden auf die

Losung von 3 gekommen, sondern die richtig gewerteten Losungen waren mit dem Wert von
1 L 1 . .
> Es waren auch intuitiv Angaben von > die von den Probandinnen und Probanden nur

geschdtzt wurden. Hier betragt der Anteil der Burschen bei 55% und bei den Maddchen bei
36,7%.

Beispiel 4

16

H Richtig
55
B Nicht richtig

Intuitiv

Abbildung 33: Verteilung von Beispiel 4

Auch bei Beispiel 4 lasst sich dhnlich wie beim Beispiel 3 ein Muster zu anderen haufigen
Losungen, die aber falsch sind, erkennen. Abbildung 34 zeigt den Anteil von 34% der als

falsch gelosten Angaben, die die Wahrscheinlichkeit von i einschitzten. Was diese
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Schiilerinnen und Schiiler jedoch nicht beachteten, war, dass die Konstellation von {JJ}
wegfallt, da man ja bereits weif3, dass ein Mddchen in der Familie ist.

Beispiel 4 Antwortmaoglichkeiten

BSP4 mit 1/2
intuitiv
47%

34%

BSP4 nicht richtig
BSP4 mit 1/2 7%
gerechnet

12%

Abbildung 34: Antwortméglichkeiten von Beispiel 4

Sehr auffallig ist, dass einige Schiilerinnen und Schiiler ihre Losungen nicht hinterfragt
haben. Denn das Beispiel 2 lisst mit Uberlegung einen héheren Schitzwert als 36% zu. Es
sollte relativ bewusst sein, dass in einer normalen E-Mail nicht das Wort Viagra vorkommt.
Auch beim ersten Beispiel haben einige Jugendliche das Ergebnis nicht hinterfragt. So sind

sie zu einem ziemlich unwahrscheinlichen Resultat von 3 oder adhnliches gekommen.

Beispiel 3 ist ein ziemlich komplexer Sachverhalt, welches auch Fachmathematiker
manchmal in Unsicherheit bringen lasst. Dennoch war es enttduschend, dass einige
Schiilerinnen und Schiiler nicht einmal eine intuitive Antwort angaben, allerdings ist dies
wohl auf die ldangere Angabe zuriickzufiihren. Bei Beispiel 4 war die Verteilung im Vergleich
zu den anderen Aufgaben etwas ausgeglichener. Trotzdem erkennt man im Allgemeinen,
dass der Satz von Bayes blof3 von einzelnen Fallen richtig verwendet wurde. Die Mehrheit
arbeitete mit Baumdiagrammen oder schatzte die Wahrscheinlichkeit nur ungefahr ab.

Zusatzlich zu den Rechenaufgaben wurden am Ende des Fragebogens folgende offene
Fragen gestellt. An dieser Stelle werden weitere Diagramme fiir die Beantwortung dieser
Fragen gezeigt.

Kommen dir diese Beispiele aus dem Unterricht bekannt vor? Wenn ja: um welches Thema
handelt es sich in der Mathematik?
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Thema

B Thema erkannt

B Thema nicht erkannt

114

Abbildung 35: Verteilung Thema

Anhand der Abbildung 35 ist deutlich erkennbar, dass die meisten Jugendlichen, das in den
Fragebogen behandelnde Thema, erkannt haben. Zwei der Teilnehmer erkannten sogar,
dass es sich dabei explizit um die bedingte Wahrscheinlichkeit handelte. Sechs der
Untersuchten war das Thema unbekannt.

Habt ihr bereits dhnliche Beispiele im Unterricht gerechnet?

Unterricht

B Unterricht behandelt

B Unterricht nicht
behandelt

114

Abbildung 36: Verteilung Unterricht

Gleich wie das vorherige Diagramm fadllt die Abbildung 36 aus. Mehrheitlich wurde das
Thema im Unterricht schon behandelt. Viele Lernende kommentierten, dass es schon langer
her ist und sie deshalb nicht mehr wiissten wie es ginge. Oder es wurde auch behauptet,
dass in der Schule leichtere Beispiele geiibt wurden.

Findest du diese Beispiele niitzlich? Ja/nein, warum/warum nicht?
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Nutzen

mJa

H Nein

Abbildung 37: Verteilung Nutzen

Auf die Frage, ob die Schiilerinnen und Schiiler einen Nutzen in dieser Thematik der
Mathematik erkennen wiirden, wurden folgende Daten erhoben. Dabei lasst sich in der
Abbildung 37 erkennen, dass fast dreiviertel der Untersuchten Aufgaben der
Wabhrscheinlichkeit als niitzlich empfinden.

Wo wird diese Art der Wahrscheinlichkeitsrechnung deiner Meinung nach im Alltag
verwendet/gebraucht?

Auf die weiterflihrende Frage von Frage 3 wurden einige sehr umfangreiche
Einsetzungsgebiete der Wahrscheinlichkeitstheorie der Schiilerinnen und Schiiler genannt.
Die am haufigsten genannte Antwort war der Gebrauch bei Gewinnspielen, dicht gefolgt von
Alltagsnutzen wie in Abbildung 38 zu erkennen ist.
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Anhang

Anhang
Anhang 1: Elternbrief

Liebe Eltern,

ich bin Studierende der Universitit Wien fiir das Lehramtsstudium Mathematik und
Spanisch. Im Zuge meiner Diplomarbeit fiihre ich eine Untersuchung an Schulen durch. Fiir
den experimentellen Teil meiner Arbeit habe ich ausgewadhlte Beispiele aus der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung ausgesucht, die Ihr Kind in den nachsten Tagen 16sen soll.
Dabei werden die von den Schiilerinnen und Schiilern erbrachten L&sungen
selbstverstindlich anonym behandelt und die erhobenen Daten nur fiir die Analyse meiner
Diplomarbeit verwendet. Ebenso wenig werden die Losungen lhres Kindes an die Lehrerin
oder an den Lehrer weitergegeben und haben somit auch keine Auswirkung auf die Note
Ihres Kindes.

Ich bitte Sie hoflichst den nachsten Abschnitt auszufiillen und der zustdndigen Lehrerin
oder dem zustdndigen Lehrer zukommen zu lassen.

Vielen Dank fiir Ihre Mitarbeit!

Theresa Schuh

Hiermit bestdtige ich, dass mein Kind an der empirischen
Untersuchung teilnehmen darf.

Datum/Unterschrift des/der Erziehungsberechtigten:
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Anhang 2: Operationalisierung der Fragestellung

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen die Aufgaben selbststindig und alleine
bearbeiten!

Zum Berechnen der Aufgaben ist geniigend Platz auf den Angaben vorhanden. Falls
es notig ist, werden zusatzliche Blatter zur Verfligung gestellt!

Zum Berechnen sind Hilfsmittel, wie Taschenrechner, Computer (falls vorhanden)
und Lineal (falls benétigt) erlaubt!

Falls die Schiilerinnen und Schiiler nicht wissen, wie die Aufgaben zu l6sen sind,
wird um eine intuitive Antwort gebeten!

Wichtig: Es geht bei diesen Aufgabenstellungen nicht um das schulische Kénnen der
Schiilerinnen und Schiiler! Gefragt ist nur der Umgang mit diesen Aufgaben aus der
Wabhrscheinlichkeit in der Schule!

Die Leistung der Schiilerinnen und Schiiler bei diesen Aufgaben beeinflusst
keineswegs ihren Erfolg in der Schule!

Darum wird gebeten, dass die Schiilerinnen und Schiiler die Aufgaben so gut es
moglich ist berechnen und eine Losung angeben.

Vielen Dank fiir die Mitarbeit!
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Anhang 3: Vorlage des Untersuchungsmaterial

Lose die Aufgaben, so gut du kannst! Versuche mit einem Losungsweg bis zur Losung zu
kommen. Falls du nicht weifdt, wie eine Aufgabe zu l6sen ist, versuche eine intuitive Losung

anzugeben.
o Mannlich | o Weiblich
Alter:

1.) Eine Urne enthalt 100 Kugeln. 70 Kugeln bestehen aus dem Material Holz und 30
Kugeln sind aus Kunststoff. 25 der Holzkugeln sind mit der Farbe Rot gestrichen und
45 sind griin. 10 der Kunststoffkugeln sind rot und 20 sind griin. Folgende Ereignisse
werden definiert:

A: Holzkugel A: Kunststoff Kugel
B: Rote Kugel B: Griine Kugel
B: rot B: griin Z
A: Holz 25 45 70
A: Kunststoff 10 20 30
Z 35 65 100

Jemand zieht eine Kugel und spiirt mit der Hand, dass es sich um eine
Kunststoffkugel handelt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Kugel in
der Hand griin ist? [28]

2.) Viele Internetnutzer klagen {iber Spam-Mails. Nehmen wir an, in 1% der guten und
40% der Spam-Mails komme das Wort "Viagra" vor. AufRerdem seien 10% der Mails
gut und 90% Spam. Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mail, von der man
weif3, das in ihr das Wort "Viagra" vorkommt, eine Spam- Mail ist? [28]

3.) Drei einer ernsten Krankheit verdachtigen Personen 4, B und C wurde eine
Blutprobe entnommen. Das Untersuchungsergebnis sollte vorlaufig nicht bekannt
gegeben werden. A erfuhr, dass sich nur bei einer Person der Verdacht bestatigte,
und bat den Arzt, ihm im Vertrauen den Namen einer der Personen B oder C zu
nennen, die gesund ist. Der Arzt lehnt die Auskunft mit der Begriindung ab, dass
damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass A erkrankt ist, von % auf % ansteigen wiirde.

A bestreitet dies. Schlichten Sie den Streit unter der Annahme, dass der Arzt, wenn A4
an der ansteckenden Krankheit leidet, mit gleicher Wahrscheinlichkeit (namlich %) B

oder C nennen wiirde! [19]
4.) Sie wissen, dass eine Familie zwei Kinder hat, und Sie wissen zusatzlich, dass eines

davon ein Madchen ist. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder
Madchen sind? [14, S. 22]
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e Kommen dir diese Beispiele aus dem Unterricht bekannt vor? Wenn ja: um
welches Thema handelt es sich in der Mathematik?

e Habt ihr bereits dhnliche Beispiele im Unterricht gerechnet?
¢ Findest du diese Beispiele niitzlich? Ja/nein, warum/warum nicht?

e Wo wird diese Art der Wahrscheinlichkeitsrechnung deiner Meinung nach
im Alltag verwendet/gebraucht?

Danke fiir die Mitarbeit!
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Anhang 4: Genehmigung des LSR Burgenlandes zur
Durchfiihrung der Untersuchung

B ildung LSE

AMTLESCNULEAT PLA P RGTE ANED

Zahl: LSR/2-24/15-2018

Bl Amwarschreioen Bezugszanl enfinen!

Sachbearb.. LS| Mag. Jirgen Neuwirth
Telefon/DVY: (02652 710-1223
E-Mail: juergen.neuwirthi@lsr-bgid.gv.at

Theresa Martha Schuh
E-Mail: theresa_schuh@gm:_at

Eisenstadt, 03. April 2018

Genehmigung zur Durchfithrung wissenschaftlicher Untersuchungen

Der Landesschulrat fur Burgenland genehmigt die Durchfihrung der empirischen
Untersuchung zum Thema ,Erhebung der Wahmehmung von Aufgabenstellungen der
bedingten Wahrscheinlichkeit an AHS Schilerinnen und Schillern® am BG/BRG/BORG
Oberschutzen, Hauptplatz 7, 7432 Oberschitzen und am BORG Gussing, Schulstralie 17,
7540 Gissing, mit der Berdcksichiigung unten angefuhrien Kriterien.

Uber die Teilnahme an dieser Fragebogenaktion kann die Direktion selbst
entscheiden.

Die Vorgabe dieses Fragebogens darf nur auerhalb des Unterrichts erfolgen.

+ Es muss sichergestellt werden, dass den angesprochenen Schilerinnen und Schillern
die Teilnahme an der Untersuchung vollkommen freigestellt wird.

= Verbindliche Ubersendung einer Kurzfassung der Evaluierung.

+ Die erhobenen Daten dirfen ausschlieflich fur die von lhnen angefuhrie Untersuchung
verwendet werden.

« Die Anonymitat der Beteiligten ist zu gewahrleisten.
« Auf die Einhaltung der einschidgigen Bestimmungen des Schulrechtes wird verwiesen.

Die Direktionen der oben angefihrien Schulen wurden von diesem Schreiben in Kenntnis
gesetzt.

Fir den Bildungsdirektor:
Mag.® Steiner

Elektronisch gefertigt

7000 Eisenstadt, Kermnausteig 2 = Telefon: (02632)710 = Telefa: (02622)710-1008 « office@|sr-bgld.gv.at
= www |sr-bgld.gv.at -
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Abstract

Abstract in Deutsch:

Der Umgang mit stochastischen Problemen wird immer wieder unterschatzt. Vor allem wird
in der Schule das Thema Stochastik oft nur unzureichend besprochen. Jedoch erweist sich
dieses Teilkapitel der Mathematik als dufderst hilfreich und praxisorientiert. Es gibt eine
unendliche Anzahl an Beispielen aus dem Alltag, die eine Verbindung zur Statistik und zur
Wahrscheinlichkeitstheorie kniipfen. Diese Relation zwischen der formalen Mathematik und
der bekannten Vertrautheit aus dem taglichen Leben, die das Thema mit sich bringt, bedingt
gleichzeitig auch die Irrtlimer und Fehlschliisse der Stochastik, auf die in dieser Arbeit
besonders Wert gelegt wird. Es werden aber nicht nur die bekannten Denkfehler erlautert,
sondern es wird vor allem auch auf den richtigen Umgang mit den Theorien und
Interpretationen der Stochastik hingewiesen.

Die Arbeit beginnt unter anderem mit einfithrenden und geschichtlichen Tatsachen der
stochastischen Entwicklung. Im néchsten Kapitel werden fiir die Arbeit wichtige Zugange
der beschreibenden Statistik kurz behandelt. Ein wichtiger Teil der Ausarbeitung widmet
sich den unterschiedlichen Berechnungsarten und den diversen Interpretations-
moglichkeiten der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Da sich viele Missverstindnisse und Paradoxa in der bedingten Wahrscheinlichkeit
verstecken, wird darauf ebenfalls Augenmerk gelegt. Auferdem wird auch die beurteilende
Statistik besprochen. In einem weiteren Kapitel werden die Unterschiede in der
Handhabung der Stochastik zwischen der Padagogik und der Fachmathematik verdeutlicht.
Abschliefiend wird eine empirische Untersuchung an AHS-Schulen présentiert, die sich mit
Losungen von Schiilerinnen und Schiilern von ausgewdhlten Aufgaben der bedingten
Wabhrscheinlichkeit auseinandersetzt.

Abstract in English

Stochastic problems tend to be underrated. Especially in schools stochastics is often not
discussed sufficiently. Yet this part of mathematics has proven to be quite helpful and
reality-tested. Countless examples in everyday life prove its connection to statistics and to
probability theory. This relation between formal mathematics and the familiarity with
everyday life inherent to stochastics also causes stochastic errors and mistakes, which are
specially covered in this thesis. But not only the most common fallacies are presented, it is
also explained how to properly deal with the theories and interpretations of stochastics.

The thesis starts with, amongst other things, introductory and historical facts concerning
the development of stochastics. The next chapter shortly covers approaches of descriptory
stochastics which are important for this thesis. Another important part is dedicated to
various ways of calculating and to the many possible ways of interpreting the probability
theory.

As many a misunderstanding and paradox is hidden in conditional probability, this aspect is
covered too - as well as assessing stochastics. Another chapter explains the differences in
handling stochastics inside and outside teaching. Finally, an empirical study of high schools
is presented. It deals with students’ solutions of selected conditional probability tasks.
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