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Zusammenfassung

Wer hatte sich gedacht, dass eine Zahl, die nichts zahlt, das Schicksal der Mathematik stark
beeinflussen kann. Die Zahl Null erscheint im ersten Augenblick sehr harmlos, doch sie ist

einer der Stolpersteine und zugleich auch der wichtigste Bestandteil der Mathematik geworden.

Die vorliegende Diplomarbeit besteht aus zwei groflen Teilen. Im ersten Teil wird auf die
Entstehungsgeschichte der Zahl Null eingegangen. Im zweiten Teil befasst sich die Arbeit mit
der Bedeutung dieser mystischen Zahl in verschiedenen Anwendungsbereichen der
Mathematik.

Die Entstehungsgeschichte der Zahl Null ist untrennbar mit der Entstehung des dezimalen
Stellenwertsystems verbunden, das heute international etabliert ist. Dieses Zahlensystem ist
eine gemeinsame Leistung von vielen Kulturen. Die Mayas besaen mehrere Zeichen fur die
Null, die sie fur ihren religiosen Kalender verwendeten. Bei den Babyloniern war die Null eine
Leerstelle fiir eine fehlende Stelle in ihrem Sexagesimalsystem. Die Griechen standen mit einer
Abneigung gegeniber der Null und Ubernahmen sie nur in der Astronomie von den
Babyloniern. Die Null, wie sie heute gebraucht wird, ist in Indien geboren. Die Araber
ubernahmen gemeinsam mit dem dezimalen Stellenwertsystem die Zahl Null von den Indern.
Dieses Zahlensystem, das der Null inr Ansehen gab, kam mit Leonardo von Pisas Rechenbuch
ins Abendland.

Die Diplomarbeit geht der Frage nach, wie die Zahl ,Null“ in das Zahlensystem kam und
welche Kulturen sich daran beteiligt haben. Daher wurde versucht, die Zahlensysteme der
erwéhnten Kulturen zu beschreiben und deren Bedeutung fiir die Einfuhrung der Null zu

beleuchten.

Im zweiten und langeren Teil der Diplomarbeit werden die algebraischen Eigenschaften der
Zahl Null, das Lésen von Gleichungen mit der Null, und die Bedeutung und Anwendung der

Zahl Null in der Wahrscheinlichkeits- und Infinitesimalrechnung diskutiert und vorgestellt.



Abstract

Who would have thought that a number that represents nothing could strongly influence the
fate of mathematics. At first sight, the number zero appears very harmless, yet it has become

one of the stumbling blocks of mathematics and, implicitly, its most important component.

This dissertation consists of two major parts. The first part discusses the genesis of the number
zero. The second part of the dissertation deals with the importance of this mystical number in

various areas of application in mathematics.

The genesis of the number zero is inextricably linked with the development of the decimal
place-value system, which is now internationally established. This number system is a joint
achievement by many cultures. The Mayans had multiple symbols for zero, which they used
for their religious calendar. The Babylonians left a space for a zero digit with no symbol in their
sexagesimal system. The Greeks had an aversion to the zero and only adopted it in Babylonian
astronomy. The zero, as it is used today, was born in India. The Arabs adopted the number zero
from the Indians, together with the decimal place-value system. This number system, which

gave the zero its reputation, came to the western world in Fibonacci's arithmetic book.

The dissertation examines the question of how the number “zero” entered the number system
and which cultures participated in this. Therefore, the aim was to describe the number systems

of the abovementioned cultures and to examine their importance for the introduction of zero.

The second, larger part of the dissertation discusses and presents the algebraic properties of the
number zero, the solving of equations with zero, and the importance and application of the

number zero in probability and infinitesimal calculus.



Einleitung

Die Zahlen beschéaftigen die Menschen, seitdem sie kleine Mengen auffassen kénnen. Das
Zéhlen ist eine besondere Gabe des Menschen und Zahlen sind zu einem ihrer wichtigsten
Werkzeuge geworden. Einige Zahlen, unter anderem die Zahl ,Null“, waren flr den
menschlichen Geist nicht einfach zu begreifen. Bis die ,,Null*“ den Zahlencharakter einnehmen

konnte, musste sie viele Hirden und Abneigungen tiberwinden.

Um die Bedeutung und die Notwendigkeit der Zahl Null besser zu verstehen, muss ihre
Geschichte naher betrachtet werden. Bis das Zahlensystem mit der Null seine Vollstandigkeit
erreichte, dauerte es Jahrtausende. Diese Leistung haben wir nicht nur einer einzigen Kultur zu
verdanken. Das Dezimalsystem in der Form, in der wir sie kennen, ist im Zusammenspiel von
verschiedenen kulturellen Einfliissen entstanden. Bekannt wurde das dezimale Positionssystem
mit der Null in Europa in erster Linie durch das grofle ,Rechenbuch® ,Liber Abaci® von
Lenardo von Pisa ab 1202. Wie sich das Zahlensystem mit der exotischen Zahl Null bis zu

Fibonacci entwickelt hat, wird in den nachsten Kapiteln erlautert.



I. Die Entstehungsgeschichte der Zahl ,,Null*

1.1 Zahlenbewusstsein

In &lterer Steinzeit (Paléolithikum) hatten die Menschen ein tierahnliches Leben. Sie lebten in
Hohlen und ihre Aufgabe lag darin, Nahrung meist durch Jagen und Fischen zu finden. Mit dem
Ubergang vom Jagen und Fischen zum Ackerbau im Neolithikum entwickelte sich ihr
Verstandnis fur die Zahlen und die Raumlichkeit. Dies wurde nach den Forschern und
Forscherinnen in Hohlenmalereien sichtbar, in denen ein Bewusstsein fur Formen zu
beobachten ist. Menschen wurden sesshaft und es bildeten sich Dorfer. Neue Nahrungsmittel
wurden hergestellt, Kupfer und Bronze geschmolzen. Diese Fortschritte beschleunigten die
Bildung der Sprache. Es entstanden die ersten Zahlworter. Die Zahlworter sind nach Adam
Smith wahrscheinlich durch Verschiebung von Betonungen entstanden. Beispielsweise wird
die Betonung bei ,,ein Haus* von ,,Haus* auf das ,,ein“ verlegt. Anfangs wurde nur zwischen
eins, zwei und vieles unterschieden. Folgend entstanden die grofReren Einheiten durch die
Addition.!

Die éltesten Dokumente von Zahlendarstellungen sind Kerbzeichen auf Tierknochen, die
zwischen 20.000 und 30.000 Jahre alt sind.? Der Archiologe Karl Absolon fand beispielsweise
in den 1930er Jahren in der Hohle vom Hohlenmensch Gog einen etwa 30.000 Jahre alten
Wolfsknochen mit 55 Kerben. Auffallend ist, dass diese Kerben in Funfergruppen aufgeteilt
sind und funf der Funfergruppen durch eine weitere Kerbe von dem Rest abgespalten ist. Diese

Form der Biindelung bezeichnen wir heute als quinares Zahlsystem.?

Ein weiterer Beleg fiir das Zahlenbewusstsein des Homo sapiens sapiens, ist der Ishango-
Knochen, der nach seinem Fundort benannt ist. Durch C-14-Datierung wurde das Alter des
Knochens etwa auf 22.000 Jahre geschatzt.* Die Kerben von Ishango-Knochen werden von
Forschern und Forscherinnen als ein konsistentes System von Addition zur Basis 6 und 10

interpretiert.> Andererseits werden diese Kerben auch als Darstellung der Verdoppelung 3 — 6,

Lvgl. Struik (1963), S. 1ff

2 ygl. Beutelspacher (2010), S. 30
% vgl. Seife (2000), S. 12f

4 vgl. Haarmann (2008), S. 11
Svgl.ebd,, S. 12



Spalten 4 — 8, und 5 — 10 (Mitte) und der Primzahlen 11, 13,

links Mitte | rechts

3 17, 19 (linke Spalte) gedeutet.® Das Zahlen hat nach

n

r Struik nicht mit dem Abzahlen von Hénden und

Fingern begonnen. Die Anzahl von fiinf Objekten

kann ohne Abzahlen festgestellt werden, aber eine

=l X Menge mit groReren Einheiten nicht mehr. Erst durch

6 | v das Fortschreiten von Handwerk und Handel 6ffnete

: sich die Tdr zur Notwendigkeit von groReren

Einheiten, die tatsachlich mithilfe von Hénden und

Summe = 60 a8 60

Fingern erfasst wurden.’

Abbildung 1: Kerbzeichen auf dem Ishango-Knochen,
Haarmann, Harald. (2008). Weltgeschichte der
Zahlen. Miinchen: C.H.Beck Verlag, S. 12

1.2 Das erste Stellenwertsystem - Sexagesimalsystem

Bis tatsachlich ein System von Zahlen entstand, dauerte es Jahrtausende. Das erste
Stellenwertsystem wurde von den Babyloniern im zweiten Jahrtausend v.Chr. entwickelt, das

sich aus dem Zahlensystem der Sumerer formte.®

Texte aus Mesopotamien wurden in Keilschrift auf Tontafeln geschrieben. Deshalb ist die
Quellenlage besser als bei der agyptischen Mathematik, da ein Papyrus leichter verbrennt als
eine Tontafel. Ein groRer Teil der erhaltenen mathematischen Texte stammt aus dem alt- und
neubabylonischen Reich. Die Berechnungsmethoden wurden bei den Babyloniern mit

konkreten Zahlen beschrieben, wobei theoretische Ansatze erkennbar sind.

Die Babylonier verwendeten ein Sexagesimalsystem, das heif3t ein Positionssystem zur Basis
sechzig. Unser Zahlensystem zur Basis zehn ist ebenfalls ein Positionssystem. Mithilfe von den
zehn Ziffern (0,1,2,3,....,9) kann jede beliebig grofle Zahl dargestellt werden. Denn in einem

Positionssystem ist die Stelle einer Ziffer entscheidend fur ihren Wert. Beispielsweise hat die

& vgl. Beutelspacher (2010), S. 31
7 vgl. Struik (1963), S. 3
8 vgl. Kaplan (2006), S. 18



Ziffer 2 an der Einerstelle den Wert 2 und an der Zehnerstelle den Wert 20. Zehn Einheiten im

Dezimalsystem werden zur nachst groReren Einheit gebiindelt.®

Das Sexagesimalsystem der Babylonier war eine Mischung aus dem Dezimal- und
Sexagesimalsystem, wie bei den Sumerern. Es handelte sich um eine Mischung, da nicht 59
verschiedene Ziffern fur die Zahlen 1 bis 59 verwendet wurden, sondern nur zwei Zahlzeichen.
Als Grundziffern fur die Zahlen von 1-59 wurde ein ,,senkrechter Nagel*“ Y fiir die ,,Eins“ und
ein ,,Winkel“ <« flir die Zahl ,,Zehn“ verwendet. Durch Aneinanderreihen von Ndgeln und

Winkeln wurden die Zahlen nach dem additiven Prinzip angeschrieben:
Bsp.: €« YY =32(=10+10+10+1+1)

Die Zahl sechzig wurde wieder mit einem senkrechten Nagel Y dargestellt, wobei dieser groRer

war als der Nagel fir die Eins.*

Bsp: | V1 <<<IVY _3.6043. 10462216

Diese Darstellung von sechzig fuhrte naturlich auch zu Missverstandnissen beim schlampigen
Anschreiben von Ndgeln, da die Négel flr Einser gro3 und die fur Sechziger klein geschrieben
wurden. Man will es vielleicht nicht glauben, aber dieses Problem lenkte die Entwicklung des
Zahlensystems in eine positive Richtung. Denn irgendwie musste diese Unklarheit Giberwunden
werden. Als Losung dafur wurde das Positionssystem ausgebaut, welches bei Zahlen tber 59
eingesetzt wurde. So kamen sie von der Unterscheidung zwischen grof3en und kleinen Keilen

weg. Nicht die GroRe des Keils sollte nun seinen Wert bestimmen, sondern seine Stelle. 2

Ahnlich wie das Positionssystem der Babylonier haben die Ziffern der Zahl 333 in unserem
Dezimalsystem an allen drei Stellen unterschiedliche Werte. Die erste Drei von rechts hat den
Wert 3 (= 3 - 10°), die Drei in der Mitte den Wert 30 (= 3 - 10%) und die Drei links den Wert
300 (= 3 - 10%. Durch die Addition der Zahlen 3 + 30 + 300 erhalt man 333. So &hnlich
funktionierte es auch bei den Babyloniern, jedoch stand jede Stelle bei ihnen flr eine Potenz
zur Basis 60 und nicht zur Basis 10. Ein senkrechter Nagel konnte somit fiir 1, 60 (= 60%), 3600

® vgl. Ifrah (1986), S. 411
0 vgl. ebd., S. 412f

1 vgl. Kaplan (2006), S. 18
2 ygl. ebd., S.19f



(=602) oder fiir eine andere Potenz zur Basis 60 stehen. Um die einzelnen Stellen der Ziffern
einer Zahl zu verdeutlichen, bauten sie Leerstellen zwischen den Winkeln beziehungsweise den

Nageln ein.

¥

et % :

I e s Gl
Bsp.: L i l

32-60%2+43-60' + 11=117.791

f\r-"i.
s

Dem Sexagesimalsystem der Babylonier begegnen wir heute noch in unserem Alltag. Die MaRe
fur Winkeln, Zeit und Gewicht sind bis heute erhalten. Betrachtet man das obige Beispiel als
Zeit, folgt fur die Zahl 32 - 60? + 43 - 60! + 11, dass es 11 Sekunden, 43 Minuten und 32
Stunden sind. 117.791 hingegen ist die umgewandelte Zeitangabe in Sekunden. Daher kann
32-60%+43-60' +11auchals32°43711"" geschrieben werden, wie die Zeit sonst angegeben

wird.'*

Mithilfe dieses Positionssystems konnten nun die Babylonier grof3e Zahlen mit viel weniger
Aufwand anschreiben und Rechnungen durchfiihren, doch nicht alle Mangel waren beseitigt.
Spéter stellten sich die Leerstellen als ein Defizit des Systems heraus. Es kam zu
Fehlbestimmungen der Zahlen, da die Leerstellen zwischen den Sechziger-Einheiten nicht grof3
genug waren. Obwohl einiges aus dem Kontext erschlossen werden konnte, war es nach vielen
Jahren nicht mehr méglich die Zahlen aus dem Kontext zu erfassen. So kam es zwischen dem
6. und 3. Jahrhundert v. Chr. zur Einflhrung von Trennzeichen. Ein Zeichen, das urspriinglich
dazu benutzt wurde, um ein Wort von seiner Definition zu trennen oder zweisprachige Texte
zu trennen, wurde eingesetzt, um Sechziger-Einheiten voneinander zu trennen. Unten sind

einige Beispiele zu sehen, die als Zeichen fiir Leerstellen eingesetzt wurden.

Ein einheitliches Symbol gab es nicht, jeder Schreiber hat es anders gehandhabt. Meistens

wurden aber zwei Winkel oder zwei Nagel tibereinander oder neben einander gesetzt.*®

13 vgl. Kaplan (2006), S. 20
14 ygl. Ifrah (1986), S. 413f
15 vgl. Kaplan (2006), S. 22



5“1«{( oderi(oder‘(K

Abbildung 2: Einige Beispiele fiir Zeichen, die als Leerstellen im
babylonischen Positionssystem dienten. Ifrah, Georges. (1986).
Universalgeschichte der Zahlen. New York: Campus, S. 417.

Di r r ersten Null

Die, nicht aus einer besonders geistigen, sondern aus Notwendigkeit entstandenen Leerzeichen

in der babylonischen Keilschrift entwickelten sich zu Vorlaufern der Zahl Null.

Die Mathematiker und Astronomen des 2. Jahrtausends v.Chr. kannten die Zahl Null als

Zeichen fiir eine fehlende Stelle oder eine Einheit noch nicht. Das Fehlen einer Potenz von

sechzig wurde aus dem Kontext erschlossen. Die Babylonier machten eine Leerstelle, um die

nicht vorhandene Potenz von sechzig zu verdeutlichen. Diese Leerstellen konnten erstens nur

zwischen zwei Einheiten gesetzt werden und zweitens war es auf diese Art nicht moglich zwei

aufeinander folgende Einheiten durch Leerstellen darzustellen. Trotz dieser Unklarheiten weist

die babylonische Mathematik und Astronomie groRe Fortschritte auf.®

BN OOA Wy

Abbildung 3: Mathematische Tafel aus Uruk: dltester
Beleg fiir die Verwendung der babylonischen Null. Ifrah,
Georges. (1986). Universalgeschichte der Zahlen. New
York: Campus, S. 423.

16 vgl. Ifrah (1986), S. 418f
7vgl. ebd., S. 420

Vor der Seleukidenherrschaft (311 - 1.
Jahrhundert v.Chr.) benutzten die Astronomen
die Trennzeichen, die eingesetzt worden waren,
um die Einheiten voneinander zu trennen, auch
als Zeichen fur die fehlende Potenz von 60. Als
Symbol fur das Fehlen einer Zehnerpotenz wird
heute eine Null geschrieben, daher kdnnen diese
Zeichen mit der heutigen Null verglichen
werden. In allen mathematischen Texten aus
Babylon, die Uberliefert sind, steht die Null
zwischen den Einheiten und nicht am Anfang

oder am Ende.l” Die mathematische Tafel aus



Uruk, die bei Schwarzgrabungen entdeckt wurde, ist der &lteste Beleg fur den Gebrauch der

babylonischen Null.8

Die Wissenschaftler sind davon Uberzeugt, dass die babylonische Null nicht mit der
gegenwartigen Null ident ist. Da in den Uberlieferten mathematischen Texten die Null

tatsachlich zwischen den Einheiten vorkommt und nicht am Anfang oder am Ende steht.

,In Wirklichkeit aber haben die babylonischen Astronomen, wie Neugebauer (1935)
nachgewiesen hat, die Null auch in der End- und Anfangsposition verwendet. [...] Eine
[...] astronomische Tafel, die aus der gleichen Zeit [Seleukidenzeit] und ebenfalls aus
Babylon stammt, enthalt die Zahl:

2;11; 46; 0 (= 2 X 60° + 11 X 602 + 46 x 60 + 0)*1?

Hier steht die Null in der Einerstelle, also am Ende. Das Zeichen fir eine fehlende Potenz wurde
auch dazu benutzt, sexagesimale Briche ohne Doppeldeutigkeiten darzustellen. So wurden
Briiche mit Sechziger Potenzen als Nenner dargestellt.

Die Babylonier waren die Ersten, die ein wirkliches und gut funktionierendes Positionssystem
zusammengestellt haben. Sie waren auch die Ersten, die die Null entdeckt haben, auch wenn
sie bei den Mathematikern nicht die idente Funktion, wie die Null heute hatte. Das

Positionssystem der Babylonier war allen anderen Systemen des Altertums weit Giberlegen.?

1.3 Vigesimalsystem - Maya- Ziffern

Das Vigesimalsystem ist ein Zahlensystem, das auf Basis 20 beruht. Zur Basis 20 kam man
wahrscheinlich durch die Addition im Zehnersystem. Als Hilfsmittel zum Zahlen wurden zu

den Fingern die Zehen dazu genommen.?

Das indigene Volk der Mayas aus Mittelamerika verwendete ein Stellenwertsystem zur Basis
20, das heit ein vigesimales System. Beweggrund fir die Entwicklung eines Zahlensystems
bei den Mayas war nicht der Handel oder das Handwerk, sondern deren Kalender.?? Die Mayas

hatten, wie viele Hochkulturen, einen eigenen Kalender. Sie besal3en sogar zwei verschiedene

18 vgl. Ifrah (1986), S. 423
19 Ifrah (1986), S. 421

2 yvgl. ebd., S. 422f

2L ygl. Struik, (1963), S. 3
22 ygl. Ifrah (1986), S. 451



Kalender. Tzolkin war ein religioser Kalender, der eine Art Geheimschrift der Priester war. Der
zweite Kalender war im Prinzip ein Sonnenkalender. 1hr religioser Kalender hatte 260 Tage mit
einer Abfolge von dreizehn Tagen, denen ein Name zugeordnet wurde und entweder mit einem

Gott oder einem religiésen Ritual verbunden wurde.

Haab, der Sonnenkalender, hatte insgesamt 365 Tage mit einer Einteilung von 18 Monaten zu
je 20 Tagen, wobei diese zwanzig Tage noch einmal in sich in dreizehn Tage-Zyklen aufgeteilt
waren. Die Einteilung in 20 Tage-Zyklen ist ein Hinweis darauf, dass Mayas ein
Vigesimalsystem hatten. Die bei dieser Bundelung uberbleibenden fiinf Tage wurden von den
Mayas als Tage des ,,Unheils* eingestuft und ,,Uayeb“ genannt. Man war der Uberzeugung,
dass Babys, die an diesen Tagen geboren sind, ihr ganzes Leben von Ungliick und Trauer
verfolgt werden und fiir nichts tauglich sind.? Nach 52 Sonnenjahren beziehungsweise 73
religiésen Jahren kam es zu einem gemeinsamen Jahresbeginn der beiden Kalender, der grof3
gefeiert wurde.?* Im Gegensatz zu den Babyloniern schrieben die Mayas ihre Zahlen auf zwei
verschiedene Arten. Die einfache Variante setzte sich aus Punkten und Strichen zusammen.?
Fir die Einer verwendeten sie einen Kreis oder einen Punkt, die an die Kakaobohnen erinnern
sollten, da diese als Wechselgeld bei den Volkern Mittelamerikas verwendet wurden. Um die
Funf darzustellen, verwendeten sie einen waagrechten Strich. Fir jede 20-er Potenz hatten sie
ein anderes Symbol, das so oft hintereinander gereiht wurde, wie notwendig. Die Zahl ,,acht*
wurde beispielsweise mithilfe von einem waagrechten Strich und drei Punkten dargestellt.?®
Die andere und kompliziertere Form der Zahlendarstellung der Mayas erfolgte mit den

Glyphen. Glyphen sind bildhafte Symbole von seltsamen Gesichtern.

Da viele Dokumente aus der prakolumbischen Zeit zerstort wurden, lasst sich das Zahlensystem
nur noch aus dem Mayakalender ableiten. Den zwanzig Tagen im Sonnenkalender wurde ein
Schriftzeichen (fir den Namen) und eine Zahl aus den 13-Tages Zyklen zugeordnet, sodass der

Tag im religiosen Kalender eindeutig festgelegt werden konnte.?’

Z ygl. Ifrah (1986), S. 452ff
24 ygl. ebd., S. 459

25 ygl. Seife (2000), S. 23

% ygl. Ifrah (1986), S. 451
27 ygl. ebd., S. 454
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Markant fur die Verschriftlichung der 20 Tage ist der erste Tag des Monats. Der Monat
begann bei den Mayas mit der Zahl ,,Null* und nicht mit der ,,Eins*. Dementsprechend trug
der zweite Tag die Nummer ,,Eins®, der dritte Tag die Nummer ,,Zwei? und so weiter. Der
Grund fur diese Langzahlung war die religiose Vorstellung, dass der Trégergott an diesem
Tag die ,,Zeitlast dem Schutzgott des folgenden Monates weitergibt.?8, Der erste Tag jedes

,Monats“ wurde [...] durch das ihm zugeordnete Schriftzeichen und folgende Ziffer

dargestellt:?°

_—1 N
oder @

Abbildung 4: Zeichen fiir den ersten Tag des Monats, die gleichzeitig die Ziffer Null darstellen.
Ifrah, Georges. (1986). Universalgeschichte der Zahlen. New York: Campus, S. 456.

Somit stellt das unten abgebildete Bild mit den vier Kreisen und dem Monatszeichen nicht den

vierten Tag des Monats (,,Xul*) dar, sondern den funften Tag.

~ 000 °©

}P‘

XUL

Abbildung 5: 5.Tag des Monats im Haab-Kalender. Ifrah, Georges. (1986).
Universalgeschichte der Zahlen. New York: Campus, S. 457.

Der Haab-Kalender beinhaltet das erste System, bei dem die Z&hlung mit der Null begann. In

vielen anderen Z&hlungen bzw. Systemen wird die Null in die Z&hlung nicht einbezogen.

Abbildung 6: Maya Hieroglyphen der Zahl Null auf Stellen und
Skulpturen. Ifrah, Georges. (1986). Universalgeschichte der
Zahlen. New York: Campus, S. 469.

28 vgl. Ifrah (1986), S. 457
29 Ifrah (1986), S. 456
%0 vgl. Haarmann (2008), S.65

Das Schwierige an der Entzifferung des
Maya-Systems war, dass zum einen manche
Zeichen mehrere Funktionen hatten und es
zum anderen mehrere Symbole fir ein und
demselben Begriff gab. Hier soll nicht
unerwahnt bleiben, dass die Mayas mehrere
Glyphen fiir den Begriff ,,Null“ hatten, von
neben stehenden

denen einige in der

Abbildung 6 dargestellt sind.°
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Ein Vorteil der Nummerierung mit Null des ersten Monatstags der Mayas ist, dass sie keinerlei
Diskussionen dartiber gefuhrt hatten, wann ein Jahrtausend beginnt. Denn bis heute ist es

umstritten, ob das zweite Jahrtausend im Jahr 1000 oder 1001 beginnt.!

1.4 Agyptisches, chinesisches und indisches Dezimalsystem

Das Dezimalsystem ist ein Zahlensystem zur Basis zehn. Es gab drei Kulturen, die ein
Dezimalsystem verwendeten, und zwar die dgyptische, die chinesische und die indische Kultur.
Obwohl alle drei ein Dezimalsystem verwendeten, hatten sie wenig gemeinsam. Sie sind alle
aus differierenden kulturellen Kontexten entstanden. Dennoch sind sie der orientalischen
Mathematik anzurechnen, die als vorgriechische Mathematikgeschichte gilt. Die oben
geschilderte mesopotamische oder babylonische Mathematik ist die einzige aus dieser Periode,
die nicht das Dezimalsystem gebrauchte, aber trotzdem sehr fruchtbar war.3?

Die Mathematik der Inder, Chinesen, Mesopotamier und Agypter lassen sich trotz arithmetisch-
algebraischer Gestalt voneinander trennen, da sie in abgeschlossenen Gebieten isoliert
entstanden sind. Die orientalische Mathematik befasste sich  vorrangig mit
Kalenderberechnungen, mit der Verwaltung der Ernte, Einkassierung der Steuern und
praktischen Wissenschaften. Aus der praktischen Mathematik und der Messkunde entwickelte
sich Uber eine lange Zeit die Algebra. Dieser Prozess flihrte zu einer theoretischen Geometrie

in den Schreiberschulen.®?

Nun sollen die Dezimalsysteme der oben erwahnten drei Kulturen néher betrachtet werden, den

Anfang der Betrachtung soll das Dezimalsystem der Agypter machen.

1.4.1 Agyptisches Dezimalsystem

Aus dem Alten Agypten sind uns eine groBe Menge an Texten der gesprochenen Sprache
uberliefert, die auf Bauwerken, wie Tempeln, Grabstelen eingemei3elt sind, oder auf Papyrus
und Topfscherben zu finden sind. Die Agypter verschriftlichten ihre Sprache mit den so

genannten Hieroglyphen. Hieroglyphen kénnen entweder Bildzeichen sein, die dhnlich wie

31 vgl. Seife (2000), S. 25
32 ygl. Thuswald (1999), S. 41
3 vgl. Struik (1963), S. 12f
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Piktogramme zu verstehen sind und das zeigen, was sie veranschaulichen wollen. Oder sie
konnen als Ideogramme verstanden werden, die eine gewisse Interpretation der dargestellten
Bilder erfordern. Abstrakte Begriffe wie Liebe wurden durch die Zusammensetzung der Laute
aus verschiedenen Begriffen dargestellt. Die Piktogramme wurden von links nach rechts, von
rechts nach links, von unten nach oben oder von oben nach unten gelesen. Je nachdem, in
welche Richtung die Piktogramme blickten, wurden sie in dieser Richtung gelesen. Schauten

sie nach rechts, so wurden die Piktogramme von rechts nach links gelesen.3*

Es steht fest, dass die Hieroglyphenschrift der Agypter, trotz des Kontakts mit Mesopotamien
und den Sumerern, deren eigene Leistung ist. Sie ist eines der &ltesten Schriftsysteme und wurde

bereits zur Beginn der Jungsteinzeit gebraucht.®

Die agyptische Mathematik besché&ftigte sich, wie die Mathematik der Mesopotamier, mit den
Fragestellungen der Praxis. Beispielsweise sind einige Beispiele und Beschreibungen zur
Volumenberechnung erhalten. Diese Berechnungen brauchten die Beamten, um das

Fassungsvermdgen der GefiRe oder Speicher fiir das Getreide herauszufinden.3®

Aus dem Alten Agypten sind mehr als zehn Papyri mit mathematischem Inhalt tiberliefert. Fir
die Mathematik sind die wichtigsten Papyri der Papyrus Rhind und der Moskauer Papyrus.
Beide Papyri wurden in den Beamtenschulen als Schulbuch von Schreibern beziehungsweise
Lehrern fir Schuler verfasst. Der Papyrus Rhind stammt etwa aus dem Jahr 1650 v. Chr., soll
aber eine Abschrift eines viel alteren Textes sein. Diese Papyrusrolle ist etwa 5 m lang, 33 cm
breit und befindet sich im British Museum of London. Er beinhaltet etwa 85 Aufgaben mit
Losungen und teilweise Aufgaben mit Skizzen, die nach unterschiedlichen Bereichen sortiert
sind. Im Vergleich dazu ist der Moskauer Papyrus etwa 5,44 m lang und nur 8 cm breit. Dieser
enthédlt 25 Aufgaben mit Lésungen und befindet sich im Museum der schénen Kinste in
Moskau. Beide Papyri sind in hierarchischer Schrift verfasst, wobei der Moskauer Papyrus

etwas alter geschatzt wird.3’

Auffallend ist, dass die Papyri lediglich konkrete Beispiele zum Teil mit Lésungen und Proben

enthalten, aber keine Beweise oder theoretische Uberlegungen. Diese rezeptartigen Aufgaben

34 vgl. Ifrah (1986), S. 222ff

% vgl. ebd., S. 229f

3 vgl. Scriba; Schreiber (2001), S. 14
37 vgl. ebd., S. 12
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wurden den Schulern der Beamtenschulen gelehrt, ohne abstrakte Begriffe oder formale
Sprache der Mathematik anzuwenden. Die Agypter kannten Formeln, mit deren Hilfe sie den
Flacheninhalt von Kreisen, Rechtecken, Dreiecken und Trapezen mit einer guten Naherung
berechnen konnten. Im Moskauer Papyrus befindet sich eine richtige Anweisung zur
Berechnung des Volumens eines Pyramidenstumpfes mit quadratischer Grundflache in
Aufgabe 14. Doch auch fir Flachen- und Volumenberechnungen sind keine Begriindungen
angebracht.3®

Die Agypter konnten mit ihren Ziffern, die Von rechts nach links | Von links nach rechts
. - . ) ] ] zu lesen zu lesen

einen Teil ihrer hieratischen Schrift bildeten, " , :

Zahlen darstellen, die sogar gréRRer waren als 10 n n

eine Million. Sie nutzten ein Dezimalsystem, 100 ;9 212 |Q || <

das jedoch kein Positionswertsystem war und £ 000 i Gl ’i I I i f ‘I i

im Grunde dem Additionsprinzip folgte. Fir 8

: L oo | 1 f 0] ]Y "

jede Zehnerpotenz hatten sie ein eigenes

Zeichen, wobei sie je nach Leserichtung | 100000 |2 4@| 4 |f

onon| 4] 21

—

Variationen aufweisen.

i
\
7o s a fs
o

Xe

w4

In der nebenstehenden Abbildung 7 sind die
Zeichen flr die Zehnerpotenzen mit ihren Abbildung 7: dgyptische Hieroglyphen Zahlenschrift mit den
o . ] o verschiedenen Varianten und der Verdeutlichung der
Variationen zu finden. Um ein Beispiel zu teserichtung. Ifrah, Georges. (1986). Universalgeschichte der
. . . . . Zahlen. New York: Campus, S. 231.
nennen, stellt ein Strich die Zahl Eins dar, ein
Hufeisen oder ein verkehrtes U stellt die Zahl

Zehn dar.%°

Eine Zahl wurde in hierarchischer Zahlenschrift durch Aneinanderreihen von entsprechenden
Zeichen dargestellt. Die Zahl 1 284 wurde auf einem Stein geschlagen, indem eine Lotosblite
mit Stiel (= 1 000), zwei eingerollte Spiralen (= 200), acht Hufeisen (= 800) und vier senkrechte
Striche (=4) neben einander ausgefihrt wurden. Werden die Zahlen fiir die die Zeichen stehen,
addiert, so erhalt man die Zahl. Um eine bessere Ubersicht bei der Darstellung der Zahlen mit
Hieroglyphen-Zahlschrift zu erreichen, fassten die Agypter die Einheiten zu Gruppen

zusammen und ritzten sie untereinander. So etwa schlugen die Agypter die Menge von Ziegen

38 vgl. Scriba; Schreiber (2001), S. 12ff
39 vgl. Ifrah (1986), S. 230f
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auf einem Stein, indem sie zuerst die Hieroglyphe fir die Ziege schlugen, dann die
Zehnerpotenzen unter einander in Gruppen, wobei mit der grofiten vorkommenden

Zehnerpotenz begonnen wurde.*

Obwohl ein Bestreben zum Vermeiden von Missverstandnissen oder Fehlern vorhanden war,
geniigte es nicht, um dem Entstehen von Irrtirmern entgegenzuwirken. Diese Konsequenz
sollte nicht verwundern, denn nicht allzu groRe Zahlen wurden mit einer viel zu groRen Anzahl
an Zeichen abgebildet. Um die Zahl 888 888 darzustellen, brauchten sie insgesamt 48 Zeichen.
Natlrlich kommt es bei dieser Zahl an Zeichen zu Schlampigkeitsfehlern von Schreibern und

Steinschneidern.*!

Eine weitere Leistung und gleichzeitig der Grund fir den Untergang der &gyptischen
Mathematik war die Bruchrechnung. Sie waren die Ersten, die die Bruchzahlen eingefihrt
hatten. Ein Beleg fur ihre Kenntnisse tiber das Rechnen mit Bruichen stellt der Keulenkopf des
Konigs Narmer aus dem 4. Jahrtausend v.Chr. dar.*? AuRergewohnlich bei ihrer
Rechengewohnheit war, dass sie dazu neigten, Briche als Summe von Stammbriichen
darzustellen. Um eine Bruchzahl, besser gesagt einen Stammbruch darzustellen, wurde die
Hieroglyphe ,,Mund* iiber die Zeichen, deren Summe den Nenner ergeben, gestellt. Besondere
Briiche hatten Sonderzeichen. Wie bereits erwahnt, kannten die Agypter nur Stammbriiche, das
heillt Briiche, deren Zahler gleich eins ist. Bruche, die keine Stammbriiche waren, wurden als

Summe von Stammbrichen dargestellt, wobei kein Stammbruch doppelt geschrieben wurde.

Um ein Beispiel zu nennen, zerlegten sie den Bruch % nicht in die Summe der Briiche % + % ,

1

2 1
sondern folgendermaBen = = -+ — 43

Neben Bruchrechnungen und Naherungen zur Volumenberechnungen erzielten die Agypter
bewundernswirdige Leistungen in Astronomie und Zeitmessung. Sie waren im Stande
Jahreszeiten und astronomische Abfolgen korrekt vorherzusagen. Im Vergleich zu vielen
anderen Kulturen ihrer Zeit leiteten die Agypter die Lange des Jahres nicht von der Mondphase,
sondern von dem Lauf der Sonne ab. Das System des Sonnenjahres wurde von den R6mern

ubernommen und von Julius Casar mit dem Schaltjahr erganzt. Das Sonnenjahr und die

40 vgl. Ifrah (1986), S. 231f

41 ygl. ebd., S. 234

42 ygl. Sommer; Mller-Wille; Reinhardt (2017), S. 113
43 vgl. Ifrah (1986), S. 235
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Geometrie, vor allem in der Landvermessung, sind die wichtigsten Beitrage der Agypter in der
Mathematik. Im Ubrigen erbrachten die Agypter diese GroRtaten ohne die Kenntnis iiber die
Zahl Null. Die Zahl Null brauchten sie aber nicht unbedingt, da ihr Zahlensystem kein

Positionssystem war.**

1.4.2 Chinesisches Dezimalsystem

Das Dezimalsystem der Chinesen war ein Stellenwertsystem. Dieses entstand aufgrund der
geographischen Lage von China isoliert von Einflissen. Der Wert einer Ziffer wird also durch
ihre Stelle bestimmt. lhre Zahlenschrift enthélt im Gegensatz zu unserem Zahlensystem nicht
eine Reihe mit neun Zeichen, sondern zwei Reihen mit je neun Zahlzeichen. Die Ziffern

bestehen, wie in vielen anderen Kulturen, aus waagrechten und senkrechten Strichen.

ERSTE REIHE

0T T

Abbildung 9: Zeichen fiir die Einer in der ersten Reihe im chinesischen
Positionssystem der Gelehrten. Ifrah, Georges. (1986). Universalgeschichte der
Zahlen. New York: Campus, S. 428.

ZWEITE REIHE

6 7 8

1

——
— PU——
2

M-

Abbildung 8: Zeichen fiir die zweite Reihe im chinesischen Positionssystem.
Ziffern der ersten und zweiten Reihe wurden bei der Darstellung einer Zahl
beliebig verwendet. Ifrah, Georges. (1986). Universalgeschichte der Zahlen. New
York: Campus, S. 429.

Dieses System enthalt nichtdestotrotz einige Doppeldeutigkeiten. Ein Missverstandnis ergab
sich, wenn mehrere senkrechte Einheiten nebeneinander geschrieben wurden. Um diesen
Verwechslungen entgegen zu wirken, wurden ab der Han-Dynastie (206 v. Chr. — 220 n. Chr.)
die Einer durch senkrechte, die Zehner durch waagrechte, die Hunderter durch senkrechte

Striche etc., dargestellt.*®

4 vgl. Seife (2000), S. 16ff
% vgl. Ifrah (1986), S. 431
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Das Besondere an der Entwicklung des Zahlensystems bei den Chinesen ist der dreistufige
Ablauf. Anfanglich wurden Zahlen mithilfe von Rechenstdbchen konzipiert. Dem folgte eine
Darstellung auf einem Schachbrett. SchlieRlich wurden auch die Schachbretter weglassen und
man ging auf die Stellenwert-Zahlschrift iber. Wobei die Null dabei unberticksichtigt blieb und
spater den Fortschritt hemmte. Auf den Rechenbretten wurde das Fehlen einer Stelle durch das
Freilassen eines Kastchens gekennzeichnet, doch in der Verschriftlichung reichte der freie Platz
zum Ausschliel3en von Verwechslungen nicht aus. Denn wie sollte man 864, 8604 und 86004
voneinander unterscheiden? Im 8.Jahrhundert n.Chr. wurde ein kleiner Kreis durch den Einfluss
der indischen Mathematik fur die fehlenden Stellen eingefiihrt. Diese Einflihrung beschleunigte
den Fortschritt der Chinesen in der Mathematik. Somit konnten sie ihr Wissen beim
Bruchrechnen, bei den irrationalen Zahlen und in Algebra vorantreiben. Unter anderem wurde
das Pascalsche Dreieck 1303 erstmals vom chinesischen Mathematiker Chu Shih-Chieh in
seinem Werk Ssu Yuan Yu Chien verdffentlicht, also vor dem européischen Mathematiker

Blaise Pascal.*®

1.4.3 Indisches Dezimalsystem

Die indische Mathematik hat bereits in der Periode der orientalischen Mathematik ihre Wurzeln
und entwickelte sich dann in der Phase der griechischen Mathematik weiter. Sie spielte nach
der griechischen Periode sogar eine wichtigere Rolle, als es den Menschen bekannt ist. Die
Zahlenschrift zur Basis 10, die vor 1500 Jahren in Nordindien entwickelt wurde, ist tatséchlich
der Vorlaufer unseres Zahlensystems. Einige europdische und arabische Autoren weisen

ebenfalls auf diese Gegebenheit hin.*’

Die indische Mathematik ging aufgrund ihrer politischen und geographischen Lage aus anderen
Erfordernissen hervor, als beispielsweise die chinesische Mathematik. Die chinesische
Mathematik entstand von anderen Kulturen isoliert, doch die indische Mathematik entwickelte
sich durch Einflusse von der griechischen, babylonischen und der chinesischen Mathematik.
Deswegen ist keine Kontinuitat in der Entwicklung und in der Dokumentation der indischen

Mathematik festzustellen.*®

46 vgl. Ifrah (1986), S. 433ff
47vgl. ebd., S. 486
48 vgl. Struik (1963), S. 24
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In Indien wurden zwei Buchstabenschriften verwendet, und zwar die Kharosthi-Schrift, welche
in Nordwestindien zwischen dem 5. und 3. Jahrhundert v.Chr. verwendet wurde und die
Brahmi-Schrift, die als VVorfahrin der meisten indischen Schriften, unter anderem der heute am
meisten gebrauchten Nagari-Schrift gilt. Die Kharosthi-Schrift ist linksldufig und hat ihren
Ursprung in der persischen und aramdischen Kultur. Sie weist eine 4-, dann 10- und 20-
Bundelung auf und hat drei ahnliche Zeichen fur zwanzig mit zwei 10-Zeichen. Dabei werden

die Hunderter gezahlt, was einen Beleg fiir die alte Zahlgrenze 100 bildet.*°

Die Abstammung der Brahmi-Schrift ist bis heute unbekannt, wobei die indischen Forscher
davon ausgehen, dass sie eine Eigenleistung der indischen Kultur sei. Sie kdnnte genauso gut
auch aus dem nordsemitischen Kreis stammen, da die meisten Erldsse von Asoka in Brahmi-

Schrift verfasst sind.>°

Die Brahmi-Zahlschrift und der Aufbau der Zahlen sind Uber 1000 Jahre hinweg
gleichgeblieben. Diese Information ist uns (ber die Kupferplatten, die an den Wanden von
Tempeln und Felsen hingen, Gberliefert worden. In dieser Zahlenschrift hatte jeder Einer und
ab der Friihzeit jeder Zehner ein eigenes Zeichen. Ab den Hundertern und Tausendern geht die
Brahmi-Schrift in ein Stellenwertsystem tiber.>* Doch um 600 n. Chr. finden wir die Brahmi-
Zahlschrift, die nur fur die neun Einer ein eigenes Zeichen verwendet. Auf einer alten Inschrift
aus Gwalior ist die Jahreszahl 270 (aus 870 n.Chr.) in Stellschrift niedergeschrieben. So
entstand die reine Brahmi-Stellenschrift mit neun verschiedenen Ziffern, die die Vorfahren
unseres Zahlensystems sind. Die Abbildung der Brahmi-Zahlen sind ebenfalls die Urahnen
unserer Zahlen. So etwa hat die Zahl vier ihre Gestalt von der Brahmi-Zahlenschrift, wobei sie
sich in den Handen von Schreibern der abendlandischen, &gyptischen und arabischen Kulturen

transformierte.>?

Durch die Erfindung der Zahl Null, die ,,nicht fiir eine fehlende Mittel-, sondern auch fir eine

fehlende Endstelle gesetzt wurde*>3, [...] ,.ist in Indien die reine Stellenschrift erfunden, die

49 vgl. Menninger (1958), S. 208
%0 vgl. ebd., S. 208

51 vgl. ebd., S. 209

2vgl. ebd., S. 211

53 Menninger (1958), S. 212
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nun als vollkommenste Zahlschrift ihren Siegeszug durch die Welt beginnt.“>* Naheres dazu
folgt in den né&chsten Kapiteln.

1.4.4 Griechisches Dezimalsystem

1.4.4.1 Die Perioden der griechischen Mathematik

Die griechischen Mathematiker gelten als die angesehensten Mathematiker der Geschichte,
obwohl die Inder mehr fiir das Vorantreiben der Mathematik geleistet haben, ist wenigen ein
indischer Mathematiker bekannt. Demgegenuiber sind viele griechische Mathematiker
namentlich bekannt und sogar gemeinsam mit ihren Biographien. Doch eines darf nicht
unerwéhnt bleiben, nicht alles, das unter ihren Namen verdffentlicht wurde, sind tatsachlich

deren Leistungen.*

Die griechische Mathematik der Antike unterscheidet sich wesentlich von jener der Babylonier
und der Agypter. Es steht nicht mehr so sehr die Frage nach dem ,Wie?“ im Vordergrund,
sondern nach dem ,,Warum?“. Man begnugte sich nicht damit, einen Weg zur genauen
Berechnung zu kennen, sondern bemiihte sich um Beweise flir Behauptungen. Mathematische
Fragen wurden um ihrer selbst willen studiert. Die Erlduterung der mathematischen
Beziehungen ist das Charakteristische an der Mathematik der Griechen. Sie gelten daher als
Erfinder der mathematischen Beweise, sowie der Logik. So legten sie die Grundsteine der
Wissenschaft. Die Beschéftigung mit Frage nach dem ,,Warum?* war der Tricbfeder in der
griechischen Mathematik. In einer vergleichsweise engen Zeit sind gréRere Fortschritte der
griechischen Mathematik zu erkennen, als die der Agypter und Mesopotamier. Dies ist
gleichzeitig ein Beleg fiir die intensive Beschéftigung mit der Mathematik der Griechen. Der
Suche nach Begriindungen folgten neue Entdeckungen. Angewandte Mathematik dagegen
findet sich viel seltener, da sie mit korperlicher Arbeit assoziiert wurde, die wenig Ansehen

genoss.>®

Allerdings sind praktisch keine Originalwerke erhalten. Erhalten sind spater entstandene
Abschriften und Ubersetzungen, die oft ins Arabische tbersetzt wurden. Uber den Inhalt der

verloren gegangenen Werke weill man einiges aus spateren Kommentaren oder weil spatere

S ehd., S. 213
55 vgl. Struik (1963), S. 24
% vgl. Gerwig (2015), S. 14
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Autoren sie zitiert haben. Fir die Forschung wurde die deduktive Methode entwickelt, die man
im Wesentlichen heute noch benutzt. Die Regeln und Vorschriften der Agypter und Babylonier
wurden systematisiert und zu Theoriegebilden zusammengefasst, die weiter ausgebaut

wurden.®’

Im Gegensatz zum Orient hatte Griechenland eine bessere wirtschaftliche Lage, da es vom
Wandel von der Bronzezeit in die Eisenzeit profitierte, welche von Griechenland und einigen
anderen Kulturen bestimmt war.%® Durch diese Umgestaltung erlebten die Griechen sowohl in
der Wirtschaft als auch geistig eine Revolution. Es entstand das unabhéngige, selbstbewusste
Menschenmodell, das den Diktator, sowie die religiésen und philosophischen Denkweisen

nicht als gegeben annahm.>®

In der griechisch-hellenistischen Mathematik wurden meist die folgenden drei Perioden
unterschieden, die sich nach Methoden, Inhalt und Umfang unterscheiden.

1. lonische Periode (ca. 600 — 450 v. Chr.)

,Nach dem Vordringen der Dorer nach Griechenland (Dorische Wanderung) zug sich die
Urbevolkerung in der ionischen Wanderung zuriick und besiedelte die griechischen Inseln und
das kleinasiatische Kiistenland, wo sich Stadtstaaten bildeten.*®° Das beriihmteste und reichste
dieser Siedlungsgebiete war Milet. Die Mathematik galt als wichtigster Teil der
Naturphilosophie der lonen, denn sie versuchten die Welt vernunftig ohne die Gétter und der
Mythologie zu erklaren. Dabei gingen sie von einfachen geometrischen Gegebenheiten und
Relationen zwischen den Zahlen aus. Aus dieser Periode sind keine Texte erhalten, man kann

aber aus den Werken spaterer Autoren Informationen entnehmen.®!

Unter anderem sind Thales von Milet, Pythagoras und Hippokrates von Chios die bekanntesten
Mathematiker der ionischen Periode. Diese waren gleichzeitig Vertreter der materialistischen
Naturphilosophie. Thales beispielsweise, welcher zu den sieben Weisen der Antike gehort, sah
im Wasser den Urgrund aller Dinge. Er war gleichzeitig derjenige, der die griechische

Mathematik von der babylonischen und dgyptischen Mathematik spaltete. Die ersten Beweise

" vgl. Gerwig (2015), S. 13f

%8 vgl. Struik (1963), S. 31

9 vgl. ebd., S. 33

80 Baxa, Christoph (2017): Griechisch-hellenistische Mathematik [online] S. 2
http://www.mat.univie.ac.at/~baxa/\WS1718 Geschichte Slides 04.pdf [02.02.2018].
&1 vgl. Gerwig (2015), S. 14f
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stammen von Thales, wenn auch diese nicht streng der euklidischen Axiomatik folgen. Durch
Thales erfolgte erstmals eine logische Ordnung des mathematischen Materials. ®2

Pythagoras grindete die Schule der Pythagoraer, in deren Weltbild Mathematik eine zentrale
Rolle innehatte. Die Pythagoréer waren der Ansicht, dass sich jede Zahl als ein Bruch darstellen
lasst. Die Rationalitdt der Zahlen, die sich in der Musiktheorie bestatigen liel} und unter der
Bezeichnung ,,arithmetica universalis“ bekannt ist, wurde zur Weltansicht der Pythagoréer.
Doch das Ende dieser Vorstellung brachte der Pythagoraer Hippasos von Metapont. Ihm wird
die Entdeckung der irrationalen Zahlen zugeschrieben. Die Entdeckung der
Inkommensurabilitat durch Hippasos hatte in der athenischen Periode einige Konsequenzen in
der Mathematik.%3

Etwa zur selben Zeit wurden in der Schule der Eleaten die Anfange der Logik entwickelt.®*
Zenon von Elea hat sich mit seinem beriihmtesten Paradoxon, ,,Der Wettlauf zwischen Achilles
und einer Schildkréte groRen Ruhm bis heute erlangt.

2. Athenische oder attische Periode (450 — 300 v.Chr.)

Dem Stadtstaat Athen gelang es in der attischen Periode die vorherrschende Rolle unter den
griechischen Stadtstaaten zu tibernehmen und zum Zentrum der Wissenschaften zu werden. Sie
erlebte somit durch den Seehandel und durch die militarische Vormachtstellung ihre Hochblite.

Athen wurde zum Ort des Handels, der Wissenschaften und der Mathematik.®°

Die Mathematik selbst machte eine Neuorientierung durch. Die Einflisse kamen hierbei von
der Philosophenschule Platons, der Akademie. Als methodischen Ansatz in der Mathematik
entwickelte Platon das axiomatisch-deduktive System, das die Grundlagen von Euklids
Axiomatik bildete. Die Idee der rein deduktiv herleitbaren Wissenschaft von Platon wird heute

noch in der Entwicklung der Mathematik eingesetzt.®

Wie bereits erwéahnt, war das zentrale mathematische Problem der athenischen Phase der
Umgang mit den vom Pythagoréer Hippasos von Metapont, entdeckten irrationalen Zahlen.

Dieser hatte namlich herausgefunden, dass die Diagonale im Einheitsquadrat nicht als

62 vgl. ebd., S. 15

83 vgl. WuRing (2008), S. 177
84 vgl. Struik (1963), S. 33

8 vgl. Gerwig (2015), S. 17
% vgl. ebd., S. 17

21



ganzzahliges Verhéltnis der beiden Strecken angegeben werden kann. Da es den Griechen an
jeglicher Begrifflichkeit in diesem Zusammenhang fehlte, gingen sie diesem Problem aus dem

Weg, stattdessen wendeten sie sich der ,,geometrischen Algebra* zu.®’

Neben Platon ist Eudoxon ein weiterer bedeutender Mathematiker dieser Zeit. Er erschuf die
Proportionenlehre, welche sowohl rationale als auch irrationale GroRenverhéltnisse einschloss.
Eudoxon ist aber nicht auf den Begriff der irrationalen Zahlen gestol3en. Dennoch fiihrte er das
Exhaustionsverfahren ein, bei dem eine krummlinig begrenzte Flache durch Polygone beliebig

genau approximiert werden kann, um den Flicheninhalt so genau wie moglich zu bestimmen.®

Die attische Periode endete mit dem Peloponnesischen Krieg (431- 404 v.Chr.), bei dem Athen
eine Niederlage gegen Sparte erlitt. In Folge dessen wurde Athen von Alexander dem Grol3en
erobert und es begann die hellenistische Periode in Griechenland.

3. Hellenistische oder alexandrinische Periode (ca. 300 v. Chr. — 500 n.Chr.)

Alexander der GroRe konnte in kurzer Zeit neben Griechenland, Agypten und Mesopotamien
zu einem riesigen Reich zusammenfugen. Da Alexander wegen seines Lehrers Aristoteles eine
Vorliebe fir die griechische Kultur innehatte, wurde diese zu einem Trend in seinem Reich. So
entstand die hellenistische Kultur und Wissenschaft durch das Verschmelzen der griechischen
Kultur mit den 6stlichen Kulturen. Das Zentrum der Wissenschaft und Kultur dieser Periode
war Alexandria, welches 332./331 v. Chr. in Agypten gegriindet wurde. Alexandria war eine
nach dem ,hippodamischen Stadtplan“ errichtete Stadt, die in kurzer Zeit zu einer Metropole

mit rund 500.000 Einwohnern wurde.%°

Nach dem Zerfall des Alexanderreiches griindeten die Ptoleméer das Museion (Haus der
Musen), das erste ,,Forschungsinstitut®. Ein wesentlicher Teil davon war die Bibliothek mit ca.
400.000 Papyrusrollen, die systematisch archiviert und kopiert wurden. Das Museion und die
Papyrusrollen wurden wéhrend den Kriegen gegen César zerstort. Das ,erste
Forschungsinstitut hatte einen grolen Einfluss auf die griechische Mathematik, sodass sie den
Hohepunkt ihrer Entwicklung erzielte. Leider sind uns aus dieser Zeit nur Werke enthalten, die

groBteils Abschriften oder Ubersetzungen sind. Nachdem das Christentum die Staatsreligion

57 vgl. Gerwig (2015), S. 17
8 vgl. Kurt von Fritz (1971), S.57
8 vgl. Gerwig (2015), S. 17
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des Romischen Reichs wurde, wurden die bergebliebenen Werke, die nicht mit den Lehren
des Christentums vereinbar waren, zerstort und die Lehrstatten geschlossen, deren Lehrende

auch verfolgt wurden.”®

Die bekanntesten Mathematiker dieser Periode sind Archimedes und Euklid, nach dem der
euklidische Algorithmus benannt ist und von dem die ,,Elemente* erhalten sind. Weiters sind
Eratosthenes, der durch das Sieb des Eratosthenes bekannt geworden ist, Appolonius von Perge,
der sich mit den Kegelschnitten beschaftigte und erstmals die Begriffe Ellipse, Parabel und
Hyperbel verwendete, bekannt. Zusétzlich haben Heron von Alexandria, von dem die Formel

zur Flacheninhaltsberechnung A = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢) mitden Seitenlangena, b, cund
§:= %(a + b+ c) stammt und Diophant von Alexandria, mit seinen Gleichungen, eine

Bertihmtheit bis heute erlangt. Die erste Mathematikerin der Geschichte, Hypatia, die, wie viele
Gelehrte dieser Zeit, hingerichtet wurde, darf hier nicht unerwahnt bleiben.

1.4.4.2 Griechische Zahlenschrift

Die Griechen verwendeten hauptséchlich zwei verschiedene Zahlenschriften. Zum einen
notierten sie die Zahlen mithilfe vom herodianischen oder attischen Zahlensystem, welches als
das altere System gilt. Zum anderen verwendeten sie das jingere milesische System, welches
im byzantischen Reich erst im 14.Jahrhundert durch das arabisch-indische Zahlensystem
verdréngt wurde. Diese Systeme fanden in unterschiedlichen Bereichen eine Anwendung. Das
attische System wurde im Handel eingesetzt. Beispielsweise wurden Geldbetrdge und
Warenangaben, sowie die Spalten des Abakus durch das attische Zahlensystem
wiedergegeben.”? Das attische Zahlensystem wurde auch fiir Geldangaben auf den Miinzen
gebraucht.”® Zum Rechnen eignete sich dieses Zahlensystem kaum, gerechnet wurde namlich

auf dem Rechenbrett.”

Das attische Zahlensystem war, wie das milesische, ein Dezimalsystem. Fur jede Zehnerpotenz
verwendeten die Griechen den Anfangsbuchstaben des jeweiligen Zahlworts der Zehnerpotenz,

wobei bei Funf eine Zwischenstufe eingelegt wurde, die durch Multiplizieren mit der jeweiligen

0 vgl. Gerwig (2015), S. 17f
" vgl. ebd., S. 18

2 ygl. WuRing (2008), S. 151
3 vgl. Menninger (1958), S. 74
" vgl. ebd., S. 76
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Zehnerpotenz gebildet wurde. Die Eins war ein senkrechter Strich, der Zahl Zehn entsprach A
(=Deka), der Zahl 100 H (=Hekaton) und so weiter. Das Symbol I" wurde mit anderen

Symbolen verbunden, um ihr Fiinffaches darzustellen.”™

Aus dem 3. Jahrhundert v.Chr. ist eine griechische Papyrusrolle enthalten, die das milesische
Zahlensystem wiedergibt, welches sich im Wesentlichen nicht vom hebréischen
Zahlbuchstabensystem unterscheidet. Es wird vermutet, dass diese in den Schulen als
Handbuch eingesetzt wurde, um den Kindern das Lesen und das Rechnen beizubringen. Diese
soll, sowohl das Lesen als auch das Zahlen gleichzeitig beibringen, da den griechischen

Buchstaben Zahlenwerte zugeordnet wurden.”®

EINER ZEHNER HUNDERTER
A | a |Alpha 1 1 t |lota 10| P | p [Rho 100
B | B [Bea 2 | K| x |Kappa 20| X | o |Sgm 200
r| vy |Gamma 3 | A| A |Lambda 30| T | 7 |Tau 300
A | & |Delta 4 | M| p |My 40 | Y | v | Ypsilon 400
E | € |Epsilon 5 [N | v [Ny 50| @ | ¢ |Phi 500
[ | & |Digamma 6 | = | ¢ |xi 60 | X | x |Chi 600
Z{ [Zena 7|10 | o |Omikron 0% | ¥ |Psi 700
H| 7n |Ea 8 | M| = |pi 80 [ @ | @ |Omega 800
® { 8 | Theta 9 | G| ¢ |Koppa 9 {m | A [San %00

Abbildung 10: ,,Das alphabetische Ziffernsystem der Griechen, das den hebrdischen
Zahlbuchstaben vollkommen entspricht.“”7 Ifrah, Georges. (1986).
Universalgeschichte der Zahlen. New York: Campus, S. 289.

Statt ein Stellenwertsystem mit unterschiedlichen Zeichen zu verwenden, benutzten die
Griechen flr die Zahlen Eins bis Neun eine Reihe von Buchstaben, fur die Zehner 10 - 90 eine
andere Reihe an Buchstaben und fir die Hunderter 100 - 900 weitere andere Buchstaben. Das
macht in Summe 27 Buchstaben aus. Da das griechische Alphabet aber nur 24 Buchstaben
hatte, wurde es durch die Buchstaben Digamma (semitisch Waw), Koppa (Kof) und San (Zade)
erganzt. Digamma hatte den Wert sechs, Koppa 90 und Sampi 900.78

Um Zahlen, die zwischen zwei Einheiten beziehungsweise zwei Buchstaben liegen,
anzuschreiben, wurde addiert. Wollte man zum Beispiel 13 darstellen, so wurde das Zeichen
fur 10 und 3 (wie sie aus der Tabelle zu entnehmen sind) nebeneinander geschrieben und ein

Strich dartiber gezeichnet, um die Zahl von dem Text zu unterscheiden, d.h. zy. Um die Gefahr

75 vgl. Walz (2017), S. 338
6 vgl. Ifrah (1986), S. 288f
77 |frah (1986), S. 289

78 vgl. ebd. (1986), S. 289
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der Verwechslung zu umgehen, wurde entweder die Zahl Uberstrichen oder sie wurde mit einem

Strich am Ende der Zahl gekennzeichnet.’®

Die Zahlen zwischen 1000 und 9000 wurden mit den Buchstaben flr die Einer dargestellt,
wobei zum Unterscheiden links oben ein Apostroph &hnlicher Akzent gesetzt wurde. Fir
Zehntausender schrieb man einfach die Anzahl Gber M-Myriade.® Eine weitere Variante dafiir
war einen Punkt statt dem Buchstaben M fur Myriaden zu setzen. Die dritte Option war zwei
Punkte tiber den Myriaden zu machen.®* Mathematiker wie Aristarchos von Samos, Pappus von
Alexandria, Archimedes etc. entwickelten ihre individuellen Systeme flr weitere grofere

Zahlen.??
a ALY

g B ¥y ) € Ji
M M M M M Y M M e M sun
10000 20000 30000 40000 50000 110000 120600 6 690000

Abbildung 11: Vielfache von Myriade — Zehntausend. Ifrah, Georges. (1986). Universalgeschichte der
Zahlen. New York: Campus, S. 291.

Zum Rechnen war das milesische System sicherlich besser geeignet, doch in der Astronomie
bevorzugten die Griechen das babylonische Sexagesimalsystem fiir ihre Berechnungen.®

1.4.4.3 Die besondere Bedeutung der Zahlen fir die Griechen - Eine Erklarung
fur die Ablehnung der Zahl Null

Der bertihmteste Redner, Philosoph und Mathematiker der Antike ist wohl Pythagoras von
Samos. Er ist gleichzeitig auch der Begrlnder der Bruderschaft Pythagoreer. Nach Pythagoras
Lehre und den Lehren anderer Philosophen der Antike gibt es keine Leere. Hinsichtlich
Pythagoras” Theorie gibt es eine mystische Verbindung zwischen den Zahlen und dem
Kosmos.2* Es kann leicht folgender charakteristischer Grundsatz fiir die Philosophie der

Pythagoreer festgestellt werden: ,,Alles ist Zahl.*®°

Man unterschied bei den Pythagoreern zwischen den ,,acusmatici® (=Akusmatiker) und den

,mathematici“ (=Wissenschaften). Akusmatiker waren jene, die sich nicht aktiv mit der

9 vgl. Ifrah (1986), S. 290

8 vgl. ebd., S. 289

81 vgl. Menninger (1958), S. 77
82 vgl. Ifrah (1986), S. 292f

8 vgl. Seife (2000), S. 16ff

8 vgl. ebd., S. 33- 36

8 Seife (2000), S. 35
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Wissenschaft beschaftigten, sondern nur die Ergebnisse der Wissenschaften durch das Horen
mitbekamen. Unter ,,mathematici“ verstand man anfangs jene Personen, die sich allgemein mit
Wissenschaften beschéaftigten, spater aber jene, die sich mit Wissenschaften beschaftigten, die
im Zusammenhang mit der Mathematik stehen, wie Astronomie, Mechanik, Optik und
Musiktheorie.8®

Die Pythagoreer waren zutiefst davon (berzeugt, dass der Kosmos aus einer Harmonie von
Zahlenverhéltnissen hervorgeht. Pythagoras entdeckte, dass sich die Hohe von Tonen auf den
Saiten eines Instruments durch das Verhaltnis zweier ganzer Zahlen bestimmen lasst. Je nach
Zahlenverhéltnis liegt also eine Oktave, Quinte, Quarte, etc. vor. So stellte Pythagoras fest, dass

auch die Musik der Harmonie der Zahlenverhaltnisse unterworfen ist.8’

Gleichwohl soll das Orakel von Delphi den Pythagoreern verkiindet haben, dass das Weiseste
die Zahl ist. Daher sind die Zahlen fiir Pythagoreer nicht nur ein Mittel der Geometrie, sondern

viel mehr, sie sind eine Weltbestimmung, eine Wissenschaft und eine Philosophie zugleich.®

Die Proportionentheorie bildete fiir Pythagoras und seine Anhénger die Schénheit in der Musik,
in der Natur und natdrlich auch in der Mathematik. Daher wurde die Idee der Proportion auf
das Verstandnis der Natur Gbertragen. Alles in der Natur habe eine Proportion. Platon prégte
ein geozentrisches Weltbild, bei dem die Sonne, der Mond, die Planeten und alle Sterne auf
ihren eigenen Sphéren die Erde umkreisen. Die Spharen stehen nach Pythagoras in einer
gewissen Proportion zueinander und erzeugen durch ihre Bewegungen harmonische Klénge,
die er als ,,Harmonie der Spharen* bezeichnet.®® Die Ansicht der Pythagoreer, dass die Zahlen
den Kosmos regieren und so harmonische T6ne erzeugen, war in Europa bis zu Beginn der

Neuzeit eine der zentralsten Vorstellungen. %

An der Spitze der Verhaltnisse, die die Pythagoreer in zehn Kategorien einteilten, stand der
Goldene Schnitt oder die stetige Teilung. Eine Strecke s wird in zwei Teilstrecken a und b
geteilt, wobei a die langere dieser Teilstrecken ist. Wenn die langere Strecke a zur Strecke b im
gleichen Verhéltnis steht, wie die Gesamtstrecke s (= a+ b) zur langeren Teilstrecke a, so wird

dieses Verhiltnis als ,,Goldener Schnitt* bezeichnet. Das Pentagramm, das als Wahrzeichen der

8 ygl. Masek (2012), S. 49

87 vgl. Liesegang (1922), S. 60 und vgl. Masek (2012), S. 50
8 vgl. Masek (2012), S. 50f

89 vgl. Seife (2000), S. 38ff

0 vgl. ebd., S. 42
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Bruderschaft galt, enthdlt mehrere Geraden, die nach dem Goldenen Schnitt unterteilt sind. In
der Natur kann man Ofters auf den Goldenen Schnitt stol3en. Beispielsweise begegnet man ihm
bei zwei aufeinander folgenden Kammern eines Nautilus oder bei der Anatomie des Menschen.
Da dieses goldene Verhédltnis asthetisch wirkt, wird es in der Architektur immer noch
eingesetzt. Der Tempel Parthenon soll ebenfalls nach diesem Verhaltnis errichtet worden sein. %

Abgesehen von der Vorstellung der ,,Harmonie der Sphéaren‘ waren die Zahlen selbst heilig und
fanden ihre harmonische Stellung im Kosmos. Die Zahlen Eins bis Vier standen der Reihe nach
fur raumliche Einteilungen Punkt, Linie, Flache und Korper. Die Zahl Finf stand fur Qualitat,
die Sechs fiir Beseelung, Sieben fur die Vernunft und die Acht stand fur die Liebe. Die Zahl
Zehn galt als die vollkommenste Zahl, weil sie die Summe der ersten vier Zahlen bildet, d.h.
1+2+3+4=10.%

Die Zahl Null gab es als Ziffer im griechischen Zahlensystem nicht. Doch tiber die Astronomie,
die die Agypter teilweise von Babyloniern tibernahmen und weiterentwickelten, gelangte auch
die Zahl Null nach Griechenland. Fir Astronomie bedienten sich die Griechen mit dem
Sexagesimalsystem der Babylonier. Im babylonischen System, wie spater auch in der
griechischen Astronomie, wurde die Null fast ausschlieBlich als Platzhalter eingesetzt. Als
Symbol fiir die Null benutzten sie das ,,0“ fiir omikron. Dieses dhnelt wahrscheinlich nur
zufallig unserer Null. Das ,,0* konnte genauso gut auch fiir ,,ouden* stehen, da es etwa ,,nichts*
bedeutet. In astronomischen Tabellen aus der Antike begegnen wir dem Zeichen fur die Null
einige Male. Die Griechen neigten dazu, die astronomischen Ergebnisse in ihrem Zahlensystem

zu verwandeln, so konnten sie namlich von der Null abweichen.®?

Der Grund fiir die Ablehnung der Null durch die Griechen lag nicht nur an ihrem Mangel an
Wissen, sondern an der Philosophie, die sie so stark mit der Mathematik verbunden hatten. Die
Akzeptanz der Null wirde ihre Weltanschauung endgultig ruinieren, da sie damit die Leere und

die Unendlichkeit annehmen mussten.®*

Das Paradoxon von Zenon von Elea konnte nicht geldst werden, weil sie das Unendliche nicht

akzeptierten. Diesem Paradoxon entsprechend kénne Achilles, der beriihmteste Laufer von

1 vgl. Seife (2000), S. 40

92 vgl. Liesegang (1922), S. 62
9 vgl. Seife (2000), S. 47f

% vgl. ebd., S. 48
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Griechenland, eine Schildkréte nie einholen, die mit wenig Vorsprung das Rennen beginnt, da
er um diese zu uberholen, erst die Stelle erreichen muss, an der sie steht. In dem Moment, in
dem er die Stelle der Schildkrote erreicht, befindet sie sich schon an einer anderen Stelle, sodass
Achill sie nie tiberholen kann.®> Obwonhl alle, die sich mit diesem Paradoxon beschéftigten,
wussten, dass das nicht stimmen kann, konnten sie keinen Fehler in der Beweisfuhrung von
Zenon finden. Auch Zenon selbst konnte keine konkrete Losung daftir bringen, doch das war
ihm nicht wichtig, da es mit der Philosophie der Eleaten, deren Mitglied er war, im Einklang
stand. Diese glaubten namlich an einen unverénderlichen und unbeweglichen Kosmos und

Zenon ging bei der Beschreibung dieses Paradoxon von dieser Grundvorstellung aus.*

Die Auflésung des Paradoxons lautet:

,Die dem ,,Achilleus* zugrunde liegende Paradoxie besteht darin, dass es nicht moglich
sei, in begrenzter Zeit das Unendliche bis zum Ziel zu durchlaufen oder jedes Einzelne des
unendlichen Vielen zu beriihren. Der Laufer kommt demnach nie ans Ziel, da es fur ihn
unmoglich ist, in endlicher Zeit unendlich viele Teilstrecken zu durchlaufen.*’
Um also dieses Paradoxon zu entschliisseln, mussten die Griechen die Unendlichkeit zulassen.
Der Unendlichkeit konnten sie sich nur mit der Null anndhern. Am Beispiel des Achilles wird
der Abstand zwischen der Schildkréte und dem L&ufer immer kleiner als der vorhergehende,
das heilt der Abstand nahert sich immer mehr der Null an. Wirde die Schildkrdte mit einem
Vorsprung von 1 (m) beginnen, dann kdnnte man den Abstand der beiden folgendermaRen
anschreiben: 1; %; —;..%8
Heute, nach mehr als 2000 Jahren, wissen wir, dass sich diese Folge gegen den Grenzwert 2
nahert und somit Achilles die Schildkréte nach 2 (m) eingeholt hétte. Aus einer unendlichen
Anzahl von Summanden kénnen wir somit eine endliche Summe angeben. Diese Uberlegung

konnten die Griechen nicht anstellen, da sie die Zahl Null nicht akzeptierten.

Fur die Griechen gab es keine Zahlen, die unendlich groRer oder kleiner wurden und dies
verhinderte wahrscheinlich die Entdeckung der Analysis mit den Grenzwertberechnungen.

Aristoteles, der bis zum Mittelalter wirkte, umging das Paradoxon, indem er der unendlichen

% vgl. Struik (1963), S. 40
% vgl. Seife (2000), S. 54
9 vgl. Masek (2012), S. 66
% vgl. Seife (2000), S. 52f
% vgl. ebd., S. 53

100 ygl. ebd., S. 54
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Teilung zwei Bedeutungen zukommen lieR, und zwar die physikalische und die potenzielle.
Eine Strecke l&sst sich demnach zwar potenziell aber nicht physikalisch, also nicht in der
Wirklichkeit, in unendlich viele Teilstrecken teilen. Somit stellt das Paradoxon fur Aristoteles
eine potenzielle Teilung dar, sodass Aristoteles die Unendlichkeit, die Lehre, sowie die Null
ablehnte. Da er die Leere und die Unendlichkeit nicht akzeptierte, konnte er das, was vor der
Schopfung war, mit der Existenz des Gottes, des Ersten Bewegers, begriinden.

Aufgrund der aristotelischen Wirkung auf die Philosophie des Westens und somit auf das
Christentum, wurden diejenigen, die die aristotelischen Theorien ablehnten, als Atheisten
eingestuft und verfolgt. Aristoteles” Theorien stellten lange Zeit eine Barriere fiir die

Entstehung der Null und somit auch der Unendlichkeit und der Infinitesimalrechnung dar.2%

Es mag fur uns heutzutage unvorstellbar sein, dass eine Philosophie die Entwicklung der
Mathematik so sehr hemmen kann, doch sie tat es in der griechischen Antike. Nicht die
Intelligenz oder Unwissenheit der Menschen, sondern deren Weltanschauung, verhinderte die
Einfuhrung der Null im Zahlensystem, ein unerwarteter Grund fur die Menschen im
21.Jahrhundert.

1.4.5 ROmisches Zahlensystem

Die romischen Zahlen scheinen jedermann bekannt zu sein, doch ihr Ursprung ist den wenigsten

geldufig. Die folgende Form der romischen Zahlen tritt erst im 1. Jahrhundert v. Chr. auf:

»l \'% X L C D M
1 5 10 50 100 500 1000«

Bereits im 19.Jahrhundert erkannten Mommsen und Hibner, dass 50, 100, 500 und 1000
urspringlich nicht mit den Buchstaben L, C, D und M dargestellt wurden. Fir 1000
verwendeten die ROmer in der Kaiserzeit verschiedene Schreibweisen des Buchstaben @.

Gleichfalls wurden drei unterschiedliche Symbole fur D verwendet, die eine Halbierung von

1000 darstellen sollten. Um die Zahl 50 darzustellen, verwendeten die Romer die Zeichen ,, v

101 ygl. Seife (2000), S. 56f
102 [frah (1986), S. 163
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oder ¥« wobei diese Zeichen in den Texten zur Zeit des Augustus (27 v. Chr. — 14. n. Chr.)

noch vorkommen.103

Sicher ist, dass die &ltesten romischen Ziffern I, V, und X sind. In der Forschung wird von zwei
Theorien fur den Ursprung der romischen Zahlen ausgegangen. Zum einen wird vermutet, dass
die romischen Zahlen von etruskischen Zahlen stammen, welche selbst von hellenistischen
Zahlen abstammen.'% Zum anderen wird angenommen, dass die Hirten diese Zahlschrift durch
Einritzen der Anzahl an Tieren in Kerbholz verbreitet haben.%

Die romischen Zahlen werden von links nach rechts gelesen und durch Addieren
beziehungsweise Subtrahieren der Ziffern gebildet. Hierbei sind aber einige Regeln zu
beachten:

,,1. Stehen gleiche Zahlenzeichen nebeneinander, so werden sie addiert. [...]

2. Stehen Kkleinere Zahlenzeichen rechts neben einem gréReren Zahlenzeichen, so werden
sie addiert. [...]

3. Stehen kleinere Zahlenzeichen links neben einem gréfReren Zahlenzeichen, so werden
sie subtrahiert.«'%®

103 ygl. Ifrah (1986), S. 163f
104 vgl. Ifrah (1986), S. 166
195 vgl. ebd., S. 176f

106 Brickner (2003), S. 28
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2 Unser dezimales Stellenwertsystem mit der Null

Die Zahl Null kam bis zu den Griechen fast ausschlie3lich als Platzhalter vor. Durch die
Expansion des Reiches wvon Alexander dem GrolRen gelangte das babylonische
Sexagesimalsystem und somit auch die Null als Platzhalter in der Astronomie nach Indien. Die
aristotelische Philosophie, die die Leere und die Unendlichkeit ausschloss, konnte in Indien
nicht Ful? fassen. So stand nichts mehr im Weg, um die Null als eine Zahl zu akzeptieren. Die
Geschichte der Null als eine Zahl beginnt in Indien und nimmt von dort aus den Weg in alle

Himmelsrichtungen.

2.1 Die Geburt der Null in Indien

Stellenwertsystemen begegneten wir in vielen Hochkulturen, auch Dezimalsysteme sind uns
bereits Ofters tber den Weg gekommen. Doch zum ersten Mal begegnet man einem
Stellenwertsystem zur Basis 10 in Indien im Jahre 595 n. Chr. auf einer Tafel, auf der die

Jahreszahl 346 im dezimalen Stellenwertsystem angegeben ist. %

Das Positionssystem ,,ist im Verlauf der Geschichte nur viermal entwickelt worden. Zum
ersten Mal tauchte es bei den babylonischen Wissenschaftlern etwa gegen Beginn des
zweiten Jahrtausends v. Chr. auf. Kurz vor Beginn unserer Zeitrechnung erschien es bei
den Chinesen und danach — unabhéngig von jedem aufRReren Einfluss — bei den Astronomen
der Maya in der klassischen Epoche (3. — 9. Jh. n. Chr.). Aber diese drei Positionssysteme
waren, verglichen mit dem indischen, dem Vorlaufer unseres Ziffernsystems, noch

ziemlich unvollkommen*,1%8

Das indische Zahlensystem war den anderen Systemen uberlegen, da seine Ziffern ,,von
unmittelbarer sinnlicher Wahrnehmung abgeldst waren.1%®® Das Besondere an dem indischen
Stellenwertsystem zur Basis 10 ist unbestreitbar die Entdeckung der Null. Denn sie erloste die
Menschen vom Rechnen mit dem Rechenbrett und 6ffnete die Wege zur Entwicklung der

Wissenschaft, Mathematik und Technik.1°

,,.Die Bedeutsamkeit dieser Entdeckung zeigt sich auch darin, dafl sie im Grunde in der
Geschichte nur dreimal gelang: einmal bei den babylonischen Gelehrten, ein weiteres Mal

107 vgl. Struik (1976), S. 12f
108 |frah (1986), S. 480f

109 ehd., S. 481

110 ygl. ebd., S. 481
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bei den Priestern und Astronomen der Maya und zuletzt bei den indischen Mathematikern

und Astronomen. “!!
Obwohl die Null bei den Mayas sowohl am Ende als auch in der Mitte einer Zahl zum Darstellen
einer Zeiteinheit verwendet wurde, diente sie nicht zum Rechnen, weil deren System sehr

unregelmaBig war. 2

Die Mesopotamier hingegen hatten keine Ahnung von der Null, aber versuchten die
Abwesenheit der Null in ihrem System durch Einflihren von Leerstellen fir fehlende Einheiten
zu Uberwinden. Diese flihrten wiederum zu Verwirrungen oder wurden gar vergessen, da zwei
aufeinander folgende Leerstellen schwer darstellbar waren. Die Babylonier waren am néchsten
der Null, doch deren Null stand nicht fur das ,,Nichts* oder die ,,Nullmenge*, sie zeigte lediglich
das Fehlen einer Stelle.!?

Die Leistung der Inder besteht nun darin, die Null tatséchlich fiir das ,,Nichts* zu verwenden.
Zu dieser genialen Erfindung gelangten sie aus Notwendigkeit. Sie hatten ndmlich das
Bedurfnis groRe Zahlen darzustellen und das dezimale Positionssystem mit der Null ist die
Variante, die sich am besten dazu eignet. Der Westen tibernahm das Zahlensystem der Inder

ebenfalls aufgrund des Bedirfnisses groRe Zahlen darzustellen.*4

Die é&lteste geschriebene Null in Zifferndarstellung und in Worten befindet sich auf der Wand
eines Tempels in der Nahe von Gwalior und stammt aus dem 9.Jahrhundert n. Chr. Auf dieser
Inschrift befindet sich die Jahreszahl 933, wobei diese in unserer Zeitrechnung dem Jahr 870
entspricht, und eine Liste von Schenkungen. Darunter kommt die Zahl ,.270* vor, in der die

Null als ein kleiner Kreis dargestellt ist.1*®
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Abbildung 12: Inschrift von Gwalior mit der dltesten geschriebenen Null in der Zahl 270 aus dem Jahr 870 n. Chr. Menninger,
Karl (1958). Zahlwort und Ziffer. Eine Kulturgeschichte der Zahl (Bd. 2). Géttingen: Vandenhoeck & Ruprecht Verlag, S. 214.

111 Ifrah (1986), S. 481

112 ygl. ebd., S. 481f

113 ygl. ebd., S. 482

14 ygl. ebd., S. 482

115 ygl. Menninger (1958), S. 214
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2.2 Von der Brahmi-Schrift zur Stellenschrift mit der Null

Wie in den vorhergehenden Kapiteln beschrieben, gab es in Indien zwei Zahlenschriften, die
Kharosthi-Schrift und die Brahmi-Schrift. Da sich unser dezimales Stellenwertsystem aus der

Brahmi-Schrift entwickelt hat, bedarf es einer ausfiihrlicheren Beschreibung.1

Die Brahmi-Schrift ist der Urahn von etwa 200 verschiedenen indischen Schriften und unter
anderem auch von Deva-Nagari, in welcher das Sanskrit verfasst ist. Die Informationen tber
diese linkslaufige Schrift haben wir von den erhaltenen Kupferplatten, die an den Wanden von
Tempeln hingen. Aus den Ziffern der Brahmi-Schrift ist im Laufe der Zeit das dezimale
Positionssystem mit der Null entstanden. Daher kann in der indischen Zahlenschrift zwischen
Kharosthi-, Brahmi- und Stellenwertschrift mit der Null unterschieden werden. '

Die é&ltesten Zeugnisse der Brahmi-Zahlenschrift stammen aus dem 6. bis 10. Jahrhundert n.
Chr. Es handelt sich dabei um Kupferplatten, auf denen Texte in Sanskrit mit altindischen
Buchstaben eingeschlagen sind. Inhaltlich handelt es sich bei diesen Texten um Listen von
Schenkungen, die die reichen Brahmanen bei religiésen Feiern gemacht haben. Da diese unter
anderen Zeitangaben und Zahlen der verschenkten Waren enthalten, kénnen aus ihnen
Ruckschlisse auf die Zahlenschrift geschlossen werden. Als das alteste Dokument der
Stellenwertschrift gilt die Schenkungsurkunde von Dadda I11. aus dem Jahr 595 n. Chr. Diese
Kupferplatte befindet sich in Sankheda (Nordwestindien).

Die Brahmi-Zahlenschrift folgte nicht dem Gesetz des Bilindelns und der Reihung. Die Einer
erhielten alle ein eigenes Zeichen, wie sie etwa auch in der Sprache unterschieden werden. Das
war ein grof3er Fortschritt, doch durch die Einfuhrung der Eigenzeichen flr die Zehner, wurde
dieser Fortschritt in der Fruhzeit etwas gehemmt. Fir die Hunderter und Tausender wurde
jedoch die Stellenschrift eingefiihrt, wodurch die Grenze von 1000 mit 70 000 deutlich
Uberstiegen wurde. Die Verzifferung von mehreren Stellen hatte eine Unibersichtlichkeit zur
Folge und erschwerte gleichzeitig das Rechnen. Eine umsténdliche Verzifferung ist auch bei

der agyptischen Zahlenschrift zu finden.t°

116 ygl. Menninger (1958), S. 208
17 ygl. ebd., S. 208f

118 vgl. Ifrah (1986), S. 482

119 ygl. Menninger (1958), S. 208f
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Abbildung 13: Brahimi-Zahlschrift. Menninger, Karl (1958). Zahlwort und Ziffer. Eine
Kulturgeschichte der Zahl (Bd. 2). Géttingen: Vandenhoeck & Ruprecht Verlag, S. 209.

Die Stellenschrift, die sich aus der Brahmi-Zahlenschrift herausbildete, ging nicht aus der
Reihung oder Biundelung der Einheiten in ndchst gréRere Einheiten hervor, sondern aus der
Verzifferung der Einer-Zeichen um etwa 600 n. Chr. Die erste schriftliche Uberlieferung einer
Zahl in Stellenschreibweise ist die Zahl 933, die sich auf einer alten Inschrift aus Gwalior
befindet.’?® , Damit ist der erste Schritt sofort zur reinen Stellenschrift gemacht, so daB wir in
den 9 ersten Brahmizeichen die Urahnen unserer heutigen Ziffern vor uns haben*.!?! Nicht nur
der Funktion nach, sondern auch der Gestalt nach sind diese neun Ziffern die VVorfahren unserer
neun Ziffern fur die Einer. Aufgrund der Verbreitung in anderen Kulturen &nderte sich die Form
dieser Zeichen.'?? Wie es tatsachlich zu dieser Stellenschrift kam, ist bis heute ungewiss. Die
indischen Forscher gehen davon aus, dass sie sich ohne fremdes Einwirken etwa 200 v. Chr. in
Indien entwickelt hat. Die indischen Zahlentirme, die eine Gliederung von Zahlen nach
»Stockwerken® aufweisen und die bereits im 5. Jahrhundert v.Chr. gebraucht wurden,
unterstutzen diese These. Zusétzlich arbeiteten sie auf dem Rechenbrett, das eine sprachliche
Anordnung der Spalten vorsah, sodass es ebenfalls als eine Vorstufe des Stellenwertsystems

betrachtet werden kann.'®

VVon dem Bericht des syrischen Bischofs Severus Sebokt aus dem Jahr 622 n. Chr. erfahren wir,
dass die Inder mit neun Ziffern ihre Rechnungen durchfithrten.!?* Aus dieser Aussage kann
geschlossen werden, dass die Null zu dieser Zeit noch nicht bekannt war, wobei angemerkt

werden muss, dass es Anzeichen fur den Gebrauch der Null im 6.Jahrhundert n.Chr. gibt. Die

120 ygl. ebd., S. 210f

121 Menninger (1958), S. 211
122 ygl. ebd., S. 211

13 ygl. ebd., S. 211

124 \gl. Ifrah (1986), S. 490
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Zahlenschrift der Inder erreichte ihre VVollkommenheit erst mit der Erfindung eines Symbols
fur die Null, die wahrscheinlich schon vor dem 9.Jahrhundert n.Chr. gebraucht wurde.?

Obwohl die Inder erstmals durch den Einfluss der griechischen Astronomie mit der Null in
Berlihrung kamen, standen sie der Null nicht abwertend gegeniiber, wie die Griechen. Die
Expansion des Reiches vom Alexander dem GroRen bis nach Indien bewirkte eine Ausbreitung
der griechischen Kultur, sowie der Philosophie von Aristoteles, der die Leere und das
Unendliche ablehnte. Doch die aristotelische Philosophie konnte in Indien nicht FuR fassen.

Damit war der Weg fiir Null als das ,,Nichts* beziehungsweise die ,,Leere® frei. 1?6

Im Unterschied zu den Griechen waren die Inder nicht an Geometrie interessiert. Fir sie stand
nicht die Geometrie, wodurch die Griechen eine Zahl oder besser eine Rechenoperation
beschrieben, im Mittelpunkt, sondern der praktische Umgang mit den Zahlen selbst. Wahrend
die griechischen Mathematiker in Quadratzahlen Quadrate sahen und in Multiplikation von
zwei unterschiedlichen Zahlen Rechtecke sahen, waren die Quadratzahlen oder Ergebnisse von
Multiplikationen fiir die indischen Mathematiker einfach nur Zahlen, ,die [aus] ihrer rein
geometrischen Bedeutung entkleidet waren.'?” Aufgrund dieser Vorstellung konnten sich die
Inder vom Rechenbrett ablésen und Rechenfertigkeiten in den vier Grundrechnungsarten
gewinnen. Da sich die Mathematiker nicht mehr Gber die geometrische Bedeutung von dem
Ergebnis den Kopf zerbrechen mussten, konnten sie negative Zahlen, negative Lésungen von
Gleichungen und vor allem die Null akzeptieren. Eine Strecke der Lange Null oder einer
negativen Lange macht weniger Sinn und ist nicht plausibel, daher nicht akzeptabel fir die
griechische Denkweise. Infolge dieser Perspektivenwechsel gelang es dem indischen
Mathematiker Brahmagupta im 7.Jahrhundert n.Chr. die Regeln fir die Vorzeichen beim
Dividieren von ganzen Zahlen aufzustellen. Dennoch wurde die Null zu einer Zahl und léste
sich von der Vorstellung als reiner Platzhalter. Sie wurde nun wie 4 — 5 (= —1), als eine Zahl

anerkannt.t®

,»Weil die Null gleich 2 — 2 war, muf3te sie zwischen plus eins (gleich 2 — 1) und minus eins
(gleich 2 — 3) gesetzt werden. Die Null durfte auch nicht mehr rechts von der Neun platziert
werden [...], sondern hatte von jetzt an ihren angestammten Platz in der Reihenfolge der

125 ygl. Seife (2002), S.79f
126 ygl. ebd., S. 75-78

127 Sgife (2002), S. 80

128 ygl. ebd., S. 80ff
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Zahlen. Eine Zahlengerade ohne Null konnte nun ebenso wenig existieren, wie ein
Zahlensystem ohne die Zwei. Die Null war endlich am Ziel.«!?°
Die indische Zahlenschrift (Gwalior) wurde bald von den Arabern ibernommen, wobei sie aus
den indischen Zeichen eine westarabische (Gobar) Zahlschrift und eine ostarabische Zahlschrift

erschufen. Aus den westarabischen Ziffern wurde durch den Einfluss der Apices unsere
Zahlschrift, 1%

Die Stammtatel unserer Zahlzeichen

[—zzxr-le')s P

Brahmi

Y

‘wziaufc")vfno

Jndisch (Gwalior)

}
1338 Y[§ 9o

Sanskrit - Devanagari (indisch)

‘l?-wir=9|672.9 I PP EL|4VA g -

Westarabisch (Gobar) Ostarabisch (noch heute turk.u.a.)

1T SALd|h A 89

11. Jh.(Apices)

Fr:jﬂ.ql(s'o\g?o 12345

L

7890

15.Jh. 16.Jh.(Diirer)

Abbildung 14: Entwicklung der Zahlschrift von indischer Brahimi-Zahlschrift bis zur aktuellen
Zahlschrift (aus dem 16.Jahrhundert) Menninger, Karl (1958). Zahlwort und Ziffer. Eine
Kulturgeschichte der Zahl (Bd. 2). Géttingen: Wandenhoeck & Ruprecht Verlag, S. 233.

129 Sgife (2002), S. 82
130 ygl. Menninger (1958), S. 233f
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2.3 Indische Zahlenschrift im arabischen Orient

Anfang des 6.Jahrhunderts blliht ein neues Reich im Orient, das den Glauben und die Politik zu
vereinen versucht. Nach den ersten Siegesziigen gegen Mekka konnten die Muslime ihr Reich
vergroRern. Etwa 100 Jahre nach Muhammeds Tod (732 n.Chr.) herrschten die Muslime ber
ein Reich von Turkestan bis Spanien.’®! Die Hauptstadt Damaskus unter der Omajjaden
Dynastie wurde nach dem Sieg der Abbasiden nach Bagdad verlegt. Auf diese Weise wurde
Bagdad zum Ort des Austausches zwischen den monotheistischen Religionen, Syriern,
Agyptern, Indern, etc. Den Arabern gelang es, ihre Sprache und ihre Schrift in den eroberten
Gebieten durchzusetzen. Sie tibernahmen gleichzeitig das Kulturgut der iberlegenen Volker
und eigneten sich in kurzer Zeit deren Wissen, groRteils durch Ubersetzen von ihren Werken
an. Viele Werke aus der Antike, darunter Werke von Aristoteles, Euklid, Ptolemdus, etc., sind
uns nur als Ubersetzungen ins Arabische tberliefert. Bagdad wurde folglich nicht nur zur
wichtigsten Handelsstadt, sondern auch zu einer Briicke des Wissensaustausches zwischen den

Volkern.132

Die Araber stieRen iber die Astronomie auf das dezimale Stellenwertsystem der Inder. Im 8.
Jahrhundert Gbernahmen sie neben dem indischen Stellenwertsystem zur Basis 10, die Null und
die praktischen Rechenverfahren. Ifrah zitiert die Begeisterung der Araber Uber die Leistung

der Inder von Woepcke’s Ubersetzung:

,,Wir haben von den Wissenschaften (der Inder) (auch eine Abhandlung tber) das Rechnen
mit Zahlen Ubernommen, die von Abu Djafar Mohammed Ibn Musa al-Charismi
weiterentwickelt wurde. Es handelt sich dabei um die umfassendste und praktischste, am
leichtesten zu begreifende und am mihelosesten zu erlernende Methode; sie liberzeugt den
durchdringenden  Geist der Inder, ihr  Schopfertalent, ihr  Uberlegenes
Unterscheidungsvermdgen und ihren Erfindungsgeist.«1*3
Abu Djafar Mohammed Ibn Musa al-Charismi war einer der einflussreichsten Mathematiker
des Orients. Er hat neben anderen eine Abhandlung mit dem arabischen Titel ,,al-jabr Wa’l
mukabala® geschrieben, die heute unter den Namen Algebra bekannt ist und zur Bezeichnung
eines Teilgebiets der Mathematik geworden ist. Sie ist das erste arabische Werk, das das

indische Zahlensystem und die damit verbundenen Verfahren zum ersten Mal beschreibt.*3*

131 ygl. Menninger (1958), S. 221ff
132 ygl. Ifrah (1986), S. 515

133 Ifrah (1986), S. 516

134 ygl. ebd., S. 517f
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Auf den Namen al-Charismi geht die Bezeichnung Algorithmus zurtick, die ein Sammelbegriff

fur Rechenverfahren ist.1%®

Die Leistung der Araber in Mathematik beschrankte sich nicht nur auf die Ubermittlung des
Wissens. Sie drehten die Zahlenschrift der Inder um 90° nach rechts und schrieben die Zahlen
nicht, wie die Inder von oben nach unten, sondern passten sie ihrer Schrift an und schrieben sie

von rechts nach links. 136

Mohammed al-Charismi berichtet in seinem Werk, welches nur in lateinischer Ubersetzung
erhalten ist, von den west- und ost-arabischen Ziffern, sowie von der Funktion der Null.®*” Karl

Menninger (bersetzt diese Stelle:

»Wenn nichts iibrig bleibt (beim Abzahlen), so setze das Kreislein, damit die Stelle
(differentia) nicht leer ist, sondern das Kreislein muB sie einnehmen, damit nicht, wenn sie
leer bleibt, die Stellen vermindert werden und etwa die zweite fiir die erste gehalten
wird.«1%®

Die ostarabischen Ziffern werden gegenwirtig von ,arabisch-schreibenden Volkern® des
Ostens gebraucht. Die westarabischen (Gobar oder Staub-) Ziffern sind hingegen die
Stammvéter der abendlandischen Ziffern. Die Null der indischen Zahlenschrift ist ein hohler
Kreis, doch in der ostarabischen Zahlenschrift wird sie mit einem Punkt dargestellt,
wahrscheinlich deshalb, weil die Ziffer 5 einem Kreis adhnelt'®® (siehe dafiir Abb. 15:

Stammtafel unserer Zahlschrift).

135 ygl. Menninger (1958), S. 227
136 vgl. Ifrah (1986), S. 519

137 ygl. Menninger (1958), S. 227f
138 Menninger (1958), S. 228

139 vgl. ebd., S. 228
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MAYA BABYLONIEN INDIEN GEGENWART
SYSTEME Basis Zwanzig(ab Basis Sechzig Basis Zehn Basis Zehn
der 3. Ordnung un-
regelmiflig)
Zahlenwerte nach dem Positionssystem
Ziffernder Basiswerden nachdemadditiven | Ziffern der Basis sind von jeder unmittelba-
Prinzip mit folgenden Zeichen gebildet: ren sinnlichen Wahrnehmung losgelost:
< — T < RIBYLES 1123456789
1 s i 10 1234567809
NULLZEICHEN - % oder 4 oder £ o 0

Bezeugt:

- In mittlerer Position
220 9
@ 0:
@ 0
2 Ty

9. 7:00 + 0. 380 +0-20.7

- Am Ende

6 .
s 800 4‘:
100 9_-
D 0.

v

6« 7200 «+ 4 - 360 . 9. 20+0

Bezeugt:

- In mittlerer Position

AN

9 x 60"+ 0x60"+0x60+7
- Am Ende
(offensichulich nur bei den
Astronomen)

6 4 9
-------------- >
6 > 60" + 4 x B0 + 9 B0 + 0

Dieses Zeichen steht in erster Linie fiir »leer« und dient zur Wiedergabe der Abwesenheit von
Einheiten einer bestimmten Ordnung in der Darstellung von Zahlen durch Ziffern.

Bezeugt:

- In mittlerer Position
Qoo
9 00 7

6 x 10" + 4 %1

Verwandt:
- In mitclerer Position

9007

O +0x10-7

- Am Ende

6490

¢+9>10+0

Beispiel:

640

........ »

Die Null ist eine Recheneinheit: Wird sie am Ende einer Zahlendar-
stellung hinzugefiigt, wird deren Wert mit der Basis multipliziert.

&‘j\o = €Y x%

64 10
-y S
Ab einem besimm- | Zeichen fiir den
:iein Zeé]:pnhlzt :Erdc Wert »Null« oder
eses Zeichen die Zahl »Null«.
Zahl betrachtet, als
Zahl »Nul]-. ES
stand damit fiir
»nichts«.
Diese Null ist die
Grundlage der Alge-
bra und der moder-
nen Mathematik.

Abbildung 15: Die Stammtafel unserer Zahlzeichen. Ifrah, Georges. (1986). Universalgeschichte der Zahlen. New York: Campus,

S. 483.
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2.4 Indisch-arabische Zahlenschrift im Abendland

Im Jahr 1000 n.Chr. kommen die indisch-arabischen Ziffern als Apices ohne die Null bei dem
Franzosen Gerbert de Aurillac vor. Mit dem Anfang des 11. Jahrhunderts sind sie in vielen
Teilen Europas zu finden, jedoch ohne Null.}® Erst mit Leonardo von Pisas (Fibonacci)
Rechenbuch ,,Liber abaci von 1202, verbreiten sich das indisch-arabische Zahlensystem,
sowie die praktischen Rechenverfahren in Europa. In seinem Buch schildert Fibonacci die
neuen Ziffern, die vier Grundrechnungsarten, die Fingerzahlen, Bruchrechnungen und stellt die
,Practica®, d.h. Drei- und Kettensatzaufgaben vor, die als praktische Anwendung fir das
Kaufmannische gehalten werden. Fibonacci kannte die Mathematik der Agypter, Syrier und
Griechen, stellte aber das Verfahren der Inder tber deren Mathematik-Kenntnisse.*! Leonardo
von Pisa beschrieb die zehn Ziffern wie folgt: ,,die neun Ziffern der Inder sind diese 9, ...
[8,7,6,5,4,3,2] 1. Mit ihnen und mit diesem Zeichen 0, das arabisch cephirum heif3t, kann jede
beliebige Zahl geschrieben werden.*'*2 Die Einfiihrung der Null machte das Rechnen auf dem
Rechenbrett Gberfliissig und loste es in kurzer Zeit von ihm ab. Durch den Handel kam das
indisch-arabische System Uber die Alpen, das schlieRlich auch dort seinen Triumph feiern
konnte.** Das dezimale Positionssystem mit der Null wurde zwar von dem Italiener Fibonacci
im Liber abaci mehrfach gewdrdigt, doch in der christlichen Community wurde es aufgrund der
Null bis ins 14.Jahrhundert als Teufelszeug verachtet. Im 14.Jahrhundert begann seine
Durchsetzung vor allem durch die elaborierte Schicht. Nach drei Jahrhunderten wurde es

schlussendlich in ganz Europa anerkannt.44

2.5 Zeichen und Worter fur Null

Die Null musste Jahrhunderte lang warten, bis sie tatsachlich als eine Zahl anerkannt wurde
und ein Zeichen erhielt. Bei dem beriihmten indischen Astronomen Aryabhata aus dem Jahr
500 n. Chr. begegnen wir noch keinem Zeichen fir die Null, doch er berichtet von den neun
Stellen und bezeichnet hier die Stelle als ,kha“. Das Wort ,kha* wurde in den folgenden

Jahrhunderten 6fters fur die Null gebraucht. Bereits ein halbes Jahrhundert spater begegnet man

140 ygl. Menninger (1958), S. 239
141 ygl. ebd., S. 242f

142 Menninger (1958), S. 243

143 ygl. ebd., S. 265

144 ygl. Gienow (2012). S. 9
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,.kha“ bei dem Astronomen Varahamihira, der ebenfalls kein Zeichen fur die Null besal3, aber
dafiir einige Worter. Neben ,,kha“ benutzt Varahamihira zur Bezeichnung der ,,Leerstelle*
die Begriffe ,,ambara® (=Himmel), ,,akasa" (= Atmosphére) und ,$tinya“ (=leer). Sunya*
wurde im Laufe der Zeit zum bewéhrtesten Begriff fir die Null. Etwa 100 Jahre nach
Varahamihira taucht der beriihmter Mathematiker Brahmagupta ohne ein Zeichen fiir die Null
nochmals mit denselben Bezeichnungen ,,akasa®, ,.kha* und ,,$unya‘ auf. In der ersten Halfte
des 9.Jahrhunderts erldutert der Mathematiker Mahavira die Null in seinem Werk
Ganitasarasagraha umfassend ohne ein Symbol dafiir zu nutzen. Doch Mahavira gebraucht

statt dem Begriff ,.$inya* die frithere Bezeichnung , kha*.1%°

Der Gebrauch vieler Synonyme fur die Null kann mit der Versuchung einer Abdeckung aller
Kontexte, in denen die Null auftauchen kann, erklart werden. Dieser Versuch war in der
Geschichte keine Neuheit, denn die Griechen lehnten die Null ab, weil sie sie nicht in ihre
Philosophie und ihrer Vorstellung von Zahlen einbetten konnten. 14

Das Wort ,,sunya‘“ steht im Indischen fiir ,,leer” und meint damit die leere Zeile auf einem
Rechenbrett. Ublicherweise wurden fiir die leeren Zeilen auf dem Rechenbrett Punkte (,.$iinya
bindu) gemacht. Das arabische Wort ,.as -sift* oder kiirzer ,sifr ist eine Ubersetzung von
,$unya* aus dem Indischen, das bereits im 9.Jahrhundert gebraucht wurde. Bei der Ubernahme
des Stellenwertsystems mit der Null durch den Westen von den Arabern wurde das Wort ,,sifr*
nicht mehr Ubersetzt, sondern einfach tibernommen. Die lateinische Form dafiir lautet ,,cifra“
und ,,cephirum®, wobei ,,cephirum® einen Wandel in Italienisch erlebte und sich von ,,zefir,

“147 71, zero* entwickelte. Die Franzosen bezeichneten die Null mit ,.le chiffre

zefro, zevero
und spiter auch mit dem italienischen Begriff ,,zero.1*® Der Gebrauch von zwei verschiedenen
Bezeichnungen fur ein und dasselbe ist ein Warnsignal der Unsicherheit in der Praxis im
Umgang mit der Null. ,,In einem franzosischen Lehrbuch fiir Kaufleute von 1485 heif3t es: [...]
,,An chiffres gibt es nur zehn Zahlzeichen, von denen neun Wert haben und die zehnte (selbst)
nichts gilt, aber den anderen Zahlzeichen (héheren) Wert verleiht, und sie heillt zero oder

chiffre.«14°

145 ygl. Kaplan (2006), S. 53ff
146 ygl. ebd., S. 55

147 Menninger (1958), S. 215
148 ygl. ebd., S. 215

149 Menninger (1958), S. 215
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Seit dem Ende des 15.Jahrhunderts steht ,,le chiffre nicht mehr fiir die Null, sondern nur noch
fiir eine Ziffer, also es bezeichnet das Zeichen fiir eine Zahl. Das deutsche Wort ,,Null“

hingegen geht auf das lateinische Wort ,,nulla® (=, keiner*) zuriick.**

Der Grund fiir die Ablehnung des arabischen Begriffs ,,sifr fiir die Null, liegt womdglich an
der Einstellung des Abendlandes gegeniiber den Arabern. Das Wissen von den Arabern, wie
das Stellenwertsystem mit der Null, sowie die einfachen Rechenverfahren mit diesem System,
galt als mysteriés und wurde verboten. Doch das Zahlensystem wurde geheim genutzt und
bewidhrte sich. Der deutsche Begrift ,Ziffer* stammt vom ,sifr* ab und steht ,fiir die
Gesamtheit der Elemente des [dezimalen Stellenwert-] Systems*15?, 152

Es dauerte lange, bis die Null erfunden wurde und einen Namen erhielt. So etwa dauerte es, bis
sie eine sinnliche Gestalt bekam. In Indien waren Darstellungen als Punkt, Kreis oder Kreuz
moglich.’>® Einige Forscher behaupten, dass das Symbol , hohler Kreis* fiir die Null von der
altindischen Zahl 10 abgeleitet wurde. Die Inschriften in den Héhlen vom Nanaghat-Berg aus

dem 2. Jhdt. v.Chr. bis 2. Jhdt. n.Chr. enthalten die Zeichen &* : O: x und ®< fur die Zahl
10. Die Null soll durch Weglassen der Sporen von CX entstanden sein. Das ist jedoch kein

sicherer Hinweis, da nach dieser Behauptung die Eins im Altindischen die Gestalt <, < oder
= haben sollte, doch sie wurde entweder mit ,, | oder mit ,,—- * dargestellt. Die zweite und
akkreditierte These ist, dass sich der Kreis fur die Null aus dem Punkt fiir die Leerstelle
entwickelt hat. Denn bei Brahmagupta wurde ein Punkt fiir eine Leerstelle gesetzt, die bei der
Subtraktion entstand. Demgegeniiber verwendete Bhaskara 1150 n.Chr. dafiir einen kleinen
Kreis.™® Andererseits konnte der Kreis von der Brahi-Verzifferung fir die 10 stammen (siehe
Abbildung 13: Brahimi-Zahlschrift) oder seinen Ursprung in dem griechischen Wort fir

,nichts* (,,oudén*) haben.>®

10 vgl. Ifrah (1986), S. 538

150 |frah (1986), S. 539

152 ygl. ebd., S. 538f

153 yvgl. Menninger (1958), S. 21
154 vgl. Kaplan (2006), S. 65f

155 vgl. Menninger (1958), S. 217
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II. Anwendungen der Zahl ,,Null*

1 Die Eigenschaften der Zahl Null

1.1 Ist Null eine Zahl?

Bis zum 17. Jahrhundert wurde die Null in Europa nicht als eine eigenstandige Zahl akzeptiert.
Eine Erklarung liefert hierfir das Synonym ,,nichts*“ fiir die Null. Man stelle sich die folgende
Situation vor: Herr Bauer fragt, wie viele Tiere sein Nachbar Herr Mdller besitzt. Herr Mdiller
zahlt die Tiere 1,2,3, 4, ... ab und gibt seinem Nachbar die konkrete Zahl bekannt. Wirde Herr
Mdiller keine Tiere besitzen, so kdnnte er nicht auf ein Tier deuten und dieses z&hlen. Er musste
mit ,,null” antworten. Aus dieser Situation konnte geschlossen werden, dass die Null keine Zahl
ist, weil sie nichts zahlt. Mit dem Gebrauch der Zahlen auf3erhalb des Z&hlens im 9.Jahrhundert,
wurde die Null ebenfalls als eine Zahl durch die indischen Mathematiker eingestuft. Somit
wurde sie nicht nur dazu genutzt, um Inkonsequenzen beim Anschreiben der Zahlen zu
vermeiden, wie etwa im Falle 25, 250, 205, sondern um Berechnungen durchzuftihren. Die Null
ist seit ihrer Wiederentdeckung in Indien eine Zahl mit besonderen arithmetischen und

analytischen Eigenschaften.%

1.2 Die Null schépft Zahlen

Die Idee des ,,Nichts* fiir die Null ist in der Mengenlehre am besten zu realisieren. ,,Unter einer
Menge verstehen wir jede Zusammenfassung [...] von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens [...] zu einem Ganzen.“*®’ Eine Menge
lasst sich als ein Sack denken und die Objekte in dem Sack als Elemente der Menge. Zum
Beispiel enthdlt die Menge der geraden Zahlen M die Zahlen 0,2,4,6,.., die mithilfe von

Mengenklammen, so {0,2,4,6,...} angeschrieben werden kann.!°®

Ende des 19. Jahrhunderts beschaftigte sich der Mathematiker Georg Cantor tiefergehend mit

den unendlichen Mengen und kam zu dem Schluss, dass es unterschiedlich groRe

156 ygl. Stewart (2016), S. 167f
157 Schichl; Steinbauer (2012), S. 119
158 vgl. ehd.
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Unendlichkeiten gibt.*®® Hierzu beschrieb er die Aleph-null o, die eine unendliche Zahl
darstellt, die groRer als jede ganze Zahl ist und gleichzeitig die kleinste Unendlichkeit ist.t®
Der Mathematiker Gottlob Frege knipfte an Cantors Ideen an, widmete sich jedoch den
endlichen Mengen und versuchte Korrespondenzen zwischen Mengen zu erkennen. lan Stewart
bringt in dem Zusammenhang als Beispiel die Menge der sieben Wochentage, die Menge der
Zahlen von 1 bis 7 und die Menge der sieben Zwerge und fragt nach der richtigen Menge, um
die Zahl ,,Sieben* darzustellen. Nach Frege sind alle diese Mengen moglich, doch deren
Notation ist nicht zielfihrend. So geschah es, dass er einen Brief von dem Mathematiker
Bertrand Russell bekam. Darin schrieb Russell, dass eine Menge nie sich selbst als ein Element
enthalten kann und machte ihn auf das Dorfbarbier Paradoxon aufmerksam, das besser unter
den Namen Russel Paradox bekannt ist.1%

Bei diesem Paradoxon geht es darum, dass ein Dorfbarbier alle Bewohner rasiert, die sich nicht
selbst rasieren. ,,Wer rasiert jetzt den Barbier? Unter der Bedingung, dass jeder im Ort von
jemand rasiert wird, kann es einen solchen Barbier nicht geben. %2 Daher ist eine solche Menge
in sich gegensitzlich und enthilt die Gefahr, dass es ,,ausufernd groBe Mengen gibt“.1 Als
Konsequenz ist statt alle Mengen, die oben erwéhnt wurden, zur Beschreibung der Zahl Sieben
heranzuziehen, eine Menge zu wihlen, die eine ,,Standardmenge* enthélt. Die Standardmengen
,mussten eindeutig definiert sein, und ihr Aufbau sollte mit dem Zihlervorgang
korrespondieren.“!%* Die leere Menge ist die einzige Menge, die die Eigenschaften einer
Standardmenge erfiillt, mit derer Hilfe die Zahlen als Mengen dargestellt werden konnen. %
,Die leere Menge 0 ist definiert als die Menge, die kein Element enthalt.“166 Alternativ zum
Symbol ,,@* ist auch die Notation ,,{ }* flr die leere Menge géngig. Die Null entspricht in der
Mengenlehre den leeren Mengen, da beide bekanntlich das ,,Nichts bzw. das Nicht-enthalten*
darstellen. Eine solche Menge lasst sich einfach vorstellen. Beispielsweise die Menge der
ungeraden Zahlen, die durch 2 teilbar sind, die Menge der Quadrate mit unterschiedlich langen

Seiten, die Menge der Tauben, die nicht fliegen konnen, etc. Die exemplarischen Mengen

159 vgl. Stewart (2016), S. 171

160 ygl. Stewart (2016), S. 421

161 vgl. ebd., S. 171f

162 Stewart (2016), S. 426

163 Stewart (2016), S. 172

164 Stewart (2016), S. 172

185 vgl. ebd., S. 173

186 Schichl; Steinbauer (2012), S. 128

44



beschreiben zwar Unterschiedliches, stellen jedoch die gleiche Menge dar, die leere Menge.
Die leere Menge aus der Mengenlehre entspricht der Zahl ,,0“ aus der Arithmetik.®’

Wenn ,,0“ als ,,@* definiert wird, wie ldsst sich die Zahl ,,1* vorstellen? Die Eins ist eine Menge,
die ein eindeutiges Element enthélt. Da die leere Menge eindeutig ist, ist die Zahl Eins, die
Menge, die die leere Menge enthélt, d.h. 1 = {@}. Im Gegensatz zu {@}, die eine Menge
beinhaltet (und zwar die @), besitzt die leere Menge keine Elemente. Stewart beschreibt bildhaft
die leere Menge als ein leeres Sackerl, die Zahl 1 als ein Sackerl, das ein leeres Sackerl enthélt.
Diese intuitive Vorstellung I&sst sich auf die weiteren Zahlen iibertragen. Die Zahl ,2* kann
nach diesem Schema als eine eindeutige Menge mit den Elementen @ und {@} festgelegt
werden. Entsprechend des Sackerl-Modells ist die ,,2 ein Sackerl, das ein leeres Sackerl und
ein Sackerl mit einem leeren Sackerl enthélt (siehe Abb.16).

Abbildung 16: Sackerl-Modell von Stewart. Stewart, lan. (2016). Unglaubliche Zahlen. (M.N. Schuh, Ubers.) Reinbeck
bei Hamburg Rowohlt Taschenbuch Verlag, S. 174.

Wird das Motiv auf die natiirlichen Zahlen tbertragen, so ist jede Zahl eine Menge, die die
vorhergehenden Zahlen als Elemente enthalt (siehe Tabelle). Die Zahlen als Mengen sind nicht

selbst Elemente ihrer Mengen, kénnen jedoch Elemente anderer Mengen sein.

,,Jeder natiirlichen Zahl n wird genau eine natiirliche Zahl S(n) zugeordnet, die ihr Nachfolger

genannt wird, d.h. vn € N: (S(n) € N."168

0:=0 0=0
1:= {0} 1={0}
2 := {0, {0}} 2=1{0, 1}
3:={0,{2}. {0, {0}}} 3={0,1,2}
4:={0,{2}, {0, {0}}{9, {2}, {0, {2}}}} 4={0,1,2,3}
@ n=0 n={0,1,23, ... (n-1)}

”n :

TUlsn-D=nm-Du{n-1} n=*0

167 ygl. Stewart (2016), S. 173
188 Schichl; Steinbauer (2012), S. 284
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In vielen Sprachen werden Zahlen zwei Bedeutungen zugeschrieben. Zum einen kénnen sie die
Anzahl einer Menge darstellen, dann spricht man vom ,,Kardinal Aspekt“. In dem Beispiel ,,es
sind 20 Student innen im Hdorsaal“ ist die Zahl ,,20* eine Kardinalzahl. Zum anderen ist ,,20*
in dem Beispiel ,,die 20. Person, die den Horsaal betritt, sitzt in der zweiten Reihe eine
Ordinalzahl, da sie fir eine Reihung gebraucht wird.*®® Fir die Mengenlehre ist der Kardinal
Aspekt von Bedeutung, denn die Kardinalitat oder Mé&chtigkeit einer Menge gibt an, wie viele
Elemente die Menge besitzt.!’® Die leere Menge besitzt keine Elemente, somit hat sie die
Kardinalitat 0. Die Menge aus der obigen Tabelle {@, {@}, {9, {®}}} enthdlt drei Elemente und
hat somit die M&chtigkeit 3. Mit Hilfe der Kardinalitdt und der leeren Menge hat Cantor am
Ende des 19. Jahrhunderts die nattirlichen Zahlen N konstruiert. Obwohl einige Mathematiker
die Null nicht zu den natiirlichen Zahlen zahlen, macht es der beschriebenen Konstruktion nach
Sinn die Null dazu zu zahlen. Gleichfalls wird in der DIN-Norm 5473 die Null zur Menge der
natlirlichen Zahlen zugeordnet. ,,Diese [...] Version der Konstruktion der natiirlichen Zahlen
ist viel machtiger als die Definition durch die Peano Axiome*!"?, weil das Induktionsprinzip

bewiesen werden kann und nicht als Axiom gefordert werden muss.1

Zur Beschreibung der Unendlichkeit von Mengen setzte Cantor diese miteinander in
Beziehung. Nach Cantor ist eine Menge abzahlbar, wenn die Elemente der Menge in eine
eindeutige Beziehung zu den ganzen Zahlen gesetzt werden kann. Die nattrlichen Zahlen sind
abzahlbar, da man jedem Element aus der Menge der nattirlichen Zahlen eine ganze Zahl, in
dem Fall dieselbe Zahl, zuordnen kann.!”® Charles Seife veranschaulicht diese Methode an
Hand von dem Beispiel Zuschauer und Sitzplatze im Stadion. Bekommt jeder Zuschauer im
Stadion einen Sitzplatz und bleibt keiner stehen, so gibt es gleich viele Zuschauer wie
Sitzplatze, d.h. die Menge der Zuschauer und die Menge der Sitzplatze sind gleich grol oder
gleich ,,méchtig“. Bleiben jedoch einige Zuschauer stehen, so gibt es mehr Zuschauer als
Sitzplatze, daher wére die Menge der Zuschauer groRRer als die Menge der Sitzplatze. Diese
Methode der Zuordnung tbertragt Cantor auf die Menge der naturlichen, ganzen und rationalen
Zahlen und stellte fest, dass diese Mengen gleich machtig sind.™* Cantor bezeichnete die

Méchtigkeit der naturlichen Zahlen mit dem hebraischen Buchstaben Aleph und dem Index

189 vgl. Schichl; Steinbauer (2012), S. 283
170 ygl. ebd., S. 176

111 Schichl; Steinbauer (2012), S. 89

172 ygl. ebd., S. 283ff

173 ygl. Stewart (2016), S. 428

174 ygl. Seife (2002), S. 166ff
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Null, also No:=|N|. Weiters nennt man jede Menge, die die Machtigkeit No hat,

,,abzihlbar<."®

Im Vergleich zu den eben aufgez&hlten Mengen konnte Cantor beweisen, dass die Menge der
reellen Zahlen ,,iiberabzihlbar®, d.h. nicht abzahlbar ist. Um es zu beweisen, betrachtete er nur
das Intervall ]0,1[. Fur den Beweis nutzte Cantor die Tatsache, dass sich jede reelle Zahl als
eine Dezimalzahl anschreiben lasst. Indirekt nahm er an, dass jeder reellen Zahl im Intervall
]0,1[ eine nattirliche Zahl zugeordnet werden kann. Werden die Dezimalzahlen im Intervall
10,1[ unter einander mit ihren Dezimalzahlentwicklungen als eine Liste aufgeschrieben, so
musste jede Zahl aus dem Intervall ]0,1[ in dieser Aufzahlung (siehe unten) auftauchen. In der

Abbildung steht ajj fur die entsprechende Dezimalziffer.1’

Natlrliche Dezimalzahl ]0,1[
Zahl

0: 0, ao1 ao2 ao3 o4 aos Aoe
0, a11 @12 @13 Q14 a15 a6
0, a1 a2 @23 a4 a2s A6
0, 231 832 a33 A34 A35 A36
0, 841 842 843 Q44 Q45 Ase
0, as1 as2 53 As4 As5 As6

' :177

Der Knackpunkt im Cantors Beweis liegt darin, dass sich durch das Ersetzen der Dezimalziffern
neue reelle Zahlen konstruieren lassen. Um eine neue Ziffer zu erhalten, werden die in der
Tabelle fettgedruckten Ziffern herangezogen. Die Dezimalzahl wird durch das
Aneinanderreihen der Ziffern entlang der Diagonale gebildet, wobei jede Ziffer auf der
Diagonale durch eine andere Ziffer ersetzt wird. So unterscheidet sich die neue Zahl von der
ersten Zahl aus der Tabelle durch die Zehntelstelle. Von der zweiten Zahl unterscheidet sie sich
in der Hundertstelstelle, von der dritten Zahl durch die Tausendstelstelle, etc. Auf diese Weise
kdénnen andere Zahlen mit den Ziffern der anderen Diagonalen gebildet werden. An dieser Stelle

sind wir zu einem Widerspruch gelangt, denn Cantor nahm an, dass jede reelle Zahl in der

obigen Aufzahlung enthalten ist. Da sich andere Zahlen konstruieren lassen, die nicht in der

175 ygl. Schichl; Steinbauer (2012), S. 179
176 ygl. ebd., S. 180ff
7 ygl. ebd., S. 181
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Liste auftreten, ist die Menge der reellen Zahlen tberabzéhlbar unendlich und besitzt somit eine

groRere Kardinalitét als o178

Wer hétte sich gedacht, dass aus dem Nichts eine Unendlichkeit wird. Zur Zeit von Cantor
standen viele Mathematiker, unter anderem Cantors Professor an der Universitat Berlin,
Leopold Kronecker, gegen Cantors Einsicht ,,Gott, die Unendlichkeit, die sich jeglichem
Verstiindnis entzieht.“}’® Zum einen war die Vorstellung, den Gott mit den irrationalen Zahlen
in Verbindung zu setzen, die minderwertig sind und eher dem Menschengeschlecht zugeordnet
werden sollten, an der Ablehnung Schuld. Andererseits wollte Kronecker nicht akzeptieren,
dass sich die eigenartige Beschaffenheit der Unendlichkeit selbst mit Nullen rechtfertigen lasst.
Kronecker bestritt die Theorien von Cantor, die heute das Fundament der Mengenlehre bilden,
in allen Angelegenheiten. Er war wahrscheinlich auch daran schuld, dass Cantor keine
Anstellung an der Universitat Berlin bekam. Cantors Publikation, in der er sich gegen
Kroneckers Kritik wandte, blieb erfolgslos. Im Folge dessen erlitt Cantor einen
Nervenzusammenbruch und nach einem weiteren Nervenzusammenbruch musste er stationdr
betreut werden und starb 1918 in Halle. Heutzutage genielRen seine Erkenntnisse den Ruhm,
den sie verdienen.’®® | Cantors Theorie zeigte, daR Kroneckers kostbare ganze Zahlen- und
sogar natirliche Zahlen- im Grunde Uberhaupt nichts waren. Sie waren eine unendliche
Null.«18!

178 ygl. Seife (2002), S. 168ff
179 Sgife (2002), S. 170

180 ygl. ebd., S. 170f

181 Sgife (2002), S. 170
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1.3 Algebraische Eigenschaften der Null

1.3.1 Addition, Subtraktion, Multiplikation, VVorzeichen, Potenzen

e Die Zahl Null ist das neutrale Element der Addition. Das heift, wird eine Zahl a € R
mit O addiert, so andert sich der Wert der Zahl a nicht. Die Addition mit einem neutralen
Element ist kommutativ.82

a+0=04+a =0

e Das Ergebnis der Addition von Null und Null ist wieder Null (0 + 0 = 0). Daraus
erhalten wir die Beziehung —0 = 0. Die Null ist das inverse Element der Addition von
sich selbst. Das ist eine charakteristische Eigenschaft der Null. Es gibt keine zweite
Zahl, die ihre eigene Negation ist. Dieses Merkmal lasst sich am besten auf der
Zahlengerade beobachten. Die Null liegt ndmlich genau in der Mitte zwischen den
positiven und negativen Zahlen.®3

e Die Null resultiert als Differenz einer Subtraktion mit gleichen Minuenden und
Subtrahenden. Zusétzlich ist die Summe von einer Zahl mit ihrem Inversen, beziglich
der Addition, gleich dem neutralen Element der Addition, also gleich Null.*8

a—a=0 bzw.a+ (—a) =0 bzw.0 —a = (—a)

e Wird eine Zahl a € R mit der Null multipliziert, so ist das Produkt 0. Null wird daher
als ,,absorbierendes* Element der Multiplikation bezeichnet.1®

a-0=0-a =0

e Die Null ist eine weder positive noch negative Zahl, daher schreibt man —0 = +0.
Beweis:

i) Wir wissen, dass zu jeder Zahl a € R eine Zahl —a € R gibt, sodass
a+ (—a) =0.
i) Weiteres gilt fir a e R:a+0=a

182 ygl. Meschkowski Herbert (Hg.) (1970), S. 42

183 ygl. Stewart (2016), S. 169

184 ygl. Academic dictionaries and encyclopedias, [online]
http://deacademic.com/dic.nsf/dewiki/1033119#Arithmetische Eigenschaften [25.02.2018].
185 ygl. Van Dogen (2015), S. 4
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Aus (i) folgt 0 + (—0) = 0 und nach ii) gilt 0 + 0 = 0. Weil das Negative einer Zahl

eindeutig bestimmt ist, folgt —0 = 0.18¢

o Wird die Null mit einer Zahl potenziert, die ungleich Null ist, so ist das Ergebnis 0. Zum
Beispiel: 0* =0-0-0-0 = 0.
Wenn Null der Exponent ist, d.h. a® mit a € R \ {0}, so gilt nach der Definition
a® =1.
Wie steht es mit a = 0? In der Fachliteratur findet man fir 0° zwei Ergebnisse.
Diejenigen, die sich auf die Definition a® = 1 beziehen, behaupten, dass 0° = 1 ist.
Andere wiederum sind der Meinung, dass 0° unbestimmt ist. Im Allgemeinen wird 0° =

1 herangezogen.*®’

Der indische Mathematiker Brahmagupta formulierte die Regeln fir die Addition und
Subtraktion mit der Null bereits im 7. Jahrhundert n.Chr. Mahavira stellte 830 n.Chr. neben
den Regeln fiir Addition und Subtraktion auch die Regel fur die Multiplikation auf. Die Regeln
der beiden Mathematiker fanden im 11.Jahrhundert durch den Mathematiker Bhaskara

Unterstitzung. Bhaskara beschéftigte sich neben den vier Grundrechnungsarten auch mit

Potenzen und Wurzel der Null. Dabei stellte er korrekt fest, dass 02 = 0 und V0 = 0 ist. 188

1.3.2 Division

1.3.2.1 Null durch eine Zahl

Brahmagupta stellte fir die Division mit der Null ebenfalls Uberlegungen an. Er meinte , Null
geteilt durch eine negative oder positive Zahl ist entweder Zero oder wird als Bruch mit Zero
als Zahler und der endlichen Menge als Nenner ausgedriickt«.18 Der erste Teil des Satzes lehrt
seine Leser, dass a <+ 0 gleich 0 ist, wenn a eine negative oder eine positive Zahl ist, also eine

Zahl ungleich Null ist. Der zweite Teil ist lediglich eine Umschreibung des ersten Teils mit

186 ygl. Forster (2016), S. 17f

187 vgl. Academic dictionaries and encyclopedias, [online]
http://deacademic.com/dic.nsf/dewiki/1033119#Arithmetische Eigenschaften [25.02.2018].
188 ygl. Kaplan (2006), S. 83ff (83-86)

189 Kaplan (2006), S. 84f
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Hilfe der Bruchschreibweise, d.n. > = 0 . Intuitiv ist Null geteilt durch eine Hélfte oder ein

a

Viertel wieder Null. Anders kann diese Aussage durch folgende Umformung gezeigt werden:

Seia € R\ {0} so folgt aus den im Punkt 1.3.1 beschriebenen Eigenschaften der Null:

1.3.2.2 Division durch Null

1.3.2.2.1 Eine Zahl dividiert durch Null

Der indische Mathematiker des 12. Jahrhunderts - Bhaskara - meinte, dass ein Bruch dessen
Nenner und Zahler eine Null ist, unendlich ist. ,,Es ergibt sich keine Anderung, wieviel man
auch hinzufiigt oder abzieht — so wie sich auch beim unendlichen und unwandelbaren Gott

nichts dndert.*1%

Uber diese Behauptung von Bhaskara haben sich viele Mathematiker der folgenden

Jahrhunderte den Kopf zerbrochen und manche haben ihn auch bestatigt. Was ist nun unter der

Division % mit a € R\ {0} zu verstehen?

Wenn 28 dividiert durch 7 gerechnet werden muss, dann wird 7 so oft von 28 abgezogen, bis

das Ergebnis 0 ist.

28—7=21

21-7=14

14-7=7
7—7=0

Die Zahl 7 wird 4-mal subtrahiert, also ist ? = 4. Die Uberpriifung des Ergebnisses ist durch

die Multiplikation von 4 und 7 méglich, d.h. 7 - 4 = 28.191

190 Sgife (2002), S. 83
191 vgl. Beutelspacher (2010), S. 40
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Nach diesem Schema kann man sich nun dem Ergebnis der Division % mit a € R\ {0}

annédhern. Sei nun a = 0. Was ist dann ,,1 geteilt durch 0“? Das Ergebnis ist nicht 20, da

0-20 = 1ist. Esist auch nicht 1, denn auch 0 - 1 ist nicht 1. Das Resultat ist auch nicht 0, da
auch 0 - 0 # 1 ist. Demzufolge hat die Division% mit a € R\ {0} keine Zahl als Ergebnis. Um
diese Aussage formal zu zeigen, definiert man m =+ n als die Zahl x, fir die gilt x - n = m. Aus
dem geht fur 1 = 0 die Zahl q hervor, welche die Beziehung q - 0 = 1 erfillt. Jedoch gibt es
keine Zahl dieser Form, denn unabh&ngig davon, welche Zahl fir q gewahlt wird, ist die

Multiplikation mit der Null immer Null, wie es im Abschnitt 1.3.1 festgelegt wurde. %2

1.3.2.2.2 Null dividiert durch Null

Fur Brahmagupta ist g = 0 und nach Bhaskara ist es wiederum unendlich. Im vorhergehenden

Abschnitt wurde gezeigt, dass % mit a € R\ {0} unbestimmt ist. Nach dem heutigen

Wissensstand wird die Unbestimmtheit der Division durch Null akzeptiert. Um diese
Behauptung zu zeigen, setzen wir 0 = 0 = x. Durch das Umformen von diesem Ausdruck
erhdlt man 0 = 0 - x. Die Gleichung 0 = 0- x ist fur jedes x erflllt, das heilt x kann jede

beliebige Zahl sein und ist somit unbestimmt.

192 ygl. Stewart (2016), S. 169f
193 ygl. Academic dictionaries and encyclopedias, [online]
http://deacademic.com/dic.nsf/dewiki/1033119#Arithmetische Eigenschaften [25.02.2018].
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2 Gleichungen und Null

Die Gleichungen sind zu unumganglichen Mitteln der Mathematik, Physik, Chemie und
anderen Naturwissenschaften geworden. Sie ermoglichen ,,eine Mathematisierung der Natur
und unserer Erfindungen“.!®*  Geschwindigkeiten, Oxidations-Reduktionsvorgénge,
Bewegungsvorgange, Laufbahn der Planeten, etc. konnen mit Hilfe von Gleichungen
beschrieben werden, die viele Informationen beinhalten und einiges voraussagen konnen.
Neben dem Aufstellen von Gleichungen ist das Ldsen von Gleichungen eine Kunst. Um diese
Kunst einfacher zu belegen, kommt auch hier die Null ins Spiel. Quadratische Gleichungen
wurden von den arabischen Mathematikern mit der Methode der ,,Quadratischen Ergédnzung*
geldst. Wie bereits an einigen Stellen erwéhnt, entstammt das deutsche Wort ,,Algebra® vom
Arabischen und ist aus dem Titel des Buches ,,Al-gabr wa'l muadbalah" vom Mathematiker

al — Hwarizm1 Ubernommen worden. Die Vorgehensweisen in al-gabr wurden in der
“

Geschichte Uber 12 Jahrhunderte mehrmals mit der Gleichung x2 — 39+ 8x = —2x

beleuchtet.19°

- Zu Beginn werden alle negativen Terme auf die andere Seite gebracht und so positiv
gemacht, d.h. sie werden ,,wiederhergestellt* (al-gabr).
x?+8x + 2x =39
- Dann wird die Gleichung reduziert, das bedeutet, dass die mdglichen Terme
zusammengefasst werden.
x?+ 10x = 39
- Im letzten Schritt wurden einige Strategien eingesetzt oder es wurde herumprobiert, um

auf die Losung zu kommen. Die Losung lautet korrekterweise 3 und -13.19

Der aufgefuhrte Weg zur Losung héngt fur verschiedene Aufgabenstellungen von
verschiedenen Methoden ab und ist daher nicht die ideale Vorgehensweise. Omar-e Khayyam
hat beispielsweise drei unterschiedliche Methoden fur drei Formen einer quadratischen
Gleichung entwickelt, die wir heute mit einer einzigen Methode beziehungsweise Formel

berechnen. Er hatte eine Methode fiir Gleichungen der Form x? + px = q, eine fir

194 Kaplan (2006), S. 140
1% ygl. ebd., S. 141
1% ygl. ebd., S. 141f
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x% 4+ q = p und eine dritte Methode fiir Gleichungen der Form px + q = x? parat.!¥’

John Napier, der Baron von Merchiston, erkannte im 15. Jahrhundert, dass man die
Gleichungen von Omar-e Khayyam und ,,ganze Familien dhnlicher Gleichungen*!% mit Hilfe
einer allgemeinen Methode berechnen kann. Diese seltsame Personlichkeit, die nur Schwarz
trug, immer einen schwarzen Hahn mit sich trug und den Tag des Jungsten Gerichtes zwischen
1688 und 1700 ansetzte, ist der Erfinder des naturlichen Logarithmus sowie des Napierschen
Logarithmus. Napiers Erkenntnis beim Ldsen von Gleichungen lag darin, alle Terme einer
Gleichung auf die linke Seite zu bringen und diese gleich Null zu setzen. Gleichungen, die auf

der rechten Seite nur eine Null hatten, nannte er ,,Gleichungen mit nichts*.1%°

Was bringt nun diese Umformung? Der Produkt-Null-Satz, wie es in vielen Fachbtichern heute
heil3t, besagt, dass ein Produkt von zwei oder mehreren Faktoren genau dann null ist, wenn
mindestens einer oder alle dieser Faktoren null ist.?°° Dieser mag zu Beginn keine Verbindung
zu den Gleichungen haben, doch Napier erkannte den Zusammenhang. Versuchen wir nun seine

Gedanken zu verfolgen:

o An erster Stelle wiirde Napier in al — H warizmis Gleichung x% + 8x + 2x = 39 alle

Terme auf die linke Seite bringen, wenn méglich die Terme zusammenfassen und diese
gleich null setzen, d.h. x? + 10x — 39 =0

o Jetzt kommt der springende Punkt. Die linke Seite kann zu einem Produkt umgeformt
werden und zwar zu (x — 3) - (x + 13) = 0. Die linke Seite der Gleichung ist genau
dann null, wenn entweder x — 3 = 0 oder x + 13 = 0 oder beide gleich null sind. Die
Gleichung x — 3 ist null, wenn x = 3ist,da 3 — 3 = 0. Aus der Gleichung x + 13 =0
folgt, dass x = —13 ist, da —13 + 13 = 0.2%

,,Diese Methode funktioniert immer, wenn das x, das wir suchen, eine rationale Zahl ist. In
dem Fall setzt man, sobald man die Faktoren gefunden hat, deren Multiplikation die
urspriingliche ,,Gleichung mit nichts* ergibt, jeden wiederum mit null gleich und liest den
resultierenden Wert von x ab, der die Gleichung erfiillt.*?%?

197 ygl. Kaplan (2006), S. 142

198 Kaplan (2006), S. 142

199 ygl. ebd., S. 143

200 ygl. Friedrich Adolf (2013), S. 2
201 ygl. Kaplan (2006), S. 144

202 Kaplan (2006), S. 144
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Durch Tricks und Regeln kommt man zu den Faktoren und n&hert sich gleichzeitig dem
Mysterium Null an.

Ein Verfahren, das zum Ergebnis leitet, ist das Verfahren des Klammersetzens. Mdchte man
die Linearfaktorzerlegung, wie es heute heiflt, von der Gleichung x? — 1 = 0 ermitteln, so setzt

man Klammern um die Variablen, bildet das Produkt und setzt sie gleich null, sprich

(x) - (x) = 0. Um auf die Gleichung x? — 1 = 0 zu kommen, wird zuerst +1 an jedem x in
den Klammern angehangt, funktioniert es nicht damit, dann versucht man das Ganze mit —1.

FUr (x 4+ 1) - (x + 1) = 0 erhélt man x? + 2x + 1 = 0 und kann feststellen, dass
x? =1 # x?+ 2x + 1 ist. Wird das Prozedere fiir —1 wiederholt, so ergibt sich

x? —1 # x? — 2x + 1. Ersichtlicher Weise funktionieren beide Zahlen nicht, doch die einzige
Zahl, die in Frage kommt, ist die Zwei. Damit der Term 2x nicht vorkommt, muss sich das x
beim Multiplizieren mit der Zahl 1 aufheben. Dies ist wiederum nur dann moglich, wenn eine

Klammer mit +1 und die andere mit —1 ergénzt wird, d.h.

(x+1)-(x—1)=x%>—x+x—1=x?— 1. Die Terme +x — x heben sich auf, sie ergeben

also zusammen Null. Die Differenz zweier Quadratzahlen lasst sich allgemein als

(a? — b?) = 0 anschreiben und wird in (a —b) - (a+ b) = 0 zerlegt. Werden die beiden
Quadratzahlen festgestellt, so ist die grof3e Hirde bewaltigt. Alle Gleichungen, die in die Form

(a® — b%) = 0 gebracht werden konnen, lassen sich nach diesem Schema losen.?%

Einige Jahrhunderte vor Napier konnten indische Mathematiker schon anspruchsvolle

Gleichungen l6sen. Auffallend in dieser Ebene ist Mahavira, der komplexe Gleichungen wie
z + 2v/x + 15 = x trotz der Unkenntnis des Gleich-Null-Setzens l6sen konnte. Das Verfahren

von Napier und weiteren Mathematikern, die dazu beigetragen haben, Gleichungen
unkompliziert zu losen, brachten zwar eine Erleichterung in die Algebra und Arithmetik, doch
der Bezug zum Alltag wurde tief in der Sprache der Mathematik begraben. Mit Hilfe von
Gleichungen wurden Flachen, Langen und Konstanten in einem einzigen mathematischen
Ausdruck verpackt. Folglich sind Gleichungen mit Variablen von gréfReren Potenzen als drei
maglich, also Dimensionen, die die menschliche Vorstellungskraft tibertreffen.2* Aus der Seele

der Nicht-Mathematikgenies schreibt Robert Kaplan: ,Die Zahlen wurden wie die Null

203 ygl. Kaplan (2006), S. 145ff (145-148)
204 ygl. ebd., S. 87f
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unsichtbar: Sie beschrieben nicht langer Objekte, sondern wurden selbst zu Objekten - zu

verfeinerten Objekten. 2%

205 Kaplan (2006), S. 88
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3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Dem Mitspieler Null begegnet man auch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Stochastik
entwickelte sich erst nach der Akzeptanz der Null und ihrem Zwilling - der Unendlichkeit. In
dem Abschnitt ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung™ werden einige von vielen Anwendungen der
Zahl Null in Stochastik vorgefiihrt. Da immer versucht wurde einen historischen
Zusammenhang zu erstellen, wird zunédchst einer der bedeutendsten Entdecker der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und seine Wette vorgestellt. Danach werden die Null-Eins-

Gesetze vorgestellt und bewiesen, die heutzutage 6fters angewendet werden.

3.1 Blaise Pascal, Erfinder der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Der franzosische Mathematiker und Naturwissenschaftler Blaise Pascal ist im Jahr 1623 als
Sohn von Etienne und Antoinette Pascal geboren und gehérte dem vom Richterstand
abstammenden Adel Auvergne an.?% Pascal ging nie in die Schule, stattdessen wurde er von
seinem Vater nach den Methoden von Michel de Montaignes unterrichtet. Dieser war der
Uberzeugung, dass Kinder nie tberfordert werden sollten und ihrer psychologischen
Entwicklung nach unterrichtet werden sollten. Etienne lehrte seinem Sohn anfangs Inhalte die
dem Alltag betreffen und beschloss im weiterem, ihm die Sprachen Latein, Altgriechisch und
Italienisch beizubringen. In der Zeit, in der sich Pascal den Sprachen widmen sollte, war es ihm
nicht zugelassen, sich mit der Mathematik zu beschéaftigen. Doch Pascal konnte seine Liebe zur
Mathematik nicht unterdriicken und brachte sich selbst die Grundlagen der Mathematik, unter

anderem den 32. Lehrsatz von Euklid bei.?%’

Durch die Unterstutzung seines Vaters veroffentlichte Pascal bereits mit 16 Jahren seine erste
Abhandlung im Bereich Mathematik. Die Verdffentlichung zeigt, dass der Mathematiker
Desargues einen groRen Einfluss auf Pascal gelibt hat. In den folgenden Jahren entwickelte
Pascal eine Rechenmaschine, die als Hilfsmittel in der Steuerberechnung diente. Nach dem

Modell des Pascalschen Rechners wurden andere Rechner entworfen.2°8

206 \ig1. Attali (2007), S. 21f
207 ygl. Schmidt-Biggemann (1999), S. off
208 ygl. Struik (1976), S.116f
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Auf physikalischem Gebiet beschéaftigte sich Pascal vor allem mit dem Vakuum, also mit der
Leere. Thm gelang mithilfe seines Vaters und Piere Petit den Atmospharendruck nachzuweisen
und er entwarf das Barometer zur Luftdruckmessung. So geschah es, dass er im Alter von 25
Jahren die Existenz von Vakuum nachwies. Ihm gelang als Erster, die seit Aristoteles
bestehende Theorie, der Nicht-Existenz von Vakuum, zu widerlegen.?*®

Im selben Alter beschloss er, dem Port Royal beizutreten und ein jansenistisches Leben zu
fuhren. Wahrend dieser Zeit beschéftigte er sich nicht mehr intensiv mit der Wissenschaft,
sondern wandte sich der Theologie zu. Er gilt neben Fermat, mit der er in standigem
Briefwechsel stand, als Begrunder der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Im Jahre 1664, einige
Jahre nach seinem Tod, wurde seine Abhandlung iiber das ,,arithmetische Dreieck®, das unter
Anwendung des Binomialkoeffizienten konstruiert wird, veroffentlicht. Neben diesen
bedeutenden Leistungen konnte Pascal die Methode der vollstandigen Induktion ausformen. 2%
Das Genie schloss nach langjahriger Erkrankung im August 1662 im Alter von 39 Jahren im
Kloster Port Royal endgultig seine Augen. Seinen Namen hdren wir immer noch in
Mathematik, Physik und in der Religionsphilosophie.

3.2 Wetten, Gott existiert?

Der Genie Pascal fand in der Null und der Unendlichkeit den Gott. Infolge einer Inspiration im
November 1654 wandte sich Pascal von den Naturwissenschaften ab und widmete sich der
Theologie und der Religionsphilosophie. Doch diese Entscheidung hielt ihn nicht davon ab, auf
die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu setzen.?!! Zu seinen Theorien Gber die
Wahrscheinlichkeitsrechnung gelangte Pascal mit der Frage von Chevalier de Meré. Chevalier
spielte 6fters Gliickspiele und wollte wissen, wie der Einsatz beim Munzwurf aufzuteilen ist,
wenn das von zwei Personen gespielte Minzwurfspiel unterbrochen wird und das Spiel 1:0
steht. Diese Frage beantwortete Pascal im Briefwechsel mit Pierre de Fermat und setzte somit
die Bausteine der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Das Besondere an deren Erkenntnis war, dass

Vorhersagen tiber zukiinftige Ereignisse gemacht werden kénnen.?!2

209 ygl. Attali (2007), S. VII

210 ygl. Struik (1976), S.114ff (114-117)
211 ygl. Seife (2002), S. 114f

212 ygl. Beutelspacher (2010), S. 102ff
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In Stochastik hat sich Pascal Blaise jedoch mit seiner Wette einen Namen gemacht. Die Wette
wird in den Pensées, die eine Zusammenfassung von Pascals Notizen sind, dargestellt. Dieses
Werk gehort zu den Klassikern der Philosophie und besonders der Religionsphilosophie. In der
Wette schildert Pascal, dass es den Menschen nicht zugéanglich ist zu wissen, ob Gott tatséchlich
existiert. Jedoch muss sich der Mensch entscheiden, ob er daran glaubt oder nicht, eine Nicht-
Entscheidung gibt es nicht. Glaubt der Mensch an den Gott - flr Pascal kam nur der christliche
Gott in Frage - und existiert er wahrhaft, so gibt es fiir ihn unbegrenzte Belohnungen im
Jenseits. Wenn er glaubt und Gott nicht existiert, hat der Mensch nichts verloren, da er nach
dem Tod im Nichts landet. Lehnt er hingegen die Existenz Gottes ab, aber existiert Gott, so
kommt er aus der ewigen Holle nicht heraus. Halt der Mensch die Existenz von Gott fir
unmdglich und stimmt seine Uberzeugung, so passiert ihm nichts, da er im Nichts endet. Daher
gewinne nach Pascal jener, der auf die Existenz Gottes wettet. So befindet sich der Mensch

namlich auf der sicheren Seite.2!3

3.2.1 Entscheidungssituation vom Typ ,,Pascalscher Wette*

Bevor die Entscheidungssituationen diskutiert werden, muss geklart werden, was die
Wahrscheinlichkeit 0 und 1 bedeuten. Die Wahrscheinlichkeit ist eine reelle Zahl zwischen 0
und 1. Wahrscheinlichkeit O bedeutet, dass das Zutreffen eines Ereignisses fast unsicher ist. Die

Wahrscheinlichkeit 1 bedeutet, dass das Ereignis fast sicher eintritt.

In den folgenden Ausflihrungen wird versucht Pascals Wette, die von Esther Ramharter in die
heutige Sprache der Wahrscheinlichkeitsrechnung tbertragen wurde, nachzugehen. Dabei setzt
sie G als ,,Gott existiert” und G als ,,Gott existiert nicht*. Nachdem es sich um eine Wette
handelt, stellen Wg , ,,auf Gottes Existenz setzen“ und W ,,auf Gottes Nicht-Existenz setzen*
die Strategien dar, die der Mensch zu wahlen hat. Eine weitere Alternative fir W und W
kennt Pascsal nicht. Je nachdem, fir welche Strategie man sich entscheidet und welche
Umweltzustdnde anwachsen, entspringt aus der Entscheidung der Gewinn. Die Rahmen dieses

Problems werden von der mathematischen Entscheidungstheorie formuliert.?*

,.Gegeben sei ein Entscheidungsproblem in strategischer Form bei Risiko, d.h. ein Tupel
A = (S,Z,p, 1) mit Strategiemenge S = { W; W }, Zustandsmenge [Ausgénge]

213 ygl. Ramharter, Esther (2013): Alles oder dreimal alles? Pascals Wette in historisch-
wissenschaftstheoretischem Kontext [online] S. 1f,
http://homepage.univie.ac.at/esther.ramharter/pascalswette.pdf [02.03.2018].

24 ygl. ebd., S. 2,
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Z ={G,G }[...] und Auszahlungsmenge Il = {vG,WG, Vewer Ve wg vG-,WE} (alle Elemente
aus R). Die Funktion 7 (s, z) mit s € S,z € Z und Werten aus II sei durch folgende Tabelle

festgelegt:
Gott existiert Gott existiert nicht
(s, z) z—G z—G
Wette, dass G
s= Wg Vewe Vewg
Wette, dass nicht G
s= Wg Vewg Veweg

p sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Z, d.h. insbesondere p(G) + p(G) = 1.
Die Erwartungswerte fur die beiden Strategien ergeben sich entsprechend:

E(W;) = p(G) - Vewg T p(G) - Vewe = p(G) - Vewg T (1 - P(G)) " VG wg
E(W(f) = p(G) : vG,W(—; + p(G_) : vG,W(—; = p(G) : vG,W(—; + (1 - p(G)) : vG,WE“ 215

Hierbei gibt E(WW;) den Gewinn an, wenn auf Gottesexistenz gesetzt wird und E(Wz), wenn
auf Nicht-Existenz Gottes gesetzt wird. Die Entscheidung unter Risiko meint, dass die
Entscheidungswahrscheinlichkeit bekannt ist.?!® Wie bereits erwidhnt, geht aus Pascals
Argumentationen in den Pensées hervor, dass W, die Strategie sein soll, die sich bewéhrt. Er
zieht also die Strategie W, der Strategie W vor. In der folgenden Aufzahlung werden die

Kriterien aus der Entscheidungstheorie aufgezahlt, die auf die Pascalsche Wette wirken.

1. Absolute Dominanz [A]: Die Strategie W, dominiert die Strategie W absolut, wenn
sogar das ungunstigste Ergebnis der Strategie W;; nicht schlechter ist, als das glinstigste

Ergebnis der Strategie Ws.2t" Nach Ramharter folgt fur absolute Dominanz:

min{vG,WG, U@WG} = max{Ve,wg Vewg}

N

Zustandsdominanz [Z]: Die Strategie W, dominiert die Strategie W; , wenn alle

Ausgange von W, mindestens gleich gut sind, wie die Ausgange der Strategie W ;.28
Es liegt also eine Zustandsdominanz vor, wenn vg w. = Vgw, Und vew, = Vew,

ist.

215 Ramharter, Esther (2013): Alles oder dreimal alles? Pascals Wette in historisch-wissenschaftstheoretischem
Kontext [online] S. 2f, http://homepage.univie.ac.at/esther.ramharter/pascalswette.pdf [02.03.2018].

216 ygl. Novak, Andreas: [online] S.1 http://homepage.univie.ac.at/andreas.novak/gm1.pdf [02.03.2018].

27 ygl. ebd., S.1,

218 ygl. ebd., S.2,
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3. Strenge Zustandsdominanz [SZ]: Sie sieht vor, dass alle Ausgénge der Strategie W,
nicht unglnstiger sind als die der Strategie W und dass mindestens ein Ausgang der

Strategie W besser ist.?*®

|

Stochastische Dominanz/ Wahrscheinlichkeitsdominanz [S]: Die Wahrscheinlich-
keitsdominanz tritt ausschliel3lich bei Entscheidungsproblemen unter Risiko auf. Das
Ergebnis jeder Strategie W, kann als Zufallsvariable betrachtet werden.??
DPa(Wg,z) > m) >pm(We,z) >m) Vo €1l und p(m(Wg,z) > m) >

p(n(Weg, z) > ) fiir mindestens ein € 14?2

|1

Als letztes wird die ,,Maximierung des Erwartungswertes* [E] von Esther Ramharter
erwéhnt. Aus dieser geht hervor, dass der Erwartungswert von der Strategie W, grofRer
als die der Strategie W seinsoll, d.h. E(W;) > E(W). Die stochastische Dominanz
impliziert die Maximierung des Erwartungswerts, wobei die Umkehrung nicht

zugelassen ist.??2

Eine Entscheidungssituation von Typ ,Pascalsche Wette® ist eine Entscheidung, die alle
Ausgange dominiert. Damit die Strategie W, den anderen Strategien vorgezogen werden kann,

muss vg ., = N das Maximum aller Ausginge sein und ,hinreichend groB3* sein. Pascal geht

sogar von einem ,unendlichen” Gewinn aus. Im Falle vgw, =vew, =N liegt keine

Pascalsche Wette vor.2%

Setzt man nun ohne Beschréankung der Allgemeinheit den Gewinn, den ein Leben ohne ein
Glauben an Gottesexistenz bringt, wenn es Gott gibt, gleich 1, so ist N>> max{vG,WG Ve Wy 1}.

Aus den oben erwahnten Kriterien der Entscheidungsprobleme fiir die Dominanz der Strategie
W, uber die Strategie W folgt:?%*

219 ygl. Ramharter, Esther (2013): Alles oder dreimal alles? Pascals Wette in historisch-
wissenschaftstheoretischem Kontext [online] S. 3,
http://homepage.univie.ac.at/esther.ramharter/pascalswette.pdf [02.03.2018].

220 ygl. Novak, Andreas: [online] S.2 http://homepage.univie.ac.at/andreas.novak/gm1.pdf [02.03.2018].
221 Novak, Andreas: [online] S.3 http://homepage.univie.ac.at/andreas.novak/qm1.pdf [02.03.2018].

222 ygl. ebd., S.3,

223 ygl. ebd., S.4,

224 ygl. ebd., S.4f
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1. Unabhéngig davon, ob Gott existiert oder nicht, hat eine Person, die an Gott glaubt, kein
schlechteres Leben als eine, der nicht glaubt. Der Glaubende hat sogar ein besseres

Leben. Aus den Beziehungen

Vews = N

Vewe und aus vgw, = (>)vew folgt die Zustandsdominanz [Z]
und die strenge Zusatzdominanz [SZ].

Vewg =

Vewe

2. Ein Leben mit dem Glauben an Gott ist besser, als ein Leben ohne dem Glauben an

Gott. Daraus resultiert die absolute Dominanz [A] mit min{N,v¢w .} = vew, =
max{1, v} mit der Bedingung g, = 1 neben der Zustandsdominanz [Z]. Das

stellt die Situation dar, bei der ein irrtumlicherweise Glaubender und auf Verbote
Verzichtender, weiterhin besser dasteht, als einer der irrtimlich nicht glaubt, denn dieser
wird fur seinen Unglauben bestraft.
3. Ein Glaubiger gibt unter gewissen Bedingungen etwas ab.

Maximierung des Erwartungswert [E] liegt vor, wenn der Erwartungswert der Strategie
W, groRer ist, als der Erwartungswert der Strategie W, d.h. wenn E(W;) > E(W¢)
gilt. Aus E(W) > E(W) folgt, p(G) - N + (1 —p(6)) - vew, > p(6) -1+ (1 -
p(G)) - vew, (*). Ist N dominierend, so folgt aus (*)

1-p(G)
p(G)

4. Liegt stochastische Dominanz und strenge Zustandsdominanz vor, so liegt auch eine

N > (UG,WE - UG_,WG) ‘ + 1

stochastische Dominanz vor.

Implikationen aus den Entscheidungssituationen:

Die Zustande G und G sind nicht exhaustiv (=erschopfend), da andere Lebensweisen denkbar
sind. Die Strategien sind ebenfalls nicht exhaustiv, da die Mdglichkeit des Nicht-Wettens

besteht. Weiters sind die Ereignisse Wette und Gottesexistenz abhangig, weil sich
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Gottesexistenz und die Wettentscheidung gegenseitig beeinflussen. Weiters ist die
Unendlichkeit nétig, die eine gréRere Menge bildet als zweier unendlicher Kardinalzahlen.??

3.2.2 Interpretation??®

Das Maximum alle Ausgange, das oben mit N bezeichnet wurde, wird nun, wie bei Pascal mit
oo ausgedriickt. Wie Pascal richtig angenommen hat, kann oo auch eine unendliche Zahl
darstellen. In seiner Wette lasst Pascal keine andere Strategie aul’er W, und W zu, von denen
eines gewahlt werden muss. Dabei beschreibt er, was W, ist und wendet sich der

Alternativstrategie nicht zu.

,»Wiégen wir Gewinn oder Verlust fur den Fall, dal wir auf Kreuz setzen, dal’ Gott ist [d.h.
W]. Schétzen wir diese beiden Mdglichkeiten ab: Wenn Sie gewinnen, gewinnen sie alles,

wenn Sie verlieren, verlieren Sie nichts. Setzen Sie also ohne zu z6gern darauf, daf er
iSt_“227

Diese Zeilen fiihren zu zwei Gedanken. Zum einen konnte Pascal eine Symmetrieliberlegung
angestellt haben, sodass vy, und vgy . dasselbe hervorrufen, wobei sich W durch ein
negatives Vorzeichen unterscheidet. Dementsprechend ware vy, . = oo die unendliche
Glickseligkeit (= Himmel) und v¢ . = —oo unendliches Verdammnis (=Holle). Da aber nicht
begriindet werden kann, warum vg . = —vgw, gelten soll, ist die Annahme inkorrekt. Wird

zum anderen ,,alles* und ,,nichts* aus dem Zitat als ,,00* und ,,0* begriffen, so ist die Differenz

aus vgw, und vgw, gleich co und die Differenz aus vg , und vg . gleich 0.

Die Begrundung mithilfe der strengen Zustandsdominanz macht den Gebrauch des
Unendlichen hinfallig. Denn glaubt man an Gottesexistenz und er existiert nicht, so verliert man
Lhichts® und existiert Gott und man glaubt daran, so gewinnt man etwas, weil die
Wabhrscheinlichkeit, dass Gott existiert ungleich Null ist (p(G) # 0). Insofern ist aus Pascals
Argumentation zu entnehmen, dass er unter ,,nichts* ,,im Vergleich zum Gewinn nichts* meint.
Folglich ist eine Argumentation mit Maximierung des Erwartungswertes anstatt mit strenger
Zustandsdominanz durchzufiihren. In diesem Zusammenhang sei nochmals angemerkt, dass

Pascal der Uberzeugung war, dass die Existenz Gottes sich nicht durch Deduktion beweisen

225 ygl. Novak, Andreas: [online] S.6 http://homepage.univie.ac.at/andreas.novak/gm1.pdf [02.03.2018].

226 ygl. ebd., S.7,

227 Raffelt, Albert (2002): IL“Infini rien® (Das Fragment der ,Wette®), [online] S. 2, https://www.ub.uni-
freiburg.de/fileadmin/ub/referate/0O4/pascal/ll_wette.pdf [28.03.2018]
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lasst. ,,Gott ist, oder er ist nicht. Aber welcher Seite werden wir uns zuneigen? Die Vernunft

kann hier nichts bestimmen.*??® Folglich ist p(G) # 0 und p(G) # 1.

3.2.3 Anmerkungen zum Erwartungswert??°

Unter der Annahme, dass Gottesexistenz und Nicht-Existenz 50:50 stehen, ist p(G) = %und

p(G) =

N | =

. Der Erwartungswert ein Glaubiger zu sein betrégt oo . Denn als Glaubiger ist die
Chance% -0 = oo inden Himmel zu kommen, wenn Gott existiert und als Ungléubiger verliert
man durch die Nicht-Existenz nichts, daher ist die Chance im Nichts zu landen % -0 =0.Aus

diesen Teilprodukten resultiert der Erwartungswert E = % o + % 0 =00 +0 = oo,

Der Erwartungswert fur einen Nicht-Glaubenden ist —oo. Wenn jemand nicht glaubt und es
existiert Gott, so betragt die Chance fiir ihn % - (—00) = —oo in den Himmel zu kommen (d.h.
er kommt in die Holle, daher —0). Gibt es jedoch keinen Gott und glaubt jemand auch nicht
an seine Existenz, so betragt die Chance % 0 = 0 in den Himmel zu gelangen, weil es ohne

einen Gott auch keinen Himmel gibt. So folgt der Erwartungswert

Aus diesen Uberlegungen zieht Pascal Blaise den Schluss, dass es sich auf jeden Fall lohnt an
Gott zu glauben. Wirde man annehmen, dass das Verhaltnis Gottes Existenz und Nicht-
Existenz 1:1 000 oder 1:1 000 000 steht, so ware der Erwartungswert flr einen Glaubigen
immer noch oo. Allerdings funktioniert es nur mit der Wahrscheinlichkeit O fir Gottesexistenz
nicht. Denn der Erwartungswert an Gott zu glauben, wéare dann 0 - co und das ist ein nicht
bestimmter Ausdruck. Im 17.Jahrhundert wurden allerdings solche Uberlegungen nicht

angestellt und Pascal konnte mithilfe der Null und der Unendlichkeit einige iberzeugen.

228 Raffelt, Albert (2002): IL“Infini rien* (Das Fragment der ,,Wette*), [online] S.2, https://www.ub.uni-
freiburg.de/fileadmin/ub/referate/O4/pascal/ll_wette.pdf [28.03.2018]
229 \gl. Seife (2002), S. 116f
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3.3 Null-Eins-Gesetze

3.3.1 Terminologie der Wahrscheinlichkeitsrechnung

In diesem Abschnitt werden die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung geklart, die in

den folgenden Kapiteln immer wieder gebraucht werden.

Einer der wichtigsten Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die Ergebnismenge oder
der Grundraum, der gewohnlich mit dem griechischen GroRbuchstaben  dargelegt wird. Die
Ergebnismenge beinhaltet alle mdglichen Ausgange beziehungsweise Ergebnisse eines
stochastischen Ereignisses. Sie enthdlt alle Elementarergebnisse w eines Zufallsexperiments.
Elementarereignisse sind einelementige Teilmengen von Q. Die leere Menge @ sowie die
Ergebnismenge Q selbst sind Teilmengen von Q . Dabei steht die leere Menge @ fur das
unmogliche Eintreten eines Ereignisses. Jedes Ereignis eines Zufallsexperiments kann als
Teilmenge von Q identifiziert werden und jede Teilmenge von Q kann als Ergebnis eines
stochastischen Experiments aufgefasst werden. Das heif3t ein Ereignis A ist eine Teilmenge der
Ergebnismenge A € Q. Gilt A = Q, so spricht man vom sicheren Ereignis, das bedeutet, dass

das Ereignis auf jeden Fall eintreten wird.?%

Definition o- Algebra:

Sei Q # @. Eine Familie A von Teilmengen von Q (A € Q = A € Q) heilit o- Algebra, falls:

1) oeA

(2) Falls A € A, dann ist Q\ A € A. (D.h. wenn A eine Teilmenge von A ist, dann ist
auch ihr Komplement eine Teilmenge von A.

(3) Falls (4j)jen € A, dannist Ujcy Aj € A.

Definition Wahrscheinlichkeitsraum:

Ist Q # @ und A eine o- Algebra auf Q und P ein Wahrscheinlichkeitsmal? auf A, so bezeichnet

man (Q, A, P) als Wahrscheinlichkeitsraum.

230 ygl. Henze (2017), S. 2, S.5
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Definition Wahrscheinlichkeitsmal:

Sei Q#@ und A eine o- Algebra auf Q. Eine Funktion P:A — R heilit
Wahrscheinlichkeitsmal3 falls:

()VAEA:P(A) =0

(2 P() =1

(3) Falls (4)) jen € A und paarweise disjunkt, dann gilt P(U ey 4;) = Xjen P(4;). 2"

Definition einer Zufallsvariable:

Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsraum. Jede Funktion X : Q — R von Q in die Menge der reellen

Zahlen heiRt Zufallsvariable auf Q.232

3.3.2 Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov

Der bedeutende Mathematiker des 20. Jahrhunderts, Andrei Nikolajewitsch Kolmogorov,
formulierte eines der Null-Eins-Gesetze, aus dem andere abgeleitet wurden. Die Null-Eins-
Gesetze sind besondere Typen von Wahrscheinlichkeiten. Sie driicken aus, dass das Eintreten

eines Ereignisses entweder ,,fast sicher* oder ,,fast unmoglich* ist.

»Satz (Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov). Sei (A,)nen €ine unabhéngige Folge von o-
Algebren A, c A. Dann gilt fir jedes terminale Ereignis A der Folge entweder P(A4) =
0 oder P(4) = 1.°%

Terminal Ereignisse sind Ereignisse, deren Eintreten oder Nicht-Eintreten man auch dann
entscheiden kann, wenn man den Wert von endlich vielen Zufallsvariablen nicht kennt. Bei
Terminal Ereignissen dndert sich das Resultat nicht, ob ein Ereignis eintritt oder nicht, wenn

die endlichen Folgenglieder abgedndert werden.

Definition (Terminal Ereignisse):

,»Sei (Ap)nen €ine Folge von o-Algebren von Ereignissen aus A4 und

Thi= G(U Am)

231 ygl. Henze (2017), S. 287
232 ygl. ebd., S. 10
233 Bauer (2002), S. 46
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die von allen A, A1, . - €rzeugte o-Algebra. Dann heif3t

die o-Algebra der terminalen Ereignisse der Folge (A,). Dabei ist es offensichtlich, dafl
T,, eine o-Algebra ist.“?3*

Beweis (Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov)?®®

Zunachst definieren wir eine o-Algebra der terminalen Ereignisse 7, der Folge (A,). Dabei
sei ein beliebiges Element A von T, und das entsprechende System D aller von A unabhéngigen
Ereignisse gegeben. So ist D € A mit
P(ANnD) = P(A)P(D).
Dafir reicht der Nachweis, dass A € D enthalten ist, denn so kann man D = A setzen. Aus
P(A n D) = P(A)P(D) wird durch einsetzen von A
P(A) = P(A)2.

D ist ein Dynkin System, da jede von einer unabhdngigen Familie von Ereignissen erzeugte
Familie ein Dynkin System ist. Die oben definierte o-Algebra 73, ist unabhangig von der o-
Algebra. Denn eine Familie, die durch Zerlegung in paarweise fremde Mengen von einer

unabhéngigen Familie durchschnittsstabiler Mengen entstanden ist, ist unabhdngig.

Ap = 0(A; U ...UAY).

Da A ein Element aus 7;,,, ist, gilt fur jedes n € N A, c D. Insbesondere ist

dcz:Uc;znc@
n=1

und somit ist A € D. [

234 Bauer (2002), S. 46
235 ygl. ebd., S. 46f
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3.3.3 Null-Eins-Gesetz von E. Borel236

Das Null-Eins-Gesetz von Emil Borel ist eine direkte Ableitung von Kolmogorovs Null-Eins-
Gesetz. Dieses Gesetz besagt, dass der Limes superior einer Folge von unabhangigen

Ereignissen entweder null oder eins ist.?%’

,Korollar (Null-Eins-Gesetz von E.Borel ). Fir jede unabhingige Folge (4,)nen VON
Ereignissen aus A gilt

P{A,, fiir unendlich viele n} = 0 oder = 1.

d.h. P (lim sup A, ) = 0 oder 1.2

n—oo

Beweis: Sei A, :=a({A,}) eine g-Algebra, die von A, erzeugt wurde. Sie enthélt die leere
Menge @, sich selbst A,, , ihr Komplementarmenge C A,, sowie die Ereignismenge Q. Die Folge

Apist unabhéngig, da A, eine unabhdngige Familie von durchschnittsstabilen Ereignissen ist.

Fir Q,, := Um=n 4, gilt Q,, € T;, , wobei 7, eine von allen A,,A,41,... €rzeugte o-Algebra
ist. Da die Elemente der Menge kleiner werden oder gleichbleiben, gilt Q,,, € 7;, fur jedes m >

n mit n € N. Gleichzeitig folgt aus der Antitonie der Folge (Q,,)

fur alle j € N. Da der Limes Supremum von der Folge A, eine Teilfolge von T, ist, folgt das

Null-Eins-Gesetz von E. Borel aus dem Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov.

Wenn die oben definierte o-Algebra von Zufallsvariablen erzeugt wird, so lautet das 0-1-Gesetz

von Kolmogorov folgendermafen:

»oatz (Kolmogorovsches 0-1-Gesetz). Sei (X, )neny €ine unabhdngige Folge von
Zufallsvariablen (mit Werten in beliebigen MelRraumen). Dann gilt flir jedes terminale
Ereignis, d.h. flr jedes Ereignis

[ee)

AeﬂoXm;mZn)

n=1

entweder P(A) = 0 oder P(4) = 1.4?%

236 ygl. Bauer (2002), S. 47

237 ygl. Academic dictionaries and encyclopedias, [online]
http://deacademic.com/dic.nsf/dewiki/1033119#Arithmetische Eigenschaften [10.03.2018].
238 Bauer (2002), S. 47

239 Bauer (2002), S. 77
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3.3.3.1 Bedingungen fur das 0-1-Gesetz von E. Borel 240

Das Null-Eins-Gesetz von E.Borel besagt, wie eben gezeigt, dass fiir jede stochastisch
unabhéngige Folge (A, ) von Ereignissen A, eines Wahrscheinlichkeitsraumes (0, A, P) die

Wahrscheinlichkeit flr das Eintreten der unendlich vielen Ereignisse A,, entweder 0 oder 1 ist,

dhp (lim sup An) = 0 oder 1.

n—oo

Entscheidend ist nun die Frage unter welchen Bedingungen die Wahrscheinlichkeit von
P(lim SupAn) gleich 0 oder 1 ist. Hierzu spielt das Konvergenzverhalten der Reihe
n—->oo

~=1 P(A,,) eine entscheidende Rolle. Fur eine beliebige Folge von Ereignissen (A,)nen
resultiert die Implikation

E P(4,) <+oo = P(limsup4,)=0.
n—-oo
n=1

Definiert man ndmlich den lim sup A4,, als A, so ergibt sich der Zusammenhang A c U2, 4; ,

n—-oo

woraus
P(A) < ) P(4)
i=n
fur alle n € N folgt. Die Behauptung gilt auch fiir n — oo.

Man kann aus der Divergenz der Reihe }; P(4,,) nicht P(A) = 1 folgern. Aber es reicht ein
Ereignis A, mit 0 < P(A4,) < 1 zu betrachten und fiir die Folge (4,,), die konstante Folge mit
den Elementen A, Ay, Ag, ... Zu wéhlen. Die Reihe ), P(4,) divergiert dann zwar, aber fir

A:= lim sup A, ist P(A) = P(A,) < 1. Doch fir unabhangige Folgen (4,,) kann man aus der
n—->oo

Divergenz P(A) = 1 schlieBen, d.h. es kann auf die Umkehrung der Implikation geschlossen

werden. Diese Folgerung bildet die Kernaussage des Lemmas von E.Borel und F.P. Cantelli.

240 ygl. Bauer (2002), S. 73f
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3.3.4 Null-Eins-Gesetz von Hewitt-Savage?*!

Ein weiteres Null-Eins-Gesetz beruht auf den Mathematikern Edwin Hewitt und Leonard J.
Savage. Anders als das Gesetz von Kolmogorov macht dieses Gesetz Gebrauch von Symmetrie-
Eigenschaften der Ereignisse.?*?

»oatz (Null-Eins-Gesetz von Hewitt-Savage). Sei (X,)ney €ine unabhédngige Folge
identisch verteilter reeller Zufallsvariablen. Dann gilt fur jede beziglich

X =Q;-1 X, permutierbare Menge A € B
P{X € A} = Py (A) = 0 oder = 1.2

An dieser Stelle ist eine Anmerkung zu den oben erwéhnten Begriffen vonnoten. Es handelt
sich um eine endliche Permutation, wenn t: N — N eine Bijektion mit t(n) = n fir allen € N
ist. So kann man t als eine Permutation eines Abschnittes {1,...,n,} von den natirlichen
Zahlen deuten, die durch die identische Abbildung auf N \ {1,..., n,} fortgefuhrt werden kann.
Sei (X,)nen €ine Folge von reellen Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Diese legt die Zufallsvariable X =®3_; X,, mit Werten aus dem MeBraum (RN, B),
der Produkt-c-Algebra B := (81N und deren Verteilung P dar. Im Fall, dass T eine endliche
Permutation von N ist, ist die Zufallsvariable tX:=®3;-; X7,y . Denn lasst man mit T einen

endlichen Abschnitt X,..., X, _,einer Folge (X,,) permutieren, so bleiben die restlichen

Folgenglieder unverandert (t(n) = n fiir alle n > n,.2*

Beweis (0-1-Gesetz von Hewitt-Savage)?**

Sei m,,: RN - R die n-te kanonische Projektion mit n aus den natirlichen Zahlen. Ist %,

= o(my,...,Ty) Mit neN, so wird die o-Algebra B = o(m4,...,m,) VONn

in RN erzeugt. Durch das Anwenden der Approximationseigenschaft kann jede Menge A € B
durch Mengen C € A, approximiert werden. Die Approximation kann so erfolgen, dass die

Wahrscheinlichkeit der symmetrischen Differenz von A und C (A A C) beliebig klein ist.

241 ygl. Bauer (2002), S. 80ff
242 ygl. ebd., S. 79

243 Bauer (2002), S. 80

244 ygl. Bauer (2002), S. 79
245 ygl. ebd., S. 81f
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Aufgrund der Beziehung 7, c...c F, € F,,; C.. hat jedes A € B eine Teilfolge (n;)xen

und Ereignisse Cy € F, , sodass ]lim Py (A A Cy) = 0 gilt. Weiters sei 7, eine Permutation mit

k € N von den naturlichen Zahlen, bei dem jedes n > 2n,, nicht permutiert und auf der ersten

Menge der 2n,, wie folgt wirkt:

( 1,..., ng nk+1,...,2nk)
n+1,....2n, 1,...,n4

Wegen der Permutierbarkeit der Menge A € B ist furk € N
{1.X € A} = {X € A}.
Aufgrund der Ereignisse C; € F,, gibt es eine Borelsche Menge By, € 8™ aus R™ mit
Cr = {(my,..., Ty, ) € B}
So kann man
My :={(Ttr,1yr -+ > Ty (nie)) € Bi} = {(Tnys1s -+ Tany, ) € By} (%)

setzen. Somit ist M, in o(m,; n = n; + 1). Da die Folge (7r,,) unabhéngig von Py ist und die

Ereignisse Cy in F,, sind, sind C; und M, unabhangig voneinander. Dementsprechend folgt
Py (Ce N My) = Py (Ci) = Px (My). (x%)

Insofern ist die Folge (X;,),en Nicht abhdngig und ist mit den Zufallsvariablen X,, identisch

verteilt. Aus diesem Grund besitzen X und 7, X die Verteilung
P = (le)N =Q®nc1 Hn
und jedes p, ist gleich Py . Aus (*) und (**) folgen die Gleichungen

X € G} ={(X1,...,Xn,) € B}und {X € My} = {(X5, (1), -+» Xey(nk)) € By}, woraus sich
die Gleichheit {t,X € C;} = {X € M, } ergibt.

Nimmt man die Gleichung {7, X € A} = {X € A} nochmals vor Augen, so gilt
{(1xX EAAC,} ={X € AAM,}
und aus der Gleichheit der Verteilungen von X und 7, X folgt auch fir k € N
Px(AACy) = P(ADMy). (%)
So stellt man fest, dass AA (C, N M) c (AAC,) U (AAM,) ist und
Py(AA (Ce N My)) < Py(AACy) + Py(AA M) = 2Py (AACy).
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Aus der approximierten Folge C;, ergibt sich
lim Py (A4 (Ce N M) =0
und insbesondere auch
111_210 Py (Ci N My) = Px(A).
Gleichzeitig ist wegen (***)
Py(A) = Ilgg Py (Ci) = gggo Py (My.)

und Py(4) = Px(A4)? folgt aus (**). Letztendlich erhalt man die Behauptung aus Py(4) =
Py (A)2. 0
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4 Infinitesimalrechnung

4.1 Kartesisches Koordinatensystem

Das Koordinatensystem ist eines der wichtigsten Hilfsmittel der Mathematik. Seine Erfindung
durch den Philosophen und Mathematiker René Descartes wird bestritten. Descartes wurde in
Frankreich geboren und in einem Jesuitenkolleg ausgebildet. Als glaubiger Christ, der die
aristotelischen Lehren vertritt, lehnte er die Leere (Null) und das Unbegrenzte (Unendlichkeit)
ab. Die Null steht im Zentrum der nach ihm ernannten Erfindung. Sie taucht erstmals auf der
Zahlengerade im Zentrum auf und darauf folgend in den kartesischen Koordinaten.?*® Die
Bezeichnung ,kartesisches Koordinatensystem®™ geht auf Descartes’” lateinischen Namen
,,Cartesius“ zuriick. Obwohl das Koordinatensystem seinen Namen von Descartes hat, sind
einige Charakteristika des kartesischen Koordinatensystems bei Descartes nicht vertreten,

sodass seine Erfindung durch Descartes bestritten wird.24

Das ursprungliche Koordinatensystem von Descartes besitzt in seinem Hauptwerk ,La
Geometrie“ nicht zwei Achsen, sondern nur eine Achse. Descartes verwendete auch ein
rechtwinkliges Koordinatensystem, doch bevorzugte dieses nicht. Die Tatsache, dass alle
Punkte der Ebene durch Punkte im Koordinatensystem erfasst werden konnen, stammt
ebenfalls nicht von Descartes, sondern geht auf Nicolas Oresme zuriick. Descartes war auch
nicht der Erste, der die Kurven durch Koordinaten beschrieb. Dieses ist mehr dem
Mathematiker Pierre de Fermat zuzuordnen. Sein wichtigster Beitrag zum Koordinatensystem
war die Einteilung der Kurven nach deren Grad, die als Grundlage das Koordinatensystem

verwendeten.?48

Descates” Koordinatensystem ist also nur in Ansatzen dem gegenwaértigen Koordinatensystem
ahnlich. Ein weiterer bedeutender Unterschied ist, dass Descartes keine negativen Achsen

kannte. Die gegenwartige Form des Kkartesischen Koordinatensystems stammt vom

248 ygl. Seife (2002), S. 106f

247 ygl. Ramharter, Esther (2005): Ist das kartesische Koordinatensystem kartesisch? [online] S. 27f,
http://homepage.univie.ac.at/esther.ramharter/cartkord.pdf [02.03.2018].

248 ygl. ebd., S. 27ff,

73


http://homepage.univie.ac.at/esther.ramharter/cartkord.pdf

Mathematiker Newton. Er erweiterte das Koordinatensystem um die negativen Zahlen und

baute es weiter auf.?*

Descartes setzte das Fundament, um geometrische Objekte, wie Quadrate, Rechtecke, Kreise,
Wellen, etc., mit Hilfe von Gleichungen zu beschreiben und sie im Koordinatensystem
darzustellen. Damit wurde die Briicke zwischen der Geometrie Europas und der Algebra des
Orients geschaffen, die heute eine Einheit bilden. Seitdem kdnnen geometrische Objekte mit

der Gleichung f(x,y) = 0 ausgedriickt werden. Die Null wird somit ein Teil jeder Figur.2>°

Die Darstellung der Punkte im Koordinatensystem ermdglicht die Abbildung der
Bewegungsablaufe von dynamischen Korpern, die sich auf gekrimmten Bahnen bewegen. Seit
der Antike arbeitet man mit geraden Kurven, doch der Umgang mit krummen Linien riickte ab
dem 17.Jahrhundert in den Vordergrund. Man begann sich mit der Frage nach der Steigung
einer krummen Linie zu beschaftigen. In diesem Zusammenhang begegnet man der Null an

vielen Stellen, die in den folgenden Abschnitten diskutiert werden sollen.

4.2 Steigung von Kurven

4.2.1 Steigung einer Gerade

Die Steigung einer Gerade lasst sich einfach und schnell
berechnen. Nimmt man an, dass ein Auto einen Hugel
hinaufféhrt, d.h. von Punkt A zum Punkt P féhrt, so ist

die vertikale Entfernung dieser Punkte die Steigung, die

in der Abbildung mit dem Buchstaben y gekennzeichnet

ist. Dabei bezeichnet x die horizontale Entfernung von Abbildung 17: Steigung einer Gerade

Punkt A und P. Die Steigung hat den Wert %

Bezeichnen A und P hingegen zwei Punkte auf einer Gerade im Koordinatensystem, so lasst

sich die Steigung aus der Differenz der beiden Punkte berechnen. Sei A = (x4|y;) P = (x3]y,).

So ist die Steigung definiert als i—z =%227h

X2~ X1

249 . Seife (2002), S. 106
20 ygl. ebd., S. 108
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4.2.2 Steigung einer krummen Linie®!

Die oben beschriebene Formel zur Berechnung der
Steigung einer Gerade kann bei Kurven nicht angewendet PR | T—
werden, da die Steigung einer Kurve nicht in jedem Punkt
gleich ist. Diese Tatsache ist unter dem Namen
Tangentenproblem bekannt. Die Steigung in der

abgebildeten Funktion f kann nicht berechnet werden, aber )

die Steigung in einem beliebigen Punkt auf der Funktion

kann seit dem 17. Jahrhundert berechnet werden. In / .
Folgendem wird die moderne Form zur Berechnung der /
Steigung im Punkt P vorgefiihrt. Abbildung 18: Steigung einer Kurve

Die Steigung der Gerade, die durch die Punkte Q und P verlduft, I&sst sich mit der obigen

Formel berechnen:

o B co Ay fHh)—f(x) _ fx+h)—f(x) ;
Sei P=(x|f(x)) und Q= (x+ h|f(x+h), so ist s imex . , die

Steigung der Gerade durch P und Q. Das ist aber die
Sekantensteigung und nicht die Steigung in dem Punkt P. Um die

Steigung im Punkt P zu bestimmen, lasst man den Punkt Q zum

Punkt P auf der Funktion zulaufen. So wird h immer kleiner und P
letztendlich null. Aus einer Sekante durch die Punkte Q und P wird /
eine Tangente, die die Funktion nur in dem Punkt P beriihrt. Da h '

gegen Null lauft, folgt zur Bestimmung der Steigung in einem /

Abbildung 19: Tangente im Punkt P

beliebigen Punkt P = (x,|f (x,)) die Formel:

i L &0+ 1) = F (%0)
m .

h—-0 h

Wird an der Stelle von h die Bezeichnung Ax verwendet, so geht die Formel

y f(xo+h) — f(x)
im
Ax—0 Ax

hervor. Existiert in einem Punkt P, der auf der Funktion liegt, die Steigung so sagt man, dass

die Funktion in diesem Punkt differenzierbar ist.

21 ygl. Pforr; Schirotzek (1973), S. 10f, S. 39ff
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,Definition [...]: Die in einer Umgebung von x, definierte Funktion f heil3t an der Stelle
X, differenzierbar, wenn der Grenzwert [AlimOW] existiert. Dieser Grenzwert
X—
heiRt 1.Ableitung oder Ableitung 1.0Ordnung der Funktion f an der Stelle x, und wird mit

f'(xo) bezeichnet, also
f(xo + Ax) = f(Xo)
Ax

L "252

o) = fim
Die Steigung in einem Punkt P wird auch als Differentialquotient bezeichnet.
Beispiel: Gegeben sei die Gleichung f(x) = x*+ x + 1 einer Funktion 2.Grades. Gesucht ist

die Tangentenfunktion an der Stelle x = 5. Die Gleichung f(x) beschreibt die Funktion des

oberen Graphen.

Der Formel fir Differentialquotienten zur Folge gilt:

f(xo + Ax) — f(x0)
Ax

o) = Jim

) (AP (A1 - (P4 x+1)
f'(xp) = lim =
077 Ax—0 Ax

o 2x-Ax + (Ax)® + Ax o Ax-(2x+Ax+1)
im = lim

=lim2x+Ax+1=2x+1
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

Die Tangentenfunktion ist f"(x) = 2x + 1. Die Steigung an der Stelle x = 5 wird durch
Einsetzen von x = 5 in die Tangentenfunktion ermittelt: f'(5) = 2-5+ 1 = 11. Die Steigung
der Funktion f an der Stelle x = 5 betragt somit 11.

In der gegenwaértigen Mathematik ist der Differentialquotient nichts Neues. In der Schule wird
bereits gelehrt und gelernt, dass die Tangentenfunktion nichts anderes ist als die Ableitung einer
Funktion. Die Ableitung der Funktion f(x) = x*+ x + 1ist f'(x) = 2x + 1.

Die Null spielt hier wieder einmal eine besondere Rolle. Die Idee hinter dem
Differentialquotienten ist die Sekantensteigung an einer Funktion durch eine Tangente zu
approximieren, indem der Abstand der Punkte, die auf der Funktion und auf der Sekante liegen,
zu minimieren. Der Abstand zwischen den beiden Punkten strebt also gegen Null, d.h. Ax wird

beliebig klein.

252 pforr; Schirotzek (1973), S. 10-11, S. 41
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4.2.3 Newtons Fluxionen

Isaac Newton und seinen Zeitgenossen war die Methode von Differentialquotienten in der
Form, in der sie vorgefiihrt wurde, nicht bekannt. Bereits vor Newton beschéaftigten sich
Mathematiker wie Descartes, Fermat, Torricelli, John Wallis, Pascal, Huygens, Isaac Barrow
(Lehrer von Newton) mit der Tagentenbestimmung. Etwa zeitgleich fanden Newton und
Leibniz eine Lésung fur das Tangentenproblem, wobei diese sich vom Aufbau und Methodik
her unterschieden. Newton hat vor Leibniz die Integral- und Differentialrechnung gekannt,
doch seine Arbeiten erst nach Leibniz verdffentlicht. Beide gelten heute als die Erfinder der

Integral- und Differentialrechnung.??

Newton nannte seine Theorie zur Integral- und Differentialrechnung ,,Theorie der Fluxionen*
und kam uber die endlichen Reihen von Wallis zu seiner Theorie. VVor der Entdeckung der
,Fluxionen* konnte Newton den binomischen Satz auf rationale und negative Exponenten
erweitern und entdeckte die binomische Reihe. Diese Verallgemeinerung des binomischen
Satzes konnte er anschlieBend zur Verallgemeinerung seiner Fluxionen auf alle Funktionen

nutzen. Newton beschreibt seine Theorie im Zusammenhang mit den Bewegungsgesetzen.?>*

Die Methode von Newton wird anhand der Funktion y = x? + x + 1 vorgestellt.?®> Newton
nannte die Variablen xundy aus der Gleichung ,Fluents, das mit dem Begriff des
,Veranderlichen vergleichbar ist. Er nahm ndmlich an, dass sich die Fluents in Abhdngigkeit
von der Zeit dndern. Die Anderungsgeschwindigkeit der Fluents nannte Newton ,,Fluxionen*
und kennzeichnete diese mit einem tbergesetzten Punkt, d.h. mit y und x. Die Fluxionen sind
keine Veranderliche, sie haben einen endlichen Wert. Newtons Grundgedanke bestand in der

Veranderung der Fluxionen um sehr kleine Teile. So wird aus y in diesem kurzen Moment

(y + oy) und aus x wird (x + ox). Dabei steht der Buchstabe ,,0* fiir Zeit, die die Verdnderung
in Anspruch nahm. Er steht fiir ,,eine unendlich kleine GroBe 2%, die fast null, aber nicht gleich

null ist. Dazu folgt eine genauere Erklarung im Anschluss der Rechnung.

Die Gleichung y = x2 + x + 1 wird durch Einsetzen von (y + oy) und fiir (x + ox) fiir y und

x Zu

253 ygl. Struik (1976), S. 117
B4 ygl. ebd., S. 118

255 \gl. Seife (2002), S. 130f
256 Struik (1976), S. 118
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(v +o0y) = (x+0x)*+ (x + 0x) + 1.
Durch Ausmultiplizieren des Binoms (x + ox)? erhalt man
(y + 0y) = x? + 2x(0x) + (0%)% + x + 0x + 1.
Werden die Variablen geordnet, so folgt

(y+o0y) =(x?+x+ 1)+ 2x(0x) + 0x.+(0x)?. (#)

Durch genaues Hinschauen auf die letzte Gleichung erkennt man, dass der Ausdruck in
Klammer mit der Ausgangsgleichung ident ist, daher kann von der linken Seite y und von der
rechten Seite x2 + x + 1 abgezogen werden, sodass die Gleichung (#) unverandert bleibt. Aus

der Subtraktion ergibt sich die Gleichung

oy = 2x(0x) + ox.+(0x)?.

Newton setzt voraus, dass ,,0 “ unendlich klein ist, so ist das Produkt einer Zahl mit ,,0 “ viel
kleiner. Daher kénne man nach Newton (0x)? vernachlassigen oder gleich null setzen. Somit

resultiert

oy = 2x(0x) + ox.

Newton setzt bei der Umformung der Gleichung mit der Division durch ox fort und erhélt fir

die Steigung der Tangente in einem Punkt auf der Funktion die Gleichung % =2x+1.

Letztendlich wird der Bruch links mit ,,0* gekiirzt und es entsteht die Gleichung % =2x+1.

Aus Newtons Folgerungen folgt, dass die Gréf3e von ,,0* zur Berechnung der Steigung nicht
gekannt werden muss, da es am Ende wegféllt. Mit dieser Methode kam Newton zu richtigen
Ergebnissen. Vergleicht man das Beispiel in 5.2.2, so stellt man fest, dass es tatsachlich korrekt

ist.

Einige Rechenvorgénge von Newton kdnnen trotz der Richtigkeit des Ergebnisses nicht erklart
werden. Zum einen lasst er einfach einen Summanden (0x)? weg und zum anderen
verschwindet einfach die ,,0*“. Weiters behauptet er, dass jede Potenz von (ox) gleich null
gesetzt werden kann, wodurch (ox) ebenfalls gleich null gesetzt werden sollte. Die Division

durch null ist strengstens verboten, aber Newton dividiert durch die GréRe (ox), die gleich null
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gesetzt werden kann. Ein weiterer VerstoR3 der Rechenregeln beim Newton ist, dass ,,0* aus %

herausgekiirzt wird.?’

In seinem Werk ,,Principia‘“ versuchte Newton mit der Einfliihrung des Grenzwertbegriffes seine
Vorstellungen ,,durch die Theorie der ,.ersten und letzten Verhiltnisse® zu erkliren“?®®, doch

diese war sehr kompliziert und unverstandlich.

,»Jene letzten Verhéltnisse, die sich aus verschwindenden Grofen ergeben, sind in Wahrheit

nicht die Verhaltnisse von letzten GréRen, sondern Grenzwerte, gegen welche die

Verhéltnisse von unbegrenzt abnehmenden GrélRen stets konvergieren und denen sie sich

mehr ndhern als bis auf eine beliebig vorgegebene Differenz, die sich aber nie Giberschreiten

noch wirklich erreichen, bis die ,,GréBen unendlich klein geworden sind* (Principia I, Sect.

I, letzte Anmerkung). GrofRen und das Verhéltnis von GroRen, die in beliebiger endlicher

Zeit unaufhorlich der Gleichheit zustreben und sich vor Ablauf dieser Zeit ndherkommen

als bis auf eine beliebige vorgegebene Differenz, werden zuletzt gleich® (Principia I, Sect.

I, Lemma I)“259
Trotz des falschen Umgangs mit der Null leistete Newton grof3e Fortschritte in der Integral-
und Differentialrechnung. Neben ihm gelang es Gottfried Wilhelm Leibniz bedeutende Schritte
in der Infinitesimalrechnung zu machen. In dem ndchsten Abschnitt werden in wenigen Satzen

seine Leistungen in diesem Bereich dargelegt.

4.2.4 G.W. Leibniz" Infinitesimalrechnung

Gottfried Wilhelm Leibniz war einer der bedeutendsten Mathematiker des 17.Jahrhunderts. Er
wurde in Leipzig geboren und verbrachte den groRten Abschnitt seines Lebens am Hofe von
Hannover, wo er Herzége bediente. Leibniz war ein Mensch mit vielfaltigen Interessen und
Kompetenzen. Er befasste sich mit Mathematik, Philosophie und mit vielen anderen
Naturwissenschaften und Geisteswissenschaften. Wahrscheinlich war die Vielfalt seiner
Interessen, der Grund fur seine Bemuihungen universelle Methoden zu entwickeln. Die
universellen Methoden sollten als Instrument zum Erlangen und Erfinden von Wissen dienen
und den Einheit des Universums verstandlich machen. Die Ergebnisse seines Strebens nach
einer ,,characteristica generalis* und ,,lingua generalis* waren Permutationen, Kombinationen,
eine symbolische Logik und eine Erneuerung der mathematischen Beziehungen. Die Bedeutung

einer einheitlichen Symbolik, wie es bei Leibniz der Fall war, erkennt man heute in den

27 ygl. Seife (2002), S. 131
258 Struik (1976), S. 119
259 Struik (1976), S. 119
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Wissenschaften. Es ist nicht unerwartet, dass Leibniz als Erfinder von vielen mathematischen
Zeichen gilt.2%°

Zwischen den Jahren 1673 und 1676 baute Leibniz seine Ideen zur Infinitesimalrechnung durch
den Einfluss von Huygens und Werken von Descartes und Pascal auf. Im Vergleich zu Newton
ging er nicht dem kinematischen Weg zur Beschreibung seines Kalkuls nach, sondern wendete
sich den geometrischen Erklarungen zu. Die aktuelle Schreibweise mit dx,dy,ds fur das
charakteristische Dreieck, sowie das Zeichen fiir das Integral [ gehen auf Leibniz zuriick. Die
Begriffe ,calculus differentialis“, ,,calculus integralis®, ,,Funktion®, , Koordinate* und
»Oskulieren sind auf Leibniz zuriickzufiihren. Die einfachen Symbole, wie das

Gleichheitszeichen und der Malpunkt stammen ebenfalls von ihm. 26!

Leibniz veroffentlichte erstmals einen Artikel (ber die Infinitesimalrechnung in einer
Zeitschrift im Jahr 1684. Dieser Artikel war kurzgefasst und enthielt keine prazise
Formulierung. Dennoch verwendete Leibniz die formale Schreibweise mit dx und dy. Weiters
enthielt der Artikel die Regel d(uv) = udv + vdu und die Ableitung von Quotienten. Leibniz
berichtet in seinem sechsseitigen Artikel auch von der Bedingung fur Extremstellen dy = 0
und der Bedingung fir Wendestellen d*y = 0. Gemeinsam mit den Briidern Bernoulli, de
I"Hospital und James Gregory schuf er den groRen Teil des Wissens iber die Differential- und

Integralrechnung.?62

Leibniz scheiterte an den gleichen Problemen, wie Newton und erhielt dieselbe Kritik. Er
konnte ebenfalls nicht genau bestimmen, was das dx und das dy ist. Das dx bzw. dy war an
manchen Stellen eine endliche GréRRe, an anderen Stellen jedoch eine kleine Zahl ungleich null,

die Kleiner ist als alle anderen bestimmbaren Zahlen.?%?

Heute ist es bekannt, dass die Integralrechnung die Umkehrung der Differentialrechnung ist
und umgekehrt. Nachdem die Differentialrechnung im Zusammenhang des Tangentenproblems
diskutiert wurde, dauerte es nicht lange die Bedeutung der Integralrechnung flr die
Flachenberechnung zu erkennen. In diesem Kontext begegnet man der Null wieder als einem

der wichtigsten Mitspieler. Folgend wird die Flachenberechnung unter einer Kurve unter dem

260 \g. Struik (1976), S. 120
%61 ygl. ebd., S. 120f
262 ygl. ebd., S. 121
263 ygl. ebd., S. 122
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Gesichtspunkt der Null n&her betrachtet, wobei diesem die Definition und Erklarung des

Grenzwertes vorangehen wird.

4.3 Flacheninhaltsproblem

Die Differentialrechnung ist ein aus dem Tangentenproblem resultierendes Werkzeug, das vor
allem in den Natur- und Ingenieurswissenschaften angewendet wird. Dieses unumgangliche
Hilfsmittel steht sehr eng mit einem anderen Werkzeug, der Integralrechnung, in Verbindung.
Die Integralrechnung kristallisierte sich aus dem Flacheninhaltsproblem von ebenen
geometrischen Objekten heraus. Sowohl Integralrechnung als auch Differentialrechnung flihren

zu einem Grenzwertprozess.?®*

4.3.1 Grenzwert

Der Grenzwert ist ein Begriff und ein Kalkil, das erst nach der Erfindung der
Infinitesimalrechnung  entstanden ist. Die Probleme und Schwierigkeiten der
Infinitesimalrechnung von Newton, Leibniz und deren Zeitgenossen sind auf diese Tatsache
zuruckzufiuhren. D”Alembert flihrte den Grenzwert ein und loste die Probleme der
Infinitesimalrechnung, die mit der Null zusammenhingen, doch Cauchy war der Erste, der den

Grenzwert umfassend einsetzte und das Fundament dafiir lieferte.25°

Um den Grenzwert zu definieren und verschiedene Grenzwerte zu betrachten, ist es wichtig
einige Begriffe zu kléren, die damit in Verbindung stehen. Hierbei werden die Begriffe Folge,

Umgebung, Nullfolge und anschlieRend einige weitere Begriffe erlautert.

,.Definition [...] Eine Folge in einer Menge ist eine Abbildung von den naturlichen Zahlen in

diese Menge. 2%

Eine Folge ist eine Abbildung, die den Elementen der Definitionsmenge, welche eine
Teilmenge der natlrlichen Zahlen ist, Elemente der Zielmenge zuordnet, d.h. f: N — Z. Dabei

wird die Folge gewdhnlich mit (x,,),ey bezeichnet und es gilt x,, = f(n).

264 ygl. Pforr; Schirotzek (1973), S. 151

265 ygl. ebd., S. 9

26 Kron, Bernhard (2014): Skriptum zur Vorlesung Einflhrung in die Analysis, [online] S. 12,
http://homepage.univie.ac.at/bernhard.kroen/Analysis.html [28.03.2018].
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Der Ausdruck x, = f(n) steht fur das n-te Glied der Folge (x,)nen. Liegt keine
Verwechslungsgefahr vor und ist es eindeutig, dass die Folge den Index n besitzt und die Menge

der natiirlichen Zahlen durchlauft, kann statt (x,,),ey Kirzer auch (x,,) geschrieben werden.?%’

Beispiel fur eine Folge: Sei f:N—>Z mit f:n+ 3n — 4 eine Folge in Z. Der oben

beschriebenen Schreibweise zur Folge kann die Folge auch mit (3n — 4),cy angegeben
werden. Damit die Folgenglieder bestimmt werden, werden die natiirlichen Zahlen fur n in der

Folge (3n — 4),ey €ingesetzt. Das ergibt fur die ersten Folgenglieder: —4,-1,2,5,8,....

Definition einer Umgebung: Ist ein Punkt x € R in einem offenen Intervall (a, b) enthalten,

so wird dieses Intervall als Umgebung des Punktes x bezeichnet.

Insbesondere hat fur € > 0 das offene Intervall (x — &, x + ¢), welches auch

e — Umgebung von x (U.(x)) genannt wird, die Ladnge 2&. Weiters bildet der Punkt x € R
das Zentrum des Intervalls (x — &,x + &), daher hat jeder Punkt, der in diesem Intervall

enthalten ist, einen kleineren Abstand zum Punkt x als £.258

Die Formulierung der Definition des Grenzwertes war nicht einfach. Am Ende des 16.
Jahrhunderts konnte man Summen von unendlichen Reihen geometrisch darstellen, aber eine
formale Angabe war noch nicht mdéglich. Beispielsweise wurde mit Hilfe der Abbildung

gezeigt, dass die Summe der Reihe

die Zahl 2 nicht {iberschreiten kann, wobei die Summenschreibweise mit  nicht géngig war.

e
N -

o
3

Abbildung 20: Geometrische Darstellung einer Reihe. Greefarth, Gilbert, Oldenburg et al. (2016). Didaktik der Analysis.
Aspekte und Grundvorstellungen zentraler Begriffe. (F. Padberg, & A. Biichter, Hrsg.) Berlin: Springer Spektrum Verlag, S. 76

267 ygl. Kron, Bernhard (2014): Skriptum zur Vorlesung Einfiihrung in die Analysis, [online] S. 12,
http://homepage.univie.ac.at/bernhard.kroen/Analysis.html [28.03.2018].
268 ygl. A. Zorich (2006), S. 60
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Newton und d”Alembert verbanden mit dem heutigen Begriff des Grenzwertes dynamische und
kinematische Bewegungsvorgéange. Bei Euler und Leibniz wird mit dem Grenzwert ein eher
bewegungsloser Prozess verbunden, da dieser bei ihnen im Zusammenhang mit dem
Differenzialquotienten in Verbindung mit ,,unendlich kleinen Groflen® vorkommt. Eine verbale
Beschreibung des Grenzwertes, welcher als Grenze bezeichnet wird, findet man zum ersten Mal
in Augustin-Louis Cauchys Lehrbuch ,,Cours d’Analyse* aus dem Jahr 1821.2%

»Wenn die einer variablen Zahlengrofle successive beigelegten Werthe sich einem
bestimmten Werthe bestandig nahern, so daB sie endlich von diesem Werthe so wenig
verschieden sind, als man irgend will, so heift die Grenze aller tbrigen.*2"
SchlieBlich kommt es gegen Ende des 19. Jahrhunderts unter einer Formalisierung der bisher
intuitiv definierten Begriffe und Prozesse der Analysis zu einer Definition von Grenzwert. Der
Einfluss von Karl Weierstra® und seine Angabe der Summe einer geometrischen Reihe, war

die leitende Idee einer formalen Definition des Grenzwertes.2"!

Definition (Grenzwert einer Folge): Fir eine reelle Folge (x,)nen heillt x € R Grenzwert

dieser Folge, wenn gilt:

Ve>03IN eNVneNmitn=>N:|x,— x| <c¢.

Anders formuliert x € R ist Grenzwert einer Folge (x;,)n»en, Wenn es flr jedes noch so kleine
Intervall (x — &€,x + €) ein x gibt, sodass jedes Folgenglied ab dem Folgenglied x, in dem
Intervall (x — &,x + ¢) liegt. Besitzt eine Folge (x,,),en, €inen Grenzwert x € R, so wird die
Folge konvergent und man sagt die Folge strebt gegen den Grenzwert x. Die formale

Schreibweise dafir ist (x,,) = x oder lim x,, = x. Eine Folge, die keinen Grenzwert besitzt,
n—->oo

heilt divergent.?’2

Alle Glieder der Folge (x,)nen Mit dem Grenzwert x € R liegen ab einem ausreichend groRRen
Index n, fur jedes € > 0 in der e — Umgebung von dem Grenzwert x, d.h in Ug(x). Aus
dieser Aussage folgt, dass flr jedes € > 0 ein Index N gibt, sodass jedes Folgenglied mit einem
Index n > N von x einen kleineren Abstand hat als € von x. Daher liegen nur endlich viele

Folgenglieder auferhalb von U, (x) und unendlich viele - man sagt fast alle, also alle bis auf

269 ygl. Greefrath et al. (2016), S. 76f

210 Cauchy (1828), S. 3

211 ygl. Greefrath et al. (2016), S. 77

272 ygl. Kron, Bernhard (2014): Skriptum zur Vorlesung Einfiihrung in die Analysis, [online] S. 15,
http://homepage.univie.ac.at/bernhard.kroen/Analysis.html [28.03.2018].
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endlich viele - liegen in U.(x). Unabhdngig davon, wie das € > 0 gewahlt wird, liegen nur

endlich viele Glieder der Folge (x;)ney in dem Intervall (x — &, x + €).27

Abbildung 21: Epsilon-Umgebung von x

Die Zahl Null spielt fir den Grenzwert eine wichtige Rolle. Die Definition des Grenzwertes
besagt, dass der Abstand der Folgenglieder zu dem Grenzwert immer kleiner werden, sie
werden aber nie Null. Newtons Vorgehensweise bei seinen Fluxionen lag darin, dass er versucht
hat, den Abstand von dem Grenzwert zu den anderen Folgengliedern an manchen Stellen gleich
Null zu setzen. Denselben Fehler hat auch Leibniz begangen, obwohl sie beide nicht mit Folgen
gerechnet haben. Sie waren sich unsicher, wie sie mit den unendlich kleiner werdenden Grof3en
umgehen sollten. Beide haben richtig festgestellt, dass die GroRen unendlich klein werden, aber
ihr Fehler lag daran, dass sie diese gleich Null gesetzt haben. Diese unendlich klein werdende
GroRe ist beim Grenzwert der Abstand der Folgenglieder zum Grenzwert. Dieser wird

tatsachlich unendlich klein, aber, wie es heute feststeht, nicht null.
Satz: Eine Folge hat maximal einen Grenzwert.

Beweis:>"* Indirekt angenommen seien a und b die Grenzwerte der Folge (x,,),en. Weiters sei

a der groRere Grenzwert. So bezeichnen

(b a—bb+a—b> d( a—>b +a—b)
> 5 un a 5 ,a 5

die disjunkten Umgebungen der Grenzwerte. Da aber eine Folge nicht ab einem Index in einer
Menge und zugleich in einer dazu disjunkten Menge enthalten sein kann, kann eine Folge auch

nicht mehr als einen Grenzwert haben. Somit hat eine Folge, wenn sie einen Grenzwert hat,

einen eindeutigen Grenzwert. [

273 ygl. Kron, Bernhard (2014): Skriptum zur Vorlesung Einfiihrung in die Analysis, [online] S. 15,
http://homepage.univie.ac.at/bernhard.kroen/Analysis.html [28.03.2018].
274 ygl. ebd., S. 15,
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Im 20. Jahrhundert wurde in der Infinitesimalrechnung eine topologische Definition fir den

Grenzwertbegriff entwickelt.

Topologische Definition _von Grenzwert: ,Fiir eine Funktion f:D — R heilt A€

R Grenzwert von f an der Stelle x, € R, wenn gilt:

Ve>036>0VxeD: 0<|x—xg] <= |4 — f(x)]| <e&."?7>

Aufgrund dieser Definition verloren die Folgen an Wichtigkeit und werden deshalb in der

Analysis nur noch als Spezialfalle von Funktionen betrachtet.

4.3.2 Nullfolgen

Definition: ,,Eine Folge (a,) heilt Nullfolge (in Zeichen lim a,, = 0 oder a,, = 0 fir n —»
n—-0oo

o), wenn es zu jeder (noch so kleinen) Zahl € > 0 eine Zahl n, € N, gibt, so daB [dass] |a, | <
e fiir alle n > n,.“%"®

4.3.2.1 Vergleichskriterium fiir Nullfolgen:?”’

Ist ab einem bestimmten Index (etwa flir n > N ) die Abschatzung |a,| < |b,| von ab, und ist
(b,,) offensichtlich eine Nullfolge, so ist auch die Folge (a,) eine Nullfolge. Werden in einer

Nullfolge endlich viele Glieder geéndert, so ergibt es wieder eine Nullfolge.

Beweis: Nach der Voraussetzung einer Nullfolge gibt es fiir jedes € > 0 ein n, € N, sodass
|b,| < & furn > n, ,denn so ist (b,) eine Nullfolge. Setzt man N, = max{N,n.}, so ist flr
n > N, zumeinenn > N und daher |a,| < |b,| und b,, = 0 und zum anderen n > n,, deshalb

ist sodass |b,| < €. Somit ist

|la,| < b, = |b,| <& flirn>N.[

4.3.2.2 Satze uber Nullfolgen:2™

1. ,,Jede Nullfolge ist beschrankt.«?"

215 Greefrath et al. (2016), S. 78
276 Fischer, Kaul (1997), S. 34
27 ygl. ebd., S. 36

28 ygl. ebd., S. 37f

29 Fischer, Kaul (1997), S. 37
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Beweis. Nach der Definition gibt es in einer Nullfolge (a,) zu jedem & > 0 ein n,, sodass

|a,| < € fur alle n > n, gilt. Sei e = 1, dann wird aus n, = n,. Setzt man

M = max{|a1|, |Cl2|, |a3|,..., Ianllfl}'

soist |a,| <MVneN.[

2. Nullfolgeneigenschaften

(a) Ist (a,,) eine Nullfolge, so ist auch das Produkt (c - a,,) eine Nullfolge.

(b) Seien (a,) und (b,) Nullfolgen, dann sind (a, + b,) , (a, — by,), (a, - by) und (c -
a, + d - b,) ebenfalls Nullfolgen.

(c) Ist (a,) eine Nullfolge und die Folge (b,) eine beschrankte Folge, so ist auch das

Produkt (a,, - b,,) eine Nullfolge.
(d) Ist die Folge (a,) eine Nullfolge, so ist auch die Folge (/|a,|) eine Nullfolge.

Beweis:

Bemerkung: Um diese Nullfolgeneigenschaften zu zeigen, reicht es ein ¢ > 0 anzugeben fir

das Folgendes gilt: Zu jedem positiven € gibt es ein N, € N, mit |a,| < c- & ¥Yn > N,. Kann

man so eine Konstante ¢ bestimmen, so ist |a,| < € firn > N, mit é = E

Der Beweis fiir (a) folgt aus der obigen Bemerkung.

(c) Ist (a,,) eine Nullfolge und (b;,) eine beschrankte Folge mit |b,,| < M fir alle n € N, so ist
M das Maximum dieser Folge. Insbesondere ist daher auch |a,, - b,| < M - |a,| fir alle n € N.
Da (a,) eine Nullfolge ist, ist nach (a) auch die Folge (M - |a,,|) eine Nullfolge und nach dem

Vergleichskriterium ist (a,, - b,,) ebenfalls eine Nullfolge.

(b) Fur die Nullfolgen (a,,) und (b,,) ist € > 0 mit n, und m,, sodass |a, | < & firn > n, und
|b,| < & flrn > m, ist. Fir n > N, := max{n,, m,} ist

lc-ap+d-by| <lc|-|an|+ |d| - |bal < (Ic| + |d])e.  Somit  ist  nach  dem
Vergleichskriterium fur Nullfolgen auch (¢ - a,, + d - b,,) eine Nullfolge.

Sind die Folgen (a,) und (b,,) Nullfolgen, so ist die Folge (b,,) nach 1. beschrankt und daher
ist nach (c) die Folge (a, - by,) eine Nullfolge.

(d) Sei € > 0 vorgegeben, wahle N, = n.2 so, dass |a,| < €% firn > n_2. Somit ist /|a,| < €

firn > N, und (y/]|a,|) eine Nullfolge. [J
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3. ,,Jede Teilfolge einer Nullfolge ist eine Nullfolge«?®

Eine Teilfolge wird gebildet, indem Glieder einer Folge weggelassen werden. Nach dieser
Bemerkung gilt fir die Teilfolge (a,, ) der Folge (a,,) n, > 0 furalle k € N. Ist weiters |a, | <

g furk > n, dannist |a,, | < e fir k > n, und daher ist die Folge (a,,) eine Nullfolge.

4.3.2.3 Beispiele fur Nullfolgen

Die Folge (%)nEN konvergiert gegen Null und hei3t, harmonische Folge. Fur wachsendes n

werden die Briiche immer kleiner und ndhern sich der Zahl Null an. Obwohl die Werte

unendlich klein werden, werden sie nie Null.

Eine weitere Nullfolge ist die geometrische Folge (g™)nen, Mit [q| < 1.

Beweis: 28!

Zu zeigen sei (q™)nen, strebt gegen Null fir g < 1.

Die Folge (¢™)nen, liegt ab einer Stelle, d.h. ab einem Index n, in dem Intervall (—¢, €).

Firq+# 0 seix = ﬁ — 1, formt man diese Gleichung um, so erhélt man |q| = le Dalgq| <1

vorausgesetzt wird, ist x > 0. Nach der Ungleichung von Bernoulli folgt

1
lq|™ = =
(1+x) 1+nx

fur alle n € N,. Sei weiters (—¢, &) eine beliebig kleine Umgebung von 0, so ist die

Ungleichung
1
1+ nx
aquivalent zu der Ungleichung
1—-¢
<n
EX

Far alle Ungleichungen n > % ist

280 Fischer, Kaul (1997), S. 38
281 ygl. Kron, Bernhard (2014): Skriptum zur Vorlesung Einfiihrung in die Analysis, [online] S. 16,
http://homepage.univie.ac.at/bernhard.kroen/Analysis.html [28.03.2018].
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" 1 1
lq|™ = n S
(1+x) 1+ nx

<eE&.

Daraus folgt, dass die Folge (|q|™)nen, flr jedes € > 0 ab einer Stelle in dem Intervall (—¢, )

liegt. [

4.3.3 Regel von de I"'Hospital

Guillaume de I'Hospital war ein franzdsischer Mathematiker des 17. Jahrhunderts, der im
Militér eine Karriere bis zum Kavalleriehauptmann gemacht hat. Gleichzeitig war er der
Schuler des Schweizer Mathematikers Johann Bernoulli, der sich bereits zu seiner Zeit einen
Namen gemacht hat. Bernoulli kannte sich mit der Infinitesimalrechnung von Leibniz sehr gut

aus und teilte I"'Hospital gegen Bezahlung die Neuheiten in der Mathematik mit.

Im Jahr 1696 verdffentlichte de I"Hospital sein beriihmtestes Werk zur Infinitesimalrechnung
unter dem Titel ,,Analyse des infiniment petits* (Untersuchung der unendlich kleinen Gréfen).
In diesem Buch wurden die Grundlagen der Infinitesimalrechnung beschrieben und einige neue
Erkenntnisse, unter anderem die ,,Regel von de 1'Hospital publiziert. Die Regel von de
I"Hospital tragt den Namen von |I"Hospital, doch sie soll von Bernoulli stammen. Denn dieser
hat bereits nach dem Tod von de I"Hospital diesen beschuldigt, seine Arbeiten abgeschrieben
zu haben. Die Regel von de I"'Hospital spielt in der Infinitesimalrechnung eine bedeutende
Rolle, da sie zum ersten Mal ermdglicht hat, mit der Null und der Unendlichkeit, die

unumganglich sind, umzugehen. 82

,.Satz

Seien f, g: I — R auf dem offenen Intervall | differenzierbar, und fur ein x, € R U {£oo}
gelte entweder

lim f(x) = lim g(x) =0

X—Xg

oder
lim f(x), lim g(x) € {foo}.
X—Xg X—Xo
Ferner sei g’(x) # 0 fir alle x in einer Umgebung von x, und
o @) _
im — =c
x=x0 (%)

mit ¢ € R U {£o0}. Dann gilt

282 g1 Seife (2002), S. 138ff
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tim L) _
x=%o (%)
Bevor die Regel von de I'Hospital bewiesen wird, muss noch die Definition der

C. 283

Differenzierbarkeit gebracht werden.

»3ei D € R. Eine Funktion f: D — R heil’t an der Stelle x € D differenzierbar, falls der
Grenzwert

_ fxe+h)—f(x)

m

g—»o h

existiert. Wir nennen diesen Grenzwert die Ableitung von f an der Stelle x. [...] Ist f an
jeder Stelle des Definitionsbereichs differenzierbar, so heift f differenzierbar.*?34

Beweis (Regel von de I’ Hospital):28°

Die Funktionen f und g werden in der N&he von x, durch zwei Tangenten mit den Steigungen
f (x0) und g’(x,) einander angenéhert. Je naher diese Tangenten an dem Punkt x, kommen,
desto weniger Unterschied gibt es zwischen den Funktionen und der Approximation. Daher
wird der Quotient der Funktionen im Grenzwert und der Quotient der Tangenten in dem Punkt
X, gleich und es folgen die beiden Tangentengleichungen der Funktionen im Punkt x, wie folgt,

da die Ableitung die Steigung einer Funktion an einer Stelle x, angibt:
tr(x) = f(x0) (x — xo) und ¢4 (x) = g (%) (x — xo).

Die Funktionen f und g haben nach der Voraussetzung an der Stelle x, eine Nullstelle. Als
Verhaltnis der Tangenten ergibt sich:
() li £ (x0) (x — xo)

lim = um —; .
x-xo tg (x)  x-x0 g (x0) (x — x¢)

Durch Vereinfachen und Kiirzen des letzten Ausdruckes mit (x — x,)erhalt man

li tr(x) o f (o) (x = xo) g f*(x0) _ f*(x0)
im l lim

= lim = = —— ==
xoxotg(x)  xox0 g (x0)(x — x9)  x=x%0 g (x0) g (%0)

283 Plauke, Scherfner (2009), S. 212
284 Plauke, Scherfner (2009), S. 201
285 ygl. ebd., S. 212
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Bespiele zur Grenzwertbestimmung unter Anwendung der Regel von de I"Hospital: 286

a)

b)

. sinx
lim =
x->0 X

Sei f(x) = sinx und g(x) = x. Fir x = 0 konvergieren die Funktionen f'(x) und g(x)

gegen 0. Inshesondere ist g’(x) = 1 # 0. Daher kann man die Regel von de I"Hospital

anwenden und es folgt:

_fx) . osinx o f'(x) . cosx .
lim—==1lim = lim— =lim =limcosx = 1.
x=0g(x) x>0 x x=0g'(x) =x-0 1 x—0

lim n® _

x—oo X

Sei f(x) = In(x) und g(x) = x. Fir x — oo streben beide Funktionen gegen co und

weiteres ist g"(x) = 1 # 0. So folgt nach de I"'Hospital

l o 1
tim 2 — i ) i X L
X—00 g(x) X—00 X X—00 1 X—>o0o X

286 ygl. Fischer, Kaul (1997), S. 194
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4.3.4 Flacheninhalt als Grenzwert?®’

Der Flacheninhalt unter dem Graphen einer Funktion hat neben einer theoretischen Bedeutung
auch eine wichtige Bedeutung in der Praxis. Neben physikalischen Aspekten kdnnen viele
Vorgénge in der Natur dadurch erklart beziehungsweise beschrieben werden. Die Flache unter
dem Graphen einer beispielsweise Zeit-Geschwindigkeit-Funktion gibt die zurlckgelegte
Strecke an.

Das Flacheninhaltsproblem bezieht sich, wie bereits erwéhnt, ebenfalls auf den Grenzwert. Im
19. Jahrhundert lieferte Bernhard Riemann eine Erklarung fir das bestimmte Intergral einer
Funktion mithilfe der Grenzwerte von Untersummen und Obersummen. In diesem Abschnitt
wird die Approximation des bestimmten Integrals mit Obersumme und Untersumme

vorgestellt.

Der Flacheninhalt einer linearen Funktion in einem bestimmten Intervall Iasst sich numerisch
berechnen, indem man die Flache unter dem Graphen in Rechtecke und Dreiecke zerlegt.
Dadurch erhélt man einen genauen Flacheninhalt unter dem Graphen in dem angegebenen

Intervall.

Beispiel: Die Flache unter der Funktion f in der
nebenstehenden Abbildung 22 im Intervall [0,6] 31 o

kann in ein Rechteck und in ein rechtwinkliges

ra

Dreieck geteilt werden. Die Flache unter f im

7

A B
. . . Ll bbb bbb bbbt bbbttt bt
Intervall [0,6] ist somit die Summe der T |iiiiiiiiiIiiiiiiIiiiIlIl
. . . . . Dl v e e e e E
Flacheninhalte dieser beiden Vielecke. . : 5 - : :
ARechteck =6-1=1 Abbildung 22: Fiéiche unter einer linearen Funktion
6-3
Apreieck = =9

Af = Agechteck T Apreieck = 10

Das Bestimmen der Flache unter einer krummen Funktion ist nicht so einfach, wie das obige
Bespiel, doch die Idee kann auf krumme Linien tbertragen werden. Dazu wird die Flache unter

der Kurve in Rechtecke unterteilt, die alle die gleiche Breite haben. Um das Konzept mit der

287 ygl. Plauke, Scherfner (2009), S. 255ff (255-260)
91



Unterteilung der Flache verstdndlich zu machen, wird versucht dieses anhand von einem

Beispiel zu zeigen.

Gegeben sei eine Funktion f(x), deren Flacheninhalt im

Intervall [a, b] berechnet werden soll (siehe Abbildung 23).

Hierbei ist die Flache zwischen der x-Achse und dem 2
Funktionsgraphen gemeint. Die Flache wird in Rechtecke

unterteilt, sodass auf der x-Achse die Grundseite (Breite) der

=2 0 2
a b

Rechtecke liegen. Die Rechtecke besitzen alle dieselbe Breite,
B i B B . i . Abbildung 23: Fliche unter der Kurve

unterscheiden sich jedoch in der Hohe. Je nachdem, wie die im intervall a,b]

Hohe der Rechtecke bestimmt wird, unterscheidet man

zwischen Unter- und Obersumme.

Definition (Zerlequnq):

»Sei f:[a,b] = R eine Funktion. Eine Unterteilung von [a,b] in n gleich groRe
Teilintervalle mit Randpunkten [a und b]

X, = a+ kAx
(k €{0,...,n}) heilt Zerlegung von [a, b], wobei

b—a
n

Ax =

ist. 258

In dieser Definition gibt Ax = bn;a die Breite der Rechtecke und n die Anzahl der Rechtecke

an.

Die Hohe eines Rechtecks in der Untersumme entspricht dem kleinsten Funktionswert £ (x,in)
in dem jeweiligen Teilintervall. Die Hohe eines Rechtecks in einer Obersumme entspricht im

Gegensatz dazu dem grofiten Funktionswert f(x,,4,) iM jeweiligen Intervall.

288 Plauke, Scherfner (2009), S. 256
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Abbildung 24: Untersumme mit der Zerlegung n=2 Abbildung 25: Untersumme mit der Zerlegung n=20

Die beiden Abbildungen 24 und 25 veranschaulichen die Untersumme der Funktion f im
Intervall [a, b]. In der ersten Abbildung wurde die Flache in zwei Rechtecke unterteilt und in
der zweiten Abbildung in 20 Rechtecke. Die Unterteilung in 20 Rechtecke liefert eine viel
genauere Approximation als die Unterteilung mit zwei Rechtecken, da wie ersichtlich die
weillen Flachen in der zweiten Abbildung viel kleiner sind.

Die Untersumme lasst sich flr eine Zerlegung in n Rechtecke durch die folgende Formel

berechnen:

Uf(n) = Ax - f(xl,min) + Ax - f(xz,min) + o+ Ax - f(xn,min) = Z Ax - f(xk,min) =
k=1

n

= 8- ) fGhmin) = 8%+ ) ifeepry e f ()
k=1

k=1

Berechnet man den Flacheninhalt unter der Kurve von f(x) = 0,13 - x* — x2 + 3 mit dieser

Formel, so erhélt man fiir die obigen Zerlegungen: U;(2) = 4,81 und U;(20) = 6,25.
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Abbildung 27: Obersumme mit der Zerlegung n=2 Abbildung 26: Obersumme mit der Zerlegung n=20

Die Abbildungen 26 und 27 zeigen die Obersumme der Funktion f(x) = 0,13 - x* —x% + 3
im Intervall [—1,2]. Bei der Obersumme ragen die Rechtecke tber den Funktionsgraphen. Je
kleiner die Breite der Rechtecke gewahlt werden, das heil3t je mehr die Flache unter der Kurve
zerlegt wird, desto weniger ragen die Rechtecke (iber den Graphen und dadurch wird die

Approximation umso genauer.

Fir die Obersumme mit n Unterteilungen und einer Rechteckbreite von Ax l&sst sich durch die
folgende Formel berechnen:

Of(n) = Ax - f(xl,max) + Ax - f(xz,max) + -+ Ax - f(xn,max) = Z Ax - f(xk,max) =
k=1

n

n
=Ax - Z f(xk,max) =Ax- Z Supxe[xk_l,xk]f(x)-
k=1 k=1
Die Obersumme der Funktion f(x) = 0,13 - x* — x2 + 3 im Intervall [—1,2] lautet

0;(2) = 8,64 fir n = 2 und 0;(20) = 7,06.

Vergleicht man die Ergebnisse der Ober- und Untersummen, so fallt auf, dass die Untersumme
kleiner ist als die Obersumme. Die tatsachliche Flache unter der Kurve liegt aber zwischen der

Ober- und Untersumme. Es gilt die Beziehung

Ur(n) < tatsachliche Flache unter der Kurve < Of(n)

Je groBer man n wahlt, desto kleiner wird die Obersumme und desto groRer wird die

Untersumme. Dabei strebt die Breite der Rechtecke gegen Null. Die Unter- und Obersumme
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streben somit gegen denselben Grenzwert. Dieser Grenzwert ist das bestimmte Integral der
Funktion f im Intervall [a, b]. Aus diesem Zusammenhang folgt:

n—oo

b
lim 0r(n) =rllll£lo Ur(n) =ff(x) dx.

Um die Flache unter einer Kurve zu berechnen, bendtigt man heutzutage keine langen und
komplizierten Rechnungen mit Ober- und Untersumme durchzufuhren. Es reicht lediglich das

bestimmte Intergral in dem vorgegebenen Intervall zu berechnen.
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angefuhrt.
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