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1. Einleitung

Das Konzept von funktionalen Zusammenhéngen ist eines der fundamentalsten Ideen, die
im Laufe der langjdhrigen Geschichte der Mathematik entwickelt und immer wieder
erweitert wurden. Eine wichtige Erweiterung stellt die Betrachtung von Funktionen in
mehreren Variablen dar. Die Differential- und Integralrechnung von Funktionen in
mehreren Variablen findet nicht nur Anwendung in der Fachmathematik, sondern auch
in unzéhligen naturwissenschaftlichen und wirtschaftlichen Bereichen. Insbesondere ist
die Extremwertberechnung von Funktionen in mehreren Variablen ein Thema der
Differentialrechnung, welches in vielen innermathematischen und auflermathematischen

Kontexten relevant ist.

Vom derzeitigen Standpunkt aus spielen Funktionen in mehreren Variablen in den
Lehrplinen der allgemeinbildenden héheren Schulen in Osterreich keine und in den
berufsbildenden hoheren Schulen kaum eine Rolle. Man beschrinkt sich hier zumeist auf
Funktionen mit einer Verdnderlichen. Die Auseinandersetzung mit der
Extremwertberechnung von Funktionen im Mehrdimensionalen bietet eine
herausragende Moglichkeit den Horizont der Schiiler und Schiilerinnen in funktionalen

Zusammenhédngen zu erweitern.

Diese Diplomarbeit befasst sich mit der Frage, wie eine Einfiihrung der
Extremwertberechnung von Funktionen in mehreren Variablen in der Oberstufe erfolgen
kann. Ein besonderer Fokus wird auf 6konomisch motivierte Extremwertfragestellungen
gelegt, um den Schiilern und Schiilerinnen auflermathematische Anwendungen in der
Praxis ndher zu bringen. Es werden die Lehrplidne der verschiedenen Schultypen der
zweiten Sekundarstufe und Schulbiicher auf fachmathematische Inhalte beziiglich
Funktionen in mehreren Variablen im Allgemeinen untersucht. Die Arbeit beinhaltet eine
Ubersicht iiber die fachmathematische Theorie hinsichtlich der Extremwertberechnung
in mehreren Variablen und présentiert einige wirtschaftliche Anwendungen dieses
mathematischen Themengebiets. Das Kernstiick dieser Arbeit umfasst einen

Unterrichtsvorschlag mit ausgearbeiteten Stundenbildern und dazugehdrigen Materialien.



2. Lehrplanbezug

Ein Blick in die Lehrplidne der verschiedenen Osterreichischen Schultypen der zweiten
Sekundarstufe offenbart, dass multivariable Funktionen allgemein im sterreichischen
Schulsystem kaum behandelt werden. Im Oberstufenlehrplan der AHS im
Unterrichtsgegenstand Mathematik sto3t man auf den funktionalen Begriff ausschlieBlich
in einer Variablen. Bei den berufsbildenden hoheren Schulen, welche grundsitzlich
beziiglich des Unterrichtsgegenstandes Angewandte Mathematik in neun Clustern
unterteilt sind, findet man in den Lehrplanen des Gegenstands Angewandte Mathematik
der Cluster sechs bis neun zu denen unter anderem die Schultypen HLW, BAFEP und
HAK gehoren, den funktionalen Begriff ausschlieBlich in einer Variablen. Lediglich die
Lehrpline der Cluster zwei bis fiinf, denen einige spezielle Zweige der HTL zugeteilt
sind, enthalten manche Aspekte von Funktionen mit mehreren Verdnderlichen. Die
mehrdimensionale Extremwertberechnung befindet sich jedoch nicht unter diesen

Aspekten.

2.1. Lehrplanbezug HTL-Ubersicht Cluster 2-5

Bei den folgenden Spezialisierungen der HTL’s, welche den Clustern zwei, drei, vier und
fiinf angehoren, sind Teilaspekte in den Lehrplinen zum Differenzieren von

multivariablen Funktionen vorhanden (BIFIE 2010: 21):

Tabelle 1-Ubersicht der Cluster zwei bis fiinf und den dazugehorigen HTL Zweigen

Cluster | HTL Zweige

2 Elektrotechnik und Elektronik

3 Maschineningenieurwesen, Mechatronik, Werkstoffingenieurwesen und
Wirtschaftsingenieur

4 Informationstechnologie, Elektronische Datenverarbeitung und
Organisation

5 Chemie, Chemieingenieurwesen und Lebensmitteltechnologie

Stellvertretend fiir jeden Cluster werden Lehrplan-Ausziige von jeweils einer HTL

Spezialisierung angegeben.

Cluster 2 - Lehrplan der hoheren Lehranstalt fiir Elektrotechnik

IV. Jahrgang:

7. Semester — Kompetenzmodul 7:
Bildungs- und Lehraufgabe:

[...]

Bereich Funktionale Zusammenhénge
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- Funktionen in zwei Variablen geometrisch als Fldchen im Raum interpretieren
und anhand von Beispielen veranschaulichen.

Bereich Analysis

[...]

- partielle Ableitungen berechnen und mit Hilfe des Differentials Fehler
abschétzen.

Lehrstoft:

Bereich Funktionale Zusammenhinge

Funktionen mehrerer Variablen (Darstellung von Funktionen von zwei
Variablen).

Bereich Analysis

[...]

Funktionen mehrerer Variablen:

Partielle Ableitungen; totales Differential, lineare Fehlerfortpflanzung und
maximaler Fehler.

(BMB 2015: 8)

Cluster 3 - Lehrplan der hoheren Lehranstalt fiir Mechatronik

IV. Jahrgang:

7. Semester — Kompetenzmodul 7:

Bildungs- und Lehraufgabe:

[...]

Bereich Fehlerrechnung

- Funktionen in zwei Variablen geometrisch als Fldchen im Raum interpretieren
und anhand von Beispielen veranschaulichen;

- partielle Ableitungen berechnen und mit Hilfe des Differentials Fehler
abschétzen.

[...]

Lehrstoft:

Bereich Fehlerrechnung

Funktionen mehrerer Variablen:

Darstellung von Funktionen von zwei Variablen; partielle Ableitungen; totales
Differential, lineare Fehlerfortpflanzung und maximaler Fehler.

(BMB 2015: 7)

Cluster 4 - Lehrplan der hoheren Lehranstalt fiir Informationstechnologie

IV. Jahrgang:
7. Semester — Kompetenzmodul 7:
Bildungs- und Lehraufgabe:
[...]
Bereich Integralrechnung
[...]
- Funktionen in zwei Variablen geometrisch als Flichen im Raum interpretieren
und anhand von Beispielen veranschaulichen;
- partielle Ableitungen berechnen und mit Hilfe des Differentials Fehler
abschitzen;
[...]
Lehrstoft:
[...]
11



Cluster

Funktionen mehrerer Variablen:

Darstellung von Funktionen von zwei Variablen; partielle Ableitungen; totales
Differential, lineare Fehlerfortpflanzung und maximaler Fehler.

(BMB 2015: 11)

5 - Lehrplan der héheren Lehranstalt fiir Chemieingenieure

IV. Jahrgang:

7. Semester — Kompetenzmodul 7:

Bildungs- und Lehraufgabe:

[...]

Bereich Fehlerrechnung

- Funktionen in zwei Variablen geometrisch als Fliche im Raum interpretieren;

- partielle Ableitungen berechnen und mit Hilfe des Differentials Fehler
abschatzen.

[...]

Lehrstoff:

Bereich Fehlerrechnung

Funktionen mehrerer Variablen:

Darstellung von Funktionen von zwei Variablen; partielle Ableitungen; totales
Differential, lineare Fehlerfortpflanzung und maximaler Fehler.

(BMB 2015: 14-15)

Zusammenfassend behandeln alle exemplarisch ausgewéhlten Lehrplidne die folgenden

Punkte:

1. Die geometrische Veranschaulichung und Interpretation von Funktionen
in zwei Variablen als Fliche im Raum

2. Die Berechnung von partiellen Ableitungen

3. Das totale Differential und die Fehlerabschdtzung mittels des
Differentials

4. Die Lineare Fehlerfortpflanzung und den maximalen Fehler

Dieser Lehrstoft ist in allen Lehrplénen fiir das siebte Semester, also fiir den Beginn der

vierten

Jahrgangsstufe der HTL’s vorgesehen. Die Lehrpléne unterscheiden sich lediglich

in den Bereichen denen die oben genannten vier Inhaltspunkte zugeordnet werden.

3. Schulbuchanalyse

Die Schulbiicher sind bekanntlich die Realisierung der gesetzlich vorgeschriebenen

Lehrplidne. Daher ist eine genaue Analyse dieser essentiellen Unterrichtsmaterialien von

besonderer Bedeutung fiir diese Arbeit. Um einen guten Uberblick auf die dargebotenen

Inhalte

der Schulbiicher zu schaffen, werden zwei der am hédufigsten verwendeten Biicher

in HTL’s systematisch nach den bereits fiinf herausgearbeiteten Punkten in den

12



Lehrpldnen analysiert. Dariiber hinaus wird der erste Einstieg zu Funktionen in mehreren

Variablen betrachtet.

3.1.Einstieg in das Thema

Zur ersten Einfilhrung von Funktionen in zwei Variablen werden folgende drei Beispiele
fiir diese Art von funktionaler Abhdngigkeit im Schulbuch Mathematik HTL 4/5
aufgefiihrt:

Reellwertige Funktionen, deren Definitionsbereich eine Teilmenge von R? ist,
treten hiufig auf.

e Die Multiplikation von reellen Zahlen ordnet jedem Zahlenpaar (a, b) die
Zahl a *b zu. Wir konnen sie daher als Funktion von R? nach R
betrachten: Mult: R> -» R mit Mult (a,b) =a b

e FEin Obstbauer bietet Apfel und Birnen an, 1 kg Apfel um 2€ und 1 kg
Birnen um 3€. Wenn es keinen Rabatt und keine Sonderaktion gibt, kosten
a kg Apfel und b kg Birnen insgesamt 2a + 3b Euro. Der Preis fiir einen
Einkauf bei diesem Obstbauern wird durch die Funktion p: (R*)? - R
mit p(a,b) = 2a + 3b beschrieben.

e Sind zwei Widerstinde mit R; und R, Ohm parallel geschaltet, dann ist

der Gesamtwiderstand :1:;2 Ohm. Dieser Zusammenhang wird durch die
1 2
Funktion w: (R*)? > Rmit w(R, ,R;) = 151:;’; beschrieben.
1 2

(Mathematik HTL 4/5 2014: 244)

Das dritte von den drei aufgelisteten Beispielen stammt aus dem naturwissenschaftlichen
Bereich der Physik und der Elektrotechnik, mit dem die Schiiler und Schiilerinnen aus
vielen Zweigen von der HTL vertraut sind. Aus dem Alltag herausgenommen ist das
zweite Beispiel, welches fiir Schiiler und Schiilerinnen aller Schultypen geeignet ist zum
Kennenlernen von Funktionen in zwei Variablen. Das erste Beispiel der Multiplikation
von zwei Zahlen ist ebenfalls fiir alle Schiiler und Schiilerinnen unabhéngig des Schultyps

geeignet.

Als Einfiihrungsbeispiel wird im Schulbuch Angewandte Mathematik IV/V die gefiihlte

Temperatur benutzt:

Sie haben Folgendes im Winter sicher schon erlebt: Man zittert am ganzen
Korper, obwohl das Thermometer eher geméBigte Temperaturen anzeigt: Sie
sind ein Opfer des Windchills geworden - bei starkem Wind fiihlt sich  die
Luft kélter an. Bei der Wettervorhersage gibt man daher oft auch die
gefiihlte Temperatur an. Sie hdngt im Wesentlichen von zwei Faktoren ab:
von der Lufttemperatur und von der Windgeschwindigkeit. In der Mathematik
nennt man so etwas eine Funktion mit zwei Variablen.
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(Angewandte Mathematik IV/V 2015: 69)
Dieses beschriebene Phinomen stellt ein Beispiel aus dem Alltag dar, unter dem sich die

Schiiler und Schiilerinnen leicht etwas vorstellen konnen.

Definiert werden reelle Funktionen in zwei Variablen als Zuordnung im Schulbuch
Angewandte Mathematik IV/V"
Unter einer reellen Funktion mit zwei unabhéngigen Variablen x und y

versteht man eine Vorschrift, die jedem Zahlenpaar (x, y) genau eine reelle Zahl
z zuordnet.

Dabei gilt, dass x und y die unabhéngigen Variablen und 2z die abhéngige
Variable ist. Oft wird die Schreibweise z = f(x, y) verwendet.
(Angewandte Mathematik IV/V 2015: 69)
Als weitere Beispiele fiir derartige Funktionen nennt Angewandte Mathematik HTL IV/V
(2015: 69) aus der Physik die Wegfunktion s(v,t) und die Flachenfunktion eines

Rechtecks A(a, b).

Nach drei Einfiihrungsbeispielen werden im Schulbuch Mathematik HTL 4/5 reellwertige
Funktionen in zwei Variablen folgendermallen definiert: ,,Eine Funktion von einer

Teilmenge von R? nach R heiBt reellwertige Funktion in zwei Variablen (Mathematik

HTL 4/5 2014: 244).

Weiters werden drei verschiedene Typen von Funktionen mit zwei Veranderlichen und

den Graphen solcher Funktionen in Mathematik HTL 4/5 definiert:

Zu je drei reellen Zahlen a,b,c erhalten wir die Funktion f: R? > R mit
f(x,y) = ax + by + c . Eine solche Funktion nennen wir eine lineare Funktion
in zwel Variablen

Zu je zwei natiirlichen Zahlen m und n erhalten wir die Funktion g: R> - R mit
g(x,y) =x™+y". Wir nennen sie Potenzfunktion in zwei Variablen mit
Exponenten m und n.

Summen von Vielfachen von Potenzfunktionen, wie zum Beispiel die
Funktion h: R> > R mit h(x,y) =2+ 3x —y + 4y? + 3x3y? , nennen wir
Polynomfunktionen (oder einfach Polynome) in zwei Variablen.

Der Graph einer Funktion f in zwei Variablen ist eine Teilmenge von R3, und

zwar {(x,y,f(x,¥))|x,y € R}.
(Mathematik HTL 4/5 2014: 244)

Der Graph von Funktionen in zwei Variablen wird im Buch Mathematik HTL 4/5

aufgefasst als Losungsmenge der Funktionsgleichung:

14



Wegen {(x,y,f(x,y))|x,y € ]R} = {(x,y,2)Ix,y € R, z=f(x,y)} ist der
Graph der Funktion f: R? - R die Losungsmenge der Gleichung z = f(x,y),
also der Aufgabe ,,Finde alle Zahlentripel (x,y,z) mit z = f(x,y)*“. Diese
Gleichung nennen wir die Gleichung des Graphen der Funktion f oder kurz die
Gleichung der Funktion f.
(Mathematik HTL 4/5 2014: 245)
Zusitzlich wird noch darauf hingewiesen, dass statt x, y und z noch andere Variablen
verwendet werden konnen (Mathematik HTL 4/5 2014: 245). Diesen Hinweis findet man

nicht im Schulbuch Angewandte Mathematik IV/V.

3.2. Die geometrische Veranschaulichung und Interpretation von
Funktionen in zwei Variablen als Fliche im Raum

Zur Darstellung von Funktionen in zwei Variablen findet man bei Mathematik HTL 4/5
einerseits, den Graphen solcher Funktionen, welcher mittels CAS Programmen erhalten
werden kann (Mathematik HTL 4/5 2014: 244-248) und andererseits, die Darstellung
durch Niveaumengen (Mathematik HTL 4/5 2014: 244-248).

Niveaumengen werden folgendermaBlen in Mathematik HTL 4/5 definiert:

Mit jeder Funktion f: R* - R sind viele Gleichungen mit zwei Unbekannten
verbunden. Fiir jede reelle Zahl c ist die Aufgabe ,,Finde alle

Zahlenpaare (x,y) mit f(x,y) = c¢" eine Gleichung mit zwei Unbekannten. Thre
Losungsmenge heif3t Niveaumenge von f zum Niveau c. Anstatt durch ihren
Graphen (in R®) kann man die Funktion auch durch einige Niveaumengen (in
R?) veranschaulichen.

(Mathematik HTL 4/5 2014: 245)
Hier werden die Niveaumengen ausschlieBlich fiir Funktionen mit zwei Variablen

definiert.

Als erste Anwendung von Niveaumengen dienen in Mathematik HTL 4/5 (2014: 245-
246) Karten fiir Wandertouren, welche die Niveaumengen einer Landschaft, sogenannte
Hohenlinien, darstellen. Ganz anders im Schulbuch Angewandte Mathematik HTL IV/V.
Hier verweist man auf die Moglichkeit, eine Funktion mit zwei Variablen im
zweidimensionalen Koordinatensystem durch Hohenlinien darzustellen und gibt eine
kurze Anleitung zur Erstellung von Hohenlinien, jedoch favorisiert man hier die
Darstellung der Hohenlinien mit der heute zur Verfiigung stehenden Technologie:

Die Darstellung von Funktionen im dreidimensionalen Raum ist ohne

Technologie oft sehr aufwendig und uniibersichtlich. Daher kann eine Funktion
z = f(x,y) auch im zweidimensionalen kartesischen Koordinatesystem durch
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Hohen- oder Schichtlinien dargestellt werden, wie Sie es vielleicht von
Landkarten kennen.

Um die Funktion 2z = f(x,y) im zweidimensionalen kartesischen

Koordinatensystem darzustellen wihlt man jeweils fiir z einen konstanten Wert

und zeichnet die entsprechende Hoéhenlinie. Danach wéhlt man fiir z einen

anderen Wert und zeichnet wieder eine Hohenlinie. Durch Technologie ist diese

sehr aufwendige Darstellung jedoch aus der Mode gekommen.

(Angewandte Mathematik IV/V 2015: 72)
Es folgen im Schulbuch Angewandte Mathematk IV/V keine weiteren Beispiele oder
Arbeitsauftrige zu den Niveaumengen bzw. den Hohenlinien. Dahingegen wird in
Mathematik HTL 4/5 ein stiarkerer Fokus auf diese Darstellungsart gelegt. Mathematik
HTL 4/5 (2014: 245-248) enthidlt viele Aufgaben, bei denen eine Funktion in zwei
Variablen gegeben ist und von diesen Funktionen konkrete Niveaumengen angegeben
bzw. graphisch dargestellt werden sollen. AuBlerdem findet man auch

Zuordnungsaufgaben bei denen Niveaumengen- Diagrammen zu Graphen von

Funktionen in zwei Variablen oder zu den Funktionen f (x, y) zugeordnet werden sollen.

3.3.Die Berechnung von partiellen Ableitungen

Zunichst filhrt Mathematik HTL 4/5 (2014: 249) die partiellen Ableitungen bei den
Polynomfunktionen ein. AnschlieBend werden die partiellen Ableitungen im allgemeinen

Fall betrachtet (Mathematik HTL 4/5 2014: 254).

In Mathematik HTL 4/5 (2014: 252) wird das partielle Ableiten als gewohnliche
Ableitung interpretiert:

Man kann die partielle Ableitung von f nach x an der Stelle (a, b) berechnen,
indem man die (,,gewohnliche* Ableitung von f_ ,y an der Stelle a berechnet.

Analog ist die partielle Ableitung von f nach y an der Stelle (a, b) die Ableitung
von fq,—y an der Stelle b.

Etwas schlampig, aber kiirzer formuliert: ,,Nach der einen Variablen partiell
differenzieren® bedeutet, die ,,andere Variable als Konstante betrachten und dann
gewoOhnlich differenzieren.*

(Mathematik HTL 4/5 2014: 252)

Angewandte Mathematik IV/V (2015: 72) fiihrt die partiellen Ableitungen bei Funktionen
mit zwei oder mehreren Verdnderlichen analog ein, also wie bei der bereits bekannten
Ableitung von Funktionen in einer Variablen im Sinne der Tangentensteigung. Es wird
hier weiter erklart, dass im Falle von Funktionen mit zwei oder mehreren Variablen fiir

einen bestimmten Punkt auf der Fliche unendlich viele Tangenten an diesem Punkt
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existieren und man deswegen entscheiden muss von welchen Tangenten man die
Steigung berechnen mochte. Im Falle einer Funktion in zwei Variablen, wihlt man bei
dieser Entscheidung einen beliebigen Punkt auf der Fliche z = f(x,y) (Angewandte
Mathematik IV/V 2015: 72). Die partiellen Ableitungen an diesem Punkt werden nun
durch die zwei Raumkurven, die durch diesen bestimmten Punkt verlaufen, erklért:

Die Kurve kq:z = f(x,y,) ist jene Kurve auf der Flidche, die eine feste y-
Koordinate hat, d.h. die y-Koordinate wird konstant gehalten. Die Steigung der
Tangente t; der Kurve k; im Punkt wird partielle Ableitung nach x
genannt.

Die Kurve k,:z = f(xq,y) ist jene Kurve auf der Flache, die eine feste x-
Koordinate hat, d.h. die x-Koordinate wird konstant gehalten. Die Steigung  der
Tangente t, der Kurve 2 im Punkt wird partielle Ableitung nach y
genannt.

(Angewandte Mathematik IV/V 2015: 72)

Nach der Definition der partiellen Ableitung wird, dhnlich wie im Schulbuch Mathematik
HTL 4/5, die Vorgehensweise des Ableitens so erklért, dass man nur nach einer Variablen
ableitet und die andere “festhilt* (Angewandte Mathematik 1V/V 2015: 72).

Nach der Grundregel des partiellen Ableitens wird im Buch Angewandte Mathematik
1V/V die Schreibweise erldutert:

Fir die partiellen Ableitungen nach x werden folgende Schreibweisen
0z af

verwendet: f,.(x,y) = z,(x,y) = " o

Fir die partiellen Ableitungen nach y werden folgende Schreibweisen

9z _ of

ay  ay

(Angewandte Mathematik IV/V 2015: 73)

verwendet: f,,(x,y) = z,(x,y) =

Zusitzlich wird bei den partiellen Ableitungen im Schulbuch Angewandte Mathematik
1V/V der Begriff der Tangentialebene eingefiihrt: ,,Die beiden berechneten partiellen
Ableitungen geben den Anstieg der Fliche in Richtung der x-Achse und y-Achse an. Alle
in einem Punkt P an die Fliche angelegten Tangenten spannen die sogenannte
Tangentialebene auf** (Angewandte Mathematik 1V/V 2015: 72). Etwas spéter wird die
Tangentialebene erstmalig im Buch Mathematik HTL 4/5 bei dem Differential erwdhnt

und formell definiert.

Berechnungen von partiellen Ableitungen bei Polynomfunktionen,
Exponentialfunktionen, Winkelfunktionen und Wurzelfunktionen mit Zuhilfenahme der
Produkt-Regel, Ketten-Regel und Quotienten-Regel befinden sich unter den
Aufgabenstellungen von Mathematik HTL 4/5 (2014: 252-255) und von Angewandte

Mathematik 1V/V (2015: 73-79). Diese Funktionen besitzen ausschlieBlich zwei
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Verianderliche; Funktionen mit drei oder mehr Variablen sind weder im Buch Mathematik

HTL 4/5, noch im Buch Angewandte Mathematik IV/V anzutreften.

Mit hohere partielle Ableitungen von Funktionen setzt man sich nicht im Buch
Mathematik HTL 4/5 auseinander, jedoch im Buch Angewandte Mathematik 1V/V. Hier

werden die wesentlichen partiellen Ableitungen der zweiten Ordnung erldutert:

a2 . . . . .
Zoy = ﬁ ...die Funktion wird zweimal nach x abgeleitet

92 . . . . .
Zyy = ﬁ ...die Funktion wird zweimal nach y abgeleitet

92 . . . . .
Zyy = 5= azy ...die Funktion wird zuerst nach x und anschlieBend nach y abgeleitet

a2 . . . . .
Zyy = ay_azx ...die Funktion wird zuerst nach y und anschlieBend nach x abgeleitet
Die letzten beiden Ableitungen werden als gemischt partielle Ableitungen
bezeichnet.

(Angewandte Mathematik 1V/V 2015: 73)

Der Begriff der gemischt partiellen Ableitungen wird dann spiter gebraucht bei der
Formulierung des Satzes von Schwarz fiir Funktionen mit zwei Variablen im Buch
Angewandte Mathematik [V/V: ,Der Satz von Schwarz besagt, dass die gemischt
partiellen Ableitungen flir stetige Funktionen gleich sind, d.h.: z,, = z,,, “ (2015: 74).
Diese Formulierung des Satzes ist sehr problematisch, da streng genommen die partiellen
Ableitungen stetig sein miissen. Nicht in allen Fillen sind bei einer stetigen Funktion

z(x,y) die partiellen Ableitungen ebenfalls stetig. Ein Beispiel fiir solch einen Fall wére

die Funktion f(x,y) =

fiir (x,y) # (0,0). Diese Funktion ist stetig, aber ihre

x2+y2

x*+3x2y?

m ist nicht stetig.

partielle Ableitung nach x f,.(x,y) =

Eine Verallgemeinerung des Satzes von Schwarz wird fiir Funktionen mit mehreren
Variablen in den beiden Schulbiichern nicht angefiihrt. In den Aufgaben von Angewandte
Mathematik IV/V wird bei Funktionen mit zwei Variablen die Giiltigkeit des Satzes von
Schwarz iiberpriift, indem man die gemischt partiellen Ableitungen vergleicht, um

Riickschliisse auf die Stetigkeit der Funktionen ziehen zu kdnnen (2015: 73).

Partielle Differenzierbarkeit wird ausschlielich im Buch Mathematik HTL 4/5 behandelt.
Hier findet man folgende Definition der Differenzierbarkeit nach x von Funktionen mit
den Variablen x und y, wobei hier die Menge M eine Teilmenge von R?und (a, b) € M

ist:
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Eine Funktion f: M — R heif}t an der Stelle (a, b) partiell differenzierbar nach

f(x,b)=f(ab)
x—a

x, wenn der Grenzwert lim ( ) existiert, also die Funktion f(_ ;) mit
xX—a

f-pyXx = f(x,b) an der Stelle a differenzierbar ist.
Wir nennen dann diesen Grenzwert die partielle Ableitung von f nach x an der

Stelle (a, b) und schreiben dafiir Z—i (a, b) (sprich: de-f nach de-x von (a,b)).
[...]

Eine Funktion heif3t partiell nach x differenzierbar, wenn sie jedem Element ihres
Definitionsbereichs partiell nach x differenzierbar ist. Dann heiflt die Funktion,
die jedem Element (a, b) von M die partielle Ableitung nach x von f in (a, b)

zuordnet, partielle Ableitung von f nach x und wird mit g—£ bezeichnet.
(Mathematik HTL 4/5 2014: 254)

Analoge Formulierungen findet man fiir die partielle Ableitung bzw. fiir die partielle
Differenzierbarkeit nach der Variable y in Mathematik HTL 4/5 (2014: 254). Gleich im
Anschluss wird darauf hingewiesen, dass Polynomfunktionen in zwei Variablen an allen
Stellen differenzierbar sind, aber es auch viele andere Funktionen gibt, welche nicht an
allen Stellen differenzierbar sind (Mathematik HTL 4/5 2014: 254). Als Beispiel fiir eine
solche Funktion nennt Mathematik HTL 4/5 (2014: 254) die Funktion f: R> > R mit
f(x,y) =|x —y]| , die nicht an der Stelle (0,0) differenzierbar ist. Die Schulbiicher
Mathematik HTL 4/5 und Angewandte Mathematik IV/V beinhalten jedoch ausschlielich
Aufgaben, bei denen man mit Funktionen arbeitet, die auf allen Stellen differenzierbar

sind.

Ein Thema, das lediglich im Buch Angewandte Mathematik 1V/V behandelt wird, ist die
Extremwertberechnung bei differenzierbaren Funktionen in zwei Variablen. Hier
préasentiert das Schulbuch zwei Bedingungen fiir Extremwerte, eine notwendige und eine
hinreichende. Zuerst wird die Definition der notwendigen Bedingung vorgestellt:
Notwendige Bedingung fiir ein relatives Extremum
Besitzt eine Funktion z = f(x,y) ein relatives Extremum, so sind an dieser
Stelle die beiden partiellen Ableitungen gleich 0, d.h. es muss f, =0 und
fy = 0 gelten.
(Angewandte Mathematik 1V/V 2015: 75)
Danach findet man eine ausfiihrliche, anschauliche Erkldrung, warum eine weitere
Bedingung, ndmlich die hinreichende essentiell ist, um Extremwerte eindeutig zu
bestimmen:

Stellen Sie sich vor, Sie wandern im Gebirge. Wenn Sie sich an einem Punkt
befinden, an dem eine ,,unendlich kleine Umgebung* horizontal ist (das heil3t, die
beiden partiellen Ableitungen sind null, gibt es verschiedene Moglichkeiten:

Sie stehen auf einem Gipfel (Hochpunkt).

19



Sie stehen am tiefsten Punkt einer Senke (Tiefpunkt).

Es kann aber auch sein, dass sie auf einem Gebirgssattel stehen, das

heiflt, in zwei Richtungen geht es bergauf und in zwei anderen Richtungen
bergab.

Diese notwendige Bedingung reicht also nicht aus, um ein relatives Extremum zu
finden. Es gibt aber auch die Moglichkeit, dass kein Extremum vorhanden ist,
obwohl die partiellen Ableitungen gleich null sind. Das ist genau dann der Fall,
wenn ein Sattelpunkt vorliegt. Ein Sattelpunkt S ist Tiefpunkt einer Kurve und
Hochpunkt einer anderen Kurve, welche aufgestellt wurden, um die Ebene
aufzuspannen.

Daher ist noch eine weitere Bedingung notwendig, um ein relatives

Extremum eindeutig zu erkennen.

(Angewandte Mathematik IV/V 2015: 75)
Diese Veranschaulichung der Extremwerte durch die verschiedenen Ausprigungen eines
Berges ermdglicht eine zundchst verbale und visuelle Vorstellung der
zugrundenliegenden Problematik. Im nédchsten Schritt folgt die formelle Formulierung

der zweiten hinreichenden Bedingung:

Hinreichende Bedingung fiir ein relatives Extremum

fax * fyy — (fxy)2 >0 und fy, <0 Bedingung fiir ein Maximum (einen
Hochpunkt)

fax * fyy — (fxy)z >0und f,, >0 Bedingung fiir ein Minimum (einen

Tiefpunkt)

(Angewandte Mathematik IV/V 2015: 75)
Zu dieser Formulierung der hinreichenden Bedingung werden im Buch keine weiteren
Erklarungen fiir das Zustandekommen dieser Bedingung geboten. Diese Bedingung wird
jedoch bei den Aufgaben kalkiilmidBig angewendet zur Ermittlung von Extremstellen

diverser Funktionen mit zwei Variablen.

In Angewandte Mathematik IV/V (2015: 75) befindet sich noch zum Abschluss des
Buchkapitels ,,2 Partielle Ableitungen* ein kurzer Hinweis, dass die partiellen
Ableitungen bei Funktionen mit zwei Variablen in der Ausgleichsrechnung oft gebraucht

werden, um die hdufig angewendete Methode der kleinsten Quadrate zu benutzen.

3.4.Das totale Differential und die Fehlerabschitzung mittels des
Differentials

Das totale Differential wird bei den Schulbiichern Angewandte Mathematik 1V/V und

Mathematik HTL 4/5 auf verschiedene Weise eingefiihrt. In Angewandte Mathematik

1V/V erklart man im allgemeinen Fall von Funktionen mit zwei Variablen das Differential
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im engen Zusammenhang mit der Tangentialebene, wihrend Mathematik HTL 4/5 am
Beginn das Differential bei Polynomfunktionen mit zwei Verdnderlichen vorstellt. Erst
im néchsten Schritt betrachtet man in Mathematik HTL 4/5 allgemein das Differential bei
Funktionen in zwei Variablen, bei dem der Zusammenhang zwischen dem Differential

und der Tangentialebene ebenfalls deutlich wird.

Im Falle der Polynomfunktionen stellt Mathematik HTL 4/5 am Beginn die
Tangentialebene als lineare Naherung einer Polynomfunktion in zwei Variablen zunichst
anhand eines konkreten Beispiels vor. Die lineare Funktion h(x,y) = 2 + 3x —y wird
als gute Ndherung im Punkt (0,0) der Polynomfunktion f mit f(x,y) =2+ 3x—y —
y? —x?y angesehen, da die Funktionswerte in dem Punkt (0,0) sehr nahe
beieinanderliegen (Mathematik HTL 4/5 2014: 249). Um die Tangentialebene, welche die
lineare Ndherung einer Polynomfunktion in zwei Variablen in einem beliebigen Punkt

darstellt, zu erhalten, findet man folgende Vorgehensweise im Buch:

Fiir jedes Paar von reellen Zahlen (a, b) konnen wir jede Polynomfunktion f in
zwei Variablen durch f(x,y) = f(a,b) +ci(x —a) +c,(y —b) +u(x,y) *
(x—a)? +v(x,y)*(y—b)2+w(xy)*(x—a)*(y—>b) beschreiben,
dabei sind c¢; und c, reelle Zahlen und u, v, w Polynomfunktionen in zwei
Variablen. Fiir Zahlenpaare, die genligend nahe bei (a,b) liegen, sind die
Funktionswerte von f und von der linearen Funktion h mit h(x,y) = f(a,b) +
c1 * (x —a) + ¢y x (y — b) ,,fast* gleich.

Der Graph dieser linearen Funktion ist eine Ebene, daher sieht der Graph von f in
einer kleinen Umgebung von (a, b, f(a, b)) ,,fast“ wie eine Ebene aus. Diese
Ebene heit Tangentialebene des Graphen von f im Punkt (a, b, f(a, b)) oder
kiirzer Tangentialebene von f an der Stelle (a,b).
(Mathematik HTL 4/5 2014: 249)

Fiir die Umformung mit den Koeffizienten ¢; und c, der Polynomfunktion in zwei

Variablen schldgt das Schulbuch vor f((x —a) + a,(y — b) + b) auszurechnen und
dann geeignet zusammenzufassen (Mathematik HTL 4/5 2014: 249)

Nach der Einfiihrung der Tangentialebene bei den Polynomfunktionen wird anschlieend
die Definition des Differentials solcher Funktionen vorgegeben: ,,Die lineare Funktion
Dfap)(x,y) = Z—i (a,b) *x + Z—fl (a,b) * y nennen wir das Differential von f an der
Stelle (a,b). Der Graph des Differentials ist zur Tangentialebene parallel und enthilt den

Ursprung (0,0,0) (Mathematik HTL 4/5 2014: 250).

Im néchsten Kapitel des Buches Mathematik HTL 4/5 werden das Differential und die

Tangentialebene im allgemeinen Fall von Funktionen mit zwei Variablen behandelt. Das
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Differential einer allgemeinen Funktion in zwei Variablen wird in Mathematik HTL 4/5
(2014: 254) identisch wie bei den Polynomfunktionen definiert. In den Aufgaben in
Mathematik HTL 4/5 (2014: 255) wird das Differential von Funktionen mit zwei
Veréanderlichen hauptsichlich allgemein fiir die Stelle (a, b) berechnet bzw. werden

damit Funktionswerte der Funktion ndherungsweise ermittelt.

Bei der Definition der Tangentialebene im allgemeinen Fall wird der Zusammenhang
zwischen jener und dem Differential deutlich. Die Tangentialebene wird in diesem

Schulbuch mit folgenden Worten definiert: ,,Der Graph der Funktion h mit
h(x,y) = f(@,b) + 3L (@b) * (x = @) + 3 (a,b) * (v =b) = f(@b) + Dy apy (x — @,y = b)

heiBt Tangentialebene von f an der Stelle (a, b)“ (Mathematik HTL 4/5 2014: 254).

In der Aufgabensammlung des Schulbuchs Mathematik HTL 4/5 befinden sich Beispiele,
bei denen die Tangentialebene einer Funktion in zwei Variablen fiir eine gegebene Stelle
berechnet wird. AuBBerdem findet man bei einigen Beispielen die Aufgabenstellung, dass
die Tangentialebene mit Hilfe eines geeigneten CAS Programms dargestellt werden soll.
Ein CAS Programm soll hier einerseits zur graphischen Veranschaulichung, andererseits

zur Uberpriifung der ,,héindisch* gerechneten Tangentialebene dienen.

Die Einfilhrung zu der Tangentialebene und dem Differential wird im Schulbuch
Angewandte Mathematik 1V/V direkt im allgemeinen Fall von Funktionen mit zwei
Verdnderlichen gestaltet. Die Erkldrungen dienen zunédchst der graphischen

Veranschaulichung:

Hier kann die Funktion z = f(x,y) in einem beliebigen Punkt (xg Yo, Zo)
durch ihre Tangentialebene gendhert werden. Dann verdndert man jeweils
die unabhingige Variable x, bzw. y, um Ax bzw. Ay und untersucht die
Anderung dieser Verinderungen auf die Hoheninderung Az.

Diese Anderungen werden mit der niherungsweisen Anderung dz auf der
Tangentialebene verglichen, da bei einer Anderung von x, um Ax die Anderung
auf der Tangentialebene z, * dx betrigt und bei einer Anderung von y, um Ay
die Anderung auf der Tangentialebene z, x dy . Fir geringfligige Anderungen
sind die exakten und néiherungsweisen Anderungen anniihernd gleich und kénnen
somit zur ndherungsweisen Berechnung verwendet werden.

Somit erhédlt man dz = z, (xo,yo) *dx + z, (xojyo) *dy.Man nennt diese

Anderung dz vollstindiges oder totales Differential.
(Angewandte Mathematik IV/V 2015: 76)
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Die formelle Definition des totalen Differentials wurde gleich im Anschluss hinzugefiigt:

Totales oder vollstandiges Differential
Unter einem totalen oder vollstindigen Differential einer Funktion z = f(x,y)
versteht man die Anderung dz = z,(xg,yo) * dx + z,,(xo,¥) * dy . Das totale
Differential gibt daher  ndherungsweise an, wie sich der Funktionswert z bei
kleinen  Anderungen der unabhingigen Variablen x, und y, um Ax ~ dx bzw.
Ay = dy andert, d.h.: Az = f(xq + dx,yo + dy) — f(x0,¥0) = dz
(Angewandte Mathematik 1V/V 2015: 76)
Wichtig ist noch anzumerken, dass die erwdhnten Definitionen des Differentials sich
ausschlieflich fiir Funktionen in zwei Variablen eignen. Die Erweiterung auf den
allgemeinen Fall von Funktionen mit mehreren Variablen erfordert noch einiges an
Arbeit, um mit mehrdimensionalen Ableitungen umgehen zu koénnen. Diese den

allgemeinen Fall betrachtende Definitionen sind dhnlich denen fiir Funktionen in zwei

Variablen, jedoch sollten sie explizit erwahnt werden.

3.5.Die Lineare Fehlerfortpflanzung und der maximale Fehler

In Mathematik HTL 4/5 (2014: 258) dient als Einstieg zur Fehlerrechnung die Vorstellung
des Rundens einer Zahl bzw. die Ermittlung einer Zahl durch eine Messung und die damit
verbundenen Messfehler. An dieser Stelle werden die Begrifte ,,absoluter” und ,,relativer
Fehler bei einer Ndherung von einer reellen Zahl eingefiihrt:

Wenn ay eine Nédherung einer reellen Zahl a # 0 ist, dann heillen die Zahlen
lan—al

lal
bekannt ist, wie gro3 der absolute Fehler maximal sein kann, dann schreiben wir

lay —al| und absoluter und relativer Fehler dieser Ndherung. Wenn

dafiir Aa (sprich: ,,delta a*) und |ay — a| < Aa . Der relative Fehler ist dann < %a'
. (Mathematik HTL 4/5 2014: 258)

Der ,,Fehlerbegriff* wird dann auf Funktionen erweitert, deren Argument aus Zahlen
besteht, welche Naherungsfehler bzw. Messfehler aufweisen (Mathematik HTL 4/5 2014:
258). Nun wird die Frage gestellt, ob der absolute Fehler fiir die Funktionswerte solcher
Funktionen berechnet werden kann und wie sich der Messfehler bzw. Rundungsfehler
beim Argument fortpflanzt. Anhand des Beispiels einer linearen Funktion in einer
Variable stellt man fest, dass der Fehler beim Argument mit der Anderungsrate von der
Funktion multipliziert wird (Mathematik HTL 4/5 2014: 258). Im nédchsten Schritt findet
man die Idee, dass auch bei nicht linearen Funktionen dieser Fehler abgeschitzt werden
kann, indem man sie durch eine lineare Funktion an der Stelle des Arguments

approximiert und von dieser linearen Funktion den Fehler abschétzt (Mathematik HTL
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4/5 2014: 258). AnschlieBend wird das Konzept der Fehlerfortpflanzung zunéchst fiir

Funktionen in einer Variablen beschrieben:

Ist f eine differenzierbare Funktion von R nach R, dann ist fiir ,,kleine* Fehler Aa

flatha) ~ f(@) + f'(@)((at Ad) — a) = f(a) £ f'(a) * Aa und
|f(ax Aa| = |f'(a)| * Aa . Der Fehler pflanzt sich umso stérker fort, je groBer
der Betrag der Ableitung von f an der Stelle a ist.

(Mathematik HTL 4/5 2014: 258)
Nachdem die Fehlerfortpflanzung fiir Funktionen in einer Variablen betrachtet wurde,
wird nun die Fehlerfortpflanzung fiir Funktionen mit zwei Veradnderlichen durch dhnliche
Uberlegungen erschlossen in Mathematik HTL 4/5 (2014: 258). Fiir die Approximation

findet man als Pendant zur linearen Funktion nun die Tangentialebene:

Ist f eine differenzierbare Funktion von R? nach R , die durch die Funktion
h mit h(x,y) = f(a,b) + 5L (a,b) « (x — @) + g—’; (a,b) * (y — b) in der Nihe

der Stelle (a,b) gut angendhert wird (das ist zum Beispiel der Fall, wenn
f eine Polynomfunktion ist), dann ist

f(a+ Aa,b £+ Ab) = f(a,b) ig—i(a,b) *Aa+§—£(a,b) *Ab  und
f(a+da,b+Ab) ~ f(a,b)| = |5 (a,b) » Aa + 5] (a,b) * Ab| = Dy q.r)(Aa, AD).
Der Fehler pflanzt sich umso stérker fort, je groBer

of of )

ZL(@b)«da+Z(ab) Ab| ist.

(Mathematik HTL 4/5 2014: 258)

Im Vergleich zu Mathematik HTL 4/5, wird das Thema Fehlerrechnung im Buch
Angewandte Mathematik IV/V kurz und biindig behandelt. In der Einfiihrung macht man
hier auf die Wichtigkeit des im vorherigen Kapitel gelernten Differentials im Bereich der
Fehlerrechnung aufmerksam und schafft so eine Uberleitung zum maximalen Fehler bzw.
zum Fehlerfortpflanzungsgesetz:

Das totale Differential findet eine wichtige Anwendung in der Fehlerrechnung,
bei der dx und dy die Messgenauigkeiten bzw. Messfehler angeben. Somit 1dsst
sich mithilfe des totalen Differenzials das lineare Fehlerfortplanzungsgesetz
formulieren:

Lineares Fehlerfortpflanzungsgesetz:
Fiir den Maximalfehler Az,,,, gilt:

DZpax = |2 (x0, Vo) * Ax| + |Zy(x0,y0) * Ay|, wenn |Ax| und |Ay| die
Messunsicherheiten der Werte x, und y, sind.
(Angewandte Mathematik 1V/V 2015: 77)

Es fallt auf, dass in dem Buch Angewandte Mathematik IV/V nicht wie in Mathematik

HTL 4/5 von einer Ndherung durch eine lineare Funktion, welche wiederum auf den
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maximalen Fehler hinfiihrt, gesprochen wird. Man berechnet hier ,,direkt” den maximalen
Fehler. Auflerdem beschéftigt man sich in Angewandte Mathematik 1V/V ausschlieBlich
mit dem maximalen Fehler im Sinne des maximalen Fehlers. Das Konzept des relativen
Fehlers wie im Schulbuch Mathematik HTL 4/5 findet man hier nicht, stattdessen wird
der Standardfehler im Zuge des Gaul3’schen Fehlerfortpflanzungsgesetzes erklart:

Etwas genauer kann man den Fehler abschitzen, wenn man den Standardfehler
kennt, also die Standardabweichung der einzelnen Messwerte. Weil es ziemlich
unwahrscheinlich ist, dass man sich jedes Mal in der gleichen Richtung vermisst,
werden Standardfehler nicht einfach addiert sondern verhalten sich nach dem
Gaull’schen Fehlerfortpflanzungsgesetzes. Auch dabei spielen die partiellen
Ableitungen eine Rolle:

Gaul}’sches Fehlerfortpflanzungsgesetz

Wenn eine Grofle z von zwei unabhéingigen fehlerbehafteten Groflen x und y
abhéngt, betrdgt ihr Standardfehler:

Sz = \/(Zx * 5,)% + (Zy * Sy)z

(Angewandte Mathematik IV/V 2015: 78)

Unter den Aufgaben zur Fehlerrechnung im Buch Angewandte Mathematik 1V/V

sollen der maximaler Fehler und der Standardfehler bei Funktionen in zwei Variablen,
die Flachen oder Langen hauptsidchlich beschreiben, berechnet werden (2015: 80).
Dariiber hinaus werden diese Fehler in den Aufgaben von Angewandte Mathematik 1V/V
bei der Massenberechnung diverser Korper errechnet (2015: 80). Um diese
Fehlerrechnungen durchzufiihren, miissen die zugehorigen Funktionen in zwei Variablen

aufgestellt werden.

Bei den Aufgaben von Mathematik HTL 4/5 (2014: 258-260) werden hauptsdchlich die
absoluten und relativen Fehler von diversen Langen, Flachen und Volumen berechnet.
Hierbei ist nicht notwendigerweise eine Funktion in einer oder in zwei Variablen
aufzustellen, in den meisten Fillen konnen die absoluten und relativen Fehler ,,direkt*

berechnet werden.

Zur Fehlerrechnung aus dem Themenbereich der Physik findet man in Mathematik HTL
4/5 eine kleine Anzahl an Aufgaben. Hierbei handelt es sich unter anderem um die
Brennweite einer Linse, welche abhédngig ist von der Bildweite und der Gegenstandweite.
Auflerdem findet man eine Aufgabe beziiglich der Fahrtzeit, Fahrtstrecke und
Fahrtgeschwindigkeit eines PKWs. Dariiber hinaus, implementiert das Schulbuch
folgende ,,experimentelle” Aufgabenstellung:
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Fiir diese Aufgabe bendtigt ihr einen kleinen Ball, ein Maflband und eine
Stoppuhr. Ein Korper, der (im) Vakuum zu Boden fillt, legt in der Zeit t (in

2
Sekunden) den Weg s = g * % (in Meter) zuriick. Kennt man s und ¢, kann man

daraus die Fallbeschleunigung g berechnen.

a. Gebt eine Funktion f an, die der Fallhdhe h in Metern (m) und der Fallzeit t in
Sekunden (s) die Fallbeschleunigung g in m/s? zuordnet.

b. Lasst jetzt euren Ball aus einer Hohe von 2m zu Boden fallen und stoppt mit,
wie lange der Ball bis zum Aufprall benétigt. Berechnet aus dieser Fallzeit
mithilfe der in Aufgabe a. gefundenen Funktion die Fallbeschleunigung g.
Wiederholt dieses Experiment mindestens 10-mal und berechnet anschlieBend
den Mittelwert g und die Standardabweichung eurer Resultate.

c. Entwickelt mithilfe der partiellen Ableitungen eine Formel fiir die Abschédtzung
des absoluten und relativen Fehlers, wenn die Messwerte fiir h und t mit den
Fehlern Ah und At behaftet sind. Nehmt fiir Ah und At jeweils die in Aufgabe b.
berechnete Standardabweichung.

d. Schitzt ab, wie genau ihr eurer Meinung nach h undt gemessen hat, und
berechnet damit den absoluten und relativen Fehler der von euch ermittelten
Fallbeschleunigung g.

e. Wie grof3 ist ndherungsweise der maximale Fehler, wenn Ah = 0,01m und At =
0,01s ist?

(Mathematik HTL 4/5 2014: 260)

Diese Aufgabenstellung beinhaltet nicht nur die Fehlerrechnung an sich, sondern auch
den praktischen Aspekt der Schwierigkeit des Messens, welcher fiir die Schiiler und
Schiilerinnen anhand eines einfachen Fallexperiments gut sichtbar wird.

Eine derartige Aufgabe mit ,,experimentellem Charakter” befindet sich nicht unter den
Aufgaben des Schulbuchs Angewandte Mathematik IV/V. Jedoch bietet dieses Buch auch
zwei Aufgaben in der Fehlerrechnung aus dem Themenbereich der Physik. Die eine
Aufgabe behandelt wie in Mathematik HTL 4/5 auch die Brennweite einer Linse, die
andere den Widerstand R in einem Gleichstromkreis (2015: 80).

4. Extremwertberechnung in der Fachmathematik
4.1. Ableitung im Mehrdimensionalen

Grundsitzlich ldsst sich die mehrdimensionale Ableitung allgemein folgendermalen
definieren: Sei G € R™ offen, x, € G und f:G — R* eine Funktion. Dann heifit f
differenzierbar an der Stelle x, , wenn es eine k Xn Matrix df, gibt, so dass

lim [f ()= f(xo)—df (xo)(x=x0)| =0 gllt

X=X, [x—xo|

Diese mehrdimensionale Ableitung weist mehrere interessante Eigenschaften in Bezug

auf die partiellen Ableitungen auf: Falls nun die Funktion an der Stelle x,, differenzierbar
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ist, dann existieren alle partiellen Ableitungen %(xo) und diese bilden dann die
J

Spaltenvektoren dfy . Es gilt auBerdem, dass wenn die partiellen Ableitungen % auf G
J

stetig sind, die Funktion f in x, differenzierbar ist. Weiters gilt, dass falls f: G - R
differenzierbar ist in x,, dann ist grad f(x,) = (dfy,)" .

Die Ableitung einer Funktion in einer Variablen beschreibt die Anderung der Funktion
fiir einzelne Stellen der Funktion. Im Mehrdimensionalen existieren mehrere
Anderungen, die partiellen Anderungen mit jeweils einer Veriinderlichen, welche
summiert die Gesamtdnderung der Funktion an einer gewissen Stelle der Funktion

ergeben. Diese Summe ergibt wiederum das totale Differential.

Schreibweisen fiir die partiellen Anderungen gab es im Laufe der Geschichte viele
unterschiedliche. Im Jahr 1755 bezeichnete Euler in seinem Werk Differentialrechnung
mit einem ,,d* die partielle Ableitung einer Funktion f nach der Variable y ( %) (Walter
2002: 68). Dieses ,,d*“ kennt man heute aus der Differentialrechnung in einer Variablen.
Etwas spdter, 1823, beschreibt Cauchy die partielle Ableitung ohne Klammern mit Z—;
(Walter 2002: 68). Durchgesetzt haben sich als Konvention die Schreibweisen mit einem
runden ,,d* Z—f/ bzw. die vereinfachte Version f,. Gelegentlich findet man auch die

Schreibweise D, f .

4.1.1. Spezialfall im Zweidimensionalen

Funktionen in zwei Variablen dienen aufgrund ihrer Darstellungsmdglichkeit ihres
Graphen im dreidimensionalen Koordinatensystem als guter anschaulicher Einstieg fiir

die Betrachtung von partiellen Ableitungen im Mehrdimensionalen.

In Walters Ubersichtswerk Analysis 2 (2002: 71) wird die partielle Ableitung f, einer
Funktion f: G » R mit G € R? folgendermaBen definiert: f(§n) = lim f—(EJ“h'“;_f(E'“) (h

reell). Analoges gilt flir die partielle Ableitung f,, . Voraussetzung dafiir ist die Existenz

dieses Grenzwerts. Wenn ( §, 1) ein innerer Punkt von der Defintionsmenge G ist, dann

kann der Grenzwert gebildet und damit auch untersucht werden (Walter 2002: 71).

Funktionen mit zwei Variablen lassen sich als Fliche z = f(x,y) durch ein

Computeralgebraprogramm wie Mathematica oder Geogebra schnell und iibersichtlich
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darstellen. Die partiellen Ableitungen konnen mit Hilfe dieser Darstellung ebenfalls
geometrisch interpretiert werden. Ahnlich wie im eindimensionalen Fall beschreiben die
partiellen Ableitungen im weidimensionalen ,,das Steigungsverhalten der Funktion f
langs einer Geraden y = const. bzw. x = const.“ (Walter 2002: 72). Die partielle
Ableitung nach x fiir die Funktion f(x,y) kann nun formell definiert werden als ,,[d]ie
Zahl f,(xq,v,) gibt die Steigung der Tangente an die Kurve z = f(x,y,) (in der xz-
Ebene) im Punkt x; [...] an“ (Walter 2002: 72). Analog wird die partielle Ableitung nach
y definiert.

Ein weiterer wichtiger Begriff bei den partiellen Ableitungen ist der Gradient. Dieser

Spaltenvektor wird aus den partiellen Ableitungen fy, f,, gebildet und wird Gradient

grad f(x,y) = (f(x,¥), f,(x,¥))" genannt.

Der Zusammenhang zwischen der Stetigkeit der Funktion und ihren partiellen
Ableitungen ist ebenfalls relevant, da der mehrdimensionale Fall sich nicht analog zum
eindimensionalen Fall verhélt. Existiert die Ableitung in einem Punkt im
Eindimensionalen, ist die Funktion an dieser Stelle stetig. Im Mehrdimensionalen verhélt

es sich anders. ,,Aus der Existenz der Ableitungen f,.f, in einer vollen Umgebung eines

Punktes folgt i.a. nicht die Stetigkeit von f in diesem Punkt“ (Walter 2002: 71). Als
zusitzliche Eigenschaft miissen die partiellen Ableitungen in der Umgebung eines
Punktes im mehrdimensionalen Fall noch stetig sein, damit man auf die Stetigkeit der

Funktion schlieBen kann (Walter 2002: 72).

4.1.2. Der allgemeine Fall im Mehrdimensionalen

Walter definiert in Analysis 2 die partielle Ableitung allgemein wie folgt:

Im folgenden sei § € G € R". Eine Funktion f: G = R heiflt im Punkt & partiell
differenzierbar nach x;, wenn die durch Festhalten der tbrigen Variablen
entstehende Funktion Xj P g(xj) = (&, ...,Ej_l,xj, Ej+1, vy &n) im
eindimensionalen Sinn differenzierbar an der Stelle §; ist (j =1,...,n). Die

entsprechende Ableitung g’ wird partielle Ableitung der Funktion fnach der
of® _

an

Veridnderlichen x; (im Punkt &) genannt und mit einem der Symbole

_ . f(5+hej)—f®)
£y (®) = Djf(§) = lim ~——

Einheitsvektor).
(Walter 2002: 76-78)

(h reell) bezeichnet (e; ist der j-te
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Voraussetzung ist, dass man den Grenzwert bilden kann, also ,,g soll auf einem die Stelle

§; enthaltenden Intervall der x;-Achse definiert sein® (Walter 2002: 78). Dies trifft zu,

wenn ,,G eine Umgebung des Punktes & ist (Walter 2002: 78).

Gleich anschlieBend stellt Walter die Definition des Gradienten im Mehrdimensionalen
vor: ,,Ist die Funktion f:G — R in diesem Sinne [wie oben beschrieben] nach allen
Verdnderlichen x, ... ,x, in & partiell differenzierbar, so heifit der Vektor Vf(§) =
grad f(§) == (fx,(®), -, fx,, () der Gradient von f im Punkt § ** (Walter 2002: 78).

Forster unterscheidet in seinem Ubersichtswerk Analysis 2 bei seiner kurz und biindig
formulierte Definition von partiellen Ableitungen zwischen partiell differenzierbar und
stetig partiell differenzierbar: ,,Sei U € R™ offen. Eine Funktion f: U — R heilt partiell
differenzierbar, falls D; f (x) firallex € Uundi = 1, ..., n existiert. f heilt stetig partiell
differenzierbar, falls zusitzlich alle partiellen Ableitungen D;f:U — R stetig sind*
(2013: 53). Die Formulierung von hdheren partiellen Ableitungen ist sehr &hnlich:

Die Funktion f: U = R heil3t (k + 1)-mal differenzierbar, wenn sie k-mal partiell

differenzierbar ist wund alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung
D, ...Dj, Dy, £: U — R partiell differenzierbar sind.

Die Funktion f: U — R heilit k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn sie k-mal
partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k stetig
sind.

(Forster 2013: 53)

Ein wichtiger Satz, der im Zusammenhang von partiellen Ableitungen erwidhnt werden
sollte, ist der Satz von Schwarz: ,,Sei U < R" offenund f : U — R eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir alle @ € U und alle i,j = 1,2,...,n
D;D; f (a) = DD f (a)* (Forster 2013: 59).

4.2. Extremwertbestimmung bei Funktionen in mehreren Variablen ohne
Nebenbedingung
Um die Extremwerte einer Funktion im Mehrdimensionalen zu bestimmen, miissen zuerst
die ,,potentiellen Kandidaten* fiir jene gefunden werden. Diese ,,potentiellen Kandidaten
sind die sogenannten kritischen Punkte der Funktion. Diese sind im Werk Ingenieur
Analysis 2 von Blatter folgendermallen formuliert:

Essei f: 2 - R eine Funktion von n Variablen. Ein Punkt p € (2 heif3t kritischer
oder stationdrer Punkt von f, wenn Vf(p) = 0 ist, das heifit: wenn an der Stelle
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p alle partiellen Ableitungen erster Ordnung verschwinden. Die kritischen Punkte
sind also die Losungen des Gleichungssystems

fi(xq, e, x) =0

fn(xq, ) =0

von n Gleichungen in n Unbekannten; sie liegen im [A]llgemeinen isoliert. Ist

Vf(p) # 0, so heilit p ein regulédrer Punkt von f.

(Blatter 1996: 157)
Demnach erhélt man beim Nullsetzen der partiellen Ableitungen erster Ordnung bei einer
Funktion in zwei Variablen ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei
Unbekannten, bei einer Funktion in drei Variablen ein Gleichungssystem mit drei
Gleichungen und drei Unbekannten, usw.. Die Losungen dieses Gleichungssystems sind
nun die kritischen Punkte, die mit Hilfe der Hesse Matrix genauer untersucht werden

miissen, um Aufschluss iiber die Extremwerte der Funktion zu geben.

4.2.1. Hesse Matrix

Zur Extremwertbestimmung bei Funktionen in mehreren Variablen dient die Hesse-
Matrix als niitzliches Tool. Diese Matrix ist nach dem deutschen Mathematiker Ludwig
Hesse benannt. Sie beinhaltet alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung einer zweimal

stetig differenzierbaren Funktion f und besitzt die Formn X n :

frix(x) o fx1xn(x)
fxnxl(x) fxnxn(x)
Es liegt also eine quadratische Matrix vor. Im nichsten Schritt muss nun die Definitheit

der Matrix in den kritischen Punkten untersucht werden.

Fiir die Beurteilung der Definitheit der Matrix an einem kritischen Punkt gibt es zwei
mogliche Methoden, die Benutzung des Sylvester-Kriteriums oder die Bestimmung der
Eigenwerte. Die erste Methode kann besonders bei kleinen Matrizen sehr schnell
Aufschluss iiber die vorliegenden Extremwerte geben, jedoch muss diese nicht in allen
Féllen zu eindeutigen Ergebnissen fiithren. Auflerdem ist bei groen Matrizen der
Rechenaufwand sehr hoch. Die zweite Methode liefert ein eindeutiges Ergebnis tiber die
Extremwerte der Funktion, jedoch kann diese mit hohem Arbeitsaufwand verbunden sein,
wenn nicht gerade eine Diagonalmatrix vorliegt, bei der die Eigenwerte ,,direkt* ablesbar

sind.
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4.2.2. Das Sylvester-Kriterium

Bei der ersten Methode, dem Sylvester Kriterium, bestimmt man zunéchst die fithrenden
Hauptminoren der Hesse Matrix in einem kritischen Punkt. Eine n X n-Matrix H hat n

flihrende Hauptminoren, die wie folgt definiert sind.

all en all

|H| =1 : tlvi=1,..,n
a;q a;i
a1 A2

Also |H{| = a4, , |Hy| = | | , usw. bis zu |H,| = detH .

a1 04y

Sind diese fiihrenden Hauptminoren gefunden, muss nun auf das Vorzeichen dieser
geachtet werden, um mehr Informationen iiber die Definitheit der Matrix in dem
kritischen Punkt zu erhalten. In zwei Féllen erhilt man eine eindeutige Aussage tiber die
Definitheit der Matrix:
1. Sind alle fithrenden Hauptminoren von H positiv, also |H;| > 0,Vi =
1,...,n, dann H positiv definit.

2. Sind alle geraden fithrenden Hauptminoren von H positiv und alle ungeraden
fiihrenden Hauptminoren von H negativ, also |H;|> 0, V geraden i und |H;|<0, V
ungeraden i, dann ist H negativ definit.

Nicht immer tritt einer dieser beiden Fille ein und dann muss man mit der zweiten

Methode, der Bestimmung der Eigenwerte, fortfahren.

4.2.3. Bestimmung von Eigenwerten

Um die Eigenwerte einer Matrix zu berechnen, eignet sich das charakteristische Polynom
gut, denn dieses Verfahren kann bei allen Matrizen angewendet werden. Aus praktikabler
Hinsicht ist dieses Verfahren der Bestimmung der Eigenwerte durch das charakteristische
Polynom eher bei kleinen Matrizen zu empfehlen, wenn héndisch das charakteristische

Polynom bestimmt wird.

Im Allgemeinen erhdlt man das charakteristische Polynom py (4) einer Matrix H
folgendermafBen: py (1) = det( AE — H) , wobei E die Einheitsmatrix ist. Die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms sind dann die gesuchten Eigenwerte. Im Falle einer
2 X 2 Matrix erhélt man ein charakteristisches Polynom zweiten Grades, bei einer 3 X 3

Matrix ein charakteristisches Polynom dritten Grades, usw.. Um die Nullstellen dieses
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Polynoms zu erhalten, kann es durchaus praktikabel sein, ein CAS Programm zu Hilfe zu

nehmen, insbesondere wenn der Grad des Polynoms vier oder noch hoher betrégt.

Als Alternative zur Methode des charakteristischen Polynoms fiir das Bestimmen der
Eigenwerte kann man auch die vorliegende Matrix mittels Gau3-Verfahren auf die Form
einer oberen Dreiecksmatrix bringen. Eine obere Dreiecksmatrix liegt vor, wenn die
Eintrdge unterhalb der Hauptdiagonalen aus Nullen bestehen. Diese Methode kann
besonders bei sehr groBen Matrizen den Rechenaufwand deutlich reduzieren. Wenn eine
obere Diagonalmatrix gefunden ist, konnen die Eigenwerte von dieser Matrix abgelesen

werden, denn die Eigenwerte entsprechen den Eintrdgen auf der Hauptdiagonalen.

Beim GauB3-Verfahren muss darauf geachtet werden, dass es hier nicht erlaubt ist, die
Zeilen und Spalten zu vertauschen. Es diirfen lediglich Vielfache von einer Zeile zu einer
anderen Zeile addiert oder subtrahiert werden. Um eine obere Dreiecksmatrix zu erhalten,
ist es am besten sich von oben nach unten vorzuarbeiten. Man wéhlt eine geeignete Zeile
aus und addiert ein passendes Vielfaches dieser Zeile zu oder subtrahiert ein passendes
Vielfaches dieser Zeile von den darunterliegenden Zeilen und erzeugt so an den Stellen

unterhalb der Hauptdiagonalen Nullen. Nun kénnen die Eigenwerte abgelesen werden.

In manchen Fillen liegt die Hesse-Matrix in der Form einer Diagonalmatrix vor. Eine
Diagonalmatrix ist eine Matrix, die, abgesehen von ihrer Diagonale, aus lauter Nullen
besteht. Hier konnen die Eigenwerte auch direkt abgelesen werden, denn die Eintrége auf

der Diagonalen entsprechen den Eigenwerten der Matrix.

Die nachstehende Tabelle zeigt den Zusammenhang zwischen den Vorzeichen der

Eigenwerte einer Matrix und ihrer Definitheit:

Tabelle 2-Zusammenhang Vorzeichen der Eigenwerte und Definitheit der Matrix

Vorzeichen der Eigenwerte Definitheit der Matrix

1 alle Eigenwerte sind positiv, d.h. | positiv definit

>0

2 alle Eigenwerte sind negativ, d.h. | negativ definit

<0

3 die Eigenwerte sind sowohl indefinit

negativ, als auch positiv

4 alle Eigenwerte sind nicht negativ, | positiv semidefinit

dh.>0
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5 alle Eigenwerte sind nicht negativ, | negativ semidefinit

dh.<0

6 Alle Eigenwerte weder positiv positiv und negativ semidefinit

noch negativ, d.h. =0

4.2.4. Zusammenhang Definitheit der Hesse Matrix in einem
Kkritischen Punkt und das Extremwertverhalten des kritischen
Punktes

Die untere Tabelle zeigt die verschiedenen Arten von Definitheit der Matrix an einem
kritischen Punkt und ihre Entsprechungen beziiglich des Extremwertverhaltens des

kritischen Punkts:

Tabelle 3-Zusammenhang Definitheit der Matrix und Extremwertverhalten in einem kritischen Punkt

Definitheit der Matrix Hy(p) im Extremwertverhalten des kritischen
kritischen Punkt p Punkts p
1 positiv definit lokales Minimum
2 negativ definit lokales Maximum
3 indefinit Sattelpunkt
4 positiv semidefinit lokales Minimum oder Sattelpunkt
5 negativ semidefinit lokales Maximum oder Sattelpunkt
6 positiv und negativ semidefinit -

Im sechsten Fall liegt eine sogenannte Nullmatrix vor, das heif3t die Funktion in mehreren
Variablen ist linear affin. Geometrisch gesehen stellen diese Funktionen zum Beispiel im
Zweidimensionalen eine Ebene oder im Dreidimensionalen eine Hyperebene dar. Die
Félle vier und fiinf bediirfen einer genaueren Betrachtung, um eindeutig das

Extremverhalten des kritischen Punktes zu ermitteln.

Bei einer Funktion mit zwei Variablen kann man sich leicht Abhilfe schaffen, indem man
die Funktion plottet und die Umgebung an diesem kritischen Punkt betrachtet. Hier kann
man schon mit etwas Geschick erkennen, ob ein lokales Maximum/Minimum oder ein

Sattelpunkt vorliegt.

33



Betrachtet man die kritischen Stellen von einer Funktion mit drei oder mehr Variablen,
gestaltet sich die graphische Darstellung als schwierig, um die Art des Extrempunktes zu

bestimmen. Hier muss man mit der allgemeinen Definition von Extremwerten arbeiten.
Eine Definition von lokalen Extrempunkten findet man bei Walter:

Die Funktion f: D € R™ — R hat an der Stelle & € D ein lokales Extremum, und
zwar ein lokales Maximum bzw. Minimum, wenn eine Umgebung U von ¢ mit
f(& = fUND)bzw. f(§) < f(UND) existiert.

(Walter 2002: 124)

Um rechnerisch zu zeigen, dass solch eine Ungleichung in den zwei semidefiniten Féllen
gilt, kann eine Vorzeichenbetrachtung der einzelne Terme der Funktion in Erwédgung

gezogen werden.

4.2.5. Globale Extrema

Bisher sind zwei Methoden zur Ermittlung von lokalen Extremstellen besprochen
worden, jedoch weill man hier noch nicht, ob diese gefundenen Extremstellen auch im

globalen Sinn Extrema sind.

Um die globalen Extrema einer Funktion zu finden, betrachtet man nun die Hesse-Matrix
vor dem Einsetzen der kritischen Punkte. Beinhaltet die Hesse-Matrix ausschlieBlich
Eintrdge mit Konstanten, so liegt ein globales Maximum vor, wenn nun die Hesse-Matrix

negativ definit ist bzw. ein globales Minimum, wenn sie positiv definit ist.

Hingt die Hesse-Matrix von Variablen ab, miissen die Randpunkte der Funktion
betrachtet werden. Die Funktionswerte der Randpunkte und der lokalen Extrema miissen
dann untereinander verglichen werden. Ahnlich wie bei Funktionen in einer Variablen,
stellt dann der Punkt mit dem hochsten Funktionswert das globale Maximum dar und der

Punkt mit dem niedrigsten Funktionswert das globale Minimum.

4.3. Extremwertbestimmung bei Funktionen mit mehreren Variablen mit
einer Nebenbedingung

Eine Methode, die bereits in der Schule im Zuge der Differentialrechnung bei den

sogenannten Extremwertaufgaben angewendet wird, um bei Funktionen in zwei

Variablen mit einer Nebenbedingung Extremwerte zu berechnen, ist die

Substitutionsmethode. Hier kann man die Nebenbedingung nach einer Variablen auflosen

und in die Zielfunktion einsetzen, sodass das Extremwertproblem nun auf eine Funktion
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in einer Variablen ohne Nebenbedingung zuriickgefiihrt wird. Die Substitutionsmethode
funktioniert jedoch nicht in allen Fillen, da sich die gegebenen Nebenbedingungen nicht

immer auf eine Variable umformen lassen.

Zur Extremwertbestimmung bei Funktionen in mehreren Variablen unter einer

Nebenbedingung eignet sich die Methode der Lagrange-Multiplikatoren.

Allgemein lésst sich eine Problemstellung in der Art so beschreiben: Die Extrema einer
Funktion f (x4, ..., x;;) sind gesucht unter den Nebenbedingungen

g1(X1, 0, Xn) = €4
: , wobel k < n.

i (X1, 0oy Xg) = Ck

Die Lagrange-Funktion sieht dann folgendermaflen aus:

k
L(Xps ooy Xon; Apy oo i) = F(Xpy s %) + Zai (i = 911, e X))

=1
Die Variable A nennt man den Lagrange-Multiplikator, welcher als Hilfsvariable fungiert.

Um die lokalen Extrema einer Funktion herauszufinden, befolgt man die Vorgehensweise
wie sie in Leydolds Skript beschrieben ist:
1. Stelle die Lagrange-Funktion L aufT...].
2. Berechne die ersten partiellen Ableitungen von L.
3. Setze alle ersten partiellen Ableitungen gleich Null und l6se das so entstandene
Gleichungssystem mit n + k Unbekannten inn + k Gleichungen.
4. Die ersten n Komponenten (xq,...,x,) sind die Koordinaten der
gesuchten kritischen Punkte.
(Leydold 2017: 2)
Damit tatsdchlich alle kritischen Stellen gefunden werden, muss noch zusétzlich
iiberpriift werden, ob durch das Einsetzen von Punkten die Gradienten der

Nebenbedingungen linear abhéngig werden. Diese Punkte stellen dann ebenfalls weitere

kritische Punkte dar, die auch untersucht werden miissen.

Fiir die Entscheidung ob eines der gefundenen kritischen Punkte ein globales Extremum
darstellt, muss man die Rander betrachten und deren Werte mit den der kritischen Punkte
vergleichen. Die Randbetrachtung stellt die beste Methode dar, um die globalen Extrema

zu finden.

35



Manchmal kann es auch schon geniigen zu zeigen, dass die Lagrange Funktion L konkav
bzw. konvex ist:
Sei (x*,A*) ein kritischer Punkt der Lagrange-Funktion L des
Optimierungsproblems min/ max f(x) gegeben g(x) = ¢
Falls L(x,A") konkav (konvex) in x ist, dann ist x* ein globales Maximum
(globales Minimum) von f(x) gegeben g(x) = c .
(Leydold 2017: 3)

Konkave bzw. konvexe Lagrange Funktion begegnet man aber eher selten. Daher sollte
man diesen Uberpriifungsweg nur in Erwigung ziehen, wenn ein starker Verdacht auf
Konkavitdt bzw. Konvexitit der Lagrange Funktion herrscht. Um festzustellen ob
L(x, A") konkav (konvex) in x ist, bildet man die Hesse-Matrix dieser Lagrange-Funktion
und betrachtet die Hauptminoren. Sind alle Hauptminoren > 0 (< 0), ist L(x, A*) konkav

(konvex), dann liegt ein globales Minimum (Maximum) vor.

Im zweidimensionalen Fall konnte man noch die Moglichkeit in Betracht ziehen, die
Funktion mittels eines CAS Programms zu plotten. Durch die graphische Darstellung
konnte man bei gewissen Funktionen schnell erkennen, ob das lokale Extremum auch im

globalen Sinne ein Extremum darstellt.

4.4. Optimierung bei Funktionen in mehreren Variablen mit
Nebenbedingung
In der Praxis sind oft ausschlieBlich die Maxima oder die Minima einer Funktion mit einer
Nebenbedingung gesucht, d.h. man sucht ein gewisses Optimum. Fiir derartige

Problemstellungen kann man ebenfalls die Lagrange-Funktion benutzen.

Eine typische Optimierungsaufgabe besitzt folgende Form: Die Funktion f (x4, ..., xy)
soll maximiert werden unter der Nebenbedingung g (x4, ..., x,) < b , wobei b ein reeller
Parameter ist. Um das globale Maximum zu bestimmen, ermittelt man zunichst die
kritischen Punkte der Funktion f und beachtet dabei zunéchst die Nebenbedingung nicht.
Hat man die kritischen Stellen der Funktion f gefunden, tlberpriift man welche der
ermittelten kritischen Stellen die Bedingung g(x, ..., x,) < b erfiillen. Jetzt muss man
den Rand der Nebenbedingung betrachten. Man ermittelt nun weitere kritischen Punkte
fir die g(x4, ..., x,) = b gilt. Zusétzlich muss auch noch der Rand des Rands untersucht
werden. Hierfiir berechnet man die kritischen Stellen der Funktion f (x4, ..., x,,) unter der
Nebenbedingung g(x4,...,x,) = b . An dieser Stelle wird die Lagrange Funktion
L(xy, o, X A) = f(xq, e, ) — A% (g(xyq, ..., x,) —b) benotigt. Das durch die
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Lagrange Funktion entstandene Gleichungssystem wird nun geldst und man erhélt
weitere kritische Punkte. Man muss nun die Funktionswerte der gesamten berechneten
kritischen Punkte untereinander vergleichen und der kritische Punkt mit dem grofBten

Funktionswert stellt dann das gesuchte Maximum dar.

Analog 16st man eine Minimierungsaufgabe, bei der die Funktion f (x4, ..., x,) unter der
Nebenbedingung g (x4, ..., X,,) = b gegeben ist. Hier muss man nur, statt die kritischen

Punkte fur die g(xy,...,x,) < b gilt zu ermitteln, diejenigen Punkte finden fiir die

g(xq, ..., x,) > b giiltig ist.

5. Mehrdimensionale Extremwertberechnung bei
wirtschaftlichen Anwendungen

Mehrdimensionale Extremwertberechnung wird in vielen Bereichen der Praxis bendtigt.
Diese findet Anwendungen in den Naturwissenschaften, aber auch im wirtschaftlichen
Bereich. In diesem Kapitel werden ausschlieBlich Problemstellungen aus der Okonomie
behandelt, die bereits mit der vorgestellten fachmathematischen Theorie gelost werden.
Adaptiert und entsprechend didaktisch und fachlich aufbereitet, konnen diese

Praxisaufgaben auch in der Schule verwendet werden.

Es finden sich viele mathematische Modellierungen von realen Sachverhalten in der
Wirtschaft, insbesondere in der Mikrookonomie, Makrookonomie, Betriebswirtschaft
und Volkswirtschaft. Diese Modelle enthalten oft Funktionen in mehreren Variablen,
iiber die Informationen beziiglich ihren partiellen Ableitungen, Minima oder Maxima in

der Praxis essentiell sind.

5.1.1. Bedeutung der ersten partiellen Ableitungen in der Wirtschaft

Im wirtschaftlichen Kontext schreibt man den ersten partiellen Ableitungen eine
besondere Bedeutung abhingig von der zugrundeliegenden Funktion zu. Eine kurze
Ubersicht iiber die gebriuchlichsten Begriffe der ersten partiellen Ableitungen einiger
wichtiger Funktionen im Okonomischen Bereich wird im Werk Mathematik fiir

Wirtschaftswissenschaftler geboten:

f : Produktionsfunktion Py partielle Grenzproduktivitdten
k

f : Gewinnfunktion aan : partielle Grenzgewinne
k

f : Kostenfunktion aBTf : partielle Grenzkosten
k
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f : Ertragsfunktion aan : partielle Grenzertrage
k
Nollau (1995: 168)

Nahere Erlduterungen fiir die erste angeflihrte Bedeutung der ersten partiellen
Ableitungen bei Nollau, die partielle Grenzproduktivitit, entdeckt man bei Wendler und
Tippe. Diese beschreiben die Grenzproduktivitit in Worten folgendermallen: ,,Die
Grenzproduktivitdt gibt an, um wie viel sich die Ausbringungsmenge eines
Unternehmens dndert, wenn ein Produktionsfaktor 7; um einen (infinitesimal) kleinen
Betrag gedndert wird. Dabei werden alle anderen Faktoren konstant gehalten* (Wendler
& Tippe 2013: 120). Das Verhéltnis zwischen den Produktionsfaktoren und der
Ausbringungsmenge oder auch Outputmenge genannt, wird durch die
Produktionsfunktion beschrieben (Wendler & Tippe 2013: 120). ,,Sie gibt die hochste
Produktionsmenge an, die ein Unternechmen mit Hilfe der jeweils gerade betrachteten

Kombination der Produktionsfaktoren produzieren kann* (Wendler & Tippe 2013: 120).

Die weiteren Begriffe wie Grenzgewinn, Grenzkosten und Grenzertrage konnen &hnlich
in Worte beschrieben werden. Die Grenzertrage geben an, um wie viel sich der Umsatz
der Firma &ndert, wenn die Absatzmenge eines Produktes im Verkauf um einen
infinitesimal kleinen Betrag variiert. Betrachtet man die ersten partiellen Ableitungen
einer Kostenfunktion, die Grenzkosten, geben diese die Anderung der Kosten fiir eine
Firma an, wenn eines der Produktionsgiiter bzw. Produktionsfaktoren um einen
infinitesimal kleinen Betrag gedndert wird. Um den Begriff des Grenzgewinns nédher zu
beschreiben, ist zunédchst die Gewinnfunktion an sich zu erkldren. Im Allgemeinen erhilt
man die Gewinnfunktion eines Unternehmens, wenn man die Erlosfunktion von der
Kostenfunktion subtrahiert. Die Grenzgewinne geben an, um wie viel der Gewinn der
Firma variiert, wenn die Menge eines Produktes im Verkauf bzw. in der Produktion sich

um einen infinitesimal geringen Wert éndert.

Zweil konkrete Beispiele fiir eine solche Produktionsfunktion, von der die
Grenzproduktivititen gesucht sind, werden bei Wendler und Tippe angefiihrt: ,,Gegeben
seien die folgenden Produktionsfunktionen, die von mehreren Inputfaktoren 7; abhéngen.
Bestimmen Sie die partiellen Grenzproduktivititen. a) f(ry,73) = 21,2 + 31,2 — 1011,

b) f(ry, 1) = 31,21, + +1y1, — 1072132 (Wendler & Tippe 2013: 120).
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5.1.2. Optimale Produktionsmengen

Die Optimierung stellt ein sehr weites und vielschichtiges Gebiet in den
Wirtschaftswissenschaften dar. Bei Optimierungsaufgaben sind hédufig die optimalen
Mengen von bestimmten Giitern bzw. Produktionsfaktoren gefragt, bei denen der

Gewinn, die Kosten oder der Nutzen maximal wird.

5.1.2.1. Ohne Nebenbedingung

Eine Aufgabe bei der die optimale Menge von Produkten fiir einen maximalen Gewinn
gesucht ist, findet man bei Wendler und Tippe:
Ein Unternehmen produziert zwei Produkte x; und x, . Die Gewinnfunktion sei

in Abhingigkeit der Verkaufszahlen wie folgt gegeben: G(xq,x;) = —3x,2 +
6x,x; — 4x,% + 512x, — 1500

Ermitteln Sie die gewinnoptimale Kombination der beiden Produkte und priifen
Sie, ob Sie tatsdchlich ein Maximum der Gewinnfunktion finden konnten. Wie
hoch ist der Gewinn?
(Wendler & Tippe 2013: 121)

Bei diesem Beispiel konnen zunichst die kritischen Stellen mit Hilfe der ersten partiellen

Ableitungen der Gewinnfunktion ermittelt werden. Es ergibt sich x; = 256 = x,. Die

gefundene kritische Stelle ist nun (256,256,64036).

Um sicher zu stellen, dass diese kritische Stelle tatsdchlich das globale Maximum der
Gewinnfunktion darstellt, muss nun der Rand der Gewinnfunktion betrachtet werden.
Dazu iiberlegt man sich zunédchst den moglichen Definitionsbereich. Da die Menge der
Verkaufszahlen der zwei Produkte x; und x, nicht negativ sein kann, miissen x; und x,

aus R* sein.

Man betrachtet nun die unteren Réander G(0,x,) bzw. G(x4,0) und bestimmt deren
Maximum. Im ersten Fall erhdlt man das Maximum (0,64,14884) und im zweiten Fall
das Maximum (0,0,—1500). Das bedeutet, dass das globale Maximum der

Gewinnfunktion nicht auf diesen unteren Réndern sein kann.

Fiir die oberen Rénder betrachtet man den zweidimensionalen Grenzwert lim G (x). Um
X—00

diesen Grenzwert zu bestimmen, bietet sich hier an Folgen zu betrachten. Dazu wird die
Gewinnfunktion G(x) = —3x;% + 6x;x, — 4x,% + 512x, — 1500 geschickt durch
quadratisch ergéinzen umgeformt. Durch zweimaliges quadratisches Ergidnzen ergibt sich

die Gewinnfunktion G(x) = —3(x; — x,)? — (x, — 256)? + 64036. Bei der
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Grenzwertberechnung vom lim G (x) entstehen nun zwei Fille zum Untersuchen. Im
X—00

ersten Fall ist x; beschrinkt und x, geht gegen unendlich. Nun ist —3(x; — x,)? <0
und —(x, — 256)? geht gegen —o, also geht der Grenzwert insgesamt gegen —oo. Im
zweiten Fall geht x; gegen unendlich und x, ist beschrinkt. Hier geht —3(x; — x;)?
gegen —oo und —(x, — 256)? ist beschrinkt, d.h. der Grenzwert geht hier auch gegen

—00,

Vergleicht man die Funktionswerte bzw. die Grenzwerte der Rédnder mit dem kritischen
Punkt, stellt man fest, dass der kritische Punkt den grof3ten Wert besitzt. Also muss das
gesuchte globale Maximum der kritische Punkt (256|256|64036) sein.

Bei Wendler und Tippe sto3t man auf eine weitere Aufgabe bei der ebenfalls eine
Gewinnfunktion durch optimale Produktionsmengen maximiert werden soll:
In einem weiteren Unternechmen werden zwei unterschiedliche Fliissigkeiten

hergestellt. =~ Die  Preis-Absatz-Funktionen  sind  p;(x;) = 60 — 3x;
p2(xz) = 45 — 5x;,

Die Mengen x; und x, werden in Hektoliter angegeben. Zudem ist die
Kostenfunktion gegeben durch K(x;, x,) = 3x;2 + 4x,x, + 2x,°

Ermitteln Sie die optimale Kombination der beiden Produkte und priifen Sie, ob

Sie tatsdchlich ein Maximum der Gewinnfunktion finden konnten.

(Wendler & Tippe 2013: 121)
Hier muss die Gewinnfunktion zuerst ermittelt werden. Diese erhédlt man, wenn man von
der Erlosfunktion die Kostenfunktion subtrahiert. Die Erlosfunktion setzt sich zusammen
aus der Summe der zwei Preis-Absatz Funktionen, welche jeweils mit ithren Mengen
multlpthert Werden, d.h. E(xl, xZ) = (60 - 3x1) * Xq + (4‘5 - SXZ) * Xo . Die
Gewinnfunktion ist dann G(xy,x,) = (60 — 3x;) * x; + (45 — 5x,) * x, — 3x,% —

4x,x, — 2x,% . Setzt man die ersten partiellen Ableitungen gleich Null und 16st dieses

. " . 5 . 5 .
Gleichungssystem erhdlt man fiir x; = % und fiir x, = ;—8. Also ist der gefundene

.. 165 | 75 | 13275
kritische Punkt (—|—|
38 '38' 76

). Jetzt muss noch der Rand der Funktion G betrachtet

werden. Die Gewinnfunktion wird durch quadratisches Ergdnzen geschickt umgeformt,

um den Grenzwert lim G (x) zu berechnen. Die Gewinnfunktion kann durch dreimaliges
X—00

2 2
quadratisches Erginzen auf die Funktion G(x) = —7 (x1 - ?) —-11 (xz - g) +

53775

(x; — 2x,)% + o5 - Man erhilt bei der Grenzwertermittlung zwei Félle. Im ersten Fall

40



2
geht x; — oo und x, ist beschrankt. Hier geht —7 (x1 - ?) gegen —oo , —11 (x2 -
2
%) ist beschrinkt und (x; — 2x,)? ist = 0, insgesamt erhilt man als Grenzwert —oo.

: . 30\2 45\2
Untersucht man nun den zweiten Fall ist —7 (x1 - 7) beschrankt, —11 (xz - Z) geht

gegen —oo und (x; — 2x,)? ist = 0. Beim zweiten Fall erhilt man wieder —co als

. . . 5,75 5
Grenzwert. Daher ist das gesuchte globale Maximum im Punkt (% | % | 137267 ).

Ein weiteres Szenario fiir ein Maximierungsproblem einer Gewinnfunktion wird im Buch
Mathematics for Economists von Simon und Blume beschrieben. Hier besitzt ein
Unternechmen, welches eine Monopolstellung einnimmt, zwei verschiedene
Absatzmirkte fiir ein Produkt (Simon & Blume 1994: 405) Die Zahlungsbereitschaft der
Kunden ist bei den zwei Mérkten unterschiedlich (Simon & Blume 1994: 406). Das
Unternehmen steht nun vor der Frage, wie viel sie fiir jeden Markt jeweils produzieren

sollen, um einen maximalen Gewinn zu erzielen (Simon & Blume 1994: 406).

Zwei konkrete Beispiele eines solchen Maximierungsproblems werden bei Simon und
Blume auch angefiihrt. Im ersten Beispiel gibt es zwei verschiedene Zielgruppen eines

Produktes:

A monopolist producing a single output has two types of customers. If it produces
Q4 units for customers of type 1, then these customers are willing to pay a price
of 50 — 5Q; dollars per unit. If it produces @, units for customers of type 2, then
these customers are willing to pay a price of 100 — 10Q, dollars per unit. The
monopolist’s cost of manufacturing Q units of output is 90 + 20Q dollars. In
order to maximize profits, how much should the monopolist produce for each
market?
(Simon & Blume 1994: 406)

Um diese Aufgabe zu 16sen, muss die zu maximierende Gewinnfunktion zuerst ermittelt

werden. Die Gewinnfunktion setzt sich aus den Erlosen minus den Kosten zusammen:
G(Q1,Q2) = Q4 (50 — 5Q;) + Q(100 — 10Q5) — (90 + 20 * (Q; + Q3)) -

Lost man das durch die partiellen Ableitungen entstandene Gleichungssystem, bekommt
man fiir die Variablen die Werte Q; = 15 und Q, = 40 heraus. Der kritische Punkt ist
also (15]40]1735).

Nun muss der Rand betrachtet werden, indem man den lim G (Q). Durch quadratisches
X—00

Ergiinzen erhilt man die Funktion G(Q) = —5(Q; — 3)? — 10(Q, — 4)? + 205. Bei der
zweidimensionalen Grenzwertberechnung unterscheidet man wieder zwischen zwei

Féllen. Im ersten Fall geht Q; gegen unendlich und @, ist beschrinkt und im zweiten Fall
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ist Q; beschriinkt und Q, geht gegen unendlich. Beim ersten Fall geht —5(Q; — 3)? gegen
—oo und —10(Q, — 4)? ist beschrinkt, d.h. der Grenzwert geht insgesamt gegen —oo. Im
zweiten Fall ist —5(Q; — 3)? beschrinkt und —10(Q, — 4)? nihert sich —oo, also geht
der Grenzwert insgesamt auch im zweiten Fall gegen —oo. Vergleicht man nun den
Funktionswert des ermittelten kritischen Punkts mit den zwei Grenzwerten, stellt man

fest, dass das gesuchte Maximum der kritische Punkt (15|40|1735) ist.

Bei der zweiten Aufgabe, die ein dhnliches Maximierungsproblem beschreibt, gibt es
zwei verschiedene Kundentypen, die dieselbe Dienstleistung in Anspruch nehmen:

Dingbat Airlines has regular flights between Ypsilanti and Kalamazoo. It can treat
business and pleasure travelers as separate markets by demanding advance
purchase and Saturday night-stay over for pleasure travelers. Suppose that it notes
a demand function of Q = 16 — p for business travelers and a demand function
Q = 10 — p for pleasure travelers and that it has a cost function for all travelers
of C(Q) = 10 + Q2. How much should it charge in each market to maximize its
profit?
(Simon & Blume 1994: 410)
Gesucht sind nun die optimalen Preise fiir den Flug der zwei Kundengruppen, die
Geschiéftsreisenden und die Reisenden, die zum Vergniigen das Transportmittel nutzen.
Fiir die erste Kundengruppe sei p; der Preis flir den Flug und fiir die zweite Gruppe py .
Die Gewinnfunktion setzt sich zusammen aus der Erlosfunktion minus der
Kostenfunktion. Die Nachfragefunktionen beschreiben jeweils fiir eine Zielgruppe, wie
viele Personen bereit sind bei einem gewissen Preis p mit der Airline zu fliegen. Fiir die
Geschiftsreisenden erhilt man dann bei einem Preis von pg als Erlos p; (16 — pg) und
bei den zum Vergniigen Reisenden bei einem Preis von py, als Erlos p, (10 — py). Die
Erlose werden nun addiert und man erhélt die Erlosfunktion E (pg, py) = pe(16 — pg) +
py(10 — py) . Die gegebene Kostenfunktion C beschreibt den Zusammenhang zwischen
den Kosten fiir die Airline und Q, der Anzahl der Passagiere. Die Anzahl der Passagiere

wird durch die Nachfragefunktionen der zwei Zielgruppen beschrieben und betrigt

insgesamt (16 — p, + 10 — py). Es ergibt sich die Kostenfunktion K (pg,py) = 10 +

(26—pg —pv)z. Die zu maximierende Gewinnfunktion ist dann G(pg,py) =

pc(16 — pg) + py (10 — py) — 10 — (26 — p; — py)?* .

Ein Beispiel fiir eine Ertragsfunktion eines Unternehmens, die maximiert werden soll,

wird bei Nollau im Werk Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler angefiihrt:
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Der funktionale Zusammenhang zwischen den Absatzquantititen y, , y, zweier
Produkte P; und P, und ihren Preisen x; , x, (> 0) sei durch Absatzfunktionen

fiiyr = filxy, x2) = 100 — 4x; — 2%, fo:y, = f2(x1,%2) = 180 — 3x; — 9x,
mit den (6konomischen) Definitionsbereichen Dy, = {(xy,x;):y; > 0} bzw.

Dy, = {(x1,x3):y, > 0} gegeben.

(Nollau 1995: 174)
Gesucht ist das globale Maximum der Ertragsfunktion, welche sich aus den zwei
Absatzfunktionen und den zwei Absatzquantititen folgendermallen zusammensetzt:
E(xq,x5) = x1y1 + x5y, (Nollau 1995: 174). Mithilfe der ersten partiellen Ableitungen
und der Betrachtungen der Rédnder lésst sich das globale Maximum der Ertragsfunktion

bestimmen.

5.1.2.2. Mit Nebenbedingung

Oft ist neben der zu maximierenden oder minimierenden Funktion auch eine
Nebenbedingung gegeben, welche die moglichen Losungen der Extremwertaufgabe

einschrénkt. Hier ben6tigt man zur Ermittlung des Extremwertes die Lagrange-Funktion.

Nollau beschreibt eine Aufgabenstellung allgemein flir eine zu minimierende

Kostenfunktion mit einer Produktionsfunktion als Nebenbedingung:

Minimalkostenkombination

Ein Unternehmen produziere einen Output z gemél einer Produktionsfunktion
g:z = g(xq, ...,x,) von n Inputfaktoren xi,..,x, . Die Aufgabe, fiir die
Faktorpreise ps, ..., p, bei vorgegebenem Output Z(= const) die gegebenen
Gesamtkosten des Inputs zu minimieren, fiihrt zu folgender Extremwertaufgabe
mit Nebenbedingung (NB): y = f(xq, ..., Xp) == X101 + = + Xupp =

min  g(xq,...,x,) = Z (NB).

(Nollau 1995: 183)

Zur Ermittlung des Minimums muss zunéchst die Lagrange Funktion L(xq, ..., %X, 4) =
moxip + A (Z—glxy, ..., x,)) gebildet werden (Nollau 1995: 183). Die ersten

partiellen Ableitungen fiihren auf die Gleichungen

oL _ a_g_

a_xl - pl A’axl - O

oL 209 _

9, =P A5 -=0

2 =7 —g(xy, ., 2%y) = 0 (Nollau 1995: 184).

Bei ndherer Betrachtung der Gleichungen, erkennt man, dass fiir zwei beliebige

Inputfaktoren x; und x; , wobei i # k und k = 1, ...,n der folgende Zusammenhang
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exisitert: % = ?,:3; (Nollau 1995: 184). Hier taucht der Begriff der Grenzproduktivitéten
k

Bxk
bei der rechten Seite der Gleichung auf. Fiir das Minimum der Extremwertaufgabe gilt
dann, dass die Kosten fiir das Unternechmen minimiert werden, wenn ,,das Verhiltnis je
zweier partieller Grenzproduktivititen gleich dem Verhéltnis der entsprechenden

Inputfaktorenpreise ist™ (Nollau 1995: 184).

Eine Interpretation dieses Lagrange Parameters findet man bei Unterlagen zur Vorlesung
,Mathematische Methoden der VWL von Till Stowasser: ,,Der Lagrange-Parameter gibt
an, um welchen Betrag sich der Wert der Zielfunktion im Optimum é&ndert, wenn die
Nebenbedingung um eine marginale Einheit gelockert wird“ (Stowasser 2014). Stowasser
nennt auch illustrative Beispiele fiir die Interpretation des Lagrange Parameters in der

Praxis:

Landwirt maximiert seinen Gewinn unter einer Bodenbeschrinkung. A gibt an,
um wieviel der Gewinn des Landwirtes steigen wiirde, wenn er eine zusétzliche
Einheit Boden zur Verfligung hitte.

Konsument maximiert seinen Nutzen unter einer Budgetbeschriankung. A gibt an,
um wieviel der Nutzen des Konsumenten steigt, wenn er eine zusétzliche
Geldeinheit Budget zur Verfiigung hat.

Unternehmen minimiert seine Kosten unter der Nebenbedingung, dass es eine
bestimmte Menge Output produzieren muss. A gibt an, um wieviel die Kosten
sinken, wenn eine Outputeinheit weniger produziert werden muss.
(Stowasser 2014)
Ein Anwendungsbeispiel, bei dem die erste der Interpretationen des Lagrange Parameters
zu tragen kommt, findet man bei Stowasser:
Das Bodenallokationsproblem des Bauern
Modell-Setup
Ein Landwirt hat 12 Hektar Land, auf dem er Getreide oder Gemiise anbauen

kann. Sei

x, Hektar Land fiir Getreideproduktion

x, Hektar Land fiir Gemiiseproduktion

G1(x1) Gewinn aus Getreideproduktion, G;(x;) = 8x;
G,(x;) Gewinn aus Gemiiseproduktion, G,(x;) = 32+/x,

Optimierungsproblem
Sein Gewinnmaximierungsproblem lautet folglich:
maxy, , 8x; + 32+/x, unter der Nebenbedingung x; +x, < 12 .
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Da der Grenzgewinn aus dem Gemiise- und dem Getreideanbau immer positiv ist,
kann es nicht optimal sein, Land brach liegen zu lassen. Also muss im Optimum
die Nebenbedingung mit Gleichheit erfiillt sein.

(Stowasser 2014)

Nachdem man hier das Lagrange-Verfahren mit der Nebenbedingung x; + x, =
12 angwendet hat, erhilt man hier als kritischen Punkt (8|4|128). Berechnet man die
Funktionswerte der Rénder, stellt man fest, dass diese kleiner sind als die Funktionswerte
des kritischen Punktes (8|4|128). Also ist (8]|4|128) das gesuchte globale Maximum.
Die zweite Interpretation des Lagrange Parameters trifft bei einem Beispiel aus dem Werk
Mathematik fiir Volks- und Betriebswirte zu:

Einem Haushalt steht eine bestimmte Geldmenge C fiir Konsumzwecke zur
Verfiigung, die er auf drei verschiedene Konsumgiiter x,y, und z verteilen kann.
Die zugehorigen Preise py,py, und p, seien unabhéngig von der Hohe der

Nachfrage nach den Giitern. Weiterhin kann man jedem Gut einen bestimmten
Nutzen U zuordnen, der abhiingig von der jeweiligen Menge ist:

Ug=2Vx U, =16y U, =24z

AuBerdem sei C = 537 p, = 1,p, = 6undp, =3

Geben Sie die Mengenkombination an, fiir die der Gesamtnutzen des Haushaltes
maximiert wird (Lagrangemethode!). Der Einfachheit halber unterstellen wir eine

Gesamtnutzenfunktion, die sich additiv aus den Einzelnutzen zusammensetzt.
(Kallischnigg et al. 2003: 119)

Im ersten Schritt muss man hier die Zielfunktion und die Nebenbedingung aufgestellt
gefunden werden. Die Zielfunktion ist hier U(x,y, z) = 2v/x + 16\/5 + 24+/z und die
Nebenbedingung x + 6y + 3z = 537 . Nun kann das Lagrange-Verfahren angewendet
werden. Die gefundene kritische Stelle ist nun zu tiberpriifen, ob diese auch tatsédchlich
das globale Maximum darstellt. Hierzu betrachtet man wieder den Rand der Funktion und

vergleicht die Funktionswerte am Rand mit dem der gefundenen kritischen Stelle.

5.1.3. Standortbestimmung

Die geographische Lage eines Firmengebéudes spielt oft eine gro3e Rolle hinsichtlich der
Logistik fiir ein Unternehmen. Eine Produktionsfirma wird versuchen einen Standort fiir
ihre Gebédude zu finden, sodass kurze Transportwege zwischen den Gebduden und damit

auch geringe Transportkosten anfallen.

Im Werk Wirtschaftsmathematik fiir Studium und Praxis 3 von Rodder und Zoérnig wird

eine Minimierungsaufgabe fiir eine Standortbestimmung vorgestellt:
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Ein auslidndischer Automobilkonzern hat im Laufe der letzten Jahre 5 Filialen
Fi,..., F5 in den neuen Bundesldndern errichtet. Zur Belieferung der hauseigenen
Reparaturwerkstdtten ist der Bau eines Ersatzteillagers L geplant. Der Standort
des Lagers soll so gewéhlt werden, da[ss] die Kosten der anfallenden Transporte
vom Lager zu den Filialen minimiert werden.

Da zunidchst nur der Makrostandort (z.B. der Kreis oder Bezirk) bestimmt werden
soll, geht man von der stark vereinfachten Annahme aus, da[ss] jeder Punkt des
gesamten Territoriums gleichermalien als Standort geeignet ist (Homogenitit des
Territoriums). Fiir die geographischen Koordinaten x; und y; der Filiale F; sind
dieWerte x; = =2, x,=-3,x3=x,=4,x5=7undy;, =—4,y, =y; =
1,y, =5, ys = =5 ermittelt worden. Die zu erwartenden Transportmengen, die
das Lager L in einer Planungsperiode an F; ausliefern mu([ss], sind a; = a, = 3,
a; =6,a, =5,as = 3.Mitxund y werden die zu bestimmenden Koordinaten
des Lagers L bezeichnet.

[...]

Aufgrund der bisherigen Erfahrungen wird davon ausgegangen, da[ss] die
Kosten des Transports von L zu F; linear mit der Transportmenge a; und

quadratisch mit der Entfernung r; = \/ (x — x;))? + (y — y;)? zwischen L und F;
zunehmen. Letzteres ist u.a. durch Uberstunden der Fahrer bedingt, die bei
weiten Strecken anfallen.

Die gesamten Fahrtkosten sind somit (abgesehen von einem
Proportionalititsfaktor) durch die Funktion

fGy) = a;r® + -+ + asrs?
=a,((x —x)? + (7 =y + -+ as((x = x5)* + (¥ = y5)*)

gegeben.

(Rodder & Zornig 1996: 68-69)
Bei dieser Aufgabe ist ein Minimierungsproblem einer Funktion in zwei Variablen mit
den Konstanten x; ,y; und a; ohne Nebenbedingung gegeben. Mithilfe der ersten
partiellen Ableitungen ldsst sich ein kritischer Punkt dieser Funktion ermitteln. Durch
Uberpriifung der Definitheit der Hesse-Matrix in diesem Punkt stellt sich heraus, dass der
gefundene kritischer Punkt das lokale Minimum darstellt. Durch Uberpriifung der
Funktionswerte am Rand erkennt man, dass das vorhin gefundene lokale Minimum auch
das globale Minimum darstellt. Um die geographischen Koordinaten des optimalen
Standorts zu erhalten, setzt man die in der Aufgabenstellung enthaltenden Werte fiir x;

,y; und a; im globalen Minimum ein.

Zu dieser Aufgabenstellung wird noch von Rodder und Zornig angemerkt, dass bei dieser

Aufgabe in der Praxis die zu minimierende Funktion f(x,y) = a;r; + -+ asrs =

al\/((x —x) 2+ @ -y + -+ asx/((x —x5)?+ (y —ys5)?) vermutlich
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realistischer wiére (1996: 69). Hier wiirden die Transportkosten statt quadratisch linear
mit den Entfernungen r; zunehmen. Diese Funktion lédsst sich jedoch nicht mit den
vorgestellten Methoden dieser Arbeit 16sen. Fiir diese Minimierungsaufgabe bendtige

man ein iteratives Verfahren (Rédder & Zornig 1996: 70).

Ein sehr dhnliches Standortproblem wie bei Rodder und Zornig findet man im Werk
Mathematische Optimierung von Pieper. In diesem Fall soll der optimale Lagerstandort

fiir drei Laden einer Supermarktkette berechnet werden:

Als konkretes Beispiel gehen wir von drei Supermérkten aus, die sich an den
folgenden Standorten befinden |[...] :

P, =(0,0),P, =(4,—2) und P; = (3,4)

Im Optimierungsproblem suchen wir nun nach einem Standort P = (x,y)
zwischen den Supermirkten, sodass der Abstand zu allen drei Punkten P;
moglichst klein wird. Um dieses Problem mathematisch zu modellieren,
berechnen wir zunichst den euklidischen Abstand der drei Supermirkte zum
gesuchten Punkt P = (x,y). Diese erhalten wir nach dem Satz von Pythagoras:

d; = \/(x — )2 + (v — pyY)? wobei wir mit p,* und p,,* die Koordinaten der

Punkte P; bezeichnet haben, an denen die Supermérkte liegen.

Wir wollen alle Abstande gleichzeitig minimieren, daher addieren wir sie. Setzen
wir unsere Punkte ein, erhalten wir das Optimierungsproblem:

Jin fny) =24y G = DT +2)7 + =30 — 42
x,y

(Pieper 2017: 6-7)

Bei diesem Minimierungsproblem spielt im Vergleich zu der Problemstellung bei Rdder
und Zo6rnig lediglich die Entfernung eine Rolle fiir den optimalen Standort. Die partiellen
Ableitungen fiihren jedoch auf nicht-lineare Gleichungen, welche nicht ganz so einfach
gelost werden konnen. Ein iteratives Verfahren konnte hier angewendet werden. Eine
weitere Moglichkeit wiére, ein CAS-Programm zur Hilfe zu nehmen und die nicht-
linearen Gleichungen zu l6sen, um das Minimum zu bestimmen. Das Plotten und
Betrachten der Zielfunktion verschafft dann die Sicherheit, dass das gefundene Minimum

tatsdchlich auch das globale Minimum darstellt.

6. Unterrichtsvorschlag fiir die Extremwertbestimmung bei
Funktionen in mehreren Variablen

6.1. Einleitung

Dieser Unterrichtsvorschlag umfasst eine konkrete Stundenplanung inklusive aller

notigen Materialien fiir den Unterricht der mehrdimensionalen Extremwertberechnung.
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Ein besonderer Fokus liegt auf ausgewihlte wirtschaftliche Anwendungen, die zusétzlich

zu innermathematischen Kontexten betrachtet werden.

Der Unterrichtsvorschlag ist so konzipiert, dass die meiste Zeit fiir Ubungsphasen und
Vertiefungsphasen aufgewendet wird. In diesen Phasen beschéftigen sich die Schiiler
und Schiilerinnen selbststindig mit dem Stoff. Nicht enthalten sind in dieser
Unterrichtsplanung schriftliche Abgaben, die von den Schiilern und Schiilerinnen
Zuhause gemacht werden sollen. Zusitzliches Material fiir Hauslibungen wére noch
optimal zur weiteren Vertiefung und wiirde diesen Unterrichtsvorschlag gut erginzen.
Dieses Material sollte nach den Bediirfnissen und nach dem Zeitkontingent der Schiiler
und Schiilerinnen angepasst sein. Daher enthdlt dieser Unterrichtsvorschlag in dieser

Richtung kein Material.

Das vorhandene Material besteht aus Arbeitsblittern, die als Ausdruck fiir die Schiiler
und Schiilerinnen gedacht sind. Man stiitzt sich bei der Stundenplanung wenig auf
technologische Unterstiitzung. Der Fokus liegt hier vorrangig auf dem Verstehen und
hiandischen Operieren. Man konnte diesen Unterrichtsvorschlag jedoch als Basis
verwenden, um den Schiilern und Schiilerinnen die einzelnen Berechnungen durch CAS

Programme zu lehren.

6.2. Ziele

Der  Unterrichtsvorschlag ~ beschrdnkt sich auf das  Wesentliche der
Extremwertberechnung in mehreren Variablen und stellt einen Praxisbezug durch
ausgewdhlte auBermathematische wirtschaftliche Anwendungen her. Er ist als Einstieg in
die Thematik fiir den schulischen Bereich geeignet. Konkret lernen die Schiiler und
Schiilerinnen die Extremwertberechnung von Funktionen in zwei und in drei Variablen
ohne Nebenbedingung und von Funktionen in zwei Variablen mit einer Nebenbedingung.
In der Unterrichtsplanung arbeitet man hier ausschlieBlich mit Polynomfunktionen und

Potenzfunktionen, da diese fiir Schiiler und Schiilerinnen leicht zu handhaben sind.

6.3. Voraussetzungen

Der folgende Unterrichtsvorschlag kniipft an das bereits im Regelunterricht erlangte
Vorwissen der Schiiler und Schiilerinnen des dritten Jahrgangs der AHS-Oberstufe bzw.

des vierten Jahrgangs der berufsbildenden hoheren Schulen an.
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Zusétzlich zu jenen Fertigkeiten, die in allen Lehrpldnen jener Jahrgdnge der zweiten
Sekundarstufe enthalten sind, wird in diesem Unterrichtsvorschlag noch vorausgesetzt,
dass die Schiiler und Schiilerinnen bereits mit der Grundidee von Funktionen in mehreren
Variablen vertraut sind und partielle Ableitungen deuten und auch berechnen konnen.
Konkret stellen nachfolgende Punkte die Voraussetzung dar, um mit dem

Unterrichtsvorschlag arbeiten zu kdnnen:

Bereich Funktionen in einer Variablen

e Wissen, dass Funktionen in einer Variablen als Zuordnungsvorschrift

verstanden werden konnen

e Wissen, dass Funktionen in einer Variablen Zusammenhénge zwischen zwei

GrofBien darstellen.

e Zwischen abhingigen und unabhéngigen Variablen bei Funktionen in einer
Variablen unterscheiden kdnnen

e Ableitungen berechnen kdonnen mittels elementarer Differentiationsregeln bei
Polynom-Funktionen in einer Variablen

e Ableitungen deuten konnen in innermathematischen, aber auch

auBermathematischen Kontexten bei Funktionen in einer Variablen
e Lokale und globale Extrema ermitteln koénnen bei Funktionen in einer

Variablen
Bereich Gleichungssysteme:

e Losen von linearen und quadratischen Gleichungen in einer Variablen
e Losen von linearen Gleichungssystemen in zwei Variablen
e Losen von linearen Gleichungssystemen mit drei Gleichungen in drei

Variablen
Bereich Funktionen in mehreren Variablen

e Wissen, dass Funktionen in mehreren Variablen als Zuordnungsvorschrift

verstanden werden konnen

e Wissen, dass Funktionen in mehreren Variablen Zusammenhénge zwischen

gewissen Groflen darstellen.
e Zwischen abhingigen und unabhédngigen Variablen bei Funktionen in

mehreren Variablen unterscheiden konnen
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e Funktionen in zwei Variablen in Geogebra plotten kdnnen

e L[osen von Extremwertaufgaben in zwei Variablen durch das
Substitutionsverfahren

e Partielle Ableitungen bei Polynomfunktionen in mehreren Variablen
berechnen konnen

e Partielle Ableitungen bei Funktionen in zwei Variablen geometrisch deuten

konnen
6.4.  Ubersicht der Einheiten

Insgesamt beinhaltet dieser Unterrichtsvorschlag sechs Unterrichtseinheiten. Die ersten
vier Einheiten beschiftigen sich mit der mehrdimensionalen Extremwertberechnung
ausschlieBlich im innermathematischen Sinn. Wirtschaftliche Kontexte bei denen die
mehrdimensionale Extremwertberechnung ihre Anwendung findet, werden in den letzten

zwel Einheiten behandelt.

Es ist noch anzumerken, dass in der Stundenplanung eine Dauer von 45 Minuten fiir eine
Unterrichtseinheit angenommen wird. In der Realitdt variiert die Dauer einer Einheit bei
den Schulen, meistens liegt sie zwischen 45 und 55 Minuten. Da oft auch noch
Organisatorisches wie Uberpriifung der Anwesenheit oder das Einsammeln diverser
schriftlicher Abgaben im Unterricht anfillt, scheinen 45 Minuten reine Lehrzeit fiir die

Ubermittlung des Stoffs als gutes realistisches Mittelmal.

Dariiber hinaus ist noch zu beriicksichtigen, dass in den Stundenplidnen die angegebenen
Zeitangaben fiir die jeweiligen Stundenabschnitte als Richtwerte betrachtet werden
sollen. Die Echtzeit hédngt individuell von der zu unterrichtenden Schiiler- und

Schiilerinnengruppe ab.

6.4.1. Erste Einheit

In der ersten Einheit lernen die Schiiler und Schiilerinnen Extrema und Sattelpunkte im
Mehrdimensionalen kennen und es werden erste Schritte zur Bestimmung von lokalen
Extrema gelernt. Die Einheit ist grob unterteilt in zwei Teile, einen theoretischen Teil und
einen Ubungsteil, bei dem die Theorie vertieft wird. Der theoretische Teil ist kurz und
biindig gehalten, sodass noch etwas mehr als die Hélfte der Einheit der Anwendung der

Theorie gewidmet ist.
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Am Beginn der Einheit werden zunichst die verschiedenen Arten von kritischen Punkten
im Mehrdimensionalen vorgestellt. Hier kann auf das Vorwissen der Schiiler und
Schiilerinnen beziiglich der Extrema bei Funktionen in einer Variablen aufgebaut werden.
Da im Alltag die Umwelt dreidimensional wahrgenommen wird und es mittels CAS-
Programen leicht mdglich dreidimensional darzustellen, macht es hier Sinn die
verschiedenen kritischen Punkte von Funktionen in zwei Variablen geometrisch den
Schiilern und Schiilerinnen vorzustellen. Eine Verkniipfung der mathematischen Begriffe

der Extrema mit Alltagsvorstellungen erleichtert den Lernprozess.

Anschliefend wird die Theorie beziiglich der Bestimmung der kritischen Stellen, der
Hesse-Matrix und der Eigenwerte von Dreiecksmatrizen und Diagonalmatrizen
behandelt. Hier wird darauf geachtet, dass die Theorie sehr allgemein und auch verbal
statt nur formal prasentiert wird, um auch den Schiilern und Schiilerinnen die Mdglichkeit
zu bieten, den Inhalt in Worte zu erfassen. An dieser Stelle wurde die Entscheidung
getroffen, dass die Schiiler und Schiilerinnen die lokalen Extrema und Sattelpunkte,
ausschlieBlich mit Hilfe der Eigenwerte lernen zu ermitteln. Im fachmathematischen Teil
dieser Arbeit wurde auch das Sylvester-Kriterium als Mittel zur Bestimmung der Art der
lokalen Extrema vorgestellt. Weil dieses Kriterium jedoch nicht in allen Féllen eindeutige
Ergebnisse liefert und nicht unbedingt weniger komplex wie die Methode der
Eigenwertbestimmung ist, wird in diesem Unterrichtsvorschlag nur die

Eigenwertbestimmung fiir die Untersuchung der lokalen Extrema présentiert.

Im Ubungsteil der Stunde werden die ersten notwendigen Schritte fiir die Untersuchung
der lokalen Extrema und Sattelpunkte isoliert betrachtet. Dies soll den Schiiler und
Schiilerinnen es erleichtern, die Theorie zu vertiefen, denn der gesamte Prozess zur
lokalen Extremwertbestimmung steht hier noch nicht im Vordergrund. Dieser Prozess
wird in der darauffolgenden Stunde genauer behandelt. Bei den anspruchsvolleren
Aufgaben 1 und 2 des Arbeitsblatts werden die Schiiler und Schiilerinnen zunéchst beim
Unterpunkt a) noch angeleitet von der Lehrkraft, um sie beim ersten Anwenden der
Theorie zu unterstiitzen. Den zweiten Unterpunkt b) der Aufgaben 1 und 2 sowie die
Aufgabe 3 16sen die Schiiler und Schiilerinnen in zweier Teams. Der Grundgedanke wére
hier, dass sich die Schiiler und Schiilerinnen so langsam auf das selbststdndige Losen der
Aufgaben vorbereiten und sich dennoch gegenseitig iiber die Theorie im Diskurs

austauschen konnen.
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6.4.2. Zweite Einheit

Die zweite Einheit schlieft inhaltlich direkt an die erste Einheit an. Nun werden den
Schiilern und Schiilerinnen die restlichen erforderlichen Schritte zur lokalen
Extremwertbestimmung nihergebracht. Ahnlich wie die erste Stunde, ist diese zweite
Einheit auch gepridgt von einer theoretischen Inputphase und einem anschlieBenden
praktischen Ubungsteil. Die theoretische Inputphase fillt im Vergleich zum Ubungsteil

nun sehr kurz aus.

Im theoretischen Teil der Einheit lernen die Schiilerinnen und Schiiler, wie man die
Eigenwerte einer Matrix bestimmt, deren Form keiner Dreiecksmatrix oder
Diagonalmatrix entspricht. Hierzu wird den Schiiler und Schiilerinnen das Gaul3-
Verfahren vorgestellt. Die Schiiler und Schiilerinnen lernen wie man eine gegebene 2 X 2
oder 3 X 3 Matrix in eine obere oder untere Dreiecksmatrix umformt. Das Verfahren des
charakteristischen Polynoms wird in diesem Unterrichtsvorschlag nicht vorgestellt, da
dieses Verfahren besonders bei 3 X 3 Matrizen aufwéndiger ist als das GauB3-Verfahren.
AuBerdem miisste man in diesem Zusammenhang die Determinantenberechnung und das
Losen von Gleichungen dritten Grades den Schiilern und Schiilerinnen lehren. Die
Grundidee des Gau3-Verfahrens sollte fiir die Schiiler und Schiilerinnen leichter sein zu
verstehen, denn bereits beim Eliminationsverfahren eines linearen Gleichungssystems
mit zwei Variablen werden oft auch passende Vielfache einer Gleichung gesucht, um eine

Variable schlussendlich zu eliminieren.

Da nun die moglichen Vorgehensweisen fiir die Eigenwertbestimmung den Schiilern und
Schiilerinnen bekannt sind, wird der Zusammenhang zwischen den Vorzeichen der
Eigenwerte einer Hesse-Matrix in einem kritischen Punkt und dem Extremwertverhalten
des kritischen Punkts vorgestellt. Hier werden nicht alle mdglichen Félle behandelt, der
Fall, dass die Eigenwerte > 0 sind und der Fall, dass die Eigenwerte < 0 sind, werden
hier ausgelassen. Diese zwei Fille sind zwar interessant zu betrachten, jedoch sind diese
fir den Unterrichtsvorschlag, der eine tbersichtliche Einflihrung in die
Extremwertberechnung bei Funktionen in mehreren Variablen darstellt, nicht unbedingt
essentiell. Man konnte miindlich kurz erwdhnen, dass es diese Félle gibt und wie man
hier vorgehen wiirde, um ein eindeutiges Ergebnis beziiglich des lokalen

Extremwertverhaltens eines kritischen Punkts zu erhalten.
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Im Ubungsteil haben die Schiiler und Schiilerinnen die Gelegenheit, die gelernte Theorie
anzuwenden. Es wird zuerst das Umformen einer Matrix zu einer Dreiecksmatrix geiibt
und anschlieBend wird die gesamte Theorie der ersten und zweiten Einheit flir die
Bestimmung der lokalen Extrema bei Funktionen in zwei Variablen bendtigt. Funktionen
in drei Variablen werden hier noch nicht betrachtet, damit die Schiiler und Schiilerinnen
den Prozess des Findens von lokalen Extremwert an sich iiben konnen. Die Schwierigkeit
der einzelnen Schritte wird dann erst in der ndachsten Einheit erh6ht, indem man dann
auch die lokalen Extremwerte und Sattelpunkte von Funktionen in drei Variablen

berechnet.

6.4.3. Dritte Einheit

Die dritte Einheit behandelt die globale Extremwertbestimmung bei Funktion in mehreren
Variablen. Zusétzlich werden die Kenntnisse zur lokalen Extremwertbestimmung bei
Funktionen in drei Variablen vertieft und angewendet. Die Einheit besteht erneut aus

einem kurzen theoretischen Block und einer lingeren Ubungsphase.

Der theoretische Teil stellt den Beginn der Unterrichtsstunde dar. Im ersten Schritt wird
allgemein auf die Randuntersuchung bei Funktionen in mehreren Variablen eingegangen.
Fir die Randuntersuchung werden hier im Unterrichtsvorschlag beschriankte
abgeschlossene Intervalle fiir die unabhédngigen Variablen betrachtet. Mit diesen
Intervallen konnen die Schiiler und Schiilerinnen leichter umgehen wie mit z.B.
beschriankten offenen Intervallen, bei denen das Verstehen von einem zweidimensionalen
Grenzwert notwendig wire. Die globale Extremwertberechnung wird anhand eines
konkreten Beispiels, ndmlich einer Funktion in zwei Variablen mit beschrinktem

offenem Rand, anschaulich Schritt fiir Schritt erklért.

Im praktischen Ubungsteil bekommen die Schiiler und Schiilerinnen zuerst Zeit,
selbststdndig ihr erlangtes Wissen zur lokalen Extremwertbestimmung bei einer Funktion
in drei Variablen anzuwenden. Danach berechnen die Schiiler und Schiilerinnen von der
Lehrkraft angeleitet die globalen Extrema einer gegebenen Funktion in zwei Variablen

mit beschriankten abgeschlossenen Réndern.
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6.4.4. Vierte Einheit

In der vierten Einheit geht es um die globale Extremwertbestimmung bei Funktionen in
zweil Variablen mit Nebenbedingung. In diesem Zusammenhang lernen die Schiiler und

Schiilerinnen das Lagrange-Verfahren kennen.

Zuniichst erfolgt eine kurze allgemeine Ubersicht zum Lagrange-Verfahren und zur
Randuntersuchung. Danach wird die globale Extremwertberechnung bei einer Funktion
in zwei Variablen mit Nebenbedingung anhand eines konkreten Beispiels mit den

Schiilern und Schiilerinnen besprochen.

Anschlieend berechnen die Schiiler und Schiilerinnen selbststédndig mit einem Partner
die globalen Extrema bei zwei gegebenen Funktionen in zwei Variablen. Bei der ersten
Funktion ist es vorgesehen, dass die Schiiler und Schiilerinnen das durch die partiellen
Ableitungen entstehende lineare Gleichungssystem ohne Technologieeinsatz per Hand
16sen. Bei der zweiten Funktion ergibt sich ein nicht lineares Gleichungssystem bei den
partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion. Hier macht es durchaus Sinn, dieses nicht-
lineare Gleichungssystem mit Hilfe von Geogebra zu losen, da die Schiiler und
Schiilerinnen im Regelfall keine Verfahren kennen, um nicht-lineare Gleichungssysteme

16sen zu konnen.

Nach dieser Einheit haben die Schiiler und Schiilerinnen nun allgemein die wichtigsten
fachmathematischen Grundlagen fiir die lokale und globale Extremabestimmung bei
Funktionen in zwei oder drei Variablen erlernt. AuBerdem kdénnen sie auch globale
Extrema bei Funktionen in zwei Variablen mit einer Nebenbedingung ermitteln. Die
nachfolgenden Einheiten bauen nun auf das erworbene fachmathematische Wissen der

ersten vier Einheiten auf.

6.4.5. Fiinfte Einheit und sechste Einheit

Die fiinfte Einheit und sechste Einheit kann als Ganzes betrachtet werden, da hier ein
Stationenbetrieb im Zeitraum von zwei Stunden geplant ist und man die
Unterrichtsaktivititen daher nicht einzelnen Stunden zuordnen kann. In diesen zwei
Unterrichtseinheiten lernen die Schiiler und Schiilerinnen einige Anwendungen der

Extremwertberechnung in mehreren Variablen in einem wirtschaftlichen Kontext kennen.

Die erste Station behandelt die Maximierung des Gewinns von Unternehmen, wobei in

diesem Zusammenhang auch Erlose und Kosten betrachtet werden. In einem konkreten
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Beispiel eines Smartphone-Herstellers berechnen die Schiiler und Schiilerinnen die
optimalen zu produzierenden Produktmengen fiir einen maximalen Gewinn. Fiir die
Gewinnfunktion stellen die Schiiler und Schiilerinnen die Erlésfunktion und die
Kostenfunktion durch gegebene Informationen auf. Fiir das Finden dieser beiden
Funktionen werden die Schiiler und Schiilerinnen mit einigen Erkldrungen unterstiitzt.
Dies soll selbst Schiillern und Schiilerinnen mit wenig Hintergrundwissen im
O0konomischen Bereich ermoglichen, die entsprechenden Funktionen zu modellieren. Bei
der Maximierung der Gewinnfunktion handelt es sich um eine Extremwertberechnung in

zwei Variablen ohne Nebenbedingung.

Ein Standortproblem, dessen in dieser Arbeit bereits vorgestellte Grundidee von Rédder
und Zornig (1996) stammt, stellt die zweite Station im Stationenbetrieb dar. Bei der
Aufgabenstellung wird der optimale Standort fiir ein Lager gesucht, sodass die Kosten
fiir den Transport zu den drei lokal gebundenen Transporteinrichtungen minimal werden.
Hier wird angenommen, dass die Wege zu den drei Transporteinrichtungen immer
geradlinig verlaufen bzw. misst man hier die Luftlinie. Natiirlich ist es in der Realitét
nicht moglich, entlang der Luftlinie ohne Flugzeuge oder Drohnen Giiter zu
transportieren. Dennoch kann die Lange der Luftlinie durchaus relevant sein als Indikator
fir den tatsdchlichen Weg im StraBennetz und damit auch fiir die

anfallendenTransportkosten.

Um die Problematik moglichst anschaulich zu gestalten, werden die drei Fixpunkte in
einem Koordinatensystem dargestellt. Die Koordinaten der relevanten Punkte miissen
von den Schiilern und Schiilerinnen abgelesen werden. Danach werden die Schiiler und
Schiilerinnen angeleitet, die Wege vom Lager zu den einzelnen drei fixen Punkten iiber
die Vektorrechnung zu beschreiben. Die Kosten fiir den Transport zum Lager variiert bei
den drei Standorten. Die Schiiler und Schiilerinnen stellen die Transportkostenfunktion
in Abhéngigkeit der x undy Koordinate des Lagers auf und berechnen dieses

Minimierungsproblem ohne Nebenbedingung.

Wie bei Rodder und Zornig (1996) wird fiir die Transportkosten ebenfalls angenommen,
dass sich die Transportkosten ergeben, indem man die Quadrate der Wegldngen
multipliziert mit einer Konstante. Das Quadrieren der Wegldngen hat den immensen
Vorteil, dass die Schiiler und Schiilerinnen bei der Minimierung der

Transportkostenfunktion mit einem linearen Gleichungssystem der partiellen
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Ableitungen arbeiten. Ein lineares Gleichungssystem konnen die Schiiler und

Schiilerinnen mit den ihnen bereits bekannten Losungsmethoden 16sen.

Die dritte Station behandelt eine Maximierungsaufgabe von einer Outputfunktion mit
einer Nebenbedingung, welche die Beschrinkung des zur Verfligung stehenden Budgets
beschreibt. Das konkrete Beispiel beschéftigt sich hier mit dem Output von Eismaschinen
und einem gewissen Budget, welches fiir den Erwerb von neuen Eismaschinen zur
Verfligung steht. In dieser Aufgabe wird die Nebenbedingung so modelliert, sodass die
Schiiler und Schiilerinnen mit einem Extremwertproblem konfrontiert sind, welches nicht
mehr mit der bereits bekannten Substitutionsmethode gelost werden kann. An dieser
Stelle ist es notwendig mit der Lagrange-Methode zu arbeiten. Die Losung der Aufgabe
stellt auch einen eher ungewohnlicheren Fall dar, ndmlich dass zwei globale Maxima
existieren bei einer Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung. Es macht Sinn, dass die
Schiiler und Schiilerinnen mit unterschiedlichen Losungsféllen konfrontiert werden, um
das allgemeine Verstindnis zu diesem Thema zu fordern und Fehlvorstellungen zu

vermeiden.

6.5.  Weiterfiihrende Uberlegungen zum
Unterrichtsvorschlag

Dieser Unterrichtsvorschlag ist als Einfiihrung in die Extremwertberechnung von
Funktionen in mehreren Variablen vorgesehen. Er umfasst sechs Unterrichtseinheiten auf
die man nach Bedarf und Interesse der Schiiler und Schiilerinnen aufbauen bzw. erginzen

kann.

Es bietet sich gut an weitere Anwendungsaufgaben aus der Wirtschaft mit den Schiilern
und Schiilerinnen zu bearbeiten. Hier wére es durchaus sinnvoll den Schiilern und
Schiilerinnen die mehrdimensionale Grenzwertberechnung zu lehren, um ein breiteres

Spektrum an verschiedenen Anwendungen der Wirtschaft abzudecken zu konnen.

Eine weitere groBBere Erweiterung kann durch die  Betrachtung der
Extremwertberechnung mit mehreren Nebenbedingungen erfolgen. In dem
Unterrichtsvorschlag beschrinkt man sich auf die Extremwertberechnung mit einer
Nebenbedingung. Im Zuge dieser Erweiterung wire es passend einen graphischen
Losungsansatz von Extremwertproblemen in Betracht zu ziehen. An dieser Stelle wiirden

sich hier viele Moglichkeiten ergeben Anwendungsaufgaben aus anderen
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aullermathematischen Bereichen wie der Chemie oder der Physik im Unterricht

einzubringen.
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Stundenbilder

Einheit 1: Stundenbild
Lernziele der Schiiler und Schiilerinnen:

Wissen, dass es drei Arten von kritischen Punkten gibt bei Funktionen in mehreren Variablen und wie man sich diese geometrisch im

Dreidimensionalen vorstellen kann

Ermittlung der kritischen Punkte bei Funktionen in zwei oder drei Variablen durch das Nullsetzen der partiellen Ableitungen

Berechnung der Hesse-Matrix bei Funktionen in zwei oder drei Variablen
Die Eigenwerte einer 2 X 2 oberen Dreiecksmatrix, unteren Dreiecksmatrix oder Diagonalmatrix ablesen kdnnen
Die Eigenwerte einer 3 X 3 oberen Dreiecksmatrix, unteren Dreiecksmatrix oder Diagonalmatrix ablesen kdnnen

Tabelle 4-Stundenbild Einheit 1

Zeit Ablauf/Thema Sozialform Methode Material Aktivititen der Schiiler und Aktivititen der Lehrkraft
Schiilerinnen
5 min Vorstellung der Frontalunterricht Lehrkraftvortrag Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen stellen vortragen, die drei Extrema
verschiedenen kritischen Seite 1, anhand der konkreten Beispiele
Punkte Beamer am Arbeitsblatt in Geogebra
vorzeigen
5 min Ermittlung der kritischen Unterrichtsgesprach Fragen-entwickelndes | Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen der Lehrkraft vortragen, Vorwissen der
Stellen Unterrichtsgesprach Seite 1-2 beantworten, Fragen stellen Schiiler und Schiilerinnen
abrufen durch Fragen, mit den
Schiilern und Schiilerinnen
gemeinsam den kritischen Punkt
erarbeiten
5 min Hesse-Matrix Unterrichtsgespréach Fragen-entwickelndes | Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen der Lehrkraft vortragen, Vorwissen der
Unterrichtsgespriach Seite 2 beantworten, Fragen stellen Schiiler und Schiilerinnen
abrufen durch Fragen,
Versténdnisfragen stellen
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5 min Diagonalmatrix, obere und Frontalunterricht Lehrkraftvortrag Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen stellen vortragen
untere Dreiecksmatrix Seite 2-3
5 min kritische Stellen einer Unterrichtsgespriach Fragen-entwickelndes | Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen der Lehrkraft vortragen, Vorwissen der
gegebenen Funktion in zwei Unterrichtsgespréach Seite 3 beantworten, Fragen stellen Schiiler und Schiilerinnen
Variablen berechnen Aufgabe 1a) abrufen durch Fragen, mit den
Tafel Schiilern und Schiilerinnen
gemeinsam die kritischen
Punkte berechnen
5 min kritische Stellen einer Partnerarbeit offen Arbeitsblatt | mit dem Tischnachbarn Fragen der Schiiler und
gegebenen Funktion in drei Seite 3 gemeinsam das Beispiel 16sen, Schiilerinnen beantworten,
Variablen berechnen Aufgabe 1b) | Fragen an die Lehrkraft stellen bei | Losung am Ende présentieren
Schwierigkeiten
5 min Hesse-Matrix einer Unterrichtsgespriach Fragen-entwickelndes | Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen der Lehrkraft vortragen, Vorwissen der
gegebenen Funktion in zwei Unterrichtsgespriach Seite 3 beantworten, Fragen stellen Schiiler und Schiilerinnen
Variablen berechnen Aufgabe 2a) abrufen durch Fragen, mit den
Tafel Schiilern und Schiilerinnen
gemeinsam die Hesse-Matrix
berechnen
5 min Hesse-Matrix einer Partnerarbeit offen Arbeitsblatt | mit dem Tischnachbarn Fragen der Schiiler und
gegebenen Funktion in drei Seite 3 gemeinsam das Beispiel 16sen, Schiilerinnen beantworten,
Variablen berechnen Aufgabe 2b) | Fragen an die Lehrkraft stellen bei | Losung am Ende prisentieren
Schwierigkeiten
5 min Form einer gegebenen Partnerarbeit offen Arbeitsblatt | mit dem Tischnachbarn Fragen der Schiiler und
Matrix erkennen und die Seite 3 gemeinsam das Beispiel 16sen, Schiilerinnen beantworten,
Eigenwerte ablesen Aufgabe 3 Fragen an die Lehrkraft stellen bei | Losung am Ende présentieren

Schwierigkeiten
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Einheit 2: Stundenbild
Lernziele der Schiiler und Schiilerinnen:

Mit Hilfe des GauB3-Verfahrens 2 X 2 und 3 X 3 Matrizen in Dreiecksmatrizen umformen
Kennen den Zusammenhang zwischen den Vorzeichen der Eigenwerte einer Hesse-Matrix in einem kritischen Punkt und dem lokalen
Extremwertverhalten des kritischen Punkts

Kennen nun die Vorgehensweise der Berechnung von lokalen Extremwerten bei Funktionen in mehreren Variablen und kénnen diese bei
gegebenen Funktionen in zwei Variablen anwenden

Tabelle 5--Stundenbild Einheit 2

Zeit Ablauf/Thema Sozialform Methode Material Aktivititen der Schiiler und Aktivititen der Lehrkraft
Schiilerinnen
10 min GauB-Verfahren Unterrichtsgesprach Fragen-entwickelndes | Arbeitsblatt | zuhdren, Fragen stellen, Fragen Vorwissen der Schiiler und
Unterrichtsgesprach Seite 1-2 der Lehrkraft beantworten Schiilerinnen abrufen durch
Fragen, mit den Schiilern und
Schiilerinnen gemeinsam den
kritischen Punkt erarbeiten
5 min Zusammenhang zwischen Frontalunterricht Lehrervortrag Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen stellen vortragen
den Vorzeichen der Seite 2
Eigenwerte einer Hesse-
Matrix in einem kritischen
Punkt und dem
Extremwertverhalten eines
kritischen Punkts
5 min anwenden des Unterrichtsgesprach Fragen-entwickelndes | Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen der Lehrkraft vortragen, Vorwissen der
GauBlverfahrens auf eine Unterrichtsgesprich Seite 2 beantworten, Fragen stellen Schiiler und Schiilerinnen
2 X 2 Matrix um diese auf Aufgabe 1a), abrufen durch Fragen, mit den
eine Dreiecksmatrix Tafel Schiilern und Schiilerinnen
umzuformen gemeinsam die Hesse-Matrix

berechnen
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5 min anwenden des Einzelarbeit offen Arbeitsblatt | selbststindig das Beispiel 16sen, Fragen der Schiiler und
GaulBverfahrens auf eine Seite 2 Fragen an die Lehrkraft stellen bei | Schiilerinnen beantworten,
3 X 3 Matrix um diese auf Aufgabe 1b) | Schwierigkeiten Ldsung am Ende prasentieren
eine Dreiecksmatrix
umzuformen
10 min Bestimmung der lokalen Unterrichtsgespréch Fragen-entwickelndes | Arbeitsblatt | zuhdren, Fragen der Lehrkraft vortragen, Vorwissen der
Extremwerte einer Funktion Unterrichtsgespréch Seite 2 beantworten, Fragen stellen Schiiler und Schiilerinnen
in zwei Variablen Aufgabe 2a), abrufen durch Fragen, mit den
Tafel Schiilern und Schiilerinnen
gemeinsam die Hesse-Matrix
berechnen
10 min Bestimmung der lokalen Einzelarbeit offen Arbeitsblatt | selbststindig das Beispiel 16sen, Fragen der Schiiler und
Extremwerte einer Funktion Seite 2 Fragen an die Lehrkraft stellen bei | Schiilerinnen beantworten,
in zwei Variablen Aufgabe 2b) | Schwierigkeiten Losung am Ende prisentieren
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Einheit 3: Stundenbild

Lernziele der Schiiler und Schiilerinnen:

e Kennen nun die Vorgehensweise der Berechnung von lokalen Extremwerten bei Funktionen in mehreren Variablen und konnen diese bei

gegebenen Funktionen in drei Variablen anwenden

e Konnen beschriankte abgeschlossene Rénder von Funktionen in zwei Variablen untersuchen
e Konnen globale Extrema von Funktionen in zwei Variablen ermitteln

Tabelle 6-Stundenbild Einheit 3

abgeschlossenen Randern
bestimmen

Zeit Ablauf/Thema Sozialform Methode Material Aktivititen der Schiiler und Aktivititen der Lehrkraft
Schiilerinnen
15 min globale Extrema einer Unterrichtsgesprach Fragen-entwickelndes | Arbeitsblatt | zuhdren, Fragen stellen, Fragen Vorwissen der Schiiler und
Funktion in mehreren Unterrichtsgespréach Seite 1-2 der Lehrkraft beantworten Schiilerinnen abrufen durch
Variablen: Bestimmung bei Fragen, mit den Schiilern und
Funktionen mit zwei Schiilerinnen gemeinsam die
Funktionen mit beschrankten globalen Extrema einer
abgeschlossenen Randern Funktion mit zwei Variablen
mit beschriankten
abgeschlossenen Rénder
erarbeiten
10 min lokale Partnerarbeit offen Arbeitsblatt | mit dem Tischnachbarn Fragen der Schiiler und
Extremwertbestimmung bei Seite 2 gemeinsam das Beispiel 16sen, Schiilerinnen beantworten,
einer gegebenen Funktion in Aufgabe 1 Fragen an die Lehrkraft stellen bei | Losung am Ende présentieren
drei Variablen Schwierigkeiten
20 min globales Maximum und Unterrichtsgesprach Fragen-entwickelndes | Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen der Lehrkraft vortragen, Fragen an die Schiiler
globales Minimum bei einer Unterrichtsgesprach Seite 2 beantworten, Fragen stellen und Schiilerinnen stellen um
gegebenen Funktion in zwei Aufgabe 2, diese aktiv am Losungsprozess
Variablen mit beschrinkten Tafel teilhaben zu lassen
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Einheit 4: Stundenbild
Lernziele der Schiiler und Schiilerinnen:

Lagrange-Funktion bei einer Funktion in zwei Variablen mit Nebenbedingung aufstellen konnen
Die kritischen Punkte einer Lagrange-Funktion berechnen konnen
Die Randuntersuchung bei einer Funktion in zwei mit Nebenbedingung durchfiihren kénnen
Die globalen Extrema bei einer Funktion in zwei Variablen mit Nebenbedingung bestimmen konnen durch den Vergleich der
Funktionswerte zwischen den kritischen Punkten und den Randpunkten

Tabelle 7-Stundenbild Einheit 4

zwel Variablen mit
Nebenbedingung

Schwierigkeiten

Zeit Ablauf/Thema Sozialform Methode Material Aktivititen der Schiiler und Aktivititen der Lehrkraft
Schiilerinnen
10 min globale Extrema bei einer Frontalvortrag Lehrkraftvortrag Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen stellen, Fragen vortragen,Vorwissen der

Funktion mit zwei Variablen Seite 1-2 der Lehrkraft beantworten Schiiler und Schiilerinnen

Nebenbedingung, Lagrange- abrufen durch Fragen

Methode mit

Randbetrachtung

10min konkretes Beispiel, bei der Unterrichtsgespriach Fragen-entwickelndes | Arbeitsblatt | zuhoren, Fragen stellen, Fragen Vorwissen der Schiiler und
die Lagrange-Methode Unterrichtsgespriach Seite 2-3 der Lehrkraft beantworten Schiilerinnen abrufen durch
angewendet mit Fragen,

Randbetrachtung mit den Schiilern und
Schiilerinnen gemeinsam die
globalen Extrema einer
Funktion mit zwei Variablen
mit Nebenbedingung erarbeiten

15 min globale Partnerarbeit offen Arbeitsblatt | mit dem Tischnachbarn Fragen der Schiiler und

Extremwertbestimmung bei Seite 3 gemeinsam das Beispiel 16sen, Schiilerinnen beantworten,

einer gegebenen Funktion in Aufgabe 1, Fragen an die Lehrkraft stellen bei | Losung am Ende prisentieren
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10 min

globale
Extremwertbestimmung bei
einer gegebenen Funktion in
zwei Variablen mit
Nebenbedingung

Partnerarbeit

offen

Arbeitsblatt
Seite 3
Aufgabe 2,
Tablet/PC
mit
Geogebra
fiir jedes 2-er
Team.

mit dem Tischnachbarn
gemeinsam das Beispiel 16sen,
Fragen an die Lehrkraft stellen bei
Schwierigkeiten

Fragen der Schiiler und
Schiilerinnen beantworten,
Ldsung am Ende prasentieren

72




Einheit 5 und Einheit 6: Stundenbild
Lernziele der Schiiler und Schiilerinnen:

e Anwendung der Extremwertberechnung in ausgewihlten Beispielen aus der Wirtschaft
e Interpretation der Extremwerte in ausgewéhlten Beispielen aus der Wirtschaft

Methode: offener Stationenbetrieb, d.h. es gibt keine fixe Vorgabe wann die Stationen gewechselt werden miissen
Sozialform: Partnerarbeit

Zeit: 90 Minuten (pro Station ca. 30 min)

Material: Arbeitsblatt zu Station 1-3, Tablet/PC mit Geogebra fiir jedes 2-er Team.

Aktivititen der Schiiler und Schiilerinnen:

mit einem Partner versuchen die Schiiler und Schiilerinnen drei Stationen im Stationenbetrieb innerhalb von zwei Einheiten selbststéndig korrekt zu
16sen, bei Fragen wenden sie sich an die Lehrkraft, die gerechneten Losungen werden der Lehrkraft nach jeder einzelnen Station vorgezeigt

Aktivitaten der Lehrkraft:

beobachtet das Geschehen der einzelnen Stationen, gibt wenn nétig Hilfestellungen, kontrolliert die Losungen der Teams und gibt Feedback bei
nicht korrekt geldsten Beispielen
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Arbeitsblatter

Einheit 1-Arbeitsblatt
Extremwertbestimmung bei Funktionen in zwei oder drei Variablen

Arten der Extrema

Ahnlich wie bei Funktionen in einer Variablen gibt es auch bei Funktionen in mehreren
Variablen drei mogliche interessante Punkte:

e Maximum
e Minimum
e Sattelpunkt

Diese Punkte weisen horizontale Tangenten auf, d.h. die partiellen Ableitungen sind an
diesen Stellen gleich Null.

Im Falle von Funktionen in zwei Variablen kann man sich unter diesen drei Punkten
leicht etwas vorstellen:

Ein Maximum entspricht den hochsten Punkt eines Berges oder Hiigels.
Ein Minimum entspricht den tiefsten Punkt einer Grube oder Senke.

Ein Sattelpunkt entspricht einem Gebirgssattel. An diesem Punkt kann man in zwei
Richtungen bergauf gehen und in den zwei anderen Richtungen bergrunter gehen.

Abbildung 3-Graph der Funktion Abbildung 1-Graph der Funktion Abbildung 2-Graph der Funktion
floy) =—x*—y° floy) =x*+y? fx,y) =xy
Maximum (0|0]0) Minimum (0|0]0) Sattelpunkt (0|0]0)

Lokale Extrema

Um die lokalen Extrema und Sattelpunkte bestimmen zu kénnen, miissen zunichst die
potentiellen Kandidaten gefunden werden. Diese werden kritische Punkte genannt.

Bestimmung der kritischen Punkte

Es kommen nur diejenigen Punkte fiir ein lokales Extremum oder einen Sattelpunkt in
Frage, deren partielle Ableitungen Null sind. Folglich findet man die kritischen Punkte,
indem man alle partiellen Ableitungen Null setzt und das Gleichungssystem aus diesen
Gleichungen 16st. Die Losungen des Gleichungssystems sind die gesuchten kritischen
Punkte.
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Beispiel:
flx,y) = 2x% + 2x + y?

af
a—4x+2
of

=Y

Wir setzen die partiellen Ableitungen Null und 16sen das Gleichungssystem:

. 4x+2=0
. 2y=0
Losung: x = —%undy =0

Also haben wir hier nur einen kritischen Punkt. Wenn wir diesen x-Wert und y-Wert in
die Funktionsgleichung f (x,y) = 2x% 4+ 2x + y? einsetzen, erhilt man den

Funktionswert von — % des kritischen Punkts. Der kritische Punkt ist (— % |0] — %)

Untersuchung der kritischen Punkte

Fiir die weitere Analyse der gefundenen kritischen Punkte brauchen wir die Hesse-
Matrix, welche die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung systematisch beinhaltet

Hesse-Matrix

7y oy
Im Falle einer Funktion in zwei Variablen f(x,y): Hpxyy = Z’ZC; ‘;’2‘]3:
ayx  oyy

9%f  9%f 9%f
oxx oxy oxz
or 2 o |
dyx dyy 0yz
a’f  9%f 9%f
dzx dzy 02z

Im Falle einer Funktion in drei Variablen f(x,y,2):  Hf(xyz) =

Jetzt muss in die Hesse-Matrix die gefundenen kritischen Punkte eingesetzt werden.
Man erhilt jeweils eine Matrix deren Eintrdge ausschlieBlich aus Konstanten bestehen.
Nun miissen die Eigenwerte bestimmt werden. Man achtet zunichst auf die Eintrdge der
Hesse-Matrix im kritischen Punkt. Vier Erscheinungsformen sind moglich:

1. Diagonalmatrix: Eine Matrix, deren Eintrdge ober und unterhalb der
Hauptdiagonalen aus lauter Nullen bestehen. Die Eintrége auf der
Hauptdiagonalen sind reelle Zahlen. Die Eintrdge auf der Hauptdiagonalen
stellen die Eigenwerte dar.

Im Falle einer 2 X 2 Matrix: (g 2) a und d sind die Eigenwerte

a 0 O
Im Falle einer 3 X 3 Matrix: (0 e 0) a, e und i sind die Eigenwerte
0 0 i
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2. Obere Dreiecksmatrix: Eine Matrix, deren Eintrdge unterhalb der
Hauptdiagonalen aus lauter Nullen besteht. Die restlichen Eintrége sind reelle
Zahlen. Die Eintrage auf der Hauptdiagonalen stellen die Eigenwerte dar.

Im Falle einer 2 X 2 Matrix: (g Z) a und d sind die Eigenwerte

a b c
Im Falle einer 3 X 3 Matrix: (d e f > a, e und i sind die Eigenwerte
0 0 i

3. Untere Dreiecksmatrix: Eine Matrix, deren Eintrdge oberhalb der
Hauptdiagonalen aus lauter Nullen besteht. Die restlichen Eintrage sind reelle
Zahlen. Die Eintrage auf der Hauptdiagonalen stellen die Eigenwerte dar.

Im Falle einer 2 X 2 Matrix: (CCL 2) a und d sind die Eigenwerte

a 0 O
Im Falle einer 3 X 3 Matrix: (d e f > a, e und i sind die Eigenwerte
g h i

Aufgaben

1. Berechne die kritischen Stellen der folgenden Funktionen:
a. flo,y)=x3+y%+4xy—10
b. f(x,y,z) =4x*> — 3y + 2z* + 2xy + 2yz+5

2. Ermittle die Hesse-Matrix der folgenden Funktionen:
a. f(x,y)=2x+5y3—3y+7xy
b. f(x,y,z) =x3+4x — 6y3 +82z%2 + 6z — 8xyz

3. Bestimme die Form der gegebenen Matrix und lies die Eigenwerte der
gegebenen Matrizen ab:

a (;33)
b (5 1)
3 0 0
C. <O 2 0)
0 0 1
6 0O O
d. <8 -5 O)
-2 1 3
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Einheit 2-Arbeitsblatt
4. die ersten drei Fille treten nicht ein: Die Matrix weist nicht ober und/oder
unterhalb der Hauptdiagonale Nullen auf. Um die Eigenwerte nun zu berechnen
formen wir die Matrix auf eine obere oder untere Dreiecksmatrix um. Dieses
Verfahren nennt man das Gaul3-Verfahren.

Folgende Schritte sind dabei erlaubt:

e Man darf eine Zeile zu einer anderen Zeile addieren oder von einer anderen
Zeile subtrahieren

e Man darf eine Zeile mal einem Faktor r # 0 multiplizieren oder dividieren
und zu einer anderen Zeile addieren oder von einer anderen Zeile
subtrahieren

Nicht erlaubt sind:

e Zeilen vertauschen
e Spalten vertauschen

Beispiel:

Die Matrix (i ;) soll in eine obere Dreiecksmatrix umgeformt werden, d.h. statt der

Vier in der zweiten Zeile brauchen wir eine Null. Ziehen wir nun das Doppelte der
ersten Zeile von der zweiten Zeile ab, erzeugen wir eine Null statt der Vier in der
zweiten Zeile. Die erste Zeile bleibt unverdndert.

(421 ;)|—2*1.Zeile=(4—22*2 3—12*1)=(S D

Nun haben wir eine obere Dreiecksmatrix mit den Eigenwerten 1 und 2.

Beispiel:
-2 -3 2
Die Matrix | 2 5 1 | soll in eine obere Dreiecksmatrix umgeformt werden, d.h.
6 1 -1

statt der Zwei in der zweiten Zeile und der Sechs und der Eins in der dritten Zeile
brauchen wir eine Null. Nun sind mehrere Schritte notwendig um Umzuformen.

Addieren wir das Dreifache der ersten Zeile zur dritten Zeile, bekommen wir statt der
Sechs in der dritten Zeile eine Null.

-2 -3 2 -2 -3 2
<2 5 1> =< 2 5 1 )
6 1 —1/|+3%1.Zeile 6+3*(—=2) 1+3*x(=3) —-1+3%2

-2 -3 2
(2 s )
0 -8 5

Addieren wir die erste Zeile zur zweiten Zeile, erhalten wir statt der Zwei in der zweiten

Zeile eine Null.
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-2 -3 2 -2 -3 2 -2 -3 2
<2 5 1>|+1.Zeile=<2+(—2) 5+ (=3) 1+2>=<0 2 3)
0 -8 5 0 -8 5 0 -8 5

Addieren wir das Vierfache der zweiten Zeile zur dritten Zeile, bekommen wir statt der
minus Acht eine Null.

-2 -3 2 -2 -3 2 -2 -3 2
(O 2 3) =<0 2 3 >=<0 2 3)
0 -8 5/|+4=x2.Zeile 0 —-8+4%x2 5+4%3 0 0 17

Nun haben wir eine obere Dreiecksmatrix mit den Eigenwerten -2, 2 und 17.

Zusammenhang Eigenwerte und lokales Extremwertverhalten

Die Eigenwerte der Hesse-Matrix in einem bestimmten kritischen Punkt verraten, ob
und welche Art von Extremum der kritische Punkt darstellt. Man betrachtet nun das
Vorzeichen der Eigenwerte.

Tabelle 8-Zusammenhang Eigenwerte und lokalem Extremwertverhalten

Eigenwerte Extremwertverhalten des
kritischen Punkts
positiv (d.h. > 0) lokales Minimum
negativ (d.h. < 0) lokales Maximum
positiv und negativ (d.h. > 0 oder < 0) Sattelpunkt
=0 kein Extremum
Aufgaben:

1. Forme die gegebene Hesse-Matrix in einem kritischen Punkt auf eine obere oder
untere Dreiecksmatrix um und bestimme die Eigenwerte. Welches
Extremwertverhalten hat der kritische Punkt?

& )
1 -1 =2
b. (—1 2 4)
-2 4 9

2. Ermittle die lokalen Extrema der gegebenen Funktion. Bestimme auch die Art
der lokalen Extrema.
a. f(x,y)=—-2x%4+y%+4x — 2y +2xy
b. f(x,y) =x3+y%+4xy

78



Einheit 3-Arbeitsblatt
Globale Extrema

Ahnlich wie bei einer Funktion in einer Variablen konnen bei Funktionen in mehreren
Variablen entweder die lokalen Extrema auch im globalen Sinn Extrema sein oder die

globalen Extrema liegen am Rand der Funktion.

Um die globalen Extrema einer Funktion in mehreren Variablen zu finden, berechnet man
zunéchst die lokalen Extrema und untersucht dann den Rand der Funktion und berechnet
dann die lokalen Extrema der einzelnen Rénder. Die Funktionswerte von den Extrema
der Ridnder werden anschlieBend mit den Funktionswerten der bereits berechneten lokalen
Extrema der Funktion verglichen. Das Extremum mit dem hdchsten Funktionswert ist
dann das globale Maximum und das Extremum mit dem kleinsten Funktionswert das

globale Minimum.
Beispiel:

Gesucht ist das globale Maximum und Minimum der Funktion f(x,y) = x? — 3y? fiir

x € [-10; 5] und y € [—8; 4].

Man berechnet zunéchst die partiellen Ableitungen und setzt diese gleich Null.

of _ o _ _

E_qundax_ 6y
. 2x=0

I. —-6y=0

Man erkennt schnell, dass fiir den kritischen Punkt x = 0 und y = 0 gilt. Der kritische
Punkt ist also (0]0]0).

o°r o
. . F) F) . o
Nun muss die Hesse-Matrix Hp(y ,) = afjf 632?: berechnet werden. Diese ist hier
dyx 0dyy

2 0 . . . : . _(2
( 0 — 6)' Fiir den kritischen Punkt gilt also die Hesse-Matrix Hy g 0y = ( 0

Hesse-Matrix in Form einer Diagonalmatrix vorliegt, konnen die Eigenwerte bei der

—06)' Da die

Hauptdiagonalen abgelesen werden. Da 2 > 0 und —6 < 0 ist, liegt ein Sattelpunkt vor.

Das globale Maximum bzw. Minimum muss also am Rand der Funktion sein. Bei einer
Funktion in zwei Variablen existieren vier Rinder, bei einer Funktion in drei Variablen

neun Rénder.
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In unserem Fall sind dies f(—10,y), f(5,¥y), f(x, —8) und f (x, 4). Man nimmt jeweils
den hochstmoglichen oder kleinstmoglichen Wert einer Variablen und setzt diesen in die
Funktion ein. Man erhilt eine Funktion in einer Variablen, die den Rand der
urspriinglichen Funktion beschreibt. So reduziert man die Funktion von zwei Variablen
auf eine Variable. Man bestimmt nun das lokale Maximum bzw. Minimum dieser vier

Rénder.
f(—=10,y) = 100 — 3y? . Der zu untersuchende Rand ist also f(y) = 100 — 3y2.

f'(y) = —6y und f"'(y) = —6. Als lokale Extremstellen erhalten wir also fiir den ersten
Rand das Maximum (—10|0]|100).

f(5,y) =25-3y* f(y)=25- 3y?

und f"'(y) = —6. Als lokale Extremstellen erhalten wir also das fiir den zweiten Rand
das Maximum (5]0|25).

f(x,—8) = x? — 192 . Der zu untersuchende Rand ist also f(x) = x? — 192.

f'(x) =2x und f""(x) = 2. Als lokale Extremstellen erhalten wir also fiir den dritten

Rand das Minimum (0| — 8| — 192).

f(x,4) = x? — 48 . Der zu untersuchende Rand ist also f(x) = x? — 48.

f'(x) =2x und f"(x) = 2. Als lokale Extremstellen erhalten wir also fiir den vierten
Rand das Minimum (04| — 48).

Das globale Maximum der urspriinglichen Funktion f(x,y) = x% —3y? st

(—10]0]100) und das globale Minimum (0| — 8| — 192).

Aufgaben:
1. Bestimme die lokalen Extremwerte der Funktion
fx,v,z) = =302x%+2y2 +z%) + 6xy + 4x + 6y + 4z — 22 .
2. Ermittle das globale Maximum und das globale Minimum der Funktion f(x,y) =

x2+x+y—yi

80



Einheit 4-Arbeitsblatt
Extremwertbestimmung bei Funktionen in zwei Variablen mit einer
Nebenbedingung
Bei der Extremwertberechnung kann zusétzlich zur Funktion in mehreren Variablen auch
noch eine Nebenbedingung angegeben sein. Die Aufgabenstellung hat dann den

folgenden Charakter: Die Extrema einer Funktion f(x,y) sind gesucht unter der

Nebenbedingung g(x,y) = c.

Globale Extrema

Eine derartige Aufgabe kennen wir bereits bei Funktionen in zwei Variablen, bei denen
wir durch Substitution einer Variablen der Nebenbedingung die Zielfunktion auf eine
Variable reduzieren konnten. Man erhélt dann die lokalen Extrema der Zielfunktion. Fiir

die globalen Extrema muss hier dann noch der Rand betrachtet werden.

Nicht bei allen Aufgaben ldsst sich die Substitutionsmethode anwenden, um eine
Zielfunktion mit einer Variablen zu erhalten. Sobald die Zielfunktion bzw. die
Nebenbedingung drei oder mehr unabhingige Variablen besitzen, funktioniert die
Substitutionsmethode nicht mehr. Manchmal kann auch eine Nebenbedingung in zwei
Variablen gegeben sein, wo man nicht auf eine Variable umformen kann. Hier hilft einem
die Substitutionsmethode auch nicht weiter. Ein allgemeiner Losungsansatz stellt die

sogenannte Lagrange-Funktion dar.

Lagrange-Funktion:

Bei einer Funktion f und g in zwei Variablen:

Loy, ) = f(x,y) + Ac— g(x))

Hier fungiert in beiden Féllen die Variable A als Hilfsvariable. Diese Variable wird
Lagrange-Multiplikator genannt.

Bestimmung der kritischen Punkte

Man bestimmt nun die kritischen Punkte der Lagrange-Funktion, indem man die
partiellen Ableitungen Null setzt. Hier ist zu beachten, dass A auch als Variable zihlt,
daher muss man nach dieser auch partiell ableiten. Bei einer Funktion f und
Nebenbedingung g in zwei Variablen bekommt man drei Gleichungen mit drei Variablen.

Bei einer Funktion f und Nebenbedingung g in drei Variablen bekommt man vier
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Gleichungen mit vier Variablen. Die Losungen dieses Gleichungssystems ergeben die

kritischen Punkte der Lagrange-Funktion.
Wertevergleich mit den Rindern

Nun miissen die Funktionswerte der kritischen Stellen berechnet werden und mit den
Funktionswerten der lokalen Maxima und Minima der Rénder verglichen werden. Der
Punkt mit dem hochsten Funktionswert ist dann das globale Maximum und der Punkt mit

dem niedrigsten Funktionswert das globale Minimum.
Beispiel:

Das globale Maximum und das globale Minimum der Funktion f(x,y) = x — 2y* +
3y unter der Nebenbedingung g(x) = x + y = 100 sind gesucht. Es gilt x > 0 und y >
0.

Zuerst stellt man die Lagrange-Funktion auf:
L(x,y,) =x—2y?+ 3y + 1(100 — x — y)
Man berechnet nun die partiellen Ableitungen:

oL

— =1-
0x A

—=—4y+3-1

oL _ 100
o1 Ty

Es ergibt sich nun ein 3 X 3 Gleichungssystem durch Null setzen der partiellen

Ableitungen:

. 1-2=0
. —-4y+3-1=0
m. 100—-x—-y=0

In diesem Fall erhdlt man ausschlieBlich lineare Gleichungen, die mit Hilfe des
Eliminationsverfahrens oder des Einsetzungsverfahrens hdandisch noch gut 16sbar sind. Ist
das Gleichungssystem nicht linear, bietet es sich an Geogebra zu Hilfe zu nehmen, um

das Gleichungssystem zu l6sen.
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In diesem Fall ist es gilinstig, das Einsetzungsverfahren anzuwenden. Aus der ersten

Gleichung entnehmen wir, dass A = 1 ist. Setzt man diesen Wert fiir A in die zweite

Gleichung ein, bekommt man fiir y den Wert 1. Diesen Wert fiir y eingesetzt in die dritte

Gleichung, ergibt sich x = — 2. Unser kritischer Punkt lautet also (g | | 201

Jetzt muss der Rand untersucht werden. Hier muss man sich iiberlegen, welchen kleinsten
und grofBten Wert eine Variable annehmen kann unter der Nebenbedingung g und wie
der Wert der zweiten Variable sein muss damit die Nebenbedingung erfiillt ist. Man setzt
diese Werte in die Funktion f ein und vergleicht die Funktionswerte. Es ergeben sich hier

zwel Fille:

Der kleinste Wert, den die Variable x annehmen kann, ist 0, damit die Nebenbedingung

g noch erfiillt ist, muss y = 100 sein. Man erhélt den Punkt (0|100| — 1700).

Der grofite Wert, den die Variable x annehmen kann, ist 100, damit die Nebenbedingung
g noch erfiillt ist, muss y = 0 sein. Man erhélt den Punkt (100]|0|100).

Insgesamt stehen also die Punkte (ﬁ | |£) (0]100] — 1700) und (100]0]100) als

potentielle Kandidaten fiir globale Extrema zur Verfiigung. Vergleicht man nun die

Funktionswerte, erkennt man, dass der Punkt (0|100| — 1700) das globale Minimum

darstellt und der Punkt (@ | |&) das globale Maximum.

Aufgaben:

1. Bestimme das globale Maximum und Minimum der Funktion f(x,y) = x% +
2y? unter der Nebenbedingung g(x,y) = x + y = 3 mit Hilfe der Lagrange-
Funktion. Es gilt x > Ound y > 0.

2. Bestimme das globale Maximum und Minimum der Funktion f (x,y) = x%*y%¢
unter der Nebenbedingung g(x,y) = 100x + 200y = 2000 mit Hilfe der
Lagrange-Funktion. Es gilt x = 0 und y > 0. Verwende Geogebra zum Losen
des Gleichungssystems der partiellen Ableitungen.
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Einheit 5 und Einheit 6-Arbeitsblatt
Station 1: Gewinnfunktion

In der Praxis sind Firmen, die gewisse Produkte zum Verkauf am freien Markt
produzieren, interessiert ihren Gewinn zu maximieren.

Der Gewinn ist abhéngig vom Umsatz bzw. Erlds, den eine Firma durch den Verkauf
der Produkte einnimmt. Fiir die Produktion der Produkte fallen jedoch auch gewisse
Kosten an fiir die Firma an. Das heif3t fiir den Gewinn gilt: Gewinn = Erlés —
Produktionskosten.

Aufgabe:

Eine Firma stellt zwei verschiedene Smartphones A und B her und mochte ihren
Gewinn maximieren, indem sie eine optimale Anzahl der zwei Produkte fiir den
Verkauf produziert. Gesucht ist nun eine optimale Kombination der zwei Produkte, bei
welcher der Gewinn maximal ist.

Der Erlos, den die Firma direkt bezieht durch den Verkauf an einen Grohandler, wird
beeinflusst von dem Stiickpreis, den der GroBhéndler bei einer gewissen Anzahl von
verfligbaren Produkten bereit ist zu zahlen. Der GroBhéndler erwartet sich, dass der
Stiickpreis sinkt, wenn er eine dementsprechend grofle Menge kautft.

Die Produktionskosten setzen sich zusammen aus den Produktionskosten pro Stiick und
gewissen Fixkosten, die unabhingig von der Anzahl der produzierten Smartphones fiir
die Herstellerfirma entstehen.

AuBerdem muss man noch bedenken, dass die Firma nicht unendlich grofie
Produktionskapazititen fiir jedes Produkt besitzt. Das bedeutet, dass von jedem Produkt
nur eine begrenzte Anzahl produziert werden kann.

Die nachstehende Tabelle enthélt die wichtigsten Eckdaten fiir die Ermittlung der
optimalen Stiickzahl, die produziert werden soll. a entspricht der Stiickzahl fiir das
Modell A und b der Stiickzahl fiir das Modell B.

Tabelle 9-Eckdaten des Smartphone-Herstellers

Modell A Modell B

produzierte Stiickzahl fiir den a b
Verkauf

maximale Anzahl die 300000 400000
produziert werden kann

Verkaufspreis pro Stiick (in 300 — a 400
Euro), den der GroBhéndler 1000 1500
bereit ist zu zahlen

Produktionskosten pro 100 200
erzeugtem Stiick (in Euro)

fixe Produktionskosten 200000 180 000
unabhingig von der
produzierten Stiickzahl (in
Euro)
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Man {iiberlegt sich nun einen sinnvollen Definitionsbereich. Negative Stiickzahlen
machen keinen Sinn und daher ist der Definitionsbereich in unserem Beispiel:

fiir die Variable a das Intervall
fiir die Variable b das Intervall

Man muss sich nun die Erlosfunktion und die Kostenfunktion {iberlegen. Beide

Funktionen sollen von a und b abhingig sein.

Die Erlosfunktion ergibt sich aus dem Umsatz von Smartphone A und dem Umsatz, der
aus dem Smartphone B resultiert. Man addiert beide Teilumsétze, um den

Gesamtumsatz zu erhalten.

E(a,b) = +

Die Kostenfunktion erhilt man, wenn man die Produktionskosten fiir Smartphone A und

die Produktionskosten fiir Smartphone B addiert.

K(a,b) = +

Als Gewinnfunktion erhélt man also, wenn man die Kostenfunktion von der
Erlosfunktion subtrahiert:

G(a,b) =

Von dieser Gewinnfunktion muss nun das globale Maximum ermittelt werden.

Berechne zunichst die lokalen Extrema und tiberpriife dann die Rander.

Losung:
Fiir einen maximalen Gewinn sollte die Firma Stiick von dem
Smartphone A und Stiick von dem Smartphone B produzieren.

Der Gewinn betrigt dabei
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Station 2: Standortbestimmung

Fiir Unternehmen ist es sehr wichtig, kurze Transportwege zwischen ihren Standorten
zu haben, um die Kosten fiir den Transport ihrer Waren so gering wie mdglich zu
halten.

Aufgabe:

Ein Online-Versand-Unternehmen {iberlegt ein Zentrallager zu errichten, von dem
ausgehend die Waren an die Kunden geliefert werden soll. Das Unternehmen bezieht
seine Waren aus verschiedenen Léndern. Die importierte Ware trifft an drei
unterschiedlichen Standorten ein:

e an einem Flughafen
e an einem Hafen
e an einem grofen Bahnhof

Die drei Standorte sind in einem Koordinatensystem eingetragen. Entnimm der
Zeichnung die Koordinaten der Standorte.

Abbildung 4-Koordinatensystem mit den drei relevanten Standorten des Standortproblems

Flughafen: F =( | )

Hafen im Stiden: H=( | )

Bahnhof: B=( | )

Es stellt sich nun die Frage, wo das Zentrallager idealerweise gebaut werden sollte, um

die Transportkosten fiir den Transport der Waren zwischen dem Zentrallager und den
drei Standorten so gering wie mdglich zu gestalten.
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Es sei L = (x|y) der ideale Punkt fiir das Zentrallager mit den gesuchten Koordinaten x
und y.

Die Transportkosten berechnen sich wie folgt:

Transportkosten Flughafen-Lager abhiingig von der Weglinge A betragen 242
Transportkosten Hafen-Lager abhingig von der Weglinge B betragen 3B2
Transportkosten Bahnhof-Lager abhiingig von der Weglinge C betragen C?

Die Transportkosten zu diesen Standorten sollen so minimal wie moglich sein, also
konnen wir diese addieren und erhalten fiir die Gesamtkosten:

K = 2A? +3B% 4+ C*

Jetzt muss man sich iiberlegen, wie man die einzelnen Wege A, B, C vom Lager zu den
drei Standorten berechnen konnte. Man erinnert sich an die euklidische Abstandsformel
im Zweidimensionalen. Der Abstand zweier Punkte A, B erhilt man indem man die

Lénge des Vektors AB berechnet. Die Lénge eines Vektors ist die Wurzel aus der
Summe des Quadrats der ersten Koordinate und des Quadrats der zweiten Koordinate.

Jetzt konnen wir die einzelnen Wege zu den drei Standorten anschreiben, wenn wir
annehmen, dass x die erste Koordinate und y die zweite Koordinate des Lagers ist.

Weg Flughafen-Lager: A =

Weg Hafen-Lager: B =

Weg Bahnhof-Lager: C =

Setzen wir nun diese drei Ausdriicke oben in die Kostengleichung ein und erhalten die
Funktion:

K(x,y) =

Gesucht ist nun das lokale Minimum dieser Funktion, die den Zusammenhang zwischen
den Koordinaten des Lagers und den gesamten Transportkosten beschreibt. Berechne
also die kritischen Punkte und stelle mit der Hesse-Matrix fest, ob tatsdchlich ein

lokales Minimum unter den kritischen Punkten vorliegt.

Losung:

Der ideale Standort fiir das Zentrallager ist (| ) mit den Kosten
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Station 3: Outputfunktion mit Nebenbedingung

Fiir Unternehmen ist es wichtig ihren Output (= die Menge der produzierten Waren) zu
maximieren, denn je mehr Waren sie verkaufen konnen, desto mehr Umsatz wird
gemacht.

Aufgabe:

Ein groBer berithmter italienischer Eissalon benétigt neue Eismaschinen und
recherchiert, welche Maschinen in Frage kommen wiirden. In erster Linie geht es dem
Eissalon darum, dass er eine moglichst grole Menge an Eis produzieren kann. Der
Eissalon hat ein Budget von 35 000€ zur Verfiigung und mochte diesen gesamten
Geldbetrag in neue Maschinen investieren.

Es stehen zwei Maschinen fiir die Produktion von qualitativ hochwertigem
italienischem Eis zur Auswahl.

e Maschinentyp A kann 50 Liter Eis pro Tag produzieren
e Maschinentyp B kann 70 Liter Eis pro Tag produzieren

Sei a die Anzahl des Maschinentyps A und b die Anzahl des Maschinentyps B.
Die Maschinen kosten insgesamt abhédngig von der gekauften Stiickzahl:
5000a + 7000b — 100ab

Es stellt sich die Frage, wie viele Maschinen vom Typ A und vom Typ B gekauft
werden sollen, um die Outputmenge an Eis zu maximieren.

Man stellt nun die Outputmengenfunktion f auf, welche die gesamte produzierbare
Eismasse beschreibt abhéngig von der Anzahl der zwei Maschinentypen:

f(a,b) =

Die Nebenbedingung g ergibt sich durch die Budgetbeschrankung:
g(a,b) = = 35000

Fiir die Rander muss man bedenken, dass a = und b > 0 sein muss, denn es gibt keine
negative Anzahl von Maschinen in diesem Zusammenhang.

Die Lagrange-Funktion fiir die Extremwertberechnung lautet:

L(a,b, 1) =

Gesucht ist nun das globale Maximum dieser Funktion. Berechne zunichst die
kritischen Stellen und {iberpriife danach die Rander. Verwende Geogebra zum Losen
des Gleichungssystems der partiellen Ableitungen.
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Losung:

Fiir einen maximalen Output der Eisproduktion sollte der Eissalon

kaufen.

Der Output betrdgt dabei
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Losungen

Einheit 1: Arbeitsblatt:
Aufgabe 1:

a) kritische Punkte: (0]0| — 10), (g| - ?' - %)

3,29

b) kritischer Punkt: (2| — 3| 2| =)
Aufgabe 2:
a) Hr(xy) = <(7) 333,)
6x -8z -8y

b) (—82 —36y —8x>

-8y —8x 16
Aufgabe 3:
a) Diagonalmatrix; Eigenwerte: —2; 3
b) obere Dreiecksmatrix; Eigenwerte: 1; 4
c¢) Diagonalmatrix; Eigenwerte: 1; 2; 3

d) untere Dreiecksmatrix; Eigenwerte: -5; 3; 6

Einheit 2: Arbeitsblatt:
Aufgabe 1:

a) lokales Maximum

b) lokales Minimum
Aufgabe 2:

a) Sattelpunkt (1]0]2)

256

b) Sattelpunkt (0]0]0), lokales Minimum (3 | —=| — =)

Einheit 3: Arbeitsblatt:
Aufgabe 1:

lokales Maximum (g | g | 3 | — %8)

Aufgabe 2:
globales Maximum (—2| \E |6,39) , globales Minimum (— % |2] — %)
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Einheit 4: Arbeitsblatt:

Aufgabe 1:

globales Maximum (0]3]18) , globales Minimum (2|1]6)
Aufgabe 2:

globales Maximum (8|6]6,73) , globales Minimum (20(0|3,31)

Einheiten 5 und 6:

Station 1: Gewinnmaximierung

Definitionsbereich: fiir die Variable a das Intervall [0; 300 000],

fiir die Variable b das Intervall [0,400 000]
a b
E(a,b) = a (300 — —55) + b (400 — =)
K(a,b) = 100a + 200 000 + 200b + 180 000
G(a,b) = a(300 - ﬁ) +b (400 - %) -
(100a + 200 000 + 200b + 180 000)

Fiir einen maximalen Gewinn sollte die Firma 100 000 Stiick von dem Smartphone A
und 150 000 Stiick von dem Smartphone B produzieren.

Der Gewinn betrédgt dabei 24 620 000.

Station 2: Standortbestimmung

Flughafen: F = (5|3 ), Hafen im Norden: H = (4 | 1 ), Bahnhof: B = (3 |2)

Weg Flughafen-Lager: A = \/(x —5)2 4+ (y—3)?

Weg Hafen-Lager: B = /(x —4)%+ (y — 1)2

Weg Bahnhof-Lager: C = /(x —3)2 + (y — 2)2

Ko,y)=2(x=5?2+ -3 +3((x-D*+ @ -DH+ (x -3+ —2)*
Der ideale Standort fiir das Zentrallager ist (4 |2) mit den Kosten 12.
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Station 3: Outputfunktion mit Nebenbedingung

f(a,b) = 50a + 70b
g(a,b) = 5000a + 70006 — 50ab = 35 000
L(a,b,A) = 50a + 70b + A(35 000 — 5000a — 7000b + 50ab)

Fiir einen maximalen Output der Eisproduktion sollte der Eissalon entweder 7 Stiick
von dem Maschinentyp A und 0 Stiick von dem Maschinentyp B oder 0 Stiick von dem

Maschinentyp B und 5 Stiick von dem Maschinentyp B kaufen.

Der Output betrdgt dabei in beiden Féllen 350 Liter Eis.
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Abstract-deutsche Fassung

Die Extremwertberechnung von Funktionen stellt nicht nur im mathematischen Bereich
ein wichtiges Thema dar, sondern wegen ihrer unzéhligen Anwendungen in der Praxis
auch in anderen Disziplinen wie in der Wirtschaft. Derzeit ist die mehrdimensionale
Extremwertanalyse nicht Teil der dsterreichischen Lehrpléne der zweiten Sekundarstufe.
Diese Diplomarbeit befasst sich mit der Frage, wie die Extremwertberechnung bei
Funktionen in mehreren Variablen im Rahmen der zweiten Sekundarstufe gelehrt werden
kann. In der Arbeit wird ein praxisorientierter Unterrichtsvorschlag mit einem speziellen
Fokus auf wirtschaftliche Anwendungen présentiert. Die Diplomarbeit umfasst eine
Analyse der Osterreichischen Lehrplidne beziiglich Funktionen in mehreren Variablen,
eine Analyse ausgewihlter Schulbiicher, einen Uberblick iiber die mathematischen
theoretischen Grundlagen der Extremwertberechnung von multivariaten Funktionen mit
einer oder keiner Nebenbedingung, eine Vorstellung von verschiedenen 6konomischen
Anwendungen sowie einem Unterrichtsvorschlag mit ausgearbeiteten Stundenplanen und

zugehdrigem Material.
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Abstract-englische Fassung

The calculation of extreme values of functions is not only considered as an important
topic in the field of Mathematics, but also in other disciplins such as the Economics due
to its numerous practical applications. Currently, the multidimensional analysis of
extreme values is not part of Austrian upper secondary school curricula. This diploma
thesis seeks to examine, how the calculation of extreme values of multivariate functions
can be taught in the context of upper secondary schools. The paper provides a practice-
oriented lesson proposal with a specific focus on economic applications. The diploma
thesis comprises an analysis of Austrian curricula in regard to multivariate functions, an
analysis of selected school books, an overview of the mathematical theoretical
background concerning extreme values of multivariate functions with one or no
constraint, a discussion of various applications in the Economics and a lesson suggestion

with devised lesson plans and accompanying material.
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