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1 Einleitung

Diese Diplomarbeit beschéftigt sich mit der numerischen Integration, also der Approximati-
on von bestimmten Integralen. Eine derartige Naherung kann aus ganz unterschiedlichen
Griinden notwendig bzw. sinnvoll sein. Bei vielen Funktionen, wie zum Beispiel z +— %
oder = + exp(—x~2), ist die Stammfunktion nicht geschlossen darstellbar. Es kann aber
auch vorkommen, dass die Funktion nur an endlich vielen Stellen bekannt ist (z. B. bei der
Durchfiihrung eines physikalischen Experiments, bei welchem nur fiir einzelne Zeitpunkte
Messwerte vorliegen). In vielen Féllen (insbesondere wenn kein Computeralgebrasystem
zur Verfiigung steht) ist es aber auch sonst wesentlich einfacher, ein numerisches Verfah-
ren anzuwenden, anstatt die Stammfunktion zu ermitteln (selbst wenn diese geschlossen

darstellbar ist).

Héufig wird der Integrand bei numerischen Integrationsverfahren durch eine Polynomfunk-
tion approximiert, da deren Stammfunktionen sehr einfach zu bestimmen sind. Auch in
Hinblick auf die Fehlerabschétzung weisen Polynome einige niitzliche Eigenschaften auf. Aus
diesem Grund widmet sich der erste Teil dieser Diplomarbeit den Polynomen. Es werden
zunéchst einige allgemeine Eigenschaften von stetigen Funktionen (und damit insbesondere
von Polynomen) behandelt, bevor anschliefend ausfiihrlich auf die Polynominterpolation
eingegangen wird. In den beiden darauffolgenden Kapiteln werden zwei spezielle Klassen von
Polynomen vorgestellt, ndmlich die Bernoulli-Polynome und die orthogonalen Polynome.

Nachdem die im weiteren Verlauf der Arbeit bendtigten Begriffe und Eigenschaften be-
schrieben wurden, wird die numerische Integration zunachst allgemein behandelt. In den
drei darauffolgenden Kapiteln (dem Hauptteil dieser Arbeit) werden drei grofse Typen von
numerischen Integrationsverfahren — die Newton-Cotes-Formeln, das Romberg-Verfahren
und das Gaufs-Verfahren — dargestellt und mit Beispielen veranschaulicht.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Vielfalt der numerischen Integrationsverfahren durch eine
strukturierte Beschreibung und durch zahlreiche Vergleiche und Gegeniiberstellungen hand-
habbar zu machen. Es wird dabei insbesondere auf die Fehlerordnung und die Abschitzung
des Fehlers sowie auf die Anzahl der fiir die ndherungsweise Berechnung des Integrals not-
wendigen Stiitzwerte eingegangen. Letztere wird als Mafs fiir die Effizienz eines Verfahrens
betrachtet, da bei vergleichbarer Genauigkeit der Ergebnisse der geringere Rechenaufwand
ausschlaggebend ist, und dieser besteht zu einem Grofteil aus der Berechnung der einzelnen
Funktionswerte.

Da die numerische Mathematik eng mit dem Einsatz von Computern und der damit einherge-
henden Steigerung der Rechengeschwindigkeit verbunden ist, werden in dieser Diplomarbeit
auch regelméfig Codes des Computeralgebrasystems MATHEMATICA vorgestellt, mit denen
verschiedene Resultate berechnet werden konnen. Auferdem werden am Ende der Arbeit
Codes zur Durchfithrung der behandelten Integrationsverfahren zur Verfiigung gestellt und
deren Benutzung ausfiihrlich erklért.






2 Allgemeine Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Eigenschaften behandelt, auf welche im
weiteren Verlauf dieser Arbeit zuriickgegriffen wird.

Definition 2.1. Sei n € N und seien ag, ...,a, € R mit a, # 0. Dann bezeichnet man
p(x) := ag + a1x + agx? + ... + a,x™ als reelles Polynom vom Grad n. Ist a, = 1, dann
nennt man das Polynom normiert. Die Menge aller Polynome mit Hochstgrad n bezeichnet
man mit P,.

2.1 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Satz 2.2. Sei p ein Polynom, dann ist p stetig.

Satz 2.3. Sei p ein Polynom, dann ist p differenzierbar.

Lemma 2.4. Sei p(z) = apa” + ... + a1z + ap. Dann gilt p™(z) = a - n!, Vo € R.
Korollar 2.5. Sei p ein normiertes Polynom mit Grad n. Dann gilt p(™ () =n!l, Vx € R.
Korollar 2.6. Sei p ein Polynom mit Grad n. Dann gilt p(**tY)(z) = 0, Vz € R.

Satz 2.7. Sei p ein Polynom, dann gilt p € C"°*°. Polynome sind also glatt.

2.2 Satze uber stetige Funktionen

Die folgenden Sétze gelten allgemein fiir Funktionen, welche die entsprechenden Stetigkeits-
und Differenzierbarkeitsbedingungen erfiillen und somit nach Satz [2.7] insbesondere auch
fiir Polynome.

Satz 2.8. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Dann gilt f differenzierbar = f stetig = f
Riemann-integrierbar.

Satz 2.9. (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b)
und sei f(a) =0 und f(b) = 0. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit f/(§) = 0.

Beweis: Dieser Beweis wurde anhand von durchgefiihrt. Nach dem Satz vom Minimum
und Maximum (vgl. Weierstrafs), welcher hier nicht bewiesen wird, besitzt die Funktion f
ein Minimum m; und ein Maximum msy. Nun werden zwei Féalle unterschieden:

1. Beide Extremstellen befinden sich am Rand. Somit ist das Maximum und das Minimum
der Funktion 0, weshalb die Funktion der Nullfunktion entsprechen muss, also f(z) =
0, Vz € [a,b] und damit auch f'(x) =0, Va € (a,b). Insbesondere existiert damit ein

¢ € (a,b) mit f'(§) = 0.



2. Zumindest eine Extremstelle befindet sich im Inneren des Intervalls, also m; € (a, b)
oder my € (a,b). Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit mo € (a,b). Dann ist ma
eine lokale Extremstelle, und damit gilt f/(ms) = 0. Setze £ :=mo = f/(§) =0. O

Die Aussage dieses Satzes ist also, dass zwischen zwei Nullstellen einer stetig differenzierbaren
Funktion f die Ableitung f’ ebenfalls eine Nullstelle besitzt.

Satz 2.10. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Seien a,b € R mit a < b, und
sei f : [a,b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b). Dann existiert ein & € (a,b)

mit f(b) — f(a) = f'(§) - (b—a).
Beweis: Als Grundlage fiir den Beweis wurde herangezogen. Man definiere

Diese Funktion ist stetig auf [a,b], da f stetig auf [a,b] ist und Polynome stetig sind.
Auferdem gilt ¢'(z) = f'(z) — W, weshalb ¢ differenzierbar auf (a, b) ist.

Wegen
o) = f(a) - #(a)~LO=ID (oo

und

b—a
existiert aufgrund des Satzes von Rolle ein £ € (a,b) mit 0 = ¢'(§) = f'(€) — w.
Daraus ergibt sich f(b) — f(a) = f'(€) - (b—a). O

Bemerkung: Folgende Skizze veranschaulicht die Aussage des Mittelwertsatzes der Differen-
tialrechnung geometrisch. Im Intervall (a,b) gibt es mindestens eine Stelle, an welcher die
Steigung der Tangente an den Funktionsgraphen der Sekantensteigung im Intervall [a, b]
entspricht. In diesem Beispiel gibt es sogar zwei derartige Stellen.

“ & & b

Satz 2.11. (Nullstellensatz von Bolzano) Sei f : [a, b] — R stetig auf [a, b] mit f(a) <0
und f(b) > 0 bzw. f(a) > 0 und f(b) < 0. Dann existiert ein = € [a, b] mit f(z) = 0.

Beweis: Grundlage fiir diesen Beweis ist . Es sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit
f(a) <0 und f(b) > 0. Man definiere die Menge A := {x € [a,b] | f(z) < 0}. Diese Menge



ist nichtleer, weil ¢ € A und nach oben beschriankt, da b eine obere Schranke darstellt.
Somit existiert ein zg € [a, b] mit zg := sup (A) (kleinste obere Schranke). Daraus ergeben
sich zwei zu unterscheidende Fille:

1. Fall: Aus zg = b folgt, dass f(zg) = f(b) > 0.

2. Fall: Fiir ¢ < b definiert man x,, := xg —|—% nese xg. Es gilt AN :Vn > N : z,, € [a,b].
Aufserdem ist x,, ¢ A, da xg = sup (4) und z,, > xo. Weil f stetig ist, gilt

Flao) = lim_ f (2,) > 0.
n—oo \,—/

>0, da zn,¢A

In beiden Fillen erhélt man somit f(zg) > 0. Im weiteren Verlauf wird ein Widerspruchsbe-
weis gefithrt. Angenommen, es ist f(xg) # 0, also f(zg) > 0. Da f stetig in xg ist, existiert
fiir alle € > 0 ein 0 > 0, sodass fiir alle x € [a, b] mit |x — xo| < 0 gilt: |f(z) — f(xo)| < e.
Auferdem gilt f(z) — f(zo) < |f(z) — f(x0)|. Man definiere die frei wéhlbare Variable
e := f(xp). Dies ist moglich, da laut Annahme f(z() > 0 gilt. Insgesamt erhélt man

f(x) = fzo) < |f(z) — fz0)| < f(20)-

Daraus folgt, dass f(z) > 0 gelten muss, da sonst |f(x) — f(x0)| < f(xo) nicht erfiillt wére.

Weil xy = sup(A) ist, gibt es ein x € A mit 9 —J < & < xp, und somit gilt |z — zo| < 9.
Wie im vorigen Absatz beschrieben folgt daher f(z) > 0 fiir dieses z € A. Andererseits
gilt fiir alle x € A, dass f(z) < 0 ist. Man erhélt mit 0 < f(z) < 0 einen Widerspruch zur
Annahme, dass f(xg) # 0 gilt, weshalb f(z) = 0 gelten muss. O

Satz 2.12. (Zwischenwertsatz) Sei I ein Intervall, f : I — R stetig und o € R. Falls es
x1,x9 € I gibt mit f(z1) < a und f(x2) > «, dann gibt es ein x € I mit f(z) = a.

Beweis: Dieser Beweis wurde anhand von durchgefiihrt. Es sind hier zwei Félle zu
unterscheiden:

1. Fall: Fiir x; # x5 definiert man g(x) := f(z) — a. Es gilt dann g(z1) = f(z1) —a <0,
da f(z1) < aund g(x2) = f(x2) — a > 0, da f(x2) > a. Nach dem Nullstellensatz
von Bolzano (Satz [2.11]) existiert nun ein x € I mit 0 = g(z) = f(z) —a = f(z) = a.

2. Fall: Fiir z; = x4 folgt wegen

dass fiir z := x; somit f(z) = « gelten muss. O

Satz 2.13. (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig und sei
g : [a,b] — R integrierbar mit g(z) < 0, Va € [a,b] oder g(x) > 0, Vz € [a,b] (also ¢g hat
keinen Vorzeichenwechsel). Dann gibt es ein £ € [a, b], sodass folgende Eigenschaft erfiillt
ist:

[t e =1i6) [ o) e

Beweis: Dieser Beweis wurde angelehnt an Seite 85]. Sei v; das Minimum von f auf
[a, b] und sei 75 das Maximum von f auf [a,b]. Dann gilt v1 < f(z) < 72, V& € [a,b]. Sei
nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit g(x) > 0,Vz € [a,b] (der andere Fall d&ndert in



den nachfolgenden Uberlegungen nur die Richtung der Vergleichszeichen). Dann gilt

1ng(z) < f(r)g(z) < yeg(x), Vo € [a,b].

Aus der Monotonidﬂ und der Linearitéiiﬂ des Riemann-Integrals folgt

w o< [ i<, [ gteyas

Man definiere nun I := fab g(z) dz. Es sind zwei Falle zu unterscheiden:

1. Fall: Sei I = 0. Dann erhélt man aus dem sogenannten Sandwich-Satz folgendes Resultat:

b b
0< / f(@)g(x) dx <0 = / f(@)g(x) dz =0

Sei nun & € [a, b] beliebig. Dann gilt

b b
/ f@)g(x) do = £(€) / o(z) dx,
a ~- a

womit die Aussage in diesem Fall bewiesen ist.

2. Fall: Sei I # 0. Dann gilt

b
n< [ I@dr <o

Setze n := %f; f(x)g(x)dx. Es gilt dann 1 <7 < 7,. Aus dem Zwischenwertsatz (Satz
2.12)) folgt, dass es ein & € [a, b] gibt, mit f(§) =n (weil f stetig ist). Aus

b
O =n=1 [ f@glo)do

folgt wegen der Definition I := fab g(x) dx schlieRlich

[t =s@) [ gt

'Fiir Riemann-integrierbare Funktionen f,g mit f(z) < g(z), Vz gilt fab f(z)dx < f;g(x) dx.
2Fiir Riemann-integrierbare Funktionen f, g und fiir c1,co € R gilt folgende Eigenschaft:
f: (e1f(z) + c2g(z)) dz = 1 f: f(z)dz + c2 f: g(z) dz

10



Satz 2.14. (Satz von de ’Hospital) Sei a,b € R und seien f, g : (a,b) — R differenzier-
bar. Sei aukerdem g(z) # 0, Vz € (a,b) und ¢'(z) # 0, Vz € (a,b).

Falls lim i; ,/((ig existiert, dann gelten:

z—at
(i) Falls xlirzh flz)= xlir& g(z) = 0, dann existiert xlirzh g Eg und es gilt x£r£+ ﬁ E;; = mlir(rll+ g :Eg
(i) Falls lim_f(z) = oo, dann gilt lim_ e i L
Falls xliﬁl“ilﬁ f :((g existiert, dann gelten:
(ili) Falls zlij?f flz) = Iliﬁlilﬁ g(x) =0, dann existiert $1LI£17 % und es gilt xhj?f g Eg = xliril* ch :Eg

iv) Falls lim f(z) = oo, dann gilt lim £2 = lim I(z)
(iv) g

r—b— z—b— g(z) — T—b— g’ (x)
Der obige Satz wurde tibernommen von [20].

Satz 2.15. (Substitutionsregel) Seien [a, b] und [A, B] zwei Intervalle. Sei f : [A, B] = R
eine stetige Funktion, und sei ¢ : [a,b] — [A, B] stetig differenzierbar. Dann gilt

»(b) b
/ ﬂ@w=/ﬂW»¢®#
p(a) a

Beweis: Der Beweis wurde an Folie 18, Satz 8.8] angelehnt. Sei F' eine Stammfunktion
von f (nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung existiert eine solche).
Dann gilt

»(b) b b )
/ f(x)dz = F(p(b)) = F(p(a)) = (Fop)(t)], = / (Fop)(t)dt.
w(a) a

Aufgrund der Kettenregel folgt schliefslich

b b b
/wwwwﬁj/wmmwmw—/ﬂw»¢ww
]

Beispiel: Es soll das bestimmte Integral fol cos(3x + 5) dx berechnet werden. Dazu wird
die Funktion ¢ = ¢(x) = 3z + 5 definiert, wodurch man ¢'(z) = 3 erhélt. Unter Verwendung
von Satz (beginnend auf der rechten Seite) ergibt sich:

1 1 M /
/0 cos(3z +5) dr = 3/0 cos(p(x)) w dz 3

1 /@0(1) 1
=3 ¢

8
cos(t) dt = - sin(t)| =~ 0,649.
(0) 3 5

Definition 2.16. Sei M ein kompakter Raum (z. B. die Menge R der reellen Zahlen oder
ein abgeschlossenes Intervall [a, b]). Sei f : M — R eine stetige Funktion. Dann definiert
man die Maximumsnorm bzw. Unendlichnorm von f auf M durch

| £llo = mavx /()]

11



Satz 2.17. (Approximationssatz von Weierstrafl) Sei f : [a,b] — R stetig und sei
€ > 0 beliebig. Dann gilt auf [a, b] Folgendes:

IneN:TpePy:|f —pllew<e
Der Beweis kann unter [16] nachgelesen werden.
Satz 2.18. (Formel von Faa di Bruno) Seien z +— g(x) =: t und ¢t — f(t) zwei n-mal

differenzierbare Funktionen, die von jeweils einer Variable abhéngen. Dann gilt fiir die
Komposition (f o g)(z) := f(g(x)) Folgendes, wobei ki, ..., k, € Ng und k1 + ... + ky, = n ist:

d nl dFitthn mo(dhg 1\
o (29 (@) = 2 kl!-..kn!'dtk1+---+knf(t)' 11 <dxm'm'>
1k1+2ko+...4+nkn=n I;7L:>11

Ein Beweis kann unter Seite 101, Satz 7.1] aufgefunden werden. Als weitere Quelle
(hauptséchlich in Bezug auf die Formulierung des Satzes) diente [25].

Korollar 2.19. Sei f eine n-mal differenzierbare Funktion und sei g eine lineare Funktion,
dann gilt

g @ =m0 (L)

Beweis: Da g eine lineare Funktion ist, gllt gz = 0 fiir alle m > 1. Daher ist (ki,...,k,) =
(n,0,...,0) die einzige Partition von n, bei welcher kein Faktor des Produkts 0 ergibt, denn
auller k7 sind alle k,,, = 0.

Somit erhalt man

dr n! dr dlg 1\" dg
dx”(fog)< @)= n!-O!---O!.Wﬂt)'((ixl.l!) dt”f() (dm)

2.3 Nulistellen

Satz 2.20. (Fundamentalsatz der Algebra) Sei p = Y }_,axz”® ein Polynom mit
gradp > 1. Dann besitzt p genau n (nicht unbedingt verschiedene) Nullstellen in C.

Satz 2.21. Sei N € N, sei p ein Polynom mit Grad N, und seien 1 < 22 < ... < X
paarweise verschiedene reelle Nullstellen von p mit den Vielfachheiten k1, ..., k,, sodass gilt
N = 3" | ki. Es hat also p insgesamt N Nullstellen. Dann besitzt p™ fir 1 <m < N
mindestens N — m reelle Nullstellen.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass die Anzahl der reellen Nullstellen pro Ableitung um genau
1 abnimmt, da die urspriingliche Funktion N Nullstellen hat. Es existiert ein a € R, sodass

12



man p folgendermafsen darstellen kann:

n

pla) = a- [ - )"
1=1

Aus der Produktregel folgt fiir p’ folgendes Ergebnis:

n

P@) =a- 3 kite—a)t I -
j=1

i=1,i#]

Bemerkung: Man hat nun also insgesamt N Summanden, denn geméfs der Produktregel
wird jeder der N Linearfaktoren einzeln abgeleitet, weshalb man zu jeder Nullstelle x;
insgesamt k;-mal den Faktor (x — x;)%~! erhilt. Das Produkt dahinter enthilt alle iibrigen
Linearfaktoren der anderen Nullstellen.

Nach dem Satz von Rolle (Satz gibt es fiir alle i € {1,...,n — 1} ein & € (x4, iy1)
mit p'(§;) = 0. Das bedeutet, p’ hat nun insgesamt mindestens n — 1 ,neue Nullstellen.
Andererseits wird von jeder urspriinglichen Nullstelle die Vielfachheit um 1 herabgesetzt.
Somit verliert p’ gegeniiber p insgesamt n Nullstellen. Fiir die Anzahl N der Nullstellen
von p/ gilt also N >N+ (n—1) —n=N — 1. O
Lemma 2.22. Sei f : [a,b] — R eine glatte Funktion mit f(a) = 0 und f(b) = 0. Sei
zg € (a,b) mit f(zo) = 0. Dann gibt es ein & € (a,b) mit (&) = 0.

Beweis: Es sind zwei Félle zu unterscheiden:
1. Fall: Es gibt aj,a2 € (a,b) mit oy < az und f(z) = 0, Vo € (a1, az). Dann gilt
f"(x) =0, Vx € (a1, az), womit die Aussage gezeigt ist.

2. Fall: Die Funktion f hat nur endlich viele Nullstellen und es sei xg eine davon. Dann
muss es aj,a € (a,b) geben mit a3 < & < ag sodass ohne Beschrankung der
Allgemeinheit gilt f(a1) > 0 und f(a2) < 0. Wegen f(a) = 0 und f(a;) > 0 sowie
wegen f(az) < 0 und f(b) = 0 muss es 51 € (a,a1) und 3 € (a2,b) geben, sodass
f(B1) > 0und f'(B3) > 0 gilt. Wegen f(ay) > 0 und f(as) < 0 muss es aukerdem
ein By € (a1, ag) geben, mit f'(B2) < 0. Daher muss es v1 € (f1, 82) und 2 € (B2, B3)
geben mit f'(y1) = f'(72) = 0.

Hier sind erneut zwei Félle zu unterscheiden:

e Es gibt kein x € (v1,72) mit f'(x) # 0. Dann ist f”(z) =0, Va € (7y1,72) und
die Aussage ist bestétigt.

e Es gibt ohne Beschrankung der Allgemeinheit ein 6 € (v1,72) mit f'(6) > 0.
Dann muss es ein 1 € (71,0) geben mit f”(£1) > 0 und es muss ein g2 € (§,72)
geben mit f”(e2) < 0. Aus dem Nullstellensatz von Bolzano (Satz folgt
somit, dass es ein € € (e1,e2) C (a,b) gibt mit f”(£) = 0. O

2.4 Eigenschaften gerader und ungerader Funktionen

Lemma 2.23. Sei p ein Polynom. Dann gilt:

(i) Ist p gerade, dann ist [ p(¢) dt ein ungerades Polynom.
(i) Ist p ungerade, dann ist [j p(t) dt ein gerades Polynom.

13



Beweis: (i) Sei n € N so, dass 2n der Hochstgrad von p ist. Da p gerade ist, kann man das
Polynom als Summe gerader Potenzen schreiben, also

n
x) = g aspxF
k=0

Es gilt aufserdem folgende Nebenrechnung:

x ok t2k+1
2k qt =
A 2% + 1

Damit erhalt man schlieflich

[ [ (o) =S [ 3

wobei es sich um ein ungerades Polynom handelt.

a: - $2k+1
o 2k+1

(ii) Sei nun n € Ny so, dass 2n + 1 der Hochstgrad von p ist. Dieser Beweis verlduft analog
zu (i) mit dem Ansatz

n
_ Z aop 122
k=0
[
Lemma 2.24. Sei a € R und sei f : [—a,a] — R Riemann-integrierbar. Dann gelten

folgende Eigenschaften:
i) ffa f(z)dx =0, falls f ungerade ist.
(i) [* f(z)de =2 [} f(x)dx, falls f gerade ist.

Beweis: Durch Aufteilen des Integrals erhélt man

a 0 a
3 f(z)dx = 3 f(a:)dx+/0 f(z)dx

Aus Satz erhdlt man mit x = p(u) = —u und ¢'(u) = —1 das folgende Resultat:

0 0 2(0) 0
[ fewdi= 0 [ set) gy ai=- [ faydo= - [ j@)is
=1

v(a)

Unter Verwendung der Eigenschaft f; f(t)dt = — [* f(t) dt erhdlt man somit

(;f(ﬂﬁ)der/Oaf(x)dz:—/aof(—u)du+/0af(:c)dx:/Oaf(—u)dqu/Oaf(x)dx

(i) Fiir ungerade Funktionen folgt nun wegen f(—u) = —f(u)

af(:v)dx: f( du—l—/ f(z)dx = 0.
N " e
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(ii) Fiir gerade Funktionen erhélt man wegen f(—u) = f(u)

_O;f(x)dx:/Oawdu+/oaf(az)dx:2/Oaf(gg)dx_
—f(u)

O

Lemma 2.25. Sei f : R — R eine ungerade Funktion, also f(—z) = —f(z), V2 € R. Dann
gilt f(0) = 0.

Beweis: Wegen f(—z) = —f(x) gilt f(0) = f(—0) = —f(0), und daher muss f(0) = 0
sein. O

2.5 Taylorpolynome

Die nachfolgend vorgestellte Taylor-Formel kann verwendet werden, um Funktionen in der
Nihe einer bestimmten Stelle (der Entwicklungsstelle) durch sogenannte Taylorpolynome
anzunéhern.

Definition 2.26. Sei I ein Intervall, sei n € Ny, und sei f : I — R eine (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion. Sei auflerdem & € I die sogenannte Entwicklungsstelle. Dann
bezeichnet man das durch

definierte Polynom als n-tes Taylorpolynom der Funktion f an der Entwicklungsstelle .

Um nun ermitteln zu kénnen, wie grof fiir ein z € I die Abweichung des Funktionswertes
des Taylorpolynoms vom tatsédchlichen Funktionswert ist, wird nachfolgend eine Formel fiir
die Abschitzung dieses sogenannten Restglieds hergeleitet.

Definition 2.27. Sei z € I und 7,,f(z) das n-te Taylorpolynom einer (n + 1)-mal stetig
differenzierbaren Funktion. Dann definiert man das Restglied R,,+1 dieses Taylorpolynoms
folgendermafsen:

Rpy1(z) := f(z) — Tnf(2)

Satz 2.28. Sein € Ny, f : I — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion und
z € I die Entwicklungsstelle des Taylorpolynoms. Dann gilt fiir ein « € I die folgende
Formel zur Berechnung des Restglieds R, 41(x):

Rua() = o [ =00 e

Beweis: Der Beweis stiitzt sich auf |7} Seite 3 und 4]. Es wird ein Induktionsbeweis gefiihrt.
Fiir n = 0 erhélt man aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wegen

[ f/(t)dt = f(z) — f(&) Folgendes:
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Ri(@) = 1)~ f@) = [ fwa= g [ s

Es ist also f(Z) das O-te Glied des Taylorpolynoms (also jenes, das man durch Einsetzen
von k =0 in die Summe aus Definition erhilt) und Rj(x) des entsprechende Restglied,
womit die Behauptung fiir n = 0 gezeigt ist.

Fiir n = 1 wird das Restglied R;(x) partiell integriert, wobei fiir den Faktor 1 die Stamm-
funktion ¢t — x = —(x — t) verwendet wird. Zu beachten ist hierbei, dass x in diesem Fall als
Konstante zu behandeln ist. Es gilt:

T

Ru(z) = / "t = / L fdt= (e —t) PO+ / @ — )ty dt =

=0 @+ [e-orwa=T0 w-a g Ce-nwa
=7 :R;(m)

Hier ist v das 1. Glied des Taylorpolynoms (also jenes, das man durch Einsetzen von
k =1 in die Summe aus Definition erhilt) und Ro(x) das entsprechende Restglied,
womit fiir n = 1 die Behauptung ebenfalls gezeigt wire. Durch Abspalten des 1. Gliedes des
Taylorpolynoms aus dem Restglied Ry erhélt man somit einen Ausdruck fiir das Restglied Ra.
Dieses Prinzip der partiellen Integration wird nun fortgesetzt. Als Induktionsvoraussetzung
gelte fiir ein beliebiges aber festes n

1

o) = G

/ S — ) 1)

Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 erhéilt man folgendes Resultat:

1
(n—1)!

e '<($_t)"'<—1>-f<”><t>

_ (=" om +7,1L!/x(93 et () gy

=Rn1(z)

Rule) = oty [ o= e =

T

+ % /:(x — )yt () dt> =

T

Der erste Summand entspricht dem n-ten Glied des Taylorpolynoms (also jenes, das man
durch Einsetzen von k = n in die Summe aus Definition erhilt) und R,,11(x) ist das
entsprechende Restglied, womit die Behauptung fiir alle n € Ny bewiesen wurde. O

Definition 2.29. Man bezeichnet das Restglied des Taylorpolynoms in der Form
1 * n p(n+1)
Rai(®) = = [ (=0 (e)ds

als Integralrestglied bzw. Restglied in Integralform.
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Nachfolgend wird eine weitere Darstellungsform des Restglieds behandelt, die sogenannte
Lagrange-Darstellung. Zunéchst wird aber eine Eigenschaft gezeigt, die fiir den spéteren
Beweis benotigt wird.

Lemma 2.30. Seien 2, € R und n € Ny. Dann hat (x—¢)" fiir alle ¢ € [min(z, ), max(z, Z)]
ein einheitliches Vorzeichen.

Beweis: Es werden zwei Falle unterschieden:
lL.Fllz>z=t<z=x—t>0,Vt €T,z
2. Fallz<Z=t>x=2—-t<0,Vt € [zr,I]

Insgesamt hat daher z — ¢ und somit auch (x — ¢)™ fiir alle ¢ € [min(z, ), max(z, )] ein
konstantes Vorzeichen. O

Satz 2.31. Es existiert ein £ € [min(z, ), max(z, )], sodass Folgendes gilt:

(n+1)
Rpii(z) = JZn n 1()5,) (x — @)

Beweis: Der Beweis wird in Anlehnung an [7] Seite 4] gefithrt. Ausgangsbasis fiir diesen
Beweis bildet die in Satz gewonnene Formel

Rua(@) = [ @m0 ar

Weil (x —t)" geméf Lemma auf dem Intervall [min(z, ), max(z, )] keinen Vorzeichen-
wechsel aufweist, gibt es aufgrund des Mittelwertsatzes der Integralrechnung (Satz[2.13)) ein
¢ € [min(z, 7), max(x, T)|, sodass gilt:

I(x _ t)nf(n+1)(t) dt — w /x(x —t)"dt = f(n+1)(€) . (x — t)nJrl (1) v -

n!

f(n+1) (é) ~\n+1
RCES I

Definition 2.32. Man bezeichnet das Restglied des Taylorpolynoms in der Form

(n+1)
Ron(a) = 8@ - g

als Lagrange-Restglied bzw. Restglied in Lagrange-Form.
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3 Polynominterpolation

Unter Polynominterpolation versteht man das Ermitteln einer Polynomfunktion, deren
Graph durch vorgegebene Punkte (die sogenannten Stiitzpunkte) verlauft. Ein Stiitzpunkt
ist dabei eine Kombination von Stiitzstelle und Stiitzwert. Anlass dazu kann beispielsweise
sein, dass man nur endlich viele Messpunkte eines physikalischen Experiments kennt und den
Zusammenhang durch eine Polynomfunktion modellieren méchte, deren Graph durch diese
Messpunkte verlauft. Aufgrund der leichten Handhabbarkeit von Polynomen kann es jedoch
auch niitzlich sein, eine bereits gegebene Funktion an bestimmten Stellen auszuwerten und
durch eine Polynomfunktion zu approximieren, deren Graph durch diese Punkte verlauft.

Definition 3.1. Seien xy, ..., , € R vorgegebene Stiitzstellen. Dann bezeichnet man

n

o(@) = [[ (@~ 1)

k=0

als das normierte Stiitzstellenpolynom zu den Stiitzstellen xg, ..., ;.

Es handelt sich dabei um jenes normierte Polynom, dessen Nullstellen sich genau an den
Stiitzstellen befinder{]]

Beispiel: Es seien die fiinf Stiitzstellen (xg, x1, x2, 3, z4) := (—3,—1,0,2,5) gegeben. Das
entsprechende normierte Stiitzstellenpolynom lautet dann

6a) = (@+3) @+ 1) 2 (2 =2)- (=5 = 2" = 32" — 150" + 10° + 300.

Definition 3.2. Sei n € N, seien xq, ..., z, € R paarweise verschiedene Stiitzstellen, und
seien g, ..., yn € R vorgegebene Stiitzwerte. Dann bezeichnet man ein Polynom p mit
p(x;) = y; fiir ¢ € {0, ...,n} als Interpolationspolynom durch die gegebenen Stiitzpunkte.

Nachfolgend werden allgemeine Eigenschaften der Polynominterpolation erlautert sowie drei
Verfahren vorgestellt, mit welchen Interpolationspolynome zu vorgegebenen Stiitzpunkten
bestimmt werden konnen. Aufferdem werden die Vor- und Nachteile dieser Methoden und
deren Einsatzmoglichkeiten beschrieben.

3.1 Eigenschaften

Zu Beginn soll gezeigt werden, dass es fiir n + 1 Stiitzpunkte ein eindeutig bestimmtes
Interpolationspolynom mit Hochstgrad n gibt. Dafiir muss jedoch zunéchst die Vandermonde-

'Da die Nullstellen eines Polynoms durch Multiplikation mit a € R\ {0} erhalten bleiben, gibt es unendlich
viele nichtnormierte Polynome mit dieser Eigenschaft.
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Matrix, benannt nach Alexandre-Théophile Vandermonde (Frankreich, 1735-1796), behan-
delt werden.

Definition 3.3. Seien xg,...,z, € R. Dann ist die Vandermonde-Matrix V(zg, ..., Zy)
folgendermafsen definiert:

1 x9 55(2) SR

1 z z3 -
V(:L'O: ,an) = .

1 z, z2 s

Es handelt sich dabei um eine quadratische Matrix. Aus der obigen Definition geht auch
hervor, dass fiir ; = 0 die Definition 0° := 1 gewihlt wurde. Die Determinante einer
Vandermonde-Matrix wird als Vandermonde-Determinante bezeichnet. Fiir sie gilt die
folgende Berechnungsformel.

Lemma 3.4. Sei V(z, ..., ;) eine Vandermonde-Matrix. Dann gilt:

det V(zo, ..., xn) = H (x; — )

0<k<I<n
Die Bedingung 0 < k < I < n bedeutet, dass alle Faktoren (z; — z}) vorkommen, bei denen
k.l € {0,...,n} ist und k < [ erfiillt wird.
Beweis: Grundlage des Beweises ist Seite 2, Z3]. Es wird ein Induktionsbeweis gefiihrt.

Fiir den Induktionsanfang n = 0 ist die linke Seite det(V(zg)) = det(1) = 1. Die rechte
Seite entspricht dem leeren Produkt, welches 1 ergibt, wodurch die Aussage fiir n = 0 erfiillt
ist.

Angenommen, die zu zeigende Behauptung gilt fiir ein beliebiges aber festes n € N (Induk-
tionsvoraussetzung).

Fiir n 4 1 sieht die linke Seite folgendermafsen aus:

1 x9 x% cee 1:’3“

1 x x% . x?“
det(V(zo, ..., Tpt1)) = det :

1 oz, x2 .. it

L n 93%+1 e 9521%

Nun wird von jeder Spalte der Matrix das x,41-fache der unmittelbar links davon stehenden
Spalte subtrahiert. Dies ist moglich, da der Wert der Determinante unverédndert bleibt,
wenn man zu einer Spalte bzw. Zeile ein Vielfaches einer anderen Spalte bzw. Zeile addiert.
Die erste Spalte bleibt als einzige unverdndert, da hier 0 subtrahiert wird. Insgesamt erhélt
man dadurch:

20



2 n+1
1 xo—opp1 Tf — Tpt1T0 vt — 2l
2 n+1
1 z1—2xp T] — Tp+121 e = Ty
det | : : : : =
2 1
1z, — 24 Ty — Tn4+1Tn cee 332+ — Tpt1Th
1 2 . n+1 n
Tn+l = Tn+l Tpiq — Tn+l1ln+l Tyl = Tnt1dy g
I 20— 2Znt1 (xo— Tng1)xo -+ (To — Tpt1)xg
I 21 —2pt1 (21— Tpg1)v1 o (T1 — Tpg1) ol
= det :
L zp—p1 (Tp — Tng1)Tn -0 (Tn — Tpy1) Ty
1 0 0 ‘e 0

Entwickelt man nun die Determinante geméfs des Laplaceschen Entwicklungssatzes in
ZeilenforanL also durch Anwenden der Formel

det A = Z(—l)i+j . aij - det Aija
7=1

nach der letzten Zeile, so erhélt man

Lo — Tn+1 (33'0 - an)xo e (mo — xn+1)x8
(—1)mH gy | (1 = Zpg)er - (21— Tppa )2

da alle anderen Summenden wegen dem Faktor a(,,2); =0, Vj > 1 wegfallen. Es bleibt
also nur der erste Summand der obigen Formel erhalten. Fiir den Exponent ist hier zu
beachten, dass die urspriingliche Matrix n + 2 Zeilen hatte.

Bei der somit entstandenen Matrix wird fiir i € {1,...,n + 1} aus der i-ten Zeile der Matrix
der Faktor x;_1 — 41 herausgehoben, was an der Determinante der Matrix nichts andert.
Man erhélt damit folgenden Term:

1 To - :L‘g
3 1 AT .qu
]_ "L‘n .. xz

Nun werden alle n + 1 herausgehobenen Faktoren mit —1 multipliziert. Der iibrig bleibende
Faktor (—1)? = 1 fillt weg. Jetzt kann die Determinante durch die Induktionsvoraussetzung
ersetzt werden. Man erhalt schliefslich

(@nt1 —20) - (w1 —an) - [ @i—a) = [ (@—an).

0<k<I<n 0<k<l<n+1
O

2Hier ist A;; jene Matrix, die aus A entsteht, wenn die i-te Zeile und die j-te Spalte gestrichen werden.
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Definition 3.5. Eine n x n-Matrix A heifit regulér bzw. invertierbar, wenn eine inverse
Matrix A~! existiert, sodass A- A7! = A=1. A = I gilt, wobei I die Einheitsmatrix mit
Format n x n ist.

Lemma 3.6. Eine n x n-Matrix A ist genau dann reguldr, wenn det A # 0 gilt.

Lemma 3.7. Die Vandermonde-Matrix V(zg, ..., z,,) ist genau dann regulér, wenn z, ..., 2,
paarweise verschieden sind.

Beweis: Dies ist sofort ersichtlich, da fiir xy # x; der Faktor (z; — x) ungleich 0 ist und
somit das Produkt aus Lemma [3.4] nicht 0 ergeben kann. O

Der nachfolgende Satz wird zeigen, dass es immer ein Interpolationspolynom p € P,, (also
mit Hochstgrad n) gibt, und dass dieses auch eindeutig bestimmt ist.

Satz 3.8. Sei n € N, seien xy, ..., T, € R paarweise verschiedene Stiitzstellen, und seien
Yo, ---» Yn € R die zugehorigen Stiitzwerte. Dann existiert genau ein Polynom p, welches
hochstens Grad n besitzt und fir welches p(zx) = yk, Vk € {0, ...,n} gilt.

Beweis: Die Beweisfiihrung erfolgte in Anlehnung an [§] Seite 195]. Setze p(x) := ag +
a1 + ... + a,z". Es handelt sich dabei um ein Polynom mit Hochstgrad n. Durch Einsetzen
der Stiitzstellen x; und der Stiitzwerte y, mit k € {0, ...,n} erhilt man folgendes lineares
Gleichungssystem:

ap + a1z + ... + apxy = yr, ke€{0,...,n}

Die Koeffizientenmatrix dieses linearen Gleichungssystems mit den Unbekannten ay, ..., an
lautet dann

1 zo 2 x4
1z, 22 Ty
Dabei handelt es sich um die Vandermonde-Matrix V(xg, x1, ..., 5 ), welche nach Lemma

reguldr ist, weil die Stiitzstellen xg, ..., x, geméaf Voraussetzung paarweise verschieden
sind. Somit ist das lineare Gleichungssystem eindeutig losbar und das Polynom p eindeutig
bestimmt. O

Definition 3.9. Sei n € N, seien xy, ..., z, € R paarweise verschiedene Stiitzstellen, und
seien g, ..., yn € R die zugehorigen Stiitzwerte. Dann wird jenes nach Satz eindeutig
bestimmte Interpolationspolynom mit Hochstgrad n als minimales Interpolationspolynom
bezeichnet und nachfolgend mit ¢ (z) abgekiirzt.

Bemerkung 1: Mochte man hervorheben, dass dadurch beispielsweise die Funktion f inter-
poliert wird, so wird auch ¢(x) geschrieben.

Bemerkung 2: Wie bereits aus der Formulierung von Satz hervorgeht, muss das Interpo-
lationspolynom nicht unbedingt Grad n besitzen. Folgendes Beispiel wird zeigen, dass es
auch einen niedrigeren Grad aufweisen kann.

Beispiel: Gegeben seien die Stiitzpunkte (zo,y0) = (1,1), (z1,¥1) = (2,2) und (z2,y2) =
(3,3). Man erhélt daraus das lineare Gleichungssystem
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111 ao 1
1 2 4] -|a] =12
139 as 3

Die Losung lautet (ag,a1,a2) = (0,1,0). Somit ist das Interpolationspolynom p(x) = z,
also ein Polynom vom Grad 1, obwohl n = 2 gilt.

Durch den obigen Satz wurde gezeigt, dass es fiir n Stiitzpunkte genau ein Interpolationspoly-
nom gibt, dessen Grad hochstens n ist. Jedoch gibt es unendlich viele Interpolationspolynome
héheren Grades.

Satz 3.10. Seien n,m € N mit m > n, seien xg,...,x, € R paarweise verschiedene
Stiitzstellen, und seien vy, ...,y, € R die zugehdrigen Stiitzwerte. Dann besitzen genau
diejenigen Polynome p mit Grad m die Interpolationseigenschaft p(z;) = y; fiir i € {0, ...,n},
welche in der Form p(x) = ¢(x) 4+ ¢(x)q(x) dargestellt werden kénnen. Dabei sind ¢(z) das
Stiitzstellenpolynom aus Definition und ¢(z) das minimale Interpolationspolynom aus
Definition [3.9] Das Polynom ¢ besitzt Grad m —n — 1.

Beweis: Grundlage fiir diesen Beweis ist [8, Seite 196]. Zunéchst wird gezeigt, dass p ein
Interpolationspolynom ist. Es gilt ¢(z;) = 0 fiir ¢ € {0,1,...,n}. Daraus folgt p(x;) =
Y(x;) =y, fur i € {0,1,...,n}, weshalb p(z) ein Interpolationspolynom ist.

Es muss jetzt noch gezeigt werden, dass jedes Interpolationspolynom die obige Darstellung
besitzt. Der Grad von p ist nach Voraussetzung m. Der Grad von ¢ betragt n + 1. Ist
p ein Interpolationspolynom, so gilt p(z;) = y; = ¥(x;), Vi € {0,...,n}. Daraus folgt
p(xz;) —Y(x;) =0, Vi € {0,...,n}. Auberdem gilt ¢(x;) =0, Vi € {0,...,n}. Somit muss es
ein Polynom ¢ mit Grad m—(n+1) = m—n—1 geben, sodass p(z) —¢(z) = ¢(z)-q(x). O

Bemerkung: Man erhélt das Polynom ¢ des obigen Satzes durch die Division (p — ) : ¢.

Nachdem nun allgemeine Eigenschaften beziiglich Interpolationspolynomen behandelt wur-
den, werden in den néchsten beiden Kapiteln zwei Methoden vorgestellt, durch welche
Interpolationspolynome konkret berechnet werden kénnen.

Durch Satz und das anschlieffende Beispiel wurde gezeigt, dass das minimale Interpolati-
onspolynom % immer durch Losen eines linearen Gleichungssystems bestimmt werden kann.
Es gibt jedoch auch andere Methoden, um % zu ermitteln, welche in den nachfolgenden
Abschnitten erldutert werden.

3.2 Lagrange-Interpolation

Die Formel fiir die Berechnung des minimalen Interpolationspolynoms v € P,, lautet bei
dieser Methode

U(x) =Y yili(w).
=0

Dabei sind ¢; € P, die sogenannten Lagrange-Polynome und es gilt ¢;(x;) = §;; fur
i,j €40,...,n}, wobei
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1, i=j
dij = =
0, P77
das sogenannte Kronecker-Delta ist. Durch diese Forderungen ergibt sich die Interpolations-
bedingung ¥ (x;) = y;.
Fiir die einzelnen Lagrange-Polynome ¢; sind durch ¢;(x;) = 6;; die n + 1 Stiitzpunkte
festgelegt. Bei xg, ..., ©i—1, Tit1, ..., T, besitzt das Polynom /¢; jeweils eine Nullstelle (also
Funktionswert 0) und an der Stelle z; hat es den Funktionswert 1. Nach Satz sind die

Lagrange-Polynome ¢; somit eindeutig bestimmt. Sie besitzen jeweils Hochstgrad n. Fir die
Berechnung der Lagrange-Polynome #; kann die nachfolgende Formel verwendet werden.

Lemma 3.11. Die Lagrange-Polynome ¢; € P,, des Lagrangeschen Ansatzes, welche die
Bedingung ¢;(x;) = d;; erfiillen sollen, kénnen durch die Formel

berechnet werden.

Beweis: Fir j =1 gilt

Sei nun j € {0,1,...,n} \ {i}. Dann gilt

n
E.(l")_Hxj—l‘k;_l‘j—fEO‘“:Uj—l'jfl‘l'j—xj'l’j—l'j+1”.$j—l’n_0
L\ - = U.

0 Ty — Tk T; — X0 .Z'Z'—ZL‘j_l $Z'—£Cj mi—xjﬂ Ty — T
k#i

Somit erfiillen die Lagrange-Polynome die Bedingung ¢;(z;) = &;;.
]

Vor- und Nachteile: Ein Vorteil dieses Verfahrens ist der Verzicht auf das Losen eines
Gleichungssystems (wie dies auf Seite 22| durchgefiihrt wurde). Vorteil dieser Interpolati-
onsmethode ist aber insbesondere, dass die Lagrange-Polynome ¢; unabhéngig von den
Stiitzwerten y; sind. Hat man somit unverénderliche Stiitzstellen x;, so kdnnen fiir beliebige
Datensétze o, ..., yn stets dieselben Lagrange-Polynome verwendet werden. Eine mogli-
che Anwendung wére die Modellierung physikalischer Zusammenhénge, wenn zu jeweils
fixen Zeitpunkten ein Messwert bestimmt wird. Hier sind die von Experiment zu Experi-
ment unverindert bleibenden Stiitzstellen x, ..., z,, vorgegeben und die Datensétze fiir die
Messwerte dndern sich stets.

Ein gravierender Nachteil dieses Verfahrens ist es, dass keine weiteren Stiitzstellen hinzu-
genommen werden konnen, ohne dabei alle Lagrange-Polynome neu berechnen zu miissen.
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Dieser Nachteil wird durch die im folgenden Kapitel vorgestellte Methode wegfallen.

Beispiel: Gegeben sind die Stiitzpunkte (zo,y0) = (0,2), (x1,y1) = (1,5) und (x2,y2) =
(3,7). Zunachst werden die drei Lagrange-Polynome berechnet:

r—x1 X — X9 r—1 x—3 1 2

14 = . = . =121 1

O($) To— L1 Tog— T2 0—-1 0-3 3$ 3x+
T—To T— T2 r—0 z-3 1 2.3

14 = . = . = —= 2

1) ry—x9 xp—x2 1-0 1-3 R
- - -0 z-1

(@) = I e W T :%mZ—%x

o — Ty T2 — 1 3—0.3—1
Das minimale Interpolationspolynom zu den gegebenen Stiitzpunkten erhélt man nun durch:

$o) = S wt(e) =2 (e~ da 1) +5- (-da* + §0) +7- (b )
1=0

P(z) =% - (—22% + 112 + 6)

Durch Einsetzen von xgp,x; und x2 erkennt man, dass dieses Polynom die gegebenen
Stiitzpunkte interpoliert. Sollten sich nun die Stiitzwerte dndern, so miissen lediglich die
entsprechenden Faktoren in der Summe gedndert werden. Die Lagrange-Polynome £g, £1
und ¢ konnen jedoch iibernommen werden, wodurch der grofite Teil des Rechenaufwands
wegfallt.

3.3 Newton-Interpolation

Hier wird fiir das minimale Interpolationspolynom v folgender Ansatz verwendet:

(x) =y + 1z —z0) +v2(xr — zo)(x — 1) + .. + V(T —20) - (T — Tp—1)

Es bleibt nun zu kléren, wie die Koeffizienten ~, ..., v, berechnet werden. Dazu muss
zunéchst der Begriff der dividierten Differenz definiert werden:

Definition 3.12. Seien xy, ..., z,, € R paarweise verschieden und seien yq, ..., ¥, € R. Dann
definiert man laut |2 Seite 2| fir k£ € {0, ...,n} Folgendes:

e flzo] = yo
o flzo,71] := —f["’;ljiigx‘”
o flzo,...,Tx] := f[xl""’x@]&k_fio"”’xk_l]

Man bezeichnet f[xo, ..., x| als die k-te dividierte Differenz des gegebenen Datensatzes.

Das folgende Lemma beschreibt, welche Gestalt die Koeffizienten 7y, ..., v, haben miissen,
damit der Newtonsche Ansatz die Interpolationsbedingungen 1 (z;) = y; erfiillt.
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Lemma 3.13. Die Koeffizienten 7, ..., v, fiir die Newtonsche Interpolationsformel entspre-
chen den dividierten Differenzen aus Definition d.h. es gilt fiir alle k& € {0, ...,n}

Y = flxo, ..., k).

Vor- und Nachteile: Im Vergleich zur Lagrangeschen Interpolationsmethode miissen
hier bei Hinzunahme eines zusédtzlichen Stiitzpunktes nicht alle bisherigen Faktoren neu
berechnet werden, sondern lediglich ein weiterer Term zum bereits existierenden Polynom
addiert werden.

Der grofe Nachteil dieses Verfahrens ist es jedoch, dass die Faktoren 7y, ...,y, von den
Stiitzwerten ¥y, ..., ¥, abhingig sind. Somit miissen diese bei einer Anderung der Stiitzwerte
stets neu berechnet werden.

Beispiel: Gegeben sind wie bereits beim Beispiel auf Seite 25| die Stiitzpunkte (zg,yo) =
(0,2), (z1,y1) = (1,5) und (w2,y2) = (3,7). Im ersten Schritt werden die dividierten
Differenzen ermittelt. Dies kann anhand folgenden Schemas durchgefiihrt werden, wobei die
obersten Werte jeder Spalte den v-Werten entsprechen:

f[-TO] =1 =2
Sla] — flxo]
..... = =3
Fleo, i) T — Ip
..... 2| — flxo, 2
flal = =5 Flos ] 2= L0 17 fE) ol _ 2
_ flwa] — flz]
f[-'rl: x ] T — T 1
fla] =y =7
Es ist also 79 = 2,71 = 3 und 2 = —%. Das Interpolationspolynom erhélt man nun
folgendermafsen:

Y(@) =70+ 71 (z —20) + 72 (z —20) - (w—21) =2+3-(z~0) = (- 0) (z 1)
¥(x) :%-(—2m2+11x+6)

Man erhilt also dasselbe Ergebnis wie bei der Lagrange-Interpolation (nachfolgender Satz
wird dies allgemein beweisen). Wiirde sich hier jedoch ein Stiitzwert dndern, so wiirde dies
die linke Spalte des oben vorgestellten Schemas beeinflussen und somit in weiterer Folge
alle Spalten.

Satz 3.14. Seien x,...,z, € R paarweise verschiedene Stiitzstellen und yo,...,y, € R
die zugehorigen Stiitzwerte. Dann sind die durch das Lagrange-Verfahren und durch das
Newton-Verfahren gewonnenen Interpolationspolynome identisch.

Beweis: Aus dem Ansatz der Newton-Interpolation ist leicht ersichtlich, dass bei n + 1
Stiitzpunkten ein Polynom mit Hochstgrad n entsteht. Auch die Lagrange-Polynome ¢;
haben bei n+1 Stiitzpunkten allesamt den Hochstgrad n, an welchem auch die Multiplikation
mit den Stiitzwerten und die anschliekende Summenbildung nichts &ndert. Da also beide
Interpolationspolynome den minimalen Héchstgrad n besitzen, folgt unmittelbar aus Satz
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also der Eindeutigkeit des minimalen Interpolationspolynoms, dass die Polynome gleich
sind. O

Fazit: Hat man einen vorgegebenen bzw. unverénderlichen Satz an Stiitzstellen zq, ..., z,
fiir welchen immer neue Stiitzwerte gemessen bzw. ermittelt werden, so ist es sinnvoller,
das Lagrange-Verfahren zu wéahlen, da hier die Lagrange-Polynome ¢; nur einmal berechnet
werden miissen und anschliefend iibernommen werden kénnen, wahrend die Faktoren ~;
des Newton-Verfahrens stets neu berechnet werden miissten.

Wird jedoch eine bestehende Menge an Stiitzpunkten (xg,yo), ..., (Zn, yn) laufend erweitert,
so ist es sinnvoll, das Newton-Verfahren zu benutzen, da man in diesem Fall wie bereits
erwahnt, das Interpolationspolynom nur um einen weiteren Term erginzen muss, wahrend
man beim Lagrange-Verfahren alle Lagrange-Polynome ¢; neu berechnen miisste.

3.4 Fehlerabschatzung

Dieser Abschnitt widmet sich der Abschitzung der Abweichung des minimalen Interpo-
lationspolynoms 1y von der dadurch interpolierten Funktion f. Bedeutung findet diese
Abschétzung u. a. bei der numerischen Integration, also dem Hauptthema dieser Arbeit.
Die Abweichung wird allgemein als Restglied bezeichnet.

Definition 3.15. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und seien x,...,z, € [a,b]
paarweise verschiedene Stiitzstellen. Dann definiert man R, f := f — 9 als das Restglied
der Polynominterpolation.

Fiir (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktionen ergibt sich die nachfolgend behandelte
Berechnungsformel fiir das Restglied R, f.

Satz 3.16. Sei f : [a,b] — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, und seien
X1, ...,y € [a,b] paarweise verschiedene Stiitzstellen mit den Vielfachheiten ky, ..., k. € N,
sodass Z;Zl k; = n+ 1 gilt. Sei ¢ € P, ein Polynom mit Hochstgrad n, welches fiir alle
j € {1,...,r} die Bedingung ¢(z;) = f(z;) erfiillt. Dann gilt fiir das Restglied R, f(z) :=
f(z) — ¢(x), dass fir alle x € [a,b] ein £ € [a, b] existiert, sodass gilt:

(nt+1) (g
e

j=1

R f(x) =

Beweis: Als Grundlage fiir diesen Beweis wurde [17] Satz 9.10] verwendet. Sei € [a, b]. Es
sind nun zwei Falle zu unterscheiden.

1. Fall: Die Stelle x ist selbst eine Stiitzstelle, d. h. es existiert ein i € {1,...,7} mit x = z;.
Setzt man in die zu beweisende Formel ein, so erhéilt man

FE) 1

o L)t =0

g
—_——
=0

Da fir j € {1,...,r} gilt p(z;) = f(z;), stimmt dies mit der Definition R, f(x;) :=
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f(zj) — ¢(z;) = 0 iiberein, weshalb in diesem Fall die Aussage fiir jedes beliebige & € [a, b]
bestétigt wurde.
2. Fall: Sei nun z keine Stiitzstelle. Dann definiert man o als

T

alz) = H(x — ;)M

Jj=1

Es handelt sich dabei um ein normiertes Polynom mit Grad n + 1. Auflerdem wird fiir ein
beliebiges aber festes x € [a,b] mit x # x;, Vi € {1,...,r} die Hilfsfunktion ¢ : [a,b] — R
folgendermafien definiert:

Nach Voraussetzung ist f(y) € C"*'[a,b] und wegen Satz sind auch die Polynome
©(y), a(y) € C"a, b]. Aukerdem ist der Bruch eine Konstante (weil x fest gewihlt wurde),
und der Nenner des Bruches ist ungleich null, da x keine Stiitzstelle sein darf. Somit ist
g € C"*La,b]. Man erhilt

=Rnf(z)
f(z) — p(x) R, f(x)
g ) ="y - 0 - (n+1) o) Fr N y) = (n+1) ()
Kor. 28] Lemma 2.5
Des Weiteren besitzt g die n 4+ 2 Nullstellen =z, wgkl), ey xq(nkr), wobei die Vielfachheiten in

hochgestellter Klammer angefiihrt werden, denn fiir y = x gilt

und fir y € {z1,...,z,} erhdlt man wegen a(z;) = 0 und der Interpolationsbedingung

f(xi) = p(;)
f(z) — o(z)

O

9(y) = f(y) — v(y) — a(y) -
—_— =~~~

=0 =0

Gemif Satz besitzt g1 hochstens n 4+ 1 Nullstellen weniger als g. Da ¢ laut den
vorherigen Uberlegungen n + 2 Nullstellen aufweist, hat ¢(*t! daher mindestens eine
Nullstelle. Das heifit, es gibt ein & € [a, b] mit g+ (¢) = 0.

Somit erhalt man schlieflich

f(n+1)(

Ry f(x) = R,f(z) = 75) . H(.’L‘ - .rj)kj-
j=1

a(x)

0=g"(g) = f"E) — (n+ 1)1 TR

O

Bemerkung: Die Stelle € € [a, b] ist von der Stelle z, an welcher die Abweichung bestimmt
werden soll, abhéngig, also £(z).
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Im Allgemeinen ist die Stelle £ miihsam zu bestimmen, weshalb man oft folgende Abschét-
zung fiir den Hochstfehler verwendet.

Korollar 3.17. Fiir das Restglied der Polynominterpolation gilt die Abschétzung

R, f(x)] < - max | [fOH)(z)] - z— )k
0 < gy s (@) T o))
Beweis: Dies folgt sofort aus Satz O

3.5 Algorithmus von Aitken und Neville

In manchen Féllen méchte man das Interpolationspolynom nicht explizit ermitteln sondern
nur an einer bestimmten Stelle auswerten. Eine Méglichkeit, den Funktionswert rekursiv zu
bestimmen, stellt der Algorithmus von Aitken und Neville dar — benannt nach dem neusee-
landischen Mathematiker Alexander Aitken (1895-1967) und dem englischen Mathematiker
Eric Harold Neville (1889-1961).

Satz 3.18. (Lemma von Aitken): Seien x,...,z, € R paarweise verschiedene Stiitz-
stellen mit den zugehorigen Werten yo, ..., y, € R. Sei nun 0 < j < k < n, und sei py ;
das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom mit Héchstgrad j zu den insgesamt j 4 1
Stiitzpunkten (rx—;, Yx—j), .- (Tk, yx). Dann kann fiir ein beliebiges aber festes x € R der
Funktionswert py, j(z) durch folgende Rekursion berechnet werden:

(i) pro(z) =y

(i) pry() i= (A=t PRt Pt ()

Insbesondere gilt fiir das Interpolationspolynom py, ,, aller n + 1 Stiitzstellen:

(xO - IL') : pn,n—l(x) - (xn - .CC) : pn—l,n—l(x)
To — T

pn,n(x) =

Beweis: Der Beweis wird mit Hilfe von [I1] Seite 54 und 55| gefiihrt. Es handelt sich
um einen Induktionsbeweis. Fiir den Induktionsanfang j = 0 sind pg ; = pro konstante
Funktionen, welche wegen py, o(x1) = yi, jeweils den Punkt (zy,ys) interpolieren und somit
die geforderte Interpolationseigenschaft erfiillen.

Es wird nun der Induktionsschritt j — 1 + j betrachtet: Das Polynom py, ;1 interpoliert
nach Induktionsvoraussetzung die Punkte

(xk—(j—1)7yk—(j—1)>v oy (Thy Y&) = ($kfj+1aykfj+l)a o (Th, Uk)

und das Polynom pg_1 ;1 interpoliert nach Induktionsvoraussetzung die Punkte
(T (k1) (=1) Yk=1)=(j=1))» -+ (Th—1, Yk—1) = (Th—js Yh—j)» s (Tho1, Y—1)-

Somit sind die drei Félle z = z;_;, x € {mk,jﬂ, ey Tx—1} und & = z}, zu untersuchen:
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1. Fall: Es sei x = x,_;. Dann gilt Folgendes:

=0 =Yk—j
—
(Th—j — Tk—j) Prj—1(Th—j) — (T — Tp—j) * Pr—1,j—1(Tk—j)
pk,g(-%'kf]) — J J J J J J J/ yk‘f‘]
Tk—j — Tk

2. Fall: Es sei = 2; € {&y—j11,...,o5—1}. Dann gilt Folgendes:

=Yi =Yi
——
C(wp—j =) prgjr (@) — (R — @) - pr-1-1(w)
Prj (i) = =
iL'k_j — Tk

(Th—j — i) yi — (T — i) Yi  (Th—j — Tk) - Yi

ﬂik_j — Tk {L‘k_j — Tk

3. Fall: Es sei = x. Dann gilt Folgendes:

=Yk =0

( ) (zx) = ( ) (k)
Tp—j — Tk)  Prj—1(T) — (Tk — Tk) Pr—1,5-1(Tk
Prj(T)) = : : ’ = Yk
Tk—j — Tk
Somit erfiillt p ; die Interpolationseigenschaft py, ;(z;) = v;, Vi € {k — j, k}. O

Beispiel: Gegeben seien erneut die drei Stiitzpunkte (z9,y0) = (0,2), (z1,11) = (1,5)
und (z2,y2) = (3,7), welche bereits auf Seite [25( und auf Seite [26] verwendet wurden,
und von denen bereits bekannt ist, dass das minimale Interpolationspolynom (z) =
% . (—23:2 + 11z + 6) lautet.

Es soll mithilfe des Algorithmus von Aitken und Neville der Wert dieses Interpolationspoly-
noms an der Stelle z = 2 ermittelt werden, ohne das Polynom dabei explizit zu bestimmen.

Dazu werden schrittweise die Polynome py, ; aus Satz @ an der Stelle x = 2 ausgewertet.
Man erhélt:

P0,0(2) =yo =2
P1o(2) =11 =5
P20(2) =12 =7

(.CU[) — 2) 'p170(2) - (a:l - 2) -pop(:ﬁ) _ —2-5— (—1) -2

2 == =
pl’l( ) To — T -1 8
—9). 2) — _9). ~1-7—1-
poa(2) = (21 =2) - p20(2) = (22 =2) -pro(z) _ -1-7-1-5 _ ¢
Ir1 — T2 —2
Ty — 2) - 2)— (2 —2) - T —2-6—1-8 20
p2’2(2):( 0—2) p21(2) = (z2=2) - pra(x) _ _ 20

Trog — T2 -3 3

Setzt man in den aus den vorherigen Beispielen bereits bekannten Funktionsterm von

ein, so erhiilt man ebenfalls den Wert (2) = 2.
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4 Bernoulli-Polynome

Dieses Kapitel behandelt die nach dem Schweizer Mathematiker Jakob I. Bernoulli (1655 —
1705)E] benannten Bernoulli-Polynome. Diese speziellen Polynome spielen im Rahmen dieser
Arbeit beim Romberg-Verfahren (Kapitel |§]) eine grofe Rolle. Hauptquelle fiir dieses Kapitel
ist , weshalb diese Quelle bei den einzelnen Beweisen nicht jedes Mal angefiihrt wird.

Definition 4.1. Sei n € Ny. Dann wird das Bernoulli-Polynom B,, : [0,1] — R nach
Seite 4| und durch die folgenden Eigenschaften rekursiv definiert:

(i) Bo(z):=1
(ii) Bl(x) =n-Bp_1(x), Vn>1
(i) [} Bu(z)dz =0, Yn>1

Definition 4.2. Fiir n € Ny werden die Zahlen B,, := B,,(0) als Bernoulli-Zahlen bezeich-
net.

Lemma 4.3. Sei n > 1. Dann gilt

Bu(z) = By +n- /0 Bo (1) dt.

Beweis: Nach Definition (i) gilt B, (t) = n - By—1(t) fiir n > 1. Integriert man beide
Seiten im Intervall [0, z], so erhélt man

x T
/ Bl (t)dt =n- / By_1(t) dt.
0 0

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhélt man auf der linken Seite

= T

Bn(t)|y = Bn(z) — By(0) =n- / B,,_1(t) dt.
0

Daraus folgt schlieflich unter Verwendung von Definition

Bn(x):Bn(o)+n-/0xBn_1(t)dt=Bn+n./0x3n_1(t)dt.

Lemma 4.4. Fir n # 1 gilt B,(0) = By(1).
Beweis: Fir n = 0 folgt diese Aussage sofort aus Definition 4.1 (i), denn Byp(0) = 1 = By(1).

1 . .
nach gregorianischem Kalender
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Sei nun n > 2. Dann gilt wegen Lemma [4.3] und Definition (iii)

1
B,(1)= B +n-/ Bp_1(t)dt = By (0).
=B, (0) 0

=0

Satz 4.5. Fiir n € Ny gilt

By(z) = kzzo (Z) By -z F.

Beweis: Es wird ein Induktionsbeweis gefiihrt.

Fiir den Induktionsanfang n = 0 gilt nach Definition (i) Bo(x) = 1. Andererseits ist

0

0 0
Z . Bk: . $O_k = . BO . ;L'O = 1’
k=0 ~ =1 =1

=1

wodurch die Gleichung erfiillt ist.

Als Induktionsvoraussetzung (IV) sei fiir ein beliebiges aber festes n € N die Eigenschaft

n—1
n—1 1
Bn_l(x)—z< . >'Bk-x” 1—k
0

k=

erfiillt. Fiir den Induktionsschritt n — 1 — n erhilt man somit nach Lemma .3}

z n—1

: -1
o) = e [ Ba ® Bovne T3 (" 1) pernt e
’ o i\ F
Da endliche Summen und Integrale vertauscht werden konnen, erhélt man durch die

Nebenrechnung
T tn—k
0 n—=k

T _
$nk

Cn—k

0
folgendes Resultat:

n—1 n—1
n—1 z n—1 1
Bn+n~§j[< )-Bk-/t”_l_kdt}:Bn+§:n-< >--Bk-mn—k
~ k 0 k n—k

Aus der Definition (Z) = #Lk), des Binomialkoeffizienten folgt

n!

(n—=1\ 1 m _ n! (n
" < k >n—k_k!-(n—1—k)!-(n—k)_k!-(n—k)!_<k>'

=(n—k—=1)!(n—k)=(n—k)!
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Mit B,, = (Z) - B, - ™" erhalt man schlieflich

n

n—1
B, + Z (Z) B2k = Z (Z) By -z ",
k=0

k=0
Damit ist die zu zeigende Eigenschaft fiir alle n € Ny beweisen. O

Korollar 4.6. Die Bernoulli-Polynome sind normiert, d. h. fiir n € Ny erfiillt das n-te
Bernoulli-Polynom in der Darstellung B,,(z) = anz™ + ... + a1z + ag die Eigenschaft a,, = 1.

Beweis: Aus Satz [4.5] erhilt man

¢

By(z) = zn: (Z) By, -k = (

k=0 —— =1

3
&
o
S
i
o
_l’_
el
I 3
L
/_3
N———
s
o
5
3
kol
I

Da die Exponenten der iibrigen Summanden wegen "% kleiner als n sind, ist die Aussage
dadurch bewiesen. O

Nun wird eine rekursive Formel zur Berechnung der n-ten Bernoulli-Zahl B,, hergeleitet.

Lemma 4.7. Fir n € N,n > 2 gilt

" n
B, = By.
k=0

Beweis: Dies folgt sofort aus Satz Lemma [4.4] und der Definition der Bernoulli-Zahlen:

7 " n _ " n
B, := B,(0)E' B, (1) E Y (k) B h =% <k> e
k=0 =1 k=0

Lemma 4.8. Fiir n > 1 gilt

Beweis: Aus Lemma [4.7] folgt fiir n > 1

as gy (|
Bup1= ) By, = Bp+(n+1)-By+ 1 -Bn.
k=0 k k=0 k (n+1)
- - IRSE

Durch Umformen dieser Gleichung nach B,, folgt daraus die zu zeigende rekursive Formel

fir B,,. ]
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Die Bernoulli-Zahl By ist durch Definition (1) festgelegt, denn es gilt By = By(0) = 1.
Die Bernoulli-Zahl B; erhédlt man durch nachfolgendes Lemma.

Lemma 4.9. Die Bernoulli-Zahl B; lautet —%.
Beweis: Nach Definition (ii) gilt

Bi(z) =1-Bo(x) =1,
=1

und somit folgt fiir ein ¢ € R

Bl(x)—/ ldt=z+c.
0

Aus Definition (iii) erhdlt man nun

1 1 1 1
/Bl(x)dx:0:>/(:z:+c)dx:0:>/:cdx—i—/ cdr =0
0 0 0 0

211

x 1 0 1
= & 1=0=--7 =0=c=—1.
20+c 7 2+c c 5

Damit sind durch Definition (i), Lemma [4.9| und Lemma [4.§ die Bernoulli-Zahlen B, fiir
alle n € Ny eindeutig bestimmt. Wegen Satz sind daher auch alle Bernoulli-Polynome
B, (z) eindeutig festgelegt. Wie man aus Definition (i), Lemma und Lemma
aufserdem sehen kann, gilt fiir alle Bernoulli-Zahlen B,, € Q.

Nachfolgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Bernoulli-Polynome B, (z) und die
Bernoulli-Zahlen B,, fiir n < 5.

n | B, | By(x)

0 1

1 —% x—%

2 % xQ—x—l—%

31 0 |2%—3a22+4%

4| -5 |2t =223+ 2% — 55
5 x5_g$4+§$3_%

In nachfolgender Abbildung sind die ersten acht Bernoulli-Polynome zu sehen, wobei in der
linken Spalte die geraden (also von oben nach unten By, B2, By und Bg) und in der rechten
Spalte die ungeraden (also von oben nach unten By, B3, Bs und B7) abgebildet sind.
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Man erkennt anhand der Funktionsgraphen, dass die Bernoulli-Polynome an der Stelle
T = % Symmetrieeigenschaften aufweisen: Fiir gerade n sind sie gerade, fiir ungerade n sind
sie ungerade. Nachfolgender Satz (Satz wird dies allgemein zeigen. Auferdem erkennt
man, dass fiir ungerade n bei x = % eine Nullstelle vorliegt (siehe Lemma und ab
n = 3 fiir ungerade n zusétzlich bei x = 0 und x = 1 zwei weitere Nullstellen existieren

(siehe Lemma |4.11)).

Satz 4.10. Sei n € Ny und sei P,(z) := B, (z + 1). Dann gilt:
(i) Falls n gerade ist, ist P,(z) eine gerade Funktion.
(ii) Falls n ungerade ist, ist P,(x) eine ungerade Funktion.

Beweis: Als Grundlage fiir diesen Beweis wurde Seite 4 und 5| herangezogen. Es wird
ein Induktionsbeweis erbracht. Fiir n = 0 erhédlt man mit By(z) =1

1
Po(ar) = By (:c " 2) 1,
was wegen Py(—x) = 1 = Py(z) eine gerade Funktion darstellt. Fiir P;(x) erhélt man mit
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Bi(z) =2 — 3

A= (x4 D) = (s4 1) Lo

was wegen Pj(—x) = —x = —P;(x) eine ungerade Funktion ist.

Sei nun als Induktionsvoraussetzung Py, (x) fiir ein beliebiges aber festes n > 0 eine gerade
Funktion. Als Induktionsschritt wird nun 2n — 2n 4 1 betrachtet. Wegen Definition (ii)
gilt

1\ Gi 1
Phra@) = By (4 5) L @0 1) Ban (243 ) =@+ 1) Pulo). (D

Aus Definition (iii) folgt auferdem

=

1 1 iii
/ L P2n+1( )d$ = / P2n+1 <ZL‘ — ) dr = an+1( )d:L’ (:) 0. (E2)
-5 0
2

Fiir die Funktion Ps, 41 miissen also wegen Definition [4.1f (ii) und (iii) die Eigenschaften
El und E2 erfiillt sein. Es wird nun ¢q(z) :== 2n+1) - [ P2n t) dt definiert. Die Ableitung
ist ¢'(z) = (2n + 1) - Py (2). Nach Induktionsvoraussetzung lbt Py, gerade, weshalb nach
Lemma (i) die Funktion [’ Py, () dx ungerade ist, und damit ist auch ¢ ungerade.
Deshalb gilt wiederum nach Lemma [2.24] (i)

N

/_ q(x)dr = (2n+1)- [  Pa(z)dr =0.

1
2

Somit erfiillt ¢ die zuvor fiir Py, 41 geforderten Eigenschaften E1 und E2. Man kann also
Ponyi(x) = q(x) = (2n+1) - [ Pan(t) dt setzen. Weil bereits gezeigt wurde, dass ¢ ungerade
ist, ist auch Ps,41 ungerade.

Es gilt wegen Lemma P2n+2 ) =c+(2n+2) fo Py 11 (t) dt fiir ein ¢ € R. Weil Pay, 41
ungerade ist, folgt aus Lemma ( , dass fO Py, +1(t) dt ein gerades Polynom ist. Somit
ist Poyyo gerade. ]

Lemma 4.11. Fiir ungerade n > 3 gilt B,,(0) =0 = B,(1) und B,, = 0.

Beweis: Nach Lemma [4.4] gilt fiir n > 2 die Eigenschaft B, (0) = B, (1). Auberdem gilt fiir
alle ungeraden n wegen Satz

Ba(0) = P, (-i) —_p, (;) — _B,(1).

Aus B, (0) = By,(1) und B, (0) = —B,(1) folgt fiir ungerade n > 3 schlieklich B,,(0) =
By, (1) = 0. Aus der Definition der Bernoulli-Zahlen folgt, dass auch B, = 0 ist. t

Lemma 4.12. Fir ungerade n gilt B,(3) =

Beweis: Nach Satz ist Pp(z) := Bn(x + %) fur ungerade n eine ungerade Funktion.

Wegen Lemma gllt somit fiir P,(0) = B, (04 3) = Bn(3) = 0. O
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Satz 4.13. Sei n > 1. Dann gelten folgende Eigenschaften:
(i) (=1)" Bap—1(x) > 0 fiir z € (0, 3)
(ii)) (=1)"™(Ban(z) — Ba2y) > 0 fiir z € (0,1)
(iii) (=1)"*'Ba, >0

Beweis: Fiir diesen Beweis wurde |1, Seite 463| verwendet. Es wird ein Induktionsbeweis
fiir Aussage (i) gefithrt. Zusétzlich wird gezeigt, dass die Aussagen (ii) und (iii) fiir ein
beliebiges aber festes n > 1 richtig sind, sofern Aussage (i) fiir dieses n richtig ist.

Der Induktionsanfang ist erfiillt, da man fiir n = 1 Folgendes erhilt:

(=) By(x) = —(x—%) :%—SL'>0, YV € (O,%)

Sei nun als Induktionsvoraussetzung (IV) Aussage (i) fiir ein beliebiges aber festes n > 1
richtig. Unter Verwendung von Lemma [4.3| erh&lt man

(=1)" (Bap(z) — Ba,) = (=)™ (BQn +2n /Ow Bay,—1(t) dt — Bgn> =

= Qn/ (—1)” . Bgn_l(t) dt >0, Vx € (0, %)
0

v 1
>0, Vie (0,5)

Da nach Satz (i) Ban(z) symmetrisch um z = § ist, gilt die Ungleichung fiir € (3, 1).
Aufgrund der Stetigkeit von Polynomen kann dieser Term somit auch an der Stelle x =

nicht negativ sein. Daher ist Aussage (ii) gezeigt.

Wegen Aussage (ii) ist (—1)" (Ban(x) — Bay) > 0 fiir x € [0, 1], wobei die Gleichheit nur an
den Stellen O,% und 1 moglich ist. Somit gilt

D=~

1 1 1
0 </0 (=1)" (Bap(z) — Bay) dx = (—1) /0 Bop(z)dx — (1) /0 By, dx =
iii)O =DBop
= (=1)- (=1)"Bay, = (—1)""' By,.

Damit wére auch Aussage (iii) gezeigt.

Fir den Induktionsschritt n — n + 1 verwendet man die aus Lemma und Lemma [4.12
folgende Eigenschaft Ba,1(0) = Bgn+1(%) = Bop+1(1) =0.

Angenommen, es hétte Boy,41(2z) im Intervall (0, 1) eine weitere Nullstelle. Weil Bop41(z)
glatt ist, miisste wegen Lemma auch B}, (z) eine Nullstelle o € (0, 3) besitzen.

Nach Definition (i) gilt
By () = (2n + 1) Byn ()

und damit
ont1(®) = (2n + 1) By, (2) = (2n + 1) - 2n - Bap1(x).

Aus By, (xg) = 0 folgt somit By, 1(xg) = 0, was einen Widerspruch zur Induktionsvor-
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aussetzung darstellt. Daher besitzt Ba,41(z) auf (0, ) keinen Vorzeichenwechsel.

Das Vorzeichen von Bay,11(z) auf (0, 3) entspricht wegen Ba,,11(0) = 0 dem Vorzeichen von
Bj,,+1(0), was nach Definition (ii) gleich ist mit (2n + 1)Ba,(0) und nach Definition
gleich ist mit (2n + 1) By,,. Weil Aussage (iii) gleichbedeutend damit ist, dass (—1)"*! und
By, dasselbe Vorzeichen besitzen, entspricht das Vorzeichen von Bay,11(z) auf (0,3) dem
Vorzeichen von (—1)"*1. Daraus folgt schlieRlich:

(=1)" ' Bapya(z) > 0 (=1)" - (=)™ =1>0

=(—1)2(n+1) =1
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5 Orthogonale Polynome

Dieses Kapitel dient als Vorbereitung fiir das in Kapitel [9] behandelte Gaufs-Verfahren. Es
werden zunéchst einige allgemeine Definitionen und grundlegende Eigenschaften behandelt.
Anschlietend wird eine Rekursionsformel zur Generierung orthogonaler Polynome vorgestellt
und bewiesen. Den Abschluss des Kapitels bildet ein Uberblick iiber historisch bedeutsame
Folgen von orthogonalen Polynomen, die auch im spéteren Verlauf dieser Arbeit zum Einsatz
kommen werden.

5.1 Vektorraume, Basen und Skalarprodukte

Definition 5.1. Es sei V eine Menge, (K, +, ) ein Korper, @ : V x V — V die sogenannte
Vektoraddition und ® : K x V — V die sogenannte Skalarmultiplikation. Dann nennt man
(V,®,®) Vektorraum beziiglich K, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) (z@y)®z=2® (y®2), Vz,y,z € V (Assoziativitdt der Vektoraddition)
(il) 0y € V:0y @z =2® 0y =, Vo € V (neutrales Element)
(i) Ve e V:I—z €V :2® (—x) = (—z) ® 2 = Oy (Existenz inverser Elemente)

(iv) e @y =y ®x, Yo,y € V (Kommutativitit der Vektoraddition)

)

)

)
(v) (z®y)=(a0z)® (a®y), Yo,y € V, Va € K (Distributivgesetz 1)

)

)

a®
(Vi) (a+b)Oz=(a®z)® (bOx), Vx €V, Va,b € K (Distributivgesetz 2)
(a-

(vii b)©or=a® (bOx), Vr €V, Va,b € K (Assoziativitat der Skalarmultiplikation)

(viii) 1g ® z =z, Vo € V (Neutralitdt des Einselements)

Satz 5.2. Sei [a,b] ein Intervall und C([a,b]) := {f : [a,b] — R | f ist stetig} die Menge
aller stetigen Funktionen auf [a, b]. Dann ist C([a,b]) mit der ,gewdhnlichen* Addition von
Funktionen und der skalaren Multiplikation von Funktionen ein Vektorraum beziiglich R.

Satz 5.3. Sei n € Ny und sei P, die Menge aller Polynome mit Hochstgrad n. Dann ist
P, mit der ,gewohnlichen“ Addition von Funktionen und der skalaren Multiplikation von
Funktionen ein Vektorraum beziiglich R.

Definition 5.4. Sei V ein Vektorraum beziiglich K. Dann bezeichnet man eine Teilmenge
B C V als Basis von V, wenn fiir alle x € V gilt, dass es fiir alle b € B ein eindeutig
bestimmtes k, € K gibt (wobei héchstens endlich viele Ay # 0 sind), sodass © = >, g ky - b
gilt.

Das heifst, jedes Element des Vektorraums lasst sich eindeutig als Linearkombination von
Basiselementen darstellen.
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Definition 5.5. Sei V' ein reeller Vektorraum. Dann bezeichnet man eine Abbildung
(-,-) : V x V — R als Skalarprodukt, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

Q
=
+
@
=
&
I
Q
&
&
+
®
s
&
<
B
=
N
m
=
<
L
®
m
7w

Definition 5.6. Sei V' ein Vektorraum, (-, -) ein Skalarprodukt auf V' und B eine Basis von
V. Dann nennt man B = {by, b, ...} Orthogonalbasis, falls (b;, b;) = 0 gilt fiir alle i # j.

Satz 5.7. Sei n € Ny und sei P,, der Vektorraum der Polynome mit Héchstgrad n. Seien
POy -y Pn € Pr so, dass gradpy, = k, Vk € {0,...,n}. Setze B := {pg,...,pn}. Dann ist B
eine Basis von P,,.

Das bedeutet, um eine Basis fiir P, zu erhalten, muss lediglich fiir jedes k € {0, ...,n} genau
ein beliebiges Polynom mit Grad k ausgewahlt werden.

Definition 5.8. Eine Funktion « : [a,b] — R nennt man Gewichtsfunktion, falls folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

(i) « ist stetig.
(ii) a(z) >0, Vz € (a,b)
(i) a(x) >0 fir = € {a, b}.

Satz 5.9. Sei a eine Gewichtsfunktion und seien f, g stetige Funktionen auf [a,b]. Dann ist

b
(f. g)a == / o(2) f(x)g(x) da

ein Skalarprodukt.
Beweis: Es miissen die vier Eigenschaften aus Definition [5.5] iberpriift werden.

(i) Es ist geméf der Definition der Gewichtsfunktion a(z) > 0 fir = € [a,b]. Fur die
Funktion f gilt aukerdem f(z)- f(z) = f(x)? >0, Vz € [a,b]. Somit erhilt man

b
<ﬁﬁa=/gﬁgﬂ@j@zo

>0 >0

(i) [«] : Sei f = 0. Dann gilt
b
Mﬁfﬂmm:/amnwwﬂ.

[=] : Angenommen, es gibt ein z( € [a, b], sodass f(xg) # 0. Weil f stetig ist gibt es daher
ein 0 > 0, sodass f(z) # 0, VY € (xg — J, 9 + 0). Somit erhilt man
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b To—9 o+ b
(ffa= [a@f@Pde= [ a@f@Pdet [ a@f@Pder [ a(fa?ds>o.

0—9 0+9d

>0 >0 >0

Daher war die Annahme falsch und es ist f(x) =0, Vz € [a, b].

(iii) Seien f und g zwei stetige Funktionen. Dann gilt
b b
(F9)a= | ala) f@)g(a) dz = [ alw)g(o) (@) do = (. Fo
‘ @)/ () ‘
=g(z)f(x

(iv) Seien f,g und h stetige Funktionen und seien A, u € R. Dann gilt:

b
N + g, Bo = / a(z) (M (@) + pg(x)) h(z) do =

b b
A / o(z) f(@)h(z) dz + / o(@)g(@)h(x) dz = Af, Bya + ulg, .
OJ

Definition 5.10. Sei o eine Gewichtsfunktion. Dann bezeichnet man das in Satz [5.9]
definierte Skalarprodukt (-, -), als gewichtetes Skalarprodukt beziiglich c.

Definition 5.11. Sei « eine Gewichtsfunktion und seien f, g stetige Funktionen auf [a, b].
Dann nennt man f und g orthogonal beziiglich a (a-orthogonal), falls (f, g)o = 0 gilt.

5.2 Rekursionsformel

Definition 5.12. Sei [ ein Intervall und sei a eine Gewichtsfunktion auf I. Dann nennt
man (pn)nen, ein orthogonales Polynomsystem, falls fir alle 4, j € Ng mit ¢ # j gilt, dass

(Pi, Pj)a = 0 ist.

Satz 5.13. Sei a eine Gewichtsfunktion. Die Polynomfolge (pg)ken, wird definiert durch
(i) po(x):=1
(i) p1(z) :==2 —a;
(iii) pe(z) := 2pr—1(7) — agpr—1(z) — brpr—2(z) fiir k > 2,

wobei die Koeffizienten a; und by folgendermaifsen definiert sind:

_ (TPk—1, Pk—1)a and by = (TPk—1,Ph—2)a
<pk717pk71>a <pk727pk72>a

Diese Polynomfolge (pi)ren, bildet ein orthogonales Polynomsystem.
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Beweis: Der Beweis wird in Anlehnung an ||§|, Seite 183, Satz 6.3.4] gefiihrt. Es ist aus der
Definition sofort ersichtlich, dass pi ein Polynom mit Grad k ist. Insbesondere ist pi # 0,
weshalb der Nenner von ag und by nicht 0 ist.

Es wird mittels Induktion gezeigt, dass fiir k& € Ny gilt, dass (pg, pi)o = 0 ist fir alle i < k.

Als Induktionsanfang gilt fiir k = 1 wegen pg := 1, dassx = z-1 = apound a1 = a1-1 = ai1pg
erfiillt ist. Setzt man nun die Definition von p; ein, so erhélt man unter Verwendung der
soeben beschriebenen Eigenschaften und der Definition des Skalarprodukts das gewiinschte
Resultat:

(P1,00)a = (x — a1,P0)a = (T, D0)a — (@1,P0)a = (D0, P0)a — (@1P0, P0)a =

<.Z'p(), p0>a

0. 0) (Po,P0)a = 0.
bl (e

= (zpo,Po)a — a1{P0, P0)a = (TP0, P0)o —

Sei als Induktionsvoraussetzung (IV) die Aussage fiir ein beliebiges aber festes k > 1
bewiesen. Es wird nun der Induktionsschritt k& +— k 4 1 durchgefiihrt.

Zunéchst erhdlt man fir (pgi1, pr)a durch Einsetzen von pri1 = xpr — apr1Pk — bkr1Pk—1

(Pr+1,Pk)a = (TPk, Pk) o — Gkt 1(Dk> Pk)a — bkt1 (Dk—1,Pk)a =
~————

Yo

(TPr, Pk)a

> o

= (TPks Pk)a —

Auf analoge Weise erhélt man

(Ph+1:Pk—1)a = (TP, Pk—1)a — Gk+1 (Pks Pk—1)a —bkt+1(Pk—1,Pk—1)a =
————

Yo

(TPk, Pk—1)

— 1 - (e

= <3’:pk, pk71>a -

Sei nun 7 € {k —2,...,1}. Dann gilt

(Pk+1:PiYa = (TPks Pi)a — kst Pk, Pi)a —bkt+1 (Ph—1,Di)a = (TDk, Pi)a
—— —_——

Y Y
Mit Definition £.10] erh&lt man schlielich
b
5Pk PiYec = / o(z) 2k (@)pi (&) = (Dk, 204
a e
=p(z)zp; (z)

Formt man nun die aus Rekursionsvorschrift (iii) gewonnene Gleichung p;+1 = zp; —a;+1p;i —
bir1pi—1 um und setzt fiir xp; ein, so erhélt man

(Pk> XDi)a = Pk, Pi+1 + Git1Pi + bit1Di—1)a =
= (Dks Di+1)a +0it1 Dk Pi)a +bit1 (Pks Di—1)a = 0.
~———— ~———— ~———

Yy Yy Yy
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Weil man fiir ¢ = 0 nicht wie oben die allgemeine Rekursionsvorschrift verwenden kann, da
hier der Term b;1p;—1 = bip_1 nicht definiert wére, muss dieser Fall gesondert betrachtet
werden. Dazu formt man Rekursionsvorschrift (ii) mittels py := 1 folgendermafen um:
pp=x—a1=x-1—a1-1=xpy— aipy < Tpy = p1 + a1pp. Damit erhdlt man

(Pk+15P0)a = (TPk, P0)a — Akt1 (P> P0)a —bkt1 (Pk—1,P0)a = (Pks TD0) o =
~—— ~—

g g
= 5 = =
<pk’ p1+ a1p0>a = <pk7p1>a +ap <pk7p0>a =0,
~—— N——
Wy vy

wobei die Umformungen aus der Linearitat des Skalarprodukts in der zweiten Komponente
folgen, die sich aus den Eigenschaften (iii) und (iv) von Definition ergibt. Es gilt somit
fir alle k € Ny, dass (pg,pi)a =0, Vi < k. O

Korollar 5.14. Die in Satz definierte Polynomfolge (pk)ieo,....n} ist eine Orthogonal-
basis von P,,.

Beweis: Nach Definition von (pg)ren, ist sofort ersichtlich, dass grad py = k ist. Aukerdem
gilt nach Satz dass (pk,pi)o = 0 ist fiir alle ¢ < k. Somit folgt nach Satz dass
(Pk)kefo,...,ny €ine Orthogonalbasis fiir P, ist. O

Satz 5.15. Sei (pg)ren die in Satz definierte Polynomfolge. Dann gilt fiir ein festes
n € N und das dadurch festgelegte Polynom p,, fiir alle ¢ € P, dass (pp+1,¢)a = 0 ist.

Beweis: Es ist (pr)keqo,...,ny geméh Korollar eine Orthogonalbasis von P,. Damit kann

man ¢ als Linearkombination von Basiselementen darstellen:
n
q= Z a;pi
i=0

Man erhélt dadurch wegen der in Satz gezeigten Eigenschaft (pg,p;)o = 0 fiir alle
k€ Nund allei < k

<pn+17 Q>oz = <pn+17 appo + ... + anpn)a = Qo <pn+17p0>a +...+an <pn+1apn>a =0.
=0 =0
O
Bemerkung: Hat das Polynom ¢ einen héheren Grad als n, so gilt diese Aussage nicht, da die

Linearkombination von Basiselementen auch p,11 enthalten kénnte, und das Skalarprodukt
in diesem Fall nicht verschwindet.

5.3 Spezielle orthogonale Polynomsysteme

In dieser Arbeit wird auf vier spezielle Folgen von orthogonalen Polynomen eingegangen,
welche spéter beim Gaufk-Verfahren (Kapitel E[) verwendet werden:

e Legendre-Polynome

e Tschebyschow-Polynome
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e Laguerre-Polynome

e Hermite-Polynome

Bemerkung: Die durch die Rekursion von Satz [5.13 gewonnenen Polynome sind normiert. So-
mit unterscheiden sie sich in vielen Féllen durch einen Faktor von den klassischen Vertretern
der genannten Polynomfolgen. Diesen Faktor kann man jedoch durch die hier vorgestellte
Rekursion nicht erhalten, sondern nur durch Behandeln der klassischen Problemstellung,
deren Losungen diese Polynomfolgen sind. In den nachfolgenden Abbildungen sind jeweils
die Funktionsgraphen der klassischen Polynome dargestellt.

Neben den hier vorgestellten orthogonalen Polynomsystemen sind auch die Jacobi-Polynome
und die Bessel-Polynome erwahnenswert.

5.4 Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynome, benannt nach dem franzosischen Mathematiker Adrien-Marie
Legendre (1752—1833), erhélt man durch die Rekursion von Satz unter Verwendung
der Gewichtsfunktion o(z) = 1 und des Intervalls [—1, 1].

Die ersten Vertreter dieser Polynomfolge sind:

po(z) = 1

pi(z) = =z

p(z) = 2% - %

) = ok

pa(z) = 2'-8224 2

ps(x) = z° — lsﬁoxg' + 25—1x

pe(z) = af— Bty 52 5

Die Funktionsgraphen der klassischen Legendre-Polynome py, ..., pg sehen folgendermafsen

aus:
1.0 : : 1.0 : : 10 : :
05F 7] s \ S / 05t e S /
0.0 0.0 ; 0.0

—05f - A i1 —osto \_/ 1 _os /

-1.0 -10 -10
-10 =05 0.0 0.5 1.0 -10 =05 0.0 0.5 1.0 -10 =05 0.0 05 1.0

N EUNE PN
N NN VNN

~10  -05 0.0 0.5 1.0 —10  -053 0.0 05 1.0 10  -05 0.0 0.5 1.0
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Ihren Ursprung haben die Legendre-Polynome als Losungen der Legendre-Differentialgleichungen
(1 —a?)f"(z) = 2zf'(z) + n(n+1)f(x) = 0.

Sie unterscheiden sich jedoch in den meisten Féllen um einen Faktor von den oben genannten
Polynomen. Die explizite Formel zur Berechnung der klassischen Legendre-Polynome lautet
gemél 5], Seite 98, Beispiel 85| folgendermafen:

5]
1 n\ (2n —2k)! ,_
Pa(@) = 3o 2%(_1)k <k> ((n - 2k))! &

k=

5.5 Tschebyschow-Polynome

Bei dieser Polynomfolge, welche nach dem russischen Mathematiker Pafnuti Lwowitsch
Tschebyschow (1821 —1894) benannt ist, verwendet man ebenfalls das Intervall [—1,1],

jedoch in Kombination mit der Gewichtsfunktion a(x) = 11_:62.

Die ersten Vertreter dieser Polynomfolge sind folgende Polynome:

po(z) = 1
pi(z) = =z
2 1
pa(r) = 27 —3
pa(z) = 2* -3z
pa(z) = a2t — % %
ps(z) = 2°— %333 + %x
pe(z) = 25— %x4 + 1%:62 — %

Nachfolgend sind die Funktionsgraphen der klassischen Tschebyschow-Polynome p1, ..., pg
dargestellt:

1.0 : : 1.0 : : 10 ‘ :
(X T S : 05-\ L : / 05} L . /
0.0 - : 0.0 : . 0.0 . .

10 -05 00 0.5 1.0 10 -05 0.0 05 1.0 10 -05 00 0.5 1.0
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Ihren Ursprung haben die Tschebyschow-Polynome als Lésungen der Tschebyschow-Differential-
gleichungen

(1 —2%)f"(x) = af'(z) + n’ f(z) = 0.

Allgemein koénnen die klassischen Tschebyschow-Polynome durch die Rekursionsformel
Pn+1(x) = 2zpy(z) — pp—1(z) berechnet werden, wobei po(z) = 1 und p;(x) = = ist. Im
Intervall [—1, 1] konnen die Funktionswerte aufserdem durch die explizite Formel

pn(x) = cos(n - arccos(z))

ermittelt werden. Interessant fiir die spatere Gaufs--Quadratur ist dieses orthogonale Po-
lynomsystem insbesondere deshalb, weil die Nullstellen im Vergleich zu vielen anderen
orthogonalen Polynomsystemen mit Hilfe einer einfachen Formel berechnet werden kénnen.
Die Nullstellen von p,, sind laut Seite 19| fiir k£ € {1, ...,n} gegeben durch cos (% . 7r).

5.6 Laguerre-Polynome

Bei dieser nach Edmond Laguerre (Frankreich, 1834 —1886) benannten Polynomfolge wird
die Dichtefunktion a(x) = e™* und das Intervall [0, 400) verwendet.

Die ersten Vertreter dieser Polynomfolge sind:

po(z) = 1

pi(z) = z—1

po(z) = 22 —da 42

p3(z) = 23 —92% 4+ 182 —6

pa(z) = x* — 1623 + 7227 — 962 4 24

ps(z) = x° —25z% 4 2002 — 60022 + 600z — 120
()

= 25— 362° + 4502 — 240023 + 540022 — 4320z + 720

Nachfolgende Abbildung zeigt die Funktionsgraphen der klassischen Laguerre-Polynome
P1y--+3P6-

o<

0 2 4 6 8 10 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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5.7 Hermite-Polynome

Diese nach Charles Hermite (Frankreich, 1822 -1901) benannte Polynomfolge verwendet
die Dichtefunktion a(z) = e~*” und das Intervall R.

Die ersten Vertreter der Polynomfolge sind:

po(z) = 1

pi(z) = =z

pa(z) = % — %

ps(z) = z® — %

pa(z) = at—32% 43 4

ps(z) = a°—52° + 18

pe(z) = a5 — 125x4+45 2 1@5

Nachfolgende Abbildung zeigt die Funktionsgraphen der klassischen Hermite-Polynome
p1,---,D6-

{TAVAY

-1.0 =05 0.0 0.5 1.0

Gemaf Seite 149, Formel 6.280] kénnen die Hermite-Polynome durch folgende Formel
explizit berechnet werden:
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6 Numerische Integrationsverfahren

Ziel der numerischen Integration — auch als numerische Quadratur bezeichnet — ist es, eine
Néherung fiir das reellwertige Integral
b
/ f(x)dx
a

zu bestimmen. In folgenden beiden Situationen kommen numerische Integrationsverfahren
typischerweise zum Einsatz:

e Das Integral ist nicht geschlossen l6sbar, d.h. die Stammfunktion ist nicht durch
elementare Funktionen darstellbar. Zwei bekannte Beispiele hierfiir sind der Umfang
der Ellipse und die Dichtefunktion der Normalverteilung.

e Der Integrand ist nur an endlich vielen Stellen bekannt. Dies ist beispielsweise der
Fall, wenn die zu integrierende Funktion nur in Form von endlich vielen Messwerten
vorliegt (siehe Beispiel auf Seite [62).

Da das Berechnen moglichst genauer Funktionswerte des Integranden in vielen Féllen mit
hohem Rechenaufwand verbunden ist und die Ermittlung einer grofen Anzahl von Messwer-
ten ebenfalls aufwindig ist und oftmals mit mehr Zeitaufwand bei der Durchfithrung von
Experimenten bzw. hoheren Kosten verbunden ist, kann man die Qualitét eines numerischen
Integrationsverfahrens u. a. daran messen, wie viele Stiitzstellen fiir das Erreichen einer
bestimmten Anzahl an korrekten Stellen bendtigt werden.

6.1 Interpolationsquadratur

Bei dieser Methode handelt es sich um eine Familie von numerischen Integrationsverfahren,
denen die Idee zugrunde liegt, den Integranden f (stiickweise) durch ein Interpolationspoly-
nom anzundhern, welches anschlieffend exakt integriert werden kann.

Nachfolgend werden zur besseren Ubersichtlichkeit in vielen Abschnitten die Stiitzstellen
mit einer Tilde versehen, also beispielsweise Z;, und die Teilintervallgrenzen ohne Tilde
notiert, also z. B. [z, x;41].

Definition 6.1. Seien f : [a,b] — R die zu integrierende Funktion, n € N und Zo, ..., ), €
[a, b] paarweise verschiedene Stiitzstellen. Dann bezeichnet man die Ndherung des Integrals
f; f(x)dx durch das Integral fab Y¢(x)de des zugehdrigen Interpolationspolynoms ¢ (x)
als Interpolationsquadratur.

Zu jeder Interpolationsquadratur existiert eine sogenannte Quadraturformel @), welche
lediglich vom Integrationsintervall [a,b] und der Auswahl der Stiitzstellen Zo, ..., Z,, € [a, ]
abhéingig ist, nicht jedoch von der zu integrierenden Funktion f.
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Definition 6.2. Sei [a,b] ein Intervall, n € N und Zy, ..., Z,, € [a,b] paarweise verschieden.
Dann bezeichnet man

Q(f) = (b—a) ) _wif (&)
=0

mit den Gewichten wy, ...,w, € R als Quadraturformel, falls fir alle f : [a,b] — R gilt

f Yf(x) dx, wobei ¥¢(x) das Interpolationspolynom von f zu den vorgegebenen
Stutzstellen ist.

Der folgende Satz soll zeigen, wie man bei gegebenen Stiitzstellen unter Verwendung der
Lagrange-Interpolation die zugehorigen Gewichte erhalt.

Satz 6.3. Seien f : [a,b] — R die zu integrierende Funktion, n € N und Zo, ..., Z,, € [a, b]
paarweise verschiedene Stiitzstellen. Fiir die zu diesen Stiitzstellen gehorende Quadraturfor-
mel Q(f) sind die Gewichte wy, ..., w, gegeben durch

Hx_x'“
b—a T; — Tg

Beweis: Geméfs Definition wird zu den n + 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen das
Interpolationspolynom r(x) mit Hochstgrad n in Lagrange-Darstellung ermittelt. Es gilt:

b b/ n
H= / by (@) do = / (Zf(@nei(x)) da
a a \;=0

Da Integrale und endliche Summen vertauscht werden kénnen, erhdlt man schlieflich:

n

n b ~ ~ b b
:z;/ f(xi)&(:c)dx:z:f(mi)/a (o(x) dz = (b—a Zf / 0(2) da

1=0

Fiir die Gewichte w; gilt also:

I 1 ("7 2— %
wi—b_a/a&(x)dx—b_a/a kl;IOj:i_jkdx.

ki

O

Satz 6.4. Sei [a,b] ein Intervall und seien Zo, ..., Z, € [a, b] paarweise verschiedene Stiitz-
stellen. Dann ist die zugehorige Quadraturformel eindeutig bestimmt.

Beweis: Dies ergibt sich sofort aus der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms vf, also

Satz 3.8 O

Somit ist klar, dass Quadraturformeln fiir ein gegebenes Intervall [a, b] nur von der Wahl
der Stiitzstellen abhédngen. In den weiterfithrenden Kapiteln werden sich die verschiedenen
Integrationsmethoden dementsprechend durch eine unterschiedliche Herangehensweise bei
der Auswahl dieser Stiitzstellen auszeichnen.
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Von besonderem Interesse ist bei den diversen numerischen Integrationsmethoden die Ab-
schétzung des Fehlers R(f). Fiir diesen werden zu den verschiedenen Integrationsmethoden
sogenannte Fehlerschranken hergeleitet, mit welchen man den maximal auftretenden Fehler
berechnen kann.

Definition 6.5. Sei f € C[a,b] und sei Q(f) eine beliebige Quadraturformel. Dann de-
finiert man den Quadraturfehler R(f), welcher bei der Niherung des Integrals auftritt,
folgendermafsen:

b
Mﬂ=/fwM—Mﬁ

Bemerkung: Bei zusammengesetzten Quadraturformeln (also wenn das Intervall [a,b] in
mehrere Teilintervalle zerlegt wird, auf welche dann jeweils die Quadraturformel angewendet
wird), wird der Quadraturfehler eines einzelnen Intervalls nachfolgend oftmals mit r(f)
bezeichnet.

Definition 6.6. Sei () eine Quadraturformel, dann besitzt @) die Fehlerordnung m, wenn
fiir den Quadraturfehler R Folgendes gilt:

(1) R(p) =0,Vp € Pn1
(i) 3p € P : R(p) # 0

Dies bedeutet, dass durch eine Interpolationsquadratur mit Fehlerordnung m alle Polynome
mit Hochstgrad m — 1 exakt integriert werden.

Satz 6.7. Sei m € N und sei p € Py, mit p(x) = apz™ + ... + a1 + ap. Sei aukerdem
Q(p) = (b—a) >, wip(Z;) eine Quadraturformel. Dann gilt fiir den Quadraturfehler:

m
R(p) =} o;R()
=0
Beweis: Aus der Definition des Quadraturfehlers erhélt man durch Einsetzen in p(z):

n m

b n m b ,
R(p) = / p(z)dz — (b—a) Zwip(i"i) = Zaj / 2! dr — (b —a) Zwi Zaj:ii]
a i=0 =0 a

i=0 =0

=20 ijzo wia; T

Da man endliche Summen vertauschen kann, erhalt man:

n

m b m ) m b n . m .
Zaj / 2! dz—(b—a) ZZwiaji‘ij = Zaj (/ ) dx — (b— a)z w@f) = ZajR(g;J)
7=0 a a .

j=0 i=0 7=0

=gy S widE] =R(27)

51



Wegen dieser Linearitatseigenschaft des Quadraturfehlers geniigt es also, jenes minimale
m € N zu finden, fiir das gilt R(z™) # 0 und R(2*) = 0, Vk € {0,...,m — 1}, um die
Fehlerordnung zu ermitteln.

Satz 6.8. Sei f : [a,b] — R eine Funktion, und sei Q(f) := (b —a) Y ;" w;f(z;) eine
Quadraturformel mit Fehlerordnung m > 1. Dann gilt Y ;" jw; = 1.

Beweis: Da die Fehlerordnung von ) zumindest 1 ist, gilt nach Definition [6.6] die Eigenschaft
R(z%) = R(1) = 0. Somit folgt aus der Definition des Quadraturfehlers

/bldm:Q(f):H)—a— —a) szfxz :>1—ZwZ xz :>sz—1

=1 ‘V’:EE[a b] =0

O

Nachfolgender Satz liefert eine allgemeine Formel zur Abschitzung des Quadraturfehlers.

Satz 6.9. Sei f : [a,b] — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, und seien
To, ..., Tp € [a,b] paarweise verschiedene Stiitzstellen. Sei ¢y das minimale Interpolationspo-
lynom von f zu diesen Stiitzstellen, und sei Q(f) die nach Satz eindeutig bestimmte
Quadraturformel zu den Stiitzstellen Zo, ..., Z,. Dann gilt

x)dr —Q f)‘ < - max | f () H| x — Ty)| dx.

( ‘|‘1)' z€la,b] a i

Beweis: Grundlage dieses Beweises ist []§|, Seite 168, Satz 6.1.3|. Nach Definition gilt fiir
alle f : [a,b] — R die Eigenschaft Q(f f Y¢(x) dr. Somit erhilt man

x)d:v—/abibf(x)daj =

b
(f(z) = Yy(x)) dx

)ds = QU -

Des Weiteren gilt

(f() by(x)) da

/ F(2) — by ()] da.

Durch die Abschitzung des Restglieds der Polynominterpolation (Korollar [3.17)) erhdlt man
schliefslich folgendes Ergebnis, wodurch die Aussage bewiesen wére:

n

b
[ 150 - v e < [ e 700 T e - 30 e =

k=0

1
— . (n+1) —#)d
R A /CLkH()' v = &)l de

O]

Nun wird mit Hilfe des vorherigen Satzes gezeigt, dass eine Quadraturformel zu n + 1
Stiitzstellen zumindest die Fehlerordnung m = n + 1 besitzt, d.h. alle Polynome mit
Hochstgrad n werden exakt integriert.
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Korollar 6.10. Sei [a, b] ein Intervall und sei @) die Quadraturformel zu den n+ 1 paarweise
verschiedenen Stiitzstellen Zy, ..., &, € [a,b]. Dann gilt fiir alle Polynome p mit Hochstgrad

n, dass f:p(x) dr — Q(p) = 0 ist.
Beweis: Nach Satz [6.9] gilt unter Verwendung von Korollar

/ e dx—@<p>] <

b n
- max | p" V(@) [ ]] o~ a0l do =0,
¢ k=0

(n + 1)' TE[A,D] N —
=0

Die Fehlerordnung einer Quadraturformel zu n 4 1 Stiitzstellen ist also mindestens n + 1,
d. h. die Fehlerordnung ist nach unten beschréinkt. Satz wird spéater zeigen, dass die
Fehlerordnung einer Quadraturformel zu n + 1 Stiitzstellen auch eine obere Schranke besitzt.

6.2 Rechteckregeln

Diese Klasse von Quadratuformeln bilden die wohl einfachste aber auch bei gleichem
Rechenaufwand ungenaueste Herangehensweise. Hier wird die Funktion f in den n dquidi-
stanterﬁ Teilintervallen jeweils durch eine konstante Funktion mit Funktionswert f(Z;) fiir
ein ; € [x;, z;+1] angendhert. Die Quadraturformel lautet

Qr(f) =Y _h- f(&)
i=1

mit h = x;41 — z;. Es handelt sich dabei also um eine Summe von Flécheninhalten von
Rechtecken, weshalb diese Art von Quadraturformel auch als Rechteckregel bezeichnet wird.

Sinnvoll ist es, fiir f(Z;) entweder den Funktionswert f(z;) oder den Funktionswert f(z;41)
zu verwenden, also jenen am linken Rand des Intervalls (wie in der oberen der beiden
nachfolgenden Skizzen) bzw. am rechten Rand des Intervalls (wie in der unteren der beiden
nachfolgenden Skizzen).

a = X € €T T3 Ty = b
f

!Grundsétzlich kénnte man auch unterschiedlich breite Teilintervalle verwenden.
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a=x T T T3 =0
f

Satz 6.11. Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt fiir den Quadraturfehler
R(f) der beiden oben beschriebenen und illustrierten Quadraturformeln fiir dquidistante
Teilintervalle der Breite h die Abschétzung

< h
2 4

[R(f)| < aX!f( )| - (b—a).

Beweis: Dieser Beweis beruht auf Seite 8]. Es wird ohne Beschriankung der Allgemeinheit
der Beweis anhand der Rechteckregel mit linkem Randwert gefiilhrt. Das bedeutet, dass sich
die n Stiitzstellen bei x; = a + ih befinden, wobei i € {0, ...,n — 1} gilt.

Zunichst wird der Fehler r(f) eines einzelnen Teilintervalls [x;, z; + h] C [a, b] abgeschitzt.
Aus dem Ansatz

z;+h
r(f) = / f(@)de—h- f(a1)

i

erhélt man durch Ableiten des Fehlers nach A unter Verwendung der Linearitdt der Ableitung

Man definiert nun

S; = "(z)].
a:e[gl?v};rh]‘f (@)

Durch nochmaliges Ableiten von r/(f) nach h erhdlt man schlieflich 7/ (f) = f'(z;+h) < S;.
Aus |r"(f)] < S; folgt |7/ (f)| < S; - h, woraus man wiederum |r(f)] < .S; - 72 erhélt.

Fiir den zusammengesetzten Quadraturfehler |R(f)| gilt nun Folgendes:

h2 — h2 — h~(b—a) __ h
)| < B ; i< Zz;xrg[%l g - max |f ‘()| =1 zrg@@]!f( z)|-(b—a)

O]

o4



Beispiel: Gegeben ist die Funktion f(x) := 0.0323 — 0.222 + 0.2z + 3 (welche auch bereits
fiir die beiden Abbildungen oben verwendet wurde). Diese soll im Intervall [—2, 6] mittels
zusammengesetzter Rechtecksregel (einmal mit linkem Randwert und einmal mit rechtem
Randwert) nédherungsweise integriert werden, wobei als Schrittweite h = 2 verwendet wird.

Nachfolgende Tabelle zeigt die Funktionswerte bei den verwendeten Stiitzstellen:

T H -2 ‘ 0
f(z) H 1.56 ‘ 3.00 ‘ 2.84 ‘ 2.52 ‘ 3.48

Aus dieser Wertetabelle erhélt man folgende Naherungswerte fiir das Integral:

Qiinks(f) =2 - (1.56 + 3.00 4+ 2.84 + 2.52) = 19.84
Qrechts(f) =2+ (3.00 4 2.84 + 2.52 + 3.84) = 24.40

Auflerdem ist

! = 1.36,
mg[lgfﬁ]lf ()|
was dem Wert an der Stelle x = —2 entspricht. Gemaéfs Satz betrdgt die maximale
Abweichung somit % +1.36 - (6 — (—2)) = 10.88. Der tatsichliche Wert des Integrals betrigt
ungefahr 21.87. Die Ndherungswerte sind somit deutlich ndher am tatséchlichen Wert, als
dies durch Satz [6.11] prognostiziert wurde.
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7 Newton-Cotes-Formeln

Grundsatzlich kénnen die Stiitzstellen im Intervall [a,b] beliebig gewahlt werden. Bei
den in diesem Kapitel behandelten Newton-Cotes-Formeln, benannt nach Isaac Newton
(England, 164371727)EI und Roger Cotes (England, 1682-1716), sind die Stiitzstellen
jedoch aquidistant. Beim Gauf-Verfahren, welches in Kapitel [9] behandelt wird, werden die
Stiitzstellen beispielsweise anders ermittelt.

Nachfolgend werden zunichst einige bekannte Vertreter der Familie der Newton-Cotes-
Formeln vorgestellt, bevor diese in ein verallgemeinertes Modell eingegliedert werden. FEs
wird dabei stets von Beginn an die zusammengesetzte Version betrachtet. Im Beispiel der
Mittelpunktregel bedeutet dies, dass nicht vom gesamten Intervall [a, b] der Mittelpunkt
als einzige Stiitzstelle herangezogen wird, sondern die Mittelpunktregel auf eine Reihe von
Teilintervallen angewendet wird, deren Ergebnisse anschliefsend summiert werden.

Je nach behandelter Regel kann es vorkommen, dass fiir die Gesamtanzahl k an Stiitz-
stellen bestimmte Bedingungen existieren. Bei der Simpsonregel werden beispielsweise
pro Teilintervall drei Stiitzstellen bendtigt, wobei bis auf a und b alle Teilintervallgrenzen
doppelt verwendet werden. Somit muss die Gesamtanzahl k& an Stiitzstellen von der Form
k=30—(0—1)=20+1 fiir { € N seinf?}

7.1 Mittelpunktregel

Es handelt sich hier um eine spezielle Form der Rechteckregel welche ihren Namen deshalb
erhielt, weil als Stiitzstellen die Mitten der dquidistanten Teilintervalle herangezogen werden.
Gelegentlich wird sie auch als Tangententrapezregel bezeichnet, da das Tangententrapez

flachengleich mit dem Rechteck ist.
\\ /

% _

a = xg T T9 T3 xy=0b

'nach gregorianischem Kalender
2Prinzipiell werden pro Teilintervall drei Stiitzstellen benétigt, jedoch werden bei den insgesamt ¢ Teilin-
tervallen die £ — 1 inneren Teilintervallgrenzen doppelt verwendet.
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Definition 7.1. Sei f : [a,b] — R die zu integrierende Funktion. Dann lautet die Mittel-

punktregel ,
/ f(x)de~(b—a)-f <a-2|—b) .

Aus den n Teilintervallen [a + ih,a + (i + 1)h] mit i € {0,...,n — 1} erhélt man die n
Stiitzstellen

Fi= (aHhH(g“Hl)h) :a+ih+g

fir i € {0,...,n—1} und dementsprechend die Stiitzwerte f(Z;). Die Gewichte w; entsprechen
jeweils der Schrittweite h.

Die Quadraturformel fiir die zusammengesetzte Mittelpunktregel lautet somit

Satz 7.2. Sei f € C2[a,b]. Dann gilt fiir den Quadraturfehler Rys(f) der Mittelpunktregel

2

h 1!
|Ra(f)] < 3 ;g@f’;]‘f ()] (b—a).

Beweis: Als Grundlage fiir diesen Beweis wurde |8 Seite 293| verwendet. Es wird zunéchst
der Fehler rp;(f) fiir die einfache Mittelpunktregel, also fiir ein einzelnes Teilintervall
[x;, xit1], berechnet. Dafiir sei h := x;4; — x;. Die Stiitzstellen seien z; := x; + % Nach
Definition des Quadraturfehlers gilt

rar(f) = / " fa)de — hf ().

Da f € (Csla,b] ist, kann man fiir ein = € [z;, z;+1] den Funktionswert f(x) durch das 1.

Taylorpolynom (siehe Definition [2.26) mit der Entwicklungsstelle Z; annéhern. Es gilt dann
gemak Satz fiir ein von x abhéngiges £ € [z, Ti41]

F@) = @)+ £ (25 + L) (@ gy

Somit folgt unter Verwendung von x;41 = x; + h und Z; = x; + %:

rar(f) :/’Hlf(ii)dx+/.i+1f/(gzi).(x—a?i)da;—i—/ T f (252*) (@ — &) dz — hf ()

i

J/

=hf(Z:) =0
Damit reduziert sich die Berechnung auf
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Ti41 11 ¢*
rar(f) —/ ! (252) Nz — &) da.
Sei & € [w,xi11] so, dass f"(&;) = max,cg, 2,,,)f" (). Man beachte, dass & nun von z
unabhéngig ist. Es gilt

f"(&)

9 (ZU — i‘i)Q .

Nz — 7

< |1

Da nun im Integranden f”(£}) durch eine von z unabhéngige Konstante ersetzt wurde,
kann das Integral berechnet werden, und es folgt:

lra(f)| = /%Hl f//(;;)(x—i?i)Qdm S/%Hl f”(;;)(a;—a?if dx <
s/xim f;&)(x—:zi)? o = 10 ;fi) /xii“‘( D de=1 éf)/x:“(x—@)zdx

Fiir die Berechnung des Integrals wird z;1 := a; + h und T; = x; + % gesetzt. Mittels
MATHEMATICAI erhélt man fiir das Integral den Wert . Somit gilt

(¢, 3 3
()] < T8 ey,

2 12

Der gesamte Quadraturfehler ergibt sich nun durch

3 n—1 2
e // < 7 (b
Rul< g7 - L@ < 5; ml @l 6=
~— =0
__h2 b—a

T24 n <n max |f"(z)]
z€a,b]

O]

Bemerkung: Es ist hier anzumerken, dass das Fehlerglied quadratisch von der Intervalllinge
h abhéngt, obwohl die Funktion f durch eine konstante Funktion angenéhert wird.

7.2 Sehnentrapezregel

Bei der Sehnentrapezregel (hdufig unprézise nur als Trapezregel bezeichnet) wird die zu
integrierende Funktion in den n dquidistanten Teilintervallen stiickweise linear interpoliert,
wobei als Stiitzpunkte die Punkte des Funktionsgraphen an den Teilintervallgrenzen her-
angezogen werden. Die dadurch entstehende Quadraturformel kann daher als Summe von
Flacheninhalten von Trapezen aufgefasst werden.

3Eingabe: Integrate[(x - (xi + h/2))"2, x, xi, xi + h]
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a =T T ) €T3 T4 = b

Definition 7.3. Sei f : [a,b] — R die zu integrierende Funktion. Dann lautet die Sehnen-
trapezregel

/f i 3 o) LI

Zerlegt man das Intervall [a, b] in n dquidistante Teilintervalle [x;, ;+1] mit ¢ € {0,...,n—1},
h = b_T“ und z; = a + th, so kann man aufgrund der Tatsache, dass in der Summe
aufser den beiden &dufseren Stiitzstellen alle doppelt vorkommen, die zusammengesetzte
Sehnentrapezregel folgendermafen formulieren:

n—1
Qr(f) = h- (“;“’0) + 3 Se) + f%”)

Satz 7.4. Sei f € C?[a,b]. Fiir den Quadraturfehler Ry (f) der Sehnentrapezregel gilt

2

h
Rr(f)] < T3 mase ()] (b~ ).

Beweis: Als Grundlage fiir diesen Beweis diente Satz 13.7]. Zunéchst wird wieder der
Fehler ro(f) fiir ein einzelnes Teilintervall [z;, z;11] abgeschétzt. Es gilt

)= [ a@ e = () + fa) = [ (@) - v do

Die letzte Umformung ist méglich, da das Integral ["*' ¢ ¢(2) dx des linearen Interpola-
tionspolynoms genau dem Flacheninhalt des Trapezes entspricht. Durch Erweitern erhalt
man

@) —vp@)

(z = 2i)(x = @iy1)

Titl
rof) = [ @ - me - i)
z;
Fiir die Funktion g(z) := (v —2;)(z — xi41) = 2% — (Ti+Tip1) T + 237541 gilt g(z) <0, Vz €
[, Ti+1], denn  — x; > 0, Vo € [x;, zi41] und & — 2341 < 0, Vo € [x;, z;41]. Damit hat g

im Intervall [x;, x;41] keinen Vorzeichenwechsel.
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Als néchstes wird die Stetigkeit der Funktion

f(z) = (@)

(x —2)( — 2it1)

h(zx) :=

untersucht. Die Funktion f ist nach Voraussetzung stetig, und v ist stetig, da Polynome
laut Satz stetig sind. Der Nenner, also die Funktion g, ist ebenfalls stetig, da es sich
auch hier um ein Polynom handelt. Es miissen nur noch die beiden Stellen z; und z;1, also
die Nullstellen von g, ndher untersucht werden.

Die Nullstelle von ¢(z) = 22 — (x; + z;+1) liegt bei 2 = 551 Weil somit ¢(2;) # 0 und
g (zit1) # 0 ist, existieren die beiden Grenzwerte

L @) = v @)y - (@) = @)

) g/(x) T g’(x)

Aufgrund der Interpolationseigenschaft gilt

lim (f(z) = ¢¢(z)) = lim (f(z) = ¢s(x)) = 0.

+ —
$4)£E,Lv Z%$i+1

Aulserdem ist
lim g(z) = lim g(z)=0.

+
I—)l‘i l?—)a}'i+1

Somit folgt aus Satz (i) und (iii), dem Satz von de I'Hospital, dass die einseitigen
Grenzwerte

lim A(z) = lim und lim A(z) = lim
z—z) z—x) g() T—T T—T g(z)

existieren. Daher ist h auf (z;,z;41) stetig, in x; rechtsseitig stetig und in z;41 linksseitig
stetig. Daraus folgt, dass h stetig auf [z;, ;1] ist.

Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz[2.13)) folgt daher, dass es ein § € [z, x;41]
gibt mit

0 = [ g hte) e =ne) [ gl e

In einer Nebenrechnung erhélt man

/ (x —x;)(x — 2i41) dT = (z; gw-l) _ (x1+16 x;) '
;

AuRerdem erhilt man unter Verwendung von Satz [3.16}

ne) = 1O =450 BEILAE - =) _ ()
(€ = 2:)(§ — iv1) (€ = 2)(§ — iv1) 2
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Somit ist
A

15 (ziy1 — ;)

rr(f) =

fiir ein unbekanntes £ € [z;, x;41], weshalb man folgende Abschétzung durchfiihren kann:

. 3
re(f) < EEINT e @),

12 xE[:pi,x¢+1]

Zerlegt man nun [a, b] in n dquidistante Teilintervalle mit den Grenzen x, ..., T, so erhélt

man:
n—1

h3 h?
BrDI< Y max 1) < max (@) (- a)
. o wElwimin] z€la,b]
_h2? b—a -
127 n S"'z’éﬁi’fbﬂf (z)

O]

Bemerkung: Vergleicht man das Resultat mit Satz[7.2] so erkennt man, dass die Fehlerab-
schétzung der Sehnentrapezregel um den Faktor 2 grofer ist, als jene der Mittelpunktregel.

Beispiel: An dieser Stelle wird ein anwendungsorientiertes Beispiel zur Sehnentrapezregel
behandelt, welches die Einsatzmoglichkeiten der numerischen Integration demonstrieren soll.
Es wird dabei anhand eines Videog!| die Pole-Position-Runde von Felipe Massa beim Grofen
Preis von Osterreich 2014 analysiert. Dieses Video wurde ausgewihlt, da hier wihrend
der gesamten Runde einerseits die Geschwindigkeit des Fahrzeuges und andererseits die
Rundenzeit eingeblendet wird (was bei vielen anderen Videos dieser Art nicht der Fall ist).
Es war somit einfach, zu jeder vollen Sekunde die Geschwindigkeit zu bestimmen und in
eine Liste einzutragen. Dafiir wurde jeweils jenes Bild des Videos verwendet, bei welchem
die Rundenzeit der jeweiligen vollen Sekunde am néchsten war. Man erhielt folgendes
Diagramm, welches jeder Sekunde die Geschwindigkeit in km/h zuordnet:

v (k;n/h)

300 ; * * . * .
250 * *
200} . * * o ® + °®

150} . ’ * .

100

50¢

10 20 0 20 50 60 ter

“Quelle: https://wuw.youtube . com/watch?v=vvpSiBUNDrc (Zugriff: 19. Juli 2017)

62


https://www.youtube.com/watch?v=vvpSiBUNDrc

Wendet man auf diesen Datensatz nun die zusammengesetzte Trapezregel mit n Teilin-
tervallen an, so erhélt man Naherungswerte fiir Wloo f069 f(x) dx, was der Streckenlange in
Kilometern entspricht. Der Faktor ﬁ ist fiir die Umrechnung der Zeiteinheit notwendig.
Da die Stiitzstellen im Allgemeinen nicht ganzzahlig sind, wurde jeweils auf die néchste
ganze Zahl gerundet. Folgende Tabelle zeigt die ersten zehn Naherungswerte @, fiir jeweils
n Teilintervalle.

n“1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10
Qn || 5.520 ‘ 3.824 ‘ 3.801 ‘ 4.557 ‘ 5.512 ‘ 4.153 ‘ 4.310 ‘ 4.291 ‘ 4.430 ‘ 4.261

Insbesondere ist fiir 6 < n < 69 das Maximum 4.47 km und das Minimum 4.06 km, was
einer Spannweite von 0.41 km entspricht. Ab sieben Stiitzstellen, also fiir n > 6, bleibt
der Naherungswert somit in einem relativ kleinen Intervall. Die tatséchliche Streckenlénge
des Red Bull Rings betragt 4.318 km und liegt somit in diesem Intervall. Es ist durchaus
erstaunlich, wie exakt man diesen Wert mit lediglich sieben Stiitzstellen vorhersagen kann.
Zusétzlich miissen hier folgende Unsicherheiten beriicksichtigt werden:

e Die verwendeten Stiitzwerte fiir die Stiitzstellen stimmen oftmals nicht mit den
tatsédchlichen Werten iiberein, da die Stiitzstellen auf ganze Sekunden gerundet
wurden und der zugehorige Geschwindigkeitswert genommen wurde.

e Die aus dem Video abgelesenen Messwerte (Geschwindigkeit und Zeit) weisen jeweils
selbst eine gewisse Unsicherheit auf und miissen auch nicht exakt zusammenpassen.
Beispielsweise konnte der Geschwindigkeitswert zeitverzogert sein.

e Die tatsachliche Rundenzeit betrug 68.759s und nicht 69s.

7.3 Simpsonregel

Mit der Simpsonregel (auch als Keplersche Fassregel bekannt) wird die Funktion {iber drei
Stiitzstellen hinweg durch ein Polynom zweiten Grades interpoliert.

Definition 7.5. Sei f : [a,b] — R die zu integrierende Funktion. Dann lautet die Simpson-

regel
g /abf(x)daz%(b—a)'(é'f(a)+§'f<a;b)+é'f(b)).

Nachfolgende Abbildung zeigt die Anwendung der zusammengesetzten Simpsonregel, wobei
das Intervall in vier gleich groke Teilintervalle zerlegt wurde, von denen jeweils zwei
aufeinanderfolgende Teilintervalle fiir die Anwendung der Simpsonregel verwendet wurden.
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a=x) T T T3 =0

Es ergibt sich somit, dass fiir die Anwendung der zusammengesetzten Simpsonregel das
Intervall [a, b] immer in eine gerade Anzahl an Teilintervallen zerlegt werden muss.

Historisches: Erstmals wurde die Simpsonregel von Evangelista Torricelli (Italien, 1608 —
1647) benutzt. Sie wurde jedoch nach Thomas Simpson (England, 1710—-1761) benannt.
Thren Ursprung hat sie aber bereits etwas frither, als Johannes Kepler (Deutschland, 1571 —
1630) die sogenannte Keplersche Fassregel aufstellte.

Anstofs fiir die Untersuchung des Volumens von Weinfiassern war fiir Kepler laut die
Bezahlung der Weinfésser fiir seine zweite Hochzeit im Jahr 1613. Er wunderte sich iiber
die damals iibliche Volumsbestimmung mittels der sogenannten Visiermethode. Dabei
wurde eine Messrute durch das Spundloch bis zum gegeniiberliegenden Ende der Fassboden
gesteckt. Die dafiir notwendige Lange galt als Mafs fiir das Fassvolumen.

Nach Seite 99 und 100] schrieb Kepler in der Widmung des Buches Nova Stereometria
doliorum vinariorum (Neue Inhaltsberechnung von Weinféssern) Folgendes:

Als ich im November des letzten Jahres (1613) meine Wiedervermdhlung feierte, zu einer
Zeit, da an den Donauufern bei Linz die aus Niederdsterreich herbeigefithrten Weinfdasser
nach einer reichlichen Lese aufgestapelt und zu einem annehmbaren Preise zu kaufen waren,
da war es die Pflicht des neuen Gatten und sorglichen Familienvaters, fiir sein Haus den
ndtigen Trunk zu besorgen. Als einige Fdsser eingekellert waren, kam am 4. Tage der
Verkdufer mit der Mefirute, mit der er alle Fdsser, ohne Ricksicht auf ihre Form, ohne jede
weitere Uberlequng oder Rechnung ihrem Inhalte nach bestimmte. Die Visierrute wurde mit
threr metallenen Spitze durch das Spundloch quer bis zu den Rdindern der beiden Bdéden
ewngefiihrt, und als die beiden Ldngen gleich gefunden worden waren, ergab die Marke am
Spundloch die Zahl der Fimer im Fasse. Ich wunderte mich, daf$ die Querlinie durch die
Faphdlfte ein Maf fir den Inhalt abgeben kinne, und bezweifelte die Richtigkeit der Methode,
denn ein sehr niedriges Fass mit etwas breiteren Boden und daher sehr viel kleinerem Inhalt
kénne dieselbe Visierlinge besitzen. Es schien mir als Neuvermdghltem nicht unzweckmdfig,
ein neues Prinzip mathematischer Arbeiten, ndmlich die Genauigkeit dieser bequemen und
allgemein wichtigen Bestimmung nach geometrischen Grundsdtzen zu erforschen und die
etwa vorhandenen Gesetze ans Licht zu bringen.

Folgendes Beispiel zweier zylinderférmiger Féasser soll veranschaulichen, was Kepler mit
dem vorletzten Satz des obigen Zitates andeutet:
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Das linke Fass hat mit %’r m? (=~ 1.18 m3) trotz gleicher Visierlinge ein wesentlich gréReres
Volumen als das rechte Fass mit 37 m? (~ 0.88m?), néimlich etwa um ein Drittel grofer. In
gewisser Weise ist es erstaunlich, dass man zu dieser Zeit nicht einmal auf Unterschiede bei
zylinderformigen Féassern einging. Mit Keplers Formel war es spiter moglich das Volumen
fiir Kreiszylinder, Kegel, Kegelstumpf, Kugel, Rotationsellipsoid, elliptisches Paraboloid
und einschaliges Hyperboloid exakt zu berechnen.

Satz 7.6. Sei f € C*[a,b]. Fiir den Quadraturfehler Rg(f) der Simpsonregel gilt

4

< — W@ - (b - a).
<150 xlélﬁfi]\f ()| (b—a)

|Rs(f)

Dabei ist h := (b — a)/2n der Abstand zwischen zwei Stiitzstellen.

Beweis: Dieser Beweis wird unter Verwendung von Satz 13.10| gefiihrt. Es wird zunéchst
ein Teilintervall der Lange 2h mit den drei Stiitzstellen z;, ;41 = x; +h und x;40 = x; +2h
untersucht, wobei 7 durch 2 teilbar ist. Es sei ¢¢(x) das minimale Interpolationspolynom
von f bezliglich dieser drei Stiitzstellen.

Im n&chsten Schritt definiert man die kubische Interpolierende p von f folgendermafien:

4

Ti+2 — X4

p(x) = py(x) + ( iR (W (@i1) = f(@it1)) - (@ = 23) - (2 = 2i41) - (2 — Tig2)

Fiir die Ableitung p’ erhilt man fiir S(z) := (z — xi41) - (x — 2iq2) + (x — ;) - (¥ — Ti2) +
(x — ;) - (x — wj41) folgende Funktion:

4

p(x) = ¢}(x) =+ m . (w}($1+1) — f/(xi+1)) - S(x)

Fir k € {0,1,2} gelten die Interpolationseigenschaften p(ziir) = ¥ f(zipr) = f(ziyr), weil
(il — i) (Tig ke —Tit1) - (Titk — Tit2) = 0 gilt und somit der zweite Summand der Definition
von p wegféllt. Daher handelt es sich tatséchlich um ein kubisches Interpolationspolynom
von f bezliglich der Stiitzstellen z;, x;+1 und z;19. Die Eigenschaft p'(x;11) = f'(2i41)
erhélt man aus folgender Umformung:

4
P (wit1) = Yp(xip) + [l (W (@ir1) = f(@it1)) - (@ivr — 22) - (Tig1 — Tiga) =
LZ_/L/ ;?7/ :—h
=(hy?

/ 4h2 / ! /
= Pp(wiv1) — V¥ (Vi (@iv1) = f'(@it1)) = (i)
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Eine Nebenrechnung mit MATHEMATICAH ergibt, dass [T (z—a;)- (2 —xiq1)- (2 —i42) do =
0 gilt. Daraus folgt ["** p(z) dx = ['"** ¢¢(x) dx, da die Faktoren vor (z — ;) - (x — @i41) -
(z — xiy2) in p(x) konstant ist.

Man definiert nun g(z) := (x — ;) - (x — 2;11)? - (x — 2442). Dann gilt:
g(x) = (x — ;) (x — zi31)? - (x — Tig2) <0, Vo € [24, 2419]

——
>0 >0 <0

Somit erhalt man:

st = [ @) st do = |

T

Ti42

) = play e = [ g L2

gy

i

Die Funktion g(z) ist ein Polynom und daher nach Satz stetig und deshalb nach Satz
Riemann-integrierbar. Aufserdem gilt g(z) < 0, Vx € [z;, zi+2], also es gibt keinen
Vorzeichenwechsel.

Nun wird gezeigt, dass der Bruch

im Integranden stetig ist. Der Nenner besitzt offensichtlich die Nullstellen x;, x;4+1 und x;42.
Somit ist z auf (x;, z;+1) und auf (z;+1, zi+2) stetig, weshalb nur noch die Stellen x;, x;41
und x; 49 tiberpriift werden miissen. Wegen p(z;1r) = f(x;4r) fir k € {0, 1,2} besitzt der
Zahler die Nullstellen x;, x;41 und z;12. Laut MATHEMATICAlﬂ sind die Nullstellen von ¢
die Stellen x;41 — %, ZTit1 und xiq + %

Wegen ¢'(x) # 0 fiir © € {x;, z;12} existieren die Grenzwerte

lim M und lim

:C—)J)j g/(ZL‘) T=T, 9/(55)
Somit folgt aus Satz (i) und (iii), dass die einseitigen Grenzwerte

lim z(z) = lim (@) = plz) und lim z(x)= lim f() = p(z)

z—z x%x:r g(IL') x%x;ﬂ m%x;ﬂ g(.’L‘)

i

existieren. Daher ist z in x; rechtsseitig stetig und in ;o linksseitig stetig. Fiir z; 41 gilt

o f@ @) P@-f@) L S@ ) L @) - pla)
:):ﬁ:ritrl g(x) x%xzﬂrl g/($) T=T, g/($) T—T, g(.T) .

Die Gleichheit der beiden Grenzwerte folgt daraus, dass sowohl der Zahler als auch der
Nenner stetig sind. Auferdem gilt f/(x;41) — p'(zi+1) = 0 und ¢’(x;41) = 0. Daher kann
erneut die Regel von de 'Hospital (Satz[2.14)) angewendet werden und man erhélt

5Eingabe: Integrate[(x - x0) (x - (x0 + h)) (x - (x0 + 2 h)), {x, x0, x0 + 2 h}]
SEingabe: Simplify[Solve[D[(x - x0) (x - (x0 + h))"2 (x - (x0 + 2 h)), x] == 0, x]]
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x—):cz;l g, [E) x—)x;;l g”(.’E) T=T, g”(.’E) T=T, g,((L')

Die Gleichheit der Grenzwerte folgt erneut aus der Stetigkeit von Zé&hler und Nenner. Eine
Nebenrechnung mit MATHEMATICAE ergibt auferdem, dass ¢”(x;41) # 0 ist, weshalb dieser
Grenzwert existiert. Daher existiert nach der Regel von de 'Hospital (Satz[2.14)) auch der

Grenzwert lim z(x).
T—Ti41

Somit wurde gezeigt, dass z stetig in x;4; und damit stetig auf [x;, z;1o] ist. Aus dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz[2.13)) folgt nun, dass es ein n € [z;, z;+2] gibt,

sodass gilt: @ @ - -
e f@) —plx) ) —pl) [T+ o
/m 9(@) i@ T g /x 9(z)d

Nach Satz gibt es fir alle x € [z;, 2], und damit auch fiir n, ein & € [z;, Tit2],
sodass fiir die kubische Interpolierende p, welche inklusive Vielfachheiten vier Schnittstellen
(Stiitzstellen) mit f hatﬂ Folgendes gilt:

(4)
fm) —p(n) = ! 4!(5) ~g(n)

Eine Nebenrechnung mittels MATHEMATICAP] liefert

Tit2 Tito — Tj 5
/ g(z)dz = _(”1202)‘
x;

Daraus folgt letztendlich

=32h5
4 /_/a
rs(f) g g(n) (wiye —x:)° _f(4)(f) h°
SV 9(n) 120 90
Es gilt also ’f(4) O 1
ro() < Lo

Fiir den Gesamtfehler Rg(f) aller Teilintervalle erhdlt man mit h := (b — a)/2n folgende
Abschétzung:

5 n—1 h4
R < = (4) < (4) (b—
RS g5 - LUME < 1 mlr @) 0-0)
=b.be (1)
n <n Iren[ﬁ]\f (z)]

"Eingabe: Simplify[Solve[D[(x - x0) (x - (x0 + h))"2 (x - (x0 + 2 h)), x, 2] == 0, x]]
Snamlich x4, x;11 und x;12, wobei z;41 doppelt vorkommt, da auch p'(z;41) = f/(xir1) gilt
9Eingabe: Integrate[(x - x0) (x - (x0 + x2)/2)"2 (x - x2), {x, x0, x2}]
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7.4 Allgemeines Modell

Die in den vorherigen Kapiteln vorgestellten Quadraturformeln lassen sich in ein allgemeines
Modell eingliedern, nédmlich in die Klasse der sogenannten Newton-Cotes-Formeln. Hierbei
unterscheidet man zwischen abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln, offenen Newton-Cotes-
Formeln und den sogenannten Maclaurin-Formeln. Der Unterschied liegt in der Position der
Stiitzstellen. Das gesamte Intervall [a, b] wird dabei jeweils in Teilintervalle gleicher Lange
zerlegt. Bei den abgeschlossenen Formeln sind die Intervallgrenzen zugleich die Stiitzstellen.
Bei den offenen Formeln werden die beiden &dufseren Grenzen, also a und b, nicht als
Stiitzstellen verwendet. Bei den Maclaurin-Formeln wird die Mitte jedes Teilintervalls als
Stiitzstelle verwendet.

Definition 7.7. Man nennt fiir ein n € N die Interpolationsquadratur n-ter Ordnung mit
den Stiitzstellen T = a + kh fiir £ = 0, ..., n abgeschlossene Newton-Cotes-Formel n-ter
Ordnung. Dabei ist h = b*Ta die sogenannte Schrittweite.

Definition 7.8. Man nennt fiir ein n € Ny die Interpolationsquadratur n-ter Ordnung mit
den Stiitzstellen Zy = a + Z—'_g - (b—a) fir k =0,...,n offene Newton-Cotes-Formel n-ter
Ordnung.

Definition 7.9. Man nennt fiir ein n € Ny die Interpolationsquadratur n-ter Ordnung mit
den Stiitzstellen T = a + gﬁi; - (b—a) fur k = 0,...,n Maclaurin-Quadraturformel n-ter
Ordnung.

Bemerkung 1: Die offenen Newton-Cotes-Formeln werden nach auch Steffensen-Formeln
genannt.

Bemerkung 2: Die Maclaurin-Formeln wurden nach Colin Maclaurin (Schottland, 1698 —
1746) benannt.

Demnach ist die Mittelpunktregel die offene Newton-Cotes-Formel 0-ter Ordnung (und auch
die Maclaurin-Formel 0-ter Ordnung), die Sehnentrapezregel die abgeschlossene Newton-
Cotes-Formel erster Ordnung und die Simpsonregel die abgeschlossene Netwon-Cotes-Formel
zweiter Ordnung.

abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln offene Newton-Cotes-Formeln Maclaurin-Formeln
. | | ° 1 \ ® 1
X0 X1 Xo X1 X0 X
? ? ? | T ° \ \ ° | ° |
Xo X1 X2 Xo X1 X2 Xo X1 X2
Y 71 T * T 1T *
Xo X1 X2 X3 X0 X1 X2 X3 Xo X1 X2 X3

Auf die Maclaurin-Formeln wird im weiteren Verlauf nicht mehr eingegangen. Nachfolgend
werden Berechnungsmethoden hergeleitet, mit denen fiir Newton-Cotes-Formeln beliebiger
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Ordnung die Gewichte ermittelt und die Fehler abgeschétzt werden konnen. Zunéchst
werden nun Formeln hergeleitet, mit welchen die Gewichte unabhéngig vom Intervall [a, b]
berechnet werden kénnen.

Satz 7.10. Sei n € N. Dann gilt fiir die Gewichte der abgeschlossenen Newton-Cotes-Formel

n-ter Ordnung:
1 [
= n/ov

k
—-du, Vi€ {0,..,n}

Beweis: Es ist ), = a + kh und Z; = a + th. Auflerdem folgt aus h = b_T“, dass b =a +nh
und % = % gelten. Somit erhédlt man nach Satz

=x—a—kh
tnh T —_——
/ Hm—mk 1 /“” H x — (a+ kh) dp —
b—a ii—in o b-a a k_o(cH—ih)—(a—i-kh) N
ki —h(i—k)
1 fetrh g —a— kh
_ / | i
b—a /, h h(i — k)
kAi
Im néchsten Schritt wird w := %3 substituiert. Somit gilt x = uh + @ und dz = h - du. Die
neuen Integralgrenzen sind nun -2 = 0 und M = n. Man erhilt schlieflich:
h(u—k)

1 n L uh+a—a—kh 1 [ & u—k
-hdu = — d
b—a/o [1 h(i — k) “ n/o [ 5
k=0 k=0
ki ki

O

Fiir die Berechnung der Gewichte der abgeschlossenen Newton-Cotes-Formel n-ter Ordnung
kann folgender MATHEMATICA-Code verwendet werden:

pli_, n_] := Product[If[k != i, (x - k)/(1 - k), 1], {k, O, n}]

wli_, n_] Simplify[1/n*Integratelpli, n], {x, 0, n}]]

t[n_] := Tablel[w[i, n], {i, 0, n}]

Der néchste Satz widmet sich der Tatsache, dass die Gewichte der abgeschlossenen Newton-
Cotes-Formeln symmetrisch sind.

Satz 7.11. Sei n € N. Dann gilt fiir die Gewichte der abgeschlossenen Newton-Cotes-Formel
n-ter Ordnung w,,—; = w; fir alle i € {0, ...,n}.

Beweis: Fiir den Beweis wurde Seite 106, Lemma 5.10] verwendet. Sei i € {0, ...,n}.
Dann gilt laut Satz [7.10}
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Wp—i = / H n — Z du
k;én i
Im Produkt wird nun die Substitution j := n — k durchgefiihrt. Somit gilt £k = n — j, und

fir Start- und Endwert des Produktes erhalt man n — 0 = n und n — n = 0. Aullerdem
folgt aus k #n —i=n—j #n —1i=j #i. Man erhilt:

0

1 m —u)—
vy =2 / (n — J). du:/ deu
(n—1i)—(n—j) nJo ; t=J

Jj=n

JFi

_u— n+]( 1)(n u)—j
—i+jJ i—J

Fasst man das Produkt als Funktion in Abhéngigkeit von n — u auf, so erhélt man durch die
Substitution v = p(u) = n — u und ¢'(u) = —1 unter Verwendung von Satz folgendes
Resultat:

n n p(n) 0
/O f(n—u) du = (1) - /O f(w(U))‘&(:? du = — / RICIES / f(v) dv

Mit der Eigenschaft f; f(x)dx = — [}' f(z)dx erhilt man insgesamt

O]

In Anlehnung an die vorherigen Sétze (Satz und Satz[7.11)) wird nun eine Formel fiir
die Berechnung der Gewichte der offenen Newton-Cotes-Formeln hergeleitet und gezeigt,
dass diese ebenfalls symmetrisch sind.

Satz 7.12. Sei n € Ny. Dann gilt fiir die Gewichte der offenen Newton-Cotes-Formel n-ter
Ordnung:
1 L u—k
wi=s [ T
1 E—0 (3
ki

Beweis: Fiir i € {0, ...,n} gilt nach Definition fiir die Stiitzstellen der offenen Newton—
Cotes-Formeln Z; = a + 2112 (b—a). Aukerdem ist b—a=(n+1)-h< h= b=
a+ h-(n+1). Damit erhélt man ausgehend von Satz

1 b T — Tk
w; = H~ — dxr =
b—a J, o Ti — Tk

du, Vie{0,..,n}

n+1

e
ki
1 at+h-(n+1) 1 T — (a + Zi% (b _ CL))
= il kil dz.
—aJq o (@t 750 —a)) — (a+ 55— a))

ki
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Nach Vereinfachung des Bruches im Produkt erhélt man

1 /a+h-(n+1) "or—a—(k+ 1)2&

b—a o (i — k)%
ki
NunWird“::x_i—TJH b4 +a+ 224 und do = 224 du.
Aufserdem gilt fiir ?iie Integralgrenzen
b—
@ CZ_ n—&g 1
b—a
n+2
und
_b—a
n+1
=
at+(n+1)- h —a—fl%r‘; (b—a)—% (b—a)t2 —1
b—a - b—a = 1 =n+2—-1=n+1
nt2 nt2
Durch Einsetzen in obigen Ausdruck erhélt man
ntkl n n+2+a+n—+2fa*(k3+ )n+2b—adu
(i — k)z;_& n+2
k;ﬁz
Durch Vereinfachen erhélt man schliefslich
1 /”+1 f[ u—k
du
n+2 J_4 pairi k
ki
O

Satz 7.13. Sei n € Ny. Dann gilt fiir die Gewichte der offenen Newton-Cotes-Formel n-ter
Ordnung w,,_; = w; fiir alle ¢ € {0,...,n}.

Beweis: Der Beweis erfolgt in Analogie zu jenem von Satz [7.11] O

Satz 7.14. (Satz von Kusmin) Laut Seite 113, Satz 5.16] gilt fir die Gewichte
wo, ..., W, der abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln

n
lim Z |wg| = 00
n—oo
k=0

Die Summe der Betrige der Gewichte wéchst also im Vergleich zur Summe der Gewichte
(welche laut Satz immer 1 ist), wodurch es nach 4] Seite 113] bei ansteigendem n zu
Instabilitdten kommt.

Die néchsten Seiten widmen sich einer allgemeinen Fehlerabschiatzung der abgeschlossenen
Newton-Cotes-Formeln.
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Definition 7.15. Sei k € Ny. Dann definiere

i zF, falls z >0,
(z)§ =
0, fallsx <O0.

Satz 7.16. Sei m € N;m > 1, und sei f : [0,1] — R eine m-mal stetig differenzierbare
Funktion. Sei Q(f) = Y.;_,wif(x;) eine Quadraturformel mit Fehlerordnung m und
R(f) = fol f(x)dx — Q(f) der zugehorige Quadraturfehler. Dann gibt es eine Funktion
K, :[0,1] — R, sodass gilt:

1
R(f) = /O Ko (2) £ (1) dx

Beweis: Fiir den Beweis wurden Seite 52, Satz 3.10] und Seite 61, Satz 30| verwendet.
Die m-mal stetig differenzierbare Funktion f kann als Taylorpolynom (siehe Definitionen
und [2.29) mit Entwicklungsstelle & = 0 folgendermafen dargestellt werden:

m—1 (k) 0 1 T
flz) = Z f k!( )xk_i_(rn_l)'/o (x_t)mflf(m)@)dt
k=0
=:p(z) =@

Es ist p € Pm—1, und daher wird p durch die Quadraturformel @ exakt integriert, also
R(p) = 0. Es gilt somit R(f) = R(p) +R(q) = R(q). Durch Einsetzen erhélt man:
——

=0

0

T e i et i dS L ) (1) (YLt —
R = [y ) 0" e w0ty b=

_$ e (m) T — m-l T — Y W; " (m) T — m—1
~m—1) (/o/of (t)(x—t)™ " dtd ; Z/o O () (@5 — t) dt)

Nachfolgende Abbildung soll den Tausch der beiden Integrationsvariablen im Doppelinte-
gral veranschaulichen. Insgesamt wird iiber den doppelt hinterlegten dreieckigen Bereich
integriert. Aktuell werden horizontale Streifen summiert und nach der Vertauschung werden
vertikale Streifen summiert.

t=0 t=x
x=1
XA
> x=0
t
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Man erhéalt somit

1 e (m) m— - ‘ i (m) ame
(m—l)'</o/tf (t)(z —t) 1da;dt—§wz/0 FU () (z; —t) 1dt>.

Unter Verwendung von Definition kann man die Obergrenze des zweiten Integrals von
x; auf 1 setzen, wodurch die Integrationsgrenzen von ¢ unabhéngig sind. Aufserdem ist im
ersten Integral f(™) (t) unabhéngig von x.

[ A L O S L
(m —1)! </of (t)/t(:r )" dx dt ;wz/of (t)(x; — 1) dt)

Da bei endlichen Summen das Integral- und das Summenzeichen vertauscht werden diirfen,
erhélt man

# ' (m) 1@,_ m=1 g0 dt — ! (m) - wi (s — 1)1 _
(m—1)! </Of (t)/t( t)" " du dt /Of (t); (s — )7 dt)_
1 1
:/oml_m@( mldw—sz —tm1>f(m>(t>dt-

Mit MATHEMATICA. erhilt man ft ynldy = % Somit folgt insgesamt:

1 _
R(f):/o (mil)!<1 = sz z—tm1>f(m() dt.

=:Kp(t)

Damit existiert eine Funktion K,,, welche die geforderte Bedingung erfiillt. O

Definition 7.17. Sei m € N. Die Funktion K,, aus Satz bezeichnet man als Peano-
Kern, benannt nach Giuseppe Peano (Italien, 1858 —1932).

Korollar 7.18. Es gilt folgende Fehlerabschatzung:

1
R(f)| < max | >|-j£ K (1)

z€[0,1]

Beweis: Aus Satz [[.16 erhalt man

fl = F70) i) < | mex £ /K D=
xE
<;£[%’a T

YEingabe: Integrate[(x-t)~ (m-1),{x,t,1}, Assumptions -> m > 1]
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= max | £ (z)

1 1
/ Kon(t) dt] < max\f(m)(:c)\-/ Ko (1)) .
0 z€[0,1] 0

N———
<[ [ Km ()] dt

O]

Satz 7.19. Gilt K,,(z) > 0, Vz € [0,1] oder K,,(z) < 0,Vz € [0,1], dann gibt es ein
¢ € [0,1], sodass man fiir den Fehler R(f) folgende Formel erhélt:

1
R(f) = (&) / Kpn(z) de
0_:,_/

Beweis: Weil f nach Voraussetzung m-mal stetig differenzierbar ist, ist f(™ stetig. AuBerdem
besitzt die Funktion K, (z) nach Voraussetzung keinen Vorzeichenwechsel und ist geméfs
ihrer Definition integrierbar. Somit gibt es laut Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz
ein £ € [0, 1], sodass die Behauptung stimmt. O

Definition 7.20. Hat der Peano-Kern keinen Vorzeichenwechsel, so definiert man

1
Cm :=/ K, (z)dx
0

laut Seite 53, Definition 3.14] als Fehlerkonstante der zugehorigen Quadraturformel mit
Fehlerordnung m.

Folgender Satz wird eine sehr einfache Moglichkeit zur Berechnung der Fehlerkonstante ¢,
liefern, fiir welche man den Peano-Kern nicht explizit kennen muss. Man muss lediglich
wissen, dass dieser auf [0, 1] keinen Vorzeichenwechsel hat.

Satz 7.21. Gilt K(z) > 0, Vz € [0, 1] oder K(z) <0, Vz € [0, 1], dann kann die Fehlerkon-
stante ¢, einer Quadraturformel mit Fehlerordnung m durch die Formel
R(z™)

m)!

Cm =

berechnet werden.

Beweis: Als Grundlage fiir diesen Beweis wurde Seite 54| verwendet. Man setze f(x) :=
™. Nach Satz ist f m-mal stetig differenzierbar und erfiillt damit die Voraussetzung.
Nach Korollar ist f0™)(z) = m!, Vo € [0,1]. Damit erhilt man mit Satz und
Definition [.20]

R(z™) =m! - cp,.
WEeil ¢;,, nicht von f sondern nur von der gewéhlten Quadraturformel (Q abhéngig ist, gilt

somit allgemein ¢, = %. O

Nun fehlt bei der Fehlerabschitzung nur noch der Ubergang von Funktionen mit Definiti-
onsmenge [0, 1] zu Funktionen mit Definitionsmenge [a, b].

Satz 7.22. Sei f : [a,b] — R eine Funktion und seien n, N € N. Weiters sei Q(f) =
Yoo wif(x;) eine abgeschlossene Newton-Cotes-Formel mit Fehlerordnung m, fiir welche
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Satz verwendbar ist. Das Intervall [a,b] wird in N gleich grofe Teilintervalle zerlegt
auf Welche jeweils die Quadraturformel @) angewendet werden soll. Setze dazu h := NZ
Dann gilt:

[R() < (b—a)-n™h™ - |epm] - maXIf(m)( )|

z€[a,b]

Beweis: Fiir diesen Beweis wurde Seite 54 und 55| herangezogen. Zunéchst wird
nur das erste der N Teilintervalle, also [a,a + nh|, betrachtet. Wegen Satz gilt fiir
x = @(t) = a+ nht und ¢(t) = nh der folgende Zusammenhang:

(1 a+nh
nh/ fla+nht)d /f &(,t.hldt: :O)f( )dac—/a+ f(x)dx

=N

Somit erhalt man

a+nh 1 1
/ (@) dz = nh / F(a+nht) dt = nh / o(t) dt
a 0 ~— 0

=:g(t)

Die Intervallgrenzen sind nun also 0 und 1. Die Quadraturformel fiir das erste Teilintervall
lautet unter Verwendung der Stiitzstellen z; = -

Q(f) =nh-Q(g —nthzg x;).

Den Fehler r1(f) des ersten Teilintervalls erhélt man nun folgendermafen:

nn - [ " Fw)de - Q) = i ( / gty d - Q<g>) — nh-ri(g)

Es ist g(t) = f(x(t)) = f(a + nht). Daher gilt laut Korollar [2.19}

d"g _d"f _d"f (de\" ) m
datm . dtm dxm<dt> = /(@) - (nh)
——

=nh

Unter Verwendung von Satz existiert somit ein & € [a,a + nh|, sodass gilt 71 (g) =
(&) (nh)™-¢p. Daher folgt 1 (f) = f0™(&1)-(nh)™ ! ¢,,. Es wird nun der Gesamtfehler

R(f) untersucht:
N a+inh
Z(/ . )dw—Q(f))

i=1

N
< Z\Tz‘(f) <
i=1

- 5

Il
—

<

(nh)™ - el - |1 (&)] <
—_———

< max [f0m)(z)
" a€la,b]

)
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< N(nh)™*' - le| - max [f) ()] = (b—a) ™A™ - |ega] - max | FU) ()]
—_— z€lab) sela)
=Nnh(nh)™=(b—a)(nh)™

Korollar 7.23. Fiir N = 1, also die einmalige Anwendung der Quadraturformel auf das
gesamte Intervall [a, ], gilt

RPN ™ I |- mas |0 (a)
z€la,

Beweis: Dies folgt sofort aus b — a = nh. O

Bemerkung: Prinzipiell kénnten Satz Korollar und Satz auch verwendet
werden, um den Fehler der offenen Newton-Cotes-Formeln oder anderer Quadraturformeln
abzuschétzen, sofern die Voraussetzungen erfiillt sind. Beispielsweise muss die Funktion
ausreichend oft differenzierbar sein und fiir Satz darf der Peano-Kern K,, keinen
Vorzeichenwechsel aufweisen. Bei der Beweisfiihrung von Satz [7.22] miissten dann jedoch die
Stiitzstellen und Teilintervallgrenzen angepasst werden, da hier explizit die Stiitzstellenver-
teilung der abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln verwendet wurde.

7.5 Uberblick

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber die abgeschlossenen und iiber die offenen Newton-
Cotes-Formeln bis einschliefslich Ordnung 6. Es werden in den folgenden Tabellen jeweils
die Ordnung n der entsprechenden Newton-Cotes-Formel, die Gewichte w; (nach Satz [7.10
und Satz [7.12]) und die Fehlerordnung m (nach Satz angegeben. Die Stiitzstellen z;
werden aus Platzgriinden wegen ihrer einfachen Berechnung (sieche Definitionen und
nicht angefiihrt.

Fiir die abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln werden zusétzlich die Fehlerkonstante ¢y,
(nach Satz EI, der Faktor v := n™*!. |¢,,| des Hochstfehlers der ,einfachen* Formel
(nach Korollar [7.23)) und der Faktor & := n"-|c,,| des Hochstfehlers der zusammengesetzten
Formel (nach Satz angegeben.

Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln: Die abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln
erster und zweiter Ordnung (Sehnentrapezregel und Simpsonregel) wurden bereits ausfiihr-
lich behandelt. Die Formel dritter Ordnung wird héufig als 3/8-Regel bzw. Pulcherrima
bezeichnet. Fiir n = 4 spricht man von der Milne-Regel (selten auch Boole-Regel). Die For-
mel sechster Ordnung heifit Weddle-Regel (nach Thomas Weddle, 1817 —1853). Nachfolgend
werden die genannten Kennzahlen aufgelistet:

Eine Besonderheit tritt erstmals bei n = 8 auf: Hier kommen némlich negative Gewichte
vor. Fiir den Fall " |w;| > 1 (was bei negativen Gewichten der Fall ist) kann es zu
problematischen Situationen kommen. Als extremes Beispiel wird im néchsten Kapitel
gezeigt, wie es fiir einen Integranden mit f(z) > 0, Vz € [a, b] zu einem negativen Wert fiir
fab f(z) dx kommen kann (siehe Beispiel 3, Seite .

"Dass der Peano-Kern auf [0, 1] keinen Vorzeichenwechsel aufweist, wurde mittels MATHEMATICA iiberpriift,
indem der Graph von K, geplottet wurde.
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n w; m Cm, ~y K
1 1 1 1 1

1 23 2 -1 v} P
1 21 1 1 1

2 5356 4] —55 | 90 | T80
1 331 1 3 1

3 385838 41 —sm | w0 50
4 7 16 2 16 T 6 | __1 s | 2
90 45 15 45 90 12600 945 945

5| 1925 25 25 25 19 | g | __1 275 55
288 96 144 144 96 288 12600 12096 12096

6 4L 9 9 34 9 9 a1 [ g | __1 9 3
840 35 280 105 280 35 840 453600 1400 2800

Fine weitere Besonderheit macht sich ab n = 12 bemerkbar: Hier gilt ndmlich fiir den
Betrag der drei mittleren Gewichte |ws| = ws > 1, |wg| = —wg > 1 und |wy| = wr > 1.
Auch dies kann zu problematischen Situationen fiihren (siche Beispiel 4, Seite [82)).

Aus obiger Tabelle ist folgendes Muster fiir die Fehlerordnung erkennbar:

Vermutung 7.24. Sei n € N, und sei () die abgeschlossene Newton-Cotes-Formel n-ter
Ordnung. Dann gilt fiir die Fehlerordnung m von Q:

(i) Falls n gerade ist, so ist m = n + 2.

(ii) Falls n ungerade ist, so ist m =n + 1.

Dies bedeutet, dass abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln mit gerader Ordnung auch
Polynome exakt integrieren, deren Grad um 1 hoher ist als jener des Interpolationspolynoms.
Formeln mit ungerader Ordnung hingegen liefern nur bei Polynomen mit héchstens gleichem
Grad wie jener des Interpolationspolynoms exakte Ergebnisse.

Offene Newton-Cotes-Formeln: Von den offenen Newton-Cotes-Formeln wurde bisher
lediglich jene mit Ordnung n = 0 behandelt, also die Mittelpunktregel. Die Ausfithrungen
am Beginn des nichsten Kapitels werden jedoch ergeben, dass alle anderen Formeln dieser
Klasse in der Praxis nicht relevant sind, da es bessere Klassen von offenen Quadraturformeln
gibt. Nachfolgend werden dennoch die Gewichte und die Fehlerordnungen der offenen
Newton-Cotes-Formeln bis zur sechsten Ordnung aufgelistet:

w;

1

NI
[N

Wl
|

=i

wiN

11 1 1 11

24 24 24 24
11 =7 13 =7 11

20 10 10 10 20
611 —151 281 281 —151 611

1440 480 720 720 480 1440
92 —106 244 —2459 244 —-106 92

m
2
2
4
4
6
6
8

| =W N[ = O3

189 105 105 945 105 105 189

Man erkennt, dass die Aussage von Vermutung auch fiir die offenen Newton-Cotes-
Formeln plausibel erscheint.

Vermutung 7.25. Sei n € N, und sei @ die offene Newton-Cotes-Formel n-ter Ordnung.
Dann gilt fiir die Fehlerordnung m von Q:
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(i) Falls n gerade ist, so ist m = n + 2.

(ii) Falls n ungerade ist, so ist m =n + 1.

In den Abschnitten [IT.1Jund [I1.2] werden MATHEMATICA-Codes zur Anwendung der Newton-
Cotes-Formeln beliebiger Ordnung und mit beliebiger Anzahl an Teilintervallen vorgestellt
und erklart. Auflerdem kénnen damit die in den beiden obigen Tabellen aufgelisteten
Kennzahlen ermittelt werden.

7.6 Wahl einer geeigneten Newton-Cotes-Formel

In diesem Kapitel werden die Vor- und Nachteile der verschiedenen Newton-Cotes-Formeln
erlautert. Konkret werden folgende Fragen behandelt:

1. In welchen Faéllen sollte man sich fiir eine abgeschlossene Newton-Cotes-Formel ent-
scheiden, und wann ist es sinnvoller, eine offene Newton-Cotes-Formel zu verwenden?

2. Ist es besser die Ordnung n, also den Grad des Interpolationspolynoms, oder die
Anzahl N der Teilintervalle von [a, b] zu erhéhen?

Abgeschlossene Formeln vs. offene Formeln

Im Zusammenhang mit Experimenten ist es in vielen Fallen notwendig, eine abgeschlossene
Formel zu verwenden, da man die Funktionswerte (Messwerte) nur an den Stiitzstellen
(Messzeitpunkte) und nicht im Inneren der Teilintervalle kennt. Wird jedoch bereits bei
der Planung des Experiments darauf geachtet, die Stiitzstellen geméaft der offenen Newton-
Cotes-Formeln iiber den Messzeitraum zu verteilen, so ist dieser Punkt hinfillig.

Aus mathematischer Sicht sind offene Formeln sinnvoll, wenn der Funktionswert des Inte-
granden an einer der Integralgrenzen nicht definiert ist, z. B. bei fol 1/+/x dz. Jedoch werden
hierfiir heute meist keine Newton-Cotes-Formeln verwendet, da diese laut , Seite 49,
erster Absatz| eine schlechtere Fehlerordnung als die ebenfalls offenen Gaufk-Formeln (siche
Kapitel @ haben. Die einzige Ausnahme bildet laut , Seite 49, erster Absatz| aufgrund
ihrer einfachen Umsetzbarkeit die Mittelpunktregel.

Hohere Ordnung vs. mehr Teilintervalle

Wie bereits oben erlautert, ist es aufgrund der dort vorkommenden negativen Gewichte nicht
empfehlenswert, abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln mit n > 8 zu verwenden. Ein Grund
dafiir ist das Phénomen der Ausloschung, welches bei der Subtraktion von annéhernd gleich
grofien Gleitkommazahlen auftreten kann. Auf diesen Effekt der numerischen Mathematik
wird in dieser Arbeit jedoch nicht eingegangen. Es wird stets davon ausgegangen, dass bei der
Berechnung der Naherungswerte ausreichend genaue Zwischenergebnisse vorliegen (wie dies
bei MATHEMATICA {iblich ist). Wie einige der nachfolgenden Beispiele demonstrieren werden,
kommt es aber durch die negativen Gewichte auch zu anderen, wesentlich gravierenderen
Problemen, durch welche das Ergebnis auch bei der Verwendung exakter Zahlen unbrauchbar
wird.

Ist N die Anzahl der Teilintervalle in welche [a, b] zerlegt wird und n die Ordnung der
Newton-Cotes-Formel, so musst bei einer zusammengesetzten Formel die Funktion f an
insgesamt N(n + 1) — (N — 1) = Nn + 1 verschiedenen Stellen ausgewertet werden. Da
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(bei bekannten Gewichten) das Bestimmen der Funktionswerte in den meisten Fillen den
groften Teil des Rechenaufwandes beanspruchen wird, kann dies als Maf fiir die Effizienz
der jeweiligen Formel betrachtet werden. Das bedeutet, es ist jene Kombination von N und
n zu bevorzugen, welche bei dhnlicher Stiitzstellenanzahl Nn + 1 die hochste Genauigkeit
erzielt. Dies ist allgemein schwierig zu beurteilen, da die auftretenden Effekte von der
konkreten Funktion f abhéngig sind. Aus diesem Grund werden nachfolgend fiir einige
Kombinationen von N und n und fiir verschiedene Funktionen die Genauigkeiten berechnet
und daraus Schliisse gezogen.

Die grau dargestellten Stellen der Naherungswerte geben bei den folgenden Beispielen (und
allgemein im weiteren Verlauf dieser Arbeit) jeweils an, dass diese Stelle vom tatséchlichen
Wert abweicht.

Beispiel 1: f:[0,1] = R, f(z)=¢*, [je"dr=ec—1~ 1718281828

Fiir dieses Beispiel werden die abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln der Ordnungen 1, 2,
3,4,5,6,7, 8,10, 16 und 32 untersucht. Die Anzahl N an Teilintervallen wird so gewéhlt,
dass insgesamt ungefihr 100 Funktionsauswertungen notwendig sind, also Nn + 1 =~ 100.

Folgende Tabelle zeigt die Werte fiir n, N und Nn + 1, den auf 20 Nachkommastellen
gerundeten Ndherungswert des Integrals und die Abweichung vom tatséchlichen Wert.

n | N |Nn+1 Q(f) R(f)]
1|99 100 1.7182 1.46 x 107
2 | 49 99 1.718281828 1.03 x 10710
3 133| 100 | 1.718281828 2.24 x 10710
4 | 25 101 1.71828182845904 3.64 x 1071
5120 101 | 1.7182818284590 7.81 x 10710
6 | 16 97 1.718281828459045235 2.55 x 10719
7|14 99 1.718281828459045235 4.55 x 1019
8 | 12 97 1.71828182845904523536 | 1.64 x 10723
10|10 | 101 1.71828182845904523536 | 7.07 x 10728
16 | 6 97 1.71828182845904523536 | 5.68 x 10740
32| 3 97 1.71828182845904523536 —~

Der Fehler der letzten Naherung konnte nicht berechnet werden, da hier bereits die maximale
Rechengenauigkeit des verwendeten Computers iiberschritten wurde. Man kann durch dieses
Beispiel zwei interessante Zusammenhénge erkennen:

e Das Verfahren scheint problemlos anwendbar zu sein: Je groffer die Ordnung der
Newton-Cotes-Formel wird, umso besser ist die Naherung bei etwa gleich grofser
Anzahl an Stiitzstellen tendenziell. Man kénnte aus diesem Beispiel den Trugschluss
ziehen, dass das Verfahren umso besser ist, je grofer man n wahlt.

e Bei diesem Beispiel kann man sehr schén die in Vermutung beschriebene Tatsache
erkennen: Die Formeln mit gerader Ordnung n sind wesentlich genauer, als die jeweils
vorherige Formel mit ungerader Ordnung. Es ist in diesem Fall sogar so, dass sie
geringfiigig genauer sind, als die Formeln mit néchsthéherer ungerader Ordnung.
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Beispiel 2: f:[0,1] = R, f(z) = sin?(100z), fol f(z)dx ~ 0.502183243

Auch in diesem Beispiel wurden die Ndherungswerte fiir einige Kombinationen von N und
n berechnet und verglichen:

n| N | Nn+l Q(f) [R(f)|

1] 99 100 | 0.50 7.98 x 10~*
2 | 49 99 0.502 3.94 x 1074
3| 33 100 | 0.50 6.77 x 1073
4 | 25 101 0.50 8.66 x 1074
5 | 20 101 0.50 1.12 x 1073
6 | 16 97 0. 5.27 x 1072
7| 14 99 0.50 2.80 x 1073
8 | 12 97 0. 4.36 x 1073
10 | 10 101 | o0. 1.14 x 10—2
16| 6 97 0. 1.63 x 107!
32| 3 97 3.61 x 102

2 | 288 | 577 | 0.502183 1.79 x 1077
32 | 18 577 | 0.50218324324303498645 | 1.33 x 10722

Bei dieser sehr stark oszillierenden Funktion kann man keine Regelméfigkeit hinter der
Entwicklung des Fehlers erkennen. Man sieht jedoch, dass der Fehler fiir jene Formeln mit
negativen Gewichten (also ab n = 8) grofer wird und teilweise absurde Néherungswerte

entstehen.

Die letzte Zeile zeigt zwar, dass das Verfahren fiir genligend viele Funktionsauswertungen
scheinbar gut funktioniert, jedoch &ndert dies nichts an der Tatsache, dass es in manchen
Féllen (die in den folgenden Beispielen kiinstlich herbeigefiihrt werden und in &hnlicher
Form immer, also auch bei beliebig vielen Funktionsauswertungen, auftreten konnen) zu
sehr problematischen Situationen kommt.
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_ (z—0.0625)2

Beispiel 3: f:[0,1] = R, f(z)=e" oowr , [ f(z)dz ~ 0.0177245

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

0.2

0.1

Diese Variation der Dichtefunktion der Normalverteilung wurde speziell so konstruiert, dass
sie bei &, also an einer Stiitzstelle, an der bei (n, N) € {(8,4),(16,2),(32,1)} negative
Gewichte auftreten, einen deutlich von 0 verschiedenen Funktionswert besitzt, ndmlich
den Funktionswert 1. Bei den anderen Stiitzstellen ist die Funktion fast 0. Insbesondere
ist hervorzuheben, dass die Funktion auf ganz R positiv ist. Erneut wurden ausgewéhlte
Kombinationen fiir n und N untersucht:

n | N|Nn+1l| Qf) R(f)]

1|32 33 0.0 1.35 x 1072
2 |16 33 0.0 3.11 x 1073
4 | 8 33 0.01 1.05 x 1073
8 | 4 33 2.59 x 1072
16 | 2 33 1.10 x 107!
32| 1 33 3.81 x 107!

Bei n € {8, 16,32} wird die Unbrauchbarkeit des Ergebnisses besonders deutlich sichtbar.
Aufgrund der negativen Gewichte ist hier der Ndherungswert des Integrals einer positiven
Funktion negativ.
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_ (z—0.40625)2

Beispiel 4: f:[0,1] = R, f(x)=e" oo fol f(x)dx =~ 0.0177245

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

0.2

0.1

In diesem Beispiel wird die ,,Nadel“ an die Stelle z = é—g verschoben, da das zu dieser

Stiitzstelle gehdrende Gewicht fiir die Kombination (n, N) = (32, 1) sehr viel grofer als 1
ist.

n | N | Nn+1| Q(f) |R(f)]
32 33 0.0 1.34 x 1072

2 | 16 33 0.0 2.39 x 1072

32| 1 33 5.90 x 10%

Dadurch ergibt es sich, dass der Naherungswert tiberhaupt nichts mit dem tatséchlichen
Wert des Integrals zu tun hat.

Beispiel 5: f: [0.1] - R, f(z) =&, f(x)= 52, ) fa)de =2

Diese Funktion hat im Vergleich zu den Funktionen der vorherigen drei Beispiele keine
besonderen Unregelméfigkeiten, weshalb man annehmen koénnte, dass das Integral relativ
einfach approximiert werden kann. Die Funktion f ist jedoch an der Stelle z = 0 € [0, 1] nicht
differenzierbar. Es ist anhand dieses Beispiels gut ersichtlich, dass die Fehlerabschétzung
von Satz[7.22] tatsichlich nur fiir Funktionen anwendbar ist, die gentigend oft differenzierbar
sind, denn fiir die Naherung mittels abgeschlossener Newton-Cotes-Formel der Ordnung
n = 32 und der Unterteilung in drei Teilintervalle (also insgesamt 97 Stiitzstellen) betragt
der Fehler noch immer ungefihr 4 x 1075, Im Vergleich dazu wurde in Beispiel 1 bereits
durch die Sehnentrapezregel ein gleichwertiger Fehler erzielt. Betrachtet man bei Beispiel 5
den Fehler fiir verschiedene Ordnungen n, so erkennt man, dass dieser stets ungefahr in
der GroRenordnung 10~4 bis 1072 liegt (bereits bei n = 1), weshalb es tatsichlich plausibel
erscheint, dass die Ndherung bei etwa gleich grofser Anzahl an Stiitzstellen unabhéngig von
der Ordnung nicht wesentlich besser wird.
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Fazit: Abschlielend ldsst sich feststellen, dass die Newton-Cotes-Formeln mit gréfserem n
bei gleicher Anzahl an Funktionsauswertungen zwar tendenziell exaktere Ergebnisse liefern,
diese jedoch mit einem gewissen Risiko verbunden sind. Weifs man, dass die zu integrierende
Funktion einigermafen ,normal“ verlauft, also keine grofen Schwankungen aufweist, so
spielen die vorgestellten Effekte moglicherweise keine so grofte Rolle. Im Allgemeinen sollte
man sich jedoch trotzdem auf Formeln mit n <7 beschranken. Der Effekt von Beispiel 4
wird auferdem weitestgehend verhindert, wenn die Gewichte moglichst gleich grofs (und
somit jedenfalls kleiner als 1) sind.

In allen Beispielen hat sich gezeigt, dass die Sehnentrapezregel (n = 1) zwar nicht die
besten, aber durchaus akzeptable Ndaherungswerte liefert. Die Gewichte sind gleich grofs,
weshalb auch die soeben angesprochene Eigenschaft erfiillt ist. Auflerdem ist die Berechnung
auferst einfach durchzufiihren, da man (bei der zusammengesetzten Form) nur die inneren
Stiitzwerte summieren und die Hélfte der beiden duferen Stiitzwerte addieren muss. Im
nachfolgenden Kapitel wird das sogenannte Romberg-Verfahren behandelt, welches auf die
Sehnentrapezregel aufbaut.

83






8 Romberg-Verfahren

Ausgangspunkt fiir das nach dem deutschen Mathematiker Werner Romberg (1909 —2003)
benannte Verfahren stellt die Sehnentrapezregel

fla) + f(b)

Roo = ho - 5

bzw. in zusammengesetzter Form

ho g

Ry :=hy - f(;)—i- Z f(a—i—ihk)#-f;b)
=1

dar. Dabei ist hy, := I’Q_—k“ und somit [y ¢ der Naherungswert des Integrals, den man durch die
Sehnentrapezregel mit k& Halbierungen des Intervalls [a, b] erhélt. In diesem Zusammenhang

wird die Folge (%)keNo =1, %, %, é, 1—16, ... als Romberg-Folge bezeichnet.
Die Grundidee ist es, ausgehend von den Néaherungswerten Ry, ..., Rio mit Hilfe des
Algorithmus von Aitken und Neville (siehe Kapitel eine Extrapolation des Naherungs-
wertes auf h = 0 durchzufiihren. Aus diesem Grund spricht man auch h&ufig von der
Romberg-Extrapolation. Dazu werden die Naherungswerte Ry ¢ als Funktionswerte in Ab-
hiingigkeit von h? aufgefasst (der Grund dafiir ist in Satz ersichtlich) und das eindeutig
bestimmte Interpolationspolynom mittels Aitken-Neville-Algorithmus an der Stelle h = 0
ausgewertet. Dieser Algorithmus erlaubt es einerseits, Polynomwerte zu berechnen, ohne das
Polynom zuvor explizit ermittelt zu haben, und andererseits kann bei nicht ausreichender
Genauigkeit jederzeit eine weitere Stiitzstelle (sinnvollerweise nahe bei 0) hinzugenommen
werden. Die Tatsache, dass das Romberg-Verfahren solange durchgefiihrt werden kann, bis
die gewiinschte Genauigkeit erreicht wurde, stellt einen wesentlichen Vorteil dieser Methode
dar.

Laut Lemma von Aitken (Satz[3.18)) ergibt sich fiir Ry, ; an der Stelle h = 0 folgender Wert:

Ry (0) = Tt Fes=1(0) = b Rio151 0
| hk*j — hj;

Bevor auf die Details dieses Verfahrens niher eingegangen wird, wird zum besseren Verstand-
nis zunéchst ein konkretes Rechenbeispiel vorgestellt. In Abschnitt wird aufierdem ein
MATHEMATICA-Code zur Anwendung des Romberg-Verfahrens (und der spéiter behandelten
Variationen) dargestellt und erklért.
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8.1 Rechenbeispiel

In diesem Beispiel soll die Funktion f(xz) = e® im Intervall [0, 1] integriert werden. Das
exakte Ergebnis lautet auf 40 Nachkommastellen genau

1
/ e’ dr =e" ‘é = el — ¥ = e — 1 = 1.7182818284590452353602874713526624977572...
0

Es werden im ersten Schritt die Néherungswerte Rg g, ..., R4 berechnet. Die Anzahl der
Funktionsauswertungen betrigt dabei jeweils 2% 4 1, wobei die Funktionsauswertungen
der vorherigen Naherung iibernommen werden kénnen. Insgesamt benotigt man fiir die
Berechnung von Ry 4 also 24 + 1 = 17 Funktionswerte. Die Ergebnisse sind in folgender
Tabelle dargestellt:

k| Rk Ry 1 Ry 2 Ry 3 Ry 4

011

1117 1.718

21 1.7 1.718 1.71828

3|17 1.71828 1.7182818 1.718281828

4 1 1.718 1.718281 1.718281828 1.7182818284 1.7182818284590

Man erkennt hier, dass aus den urspriinglichen Naherungswerten Ry, o mit einer Genauigkeit
von hochstens drei richtigen Nachkommastellen ohne die Hinzunahme weiterer Stiitzstellen
die Anzahl richtiger Nachkommastellen auf 13 erhéht werden konnte.

Die Simpsonregel und die Milne-Regel liefern bei 17 Stiitzstellen Naherungswerte, die
wesentlich ungenauer sind:

e Simpsonregel: 1.718281 (6 Nachkommastellen)
e Milne-Regel: 1.718281828 (9 Nachkommastellen)

Erhoht man die Anzahl der Funktionsauswertungen auf 257, so erhélt man folgende Resul-
tate:

e Simpsonregel: 1.718281828461 (10 Nachkommastellen)
e Milne-Regel: 1.71828182845904521% (16 Nachkommastellen)
o Rgg =1.718281828459045235360287471352662 (33 Nachkommastellen)

Dies legt die Vermutung nahe, dass das Romberg-Verfahren besser ist als die abgeschlossenen
Newton-Cotes-Formeln niedriger Ordnung und im Vergleich zu den Formeln hoherer Ordnung
tatsdchlich konvergiert. Diese Vermutungen werden in den folgenden Abschnitten ndher
untersucht.
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8.2 Definition

Nachfolgend werden die im Romberg-Verfahren vorkommenden Grofen exakt definiert.

Definition 8.1. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Sei h; := b;—ﬂ fiir i € Np. Dann definiert
man die Startwerte der Romberg-Extrapolation als

f(0)

ho
R
. f(a) zk ,
Rk70 = hy, - —2 aF 2 f(a + th) + 9

fiir k£ € Ny. Fiir ein festes 7 € N und k£ > j definiert man die aus den Startwerten erhaltenen
Néherungswerte Ry, ; folgendermafen:

2 2
hi_j - Rij—1 — hig- Re—15-1

Ry ;=
) o, h

Die Naherungswerte R, ; werden nachfolgend als Romberg-Néherungen j-ter Stufe bezeich-
net.

Lemma 8.2. Es gilt die folgende Gleichheit:

2 12 ,
R — hi—j - Brj—1 = hig - B—1,1
] T 2 2
h?_ —hi

Beweis: Zur besseren Ubersichtlichkeit werden die Umbenennungen R := Ry_1j-1, Ry :=
Ry j—1, h1 := hx—; und hg := hy vorgenommen. Es wird nun die rechte Seite der Gleichung
umgeformt:

h2
R,— Ry _pfe—TatRe—Ri  p2p, _p2R,
(@)2_1 hfh—%h% h? — h3

8.3 Fehlerabschatzung

In diesem Abschnitt wird erldutert, warum es beim Romberg-Verfahren durch die Kom-
bination der zusammengesetzten Trapezregel mit verschiedenen Schrittweiten zu einer
Verbesserung der Genauigkeit kommt.

Voraussetzung dafiir sind die in Kapitel 4] behandelten Bernoulli-Polynome, mit welchen
nun zunichst die Euler-Maclaurinsche-Summenformel bewiesen wird. Diese wird spéter
benutzt, um die asymptotische Fehlerdarstellung der zusammengesetzten Trapezregel zu
begriinden.
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Satz 8.3. (Euler-Maclaurinsche-Summenformel) Sei g : [0, 1] — R eine (2m + 2)-mal
stetig differenzierbare Funktion. Dann gibt es ein £ € [0, 1], sodass Folgendes gilt:

! 0)+g(1) < B
/Og<x>d$=g<>2g<>+;(2;§!.

(g(2k—1)(0) _ g(2k—1)(1)> _ (2annj|_+;)[ .g(2m+2)(§)

Beweis: Quelle dieses Beweises ist ||§|7 Seite 172, Satz 6.1.8]. Durch Multiplikation mit dem
Bernoulli-Polynom By(x) = 1 erhélt man

[ o= [ o) B i

Wegen Definition {4.1] (i), also B},(z) = n - By—1(z) < By—1(z) = 2 - B), () fiir n > 1, ist
Bji(z) eine Stammfunktion von By(z). Somit erhdlt man mittels partieller Integration

1

0

1 1
| 9t@)- Bowydo = 9(0) Br(a)| - [ @) Buta) d
0 0

Wendet man dieses Prinzip der partiellen Integration nun fortlaufend insgesamt 2m-mal
jeweils auf das entstehende Integral an, so erhélt man unter Verwendung der Tatsache, dass
% - Bi(z) eine Stammfunktion von Bj_(z) ist, fiir den allgemeinen Fall folgende Formel:

1 1
/0 g(kq)(x) - Bp_1(2) dx = g(kﬂ)(x) ) % . Bk(a:)‘:) — 11/0 g(k)(x) - By(z) dw

Insgesamt kommt man auf diese Weise auf nachfolgende Darstellung. Man beachte dabei,
dass aufgrund der Verschachtelung alle Terme mit ungeraden Bernoulli-Polynomen addiert
werden und alle Terme mit geraden Bernoulli-Polynomen subtrahiert werden. Das {ibrig
bleibende Integral ist negativ.

1 1
- Boyn, (2m+1)
@m +1)! /0 om+1()g (z) dz
Weil nach Lemma [£.4] fiir k > 2 gilt By, = Bi(0) = By (1), ist in diesem Fall
1
Bk(w)g(’“’”(w)( = Br(1) 9" V(1) = Br(0) 9" (0) = By (4471 (1) - g% ().

0~~~ e
=By, =Bj,

Diese Umformung wird spéter fiir die zweite Summe eingesetzt.

Fiir die erste Summe bleibt wegen By (0) = Bg(1) = 0 fiir ungerade n > 3 (siche Lemma
4.11) und B;(0) = —% und By (1) = 3 nur folgender Term iibrig:

i (390~ (3) ) 280
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Verwendet man als Stammfunktion von Bay,+1(x) den Ausdruck

1

m (BZm+2 (33) - B2m+2) )

also die Integrationskonstante _féﬁf, so erhélt man mittels partieller Integration fiir das

verbleibende Integral unter Verwendung der aus Lemma resultierenden Tatsache, dass
fir z = 0 und = = 1 die Eigenschaft By, 12(x) — Bamy2 = 0 gilt, Folgendes:

1
2m + 2

1
- (Bom+2(x) — Bom+2) 0+
=0, fir z€{0,1}

1
/ (Bamsa(x) — Bamaa) - g2 () do =
0

1
/0 BZm—H (x)g(2m+1)(l,) dr = g(2m+1)(x)

1
2m + 2

1

1
= omi2 /0 (Bamaso() — Bama) - ¢* 2 (2) da

Insgesamt gilt somit also:

/01 o) de = 9(0) ‘59(1) B ng! <g(2k—1)(1) _g(2k71)(0)) I

1 1
+(2m+2)!/0 (Bam+2(2) — Bamsa) - g2 (2) da

Wegen Satz (ii) hat Bamt2(x) — Bamyo auf [0,1] keinen Vorzeichenwechsel. Da die
Funktion ¢?™+2) nach Voraussetzung stetig ist, folgt aus dem Mittelwertsatz der Integral-
rechnung (Satz , dass es ein £ € [0, 1] gibt, sodass

/019(56) by 9(0) +9(1) & B%' (g(gkq)(l) _g(Qkfl)(0)> n

2 2 (2h)!
g(2m+2) (5) 1
+(277”L—|—2)'/0 (BQm+2(13) - BZm+2) dz

gilt. Spaltet man das Integral auf, so folgt aus Definition (iii) schlieflich

! _g(0)+g(1) <~ B
/0 gloyde = === = 22 (2h)!

<g(2k—1)(1) N g(2k—1)(0)> N (;;iz—l—;)' _g(2m+2)(£).

Durch Herausheben von (—1) aus der Summe erhélt man die zu zeigende Formel. O

Definition 8.4. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Dann definiert man die Trapezsumme T,
in Abhéngigkeit von der Schrittweite h,, := b_T“ nach Seite 1| folgendermafien:

=1l

Ty = hy - (@—i—;f(a%—ihn)—i—@).
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Im Zusammenhang mit dem Romberg-Verfahren gilt Ry o = T}, fiir n = 2k,

Satz 8.5. Sei f : [a,b] — R eine (2m+2)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann besitzt
die Trapezsumme 7T, die asymptotische Fehlerdarstellung

/ f@)de =T, = miby + Tohp + oo+ T by + () - 22,
wobei 71, ...7, € R Konstanten sind und r(h,,) eine von h,, abhingige beschriankte Funktion

ist, d. h. |r(h,)| < K fiir ein K € R.

Beweis: Grundlage dieser Beweisfithrung ist I@, Seite 173 und 174|. Zunédchst wird die
Funktion ¢(t) := f(x; + hut) fir ¢t € [0,1] und h,, := x;4+1 — z; definiert. Das heiftt, es wird
eines der n Teilintervalle der Trapezsumme 7;, auf das Intervall [0, 1] transformiert. Durch
Substitution von @ = ¢(t) = x; + hyt und ¢(t) = hy, erhélt man wegen Satz [2.17]

Ti41 1 1
/ f(ar)d:c:/O f(mﬂrhnt)-hndt:hn/o g(t) dt.

i

Weil f und damit auch g eine (2m + 2)-mal stetig differenzierbare Funktion ist, folgt unter
Verwendung der Euler-Maclaurin-Summenformel (Satz fiir ein &; € (0, 1) Folgendes:

1 m
hn/O g(t)dt = %" (9(0) + g(1)) + ) k) (9(2’“’1)(0) - 9(2’“’1)(1)) +

Wegen Korollar gilt fiir g(t) = f(x(t)) = f(zi + hnt)

dg df  df G
dti — dti dx5< ) O @) -h
——r

—hy,

Mit ¢g(0) = f(z;) und g(1) = f(x; + hy) = f(x;41) erhélt man somit

. 2
i k=1

/xiﬂ f(z)dx = hn(f(xz)—Ff (it1)) Z e h%( i) O i )>+
_ Doz pomas peme)
am o o (@i + &ihn)-

Fiir das gesamte Intervall [a, b] erhélt man unter Verwendung von Definition , der Ver-
tauschbarkeit von endlichen Summen und durch Herausheben der vom jeweiligen Teilintervall

unabhingigen Terme
b n—1 Tit1
[ t@de=3" [ pa)dn -
a i=0 T

n—1

B Bok o k=1) (N p(2k=1)(,..
_Tn+k:1 o 1 2 (1 e = 1 D) +
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n—1
Bam+2 omys (2m+2)
“@m+2)! hy z(;f (i + &ihn).

Dabei wurde folgender Zusammenhang verwendet:

n—1
I,
7(f($z') + f(wit1)) = Tn
i=0
Es gilt
1 n—1
i £ (@i 4 iha) < n;f (i + Gibo) < _ max F2742) (@i + Gif).

Weil f(2m+2) stetig ist, gibt es aufgrund des Zwischenwertsatzes (Satz 2.12)) ein £ € (a, b)
sodass

n—1 n-l
f(2m+2) (&) = %Z f(2m+2) (zi + &) < 1 - f 2m+2 (&) = Z f(2m+2)(xi + &ihy)
i=0 =0

gilt. Es ist wegen x¢g = a und z,, = b aukerdem
n—1
S (5O a) — O (41 ) = £V (a) — FOD )
1=0

Deshalb folgt unter Verwendung von nh, =b—a

/abf(x)da: — T, =

- FEED) (g) _ pE-D)  Bomiy2 S omye (2m+2)
; W (£ @) = FOD)) = o S R0 - a) FO ).
Nun definiert man B
= oy (0@ = 180 )

und

1) = Gt (b= ) ©).

Es ist r deshalb von h,, abhéngig, weil die einzelnen &; und damit auch & von der Wahl der
Schrittweite h,, abhéngig sind. Auferdem ist r(h,,) beschrankt durch

LB%ﬂ+2| (2m+2)
< EMEEL (. )
7 (hn)| < om +2) (b a)xrg%\f ()]
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Somit gilt die Fehlerabschétzung

b
/ f(l') dr — T, = Tlh% + TthL + ...+ Tmhim + r(hn) . h%m‘f‘Q.

O

Wie man bereits aus obiger Fehlerdarstellung sehen kann, verschwindet der Fehler fiir
n — oo bzw. fiir A, — 0 und somit konvergiert die zusammengesetzte Trapezregel gegen das
tatsachliche Integral. Wire die Funktion r(h,,) nicht beschrénkt, so wire diese Konvergenz
nicht sichergestellt.

Im vorherigen Satz wurde jedoch vorausgesetzt, dass die zu integrierende Funktion (2m +
2)-mal stetig differenzierbar ist. Um zu zeigen, dass die zusammengesetzte Trapezregel
konvergiert ist es laut @ Seite 175] iiberhaupt nicht notwendig, dass die Funktion f diese
Eigenschaft erfiillt. Die Konvergenz lasst sich auch zeigen, wenn f nur Riemann-integrierbar
ist.

Satz 8.6. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gilt Folgendes:

lim
n—oo

x)dr —T,

Beweis: Die Beweisfiihrung erfolgt auf Basis von @ Seite 175, Satz 6.1.9]. Laut Definition

B4 gilt

n—1
Ty := hy, - (f(;) 4 ;f(a+ihn) +f(26)>

=2-2.5°"7 f(a+ihn)

Durch Umformen erhalt man

%” (f(a) + nzl fla+ ihn)> 4 % (7121 Fla+ihy) + f(b)> _

i=1 i=1
1 n—1 n
::ﬂ/:?hn) ZWth)

Bei 41 und 72 handelt es sich um Riemann-Summen fiir f auf dem Intervall [a, b]. Weil f
Riemann-integrierbar ist, gilt

lim ~;(hy) = hhm Y2(h / f(z

hn—0

Somit erhélt man als Grenzwert der Trapezsumme

T Sttt + ) = 3 2+ [ 1@ o= [ fwyaa
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Entscheidend am Resultat von Satz [8.7]ist jedoch, dass hier ausschlieklich gerade Potenzen
von hy, auftreten. Diese Tatsache kann man sich laut [6] Seite 175] beim Extrapolationsver-
fahren ausnutzen.

Um zu klaren, was hinter der Funktionsweise des Romberg-Verfahrens steckt, betrachtet
man die zwei verschiedenen Schrittweiten hy und hg11 = %’f Nach Satz folgt somit:

/f dx—Rko_Znhk+r ) hImt2

m 2m+2
[ mno=3a (%) r(’é’“)-(@

=1
Durch Einsetzen dieser beiden Ausdriicke in Lemma [8.2] erhélt man mit der Nebenrechnung

2 2
<h’“) —1:(’”“*1'2) —1=22-1=3
et Pt

folgenden Ausdruck fiir die Romberg-Naherung Rj41,1:

m

Betlo Sk / (hk) <hk> (hk)2m+2
Rii11 = Rejro+ Yde — > 7 —r : +
k41,1 k41,0 ( " ) f(z 2 Ti| 5 5 5
hii1

’ - 2i 2m+2
+% </a f(l')d.’ﬂ—;’rl <h2k> —’l"(h2k> . (f;k> / f d$+ZTlh2l+7’(hk) h2m+2>

i=1

Die beiden Integrale innerhalb der Klammer fallen weg. Durch Subtrahieren des ersten
Integrals und Multiplizieren mit —1 erh&lt man:

4 m hk 4 hk hk 2m+2 .
/f d:E Rk+11—327(2) +37‘(2)(2> **ZTZ ki ’I“ h2 +2

=1

Fiir die einzelnen 7; ergibt sich

4 /m\E 1 ., 4.272% _q | .
*/

27, 1 =T;
_h 221

w

Fiir das Restglied erhilt man:

hi "1 2m+2 omt2 (4 hy, 1 1
(3)(5) grmn=nm (5 () g g

L W=

Man erkennt sofort, dass 71 = 0 ergibt, weshalb der erste Term der Summe wegfallt. Somit
bleibt fiir 41,1 folgende asymptotische Fehlerdarstellung:
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b m
/ f@)dz — Rysag = Fihjl + #(hy) -
a i=2

Es ergibt sich also, dass durch Kombination von Ry o und Ry der Fehler statt von hz
nur noch von hé abhéngt. Es ist 0 < 4171 < 1 und somit —1 < 4% — 1 < 0. Damit erhélt
man insgesamt

5| <1 VieN.

41—i—1’

Somit ist |7;| < |7;|, und daher wird die obere Schranke der Summe der Fehlerdarstellung

wegen
m

m
S IR < |mlhy
=2

i=1
tatsdchlich kleiner.

Dieses Prinzip lasst sich analog weiterfithren, denn wenn man die Fehlerdarstellungen von
Ry11 und Ry o1 (welche Ay, nur noch in mindestens vierter Potenz enthalten) in Lemma
einsetzt, um Rj422 zu berechnen, erhélt man unter Verwendung von hy = 2hj 1 = 4hj 4o
in der Summe der Fehlerdarstellung von Rj9 9 fiir jenen Term, der 75 enthalt, Folgendes:

256 15

2.2 he ) he\ 2 1 1
w2 () (%) Lk

Der Fehler enthélt also hi nur noch in sechster Potenz. Nachfolgender Satz stellt die hier
angestellten Beobachtungen allgemein dar.

Satz 8.7. Sei f : [a,b] — R eine (2m+ 2)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann besitzt
Ry ; mit j € {0,...,m — 1} und k > j die asymptotische Fehlerdarstellung

b m )
/ f@)de — Ry = Y i’ + r(hy) by,
a i=j+1
wobei 7; € R Konstanten sind und r(hy) eine von hj abhéngige beschriankte Funktion ist.

Beweis: Die Idee fiir diesen Beweis wurde ansatzweise von |]§|, ab Seite 177] tibernommen.
Es wird ein Induktionsbeweis gefiihrt. Fiir j = 0 erhélt man die Aussage durch Satz
und die Tatsache, dass Ry g = T), ist, fiir n = 2k,

Als Induktionsvoraussetzung gelte nun fiir ein beliebiges aber festes j — 1 € {0,...,m — 2}
und ein k > j — 1, dass Ry j_1 die Fehlerdarstellung

b m
/ f@)dz — Ryjoy =Y mihi’ +r(hg) hy™?
a i=j
besitzt. Das heifst, die niedrigste Potenz von hj; hat den Exponenten 2j.

Im Induktionsschritt j — 1 — j muss also nur noch gezeigt werden, dass in der Fehlerdar-
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stellung von Ry ; das Summenglied mit hij wegfallt. Aus hi_1 = 2h; erhilt man:

Ry j- 1_/ f(x dm—znhk — r(hy)h2m T2

=]

Rk 1j— 1_/ f dx_ZTZ 221h2l_ (h’k 1)h2m+2

i=j

Durch Einsetzen in Lemma erhalt man Folgendes:
/ f(z)dz — Znhk — r(hg) R34
+f: fla)de — S0 mh = r(h)hE™2 — [0 (o) do + S0 7 220 b3+ r(heo1 )BT

2
hi—;
)

Im Zéhler fallt das Integral weg und kurze Umformungen ergeben unter Verwendung von
hy_; = 27 - hy, Folgendes:

/f z)dr — Ry = ka+rh)h2m+2

1=j

+ZZ " TihE A ()RR = ST - 22 R — e (hye g )R

i=j
22 — 1

Fiir jenen Term dieser Fehlerdarstellung, welcher hij beinhaltet, erhélt man:

. B2 22Jh . 1 — 92
Tjhij-i-T]k TJ — th<1+ i )_

227 — 1 22 — 1
=0
Somit besitzt Ry ; die Fehlerdarstellung
b m
/ f(x)dr — Ry = Z Fihih + 7 (hy) R 2
@ i=j+1

fiir neue Konstanten 7; € R und eine neue beschrankte Funktion 7(hy), deren Gestalt den
Uberlegungen entnommen werden kann, welche im Vorfeld dieses Satzes angestellt wurden.

Analog folgt dies fiir alle anderen Ry, ; mit k > j, wodurch die Aussage bewiesen wurde. [

8.4 Zusammenhang mit Newton-Cotes-Formeln

In diesem Kapitel werden drei Beispiele vorgestellt, welche einen Zusammenhang zwischen
dem Romberg-Verfahren und den abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln héherer Ordnung
zeigen.

95



Beispiel 1: Es wird Ry berechnet. Nach Definition erhalt man unter Verwendung von
ho=b—aund h; = b_T“ folgende Naherungswerte:

Ro,o—(b—a).<nf?+@>

Rio = b;a_<f(2a) +f<a—21—b> +f(2b)>

Durch Einsetzen in Lemma [8.2] erhélt man nach kurzer Umformung ausgehend von

Rio— R Rio— R
Riy=Rig+ 200 _p 21000
Iy

R = 0= (g 5@+ 31 (52 + 500

das Ergebnis

Dies entspricht nach Definition [7.5] der Simpsonregel, also der abgeschlossenen Newton-
Cotes-Formel 2. Ordnung.

Beispiel 2: Nun wird Ry 2 berechnet. Mit
R _b-a f(a)+f _’_bfa by a+b Y b—a +f(b)
2077y 2 Ty 2 “ 1 2

und Rp o aus dem vorigen Beispiel erhdlt man durch Einsetzen in Lemma und kurzer
Rechnung Folgendes:

b— b b—
Ry = -0 (15 f@) + 57 (0 220 ) 4 g r (50) + g o (a3 250 ) 4 g v )

Daraus folgt nun mit

Ry1— R Ry1— R
2,1 1,1 = Ryt 2.1 1,1

() -+ P

nach kurzer Rechnung und durch Verwendung von R;; aus dem ersten Beispiel

Roo = Roq +

16 b—a 7
+45'f(a+3- 1 >+90f(b)>

Durch Vergleich mit den Gewichten der ersten Tabelle in Kapitel [7.5] erkennt man, dass es
sich hierbei um die Milne-Regel, also die abgeschlossene Newton-Cotes-Formel 4. Ordnung,
handelt.
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Beispiel 3: Fiir dieses Beispiel definiert man die Schrittweitenfolge abweichend von Defini-

tion m durch h; := bgﬂ fiir 7 € Ng. Damit wird nun R;; berechnet.

Mit den beiden Ausgangswerten

Rag = (0=a) - (5524 7)) una

) 2 2
bia f(a’) b—a b*a f(b)
- ' — 2. I
S (2 +f<a+ 3>+f<a+ 3>+2
erhdlt man unter Verwendung von Lemma aus dem Ansatz
Rip— R Rip—R
R1,1:R170—|—M:R 11,0 — 10,0

3 1,0 T
h 8
(k) -1

das Ergebnis

Rm:(b—a)-(f(;)Jrz-f(aer;a)+2-f<a+2-b;a)+féb)>.

Durch erneuten Vergleich mit den Gewichten der ersten Tabelle in Kapitel erkennt
man, dass es sich hierbei um die sogenannte Pulcherrima handelt, also die abgeschlossene
Newton-Cotes-Formel 3. Ordnung.

8.5 Verallgemeinerung

Dieser Abschnitt stellt abschliefend eine allgemeinere Version des Romberg-Verfahrens
vor, bei welcher die Schrittweitenfolge wie soeben in Beispiel 3 abweichend von h; = b;ﬂ
definiert wird.

Definition 8.8. Sei f : [a,b] — R eine Funktion und sei (n;)ien, eine streng monoton
wachsende Folge in N. Dann definiert man die Schrittweitenfolge (h;)ien, als h; := b;—z_a. Die
Startwerte der Romberg-Extrapolation erhélt man durch

2—2—1
Ry := hy @Jr Z f(a‘i‘ihk)"'@
i

fiir k € Ny. Fiir ein festes 7 € N und k£ > j definiert man die aus den Startwerten erhaltenen
Néherungswerte Ry, ; folgendermafen:
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In der Praxis werden laut ||§|, Seite 81| meist die nachfolgenden drei Folgen zur Generierung
der Schrittweite verwendet:

e Romberg-Folge: n; := 2
e Bulirsch-Folge: (ng,n1,n2) := (1,2,3),n; :=2n;_9, flir i > 3

e Harmonische Folge: n; :== i+ 1

Die Romberg-Folge 1,2,4,8,16,32,64, ... hat den Vorteil, dass fiir die Berechnung der
néchsthoheren Schrittweite alle bisher berechneten Funktionsauswertungen iibernommen
werden konnen, da die Stiitzstellen nicht verworfen werden, sondern lediglich in der Mitte
zweier aufeinanderfolgender Stiitzstellen eine neue hinzukommt. Ein Nachteil ist jedoch die
rasch anwachsende Anzahl n; + 1 an notwendigen Funktionsauswertungen.

Eine Verbesserung bringt die nach dem deutschen Mathematiker Roland Bulirsch (geboren
1932) benannte Bulirsch-Folge 1,2,3,4,6,8,12,.... Eine noch geringere Anzahl an Funkti-
onsauswertungen erhélt man durch die harmonische Folge 1,2,3,4,5,6,7,.... Der Nachteil
an der harmonischen Folge ist jedoch, dass man im Falle von Primzahlen mit Ausnahme
der Intervallgrenzen a und b auf keine bisherigen Stiitzstellen zuriickgreifen kann.

Es wird nun nochmals das Eingangsbeispiel behandelt und die beiden neuen Variationen
dieses Verfahrens ebenfalls untersucht. Die bereits oben angefithrten Nidherungen von
fol e® dx unter Verwendung von 257 Stiitzstellen sind:

e Simpsonregel: 1.718281828461 (10 Nachkommastellen)
e Milne-Regel: 1.718281828459045215 (16 Nachkommastellen)
o Rgg =1.718281828459045235360287471352662 (33 Nachkommastellen)

Unter Verwendung der Bulirsch-Folge erhélt man fiir R19,10 den folgenden Naherungswert:
e Rip10 = 1.71828182845904523536028747135266249739 (36 Nachkommastellen)

Da bei diesem Verfahren bei einer bestimmten Schrittweite nicht alle Stiitzstellen der
direkt vorhergehenden Schrittweite tibernommen werden, sondern die Schrittweite erst
bei der iiberndchsten Naherung halbiert wird (die verwendeten Stiitzstellen alternieren
also in gewisser Weise), miissen zur konkreten Bestimmung der Anzahl der bendtigten
Funktionsauswertungen die Bruchfolgen 3% fir k € {0,...,32} und 4% fir k € {0, ...,48}
verglichen werden, denn hg = 32 und hjg = 48. Es ergibt sich, dass hier insgesamt 65
verschiedene Stiitzstellen vorliegen. Man beachte, dass man mit 192 Stiitzstellen weniger
drei richtige Nachkommastellen mehr erhélt als mit der Romberg-Folge.

Mit der harmonischen Folge erhdlt man fiir 11,11 den folgenden Naherungswert:
e Ryp 11 =1.7182818284590452353602874713526624957 (35 Nachkommastellen)

Aufgrund der in der harmonischen Folge vorkommenden Primzahlen miissen hier die
Bruchfolgen % fir k € {1,...,n} und n € {1, ..., 12} verglichen werden und die Anzahl der
unterschiedlichen Elemente gezéhlt werden. Man kommt zu dem Ergebnis, dass insgesamt
47 Stiitzstellen verwendet wurden. Damit konnte mit einer nochmals um 18 verringerten
Anzahl an Funktionsauswertungen die Genauigkeit nahezu beibehalten werden.

Es erscheint Aufgrund der damit verbundenen Verringerung des Rechenaufwands sinnvoll
zu sein, eine Folge zu wéhlen, welche bei gleichbleibender Genauigkeit die Anzahl der
Stiitzstellen moglichst gering hélt. Dazu werden nachfolgend drei neue Folgen untersucht:
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1. Die erste Folge enthalt 1 und alle geraden Zahlen, also 1,2,4,6,8,10, ...

2. Die zweite Folge beginnt mit 1. Bei den weiteren Folgengliedern handelt es sich um
die durch 2 oder durch 3 teilbaren natiirlichen Zahlen. Die ersten Glieder der Folge
sind also 1,2, 3,4,6,8,9,10,12, 14,15, 16, 18, 20, ...

3. Zuletzt wird jene Folge untersucht, welche neben der Zahl 1 alle Zahlen enthélt, die aus-
schlieflich aus den Primfaktoren 2 und 3 gebildet werden, also 1,2, 3,4,6,8,9,12, 16, 18, 24, 27,
32,36, ...

Die erste Folge erzeugt bei insgesamt 65 Funktionsauswertungen eine Naherung mit 35
korrekten Nachkommastellen:

e Rip10 = 1.71828182845904523536028747135266249

Die zweite Folge erzeugt bei insgesamt 63 Funktionsauswertungen eine Ndherung mit 37
korrekten Nachkommastellen:

o Rqq,11 = 1.7182818284590452353602874713526624977

Die letzte Folge erzeugt bei insgesamt 45 Funktionsauswertungen eine Néherung mit 33
korrekten Nachkommastellen:

e Rip10 =1.71828182845904523536028 7471352662
Fiir 39 Nachkommastellen werden hingegen bereits 63 Funktionsauswertungen benétigt:
o RRy1 11 = 1.718281828459045235360287471352662497757

Man erkennt also, dass durch diese drei neu konstruierten Folgen zumindest fiir dieses
konkrete Beispiel keine Verbesserung erzielt werden kann. Am effizientesten scheinen die
harmonische Folge und die letzte der drei neuen Folgen zu sein, wobei weitere Berechnungen
von R, , mit n > 11 ergeben haben, dass die harmonische Folge zunehmend effizienter wird.
Es muss jedoch beriicksichtigt werden, dass alle hier durchgefiihrten Vergleiche anhand
eines einzigen Integranden zustande gekommen sind. Somit kann man daraus bestenfalls
eine Tendenz ableiten, jedoch keinen allgemeingiiltigen Zusammenhang aufstellen.
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9 GauB-Verfahren

Wahrend bei den bisher vorgestellten numerischen Integrationsverfahren das Integrati-
onsintervall [a, b] in dquidistante Teilintervalle zerlegt wurde und die Stiitzstellen somit
jeweils denselben Abstand zueinander hatten, sind sie bei den diversen Vertretern des
Gauft-Verfahrens nicht mehr gleichméfig verteilt.

Das Ziel ist es, auf diese Weise Quadraturformeln zu erhalten, welche Polynome mit moglichst
hohem Grad exakt integrieren. Konkret ist es durch das Gaufs-Verfahren moglich, mit n 41
Stiitzstellen Polynome vom Grad 2n + 1 exakt zu integrieren. Es wird aufserdem zunéchst
gezeigt werden, dass dies zugleich die groftmdogliche Ausbeute darstellt, die man mit einer
Quadraturformel erreichen kann.

Zur Erinnerung: Mit den abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln n-ter Ordnung (also mit
n + 1 Stiitzstellen) konnte man Polynome vom Grad n + 1 exakt integrieren, falls n gerade
war (ansonsten nur Grad n).

Beim Gauf-Verfahren wird die zu integrierende Funktion f zerlegt in das Produkt einer
Gewichtsfunktion « (siehe Kapitel und einer weiteren Funktion g, also f = « - g. Fiir
spezielle Polynome p gilt dann

b b b n
| r@ae= [ a@ gz~ [ ale) ple)do = 3 i)

9.1 Maximale Fehlerordnung

Der néchste Satz soll zeigen, dass keine Quadraturformel mit n + 1 Stiitzstellen existiert,
die alle Polynome mit Grad 2n + 2 exakt integriert.

Satz 9.1. Sei [a,b] ein Intervall und seien zy,...,x, € [a,b] beliebige Stiitzstellen. Sei
Q = > ywif(x;) eine Quadraturformel mit n + 1 Stiitzstellen. Dann gibt es Polynome
mit Grad 2n + 2, die nicht exakt integriert werden.

Beweis: Die Beweisfiihrung erfolgt in Anlehnung an [6] Seite 180, erster Absatz|. Als
Gewichtsfunktion wird a(x) = 1 gewéhlt. Es gilt a(z) > 0, Vo € R. Man definiert nun
f(x) := g(x) = [[Iy(z — 2;)%. Dabei handelt es sich um ein Polynom vom Grad 2n + 2. Es
ist aufserdem g(x) > 0, Vz € [a,b], wobei g nur endlich viele Nullstellen zy, ..., z,, besitzt.
Somit ist a(x)g(x) > 0 mit nur endlich vielen Nullstellen. Daraus folgt

/abf(m) dz = /aba(x)g(x) dz > 0.
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Andererseits erhilt man durch die Quadraturformel

——
0

n
Q(f) =) wi f(x:) =0,
i=0 >
Wegen ff f(x)dx # Q(f) erkennt man, dass es Polynome mit Grad 2n + 2 gibt, die nicht
exakt integriert werden. O

Nachfolgend wird eine hinreichende Bedingung hergeleitet, um eine Quadraturformel mit
n -+ 1 Stiitzstellen zu erhalten, welche alle Polynome mit Hochstgrad 2n + 1 exakt integriert.

Satz 9.2. Sei « eine Gewichtsfunktion und sei p # 0 ein Polynom mit Grad n + 1, welches
n + 1 paarweise verschiedene Nullstellen besitzt und zu allen Polynomen mit Héchstgrad
n orthogonal beziiglich « ist. Seien xq, ..., z,, die Nullstellen von p und seien die Gewichte
definiert durch w; := f: a(z)l;(x) dr mit

li(z) = H —

T; — Tk
ko k
i

Dann integriert die Quadraturformel Q(f) = >_7" ,wig(x;) alle Funktionen f mit f =g -«
exakt, wobei g ein Polynom mit Hoéchstgrad 2n + 1 ist.

Beweis: Grundlage des Beweises ist IIEL Seite 180, Satz 6.3.1]. Es sei g ein Polynom mit
Grad 2n + 1. Durch Division mit Rest von g durch p erhélt man g = p - ¢ + r, wobei
q,r Polynome mit Héchstgrad n sind, denn nach Definition der Division mit Rest muss
grad(r) < grad(p) = n + 1 gelten und da grad(g) = 2n + 1 und grad(p) = n + 1 ist, kann
der Grad von ¢ hochstens n sein.

Da x, ..., z,, die Nullstellen von p sind, gilt p(z;) = 0. Daraus folgt g(z;) = p(x;) - ¢(x;) +
r(z;) = r(x;) firi € {0,...,n}.

WEeil p nach Definition a-orthogonal zu allen Polynomen v mit Hochstgrad n ist, und somit
die Eigenschaft (p, ), = 0 erfiillt ist, gilt insbesondere (p, ¢), = 0. Man erhalt

/abf(a:) de = /aba(x)g(a:) dr = /aba(:c)p(m)(J(x) da:+/aba(:c)r(a:) de = /aba(x)r(x) de.

=:(p,q)a=0

Da @ eine Quadraturformel mit n + 1 Stiitzstellen ist, werden dadurch nach Korollar
Polynome mit Hochstgrad n exakt integriert. Deshalb gilt f; a(z)r(z)de =7 g wir(x;)
und somit insgesamt

b b b n n
fl)de = | a(z)g(x)de= | alx)r(z)de=")Y wir(x;)=">) wg(x;).
[ g = [ etwtera= | X vrte) = 2w

Somit wird die Funktion f exakt integriert. O
Findet man solche Polynome p mit Grad n+ 1, welche zu allen Polynomen mit Hochstgrad n

orthogonal beziiglich einer Gewichtsfunktion « sind, so kann diese maximale Fehlerordnung
erreicht werden.
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Derartige Polynome kénnen durch die in Satz definierte Rekursion generiert werden.
In Kapitel wurden einige bedeutsame Folgen orthogonaler Polynome vorgestellt, welche
im Anschluss ndher behandelt werden.

Definition 9.3. Sei « : [a, b] — R eine Gewichtsfunktion. Sei p ein Polynom mit Grad n+1,
das zu allen 2* mit k € {0,...,n} orthogonal beziiglich « ist. Seien x, ..., z, die paarweise
verschiedenen Nullstellen von p. Dann definiert man die Gewichte wy, ..., w,, durch

b n
T — X
w; ::/ a(x) H .
a 5—0 Ty — Tk
=

Man bezeichnet die Quadraturformel
Qn(f) =D wif(x:)
i=0

als Gauk-Quadratur n-ter Ordnung, fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R.

Nachfolgend werden einige spezielle Gauf-Quadraturen aufgelistet.

Definition 9.4. Man unterscheidet folgende spezielle Klassen von Gauft-Quadraturen:

(i) Fiir die in Kapitel behandelten Legendre-Polynome spricht man von der Gaufs-
Legendre-Quadratur, welche als Integrationsintervall [—1, 1] verwendet.

(ii) Fiir die in Kapitel behandelten Tschebyschow-Polynome spricht man von der
GauR-Tschebyschow-Quadratur, welche als Integrationsintervall [—1, 1] verwendet.

(iii) Fir die in Kapitel behandelten Laguerre-Polynome spricht man von der Gaufs-
Laguerre-Quadratur, welche als Integrationsintervall [0, c0) verwendet.

(iv) Fiir die in Kapitel behandelten Hermite-Polynome spricht man von der Gauf-
Hermite-Quadratur, welche als Integrationsintervall R verwendet.

Die hier verwendeten Polynome sind stets nur fiir ein bestimmtes Intervall orthogonal. Um
fiir ein vorgegebenes Integrationsintervall eine Quadraturformel zu erhalten, kann man nun
entweder mit der in Satz definierten Rekursion fiir das gewtinschte Intervall unter
Verwendung einer geeigneten Gewichtsfunktion selbst ein Polynom konstruieren, oder man
transformiert mittels linearer Substitution die Integralgrenzen auf das Intervall [—1,1]
und verwendet die Gaufs-Legendre-Quadratur. Nachfolgend wird diese Transformation
beschrieben.

Lemma 9.5. Seien [a,b] und [A, B] zwei Intervalle. Sei f : [a,b] — R stetig. Definiere

v :[A,B] = [a,b], x—

Dann gilt folgende Transformation:

/abf(;v)dx:j:%/jf<j:;.(t_14)+a> dt
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Beweis: Zunachst muss gezeigt werden, dass die Bildmenge der oben definierten Funktion
tatsachlich [a, ] ist. Fir x € [A, B] gilt

a—>b b—a
A_B‘(x—A)—i-a—B_A-(:U—A)+ae[a,b]
€[0,B—A] cl0.b—a]

Da ¢ ein Polynom ist, ist ¢ stetig differenzierbar. Daher gilt aufgrund der Substitutionsregel
der Integration (Satz [2.15))

»(B) B
/ f(z) de = / Folt)) - /(1) dt.
© A

(A)

Es ist p(A) = a und ¢(B) = b. Auberdem ist ¢'(z) = X:%. Somit erhdlt man

Lbf(x)dx:ABf<Z:g-(tA)+a>-j:gdt:

_p /B _
_Z_bB/A f(:_g-(t—A)—i—a) dt.

O]

Dieses Resultat wird nun verwendet, um eine Transformation auf das bei der Gauk-Legendre-
Quadratur verwendete Integral [—1, 1] herzuleiten.

Korollar 9.6. Es gilt

b b—a (Y [(b-—ua a+b
/Gf(as)dﬂs: 5 /1f< 5 “t+ 5 )dt.

Beweis: Der Beweis folgt sofort, indem man in obige Transformationsformel A := —1 und
B :=1 einsetzt. U

In Kapitel [9.3] wird diese Transformation in Beispiel 1 (siche Seite [107)) verwendet.

Lemma 9.7. Die Gewichte w; mit ¢ € {0, ...,n} der Gauk-Tschebyschow-Quadratur n-ter
Ordnung sind geméfs , Seite 200| gegeben durch

™
n+1

w; =

Es ergibt sich also, dass die Gewichte der Gaufs-Tschebyschow-Quadratur fiir ein festes
Tschebyschow-Polynom identisch sind.

9.2 Konvergenz

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass fiir eine Folge (pp)nen, von orthogonalen Polynomen
mit n — oo die Abweichung des Ndherungswertes @, (f) vom tatsdchlichen Wert des
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Integrals fiir stetige Funktionen verschwindet, also

7g&(AUhWM—Qan>=0

Dazu werden zunéchst einige grundlegende Eigenschaften von orthogonalen Polynomen im
Zusammenhang mit den Gewichten der Gauk-Quadratur behandelt. Insbesondere wird hier
gezeigt, dass die Nullstellen der orthogonalen Polynome paarweise verschieden sind (was
bereits zuvor gelegentlich erwahnt wurde).

Satz 9.8. Sei « : [a,b] — R eine Gewichtsfunktion und sei p ein Polynom mit Grad
n + 1, welches zu allen ¥ mit k € {0, ...,n} orthogonal beziiglich « ist. Seien zq, ..., z,, die
Nullstellen von p. Dann definiere die Gewichte wy, ..., w,, durch

n

b _
w; :—/ a(x) H ;U _g;]; dx.

k=0
ki

Es gelten folgende Eigenschaften:
(i) Esist x; € (a,b). Aukerdem sind die Nullstellen reell und paarweise verschieden.
(ii) Alle Gewichte sind positiv, d.h. w; > 0, Vi € {0,...,n}.
(i) Es gilt X" g w; = [V a(z) da.
Beweis: Die Beweisfithrung erfolgt anhand von ﬂ§|, Seite 181, Satz 6.3.2].
(i) Da p zu z* fiir k € {0,...,n} nach Definition a-orthogonal ist, gilt

b
/ z*a(x)p(x) de = 0.

Fir k£ = 0 erhalt man

/a ' a(@)p(a) dz = 0.

Aus a(x) > 0 fir z € (a,b) folgt aus der letzten Gleichung, dass p in (a, b) zumindest einen
Vorzeichenwechsel hat (sonst konnte das Integral nicht Null ergeben). Sei m definiert als
die Anzahl der Vorzeichenwechsel von p in (a,b). Setze tg := a und t,,41 := b. Dann gibt es
paarweise verschiedene t1, ..., ¢, € (a,b), sodass p auf (¢;,¢;+1) konstantes Vorzeichen hat.

Definiere ¢(x) := [~ (z —t;). Es ist grad(¢) = m. Aukerdem hat dieses Polynom dieselben
Vorzeichenwechsel wie p, weil alle Nullstellen paarweise verschieden sind. Somit gilt p(x) -
q(z) >0, Vz € (a,b) oder p(z) - q(z) <0, Vz € (a,b), da die beiden Funktionen entweder
iiberall gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen aufweisen.

Da es nur endliche viele Nullstellen gibt, gilt demnach
b
[ a@atplz)ds 2 0.

Da dies flir m < n 4+ 1 ein Widerspruch wére zur a-Orthogonalitit von p beziiglich
aller Polynome z* mit k € 0,...,n und somit auch zu deren Linearkombinationen, muss
m > n+1 gelten. Somit hat p mindestens n+ 1 Vorzeichenwechsel auf (a, b) und damit laut
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Zwischenwertsatz (Satz [2.12) mindestens n + 1 paarweise verschiedene reelle Nullstellen in
(a,b).

Bemerkung: Aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra (siehe Satz[2.20)) hat p hochstens
n + 1 reelle Nullstellen und somit hat p genau n + 1 reelle Nullstellen.

(ii) Man definiere
p(z)
o

pr(z) ==

fir k € {0,...,n}. Es ist wegen (i) xj eine einfache Nullstelle von p. Somit gilt pg(z;) =0
fir i # k. An der Stelle x hat p; keine Polstelle, da in p(z) ebenfalls der Linearfaktor
(z — xp,) vorkommt. Die Funktion p; kann daher an der Stelle xj stetig fortgesetzt werden
mit py(zr) # 0. Auferdem ist pi(x)? > 0,Vz € R mit nur endlich vielen Nullstellen und es
gilt p% € Pay. Insbesondere wird p,2c von @y, exakt integriert. Somit erhélt man

b n
0< / a(@)pr(z)® dz =Y wipk(wi)? = wy, pe(zx)® = wy, > 0.
a ~——

=0 >0

(iii) Setze f(x):= 1. Da dieses Polynom mit Grad 0 ebenfalls exakt integriert wird, erhélt
man

b n b n
Aa(x)@dwzgwi&}l@é/a a(a:)da::;wi.

=1

Satz 9.9. Sei f eine stetige Funktion und sei (pp)nen, mit grad(p,) = n + 1 eine Poly-
nomfolge, deren Glieder die Bedingungen von Satz erfiillen. Seien @, die zugehdrigen
Quadraturformeln (ebenfalls geméf Satz . Dann gilt

b
Jm Qu() = [ o)

Beweis: Die Beweisfithrung erfolgt in Anlehnung an @ Seite 186, Satz 6.3.7]. Sei € > 0 eine
beliebige reelle Zahl. Nach dem Approximationssatz von Weierstrafs (siche Satz[2.17)) gibt

es ein Polynom ¢ mit
If = dlleo <e.

Sei m := grad(q). Dann wiahle ein pg € (pp)nen, mit 2k + 1 > m. Weil @, Polynome bis
inklusive Grad 2k + 1 exakt integriert, gilt

b
Qr(q) =/ ofx)q(x) dx.

Damit erhédlt man unter Verwendung der Dreiecksungleichung |x +y| < |z|+ |y| fiir z,y € R
Folgendes:

b b b
/ a(w)f(fv)dm—@k(f)’= [ ez [ awa) + Qo) - Q)| <
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+ [(Qr(q) — Qr(f)]
=> iz wilg(@i)—f ()]

/a ba(az) f(z)da — / ba(m)q(a:) dz

S @) (F@)=a(@) da| < [2 ale) £ (2) ~a(a)] da

Es gilt fiir alle z € R, dass |¢(z) — f(x)| = |f(x) — q(z)| < . Daher ist obiger Ausdruck
kleiner als , .
5/ a(m)d:):—f—sZwi
a i=0
Wegen Satz (iii) gilt D7 w; = f; a(z) dz. Deshalb erhélt man insgesamt

/ " () () dr )| <2 | * (@) da

WEelil € beliebig gewahlt wurde, erhélt man die zu zeigende Konvergenz. O

9.3 Konkrete Rechenbeispiele

Ein MATHEMATICA-Code zur Anwendung der verschiedenen Gaufs-Verfahren wird in Kapitel
vorgestellt und ausfiihrlich erklart. Nachfolgend werden einige Rechenbeispiele exem-
plarisch behandelt und deren Resultate mit anderen Verfahren zur numerischen Integration
verglichen.

Beispiel 1: Dieses Beispiel soll einerseits den Umgang mit der in Lemma hergeleite-
ten Transformationsformel zeigen und andererseits die Gauf-Quadratur mit den bisher
behandelten Verfahren vergleichen.

Es soll die Funktion f(z) := cosz im Intervall [-F, 7] integriert werden. Dazu wird die

Gaufs-Legendre-Quadratur 4. Ordnung verwendet. Das zugehorige Legendre-Polynom hat
den Grad 5 und somit 5 Nullstellen. Es gilt dann laut Lemma

n

o )
. cosx dr = 5 1cos (it) dt ~ §Z’wicos (51’@) .
2 - i=0
Das Legendre-Polynom mit Grad 5 lautet
5

10,.3 5
r° — G5 + 577

Die Nullstellen wurden mittels MATHEMATICA ermittelt, und die Gewichte wurden geméf
Definition [0.3] berechnet. Man erhilt dann folgenden Néherungswert:

Qa(f) = 2.000000

Das exakte Ergebnis lautet 2. Somit erhédlt man mit fiinf Funktionsauswertungen sechs
korrekte Nachkommastellen. Unter Verwendung gleich vieler Stiitzstellen bzw. Funktions-
auswertungen erhélt man durch die Milne-Regel (welche zugleich dem N&herungswert Rg 2
des Romberg-Verfahrens entspricht), die Simpson-Regel auf zwei Teilintervallen und die
Trapezregel auf vier Teilintervallen (was beim Romberg-Verfahren dem Néherungswert Rs g
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entspricht) folgende Ergebnisse:
e Milne-Regel: 1.99
e Simpson-Regel: 2.00
e Trapezregel: 1.

Man sieht also sofort, dass (zumindest in diesem Beispiel) die Gauk-Quadratur mit gleicher
Anzahl an Stiitzstellen wesentlich exaktere Naherungswerte liefert.

Beispiel 2: Dieses Beispiel soll nun die in Satz [0.2] gezeigte Exaktheit der Gauf-Formeln
veranschaulichen. Dazu wird das Tschebyschow-Polynom mit Grad 4 verwendet, also

_ .4 2 1
p(;l;)_gj - +§>

um die Funktion 7 6,4
o O e e o
f(@) = alz) - g(z) = =77

im Integral [—1,1] zu integrieren. Das exakte Ergebnis ist {. Die vier Nullstellen von p sind

2 2 2—4/2

Die Gewichte wy, ..., w3 sind laut Lemma [9.7] allesamt 7. Tatséchlich erhélt man durch die

Quadraturformel Z?:o w;g(r;) das exakte Ergebnis {5. Es wurde also mit vier Stiitzstellen
ein Polynom ¢ mit Grad 7 exakt integriert.

Fir die Funktion

deren Integral im Intervall [—1, 1] den Wert % ~ 0.85903 hat, erhélt man mit derselben
Quadraturformel die Ndherung 0.8 . Man erkennt also, dass Polynome mit Grad 8

nicht exakt integriert werden.

Bemerkung: Durch die abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln kénnte man die beiden hier
behandelten Integrale iiberhaupt nicht ndherungsweise berechnen, da die zu integrierenden
Funktionen an den Stiitzstellen zo = —1 und x,, = 1 nicht definiert sind.

Beispiel 3: Durch dieses Beispiel soll einerseits die in Satz gezeigte Konvergenz
fiir p, mit n — oo plausibel gemacht werden. Dafiir werden erneut die Tschebyschow-
Polynome verwendet, da diese einfach mittels MATHEMATICA generierbar sind und weil
deren Nullstellen durch Lemma, [9.7] sehr bequem berechnet werden kénnen. Somit kann
auch fiir grofle n die Naherung relativ schnell berechnet werden. Andererseits soll dieses
Beispiel aber auch zeigen, dass trotz des in Satz gezeigten maximalen Exaktheitsgrades
die Gaul-Formeln nicht zwangsweise besser als andere Quadraturformeln sind.

Konkret soll das Integral fil cos(x) dx berechnet werden. Der tatséchliche Wert lautet auf
30 Nachkommastellen genau 1.682941969615793013305004643260.

Mit der Gaufs-Tschebyschow-Quadratur erhélt man folgende Naherungswerte in Abhéngig-
keit der Ordnung n der verwendeten Quadraturformel @,, (also mit n + 1 Stiitzstellen):

Als Vergleich dazu erhélt man mit der Trapezregel, der Simpsonregel und der Milne-Regel
fiir 101 Stiitzstellen folgende Naherungswerte:
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n | Qn
10 | 1.68
100 | 1.6829
1000 | 1.68294
10000 | 1.6829419
100000 | 1.6829419696
1000000 | 1.68294196961

e Trapezregel: 1.682

e Simpsonregel: 1.6829419

e Milne-Regel: 1.682941969615
Mit dem Romberg-Verfahren (unter Verwendung der Romberg-Folge) erhilt man durch die
Néherung Ry g die vollstdndigen 30 Nachkommastellen (mit 513 Stiitzstellen).

Man sieht also, dass die Gaufs-Quadratur durchaus Vorteile haben kann — z. B. wenn der
Integrand an den Grenzen nicht definiert ist oder man eine Funktion integrieren mdochte,
welche dem Produkt einer Gewichtsfunktion und eines Polynoms entspricht (da man hier
bei geniigend hohem Grad ein exaktes Ergebnis erhélt) — aber die einfachen Newton-Cotes-
Formeln und das Romberg-Verfahren ebenfalls ihre Berechtigung haben.

Beispiel 4: Dieses Beispiel soll schliefslich das uneigentliche Integral f_oooo f(z) dz ndhe-
rungsweise berechnen, was mit den bisher behandelten Verfahren nicht moéglich wére.

Konkret wurde hierfiir folgende Funktion ausgewéhlt:

Der exakte Wert des Integrals lautet

* 1
/ = dr = T~ 2.12893403886245235863.
oo 2(@%) log 2

In Abhéngigkeit der Ordnung n der verwendeten Quadraturformel @, (also fiir n 4+ 1
Stiitzstellen) erhdlt man mittels Gauf-Hermite-Quadratur folgende Néherungswerte:

o Q5(f) =2.128
o Quo(f) =2.12893
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10 Ausblick

In diesem Kapitel werden Ansétze fiir weitere Verfahren der numerischen Integration
vorgestellt, welche bisher in dieser Arbeit nicht behandelt wurden.

10.1 Schrittweitensteuerung

Bei den bisherigen Verfahren waren die Stiitzstellen entweder dquidistant (Newton-Cotes-
Formeln und Romberg-Verfahren) oder entsprachen den Nullstellen bestimmter Polynome
(Gaufs-Quadratur). Einen weiteren Ansatz stellt die Schrittweitensteuerung dar. Hierbei
ist die Wahl der Stiitzstellen von der konkret vorliegenden Funktion abhéngig. Im Falle
der zusammengesetzten Trapezregel ist es beispielsweise sinnvoll, in jenen Bereichen, in
denen die Funktion eine betragsméafig grofte Steigung aufweist, mehr Stiitzstellen zu wahlen,
wahrend in anndhernd konstanten Bereichen die Anzahl reduziert werden kann. Auf diese
Weise kann fiir dieselbe Anzahl an Stiitzstellen die Genauigkeit verbessert werden. Folgendes
Beispiel soll dies veranschaulichen.

Beispiel: In diesem Beispiel soll das Integral

1.5
/ tan x dx
0

néherungsweise berechnet werden. Der tatséchliche Wert betrégt ungefahr 2.649. Verwendet
man die zusammengesetzte Trapezregel mit N = 6, also sechs dquidistanten Teilintervallen
und damit sieben Stiitzstellen (sieche Abbildung), so erhdlt man den Ndherungswert 3.338.

Anhand des Funktionsgraphen erkennt man jedoch, dass dieser im linken Bereich eine
geringe Steigung aufweist, wihrend er im rechten Bereich stark ansteigt. Somit erscheint es
sinnvoll, dort eine hohere Stiitzstellendichte zu verwenden. Benutzt man als Ausgangsbasis
N = 4 (fiinf Stiitzstellen) und fiigt in die Mitte der beiden rechten Teilintervalle eine weitere
Stiitzstelle hinzu (siche Abbildung auf néchster Seite), so erhdlt man die Naherung 3.089,
was bei gleicher Anzahl an Stiitzstellen den Fehler um ca. 36 % reduziert.
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Eine weitere Verbesserung kann erreicht werden, wenn man erneut als Ausgangsbasis
N = 4 verwendet, das letzte der vier Teilintervalle halbiert und von den beiden dadurch
entstehenden Teilintervallen erneut das letzte halbiert. Hier betrigt der Naherungswert
2.843, womit der Fehler im Vergleich zum ersten Naherungswert um 72 % verringert wurde.

Eine konkrete Realisierung dieser Idee findet man unter |4} Seite 120 bis 122|. Hier wird eine
Formel hergeleitet, mit welcher man die Verbesserung der Naherung bei Hinzunahme einer
weiteren Stiitzstelle in der Mitte von zwei urspriinglichen Stiitzstellen abschétzen kann, ohne
dabei die Ableitung der Funktion kennen zu miissen. Liegt diese Verbesserung betragsméfig
iiber einem vordefinierten Wert, so sollte man die neue Stiitzstelle hinzunehmen. Es bleibt
jedoch fraglich, was genau an dieser Methode zu einer Erleichterung fiihrt, da man zur
Abschétzung der Verbesserung ohnehin den Funktionswert in der Mitte des Teilintervalls
berechnen muss und man diesen somit eigentlich gleich hinzunehmen koénnte.

10.2 Monte-Carlo-Methode

Die Monte-Carlo-Methode ist sinnvoll fiir Mehrfachintegrale oder falls eine geringe Genau-
igkeit ausreichend ist. Grob gesprochen werden n Zufallspunkte des Integrationsbereichs
ausgewahlt, fiir welche der Funktionswert ermittelt wird. Von diesen n Funktionswerten wird
anschliefiend der arithmetische Mittelwert berechnet und mit dem Inhalt (Intervallldnge,
Flécheninhalt, ...) multipliziert.

Fiir den zweidimensionalen Fall sieht dies fiir einen rechteckigen Integrationsbereich folgen-
dermafen aus: Sei M := [a,b] x [¢,d] C R und f : M — R eine stetige Funktion. Dann gilt
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fir zufallig ausgewéhlte x1, ..., 2, € [a,b] und y1, ..., yn € [c,d]

b pd A n
[ femayae~ 23 i,
adc i—1

wobei A = (b—a) - (d — ¢) der Flacheninhalt des Integrationsbereichs ist. In Abschnitt
wird ein MATHEMATICA-Code zur Anwendung dieses Verfahrens vorgestellt. Dieser wurde
auch fiir das nachfolgende Beispiel verwendet.

Beispiel: Als Beispiel soll hier zur Funktion f(z,y) := x - y mit dem Funktionsgraphen

das Integral iiber [0, 2] x [0, 2] ndherungsweise berechnet werden. Das exakte Ergebnis lautet
4. Fiir n = 1000000 erhielt man nach fiinf Auswertungen folgende Ergebnisse:

e 4.00496
e 4.00394
e 4.00535
e 3.99592
3.99586

Man erkennt, dass die Naherungswerte zwar fiir viele praktische Anwendungsszenarien
akzeptabel sein werden, jedoch in Anbetracht der hohen Anzahl an Stiitzstellen sehr ungenau
sind.

113






11 Codes

In diesem Kapitel werden einige MATHEMATICA-Codes vorgestellt und erklart, mit welchen
die Berechnung der Naherungswerte durchgefiihrt werden kann.

11.1 Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln

Nachfolgend wird ein Code vorgestellt, mit dem abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln
beliebiger Ordnung und mit beliebiger Anzahl an Teilintervallen auf eine vorgegebene
Funktion f : [a,b] — R angewendet werden konnen. Aufierdem kénnen einige Kennzahlen
(z. B. die Fehlerkonstante ¢;,,) berechnet werden.

abgeschlossen[n | := Table[Simplify [1/nxIntegrate [Product[If[k != i, (x — k)
/(i _k)7 1]7 {k7 0, n}], {X7 0, n}”7 {i, 0, Il}]

;f[x_] := Sqrt[x]

1a := 0

5b =1

:exakt := Integrate[f[x], {x, a, b}]

. st[k , n | := a+ kx(b — a)/n

11 ANC[n_] := (b — a)*Sum|[Part[abgeschlossen|n], 1 + 1]«f[st[l, n]], {1, 0, n}]

12 ERG[n_] := {N[ANC[n], 20], Abs[N[ANC[n| — exakt, 20]], n}

13 zZANC[int _, n | := (b — a)/int*Sum[Sum|[Part|[abgeschlossen[n], 1 + 1]«f[st[] +
g*n, nxint]|], {1, 0, n}], {q, 0, int — 1}]

14 zERG[int _, n_] := {N[zANC|int, n], 20|, Abs[N[zANC[int, n] — exakt, 20]], int
, n, int*xn + 1}

6Kn ,m, t | = 1/(m— 1)!«( ((1 — t) m)/m — Sum|Part[abgeschlossen [n], k +
1]« If[(k/n — t)"(m— 1) > 0, (k/n — t)"(m— 1), 0], {k, 0, n}] )

s cm , n | := (Integrate[x™m, {x, 0, 1}] — Sum[Part|[abgeschlossen[n]|, 1 + 1]%(
l/n)™m, {1, 0, n}])/ml!

20 Rlm_, n_] := Abs[c[m, n]*n~(m + 1)]

21 zZR[m _, n | := Abs[c[m, n]*n"m]

Durch die in Zeile 1 definierte Funktion werden geméf Satz die Gewichte der abge-
schlossenen Newton-Cotes-Formel n-ter Ordnung berechnet. In den Zeilen 3 bis 5 werden die
zu integrierende Funktion und die Intervallgrenzen festgelegt. In Zeile 7 wird eine Variable
mit dem exakten Wert des Integrals erstellt. Eine Funktion zur Berechnung der Stiitzstellen
wird in Zeile 9 definiert, wobei 0 < k < n sein sollte.

Die in Zeile 11 definierte Funktion ANC berechnet den Naherungswert des Integrals f; f(z)dx
mittels abgeschlossener Newton-Cotes-Formel n-ter Ordnung (ohne Unterteilung in mehrere
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Intervalle). Die Funktion ERG in der néchsten Zeile liefert den Nédherungswert, die Abweichung
vom tatsédchlichen Wert und die Anzahl der verwendeten Stiitzstellen.

Die Funktionen in den Zeilen 13 und 14 fithren analoge Berechnungen fiir die zusam-
mengesetzten abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln durch, wobei int die Anzahl an
Teilintervallen beschreibt.

In Zeile 16 wird eine Funktion zur Berechnung des in Satz [7.16] vorkommenden und in
Definition [7.17] definierten Peano-Kerns K, zur Verfiigung gestellt. Die in Zeile 18 definierte
Funktion kann zur Berechnung der Fehlerkonstante ¢, (siehe Definition verwendet
werden, wobei hier die in Satz [7:21] vorgestellte Formel benutzt wird. In den Zeilen 20 und
21 werden schliefslich Funktionen fiir die Berechnung der in Kapitel definierten Faktoren
~ und x des Hochstfehlers der einfachen bzw. der zusammengesetzten Formeln definiert.

11.2 Offene Newton-Cotes-Formeln

Der hier behandelte MATHEMATICA-Code kann verwendet werden, um ein Integral mittels of-
fener Newton-Cotes-Formel beliebiger Ordnung und mit beliebiger Anzahl an Teilintervallen
ZU approximieren.

offen [m | := Table[Simplify [1/(m + 2)*xIntegrate|[Product|[If[k != i, (x — k) /(i
- k), 1], {k, 0, m}], {x, =1, m + 1}]], {i, O, m}]
fx_| := Sqrt[x]
a := 0
b :=1
exakt := Integrate[f[x], {x, a, b}]
stk , n ] :=a+ (k+ 1)x(b—a)/(n + 2)
st2[al_, bl , k , n | := al + (k + 1)*(bl — al)/(n + 2)
ONC[n_| := (b — a)*Sum|Part[offen[n], 1 + 1]«f[st[l, n]], {1, 0, n}]
3 ERG[n ]| := {N[ONC[n], 20], Abs[N[ONC[n]| — exakt, 20]], n + 1}
zONC[int _, n | := (b — a)/int*Sum[Sum|[Part[offen[n], 1 + 1]*xf[st2[a + g*x(b —
a)/int, a + (q + 1)*(b — a)/int, 1, n]], {1, 0, n}], {q, 0, int — 1}]
5 zERG[int _, n | := {N[zONC|[int, n], 20], Abs[N[zONC[int, n] — exakt, 20]], int
xn + 1}

Die in den Zeilen 12 bis 15 definierten Funktionen sind sinngeméf identisch mit jenen der
abgeschlossenen Formeln im vorherigen Kapitel. Fiir die Berechnung der Gewichte in Zeile 1
wurde jedoch hier Satz[7.12] verwendet. Auferdem bendtigt man bei den zusammengesetzten
Formeln die abgewandelte Funktion st2 fiir die Berechnung der Stiitzstellen, da diese nicht
gleichmékig auf [a, b] verteilt sind, sondern im Bereich der Teilintervallgrenzen ein groferer
Abstand vorliegt.

11.3 Romberg-Verfahren

In diesem Abschnitt wird ein Code zur Approximation des Integrals f; f(x) dx mittels
Romberg-Verfahren vorgestellt, wobei die Romberg-Folge, die Bulirsch-Folge und die har-
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monische Folge zur Verfiigung stehen.

1 f{x_] = Cos|[x]

2a = —1

3b =1

iexakt := Integrate[f[x], {x, a, b}]
:B[O] =1

xB[l] = 2

9B[2] = 3

10B[n | := 2«B[n — 2]

i2h[fn_, 1] = (b — a)/2"n

3 h[n_, 2] := (b — a)/B[n]

1% hin , 3] := (b — a)/(n + 1)

1(1R[k_, j_, v | = If[j = 0, hlk, v]«(f[a]/2 + Sum[f[a + ixh[k, v]], {i, 1, h

(
[0, vI/h[k, v] = 1}] + f[b]/2), ((h[k —j, v])"2«R[k, j — 1] — (h[k, v])
“2#R[k — 1, j = 1]) /((h]k = j, v])"2 = (h[k, v])"2)]

18w ERG[k _, j_ , v_] := {N[R[k, j, v], 20], N[Abs[exakt — R[k, j, v]], 20]}

In den Zeilen 1 bis 3 werden die zu integrierende Funktion und die Integralgrenzen definiert
und in Zeile 5 das exakte Ergebnis des Integrals zwischengespeichert (fiir die spétere
Berechnung des Fehlers).

In den Zeilen 7 bis 10 wird die Bulirsch-Folge rekursiv definiert. In den Zeilen 12 bis 14 werden
Funktionen zur Berechnung der Schrittweiten der n-ten Stufe des Romberg-Verfahrens
definiert. Dazu wird jeweils im zweiten Argument der Funktion h der entsprechende Wert
verwendet: 1 fiir die Romberg-Folge, 2 fiir die Bulirsch-Folge und 3 fiir die harmonische
Folge.

In Zeile 16 wird schlieflich eine Funktion fiir die Berechnung der Néherung Ry, ; gemafs
Definition [8.1] erstellt, wobei das dritte Argument, also v, die verwendete Folge angibt und
somit die Werte 1, 2 und 3 annehmen kann. Die in Zeile 18 definierte Funktion gibt den
gerundeten Naherungswert sowie die Abweichung vom exakten Wert des Integrals aus.

11.4 GauB-Verfahren

Dieser Abschnitt beschreibt einen Code zur Durchfiihrung des Gauf-Verfahrens mit einer
grundsétzlich beliebig wihlbaren Gewichtsfunktion.

1 alpha[x ]| = 1

2 untergrenze := —1

3 obergrenze := 1

. grad = 3

5 flx | := Cos|[x]

6 g[x_| := f[x]|/alpha[x]

s alk | := Integrate[alpha[x|*xxxp[k — 1, x]*p[k — 1, x|, {x, untergrenze,
obergrenze }|/Integrate [alpha|[x]|*p[k — 1, x|*p[k — 1, x|, {x, untergrenze,
obergrenze }|
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9 b[k ] := Integrate[alpha|[x]*x*p[k — 1, x]*p[k — 2, x|, {x, untergrenze,
obergrenze }|/Integrate [alpha[x]*xp[k — 2, x|*p[k — 2, x], {x, untergrenze,
obergrenze }|

wpl0, x_ ] =1

11 pll, x ] == x — a[l]

12 plk , x ]| := Expand[x*p[k — 1, x| — a[k]*p[k — 1, x] — b[k]*p[k — 2, x]]

13

14 Nullstellen := N[Solve[p[grad, x| = 0, x|, 20]

15 NS[n_| := Nullstellen[[n + 1, 1, 2]]

16

17W[n_] := Integrate[alpha[x]|*Product[If[k != n, (x — NS[k])/(NS[n] — NS[k]),

1], {k, 0, grad — 1}], {x, untergrenze, obergrenze }|
18
19 approx := N[Sum[W[k]|*g[NS[k]], {k, 0, grad — 1}], 20]
20 exakt := N[Integrate[f[x], {x, untergrenze, obergrenze}|, 20]
1
2 {approx, Abs|[exakt — approx]}

NN

In den Zeilen 1 bis 6 werden die Gewichtsfunktion « : [a,b] — R, der Grad n + 1 des
spater zu konstruierenden Polynoms, das gemé&ft Definition zu allen zF mit k € {0,...,n}
orthogonal beziiglich « ist, die zu integrierende Funktion f und eine Hilfsfunktion definiert.

In den Zeilen 8 bis 12 werden die fiir die Rekursion aus Satz bendtigten Funktionen
definiert. In Zeile 14 werden die Nullstellen des ausgewéhlten Polynoms berechnet und
in der darauffolgenden Zeile wird eine Funktion definiert, welche die k-te Nullstelle zur
weiteren Verarbeitung auswéahlt.

In Zeile 17 wird eine Funktion zur Berechnung der Gewichte geméaf Satz[0.8 definiert. In den
Zeilen 19 und 20 werden schliefslich der Naherungswert und der exakte Wert des Integrals
berechnet und in Zeile 22 wird die Approximation und deren Fehler ausgegeben.

11.5 Monte-Carlo-Methode

Mit dem folgenden MATHEMATICA-Code kann die Monte-Carlo-Methode auf eine Funktion
f :]a,b] x [¢,d] - R angewendet werden.

1 a:=0

2 b:=2

3 ¢:=0

1 d:=2

5 n:=1000

6

7 f[x_,y_|:=xxy

[

o Plot3D[f[x,y],{x,a,b},{y,c,d},PlotRange —> All]

10

11 N[Integrate[f[x,y],{x,a,b} ,{y,c,d}]]

12

13 zufallX:=RandomReal [{a,b}]

14 zufallY:=RandomReal [{c,d }]

15

16 MC := N[(b—a)x(d—c)/n*Sum|f|zufallX ,zufallY],{k,1,n}],10]
17 List [MC,MC,MC,MC,MC]
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In Zeile 1 bis 4 werden die Intervallgrenzen festgelegt und Zeile 5 legt die Stichprobengréfse
fest. In Zeile 7 wird die zu integrierende Funktion definiert. Zeile 8 zeigt den Funktionsgra-
phen. In Zeile 11 wird der tatsachliche Wert des Integrals als Dezimalzahl ausgegeben. In
den Zeilen 13 und 14 werden aus den jeweiligen Intervallen zuféllige Werte fiir die beiden
Variablen ausgewahlt. Der in Zeile 16 definierte Ausdruck wertet die gegebene Funktion
n-mal an zufélligen Stellen aus und bildet den arithmetischen Mittelwert. Die letzte Zeile
gibt schliefslich eine Liste von fiinf Durchfithrungen der Monte-Carlo-Methode aus.
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12 Conclusio

In diesem abschliefsenden Kapitel der Diplomarbeit werden die wichtigsten Erkenntnisse
zusammengefasst, Einsatzszenarien erwahnt und gegeniibergestellt sowie mogliche weiterfiih-
rende Untersuchungen aufgezeigt. Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren haben jeweils
individuelle Vorteile, aus denen sich verschiedene Anwendungsmdoglichkeiten ergeben.

Die Newton-Cotes-Formeln sind die vermutlich am weitesten verbreiteten und am besten
bekannten Verfahren zur numerischen Integration. Sie sind auch diejenigen, die am ehesten
in der Schule gelehrt werden. Der grofie Vorteil dieser Formeln, insbesondere der abge-
schlossenen Formeln, ist die unkomplizierte Anwendung: Die Stiitzstellen sind einfach zu
berechnen und die Gewichte sind fiir die relevanten Vertreter dieser Klasse von Quadratur-
formeln schnell zu ermitteln, da sie fiir mehrere Teilintervalle verwendet werden koénnen
und daher eine iiberschaubare Anzahl aufweisen. Fiir viele technische und physikalische
Anwendungen sind die Newton-Cotes-Formeln auch deshalb gut geeignet, weil oftmals
der Abstand zwischen zwei Messungen konstant ist. Mit den Gaufs-Formeln, die in vielen
Féllen unregelméfige Stiitzstellenabstinde aufweisen, wire die Auswertung eines solchen
Experiments nicht moglich. Das Anwendungsbeispiel mit der Formel-1-Runde (siehe Seite
hat auch gezeigt, dass die zusammengesetzten Newton-Cotes-Formeln niedriger Ordnung
bereits ausreichend genau sind, da das Ergebnis ohnehin von anderen Unsicherheitsfaktoren
beeinflusst wird. Selbst wenn das Integral genauer berechnet wird, wire das Ergebnis
trotzdem nicht ,richtiger, weil ein gewisser Fehler durch die anderen Einfliisse noch immer
vorhanden wére.

Der entscheidende Vorteil des Romberg-Verfahrens und diverser Variationen ist, dass
man die gewiinschte Genauigkeit vorgeben kann und so lange die Iteration fortfiihren
kann, bis diese Genauigkeit erreicht ist. Bei anderen Verfahren (insbesondere beim Gauk-
Verfahren) miissten jedes Mal neue Stiitzstellen herangezogen werden und die zugehorigen
Funktionswerte ermittelt werden.

Die Besonderheit bei den diversen Variationen des Gaufs-Verfahrens ist, dass sie die maximale
Fehlerordnung aufweisen. Bei n 4+ 1 gegebenen Stiitzstellen werden alle Polynome mit
Hochstgrad 2n 4 1 exakt integriert. Nach Satz gibt es keine Quadraturformel mit n 4 1
Stiitzstellen, die eine noch héhere Fehlerordnung besitzt. Diesen Vorteil nutzt man nach
u. a. bei der Finite-Elemente-Methode. Es handelt sich dabei um ein numerisches Verfahren
zur Modellierung von technischen bzw. physikalischen Vorgéngen. Ein Beispiel wire die
Berechnung der Deformation eines Autos bei einem Zusammenstofs. Da in diesen Modellen
haufig Polynomfunktionen als Ansatz dienen, ist die numerische Berechnung der Integrale
aufgrund der hohen Fehlerordnung des Gauf-Verfahrens oftmals sogar exakt.

Fiir Mehrfachintegrale wird die Monte-Carlo-Methode aufgrund ihrer einfachen Anwendbar-
keit relativ hdufig benutzt. Es ist jedoch bereits ein auf wenige Nachkommastellen exakter
Néherungswert mit einem erheblichen Rechenaufwand verbunden.
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Beziiglich der Konvergenz lasst sich sagen, dass bei den Newton-Cotes-Formeln steigender
Ordnung der Fehler bei ,,gewohnlichen* Funktionen zwar tendenziell kleiner wird, aber
nicht konvergiert. Beispiele haben ausfiihrlich gezeigt, welche Probleme durch die negativen
Gewichte und die unbeschrénkte Summe der Betrige der Gewichte entstehen kénnen. Beim
Romberg-Verfahren wurde hingegen gezeigt, dass der Naherungswert des Integrals gegen
den tatsdchlichen Wert konvergiert. Auch die Gaufs-Verfahren konvergieren fiir orthogonale
Polynome, deren Grad gegen unendlich geht.

In dieser Arbeit wurde meist die Anzahl an Funktionsauswertungen als Mafs fiir den Rechen-
aufwand herangezogen, da davon ausgegangen wurde, dass bei bereits bekannten Gewichten
und Stiitzstellen die Ermittlung der Stiitzwerte am meisten Rechenzeit beansprucht. Hier
wurde jedoch aufser Acht gelassen, dass die Ermittlung der Gewichte und Stiitzstellen je
nach Verfahren ebenfalls unterschiedlich anspruchsvoll ist: Bei den Newton-Cotes-Formeln
muss fiir die Ermittlung der Stiitzstellen lediglich das Intervall in gleiche Abschnitte geteilt
werden, wihrend bei den Gauf-Formeln oftmals keine expliziten Formeln fiir die Berechnung
der Nullstellen der orthogonalen Polynome vorliegen. Eine interessante Fragestellung fiir
weiterfithrende Untersuchungen wére es, ein System zu entwickeln, welches die diversen
Verfahren der numerischen Integration beziiglich ihrer Effizienz vergleicht.
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Abstract (deutsch)

Es gibt zwei typische Situationen, in denen numerische Integrationsverfahren eingesetzt
werden. Einerseits werden sie verwendet, um den Wert des Integrals zu approximieren, falls
die Stammfunktion nicht durch elementare Funktionen dargestellt werden kann. Andererseits
kénnen mit numerischen Verfahren auch Integrale berechnet werden, wenn die Werte
der zu integrierenden Funktion nur an einigen Stellen bekannt sind. Das letztgenannte
Einsatzszenario ist speziell im Zusammenhang mit diversen Experimenten relevant, da hier
oftmals nur zu bestimmten Zeitpunkten ein Messwert vorliegt.

In dieser Arbeit werden drei Klassen von numerischen Integrationsverfahren ausfiihrlich
behandelt, ndmlich die Newton-Cotes-Formeln, das Romberg-Verfahren und das Gauf-
Verfahren. Dabei stellt sich heraus, dass jedes dieser Verfahren unterschiedliche Vor- und
Nachteile hat und die Auswahl eines geeigneten Verfahrens somit abhéngig von den konkreten
Anforderungen ist.

Die bekanntesten numerischen Integrationsverfahren sind die Newton-Cotes-Formeln. Dazu
gehoren u.a. die Mittelpunktregel, die Sehnentrapezregel und die Simpsonregel (auch
als Keplersche Fassregel bekannt). Diese Verfahren sind auch diejenigen, die am ehesten
im Schulunterricht behandelt werden. Das gesamte Integrationsintervall wird bei diesen
Verfahren jeweils in eine bestimmte Anzahl dquidistanter Teilintervalle zerlegt. Bei den
abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln befinden sich die verwendeten Stiitzstellen, d. h.
jene Stellen, an denen der Funktionswert der zu integrierenden Funktion bekannt sein muss,
genau an den Teilintervallgrenzen. Daher eignet sich dieses numerische Integrationsverfahren
auch besonders gut zur Auswertung von Experimenten.

Die Funktion wird nun durch ein Interpolationspolynom ersetzt, welches an den Stiitzstellen
mit der tatsdchlichen Funktion iibereinstimmt. Dieses Polynom kann exakt integriert
werden. In der Praxis miissen Interpolation und anschliefende Integration jedoch nicht
durchgefiihrt werden, sondern man erhélt fiir jede Stiitzstelle ein sogenanntes Gewicht, mit
welchem der entsprechende Stiitzwert multipliziert wird. Die Summe all dieser Produkte
ergibt schlieflich den Naherungswert des Integrals. Bei den abgeschlossenen Newton-Cotes-
Formeln ergibt es sich, dass fiir eine ungerade Anzahl an Stiitzstellen (also eine gerade
Anzahl an Teilintervallen) alle Polynome exakt integriert werden, deren Grad héchstens der
Anzahl an Stiitzstellen entspricht. Beispielsweise werden durch die Simpsonregel, welche drei
Stiitzstellen verwendet, alle Polynome mit Hochstgrad 3 exakt integriert. Die Verwendung
von Newton-Cotes-Formeln mit einer groffen Anzahl an Stiitzstellen ist jedoch nicht zu
empfehlen, da hier aufgrund von negativen Gewichten absurde Ndherungswerte entstehen
konnen. So ist es etwa moglich, dass das Integral einer positiven Funktion einen negativen
Néherungswert hat. Stattdessen ist es besser, das Intervall in mehrere Teile zu unterteilen,
und auf diese Teile jeweils eine Newton-Cotes-Formel niederer Ordnung anzuwenden.

Neben den abgeschlossenen Newton-Cotes-Formeln existieren auch die sogenannten offenen
Newton-Cotes-Formeln, welche sich dadurch auszeichnen, dass sich die Stiitzstellen im
Inneren der Teilintervalle befinden. Dadurch ist es beispielsweise moglich, Funktionen zu
integrieren, die an einer Teilintervallgrenze nicht definiert sind. Die offenen Newton-Cotes-
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Formeln spielen jedoch mit Ausnahme der Mittelpunktregel in der Praxis keine Rolle, da
es effizientere Verfahren gibt, deren Stitzstellen ebenfalls nicht mit den Intervallgrenzen
zusammenfallen, ndmlich die Vertreter des sogenannten Gaufs-Verfahrens.

Beim Gauf-Verfahren werden als Stiitzstellen die Nullstellen bestimmter Polynome verwen-
det. Diese Stiitzstellen sind im Allgemeinen nicht gleichméfig iiber das Integrationsintervall
verteilt, weshalb dieses Verfahren fiir die Auswertung von Experimenten eher ungeeignet
ist. Es zeichnet sich jedoch durch eine sehr hohe Fehlerordnung aus. Konkret bedeutet dies,
dass bei der Verwendung von n Stiitzstellen alle Polynome mit Hochstgrad 2n — 1 exakt
integriert werden. Es ldsst sich auferdem zeigen, dass es sich hierbei um die maximale
Fehlerordnung eines numerischen Integrationsverfahrens handelt, d. h. es gibt kein Verfahren,
welches bei der Verwendung von n Stiitzstellen alle Polynome mit Grad 2n exakt integriert.
FEingesetzt wird dieses Verfahren u.a. bei der Berechnung uneigentlicher Integrale und
aufgrund der hohen Fehlerordnung bei anderen numerischen Verfahren, wie beispielsweise
der Finite-Elemente-Methode, um die dort vorkommenden Interpolationspolynome exakt
zu integrieren.

Das dritte in dieser Arbeit behandelte Verfahren ist das sogenannte Romberg-Verfahren.
Hier wird dasselbe Integral mittels Sehnentrapezregel mehrmals mit jeweils unterschiedlichen
Teilintervallbreiten approximiert. Man erhédlt dadurch eine Abhéngigkeit des Naherungswer-
tes vom Quadrat der Teilintervallbreite. Durch den Algorithmus von Aitken und Neville
wird eine Extrapolation des Ndherungswertes fiir eine verschwindende Teilintervallbreite
durchgefiihrt. Es ergibt sich auf diese Weise, dass durch Kombination mehrerer Naherungs-
werte eine weitaus bessere Ndherung des Integrals gefunden werden kann. Ein grofser Vorteil
des Romberg-Verfahrens ist es, dass man solange weitere Naherungswerte in die Berechnung
miteinbeziehen kann, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist, ohne dabei die bisherigen
Berechnungen verwerfen zu miissen.

Neben diesen drei Klassen von numerischen Integrationsverfahren wird aufserdem oberflach-
lich auf die Schrittweitensteuerung, d. h. die Optimierung der Stiitzstellenverteilung, und auf
die Monte-Carlo-Methode, welche u. a. zur numerischen Naherung von Mehrfachintegralen
verwendet wird, eingegangen.
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Abstract (english)

There are two typical situations where numerical integration methods are used. On the one
hand they are applied to approximate an integral’s value for functions whose antiderivatives
can’t be expressed in terms of elementary functions. On the other hand they can also be
applied if the function value is known only for a few function arguments. The last case is
especially relevant in connection with the evaluation of experiments because there are only
a few measured quantities available.

This thesis mainly deals with three categories of numerical integration methods, the Newton-
Cotes formulas, the Romberg method and the Gaussian quadrature. Each of these methods
has different benefits and disadvantages. The choice of the right method depends on the
specific requirements.

The most popular numerical integration methods are the Newton-Cotes formulas. These
include the rectangle rule, the trapezoidal rule and Simpson’s rule (also known as Kepler’s
rule), which are often taught at school. The whole integration interval is divided into a
certain number of equally spaced subintervals. The data points of the closed Newton-Cotes
fomulas coincide with the subinterval limits. Therefore this numerical integration method is
well suited for the evaluation of experiments.

The integrand is replaced by an interpolation polynomial which corresponds with the initial
function at the data points. This polynomial can be integrated exactly. In practice, the
interpolation and the following integration are not necessary. For each data point there is a
certain weight which is multiplied by the function value of this data point. The sum of all
these products corresponds to the approximation of the integral. It turns out that the closed
Newton-Cotes formulas produce, for an odd number of data points (which is equivalent to
an even number of subintervals), exact integral values for all polynomials whose degree is
less or equal to the number of data points. For example, Simpson’s rule, which uses three
data points, produces exact integral values for all polynomials with a degree less or equal
to 3. Due to negative weights the usage of Newton-Cotes formulas with a high number of
data points is not recommended because it is possible that the formula leads to an absurd
approximation. For example, it can occur that the integral of a positive function has a
negative approximation. Instead, it is better to divide the integration interval into a certain
number of subintervals. A Newton-Cotes formula with lower degree is now applied to each
of these subintervals.

In addition to the closed Newton-Cotes formulas, there are also open Newton-Cotes formulas.
The characteristic of these formulas is that the data points are inside of the subintervals.
Therefore, it is possible to receive an approximation for functions that are not defined at
the subinterval limits. Apart from the rectangle rule the open Newton-Cotes formulas are
unimportant in practice because there are more efficient methods that also use data points
which do not coincide with the subinterval limits, the so-called Gaussian quadrature rules.
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The Gaussian quadrature uses the zeros of certain polynomials as data points. These zeros
are generally not equally spaced. Therefore, this method is rather inappropriate for the
evaluation of experiments. The special feature of this method is that all polynomials with
a degree less or equal to 2n — 1 are integrated exactly by using only n data points. It
can be shown that there exists no numerical integration method which can integrate all
polynomials with degree 2n by using only n data points. The Gaussian quadrature is, for
example, used to approximate improper integrals. Due to its high order of accuracy it is
also applied for other numerical methods, such as the finite element method, to integrate
the occuring interpolation polynomials exactly.

The third described method is the Romberg method. In this method the integral is approxi-
mated by using the trapezoidal rule multiple times with different stepsizes. This results in a
dependence between the approximation and the square of the stepsize. Neville’s algorithm
is now applied to extrapolate the approximation for a vanishing stepsize. It turns out that
the combination of several approximations results in a much better approximation. An
advantage of the Romberg method is that approximations can be added until the desired
accuracy is achieved without rejecting the previous calculations.

Besides these three categories of numerical integration methods, there is also a short
introduction to methods with adaptive stepsizes and the so-called Monte Carlo integration,
which could be used for approximating multiple integrals.
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