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1 Einleitung

» Mathematik ist Musik des Geistes,
Musik ist Mathematik der Seele.“{]

Da mir sowohl die Mathematik als auch die Musik sehr am Herzen liegen, war es mir
wichtig diese zwei Gebiete miteinander zu verkniipfen. Ich selbst spiele Querflote und
habe mich zu Beginn meiner Diplomarbeit mit der geschichtlichen Entwicklung und
dann insbesondere mit der Tonerzeugung dieses Instruments beschéftigt. Des Weiteren
wird in den néchsten Kapiteln genauer auf schwingende Luftsdulen aus physikalischer
und mathematischer Sicht eingegangen. Es werden die Klangfarben verschiedener In-
strumente beleuchtet und genauer das Phanomen der Oberténe betrachtet.

Das groite Kapitel dieser Diplomarbeit nimmt die Fourier - Theorie ein. Diese wird
zunédchst aus theoretischer Sicht erklédrt und spéter werden einige Beispiele vorgestellt.

Im letzten Abschnitt dieser Arbeit wird das Obertonspektrum der Querfléte analysiert.

1.1 Dankesworte

Mein besonderer Dank gilt meinen Eltern, Brigitte und Wilhelm, die mir mein Studium

ermoglicht haben und mir stets bei all meinen Entscheidungen zur Seite stehen.

Dariiber hinaus mochte ich mich bei Herrn ao. Univ.-Prof. Mag. Dr. Peter Raith recht
herzlich bedanken. Nicht nur bei der Erstellung meiner Diplomarbeit, sondern auch

wéahrend meiner ganzen Studienzeit hat er mich bestens unterstiitzt.

'Daniil Charms (1905-1942)



2 Die Querfléte

In diesem Kapitel werden die physikalischen Grundlagen der Tonerzeugung der Quer-

flote naher erlautert.

2.1 Geschichtliche Entwicklung der Querflote

In der Natur kann man oftmals beobachten, dass der Wind Geréusche oder manchmal
sogar Tone erzeugt. Menschen haben diese Erscheinungen schon vor geraumer Zeit
erkannt und mittels diesem Wissen Gegensténde geschaffen, die als Vorreiter unserer
heutigen Instrumente gelten. Es handelte sich hierbei um rohréhnliche Gegenstidnde
bzw. um Hohlkérper, bei denen mit Hilfe eines Luftstromes iiber eine Kante Schall
erzeugt werden konnte] In der Friihzeit stand die Entwicklung der Querflote in Euro-
pa zuerst im Schatten der Blockflote. Es entwickelten sich schon sehr frith zwei quer
gehaltene Typen: einerseits die Querfléte und andererseits eine militidrische Querpfeife.
Nach ca. 1500 entstand die Querflotenfamilie in den drei Gréflen Diskant, Tenor-Alt
und Bass. In frithen Grifftabellen ist zu erkennen, dass die Querfléte nur in bestimm-
ten Tonarten spielbar war und keinen liickenlosen chromatischen Tonumfang besaf.
Schon zu dieser Zeit war es allerdings moglich dem Instrument einen Tonumfang von
bis zu drei Oktaven zu entlocken. Die Familie Hotteterre gestaltete das Holzblasin-
strumentarium um und wéhlte als Grundlage fiir das neue Soloinstrument die Grofie
des Tenors. Diese alte Mittelgrofle wird bis in die Gegenwart fiir den Begriff der Quer-
flote verwendet. Die spéteste Neukonstruktion der Familie Hotteterre war die Flite
traviersiere, wobei immer noch Intonationsprobleme in gewissen Tonarten vorhanden
waren |, Aufgrund der mangelhaften Stimmung der Gabelgriffe versuchte man [...] ein-
zelne schlecht stimmende Tone mittels spezieller Klappen zu erzeugen. ‘[ So enstanden
in der Barockzeit einklapprige Floten und in der Wiener Klassik besalen die Floten
schon vier bis sechs Klappen. Fiir eine Komposition Mozarts wurde eine Flote, die

noch iiber zwei zusétzliche Klappen verfiigte, gebaut. Mit diesem Instrument war es

2vgl. Bork/Meyer 1988, S.27
3vgl. Tremmel 2004, S.186f.
4Tremmel 2004, S.187



moglich die tiefen Tone ¢! und cis! zu erzeugen. Dariiber hinaus wurden die Tonlécher
der Flote vergroflert, damit sich die Fléte auch in einem immer lauter werdenden Or-
chester durchsetzen konnte. Dies fiihrte allerdings zu weiteren Intonationsproblemen
und daher war man um eine Neukonstruktion bemiiht. Theobald Bohm baute eine
konische Ringklappenfiéte mit grolen Tonléchern, die physikalisch korrekt angeordnet
wurden. Im Jahr 1874 stellte er ein weiteres Flotenmodell vor: die Deckelklappen- oder
Zylinderflote, welche aus Metall hergestellt wurde. Diese Querflote hatte eine zylin-
drische Bohrung und nochmals vergroflerte Tonlécher. Der dadurch enstandene neue
Klang wurde nicht in jedem Land sofort positiv aufgenommen. Dennoch hat sich die
'Bohmflste’ in der Gegenwart in den Orchestern etabliert [’

Die folgende Abbildung zeigt eine Querflote der Marke "Muramatsu’ mit offenen Ring-
klappen und H-Fu8.

Abbildung 1: Muramatsu EX IIT RBE

Es steht also fest, dass die heute verwendeten Querfléten immer noch die gleiche
Grundidee aufweisen: Querfléten bestehen (vereinfacht gesagt) aus einem Rohr,
welches als Resonator wirkt, und einer Kante, gegen die der Luftstrahl des Spielers/

der Spielerin gelenkt Wirdﬂ

5vgl. Tremmel 2004,S.187f.
bvgl. Bork/Meyer 1988, S.27



2.2 Tonerzeugung bei der Querflote

Die Querflote gehort zur Instrumentengruppe der Aerophone. Die Tonerzeugung erfolgt

durch den schwingenden Luftstrom und das Flotenrohr wirkt als Resonator [T

Vereinfacht kann man sagen, dass die Tonerzeugung bei der Querfléte auf einer
Wechselwirkung zwischen ,einem schwingenden Luftblatt (zwischen der
Lippenoffnung und der Anblaskante des Mundlochs der Fléte) und den Resonanzen
der im Flotenkorpus vorhandenen Luft Zurﬁckfﬁhren“ﬂ ist. In der folgenden Grafik ist

dies dargestellt:

player's lips air jet goes altemarly

into and out of bore

bore of flute

Abbildung 2: Tonerzeugung Querflstd]

In der Anfangsphase des Flotentones ist der stroumungstechnische Vorgang entschei-
dend. Dieses Phénomen ldsst sich mit den stromungstechnischen Abldufen an Hand
eines Tragfliigels erkldrenH,Wenn seine Kante etwas unsymmetrisch angestromt wird
oder wenn er hinter seiner Kante etwas unsymmetrisch geformt ist, bildet sich bei-
derseits der Kante ein unterschiedlicher Druck aus. Dabei stellt sich - nach Bernoulli
- dort ein hoherer Druck ein, wo die Stromungsgeschwindigkeit geringer ist. Im Fall
des Tragfliigels bewirkt der Druckunterschied eine Bewegung des Fliigels quer zur
Stromungsrichtung. Lafit sich dagegen der angestromte Korper nicht bewegen, dann
tritt vor seiner Kante eine Ausgleichsstromung von der Seite hoheren Druckes zur an-
deren Seite auf. Da sie jedoch keinen stabilen Zustand erreicht, fithren die andauernden

Druckschwankungen zu einer Schallerzeugung“E

“vgl. Gorne 2011, S.51

8Meyer 2008, S.328
9http://newt.phys.unsw.edu.au/jw/fluteacoustics.html
10ygl. Bork/Meyer 1988, S.28

"Bork/Meyer 1988, S.28



Das bedeutet, zwischen der Lippenoffnung und der Anblaskante des Mundlochs der
Querflote pendelt ein Luftblatt hin- und her. Wenn sich der begrenzte Luftstrahl
eines Flotisten/einer Flotistin gegen die Kante der Querflote richtet entsteht ein
stromungstechnischer Ablauf. Die dabei enstandenen Ausgleichsstromungen vor der
Kante haben einen schwingungséhnlichen Zustand, der Luftstrahl kommt dadurch in

eine Pendelbewegung und ein Ton entsteht[?]

,Die eigentliche Stabililsierung des Flotentones erfolgt aber dadurch, dass die Luft-
schwingungen vor der Kante durch die Resonanzen des Flotenkorpus - genauer der im

Korpus eingeschlossenen Luftséule - [...] synchronisiert Werden.“ﬁ

2.2.1 Schwingungen

Bei einer regelméfligen Bewegung spricht man von einer Schwingung. Diese Schwin-
gung verlauft regelméfBig und wellenférmig. Durch Schwingungen wird Schall erzeugt,
den das menschliche Ohr entweder als Ton oder als Klang (Zusammenklang mehre-
rer Téne) wahrnimmt. Bei einer unregelméfigen Bewegung spricht man von einem
GeréuschE ,Unter Schwingungen versteht man den Bewegungsvorgang, in den der
aus der Ruhelage gebrachte Korper [...] oder Punkt gebracht wurde, mit der Tendenz,
wieder in die Ruhelage zuriickzukehren.“ﬁ Der Koérper kommt allerdings nicht sofort in
seine Ausgangslage zuriick. Er erreicht erst nach dem Ausschlagen auf die andere Seite
seinen urspriinglichen Ausgangspunkt. Bei diesem Vorgang bezeichnet man mit dem
Begriff Elongation die Entfernung vom Ausgangspunkt und mit dem Begriff Amplitude
die weiteste Entfernung. Als Periode wird die Schwingungsdauer, das heifit die Zeit,
die fiir eine vollstdndige Schwingung bendétigt wird, bezeichnet. Mit dem Begriff Fre-
quenz wird die sich ergebende Periode pro Sekunde definiert. Die Tonhéhe wird mittels
der Frequenz bestimmt - je hoher der Ton empfunden wird, desto haufiger findet eine
Schwingung in einer bestimmten Zeitperiode statt.m Die Frequenz wird mit der Einheit

Hertz, abgekiirzt H z, angegebenﬂ Sie ist das wichtigste Merkmal der Sinusschwingung

12y01. Meyer 2008, S.328f.
BMeyer 2008, S.329
14ygl. Tremmel 2004, S.12
5 Tremmel 2004, S.12
16vgl. Tremmel 2004, S.12
17ygl. Steppat 2014, S.36



und gibt die Tonhohe an@

Fiir die spétere Fourier-Theorie ist es sehr wichtig, alles {iber Sinus-Schwingungen in
Erfahrung zu bringen. Der Wert fiir die Frequenz f der Schwingung setzt sich aus der
Winkelgeschwindigkeit, die wir mit w bezeichnen, des rotierenden Zeigers zusammen
(siche auch Abbildung ) Wenn man fiir den vollen Winkel 360° £ 27 rad setzt,
dann gilt w = 2% Setzt man fiir die Frequenz f = %, dann erhélt man w = 27 - f.
Wie bereits zuvor erwiahnt ist die Frequenz einer Sinus-Schwingung, die in der Akus-
tik fiir die Tonhohe verantwortlich ist, das wichtigste Merkmal. Ein weiterer wichti-
ger Begriff ist die Amplitude. Diese entspricht dem Betrag des Maximalwertes bzw.
der Zeigerldnge einer Sinus-Schwingung und ist in der Musik verantwortlich fiir die
Lautstéirke.@ Das dritte Merkmal einer Sinus-Schwingung ist der Phasenwinkel ¢, wel-
cher ein Maf fiir die zeitliche Verschiebung dieser Sinus-Schwingung gegeniiber einer
anderen Sinus-Schwingung‘?|ist. Das Ma8 fiir den Phasenwinkel ¢ ist Radiant 1]
Eine harmonische Schwingung entspricht mathematisch einer Sinuskurve mit positiver
und negativer Auslenkung. Das Maximum der Funktion befindet sich bei einem Vier-
tel der Periodendauer und das Minimum bei Dreiviertel ] Dies ist in der folgenden

Abbildung zu sehen:

\Auslenkung (Elongation)

Amplitude

Zejt

Periode (Schwingungsdauer)

Abbildung 3: Sinusschwingung

Bezeichnet man die Periodendauer mit 7" und die Frequenz mit f, so kann man die

18ygl. Karrenberg 2010 ,S.39
9ygl. Karrenberg 2010, S.39fF.
20Karrenberg 2010, S.41

2lygl. Karrenberg 2010, S.41
22ygl. Steppat 2014, S.36



Frequenz direkt mit der Gleichung f = % berechnen.ﬁ

Man erhélt eine Sinuskurve, in dem man ,,die Lénge des Sinus fiir einen stetig
wachsenden Winkel ¢ als Kurve“@ abtrégt. Dies ist in der folgenden Abbildung
dargestellt:

sir 5111

S/

180 3607

Abbildung 4: Sinuskurve?|

Man kann gut erkennen, dass die Sinuskurve von einem rotierenden Vektor ge-
zeichnet ist. Eine um 90° verschobene Sinusschwingung nennt man Cosinusschwingung
cosw = sin(x + 7). Dies kann man in der néchsten Abbildung , die mit Geogebra

erstellt wurde, gut erkennen:

5

f(x) = cos () 1 g(x) = sin (x)

X/ T\ N\

1i(x)= cos (x)

Abbildung 5: Sinus- und Cosinuskurve

In Abbildung erkennt man die Periode der Sinusschwingung im Bereich von 0° bis
360°. Ausgelegt auf den Cosinus, wiirde die Periode den Abschnitt von 90° bis 360°+90°

Z3vgl. Steppat 2014, S.36
2ygl. Barkowsky 1996, S.28
%5ygl. Barkowsky 1996, S.29
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darstellen. Aus der Addition einer Sinusschwingung mit einer Cosinusschwingung er-

gibt sich wieder eine sogenannte harmonische Schwingung@

Definition: Man kann eine harmonische Schwingung als
f(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

definieren, wobei w = 27 - f ist, d.h. Kreisumfang 27 mal der Frequenz f. Eine
Kreisumdrehung bedeutet dabei eine einmalige Sinusschwingung. Eine zweifache Fre-
quenz f entsteht bei einer zweimaligen Umdrehung in der gleichen Zeit, usw. Deshalb
sagt man:ﬂ ,w ist [...] eine Frequenzangabe mit Referenz auf die rotierende Vektordar-
stellung. “@

w wird dabei als Kreisfrequenz bezeichnet.@ Ein Nullphasenwinkel g ist der ,,Punkt
im Schwingungsverlauf, mit dem die Abbildung beginnt:“ﬂ

= arctan —.
®o A

Die Amplitude a wird durch die Koeffizienten A und B durch die Abhéingigkeit

a =/ A? + B? dargestellt.

periodische Schwingungen:

,Periodische Schwingungen sind solche, die sich immer und immer wieder nach einer
bestimmten Periodendauer T auf die gleiche Art wiederholen. Theoretisch — d. h. idea-
lisiert betrachtet - dauern sie deshalb unendlich lange in Vergangenheit, Gegenwart und
Zukunft. Praktisch ist das natiirlich nie der Fall, aber es vereinfacht die Betrachtungs-
Weise.“ﬂ Fiinf wichtige periodische Signale wollen wir hier anfithren: Sinusfunktion,
Dreiecksfunktion, Rechtecksfunktion, Sagezahnfunktion und Nadelimpuls.@

Einige ausgewihlte Beispiele werden wir in den folgenden Kapiteln noch néher betrach-

ten.

26ygl. Barkowsky 1996, S.29
2Tygl. Barkowsky 1996, S.31
28 Barkowsky 1996, S.31
2vgl. Barkowsky 1996, S.31
30Barkowsky 1996, S.31
31Karrenberg 2010, S.34
32ygl. Karrenberg 2010, S.35



2.2.2 Wellen

Schall breitet sich ,,durch Wellen in Form von Druckschwankungen und schwingenden
Auslenkungen der Luftmolekiile‘™| aus. Bei einer Longitudinalwelle stimmt die Rich-
tung, in welche die Teilchen schwingen, mit der Richtung der Ausbreitung der Welle
{iberein. Schallwellen breiten sich in Form solcher Longitudinalwellen ausY| Bei die-
ser Art von Wellen bleiben die Teilchen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung ruhig und
die Bewegung erfolgt nur in Ausbreitungsrichtung. Man spricht auch von einer ebenen
Wellenausbreitung. Die ebene Schallausbreitung findet in Rohren, wie zum Beispiel

dem Resonanzkérper der Querflote, statt ]

2.2.3 Ausbreitung des Schalls

Zuerst wollen wir uns die Frage stellen, wie sich Schall {iberhaupt ausbreiten kann. Wir
wollen uns dazu eine Feder vorstellen, die langsam hin- und her bewegt wird. Die Luft
flieit dabei um diese Feder herum. Wenn man die Feder schnell genug bewegt, so hat
die Luft, welche die Feder umgibt, nicht geniigend Zeit fiir den Umstromungsvorgang
und deshalb wird die angrenzende Luftschicht zusammengepresst. Dies fithrt zu einer
Steigerung des Drucks und daraus folgt eine Komprimierung der benachbarten Luft-
schicht. An dieser Stelle nimmt der Druck zu. Dieser Prozess ist fortlaufend. Das heifit
es breitet sich bei schneller Bewegung der Feder eine Druckwelle ausﬁ]

Schallwellen breiten sich daher in jedem Gas, wie eben zum Beispiel in Luft, als
Longitudinalwellen aus. Daher entsteht Schall in einem Gas durch schwingende Be-

wegungen /| Grundsitzlich unterscheidet man drei Typen von Schallquellenf*]
a) eindimensionale: Stédbe und Saiten, die zum Schwingen gebracht werden
b) zweidimensionale: schwingende Platten und Membrane

c¢) dreidimensionale: schwingende Luftsdulen

33Steppat 2014, S.42

34ygl. Reuter/Auhagen 2014, S. 325
35Steppat 2014, S.44f.

36ygl. Gabath 2003, S.3 [Online]
3Tygl. Gabath 2003, S.3 [Online]
38ygl. Gabath 2003, S.3 [Online]



Wir interessieren uns vor allem fiir die schwingenden Luftsdulen und werden néheres

dazu in Kapitel 3 erldutern.

Uberlagerung von Wellen:

Wir betrachten das fiir Wellen geltende Uberlagerungsprinzip an Hand der Wellen-
ausbreitung an der Wasseroberflache, da fiir die Schallausbreitungen in der Luft die
selben Erkenntnisse gelten. Beim Werfen zweier Steine auf die Wasseroberfliche kann
man erkennen, dass von den zwei Eintauchstellen der Steine Wellen entstehen. Als
Wellenberg wird dabei die Ausbreitung der Wellen in positiver Richtung bezeichnet
und als Wellental das Ausschlagen der Welle in negativer Richtung. Eine Uberlagerung
entsteht, wenn sich zwei Wellenberge treffen’] Die dabei entstehende Amplitude ist
dabei ,die Summe der beiden Amplituden der sich begegnenden Wellen.“@ Falls die
beiden Wellen gleich grofle Amplituden besitzen, so wird die resultierende Amplitu-
de verdoppelt. Falls allerdings ein Wellental auf einen Wellenberg (mit gleich grofien
Amplituden) trifft, so 16schen sie einander aus. Schwingungen, die von einer Wand wie-
der zuriickprallen nennt man kohérente Schwingungen, das heifit sie stehen in einem
Zusammenhang. Bei solchen Schwingungen ist die Phasenlage entscheidend, ob es bei
den hin- und zuriicklaufenden Wellen zu einer Uberlagerung oder zu einer Ausldschung
kommt. Eine vollstdndige Ausloschung entsteht, wenn die Phase um 180 Grad verscho-
ben ist. Wenn die Phasenlage und die Amplitude gleich grof sind, dann werden die
Amplituden verdoppelt [11]

Es ergeben sich zwei Sonderfille, die sogenannte konstruktive und destruktive Inter-
ferenz. Wenn die Wellenberge und Wellentéler zweier Wellen mit gleicher Wellenléinge
aufeinander liegen spricht man von konstruktiver Interferenz. Die Welle, die durch diese
Uberlagerung entsteht, ist wiederum eine harmonische Welle mit gleicher Wellenliinge,
allerdings groBerer Amplitude wie die einzelnen Wellen vor der Uberlagerung. Eine
destruktive Interferenz wird erreicht, wenn zwei Wellen einen Unterschied von einer
halben Wellenldnge aufweisen. Dabei iiberlagern sich Wellentéler der einen Welle mit
Wellenbergen der anderen und es entsteht wieder eine harmonische Welle, die die glei-

che Wellenldnge wie ihre Einzelwellen aufweist. Bei der destruktiven Interferenz hat

39yvgl. Steppat 2014, S.46
40 Steppat 2014, S.46
4lygl. Steppat 2014, S.46

10



die daraus resultierende Welle eine kleinere Amplitude als die groflere der beiden sich
iiberlagernden Wellen@
In Abbildung @ ist die konstruktive Interferenz dargestellt. Man kann erkennen, dass

die Auslenkung der enstandenen Welle verstérkt wurde.

i
konstruktive Interferenz - Verstarkung der Auslenkung

Abbildung 6: konstruktive Interferenﬂ

In Abbildung ist die destruktive Interferenz, d.h. eine Verminderung der Auslen-
kung der resultierenden Welle zu sehen. Die beiden Wellen, die in blau dargestellt sind,
unterscheiden sich dabei um eine halbe Wellenlénge.

s destruktive Interferenz - Verminderung der Auslenkungen

Abbildung 7: destruktive Interferenz@

Schwebungen in der Musik:

Diese Erkenntnisse lassen sich auch auf die Musik iibertragen:

Schwebungen in der Musik entstehen, wenn sich Schwingungen iiberlagern, deren Fre-

42ygl. Gabath 2003, S.10f. [Online]
43ygl. Gabath 2003, S.11 [Online]
44ygl. Gabath 2003, S.11 [Online]
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quenzen sich nur sehr gering voneinander unterscheiden. Wenn der Frequenzunter-
schied zweier Schwingungen beispielsweise ein Hertz betrégtﬁ dann entsteht ,,durch
Uberlagerung und Ausléschung eine periodische Lautstirkeschwankung mit einer Schwe-
bungsfrequenz von einem Hertz. Somit entspricht die Schwebungsfrequenz immer der
Differenz der beiden Frequenzen.“@ Schwebungen werden bis circa acht Hertz als
Lautstérkeschwankungen empfunden. Alle Schwebungen iiber acht Hertz werden als
Rauhigkeit wahrgenommen. Ausgelegt auf das Stimmen von Musikinstrumenten ist
die horbare Schwebung eine wichtige Hilfe. So wird zum Beispiel beim Stimmen eines
Klaviers als erstes der Ton a! mit zu Hilfenahme einer Stimmgabel auf 440 Hertz ge-
bracht. Der Ton der Stimmgabel dient als Vergleichston. Eine Schwebung ist dann
horbar, wenn sich die Frequenz der zu stimmenden Klaviersaite von dem Vergleich-
ston der Stimmgabel geringfiigig unterscheidet. Je schneller die Schwebung, desto
mehr distanziert sich der Ton vom Vergleichston der Stimmgabel. Je mehr man sich
dem Vergleichston annédhert, desto langsamer wird die Schwebung und bei kompletter
Ubereinstimmung verschwindet die Schwebung zur Géinze

Weiters wollen wir uns nun die Frage stellen, wie man zwei gleichzeitig erklingende
Tone unterscheiden kann. Wann nimmt also unser Gehor zwei Tone mit unterschied-
licher Frequenz auch als verschiedene Téne wahr? Mathematisch ausgedriickt miissen

wir folgende Gleichung betrachten:

sin(2m f1t) + sin(27 fot) = 2 - cos (27, fi ; f2 -t) - sin <27r- fi -2F f2 ~t)

Der Bruch ’012;’[2 ist dabei der langsam oszillierende Term. Aus physikalischer Sicht wird
dies als Schwebung bezeichnet [F]

Spielt man beispielsweise ein a’ mit einer Frequenz von 440 Hz und dann einen Ton,
der eine um weniger als 10 H z hohere oder tiefere Frequenz hat, so nimmt das mensch-
liche Gehor diesen Unterschied als Schwebung wahr. Bei einem Unterschied um mehr
als 30 Hz horen wir zwei verschiedene T6éne und bei einem Frequenzunterschied im

Mittelbereich ist eine Reibung bzw. ein Flattern horbar[”)

45ygl. Steppat 2014, S.47
46Steppat 2014, S.47

47ygl. Steppat 2014, S.46f.
48ygl.Kemp 2010, S.8 [Online]
49vgl. Kemp 2010, S.8 [Online]
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3 schwingende Luftsidulen

Angenommen wir haben ein zylindrisch gebohrtes Rohr, welches am linken Ufer (z = 0)
verschlossen sei. Dieses Rohr habe den Querschnitt ¢ in em?. Ein Abschnitt dieses
Rohres habe die Liange [ in ¢m und sei durch das Intervall 0 <z <[ darstellbar. In
diesem Rohr befindet sich Luft mit Masse m in g. Mit py in dyn/cm? wird der Druck
dieses Gases bezeichnet und mit V; in em?® das dazugehorende Volumen. Die Dichte
po ist gegeben durch die Formel py = %m Die Abbildung stellt das zylindrisch
gebohrte Rohr dar. Der Querschnitt an der Stelle [ sei verschiebbar.

I+a

Abbildung 8: zylindrisch gebohrtes Rohr

Wenn an dieser Stelle nun eine Kraft k wirkt, dann verschiebt sich [ ein bisschen nach
rechts. Wir wollen diese Stelle mit [ + a bezeichnen. Dies hat eine Verdnderung des
Volumens im Rohr um den Wert AV = a - ¢ zur Folge. Das urspriingliche Volumen
Vo nimmt also zu und das enstandene Volumen V' ist gegeben mit V' =V + AV. Der
vorhandene Druck py im Rohr nimmt ebenfalls zu und so ergibt sich

p = po + Ap. Angenommen diese zuvor beschriebene Zustandsénderung geht langsam

und somit isotherm von statten, dann gilt’]]
p-V=po- Vo

Diese Gleichung wird als Boyle - Mariotte’sches Gesetz bezeichnet und wurde nach

Robert Boyle und Edme Mariotte benannt. Folglich gilt die Beziehung
(po+Ap)- (Vo+AV)=p-V =py-Vj
po-Vo+Ap-Vo+ AV -po+ Ap- AV =po- Vg

50Reimer 2011, S.84
5lygl. Reimer 2011, S.84
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und daraus folgt wenn wir pg - V) von beiden Seiten der Gleichung abziehen
po- AV +Vy-Ap+ Ap- AV = 0.

Im néchsten Schritt dividieren wir die Gleichung durch Vj und erhalten daheﬁ
AV -py  Ap- AV
=0
N T

Das Glied Ap"/—OAV zweiter Ordnung verschwindet fiir AV — 0 und wird daher im weite-

Ap +

ren Verlauf Vernachléssigt Nun fithren wir eine weitere Aquivalenzumformung durch

und bekommen

Durch diese Druckénderung wirkt auf der linken Seite des zylindrisch gebohrten Rohres
die Kraft ¢- Ap. Diese am linken Ufer wirkende Kraft und die Kraft k£ am rechten Ufer
ergeben gemeinsam Null, d.h. sie stehen miteinander im Gleichgewicht. Deshalb erhélt

man die Gleichung/|

Po AV Do AV
k’ = — . A = — . ( — — . —

q-2p q A q A

B AV a-q a

=4q-Po VO—CI Po 'q—poq I

Wenn man jetzt € als € := py definiert erhalten wir fiir die Kraft k{|

a
k=e¢-q-—
€ a7

Diese Gleichung wird als Hook’sches Gesetz fiir Gase bezeichnet ['¥]

Die Auslenkungsfunktion sei gegeben mit u(z,t) und ¢ definieren wir als

. Do
ci=4/—.
Po

Daraus ergibt sich auch beim zylindrisch gebohrten Rohr die Wellengleichung
Uy — Clpy = 0.

Dies ist eine partielle Differentialgleichung, welche sowohl bei offenen als auch bei
geschlossenen Enden eines Rohres giiltig ist und immer nur das lokale Verhalten der

Luft ausdriickt ]

2ygl. Reimer 2011, S.84f.
53yvgl. Reimer 2011, S.85
4ygl. Reimer 2011, S.85
5vgl. Reimer 2011, S.85
6ygl. Reimer 2011, S.85
5Tygl. Reimer 2011, S.85f.
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3.1 Pfeifen

Man spricht von einer Pfeife, wenn ,die im Rohr befindliche Luftsdule auf irgendeine
Weise in Schwingungen angeregt“ﬁ wird. Eine Pfeife ist an ihren Enden entweder offen

oder geschlossen. Daher gibt es zwei Typen von Pfeifenﬂ

Typ 1: offen - geschlossen
Typ 2: offen - offen

3.1.1 geschlossene Pfeifen

Man nennt eine Pfeife geschlossen, wenn entweder das linke oder das rechte Ende offen
ist. Eine geschlossene Pfeife entspricht zum Beispiel dem Modell einer Klarinette, einer
Oboe, eines Saxophones oder eines Fagotts, wenn man sich am geschlossenen Ende
der Pfeife ein Mundstiick vorstellt. Durch ein Rohrblatt wie bei der Klarinette und
dem Saxophon bzw. durch ein Doppelrohrblatt bei der Oboe und dem Fagott wird die
Luft im Rohr in Schwingungen versetzt und durch diese schwingende Luftsédule werden
Tone erzeugt. Mathematisch wichtig ist, dass die Schwingungen geschlossener Pfeifen
die Wellengleichung erfiillen. Bei einer geschlossenen Pfeife findet am Ende des Roh-
res keine Bewegung der Luft in Léngsrichtung statt und dort entsteht ein sogenannter
Schwingungsknoten. Am offenen Ende entstehen jedoch keine Druckunterschiede, wes-
wegen wir in die Gleichung k(z,t) = € - q - u,(x,t) k(l,t) = 0 setzen. Daraus ergibt
sich, dass auch u,(l,t) = 0 ist. Dadurch entsteht also ein Schwingungsbauch mit den
Randbedingungen «(0,¢) = 0 und u,(l,t) = 0. Damit die Losungen u(x,t) der Wel-
lengleichung auch die zweite Randbedingung erfiillen, wird folgender Produktansatz

verwendet’’]
u(z,t) = f(x) - g(t).

Damit die Wellengleichung erfiillt werden kann, miissen die Funktionen f(z) und

g(t) mit der Konstanten ~ folgende Differentialgleichungen mit den Randbedingun-

58Reimer 2011, S.86
vgl. Reimer 2011, S.86
60yvgl. Reimer 2011, S.86f.
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gen f(0) =0 und f'(I) = 0 erfiillen{’]

f'(@) = =7 f(z) und ¢"(t) = —7*c* - g(1)

Sowohl die erste Differentialgleichung als auch die erste Randbedingung werden durch

die Funktion
f(x) = sin(yz)

gelost. Weiters bilden wir die erste Ableitung f’(z) der Funktion f(z) und erhalten
somit f'(x) = = - cos(yx), die dann auch die zweite Randbedingung fiir folgende =
erfiillt:

2% — 1
7= -gﬁirkel,Q,?),....

Wir erhalten daher folgende Grundlésungen fiir £ =1,2,3, .. H

k—3) k— 1. L 1y.
U(ﬂf,t)z(ak-cosw-t%—bk-sinc(#-t).sin—( 2) T

Wenn wir diese Losungen etwas umformen ergibt sich

T

2k—1)- 2k—1) - 2k —1)-
u(x,t) = (ak 'COS% t‘i‘bk 'Sin% t) 'Siﬂ%
Bei diesen Grundlosungen ugy_1(z,t) handelt es sich um Losungen zur doppelten Sai-
tenldnge 2[. Diese sind gegeben mit den Frequenzenﬂ

c

1 (2]{3—1):>V2]€_1:(2]€—1)'V1 fllI'k’:l,2,3,

Vop—1 =

Diese Grundlésungen sind fiir das Intervall 0 < o < [ definiert und die ersten fiinf
Schwingungen sind in Abbildung @D dargestellt. In dieser Grafik sieht man die Funktion
uk(x,0) mit k& = 1,3,5. Im Unterschied zur Naturton-Reihe treten jetzt nur mehr
Obertone ungerader Ordnung auf, das heifit die Frequenzen bilden das Verhéltnis
1:3:5:7:... und die Reihenfolge der Obertone lautet daher Duodezime, Sext,. . @
Der tiefste Ton ist das u;. Alle anderen (hoheren) Téne entstehen durch das Offnen

von Griflochern bzw. Klappen. Damit wird erreicht, dass die Rohrlénge verkiirzt wird

6lyvgl. Reimer 2011, S.87
62ygl. Reimer 2011, S.87
63ygl. Reimer 2011, S.88
64ygl. Reimer 2011,S.88f.
65Reimer 2011, S.88
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Abbildung 9: ersten 5 Schwingungen®|

und dadurch erténen die néchst héheren Tb’neﬁ »In einem gewissen Sinn bedeutet das
nur, dafl die Rohrlénge verkiirzt wird, diese Tone also ihrerseits wieder als tiefste Téne
angesehen werden konnen. 7] Alle anderen Tone haben klarerweise ebenfalls Obertone,
welche auch das Verhéltnis 1 : 3 : 5 : ... haben. ,Jeder Ton des Instruments hat also
eine Klangfarbe, die durch den Griff, den Ansatz und das Material bestimmt wird, aus
dem das Rohr als Resonanzkorper gefertigt Wird.“@

Wir wollen im Folgenden nur den tiefsten Ton u; und die dazugehorigen Obertone

genauer betrachten. Wir betrachten daher nochmal die Formel

c

1= 2k —1).
Vok—1 A ( )

Setzen wir nun k£ = 1, dann erhalten wir

C
V= —.

4l

Die Konstante ¢ sei nun definiert durch c := , /’p’—g und somit ergibt sich als Formel fiir
die geschlossene Pfeife:@

L, L r
A po

66ygl. Reimer 2011, S.89
67Reimer 2011, S.89
68Reimer 2011, S.89
69vgl. Reimer 2011, S.89
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Die Normaltemperatur des Rohres ist vorgegeben durch
po =1,0133 bar =1,0133-10° cm™'g sec™
po = 0,001293 em™3 ¢

Daher ist die Frequenz bei einer geschlossenen Pfeife nur von der Lénge des Rohres

abhingig. Man erhélt die Lénge durch umformen der vorherigen Formel:m

o L [po
4, Po

3.1.2 offene Pfeifen

n

Abbildung 10: offene Pfeifelm

Bei der Querflote handelt es sich um eine offene Pfeife. An dem einen Ende, beim
Kopfstiick, wird die Luft des Spielers/der Spielerin iiber das Mundloch der Querflote
angeblasen und ein Luftstrom wird durch das Instrument geschickt. Dadurch wer-
den Langsschwingungen, sogenannte Longitudinalschwingungen, erzeugtm Am ande-
ren Ende, beim Fuflstiick der Querflote, kann diese Luft wiederum entweichen. An den
Rohrenden entsteht bei einer offenen Pfeife ein Schwingungsbauch. Die Anfangsbedin-
gungen u,(0,t) = 0 und wu,(l,t) = 0 sind zu jedem Zeitpunkt erfiillt. Wenn wir den Pro-
duktansatz ausfithren kommen wir auf folgende Bedingungen: f’(0) = 0 und f'(I) = 0.
Die Differentialgleichung f”(x) = —~%- f(z) erfiillt die zuvor angefiihrten Randbedin-
gungen und hat die Losungen f(z) = cosyz mit v = £ fiir k € {1,2,3,...}. Dies ergibt
die Eigenschwingung u(z, t) = Ay,-cos %= (t — ¢y)-cos X z. Diese unterscheidet sich von
der Eigenschwingung einer schwingenden Seite nur durch den ortsabhéngigen Faktor
cos kT’Ta; Die Frequenzen umfassen die volle harmonische Naturton-Reihe und stehen in
den Verhéltnissen 1:2:3:...,. Die Formel von Mersenne ist von der Gestalt v, = g,
wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit ist (¢ = 331 m/s)[7]

"Ovgl. Reimer 2011, S.89f.
"http://newt.phys.unsw.edu.au/jw/fluteacoustics.html
"2yvgl. Reimer 2011, S.93f.
"3vgl. Reimer 2011, S.94f.
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In der nachfolgenden Grafik sieht man die Schwingungsbéauche offener und geschlosse-

ner Pfeifen:

Geschlossene Pfeife : offene Pfeife :
T 1
l
-~ 8 N =54 41 42
I= %2 3 n=1 2 3
n= 171 3

Abbildung 11: Schwingungsbauch]

3.1.3 Beispiel: die Querflote

Das ¢! ist der tiefste Ton einer Querflste mit C-Fufl. Dies bedeutet, dass alle Klap-

pen geschlossen sind und die Griffiocher abgedeckt sind. Dieser Ton hat die Frequenz

v = g - 435 Hz = 261 Hz in reiner Stimmung. Fiir die Rohrlénge [ berechnen wir
daher | = T = % m ~ 0,6341 m. Unser Instrument ist also ungefdhr 63 cm lang -

dies stimmt gut mit der Wirklichkeit ﬁbereinﬁ

Es ist allerdings zu beachten, dass kein Blasinstrument vollkommen als offene oder ge-
schlossene Pfeife betrachtet werden kann. Am Beispiel der Querfléte kann man dies gut
erlautern: dieses Instrument hat beim Kopfstiick kein ganz offenes Ende. Der Luftstrom
des Rohres wird zuerst zum Stimmkorken am Ende des Flotenkopfstiickes geleitet, be-
vor er das Blasloch erreicht. Der Luftstrom des Rohres wird dadurch also gehemmt.
Auflerdem bedeutet dies, dass die Obertone gerader Ordnung nicht so stark ausgepragt

sind (bei einer geschlossenen Pfeife entfallen diese zur Génze)[|

Thttps://www.physikerboard.de/topic,12502,-orgelpfeifen.html
"vgl. Reimer 2011, S.95
"6ygl. Reimer 2011, S.95
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3.2 Sinuswellen in der Musik - Saiteninstrumente

Wie schon in vorherigen Kapiteln erwidhnt verbindet man Schwingungen immer au-
tomatisch mit Sinusfunktionen bzw. Cosinus- und Tangensfunktionen.m Ausgelegt auf
die Musik bedeutet dies, dass sich Schallwellen durch Sinusfunktionen darstellen lassen.
Wir betrachten im Folgenden den Grundton als einen reinen Sinuston. Wenn wir die
Wellenlénge dieses Tones halbieren, so bedeutet dies eine Verdoppelung der Frequenz.
Der Kammerton a! hat eine Frequenz von 440 H z. Dies bedeutet, dass beispielsweise die
A-Seite einer Violine 440-mal pro Sekunde zum Schwingen gebracht wird. Diesen Kam-
merton wollen wir in der nichsten Abbildung mit Hilfe der Funktion f(z) = sin(2x)

darstellen [

Y ALY LY N

Abbildung 12: f(x)=sin(2x)

Die Funktion f(z) = sin(4z) beschreibt den Ton, der um eine Oktave hoher ist. Dies
entspricht beispielsweise dem gespielten A auf der E-Saite einer Violinem Diese Funk-
tion ist in Abbildung dargestellt. Man erkennt, dass sich die Frequenz verglichen
mit der Funktion in Abbildung verdoppelt hat. Die Schwingung dargestellt durch
die Funktion f(x) = sin(3xz) liegt zwischen den anderen beiden zuvor vorgestellten
Schwingungen und stellt die Quinte auf A, der Ton der E-Saite, dar@ Eine einfache
Sinusfunktion f(x) = sin(z) stellt das Anzupfen der A-Saite eines Cellos dar. Das tiefe
E des Cellos wird durch die Funktion f(z) = sin(3z) in Abbildung dargestellt und
die Schwingung der Funktion f(z) = sin(3z) in Abbildung ist das tiefe A, welches

nur auf einem Kontrabass spielbar ist ]

"Tyvgl. Haftendorn 2016: S.157
"8vgl. Haftendorn 2016: S.159
™ygl. Haftendorn 2016: S. 159f.
80ygl. Haftendorn 2016: S.195
8lygl. Haftendorn 2016: S.160
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Abbildung 13: f(x)=sin(4x)

ANVANNARANYA N
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"
o

Abbildung 14: f(x)=sin(3x)

Abbildung 15: f(x)=sin(0.75x)

An diesen Beispielen und an Hand der Funktionsgraphen kann man sehr gut erkennen,
dass die Tonhéhe von der Frequenz abhéngig ist - sie stehen in einem direkt propor-

tionalen Verhéltnis: je tiefer der Ton, desto niedriger ist die Frequenz und vice versa.

21



Abbildung 16: f(x)=sin(0.5x)

3.2.1 Blasinstrumente - am Beispiel der QuerflGte

Angenommen wir haben eine Querflote mit C-Fuf8 und wollen nun die Frequenz des
tiefsten Tomes, also des ¢! berechnen. Unsere Querflote hat eine Linge [ mit [ =
0,6341 m. Dann wird A berechnet als A = 2 -1 = 2-0,6431 = 1,2682 m. Da die
Schallgeschwindigkeit mit ¢ = 330 % angegeben wird, berechnet sich die Frequenz f

durch f = 5 = 17?;%%2 = 260,21 Hz. Der Ton c! hat also eine Frequenz von circa 260 Hz

auf unserer angenommenen Querflote 7]

3.3 Partialtone

In der Realitét der Tonerzeugung tritt eine Schwingung nie ganz alleine auf{g_gl ,Der Ton
als Ergebnis einfacher sinusférmiger Schwingungen kann nur im Tongenerator erzeugt
werden.‘®Y Zu einer vorhandenen Grundschwingung treten immer auch mehrere andere
Schwingungen jeweils mit hoherer Frequenz auf. Da diese musikalisch hoher klingen
nennt man sie Obertone. Deshalb ist jeder musikalische Ton genau genommen ein
Klang, weil immer mehrere Schwingungen anzutreffen sind’| Aus diesem Grund ist
in der musikalischen Praxis und auch in der Natur der Sinuston kaum existent. Zum
Grundton, auch Grundschwingung genannt, kommen weitere periodische Schwingungen

hinzu, welche ganzzahlige Vielfache des Grundtones sind % Das heit, jeder Ton der

82ygl. Haftendorn 2016, S.161
83vgl. Kloss 2004, S.16
84Ziegenriicker 2012, S.11
85vgl. Kloss 2004, S.16

86ygl. Ziegenriicker 2012, S.11
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erklingt wird von anderen Ténen mit einer zwei-, drei-, vier-, fiinffachen Frequenz
USW. begleitetﬂ Diese Schwingungen heiflen Partialtone, harmonische Oberténe oder
Teilténeﬁ Diese Tone sind fiir unser Harmonieverstindnis grundlegend und werden
daher auch als die Harmonischen bezeichnet. Der Begriff der Partialtone/Teiltone wird
verwendet um zu verdeutlichen, dass jeder Ton, den Grundton inklusive, nur einen Teil
des Ganzen darstellt ] In der folgenden Grafik ist die Obertonreihe fiir den Grundton
C dargestellt:

boPo o @

o |
S— T - “__ﬂ_.,ﬁ?ﬁ_n :
Yoo " 4 oo -
'- € Q :
L5 ] - e - -
I 2 3 4 5 2] 7T B 9 4] 11 12 13 14 15 16
{2 Telton = |, Oberton u=w )

Abbildung 17: Obertonreihe fiir den Grundton C [*

Es sei angemerkt, dass der 7., 11., 13. und 14. Partialton nicht genau mit der reinen
Skala iibereinstimmen und deshalb in der Abbildung gekennzeichnet sind.@
Diese Té6ne sind etwas tiefer als notiert[”?]

3.3.1 die harmonische Naturton-Reihe

Die harmonische Naturton-Reihe (mathematisch korrekt: Naturton-Folge) wird von
einem Grundton u;(z,t) und den zeitgleich erklingenden Obertonen wuy(x,t) fir

k=1,2,3,... mit den Frequenzen
vp="k- v, firk=1,23,...

gebildet. Hochstwahrscheinlich war diese schon Aritoxenos, aber sicher jedoch Mersen-

ne, bekannt. Die Tonhohen dieser Naturton-Reihe verhalten sich also im Verhéltnis

1:2:3:4:5:6:...,

87ygl. Kloss 2004, S.16

88vgl. Ziegenriicker 2012, S.11

89vgl. Kloss 2004, S.16
9Ohttp://gehoerbildung-musiktheorie.de/musiktheorie/obertonreihe/
9lyvgl. Kloss 2004, S.16

92ygl. Ziegenriicker 2012, S.12
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also so wie ihre Ordnungen &[]
Musikalisch gesehen entspricht dies folgender Reihenfolge: Oktave, Quinte, Quarte,
Terz, kleine Terz. All diese Intervalle werden von unserem Gehor als konsonant, dh. als

wohlklingend empfunden ]

3.3.2 Zusammenhang zwischen Wellengleichung und Klang

Die Wellengleichung ist mathematisch gesehen eine lineare Funktion und somit ,ist

jede endliche und jede (konvergente) unendliche Summe von Grundlésungen

u(z,t) = Z ug(x,t)

wieder eine Losung der Wellengleichung, sie stellt also wieder eine mogliche Saiten-
Schwingung dar, kurz einen "Ton’.“"”| Wenn sich mehrere Grund- und Oberténe iiberlagern,
nennt man dies in der Musik einen Klang. Diese Bezeichnung wird auch verwendet,
wenn beispielsweise mehrere verschiedene Saiten zum Schwingen gebracht werden, da
dadurch auch eine Uberlagerung einzelner Tone stattfindet. Mathematisch kann ein
Klang durch folgende Gleichung beschrieben werden{"|

u(z,t) = i (ak - cos <27wk . t) + by, - sin <27r1/k . t)) - sin (kTW . x)

k=1

Jeder Klang ist durch eine bestimmte Klangfarbe gekennzeichnet, welche durch die
sogenannten Fourier-Koeffizienten aq,as,as, ... und by, by, b, ... gekennzeichnet ist.
Diesen Fourier-Koeffizienten werden wiederum die Frequenzen vy, vy, 13, . . . zugewiesen.
Ausgelegt auf das Beispiel einer schwingenden Saite konnen die Fourier-Koeffizienten

aus den Anfangswerten
A(z) = u(x,0) und B(z) := u(z,0)

berechnet werden [7]
Dies bedeutet, dass der Anfangswert A(x) dazu dient, die Form der schwingenden

Saite zum Zeitpunkt ¢ = 0 zu beschreiben. Es gilt somit

[e.e]

Ax) = ;aksin (kTW . a:)

93yvgl. Reimer 2011, S.72
94ygl. Reimer 2011, S.72
9 Reimer 2011, S.73
96ygl. Reimer 2011, S.73
97vgl. Reimer 2011, S.73f.
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Die Werte ay, ag,as, ... konnen dann mit Hilfe der Fourier-Theorie (siehe Kapitel 4)
aus der Funktion A(z) berechnet werden ™

Die Anfangsgeschwindigkeit fiir die Punkte = der schwingenden Saite zum Zeitpunkt
t = 0 wird von der Funktion B(z) dargestellt. Die Werte by, bo, b3, . . . ergeben sich dann
auf analoge Weise aus der Funktion B(xz)["

Die Amplituden und Phasen eines Klanges werden von beiden Folgen, d.h. von den Wer-
ten ay,as,as,... und by, by, bs, ..., zusammen vorgegeben. Dies bedeutet jeder Klang
und die dazugehorige subjektive Wahrnehmung der Klangfarbe werden nur von den
Anfangswerten bestimmt. Diese Anfangswerte werden bei Streichinstrumenten wie-

derum durch die Art der Energiezufuhr (zum Beispiel: streichen, zupfen, anschlagen)

festgelegt [0

3.4 Klangfarben verschiedener Instrumente

In diesem Kapitel versuchen wir die Frage genauer zu beantworten, warum ein gespiel-
ter Ton auf verschiedenen Instrumenten (bei gleicher Tonhohe) anders klingt. Wenn
also ein Cello ein A auf der untersten und zugleich diinnsten Saite spielt, dann klingt es
anders als wenn beispielsweise ein Klavier, eine Posaune, ein Fagott, etc. das gleiche A
in Tenorlage erklingen lésst. Der Unterschied ist die Klangfarbe! Beim Spielen eines
Tones erklingt eben nicht nur der Grundton, sondern es schwingen auch viele Oberténe
mit, die dem jeweiligen Instrument seinen charakteristischen Klang geben []]

Die Klangfarbe eines Instruments wird im Wesentlichen durch das Auftreten der Oberténe
bestimmt. Ihre Anzahl, Stdrke und ihr Verhéltnis sind dabei ausschlaggebend. Die un-
terschiedlichen Klangfarben lassen sich gut durch ihre Schwingungsbilder veranschau-
lichen. Die Blockflote ist obertonarm und entspricht daher am ehesten dem Bild der
Sinuskurve.m Eine Violine ist sehr obertonreich und ihr Klangbild ergibt sich durch
,die Addition vieler, gleichmiBig schwicher werdender Oberténe. ™| Die Klangfarbe
entspricht daher dem Bild einer Ségezahnkurve. Ein anndhernd rechteckiges Schwin-

gungsbild tritt bei der Klarinette auf, da die Klangfarbe durch ungeradzahlige Obertone

98vgl. Reimer 2011, S.74
99vgl. Reimer 2011, S.74
100ygl. Reimer 2011, S.74
101yo], Haftendorn 2016: S.251
102yg]. Kloss 2004, S.16
103K]oss 2004, S.16
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entsteht. Diese Beispiele zeigen, dass das Obertonbild der Instrumente im Allgemeinen
nicht regelméflig verlduft, sondern manche Obertone viel stéirker ausgepragt sind als
andereF(_ﬁ"l Im Prinzip sind die Obertone bei allen Instrumenten gleich, ,,aber sie gehen
mit verschiedener Amplitude (Schwingungsauslenkung, Lautstéirke) in die Summe all
dieser Schwingungen ein. "%

Zur Verdeutlichung betrachten wir zwei gleich hohe Tone, die jedoch ein verschiedenes
Obertonspektrum haben. Wir betrachten als erstes die Funktion f(t) = 10-sin(t) +5 -
sin(2t) + 3 - sin(3t) + 4 - sin(4t) + 6 - sin(5¢) + 8 - sin(6¢). In der néchsten Abbildung ist
die Funktion ¢(¢) = 10-sin(t) —5-sin(2t) — 3 -sin(3t) + 1 -sin(4t) + 5 sin(5t) 4 2 - sin(6¢)

il
U

Abbildung 18: Funktion f(t)
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Abbildung 19: Funktion g(t)

Wie man in den Abbildungen gut durch die orangen Punkte erkennen kann, haben die

104ye]. Kloss 2004, S.16
105Haftendorn 2016, S.252
106y0], Haftendorn 2016, S.252
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beiden Funktionen die gleiche Frequenz und somit die gleiche Tonhohe, aber ein un-
terschiedliches Obertonspektrum. Mit Hilfe elektronischer Methoden ist es heutzutage
moglich die Obertonspektren ’echter’ Instrumente sichtbar zu machen. Das wichtigste
Hilfsmittel ist dabei die Fourier-Analyse["]

Dies werden wir aus mathematischer Sicht in den kommenden Kapiteln ndher erldutern.

3.5 Obertone und Schwebungen

Wir erinnern uns, dass eine Schwebung entsteht, wenn zwei Tone dhnlicher Frequenz
gemeinsam zum Erklingen gebracht werden['"5| Wenn wir uns jetzt vorstellen zwei ver-
schiedene Tone auf einem Instrument gleichzeitig zu spielen, so werden auch durch die
Obertone des Zweiklangs Schwebungen hervorgerufen. Spielt man zum ersten Ton die
passende Quinte dazu, so steht diese zum Grundton im Verhéltnis 3:2. Ist das Verhéltnis
des zweiten Tones zum CGrundton v/2 : 1, so entsteht ein Tritonus (drei ganze Tone). Es
treten umso mehr Schwebungen in der Musik auf, je komplizierter das Verhéltnis des
zweiten Tones zum Grundton ist. Folglich gilt: je kleiner das Frequenzverhéltnis der
erklingenden Zweitone ist, desto "besser” klingen sie. Kleine Frequenzverhéltnisse sind
zum Beispiel: Quinte (3:2), Quarte (4:3), groe Terz (5:4), kleine Terz (6:5), etc. Beim
Bilden einer Tonleiter sollten daher die gut klingenden Zweitone moglichst vorkom-
men. Eine Oktave entsteht durch Verdoppelung der Frequenz und muss exakt gebildet
werden [

107ygl]. Haftendorn 2016, S.252
108ygl. Kemp 2010, S.22 [Online]
109y¢]. Kemp 2010, S.23f. [Online]
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4 Fourier - Theorie

L1l résulte de tout ce qui a été démontré dans cette section, concernant le dévelloppement
[sic] des fonctions en séries trigonométriques que si I’on suppose une function f(x), dont
la valeur est répresentée dans un intervalle déterminé depuis x = 0 jusqu’a x = z, par
I'ordonné d’une ligne courbe tracée arbitrairement, on pourra toujours dévellopper [sic]
une fonction en une série qui ne contiendra que les sinus ou les cosinus, ou les sinus et

les cosinus d’arcs multiples ...“m

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830)

4.1 Lebenslauf Jean Baptiste Joseph Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier wurde am 21.Mérz
im Jahre 1768 in Auxerre, Frankreich geboren.
Schon im Alter von neun Jahren verstarb seine
Mutter und ein Jahr spéter wurde er zum Voll-
waisen, da auch sein Vater verstarb. Erste Interes-
sen fiir das Fach Mathematik zeichneten sich 1780

ab, als Fourier in die Schule Ecole Royale Mili-

taire wechselte. Mit 14 Jahren begann er das Buch

‘cours de mathématique’ von Bezouts zu lesen. Im  Abbildung 20: Jean Baptiste Jo-
Jahre 1787 wollte er Priester werden und trat da- seph Fourief |

zu ins Kloster ein, welches er allerdings schon 1789 wieder verlie}, da sein Interesse an
der Mathematik stéirker war. Somit bekam er 1790 eine Stelle als Lehrer an der Schule
Ecole Royale Militaire und seine Interessen galten der Mathematik, der Religion und
auch der Politik. Seine politische Einstellung und vor allem seine Mitgliedschaft im
Revolutionskomitee brachten ihn schliefllich wéhrend der franzosischen Revolution ins
Gefangnis. Nach Beruhigung der politischen Lage in Frankreich begann er 1794 an der
Ecole Normal in Paris zu studieren. An dieser Universitdt horte er Vorlesungen von
den Mathematikern Joseph-Louis Lagrange, Pierre-Simon Laplace und Gaspard Mon-

ge. 1795 erhielt er eine Anstellung an der Ecole Polytechnique in Paris. Fourier wurde

10Henze/Last 2010, S.321
UZhttp:/ /www.uh.edu/engines /epil1878. htm
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1797 Nachfolger von Joseph-Louis Lagrange und erhielt die Professur fiir Mechanik
und Analysis an der Universitidt. Fourier nahm in den darauf folgenden Jahren bis
1801 an einer Expedition Napoleons nach Agypten teil und wurde dort Mitbegriinder
des Kairo-Institutes - er war dort ein Mitglied der Abteilung fiir Mathematik. Nach
seiner Riickkehr nach Frankreich arbeitete er wie zuvor als Professor an der Univer-
sitdt in Paris. 1802 wurde Fourier durch Napoleon zum Prifekt des Département der
Isere in Grenoble, wo er seiner Forschung im Bereich der Warmeleitung nachging und
schliefllich auch grofle mathematische Resultate erzielte. Seine Arbeit mit dem Titel
"Uber die Ausbreitung von Wirme in festen Kérpern’ wurde 1807 veroffentlicht. Als
er 1817 nach Paris zuriickkehrte, wurde er in die Akademie der Wissenschaften aufge-
nommen. Spater wurde er sogar zum Sekretéir der mathematischen Abteilung gew#hlt.
Das Hauptwerk von Jean Baptiste Joseph Fourier trigt den Namen 'La théorie analy-
tique de la chaleur’ und erschien 1822. In diesem klassischen Werk untersuchte er mit
Hilfe trigonometrischer Reihen und Integrale Probleme der Wiarmeleitung. Durch seine
Arbeit wurde die weitere Forschungsarbeit im Bereich der trigonometrischen Reihen
und Funktionen in einer Verdnderlichen angekurbelt. Jean Baptiste Joseph Fourier ist

am 16. Mai 1830 im Alter von 62 Jahren in Paris verstorben [

4.2 Allgemeines zur Fourier - Theorie

Die Fourier - Theorie befasst sich mit der Darstellung periodischer Vorgénge. Diese Pe-
riodizitét ist auch in der Musik von Bedeutung. Die Grundschwingung und die verschie-
denen Oberschwingungen eines Tones haben einen sinusartigen Verlauf. Da all diese
Schwingungen andere Amplituden haben, tragen sie zur Gesamtschwingung bei. Peri-
odische Funktionen stellen ein mathematisches Modell fiir diese Schwingungen dar['"]
,Ein Ton, der z. B. von einer schwingenden Saite erzeugt werden kann, setzt sich |...]
aus Sinus- und Kosinus-Schwingungen unterschiedlicher Frequenzen mit zugehérigen
Amplituden zusammen.‘{"™| Diese zusammengesetzten harmonischen Funktionen ha-
ben Frequenzen im Verhéltnis 1:2:3:.... Im Allgemeinen muss man unendlich viele

solche Oberschwingungen zulassen [T

H3yel. https://www.math.tugraz.at/~predota/old /history /mathematiker /fourier.html
Hdyel . Rolf 2009, S.405

H5Goebbels 2013, S.700

H6yel. Rolf 2009, S.405
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Es werden dabei grundsétzlich zwei Aspekte unterschieden:

a) die Fourier - Analyse: diese hat die Aufgabe ,aus einer gegebenen Funktion die
Amplituden der Oberschwingungen zu berechnen ‘"]

b) die Fourier - Synthese: bei dieser Methode soll man ,aus gegebenen Amplituden
der Oberschwingungen die Funktion wieder zusammensetzen“m

Konkret ausgelegt auf das Gebiet der Akustik heifit das, dass bei der Fourier - Ana-
lyse aus einem Ton seine Obertone herausgefiltert werden sollen und bei der Fourier-
Synthese rekonstruiert man aus den gegeben Oberténen den urspriinglichen Ton. Mit
zu Hilfenahme technischer Mittel ist sowohl die Fourier-Analyse, als auch die Fourier-

Synthese (annihernd) durchfiihrbar [/

Am Rande sei angemerkt, dass das menschliche Ohr ein gewaltiges Leistungsvermogen
hat und so ist es uns Menschen beispielsweise moglich fehlende Grundténe beim Horen
hinzuzufiigen. Es ist daher anzunehmen, dass mehrere Mechanismen beim Hérvorgang
stattfinden. Im Innenohr werden die eingehenden Wellen analysiert, d.h. unser Gehor
betreibt Fourier- Analysem So verrdt uns unser Ohr beispielsweise, dass beim Horen
eines Tones lediglich eine Sinus-Schwingung auftritt. Daraus kann man folgern, dass
mehrere Téne auch mehrere Sinus-Schwingungen bedeuten. Dariiber hinaus sind in
allen periodischen Schwingungen bzw. Signalen (abgesehen vom Sinus) mehrere T6ne
enthalten. Ausgelegt auf die Musik heifit das, dass auch Klinge oder Vokale mehrere
Téne beinhalten 2]

4.3 Die Fourier-Reihe

Die Fourier - Reihe geht auf den Physiker und Mathematiker Jean Baptiste Joseph Fou-
rier (1768-1830) zuriick (siehe auch Kapitel [4.1]). Diese mathematische Reihe hat eine
gewisse Ahnlichkeit mit Sinusreihen, Cosinusreihen bzw. mit der Potenzreihe. Schon

im 18.Jahrhundert behauptete Fourier, dass sich periodische Funktionen, ganz gleich

H7Rolf 2009, S.405

H8Rolf 2009, S405

19v6], Rolf 2009, S.405
120yo], Barkowsky 1996, S.5
121yg]. Karrenberg 2010, S.37
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welche Form sie haben, in eine Folge von Sinus- und Cosinusschwingungen zerlegen
lassen [

»Alle Schwingungen /Signale kénnen so aufgefasst werden, als seien sie aus lauter Sinus-
Schwingungen verschiedener Frequenz und Stérke (Amplitude) zusammengesetzt.“l—rfl
AuBlerdem gilt dieses Fourier-Prinzip nicht nur fiir periodische Signale, sondern fiir al-
le Schwingungen, wie beispielsweise auch fiir einmalige Signale und nicht-periodische
SchwingungenFEl

Dies ist eine fundamentale Erkenntnis mit weitreichenden Konsequenzen fiir die Na-
turwissenschaften. Alle Schwingungen besitzen also nur einen einzigen Baustein: Sinus-
Schwingungen mit verschiedenen FrequenzenFEl

Wir betrachten nun eine Funktion f: R — R mit folgender Periodizitédtseigenschaft:
f(z) = f(z + 2r) fir alle x € R (1)

Auflerdem soll die Generalvoraussetzung gelten, dass f iiber das Intervall [0, 27]
integrierbar ist [/
Grundsétzlich stellen wir uns die Frage, ob die Funktion f wie folgt in Sinus- und

Cosinusfunktionen aufgebaut werden kann:

flz) = %—i— (ay cos by sin ) + (as cos 2x + by sin 2x) + (az cos 3z +be sin 3z) +... (2)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine Reihe. Die Grundschwingung wird in der
ersten runden Klammer dargestellt und alle weiteren Klammern werden als
Oberschwingungen gesehen. Die Groflen aq, by, as, by, as, bs, . .. stellen die Amplituden
dar und sind somit Konstanten (genauso wie der Term %)E

Allerdings ist noch nicht klar definiert, wie man all diese Grofen wéhlen muss, damit
diese Reihe an so vielen Stellen x wie moglich gegen f(x) konvergiert@ Die Fourier-
Koeffizienten a; und by sind die einzigen Unbekannten unserer Funktion f. Das Ziel

der Fourier-Analyse ist es diese zu bestimmen@ Zur Vorbereitung auf die Wahl dieser

122y0]. Barkowsky 1996, S.26
123Karrenberg 2010, S.38
124yg]. Karrenberg 2010, S.38
125yg]. Karrenberg 2010, S.38
vgl. Rolf 2009, S.406
127yg]. Rolf 2009, S.406
128va]. Rolf 2009, S.406
129y61. Barkowsky 1996,5.27
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Groflen betrachten wir zunéchst die folgenden Hilfsséitze@

Lemma 1: Jedes Intervall [«, 5] der Linge 5 — a = 27 heifit Periodenintervall.

Hiufig verwendete Periodenintervalle sind beispielsweise [0, 27] und [—m, 7] [P

(i) Die Funktion f ist durch ihre Restriktion auf ein Periodenintervall o, f], o, B)

oder (o, B] eindeutig festgelegt.

(i) f ist dber jedes kompakte Intervall [y, B1] integrierbar und es gilt fir k € Z:

B1 B1+k-2m
/f(ac) dx = / f(z) dx
a1 a1 +k-2m
(iii) Fiir jedes Periodenintervall [a, (] gilt:
2 B
/f(x) dx:/f(x) dx
0 o
Beweis{™’]
ad (i):

Durch sukzessives Anwenden von ergibt sich fiir £k € Z und x € R:

fa) = fla—k-2m)

Wenn fiir unser gegebenes = das Argument x — k - 27 in [a, §) liegen soll, dann muss

a<z—k- 21 <[ =a+ 27 gelten. Daraus ergibt sich:
0<z—k-2r—a <27

T «Q
0< ——k——x<1
— 27 2T

r—

k< <k+1

2

Nach der Definition der Gaulklammer ergibt sich also k = [*%%]. Mit diesem k ist
somit f(z) durch f(z — k- 27) eindeutig festgelegt.
Entsprechendes ergibt sich dann auch fiir das Intervall (o, 5], da f(«) = f(5) ist.

130y6]. Rolf 2009, S.406
31Rolf 2009, S.406
132y6]. Rolf 2009, S.406
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ad (ii):
Wegen der Substitution ¢ = x + k - 2 und der Periodizitét gilt:

(k+1)-2m

/f dx—/fx+k27r /f

k27

Das heiflt f ist also insbesondere {iber Intervalle der Art [k-2m, (k+1)- 27| integrierbar
und f ist ebenfalls iiber jedes Teilintervall eines solchen Intervalls integrierbar. Sei nun
[a1, 1] ein beliebiges Intervall. [y, 8] kann als endliche Vereinigung von Teilintervallen
aufgefasst werden, sodass die Funktion f auch dariiber integrierbar ist. Wir erhalten

analog wie zuvor:

b1 b1 B1+k-2m
/f(x) da:—/f(a;+/<;.27r) dr = / f(t) dt.
a1 ail a1 +k-2m

ad (iii)
Wir kénnen ohne Einschriankung « € [0, 27) annehmen. Nach (i) exisitiert ein k, € Z
mit a + k, - 27 € [0,27) und nach (ii) gilt:

B ﬁ"l‘kaQﬂ—

Wenn «a € [0, 27) ist

/f /H/w / f+/f_7% /f

Aufgrund verwendeter Regeln exisitieren alle vorkommenden Integrale.@

Lemma 2: Folgende Integrale konnen auch elementar berechnet werden:

(i) .

/cos(kx) der =0 fir k € N

0

27 27
/COS (0-x) d:v:/l-dx:%r
0 0

133yg]. Rolf 2009, S.407
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(i) )

/sin (kz) dx =0 fiir k € Ny

0

(iii)

2w 2m
/COS (kx) cos (lx) dx = /Sin (kx) sin (lx) dx = woy, fir k,l € N
0 0
(iv)
2w

/Cos(kx) sin(lz) de =0 fir k,l € Ny

0
Dabei ist das Kronecker- Symbol dy; folgendermaflen definiert:

1 firk=1
Ok =

0 firk#£1

Wenn das Ergebnis der Integrale 0 ist, spricht man von Orthogonalititsrelationen der

trigonometrischen Funktionen [

4.3.1 Fourier-Koeffizienten

In der Fourier-Reihe ist die Wahl der Koeffizienten a; und by entscheidendFEl Diese
Koeffizienten ,,bestimmen die Phase und die Amplitude der Schwingung eines jeden
Terms.“@ Es handelt sich hierbei um eine sinusférmige Schwingung.rrzl

Satz{™¥ Wenn im Intervall [0, 27] die Darstellung

f(z) = % + Z(ak cos kx + by, sin k) (3)
1

k=
mit gleichméfBiger Konvergenz auf das Intervall [0, 27] gilt, dann folgt daraus:

2m
1
ar = —/f(m) cos(kx) dx  fiir k >0
T
0

134ya]. Rolf 2009, S.407f.
135ygl. Barkowsky 1996, S.37
136 Barkowsky 1996, S.37
137yg]. Barkowsky 1996, S.37
138361 Rolf 2009, S.408
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2

1
b = / () sin(kz) do  fiir k> 1]
T

0

Beweis{™ Auf dem Intervall [0, 27] ist die Funktion f stetig, weil die Funktion dort

gleichméfliger Grenzwert von stetigen Funktionen ist.

(a) fir ax: Wir multiplizieren die Gleichung (3) mit cos(nz) fir festes n € N und
danach integrieren wir. Dies ist moglich, da auch f(z) cos(nz) auf dem Intervall

[0, 27] stetig ist und da fiir durchmultiplizierte Reihen die gleichméfige Konver-

genz erhalten bleibt. Wir erhalten daher:

7 f(2) cos(nz) dx =

2 2 2
oo
a
— Eo/cos(nx) d:L’—i—Z /cos (kz) cos(nz) dx +bk/sm (kx) cos(nz) dx) .
0 k=1 0 0
~—_————— ~ — / N —~ J/
T0kn =0

=0 (Lemma2)

Auf Grund von Lemma 2 fallen auf der rechten Seite die meisten Integrale weg

Fiir n = 0 ergibt sich der nullte Term mit dem Wert % = ao - 7 und fiir n > 1

bleibt der n-te Term a,, - 7 iibrig. Daher folgt:
2m
/f(x) cos(nx) dr = a, - .
0

(b) fiir by: Wir multiplizieren die Gleichung (3) mit sin(nz) fiir festes n € N und
integrieren sie. Dies ist wiederum mdglich, da auch f(z)sin(nz) auf dem Intervall

[0, 27] stetig ist und da fiir durchmultiplizierte Reihen die gleichméfige Konver-

genz erhalten bleibt. Daher erhalten wir:

27
= %/sm n) dx—l—z ak/cos (kz)sin(nz) dz +bk/sin(k:x) sin(nx) dx)
L 7 PR
=0 :%kn

—O(LemmaQ) =0

139y0]. Rolf 2009, S.408
140y01. Rolf 2009, S.409
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Auf der rechten Seite ist das Ergebnis einiger Integrale durch das Lemma 2 Null.

Fiir n > 1 bleibt der n-te Term b, - 7 iibrig. Daraus folgt{™]

27
/f(a:) sin(nx) do = by, -
0
U

Wir haben also durch diesen Beweis gezeigt, wie man die Fourier-Koeffizienten a; und
by ausrechnen kann, falls die Funktion f als (trigonometrische) Reihe darstellbar ist.
Es léasst sich umgekehrt auch zeigen, dass unter bestimmten Voraussetzungen eine pe-
riodische Funktion als trigonometrische Reihe mit diesen Koeffizienten darstellbar ist.
Wir fithren nun den Begriff der stickweise stetigen Funktion ein, damit wir die Vor-

aussetzungen kompakt formulieren konnen{?|

Definition: stiickweise stetige Funktion™]
Eine Funktion f(x) mit [a;b] C Dy heifit im Intervall [a;b] stiickweise stetig, wenn
sie in [a; b] nur endlich viele Unstetigkeitsstellen, wie zum Beispiel Sprungstellen, hat

und alle einseitigen Grenzwerte an diesen Stellen als eigentliche Grenzwerte exisitieren,

d.h. endlich sind.

Mit anderen Worten ausgedriickt: Angenommen das Intervall (—m, 7) wird durch eine

endliche Anzahl von Punkten z; € [—m,7],j = 1,...,n, sodass
— M =<1 < Ty <T3<...<Tp1<ZTp=T1

gilt, zerlegt@

,» Wir nennen eine Funktion f : (—m, 7) — C stiickweise stetig auf dem abgeschlosse-
nen Intervall [—m, 7], falls es ein solches Gitter gibt, sodass jede der Einschrénkungen
fl@;=12,),3 = 1,...,n, stetig ist und sich stetig auf das abgeschlossene Intervall

(21, x;] fortsetzen ldsst.

141yel. Rolf 2009, S.409
142y6]. Dietmaier 2014, S.281
143Djetmaier 2014, S.281
144yel. Arens u.a. 2012, S.1045
145 Arens u.a. 2012, S.1045

36



Nun ist es moglich die Reihenentwicklung einer periodischen Funktion folgenderma-
Ben darzustellen{™

Fourierentwicklung einer Funktion f mit der Periode 27

Sei f(x) eine periodische Funktion mit Periode 27 und f’(z) ihre erste Ableitung.
Wenn f(z) und f'(z) stiickweise stetig auf dem Intervall [0, 27] sind, dann gilt an allen
Stetigkeitsstellen:

flz) = % + Z a, cos(nx) + Z b, sin(nx).
n=1 n=1

An allen Unstetigkeitsstellen der Funktion f gilt:
oo oo 1
% + Zan cos(nx) + an sin(nz) = 5( llﬁrr{lp f(s) + l%rz}: f(s))
n=1 n=1 s<zx s>

Dabei sind die Fourier-Koeffizienten folgendermafien definiert:

Definition: Die Fourier-Koeffizienten der Funktion f sind definiert durch:

2m
1
ap = —/f(x) cos(kx) dx fiir k >0
T
0

2m
1
by == — /f(x) sin(kz) dx fir k > 1
T
0

Diese Definition der Koeffizienten der Fourier-Reihe nennt man auch die Euler-Fourier’sche
Formel 7]

Bemerkung: Man beachte, dass der Koeffizient a5 auch fiir £ = 0 definiert ist und man
daher auch den Summand % berechnen kann.

Der Koeffizient a; (# 0) in der Fourier-Reihe bewirkt eine Verschiebung der Schwin-
gung entlang der Ordinate[™

Eine andere Schreibweise ist die folgende:

e}

f(z) ~ % + Z(ak cos kx + by, sin kx) (4)

k=1

Die rechte Seite nennt man die Fourier-Entwicklung oder die Fourier-Reihe von

146yg]. Dietmaier 2014, S.282
147361, Rolf 2009, S.409
148y¢]. Barkowsky 1996, S.37
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der Funktion f. Diese Schreibweise ist eine Relation und besagt, dass die Funktion f

die Fourier-Koeffizienten a;, und by, besitzt, welche zuvor definiert wurden[*]

Wenn die Funktion f mit f(x) ungerade ist, dann ist auch f(z)cos(kzr) ungerade
und falls f(x) gerade ist, dann ist f(x)sin(kz) ungerade:@

2 ™
f(z) ungerade = ar =0 und b = — / f(z)sin(kx) dx
T
0
2 s
f(x) gerade = by =0 und  a = — / f(z)cos(kx) dx
T
0

Exkurs: gerade und ungerade Funktionen

Funktionen sind entweder gerade, ungerade oder 'gemischt’. Gilt fiir eine Funktion
f(—=z) = f(z), so ist sie gerade. Fiir ungerade Funktionen gilt f(—z) = —f(z). Bei

einer 'Mischung’ von geradem und ungeradem Anteil ergibt Sich:E

fgerade(x) = (W)

fungemde(l’) = (M)

149ve]. Rolf 2009, S.410
150ygl. Dietmaier 2014, S. 282
15lya]. Butz 2011, S.4
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Beispiel fiir eine gerade Funktion:

|

k(x)

gerade

=

Beispiel fiir eine ungerade Funktion:

ﬂf(x)

ungerade

| g

Beispiel fiir eine gemischte Funktion:

(gemischte Funktion = gerader Anteil + ungerader Anteil)

39



Af(x)

gemischt

&

Dieses Wissen ist wichtig, um die obige Berechnung der Fourier-Koeffizienten gera-
der und ungerader Funktionen zu erklaren. Wir wollen dies nocheinmal aufschreiben

und danach den Beweis anfiihren:

Lemma 37
Ist die Funktion f gerade, dann gilt: b, =0 fiir alle k € N
Ist die Funktion f ungerade, dann gilt: ap, = 0 fiir alle k € Ny

Beweis{™|

Alle zwei Félle kénnen nach dem gleichen Prinzip bewiesen werden.

Wir sehen uns zunéchst den Fall einer geraden Funktion f an. Es gilt also
f(x) = f(—x) fir alle x € R. Nun rechnet man:

2

by, = /f(x) sin(kx) dx =

0

(Lemmal, (i) /f(x) sin(kz) dx =
Substitution x=—t _ / f(=t)sin(—kt) dt =

=— / f(t)sin(kt) dt = —7by,

152yg]. Rolf 2009, S.416
153ygl. Rolf 2009, S.417
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Somit gilt wb, = —mb, und die erste Behauptung fiir eine gerade Funktion f wurde
gezeigt.

Nun betrachten wir den Fall fiir eine ungerade Funktion f. Das heifit es gilt

—f(z) = f(—x) fir alle x € R:

2

—may = /f(x) cos(kx) dx =

0

(Lemmal, (i) /f(x) cos(kx) dv =
Substitution e=—t _ / f(=t) cos(—kt) dt =

= —/f(t) sin(kt) dt = —mway,

Man erhélt somit —ma, = —ma; und somit wurde auch die zweite Behauptung fiir eine

ungerade Funktion f bewiesen.

Beispiel zur Berechnung der Fourierkoeffizienten

Beispiel: Es sei die Funktion f mit

@) = (5)3 ~ % i g€ [—m )

™ ™

gegeben. Es soll nun die cos — sin Darstellung der gegebenen 27 periodischen Funktion

berechnet werden >4

Losung{™]

Wir wollen zunéchst den Graphen der Funktion mit Hilfe des Programmes Geogebra

zeichnen:

154ya], Karpfinger 2014, 2015: S.739
155yg]. Karpfinger 2014, S.370f.
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Y

Abbildung 21: Funktionsgraph f(x)

Berechnung von ay: Fiir den Fourierkoeffizienten a, erhalten wir a; = 0, da die vorlie-
gende Funktion f ungerade ist.

Berechnung von bg: Den Fourierkoeffizienten b, berechnet man, indem man die Formel
fiir b, = fo -sin(kx) dx ausrechnet. In unserem Beispiel miissen wir mehrmals

die Methode der partlellen Integration und der Substitution anwenden:

/f -sin(kx) do = - / <<%>3 - ;) -sin(kz) do =

2[4 2
== /—3 sin(kx) —/E sin(kx) dx =
T s T T
0 0
2 T 5 . 2 r .
= ; . x° . Sln(kl') dx — F . xZ - Sln(k.x) dx
0 0

partielle Integration von [ 2® - sin(kz) du:

f =sin(kz) g=2a3

F:—% g = 32?

k k
= /x3 -sin(kx) de = cos]({ ?) -+ / COSI({: ?) 232 dr =

23 - cos(kx) cos(kz) _

23 cos(kx)

— 3 2
= ’ + 2 /x cos(kz) dx

partielle Integration von [ 22 - cos(kx) da:
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' =cos(kz) g=a?

F— singﬁkx) g/ — 9

2 & 2
:>/x2-cos(k:x) dx:%(kx)—g-/x-sin(kx) dx

partielle Integration von [z - sin(kz) du:

f=sin(kz) g==

= _Cos](ka) g/ —1

. L 1
= /;E-Sin(ka:) dr = _z Coks( ) _{_/COS](f x) i

—Cosl(fm) dxr mittels Substitution:

/cos(kx) [ uv= kx B / cosu du _
k du= kdx ko k

1 1 1
—ﬁ-/cosu du:ﬁ-sinu:ﬁ-sin(kx)

Berechnung von [

2 2 :
insgesamt 3 __a*-cos(kx) 3 [a- sin(kx) 2/ cos(kx) sin(kx)y\\
— /x sin(kz) dx = — T\ T % ( p +—3 ) =

k +k

x3-cos(kx) 3 [ sin(kz) N 2 - cos(kx)  2sin(kx) |
k k2 k3 B

x3 - cos(kx) N 3z?% - sin(kx) N 6z - cos(kx) 6 - sin(kz)
k k? k3 k4

Nachdem wir dieses Integral mittels partieller Integration berechnet haben, miissen wir

noch [z -sin(kx) dz berechnen:

F— cos](gkz) r_ 1
/:c -sin(kx) do = _z- cos(ka) + / cos(kz) dx =
k k
_ w-cos(kr) 1 |
— + = sin(kz)

Jetzt kénnen wir das gesamte Integral mit Grenzen berechnen:

™

2 2 [
:>—-/:c3~sin(kx) dx——2~/x‘sin(k:c) dx =
7r
0

4
0
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T 3 =

2 x-cos(kx) 1 " B
B (2 o))

_ ( _ 22% - cos(kx) N 622 - sin(kx) N 122 - cos(kx) 12 sin(kx)

)+
0

_ 2 << B x3 - cos(kx)  3x?-sin(kzx) N 6z - cos(kxz) 6- sin(kx})

.k 4. k2 w4 k3 w4 k4

2.k w2 . k2

+2:)3 -cos(kz) 2- sin(k‘x)) " B

0

213 12z 2x . 622 12 2
= | cos(kx)- _7r4-l<;+7r4-k3+772'k +sin(kz)- T k2 pA L d g2l )2
273 672 12 2
= | cos(k-m) _7r4-k’+7r4 kg 7r2 I +sin(k-7)- T k2 AL pA T g2l )2 -
B (k-0) 2. 03+12 O +sin(k-0)- 6-02_ 12 B 2 B
o8 AR E 7'('2 k sin w4 k2 mto k4 w2 k2 N

m 2m
— (=) [ = _
(=1)" ( 7r4~k:+7r4 k3+7r2~k;>

Wir erhalten also by, = (—1)" - 2.

Die Fourierreihe F zu unserer Funktion f hat daher die folgende Gestalt{™|

12 sin(kx)
—1)k
2 1( ) =03

ﬂ-3

156y0]. Karpfinger 2014: S.371
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4.3.2 fundamentales Problem

Das fundamentale Problem bei der Beschéftigung mit Fourier-Reihen besteht darin,
herauszufinden, wann aus der Relation (4]) eine richtige Gleichung entsteht. Wir stellen

uns folgende zwei Hauptfragen:

(1) Fiir welche « konvergiert die Fourier-Reihe?

~» Konvergenzproblem

(2) ,Fiir welche dieser x konvergiert die Fourier - Reihe gegen f(x)7*

~~ Darstellungsproblem™]

Kovergenz der Fourier-Reihe: Wie bei jeder Reihe bedeutet die Konvergenz der
Fourier-Reihe die Konvergenz ihrer Teilsummen{™™]

Fo(z) = % + Z(ak cos kx + by, sin kx) fiir n € Ny, n — oo (5)
k=1

Die Teilsummen héngen linear von der Funktion ab. Falls die beiden Teilsummen fiir
n — oo konvergieren, dann gilt die Linearitét auch fiir die Werte der Fourier-Reihe. Da-
durch wird das Berechnen der Fourier-Koeffizienten erleichtert: wenn man die Fourier-
Koeffizienten der Funktion f und der Funktion g schon ausgerechnet hat, dann erhélt
man die Fourier-Koeffizienten von der Summe der beiden Funktionen f 4 ¢ direkt

durch@,die Addition der entsprechenden einzelnen Fourier—Koefﬁzienten.“@

4.3.3 Approximation im quadratischen Mittel

Zuerst wollen wir zwischen zwei wichtigen Arten der Approximation unterscheiden.
Es sei nun (f,) eine Folge von Funktionen und eine weitere Funktion wollen wir mit f
bezeichnen. All diese Funktionen haben den gleichen Definitionsbereich DFETI

Wir sprechen von punktweiser Konvergenz, falls gilt:

lim f,(x) = f(x) Vz € D.

157ygl. Rolf 2009, S.410
158yg]. Rolf 2009, S.410

159ygl. Rolf 2009, S. 410f.
160Rolf 2009, S.411

161yel. Arens u.a. 2012, S.1037
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Wir sprechen von gleichméfliger Konvergenz, falls gilt:

lim max |f,(z) — f(x)] =0

n—oo x€D

Um diesen Unterschied klar zu machen, wollen wir folgendes Beispiel betrachten:
Beispiel.@ Unser Definitionsbereich D ist gegeben mit D = [0, 1] und die Folge (f,)
ist definiert durch:

folz) =2™ fiir x € ]0,1]

Es gilt daher

0 firxze|0,1)
lim f,(z) = f(z) =

e 1 firz=1.

Daraus folgt, dass die Folge (f,,) die Funktion f im Sinne der punktweisen Konvergenz
approximiert. Aber nicht im Sinne der gleichméfigen Konvergenz, da wir immer ein

Z < 1 nahe bei 1 finden kénnen, egal wie grof§ wir n wihlen, sodass gilt:
fa(E) >0,9.

Somit gilt auch:
max |f,(z) — f(z)] > 0,9

xeD

Das heifit, die Folge von Funktionen konvergiert punktweise, aber eben nicht gleichméﬁig@

Die nachfolgende Grafik macht dies noch einmal deutlich: Es gibt immer eine Stel-
le 2 < 1mitz>0,9, egal wie grol n gewéhlt Wird@

Daraus konnen wir schlieffen, dass es Folgen von Funktionen gibt, welche punktweise,
jedoch nicht gleichméfig konvergieren. In umgekehrter Weise kann auch gezeigt werden,
dass jede Folge, die gleichméaflig konvergiert auch punktweise konvergent ist. Aulerdem

sagt man: gleichméflige Konvergenz ist stiarker als punktweise und vice versa.@

162yg]. Arens u.a. 2012, S.1038
163ygl. Arens u.a. 2012, S.1038
164y6]. Arens u.a. 2012, S.1038
165yg]. Arens u.a. 2012, S.1038
166y, Arens u.a. 2012, S.1038
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Abbildung 22: Approximation @

Wir werden uns nun mit dem Skalarprodukt beschéftigen, um gute Approximationen
erhalten zu kbnnen@ Die Menge der trigonometrischen Polynome bildet im Sinne der
linearen Algebra einen Vektorraum, der beispielsweise die Menge der trigonometrischen
Monome als Basis hat{%®]

{e**|k € Z}.

Aus der linearen Algebra kennen wir den Begriff Norm. Dieser Begriff wird verwendet,
um Abstédnde von Vektoren anzugeben. Wir definieren also ein Skalarprodukt auf den

Vektorraum der trigonometrischen Polynome:
(pq) = / p(z)q(z) do

Dieses Skalarprodukt nennt man das L? - Skalarprodukt.

Bemerkungen: Man schreibt (p, ¢), wenn es um ein Skalarprodukt von Funktionen han-
delt. Es reicht fiir das Integral die Grenzen —7 und 7 zu wéhlen, da unsere Funktionen
aus dem Vektorraum der trigonometrischen Polynome die Periode 27 haben.

Eine besondere Eigenschaft weisen die trigonometrischen Monome auf. Sie sind beziiglich

167ygl. Arens u.a. 2012, S.1038
168yol. Arens u.a. 2012, S.1037
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dieses Skalarprodukts paarweise orthogonal. Dies iiberpriifen wir, indem wir uns zwei

solcher Funktionen, namlich konkret die Funktionen e¥* und e**, hernehmen und ihr

Skalarprodukt berechnen{™®|

™

<eij:r’eikm> — /ez(_yk)x dr =

—T

[ 1de=2m fir j = k,

frg -

(,—_z'k . ei-(fk)-x) "
=

—T

=0 firj#k.

Dies gilt fiir j, k € Z. Wir erhalten daher die folgende Aussage iiber eine
Orthonormalbasis fiir die Menge der trigonometrischen Polynome{™|

Fir z € R und k € Z bilden die Funktionen

1
pr(z) = E :

eine Orthonormalbasis auf die Menge der trigonometrischen Polynome. Das heifit es

ik

gilt:

1 firjy ==k,
{0k, pj) =
0 fiirj # k.

Jedes Skalarprodukt ist auch mit einer bestimmten Norm verkniipft. In diesem Fall ist

das L2-Skalarprodukt mit der L2-Norm verbunden{™]|

Ipllz: = ({p, q))? = (/ Ip(z)[? d:v)

Mit Hilfe dieser Norm kann man den Abstand zweier trigonometrischer Polynome p

| p—qllz = (/Ip(x) — q(x)? d:c) .

Die Norm dieser Differenz wird als Abstand im quadratischen Mittel bezeichnet['™]

und ¢ berechnen:

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass die beste Approximation im Sinne des

169yg]l. Arens u.a. 2012, S.1038
170ygl. Arens u.a. 2012, S.1039
171ygl. Arens u.a. 2012, S.1039
172ygl. Arens u.a. 2012, S.1039
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quadratischen Mittels das Fourierpolynom einer Funktion ist. Dazu wollen wir den
Abstand einer Funktion f € L?(—m, ) zu einem trigonometrischen Polynom ¢ n-ten

Grades von der Gestalt

q= ) apr

k=—n

mit Koeffizienten ¢, € C betrachten[™]
Nun verwenden wir die Orthogonalitéit der Funktionen ¢, und kénnen somit folgende

Norm berechnen:

If—qliz={f—a.f—q) =], f) —2Re(f,q) + (¢, 9) =

= <f,f>—2R€<f, Z Qkagpk>+< Z dks Pk, Z C]k>S0k> =

k=—n k=—n k=—n

= [[fllz2 — 2Re Z @ f, or) + Z il

k=—n k=—n

Nun wissen wir, dass Folgendes gilt:

lai — {fom)” = (ae — (. 06)) (@ — (f> 0n)) =

= |a|* — @ (f. ox) — @S> o) + 1(f, o) =
= |qu|* — 2Re(@r ([, o)) + |{f> ox)[*-

Daraus folgern wir:

If = allze = IF17: = D KFenlP+ >l — (Fron)l”

k=—n k=—n
Das Erstaunliche an diesem Ergebnis ist, dass die ersten beiden Terme nur von der
Funktion f abhéngen und nicht von dem trigonometrischen Polynom ¢. Dariiber hin-
aus kann der dritte Term auf keinen Fall negativ sein, da er die Summe von Quadraten
ist. Somit ist der Abstand der Funktion f zum trigonometrischen Polynom im quadra-

tischen Mittel genau dann minimal wenn gilt:

g = (f,pr) firk=-n,....n

Denn genau dann wird der dritte Term 0. Dieses Polynom erhilt einen speziellen Na-

men. Es wird als Fourierpolynom bezeichnet{|

173ygl. Arens u.a. 2012, S.1040
174ygl. Arens u.a. 2012, S.1040
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Definition: Fourierpolynom
Wir definieren das Fourierpolynom p, n-ten Grades zu einer Funktion f € L?(—m,7)

als
n

polz) = Z cre™™  fiir r € R,

k=—n

Dieses Fourierpolynom hat die Fourierkoeffizienten:
cp=— x)e x.
Mo

Dieses eindeutig bestimmte Fourierpolynom eignet sich fiir die Approximation im qua-
dratischen Mittel der Funktion f am besten[’]

Kovergenz: Somit kénnen wir zum Konvergenzproblem zuriickkommen (siehe auch
Kapitel . Wir stellen uns also die Frage ,in welchem Sinn die Folge (p,,) der Fou-
rierpolynome gegen die Funktion f konvergiert.“ Aus unseren Uberlegungen zur Ap-
proximation im quadratischen Mittel wissen wir, dass fiir eine Funktion f € L?(—x, )

und dem dazugehorigen Fourierpolynom p, n-ten Grades folgende Gleichung gelten

mUSSZIT_WI

n

jz‘f(x)-— S et

k=—n

2 r i
dx:/]f(x)|2 dx — 27 - Z |cx|?

k=—n

Daraus folgt wiederum:

- 1 / 1 f - tkx
Sl =g [ 1@ o= oo 1@ = 3 e ds
k=—n -7 -7

k=—n

1 ™
<o [ 1@ dn

Diese Ungleichung nennt man Bessel’sche Ungleichung.
Satz{™|

Fiir jede auf [—m,n] quadratisch integrierbare Funktion f(x) gilt fir alle n € N die
BESSELsche Ungleichung

n

1 s
L m%w@ggfﬂ@ym

2
k=1

175ygl. Arens u.a. 2012, S.1040
176 Arens u.a. 2012, S.1043
177ygl. Arens u.a. 2012, S.1044
18 Bsrwolff 2009, S.235
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Dabei sind ay, by, die Fourier-Koeffizienten von f.
Auf der linken Seite dieser Abschétzung steht eine Reihe mit nicht negativen Gliedern.

Nach dem Monotoniekriterium fiir Folgen gilt daher, dass die Reihe

(2)

konvergent ist. Das heifit man bildet Teilsummen mit Summationsindex von —N bis
N und bildet den Limes fiir N — oco. Die Fourierkoeffizienten fallen ab, da die Reihe

konvergent ist und dann gilt:
g — 0 (k— +o0)

Diese Aussage ist das Riemann-Lebesgue-Lemmall™ Man erkennt daraus auch, dass
eine integrierbare Funktion Fourierkoeffizienten besitzt, welche Nullfolgen sind:[zvl

lima, =0 und limb, =0.
k—o0 k—o0

Die Bessel’sche Ungleichung ergibt, dass eine Funktion g € L?*(—m, ) existiert. Die
Folge der Fourierpolynome konvergiert dann gegen diese Funktion ¢g. Eine wichtige
Uberlegung ist die Vollstéindigkeit des Raumes L?(—, 7). Daraus folgt, dass zwei
Funktionen f und g die gleichen Fourierkoeffizienten besitzen, das heifit es gilt{™]

/f(:zc)e_““C dx = /g(x)e_ikx dx fir k € Z.

—T

Man erhélt aus der Bessel’schen Ungleichung fiir n — oo unter Verwendung bestimm-
ter Eigenschaften eines trigonometrischen Funktionensystems, wie beispielsweise der

Vollstéindigkeit, die sogenannte Parseval’sche Ungleichung{™’

Y@= [ Pl de

k=1

17vgl. Arens u.a. 2012, S.1044
180yo], Barwolff 2009, S.235
18lyo]. Arens u.a. 2012, S.1044
182y6]. Barwolff 2009, S.235
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Fourier’scher Entwicklungssat7™|

Die Folge (p,) der Fourierpolynome zu einer Funktion f € L?*(—m,7) konvergiert im

quadratischen Mittel gegen f, d.h.

oo

/ (@) — F@)2 dz >0 (n— oo).

k=—00

Die in diesem Sinne konvergente Reihe

mit den Fourierkoeffizienten (cx) von f heift Fourierreihe.

AuBlerdem gilt die Parseval’sche Gleichung

> laP =5 [15@F de

k=—o00

Dies nennt man die Fourierdarstellung der Funktion f bzw. wird die Funktion f in
eine Fourierreihe entwickelt [

Das natiirliche Umfeld der Fourierreihen ist mit der Approximation im quadratischen
Mittel und dem Raum der quadratisch - integrierbaren Funktionen abgedeckt ]

Wir wollen nun noch explizit einen Satz iiber die Konvergenz im quadratischen Mittel
anschreiben:

Satz{®

Die Funktion f sei eine stickweise stetige Funktion auf dem Intervall [—m,w|. Dann
konvergiert die Fourier-Reihe dieser Funktion f auf dem Intervall [—m, 7] im quadrati-
schen Mittel gegen die Funktion f. Deshalb gilt fiir die Teilsummen s, der konvergenten

Fourier-Reihe der Funktion f:
lim [|f — sp]l2 = 0.
m—0oQ

Die Konvergenz im quadratischen Mittel kann immer dann betrachtet werden, wenn

Spitzen bzw. Zacken im Funktionsgraphen fiir die Untersuchung eines periodischen

183 Arens u.a. 2012, S.1044
184y6]. Arens u.a. 2012, S.1044
185ygl. Arens u.a. 2012, S.1045
186y0], Barwolff 2009, S.236
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Vorganges unbedeutend sind. Falls solche Ausreifler im Funktionsgraphen von entschei-
dender Bedeutung sind bzw. falls sie unbedingt vermieden werden sollen, dann greift
man auf die punktweise oder gleichméfige Konvergenz zurﬁck.lTEl

Wie im vorigen Absatz schon angedeutet, gibt es natiirlich auch noch andere Arten
von Konvergenz. Wollen wir beispielsweise die Konvergenz einer Fourierreihe an einer

einzelnen Stelle untersuchen, so benstigen wir die punktweise Konvergenz [

punktweise Konvergenz:@
Eine Funktion f mit f : (—m,m) — C sei stiickweise stetig differenzierbar. Dann sagt

man die Fourierreihe der Funktion f konvergiert punktweise, falls

f(w+)—2+f(w—> f: it
fir jedes x € [—m, 7] gilt.

Nun wollen wir ein Beispiel zur punktweisen Konvergenz betrachten.

Beispiel:@

Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = 23 Fiir * € (—7,7) ist diese Funktion
stiickweise stetig differenzierbar und auch ihre Ableitung f/(x) = 322 ist stetig auf
dem Intervall [—m, 7]. In der nachfolgenden Abbildung ist die Funktion f(z) = z*

auf (—m, 7) in blau dargestellt.

-20

-30

Abbildung 23: f(z) = 2®

187ygl. Biarwolff 2009, S.237
188ygl. Arens u.a. 2012, S.1045
189yel. Arens w.a. 2012, S.1047
190y0]. Arens u.a. 2012, S.1047f.
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Wir werden zunéchst die Fourierreihe ausrechnen und dann néher auf die punktweise

Konvergenz eingehen.

Da es sich in unserem Fall um eine ungerade Funktion handelt, ist der Fourierkoeffizient

ar = 0. Den Koeflizienten b;, berechnen wir mit der Formel:

_%- /ﬂ F(x) sin(kz).

Wir setzen nun also fiir f(x) die Funktion f(z) = 2? ein und erhalten:

-/xg sin(kz) dx
0

Dieses Integral kénnen wir mit Hilfe partieller Integration losen:

by =

NS

f=sin(kz) g=2a°

F = —% g = 32?
k k
= /xs sin(kx) dr = COS;{ ?) T +/w -32% dr =

3. k
D 2 o) - e

Das Integral [ cos(kz)-x* dz wird ebenfalls mit partieller Integration geldst:

' =cos(kz) g=2*

F— sin;kx) g/ — 9
k 2
= /a:' cos(kx) Sl;l( ?) _ E-/sin(k’:c) cx dx

Partielle Integration von [ x - sin(kz) dx ergibt:

f=sin(kz) g==

F = _Cos](fk:c) g/ 1

= /:E -sin(kzx) dr = _r CO}:(kx) . / COSg{:C) s

Das nun vorkommende Integral [ cos( kx) dx berechnen wir mittels Substitution:

/cos(kx) u= kx /cos(u) du
— dr = = —F F=
k du= kdx ke k



Nachdem wir all diese Integrale ausgerechnet haben, kénnen wir jetzt die Teilergebnisse

in die urspriingliche Rechnung einsetzen:

insgesamt 2 173 . COS(I{?ZE) § 5132 : sm(kx) _ 2 _ X - COS(]C.T) i .
e ( et A R ERLLO))

2 23 -cos(kx) 3 ya?-sin(kz) 2z-cos(kxr) 2
(-t (o st 2

AN

2% - cos(kx) N 3z? - sin(kx) N 6z - cos(kxr) 6 -sin(kz)
k k2 k3 k4

0

<2 . <6x cos(kz) z3 - cc};s(ka:)) n % ' (3172 : ZlQIl(k‘x) R s;jkx))) "

0

B k k2 B k4

™

VR
S

67r coS kﬂ') w3 cos(lmr)) 2 <37T2 -sin(kw)  6- Sin(kﬁ))>+

k k? k4

127 27w 12 272
e . - _1 k _ —
cos(km) (71'/{?3 7rk;> (=1 <k3 k ) e

Aus diesen Fourierkoeffizienten erhalten wir folgende Fourierreihe{™|

- Z (B — 2%) - sin(kx)

Die Funktion f dritten Grades mit f(x) = 23 und fiinf ihrer Fourierpolynome sind in

Abbildung dargestellt.

|
N
>1IM

6-0- cosk: 0) 0% cos(k-0) 2 73-0%-sin(k-0) 6-sin(k-0)
1 )+ 2 )

¥lya]. Arens u.a. 2012, S.1047
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Abbildung 24: Fourierpolynome von f(z) = z3

Im Folgenden wollen wir als Beispiel die Fourierentwicklung einer sogenannten

Sagezahnfunktion betrachten:

Beispiel: In diesem Beispiel wollen wir die Fourierreihe fiir die vorliegende

Sagezahnfunktion berechnen@

xr firx € (—m,m)
flz) =
0 fire==x7
und auflerdem gilt fiir die Periode der Funktion f:
fle+2m) = f(x)

Der Funktionsgraph der Funktion f ist in Abbildung dargestellt:

192y6]. Dietmaier 2014, S.283f.
193http: / /www.mathe-online.at /mathint /fourier /i.html
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fix)

Abbildung 25: Ségezahnfunktion™|

Da die Funktion f ungerade (und punktsymmetrisch) ist, ist der Koeffizient a; = 0.

Dies kann man allerdings auch noch explizit nachrechnen:

2w kg 27

ap = % : /f(:c) cos(kx) dx = % : /iECOS(kSU) dx + % ' /(37 — 2m) cos(kx) dv =
0 0 e
2 2
— % . /:ccos(k:a:) dr — 2 - /cos(kx) dx
0 7

Partielle Integration von < - 027r x cos(kz) d:

g=zund ¢ =1

sin(kx)
k

[ =cos(kz) und f =

Daraus ergibt sich

2 27
1 1 1
— /xcos(kx) dx = — (:c T Sin(kx)>
0 0
Fiir den Koeffizienten a; ergibt sich damit:
1 1 "1 T 1 2“
ap = (m " sin(k:x)) - / . sin(kx) dxr —2 - <E : sin(k‘x)) =
N Y 0 ™
0 b
1 . .
=—2-—- (sm(Zwk) - sm(7rk) =0
k —_——  ——

=0 =0

= Der Koeffizient a; = 0.

Wir berechnen nun also den Koeffizienten by:

by = %7 F(@) sin(kz) do — % j (@) sin(kz) do — % ] (@) sin(ka) do

0
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partielle Integration:

g=zund ¢ =1

k
f =sin(kz) und F = _cosl({: z)
2 [ , 2 x cos(kx) T cos(kx)
bk—;-/xsm(kx) dﬁ—;(—T +/T d:v)
0 0
~— —
Substitution
Substitution:

/ﬂcos(k:x) PR kx B / cos(u) du _ sin(u)  sin(kz)
k du= kdx ke kR K

2 /sin(kz)  xcos(kz)
onn (Sl roti

/e

0

0

2 (sin(lm) _mcos(km) sin(k) -0 N 0 - cos(km) ) B
o k2 k k2 k)
=0 =0 =0
2 /mcos(km) 2 2 L 2 N
= —— —_— ] = —— :___1 :__1 +1
() = peestm =~ () = 1 (<D

Fiir die Fourier-Reihe folgt daraus{™]

F(x) = % + Z ay cos(kx) + Z b sin(kz) = Z by sin(kx) =
k=1 k=1 k=1

sin(2x)  sin(3z)  sin(4x)
2 + 3 4 +

(1) sin(kr) =2 - (sin(x) -

o

00
k=1

Anmerkung:

Bei Abbruch der Fourierreihe bei einem bestimmten n wird durch die Summe eine

Néherung der Funktion f(z) dargestellt. Je grofier wir dabei unser n wéhlen, desto

besser ist die Niherung an den Stetigkeitsstellen. Sogenannte 'Uberschwinger’, d.h.

sichtbare Abweichungen von der urspriinglichen Funktion f(z) treten in der Nihe von

Unstetigkeitsstellen auf und diese werden nicht geringer je grofler wir unser n wahlen.

Allerdings gilt: je gréBer wir n wihlen, desto mehr nihern sich die Uberschwinger den

194y0]. Dietmaier 2014, S.283
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Unstetigkeitsstellen an. Dies nennt man das Gibbs-Phinomen]™]

Dies ist auch bei unserem Beispiel, der Sdgezahnfunktion, beobachtbar. In der folgen-
den Abbildung , die mit dem Programm Geogebra erstellt wurde, ist die Summe
der ersten 10 Summanden der Fourier-Reihe in griin und die Ségezahnfunktion in blau
dargestellt.@

Auflerhalb der Sprungstellen sieht man, dass die Zacken gut durch eine stetige oszil-
lierende Funktion angenéhert werden kann. Allerdings werden die Spriinge durch eine

stetige Funktion nicht adédquat approximiertm

Gibbs-Phdnomen
44 /

. 34 # o

\ersten 10 Summanden der Fourier-Reihe

Sagezahnfunktion | \

Abbildung 26: Sagezahnfunktion und Gibbs-Phdnomen

195ygl. Dietmaier 2014, S.283
196yg]. Dietmaier 2014, S.283
19701, Rolf 2009, S.416
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4.3.4 Das Gibbs Phinomen

Bei einer Funktion, die Sprungstellen hat, kann die Fourier-Reihe nicht durchgehend
gleichméBig konvergieren. In diesem Abschnitt interessieren wir uns dafiir, wie sich die
Konvergenz in der Néhe einer solcher Sprungstelle verhélt. Beim Betrachten einiger
Beispiele stellt man fest, dass sich die Teilsummen ’eigenartig’ verhalten. Diese schie-
Ben nétmlichm ,deutlich iiber die Sprunghohe hinaus, nehmen gewissermaflen einen
’Anlauf’.“@. Diese Beobachtung trigt den Namen GibbS—PhéinomenFiUI

Im vorigen Kapitel haben wir diese Beobachtung bereits an der Sdgezahnfunktion fest-
gestellt. Zur genaueren Beleuchtung dieses Phénomens wollen wir nun die Sprungfunk-
tion genauer betrachten:

Sprungfunktion:@

(

-1 fir —7<2<0

flz) =41 fir0<zxz<m (6)

0 firxe{-m0n}

\

Wir wollen nun also die Fourierkoeffizienten unserer Sprungfunktion berechnen |
Da es sich um eine ungerade Funktion handelt, erhalten wir ay = 0 und somit treten
nur mehr Sinusterme auf.

Den Fourierkoeffizienten by erhalt man durch die Formel:

T
/ f(z) - sin(kzx) dx
0

Als erstes wollen wir f(x) =1 fiir 0 < < 7 einsetzen:

mH

™

, 1 (—cos(kz))
'/1~sm(kx) dm-;~T

0

A=

1 1 1 P .
=-— cos(km) + %cos(k: -0) = — (—(-1)"+1)=—-(1—-(=1)"

Fiir die Funktion f(x) = —1 fir —7 < & < 0 erhalten wir:

r _ 1 (cos(kx))
-/(—1) -sin(kzx) dr = —

3| =

198y61. Rolf 2009, S.452 f.
199Rolf 2009, S.453

200yo]. Rolf 2009, 453

201yo]. Rolf 2009, S.453fF.
202yo], Arens u.a. 2012, S.1051
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_1. cos(k - 0) — ik -cos(—mk) = ik (1= (=1)"

7k T T

Daher erhalten wir insgesamt fiir den Koeffizienten by:

= b= o (L= (C)) (= (1)) = 2 (1= (1)

Wir bekommen daher die Fourierreihe folgender Gestalt{"

(% . Z le_ . -sin((2k — 1) :1:'))

So erhalten wir beispielsweise

firk=1:
4 1 ) 4
;-(2.1_1-sm((2-1—1)-x)>—;-sm(x)
fir k =2
4 1 . 4 sin(3z)
}'(2-2—1'Sln((2'2_1)'x)>_%' 3
fir k=3
4 1 , 4 sin(5z)
%'(2-3—1'“((2'3_1)“))_%' 5

Insgesamt erhalten wir daher eine ungerade Funktion mit der konvergenten Fourier-

Entwickung:

sin(3x) N sin(5x) N sin(7x) L >

: (sin(x) + 3 5 7 (7)

203ygl. Arens u.a. 2012, S.1051
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Die nachstehenden drei Grafiken (mit dem Programm Geogebra erstellt) zeigen das
Gibbs-Phianomen fiir mit unterschiedlichen Teilsummen:

1) Das Gibbs Phénomen betrachtet fiir die Sprungfunktion mit 5 Teilsummen:

[\

[

Abbildung 27: Sprungfunktion 5 Teilsummen

2) Das Gibbs Phénomen betrachtet fiir die Sprungfunktion mit 10 Teilsummen:

aulh A

W Y

Abbildung 28: Sprungfunktion 10 Teilsummen

3) Das Gibbs Phédnomen betrachtet fiir die Sprungfunktion mit 50 Teilsummen:
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A 2
|I,U" )

Abbildung 29: Sprungfunktion 50 Teilsummen

Je grofler die Anzahl der Teilsummen, so sieht man im mittleren Bereich des
Graphen fast keinen Unterschied mehr zum Graphen der dargestellten Funktion. Die
’Anléufe’ der Sprungstellen, das Gibbs-Phédnomen, treten jedoch sehr deutlich hervor.
Dies wollen wir nun ein bisschen genauer untersuchen{"

Die Teilsummen der Reihe sind folgendermafien definiert:

' 4 ismﬂf—l
*n 2k — 1
k=1

Wir berechnen uns die Ableitung, um zu den Extremstellen zu gelangen:

4 Q~ceos(2k —Na- (2k—1) _ Z
= — Z cos(2k — 1)z
T = 2k —1

Die Summe ;" cos(2k — 1)z ldsst sich sogar explizit darstellen:

o sin 2max
2k — 1z =
Z COS( )x 2sinx

Uber die komplexe geometrische Summenformel kénnen wir beweisen, dass diese Dar-

stellung gilt:

m

m 1 — (z2)ym
Zz%—1:z_z<z2>k—1:z' : (22)
—Zz

k=1 k=1
Wir setzen nun z := ¢, Daraus folgt auf der rechten Seite:
1— (22>m P i 1 — (e2ix)m eix . (1 . e?imx)
Ze— e’ - - = - -
1—22 1 — (ef)? 1 — 2

eix . (1 _ eiQJ}m) 1— €2imz Sin(w):emai_w i- (1 . €2imx)

elv . (L —eir)  emir — e 2sinz

204y0]. Rolf 2009, S.454
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mit dem Realteil S;ns(g&”g). Daher gilt fiir die Ableitung;:

F (2) = 2 sin(2maz)

7w sin(z)

Um die Nullstellen von F,,(x) im Intervall (0,7) zu berechnen, setzen wir die erste

Ableitung Null:

2 sin(2 -
F (£)=0: —-%zOéNullstellen: ‘g—ﬂfﬁrjzl,Q,...,Qm—l
7 sin(x m

Fiir j =1 erhalten wir die kleinste Nullstelle, namlich x,, = 5.

Um zu iiberpriifen, ob dies eine relative Maximumstelle ist, betrachten wir die 2.Ab-

leitung nach x. Um die 2.Ableitung zu bilden verwenden wir die Quotientenregel:

F'(z) = % . cos(2mx) - 2m - s1:1513;)(13 sin(2mz) - cos(z)

Wir setzen nun in die 2.Ableitung x,, = 5~ ein und erhalten:

2 cos(2m - F-) - 2m - sin(5-) — sin(2m - 5-) - cos(F-)

7r 5in?(5-)
2 -1-2m—-0 2 —2m
= oy = 5 — <0
™ sin® - T sin x,

Da die zweite Ableitung an der Stelle x,, kleiner Null ist, haben wir an dieser Stelle
ein lokales Maximum.
Wir berechnen uns daher den Funktionswert von F,, an der Stelle ,, |

_4 Zm:stk:—l
_7r 2k —1
k=1

4.3.5 komplexe Schreibweise

Zuerst driicken wir die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus mit Hilfe der

komplexen Zahlen C aus:@
_ 1 ikx —ikx
cos(kx) = 5(¢ +e

sm(k:v) — 2_ (ezkac o e—zkx> — _% <ezkx _ e—zkx>.
7

205yg]. Rolf 2009, S.455
206yg]. Rolf 2009, S.411
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Wenn wir dies in (5] einsetzen, erhalten Wirzm

a - 1/ . . v .
Fn(x) = ?0 + Z (ak . E(ezkx 4 e—zkx) o bk . §<ezkx o e—zkm)) _

_ Qo (%. e N fikx)_
_2—1— 5 e 4+ e 5 e + 7 e =
k=1
n 1 . n 1 ‘
:%—i— §~e’kx-(ak—i~bk)+ é-e*m”(ak—l—i-bk)

Wir definieren nun

1 1
Cp = §(ak — Zbk), C_ :— §(ak + Zbk) fir & Z 1

1
co 1= % = §(a0 — ibg) mit by := 0.

Daraus folgern wirf™
= F,(x) = Z cpe.

k=—n

Im Folgenden werden wir die Koeffizienten von ¢, durch Integrale, deren Integranden

komplexe Zahlen sind, darstellen. Fiir a; setzt man

ap = L [T f(z) cos(kx) dx und fir by = %fo% f(z)sin(kz) de. Fir k>0 gilt:

7 Jo
o 27
e = %(ak —iby) = %(% / f(w) cos(kz) dx—i-% / f(x)sin(hr) dr) =
0 0

2m
1 )
= %/f(x)e_’km dx
0

Fiir k£ < 0 gilt:

2m 2m
1 , 1/1 1 .
k= §(a,k +ib_y) = 5(;/f(x) cos(—k)x dx +1 - ;/f(x) sin(—k)x dx) =
0 0
2m
= o [ e d
=5 x)e x.
0
Gemeinsam ergibt sich:
1 2m
k= — /f(x)e_““ dx fur k € Z.
2m

0

207yg]. Rolf 2009, S.411
208yvgl. Rolf 2009, S.412
209y0], Rolf 2009, S.412
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,Diese ¢, wobei der Index k jetzt ganz Z durchlauft, heilen die komplex geschrie-
benen Fourier-Koeffizienten von f.F7|

Man schreibt dann

o0

f(z) «~ Z cre’™ bzw. f(x) « cheikw.

k=—o00 keZ
Diese Relation sagt aus, dass die Funktion f die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢y
mit k € Z hat ]
Bemerkung: falls die Reihe rechts konvergiert, dann bedeutet dies, dass alle Teilsummen
F,(z) fiir n — oo konvergieren 17

Umrechnungsformeln (fiir & > 0)f7]
1 , 1 .
cx = =(ag, — ibg), c_p = =(ag +1iby)
2 2
ap = C + C_L, bk = ’L(Ck — C_k).

4.3.6 Fourierentwicklung einer Funktion beliebiger Periode p

Man kann die Fourierentwicklung auch auf eine Funktion mit beliebiger Periode p
auslegen. Angenommen wir haben eine Funktion f, f(x) ist periodisch und hat die
Periode p, dann ist auch eine Funktion g mit g(x) = f (%x) periodisch und hat die

Periode 27. Diese Funktion ¢ ist dann folgendermaflen als Fourierreihe darstellbar:@

g(x) = % +;ancosnx+;bnsinm:

Wir erhalten die Fourierkoeffizienten a,, und b,,:

™ 21 2
1 1 1
a, = —/g(:p) cosnx dr = —/g(m) cosnx dr = —/f(£x> cosnx dx
s T s 27
e 0 0
s 2 2w
1 . 1 . 1 p .
b, =— [ g(z)sinnz de = — [ g(x)sinnzx de = — f(—iE) sinnw dx
s s T 2
n 0 0

210RoIf 2009, S.412
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2

Durch die Substitution u = -7 & z = —”u erhalten wir fiir a,, und b,,:

2w

1 P 27\ du- 2w
n= P dr = — =
a 7T/f(Q x)cosnx xr = /f oS npu) ’
2 2
/f cos n—u du =- f(x) cos (n—ﬂx> dx
p p
1 2 du -2
b, = —/f(£:£> sinnx dx = /f sin niu> wem
T 2 D p

0

/f sin n—u du = /f sin n—:c) dx

Daher gilt fiir die Funktion f(z) = g(fx):

—|— Z a,, COS (n—x) Z b,, sin (n—x)

Fiir die Fourierentwicklung einer Funktion mit beliebiger Periode erhalten wir also
folgende Definition:
Definitionf™| Sei f(z) eine periodische Funktion mit Periode p. Sind f(z) und f'(z)

stiickweise stetig im Intervall [0; p|, dann gilt an allen Stetigkeitsstellen

> 2 > 2
= % + Z a,, COS <n1x> + Z b,, sin <n£x>
p p
n=1 n=1

und an allen Unstetigkeitsstellen

+Zancos (n—x) Zb s1n<n—ﬂx> Z%(ll_{{lvf( s)+ lim f(s ))

s<x s>

mit den Fourierkoeflizienten

/f coS n—x) dx n=20,1,2,...

/f sin n—x) dx n=12,...

Bemerkung: Man kann bei der Berechnung der Fourierkoeffizienten auch {iber ein an-

deres Intervall, wie zum Beispiel [—~£, £], der Breite p integrieren. AuBlerdem folgt aus

den Symmetrieeigenschaften der Funktion: falls f(z) ungerade ist, dann ist der Fou-
rierkoeffizient a, = 0 und falls f(z) gerade, dann ist der Koeffizient b, = 0P|

215Dietmaier 2014, S.285
216yo]. Dietmaier 2014, S.285
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4.3.7 Fourierreihen aus Potenzreihen

Man kann eine einfach gleichméf8ig konvergente Fourier-Reihe aus einer komplexen
Potenzreihe, die eine Funktion darstellt, gewinnen ']

Satz: Es sei nun h(z) mit Konvergenzradius » > 0 und Zentrum 0 eine Potenzreihe.
o0
z) = thzk, z€ Cund |z <.

Wenn wir jetzt fiir z = £ einsetzen mit € € C fest und|¢| < r, dann erhalten wir eine

gleichméBig konvergente Fourier-Reihe f(x) von der Gestalt:

f(z) := h(&e™) Zh gretkr  mit z € ]R

Beispiel:@ Als Beispiel betrachten wir nun die geometrische Reihe.
Angenommen das Zentrum der Reihe sei 0 und der Konvergenzradius sei gegeben mit

r = 1, dann lautet die geometrische Reihe h(z) folgendermafen:

1
h(z)::1 =14+z+22+---, mitlz]<r=1
—z

Wir fiihren nun die Substitution z = e fiir & € (—1,1) durch und erhalten als

Ergebnis:

zz = ikx geom.Reihe 1 - 1-— fe’i‘”
fla) = h(&e™) gg € B 1 — Eeix - |1 — etz

Durch die Aufspaltung in einen Real- und Imaginéarteil ergibt sich:

o0

1—E&cosx
¥ cos(k
kzzog cos(kz) = 1 —2&cosa + &2

und

& Esinx
(k)
Z§ sin(kz) 1—2§Cosx++§2

Nach dem vorangegangenen Satz sind die Koeffizienten, welche auf der linken Seite der

Gleichung stehen, bei festem & € (—1,1) gleich den Fourier-Koeffizienten der rechten

217yg1. Rolf 2009, S.413
218yg]. Rolf 2009, S.413
29ye]. Rolf 2009, S.413 ff.
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Seite der Gleichung.

Wenn wir allerdings £ = 1 setzen wollen, dann koénnen wir diese Argumentation nicht
mehr verwenden, da die geometrische Reihe fiir |z| = 1 nicht konvergent ist. Daher
miissen wir auf Teilsummen zuriickgreifen. Diese Teilsummen kann man von der geo-
metrischen Reihe explizit berechnen. Wir setzen z = € # 1 und starten mit der
Teilsumme, wobei natiirlich gilt n > 0 und substituieren wie zuvor, trennen den Real-

und Imaginérteil und erhalten:

) N 1_Zn+1
Ltz+28 ot =
-z
1+ zzv_|_ 2i$_|_ —+ nie 1—¢€ (nt1)- (mit e '35 erweitert) € 2 —62((n+1)w 7)
e’ +e M= = . . =
1 — e® 6—%_61%
T . . €T 1 . . 1
cosg —i-sing —cos(n+3)-x—i-sin(n+3) -z

T i.dnE — Ty .gnt
cos 5 — i -sinjg (cos2—|—z s1n2>

cosZ—i-sinZ—cos(n+3)-z—i-sin(n+3)

—
21 sin 2

Im Folgenden vergleichen wir die Realteile und die Imaginérteile miteinander:

sin(n+ 1) -z
— +cosx +cos2x+---+cosnr = ——=——

2 2sin%

cosZ —cos(n+3)-x

sinxg +sin2x + --- +sinnr =

: X
2 sin 5

Diese Gleichungen sind fir z € R\ Z27 giiltig. In den Punkten z € R\ Z27 sind
die linken Seiten stetig und deshalb besitzen die rechten Seiten in diesen Punkten
hebbare Unstetigkeiten (die als Grenzwerte 5 +n bzw. 0 aufgefasst werden kénnen). Im
Allgemeinen konvergieren diese Ausdriicke jedoch fiir n — oo nicht. Deshalb integrieren

wir den Realteil von 7 nach x € (0,27) und erhalten:

T

L e—m)4sinz+ Lsin2e 4o+ s —/‘ ( +—1>t
11 mn INNT = 1n .
2l’ ST 28 T TLS T S n 5

partielleIntegration
dt =

st
231n§
s

partielle Integration:

2

oS (n—i—%)x t tcos &

i\ 2 t
FP=——~ "7 ’:_1.(2'_> .<2 _)._:_2
nt 1 g g %) 27 Isin?t
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z 1
1 = t
partielle Integration COS(n + 5) X 1 cos (n + 2>‘T t - cos 3\
n+% 2sin 3 n+% 4sin? L

_COS(TL+%)'ZE' 11 /Cos(n+%)-tcos%dt:K
n+1i 2sinf  n+4 3 o

™

4 sin® %
Jetzt kann man den Nenner abschétzen, da im Nenner Sinusterme stehen, die be-
schriankt sind. Dadurch erhilt man die Nullkonvergenz von |K,|. Daraus folgt fiir eine

fest gewihlte Zahl « € (0, 7):
K, — 0 gleichméfig auf [a, 27 — @

K, — 0 fir z € (0,27)

Es folgt daher:
1 . 1. 1. .
E(W—x):smx+§sm2x+§sm3x+--- fir 0 < x < 27.

Im Intervall (0,27) erfolgt die Konvergenz punktweise und im Intervall [a, 27 — o]
gleichméfig. Die Reihe rechts definiert eine 27 - periodische Funktion (von den reellen
Zahlen in die reellen Zahlen) und konvergiert fiir alle z € R.

Eine spezielle Reihe, die sogenannte Leibniz-Reihe, entsteht, wenn man x = 7 setzt:

T 1+1 1+
4 3 5 7 ‘

Eine Funktion f : R — R auf [0, 27] sei definiert durch:

(m—z) fir0<z <27
fz) = :

0 fiir x =0 oder x = 27

N |—=

dann gilt in den ganzen reellen Zahlen:
. L. L. I
f(z) =sinx + 3 sin 2z + 3 sin 3z + 1 sindx + - - -

Um klarzustellen, dass dies die Fourier-Reihe der Funktion f ist, berechnet man die

Fourier-Koeffizienten der Funktion f. Es ergibt sich daher:

2
1 1
ap = 0, by, = — /f(x) sin(kx) do = z 220
0

22001 Rolf 2009, S.413 ff.
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»,Es hat historisch grofles Aufsehen erregt, als zum ersten Mal eine solche Reihe aus
holomorphen Funktionen auftauchte, deren Summe eine unstetige Funktion ist. Die-
ses Phédnomen hat dann den Anlass zur Schaffung des modernen Funktionsbegriff (der

heute selbstverstandlich ist) gegeben.“lzrl

4.3.8 Fourierentwicklung und ihre Anwendungen

Periodischen Signalen bzw. Schwingungen und daraus resultierend periodischen Funk-
tionen finden vor allem in vielen Bereichen der Technik Anwendung. Die Variable "Zeit’
spielt dabei vor allem h#ufig bei akkustischen Signalen eine wesentliche Rolle und an
diesem Punkt kommt die Fourierentwicklung ins Spiel. Sie ist insbesondere im Hin-
blick auf die Analyse, Verarbeitung und Erzeugung akkustischer Signale anwendbar,
da man periodische Signale und Funktionen als Fourierreihen darstellen kann. Es seien
nun t die Variable der Zeit und T die Variable fiir die Periode. Dann kénnen wir eine

Fourierreihe allgemein wie folgt schreiben{??

oo o0

f(t) = % + Z a, cos(nwt) + Z by, sin(nwt) =
n=1 n=1

- 2
= % + ; (an cos(nwt) + by, sin(nwt)) mit w = %

Wir wollen nun annehmen, dass A, ¢, die Polarkoordinaten eines Punktes und a,, b,

die kartesischen Koordinaten desselben Punktes sind. Es gilt daher@

an, = A,cosp, und b, = A, sinp,,

by,
A, =+Va,2+b,> und tan On = —
a

n

Nun brauchen wir die Additionstheoreme, um die obige Gleichung anders darzustellen.
Die Additionstheoreme machen eine wichtige Aussage iiber die Beziehungen fiir die

Sinus- und Cosinusfunktion. Sie lauten folgendermafien (ohne Herleitung) ]

1) cos(z1 £ @) = cos(z1) cos(za) F sin(xy) sin(xs)

221Rolf 2009, S.415
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2)sin(zy £ x9) = sin(x) cos(zz) £ cos(zy) sin(xz)

Wir benotigen das Additionstheorem 1) und kénnen daher schreibenfzgl

ft) = % + Z (An cos p,, cos(nwt) + A, sin ¢, sin(nwt)> =
n=1

= % + ; A, - (cos ©n cos(nwt) + sin g, sin(nwt)) =

= % + ;An cos(nwt — p,) =

- 2
:%+;Ancos(w"t_¢") mitwn:n-w:n-%

Wir haben also eine Summe fiir harmonische Schwingungen mit den Amplituden A,
und den Frequenzen w, erhalten. Fiir n = 1 ergibt sich die sogenannte Grundschwin-
gung. Fiir alle Summanden n > 1 erhélt man Oberschwingungen. Das Signal ist durch
die Amplituden A,, und Phasen ¢, charakterisiert@ Wenn man auf einem Instrument
einen gleichméfligen Ton spielt, dann ,ist der Luftdruck an einem bestimmten Ort eine
periodische Funktion der Zeit. Diese besteht aus einer Grundschwingung (Grundton)
und Oberschwingungen (Oberténen). Die Amplituden A, und Phasen ¢, charakteri-
sieren den Klang.“@ Man kann Kldnge durch Technik synthetisieren, in dem man den

Grundton und die Oberténe addiert P%

Bemerkung:@

Man kann also in einer Fourier-Reihe Cosinus- und Sinusglieder zu nur einem Cosi-
nus bzw. Sinusterm zusammenfassen, falls die Cosinus- und Sinusglieder den gleichen
Index besitzen. Die Kombination zu einem Cosinusterm beruht beispielsweise auf der
allgemeinen Formel fiir die Bestimmung der reellen Konstanten A (Amplitude) und ¢

(Phasenwinkel), damit die Geichung fiir alle z € R giiltig ist:

a-cost+b-sinx=A-cos(r—¢) mita,beR

225yg]. Dietmaier 2014, S.287
226yg]. Dietmaier 2014, S.287
22"Dietmaier 2014, S.287
228y0]. Dietmaier 2014, S.287
229y0]. Rolf 2009, S.420
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Wir betrachten nun den Sonderfall a = b = 0: in diesem Fall kann man die Amplitude
A = 0 setzen und den Phasenwinkel ¢ beliebig, z.B.: ebenfalls als 0 wéhlen.
Im Fall a # 0 und b # 0 gilt fiir der Berechnung der Variablen A und ¢:

a-cosr+b-sine=A-cosxcosp+ A-sinzsingp

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn gilt a = A - cosp und b = A - sin . Diese

beiden Kriterien gelten wiederum genau dann, wenn gilt:

A=+Va2+1? und o = Arg(a,b)

Wenn wir diese Formeln auf die Fourier-Reihe anwenden, dann ergibt sich folgende
alternative Darstellung:
a - :
f(xz) ~ 50 + ZA’“ ccos(z — ) mit  Ag:=4/ai + b2 und @) := Arg(ag, by)
k=1

und im Sonderfall (ay, by) = (0,0), dass man ¢y, frei wihlen darf[™

4.3.9 Beispiel Zickzack-Welle

Wir wollen in diesem Kapitel die Funktion der Zickzack - Welle in eine Fourier-Reihe

entwickeln. Eine Funktion f mit?]

x tir z € [0, 27]
fz) =

21 —x  fiir x € [, 27]

sei eine stiickweise affine Funktion mit 27-periodischer Fortsetzung. In Abbildung ,

die mit dem Programm Geogebra erstellt wurde, ist die Zickzack-Welle zu sehen.

Da die Funktion f gerade ist, ist der Fourier-Koeffizient by = 0. Um den Koeffizienten
ai zu erhalten rechnet man:

fir £k =0:
]- r mmeriel 2 2 2
aoz—/f(x)dxsy:t —~2'/f(x)dx:—~/xdx:—~x—
T T T 2

230ya]. Rolf 2009, S.420
231yg]. Rolf 2009, S.417
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Abbildung 30: Zickzack-Welle

fur ay:
™

T
) /f(CE) COS(I{JJ}) dr Symgetme L 9. /ZL‘ COS(]{II) dr partielle I:ntegratzon
-7

ap =

3=

™
0

partielle Integration:

g =x f = cos(kx)
;o _ sin(kx)
9= Tk
particlle Integration Sin(kx) [ sin(kr) . x-sin(kz)  cos(kx)
- R / e T TR
0

" _ km-sin(km) + cos(km) — k- Osin(k - 0) — cos(k - 0)
= e

 kx - sin(kx) + cos(kx)
- E

(—1)F -1
=G
Aus diesen Berechnungen ergibt sich die Fourier-Reihe der Gestalt:@

7 4 ycos(z)  cos(3x)  cos(bx)  cos(Tx)
(T )

Die ersten fiinf Teilsummen dieser Fourier-Reihe habe ich mit dem Programm Geoge-

bra in der Abbildung (31]) sichtbar gemacht.

232y0]. Rolf 2009, S.417
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Abbildung 31: Zickzack-Welle, 5 Teilsummen

Wie in Abbildung ersichtlich ist, liefert die Fourier-Reihe schon mit fiinf Teil-
summen eine gute Ndherung an die urspriingliche Zickzack-Welle. Jedoch erkennt man
auch deutlich, dass die "Zacken’ nicht gespitzt, sondern eher als Rundungen dargestellt
werden. Je mehr Teilsummen man bildet und in Geogebra eingibt, desto eher stimmt

die Annédherung an die urspriingliche Funktion der Zickzack-Welle.

4.3.10 trigonometrische Identitit

Es sei die Funktion f mit

f(t) = cos*(w-t) = = + = - cos(2wt)

N | —
DN | =

gegeben.@ Wir wollen uns nun iiberlegen, wie diese Funktion graphisch zusammenge-

setzt werden kann. Wir zeichnen zuniichst den Graphen der Funktion cos®(w - t).

Abbildung 32: Funktion f(t)

Die Funktion cos?(w - t) ist eine gerade Funktion und daher sind keine Koeffizienten
b, vorhanden. Die Fourierkoeffizienten ag und as konnen bestimmt werden und man

erhilt ap = 2 und as = %@

2

233ygl. Butz 2011, S.5
234yg0l. Butz 2011, S.5
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Wir wollen nun auch die Funktion % und %cos(Zwt) graphisch darstellen.

b2 =

Abbildung 33: Funktion y=0.5

cos(2wt)

BD | =

Abbildung 34: Funktion y=0.5 cos

In Abbildung ist der Mittelwert 1 dargestellt und in Abbildung eine Co-
sinusschwingung mit der Amplitude % und der Frequenz 2w. Die gegebene Funktion
f(t) = cos*(w - t) kann also zerlegt werden.ﬁ] Addiert man beide Abbildungen ([33)
und (34), so erhélt man die Funktion f(¢) wie in der Abbildung (32)).

4.3.11 Beispiel Sinus-Funktion mit Spektraldarstellung

In diesem Kapitel wollen wir die Fourier-Reihe der Sinus-Funktion darstellen und ihre
Amplituden mit der Spektraldarstellung sichtbar machen >

Es sei die Funktion

f(t) =sin (2% : t)

235ygl. Butz 2011, S.5
236ygl. https://www.youtube.com/watch?v=xiDzwiwTVW4
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gegeben, wobei der Parameter T' die Periodendauer angibt.

2

Wir setzen nun w = -

und erhalten daher nach Einsetzen in die Funktionsgleichung:

f(t) =sin(w - t)

PeriodendauerT

y(t) = sin(w - t)

Abbildung 35: Periode Sinus

Wie man in Abbildung erkennen kann, betrigt die Dauer einer Periode der Sinus-
schwingung 27 und die Amplitude hat den Wert 1.

Wir wollen nun die Amplitude iiber die Fourierintegrale berechnen und diese dann
in die Spektraldarstellung iibertragen. Die gegebene Funktion f(t¢) ldsst sich allgemein

darstellen als:
F(£) = ao + '(1 2t>+ '(22t)+ '(32t)+
= ag + a; - sin T T as - sin T T as - sin T T

In diesem allgemeinen Fall ergibt sich fiir agy also:

T
0

und allgemein fiir a; schreiben wir:

-/f(t)-sin(?-%r-t) dt

77
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Ausgelegt auf unser Beispiel der Sinus-Funktion erhalten wir:

aon

und
T
sin(w - t) - sin(kwt) dt =0 firk#1

N o

ap =
0
N ~~ >y

=0, da [sinzsinnz dz:%(Sin(:__ll)'x—sm(:jll)'w>

Fiir den Fall, dass k& = 1 ist erhalten wir durch einsetzen:
T
_ 2 in?(wt) dt
a1 = [ sin(w
0
Um dieses Integral auszurechnen betrachten wir die Funktionen cos?(z), sin?(z) und
sin(z) in Abbildung (36]).

Hinie) sin®(x)

=

cosz(a:)

Abbildung 36: Funktionen
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Wir wissen es gilt die Gleichung sin®(«) + cos?(a) = 1. Die Fliche des Integrals
unter der Sinuskurve ist gleich 1 -7, da wir aber das [ sin? brauchen, kann man auf
Grund der Abbildung erkennen, dass das [ sin? = % - T betragt.

Somit erhalten wir:

T =1.

N
N o
N | —

a; =

T
-/sinQ(wt) dt =
0

Das heifit fiir alle Werte k # 1 wird der Wert 0 und im speziellen Fall fiir £ = 1 erhalten
wir a; = 1.
Wir wollen dies nun in die Spektraldarstellung iibertragen: Wir erhalten fiir den Wert

bei der Grundfrequenz % das Ergebnis 1 und alle anderen Werte sind Om

An
2 o

0.5

Y

T 1T T 3T AT

Abbildung 37: Spektraldarstellung Sinus

4.3.12 Beispiel: Spektraldarstellung einer Rechtecksfunktion

Wir betrachten in diesem Kapitel eine Rechtecksfunktion und wollen die Amplitude
mit Hilfe der Spektraldarstellung sichtbar machen mit konkreten Werten fiir die Pe-
riodenldnge T. Danach wollen wir noch zeigen, dass man aus dem Sinus mit Hilfe

entsprechender Teilsummen eine rechteckartige Schwingung erhéilt.@

Z7yvgl. https://www.youtube.com/watch?v=xiDzwiwTVW4
238ygl. https://www.youtube.com /watch?v=xiDzwiwTVW4

79



=)

Abbildung 38: Rechtecksfunktion

Die Periodendauer dieser Funktion in Abbildung ist gegeben mit T = 2 sec.
Daraus ergibt sich fiir die Grundfrequenz f: f = 2—15 =0,5 Hz

Fiir die Grundperiodendauer w erhélt man: w = 2 - %ﬂ' =g rad

Jetzt miissen wir wieder die Integrale bilden. Fiir das erste Integral erhdlt man den
Wert 0, da die beiden strichlierten Flidchen in der Summe Null ergeben (siche Abbil-
dung (38))). Das heifit also ag = 0.

Im allgemeinen Fall fiir a; erhalten wir:

’ﬂlw

T
/y sin(k - w - t) dt
0

Wir kénnen die Funktion nun in zwei Teilintegrale aufteilen: im ersten Teilintervall ist

die Funktion 1 und im zweiten —1. Daraus ergibt sich:

T
2
/ kwtdtf/—ankwt))d

0

’ﬂlw

Wir konnen uns nun die Stammfunktion vom sin berechnen:

1
/sin(k;-w-t):—cos(k~w-t)-k—
W

Daraus ergibt sich dann fiir ay, :

!
!

ccos(k-w-t)| =

N[ o
o~
&

+
0

%-(—F>-Cos(k-w-t)

Nl
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2 1 T T
= T-(}g—)-(—cos(l@-w-E)+cosO+cos(k-w-T)—cos(k‘-a)E)) = (keZ)
"W —— =1 _ oy N——
_ ren =cos(k-2m)=1 k2m
2 1.7 2
ST ogn (BT 2eskem) = (Lo coskem) = a

Der Index k € Z beeinflusst die Amplitude.

Fir £ = 2 erhalten wir:

2
as = ﬁ-(l—cosi-w) =0
Fiir £ = 4 erhalten wir:
2
ag = ﬂ-(l—cos_éll-w) =0
Das heifit wenn k gerade = a, = 0.
Fiir ungerades k wird cos(k - 7) = —1 und man erhilt daher im Allgemeinen:

k ungerade = a; = ﬁ
Wir wollen nun also einige Werte berechnen, um anschlieend die Spektraldarstellung

naher zu betrachten:

ar = 1,273239545
az = 0,424413181
as = 0,254647908
ar = 0,181891363
ag = 0,14147106
ain = 0, 115749049

Da alle Werte mit geradem k = 0 sind, kommen also nur ungerade Summanden vor. Die
Grundfrequenz unserer Rechtecksfunktion ist % Hz und wenn wir die zuvor berechne-

ten Werte eintragen, erhalten wir als Summanden im Spektrum folgende Darstellung,

die in Abbildung zu sehen ist.

Wie man in der Abbildung gut erkennen kann, werden die Anteile immer kleiner
und es handelt sich um eine abfallende Amplitudenreihe >’

Dies wollen wir jetzt auch noch auf das Zeitsignal umlegen.

239ygl. https://www.youtube.com/watch?v=xiDzwiwTVW4
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Abbildung 39: Spektraldarstellung Rechtecksfunktion

Nun wollen wir einige Summanden und ihre Teilsummen ndher betrachten.
Wir betrachten zunéchst den Funktionsgraphen des ersten Summanden, der die Am-

plitude 1.273239545 und die Frequenz 1 hat: fi(x) = 1,273239545 - sin(1x)

A

Ji(x) = 1.273239545 . sin(1x)

A

=)

n

Abbildung 40: Rechtecksfunktion-1.Summand

Der zweite Summand ist gerade und daher 0.

Der dritte Summand der Rechtecksfunktion hat die Amplitude 0,424413181 und 3-
fache Frequenz als die Funktion f;(z).

Wir schreiben daher f3(x) = 0,424413181 - sin(3x).

Durch Addition der beiden ungeraden Funktionen ergibt sich die Teilsumme F3(z) =
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Fi(x) + f3(z) = 1,273239545 - sin(1z) + 0, 424413181 - sin(3z).
Fiir den fiinften Summanden ergibt sich f5(z) = 0,254647908 - sin(5z). Dieser Funkti-
onsgraph ist in Abbildung dargestellt. Da die Frequenz gréfler und die Amplitude

kleiner ist als bei der Funktion f;(x) kann man einen deutlichen Unterschied erkennen.

fs(x) = 0,254647908 - sin(5x)

0.5

S A A N A A A AT
NN N Y NN N NN

-0.5

o

Abbildung 41: Rechtecksfunktion-5.Summand

Fiir die Teilsumme der Funktionen fi(x), f3(z) und f5(z) ergibt sich die Teilsumme
Fs(z) = fi(z) + fs(z) + fs(z) = 1,273239545 - sin(1x) + 0,424413181 - sin(3zx) +
0, 254647908 - sin(5x). Diese wurde mit Hilfe des Programms Geogebra gezeichnet und
ist in Abbildung dargestellt.

A
Fy(x) = fi(z) + fa(z) + fu(x)

Abbildung 42: Rechtecksfunktion-5.Teilsumme

Der siebente Summand ist die Funktion f7(z) = 0, 181891363 - sin(7x).

Fiir die Teilsumme der Funktionen fi(z), f3(x), f5(x) und f7(x) ergibt sich Fr(x) =
FL(@)+ f3(@)+f5(2)+ fr(x) = 1,273239545-sin(12)+0, 424413181 -sin(3z) 40, 254647908
sin(5z) + 0, 181891363 - sin(7x).
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Fiir den neunten Summanden der Rechtecksfunktion erhalten wir:
fo(x) = 0,14147106 - sin(9z).

Fiir die Teilsumme der Funktionen f(x), f3(z), fs(z), fz(z) und fo(z) erhdlt man Fy(z) =
(@) + f(2) + f5(2) + fr(x) + folz) = 1,273239545 - sin(1z) + 0, 424413181 - sin(3z) +
0, 254647908 - sin(5z) + 0, 181891363 - sin(7z) + 0, 14147106 - sin(9zx).

Fiir den elften und letzten Summanden unserer Spektraldarstellung der Rechtecksfunk-

tion erhalten wir: fi;(z) =0, 115749049 - sin(11x):

A

S () = 0,115749049 - sin(11ax)

Abbildung 43: Rechtecksfunktion-11.Summand

Fiir die Teilsumme der Funktionen fi(x), f3(x), f5(x), f2(x), fo(z) und fi;(x) ergibt
sich F11(z) = fi(z) + f3(x) + f5(x) + fz(x) + fo(x) + fi11(z) = 1,273239545 - sin(1x) +
0,424413181 - sin(3z) + 0, 254647908 - sin(5z) + 0, 181891363 - sin(7z) + 0, 14147106 -
sin(9z) +0, 115749049 - sin(11x). Die letzte Teilsumme ist in Abbildung zu sehen.

A
Fu(z) = filz) + fa(z) + fs(x) + fr(@) + folz) + fra(z)

e

Abbildung 44: Rechtecksfunktion-11.Teilsumme

Wenn wir noch einmal unsere Rechtecksfunktion und die Funktion der 11.Teilsumme

betrachten, dann ergeben sich folgende zwei Funktionsgraphen iibereinander gelegt (in
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blau die Rechtecksfunktion und in orange die 11.Teilsumme):

Abbildung 45: Rechtecksfunktion und 11.Teilsumme

Je mehr Teilsummen gebildet werden, desto eher nédhert sich die orange Funktion der
Rechtecksfunktion an, die in Abbildung in blau dargestellt ist. An den Ecken sind
wiederum sogenannte Uberschwinger, welche als Gibbs-Phénomen bezeichnet werden,

beobachtbar.
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4.3.13 Losungen einiger wichtiger Funktionen

Interessanterweise sind die Losungen einiger Funktionen leicht zu merken, da sie recht

dhnlich sind £

a) Die exakte Losung einer Rechteckschwingung lautet (siche auch Kapitel 4.3.12.):

Ag(z) = = (sin(x) + % -sin(3x) + % -sin(bz) + % -sin(7x) + é -sin(9z) + .. )

Das heifit die Losung enthélt ,,alle ungeradzahligen Harmonischen mit reziproker

Amplitudenstérke. “@

b) Wenn man analog zur Rechteckschwingung auch geradzahlige Harmonische hin-

zufiigt, erhdlt man die Losung einer Sdgezahnfunktion mit negativer Steigung:

Ap(z) = 2. <sin(x) N Sin(22x) N sinfx) N sinE;lx) L )

Diese Losung enthélt somit ,,alle Harmonischen mit reziproker Amplitudenstéirke.“@

¢) Die Losung fiir die Sagezahnfunktion positiver Steigung sieht dhnlich wie in b)

aus, allerdings mit alternierendem Vorzeichen:

Ap() = 2?(1 . (sin(m) _ sin(2x) N sin(3z)  sin(4z) L )

2 3 4
d) Die Dreiecksfunktion hat folgende Losung:

Ag(z) = i—a : (sin(w) - (%)2 sin(3x) + (%)2 — (%)2 sin(7x) + .. )

Hier treten ,alle ungeradzahligen Harmonischen mit quadratisch-reziproken Am-

pitudenstiirke und wechselndem Vorzeichen bzw- wechselnder Phase‘P™| auf.

240y¢]. Schreier 2003, S.9 [Online]
241Schreier 2003, S.9 [Online]
242Schreier 2003, S.9 [Online]
243Schreier 2003, S.9 [Online]
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4.4 Zusammenfassung der Theorie

Dieses Kapitel soll dazu dienen, die wichtigsten Eigenschaften der Fourierpolynome

zusanunenzuﬁwsenE%ﬂ

(a) komplexe Form der Fourierpolynome:

Fiir ein Fourierpolynom n-ten Grades schreiben wir

n

pn(x) = Z ckeikx, mit z € R.

k=—n

Die Koeffizienten c;, haben die Form:
I .
ck=—" | f(x)e"™ dr, mit x € Z
2m

(b) reelle Form der Fourierpolynome:

Fiir ein Fourierpolynom n-ten Grades schreiben wir

pn(T) = ag + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)) fir z € R.
k=1
Die Koeffizienten haben dabei die Gestalt:

a():%-/f(x) dx

ar = % /f(x) - cos(kx) dx

1 ™
by = — - /f(x) -sin(kz) dx
m
wobei k =1,2,3,4, ...

(¢) zwischen komplexer und reeller Form umrechnen:

ak——i-bk
C = 5
ak%—i-bk
C_| =
2

244yo]. Arens u.a. 2012, S.1043
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wobei k € N
(d) vereinfachte Formeln fiir gerade bzw. ungerade Funktionen:

(i) gerade Funktionen:

b =0

a():%-/f(x)da:

0
s

'/f(x)'cos(ka:) de fir k=1,2,3,...
0

A =

3

(ii) ungerade Funktionen:
a,=0 firk=0,1,2,3,4,...
2 . i
by = — - /f(x) -sin(kx) dx  fir k=1,2,3,4,...
T
0
(e) Linearitit der Fourierpolynome:

Angenommen die Funktion f hat die Fourierkoeffizienten (cy), die Funktion g hat

die Fourierkoeffizienten (dy) und A € C. Dann gilt:

(i) f < g hat die Fourierkoeffizienten (cy £ dy)

(ii) X\ - f hat die Koeffizienten (Acg)

Analoges gilt fiir Funktionen mit reellen Koeffizienten.

(f) Ableitung der Fourierpolynome:
Um ein Fourierpolynom ableiten zu konnen, muss vorausgesetzt werden, dass die

Funktion f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist. Dann gilt:

(i) hat die Funktion f komplexe Fourierkoeffizienten, die wir mit (cx) bezeichnen,

dann hat die Ableitung f' die Fourierkoeffizienten (ikcy).
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(i) hat die Funktion f reelle Fourierkoeffizienten (ay) fir die Cosinusterme und (by,)
fir die Sinusterme, dann hat die Ableitung f' die Koeffizienten (—kby) fir die

Cosinusterme und (kay) fir die Sinusterme.

(111) die Konstante ag fillt beim Differenzieren jeweils weg.
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5 Fourier - Theorie in Bezug auf Obertone in der

Musik

Nachdem wir die Fourier - Theorie mathematisch schon recht ausfiihrlich behandelt
haben, mochten wir nun den Zusammenhang zur Musik néher betrachten.

In Kapitel 3 dieser Arbeit wurde schon auf Begriffe wie Partialténe, Klangfarbe und
Schwebungen in der Musik eingegangen. Wir wollen jetzt insbesondere das Oberton-
spektrum der Querflote analysieren.

Wenn alle Klappen einer Querfiéte mit C-Fufl geschlossen sind, dann erklingt der tiefste
Ton, namlich das ¢’. Beim Spielen dieses Tones erklingt nicht nur, dass ¢’, sondern auch
eine Vielzahl an Obertonen. Angenommen der Grundton, also das ¢, hat die Frequenz

fo, dann sind die Frequenzen der Obertone ganzzahlige Vielfache folgender GestaltFEl

2 fo,3- fo,4- fo,5 f0,6- fo, 7 f0,8 f0,9- f0,10- fo,...

Das heifit musikalisch gesehen erklingen beim Spielen des ¢’ auf einer Querfléte gleich-
zeitig auch die Tone ¢, ", ", e", g" ais", ™ d" " P welche im folgenden Noten-

bild dargestellt sind:

& B =
= = o = = =
- = = = = = =
fl e A e U e M e e R e
#‘ [}
N
v =
f, 2f, 3f, 4f, Sf, 6f, 7, 8f, 9f, 10f,
flute

Abbildung 46: Obertoene ¢ P

Das Spektrum des Tones ¢’ auf einer Querflote mit C-Fufl wurde mit digitaler Fourier-

Transformation berechne@ und sieht dann folgendermaflen aus:

245yg]. http://newt.phys.unsw.edu.au/jw/fluteacoustics.html
24601, http://newt.phys.unsw.edu.au/jw/fluteacoustics.html
24Thttp: / /newt.phys.unsw.edu.au/jw/fluteacoustics.html

248yg1. http://newt.phys.unsw.edu.au/jw/sound.spectrum.html
249%http: / /newt.phys.unsw.edu.au/music/flute/modernC/C4.html
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Abbildung 47: Spektrum ¢ [%)

Laut unseren Berechnung von Kapitel 3.2.1 hat das ¢ einer Flote mit C-Fuf} eine
Frequenz von ca. 260 Hz. Auf der 1.Achse des Spektrums in Abbildung ist die
Frequenz in kH z aufgetragen. Man kann an den sogenannten peaks, also an den Maxima
der Funktion, die Frequenzen der einzelnen Obertone ablesen. Wir wollen nun die
Frequenzen der einzelnen To6ne zuerst berechnen und die Ergebnisse danach mit dem
Spektrum in Abbildung vergleichen. Fiir die Obertone ergeben sich also folgende
Frequenzen:

d"'=2-fy~520 Hz
g =3 fo~T80 Hz
" =4 fy~1040 Hz
¢ = 5. fo 21300 Hz
g =6 fo~ 1560 Hz
ais" =T fo~ 1820 Hz
M — 8. fo ~ 2080 Hoz
4" =9 fo~ 2340 Hz

" =10 fy ~ 2600 Hz
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Die blauen Striche in Abbildung auf der 1.Achse sollen die ungefdhren Markie-
rungen der jeweiligen Frequenzen darstellen. Vergleicht man nun die Markierungen der
Maximumstellen mit den berechneten Frequenzen, so kann man feststellen, dass diese

ziemlich genau iibereinstimmen.

520 Hz 1040 Hz
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260 Hz 780 Hz

Abbildung 48: Frequenzen ¢/

Besonders auffillig hierbei ist, dass die ersten drei Obertone, also die Tone ¢”’, ¢” und ¢”

laut dem Spektrum in Abbildung stiarker ausgebildet sind als der Grundton.

Ein besonderes Merkmal der Klangerzeugung bei der Querflote ist die Produktion von
Ténen durch Uberblasen des Grundtones. Primir steht natiirlich der Klappenmecha-
nismus im Vordergrund, aber die Technik des Uberblasens ist sehr wichtig fiir die
Naturtone 1 und 2. Vom ersten Naturton, also vom Grundton, ausgehend werden auf
einer Flote mit H-Fuf§ die Téne h — d” mit Hilfe der Flotenklappen erzeugt. Alle Tone
ab dem d” entstehen durch Uberblasen in die Oktave, also zum zweiten Naturton. Da-
durch entstehen die Tone es” —d"”. Alle weiteren hoheren Tone werden durch geeignete
Criffkombinationen erzeugt 1]

Dariiber hinaus kann ein Flétist / eine Flotistin die Obertone des jeweiligen Grundtones
durch Uberblasen erzeugen. In unserem Beispiel entstehen daher durch das Uberblasen
des Tones ¢ die sogenannten Flageolettone unseres Obertonspektrums. Man erhilt also

CH, gl/7 C,/,, 6”/, gl//, CLZ'SIII7 C”/,, dl/l/ und el/l/.

250yg]. http://newt.phys.unsw.edu.au/music/flute/modernC/C4.html
251yel. https://www.vsl.co.at/de/Concert_flute/Sound_Production
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6 Schlussworte

6.1 Zusammenfassung

Die vorliegende Diplomarbeit beschéftigt sich mit der Verkniipfung der Musik mit der
Mathematik.

Zu Beginn wird kurz die geschichtliche Entwicklung der Querflote dargestellt. Unter
anderem wird die Tonerzeugung bei der Querfléte als physikalischer Prozess mathema-
tisch betrachtet. Abbildungen zeigen Funktionsgraphen musikalischer Schwingungen,
welche sich aus mathematischer Sicht aus periodischen Sinus- und Cosinusfunktionen
zusammensetzen. Es wird darauf eingegangen, wie die Uberlagerung von Wellen in der

Physik mit Schwebungen zweier T6ne unterschiedlicher Frequenzen zusammenhéngt.

Im dritten Kapitel geht es um zylindrisch gebohrte Rohre und die darin entstehenden
schwingenden Luftsdulen, welche mit Hilfe der Wellengleichung beschrieben werden.
Obwohl es sich bei der Querfléte um eine offene Pfeife handelt, werden aus Griinden
der Vollstandigkeit auch geschlossene Pfeifen betrachtet. In den darauffolgenden Un-
terkapiteln wird néher auf die sogenannten Partialtone, die Obertone, eingegangen und
es wird die faszinierende Tatsache, dass gleiche Toéne auf verschiedenen Instrumenten
eine andere Klangfarbe haben, niher beleuchtet. Um Obertone und Klangspektren der
einzelnen Instrumente sichtbar machen zu kénnen wird die Methode der Fourier -

Analyse benotigt.

Das vierte und umfangreichste Kapitel dieser Arbeit beschéftigt sich mit der Fourier-
Theorie, auf welche, vor allem aus mathematischer Sicht, ausfiihrlich eingegangen wird.
Zu Beginn wird ein Uberblick iiber das Leben und Schaffen des franzosischen Mathe-
matikers Jean Baptiste Joseph Fourier gegeben. Er hatte Anfang des 19.Jahrhunderts
die groBartige Erkenntnis, dass sich alle periodischen Funktionen in Sinus - und

Cosinusschwingungen zerlegen lassen. Des Weiteren werden die so wichtigen Fourier
Koeffizienten, mit deren Hilfe man die Phase und Amplitude der Schwingung bestim-

men kann, berechnet. Das Konvergenzproblem der Fourier - Reihen wird dargestellt
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und es wird ndher auf die Approximation im quadratischen Mittel, gleichméfige und
punktweise Konvergenz eingegangen. Einige Beispiele wie die Sdgezahnfunktion, die
Rechtecksschwingung, die Zickzack-Welle und die Sprungfunktion werden vorgestellt.
Im Anschluss wird das Gibbs-Phédnomen untersucht, die komplexe Schreibweise des
Fourierpolynoms eingefiihrt und es werden Fourier-Reihen aus Potenzreihen entwickelt.
Der Schluss dieses Kapitels beinhaltet eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Ei-

genschaften von Fourierpolynomen.
Im letzten Kapitel dieser Arbeit wird noch einmal die Verbindung zur Musik ver-

deutlicht — Obertone der Querfléte werden mittels ihres Spektrums grafisch dargestellt
und die Kunst des Uberblasens, die Entstehung der Flageolettone, wird erklirt.
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6.2 Abstract

This diploma thesis tries to show a link between music and mathematics.

At the beginning, this paper describes shortly the historical development of the flute.
Amongst other things, the generation of sounds as a physical process is discussed. Il-
lustrations show harmonic oscillations which are mathematically composed sinus and
cosines functions. The link between physical overloads from waves and the interference

of two tones with different frequencies is analysed.

Then, in the third chapter, cylindrical drilled pipes and the air-filled pipe inside, which
can be described with the wave equation, are observed. Although the flute is an ope-
ned pipe, closed pipes are as well treated for the sake of completeness. In the following
subsections overtones and the fascinating fact that the same tones played by different
instruments produce different harmonic timbres are explained. For making overtones

visible the method of the Fourier analysis is needed.

The fourth and longest chapter of this diploma thesis describes the Fourier theory
in detail. First of all, the life of the mathematician Jean Baptiste Joseph Fourier is
presented. At the beginning of the 19th century, he had the great understanding, that
every periodic function is a combination of sinus and cosines functions. Then we will
see how the Fourier coefficients, which help us to describe the phase and amplitude of
an oscillation, are calculated. The convergence behaviour of Fourier series is analysed in
the next subsection and some examples as a saw tooth — function, a square wave and a
jump function are presented. After this, the interesting Gibbs phenomenon is described
and the writing of Fourier series with complex numbers is shown. At the end of this

chapter, a short abstract describes the most important qualities of Fourier polynomials.

The last chapter of this diploma thesis shows again the link between mathematics
and music — overtones of the flute are analysed with the help of some illustrations of
their harmonic spectra. In addition to this, the phenomenon of the over-blowing of

flute tones is explained.
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