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1. Einleitung

Wird die Entwicklung von Sterbewahrscheinlichkeiten verschiedener Altersgruppen betrachtet,
lassen sich Uber die Zeit hinweg einige erfreuliche Verdnderungen erkennen. So lag beispielsweise
die Sauglingssterblichkeit Osterreichs 2013 mit 0,31 Prozent nur noch bei rund einem Achtel des
Werts aus dem Jahr 1970 (vgl. Human Mortality Database 2017). Auch die Lebenserwartung
insgesamt hat sich in diesem Zeitraum deutlich verbessert (siehe Grafik 1b). Trends dieser Art sind
nicht auf Osterreich begrenzt und so hat sich die durchschnittliche Lebenserwartung von 34 OECD
Landern ebenfalls merklich erhoht. Sie war 2013 mit 80,5 Jahren um Uber zehn Jahre héher als noch

1970 (vgl. OECD 2015, S. 46f).
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Abbildung 1 Trends in Osterreich: (a) Senkung der Séuglingssterblichkeit bzw. (b) Steigerung der Lebenserwartung
zwischen 1970 und 2013; Eigene Darstellung; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)

Die Frage, ob die Sterbewahrscheinlichkeiten der Altersgruppen zukiinftig mit einer dhnlichen
Geschwindigkeit weiter sinken werden, stofft vermutlich bei vielen Menschen auf personliches
Interesse und ist andererseits auch aus politischen und wirtschaftlichen Griinden relevant. Immerhin
wirde eine weitere (an sich wiinschenswerte) Reduktion der Sterbewahrscheinlichkeiten zu einem
demographischen Wandel beitragen, der oft als ,Uberalterung der Gesellschaft” bezeichnet wird,
und kénnte die Regierungen westeuropdischer Nationen vor gewisse fiskalische Herausforderungen
hinsichtlich der Sozialausgaben stellen (vergleiche zum Beispiel Bongaarts 2004 oder IMF 2012). Ein

dhnliches Problem der Finanzierung kann fir Unternehmen auftreten, die Lebensversicherungen
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anbieten. Schatzen sie die zukiinftigen Sterbewahrscheinlichkeiten niedriger ein als sie tatsachlich
sein werden, verlangen sie zu hohe Versicherungspramien und koénnten Kunden dadurch
abschrecken. Umgekehrt kann es zu einer Unterfinanzierung durch zu niedrig kalkulierte Pramien
kommen, falls die Sterbewahrscheinlichkeiten merklich hoher ausfallen, als sie vom

Versicherungsunternehmen erwartet werden.

Mit diesem Hintergrund Uberrascht es kaum, dass es eine breite Literatur zur Modellierung und
Prognose von Sterbewahrscheinlichkeiten gibt.! Lee und Carter haben 1992 schlieRlich ein Verfahren
entwickelt, das Booth und Tickle (2008, S. 13) in einem Vergleich verschiedenster Modelle als die
dominante Methode zur Vorhersage der Mortalitdt bezeichnen. Es gibt in der Tat eine Reihe an
Arbeiten, in denen das Lee-Carter Modell diskutiert, erweitert und angewandt wird (vgl. Koissi et al.
2005, Lee 2000, Lundstrom und Qvist 2004, Tuljapurkar et al. 2000). Auch das U.S. Census Bureau
verwendete im Jahr 2000 eine Variante des Lee-Carter Modells, um eine langfristige Prognose bis

zum Jahr 2100 zu erstellen (vgl. Hollmann et al. 2000).

Lin und Tsai veréffentlichten 2015 jedoch einen Artikel, in dem sie zeigen, dass eine einfache lineare
Regression in Japan, den USA und dem Vereinigten Konigreich mitunter merklich bessere Prognosen
liefert als das urspriingliche Lee-Carter Modell. Dabei fallen aber zwei Aspekte auf, die eine weitere

Untersuchung der Ergebnisse motivieren:

1.) Das Modell von Lin und Tsai entspricht im Wesentlichen einem AR(1)-Modell der
Hazardfunktion. Bei der Berechnung der Regressionskoeffizienten erhalten sie insbesondere
bei dlteren Personen Werte nahe bei 1 (vgl. Lin und Tsai 2015, S. 547). Diese Beobachtung
lasst die Vermutung zu, dass eine Beschreibung der Hazardfunktionen als Random Walk mit
Drift in noch besseren Prognosen resultieren konnte. Die Anwendung dieses Modells wird
zusatzlich durch eine Arbeit von Bell (1997) motiviert, in der das Random Walk Modell mit
Drift ebenfalls zu guten Ergebnissen bei der Vorhersage der Mortalitdt gefihrt hat.

2.) Wird mithilfe der urspringlich vorgeschlagenen Version des Lee-Carter Modells eine
Vorhersage erstellt, kommt es fir das erste Jahr im Prognosezeitraum oftmals zu einer
Diskontinuitat. Solch ein Knick lasst sich auch in einigen Grafiken bei Lin und Tsai (2015, S.
552) finden. Lee und Carter (1992, S. 665f) schlagen in ihrem Artikel bereits eine einfache
Variante vor, mit der dieses Problem beseitigt werden kann, meinen aber, dass sie das
Modell trotz Diskontinuitdt aus anderen Griinden bevorzugen. In einer spateren Publikation
bezeichnet Lee dies (gemeinsam mit Miller) aber selbst als einen Fehler und spricht sich fiir

eine Korrektur der Unstetigkeitsstelle aus (vgl. Lee und Miller 2001, S. 539). Es stellt sich die

Y Ein Uberblick Gber verschiedene Verfahren findet sich unter anderem bei Booth und Tickle (2008) und
Waldron (2005).
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Frage, ob das lineare Modell von Lin und Tsai (2015) auch dann noch besser als das Lee-

Carter Modell funktioniert, falls die Diskontinuitat eliminiert wird.

In diesem Sinne soll in der vorliegenden Arbeit Uberpriift werden, ob die von Lin und Tsai (2015)
vorgeschlagene lineare Regression genauere Prognosen liefert als ein simpler Random Walk mit Drift
bzw. zwei einfache Varianten des Lee-Carter Modells, die die genannte Diskontinuitdt gemal Lee und
Carter (1992, S. 665) und Bell (1997, S. 289f) korrigieren. Zu diesem Zweck werden wie bei Lin und
Tsai (2015) Daten aus Japan, den USA und dem Vereinigten Konigreich sowie aus funf weiteren
Landern (Osterreich, Australien, Finnland, Frankreich, Kanada) herangezogen. Der Zeitraum der
Beobachtungen wird mit 1950 bis 2009 dhnlich wie bei Lin und Tsai (2015) angesetzt. Anhand der
passenden Sterbetafeln der Human Mortality Database (2017) werden dann Ein-Schritt-Prognosen
fir die Sterbewahrscheinlichkeiten kalkuliert und den tatsdchlichen, beobachteten Werten
gegenlibergestellt. Zusatzlich werden die Modelle im Rahmen zweier Anwendungsbeispiele getestet,
die sich auf die Prognose der Lebenserwartung und der Berechnung fairer Versicherungspramien

beziehen.

Um dieses Ziel zu erreichen, wurde der weitere Aufbau der Arbeit folgendermaRen gewahlt: Zuerst
werden die interessierenden Modelle im nachsten Kapitel vorgestellt und ausfiihrlich diskutiert. Das
zentrale dritte Kapitel geht ndher auf die Daten ein und stellt anschliefend die Beobachtungen den
berechneten Ein-Schritt-Prognosen gegentiber, um festzustellen wie gut die Ergebnisse der linearen
Regression im Vergleich zu den anderen Methoden sind. Im vierten Kapitel wird Gberpriift, ob die
zuvor erarbeiteten Resultate hinsichtlich der Prognosefdhigkeit im Rahmen der beiden
Anwendungsbeispiele bestdtigt werden kdnnen. Zum Abschluss der Arbeit wird eine

Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse bereitgestellt.



2. Die Modelle

Die lineare Regression von Lin und Tsai (2015) wird in dieser Arbeit nur mit einem Random Walk mit
Drift und einigen einfachen Varianten des Lee-Carter Modells verglichen. Wie in der Einleitung
angedeutet wurde, finden sich in der Literatur jedoch viele unterschiedliche Versuche,
Sterbewahrscheinlichkeiten zu beschreiben. Als alternative Ansdtze zu den hier besprochenen
Methoden seien beispielsweise die Modelle von Heligman und Pollard (1980) und von Cairns et al.
(2006) erwahnt. Wie gut das Modell von Lin und Tsai (2015) im Vergleich zu diesen beiden oder

weiteren Methoden prognostiziert, wird in der vorliegenden Arbeit nicht untersucht.

2.1. Das lineare Modell von Lin und Tsai (2015)

Bevor das Modell an sich erlautert werden kann, ist es notwendig einige Definitionen durchzufihren.
Hierbei sollte mit der Sterbewahrscheinlichkeit g, ; begonnen werden. Sie steht fir den Anteil
derjenigen, die sich im Kalenderjahr t im (x + 1)-ten Lebensjahr befinden und innerhalb dieses
Lebensjahres versterben. Die Uberlebenswahrscheinlichkeit p, . wird analog definiert und kann

direkt aus g, ; berechnet werden:

Pxt = 1- qx,t

Interessiert sich die Anwenderin oder der Anwender allgemeiner dafiir, wie wahrscheinlich es ist,
dass eine Person im Jahr t nach ihrem x-ten Geburtstag noch eine Zeitdauer von s Uiberlebt, so wird
dieser Wert als ¢p, ; notiert. Die Zeitdauer s steht hierbei fiir eine reelle Zahl, die groRer oder gleich
Null ist. Mithilfe der Wahrscheinlichkeit gp, . kann die Hazardfunktion an der Stelle s definiert

werden:

Uyt (5) = - % log(spx,t)

Eine alternative Definition der Hazardfunktion beruht darauf, dass flir jedes nichtnegative s die

folgende Gleichung gilt:

Pre = xp (— [}ty (W dw) (2.1)

Fir die vorliegende Arbeit wird angenommen, dass die Hazardfunktion wahrend des gesamten

(x+1) -ten Lebensjahres konstant u,, ist. Dieser Wert kann als augenblickliche
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Sterbewahrscheinlichkeit einer x -Jahrigen Person im Jahr t interpretiert werden und wird im
weiteren Verlauf als Hazardrate bezeichnet. Aus der Definition (2.1) der Hazardfunktion lasst sich
sehr einfach ableiten, dass die Hazardrate u,; dem negativen Logarithmus der

Uberlebenswahrscheinlichkeit p, , entspricht:
1 1
Dre = 1Pxe = exp (= [y fxeWdut) = exp (= f yedut) = exp(—c)

=y = —108(Pxt) = —10g(1 — Gy 1) (2.2)

Die Hazardrate wird nun von Lin und Tsai verwendet, um ein lineares Modell fiir die Altersgruppe der

x -Jahrigen aufzustellen (vgl. Lin und Tsai 2015, S. 544ff):

Hxtoritk-1 = @ + B Uetorr-1 + Extorirr—1 y k=12,...,m (2.3)

Die zu schatzenden Regressionskoeffizienten werden als a und 8 notiert, wahrend der Fehlerterm als
€x,to+1+k—1 angeschrieben wird. Uber das Verhalten der StérgréRe €Ex,to+l+k—1 Werden keine
Annahmen getroffen. Es gilt zu betonen, dass k der einzige Laufindex im Modell (2.3) ist. Das Alter x,
das Basisjahr ty und der Lag [ sind fixiert. Die Gleichung (2.3) soll demnach beschreiben, wie sich die
Hazardrate der x -Jahrigen zwischen den Jahren ty und £ + 1+ m — 1 Uber die Zeit hinweg
verandert. Dies wird noch offensichtlicher, wenn das Modell (2.3) in Vektorschreibweise

angeschrieben wird:

llx,t0+l 1 :ux,to 6‘x,t0+l
Hx,to+1+1 1 Hx,to+1 a Ex,to+l+1
: = : (B) : (2.4)
Mx,t0+l+m—1 1 Mx,t0+m—1 Ex,t0+l+m—1

Sind mehrere Altersgruppen von Interesse, so muss das Modell fiir jedes Alter einzeln geschatzt
werden. Ob sich die Hazardfunktionen der verschiedenen Altersgruppen auch gegenseitig

beeinflussen, bleibt in (2.3) bzw. (2.4) unbericksichtigt.

Welche Lagstrukturlin (2.3) gewahlt werden soll, bleibt der Anwenderin bzw. dem Anwender
Uberlassen. Der Lag !l gibt an, dass die heutige Hazardrate durch die Hazardrate vor [ Jahren
beschrieben wird. Intuitiv erscheint die Entscheidung fiir [ = 1 sinnvoll, da sich die heutige
Hazardrate vermutlich wohl eher durch die Werte des Vorjahres erklaren lasst als durch jene vor
mehreren Jahren. Diese Annahme wird auch durch die Ergebnisse von Lin und Tsai gestiitzt (2015, S.

547-550).

Lin und Tsai (2015, S. 545) verwenden die Kleinste-Quadrate-Methode, um die Parameter « und 8 zu

schatzen. Somit werden die beiden Regressionskoeffizienten in dieser Arbeit wie folgt berechnet:
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~ 1 1
a = (; k=1 .ux,t0+l+k—1) - .3(52;&1 .Ux,t0+k—1) (2.5)

m 1¢m 1¢om
B _ Zkzl(#x,t0+k—1—gzk:1 ux,t0+k-1)(ux,:0+z+k_1—;2k=1 ﬂx,t0+l+k—1)

(2.6)

2
1
Z?:l(#x,t0+k—1—g Z?:l ﬂx,t0+k—1)

Hierbei gilt es zu beachten, dass 8 unter einer einfachen Annahme ungefihr die Korrelation zwischen

den Vektoren n:= (ﬂx,t0+luux,t0+l+1' ---'.ux,t0+l+m—1)T und H1:= (.ux,to’ Hyxto+1s ---uux,t(,+m—1)T
angibt. Gilt namlich, dass die Standardabweichungen der beiden Vektoren sehr dhnlich sind, lasst

sich die Formel (2.6) mit dem Korrelationskoeffizienten Corr(u_4, @) in Verbindung bringen:

m 1 om 1 om
Zk:1(#x,t0+k—1—g Yk=1 #x,t0+k-1)(#x,t0+l+k—1—g Yk=1 ﬂx,t0+l+k—1)

2 2
m 1ym m 1ym
\/Zk:1(ﬂx,t0+k—1—gzk:1Mx,t0+k—1) Jzkzl(ﬂx,tow—rgzk:lHx,t0+k—1)

B:

m 1 om 1 «m
Zk=1(ﬂx,t0+k—1—azk=1Hx,t0+k—1)(ﬂx,t0+l+k—1—;Zk=1Mx,t0+l+k—1)

ﬁAN

~ 2
1 1
\/Z?=1(ﬂx,t0+k—1_a ST M tgtk-1) JZ;(H=1(ﬂx,t0+l+k—1_E ST Mo+ lbk—1)

== Corr(u-1, W)

Um den Wert der Hazardrate des Jahrest + [ zu prognostizieren, konnen die Kleinste-Quadrate-
Schatzer in Gleichung (2.3) eingesetzt werden (wobei der Fehler fiir die Periode €, ;; aus Mangel an
Information als Null festgelegt wird). Zur Notation der Prognose wird von nun an immer eine Tilde

Uiber der interessierenden Variable verwendet:

.ﬁx,t+l =a+ .[)).ux,t

Da die zukiinftigen Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeit aber die eigentlich vorherzusagenden
ZielgroRen sind, kann die Transformation aus (2.2) nun riickgdngig gemacht werden (vgl. Lin und Tsai

2015, S. 545):
Prrs1 = exp(—a + flog(py)) = exp(—@)py,P

Grerr = 1 — (exp(—=@)pyP) (2.7)

Diese Methode schrankt jedoch die Jahre ein, fir die prognostiziert werden kann. So ist es
beispielsweise nicht offensichtlich, wie vom Jahr t ausgehend eine Vorhersage fir t + 2 getroffen
wird, falls als Lagl = 3 festgelegt wurde. Um allgemein eine Prognose fiir das Jahrt 4+ n (wobei
n > 0) zu finden, kénnte Lagstrukturl = 1 verwendet und rekursiv vorgegangen werden: Hierfir
wird zuerst die Prognose i, (4, flr das ndchste Jahrt + 1 ermittelt, auf deren Basis dann die
Vorhersage fi, 4, fir das Uberndchste Jahr t + 2 getroffen wird usw. Diese Rekursion wird

vorgenommen bis letztendlich die Prognose fiy ., fur die Hazardrate des Jahres t + n erreicht ist:

Brprz =@+ Pllersr =@+ (84 Puxe) =@+ 8 + fPuyy
12



firees = @+ Plipera = @+ B (a+P(@+Puye)) = @ +af +ap?+ fouy,

ﬂx,t+n =a+ Bﬂx,Hn—l = Bn.ux,t + &Z?gol 3t (2.8)

Wird dieses Ergebnis in die Transformation (2.2) eingesetzt, kdnnen zudem die Uberlebens- und die

Sterbewahrscheinlichkeit fiir n Jahre im Voraus prognostiziert werden:

ﬁx,t+n = exp(_ﬂx,Hn)
Qx,t+n =1- ﬁx,t+n (2.9)

Es sei jedoch betont, dass diese Methode im Artikel von Lin und Tsai (2015) nicht erwdhnt wird.
Stattdessen schatzen die beiden Autoren immer ein Modell mit Lag [ = n, falls eine Prognose fir das

Jahr t + n gesucht wird.

Bevor im nachsten Schritt auf den Random Walk mit Drift eingegangen wird, erscheint es sinnvoll
einen Schwachpunkt des Verfahrens von Lin und Tsai zu erwdhnen. Da die Hazardrate in (2.3) als
abhangige Variable auf die Hazardraten der vergangenen Jahre regressiert wird, handelt es sich
hierbei um ein autoregressives Modell. Bei Modellen dieser Art kann nicht davon ausgegangen
werden, dass der Kleinste-Quadrate-Schatzer der beste lineare Schatzer ist. Unter Umstanden lohnt

es sich eine Alternative (z.B. FGLS-Schatzer) zu verwenden (vgl. zum Beispiel Hackl 2005).

2.2. Random Walk mit Drift

Der Random Walk mit Drift ldsst sich fiir die Hazardraten folgendermaRen anschreiben:
nux,to"'k =a + I"lx,to"'k—l + ex,t0+k ) k = 1!2! o, m (210)

Der einzige Unterschied zum Lin-Tsai Modell mit [ = 1 besteht darin, dass § = 1 festgelegt wird. Wie
bereits in der Einleitung angemerkt wurde, wird diese Annahme durch die oft hohen Werte des
entsprechenden Parameters in der Arbeit von Lin und Tsai (2015) motiviert. So erhalten sie
beispielweise fir alle untersuchten Altersgruppen der mannlichen US-Amerikaner Schatzungen tber
0,9. AuBerdem liegen auch die meisten Altersgruppen zwischen 40 und 85 Jahren im Vereinigten
Konigreich und Japan sowohl bei den Méannern als auch bei den Frauen zwischen 0,9 und 1 (vgl. Lin

und Tsai 2015, S. 547).
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Wird in Gleichung (2.10) eine Aquivalenzumformung durchgefiihrt, ergibt sich ein einfaches lineares

Modell fiir die Variable Ay, + , die die Differenz der Hazardraten der Jahre t und t — 1 beschreibt:

Hxto+k — Hxtork—1 = @ T Exrotk , k=12,..,m
Ao vk = @ + Exporke ,k=12,...,m (2.11)

Diese einfache Regression kann im Vergleich zum linearen Modell von Lin und Tsai (2015) aus
verschiedenen Griinden vorteilhaft sein. Ist der wahre Wert des Parameters £ gleich Eins, fuhrt die
Verwendung des Lin-Tsai Modells mitl =1 im Gegensatz zum Random Walk Modell mit Drift zu
Overfitting. Selbst im Falle § = 1, kann die Varianz des KIeinste—Quadrate—Schétzersﬁ aus (2.6) zu

ungenaueren Prognosen fiihren als der Bias durch das falsche Modell des Random Walks mit Drifts.’

Ein weiterer Vorteil des Modells (2.11) liegt in der Einfachheit des Schatzverfahrens. Indem die
Summe der quadrierten Fehler nach a abgeleitet und gleich Null gesetzt wird, kann einfach Gberprift
werden, dass der Kleinste-Quadrate-Schatzer schlichtweg dem Mittelwert der Differenzen aller

beobachteten Hazardraten entspricht:

Zk 1Ex to+k = aZL”=1(AMx,tO+k a)> =231 1By gtk — @)
-2 Z;cn=1(Aﬂx,t0+k —a) =0
(0281 Aty tgrk) —ma =0
a= _Zk 1 B8y ek (2.12)

Gelten die Standardannahmen, dass die Fehler €, ;in (2.11) Erwartungswert Null haben und sowohl
homoskedastisch als auch unkorreliert sind, kann das Gaul3-Markov-Theorem angewandt werden.
Das bedeutet, dass der Kleinste-Quadrate-Schétzer & der beste lineare erwartungstreue Schatzer fir
das Random Walk Modell (2.11) ist (vgl. zum Beispiel Hackl 2005). Im Gegensatz zum autoregressiven
Modell nach Lin und Tsai (2015) muss also nicht Uberlegt werden, ob die Anwendung eines

komplexeren FGLS-Schatzers sinnvoller ware.

Um Prognosen fiir das Jahrt 4+ 1 zu berechnen, wird zuerst die erwartete Differenz des nachsten
Jahres E[tx,tﬂ und darauf aufbauend fi, ;1 bestimmt. Im Anschluss lassen sich die Prognosen fir die
Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeit ermitteln, indem die Transformation (2.2) riickgingig

gemacht wird:

? Eine genauere Diskussion Uber Bias und Overfitting eines Modells findet sich beispielsweise bei James et al.
(2013, Kapitel 2).
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ﬂix,tﬂ =a
Pxt+1 = E.ax,Hl U = A+ fhyt
Prirr = exp(—@ — ) = exp(—@prs
Grt+1 = 1 — (exp(—=@)pyt ) (2.13)

Um eine Prognose fiir n Jahre im Voraus zu erstellen, kann wiederum rekursiv vorgegangen werden:
Zundchst wird i, ;4 bestimmt, mit dessen Hilfe eine Prognose fiir die libernédchste Periode ermittelt
wird usw. bis schlieBlich fi, ;. gefunden wird. Hierbei gilt es zu beachten, dass die Prognose fir die

Differenz der Hazardraten unabhangig vom Prognosejahr immer gleich & ist:
Pxt+2 = A\.[lx,t+2 Flxeer = A+ (@ + ) = 20+ Uy

Axte3 = A\.[lx,t+3 + fyte2 = @+ (2a+ py) =3a+ Uyt

ﬁx,t+n = Eﬁx,Hn + .ﬁx,t+n—1 =a+ ((n - 1)& + .ux,t) =na + Uy t

Die Prognosen fiir die Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeit fiir n Jahre im Voraus ergeben sich

dann wiederum auf Basis der Transformation (2.2):

ﬁx,t+n = exp(_ﬂx,wn)
Elx,t+n =1- ﬁx,t+n

Zum Abschluss der Analyse des Random Walk Modells sei nochmals die Einfachheit der Methode
hervorgehoben. Es gibt wohl kaum eine intuitivere und simplere Prognose fiir die Verdnderung der
Hazardrate im kommenden Jahr als deren Durchschnittswert aus der Vergangenheit. Der Schatzer @
aus (2.12) konnte demnach auch als naiver Schatzer bezeichnet werden, der als Benchmark fiir die
anderen Modelle fungiert und den es zu Ubertrumpfen gilt. Fallen die Prognosen auf Basis der
Methode von Lin und Tsai deutlich schlechter aus als diejenigen des Random Walks mit Drifts, kann

die Sinnhaftigkeit des Lin-Tsai Modells in Zweifel gezogen werden.
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2.3. Lee-Carter Modell

Das Modell von Lee und Carter (1992) beruht auf der Modellierung einer weiteren wichtigen
Variablen, ndmlich der zentralen Sterberate m, , . Sie wird folgendermalRen definiert:

dxt

Myt = 71
’ fo sPx,tds

Prinzipiell wird die logarithmierte zentrale Sterberate im Lee-Carter Modell als abhadngige Variable

wie folgt zerlegt:
log(mx’t) =ay + Pyke + €4 , x=xp,x,+1,.,xgundt =t;,t; +1,.., ¢y

Bevor jedoch naher auf das Modell eingegangen wird, erscheint es sinnvoll darauf einzugehen, dass
das Modell auch anders angeschrieben werden kann. Gegeben der in Unterkapitel 2.1 getroffenen
Annahme, dass die Hazardfunktion wadhrend des gesamten (x + 1)-ten Lebensjahres konstant ist,
lasst sich namlich zeigen, dass die zentrale Sterberate und die Hazardrate dquivalent sind. Um dies zu
Uberprifen, wird die zentrale Sterberate m, , in einem ersten Schritt gemaR der Gleichung (2.1) mit
der Hazardrate in Verbindung gebracht. Da die Hazardfunktion wahrend eines Lebensjahres als

konstant angenommen wird, kénnen die Integrale dann sehr einfach gel6st werden:

m _ Axt _ Ax,t _ Ax,t
2t - =
o spxeds  Jy exp(— [y pxedu)ds [ exp(=spee)ds
>m _ Ax,t _ Ax,t _ Hx,tlx.t

x,t — 1 - 71 =

’ - - 1-exp(-

— exp(—sux,t)| -ux,t(eXp( Hee)=1) P(~txe)
xt 5=0

Nun gilt es nur noch zu erkennen, dass 1 — exp(—,ux,t) gemaR der Transformation (2.2) gleich der
Sterbewahrscheinlichkeit g, . ist, um einzusehen, dass die zentrale Sterbe- und die Hazardrate

denselben Wert aufweisen miissen:

Hx,tlx,t — Hx,tlx,t
1—exp(—iy,t) At

= mx't =

In diesem Sinn wird in der vorliegenden Arbeit stets der Logarithmus der Hazardrate anstatt der

zentralen Sterberate als abhangige Variable des Lee-Carter Modells genlitzt:
log(yx,t) = ay + Byke + €y , Xx=xp,x,+1, .., xy undt =¢;,t, +1,...,ty (2.14)

Nachdem diese leichte Anderung des Lee-Carter Modells durchgefiihrt wurde, kann nun niher auf
die einzelnen GroRen und Indizes eingegangen werden. Der erste wichtige Unterschied zu den

Methoden aus den friiheren Unterkapiteln ist die Tatsache, dass es im Lee-Carter Modell zwei
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Laufindizes gibt. Bei der Regression von Lin und Tsai kann durch die Schatzung ihres Modells (2.3) nur
beschrieben werden, wie sich die Hazardrate einer einzigen Altersgruppe Uber die Zeit hinweg
verandert hat. Durch die Anwendung des Lee-Carter Modells (2.14) sollen hingegen die
logarithmierten Hazardraten aller Altersgruppen zwischen x; und xy; in den Kalenderjahren vont;
bis t;; beschrieben werden. Die Matrixschreibweise des Lee-Carter Modells wiirde demnach deutlich

komplexer ausfallen als jene des Lin-Tsai Modells in (2.4):

Hrvtn Bty o Mgty Xxy x| Ox, B, Cxnte Expt .. Exty
Hxpaty Hxppptien ¢+ Hepnty | _ Frrn Frraa § Do + ’BxL+1 (kt k; k¢ )+ Crurate Crantiv  Cxiaty
. : . . = : : H . L 41 u : : :
Mty Myt ™ Hxpity Ay Ay 7 Ay .Bxu ExptL €xptins " Expty

Die Idee des Lee-Carter Modells ist es, die logarithmierten Hazardraten so zu zerlegen, dass a, die
generelle Struktur fur die Altersgruppe x vorgibt, wahrend k; ein Index fur das generelle Niveau der
Mortalitdt im Jahr t ist. Der Koeffizient 8, beschreibt, wie sich eine Verdnderung von k; auf die
Mortalitat auswirkt (vgl. Lee und Miller 2001, S. 538). Der Fehler, der sich bei der Beschreibung der
logarithmierten Hazardrate flr die Altersgruppe x im Jahr t ergibt, wird wiederum als €,

bezeichnet.

Die einzigen beobachteten Werte, die in die Gleichung (2.14) eingehen, sind die logarithmierten
Hazardraten. Das Lee-Carter Modell ist demnach keine einfache lineare Regression, da k; unbekannt
ist. Folglich gilt es die GroRen a,, B, und k; zu bestimmen. Eine eindeutige Lésung gibt es bei dieser
Zerlegung allerdings nicht. Immerhin gilt fiir jede Zerlegung a,, = a, 8, = b und k; = k, dass die
Abanderung mithilfe einer beliebigen Konstanten c (ungleich Null) in Form von a, = a, 8, = b/c,
ki=kx*c oder ay =a+c, By=b, ks =k —c/b die gleichen Ergebnisse liefert wie die
urspriingliche Losung (vgl. Lee und Carter 1992, S.661). In dieser Arbeit wird eine einfache Zerlegung

der folgenden Art durchgefiihrt (vgl. Lee und Carter 1992, Appendix A):

1.) Setze Zt t ke =0,33Y xLBx—lsowm fur die FehIeth ¢, €x¢ =0 und o x €xt = 0.

Daraus folgt fuir das Modell (2.14):
Sele 108 e) = Nele, @+ Be By ke + By Exe = @x= g Tily, 108(1x)
Zzgxl‘ log(.ux,t) Zx =Xy, ax + kt Zx =xy, .Bx + Zx =xy, Ext = kt Zx xL(log(ux,t) - ax) (2-15)

2.) Berechne die folgende einfache Regression fiir jede Altersgruppe x um Bx zu erhalten:

1og(yxlt) —a, = Bxfct + &yt , t=t,t,+1, .., ty

-~ Zt ty, kt*(l()g(”xt) Clx)
ZtU k2

(2.16)
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Die Berechnungsmethoden von &, und k, machen intuitiv durchaus Sinn. So ergibt sich der Wert &, ,

der die Struktur fiir die Altersgruppe der x —Jahrigen vorgeben soll, namlich als der Durchschnitt der
logarithmierten Hazardraten dieser Gruppe zwischen den Jahren t; bis t;;. Der Wert von k, , der das
generelle Level der Mortalitat eines Jahres widerspiegeln soll, ist ebenfalls nachvollziehbar. War die
Mortalitat im Kalenderjahr t flir jede Altersgruppe Uberdurchschnittlich hoch, so ergibt sich ein
positives k,. Im kontraren Fall einer sehr niedrigen beobachteten Mortalitat fir jede Altersgruppe im
Jahr t, ist k, in diesem Jahre negativ. Da iiber die Zeit hinweg von einem Sinken der
Sterbewahrscheinlichkeiten ausgegangen wird, tGberrascht es kaum, dass sich in Anwendungen des
Lee-Carter Modells fiir die USA, Danemark, Finnland, Norwegen und Schweden gezeigt hat, dass die
durch die IEt‘s eines Landes gebildete Zeitreihe prinzipiell einen negativen Trend aufweist (vgl. die
Ergebnisse von Lee und Carter 1992 oder Koissi et al. 2005). Fiir ein genaueres Verstandnis der
Entwicklung dieser Zeitreihe kann versucht werden die k,'s als ARIMA-Prozess darzustellen. Wie die
Ordnung fir einen solchen ARIMA-Prozess gewahlt werden soll, ldsst sich beispielsweise bei Box und
Jenkins (1976) nachlesen. In der Praxis wird aber oft ein einfacher Random Walk mit Drift angewandt,

um die Entwicklung von IEt zu beschreiben (vgl. z.B. Booth und Tickle 2008, Lee und Carter 1992):
ke =0+Fkey +e ,t=t,t,+1,..,ty (2.17)

Die Herleitung des Schatzers fiir 8 ist analog zu derjenigen von (2.12) im Unterkapitel zum Random

Walk mit Drift. Somit ergibt sich der folgende Schatzer:

j—_1 ty $__ 1 ty ~ ~
0= tU—tLZt=tL+1Akt Tty-ty 2t=tL+1(kt — k1)

Dieser Schatzer ist essenziell fiir das Prognostizieren im Rahmen des Lee-Carter Modells. Um die
logarithmierte Hazardrate fur das Jahr t;; + 1 zu prognostizieren, wird im ersten Schritt namlich eine
Vorhersage fur das generelle Level der Mortalitdt k. 4, benétigt. Diese Prognose EtU+1 wird
gemeinsam mit den zuvor kalkulierten Werten fiir &, und S, in das Modell (2.14) eingesetzt (wobei
der Fehler €, 1 des ndchsten Jahres natirlich unbekannt ist und somit vernachlassigt wird). Da die
eigentliche Hazardrate fiur das Jahr t;; + 1 interessanter ist als deren logarithmierter Wert, kann nun

noch die Exponentialfunktion angewandt werden:

keysr =0+ ke

U
/jx,tU+1 = exp (@ + Bxiétu+1) = exp (@x + Bx (é + IEtU )) = exp (@x + Bxlztu )exp (/?xé)

Um das Ergebnis etwas verstandlicher darzustellen, kénnen die GréRen fl, . = exp (@ + ﬁxl?tu)

und 7 == exp(,@xé) definiert werden. Ein Vergleich mit der Gleichung (2.14) zeigt, dass iy, als
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Approximation der beobachteten Hazardrate im Jahr t;; angesehen werden kann. Die Vorhersage

ity +1 Wird demnach als Produkt der vorjahrigen Approximation fi, ., und der Rate r bestimmt:

Boxty+1 = By *T (2.18)

Die Prognosen fiir die Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeit ergeben sich wie bei den anderen

Modellen, indem die Transformationen aus (2.2) riickgidngig gemacht werden:
Pxty+1 = eXP(_ﬁx,tUH) = eXp(_ﬁx,tU * T)
q}(,tu+1 = 1 - (exp(_ﬁx,tu * r) (219)

Wie auch beim Lin-Tsai Modell und dem Random Walk mit Drift, kann eine Prognose fiir n Jahre im
Voraus gefunden werden, indem eine Rekursion durchgefiihrt wird. Mithilfe der Prognose fiy;, +1
wird fi, ¢, +2 berechnet, wobei dieser Wert wiederum fur die Prognose fur drei Jahre im Voraus
genutzt wird usw. Wird die Gleichung (2.18) verwendet, dann zeigt sich, dass die Rekursion

besonders einfach ist:
i =0 *r:('\ *r)*r:'\ * 72
Uxty+2 = Hxty+1 Uyt Uty

~ o~ (A 2 PN 3
Hxty+3 = Hxty+2 * T = (le,tu *xT ) *T = Uy *T

~ o~ — A n—1 —_ A n
:ux,tu+n - 'ux,tu+n—1 T = ('ux,tu *T ) T = .ux,tu *T

Die Prognosen der Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeiten fiir n Jahre im Voraus ergeben sich

erneut durch Einsetzen in die Transformation (2.2):

ﬁx,t+n = exp(_ﬂx,wn)
Elx,t+n =1- ﬁx,t+n

Die bisherigen Erlauterungen beschreiben die Vorgangsweise, die Lin und Tsai (2015) verwenden, um
Prognosen fiir das Lee-Carter Modell zu erstellen, die sie dann mit den Ergebnissen ihrer linearen
Regression vergleichen. Wie in der Einleitung dieser Arbeit bereits erwahnt wurde, kann diese Form
der Anwendung des Lee-Carter Modells aber zu einer auffallenden Differenz zwischen der letzten
Beobachtung und dem ersten Jahr der Vorhersage fiihren. Als Ursache dieser Diskontinuitdt kann
nochmals die Gleichung (2.18) herangezogen werden. Sie zeigt namlich, dass die Prognose P ty+1

auf Basis der Approximation des letzten Jahres fi,, berechnet wird. Stattdessen wdre es
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winschenswert, wenn sie auf der tatsdchlichen Beobachtung (i, ., beruht (vgl. Bell 1997). Um dieses

Problem zu bereinigen, werden in der vorliegenden Arbeit zwei Ansatze verwendet:

1.) Korrektur nach Bell (1997): Ersetze die Approximation fi, . in (2.18)-(2.19) einfach durch

die Beobachtung iy ¢ :
B ty+1 = Bxty *T
Dxty+1 = EXP(_.“x,tu * r)

Qx,tu+1 =1- (exp(_ﬂx,tu * T))

Bei der Herleitung fiir Prognosen n Jahre im Voraus gilt es ebenfalls lediglich die

Approximation fl, . durch die Beobachtung i, zu ersetzen:
Bxty+n = Hxty * r"
Dxt+n = EXp(_ﬂx,Hn)
Gr+n =1 = Pxtin

2.) Korrektur nach Lee-Carter (1992): Die Normierung Zi‘z’tL Et = 0 und deren Implikation

A, = _1 Z;Zt log(u, ) werden aufgegeben. Stattdessen wird I?tU = 0 festgelegt
ty—tp+1 L

und fir jedes Alter x wird @, = log(iiy,,) gewahlt. Alle weiteren Berechnungen und
Prognosen erfolgen ident wie fiir das unkorrigierte Lee-Carter Modell beschrieben

wurde. Es gilt lediglich zu beachten, dass immer &, = log(uy.,) statt wie bisher

P
X ty—ti+1

ZEZtLlog(,ux,t) verwendet werden muss. Der Grund, weshalb bei der
Prognose auf diese Weise keine Probleme mehr auftreten, liegt darin, dass die
Approximation i, . nun gleich der Beobachtung i, ist. Dies wird durch Wahl von

@y = log(ty,) und Etu = 0 garantiert:

ﬂx,tu = exp (@ + Bxi&tu) = exp (@y) = exp (10g(#x,tu)) = Hxty

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass sich in der wissenschaftlichen Literatur viele Varianten und
Erweiterungen des Lee-Carter Modells finden lassen. Einige Beispiele sind die Arbeiten von Lee und
Miller (2001), Booth et al. (2002), Hyndman und Ullah (2007) oder Renshaw und Haberman (2006). In
einem Vergleich der Varianten kommen Booth et al. (2006) zu dem Ergebnis, dass alle von ihnen
untersuchten Varianten bessere Vorhersagen fiir die logarithmierte zentrale Sterberate geliefert

haben als das urspriingliche Lee-Carter Modell.
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Abgesehen von der Modellspezifikation an sich gibt es auch bei der Schatzung der Parameter des
Lee-Carter Modells unterschiedliche Ansatze. Wilmoth (1993) beschreibt, wie Schatzungen auf Basis
der gewichteten Kleinste-Quadrate-Anpassung oder der Maximum-Likelihood Methode berechnet
werden kénnen. Selbst Lee und Carter (1992) empfehlen eigentlich eine Singularwertzerlegung (SVD)
zur Ermittlung der Schatzungen fir 8, und k; und schlagen die Formeln (2.15) und (2.16) nur als
alternative Methoden beziehungsweise Approximation vor. Auflerdem schdtzen sie k; nach
Durchfiihrung der SVD neu, sodass das Modell besser zur beobachteten Anzahl der Todesfalle passt

(vgl. Lee und Carter 1992, S.661).

All diese Uberlegungen sollen verdeutlichen, dass die in diesem Kapitel beschriebenen Methoden
sehr einfache Varianten des Lee-Carter Modells sind und womoglich nicht die besten Prognosen
liefern. Dennoch werden sie fur den Vergleich mit der Regression nach Lin und Tsai (2015)
herangezogen. Das hat einerseits den Grund, dass Lin und Tsai (2015) auch nur das urspriingliche
Lee-Carter Modell verwenden.? Andererseits wird vermutet, dass bereits die simplen Versionen des
Lee-Carter Modells bessere Ergebnisse als das Lin-Tsai Modell liefern kdnnten, sobald die

beschriebene Diskontinuitadt im ersten Prognosejahr korrigiert wird.

® Lin und Tsai (2015) nennen sowohl die Singulirwertzerlegung als auch die Verfahren wie in (2.15) und (2.16)
beschrieben zur Schatzung ihres Lee-Carter Modells. Welche der beiden Methoden sie schlielRlich zur
Berechnung der Ergebnisse anwenden, wird nicht naher erldutert. Wie auch in der vorliegenden Arbeit wird k,
bei Lin und Tsai (2015) nicht iterativ berechnet.
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3. Vergleich der Modelle

Im dritten Kapitel wird die lineare Regression von Lin und Tsai dem Random Walk mit Drift und den
besprochenen Varianten des Lee-Carter Modells gegenlibergestellt. Im Unterkapitel 3.1 wird der
hierflir notwendige Datensatz naher beschrieben, anhand dessen in 3.2 Prognosen fiir die Mortalitat
erstellt werden. AnschlieRend wird Uberpriift, ob die Vorhersagen des Lin-Tsai Modells wirklich

weniger von den tatsachlichen Beobachtungen abweichen als diejenigen der anderen Modelle.

3.1. Daten

In dieser Arbeit wird wie auch bei Lin und Tsai (2015) auf die Sterbetafeln der Human Mortality
Database zuriickgegriffen. Die Human Mortality Database ist ein Projekt der University of California,
Berkeley und des Max-Planck-Instituts fliir demografische Forschung, dessen Ziel es ist, im Internet
leicht zugdngliche vergleichbare Daten zur Mortalitat verschiedener Lander zur Verfligung zu stellen
(vgl. Wilmoth et al. 2007, S. 1). Eine genaue Dokumentation lber die angewandte Methodik, wie die
Sterbetafeln und Wahrscheinlichkeiten geschatzt werden, stellen Wilmoth et al. (2007) auf der

Homepage der Human Mortality Database bereit.

Aus den Sterbetafeln der Human Mortality Database wurden die Sterbewahrscheinlichkeiten von
Frauen, Mannern und der Gesamtbevélkerung in acht Landern zusammengetragen. Unter diesen
Staaten sind die drei, die Lin und Tsai (2015) untersucht haben (Japan, das Vereinigte Kénigreich und
die USA), sowie fiinf weitere Nationen (Australien, Finnland, Frankreich, Kanada und Osterreich).
Hierbei gilt es zu beachten, dass die Sterbewahrscheinlichkeiten der Altersgruppen an sich nicht in
allen Landern fiir dieselben Jahre verfiigbar sind. Wahrend der Zeitraum der Daten in Frankreich von
1816 bis 2014 reicht, beginnen die entsprechenden Tafeln in Osterreich und Japan erst mit dem Jahr
1947." Um eine vergleichbare Analyse mit allen Landern durchzufiihren, werden im weiteren Verlauf
nur noch die Beobachtungen von 1950 bis 2009 beachtet. Diese Jahre sind fir alle Staaten verfiigbar
und entsprechen auRerdem dem Zeitraum, den Lin und Tsai (2015) flir Japan und das Vereinigte

Konigreich gewahlt haben.

* Der schwankende Zeitraum, fiir den Daten zur Verfligung stehen, hat auch die Wahl der Lander beeinflusst.
Urspriinglich war es die Absicht mit Russland und Chile auch zwei groRere Lander aus Osteuropa bzw.
Stdamerika in die Analyse miteinzubeziehen. Da die Daten dieser beiden Nationen in der Human Mortality
Database (2017) jedoch nur fiir einen klrzeren Zeitraum vorhanden sind und zusatzlich mit Warnhinweisen
bezuglich der Qualitat einiger Jahre versehen sind, wurden Russland und Chile ausgeschlossen.
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In den Sterbetafeln der Human Mortality Database (2017) sind die Sterbewahrscheinlichkeiten g, ;
fir jedes Alter x von 0 bis 109 Jahren aufgelistet. Zusatzlich wird noch eine Gruppe ,110+” flr alle
angefiihrt, die 110 Jahre und &lter sind. Die entsprechende Sterbewahrscheinlichkeit ,q;194,“ Wird
fir jedes Jahrt gleich 1 gesetzt, da es nicht moglich ist diese Gruppe zu (iberleben. Die Gruppe
,110+“ kann demnach fir die weiteren Analysen vernachlassigt werden, da sie keine neuen
Informationen liefert. Um einen ersten Uberblick iiber die Mortalitit aller anderen Altersgruppen zu
verschaffen, sind die auf Basis der Transformation (2.2) berechneten Hazardraten aus den Jahren
1950 (in Schwarz) und 2009 (in Rot) in Abbildung 2 veranschaulicht. Die Transformation wurde
durchgefiihrt, da die Hazardraten die abhangige Variable im linearen Modell von Lin und Tsai (2015)

bilden.

Anhand von Abbildung 2 lasst sich festhalten, dass die Kurven, die durch die Raten aller
Altersgruppen entstehen, trotz einiger Ausschldge in den jungen Jahren relativ glatt verlaufen.
Dadurch ist es nicht allzu schwer eine generelle Form der Kurven unabhangig vom Staat und
Kalenderjahr herauszulesen: Wahrend die Mortalitdt in den ersten Lebensjahren fallt, gibt es
tendenziell einen Anstieg fiir Teenager und einen Buckel bei ungefahr 20 Jahren. Ab zirka 40 Jahren

scheint die Hazardrate monoton zu steigen.

Aus Grafik 2 lasst sich auBerdem herauslesen, dass die Hazardraten fir fast alle Altersgruppen 2009
niedriger ausfallen als im Jahr 1950. Lediglich in Osterreich und in den USA finden sich bei iiber 100-
Jahrigen einige Ausnahmen. Um den fallenden Trend der Mortalitdit noch besser zu
veranschaulichen, sind in den Abbildungen 3 und 4 die Hazardraten der 30- bzw. 60-Jdhrigen fiir den
gesamten Zeitraum von 1950 bis 2009 eingezeichnet. Aus Platzgriinden wurden hierbei nur vier
Lander herangezogen. Im Anhang 1 dieser Arbeit finden sich noch weitere Grafiken fir die

Altersgruppen der 20-, 50- und 80-Jahrigen aller Staaten.

Sowohl in den Abbildungen 3 und 4 als auch in den Plots des Anhangs 1 lasst sich das Sinken der
Hazardraten Uber die Zeit hinweg erkennen. Interessanterweise scheint es aber gewisse
Unterschiede zwischen den Liandern zu geben. Besondere Beachtung verdient hierbei Japan in
Abbildung 3. Wahrend die Trends in Australien und den USA tendenziell linear zu sein scheinen,
gleicht die Zeitreihe Japans eher einer Exponentialfunktion. Dieser markante Unterschied zwischen
Japan und den meisten anderen Landern fallt im Anhang 1 auch bei den entsprechenden Zeitreihen
der 20-Jahrigen und (etwas weniger deutlich) bei den 50-Jdhrigen auf. In den Grafiken der dlteren
Gruppen wird es nicht mehr ganz so offensichtlich, ob Japans Hazardraten auf eine andere Weise

sinken als in den restlichen Staaten.
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Abbildung 2 Hazardraten: Es wurden die Hazardraten fiir alle Altersgruppen zwischen 0 und 109 fiir die Jahre 1950 (in
Schwarz) und 2009 (in Rot) eingezeichnet. Zur besseren Veranschaulichung wurde die y-Achse logarithmiert; Eigene
Berechnungen und Darstellung; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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Abbildung 3 Hazardraten der 30-Jéhrigen: Die Zeitreihen fiir vier Ldnder von 1950
bis 2009; Eigene Berechnungen und Darstellung; Datenquelle: Human Mortality
Database (2017)
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Abbildung 4 Hazardraten der 60-Jéhrigen: Die Zeitreihen fiir vier Léinder von 1950 bis
2009; Eigene Berechnungen und Darstellung; Datenquelle: Human Mortality
Database (2017)

25



Eine mogliche Ursache fir die Unterschiede zwischen den Kurven Japans und den restlichen Landern
in Grafik 3 konnte im Niveau der Mortalitat im Jahr 1950 liegen. So war die Hazardrate in Japan 1950
mit einem Wert von ungefahr 0,0053 deutlich héher als in Australien oder den USA. Auch die
Osterreichische Rate betrug 1950 mit ca. 0,0024 weniger als die Halfte der Japanischen. Die
Mortalitat der 30-Jahrigen hatte in Japan in den flinfziger Jahren somit ein groBeres Potenzial zu
sinken als diejenige in Australien oder den USA, wo die Hazardraten ohnehin schon relativ gering
waren. Diese Vermutung wird unter Umstdnden dadurch gestitzt, dass auch die Zeitreihe der 20-
Jahrigen in Finnland (siehe Anhang 1) von einem relativ hohen Niveau aus startet und Anfang der
flnfziger Jahre sehr stark abfallt. Dadurch ergibt sich ebenfalls eine Form, die eventuell als
exponentielles Abfallen interpretiert werden kann. Andererseits beginnen die Beobachtungen der
japanischen und finnischen 50-Jahrigen 1950 ebenfalls von einem ahnlichen Level und doch scheinen
sich die Daten Japans auf den ersten Blick viel eher durch einen Exponentialfunktion beschreiben zu
lassen als diejenigen Finnlands. Eine abschlieRende Antwort, warum Japans Zeitreihen bei den 20-,
30-, 50- und 60-Jahrigen eine hohere Kriimmung aufweisen als die meisten anderen Lander, kann an
dieser Stelle nicht gegeben werden. Jedoch bleibt festzuhalten, dass die Eigenart der japanischen
Kurve unter Umstdanden dazu fihrt, dass sie einer anderen Methode zur Prognose bedarf als die

Zeitreihen der (ibrigen Staaten.

Die bisher durchgefiihrte deskriptive Analyse basierte nur auf Grafiken, die alle Bewohner eines
Landes darstellen sollen. Im nachsten Unterkapitel werden aber auch Prognosen abhangig vom
Geschlecht erstellt. Der Vollstandigkeit halber sind im Anhang 1 die Mortalitatsraten der Jahre 1950
und 2009 fir Frauen bzw. Manner eingezeichnet. Bei genauerer Betrachtung der entsprechenden
Grafiken fallen gewisse Unterschiede auf. So scheinen die Kurven der Hazardraten fiir Frauen, die um
die 20 Jahre alt sind, etwas flacher zu verlaufen als bei den Mannern. Die wichtigen Aussagen dieses
Unterkapitels bleiben aber auch dann giiltig, wenn die beiden Geschlechter einzeln betrachtet
werden. So ist die Mortalitdt in fast allen Altersgruppen 2009 niedriger als 1950. Die
Mortalitatskurven sind fir beide Geschlechter in den meisten Liandern relativ glatt. Wirden
auBerdem erneut die Altersgruppen der 20- oder 30-Jdhrigen fir Frauen und Manner einzeln
betrachtet werden, lasst sich wiederum die positive Kriimmung der japanischen Zeitreihen erkennen.

Auf die Darstellung der entsprechenden Plots wurde aus Platzgriinden jedoch verzichtet.

Zum Abschluss der deskriptiven Analyse sei noch eine Tabelle bereitgestellt, die die Korrelation
zwischen den Hazardraten der Jahre 1950 bis 2008 und den Raten der Jahre 1951 bis 2009 fur drei
Altersgruppen angibt. In Tabelle 1 sind demzufolge die Korrelationskoeffizienten Corr(u_4, w) fur
die  Vektoren  p_q:= (Uy,1950, Ky, 1951, ---;.Ux,zoos)T und = (1951, Hx,19520 ---'Hx,2009)T

aufgelistet. Die Tabelle zeigt, dass die Hazardraten sehr deutlich mit jenen des Vorjahres korreliert
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sind. Mit Ausnahme der Altersgruppe der 30-Jahrigen in Australien, sind alle Eintrage hoher als 0,92.
Bei den 60- und 80-Jahrigen liegen alle Werte sogar tber 0,97 und sind somit bereits sehr nahe bei 1.
Im Unterkapitel 2.1 wurde bereits darauf hingewiesen, dass die Korrelationen eng mit den
Regressionskoeffizienten des Lin-Tsai Modells verbunden sind, wenn die Standardabweichungen der
beiden Vektoren p_4 und pu fast identisch sind. Gilt diese Annahme, muss laut Tabelle 1 also von sehr
hohen Werten fiir den Parameter 3 ausgegangen werden. In diesem Fall wiren die Eintrage der
Tabelle bereits ein Indiz dafir, dass es unter Umstanden Sinn macht,ﬁvon Beginn an als Eins
festzulegen und somit das Random Walk Modell mit Drift zu verwenden. Andererseits ist nicht sofort
eindeutig, ob die Standardannahmen tatsachlich dhnlich genug sind, um aus Tabelle 1 zu schlieRen,
dass die entsprechenden Regressionskoeffizienten des Lin-Tsai Modells nahe bei Eins liegen werden.
Ob das Random Walk Modell mit Drift (oder das Lee-Carter Modell mit Korrektur) wirklich bessere

Prognosen liefert als die lineare Regression von Lin und Tsai wird nun im nachsten Unterkapitel naher

erldutert.

Land Altersgruppe x = 30 Altersgruppe x = 60  Altersgruppe x = 80

Australien 0,8790 0,9793 0,9745

Finnland 0,9214 0,9743 0,9859

Frankreich 0,9681 0,9819 0,9744

Japan 0,9932 0,9959 0,9836

Kanada 0,9216 0,9836 0,9879

Osterreich 0,9493 0,9714 0,9845

USA 0,9475 0,9883 0,9907

Vereinigtes Kénigreich 0,9561 0,9861 0,9740

Tabelle 1 Korrelationen: Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)

3.2. Ergebnisse

Anhand der Beobachtungen aus dem Zeitraum von 1950 bis 2009 werden fiir alle acht Léander
und fir jede Altersgruppe zwischen 21 und 85 Jahren Ein-Schritt-Prognosen fir die
Sterbewahrscheinlichkeiten g,  der einzelnen Kalenderjahre von 1971 bis 2009 ermittelt. Alle
Analysen wurden mithilfe der Statistiksoftware R durchgefiihrt, wobei keine zusatzlichen Pakete
notwendig waren. Die Berechnungen werden jeweils fiir Frauen, Manner und beide Geschlechter
insgesamt durchgefiihrt. Die Prognosen werden mittels fiinf Modellen gewonnen:
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1.) Lin-Tsai Modell mitlagl =1

2.) Random Walk mit Drift

3.) Lee-Carter Modell (ohne Korrektur)

4.) Lee-Carter Modell mit Korrektur nach Lee und Carter (1992)
5.) Lee-Carter Modell mit Korrektur nach Bell (1997)

Die Berechnung der Ein-Schritt-Prognosen der Altersgruppe der x -Jahrigen erfolgt hierbei, indem
zuerst das jeweilige Modell fir die Jahre 1950 bis 1970 geschatzt wird, mit dessen Hilfe die
Vorhersage G, 1971 flr das Jahr 1971 getroffen wird. AnschlieBend wird das Modell fiir den
Zeitraum 1950 bis 1971 geschatzt, mit dem die Prognose §, 197, flir 1972 ermittelt wird usw. Alle
Berechnungen der fiinf Modelle werden wie in Kapitel 2 beschrieben durchgefiihrt. Die
Vorhersagen G, ; werden schlieBlich mit den tatsdchlich beobachteten Raten g, . verglichen,
indem fiir jede Altersgruppe x der MAPE (= ,,Mean Absolute Percentage Error”), der MAE (=

,Mean Absolute Error”) und der RMSE (= ,Root Mean Squared Error”) errechnet werden:

1 Txtr1—dxt+1
MAPE =—— 2008 ———— | * 100 3.1
x,m 2009—1971+1 t=1970 qx,t+1 | ( )
_ 1 2008 ~m
MAEym = Soso— 57757 2t=1970] Gxe+1 — Qe | (3.2)
_ 1 2008 (xm 2
RMSEx,m - \/2009_1971_'_1 Zt=1970(qx,t+1 - Qx,t+1) (3'3)

Der Index m wurde eingefiihrt um anzugeben, welches Modell zur Prognose verwendet wurde.
GemaR der zuvor verwendeten Reihenfolge steht m = 1 fiir das Lin-Tsai Modell, m = 2 fiir den
Random Walk mit Drift und so weiter bis zu m = 5 fiir das Lee-Carter Modell mit Korrektur nach

Bell. Der Wert G ;1 gibt die Prognose Gy (4, des jeweiligen Modells an.

Bei der Definition des MAPE fillt auf, dass es zu einem Problem kommen kdnnte, falls eine der
Sterbewahrscheinlichkeiten gleich Null ist. Dies ist fir die acht Lander im Zeitraum 1971 bis 2009
aber fir keine der Altersgruppen zwischen 21 und 85 der Fall. Weiters ldsst sich folgende Aussage
zu den Fehlerraten treffen: Liefert ein Modell im gegebenen Kontext fiir jedes Jahr perfekte
Prognosen, dann gilt MAPE, ,, = MAE, ;, = RMSE, ,, = 0. Im Gegensatz dazu liefern sehr
grolRe Differenzen zwischen Prognosen und Beobachtungen laut den Definitionen (3.1)-(3.3) auch
hohe Werte fiir den MAPE, MAE bzw. RMSE. Im Folgenden wird demnach interpretiert, dass in
einem Vergleich zweier Modelle jenes das bessere ist, das den geringeren MAPE, MAE bzw. RMSE
aufweist. Hierbei gilt jedoch zu beachten, dass diese Art des Vergleichs nicht perfekt und
eindeutig ist. Immerhin kénnte es zum Beispiel passieren, dass ein Modell fiir jedes Jahr

zutreffende Prognosen liefert auRer fiir ein einziges Jahr T, das als extremer AusreiRer angesehen
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wird. Ist die Abweichung zwischen Prognose und Beobachtung in der Periode T gro genug, kann
das ansonsten zutreffende Modell dennoch hohe Werte fiir den MAPE, MAE und RMSE liefern.
Als weitere Schwache kann angefiihrt werden, dass die unterschiedlichen Indizes MAPE, MAE und
RMSE jeweils ein anderes Modell als die beste Methode auswahlen koénnen. Weitere
Uberlegungen zu MAPE, MAE und RMSE sowie anderen Kennzahlen dieser Art finden sich
beispielsweise bei Hyndman und Koehler (2006).

Der hier beschriebene Vergleich der Modelle ist sehr dhnlich zu der Analyse von Lin und Tsai
(2015), anhand derer sie zeigen, dass ihre lineare Regression in den meisten Fillen besser
prognostiziert als das Lee-Carter Modell. Selbst die Wahl der Altersgruppen ist ident. Ein
wichtiger Unterschied ist jedoch, dass Lin und Tsai (2015) die Modelle immer fiir den Zeitraum bis
zum Jahr 2000 schatzen und aufbauend auf dem Basisjahr 2000 Prognosen fiir die Jahre 2001 bis
2009 ermitteln. Lin und Tsai (2015) berechnen somit nicht bloB Ein-Schritt-Prognosen. Bei einem
Vorgehen dieser Art muss unter Umstanden Heteroskedastizitat (und Autokorrelation) der
Prognosefehler erwartet werden (vgl. etwa Box und Jenkins 1976). Konkret wird befiirchtet, dass
eine Vorhersage fir mehrere Jahre im Voraus eine groRere Abweichung von der Beobachtung
aufweisen wird als die Prognose fiir das unmittelbar nachste Jahr. In diesem Fall kénnten der
MAPE, MAE und RMSE deutlich starker von den Mehr-Schritt-Prognosen beeinflusst werden, als
von den Vorhersagen fir das nachste Jahr. Um die Prognosefehler aller Jahre moglichst
gleichwertig in die Kennzahlen des MAPE, MAE und RMSE einflieRen zu lassen, werden in diesem

Vergleich demzufolge nur Ein-Schritt-Prognosen herangezogen.

Wie auch bei Lin und Tsai (2015) werden nun die durchschnittlichen Werte des MAPE, MAE und

RMSE fir alle Altersgruppen angegeben:

— 1
MAPE,, = —— 85,1 MAPE, 1,
— 1
MAEm = 5o x221 MAE;
—_—— 1
RMSEy, = —— 8% ,1RMSE,, 1

Die jeweiligen GroRRen sind in den Tabellen 2 bis 4 eingetragen. Zur leichteren Interpretation der
Tabelle ist der Wert des schlechtesten Modells in jeder Zeile rot eingefarbt. Der jeweils niedrigste
und somit beste Wert wurde in Fettschrift gedruckt. Beim Vergleich der drei Tabellen werden
hierbei gewisse Widerspriiche deutlich. So geht beispielsweise das einfache Lee-Carter Modell
ohne Korrektur als bestes Modell bei der Prognose fiir Frauen in Finnland hinsichtlich des MAPE-

Kriteriums hervor, wahrend es laut MAE und RMSE das schlechteste Ergebnis fiir eben diese
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Aufgabe liefert. Interessanterweise lassen sich aus den Tabellen 2 bis 4 jedoch viele Aussagen
ableiten, die fir alle drei Kriterien gelten. So zeigt sich zum Beispiel, dass die interessierende
einfache lineare Regression von Lin und Tsai in fast allen Fallen fir Japan, die USA und das
Vereinigte Konigreich niedrigere durchschnittliche Werte fir den MAPE, MAE und RMSE liefert
als das einfache Lee-Carter Modell ohne Korrektur. Die einzige Ausnahme bildet der
durchschnittliche Root Mean Squared Error fiir Frauen im Vereinigten Konigreich. Dieses Ergebnis
scheint die Resultate aus dem Artikel von Lin und Tsai (2015) zu bestéatigen, die ihr Modell mit

dem Lee-Carter Modell in eben diesen drei Landern verglichen haben.

MAPE
Geschlecht Land LT RW LC LC (Korr.) LC (Bell)
Mannlich Australien 8,45% 6,41 7,85 6,44 6,38
Finnland 12,58 9,93 9,48 9,94 9,74
Frankreich 5,31 4,04 6,74 4,06 4,03
Japan 5,83 5,89 8,16 3,89 3,87
Kanada 6,24 4,87 5,73 4,89 4,84
Osterreich 10,55 8,23 7,69 8,26 8,15
USA 3,07 2,72 5,80 2,73 2,73
UK 4,79 4,20 7,85 4,16 4,15
Weiblich Australien 10,73 8,68 8,27 8,64 8,51
Finnland 16,62 14,97 14,53 15,02 14,72
Frankreich 5,87 5,35 6,63 5,14 5,06
Japan 6,41 10,29 11,59 4,35 4,34
Kanada 7,22 6,41 5,56 6,36 6,23
Osterreich 13,42 11,85 9,94 11,85 11,61
USA 3,11 2,90 4,45 2,81 2,79
UK 5,66 5,11 7,27 4,93 4,85
Total Australien 6,90 5,51 7,16 5,52 5,47
Finnland 9,73 8,36 8,57 8,28 8,11
Frankreich 4,53 3,65 6,02 3,63 3,59
Japan 5,61 7,12 9,51 3,60 3,62
Kanada 4,72 4,01 4,70 4,03 3,98
Osterreich 8,43 6,93 6,72 6,97 6,86
USA 2,73 2,46 4,69 2,45 2,44
UK 4,19 3,69 7,31 3,60 3,59

Tabelle 2 Mittelwert des MAPE fiir alle Altersgruppen x=21,...,85; Verwendete Abkiirzungen: Lin-Tsai Modell (=LT),
Random Walk mit Drift (=RW), Lee-Carter Modell ohne Korrektur (=LC), Lee-Carter Modell mit der Korrektur nach Lee und
Carter (=LC (Korr.)), Lee-Carter Modell mit der Korrektur nach Bell (=LC (Bell)); Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human
Mortality Database (2017)

Bei den Uibrigen fiinf Lindern (Australien, Finnland, Frankreich, Kanada und Osterreich), die im Artikel
von Lin und Tsai (2015) nicht untersucht wurden, ergibt sich in den drei Tabellen jedoch ein anderes
Bild. In den insgesamt 45 Zeilen zu diesen fiinf Staaten ist die lineare Regression von Lin und Tsai 28-
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mal schlechter als das einfache Lee-Carter Modell. Hierbei wird vor allem das schwache Abschneiden
bei der Prognose der Sterbewahrscheinlichkeiten von Mannern deutlich: In allen drei Tabellen ist das

Lin-Tsai Modell jeweils in vier der finf genannten Lander ungenauer als das einfache Lee-Carter

Modell.
MAE (-10™)

Geschlecht Land LT RW LC LC (Korr.) LC (Bell)

Mannlich  Australien 15,24 10,54 11,63 10,59 10,51
Finnland 25,01 17,03 17,82 17,07 16,72
Frankreich 11,09 8,38 10,56 8,41 8,31
Japan 10,32 6,71 18,36 6,31 6,32
Kanada 8,44 6,80 9,23 6,87 6,82
Osterreich 16,36 13,00 13,65 12,98 12,84
USA 6,15 4,89 10,09 4,96 4,99
UK 10,79 8,07 14,73 8,07 8,09

Weiblich Australien 8,26 6,69 6,76 6,67 6,58
Finnland 12,79 9,69 17,56 9,63 9,50
Frankreich 5,59 4,88 7,29 4,76 4,69
Japan 5,85 4,77 17,83 4,05 4,08
Kanada 4,70 4,38 5,31 4,32 4,24
Osterreich 9,09 7,92 10,23 7,90 7,79
USA 3,45 3,24 5,40 3,15 3,15
UK 6,26 5,12 6,34 5,15 5,07

Total Australien 9,34 7,04 7,72 7,10 7,03
Finnland 13,40 9,72 13,29 9,69 9,56
Frankreich 7,05 5,83 7,40 5,81 5,73
Japan 7,40 5,37 18,75 4,79 4,82
Kanada 4,81 4,22 6,44 4,29 4,23
Osterreich 9,62 8,22 9,20 8,21 8,12
USA 4,16 3,59 7,13 3,59 3,59
UK 7,28 5,78 8,12 5,83 5,79

Tabelle 3 Mittelwert des MAE fiir alle Altersgruppen x=21,...,85; Es wurden dieselben Abkiirzungen wie in
Tabelle 2 verwendet. Zur besseren Lesbarkeit wurden die Werte des MAE in der Tabelle mit Zehntausend
multipliziert; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)

Aus welchem Grund in manchen Landern die Methode von Lin und Tsai besser zu sein scheint als
das einfache Lee-Carter Modell, wahrend es in anderen Nationen umgekehrt ist, kann an dieser
Stelle nicht erlautert werden. Insgesamt gilt jedoch, dass beide Methoden ohnehin gewisse
Schwachen aufweisen, wenn sie mit dem Random Walk mit Drift oder den korrigierten Versionen
des Lee-Carter Modells verglichen werden. In den Tabellen 2 bis 4 gilt in jeder Zeile, dass das
schlechteste Modell entweder die lineare Regression von Lin und Tsai oder das einfache Lee-

Carter Modell ohne Korrektur ist. Wahrend das einfache Lee-Carter Modell zumindest hin und
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wieder beim MAPE-Kriterium (und einmal hinsichtlich des RMSE) als beste Methode hervorgeht,

ist das beim Lin-Tsai Modell in keiner einzigen der insgesamt 79 Zeilen der drei Tabellen der Fall.

RMSE (-10)
Geschlecht Land LT RW LC LC (Korr.) LC (Bell)
Ménnlich Australien 19,41 14,21 14,13 14,21 14,07
Finnland 30,14 21,75 21,81 21,83 21,37
Frankreich 14,32 11,55 13,10 11,58 11,42
Japan 13,83 8,50 19,76 8,09 8,10
Kanada 10,64 8,62 11,32 8,71 8,60
Osterreich 20,23 16,55 17,19 16,54 16,33
USA 8,14 6,32 12,12 6,36 6,40
UK 13,56 10,67 16,92 10,68 10,61
Weiblich Australien 11,13 8,99 8,55 8,99 8,86
Finnland 17,22 12,59 20,24 12,50 12,37
Frankreich 7,39 6,40 8,83 6,31 6,22
Japan 8,31 6,19 18,61 5,54 5,60
Kanada 6,02 5,62 6,64 5,56 5,44
Osterreich 11,43 10,10 12,25 10,09 9,93
USA 4,58 4,21 6,67 4,13 4,12
UK 7,74 6,64 7,70 6,66 6,55
Total Australien 12,56 9,62 9,65 9,66 9,55
Finnland 17,49 12,41 16,79 12,34 12,20
Frankreich 9,42 8,02 9,19 8,01 7,90
Japan 10,19 6,84 19,91 6,29 6,35
Kanada 6,15 5,43 7,63 5,47 5,39
Osterreich 12,02 10,39 11,47 10,39 10,25
USA 5,59 4,73 8,83 4,72 4,73
UK 9,12 7,69 9,73 7,73 7,63

Tabelle 4 Mittelwert des RMSE fiir alle Altersgruppen x=21,...,85; Es wurden dieselben Abkiirzungen wie in
Tabelle 2 verwendet. Zur besseren Lesbarkeit wurden die Werte des RMSE in der Tabelle mit Zehntausend
multipliziert; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)

In allen drei Tabellen wird das Lee-Carter Modell mit der Korrektur nach Bell am &ftesten als die
beste Methode ausgewahlt. Selbst wenn zusatzlich nach Geschlecht unterschieden wird, ist
dieses Modell immer in mindestens vier von acht Landern besser als die anderen Methoden.
Wenn es nicht das beste Modell ist, weicht die Fehlerquote des Lee-Carter Modells mit Korrektur
nach Bell oft nur in sehr geringem MaR von der jeweils besseren Methode ab. Durch die
Korrektur des Lee-Carter Modells dirfte demzufolge wie erwartet eine Verbesserung der
Prognosefahigkeit gegeniliber der unkorrigierten Version erreicht worden sein. Diese Aussage
wird besonders deutlich, wenn die lineare Regression von Lin und Tsai mit den korrigierten
Versionen des Lee-Carter Modells verglichen wird. Zuvor wurde bereits erwahnt, dass nicht ganz

klar ist, ob das einfache Modell von Lee und Carter tatsachlich besser oder schlechter ist als die
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Methode von Lin und Tsai. Wird jedoch eine Korrektur nach Lee und Carter oder nach Bell
durchgefihrt, ist die Regression von Lin und Tsai kein einziges Mal besser als die verbesserte
Version des Lee-Carter Modells. Dies gilt in allen drei Tabellen unabhangig davon, ob die

Korrektur nach Lee und Carter (1992) oder nach Bell (1997) durchgefiihrt wird.

Um die Analyse der Tabellen 2 bis 4 abzuschlieRen, gilt es noch auf das Random Walk Modell
einzugehen. Insgesamt kann es im Vergleich zu den anderen vier Modellen als eher mittelmaRig
beurteilt werden. Es liefert in den drei Tabellen zwar nie die schlechtesten Werte, aber es wird
andererseits auch nur in wenigen Fallen als das beste Modell ausgewahlt. Hinsichtlich der
Forschungsfrage der Arbeit ist die direkte Gegeniberstellung mit den Ergebnissen der Regression
von Lin und Tsai besonders wichtig: Das Random Walk Modell mit Drift ist in praktisch allen Féillen
besser als die Methode von Lin und Tsai. Die einzigen drei Ausnahmen bilden die Zeilen zu Japan
in Tabelle 2. Auch beim Vergleich zwischen dem Lin-Tsai Modell und dem Random Walk mit Drift

werden insgesamt also keine besonderen Starken des Lin-Tsai Modells ersichtlich.

Bisher wurden lediglich die Mittelwerte des MAPE, MAE bzw. RMSE uber alle Altersgruppen
betrachtet. Im nachsten Schritt sollen die Werte des MAPE, MAE und RMSE fir die einzelnen
Altersgruppen (x = 21, ...,85) naher analysiert werden. Zu diesem Zweck wird in Tabelle 5
angegeben, in wie vielen der insgesamt 65 Altersgruppen das jeweilige Modell am besten war.
Eine solche Art der Gegeniberstellung findet sich auch im Artikel von Lin und Tsai (2015). Um den
Vergleich etwas kompakter zu gestalten, wurden hierbei nicht alle drei Versionen des Lee-Carter
Modells beriicksichtigt. Stattdessen wurde nur das Lee-Carter Modell mit Biaskorrektur nach Bell
ausgewahlt, da es in der bisherigen Analyse in den meisten Fallen bessere Ergebnisse geliefert

hat, als die beiden anderen Versionen.

Wie bereits zuvor, werden die besten und schlechtesten Ergebnisse in Tabelle 5 fett gedruckt
bzw. rot eingefarbt. Auf diese Weise ist sehr einfach zu erkennen, dass das Lee-Carter Modell
nach Bell am oftesten als die beste Methode hervorgeht. Lediglich bei den Mannern in den USA
(bzgl. MAPE, MAE und RMSE) und im Vereinigten Konigreich (bzgl. MAPE) ist ein anderes Modell
in mehr Altersgruppen besser als das Lee-Carter Modell mit Korrektur nach Bell. Werden die
einzelnen Werte der Eintrage naher betrachtet, zeigt sich die Dominanz des Lee-Carter Modells
nach Bell noch deutlicher. Die Methode ist namlich fast immer in mehr Altersgruppen besser als

der Random Walk mit Drift und die Regression von Lin und Tsai zusammen.

Auch in Tabelle 5 gibt es somit keine Indizien dafiir, dass das Verfahren von Lin und Tsai

besonders vorteilhaft ware. Im Gegenteil geht es sogar am 6ftesten als die schlechteste Methode
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hervor. Von den 72 Eintragen fir das Lin-Tsai Modell sind 39 gleich Null. In all diesen Fallen ist es

demnach in keiner einzigen Altersgruppe besser als die anderen beiden Methoden.

MAPE MAE RMSE
LC LC LC
Geschlecht Land LT RW (Bell) LT RW (Bell) LT RW  (Bell)
Mannlich Australien 0 21 44 0 17 48 0 7 58
Finnland 1 4 60 3 2 60 5 0 60
Frankreich 0 26 39 0 19 46 0 12 53
Japan 0 3 62 1 3 61 0 0 65
Kanada 0 26 39 0 24 41 0 17 48
Osterreich 0 9 56 0 6 59 0 0 65
USA 0 42 23 0 43 22 0 41 24
UK 10 29 26 10 23 32 12 4 49
Weiblich Australien 0 7 58 1 4 60 0 2 63
Finnland 0 9 56 12 3 50 12 0 53
Frankreich 1 6 58 2 1 62 0 0 65
Japan 1 1 63 0 4 61 0 6 59
Kanada 2 3 60 3 1 61 0 0 65
Osterreich 0 6 59 3 3 59 2 0 63
USA 2 7 56 2 6 57 0 2 63
UK 1 22 42 2 17 46 2 3 60
Total Australien 0 23 42 0 18 47 0 11 54
Finnland 2 7 56 6 2 57 4 0 61
Frankreich 0 13 52 0 8 57 0 3 62
Japan 1 2 62 1 2 62 1 2 62
Kanada 0 25 40 0 23 42 0 5 60
Osterreich 1 13 51 1 6 58 0 2 63
USA 0 25 40 0 24 41 0 17 48
UK 7 27 31 7 24 34 8 5 52

Tabelle 5 Hdufigkeit des kleinsten MAPE, MAE und RMSE; Es wurden dieselben Abkiirzungen wie in Tabelle 2

verwendet; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)

Beim Random Walk mit Drift finden sich in Tabelle 5 ebenfalls viele relativ niedrige Eintrage.
Trotzdem scheint dieses Modell insgesamt doch besser zu sein als das Verfahren von Lin und Tsai.
Es konnte aber sein, dass dieser Eindruck tauscht. Immerhin ist das Lee-Carter Modell nach Bell in
Tabelle 5 so Uberlegen, dass kaum noch Altersgruppen Ubrig bleiben um den Random Walk mit
Drift und die Regression von Lin und Tsai sinnvoll zu vergleichen. Da eine solche
Gegenlberstellung dieser beiden Verfahren aber als eines der zentralen Ziele der vorliegenden
Arbeit formuliert wurde, wird in Tabelle 6 noch einmal speziell auf diese beiden Methoden
eingegangen. Es wurde wieder berechnet, in wie vielen der 65 Altersgruppen das jeweilige
Modell den geringsten Wert flir den MAPE, MAE bzw. RMSE liefert. Es bestatigt sich der Eindruck,

der bereits auf Basis der vorherigen Tabelle 5 gewonnen wurde. In Japan ist das Lin-Tsai Modell
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bei Frauen sowie bei der Gesamtbevolkerung zwar noch in mehr Altersgruppen am besten. In

allen anderen Vergleichen der Tabelle 6 wird es vom Random Walk mit Drift allerdings in den

meisten Altersgruppen geschlagen. Die Unterschiede zwischen den beiden Modellen sind hierbei

oft enorm. So kommt es 23-mal vor, dass der Random Walk in allen 65 Altersgruppen niedrigere

Fehlerquoten liefert als die Methode von Lin und Tsai. Besonders oft scheint dies bei Vergleichen

auf Basis der Sterbewahrscheinlichkeiten von Mannern der Fall zu sein.

MAPE MAE RMSE
Geschlecht Land LT RW LT RW LT RW
Mannlich Australien 0 65 0 65 0 65
Finnland 2 63 5 60 9 56
Frankreich 0 65 1 64 0 65
Japan 32 33 28 37 27 38
Kanada 0 65 0 65 0 65
Osterreich 0 65 0 65 0 65
USA 0 65 3 62 0 65
UK 13 52 13 52 16 49
Weiblich Australien 1 64 1 64 0 65
Finnland 2 63 14 51 15 50
Frankreich 15 50 15 50 12 53
Japan 55 10 48 17 47 18
Kanada 4 61 7 58 4 61
Osterreich 1 64 12 53 9 56
USA 11 54 10 55 1 64
UK 7 58 14 51 13 52
Total Australien 0 65 1 64 0 65
Finnland 5 60 8 57 11 54
Frankreich 0 65 0 65 0 65
Japan 49 16 45 20 42 23
Kanada 0 65 1 64 0 65
Osterreich 1 64 1 64 0 65
USA 1 64 2 63 0 65
UK 11 54 13 52 14 51

Tabelle 6 Hdufigkeit des kleinsten MAPE, MAE und RMSE (nur Lin-Tsai Modell und Random Walk); Es wurden
dieselben Abkiirzungen wie in Tabelle 2 verwendet; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality

Database (2017)

Der Vollstandigkeit halber wurden im Anhang 2 noch drei weitere Tabellen dieser Art

hinzugefiigt, wobei alle fiinf Modelle gegeniibergestellt wurden. Auch hier wurde verglichen in

wie vielen Altersgruppen jede Methode die niedrigsten MAPE-, MAE- bzw. RMSE-Werte

hervorgebracht hat. Interessanterweise stellt sich heraus, dass auch die Resultate des einfachen

Lee-Carter Modells ohne Korrektur mitunter relativ gut sind. Besonders in den Landern Finnland

und Osterreich scheint es bei Vergleichen dieser Art den anderen Methoden iiberlegen zu sein.
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Dennoch sei an dieser Stelle angemerkt, dass sich die zwei wesentlichen Erkenntnisse, die aus
den Tabellen 5 und 6 gewonnen wurden, durch die Gegentiiberstellungen aller fiinf Modelle im
Anhang bestatigen lassen: Das Lee-Carter Modell mit Korrektur nach Bell wird am 6ftesten als das
beste Verfahren empfohlen. Die Regression von Lin und Tsai hingegen geht in 49 der insgesamt
72 Vergleiche der drei Tabellen des Anhangs als die schlechteste Methode hervor. In 47 Fallen ist

es in keiner einzigen Altersgruppe besser als die anderen vier Modelle.

In den Tabellen 5 und 6 wurden nun die MAPE-, MAE- und RMSE-Werte fir die einzelnen
Altersgruppen ndher betrachtet. Dabei sollte nicht vergessen werden, dass die Fehlerquoten
MAPE, MAE und RMSE fiir eine Altersgruppe jeweils aus den Prognosefehlern vieler Jahre
berechnet werden. Aus diesem Grund konnte kritisch angemerkt werden, dass die Fehlerquoten
MAPE, MAE und RMSE durch die Prognosefehler einiger weniger Jahre verzerrt werden konnten.
Angenommen die Prognosefehler Gy ¢ 1k — qxt,+x des Lin-Tsai Modells sind in jedem Jahr
geringflgig besser als alle anderen Methoden, auRer in einer einzigen Periode, in der es zu einer
dramatischen Fehleinschiatzung des Lin-Tsai Modells kommt. So kann es aufgrund der
Definitionen (3.1)-(3.3) passieren, dass der MAPE, MAE bzw. RMSE der Regression von Lin und
Tsai hoher und somit schlechter ist als derjenige aller anderen Methoden. Unter Umstdnden
kénnten einzelne wenige Perioden, die als Ausreifler angesehen werden sollten, also zu
Verzerrungen des MAPE, MAE bzw. RMSE fiihren, die das Verfahren von Lin und Tsai deutlich

schlechter erscheinen lassen als es tatsachlich ist.

Aus diesem Grund werden nun auch die Prognosefehler einzelner Jahre naher untersucht, um
einen Trugschluss der zuvor genannten Art zu vermeiden. Zu diesem Zweck werden in einem
ersten Schritt die kumulierten (absoluten) Prognosefehler zwischen den Jahren 1971 und t* fur

das Modell m ermittelt:
Cumsumy = Y1071 G — Gy | ,t* =1971,...,2009 (3.4)

Um die folgende Analyse etwas Ubersichtlicher zu gestalten, werden wie zuvor nur drei
Methoden herangezogen. Diese drei Verfahren sind m = 1 fir das Lin-Tsai Modell, m = 2 fir
den Random Walk mit Drift und m = 5 fiir das Lee-Carter Modell mit Korrektur nach Bell. Die
Cumsum,tgm -Werte aller drei Herangehensweisen kodnnten nun bereits in einer Grafik
eingezeichnet werden. Steigt die Kurve, die sich aus diesen kumulierten Fehlern ergibt, fiir das
Lin-Tsai Modell in jeder Periode starker als die Kurven der anderen beiden Methoden, so ware
aufgrund der Definition (3.4) klar, dass das Lin-Tsai Modell in der Altersgruppe x fiir die
prognostizierten Jahre immer schlechter ist als die anderen beiden Methoden. Um die Grafiken

jedoch noch ubersichtlicher darzustellen, werden von den Cumsumy ,,-Werten im néchsten
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Schritt noch die kumulierten Fehler des Lin-Tsai Modells subtrahiert. Das Ergebnis fiir das Modell

m (und die Altersgruppe x im Jahr t*) wird als CUMSUM,":m notiert:
CUMSUM.,, = Cumsumy,,, — Cumsumt (3.5)

Fir die Regression von Lin und Tsai gilt demnach fiir jedes t*, dass CUMSUM_ , gleich O ist. Es
gilt noch eine weitere Besonderheit zu beachten. Wahrend die kumulierten absoluten Fehler
Cumsum,t;m laut Definition (3.4) monoton steigen und immer gréBer gleich Null sind, kann die
Kurve der m}éfm-Werte fallen und sogar negativ werden. Genauer gesagt fallt die Kurve
der verdnderten kumulierten Fehler m;m zwischen den Perioden t* — 1 und t* genau

dann, wenn der Prognosefehler des Modells m im Jahr t kleiner war als derjenige des Lin-Tsai

Verfahrens. Dieses Ergebnis folgt aus den Definitionen (3.5) und (3.4):

CUMSUML,, — CUMSUM. ;' < 0 &

* * * *_
& Cumsumt,, — Cumsuml ; — (Cumsums ,,' — Cumsumi ;') <0

t* t* t*-1 t*—1
At Z | qg}t“lx,t | — Z | quc,t_Qx,t |- ( 2 | qg}t_qmt | — Z | qalc,t_QX,t <0
t=1971 t=1971 t=1971 t=1971

~ ~1
d qarcr,lt* = Quer | <| Qo — Qe |

Analog kann gezeigt werden, dass die Kurve der CUMSUM,’Zm-Werte zwischen den Jahrent* — 1
und t* genau dann steigt, wenn das Modell m in der Periode t* ungenauer prognostiziert als die

Regression von Lin und Tsai.

Als letztes Merkmal der CUMSUM,E,*m—Kurven sei auBerdem erwdhnt, dass der Endpunkt der
Kurve genau dann kleiner als Null ist, wenn der mittlere absolute Fehler des Modells m in der
Altersgruppe x geringer ist als derjenige des Lin-Tsai Modells. Auch dieses Resultat kann leicht

anhand der Definitionen (3.4)-(3.5) sowie der Formel (3.2) fir den MAE Uberpriift werden:
CUMSUMZ%® <0 & X2290:1] 43 — ue | — X823071] Gxt — Gxe | <0
© (2009 — 1971 + 1)(MAE, ,, — MAE, ;) <0 & MAE, ,, < MAE, ;

Auf die gleiche Weise kann gezeigt werden, dass der Endpunkt der CUMSUM}E,*m-Kurve groRer als
Null ist, wenn der mittlere absolute Fehler der Modells m groRer ist als der entsprechende MAE

der Lin-Tsai Methode.



Mithilfe dieser Uberlegungen sollen nun die Abbildungen 5 und 6 untersucht werden, in denen
die CUMSUM ,,-Werte fiir das Random Walk Modell mit Drift (in Blau) und das Lee-Carter
Modell mit Korrektur nach Bell (in Gelb) eingezeichnet sind. Wie bereits zuvor erklart wurde,
entsprechen die Werte der linearen Regression von Lin und Tsai aufgrund der Definition (3.5)
genau der Nulllinie, die in den Grafiken als unterbrochene schwarze Linie gefunden werden kann.
In Abbildung 5 sind die Werte fiir die Altersgruppe x = 30 eingetragen. Abbildung 6 zeigt die

Kurven fur die 60-Jahrigen.

Leider lasst Abbildung 5 keine einfache Interpretation zu, die fur alle Nationen gilt. Stattdessen
missen die Grafiken der einzelnen Linder ndher analysiert werden. In Osterreich sind die
Anstiege der CUMSUMY ,,-Kurven des Random Walks mit Drift und des Lee-Carter Modells mit
Korrektur nach Bell tendenziell negativ. Beide Modelle scheinen demzufolge in Osterreich bei der
Altersgruppe der 30-Jahrigen bessere Prognosen zu liefern als die Regression von Lin und Tsai.
Auch in Kanada scheinen die beiden Kurven insgesamt einen negativen Trend aufzuweisen. Es gilt
jedoch zu beachten, dass beide Linien ungefdhr im Zeitraum von 1982 bis 1994 tendenziell
steigen. In diesem Intervall diirfte das Lin-Tsai Modell demnach doch etwas genauere Prognosen
liefern. Interessanterweise kann ein solcher Anstieg der blauen und der gelben Kurve in einem
dhnlichen Zeitraum auch in Australien, Frankreich und den USA bemerkt werden. Eine eindeutige
Beurteilung, welches Modell in diesen Landern zu genaueren Prognosen fihrt, wird dadurch
erschwert. Diese Erkenntnis verdient speziell fiir die USA besondere Aufmerksamkeit. Werden in
den Vereinigten Staaten von Amerika lediglich die Werte des MAEj3 ,,, fir die genannten drei
Modelle verglichen, so miissten der Random Walk mit Drift und das korrigierte Lee-Carter Modell
der Methode von Lin und Tsai vorgezogen werden. Wie bereits zuvor diskutiert wurde, zeigt sich
dies in den Endpunkten der blauen und der gelben CUMSUMY, ,,-Kurven, die in den USA
negative Werte annehmen. Bei der Betrachtung der gesamten Grafik der USA in Abbildung 5
scheint das Lin-Tsai Modell allerdings nicht klar schlechter zu sein als die anderen beiden
Methoden. Ein dhnlicher Trugschluss konnte sich im Vereinigten Kénigreich ergeben, falls nur die
mittleren absoluten Fehler gegeniibergestellt werden. Wahrend der MAEj3 ,, fiir das nach Bell
korrigierte Lee-Carter Modell besser ausfillt als fiir die Regression nach Lin und Tsai, zeigt die
Grafik fur das Vereinigte Konigreich, dass diese beiden Modelle hinsichtlich der Genauigkeit der
Prognosen nicht wirklich zu unterscheiden sind. Als letzte Grafik in Abbildung 5 sei noch auf Japan
eingegangen. Das Lee-Carter Modell mit Korrektur nach Bell ist hier augenscheinlich besser als
die anderen beiden eingezeichneten Methoden. Der Random Walk mit Drift ist offensichtlich das
Schlechteste unter den drei Verfahren. Das extreme Auseinanderklaffen der blauen und der

gelben Linie verdient besondere Beachtung. In den anderen Landern verlduft die Kurve des
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korrigierten Lee-Carter Modells zwar auch praktisch zu jedem Zeitpunkt unterhalb derjenigen des

Random Walks mit Drift, was auf die Uberlegenheit des korrigierten Lee-Carter Modells

hindeutet. Trotzdem &dhnelt sich der Verlauf der beiden Kurven in den meisten anderen Landern

recht stark.
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Abbildung 5 CUMSUM-Werte fiir 30-Jdhrige: Die gemdf3 Definition (3.5) verdinderten kumulierten Fehler wurden fiir die
Altersgruppe der 30-Jéhrigen fiir das Random Walk Modell mit Drift (in Blau), das Lee-Carter Modell mit Korrektur nach
Bell (in Gelb) und das Lin-Tsai Modell (als schwarze Nulllinie) eingetragen. Eigene Berechnungen und Darstellung;
Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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Darstellung; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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In Abbildung 6 lassen sich die dahnlichen Verlaufe der blauen und der gelben Kurve sogar noch
deutlicher erkennen. Nur in Japan kommt es erneut zu recht unterschiedlichen Entwicklungen der
beiden Linien. Die Modellierung anhand eines Random Walks mit Drift scheint auch in der
Altersgruppe der 60-Jahrigen in Japan insgesamt schlechter zu sein als die Verwendung der
anderen beiden Methoden. Werden nur die Regression nach Lin und Tsai und das Lee-Carter
Modell mit Korrektur nach Bell verglichen, kann in Japan nicht darauf geschlossen werden, dass

eine der beiden Methoden der anderen lberlegen ware.

In den anderen Landern der Abbildung 6 zeigt sich jedoch ein anderes Bild als in Japan. In einigen
Staaten (insbesondere in den USA und im Vereinigten Konigreich) verlaufen die beiden Kurven in
den spateren Jahren zwar relativ parallel zur Nulllinie, was darauf hindeutet, dass alle drei
Verfahren dhnlich genaue Prognosen liefern. Trotzdem ergibt sich alles in allem der Eindruck,
dass der Random Walk mit Drift und das korrigierte Lee-Carter Modell in allen Landern aulSer
Japan der Lin-Tsai Regression vorgezogen werden sollten. Besonders markant ist dieses Ergebnis
in Osterreich. Beide farblich eingezeichneten Linien weisen einen relativ gleichbleibenden

negativen Trend auf.

Zusammengefasst ldsst sich zur Abbildung 6 demnach sagen, dass die Grafiken (aufRer in Japan)
hinsichtlich der Prognosegenauigkeit des Random Walks mit Drift und des korrigierten Lee-Carter
Modells nur sehr geringe Unterschiede aufweisen. Aullerdem kann festgehalten werden, dass
auch in diesen Grafiken keine Hinweise dafiir gefunden wurden, die das Lin und Tsai Modell

besonders vorteilhaft erscheinen lassen wirden.

Im Anhang 2 wurden noch zwei weitere Abbildungen dieser Art flir die Altersgruppen der 50- und
80-Jahrigen hinzugefiigt. Die im vorherigen Absatz durchgefiihrte Zusammenfassung lasst sich im
GroRen und Ganzen vor allem auf die Abbildung der 80-Jdhrigen Ubertragen. Werden alle
Abbildungen der mgm—Kurven verglichen, lasst sich unter Umstanden herauslesen, dass
der Random Walk mit Drift und das korrigierte Lee-Carter Modell vor allem bei den alteren
Altersgruppen (die ein hoheres Mortalitatsniveau vorweisen) genauere Prognosen liefern als die

Methode von Lin und Tsai.

Als letzter moglicher Kritikpunkt der Vorgehensweise in diesem Unterkapitel konnte angemerkt
werden, dass die Ergebnisse womoglich durch die Wahl des Zeitraums der Modellierung
beeinflusst wurden. Aus diesem Grund wurde noch ein Vergleich durchgefiihrt, der sich nur auf
die Daten zwischen 1970 und 2009 stiitzt und somit deutlich weniger Beobachtungen verwendet

als die bisherigen Analysen. Die Ein-Schritt-Prognosen wurden hierbei nur fir die Jahre 2001 bis
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2009 berechnet.”’ Hierfir wurden drei Modelle zuerst fir die Jahre 1970-2000 geschatzt, mit
denen die Prognosen fiir das Jahr 2001 ermittelt werden. Im nachsten Schritt werden die Modelle
fiir das Zeitintervall 1970-2001 geschatzt, um eine Vorhersage fiir das Jahr 2002 zu treffen usw.
Es wurden erneut die Werte des MAPE, MAE bzw. RMSE gegeniibergestellt. Die Ergebnisse
werden im Anhang 3 in drei Tabellen festgehalten. Wesentliche Erkenntnisse der bisherigen
Analyse sind auch fiir diesen Vergleich giiltig. Das Lee-Carter Modell mit Korrektur nach Bell
behauptet sich in den meisten Landern weiterhin als das beste Verfahren und es gibt keine
Indizien dafir, dass die Anwendung der linearen Regression von Lin und Tsai empfohlen werden

sollte.

® Es wird nochmals betont, dass Lin und Tsai (2015) in ihrer Arbeit ebenfalls die Perioden 2001 bis 2009 als zu

prognostizierende Jahre gewahlt haben.
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4. Anwendungsbeispiele

In Kapitel 3 wurde verglichen, wie genau die Modelle die Sterbewahrscheinlichkeiten
prognostizieren. In der Einleitung dieser Arbeit wurde jedoch bereits angedeutet, dass andere
GrolRen, die sich aus den Sterbewahrscheinlichkeiten ableiten lassen, fir viele Unternehmerinnen
oder Politikerlnnen interessanter sind als die einzelnen Sterbewahrscheinlichkeiten selbst. Als
Beispiele solcher Kennzahlen werden in diesem Kapitel die Lebenserwartung und die
angemessene Pramienhohe einer Lebensversicherung analysiert. Es wird nun untersucht, wie
stark sich die zuvor entdeckten Unterschiede der Modelle hinsichtlich der Prognosegenauigkeit in

diesen Anwendungsbeispielen auswirken.

4.1. Lebenserwartung

Angenommen eine Person wird am 1. Januar des Jahres t geboren. Dann beschreibt die
durchschnittliche Lebenserwartung bei der Geburt den Erwartungswert der noch zu lebenden
Jahre dieser Person unter der Bedingung, dass die zukiinftigen Sterbewahrscheinlichkeiten
denen des Jahres t entsprechen (vgl. zum Beispiel OECD 2015, S. 48). Die Annahme, dass es in
Zukunft zu keinen Veranderungen der Sterbewahrscheinlichkeiten kommt, ist natirlich duBerst
unrealistisch und wird vermutlich dazu fiihren, dass der tatsachliche Erwartungswert der noch zu
lebenden Jahre unterschatzt wird. Die Berechnung wird allerdings deutlich erleichtert (vgl. z.B.
OECD 2015, S. 48 oder Statistik Austria 2012, S. 7f). Um die weitere Analyse etwas einfacher zu
gestalten, wird die durchschnittliche Lebenserwartung bei der Geburt von nun an auch kurz als
durchschnittliche Lebenserwartung oder schlichtweg Lebenserwartung bezeichnet. In den
Formeln wird diese GréRe durch die Variable Ej ; ausgedriickt. Das Alter, in dem die genannte
Person verstirbt, wird durch die diskrete Zufallsvariable K beschrieben, die nur ganze Zahlen
groRer oder gleich Null annimmt. Es kann folgende Methode zur Berechnung der

Lebenserwartung E ; angewandt werden:
Eor = Xx=o(x + ay) P (K = x) (4.1)

Die Variable a, gibt an, wie viel Zeit die Personen, deren Sterbealter x ist, durchschnittlich im

(x + 1)-ten Lebensjahr verbringen. Wird a, ebenfalls in Jahren gemessen, so muss demnach
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0 < a, < 1 gelten.® Der Einfachheit halber wird im weiteren Verlauf angenommen, dass d, fiir
jedes Alter gleich 0,5 ist. Auch die Wahrscheinlichkeit P,(K = x) verdient noch einige
Erlduterungen. Wird erneut die Person herangezogen, die am 1. Januar des Jahres t geboren
wurde, so gibt P,(K = x) die Wahrscheinlichkeit an, dass die Person bis zum x-ten Geburtstag
iiberlebt und im Verlauf des (x + 1)-ten Lebensjahres verstirbt. Somit gilt zwar fur x gleich Null,
dass P.(K = 0) einfach die Sterbewahrscheinlichkeit g ist. Falls x jedoch mindestens 1 ist, gilt
laut Definition im Allgemeinen P.(K =x) #q,s , da sich Qx: hur auf die
Sterbewahrscheinlichkeit im (x + 1)-ten Lebensjahr einer bereits x-jahrigen Person bezieht. Die

Wabhrscheinlichkeit P, (K = x) wird fur x € {0, 1, 2, 3, ... } folgendermaRen berechnet werden:

Pi(K =x)=qy; [ by Pxt (4.2)

Das leere Produkt ]_[l-;lopx,t wird hierbei als Eins festgelegt, sodass P,(K = 0) = qq gilt. Wie
bereits im Kapitel 3.1 beschrieben wurde, sind in den Sterbetafeln der Human Mortality Database
nur Sterbewahrscheinlichkeiten bis zum Alter 109 aufgelistet. Da die Sterbewahrscheinlichkeit
»q110+,¢  aller dlteren Menschen gleich Eins gesetzt wird, ist die genaue Berechnung der
Lebenserwartung E,, gemaR Formel (4.1) nicht mehr moglich. Als Alternative kénnte ein
bedingter Erwartungswert EO,t der noch zu lebenden Jahre ermittelt werden. Die Bedingung ware
hierbei, dass das Sterbealter K der am 1. Januar im Jahre t geborenen Person hdchstens 109

betragt:

109 109
= _ w109 _ _ Xx=0(k+0,5)Ps(K=x) _ ¥3=o(k+0,5)P:(K=x)
Foe = Bk + 05)P(K = x|K < 109) = E=sEbAulien - B oo

(4.3)

Die bedingte Lebenserwartung EO,t wurde fiir die Gesamtbevolkerung jedes Landes fir die Jahre
1970, 1989 und 2009 berechnet. Die erhaltenen Werte wurden anschliefend in Tabelle 7
festgehalten. Die Eintrdge zeigen, dass die bedingte Lebenserwartung mit der Zeit prinzipiell
gestiegen ist. Durchschnittlich ist die bedingte Lebenserwartung der Gesamtbevolkerung in den

acht Landern 2009 um ungefdhr 4,4 Jahre héher als 1989 und um zirka 9,2 Jahre héher als 1970.

Die Eintrage der Tabelle 7 sind auch dann interessant, wenn sie mit den Schatzungen zur
Lebenserwartung der Human Mortality Database verglichen werden. In den Sterbetafeln der
Human Mortality Database sind Schatzungen fiir den Erwartungswert der noch zu lebenden Jahre
bei der Geburt angegeben. Die hierfir verwendete Berechnungsmethode kann im

Methodenprotokoll von Wilmoth et al. (2007) nachgelesen werden. Obwohl die Human Mortality

®Es wird an dieser Stelle nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die Wahrscheinlichkeit P(K =k)in
der Formel (4.1) mit dem Faktor (k + d,) multipliziert werden muss und nicht bloR mit k. Die Begriindung liegt
darin, dass die Lebenserwartung als Erwartungswert der noch zu lebenden Jahre und eben nicht als
Erwartungswert des Sterbealters K definiert wurde.
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Database nicht darauf bedingt, dass das Sterbealter hochstens 109 Jahre betragen soll, sind ihre
Schatzungen fiir die Lebenserwartung fiir die gegebenen acht Lander in den Jahren 1989, 1999
und 2009 beinahe ident mit den Eintragen der Tabelle 7. Die hochste absolute Abweichung
betragt 0,02 Jahre. Ein Grund fiir diese geringe Abweichung liegt wohl auch darin, dass das
Sterbealter ohnehin nur in den seltensten Fallen 110 Jahre oder mehr betragt. Dies soll belegen,

dass die Bedingung fir das Sterbealter in (4.3) eigentlich kaum eine Rolle spielt.

Geschlecht Land Jahr=1970 Jahr=1989 Jahr=2009

Total Australien 70,67 76,21 81,78
Finnland 70,33 74,97 79,83
Frankreich 72,11 76,56 81,18
Japan 71,99 78,96 83,04
Kanada 72,62 77,12 81,12
Osterreich 70,11 75,47 80,21
USA 70,75 75,13 78,57
UK 71,91 75,40 80,18

Tabelle 7 Bedingte Lebenserwartung; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)

Bisher wurde die Berechnung der bedingten Lebenserwartung EO,t mithilfe der beobachteten
Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeiten beleuchtet. Im nichsten Schritt wird gezeigt, wie im
Jahr t eine Prognose fiir die bedingte Lebenserwartung im Jahr t + 1 berechnet werden kann.
Angenommen t ist groBer als 1950 und es sind die Sterbetafeln fir die Jahre 1950 bis inklusive t
bekannt, dann koénnen zunachst alle fiinf Modelle fiir die Altersgruppenx =0,1,2,...,109
anhand dieser Beobachtungen geschatzt werden. AnschlieRend werden vom Kalenderjahrt
ausgehend fiir alle fiinf Modelle Prognosen fiir die Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeiten
des Jahres t + 1 erstellt. Im letzten Schritt werden noch die Formeln (4.2) und (4.3) angepasst,

indem die Beobachtungen durch die prognostizierten Wahrscheinlichkeiten ersetzt werden:

Prii(K = %) = Gupe1 [1120 Prter (wobei [T;Z, Dxt+1 = 1) (4.4)
= 222 (k+0,5)Pp 11 (K=x)
j— xX=0
Fores = 5w =i (4

Hierbei sei allerdings noch ein kleines Problem erwahnt, dass beim Schatzen der Lee-Carter
Modelle auftritt. In der Human Mortality Database (2017) wurden in den Sterbetafeln der
Manner Finnlands und der Frauen in Finnland und Osterreich Sterbewahrscheinlichkeiten gleich
Null beobachtet. Aufgrund dieser Daten ist das Schatzen der Lee-Carter Modelle nicht moglich, da

die Zielvariable log(yx,t) = log (—log(l — qx,t)) keine reelle Zahl annimmt, wenn g, . gleich Null
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ist.” Aus diesem Grund wurden die erwihnten vier Sterbewahrscheinlichkeiten durch den Wert
1-10~7 ersetzt, der sehr nahe bei Null liegt, aber keine Probleme beim Schitzen der Modelle
verursacht. Ob die erwdhnten Sterbewahrscheinlichkeiten auch fur das Schatzen des Lin-Tsai
Modells oder des Random Walks mit Drift ersetzt werden, hatte keinen Einfluss auf deren

Ergebnisse.

Nach diesen Anderungen kénnen wie beschrieben Ein-Schritt-Prognosen fiir die bedingten
Lebenserwartungen der Jahre 1971 bis 2009 berechnet werden. Hierfiir werden zuerst die
Modelle anhand der Sterbetafeln 1950-1970 geschatzt. Dann wird fiir jedes Modell die Prognose
E0,1970+1 erstellt. Als ndchstes werden die Sterbetafeln 1950-1971 benutzt, um die Modelle zu
schatzen und die Werte fir E'0,1971+1 zu bestimmen usw. AnschlieBend kdnnen mithilfe der
beobachteten bedingten Lebenserwartungen und der Ein-Schritt-Prognosen wiederum Werte fir
den MAE, MAPE oder RMSE berechnet werden. Auf diese Weise werden die Modelle hinsichtlich
ihrer Prognosegenauigkeit verglichen. Um den Umfang der Arbeit zu begrenzen wurde jedoch nur
eines der drei Kriterien herangezogen. Da Lin und Tsai (2015) in ihrem Artikel ebenfalls
Anwendungsbeispiele beschreiben und dabei nur auf den MAPE zuriickgreifen, wird der mittlere
absolute prozentuelle Fehler auch hier verwendet. Er muss fir jedes Modell folgendermaRen
berechnet werden:

1 Eotr1—Eot+1
MAPE = ————»2008 | 4L 282 14100
2009-1971+1 o1

Die erhaltenen Ergebnisse werden in Tabelle 8 wiedergegeben. Der niedrigste (und somit beste)
MAPE-Wert wurde in jeder Zeile fett gedruckt. Das Modell mit dem schlechtesten MAPE wurde
wiederum rot markiert. Uberraschenderweise wird das Lee-Carter Modell mit der Korrektur nach
Lee-Carter am haufigsten als die beste Methode ausgewahlt. Die MAPE-Werte auf Basis der Bell-
Korrektur sind allerdings nur geringfligig schlechter und unterscheiden sich haufig erst bei der
dritten Nachkommastelle. Ein weiteres interessantes Ergebnis ist die Tatsache, dass der Random
Walk mit Drift bei der Prognose fiir Manner in den meisten Zeilen als die beste Methode

hervorsticht.

Geht es andererseits um die schlechtesten Ergebnisse in Tabelle 8, so fallen vor allem das
einfache Lee-Carter Modell und die Methode von Lin und Tsai auf. Die Regression von Lin und
Tsai liefert insgesamt am 6ftesten die hochsten Fehlerraten. Sie ist aufSerdem in keiner einzigen

Zeile besser als die korrigierten Versionen des Lee-Carter Modells. Abgesehen von Japan sind die

’ Beim Vergleich der Modelle im Unterkapitel 3.2 waren diese Beobachtungen kein Problem, da
Sterbewahrscheinlichkeiten gleich Null nur fiir Altersgruppen unter 20 Jahren gefunden wurden. Diese
Altersgruppen blieben im Unterkapitel 3.2 unbericksichtigt.
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MAPE-Werte der Lin-Tsai Methode in allen Fdéllen schlechter als diejenigen des Random Walks mit
Drift.

Geschlecht Land LT RW LC LC (Korr.) LC (Bell)
Mannlich Australien 0,813 0,325 0,679 0,348 0,354
Finnland 1,341 0,280 0,680 0,268 0,270
Frankreich 0,543 0,180 0,331 0,170 0,171
Japan 0,450 0,497 0,444 0,224 0,227
Kanada 0,531 0,154 0,516 0,201 0,207
Osterreich 0,917 0,206 0,512 0,253 0,259
USA 0,277 0,205 0,415 0,219 0,224
UK 0,429 0,205 0,710 0,220 0,230
Weiblich Australien 0,656 0,304 0,448 0,302 0,305
Finnland 0,713 0,330 0,703 0,278 0,277
Frankreich 0,325 0,276 0,364 0,201 0,201
Japan 0,371 0,566 1,036 0,211 0,211
Kanada 0,345 0,184 0,291 0,131 0,133
Osterreich 0,630 0,217 0,425 0,182 0,185
USA 0,209 0,194 0,277 0,170 0,173
UK 0,378 0,219 0,399 0,213 0,212
Total Australien 0,588 0,311 0,528 0,329 0,333
Finnland 0,751 0,289 0,582 0,238 0,241
Frankreich 0,382 0,226 0,360 0,177 0,178
Japan 0,398 0,536 0,695 0,222 0,223
Kanada 0,313 0,142 0,234 0,146 0,148
Osterreich 0,592 0,204 0,362 0,197 0,201
USA 0,235 0,193 0,320 0,183 0,187
UK 0,374 0,207 0,496 0,210 0,212

Tabelle 8 MAPE fiir die Prognose der bedingten Lebenserwartung; Es wurden dieselben Abkiirzungen wie in
Tabelle 2 verwendet; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)

Bei der Berechnung der Prognosen hat sich noch ein weiteres beachtenswertes Ergebnis gezeigt:
Die Regression von Lin und Tsai sagt in den meisten Féllen eine sinkende bedingte
Lebenserwartung voraus. Diese Art der Prognose ist einerseits ziemlich kontraintuitiv. Sie ist
andererseits auch schlichtweg falsch. Immerhin waren beispielsweise die berechneten bedingten
Lebenserwartungen der Manner in ungefahr 90% der Falle héher als im Vorjahr. Die Anwendung
des Lin-Tsai Modells besagte im Gegensatz dazu nur zirka jedes flinfte Mal voraus, dass die
bedingte Lebenserwartung der Manner steigen wird. In diesem Zusammenhang gilt also, dass in
den meisten Fallen sogar die Verwendung der letzten Beobachtung ein besserer Pradiktor fur die
bedingte Lebenserwartung des nachsten Jahres gewesen wire als die Prognose auf Basis der Lin-

Tsai Methode.



Der Vollstandigkeit halber sei erwahnt, dass auch das einfache Lee-Carter Modell in den meisten
Fallen sinkende bedingte Lebenserwartungen prognostizierte. Dies scheint jedoch bloRR auf die
erwahnte Diskontinuitdt im ersten Prognosejahr zurilickzufihren zu sein. Die korrigierten
Versionen des Lee-Carter Modells sagten (genauso wie der Random Walk mit Drift) namlich

immer steigende bedingte Lebenserwartungen voraus.

4.2. Versicherungspramie

In diesem Unterkapitel wird versucht ein sehr einfaches Beispiel durchzurechnen und dafir auf
allzu ausfihrliche Erlauterungen zu verzichten. Falls weitere Erklarungen bezlglich der
Versicherungsmathematik benétigt werden, sei beispielsweise auf Gerber (1986) oder Promislow
(2006) verwiesen. Fir das Anwendungsbeispiel wird nun angenommen, dass eine Person am 1.
Januar des Kalenderjahres t genau x Jahre alt wird und am selben Tag eine zehnjahrige
Lebensversicherung abschlieBt. Die diskrete Zufallsvariable T gibt an, wie viele ganze Jahre die
Person nach dem Vertragsabschluss noch zu leben hat.? Falls T kleiner oder gleich Neun ist,
bezahlt das Versicherungsunternehmen am Ende des Kalenderjahrest + T einen Euro an die
Angehorigen aus. Solange die versicherte Person am Leben ist, muss sie wahrend der
Vertragslaufzeit zu Beginn jeden Jahres eine konstante Pramie II, . an das Unternehmen zahlen.
Der erste Beitrag wird somit direkt bei Vertragsabschluss (am 1. Januar des Jahres t) fallig. Um
den Barwert der jeweiligen Zahlungen zu ermitteln, wird ein Jahreszinssatz von drei Prozent
angenommen. Die Zufallsvariablen Z? und Z¢ beschreiben die Auszahlungen beziehungsweise
die Einzahlungen, die fiir das Versicherungsunternehmen bei dieser Person insgesamt anfallen

werden. Der Erwartungswert der Auszahlung Z? kann folgendermaBen berechnet werden:
E(Zb) = Yo 1 ¥ v P(T = 1) =37 o v'*? Qoc+ic+i H;"_:%) Px+j,t+j (4.6)

Das leere Produkt ]_[J;l0 Dx+j,t+j Wird erneut als Eins festgelegt. Die Konstante v entspricht dem

(jahrlichen) Abzinsungsfaktor. Da fiir dieses Beispiel ein Zinssatz von drei Prozent verwendet wird,

gilt im weiteren Verlauf immer v = Tos Der Erwartungswert der Einnahmen Z¢ wird mithilfe der

nachsten Formel berechnet:

® Mit anderen Worten bedeutet das, dass die noch zu lebenden Jahre immer auf eine ganze Zahl abgerundet
werden, um T zu bestimmen. Falls der Versicherungsnehmer nach Vertragsabschluss beispielsweise noch 21
Monate (= 1,75 Jahre) lebt, ist T also gleich Eins.
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E(Z€) = i oMy x v' % P(T =2 0) = Iy Yoo V. [1520 Pt e+ (4.7)

Das Unternehmen will die Pramie im Beispiel nun so ansetzen, dass der Erwartungswert der
Auszahlungen gleich dem Erwartungswert der Einzahlungen ist. Unter Verwendung der Formeln
(4.6) und (4.7) kann die Hohe der Pramie nach einer simplen Aquivalenzumformung bestimmt

werden:
E(z®) =EZ°)

9 i+
i=oV

1 i—-1 _ 9 i i—1
Qxrieri =0 Pxtjerj=Tee izo V' 1120 Pt jiej
o

i+1 i-1
i=o V" T Ax+it+i Hj:o Px+jt+j
I, =

9 i T7i-1
Yi=o 1711_[]'=02’7x+j,t+j

(4.8)

Um eine faire Pramie dieser Art genau ermitteln zu kdnnen, misste das Unternehmen bereits die
Sterbe- bzw. Uberlebenswahrscheinlichkeiten dieser Periode und der kommenden neun Jahre
kennen. Da dies allerdings nicht moglich ist, muss das Unternehmen versuchen die gesuchten
Wahrscheinlichkeiten zu prognostizieren. Hierflir werden in einem ersten Schritt die Sterbetafeln
von 1950 bist — 1 herangezogen, um die besprochenen Modelle zu schatzen. AnschlieSend
werden die gesuchten Wahrscheinlichkeiten fiir die Jahre t bis t 4+ 9 fir jedes Modell extra vom
Jahrt — 1 ausgehend prognostiziert. Wie die langfristigen Vorhersagen fir den Random Walk
mit Drift oder die Lee-Carter Modelle gefunden werden, ist in den Unterkapiteln 2.2 und 2.3
eindeutig beschrieben. Beim Lin-Tsai Modell stellt sich jedoch die Frage, ob nur der Lagl =1
verwendet wird, anhand dessen dann rekursiv in die Zukunft prognostiziert wird, oder ob
mehrere Modelle mit unterschiedlichen Lags benutzt werden sollen. Da Lin und Tsai (2015) in
ihrem Artikel die letztgenannte Methode verwenden, wird diese Herangehensweise auch hier
gewahlt: Um vom Jahr t — 1 ausgehend eine Vorhersage fiir t zu finden wird also zuerst das Lin-
Tsai Modell mit Lagl = 1 geschéatzt und prognostiziert. Um von der Periode t — 1 aus das Jahr
t + 1 zu prognostizieren, wird das Modell mit Lag [ = 2 genutzt usw. Die Ergebnisse werden fiir
jede Methode schlieBlich in eine leicht abgewandelte Form der Formel (4.8) eingesetzt, bei der
die tatsachlichen Wahrscheinlichkeiten durch die Prognosen ersetzt werden:

9 1]l+

fj. . = Zi=o Lri(t=1)+(i+1) H};%; Pax+j,(t-1)+(+1)
xt —

(4.9)

2?:0 vl H;;%) ﬁx+j,(t—1)+(j+1)

Es stellt sich nun die Frage, wie stark die durch (4.9) berechnete Pramie vom tatsachlich fairen
Betrag aus (4.8) abweicht. Damit die Beurteilung der Prognosegenauigkeit nicht nur von einer

einzigen Altersgruppe x bzw. einer einzigen Periode t abhadngt, werden die Berechnungen fir alle
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Altersgruppen x = 21, ...,76 und fir die Kalenderjahre t = 1981, ...,2000 durchgefiihrt. Zum
Schluss wird der MAPE fir jedes Modell und jede Altersgruppe einzeln ermittelt:

_ 1 2000 My =Tyt
MAPE, = _ t=1981 | — 5 | * 100
2000—1981+1 Myt

Bevor die Resultate analysiert werden, sei erwahnt, dass dieses Anwendungsbeispiel in einer sehr
dhnlichen Form im Artikel von Lin und Tsai (2015, S. 554ff) zu finden ist. Im Unterschied zum hier
genannten Kontext, wird im Anwendungsbeispiel bei Lin und Tsai jedoch angenommen, dass die
Sterbe- und Uberlebenswahrscheinlichkeit des Jahres t bereits bekannt sind. AuRerdem fiihren

die Autoren die Berechnungen nur fiir ein Jahr (namlich t = 2000) durch.

Der durchschnittliche MAPE aller Altersgruppen x = 21, ...,76 wurde fiir jede Methode in Tabelle
9 eingetragen. Die hochsten und somit schlechtesten Werte wurden in jeder Zeile in Rot
geschrieben. Das jeweils beste Modell wurde in Fettschrift eingetragen. Das Lee-Carter Modell
mit Korrektur nach Lee und Carter liefert auch in diesem Anwendungsbeispiel am 6ftesten den
niedrigsten durchschnittlichen MAPE-Wert. Allerdings scheint die Wahl des besten Modells vom
Geschlecht abzuhdngen. Geht es namlich darum faire Pramien fir Manner vorherzusagen ist der
Random Walk mit Drift in den meisten Fallen am genauesten. Bei der Pramienberechnung fir
Frauen scheint das Random Walk Modell aber keine besonders gute Wahl zu sein und bringt oft
sogar sehr schlechte Werte hervor. Zusatzlich wird auch hier wieder deutlich, dass die
Vorhersagen des Random Walks mit Drift im Falle Japans problematisch sind. Die Fehlerraten sind
in diesem Anwendungsbeispiel extrem hoch und erreichen bei Frauen fast 56 Prozent. Eine
mogliche Erklarung lasst sich durch erneutes Betrachten der Abbildung 3 (im Unterkapitel 3.1)
finden. Das rasante Abfallen der Hazardraten in den 50er Jahren bewirkt, dass der Random Walk
mit Drift insgesamt von einer zu starken durchschnittlichen Anderung der Hazardraten Japans
ausgeht. Der Random Walk mit Drift tiberschatzt somit das Ausmal, in dem sich die Hazardraten
in Japan zukilinftig verbessern koénnen. Tatsdchlich hat sich bei einer naheren Analyse der
Berechnungen des Random Walks mit Drift gezeigt, dass dieses Verfahren in Japan mitunter
sogar negative Hazardraten und Sterbewahrscheinlichkeiten vorhersagt, wenn mehrere Jahre in
die Zukunft prognostiziert wird. Eine solche Prognose macht natdirlich keinen Sinn und tragt dazu

bei, dass es in Tabelle 9 zu den enormen Ungenauigkeiten im Falle Japans kommt.

Insgesamt zeigt die Tabelle 9 aber, dass das Lin-Tsai Modell auch in diesem Anwendungsbeispiel
in den meisten Fallen als die schlechteste Methode hervorgeht. Es ist nur in einer der insgesamt
24 Zeilen besser als das Lee-Carter Modell mit Bell-Korrektur. Der durchschnittliche MAPE-Wert
des Lin-Tsai Verfahrens ist auRerdem kein einziges Mal niedriger als derjenige des Lee-Carter

Modells mit Korrektur nach Lee und Carter. Selbst der Random Walk mit Drift und das einfache
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Lee-Carter Modell gewinnen in den meisten Zeilen der Tabelle 10 den direkten Vergleich mit der

Lin-Tsai Methode.

Zum Abschluss wurden noch einmal die einzelnen Altersgruppen naher untersucht. Hierbei

wurde das Lin-Tsai Verfahren jeweils dem Random Walk mit Drift und den beiden korrigierten

Versionen des Lee-Carter Modells gegenlibergestellt. In Tabelle 10 wurde notiert, in wie vielen

Altersgruppen der MAPE-Wert des Lin-Tsai Modells jeweils besser war als das Vergleichsmodell.

Hierbei zeigt sich wie bereits in Tabelle 9, dass der Random Walk mit Drift gewisse Schwéachen bei

Vorhersagen fir Frauen hat. Ansonsten gibt es aber auch hier kaum Hinweise darauf, dass die

Anwendung der einfachen linearen Regression von Lin und Tsai insgesamt zu genaueren

Prognosen fuhren kdnnte.

MAPE
Geschlecht Land LT RW LC LC (Korr.)  LC(Bell)
Mannlich Australien 14,25 8,53 13,49 9,34 9,76
Finnland 17,30 8,70 10,91 7,50 7,75
Frankreich 11,75 7,76 9,90 7,94 7,95
Japan 9,89 27,32 10,47 8,27 8,21
Kanada 11,88 7,33 9,83 8,08 8,22
Osterreich 23,32 8,59 10,38 10,19 10,09
USA 8,52 6,98 9,12 7,12 7,18
UK 8,15 8,60 14,79 7,09 8,23
Weiblich Australien 10,12 7,65 9,16 5,46 5,79
Finnland 9,10 16,9 13,47 7,70 8,21
Frankreich 8,31 11,55 8,04 5,75 5,75
Japan 11,53 55,74 171 9,98 10,73
Kanada 9,60 9,04 4,30 3,77 3,70
Osterreich 16,19 8,10 8,52 6,45 6,50
USA 5,96 8,20 6,44 5,24 5,26
UK 9,52 9,42 10,51 5,45 6,11
Total Australien 9,69 6,72 11,76 7,22 7,71
Finnland 9,46 8,38 8,46 5,92 5,97
Frankreich 9,46 6,66 8,19 6,40 6,34
Japan 11,40 37,08 13,72 9,13 9,50
Kanada 7,50 4,73 6,41 5,01 5,06
Osterreich 17,10 5,90 8,17 7,74 7,68
USA 6,70 5,62 6,18 5,07 4,95
UK 7,61 8,01 12,89 5,90 6,96

Tabelle 9 Mittelwert des MAPE fiir alle Altersgruppen x=21,...,76; Es wurden dieselben Abkiirzungen wie in
Tabelle 2 verwendet; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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MAPE

Geschlecht Land LT RW LT LC (Korr.) LT LC (Bell)
Mannlich Australien 9 47 9 47 12 a4
Finnland 0 56 0 56 0 56
Frankreich 5 51 5 51 6 50
Japan 38 18 18 38 18 38
Kanada 12 44 18 38 19 37
Osterreich 0 56 0 56 0 56
USA 13 43 18 38 21 35
UK 31 25 28 28 31 25
Weiblich Australien 12 44 10 46 10 46
Finnland 42 14 23 33 23 33
Frankreich 42 14 12 44 11 45
Japan 46 10 29 27 31 25
Kanada 25 31 6 50 8 48
Osterreich 0 56 0 56 3 53
USA 40 16 20 36 20 36
UK 17 39 5 51 6 50
Total Australien 19 37 23 33 25 31
Finnland 11 45 8 48 13 43
Frankreich 2 54 5 51 6 50
Japan 43 13 26 30 27 29
Kanada 0 56 19 37 19 37
Osterreich 0 56 2 54 0 56
USA 8 48 3 53 6 50
UK 22 34 19 37 24 32

Tabelle 10 Hdufigkeit des kleinsten MAPE; Es wurden dieselben Abkiirzungen wie in Tabelle 2 verwendet;

Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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5. Zusammenfassung

Das von Lin und Tsai vorgeschlagene einfache lineare Modell wurde mehreren Vergleichen mit
alternativen Modellen unterzogen. Die Daten die hierfiir verwendet wurden unterscheiden sich
teilweise hinsichtlich der Altersgruppen und Jahre. In den meisten Fallen wurde versucht,
dhnliche Bedingungen wie im Artikel von Lin und Tsai (2015) herzustellen. Insbesondere im
Kernkapitel 3.2 und im Anwendungsbeispiel zu den Versicherungspramien wurden die
untersuchten Altersgruppen genauso gewdhlt wie in der Arbeit von Lin und Tsai. Auch die
Auswahl der verwendeten Jahre und der Fehlerquoten (MAPE, MAE und RMSE) schafft

Bedingungen, die denen aus dem Artikel von Lin und Tsai sehr nahe kommen.

Durch die dhnliche Wahl der Vergleichsszenarien konnten sich gewisse Ergebnisse bestatigen
lassen. So lieferte die einfache lineare Regression nach Lin und Tsai auch in dieser Arbeit meistens
bessere Ergebnisse als das urspriingliche Lee-Carter Modell, wenn Prognosen fiir Japan, die USA
oder das Vereinigte Konigreich gesucht wurden. Bei der Gegeniberstellung mit den korrigierten
Versionen des Lee-Carter Modells konnte sich die Methode von Lin und Tsai allerdings nicht mehr
durchsetzen. Unabhangig davon, ob die hierflir notwendige Korrektur gemall Lee und Carter
(1992) oder Bell (1997) erfolgte, konnte auf Basis des verbesserten Lee-Carter Modells in den
allermeisten Vergleichsszenarien eine hohere Prognosegenauigkeit erzielt werden als durch die
Anwendung der Lin-Tsai Methode. Die Vermutung, dass die Uberlegenheit des Lin-Tsai
Verfahrens gegeniiber dem unkorrigierten Lee-Carter Modell bei der Erstellung von
Punktprognosen lediglich auf der Diskontinuitdt im ersten Prognosejahr beruht, scheint sich

somit zu bestatigen.

Die zweite These, dass der Random Walk mit Drift genauere Prognosen hervorbringt als die
Methode von Lin-Tsai, lasst sich in den meisten Fallen ebenfalls belegen. Dies ist insbesondere
deshalb interessant, weil das Modell des Random Walks mit Drift sowohl in der theoretischen
Analyse als auch in der praktischen Anwendung deutlich simpler ist als das Verfahren von Lin und
Tsai. Immerhin basiert die Prognose mittels Random Walks mit Drift im Wesentlichen nur auf der
Berechnung eines Mittelwerts. Dass die einfache lineare Regression von Lin und Tsai trotzdem
Probleme hat genauere Prognosen zu liefern, ldsst diese Methode nicht gerade als
empfehlenswert erscheinen. Durch die kontraintuitiven Vorhersagen der linearen Regression von
Lin und Tsai im Zusammenhang mit den bedingten Lebenserwartungen wurden die Zweifel an der
Methode zusatzlich verstarkt. Auf Basis all dieser Ergebnisse wird von der Anwendung des Lin-

Tsai Verfahrens insgesamt eher abgeraten.
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Anhang

Anhang 1: Zusatzliche deskriptive Statistik

Da in dieser Arbeit sehr viele verschiedene Sterbetafeln zu den Geschlechtern, Landern und
Altersgruppen herangezogen werden, ist es sinnvoll noch einige Grafiken zur Veranschaulichung

der Daten anzufiihren, um einen moglichst guten Uberblick zu garantieren.

Die Abbildungen 7 und 8 geben (wie auch Abbildung 2 aus dem Unterkapitel 3.1) die Hazardraten
der Altersgruppen x = 0, ...,109 aus den Jahren 1950 und 2009 an. Im Gegensatz zu Abbildung 2
beziehen sich die Grafiken nun jedoch immer nur auf ein Geschlecht. Prinzipiell wirkt die
generelle Form dieser Kurven dhnlich, unabhangig davon, ob die Plots der Frauen, Manner oder

IM

der Gesamtbevolkerung betrachtet werden. Allerdings scheint der ,Buckel” der Hazardraten der
ungefahr 20-Jahrigen bei Mannern teilweise noch etwas ausgepragter hervorzutreten als bei den

Frauen.

Die Abbildungen 9 bis 11 veranschaulichen die Zeitreihen der Hazardraten fiir drei verschiedene
Altersgruppen. Die Werte beziehen sich auf die Gesamtbevdlkerung. Wie auch in den
Abbildungen 3 und 4 aus Unterkapitel 3.1 zeigt sich, dass die Mortalitat langfristig gesunken ist.
Die Zeitreihen der 80-Jahrigen scheinen sich relativ gut durch eine Gerade beschreiben zu lassen.
In der Altersgruppe der 20-Jahrigen ist der langfristige negative Trend ebenfalls erkennbar.
Allerdings weisen die Kurven dieser Altersgruppe auch gewisse Strukturbriiche auf. So fallen die
Hazardraten in Finnland, Japan und dem Vereinigten Konigreich Anfang der fiinfziger Jahre
starker als in den spateren Perioden. In Frankreich und den Vereinigten Staaten von Amerika

kommt es in den Sechzigern gar zu einem anhaltenden Anstieg der Mortalitat.
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Abbildung 7 Hazardraten der Frauen: Es wurden die Hazardraten fiir alle Altersgruppen zwischen 0 und 109 fiir die Jahre
1950 (in Schwarz) und 2009 (in Rot) eingezeichnet. Zur besseren Veranschaulichung wurde die y-Achse logarithmiert;
Eigene Berechnungen und Darstellung; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)

55



Australien Finnland

20 40 &0 &0 100

[=]

Hazardrate
1e-04  1e-M
L1 1 1

Hazardrate
le-04  1e-M
L1 1 1 1
=
-

20 40 60 &0 100

Alter Alter

Frankreich Japan

Hazardrate
le-04 1e-M
I I I |
Hazardrate
le-04  1e-M
I I I |

0 20 40 60 an 100 0 20 40 B0 a0 100
Alter Alter
Kanada Osterreich

Hazardrate
le-04 1e-M
I I

Hazardrate
1e-04  1e-01
L1 1 1

0 20 40 50 80 100 0 20 40 60 80 100
Alter Alter
USsA Vereinigtes Konigreich

Hazardrate
1e-04 1e-M
L1 1
Hazardrate
Te-04  1e-01
L1 1 1

(=1

20 40 60 &0 100

(=]

20 40 G0 a0 100

Alter Alter

Abbildung 8 Hazardraten der Mdnner: Es wurden die Hazardraten fiir alle Altersgruppen zwischen 0 und 109 fiir die Jahre
1950 (in Schwarz) und 2009 (in Rot) eingezeichnet. Zur besseren Veranschaulichung wurde die y-Achse logarithmiert. Da
die beobachtete Hazardrate der Sechsjéihrigen 2009 in Finnland gleich Null war, kann sie fiir die logarithmierte y-Achse
nicht eingezeichnet werden; Eigene Berechnungen und Darstellung; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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Abbildung 9 Hazardraten der 20-Jéihrigen: Die Zeitreihen fiir die Gesamtbevélkerungen aller acht Léinder von 1950 bis
2009; Eigene Berechnungen und Darstellung; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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Abbildung 10 Hazardraten der 50-Jéhrigen: Die Zeitreihen fiir die Gesamtbevélkerungen aller acht Lédnder von 1950 bis
2009; Eigene Berechnungen und Darstellung; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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Anhang 2: Weitere Ergebnisse zum Vergleich im Unterkapitel 3.2

In diesem Teil des Anhangs werden noch einige weitere Tabellen und Grafiken gezeigt, die die
Resultate des Vergleichs aus Unterkapitel 3.2 zusatzlich untermauern sollen. So wurde die
einfache Regression nach Lin und Tsai in den Tabellen 5 und 6 nur dem Random Walk mit Drift
und dem Lee-Carter Modell mit Korrektur nach Bell gegeniibergestellt. In den Tabellen 11 bis 13
wird dieselbe Art des Vergleichs noch einmal fiir alle flinf Methoden durchgefiihrt. Auch hier
wurde festgehalten, in wie vielen Altersgruppen jede Methode hinsichtlich MAPE, MAE bzw.
RMSE am genauesten prognostiziert. Wie in den Tabellen 5 und 6 geht das gemal Bell korrigierte
Lee-Carter Modell am haufigsten als die beste Methode hervor. Das Verfahren von Lin und Tsai
kann sich im Gegensatz dazu kaum gegen die anderen Verfahren behaupten. In den meisten
Zeilen der Tabellen 11 bis 13 kann es sich in keiner einzigen der 65 Altersgruppen als die beste

Methode durchsetzen.

In den Abbildungen 12 und 13 wurden die Zeitreihen der nach Definition (3.5) veranderten
kumulierten Fehler fir die 50- und 80-Jahrigen eingetragen. Die Interpretation erfolgt genauso
wie es im Zusammenhang mit den Abbildungen 5 und 6 beschrieben wurde. Mit Ausnahme der
Altersgruppe der 50-Jahrigen in Japan verlaufen die m,ﬁfm-Werte des Random Walks mit
Drift und des Lee-Carter Modells mit Korrektur nach Bell relativ ident. Die 50-Jadhrigen in Japan
sind auch deshalb interessant, weil das korrigierte Lee-Carter Modell (iber alle Perioden hinweg
ahnlich zum Lin-Tsai Modell verlauft. Der Vergleich der beiden Methoden liefert in diesem Fall
also keinen eindeutigen Gewinner. Flr den genannten Plot kann lediglich festgehalten werden,
dass beide Modelle gegeniiber dem Random Walk mit Drift zu bevorzugen sind. Andere
interessante Grafiken ergeben sich fiir die 50-Jdhrigen in Osterreich und im Vereinigten
Konigreich. In beiden Fallen scheint die Lin-Tsai Methode zunachst genauere Prognosen zu liefern
als der Random Walk mit Drift und das korrigierte Lee-Carter Modell. In den spateren Jahren
ware diese Aussage aber nicht mehr giiltig. Der Zeitraum, in dem das Lin-Tsai Verfahren im
Vereinigten Konigreich bevorzugt werden kann, ist auBerdem sehr kurz. Alle anderen Plots der
Abbildungen 12 und 13 scheinen gegen die Anwendung des linearen Modells von Lin und Tsai zu

sprechen.
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MAPE

Geschlecht Land LT RW LC LC (Korr.) LC (Bell)
Maénnlich Australien 0 19 7 3 36
Finnland 1 4 33 0 27
Frankreich 0 25 3 6 31
Japan 0 1 0 24 40
Kanada 0 24 12 0 29
Osterreich 0 5 39 2 19
USA 0 34 0 14 17
UK 10 16 0 18 21
Weiblich Australien 0 3 29 0 33
Finnland 0 4 35 0 26
Frankreich 1 5 8 2 49
Japan 1 1 5 24 34
Kanada 2 2 43 0 18
Osterreich 0 5 41 1 18
USA 2 6 1 10 46
UK 1 22 7 0 35
Total Australien 0 20 5 5 35
Finnland 0 5 30 2 28
Frankreich 0 13 2 5 45
Japan 0 0 0 31 34
Kanada 0 25 10 1 29
Osterreich 0 5 32 3 25
USA 0 23 0 14 28
UK 7 21 6 7 24

Tabelle 11 Hdiufigkeit des kleinsten MAPE fiir den Vergleich aller Modelle; Es wurden dieselben Abkiirzungen wie

in Tabelle 2 verwendet; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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MAE

Geschlecht Land LT RW LC LC (Korr.) LC (Bell)
Mannlich Australien 0 15 8 2 40
Finnland 2 2 35 0 26
Frankreich 0 17 3 6 39
Japan 0 1 0 27 37
Kanada 0 23 11 0 31
Osterreich 0 4 36 2 23
USA 0 33 0 17 15
UK 10 12 0 21 22
Weiblich Australien 0 3 31 0 31
Finnland 3 3 34 2 23
Frankreich 2 0 12 3 48
Japan 0 1 5 27 32
Kanada 2 1 44 1 17
Osterreich 0 3 40 1 21
USA 2 2 1 11 49
UK 2 17 9 0 37
Total Australien 0 17 8 3 37
Finnland 5 2 25 2 31
Frankreich 0 8 2 6 49
Japan 1 0 0 39 25
Kanada 0 22 10 2 31
Osterreich 0 3 30 5 27
USA 0 17 0 18 30
UK 7 20 6 9 23

Tabelle 12 Hdufigkeit des kleinsten MAE fiir den Vergleich aller Modelle; Es wurden dieselben Abkiirzungen wie

in Tabelle 2 verwendet; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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RMSE

Geschlecht Land LT RW LC LC (Korr.) LC (Bell)
Maénnlich Australien 0 6 15 2 42
Finnland 2 0 39 0 24
Frankreich 0 12 4 0 49
Japan 0 0 0 26 39
Kanada 0 17 13 0 35
Osterreich 0 0 34 1 30
USA 0 30 0 11 24
UK 12 3 1 9 40
Weiblich Australien 0 2 45 0 18
Finnland 2 0 35 3 25
Frankreich 0 0 14 0 51
Japan 0 1 7 31 26
Kanada 0 0 43 0 22
Osterreich 0 0 43 1 21
USA 0 0 1 12 52
UK 2 2 9 1 51
Total Australien 0 10 14 2 39
Finnland 4 0 24 7 30
Frankreich 0 3 4 1 57
Japan 1 0 0 42 22
Kanada 0 5 11 0 49
Osterreich 0 1 30 1 33
USA 0 8 0 17 40
UK 8 5 6 1 45

Tabelle 13 Hdufigkeit des kleinsten RMSE fiir den Vergleich aller Modelle; Es wurden dieselben Abkiirzungen
wie in Tabelle 2 verwendet; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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Abbildung 12 CUMSUM-Werte fiir 50-Jéihrige: Die gemdf3 Definition (3.5) verdinderten kumulierten Fehler wurden fiir die
Altersgruppe der 50-Jihrigen fiir das Random Walk Modell mit Drift (in Blau), das Lee-Carter Modell mit Korrektur nach
Bell (in Gelb) und das Lin-Tsai Modell (als schwarze Nulllinie) eingetragen. Eigene Berechnungen und Darstellung;
Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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Abbildung 13 CUMSUM-Werte fiir 80-jihrige: Die gemdf3 Definition (3.5) verdnderten kumulierten Fehler wurden fiir die
Altersgruppe der 80-Jéhrigen fiir das Random Walk Modell mit Drift (in Blau), das Lee-Carter Modell mit Korrektur nach
Bell (in Gelb) und das Lin-Tsai Modell (als schwarze Nulllinie) eingetragen. Eigene Berechnungen und Darstellung;
Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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Anhang 3: Vergleich mit weniger Jahren

Um einer moglichen Kritik vorzugreifen, dass die Ergebnisse des Vergleichs aus Unterkapitel 3.2
durch die Auswahl der Jahre beeinflusst sein kdnnten, wird im letzten Teil des Anhangs noch eine
Analyse durchgeflihrt, die die Sterbetafeln der Jahre 1950 bis 1969 unberiicksichtigt lasst. Es
werden erneut die Altersgruppen x = 21, ...,85 betrachtet. Die Analyse wird wiederum fir
Frauen, Manner und beide Geschlechter zusammen in acht Landern durchgefiihrt. Der wichtige
Unterschied zu Unterkapitel 3.2 ist jedoch, dass nun auf Basis der Sterbetafeln aus dem Zeitraum
von 1970 bis 2000 Ein-Schritt-Prognosen fiir die Jahre 2001 bis 2009 gefunden werden sollen.
Hierbei wird das interessierende Modell zunachst fur die Jahre 1970 bis 2000 geschatzt, mit
dessen Hilfe eine Vorhersage fir 2001 getroffen wird. AnschlieRend wird das Modell an die Jahre
1970 bis 2001 angepasst, um eine Prognose fiir 2002 zu ermitteln und so weiter. Um die Analyse

etwas kompakter zu gestalten, werden im weiteren Verlauf nur drei Modelle herangezogen:

1.) Lin-Tsai ModellmitLagl =1
2.) Random Walk Modell mit Drift
3.) Lee-Carter Modell mit der Korrektur nach Bell (1997)

Nachdem alle notigen Ein-Schritt-Prognosen ermittelt wurden, gilt es fir jedes Modell und jede
Altersgruppe analog zu den Definitionen (3.1) bis (3.3) die Werte fir den MAPE, MAE und RMSE
zu berechnen. Es missen lediglich die Jahre und die Werte der Variablen m angepasst werden
(sodass m = 3 nun fiir das Lee-Carter Modell mit Korrektur nach Bell steht):

th+1 Ax,t+1
MAPE, ,, = —————— Y2008 =S T 1+ 100
XM ™ 5009-2001+1 ~=2000 Qxt+1 l

MAE - -
xm = 5009 2001+1Zt 2000| qxt+1 Qxt+1 |

- —_— 2
RMSEx,m \/2009 2001+1Zt 2000 qxt+1 Qx,t+1)

Der durchschnittliche MAPE, MAE bzw. RMSE Uber alle Altersgruppen x = 21, ...,85 wurde fir
jeden Fall in die Tabellen 14 bis 16 eingetragen. Die besten und schlechtesten Resultate wurden
wieder mit Fettdruck bzw. roter Farbe hervorgehoben. Auch in diesem Vergleich zeigt sich, dass
die Methode von Lin und Tsai insgesamt ungenauere Prognosen produziert als die anderen

beiden Verfahren.

In der Tabelle 17 wird das Lin-Tsai Modell dem Random Walk mit Drift gegeniibergestellt. Es wird
festgehalten, in wie vielen Altersgruppe jede Methode hinsichtlich MAPE, MAE bzw. RMSE am
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besten war. Fir die Tabelle 18 wurde derselbe Vergleich fiir das Lin-Tsai Modell und das Lee-
Carter Modell mit Korrektur nach Bell durchgefiihrt. Aus den beiden Tabellen lasst sich nicht

herauslesen, dass die Herangehensweise von Lin und Tsai im Allgemeinen gegeniliber den

anderen beiden Methoden zu bevorzugen ware.

MAPE
Geschlecht Land LT RW LC (Bell)
Mannlich Australien 8,28% 6,23 5,91
Finnland 11,88 10,08 9,91
Frankreich 4,41 4,00 3,98
Japan 4,27 4,12 3,92
Kanada 5,34 4,98 4,89
Osterreich 10,72 8,85 8,64
USA 2,60 2,56 2,53
UK 4,44 4,35 4,36
Weiblich Australien 10,35 9,08 8,65
Finnland 19,15 17,00 16,74
Frankreich 6,32 5,82 5,60
Japan 4,51 5,17 4,30
Kanada 6,93 6,58 6,46
Osterreich 17,20 14,17 13,88
USA 2,99 2,84 2,79
UK 5,52 5,16 5,14
Total Australien 6,63 5,47 5,11
Finnland 9,92 8,82 8,69
Frankreich 3,79 3,58 3,48
Japan 3,75 3,90 3,43
Kanada 4,24 4,05 4,00
Osterreich 8,93 7,63 7,47
USA 2,46 2,38 2,33
UK 3,86 3,67 3,68

Tabelle 14 Mittelwert des MAPE fiir alle Altersgruppen x=21,...,85 in den Jahren 2001-2009; Es wurden dieselben

Abkiirzungen wie in Tabelle 2 verwendet; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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MAE (-10™%)
Geschlecht Land LT RW LC (Bell)
Mannlich Australien 6,84 5,81 5,52
Finnland 13,87 10,99 10,87
Frankreich 7,02 6,62 6,53
Japan 4,69 4,69 4,26
Kanada 6,17 5,68 5,79
Osterreich 10,52 9,92 9,62
USA 4,22 3,88 4,04
UK 6,03 5,79 6,08
Weiblich Australien 4,30 3,90 3,52
Finnland 8,16 7,45 7,24
Frankreich 4,27 4,38 4,08
Japan 2,11 3,13 2,02
Kanada 3,75 3,38 3,37
Osterreich 6,93 6,63 6,39
USA 3,34 2,62 2,67
UK 4,73 4,36 4,42
Total Australien 4,50 3,95 3,64
Finnland 7,88 7,12 6,99
Frankreich 4,89 4,82 4,63
Japan 3,03 3,77 2,90
Kanada 3,85 3,46 3,59
Osterreich 6,95 6,82 6,47
USA 3,63 2,95 3,04
UK 4,77 4,50 4,67

Tabelle 15 Mittelwert des MAE fiir alle Altersgruppen x=21,...,85 in den Jahren 2001-2009; Es wurden dieselben
Abkiirzungen wie in Tabelle 2 verwendet. Zur besseren Lesbarkeit wurden die Werte des MAE in der Tabelle mit
Zehntausend multipliziert; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)



RMSE (-10™%)
Geschlecht Land LT RW LC (Bell)
Mannlich Australien 8,15 6,90 6,54
Finnland 16,96 13,62 13,45
Frankreich 9,08 8,48 8,44
Japan 5,75 5,77 5,16
Kanada 7,54 6,91 7,02
Osterreich 12,68 11,76 11,45
USA 5,17 4,76 4,94
UK 8,00 7,67 7,94
Weiblich Australien 5,37 4,68 4,33
Finnland 10,14 9,20 9,00
Frankreich 5,61 5,59 5,33
Japan 2,59 3,77 2,48
Kanada 4,55 4,00 4,01
Osterreich 8,56 8,18 7,85
USA 4,07 3,19 3,28
UK 6,04 5,52 5,62
Total Australien 5,42 4,72 4,34
Finnland 9,83 8,81 8,63
Frankreich 6,51 6,24 6,11
Japan 3,76 4,59 3,57
Kanada 4,62 4,23 4,32
Osterreich 8,54 8,25 7,88
USA 4,45 3,62 3,75
UK 6,30 5,90 6,09

Tabelle 16 Mittelwert des RMSE fiir alle Altersgruppen x=21,...,85 in den Jahren 2001-2009; Es wurden dieselben
Abkiirzungen wie in Tabelle 2 verwendet. Zur besseren Lesbarkeit wurden die Werte des RMSE in der Tabelle mit
Zehntausend multipliziert; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)



MAPE MAE RMSE
Geschlecht Land LT RW LT RW LT RW
Mannlich Australien 25 40 25 40 30 35
Finnland 14 51 19 46 17 48
Frankreich 13 52 13 52 5 60
Japan 31 34 33 32 37 28
Kanada 19 46 21 44 20 45
Osterreich 11 54 12 53 5 60
USA 27 38 28 37 31 34
UK 26 39 28 37 26 39
Weiblich Australien 26 39 30 35 25 40
Finnland 18 47 26 39 22 43
Frankreich 27 38 28 37 28 37
Japan 50 15 51 14 59 6
Kanada 17 48 21 44 20 45
Osterreich 17 48 21 44 21 44
USA 24 41 25 40 34 31
UK 16 49 19 46 11 54
Total Australien 30 35 31 34 29 36
Finnland 17 48 21 44 18 47
Frankreich 22 43 24 41 7 58
Japan 40 25 40 25 47 18
Kanada 18 47 18 47 23 42
Osterreich 15 50 17 48 10 55
USA 29 36 31 34 27 38
UK 26 39 26 39 18 47

Tabelle 17 Vergleich des Lin-Tsai Modells und des Random Walks mit Drift; Die Eintréige geben an, in wie vielen der
insgesamt 65 Altersgruppen, das jeweilige Modell den besten MAPE, MAE bzw. RMSE vorweist. Es wurden dieselben
Abkiirzungen wie in Tabelle 2 verwendet; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database (2017)
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MAPE MAE RMSE
Geschlecht Land LT LC (Bell) LT LC (Bell) LT LC (Bell)
Mannlich Australien 8 57 9 56 11 54
Finnland 7 58 12 53 6 59
Frankreich 7 58 10 55 5 60
Japan 15 50 16 49 18 47
Kanada 16 49 19 46 11 54
Osterreich 1 64 2 63 1 64
USA 24 41 25 40 27 38
UK 32 33 37 28 33 32
Weiblich Australien 15 50 18 47 9 56
Finnland 14 51 22 43 19 46
Frankreich 12 53 13 52 12 53
Japan 20 45 22 43 28 37
Kanada 13 52 14 51 14 51
Osterreich 3 62 10 55 10 55
USA 21 44 22 43 30 35
UK 14 51 19 46 6 59
Total Australien 16 49 17 48 12 53
Finnland 7 58 11 54 8 57
Frankreich 11 54 11 54 5 60
Japan 23 42 27 38 28 37
Kanada 12 53 13 52 12 53
Osterreich 2 63 3 62 2 63
USA 23 42 23 42 24 41
UK 29 36 31 34 24 41

Tabelle 18 Vergleich des Lin-Tsai Modells und des Lee-Carter Modells mit Korrektur nach Bell; Die Eintréige geben an, in
wie vielen der insgesamt 65 Altersgruppen, das jeweilige Modell den besten MAPE, MAE bzw. RMSE vorweist. Es wurden
dieselben Abkiirzungen wie in Tabelle 2 verwendet; Eigene Berechnungen; Datenquelle: Human Mortality Database

(2017)
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Anhang 4: Abstract

Abstract (Deutsch)

In einem Artikel von Lin und Tsai (2015) zeigt sich, dass eine einfache lineare Regression
Sterbewahrscheinlichkeiten in vielen Fallen genauer vorhersagt als das verbreitete Lee-Carter
Modell. Das urspriingliche Lee-Carter Modell, das in diesem Vergleich verwendet wird, weist
allerdings oftmals eine unplausible Diskontinuitat im Prognoseintervall auf. Es stellt sich die Frage, ob
die Methode von Lin und Tsai auch dann noch bessere Ergebnisse liefert, wenn diese Diskontinuitat
korrigiert wird. AuBerdem wird vermutet, dass ein einfaches Random Walk Modell mit Drift dhnlich
gute Prognosen hervorbringt wie die Regression von Lin und Tsai. Beide Fragestellungen werden
bearbeitet, um die Qualitdt der Vorhersagen durch die Lin-Tsai Methode besser beurteilen zu
kénnen. Zu diesem Zweck werden in acht Landern Ein-Schritt-Prognosen der verschiedenen Modelle
verglichen. Dabei stellt sich heraus, dass die korrigierten Lee-Carter Modelle und selbst der simple
Random Walk mit Drift im Allgemeinen bessere Vorhersagen treffen als die Regression von Lin und
Tsai. Dieses Resultat ldsst sich auch im Rahmen zweier Anwendungsbeispiele beziglich
Lebenserwartungen und Versicherungspramien bestatigen. Die Qualitdt der Prognosen auf Basis der
Lin-Tsai Regression erscheint demnach sehr zweifelhaft.

Key words: Mortalitdt, Sterberaten, einfache lineare Regression, Lee-Carter Modell, Random Walk
mit Drift

Abstract

Lin and Tsai (2015) suggested a simple linear regression that was shown to predict the mortality rates
of some countries more accurately than the widely cited Lee-Carter model. However, the Lee-Carter
model they used in their article may suffer from significant bias in the early years of the forecast. It is
not clear if Lin and Tsai’s regression is better than the bias-corrected versions of the Lee-Carter
model. Furthermore, it can be claimed that the forecasts of an even simpler random walk with drift
may be very similar to the ones of the Lin-Tsai model. It is the aim of this thesis to evaluate the
performance of the Lin-Tsai regression in eight countries by comparing its one-step-ahead
predictions to those of the above-mentioned models. Most cases show that the random walk with
drift and the adjusted Lee-Carter models are superior to the method proposed by Lin and Tsai. This
result is also confirmed in two additional applications where the models are used to price insurance
products and to predict life expectancy.

Key words: mortality, death rates, simple linear regression, Lee-Carter model, random walk with drift
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