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0 Einleitung

Sei F ein nichtarchimedischer lokaler Korper und (7, V') eine irreduzible zuléssige Darstel-
lung von GL(2, F). Zu jeder kompakt offenen Untergruppe K von GL(2, F) konstruieren
wir die Heckealgebra Hx bestehend aus allen K —biinvarianten Funktionen auf GL(2, F)
mit kompaktem Trager. Die Heckealgebra Hg operiert auf dem endlichdimensionalen
Vektorraum VX der unter K invarianten Vektoren in V. Durch diese Hx —Moduln VE
fir K kompakt offen ist die Darstellung (7, V') bereits eindeutig bestimmt.

Ein wichtiger Spezialfall betrifft die maximal kompakte Untergruppe GL(2, Of) in GL(2, F):
Eine Darstellung (7, V') heift sphérisch, wenn VE4(207) nicht nur die Null enthélt. In
diesem Fall ist VEL(207) eindimensional. Die unendlichdimensionalen sphirischen Dar-
stellungen lassen sich vollstédndig charakterisieren, es sind genau die unverzweigten Dar-
stellungen in der Hauptserie. Sie sind fiir die Theorie der automorphen Formen von
zentraler Bedeutung, denn eine automorphe Darstellung o lédsst sich als Tensorprodukt
von Darstellungen m; von GL(2,Q;) schreiben,

- ®

! prim
oder =00

wobei fast alle m; sphérisch sind.

Ist (7, V') sphérisch, dann wirkt also die sphérische Heckealgebra Hare,0x) auf dem ein-
dimensionalen Raum V&L(207) Als Algebra wird H L(2,05) von zwei Elementen 7o und
R erzeugt. Ein bekanntes Resultat klirt die Struktur des Hgr,2,0,)—Moduls VGL2.0F),
indem es zwei Skalare angibt, die die Wirkung der Erzeuger 7y und R auf VELZ0r)
beschreiben. Dabei ist die Wirkung von R durch den zentralen Charakter von 7 be-
schrieben. Der Operator 7y hingegen enthélt die wesentliche Information iiber 7; die
Eigenwerte von 7y bestimmen 7 bis auf Twist mit einem Charakter.

Die vorliegende Arbeit versucht dieses Resultat zu verallgemeinern: Anstelle von GL(2, Ox)
betrachten wir die Untergruppen

Fl(wt):—{<i Z) EGL(2,(’)f):azlmodwt,cEOmodwt}, teN.

Analog zu 7y € Hy definieren wir einen Heckeoperator 7; in Hrp,(t). Fiir Steinberg
Darstellungen oder Darstellungen in der Hauptserie (mw, V') werden wir die Struktur des
C[7;]—Moduls V(=) vollstiindig bestimmen.

Dabei stellt sich fiir ¢ > 0 natiirlich die Frage, wann VI1(®) 2 {0} ist. Im Fall ¢ = 0
lautete die Antwort: VEL(207) igt genau dann nicht trivial, wenn (m, V) in der Hauptserie
liegt und unverzweigt ist.

Im Fall ¢ > 0 haben wir eine offensichtliche Kette von Inklusionen:

GL(Q, 0_7:) = Fl(wo) :_) F1<w1) 2 Fl(w2) :_) e
und damit natiirlich auch

yGL(2.05) C Vfl(wl) C Vrl(WQ) c.... (1)



W. Casselman zeigt in [3], Theorem 1: Fiir jede zuldssige irreduzible und unendlichdi-
mensionale Darstellung (7, V') von GL(2,F) gibt es eine natiirliche Zahl [/, die wir den
Level der Darstellung (7, V') nennen werden, sodass

dim(Vrl(wl)) =1 und dim(VFl(wt)) =0 firallet<lI.

Aufserdem steigt die Dimension der Teilrdume in (1), sobald sie grofer als Null ist immer
um eins an. In anderen Worten, wenn dim(Vrl(wl)) = 1 gilt, dann gilt auch

dim(VI @ ™)) =1 4+ ¢ fiir t € N.

Insbesondere sind die Riume VI1(®") im allgemeinen nicht mehr eindimensional.

Der Beweis dieser Aussage unterscheidet die Falle, (7, V') cuspidal, (7, V') in der Haupse-
rie oder (m, V') eine Steinberg Darstellung. Im Gegensatz zum Beweis von Theorem 1 im
Fall cuspidaler Darstellungen ist der Beweis im Fall von Darstellungen in der Hauptserie
konstruktiv, die Dimension des Raumes Vrl(wt), t € N wird bestimmt, indem eine Basis
angegeben wird. In den letzten beiden Kapiteln werden wir diese Basis verwenden um
die Struktur des C[7;]—Moduls VF1(®") fiir beliebige ¢ > 0 zu bestimmen. So erhalten
wir zum Beispiel in Abschnitt 4.1 fiir sphérische Darstellungen:

Satz. Sei (w, V) unendlichdimensionale sphédrische Darstellung, das bedeutet (m, V') liegt
in der Hauptserie und ist unverzweigt. Firt > 2 zerfallt der C|T;|— Modul VI i die
direkte Summe dreier unzerlegbarer Moduln:

VFl(wt) =V, eV, elK.
Dabei sind Vy, und V), als C— Vektorraume eindimensional und auf Vo wirkt Ty nilpotent.

Ganz allgemein werden wir fiir Steinberg Darstellungen oder Darstellungen in der Haupt-
serie (m, V) sehen, dass VI1(®") als ©[7;]—Modul in die direkte Summe hichstens dreier

unzerlegbarer Moduln zerféllt:
VFl(wt) =V &V, e W.

Dabei sind V), und V), eindimensional und wir werden den Skalar A\; beziehungsweise
A2 berechnen, der die Wirkung von 7; auf V), beziehungsweise V), beschreibt. Auf V}
definiert 7; hingegen eine nilpotente lineare Abbildung, vergleiche die Abschnitte 4.5 und
5.2.

Einige Ergebnisse dieser Diplomarbeit lassen sich auch in [12] im Beitrag von William
Casselman finden. Fiir unverzweigte Darstellungen (7, V') aus der Hauptserie betrachtet
Casselman den zweidimensionalen Raum der unter der Iwahoriuntergruppe I'g(w) inva-
rianten Vektoren aus V und berechnet die Matrixdarstellungen zweier Heckeoperatoren
aus Hr, (), vergleiche dazu die Abschnitte 4.1 und 4.2 dieser Arbeit. Fiir verzweigte Dar-
stellungen (m, V') aus der Hauptserie behandelt Casselman nur den Fall, wo der Raum
der Invarianten eindimensional ist, sieche die Abschnitte 4.3 und 4.4 dieser Arbeit.

Nun mdchte ich kurz die Gliederung dieser Diplomarbeit beschreiben:



Im ersten Kapitel wird eine Erkldrung der wichtigsten Begriffe gegeben.

Das zweite Kapitel behandelt die Hauptseriendarstellungen und die Steinberg Darstel-
lungen.

Das dritte Kapitel enthdlt Theorem 1 aus [3|, beweist dieses allerdings nur fiir Darstel-
lungen in der Hauptserie und Steinberg Darstellungen.

Das vierte beziehungsweise flinfte Kapitel beinhaltet schlieklich die versprochene Verall-
gemeinerung des bekannten Resultats iiber die Struktur von VELZ07) als Hy L(2,0-)—Modul.
Abschlielend sollte auf einen Zusammenhang dieser Diplomarbeit zu einem Resultat iiber
Modulformen, vergleiche die Arbeiten von R.Coleman, D.Wan, F.Gouvéa und B. Mazur:
[5], [4], [13] und [8], hingewiesen werden. Es besteht eine Bijektion zwischen primitiven
Modulformen f und automorphen Darstellungen w. Wie bereits oben erwéhnt léasst sich
jede automorphe Darstellung m von GLy/Q als Tensorprodukt von Darstellungen von

GL(2,Q) schreiben:
- ® 2)

! prim
oder =00

In diesem Tensorprodukt sind fast alle Darstellungen m; sphérisch.
Analog zu der Familie (T'y (ww?));en definiert man fiir natiirliche Zahlen p, N und k, sodass
p nicht N teilt, eine Untergruppe Y (Np*) von SL(2,7):

T(NpF) = {( Z Z > € SL(2,7) : Np¥le, d = 1 mod (Npk)}.

Die Mazur-Gouvéa-Vermutung, siehe [8], besagt, dass jede Modulform f zur Untergruppe
Y (Np), die Eigenform fiir alle Heckeoperatoren 7; und von endlichem Slope ist, in einer
p-adischen Familie liegt. Eine Eigenform eines Heckeoperators heifit von endlichem Slope,
wenn ihr Eigenwert beziiglich 7, ungleich Null ist. Die Mazur-Gouvéa-Vermutung wurde
im wesentlichen von R. Coleman, siehe [5], bewiesen. In [4] verallgemeinert R. Coleman
dieses Resultat auf Modulformen zu Y (Np¥), indem er beweist, dass jede Heckeeigenform
f von endlichem Slope o und Level Y(Np*) in einer p-adischen Familie liegt.

Das Ergebnis der Diplomarbeit lasst sich in diesen Rahmen einfiigen: Hat eine Modulform
fin (T (Np*)\-7(T(Np)) endlichen Slope, das heifit treffen die Voraussetzungen der
Mazur-Gouvéa-Vermutung auf f zu, so ist die p-Komponente , in der Tensordarstellung
der zu f gehorigen automorphen Form 7 = ®m; eine cuspidale Darstellung.

Recht herzlich mochte ich mich bei Herrn Professor Mahnkopf fiir die wohliiberlegte
Problemstellung und die stindige Unterstiitzung bedanken.



1 Zulassige Darstellungen

Dieser Abschnitt soll einen Uberblick iiber die wichtigsten spiter verwendeten Begriffe
und Zusammenhénge geben, ohne sie zu beweisen. (Vergleiche [1]|, Kapitel 4.2 und Ka-
pitel 4.4.)

Im gesamten Text sei F ein nicht archimedischer lokaler Korper mit p-adische Bewer-
tung v, und p-adischem Betrag |- |,, Or = {& € F : |z|, < 1} sein Bewertungsring,
w ein lokales Primelement und ¢ die Kardinalitdt von Oz/(w), (siche auch |7]). Mit
dx bezeichnen wir das additive Haarmaf auf F, sodass Vol(Or) = 1 und mit d*x
bezeichnen wir das multiplikative Haarmal auf F*, sodass Vol(O%) = 1 gilt. Es gilt
d*z = (1 — ¢ 1)~ t|z|~tdw. Haarmake werden zum Beispiel in [10] behandelt.

Wir interessieren uns fiir Darstellungen von GL(2, F), konnen aber viele Resultate allge-
meiner fiir Darstellungen total unzusammenhéngender lokal kompakter Gruppen zeigen.
Sei V' ein moglicherweise unendlich dimensionaler C-Vektorraum und G eine total un-
zusammenhéngende lokal kompakte Gruppe. Eine Darstellung (7, V') von G heift glatt,
wenn stab(v) = {g € G : 7(g)(v) = v} fiir alle v € V offen in G ist. Ist 7 glatt und VY
endlichdimensional fiir alle offenen Untergruppen U von G, dann heifst 7 zuléssig.

Sei B(F) die Gruppe aller oberen Dreiecksmatrizen in GL(2, F). Unter den hier vorkom-
menden Gruppen ist B(F) die einzige Gruppe mit nichttrivialer Modulusfunktion 4, es

gilt: 0(b) = ’g—; ) fir b= (% . ) € B(F). Wenn nicht ausdriicklich anders bemerkt,

Y2
meinen wir mit einem Haarmaf auf B(F) immer das Links-Haarmafk.
Sei (m, V) eine glatte Darstellung von G. Ein lineares Funktional ¢ : V' — C nennen wir
glatt, wenn es eine offene Umgebung U der 1 in G gibt, mit o(m(g)(v)) = 0(v) fiir alle
ge U, veV. Sei V der Raum aller glatten linearen Funktionale auf V. Wir erhalten

~

eine glatte Darstellung (7, V') auf G, die duale Darstellung zu (7, V), indem wir

(#(9)9)(v) = d(m(g™")(v), veV, i€V, geC
setzen.

Sei H der C-Vektorraum aller lokalkonstanten C-wertigen Funktionen auf G mit kom-
pakten Trager. Fiir G unimodular definieren wir durch

(61 % d)(g) = / o1(gh da(h)dh, g€ G, b, s €M
G

eine Multiplikation auf H. Damit wird H zu einer Algebra (ohne Einselement), der Hecke-
algebra. Sei (m, V) eine Darstellung von G, dann erhalten wir durch

(v = / o(g)n(g)(v)dg, g€ deH, veV
G

eine Darstellung (7, V') des Ringes H. Ist K eine kompakt offene Untergruppe von G,
dann bildet Hp,, definiert als die Menge der unter Ky rechts- und links-invarianten
Funktionen in H, eine Unteralgebra von H. Der Teilraum V50 der unter K invarianten

4



Vektoren in V' ist ein Hg,-Modul.

Mit N (F) bezeichnen wir die Gruppe der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen in GL(2, F).
Fiir ¢ ein nichttrivialer additiver Charakter von F definieren wir einen Charakter ¢y
auf der Gruppe N (F) durch

o) = i) fivu=( o 7 ) €N

Sei (m,V) eine glatte Darstellung von GL(n,F). Ein lineares Funktional A : V. — C
mit A(7(u)v) = ¥y (u)A(v) fiir alle w € N(F) und v € V heift Whittaker-Funktional auf
V.

Sei (m,V) eine glatte Darstellung von B(F). Bezeichne mit Vy den Unterraum von V
erzeugt von den Elementen der Form

m(wv—v, uweN(F),veV.

Der Teilraum Vyy ist invariant unter der Gruppe der Diagonalelemente T'(F), denn fiir

u€ N(F), t € T(F) gilt
m(t)(m(u)v —v) = w(u W =, u =tut™!, v =n(t)v.

Wir erhalten eine Darstellung (mn, V/Vy) von T'(F) auf V/Vy, die glatt ist. Der T'(F)-
Modul V/Vy heift Jacquet-Modul von V', wir bezeichnen ihn mit J(V).

Fiir eine glatte Darstellung (7, V') von B(F) und einen nichttrivialen additiven Charakter
1 von F sei Vi, y der von den Elementen der Form

m(u)v —Yn(u)v, uweN(F),veV
aufgespannte Teilraum von V. Auf V/Vy 4 operiert das Zentrum Z von GL(2,F) via
20+ VN y) =m(z)v+VNy, 2€Z,veEV.

Der Z-Modul V/Vi 4 heifit der getwistetete Jacquet-Modul, fiir ihn schreiben wir Jy (V).
Folgende Resultate zum getwisteten Jacquet-Modul, siehe [1], Kapitel 4.4, werden wir
spater verwenden:

Satz 1.1. Der Funktor Jy, ist exakt.

Satz 1.2. Sei (m, V) eine glatte Darstellung von GL(2,F) fir die es kein mnichttri-
viales Whittakerfunktional gibt. Dann faktorisiert w durch die Determinantenabbildung:
GL(2,F) — F*.



2 Die Hauptseriendarstellungen und die Steinberg Darstel-
lungen

2.1 Induzierte Darstellungen

Sei G eine total unzusammenhéngende lokal kompakte Gruppe und H eine abgeschlossene
Untergruppe. Ausgehend von einer glatten Darstellung (7, V') von H definieren wir nun
zwei induzierte Darstellungen von G.

Sei V& der Raum der Funktionen f : G — V, die folgende zwei Eigenschaften haben:

1. Fiir h € H, g € G und 0y bzw. g die Modulusfunktion von H bzw. G gilt:
_1 1
f(hg) = 0c(h)"26n(h)2m(h)f(9) (3a)

2. Es gibt eine offene Untergruppe Ky von G, sodass

flgk) = f(g) firge G, ke K. (3b)

Wir erhalten eine Darstellung 7¢ : G — End(V%), die wir spéter als die von H nach G
induzierte Darstellung bezeichnen werden, indem wir (7 (g)(f))(z) = f(zg) setzen. Die
Bedingung (3b) garantiert uns, dass diese Darstellung glatt ist.

Mit V. bezeichnen wir den Raum der Funktionen aus V¢, die kompakten Triger modulo
H haben. Eine Funktion f : G — V hat kompakten Tréger modulo H, wenn supp(f) C
H - K gilt fiir eine kompakte Teilmenge K von G.

Definition 2.1. Die Darstellung (7%, V%) oder auch Ind%(x) heift die von H nach G
induzierte Darstellung. Die Einschrankung von 7& auf den Raum V.¢ bezeichnen wir mit
(7%, V&) und nennen sie die kompakt induzierte Darstellung von H auf G.

Bemerkung 2.2. Falls H\G kompakt ist, gilt (7, V&) = (z&, V.5).

Proposition 2.3 (Frobeniusreziprozitit). Sei G eine total unzusammenhdingende
lokal kompakte Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe. Seien (mw, V') und (o, W)
Darstellungen von H bzw. von G. Dann gibt es einen natirlichen Isomorphismus, sodass
G _1 1

Homg(o, %) = Homy (0,04,° 07 7).
Beweis. Sobald man sich klargemacht hat, wie der Isomorphismus aussieht, sind alle

weiteren Uberlegungen nur noch formales Nachpriifen.
1

11
Einem G-Homomorphismus ® : W — V¢ soll ein Element ¥ in Homp (0, 5,2 67 )
zugeordnet werden durch U(w) = ®(w)(1), w € W. Wir zeigen, dass ¢ wirklich ein
H-Homomorphismus ist: Fiir h € H gilt

U(o(h)w) = B(o(h)w)(1) =€ (h)(@

(
= 66(h) 28 (R) 2w (h)®(w)(1) =bc(h) 285 (h) 2w (h) W (w).



11
Haben wir umgekehrt ¥ € Homp (0,8 % 67, m) gegeben, dann erhalten wir ein Element
® in Homg (o, 7%), indem wir ®(w)(g) = ¥(o(g)w), w € W,g € G setzen. Wir zeigen,
dass ®(w) in V& liegt, das heifit, wir iiberpriifen die Bedingungen (3a) und (3b):

(3a): Fir h € H,g € G gilt

1

®(w)(hg) =¥(a(hg)w) = ¥(o(h)o(g)w) = d:(h) 26 (h)2m(h)¥(o(g)w) =
—5(h) 265 (h)2w(h)®(w)(g).

(3b): Da o glatt ist, gibt es zu w eine offene Untergruppe Ky, unter der w invariant ist.
Es ist klar, dass ®(w) die Eigenschaft (3b) beziiglich dieser Untergruppe Ky erfiillt.
“)

Damit wir wissen, das ® wirklich in Homg (o, %) liegt, miissen wir noch zeigen, dass es

ein G-Homomorphismus ist. Sei dazu j € G:

®(0(j)w)(g) = V(o (gj)w) = (w)(gj) = 7°(5)@(w)(9)-

Schliefflich miissen wir zeigen, dass die Abbildungen & —— ¥ und ¥ —— & invers
zueinander sind. Das ist eine weitere formale Rechnung, die wir uns hier ersparen. O

2.2 Die Hauptseriendarstellungen

Ab jetzt werden wir uns nur noch mit einem Spezialfall der gerade beschriebenen Theorie
beschéftigen:

Wir setzen G = GL(2,F) und H = B(F), die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen in
G. Seien py und po zwei Charaktere von F*. Durch

X << ‘%1 ;2 >> = p(y1) p2(y2) (4)

erhalten wir einen Charakter x auf B(F), diesem entspricht eine glatte Darstellung (x, C)

von B(F). Die von B(F) nach GL(2, F) induzierte Darstellung Indg(Lf(Q)’f)
wir mit (1, p2) und nennen sie Hauptseriendarstellung, falls sie irreduzibel ist. (Wie
wir spater sehen werden, ist sie das ,meistens”.)

In Bemerkung 2.2 haben wir festgestellt, dass es keinen Unterschied macht, ob wir die
kompakt induzierte oder die induzierte Darstellung betrachten, wenn H\G kompakt ist.

Nun werden wir zeigen, dass das in unserer Situation der Fall ist:

(x) bezeichnen

Proposition 2.4 (Iwasawazerlegung). Sei G = GL(n,F), B(F) die Gruppe der
oberen Dreiecksmatrizen in G und K = GL(n,Ox). Dann gilt:

G = B(F)K und B(F)\G ist kompakt.

Beweis. Die erste Aussage zeigen wir durch Induktion nach n. Der Induktionsanfang ist
klar, fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Sei g € G. Unser Ziel ist es, ein k € K anzugeben, sodass gk obere Dreiecksform hat.



Dazu bestimmen wir zunéchst wie folgt k1 € K, sodass in der letzten Zeile von gk; alle
Eintrige aufer dem Eintrag (n,n), also dem auf der Diagonale, Null sind.

Wiéhle dazu eine Permutationsmatrix w € GL(n, F) sodass sich die letzte Zeile g, von g
folgendermafsen schreiben lésst:

gn = (z1,22,...,2,)Ww,

wobei der p-adische Betrag von x, grofer oder gleich den Betrigen der xq bis x,,_1 ist.
Wir wahlen

1 0
0 1 0
kl = w_l 0 1
—mx,t —xewyt —mzx;t .1

und erhalten gk von der gewiinschten Form:

gk = < gn-1 X ) , wobei g,—1 € GL(n — 1, F).
0 Tn

Die Matrix kq liegt in K, denn x, hat Betrag grofer oder gleich den Betrdgen von

LlyeooyLp—1-

Auf g,,_1 konnen wir nun die Induktionsannahme anwenden, das heift, wir finden &’ €

GL(n —1,0F) sodass g,—1k’ eine obere Dreiecksmatrix ist. Schlieflich setzen wir

/
()

und sehen, dass gk obere Dreiecksgestalt hat. Damit haben wir G = B(F)K gezeigt.
Die zweite Behauptung folgt leicht aus der ersten: Die Komposition der Einbettung von
K in G und der Quotientenabbildung von B(F)\G ist eine surjektive stetige Abbildung:

K — G — B(F)\G.

Da K eine kompakte Gruppe ist, ist auch ihr Bild unter dieser Abbildung, B(F)\GL(n, F),
kompakt. O

Bemerkung 2.5. Aus der Iwasawazerlegung sehen wir, dass eine Funktion in % (u1, u2)
schon durch ihre Werte auf GL(2, Ox) vollstandig bestimmt ist. Genauer gilt, die Ein-
schrankungsabbildung, die einer Funktion in &(u1, pu2) die auf GL(2, Of) eingeschriankte
Funktion zuweist, ist ein GL(2, Ox)-Isomorphismus von % (u1, 2) in den Raum aller lo-
kalkonstanten Funktionen ¢ : GL(2,Ox) — C mit

o (52 )5) =mlemmeom 6)

Z2

flir z1,x9 € (’)},y € OfF und k € GL(Q,O]:).
Aus dieser Beobachtung sehen wir sofort, dass %B(u1, u2) zulissig ist: Die Glattheit ist



klar, sie ist sozusagen in die Definition der induzierten Darstellungen eingebaut, sie-
he (3b). Sei nun K| eine offene Untergruppe in GL(2,Or). Wir miissen zeigen, dass
B(u1, p2)"0, also der Raum der unter Ky invarianten Elemente in % (u1, p2), endlichdi-
mensional ist. Aufgrund unserer Beobachtung geniigt es zu zeigen, dass der Raum der
lokalkonstanten Funktionen auf GL(2, Ox), die (5) erfiillen und invariant unter K sind,
endlichdimensional ist. Das ist aber klar, da GL(2,Or)/K endlich ist.

Notation: Sei X ein lokal kompakter total unzusammenhéngender Raum. Mit CZ°(X)
bezeichnen wir den Ring der lokalkonstanten Funktionen mit kompaktem Triger auf X.
Ein lineares Funktional auf C2°(X) heift Distribution auf X und fiir den Raum der
Distributionen auf X schreiben wir ©(X). Fiir jede lokal kompakte total unzusammen-
hiangende Gruppe G gilt H = C°(G).

Auf C*(G) wirkt G durch Rechts- und Linkstranslation:

(p(9)f)(@) = f(zg) und  (A(9)f)(x) = f(g™"2)
fir f € C°(G) und g,z € G. Analog erhalten wir Aktionen von G auf ®(G):

(P()T)(f) =T(p(g~")f) wnd Mg)T)(f) =Ty ")),
wobei T' € D(G).

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, zu kldren, fiir welche Charaktere p1 und pg die
Darstellung % (1, p2) irreduzibel ist und wie die Situation im reduziblen Fall aussieht.
Aufserdem werden wir kldren, wann zwei solche Darstellungen isomorph zueinander sind.
Im folgenden schreiben wir (7, V') fiir die Darstellung % (pu1, p2). Wir definieren folgende
Abbildung:

P:C®(GL(2,F)) — V,

/ o6 1g)(FE) ()b, & € CX(GL(2, F)). (6)

Zunéchst tiberpriifen wir, dass P(¢) wirklich in V' liegt, also die Eigenschaften (3a) und
(3b) erfiillt:

P(¢)(hg) = / H(b~hg) (63 ) (b)db = / H(b~"9)(63 ) (hb)db = (5% ) (W) P(6)(g),

B(F) B(F)

fir h € B(F). Fiir das zweite Gleichheitszeichen haben wir die Linksinvarianz des Mafes
verwendet. Die Bedingung (3b) ist erfiillt, da ¢ lokalkonstant ist und kompakten Trager
hat.

Mithilfe der Identitét drb = 6(b)db, wobei drb das Rechts-Haarmafs auf B(F) ist, lasst
sich folgende Gleichung zeigen:

P(A(h™Y)¢) = (6 2x)(h)P(¢), he B(F).



Fiir die Rechtstranslation gilt, da 7w(g) auf V' durch Multiplikation von rechts im Argu-
ment wirkt:

P(p(g)¢) = m(g)P(d), g€ GL(2,F).
Durch Nachrechnen zeigen wir folgende weitere Eigenschaft der Abbildung P:
Proposition 2.6. Die Abbildung P : C°(GL(2,F)) — V ist surjektiv.

Beweis. Sei f € V. Die Funktion, die auf K mit f {ibereinstimmt und sonst gleich
Null ist, liegt in C°(GL(2,F)). Wir bezeichnen sie mit ¢ und werden zeigen, dass P¢ =
Vol(KNB(F))f gilt. Aus der Iwasawazerlegung (Proposition 2.4) folgt, dass ein Element
in V schon durch seine Einschrankung auf K vollstiandig bestimmt ist. Es geniigt also zu
zeigen, dass Vol(K N B(F))f und P¢ auf K iibereinstimmen. Es gilt:

(Po)(g) = / o(b~9)(33) (b)db.
B(F)

Der Integrand hat den Wert ¢(g) falls b € K N B(F) und verschwindet sonst. Damit
haben wir die Proposition gezeigt. O

Fiir Beweise der néchsten beiden Propositionen verweisen wir auf [1], Kapitel 4.3.

Proposition 2.7. Sei X ein total unzusammenhdngender lokal kompakter Raum und
C C X eine abgeschlossene Teilmenge. Dann sind folgende Sequenzen exakt:

0 —CX(X-C)—CX(X)—CX(C)—0

und
0—9C) —9X)—DX-C)—0.

Dabei ordnet die Abbildung C°(X — C) — C°(X) einer Funktion in C°(X — C) ihre
durch Null auf C fortgesetzte Funktion in C°(X) zu. Die Abbildung C°(X) — C°(C)
ist die Finschrinkungsabbildung. Die Abbildungen in der zweiten Sequenz ergeben sich
durch ,Dualisieren”.

Proposition 2.8. Sei G eine lokal kompakte total unzusammenhdngende Gruppe G und &
ein Charakter von G. Erfiillt eine Distribution T € ®(G) die Gleichung \(h)T = £(h)~1 T
fiir h € G, dann ist sie bis auf einen linearen Faktor schon vollstindig gegeben. Genauer
gilt, es gibt eine Konstante ¢ mit

T(f) = c / £(h) f(h)dh,
G

wobei dh das Links-Haarmaf auf G ist.

Proposition 2.9. Die Darstellung B(u1, p2) hat hochstens ein Whittakerfunktional.
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Beweis. Wir schreiben (m, V') fiir Z(u1, p2). Sei A : V. — C ein Whittaker-Funktional.
Definiere eine Distribution A auf GL(2,F) durch

A(¢) = A(P9), ¢ € CZ(GL(2, F)).

Aus den vor Proposition 2.6 gezeigten Eigenschaften der Abbildung P beziiglich Rechts-
und Linkstranslation erhalten wir fiir b € B(F):

AB)A(9) = AAD)9) = APADB™)e)) = A((072X) (1) Pd) = (52 x)(B)A(9),
das heifst
AB)A = (57 2y)(b)A, be B(F) (7)
und analog (unter Verwendung der Eigenschaft des Whittaker-Funktional):
p(n)A = () 'A, n € N(F), (8)

Da P nach Proposition 2.6 surjektiv ist, ergeben zwei nicht proportionale Whittaker-
Funktionale zwei linear unabhéngige Distributionen mit den Eigenschaften (7) und (8).
Wir sind also fertig, wenn wir zeigen konnen, dass der Raum der Distributionen mit
diesen Eigenschaften eindimensional ist.

Aus der Bruhatzerlegung sehen wir, dass B(F)\GL(2,F)/N(F) aus zwei Doppelneben-
klassen besteht. Als Reprasentanten konnen wir die Identitét und das Element

(0 -1
=1 oo
wihlen mit den dazugehorigen Doppelnebenklassen B(F)1N(F) und B(F)woN(F) =

GL(2,F) — B(F). Nach Proposition 2.7 ist folgende Sequenz (mit den dort angegebenen
Morphismen) exakt:

0 — D(B(F)) — D(GL(2, F)) — D(GL(2, F) — B(F)) — 0.

Es ist leicht nachzupriifen, dass das Bild der Distribution A unter ®(GL(2,F)) —
D(GL(2,F)— B(F)) die Eigenschaften (7) und (8) ebenfalls erfiillt. Das wird uns spéter
in Zusammenhang mit folgender Tatsache sehr hilfreich sein: Wir werden zeigen, dass der
Raum der Distributionen in ®(GL(2, F) — B(F)), fiir die (7) und (8) gilt, eindimensional
ist. Sei dazu Ay € D(GL(2,F)— B(F)) mit den Eigenschaften (7) und (8). Dann existiert
eine Konstante ¢ mit

é) =c / /¢(bw0n—1)¢N(n)(5%X—l)(b)dndb, fiir € C2°(GL(2, F)— B(F)).

Um das zu sehen, definieren wir eine Distribution 7" auf B(F) x N(F) durch T(®) =
A1(¢), wobei @ € C°(B(F) x N(F)) gegeben ist durch ®(b,n) = ¢(bwon~!). Dass T
wohldefiniert ist, ergibt sich daraus, dass die Abbildung: (B,N) — GL(2,F), (b,n) —
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bwon~! ein Homdomorphismus ist.

Fiir T gilt:
(A(b1,n1)T) (@) = T(A(by ', ni @) = AL (A )p(ny H)é) = A(b1)p(n1) A1 () =
= (57 2x) ()N (T DAL(D) = (672x) (b)) (0 )T(D).

Proposition 2.8 liefert die Behauptung.
Ebenfalls mithilfe von Proposition 2.8 zeigen wir nun, dass eine Distribution Asg in
D(B(F)), die (7) und (8) erfiillt, Null ist. Es gilt:

No(g)=c [ ¢(B)(02x )(b)db, ¢ € CX(B(F)).
)

Indem man das Integral in ein Integral mit Rechts-Haarmal transformiert und verwendet,
dass § auf N(F) trivial ist, sieht man, dass p(n)Ay = Ay fir n € N(F) gilt. Da wir
vorausgesetzt haben, dass Ag die Eigenschaft (8) hat, folgt, dass die Konstante ¢ und
damit die Distribution Ag Null ist.

Jetzt konnen wir zeigen, dass der Raum der Distributionen in ®(GL(2,F)), die (7)
und (8) erfiillen, eindimensional ist. Fiir zwei solche Distributionen sind ihre Bilder in
D(GL(2,F) — B(F)) proportional. Also gibt es eine nichttriviale Linearkombination der
zwei, deren Bild Null ist. Aus der Exaktheit der oben angegebenen Sequenz sehen wir,
dass diese Linearkombination im Bild von ®(B(F)) — D(GL(2,F)) liegt. Ihr Urbild
hat die Eigenschaften (7) und (8), ist also Null nach den obigen Uberlegungen. Damit
ist auch die Linearkombination Null und die zwei Distributionen in ©(GL(2,F)), von
denen wir ausgegangen sind, sind proportional. O

Proposition 2.11 benétigt folgendes maftheoretische Resultat, das wir ohne Beweis an-
geben, vergleiche [1], Lemma 2.6.1:

Lemma 2.10. Sei G eine unimodulare topologische Gruppe und P, K zwei abgeschlossene
Untergruppen mit K kompakt und PK = G. Den Raum aller stetigen Funktionen auf G,
die f(pg) = op(p)f(g) fir p € P erfillen, wobei dp die Modulusfunktion von P ist,
bezeichnen wir mit C(P\G,dp). Wir erhalten eine Darstellung (p, C(P\G,dp)) von G,
indem wir (p(g)f)(z) = f(xg) setzen. Das lineare Funktional I : C(P\G,ép) — C
definiert durch I(f) = [ f(k)dk ist dann invariant unter der Aktion von G.

K

Proposition 2.11. Seien w1 und s Charaktere von F*. Die duale Darstellung von
B, po) ist Byt g ).

Beweis. Wir schreiben (m, V) fitr B(uy, ) und (7', V') fiir B(puyt,pyt). Fir f € V
und f € V' liegt ff" in C(B(F)\GL(2,F),dp(r))- Die Gruppen P = B(F) und K =
GL(2, OF) erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 2.10 und wir sehen, dass die Paarung
(, yauf V x V' definiert durch

0, f) = / R (k) dk
K
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die Eigenschaft

(mo) [, 7" (9)f"y = (f.f), geGL(2,F) (9)

hat. Fiir f" aus V' erhalten wir ein lineares Funktional Iy : V' — C, indem wir I/(f) =
(f, f) setzen. Aus der Glattheit von 7’ folgt, dass Iy glatt ist, das heifit, es gibt eine
offene Umgebung U der Identitét in GL(2,F) mit Iy (f) = lp(w(g)(f)) fir alle g € U
und f € V. AuRerdem zeigen wir, dass aus [y = 0, schon f’ = 0 folgt. Sei dazu ' € V',
/" # 0und m € K mit f'(m) # 0. (So ein m existiert, sobald f’ # 0.) Es gibt eine
kompakt offene Untergruppe Ky von GL(2,Ox) mit f'(mk) = f'(m) fiir alle k aus K.
Betrachte fy : GL(2,0x) — C, definiert durch

folz) = x(b)f'(m) falls x = bmk fiir b € B(Of) und k € Ky
= 0 sonst.

Zunéchst iiberzeugen wir uns davon, dass fy wohldefiniert ist. Seien b = ( bj b“% ), by =

b% T

C 2 ) € B(Of) und kq, ky aus Ky. Wir miissen zeigen, dass aus bymk; = bomks
schon x(by1)f'(m) = x(b2) f'(m), das heifst x(b1) = x(b2) folgt. Man sieht leicht, dass es
zu by, by genau dann k; und ke mit bymk; = bymks gibt, wenn ein h € mKom ' NB(OF)
existiert, sodass by = byh.

Indem man bymky = bamks in f’ einsetzt und die Definition der induzierten Darstellung
verwendet, sieht man, dass aus bymk; = bamks folgt, dass x~1(b1) = x~*(b2) gilt. Also
erhalten wir x1(h) = 1 fiir alle h € mKom~' N B(O#). Daraus folgt nun y(h) = 1 fiir
h € mKom~'N B(Of), da mKom ™! N B(Of) eine Gruppe ist.

Seien also bymk; = bymksy, dann gibt es h € mKom™' N B(Of) mit by = boh. Da
mKom~' N B(Of) im Level von x liegt, gilt x(b1) = x(b2), wie wir behauptet haben,
das heifst fy ist wohldefiniert.

Man rechnet leicht nach, dass fo(bg) = x(b)fo(g) fir b € B(Ox), g € K und fo(gk) =
fo(g) fir g € K und k € Ky gilt. Nach Bemerkung 2.5 gibt es eine eindeutig bestimmte
Funktion f in V mit f|x = fo.

Indem man die Definition der induzierten Abbildung verwendet und beachtet, dass die
Modulusfunktion ¢ auf B(Ox) trivial ist, siecht man, dass f(z)f'(xz) = f/(m)? fiir z €
B(Or)mKy gilt. Somit erhalten wir:

L (f) = / SR f ()l = / FU)F (R)dk = f/(m)Vol(B(OF)mIo) # 0.
K

B(OF)mKo

Also ist [y/(f) # 0 und die Zuordnung f’ + I definiert eine Injektion: %’(,ufl, ,u;l) —
PB(p1, p2). Aus (9) sehen wir, dass diese Abbildung ein GL(2, F)-Homomorphismus ist.
Wenn wir zeigen konnen, dass die Abbildung auch surjektiv ist, sind wir fertig. Natiirlich
koénnen wir unsere bisherigen Uberlegungen auch auf Iy L statt auf y;, i = 1,2 anwenden

und erhalten eine Injektion B(u1, p2) — %(ul_l, ,u2_1).
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Allgemein gilt fiir zwei zuléssige GL(2, F)-Moduln V, W und eine GL(2, F)-lineare In-
jektion ¢ : V. — W, dass

eine GL(2, F)-lineare Surjektion definiert. Das folgt direkt aus der Definition der dualen
Darstellung. Da B(u; ', s ') = B(uyt, puyt) gilt, vergleiche [9], erhalten wir auf diese
Weise eine Surjektion: ,%(ul_l,,uz_l) — B(u1, p2). Sie stimmt mit der Injektion f’ —

Ly, B(uit puyt) — @mg) iberein, was wir hier nicht nachpriifen wollen, das heift,
diese Abbildung ist ein Isomorphismus. O

Lemma 2.12. Seien py und pa Charaktere von F*.

Hat A(p1, pe2) einen eindimensionalen invarianten Unterraum, dann gilt ,u1/1,2_1(y) =
ly|=t fiir alle y € F. Falls die Darstellung eine eindimensionale Quotientendarstellung
hat, gilt pipy (y) = |y| fir alle y € F.

Beweis. Wir schreiben wieder (m, V) fiir 2 (u1, p2) und beginnen mit dem Beweis der
ersten Aussage. Sei f € V so, dass f einen eindimensionalen invarianten Unterraum
aufspannt. Es gibt einen Charakter py von GL(2,F) mit po(g)f = w(g)f fir alle g €
GL(2,F). Offensichtlich ist po trivial auf der Kommutatoruntergruppe SL(2,F) von
GL(2,F). Daher faktorisiert pg durch die Determinantenabbildung und wir finden einen
Charakter p von F* sodass gilt m(g)f = p(det(g))f. Mithilfe der Definition der induzier-
ten Darstellung erhalten wir

f(bg) = (62X)(b)p(det(9))f(1),  be B(F), g € GL(2,F).

Da wir f # 0 vorausgesetzt haben, folgt f(1) # 0. Setzen wir in dieser Gleichung nun

b=gl= ( g y91 >, so erhalten wir (ﬁ(b)x(b) = 1 und daraus folgt die erste Behaup-

tung.

Hat (7, V) eine eindimensionale Quotientendarstellung, das heifft einen invarianten Un-
terraum der Kodimension eins, dann ist sein Komplement ein invarianter eindimensiona-
ler Unterraum in der dualen Darstellung. Die zweite Behauptung folgt nun mithilfe von
Proposition 2.11. O

Proposition 2.13. Sei (n,V) eine zulissige Darstellung von (F*)* mit V # 0. Dann
enthdlt V einen eindimensionalen invarianten Unterraum.

Beweis. Wir benutzen eine grundlegende Eigenschaft zuldssiger Darstellungen, ohne sie
zu beweisen (vgl. [1], Proposition 4.2.2): Da (m, V') glatt ist, erhalten wir eine Zerlegung

v= P W

X€(0%)k
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Dabei ist (6}\)’“ die Menge der Aquivalenzklassen endlichdimensionaler irreduzibler Dar-
stellungen von (O};)k mit offenem Kern und V) ist der Raum der Vektoren v € V, die
m(u)v = x(u)v fiir u in der kompakten Untergruppe (O%)* erfiillen. Da 7 zuléissig ist,

sind die Rdume V, endlichdimensional.

Wihle x € (O%)* mit V,, ungleich Null und setze p, = (1,...,1,w,1,...,1) € (F )k 1<
r < k mit w an der r-ten Stelle. Die Operatoren m(p,) kommutieren mit der Wirkung
von (O%)k, lassen also Vj, invariant. Die linearen Abbildungen m(ep,), 1 <r <k, ¢ € O%
auf dem endlichdimensionalen Raum V, kommutieren offensichtlich untereinander. Ein
Resultat aus der linearen Algebra zeigt nun, dass sie einen gemeinsamen Eigenvektor be-
sitzen. Der von ihm erzeugte eindimensionale Teilraum von V ist invariant unter einem
Erzeugendensystem von (F)*, némlich unter den 7(ep,), 1 < r < k, ¢ € O%, und ist
damit der gesuchte invariante Unterraum. O

Satz 2.14. Seien 1 und pa Charaktere von F*. Die Darstellung B(u1, 12) ist irreduzibel,
aufler in den folgenden zwei Fdillen:

1. Falls pipy*(y) = |y| =" fir alle y € F, dann hat B(p1, p2) einen eindimensionalen
wnvarianten Unterraum mit irreduzibler Quotientendarstellung.

2. Falls ,ul,u2_1 = ly| fir alley € F, dann hat B(u1, p2) einen irreduziblen invarianten
Unterraum der Kodimension eins.

Beweis. Wieder schreiben wir (7, V) fiir B(u1,p2). Sei 0 C V' C V ein nichttrivialer
invarianter Unterraum, V" = V/V’ der dazugehorige Quotientenraum und 7" bzw. 7
die Darstellungen von GL(2,F) auf V' bzw. auf V”. Nach Proposition 1.1 erhalten wir
eine exakte Sequenz

0 — Jy(V') — Jyp(V) — Jy(V") — 0.

Direkt aus der Definition des Jacquetmoduls und des Whittakerfunktionals sehen wir,
dass ein lineares Funktional auf V' genau dann ein Whittakerfunktional ist, wenn es auf
Vi, verschwindet. Das heift wir konnen den Raum der Whittakerfunktionale mit dem
algebraischen Dualraum von Jy, identifizieren. Aus Proposition 2.9 folgt nun, dass Jy (V)
héchstens eindimensional ist. Da die Sequenz exakt ist, muss deshalb Jy;, (V") oder Jy, (V")
gleich Null sein.

Fall 1: Sei zunéchst Jy, (V') = 0, das bedeutet V'’ besitzt kein Whittakerfunktional. Nach
Satz 1.2 faktorisiert 7’ durch die Determinantenabbildung: GL(2,F) — F* und wir
konnen 7’ als Darstellung von F* betrachten. Nach Proposition 2.13 hat 7’ einen eindi-
mensionalen invarianten Unterraum, aus Lemma 2.12 folgt daher, dass p1/15 Ly) =yt
fiir alle y € F. Umgekehrt gibt es fiir Charaktere p1, pto mit g1 5 L(y) = |y|~! einen Cha-
rakter g von F* mit uq(y) = u(y)\yﬁ% und p2(y) = u(y)\yﬁ und es ist klar, dass die
Abbildung f(g) = n(det(g)) € V einen eindimensionalen invarianten Unterraum erzeugt.
Fall 2: Sei nun Jy (V") = 0. Wie wir gerade fiir m gesehen haben, faktorisiert dann ="
durch die Determinantenabbildung. Durch ,Dualisieren erhalten wir eine exakte Sequenz

0— VI —V—V —0.
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Aus Proposition 2.11 wissen wir, dass die duale Darstellung von V' die Darstellung
B(uit, pyt) ist. Da 7" durch die Determinantenabbildung faktorisiert, ist auch 7 tri-
vial auf SL(2,F), wie man sofort aus der Definition der dualen Darstellung sieht. Nun
lassen sich die obigen Uberlegungen anwenden und wir sehen, dass (17 u2)(y) = |y|=*
fir alle y € F gilt, das ist der zweite Fall. Aufserdem gilt fiir Charaktere i, ps mit
(11 pg Y(y) = |yl, dass die duale Darstellung von Z(u1, uu2) einen eindimensionalen in-
varianten Unterraum hat (s. oben) und daher hat % (u1,u2) selbst einen invarianten
Unterraum der Kodimension eins.

Wir miissen noch die Irreduzibilitdt der Quotientendarstellung aus dem ersten Fall und
die Irreduzibilitdt des invarianten Unterraums der Kodimension eins aus dem zweiten
Fall zeigen.

Seien zunéchst 1 und po Charaktere mit fo1 iy L=t

. Wihle einen Charakter p mit
p1 = pf - ]% und po = pf - ]_% Wir miissen zeigen, dass (m, W) = Z(u1, po)/p(det(+))

irreduzibel ist. Nach Proposition 1.1 ist folgende Sequenz exakt:
0 — Jy(pu(det(:))) — Jy(B(pa, p2)) — Jyp(W) — 0.

Wie oben bemerkt, hat Jy,(%(u1, 12)) hochstens Dimension eins und aus der Exaktheit
der Sequenz schliefen wir, dass auch Jy, (W) hochstens Dimension eins hat.
Angenommen U ist ein echter invarianter Teilraum von W. Wieder aus Proposition 1.1
sehen wir, dass die Sequenz

0 — Jy(U) — Jp(W) — Jy(W/U) — 0

exakt ist und folgern, dass Jy,(U) oder Jy,(W/U) gleich Null ist.

Sei zunéchst Jy(U) = 0. Frither im Beweis haben wir uns iiberlegt, dass V' einen eindi-
mensionalen Unterraum hat, wenn Jy, (V') = 0 gilt. Véllig analoge Uberlegungen zeigen,
dass U einen eindimensionalen invarianten Unterraum hat. Sei f = f + (u(det(-))) ein
Erzeuger dieses eindimensionalen Teilraums. Wie in Lemma 2.12 sehen wir, dass es einen
Charakter p von F* gibt mit 7(g)f = p(det(g))f. Also gibt es ein a € C mit:

f(bg) = p(bib2)p(det(g))f (1) + apu(det(bg)) (10)

fir b = (% ) € B(F) und g € GL(2,F). Da f nicht in (u(det(-))) liegt, folgt
also f(1) # 0. In Gleichung (10) setzen wir nun b = ( a9 ), a € F und g = 1
beziehungsweise b = 1 und g = ( a9 ) und erhalten

(3 ) son(on 1)
(3 2)) o sone(3 9))

Wir sehen also, dass p = p gilt. Aus (10) folgt nun mithilfe von p(b1bs)p(det(g)) =
p(det(bg)), dass f € (u(det(+))), ein Widerspruch zu (f) ist eindimensionaler Teilraum

beziehungsweise
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von U.

Die Annahme Jy,(W/U) = 0 fiithrt auf &dhnliche Weise zu einem Widerspruch. Damit
haben wir gezeigt, dass W = Z(u1, u2)/(u(det(-))) irreduzibel ist.

Seien nun p1, e und g Charaktere von F* mit ,ul,u2_1 =], p1=pl ]% und pg = pl- \7%
Wir miissen zeigen, dass der invariante Unterraum der Kodimension eins in %(u1, p2) ir-
reduzibel ist. Aus Proposition 2.11 erhalten wir, dass die duale Darstellung von Z(u1, o)
die Darstellung 2(uy ',y ') ist. Wir wissen bereits, dass p~!(det(-)) einen eindimen-
sionalen invarianten Unterraum in % (u; ", uy ') erzeugt und B(uyt, py ')/ (= (det(:)))
irreduzibel ist. Die duale Darstellung einer zuléssigen irreduziblen Darstellung ist irredu-
zibel (siehe z. B. [1]). Somit ist das Komplement von p~!(det(-)) (beziiglich der Paarung,
die wir wegen der Dualitét erhalten) ein irreduzibler invarianter Teilraum der Kodimen-

sion eins in PB(ju1, ), der isomorph zu B(uyt, uy ')/ (u=1(det(-))) ist.
O

Satz 2.15. Gibt es einen GL(2,F)-Homomorphismus: XB(m,n2) — B, 12), dann
gilt entweder 1 = w1 und ng = po oder n = po und N2 = W1.

Beweis. Wir schreiben (m, V) = %B(n1,m2). Mit x1 beziehungsweise y2 bezeichnen wir
den durch n; und 7, beziehungsweise durch p; und po definierten Charakter auf B(F),

also etwa:
Yy * .
X1 << 0 1 >> = m(y1)n2(ye)-

Aus der Frobeniusreziprozitiat (Proposition 2.3) sehen wir, dass es einen B(F)-Homo-
morphismus A : V' — C gibt, wobei wir C als B(F)-Modul mit folgender Skalarmulti-
plikation betrachten:

b-v=(02x2)(b)v  be B(F), ve C.

Das bedeutet, es gilt A(m(b)v) = ((ﬁ)@)(b)/\(v) fir v € V und b € B(F). Erinnern wir
uns an die in (6) definierte Abbildung

P:CX(GL2, F)) — V
/¢bgdw(mb

Wir erhalten eine Distribution A auf GL(2, F) durch A(¢) = A(P(¢)). Da P surjektiv
ist (vgl. Proposition 2.6), ist A nicht Null. Aus dem Verhalten von P unter Links- und
Rechtstranslation (siehe vor Proposition 2.6) erhalten wir sofort:

AB)A = (57 2x1)()A, (11)
pBA = (072 NB)A, be B(F). (12)
Aus Proposition 2.7 wissen wir, dass folgende Sequenz exakt ist:

0 — D(B(F)) — D(GL(2, F)) — D(GL(2, F) — B(F)) — 0.
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Es gibt also eine nicht verschwindende Distribution in ®(B(F)) oder in ®(GL(2,F) —
B(F)), die sich unter Links- und Rechtstranslation gleich verhalt wie A.

Sei zunéchst A; eine Distribution ungleich Null in ®(GL(2,F) — B(F)), die (11) und
(12) erfiillt. Aus (12) folgt, dass p(n)A = A fiir n € N(F). Mithilfe von Proposition 2.8
sehen wir nun wie im Beweis von Proposition 2.9, dass

Ar(g) = ¢ / / o(bwon ™) (55 X7 ) (b)dndb,

B(F) N(F)

wobei wir Ay 0.B.d.A. so wihlen, dass ¢ = 1 gilt. Fiir ¢ in T'(F), der Gruppe der Diago-
nalmatrizen, gilt:

(12)

60 0M () D 0N = [ [ otun @G @dnd. (13

B(F) N(F)

Im folgenden sei dgb das rechts-Haarmaf auf B(F). Den letzten Ausdruck kénnen wir
umformen zu:

[ etbuon )6 ) Bandin =
B(F) N(F)

-t~ 1 nt,
dn—4&—1(t)dn

~1
e [ atbean )@ ) Guotu )66 dndnb
B(F) N(F)

= 0() 71 (07 X7 ) (wotwy ) A1 (6), (14)
Aus (13) und (14) erhalten wir:

(6 2xg H)(t) = 6(6) L0 2 xy M) (wotwy ).

Da Konjugation einer Diagonalmatrix mit wqg einfach Vertauschung der Eintrdge auf
der Diagonalen bedeutet, gilt §(t) = d(wotwy ')~ und damit x2(t) = x1(wotwy ). Wir
schliefsen, dass 11 = po und 12 = p1.

Nehmen wir nun an, es gibt eine nichtverschwindende Distribution Ag in ©(B(F)) mit
den Eigenschaften (11) und (12). Genau wie in Proposition 2.9 erhalten wir, dass

Ao(g) = ¢ / o) (51 (b)db.
B(F)

Indem wir das Integral als ein Integral mit Rechts-Haarmaf$ schreiben und eine Varia-
blentransformation durchfiithren, sehen wir, dass

p(0)As(e) = (672x7 1) (B)As()).

Andererseits gilt nach (12), dass p(b)Aqg = (5_%X51)(6)A2. Es folgt m = p1 und n2 =
2. O
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Die néchsten beiden Satze zeigen, dass Z(u1, u2) und HB(usg, p1) isomorph zueinander
sind, vorausgesetzt sie sind irreduzibel.
Wir zerlegen die Charaktere p1 und us folgendermafien:

wi(y) = lyl"&(y), (i=1,2)

flir & unitdre Charaktere von F* und s; € C. Dabei betrachten wir & und & immer
als fix. Wir schreiben (75, 55, Vs,.5,) oder (w, V') fiir B(u1, p2) und (7, , , Vi . ) oder

82,817 7 82,81
(n", V') fiir B(ua, p1), je nachdem ob wir s; und sg als fix oder variabel betrachten. In

Proposition 2.16, geben wir uns fixe s; und sy vor, wir bezeichnen die Darstellungen also
einfach mit (7, V) und (7', V).
Fir f € V definieren wir M f : GL(2,F) — C durch

Mf(g)=Zf<<(1) W) (6 1)e) an (15)

falls das Integral konvergiert.

Proposition 2.16. Sei R(s; — s2) > 0. Dann ist das Integral in (15) fir alle f € V
absolut konvergent, M f liegt in V' und M : V. — V' ist ein nichttrivialer GL(2,F)-
Isomorphismus, auch Verkettungsoperator genannt. Sind also B(u1, p2) und B(ua, u1)

wrreduzibel, dann sind sie isomorph zueinander.

Beweis. Wir beginnen damit, die absolute Konvergenz des Integrals zu zeigen. Indem wir
die Definition der induzierten Darstellung, (3a) und (3b), anwenden, sehen wir:

(2 ) ))-
(5 (-

et (L] )s). eer

T

Da f lokalkonstant ist, gibt es eine Konstante IV, sodass

f(( 5531 (1)>9>:f(9) fiir |z > V.

Das Integral M f(g) ldsst sich nun giinstig zerlegen:

o= [ (3 3) (5 7)) s @ [l @ o)

|z|<gN |z|>gN
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Im ersten Teil ist der Integrationsbereich kompakt und der Integrand lokalkonstant, das
Integral also absolut konvergent. Wenden wir uns nun dem zweiten Teil zu:

|7 (g p2) () |d =

|| >gN
— Z |.Z"§R(_81+82)_1d$ —_
k>N|x\:qk
= Vol OF)g ()" T =
k>N
—Vol(0F) 3 ()t < o, (a7)

k>N

da wir R(s2 — s1) < 0 vorausgesetzt haben. Fiir das zweite Gleichheitszeichen haben wir
verwendet, dass d(ax) = |a|dz fir alle a € F*. Damit haben wir die absolute Konvergenz
von M f(g) gezeigt.

Als néchstes {iberpriifen wir, dass M f in V’ liegt. Um die Bedingung (3a) zu verifizieren,
zeigen wir

Mf((é 913>9> =Mf(9), z€Or
und

1

0 Y1 2 *

Mf << ‘%1 >g> = H p2(y1)pa(y2) M f(9),  y1,y2 € OF.
Y2 Y2

Die erste Gleichung ist einfach, wir erhalten sie durch Einsetzen in die Definition von

M f und eine Variablentransformation. Fiir die zweite Aussage schreiben wir die linke

Seite der Gleichung folgendermafien um:

wr(3 )= [o((5 2)(0 ) (3 1))

Durch die Variablentransformation = — y1yy L2 bei der dz in ly1y5 1|al:1: iibergefiihrt
wird und aus der Bedingung (3a) fiir f sehen wir, dass dieser Ausdruck mit der rechten
Seite tibereinstimmt. Die Bedingung (3b) erfiillt M f offensichtlich: Ist f invariant unter
Multiplikation von rechts im Argument mit Elementen der Gruppe Kjp, dann gilt das
natiirlich auch fir M f. Wir haben also gesehen, dass M f € V.

Dass M ein GL(2,F)-Homomorphismus ist, das heift, M(w(g)f) = #'(g)M f fiir alle
g € GL(2,F) und f € V gilt, sicht man direkt aus der Definition von M f.

Es bleibt zu zeigen, dass es ein feVmitMf = 0 gibt. Wir setzen

F(g) = \z i y)pa(ye) 1)
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firg=(% -)(7 ) (o f)mityl,yg6.7-"*,zef,xe(?fundf(g)zowenn
g nicht von dieser Form ist. Hat g eine Zerlegung dieser Form, dann ist sie eindeutig, also
ist f wohldefiniert.

Fiir ein g = ( T ) ( . ) ( o ¥ ) = ( vo wye ) kénnen wir eine Umgebung U
von ¢ finden, sodass die zu den Matrizen in U gehorigen Koeffizienten y1, y2, 2z, x beliebig
nahe bei den zu g gehorigen liegen, denn yq, y2, 2, © hidngen stetig von g ab. Wir sehen
aus (18), dass f lokalkonstant ist. Klarerweise erfiillt f die Bedingung (3a), also gilt
f € V. Betrachten wir das Integral M f (1), so sehen wir, dass der Integrand konstant

eins ist und kompakten Trager hat, das Integral ist somit grofser als Null. O

Proposition 2.16 zeigt, dass A (u1, p2) = B(u2, 1), wenn R(s; — s2) > 0 und die Dar-
stellungen irreduzibel sind. Indem wir die Rolle von @1 und pg in Proposition 2.16 ver-
tauschen, sehen wir, dass auch Z(u1, po) = B(usg, n1) fir R(s; — s2) < 0, vorausgesetzt
die Darstellungen sind irreduzibel. Was noch fehlt, ist also der Fall R(s1) = R(s2).

Wie in Bemerkung 2.5 festgestellt, sind Funktionen in V' bereits durch ihre Einschréinkung
auf K = GL(2,0x) vollstandig festgelegt. Genauer gilt: die Einschrankungsabbildung
f — f|k ist ein K-Isomorphismus von V' in den Raum aller lokalkonstanten Funktionen

f auf K mit
/ (( 0 )k) = &1 (y1)éaly2) S (k)

mit y1,y2 € OF, © € Or und k € K. Diesen Raum bezeichnen wir mit V. Fiir fo € Vi
gibt es also eine eindeutige Fortsetzung f, s, € Vs, s, von fy auf GL(2,F). Wir erhalten
eine Zuordnung (s1, $2) — fs, s,- Diese nennen wir einen konstanten Schnitt der Familie
von Darstellungen {(7s, ., %1782)}(51,52)€@X@.

Proposition 2.17. Sei fo € Vi fix und (s1,s2) — fs,.5, der dazugehirige konstante
Schnitt. Fir g € GL(2,F) und so € C beide fix lisst sich die nach Proposition 2.16
fir R(s1 — s2) > 0 definierte Abbildung s1 — M fs, s,(g) analytisch auf {s1 € C :
1 # pa} fortsetzen und wir erhalten einen nichttrivialen GL(2,F)-Homomorphismus
M: Vs 5o — ‘/;/2781‘ (Wie friher sei pi;(y) = [y|*&(y), i = 1,2.)

Beweis. Nach der Definition induzierter Darstellungen gibt es eine offene Untergruppe
Ky von K, sodass fo(gk) = fo(g) fir g € K und k € Ky. Daraus sehen wir, dass fs, s,
auf gKo, g € GL(2,F) konstant ist, denn fir g = bh, b = ( oy ) € B(F), h € K und
k € Ky gilt:

b
fs1,52(gk) = fo1,5,(DRk) = &1 (b1)|b1|** €2(b2)[b2|* é
by |2
bf fo(h) :fsl,SQ (g)
2

fo(hk) =

= &1(b1)[b1/°&2(b2) [b2]*

Somit kénnen wir zu jedem g € GL(2, F) eine Umgebung finden auf der alle f, s,, (51, s2) €
C x C konstant sind. Nun ist auch klar, dass wir N € Z so wihlen kénnen, dass

1 0 .
f81,82 (< 211 )) = f81782(g) fiir ‘$| > qN’ (31752) e CxC.
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Wie im Beweis von Proposition 2.16, vgl. (16), sehen wir, dass sich M f, s,(g) fir R(s; —
s9) > 0 folgendermafien zerlegen lasst:

[ ot (9 0) (67 ) o) ot funte) [ 1l o

|z|<qN |z|>¢N

(19)

Zunéchst iberzeugen wir uns davon, dass die Abbildung: C — C,

o (1) (1))

lz|<q

eine analytische Funktion auf ganz C definiert. Die Uberlegungen zu Beginn dieses Be-
weises zeigen, dass sich der kompakte Bereich {z € F,|z| < ¢"} durch endlich viele
offene Mengen iiberdecken lisst, sodass fs; s, (( § o ) (o 7 )g), 51,52 € C beliebig,
auf jeder dieser Mengen konstant ist. Da auch die Funktion: C — C, s1 — fs, s, (g) fiir
g € GL(2,F) analytisch ist, wie man aus der Definition der induzierten Darstellungen
unter Verwendung der Iwasawazerlegung von ¢ sieht, folgt die Behauptung.

Wenden wir uns nun dem zweiten Summanden in (19) zu. Wir zeigen, dass sich die
Funktion: C — C,

51— fosa(9) / 2|~ (616 () de (20)

|z[>g

analytisch auf C — {s1 : pu1 = g} fortsetzen lisst. Ist &&," verzweigt, dann gilt fiir
m >N

/ (&716) (x)dx = 0.

lz|=q™
Das bedeutet, der zweite Ausdruck in (19) ist konstant Null, die analytische Fortsetz-
barkeit also klar. Falls £1&, L unverzweigt ist, gibt es o € € vom Betrag eins (&1 und &
sind unitér), sodass £1&, Ly) = a*»®) | wobei vp : F — 7 die p-adische Bewertung ist.
Fiir R(s; — s2) > 0 erhalten wir:

for eal9) / |92 (61 ) (o) e =

|z|>qN
—am() / 2|~ (67 1) () dr =
k>N,
|z|=¢*
* —s1+s2—1
=forsa(9) Y VOl(OF)g"(g") " T ak =
k>N
_ N+1
. sy tsonk o (agmsrts2
= for52(9) VOU(OF) 3~ (ag2)" = £, 4 (9) Vo1<0f><1_aq_sf+52-

k>N
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Wir sehen, dass sich (20) und damit auch die Funktion: C — C, s1 — Mfs, ,(9)
iiberallhin analytisch forsetzen lisst, wo g 51752 £ 1 gilt. Die Bedingung cig™ 51752 £ 1
ist Aquivalent zu pq # pe und damit haben wir die erste Aussage unseres Satzes gezeigt.
Wir miissen noch iiberpriifen, dass M(Vy, s,) in V4,  liegt. Sei g = bk € GL(2,F) mit
b=("% )€ B(F)undk € K. Fiir R(s1 — s3) > 0 wissen wir aus Proposition 2.16,
dass

b1

by

Wegen der Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung und da die rechte Seite als Funk-
tion in s; analytisch ist, erfiillt M f, 5, fiir s1, so beliebig die Bedingung (3a). Um zu
zeigen, dass M fs, 5, auch die Bedingung (3b) erfiillt, erinnern wir uns an den Beginn
dieses Beweises, wo wir gezeigt haben, dass es eine offene Untergruppe Ko C G gibt,
sodass fs; s,(gk) = fs,.5,(g) fiir alle s1, s € C,g € GL(2,F) und k € Ky gilt. Im
Beweis von Proposition 2.16 haben wir festgestellt, dass fiir R(s; — s2) > 0 dann auch
M fs, s,(9k) = M fq, 5,(g) gilt. Wieder aus der Eindeutigkeit der analytischen Fortset-
zung sehen wir nun, dass alle M f;, s, unabhingig von der Wahl der s1, sy die Bedingung
(3b) beziiglich der Untergruppe K erfiillen.

Wir miissen sicherstellen, dass M : Vg, 5, — VI . nicht die Nullabbildung definiert. Mit-

52,81

Moy (BF) = E0(b0) b1 1% Ea(b) bal** | 22 * M fiyaa ():

hilfe von (18) erhalten wir zu allen s1,s9 € C ein f, 5, € Vi, 5, und die Einschrénkungen
dieser Funktionen auf K stimmen iiberein, es handelt sich also um einen konstanten
Schnitt. Fiir R(s; — s2) > 0 haben wir in Proposition 2.16 geschen, dass M f,, 5,(1) = 1
und wegen der Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung bleibt diese Gleichung richtig
fiir beliebige s1, s9 € C.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass M : Vi, o, — V, o
morphismus definiert, also

M(WS1,S2 (g)f51782)(h) - (ng,sl (g)MfShSz)(h) =0 (21>

fur alle g, h € GL(2, F) gilt. Fiir R(sq —s2) > 0 ist Gleichung (21) nach Proposition 2.16
erfiillt. Es geniigt zu zeigen, dass die linke Seite der Gleichung analytisch in s; ist, denn
dann konnen wir auf unser Argument der Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung
zuriickgreifen und sind fertig. Dass die Funktion C — C, s1 + (7, ¢, (9)M fs; s,)(h) =
M fs, s,(hg) analytisch ist, folgt direkt aus unserer Definition von M. Wir miissen also
noch iiberpriifen, dass die Funktion C — C, s1 — M (7, 5,(9) fs1,s,)(h) analytisch ist.
Fiir konstante Schnitte (s, s2) — fs, s, ist die Funktion sy — M fg, 5, laut Definition
von M analytisch. Daher sind wir fertig, wenn wir 7y, s,(9) fs, s, als endliche Linearkom-
bination konstanter Schnitte schreiben kénnen, wo die Koeffizienten «;(s1) analytisch in

$1 sind, das heifst

tatsichlich einen GL(2, F)-Homo-

n

Ts1,82 (g)fSLSQ = Z ai(sl)fSil,SQ (22)
=1
mit f' € Vx und dazugehorigen konstanten Schnitten (s1,s2) +— f§'2152. Dazu benutzen

wir, dass es eine kompakt offene Untergruppe Ky von K gibt, sodass fo(gk) = fo(g)
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fir g € K und k € Ky. Wie zu Beginn dieses Beweises ausgefiihrt, ist dann auch f;, s,
fir s1, s € C beliebig, invariant unter Kjy. Weiters ist klar, dass s, s,(9) fs,,s, fiir alle
s1, s2 € C invariant unter der kompakt offenen Untergruppe K}y := gKog~! ist. Also gilt

781,82(g)f81,82‘1<: Z f51,52(gi9)]1g¢K6;

QiEK/Ké

wobei Ty, 6,(9) fs1,s0 } i die auf K eingeschriinkte Abbildung und 1/, die charakterist-
sche Funktion von ¢;K() sei. Auf Seite 22 haben wir bereits festgestellt, dass s; —
fs1,5.(gig) analytisch ist. Aukerdem ist K /K endlich. Also gibt es eine Linearkombi-
nation wie in (22) angegeben und M ist wirklich ein GL(2,F)-Homomorphismus. O
= |17t =]
und py = pf - ]% Sei By(po, pr) der irreduzible invariante Teilraum der Kodimension
eins in B(uz, u1). Dann gilt

B, p2)/(p(det(-))) = By (uz, p1).

Beweis. Nach Proposition 2.17 gibt es einen nichttrivialen G-Homomorphismus M :
B(p1, p2) — Bluo, p1). Ware M injektiv, dann wiirde B(u1, po) = B(u2, p1) oder
B, o) = By(pa, p1) gelten, denn das Bild eines Homomorphismus ist ein invari-
anter Teilraum. Beide Situationen stehen in Widerspruch zu Satz 2.14, der zeigt, dass
PB(p1, 1) einen eindimensionalen invarianten Unterraum mit irreduzibler Quotienten-
darstellung hat, Z(us2, 1) einen invarianten Unterraum der Kodimension eins besitzt
und Ay (pe, 1) irreduzibel ist.

Also gilt ker(M) = (u(det(+))), denn der Kern eines Homomorphismus ist ein invarianter
Teilraum und (u(det(+))) ist der einzige echte invariante Teilraum von Z(ui, p2). Da
B(p1, p2)/{p(det(+))) irreduzibel ist und A (uz, p1) nicht, konnen diese beiden Darstel-
lungen nicht isomorph sein. Wir erhalten also

B, p2)/(p(det(:))) = By(pa, p1).

Korollar 2.18. Seien pu1, pe und p Charaktere von F* mit M1M2_1

O

Zusammenfassung der Ergebnisse dieses Abschnitts: Seien p1 und po Charaktere von F*
mit ,ulug_l # || und ,u,l,u2_1 # |- |71 Dann ist %B(u1, p2) irreduzibel und heift Haupt-
seriendarstellung oder Darstellung in der Hauptserie. Zwei Darstellungen % (u1, o) und
P (n1,m2) in der Hauptserie sind genau dann isomorph, wenn gy = 1 und pg = 19 oder
1 = m2 und g = 1 gilt. Die duale Darstellung von %B(u1, p2) ist B(uy ", g t).

17 = pl 77 und pe =
wul - ]% Dann enthélt % (uq, o) einen eindimensionalen invarianten Unterraum, der von
{g — wp(det(g))} erzeugt wird und HB(u1, pe)/pu(det(-)) ist irreduzibel. Die Darstellung
B2, 1) enthélt einen irreduziblen invarianten Teilraum % (u2, 1) der Kodimension
eins. Es gilt B (u1, p2)/p(det(-)) = HBy(p2, p1). Diese Darstellung heifit Steinberg Dar-
stellung oder spezielle Darstellung. Die duale Darstellung von %(ju1, u2) ist die Darstel-
lung B(u5 ', iy t). Das Komplement von p(det(-)) beziiglich der Paarung, die wir wegen

Seien p1, pue und p Charaktere von F* mit ,ul,u2_1 =

24



der Dualitiit zwischen (1, u2) und B(uy ", uy ') erhalten, ist Bp(uyt, puyt). (Aus der
Definition der dualen Darstellung sieht man, dass das Komplement von u(det(-)) ein inva-
rianter Teilraum in A (,ul_l, o 1) ist. Da die Paarung nicht ausgeartet ist, ist der Teilraum
echt. Der einzige echte invariante Teilraum von B(uy ', uy ) ist By(py*, pyt).)

2.3 Spharische Darstellungen

Wir schreiben wieder K fiir GL(2,0f). Mit Hx bezeichnen wir die Menge der K-
biinvarianten Funktionen aus der Heckealgebra H. Sie bildet eine Unteralgebra von H
und V¥ ist ein Hx-Modul.

Definition 2.19. Eine irreduzible zuléssige Darstellung (7, V') von GL(2, F) heift sphé-
risch (oder unverzweigt), wenn VX einen Vektor ungleich Null enthélt. Einen Vektor in
VE ungleich dem Nullvektor nennen wir sphérischen Vektor. Die Algebra Hy heift
sphérische Heckealgebra.

Wir verwenden folgendes Resultat aus der Algebra ohne es zu beweisen:

Satz 2.20 (Elementarteilersatz). Sei R ein Hauptidealbereich, A1 freier R-Modul vom
Rang n und As ein freier R-Teilmodul von A mit gleichem Rang n. Dann gibt es eine
Basis &1, ... &, von Ay und Elemente Dy, ..., Dy in R — {0} mit D;y1|D; firl <i<n
sodass D1&1,. .., Dp&, eine Basis von Ay bilden.

Proposition 2.21 (p-adische Cartanzerlegung). Die Diagonalmatrizen

w™ 0
< 0 w”2>’ ni,n2 € N, ni > no

bilden ein vollstandiges Reprdasentantensystem fir K\GL(2,F)/K.

Beweis. Sei g € GL(2,F). Wir beginnen damit, zu zeigen, dass es in KgK eine Matrix
von oben beschriebener Form gibt. Sei N eine ganze Zahl, sodass die Koeffizienten von
wNg in Of liegen. Im ,Elementary Divisor Theorem® (Satz 2.20) setzen wir R =
Or, A1 = (9%- und Ay der von den Zeilen von w Vg aufgespannte Teilmodul von A;.
Es gibt also eine Basis &1, & von OQf und Dy, Dy € OF mit Dy|D; sodass D1&1, D2
eine Basis von As bildet. Diese Eigenschaften bleiben erhalten, wenn wir Dy und Do mit
Elementen in O% multiplizieren, sei also wVD; = @™ und @’V Dy = @™ mit ny,ng € Z.
Mit & wollen wir die Matrix mit den Zeilen &; und & bezeichnen, sie liegt in K. Da die
Zeilen von diag(Dy, D2)¢ den gleichen Ox-Modul erzeugen, wie die Zeilen von w Vg

koénnen wir ein k € K finden mit ko™ Vg = diag(D1, D2)¢. Wir sehen, dass

ni
< w0 ) = wVdiag(D1, Ds) = kgt~ € KgK,

0 w"2

wie behauptet.
Nun miissen wir noch zeigen, dass verschieden Matrizen diag(w™, @) mit n; > ne
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verschiedene Doppelnebenklassen erzeugen. Sei dazu

o=(2a) (% ) (5 0)-

71 n9 n1 ng ni
:<w ae + w"bg whaf +w bh> K<w 0 >K

w’ce + w™dg wMcf + w™dh 0 w™

Da ad — bc und eh — gf Einheiten in O# sind, ist auch mindestens einer der Ausdriicke
ae,af,ce oder cf eine Einheit. Aus n; > ngy folgt nun, dass (™) das von den Eintrdgen
von g, einer beliebigen Matrix in K ( =t 0, )K , erzeugte Ideal ist. Auflerdem ist klar,
dass (@™ *"2) das von det(g) erzeugte Ideal ist. Somit sind die Doppelnebenklassen
verschiedener Reprisentanten diag(ww™,w™?), ny > ng disjunkt. O

Satz 2.22. Die sphdrische Heckealgebra Hy st kommutativ.

Beweis. Fiir eine Matrix g € GL(2,F) bezeichne g' die transponierte Matrix. Betrachte
die Abbildung *: Hx — Hg, ¢ — @', wobei ¢*(g) = ¢(g'). Das ist eine Antiinvolution,
denn:

(61 % 62)'(g) = / 61(g'h V) bo(h)dh =
GL(2,F)
hi—hg* -1 ¢
= ¢1(h™")pa(hg")dh =
GL(2,F)
hh! $1(h') b2 (h ™ g')dh = (8% * ¢4)(9)-

GL(2,F)

Fiir das vorletzte Gleichheitszeichen haben wir verwendet, dass das Haarmaf auf GL(2, F)
invariant unter Matrix-Transposition ist. Auferdem ist GL(2,F) unimodular und somit
invariant unter der Transformation h +— h~!, die Links- in Rechts-Haarmaf iiberfiihrt.
Andererseits bilden die charakteristischen Funktionen der Doppelnebenklassen in K\GL(2,F)/K
eine Basis von H iiber C. Nach Proposition 2.21 sind diese Doppelnebenklassen inva-

riant unter Transponieren, die Abbildung * ist also die Identitdt: Hx — Hx.

Insgesamt erhalten wir

P1 % 2 = (P1 % P2)" = @5 * ¢ = P2 * 1
fiir beliebige ¢1, ¢ € Hy, das heiltt Hy ist kommutativ. O

Satz 2.23. Sei (7, V) eine irreduzible zuldssige Darstellung von GL(2,F), dann hat VE
héchstens Dimension eins.

Beweis. Da (m,V) zulissig ist, ist V& endlichdimensional. Aus einem grundlegenden Re-
sultat iiber zuldssige Darstellungen lokal kompakter total unzusammenhéngender Grup-
pen (vgl. [1], Proposition 4.2.3) erhalten wir, dass V& als Hz-Modul einfach ist, wenn
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VE 0. Sei ¢ € Hx beliebig und X ein Eigenwert der linearen Abbildung 7(¢) auf
dem endlichdimensionalen C-Vektorraum V. Der Eigenraum E) zum Eigenwert \ ist
invariant unter Hy, da Hx nach Satz 2.22 kommutativ ist. Aus der Irreduzibilitdt von
VE folgt nun, dass Ey = VX, das heifit ¢ operiert als Skalar auf VX. Da ¢ beliebig
war, operiert jedes Element in H g als Skalar. Aus der Irreduzibilitit folgt nun, dass V'
eindimensional ist. O

Im folgenden beschéftigen wir uns mit dem Heckeoperator 7 € Hp, definiert durch

1 fallngK(w O)K

T(9) = 0 1

0 sonst

Ist (m,V) eine Darstellung und v € V, dann schreiben wir in Zukunft auch 7v statt
(7T )v.

Proposition 2.24. Seien p1 und ps unverzweigte Charaktere von F* mit uluz_l(a:) # |z
und pypyt(x) # |2| 71, Dann ist B(puy, p2) sphirisch und T wirkt auf VE durch

T(v) =X v wobei A = Vol(K)q%(,ul(w) + pp(w)), wveVE.

Beweis. Sei x der Charakter von B(F), wie in (4) definiert. Wir setzen ¢ : GL(2, F) —
C,
o(bk) = (62x)(b), fiir b e B(F),k € K.

Das ist wohldefiniert, da (4 %X)(u) =1 fiir alle w € B(F) N K aufgrund der Unverzweigt-
heit von pq und pg. Dass ¢ in B(u1, u2) liegt und invariant unter K ist, ist klar. Aus
Satz 2.23 wissen wir, dass der Raum der sphérischen Vektoren in Z(ui, ua) hochstens
eindimensional ist, also gilt %(u1, u2)® = (¢). Mithilfe der Zerlegung

w 0 1 0 w B
(5 D)o 2)wo U (5 7)%
B mod (w)

(diese lasst sich ahnlich wie Lemma 4.1 beweisen), erhalten wir

A= (To)(1) = / 6(9)dg =

k(7 VK

_ / $9)dg+ > / ¢(g9)dg =
(2

=Vol(K) ¢><<(1) g>>+ > ¢<<Tg ?))



Das letzte Gleichheitszeichen gilt wegen der K-Invarianz von ¢. Nun verwenden wir noch
die Definition von ¢ und sind fertig:

1
112 w
Azwwoﬂw/mm+41

2mw0=wwa@%mm+mww.
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3 Der Level einer Darstellung
Definition 3.1. Sei b ein Ideal von Oz. Wir benétigen folgende Untergruppen von
GL(2,0%):

To(b) = {( CCL Z > € GL(2,0f) : ¢=0mod b}

und

Pl(b):{<i Z) € GL(2,07) :a=1mod b, czOmodb}

Die Gruppe I'g((w)) heift Iwahorigruppe.
Wir definieren 7y : GL(2,0r) — GL(2,0x/b) durch

a b [ a+b b+b
™\\ed)) e+ d+b )
Wenn Kklar ist, welches Ideal b gemeint ist, schreiben wir fiir die Abbildung 7y auch nur 7.

Lemma 3.2. Sei b = (') ein Ideal in OF und B das Bild der Boreluntergruppe B(Or)
unter wp. Dann gilt:

GL(2,07/b) = !;|)B ( u_lj ; ) B.

Beweis. Wir iiberzeugen uns durch Nachrechnen. Sei zunéchst ( o b ) ein Element in

GL(2,07) mit ¢ = yw', v € O% und i > 0. Es gilt:

(2 5)-(=5 DY)

Fir ( o b ) mit ¢ € OF gilt:

(20)=( ) () ()

Damit haben wir gesehen, dass sich jedes Element in GL(2, Ox/b) als b; ( o )bg mit
by und by aus B und 0 < i < [ schreiben lésst.
Die linken unteren Eintrdge der Matrizen in B(O]:)( e )B(O;r), i > 0 haben p-

adische Bewertung ¢, was zeigt, dass die Vereinigung tatséchlich disjunkt ist. O

Manchmal werden wir auch folgende dhnliche Gleichung verwenden:

l
612.05) = |55 ( L ] )ato)

=0

Um diese aus Lemma 3.2 zu folgern, hilft die leicht direkt nachzurechnende Gleichung

Fo(b) = B(O]:) : ker(ﬂ).
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Satz 3.3. Sei (p, V) eine Darstellung von GL(2,F) in der Hauptserie oder eine Steinberg
Darstellung und w ihr zentraler Charakter.
Dann gibt es ein Ideal b in Of, sodass

ORI {v p (( “ ! )) v=wlaw fir ale ( “ ! ) € Fo(b)} (23)

nicht trivial ist.
Sei b das grofte Ideal mat VIo(®)w £ {0} dann ist Vro(b)’“’ eindimensional. Bezeichnen
wir dieses Ideal mit ¢(p), dann gilt: Der Raum V(& <)@ jst i 4 1-dimensional.

Definition 3.4. Das Ideal ¢(p) mit der Eigenschaft dim(V<#)¢) = 1, nennen wir den
Level der Darstellung p.

Bemerkung 3.5. Im Beweis von Satz 3.3 werden wir verwenden, dass fiir ein beliebiges

Ideal b = (') gilt:
VF()(b),w — Vl“l(b)'

Fiir das Ideal Or ist die Aussage trivial erfiillt, da dann I'o(Ox) = I'1(Ox) gilt. Sei also
nun [ > 0. Dass ein unter I';(b) invarianter Vektor in V10(®):¢ Jiegt, folgt sofort aus der
leicht nachzurechnenden Gleichung

I'1(6)Z(GL(2,0F)) = Lo (b).

Umgekehrt zeigen wir, dass sich ein Element in I';(b) als Produkt von zwei Matrizen
in Ty(b), deren linke obere Eintrége gleich eins ist, schreiben ldsst. Daraus folgt die
Behauptung, denn w(1) ist gleich eins, also v invariant unter beiden Faktoren und damit

Z > ein beliebiges Element in I'y(b),

(2 0)-(o 1) (o )

mit x = (a — 1)~ und y = ¢ — ww!. Wir miissen noch nachpriifen, dass die Matrizen auf
der rechten Seite in T'g(b) liegen. Fiir ( v 1 ) liegen offensichtlich alle Eintrage in O
und die Determinante 1 — xy ist eine Einheit in Oz (wir haben [ > 0 vorausgesetzt). Die
Elemente der zweiten Matrix liegen in Ox, denn wir haben gerade gesehen, dass 1 — xy
invertierbar ist. Um zu sehen, dass die Determinante der zweiten Matrix wirklich in O%
liegt, reicht es zu iiberpriifen, dass der rechte untere Eintrag eine Einheit ist. Das ist der
Fall, da d in O% liegt, aber der Ausdruck (b — zd)(1 — 2y) 'y nicht (y hat Bewertung
grofer als Null, da [ > 0).

Ist der zentrale Charakter w unverzweigt, dann gilt offensichtlich V1 o(®) = yTo(b).« 1y
diesem Fall erhalten wir also sogar

natirlich auch unter dem Produkt. Sei also < CCL

es gilt:

VFQ([J) — Vro(b),w _ Vrl(b).

Zum Beispiel sieht man leicht, dass Darstellungen in der Hauptserie %(ju1, p2) fiir un-
verzweigte Charaktere p und pe unverzweigten zentralen Charakter besitzen.
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Beweis von Satz 3.3. Seien pj und pg zwei Charaktere von F*. Fiir B(u1, n2) schreiben
wir (7(u1, pe), V(u1, 12)). Nach Definition ist V' (uq, p2) der Raum aller lokalkonstanten
Funktionen f: GL(2,F) — C mit

H((65)9) =ma@mo|;

fiir alle ( o b ) € B(F) und g € GL(2,F) und 7(p1, p2) die rechtsregulére Darstellung
von GL(2,F) auf diesem Vektorraum.

Wiéhle zunéchst p; und pg so, dass (p, V) = (mw(p1, n2), V(11, u2)) in der Hauptserie
liegt, das heikt, puips # |- | und pypust # |- |7, Der zentrale Charakter w von p ist
dann gleich pq - po, denn

(5 o) so=r(s(50))=7((5 o)s) = mmra

fir alle f € V(u1,p2), g € GL(2,F) und a € F*.

Unser Ziel ist es fiir ein beliebiges Ideal b = (') in OF die Dimension des Raumes
VTo(®)w 7y bestimmen. Sei K = GL(2,0f). Nach Bemerkung 2.5 ist die Einschréin-
kungsabbildung

%f(g)

res: V — Vg

f— flk

ein K-Isomorphismus, wobei Vi die Menge aller lokalkonstanten Abbildungen f : K —
C mit

f((65)a) = m@moir (21)

fiir alle ( o b ) € B(Ox) und g € K bezeichnet. Also ist die fiir uns interessante Di-

mension des Raumes V10(0):¢ gleich der Dimension von res (Vro(b) ""). Fiir res (Vrﬂ(b) "")

schreiben wir im folgenden V};O(b . Dieser Raum V}Eo(b), “ besteht aus allen lokalkon-

stanten Funktionen f auf K mit folgender Eigenschaft:

), w

C

r((5)e( 8 0))=m@moumuaio) (25)

fiir alle g € K, ( § 3 ) € B(Or) und (

Zunéchst werden wir zeigen, dass b in den Levels von @ und po enthalten ist, wenn

VKFo(b),w

« ) € To(b).

c

eine Funktion f ungleich der Nullfunktion enthélt. Dazu definieren wir eine
Menge dhnlich zu denen in Definition 3.1:

F(b)z{(i Z)eGL(Z,O}-HaEdElmodb, bECEOmOdb}.
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Diese Menge I'(b) ist der Kern des Gruppenhomomorphismus 7y : K — GL(2,0x/b),
also ein Normalteiler in K.

Wie in Bemerkung 3.5 sieht man, dass eine lokalkonstante Funktion f auf K, die (25)
erfiillt, invariant unter I';(b) ist. Insbesondere gilt

flgkg™'g) = f(gk) = flg) g€ K, keT(b) CTy(b)

und daher auch

flkg)=f(g) g€ K, keTl(b) CTy(b), (26)

denn gT'(b)g~! = T'(b) fiir alle g € K, da T'(b) Normalteiler in K ist.

Andererseits gilt
(6 4)9) =m@mas)

fiir ( I ) € B(Of) und g € K. Wihle g € K mit f(g) # 0. Wir erhalten:

10 @r((§ 0 )9) =m@wio)

fiir alle a,d € Of* mit a = d =1 mod b. Also ist b in den Level von p1 und ps enthalten,
das heifst die Charaktere p; und pe sind trivial auf 14b und wir kénnen sie als Charaktere
von Or*/(1+b) = (Of/b)* auffassen.

Sei VLo @ der Raum der Funktionen ¢ : GL(2,0x/b) — C mit

GL(2,0x/b)
o((65)9( 5 o)) =m@mm®hmueai) (27)

fir g € GL(2,0#/b), (¢ i) und ( o Y ) € B := m(B(Oz)). Wir haben schon

b),w

festgestellt, dass der fiir uns interessante Raum Vol isomorph zu dem durch (25)

beschriebenen Raum VII;O(b) ¥ von lokalkonstanten Funktionen auf K ist. Nun werden
wir sehen, dass auch

V}EO(E’)’ W o VGFE((S)O; /b) (als Vektorrdume)

gilt. Der Isomorphismus liegt auf der Hand, sei
To(b), w To(b), w
Vi’ Val2.05 /)

fr—Agr~ f@ o)}

Wir erhalten wirklich eine Abbildung cong(f), mit anderen Worten cong(f) ist wohlde-
finiert, da f unter ker(m) = I'(b) invariant ist. Dass cong(f) die Gleichung (27) erfiillt

o Lo(b), w
und somit in VGL(2,(9f/b)

cong :

liegt, folgt unmittelbar aus der Definition von cong und der
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Eigenschaft (25) von f. Die Abbildung cong ist wirklich ein Isomorphismus, ihre Inverse
ist:

—1 . y/To(b),w To(b),w
cong™ : Varoo.e) — Vi
¢ — {k — ¢(m(k))}.
Eine Funktion ¢ € ng((g)o Jp) 15t durch den Wert ¢(z), = € GL(2,0x/b) bereits auf

der gesamten Doppelnebenklasse Bz B festgelegt. An dieser Stelle kommt Lemma 3.2 ins
Spiel, das uns eine Zerlegung von GL(2, Ox/b) in ebensolche Doppelnebenklassen liefert:

GL(2,05/b) — |_|B<1- >B.

Fiir B < ;l (1) > B schreiben wir X;, wenn [ aus dem Zusammenhang klar ist. (Beachte,

B = Tty (B(OF)), also hingt X; von [ ab.)
Wir setzen

T (o, b) = {i:0<i <1, 3 e Vgrtd? o mit 6(X;) # {0} }.

Wihle zu jedem j € J eine Funktion ¢; € cl;z((g)ow/h)’ sodass ¢;(X;) # {0} und ¢,

auferhalb von X verschwindet. Offensichtlich ist {¢;};cs eine Basis von VCEE(@)O: /6y
Also gilt:

dim(VFO(b)’ w) = ‘\.7(,“‘17,“27 b)‘

Unser urspriingliches Problem hat sich damit auf folgende Aufgabe reduziert: Fiir zwei
fixe Charaktere p; und pug von (Ox/b)* und ein vorgegebenes Ideal b miissen wir ent-
scheiden, auf welchen Nebenklassen X; eine Funktion ¢ existiert, die (27) erfiillt. Wir
behaupten, dass dies genau dann der Fall ist, wenn die folgenden zwei Bedingungen an i
erfiillt sind:

1. @' liegt im Level von p; und
2. b-w ¢ liegt im Level von ps.

In anderen Worten, wir behaupten, dass J(u1, u2,b) die Menge aller i, 0 < ¢ < [ ist,
die diese zwei Bedingungen erfiillen. Die Kardinalitdat von J(u1,u2,b) und damit die
Dimension von V100 J5sst sich mithilfe dieser Bedingungen sehr einfach bestimmen.
Zeigen wir nun die Behauptung. Auf der Nebenklasse X; konnen wir genau dann eine

Funktion ¢ konstruieren, die (27) erfiillt, wenn fiir Matrizen ( 4§ 5’ ) und ( o i} )

aus B mit
a1 1 0 af 2\ [ ar 1 0 ah
0 b w1 0 v, ) L0 b w1 0 b
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folgt, dass
pa(a1)pa(br) papz(al) = pa(az)pe(be)prpa(asy).

Diese Bedingung kénnen wir umformulieren zu: Fir alle ( 0 & ) und ( ‘g’ i: ) aus B

(63 (e V) =( )6 3) @

p1(a)pa(b) = ppa(a’).

mit

gilt

Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich sieht man, dass es fiir gegebene a, b, a’
und b € (O£/b)* genau dann z, 2" € Ox/b gibt, die die Gleichung (28) erfiillen, wenn

b= b mod (=),
a = da’ mod (@),
d =bmod (@™ b)
und b—b =d —a. (29)

(Beachte, dass i < 1.)

Es bleibt zu zeigen, dass i, 0 < i < [ die zwei Bedingungen auf Seite 33 genau dann
erfiillt, wenn fiir Elemente a,b,d’,b" € (Ox/b)*, die die Kongruenzen aus (29) beziiglich
i erfiillen, auch pq(a)ua(b) = pipz(a’) gilt.

Nehmen wir zunéchst an, fiir Elemente a,b,a/,b" € (O£/b)* gilt p1(a)p2(b) = pius(a’),
wenn a,b,a’, b’ die Kongruenzen aus (29) erfiillen. Fiir ein beliebiges v € O erfiillen die
Elemente ' =b=1,a =V =1+ yw’ offensichtlich diese Kongruenzen, also gilt

(1 4@ ) pa(1) = pr(Dp2(1) = 1.

Wir sehen, dass (w’) im Level von p; liegt, also i die Bedingung 1. erfiillt. Genauso
erhalten wir, dass (cw'™%) im Level von pusa liegt, das heift die Bedingung 2. erfiillt ist,
wenn wira=1+4+w’, @’ =1, b=1+~vw' " und ¥ = 1+ @’ + yw'~? wihlen. Dabei soll
~ wieder ein beliebiges Element in Ox sein.

Umgekehrt wahlen wir nun 4, 0 < ¢ < [ so, dass i die zwei Bedingungen auf Seite 33
erfiillt. Wenn a,b,a’,b" € (Ox/b)* die Kongruenzen aus (29) beziiglich erfiillen, folgt,
dass

a=d mod (1+ (=) und o =bmod (14w ’b).

Aus den an i gestellten Bedingungen erhalten wir sofort, dass u1(a)ua(b) = pius(a’) gilt.
Wir haben also gezeigt, dass J(u1, p2,b) die Menge aller ¢ mit 0 < i < [ ist, die die
zwei Bedingungen auf Seite 33 erfiillen. Damit kénnen wir nun ganz leicht die Dimen-
sion von VT0(®):« bestimmen. Fiir w® beziehungsweise @™ die Level der Charaktere y
beziehungsweise po gilt:

dim(VTo® @y = | T (g, po, 0)| = |{i: 0<i<l, i<k, l—i<m}| (30)
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Damit konnen wir sofort die Frage beantworten, fiir welches Ideal b = (') der Raum
VTo(®),« eindimensional ist. Dazu miissen wir I so wihlen, dass es nur ein i, 0 < i < [
gibt mit | —m < i < k. Wir erhalten [ = k 4+ m. Der Level der Darstellung (p, V'), wir
bezeichnen ihn wieder mit ¢(p), ist also gleich (cw*+™).

Aus (30) sehen wir auRerdem, dass der Raum V1 0(®'®):« ¢ > ( Dimension ¢ 4 1 hat.

Fiir Darstellungen in der Hauptserie haben wir damit alle Aussagen des Satzes gezeigt,
wenden wir uns jetzt den Steinberg Darstellungen zu. Seien p; und pe Charakter von F*
mit g5 " = |-|. Dann gibt es einen Charakter p von F* mit py = u||% und po = ,uH_%.
Sei (@®) der Level von p. In Abschnitt 2.2, Satz 2.14, haben wir gesehen, dass die Dar-
stellung (m(p1, p2), B(p1, p2)) = (w(p1, p2), V') einen irreduziblen invarianten Unterraum
U der Kodimension eins enthélt, wahrend (7(ue, p1), B(u2, p1)) = (w(pe, 1), W) einen
eindimensionalen invarianten Unterraum aufgespannt von {g +— u(det(g))} enthélt. Die
von 7(u1, o) auf U definierte irreduzible Darstellung heifst Steinberg Darstellung, wir
schreiben hierfiir (p, U). Es gilt, vgl Abschnitt 2.2:

V/U = (udet(-)) und U = W/{udet(-)).

Weiters wissen wir aus Proposition 2.11, dass die duale Darstellung von V' die Darstellung
B(uY - |_%,M_1| : |%) und U das Komplement (beziiglich der zur Dualitdt gehorigen
Paarung) von (u~'(det(-))) € B(u~"| - |72, p~1| - |2) ist.

Die Uberlegungen, die wir fiir Darstellungen in der Hauptserie angestellt haben, bleiben
auch fiir V' richtig. Wir wissen also schon, dass der Raum V=" Dimension [ + 1
hat, méchten aber die Dimension des Raumes der unter I'1(ww?*!) Invarianten in U
bestimmen.

Betrachten wir zunachst den Fall, dass p verzweigt ist. Wir behaupten, es gilt

Yy (31)

: e . 2k-+1 . .

woraus wir sehen, dass die Dimension von UT(®™) noch immer [ 41 ist. Um (31) zu
. . . 2k+1 .

zeigen, rechnen wir nach, dass fiir f aus V1@ ) gilt

(f,utdet(-)) =0,

also f in U liegt. Da K = GL(2, O) kompakt und I'; (w?**?) eine offene Untergruppe ist,
gibt es ki, ..., ky mit K/T1(w? ) = (kT (@), ... kT (w?*)}. Damit erhalten
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wir:
(f, =t det() )t det(k)dk =

ptdet(k)dk =

Z

Je; D'y (2k+1)

:if(ki) / ptdet(kik)dk =

Iy (w2k+l)

= fki)p " det (k) / pt det(k)dk.

i=1 Ty (w2k+1)

Dieser Ausdruck verschwindet, da das Integral am Schluss eine Summe iiber die Bilder
einer endlichen Gruppe unter einem nichttrivialen Charakter ist, also verschwindet. Sei
dazu det |p, (m26+1y — OFf die auf 'y (ww?*1) eingeschrinkte Determinantenabbildung.

Die Untergruppe 1+ (") von O% ist offen, also ist auch ihr Urbild M = det |;11(w2k +l)(l—i-
(")) offen (und normal) in der kompakten Menge I'y (@?*!). Somit ist Ty (cww?*!)/M
eine endliche Gruppe. Es gilt:
p~ ! det(k)dk = Vol (M) / p~(det(h))dh.
Iy (w2k+l) Iy (w2ktt)y /M

Dieser Ausdruck verschwindet, denn er ist die Summe iiber die Bilder der endlichen
Gruppe I'1 (w?**!) /M unter dem nichttrivialen Charakter u~!(det(-)).
Fiir g unverzweigt, also k = 0, sieht die Situation anders aus. Da die lineare Abbildung

v g vy,
v+ U sy U

injektiv und V/U eindimensional ist, hat auch yTi=) JU T'1(=") hgchstens Dimension eins.
Wir werden zeigen, dass VT 1(®") nicht in U liegt, also UT1(®) Dimension [ hat. Wenn
wir ein f € V angeben konnen, das invariant unter 'y (') ist und (f, p='det(-)) # 0
erfiillt, sind wir fertig. Betrachte

f:GLE2,F) — C,
f << o )k) = n(ab) [ i < o ) € B(F), k € GL(2,0%).

Da K N B(F) = B(O) und p unverzweigt ist, ist f wohldefiniert. Die Funktion f liegt
offensichtlich in VE C VI(®) und es gilt

(f, w='(det(-) /f 1 det(k))dk—/ldk;éo

K
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(Da p und damit p~! unverzweigt ist, ist p~! det( ) auf K trivial. Auch f ist trivial auf

K, wie man sofort aus der Definition von f erkennt.)
Damit sind alle Aussagen des Satzes gezeigt. O

Seien wieder 1 und pz Charakter von F* mit Level (w*) beziehungsweise (™).

Der Beweis von Satz 3.3 zeigt auch, wie wir eine Basis von %(ul,m)rl(meJ’l), 1>0
konstruieren kénnen. Bis jetzt waren wir nur an der Dimension dieses Raumes interessiert.
Um diese angeben zu koénnen, hatten wir eine Isomorphie zu einem Raum einfacherer
Objekte gefunden. Eine Basis finden wir einfach, indem wir den umgekehrten Weg gehen:
Wir beginnen mit einer Basis des Raumes der Funktionen ¢ : GL(2, Ox/(w**™*!)) —
C, die (27) erfiillen, interpretieren die Basiselemente dann als Funktionen auf GL(2, Or)
und erweitern sie schliefflich zu Funktionen auf GL(2, F).

Definiere zundchst Abbildungen \; : GL(2,0r) — C fiir 0 <1 <[ wie folgt:

Falls h: ( g s ) ( wk1+7: (1) > ( 0} ? ) S B(O}‘)( wk1,+7‘, (1) )Fo(wk+m+l) setze

Ai(h) == pa(a)pa () pipa ()

und fir h ¢ B(of)( 0 )ro(wk+m+l) sei Ai(h) = 0.
Fiir jedes i, 0 <14 <[ definiere nun eine Abbildung

fi:GL(2,F) — C,

a

filg) = m(@a(e) | 2] Ailh),

wobei g = ( ot )h die Iwasawazerlegung von g € GL(2,F) ist, das heit ( ot ) €
B(F)und h € GL(2,0f).

Korollar 3.6. Die Funktionen f; : GL(2,F) — C, 0 < i <[ bilden eine Basis des

Raumes B (1, po) 1)

Bemerkung 3.7. Im néchsten Kapitel werden wir immer wieder f;(g) fiir verschiedene
g € GL(2,F) und 0 < i < [ berechnen miissen. Dabei wird uns sehr niitzlich sein,
dass wir nur die p-adische Bewertungen der Eintrage der Matrix g kennen miissen, um
entscheiden zu konnen, ob f;(g) = 0 gilt oder nicht.

Aus der Definition der \; : K — C ergibt sich unmittelbar, dass A;(k) und damit auch
fi(bk), b € B(F), k € K genau dann ungleich Null ist, wenn

ke{(g Z)eK:vp(c):k+i} fir i <1+ m,

beziehungsweise wenn

ke{(i Z)EK:UP(C)>k+l} falls i = I + m.
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Daraus schlieften wir, dass fi(g), g € GL(2,F) genau dann ungleich Null ist, wenn

se{( L)) eoten wo-uy@=k+i} fii<iim

beziehungsweise wenn

ge{(i 2)GGL(Q,]:):vp(C)—vp(d)Zk—i—l} falls i = I + m.
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4 Charakteristische Polynome von Heckeoperatoren auf in-
varianten Teilraumen der Hauptseriendarstellungen

Die Abschnitte 4.1 und 4.2 beschéftigen sich mit der Hauptseriendarstellung %(u1, p2)
fiir unverzweigte Charaktere p1 und po. Fiir zwei unterschiedliche I'g(w!)-biinvariante
Heckeoperatoren werden wir die linearen Abbildungen, die sie auf dem endlichdimensio-
nalen Raum %(u1, ug)ro(wl) definieren, bestimmen. Unser Ziel ist es, die charakteristische
Polynome der durch die Heckeoperatoren gegebenen linearen Abbildungen zu berechnen.
In den darauffolgenden zwei Abschnitten werden wir die Situation auf den verzweigten
Fall verallgemeineren. Wir bendtigen folgendes Lemma:

Lemma 4.1. Firl € N gilt:

und
1 0

ro@( g 2 )N = L (g 2 )T,

B mod (w)
BeOx

Diese Zerlegungen bleiben richtig, wenn wir T'o(ww') durch ihre Untergruppe T'1 (o) er-
setzen.

Beweis. Beginnen wir mit der ersten Gleichung. Dass die rechte Seite in der linken ent-
halten ist, sieht man sofort aus

(7 7)-GT)(F )

da (5 7)inLo((x!)) liegt.
Sei V ein Vertretersystem von Oz/(w). Um nachzuweisen, dass die linke Seite in der
rechten Seite enthalten ist, geniigt es natiirlich

o5 1) e U (F 7 ) (32

B mod (w)

’ ’

zu zeigen. Das bedeutet fiir ( ¢ ) ) € [y((ww')) miissen wir ( S ) € T'o((=!)) und
B €V finden mit

(L) (F0)=(T7)(F 2)

wa b dw+cdB wb + Bd
( we d ) = < ¢ d' ) (33)
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Wir beginnen mit der zweiten Zeile in (33), deren Eintrdge keine grofse Wahlfreiheit
bieten: wir setzen ¢ = wec und d = d. Wie gefordert liegt ¢ in (') und d' in O%.
Als niichstes wihlen wir B aus dem Vetretersystem V so, dass B = bd~! mod (w) gilt.
Wegen —B + bd~! € (@) koénnen wir nun & = (—B + bd~!)dw~! wihlen, denn dieser
Ausdruck liegt in Ox. Schlieklich setzen wir @’ = a — ¢ Bw™!. Da ¢ Bw™! in dem echten
Ideal (') liegt, ist a’ eine Einheit in O. Wir haben uns bereits davon {iberzeugt, dass
die Matrix ( o ¥ ) in To(w') liegt; dass sie (33) erfiillt, rechnet man leicht nach. Dass
die Vereinigung auf der rechten Seite disjunkt ist, sieht man daran, dass fiir eine Matrix
(v 2)in (5 7 )To((w") gilt z = Bz mod (w), also zz~! = B mod (w).

Y
Ganz dhnlich {iberzeugen wir uns nun davon, dass auch

n@)( 5 ) )nen- U (57 )neh

B mod (w)
BeOfr

gilt. Dass die rechte Seite in der linken enthalten ist, ist klar. Fiir die umgekehrte Richtung
zeigen wir Gleichung (32) mit T'y((w!)) statt To((ww!)). Fiir (¢ ) € T'1((w')) miissen

c

wir also ( o b ) € I'1((@')) und B € V finden, sodass die Gleichung (33), also

wa b\ [ dw+dB wb+ Bd
we d | c d ’

erfiillt ist. Wir wissen schon, dass die Matrix

a b\ _ (a—cB (-B+bd')dw™!
d d ) wc d ’

wobei wir B = bd~! mod (w) wihlen, die Gleichung (33) erfiillt und in I'y((w')) liegt.
Da a kongruent 1 modulo (') ist und ¢B in @' liegt, gilt @/ = 1 mod (=').
Die iibrigen Aussagen des Lemmas lassen sich vollig analog zeigen. O

w

4.1 Die charakteristische Funktion von FU((wl))< o1 >F0((wl)) als Hecke-
operator im unverzweigten Fall

Bezeichne (p, V) = A(u1, pu2) die Hauptseriendarstellung fiir unverzweigte Charaktere
p1 und g von F* mit puypy(y) # |y| und prps H(y) # |yl 7. Nach Satz 3.3 und dessen
Beweis ist VEL2(O7) in diesem Fall eindimensional. Genauer gilt fir [ € Ny:

dim(VTo(=))y = 1 4 1.

(Beachte, dass, wie in Bemerkung 3.5 festgestellt, VT0(0) = yTo(®),w — y/T1(b) gilt da der
zentrale Charakter von p unverzweigt ist.)

Auf VTo((=") operiert der Heckeoperator 7;, definiert als die charakteristische Funktion
von Io((@))( 5 ¢ )To((w!)). Wir werden das charakteristisches Polynom dieser linea-
ren Abbildung berechnen.
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Im folgenden sei [ eine fixe natiirliche Zahl grofer als Null.

Wir benétigen eine Basis des Raumes VFO((WZ)), siehe Korollar 3.6. Da wir p1 und po als
unverzweigt vorausgesetzt haben, vereinfacht sich die dortige Konstruktion:

Zunéchst definieren wir die Funktionen \; : GL2(Ox) — C, 0 < ¢ <, durch

A(E) ::{ (1) falls k € B(ozc)ngsfi $)r0((wl))

Diese erweitern wir zu Abbildungen f; : GLo(F) — C, 0 < i <[ durch

1

F£3(bk) = g (a)pa(c) ‘% > \i(k)  wobei ( g ﬁ ) € B(F), k € GLy(OF). (34)
Aus Korollar 3.6 wissen wir, dass { fo, ..., fi} tatsdchlich eine Basis des Raumes yTo((=")

ist.

In Bemerkung 3.7 haben wir festgestellt, dass die Ausdriicke f;(bk), 0 < i < I, bzw. f;(bk)
mit b und k wie oben genau dann nicht verschwinden, wenn der linke untere Eintrag von
k Bewertung i beziehungsweise Bewertung grofer oder gleich [ hat.

Jetzt konnen wir mit der Berechnung der Matrixdarstellung von 7; beziiglich der Basis

{fo,---, fi} beginnen. Der Ausdruck 7;(f;) << I )) ,0 < 4,7 < I, ist gleich dem

o

Koeffizienten a; von f; in der Darstellung 7;(f;) = 22:0 ak fx , in anderen Worten:

(T ¢so,npiy)ii = Tfi) (( = ))

(Beachte: Die f; haben disjunkten Trager.)
Um den Ausdruck

Ti(f) () = / fi(hg) dg,
ro(@)( 5 7 )o((=h)

h € GL(2,F) berechnen zu konnen, verwenden wir eine Zerlegung aus Lemma 4.1:

o@( 5 ) )= U (57 ), (35)
B reol)

Abgesehen davon, dass wir den Fall [ = 0 schon in Abschnitt 2.3, Proposition 2.24 geklart
haben, sehen wir jetzt, dass es hier gar nicht moglich wére, ihn ohne zusétzlichen Aufwand
mitzubehandeln. Fiir [ = 0 gilt ndmlich I'g(xw') = GLy(OF) = K und

(5 - (h 2o U (7 0)n

B mod (w)
BeOr
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Unter Verwendung von (35) erhalten wir

T(f)(h) = / fi(hg) dg =

. )Vol(l“o(wl))fi <h<§ ]f>)

B mod (w

Das dritte Gleichheitszeichen gilt, da f; in yTo((=h) liegt, das heifst invariant unter Mul-
tiplikation von rechts im Argument mit Elementen aus I'g((w')) ist. Das letzte Gleich-
heitszeichen folgt aus der Linksinvarianz des Haarmafes. Um die folgenden Rechnungen
moglichst ibersichtlich zu halten, schreiben wir oft V' statt Vol (Fo(wl)).

Es gilt
(L) 5 (2D G ) e

Um f; (( Lo ) ( P )) berechnen zu kénnen, benotigen wir die Iwasawazerlegung

1 0 w B . w B
wl 1 0 1 ) \ @t Bwi+1 /)

Bei einer 2x2-Matrix lasst sich diese leicht durch Probieren finden, fiir j > 1 gilt

w B ([ w B 1 - Bw! —B?wi~!
@t Bw/+1 )\ 0 1 @t Bwi4+1l )
Fiir j = 0 liegt der rechte obere Eintrag der zweiten Matrix im allgemeinen nicht in O
und die Matrix selbst somit nicht in GL(2, Of), wie in der Iwasawazerlegung gefordert.

Diesen Fall miissen wir spater gesondert betrachten. Wir sind aber schon so weit, dass
wir 7;(f;) (( I >> fiir j > 1 berechnen konnen. Direkt aus (34) ergibt sich fiir j > 1

@)

o

mithilfe der Iwasawazerlegung und Gleichung (36)

(L 1)- % Vil |7

1
Z12 — vol (ro(wl)) g2 i1 ()
B mod (w

falls i = j + 1 oder i = j = und 7;(f;) (( wlj (1) >) = 0 sonst.

Um den Uberblick zu bewahren hilft es vielleicht sich klarzumachen, dass wir mit diesem
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Ergebnis die erste bis [-te Zeile der fiir uns interessanten Matrix [7j]¢y, .} kennen. (Die
Zeilen- und Spaltenindizes beginnen hier bei 0.)

Um auch die nullte Zeile zu erhalten miissen wir die Ausdriicke 7;( f;) (( LY )) , 0
[, berechnen. Dazu brauchen wir die Iwasawazerlegung der Matrix

(1) Y)-(2 %)

das ist der Fall j = 0, den wir bei der obigen Iwasawazerlegung haben ausnehmen miissen.
Es gilt

IN

i <

w 175 e falls B # —1 mod (o)
(w B ): 0 1 w B+1
w B+1 (1 w><0 _1> falls B = —1+ zw, mit z € Of
0 w 1 =z

Die linken unteren Eintrage in den zweiten Faktoren der Iwasawazerlegungen haben Be-
wertung eins und null. Nach Bemerkung 3.7 ist klar, dass alle Ausdriicke 7;(f;) (( 1 1)),
1 < ¢ <, verschwinden. Weiters gilt

(1 1)) T va@en|T]

Bmod(w)
BZ—1(w)

7 ((1 1)) =Vt |1

Anschaulich wirkt der Operator 7; auf der Basis { fo, ..., fi} also folgendermafen

N

=V(g—1)q 21 (w)

und

N

= Vq%ug(w).

> fo fi f2 fi—2 Jie1 fz/) (37)
Daraus konnen wir ablesen, dass die gesuchte Matrix, die wir jetzt schon vollstdndig
bestimmt haben, Eintrdge in der ersten oberen Nebendiagonale und zwei Eintrage auf
der Diagonale hat. Mit a := p;(w) und b := po(w) ist die Matrixdarstellung von 7;
beziiglich der Basis {fo, ..., fi} von folgender Gestalt:

q%b (qfl)qféa 0o ... ... 0
0 0 ga 0 :
: : 0 q%a 0o ...
Vol (Fo(wl)) Lo e e | st

q%a 0

0 q%

1
0 0 gqZza
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und

1 _1
Vol (To()) ( b (g 1)q ) im Fall [ = 1.
0 q2a

Nun bestimmen wir noch die Jordansche Normalform der durch 7; definierten linearen
Abbildung. Sei A Eigenwert dieser linearen Abbildung. Mit A(\) bezeichnen wir die
algebraische Vielfachheit von A und G(\) sei die geometrische Vielfachheit von A, das
heift G(A) = dim(ker([T]s,. 5,3 — A1)). Man sieht leicht, dass [T](y, . 1 die Eigenwerte

0, Vol (I'g(w")) q%a und Vol (I'o(w')) q%b besitzt. Es gilt
A (Vol (Fo(wl)) q%a> =G (Vol (I‘O(wl)> q%a> =1,
A <Vol <Fo(wl)> q%b) e <Vol <Fo(wl)> q b) —1,

A(0)=1-1,
und  G(0) = dim (ker ([%]{fo,---fz})) =l+1-rg ([’m{fo,---fz}) =1.

NG

Die Matrix [7j]¢y, .1 hat Rang [, denn ihre letzten beiden Zeilen stimmen {iberein und
ihre ersten [ Zeilen sind offensichtlich linear unabhéngig.

Hier ist die Jordansche Normalform also durch die algebraischen und geometrischen Viel-
fachheiten schon vollstdndig bestimmt. Die Jordansche Normalform der durch 7; definier-
ten linearen Abbildung sieht folgendermafien aus:

Vol (T'y(w')) q%b 1
Vol (I'g(w')) ¢2a

Fiir 1 und pe unverzweigte Charaktere von F* und 1; der Heckeoperator definiert als
die charakteristische Funktion von To((="))( 5 ¢ )To((ww)) gilt:

Das charakteristische Polynom p(x) des Heckeoperators T; auf yTo(@) s
p(z) = (3: — Vol (Fg(wl)) q%a) (x — Vol (Fo(wl)> q%b) gt (39)
Der C[T})-Modul VYo" lsst sich als direkte Summe dreier C[T;]-Moduln zerlegen:

VFo(wl) _

- VVOZ(FO(wl))q%a eV

VOl(Fo(wl))q%b & Vo.

Dabei sind die C— Vektorraume VVOZ(FO(WZ))q%a und VVOZ(Fo(wl))q%b eindimensional und

Vo ist I — 1-dimensional. Auf dem unzerlegbaren Modul Vy wirkt Ty nilpotent.
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Bemerkung 4.2. Aus Abschnitt 2.2, Proposition 2.17 wissen wir, dass (7(u1, p2), B(u1, p2)) =
(p, V) isomorph zu (7 (g, p11), B(pa, 1)) = (p, V) ist. Der Heckeoperator 7; definiert ei-
ne lineare Abbildung gleichzeitig auf Vo) ynd auf Vo), Wir zeigen nun, dass die
charakteristischen Polynome dieser beiden linearen Abbildungen iibereinstimmen miis-
sen: Sei ¢ ein GL(2, F) -Isomorphismus von V nach V. Fiir ein beliebiges Element ¢ in

der Heckealgebra, also insbesondere fiir 7;, gilt:

fir alle v € V.. Wir sehen also

und daraus folgt die Behauptung.

Unser Ergebnis (39) stimmt mit dieser Beobachtung tiberein: das berechnete charakteris-
tische Polynom p(z) = (w — Vol (Fo(wl)) aq%> (w — Vol (Fo(wl)) bq%> 2!~ ist invariant
unter Vertauschung von pq und ps.

4.2 Die charakteristische Funktion von I'y((=')) ( 0 - )Fo((wl)) als Hecke-
operator im unverzweigten Fall

In der Problemstellung aus Abschnitt 4.1 &ndern wir nur den Heckeoperator ab: Wir
mochten nun das charakteristische Polynom des Heckeoperators 7;, definiert als die cha-
rakteristische Funktion von I'o((=!))( 5 2 )To((xw')), bestimmen. Abgesehen von 7; be-
halten wir die Notation bei: (V, p) = B(p1, pi2) sei wieder die Hauptseriendarstellung fiir
p1 und g unverzweigte Charaktere von F* mit puqps(y) # |y| und pipse(y) # |y| =t Auch
die in (34) definierte Basis von VTo((@)) erweist sich als fiir unser Vorhaben glinstig.
Wir koénnen direkt damit beginnen, die Matrixdarstellung von 7 beziiglich { fo, ..., fi}
zu berechnen. Wieder gilt

(T sy py)i = (Tif:) (( ;j (1) )) 0<ij<l,

(unsere Argumentation war vom Heckeoperator unabhéngig.) Das heifst, wir miissen fol-
gende Integrale berechnen:

72(f0(( o ?>)= / f(( o ?)g)dg, 0<ij<l

E SR PIE)
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An bzw. ab dieser Stelle ergibt sich eine Anderung zur obigen Rechnung. Um das In-
tegral vereinfachen zu koénnen, méchten wir den Integrationsbereich wieder in T'g(cw!)-
Rechtsnebenklassen zerlegen. Aus Lemma 4.1 wissen wir:

1 0 1 0
ro@)( g 2 )= = L (g 2 )roEh)
B mod (w)
BeOy
Unter Verwendung dieser Zerlegung erhalten wir analog zu oben:

(5 0)= = va((58) (s )

B mod (w)
BeOx

Um den Ausdruck f; (( i ) ( el o )) =fi (( it Bl o )) berechnen zu kon-

nen, miissen wir die Iwasawazerlegung des Arguments suchen. Wieder ist eine Fallunter-
scheidung notwendig:

1 0 1 0 .
. >
< 1 0)_ <o w)(w31+Bwll 1) falls j = 1

w! +Bw' w w (1+Bwh)™! 0 —(1+ Bw!)™! .
0 1 1 + B! w falls j =0
(40)
Damit der Ausdruck 7;(f;) (( 2 )) fiir i <1 bzw. i = [ einen Wert ungleich Null

annehmen kann, muss die Bewertung des linken unteren Eintrags im zweiten Faktor der
0

w

1 . . e . . .
Iwasawazerlegung von < wi 4 Bl ) mit dem Index ¢ {ibereinstimmen bzw. grofter oder

gleich [ sein.

Beschéftigen wir uns zuerst mit dem komplizierteren ersten Fall der Iwasawazerlegung,
j > 1. Wir interessieren uns also fiir die Bewertung von w’~! + Bw!~!. Diese nimmt fiir
j<lund j=1mit B# —1(w) den Wert j — 1 an und ist fiir j = | mit B = —1(w)
grofer oder gleich I. Fiir I # 1 und 1 < j < [, das heifst fiir alle Zeilen, aufler der nullten
und der [-ten, schaut die Situation recht einfach aus, hier gilt:

3
2

72(]%)(( L 0)>: o E Vi)l = Vel i< -1

J 1
“ 0 sonst

Betrachten wir nun die letzte, [-te Zeile, also den Fall j = [. Wie oben beschrieben hangt
die Bewertung des linken unteren Eintrags im zweiten Faktor der Iwasawazerlegung vom
Summationsindex B ab, genauer gilt:

1 0 _1 1
(L 1))= T vm@lelt =@ v
pEe

und

NI

w1

7 (&) = Vi@l = Vet
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Fiir 0 < i <1 — 1 verschwindet der Ausdruck 7;(f;) (( LY )) Wir kennen jetzt die

erste bis I-te Zeile der fiir uns interessanten Matrix [’]}]{ forfiy- Um die nullte Zeile zu

erhalten benutzen wir den zweiten Fall, j = 0, der Iwasawazerlegung aus (40). Es gilt:

Lo Y Vm(@)|w|z = Vi(w)gs fallsi=0
%(fz)(( 1 1 >) = B mod (=) .
0 sonst

Wir stellen nun die Wirkung des Operators 7; auf der Basis { fo, ..., fi} grafisch dar. Der
einzige Unterschied zu (37) ist, dass die Pfeile in die andere Richtung zeigen:

(N ——a T =\ A

~ fo fi fQ/\ fi—2 fi—1 fg-
(Durch Umnummerieren der Basiselemente konnten wir ein Bild wie in (37) erhalten.)
Fiir die gesuchte Matrix bedeutet dies, dass wir nun Eintrdge in der unteren ersten
Nebendiagonale (anstatt in der oberen) und wieder zwei Eintrdge auf der Diagonale
erhalten. Genauer schaut [Tj]¢s, . 5y mit a := p1(w) und b := pz(w) folgendermaken
aus:

qg2a 0 0
q:b 0
0 ¢3b 0
Vol (Fo(wl)) S R fiir [ > 1
: q%b 0
: 0 g¢3b 0 0
0 0 (¢-1)q2b q3b
und )
q2a 0 .
Vol (T'g(wo im Fall { = 1.
(=) ( (g—1)g2b q2b )

Wie in Abschnitt 4.1 in (38) erhalten wir fir die Jordansche Normalform der durch 7;
definierten linearen Abbildung:

Vol (I‘o(wl)) q%b

1 0
Fiir p1 und pe unverzweigte Charaktere von F* und 1; der Heckeoperator definiert als
die charakteristische Funktion von To(('))( 5 = )To((x)) gilt:
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Das charakteristische Polynom p(x) des Heckeoperators T; auf Vo) st
p(z) = (a: — Vol (Fg(wl)> q%a> (a: — Vol (Fo(wl)> q%b) 2L (41)

Die Heckeoperatoren, die wir hier und im vorigen Abschnitt betrachtet haben, besitzen
also das gleiche charakteristische Polynom.
Als C[T;]-Modul ldsst sich yTo(=") folgendermafen als direkte Summe schreiben:

VFO (wl) _

- VVOZ(FO(wl))q%a eV

Vol(To(wty)ghs @ V0

als C— Vektorraume eindimensional sind und

WbV oirotwt)ada U VVol(ro(wh)ebs

Vo 1 — 1-dimensional ist. Auf dem unzerlegbaren Modul Vo wirkt T; nilpotent.

Wie in Bemerkung 4.2 am Schluss des vorigen Abschnitts erklart, muss das charakte-
ristische Polynom invariant unter Vertauschung von p; und pe sein, p(x) erfiillt diese
Bedingung offensichtlich.

w
0

4.3 Die charakteristische Funktion von Fl((wl))<

operator im verzweigten Fall.

] >F1((wl)) als Hecke-

Seien nun 43 und g beliebige Charaktere von F* mit puypy* (y) # |y| und pipy ' (y) #
ly|=! und (V, p) = B(u1, p2) die dazugehdrige Hauptseriendarstellung. (Wir setzen also
p1 und pe nicht mehr als unverzweigt voraus wie in den beiden vorigen Abschnitten.) Sei
(") der Level von p1 und (™) der von po. Aus Satz 3.3 wissen wir, dass yri@H e
fir I € Ny Dimension | + 1 hat. Ahnlich wie in Abschnitt 4.1 betrachten wir die cha-

rakteristische Funktion von I'1((@))( § ¢ )T1((@")),¢ € Ny als Heckeoperator 7;. Auf

VIE irks Ti+m+1 als lineare Abbildung. Wir wollen ihr charakteristisches Poly-
nom berechnen.

Wie auch in den beiden vorherigen Abschnitten verwenden wir, dass fiir eine kompakt
offene Untergruppe Ky von GL(2,F) der Raum der unter Ky-invarianten Elemente in
V einen (endlichdimensionalen) Hf,-Modul bildet. In Satz 3.3 wird V(="
Vo™, w beschrieben. Im Gegensatz zu den beiden vorherigen Abschnitten stimmt
hier V&™) picht mit Vo) iiberein, das ist der Grund, warum wir hier
'y (aFT™*) verwenden miissen.

Im folgenden sei [ eine Zahl aus Ny, die grofer als Null ist, wenn k = m = 0 gilt.

Wir erinnern uns an die Basis von VFO(WHmH), die wir in Korollar 3.6 angegeben hatten:
Zunéchst definieren wir Abbildungen A; : K — C fiir 0 <4 <[ wie folgt:

Falls k= (¢ 7)) ( i ) ( : 8 ) € B((’)]:)( ri )Fo(wk+m+l) setze

Ai(k) i= pa(a)pa(y)papz(@)
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und fiir k ¢ B(O;)( Lo )PO(meH) sei Ai(k) = 0.

w

Fiir jedes i, 0 <4 <[ definiere nun eine Abbildung

fi: GL(2,F) — C,

a

1ilg) = mla)na(e) || k), (42)

a

wobei g = ( o b )k die Iwasawazerlegung von g € GL(2,F) ist, das heift ( ot ) €
B(F) und k € K.

Nach Korollar 3.6 bildet {fy, ..., f;} eine Basis von V(=
Auch hier ldsst sich ein einfacher Zusammenhang zwischen dem Verschwinden von f;
und dem zweiten Faktor der Iwasawazerlegung angeben, vergleiche Bemerkung 3.7. Sei
zundchst ¢ < [+ m (falls m > 0 ist das immer der Fall), dann gilt: f;(bn) mit b €
B(F) und n € GL2(OF) kann nur dann einen Wert ungleich Null annehmen, wenn die
Bewertung des linken unteren Eintrags von n den Wert ¢ + k£ hat. Fiir ¢+ = m + [ ist
fi(bn) = fi41(bn) genau dann ungleich Null, wenn die Bewertung des linken unteren
Eintrags von n grofer oder gleich ¢ + k =k +m + [ ist.

Die Basiselemente {fo, ..., fi} besitzen wie im unverzweigten Fall disjunkte Trager, die
jetzt aber im allgemeinen nicht mehr den ganzen Raum GL(2, F) iiberdecken. Aus dieser
Beobachtung folgern wir, dass in der Matrix des Operators 7y ,,1; beziiglich der Basis

{fo,-... fi} an der Stelle (j,4) der Ausdruck (Thsmiifi) (( Lo )) steht, in anderen
Worten:

k+m+l)

1 0 ..
([%—i—m—i—l]{fo,...,ﬁ})j,i = (77c+m+lfi) (( okt 1 >) , 0<4,5 <L

Wir miissen also folgende Integrale fiir 0 < ¢, j <[ berechnen:

(Ti+mti fi) << ,wl:cl—i-j (1) )) = / fi << wiﬂ (1) >g> dg.

Pi(@ktma) (5 Dk tmt)

Nach Lemma 4.1 bleibt die Zerlegung aus (35) richtig, wenn wir T'o(c*+™+!) durch
I'1 (k™ +) ersetzen:

Fl((wk-l—m-i—l))( 703 ? )Fl((wk+m+l) — |—| ( ?()ﬂ ? )Fl((wk—km—i-l))‘

B mod (w)
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Damit erhalten wir:

(Tk+m+lfi)<< w;ﬂ ?))Z
2o Sl d)) s

B mod (w)( @ 113 )Fl((wk+m+l))

LI DE) S e

B mod (W) ( 107 ? >F1((wk+m+l))

= Y Vol (nuEkm) f(< i 2)(3 i >> (43)

B mod (w)

In Abschnitt 4.1 und 4.2 mussten wir um f(g), g € GL(2,F) zu bestimmen, nur die Iwa-
sawazerlegung von g kennen. Wenn wir die Definition der f; in (42) betrachten, sehen wir,

dass wir jetzt zusétzlich zur Berechnung der Iwasawazerlegung von ( i ) ( - ),

deren zweiten Faktor in der Form

(0 9) (b )(5 7)€ BOA( o | )rataboms

schreiben miissen. Um beim Suchen dieser Zerlegung nicht vollig auf blindes Probieren
angewiesen zu sein, ist folgende Gleichung hilfreich, die wir schon in Lemma 3.2 verwendet
haben. Fiir ( o b ) € GL(2,0%), ¢ = yw' mit t > 0 und v € O* gilt

c

a b\ ([ (ad—bc)y™t b 1 0 vd=t 0 (44)
c d) 0 d @t 1 0o 1)
(Beachte, dass ¢ Bewertung grofer als Null hat und daher wegen (ad — bc) € O% auch d

invertierbar ist. )
Sei zunéchst k + j > 1, dann gilt:

1 0 w B\
whti 1 0o 1)
T\ kit Bkt 4 -
w B 1— Bwhti —B2ghti-l
- < 0 1 ) < @ttt Bghti 41 ) -
([ w B 1 —B?ghti-l 1 0 (14 Bz*+)™" 0 (45)
“Lo0 1 0 Bwhti+1 whtitl 1 0 1)

Dabei ist das zweite Gleichheitszeichen die Iwasawazerlegung, die wir schon in Abschnitt
4.1 berechnet haben. Das dritte Gleichheitszeichen erhédlt man durch Anwendung von
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(44).
Um die folgenden Umformungen iibersichtlicher zu halten, sei wieder V' := Vol (Fl (et ‘H)).
Im Fall 1 <k + j konnen wir (T qm+41fi) (( TR )) nun fiir alle ¢, 0 <4 <[ berech-

nen. Durch Einsetzen von Gleichung (45) in (43) erhalten wir

Tiemiaf) (( ot 1)) -

- w B 1 —B2?ghti—t 1 0 (1—|—Bwk"'j)_1 0
£ (GG ) e (0 )

B mod
Indem wir die Definition (42) verwenden, sehen wir, dass
1 -1

0 1 . .
(Thermyifi) (< okt )> =V g m(w)|w|5u2(3wk+ﬂ + D po(Bo® + 1),
B mod (w)

(46)

falls i = 7+ 1 oder j =i = m + [, was nur im Fall m = 0 vorkommen kann. Gilt weder
1 0

i =7+ 1noch j =i¢=m+1, dann verschwindet (Zp1m+ifi) (( T ))

Die Summe in (46) lasst sich sehr stark vereinfachen. Wir miissen dazu beachten, dass
Bw**7 4+ 1 im Level von ju; liegt, den wir ganz zu Beginn als w® angenommen hatten,
also p1(Bw**t + 1) = 1 gilt. Aukerdem sind die Ausdriicke, die po enthalten invers
zueinander. Schlieflich erhalten wir fiir k + j > 1:

Vaiuy(w) fallsi=j+1oder j=i=m+I
T 10\
(Tkrm+1fi) oh i1
0 sonst

Fiir £ > 0, das heifst der Level von pup ist kleiner als O, haben wir schon alle Eintrage
der Matrix ([Tx+milifo,...f,}) Destimmt. Der Fall j =i = m + [, tritt nur ein, wenn der
Level von po ganz Of ist, das heiit m = 0 gilt. Sei wieder a := p1(w) und b := ps(w).
Fiir k£ und m beide gréfer als Null gilt:

0 qz2a 0 ... 0

(Thsmsl g,y = Vol (Ta (@)

mit dazugehdrigem Bild
LN S TN /‘\ SN N

fo bil fa A
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Die Jordansche Normalform der durch 7j.,,1; definierten linearen Abbildung besteht
hier aus einem einzigen Jordan-Block zum Eigenwert O:

0
1 0
1 0
Fiir £ > 0 und m = 0 ergibt sich:
0 g2a O 0
0 q%a 0
: 0 -
(Tismidlifo.... 5y = Vol (Tu(e") (a0
0 q%a 0
: 0 q%a
0 0 q%a

und die Wirkung des Operators Ty ,+; auf der Basis { fo, ..., fi} lasst sich folgenderma-
fsen veranschaulichen:

P 72D
fo//\flr\fzr\ /\fl—Q fz-1/\fl/'

Fiir die dazugehorige Jordansche Normalform erhalten wir:

Vol (I'y (e ™)) 4%a
10 . (47)
1 0
Auch wenn der Level von p; gleich Of ist, kennen wir schon die erste bis [-te Zeile

der gesuchten Matrix. Um die Eintrage der nullten Zeile zu berechnen, miissen wir die
Zerlegung von ( i > (% %), wie wir sie in (45) fiir k+j > 1 durchgefiihrt haben,
auch fiir den Fall k£ + j = 0 kennen. Zuerst brauchen wir die Iwasawazerlegung, die wir

von frither iibernehmen kénnen. Dabei ergibt sich eine Fallunterscheidung:

10\(@w B (= B \_
11 0 1 \w B+1 /)
B 1
- <O ) >< = B4l fir B # —1 mod (w)
- L@ ) (0 =1 s B= —1 mod (), B= 1+ cOr
0 o 1 s alls B = mod (w), B = 200, 2 b
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Im ersten Fall, also B # —1 mod (w), erhalten wir schlieflich:

(2 570)=(5 7)o s (2 )" 0)

Fir B= -1+ zw, z € Of ergibt sich:

(0= )Gt

Somit sind wir jetzt in der Lage (Zxim+tifi) (( T )) auch fir k + j = 0, was
gleichbedeutend ist mit k = j = 0, zu berechnen. Mithilfe von (43) sehen wir:

met((11)) = (0 2) G ) G G 7t))s
oox (5 ) Gosh) e DY)

B#—1 mod (w)

Der erste Summand ist genau dann ungleich Null wenn ¢ = 0 und der zweite genau dann
wenn ¢ = 1. Es gilt:

<mm+lf1><(} ?))z S Vi@ oluaB + Dm(B+ 1) (B + 1) =

Bmod(w)
B#Z—1 mod (w)

—V(g— D (w)q 2

und

Tt (1] )) = Vel .

Fiir die Vereinfachung im ersten Fall haben wir verwendet, dass B in Or, dem Level von
w1 liegt, also 1 (B + 1) =1 gilt.

Jetzt konnen wir auch fir £ = 0, m > 0 die Matrixdarstellung des Operators Ty ym,41
beziiglich der Basis { fo, ..., fi} angeben:

bq% (q—l)q_%a 0o ... ... 0
0 0 gza 0 :
: : 0 gq%a
[Tktm+t) {fo,....5,} = Vol (Fl(meH)) o0
0 q%a 0
0 q%a
0 0
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Die Wirkung von 7y, +; auf der Basis { fo, ..., fi} ldsst sich folgendermafen veranschau-
lichen:
N LT V2N V\ LN Ve
G T T TR T

Hier erhalten wir fiir die dazugehorige Jordansche Normalform:

Vol (T'y (wh+mH1)) g2b

1 0
Den Fall £k = 0 und m = 0 haben wir schon in Abschnitt 4.1 behandelt. Hier stellt er
sich als Spezialfall heraus, den wir ohne weitere Rechnungen erhalten:

bq% (q—l)q%la 0o ... ... 0
0 0 g¢a 0
: : 0 gq2a
(Tktm+il{fo,....5,y = Vol <F1(wk+m+l)) : .0
0 q%a 0
0 q%a
0 0 q¢%a
(48)

Fiir die Wirkung des Operators Ty, +; auf der Basis { fo, ..., fi} erhalten wir das gleiche
Bild wie in (37):
S e e
C\0 i f2y\ /\ﬁ—z fica fp

Abgesehen vom Faktor vor der Matrix stimmt unser Ergebnis mit dem aus Abschnitt 4.1
iiberein, wie wir erwartet haben. Der unterschiedliche Faktor ldsst sich durch den leicht
abgeadnderten Heckeoperator erkldren: In Abschnitt 4.1 betrachteten wir die charakte-
ristische Funktion der Menge T'o((ww!))( % ¢ )To((w")) und hier die charakteristische
Funktion der Menge I't ((@"))( 5 ¢ )T'1((=")). Die Rechnungen aus Abschnitt 4.1 lassen
sich aber ohne wesentliche Anderung fiir den hier verwendeten Heckeoperator durchfiih-
ren, das Ergebnis stimmt dann mit (48) iiberein.
Nun ist es leicht, das charakteristische Polynom p(x) des Heckeoperators Tiym-i, defi-
niert als die charakteristische Funktion von I'1((@® ™) (7 0 )T1((@™) anzu-
geben:
Sind p1 und pe verzweigt, so gilt

p(z) ==
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und Tyymay wirkt nilpotent auf dem unzerlegbaren C[Tgipm+i]-Modul yTi@h )

Falls p1 unverzweigt und po verzweigt ist, ergibt sich

p(z) = (:U — Vol (Fl(wk+m+l)) ,uQ(w)q%> .

k+m+1

Als C[Txymr1]-Modul lasst sich Y= ) folgendermafen als direkte Summe zerlegen:

k+m+l)

Vrl(‘w

= Vol(l—,l(wk+m+l))q%b D %

Als C— Vektorraum ist VVOl(F1(wk+m+l))q%b emndimensional und Vy [-dimensional. Der

Heckeoperator iy 1y wirkt auf dem unzerlegbaren Modul Vi nilpotent.
Ist die Situation von p1 und pg vertauscht, d.h. py verzweigt und po unverzweigt, erhalten
wir

p(z) = (:c — Vol (Fl(warmH)) ,ul(w)q%> !,

Der C[Ti4m+i1]-Modul VI st wieder direkte Summe zweier unzerlegbarer Mo-
duln:

wk+m+l)

17421 =V o V.

Vol(Ty (swk+m+1)) g2 a
Als C— Vektorraum ist VVOZ(Fl(wk+m+l)>q%a eindimensional und Vy I-dimensional. Auf Vj
wirkt Tyam4; nilpotent.

Sind py und pe unverzweigt, so gilt

p(z) = <a: — Vol <F1(wk+m+l)> ,ul(w)q%> <w — Vol (Fl(wk+m+l)) ug(w)q%> a1t
In diesem Fall ist der C[Thyma1]-Modul V1@ ")
gleiche Abschnitt 4.1.

Auch hier sind B(u1, o) und ZA(pz, 1) nach Abschnitt 2.2, Proposition 2.17 isomorph
zueinander. Wie in Bemerkung 4.2 koénnen wir folgern, dass die zum Heckeoperator
Tk+m-1 gehorigen linearen Abbildungen auf % (u;, ug)rl(meH) und auf A(us, ul)rl(meH)
das gleiche charakteristische Polynom haben. Unser Ergebnis erfiillt dieses Kriterium.

direkte Summe dreier Moduln, ver-

1

4.4 Die charakteristische Funktion von I'; ((=')) ( 0 = )Fl((wl)) als Hecke-

operator im verzweigten Fall.

Wie der Abschnitt 4.2 eigentlich nur eine Wiederholung von Abschnitt 4.1 mit abgeén-
dertem Heckeoperator darstellt, mochten wir auch hier fast alle Voraussetzungen und
Notationen des vorigen Abschnitts beibehalten, in dessen Situation aber einen anderen
Heckeoperator betrachten.

Mit 7; bezeichnen wir nun die charakteristische Funktion von T'1((w"))( 5 = )T1((=")),

t € Ng. Wieder wollen wir das charakteristische Polynom der durch 7y, 1; auf yri((@r )
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definierten linearen Abbildung berechnen. Dazu verwenden wir die Matrixdarstellung von
Tk+m+1 beztiglich der Basis { fo, ..., fi} (siehe (42)). Es gilt:

1 0 o
([77€+m+l]{f0,,_.7fl})j,i = (Tktm+1.fi) <( ki 1 >> ; 0<4,5 <L

Um den Ausdruck auf der rechten Seite berechnen zu kénnen, verwenden wir folgende
Zerlegung, vergleiche Lemma 4.1:

n@)( 2 ) - U (5o 2 )E=:

Damit erhalten wir analog zu (43):
(Trm+1fi) (( wl}—‘,—j (1) >> = Z( )Vol (Pl(wk+m+l)) f; << w’}ﬂ' (1) ) ( Bw’“l“”“ g )) :
B mod (w

Um die Definition der f; anwenden zu kénnen, miissen wir

1 0 1 0
whti 1 Bwktmtl &

als Element in B (O}')( LY )Fo(w’”m” ) fiir t > 0 schreiben. Dazu benutzen wir die

Iwasawazerlegung aus Abschnitt 4.2 und zerlegen ihren zweiten Faktor mithilfe von (44),
wenn das moglich ist, und sonst durch Probieren. Schon fiir die Iwasawazerlegung ist eine
Fallunterscheidung notwendig, betrachten wir zuerst k£ 4+ 7 > 0. Es gilt

10 1 0\
whti 1 Bwhtmtl & )T

(10 (1+ Bo™ ="' 0 10 14+ Bw™t=i 0
-\ 0 w 0 1 whkti—1 1 0 1

solange nicht j = m + [ und B = —1(w) eintritt und

1 0 1 0
wkti ] Bohtmtl o =
(1 0 v 1o 1 0 v 0

sonst, das heift wenn j = m+[ und B = —1(w) mit 1+ B = yw'*!, wobei v € O%. Wir
sind nun soweit, dass wir fast alle Zeilen der gesuchten Matrix berechnen kénnen. Nur
falls p1 unverzweigt ist, fehlt uns noch die nullte Zeile, um die wir uns spéater kiimmern
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werden.
Fiir j mit 0 < k4 j < k+ m + [ finden wir mithilfe von (42):

(Ti+mtifi) << w;ﬂ' (1) )) =

VoY pm(@)gEun(l+ Be ™) T (14 B ™) g (1 + B ) i i = j - 1
= B mod (w)
0 sonst

Die Summe lisst sich stark vereinfachen. Dazu verwenden wir, dass 1 + Bw™ 7 im
Level von ueo liegt und die Faktoren, die p; enthalten, invers zueinander sind. Fiir j mit
0 < k+j < k+m+1 erhalten wir also

(Titmt1fi—1) <( w’lﬂ (1) >) = Vg2 ps(w).

Damit kénnen wir fiir verzweigte Charaktere p; und po die Matrixdarstellung von Ty, 41
beziiglich { fo, ..., fi} angeben:

Tirm+l{go,....5ry = Vol (F1(wk+m+l)) P00

0
Wollen wir die Wirkung des Operators 7y ,,,+; auf der Basis {fo,..., fi} grafisch veran-

schaulichen, so erhalten wir:
TN TN /‘\ TN TN PN

Jo N f2 T fieo Ji-1 fi.
Die Jordansche Normalform zur durch 7gy,,4; definierten linearen Abbildung besteht
aus einem einzigen Jordan-Block zum Eigenwert 0, vergleiche (47).

Um im Fall py verzweigt und ps unverzweigt die letzte Zeile zu erhalten, miissen wir uns
an (49) erinnern. Damit gilt fiir m = 0:

(Tkrmyifi1) << wl%—&-l (1) )) = Z V o (@) ‘;

B mod (w)
B#—1 mod (w)

=V (q — 1)g? pa(w)

pi(1+ Bo™)  ppa(1 + Bo™) =

und

(Ttm+1f1) << wiﬂ (1) )) = Vys(w) ’;’ul(v)‘lmm(v) = Vg? pa().
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Fiir m =0 und i < [ — 1 verschwindet (Zg1pmiifi) << T ))
Jetzt kdnnen wir auch fiir po unverzweigt und py verzweigt, die gesuchte Matrix angeben:

0 0
q%b 0o ...
0 q¢2b 0
[Tietmil gy, = Vol (rl(w“m“)) L0
: q%b 0 :
: 0 q¢%b 0 0
0 0 (¢—1)g2b qzb

Auf der Basis {fo, ..., fi} wirkt der Operator 7j,,+; also folgendermafen:

fo fi fo fi—2 fi—1 fl/-)

Fiir die durch 7j,,4; definierten linearen Abbildung erhalten wir als Jordansche Nor-
malform:

Vol (T (wh+mH1)) g2h

Was jetzt noch zu tun bleibt, ist die nullte Zeile der Matrix fiir p; unverzweigt zu be-
rechnen. Dazu miissen wir uns mit dem in (49) ausgelassenen Fall k£ + j = 0, der nur fiir

. e . . . 1 0 .
p1 unverzweigt auftreten kann, beschéftigen. Wir miissen ( |, gom+ ) in der Form

B((’)]:)( o S )Fo(wk+m+l) fiir t > 0 schreiben. Mit A = (1 + Bw™!) gilt:

(a2)=(3 A0 )06 )

Schlieftlich erhalten wir fiir £ = 0:

10 S Vin(@)lal 2 (A) upe(A) = Vi (@) firi =0
Tiorm+1([i) << 11 >) =q Bmod (w) :
0 sonst
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Falls der Charakter p; unverzweigt und ps verzweigt ist, ergibt sich also:

gsa 0 0
g2b g
0 qg2b O
Tevmil gy, 1y = Vol <F1(wk+m+l)> 0
qzb 0
: 0 ¢b 0 0
0 0 gq2b 0

Anschaulich wirkt der Operator 7y ,+; auf der Basis {fo, ..., fi} folgendermafen:

™ a7 T T

Fir die Jordansche Normalform erhalten wir in diesem Fall:

Vol (T (wh+m+y) q%a

1 0
Nun konnen wir das charakteristische Polynom p(x) des Heckeoperators Tiimsi auf
VI ) definiert als die charakteristische Funktion von Ly ((@Fm ) (5 2 )T (@),

angeben:

Sind py und pe verzweigte Charaktere, das heifst k = m = 0, dann erhalten wir
p(z) =z

und auf dem unzerlegbaren C|Tgym1]-Modul yTi(hmtt

lineare Abbildung.

Ist p1 verzweigt und ps unverzweigt, dann gilt

p(z) = <:U — Vol (Fl(wk+m+l)> q%b) .

k+m+l)

) wirkt Ti+m—1 als nilpotente

Als C[Tyym1)-Modul lisst sich yTi(=

duln schreiben:

als direkte Summe zweier unzerlegbarer Mo-

Fl(wk+7n+l) .
\%4 = Vol(lﬁ(wk*m“))q%b ® V.
Dabei ist V. 1 als C— Vektorraum eindimensional und Vy l-dimensional.

Vol(T1 (wh+m+1))q2b
Auf Vo wirkt der Heckeoperator Tiym+1 nilpotent.
Fir py unverzweigt und po verzweigt lautet das dazugehorige charakteristische Polynom

p(z) = (m — Vol (Fl(wk+m+l)) q%a) !,
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Der C[Txym1]-Modul V0@ ™) st die direkte Summe zweier Moduln:

k+m+l)

Ii(w _
|%4 = VVOZ(Fl(Wk+m+l))q%CL @ V.
Dabei ist V 1 eindimensional und Vy [-dimensional. Der Heckeoperator

VOl(F1(wk+m+l))q?a
Titma1 wirkt auf dem unzerlegbaren Modul Vi nilpotent.
Fiir den Fall, wo p1 und po beide unverzweigt sind, verweisen wir auf Abschnitt 4.2, siehe
auch das Ende des vorigen Abschnitts.

4.5 TUbersicht iiber die Ergebnisse dieses Kapitels

Satz 4.3. Seien py und pe Charaktere von F*, sodass weder ulugl =|-| noch um;l =
|- |7 gilt. Fiir den Heckeoperator, definiert als die charakteristische Funktion von

w 0

@) (5 ) rE),

erhalten wir:

charakteristisches Polynom des Heckeoperators und Skizze sei-

ner Wirkung auf der Basis { fo, ..., fi}

o, o2 (2= Vou(Ty(=") g () (= VoI (T4 (=) 4 ua(e2) ) 2!~
unverzweigt N\ Y\
V\ AN
~h ok DR U
[ unverzweigt, (w — Vol (T (whtm ) q%m(w)) !
Lo verzwergt L L
Qo fi X e /\f -1 Ji
H1 verzweigt, <x — Vol (T'y (wh+mt)) q%ul(w)> 7!
Lo unverzweigt o VY
V"\ /\ LT
fo K - [
U1, po verzweigt xl“k/_\\ o~ S~
Jo N1 A e Jie1 Ji

Betrachte den Heckeoperator, definiert als die charakteristische Funktion von

n@) (o o )Tl

dann gilt:
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charakteristisches Polynom des Heckeoperators und Skizze sei-
ner Wirkung auf der Basis {fo, ..., fi}

i1, 12 (z — Vol (To(=)) q%ul(W)) <56 — Vol (To(=")) Q%M(W)) al!
unverzweigt (\ o
~ fo fi e Ji—1 fp
w1 unverzweigt, (ac — Vol (T'y (wh ™)) q%ul(w)) !
Lo verzweigt o
/\ PN
S i h
w1 verzweigt, (ZL‘ — Vol (T'y (w"T™H)) qi@(m)) !
2 unverzweigt o~
/\ PN
fo A R o
; +1
U1, o verzweigt x +/\ ~ P T
Jo fi fi-1 i
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5 Charakteristische Polynome von Heckeoperatoren auf in-
varianten Teilraumen der Steinberg Darstellungen

5.1 Adaption der Ergebnisse des letzten Kapitels an die Steinberg Dar-
stellungen

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, die Ergebnisse des letzten Kapitels fiir Darstel-
lungen in der Hauptserie nun auch fiir Steinberg Darstellungen zu formulieren und zu
beweisen. In anderen Worten, wir méchten das charakteristische Polynom der linearen
Abbildung auf VI1E*) efiniert durch einen Heckeoperator berechnen, wobei V' eine
Steinberg Darstellung ist.

Im Beweis von Satz 3.3 war es, nachdem wir den Satz zuerst fiir Darstellungen in der
Hauptserie bewiesen hatten, recht einfach die Aussagen auch fiir Steinberg Darstellungen
zu erhalten. Ahnlich niitzlich wird uns das vorige Kapitel, das sich mit Heckeoperatoren
fiir Darstellungen in der Hauptserie beschéftigte, sein, wenn wir die analoge Situation
fiir Steinberg Darstellungen betrachten.

Seien i1, p1p und p Charaktere von F* mit puqp; | = ,uH_% und pg = ,uH% Im
Beweis von Satz 3.3 hatten wir die Realisierung der speziellen Darstellung als invarian-
ten irreduziblen Unterraum der Kodimension eins von %(ug, 1) verwendet. Wie frither
schon bemerkt, ist dieser isomorph zu der Quotientendarstellung (1, pu2)/{(det(-))),
mit der wir hier arbeiten werden. Im folgenden bezeichnen wir % (ui, p2) mit W und
PB(p2, p1) mit V.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass u verzweigt ist. Die Abbildungen fy,..., f;, die
wir in (42) definiert haben, bilden eine Basis von er(wzHl), wie wir in Korollar 3.6
bemerkt haben. Nun sind wir aber an einer Basis des Raumes (W/{u(det(-)))) (=)
interessiert. Dass die Bilder

fo=fo+{udet(), ..., = fi+ (u(det("))

in der Quotientendarstellung immer noch invariant unter I'y (cw?**!) sind, ist klar. Wir
wissen auch schon aus Satz 3.3, dass der Teilraum der Quotientendarstellung der unter

I'; (w?$*!) invarianten Dimension [ 4 1 hat. Somit geniigt es zu zeigen, dass die fo, ..., f;
w2k+l)

=7

linear unabhingig sind um zu wissen, dass sie eine Basis von (W/(u(det(-))))F(
bilden. Die Eigenschaft linear unabhéngig zu sein, das heifst fiir Ag,..., \; € C gilt

Nofo+ (u(det()) + ... + My + (u(det(-))) = (u(det(-))) = Ao =...= N =0
ist dquivalent zu
(Xofo+ .- Aufi) € (u(det(-)) = Ao=...=X=0. (50)

Wenn die obige Linearkombination der fo, ..., f; in (u(det(:))) liegt, kann sie nur das
Nullelement sein, denn die Linearkombination ist invariant unter I'; (cw?**!) und p(det(-))
nicht, da wir p als verzweigt vorausgesetzt haben. Die Behauptung folgt nun aus der Li-
nearunabhéngigkeit der fo,..., f; in W.
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Jetzt, wo wir uns versichert haben, dass die fo, . . ., f; eine Basis von (W/(u(det(-))>)r1(w2k+l)
bilden, kénnen wir die Uberlegungen aus Abschnitt 4.3 und Abschnitt 4.4 direkt iiber-
nehmen. Betrachten wir zuerst den Heckeoperator, den wir in Abschnitt 4.3 untersucht
haben, also die charakteristische Funktion von I'y ((w?**))( 5 7 )T'1((ww?*)). Die Ma-

trixdarstellung der durch diesen Operator auf (W/ ((det(-)))T1E* ) definierten linea-
ren Abbildung sieht beziiglich der Basis { fo, ..., fi} so aus:

0 g2za O 0
0 q%a 0
: 0o . T
Vol (T (=) o gha 0
0 q%a 0
: 0 q%a
0 ... 0

Dabei sei wieder a := p1(w) und b := ug(w). Die dazugehorige Jordansche Normalform
besteht aus einem einzigen Jordan-Block zum Eigenwert 0, vergleiche (47).

In Abschnitt 4.4 hatten wir die charakteristische Funktion von I'y ((?* ™)) (1§ 2 )T1((w?*))
als Heckeoperator behandelt. Fiir diesen schaut die dazugehorige Matrixdarstellung hier
folgendermafien aus:

Vol (rl(w%“ )) L0

0
Thre Jordansche Normalform besteht wieder aus einem einzigen Jordan-Block zum Ei-

genwert 0.
Unabhingig davon, ob wir die charakteristische Funktion von

Li((@) (7 7 )Ta((@*H)

oder von
(@) (6 2 )T(@*)

als Heckeoperator Topy; betrachten, erhalten wir fir p verzweigt das charakteristisches
Polynom

plz) =z
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Auf dem unzerlegbaren C[Topp)—Modul (W/{u(det(-)N1 @) wirkt Tonyy als nilpo-
tente lineare Abbildung.

Sei nun p unverzweigt. Im folgenden macht es keinen grofsen Unterschied, ob wir die
Elemente in (W/(u(det(-)))) betrachten, die invariant unter I';( ) sind, oder die, die in-
variant unter I'og( ) sind, da der zentrale Charakter trivial ist, vergleiche Bemerkung 3.5.
Wieder suchen wir zunéichst eine Basis des Raumes (W/(u(det(-))))0(="). Aus dem
Beweis von Satz 3.3 wissen wir, dass dieser Dimension ! hat, wihrend W7T o= |41
dimensional ist. Die Elemente fy, ..., f; aus (34) bilden eine Basis von Wro(wl), wie wir
in Korollar 3.6 bemerkt haben. Hier vereinfachen sie zu:

(6 0)) = ntaonn (51)

wobei wie frither ( § ¥ ) € B(F),k € GL(2,0x), 0 < i < [l und A; die charak-

c

teristische Funktion von B(O}‘)( o )Fo((wl)) C GL(2,0F). Wie im verzweigten
Fall ist klar, dass die Bilder dieser Abbildungen, also fo = fo + (u(det(-))),...,fi =
£+ (u(det(4)), in (W/{u(det(-))))0=") liegen. Aukerdem bildet jede l-elementige Teil-
menge von { fo, ..., fi} schon eine Basis dieses Raumes, da sie die Bedingung (50) erfiillt,
also linear unabhéngig ist. Das sieht man leicht daraus, dass die f; disjunkten Trager

haben und

fo+ ... fi = p(det(-))
gilt (vergleiche (51)).
Nun sind wir so weit, dass wir die Matrixdarstellungen, die wir in Abschnitt 4.1 und in
Abschnitt 4.2 fiir unverzweigte Darstellungen in der Hauptserie erhalten haben, an die
Steinberg Darstellung anpassen kénnen. Fiir den Heckeoperator definiert als die charakte-
ristische Funktion von To((w'))( 5§ )To((w')) ist es giinstig die Matrixdarstellung auf

(W/{u(det(-))))To") beziiglich der Basis { fo, . . ., fi_1} zu berechnen. Diese hat folgende
Form:

q%b (q—l)q_%a 0o ... ... 0

0 0 gza 0 :
: : 0 q%a 0o ...

Vol (To(=") ) g fiir > 1

1

qz2a 0

0 q%a

0 0

und )
Vol (T'g((w))) g2b  im Fall [ = 1.

Anschaulich wirkt der Heckeoperator auf der Basis {fo, ..., fi_1} so:

LN VS _ LTS
C_o fi f /\fZ—Q fi-1 - (52)

64



1

Jetzt méchten wir wie in Abschnitt 4.2 die charakteristische Funktion von To((w!))( 5 2 )To((=!))

als Heckeoperator betrachten. Beziiglich der Basis {f1,. .., fi} von (W/{(u(det(-))))To(=")
hat dieser Heckeoperator folgende Matrixdarstellung:

0 0
q%b 0
0 ¢2b 0
Vol (Fg(wl)> b0 . fiir [ > 1.
. FI. . .
: 0 ¢b 0 0
0 0 (q—1)gb qzb

Auf dem eindimensionalen Raum (W/ (ﬂ(det(-)»)ro(wl) wirkt er durch den Skalar Vol (T (z)) q%b.
Wir erhalten folgendes Bild:

RRTY L T T N

Durch Umnummerieren der Basis kénnten wir das gleiche Ergebnis wie in (52) erhalten.
Die Jordanschen Normalformen der durch die zwei betrachteten Heckeoperatoren defi-
nierten linearen Abbildungen stimmen {iberein, wir erhalten in beiden Féllen:

Vol (To(w)) q2b

oder von
n@) (o )

als Heckeoperator I, betrachten, erhalten wir fiir u unverzweigt das charakteristische Po-
lynom:
1
p(z) = (z — Vol (Fo(wl)> q2 po(w )zt L.

Der C[T;)— Modul (W/{pu(det(-))))0=") lisst sich als direkte Summe zweier unzerlegbarer
Moduln schreiben:

(W (et = Vi by ® Vo
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Als C— Vektorraum ist V. 1 ein- und Vo | — 1-dimensional. Auf Vo wirkt 7;

Vol(To(="))q2b

nilpotent.

5.2 Ubersicht iiber die Ergebnisse des vorigen Abschnitts
und

NI

Satz 5.1. Seien p1, po und p Charaktere von F* mit pipy ' = |- |71, p1 = pl - |~
fo = ] - |% Fiir den Heckeoperator, definiert als die charakteristische Funktion von

@) (5 ) rE),

erhalten wir:

charakteristisches Polynom des Heckeoperators und Skizze sei-
ner Wirkung auf einer Basis

[ unverzweigt (z — Vol (To(w")) qéug(w))avl*1

./-\ VS _ LTS
> fo h /\fl—2 fi-1
L verzweigt !
_ S N
A T

Betrachte den Heckeoperator, definiert als die charakteristische Funktion von

n@) (o o )T,

dann gilt:

charakteristisches Polynom des Heckeoperators und Skizze sei-
ner Wirkung auf einer Basis

W unverzweigt (z — Vol (To(=")) q%ug(w))xl_l

PN
i I TN /NJEH/‘\ {D
W verzweigt !
I P N
N\
fo hi fi-1 1
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