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Abstract

Die Wellengleichung ist der Prototyp einer linearen partiellen Differentialgleichung zwei-
ten Grades der hyperbolischen Klasse. Sie spielt bei vielen Modellierungen eine wichti-
ge Rolle, da mit ihr die Ausbreitung von Wellen und Schwingungen beschrieben wer-
den kann. Die Kernfrage der vorliegenden Diplomarbeit ist, welche Form Losungen der
Wellengleichung haben und welche Eigenschaften sich daraus ableiten lassen. Losungen
der Gleichung sind stetig differenzierbare Funktionen, die grundsétzlich von mindestens
zwei Variablen, dem Ort und der Zeit abhingen. Wird die Ortsvariable nur in einer
Raumrichtung betrachtet, spricht man von der eindimensionalen Wellengleichung. Fiir
diese Situation werden zwei Losungsansétze vorgestellt, der Separationsansatz und die
Losungsformel von d’Alembert. Ersterer ist gut geeignet, um die partielle Differential-
gleichung bei vorgegebenen Randbedingungen zu losen, wohingegen beim Anfangswert-
problem die Losungsformel ihre Stédrken hat. Die Losungen fiir den hoherdimensionalen
Fall unterscheiden zwischen gerader und ungerader Raumdimension. Hier liegt der Fo-
kus der Arbeit auf den noch anschaulichen zwei und drei Raumdimensionen. In diesem
Zusammenhang finden die Poissonsche Formel und die Kirchhoffsche Formel Erwéhnung
und darauf aufbauend wird kurz das Huygenssche Prinzip diskutiert.



Abstract

The wave equation is a second-order linear partial differential equation. It is moreover of
hyperbolic type, which has an effect on some solution strategies. As the name says, the
equation describes propagating waves and oscillations. Therefore it is very important in
many modelling processes. This diploma thesis deals with the question how solutions of
the wave equation look like and which properties they have. In general the solutions are
continuously differentiable functions in two independent variables. One of them represents
time, the other is space. The dimension of the space variable defines the dimension of
the wave equation. In case we have a one-dimensional space we can solve the equation
by separation of the two variables or with the d’Alembert’s formula. Both methods have
different benefits in solving boundary-problems and initial value problems of the partial
differential equation. While the first part of this thesis is about the one-dimensional
problem, the second part discusses solutions for higher dimensions. Especially the wave
equation in two and three dimensions will be focused on. The Poisson’s formula and
the Kirchhoff’s formula represent a solution for this. Also the consequential Huygens’
principle is a subject of discussion.
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1 Einleitung

Die Wellengleichung ist eine partielle Differentialgleichung. Mit ihr kénnen einfache For-
men von Schwingungen und Wellen modelliert werden. Sei U C R". Fiir eine unbekannte
Funktion w : U x [0, +00) = R, u = u(x,t) mit x = (1, ...z,) lautet die Gleichung

Pu (82u 0%u

In Anlehnung an die Probleme, die mit der Wellengleichung modelliert werden, iden-
tifiziert man ¢ meistens als Variable der Zeit. Daher schrianken wir ¢ € [0,4o00) ein.
Grundsitzlich behalten die verschiedenen Losungen der Gleichung meist auch fiir t < 0
ihre Giiltigkeit, jedoch macht dies fiir die gestellten Probleme oft wenig Sinn. Die Va-
riable x wird auch als Ortsvariable oder Raumvariable aufgefasst. So spricht man von
der n-dimensionalen Wellengleichung und meint damit x € R", obwohl ja die Losung u
im (n + 1)-dimensionalen Raum liegt. Der Parameter ¢ kann als Ausbreitungsgeschwin-
digkeit interpretiert werden und durch geeignete Wahl von Einheiten auf ¢ = 1 gesetzt
werden. Die Gleichung erscheint dann in der folgenden Form, die in der Literatur weitaus
gebrauchlicher ist:

*u = %

L i

Hier ist leicht zu erkennen, dass ([1.2)) eine homogene Differentialgleichung ist. Die inho-
mogene Wellengleichung, die in unseren Betrachtungen eine untergeordnete Rolle spielen
wird, lautet

—0. (1.2)

0%u " 0%

o 2 =) (13)
=1 ?

fiir eine vorgegebene Funktion f : U x [0,4+00) — R.

Die auftretenden partiellen Ableitungen sind alle zweiten Grades. Daher ist eine
Gleichung zweiter Ordnung. Zudem ist die Gleichung linear. Das heiflt, dass alle auftre-
tenden Ableitungen keine Koeffizienten, die von der unbekannten Funktion v abhéingen,
haben. Viele fiir Modellierungsprobleme wichtige Differenzialgleichungen haben diese Ei-
genschaften, sind also von zweiter Ordnung, homogen und linear. Sie konnen in ihrer
allgemeinsten Form mit

ia--() Ou +zm:b-()au+c()—0 = ( )eV CR™

= 19 y aylayj - iy ayz Yy =4, Y= W1, .-Yn =~
angegeben werden. Um systematische Losungen fiir Gleichungen dieser Art zu finden,
gibt es noch eine weitere Unterscheidungsmoglichkeit. Diese Klassifikation ist mehr oder
weniger willkiirlich und nicht vollstéandig, bringt aber den Vorteil, Losungskonzepte fiir

einen bestimmten Typus von Gleichung parat zu haben. Wir definieren die Matrix

Aly) = (az’j<Y))'

Ist A(y) fur alle y € V positiv oder negativ definit (alle Eigenwerte sind entweder positiv
oder negativ), so nennt man die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung ellip-
tisch. Die Gleichung heit parabolisch, wenn A(y) semidefinit (zumindest ein Eigenwert
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verschwindet, die anderen Eigenwerte sind entweder alle positiv oder alle negativ) ist.
Schlussendlich ist die Gleichung vom hyperbolischen Typ, wenn A(y) indefinit (es gibt
positive und negative Eigenwerte) ist. (vgl. [2] S.185f) Folgt man dieser Einteilung kann
man aus der Koeffizientenmatrix der Wellengleichung

1 0 ... O
0 —c* .
Aly) =1 . Vy € U x [0, 400)
N ¢
0 ... 0 ¢

erkennen, dass (|1.1) vom hyperbolischen Typ ist. Die Matrix ist eine Diagonalmatrix, da
keine gemischten Ableitungen auftreten. Die Wellengleichung ist somit eine der einfachs-
ten Gleichungen in der hyperbolischen Klasse. Eine Untersuchung von ist daher
lohnenswert und viele Eigenschaften, welche zum Vorschein treten, kénnen auf kompli-
ziertere hyperbolische Gleichungen iibertragen werden.

Es stellt sich nun die Frage, welche Form die unbekannte Funktion u haben muss, damit
sie (({1.1)) erfiillt und somit eine Losung der Wellengleichung ist. Zudem wollen wir wissen,
wie eine solche Losung u beschaffen ist, insbesondere welche Eigenschaften sie unter
fortschreitender Zeit hat.

Natiirlich gibt es eine Fiille an Literatur, die sich diesem Problem schon angenommen
hat und eine Spektrum an Losungskonzepten anbietet. Die vorliegend Arbeit soll daher
in gewisser Maflen eine Zusammenfassung dieser Konzepte sein und einen Sichtweise auf
die Wellengleichung aus verschiedenen Blickwinkeln bieten. Nichtsdestotrotz werden die
vorgestellten Ansétze moglichst detailliert wiedergegeben und ergénzt, sodass die Materie
(hoffentlich) leicht versténdlich ist.
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2 Eindimensionale Wellengleichung

In diesem Kapitel beschréanken wir uns vorerst darauf, die Ortsvariable z in einer Dimen-
sion zu betrachten. Sei U C R offen und u : U X [0, +00), u = u(z,t). Die Gleichung, die
es zu losen gilt, lautet

Pu 0%

o2~ a2
Zur Notation gibt es noch anzumerken, dass die partielle Ableitung einer Funktion f nach
einer Variable z je nach Ubersichtlichkeit der Darstellung als % oder als f, geschrieben
wird.

0<ceR. (2.1)

2.1 Modellierungsbeispiele

Um die Relevanz von ([2.1)) zu untermauern, sollen im Folgenden zwei physikalische Bei-
spiele diskutiert werden, die auf die Wellengleichung fiihren.

2.1.1 Schallwellen

Schallwellen sind rdumliche Druckunterschiede, die sich in Abhéngigkeit von der Zeit
dandern. Eine Quelle von Schallwellen sind Musikinstrumente. Viele davon erzeugen ihren
Ton dadurch, dass Luft auf eine Kante (Labium) geblasen wird, wodurch sich Wirbel an
dieser Kante ausbilden. Diese Wirbel verursachen Druckunterschiede in der Luftsiule im
inneren des Instrumentes. (vgl. [I3] S.16f) Der Druck p(z,t) einer Luftsdule der Lénge
L ist von dem Ort x € [0,L] fir 0 < L € R sowie der Zeit ¢t € (0,+00) abhéngig.
Druckunterschiede verursachen einen Luftstrom s(z,t). Bei Uberdruck strémt Luft an
einem bestimmten Ort x weg und umgekehrt:
s(x,t) :ag—i(:v,t), 0<acR

Falls die momentane Anderung des Luftstromes nicht konstant ist, éndert sich die Menge
der Luft und dadurch auch der Druck. Wie schnell sich der Druck &ndert (das heifit
die zweite Ableitung des Druckes nach der Zeit), hingt damit zusammen, wie sich der
Luftstrom an einem Ort #ndert. Dort wo die Anderung %(m,t)des Luftstroms s grofier
ist, fallt der Druck p schneller ab:

0%p Js o ( 9Op

Fasst man beide Proportionalitdtskonstanten mit ¢ := v/ab zusammen, erhélt man die
Wellengleichung wie in ([2.1):

0%p 0*p
ﬁ(x,t) :Czﬁ(.ﬁ,t) (22)

Fiir ein an beiden Enden offenes Instrument der Léange L, bei dem die Luft an beiden
Seiten abstromen kann, gelten die Randbedingungen:

p(0,t) =0 und  p(L,t)=0 V¥Vt >0. (2.3)
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Ist das Instrument auf einer Seite verschlossen, kann hier keine Luft mehr stromen und
es gelten die Randbedingungen

p(0,t) =0 und g—p(L,t) =0 Vt>0. (2.4)
x

2.1.2 Schwingende Saite

Ein weiteres Beispiel, das ebenfalls aus dem Bereich der Musik stammt, ist die schwin-
gende Saite (vgl. [12] S.218). Eine schwingende Saite kann dadurch beschrieben werden,
dass fiir jeden Ort zu jedem Zeitpunkt die Auslenkung a(z,t) angegeben wird. Die Kraft
F auf die Saite an einer Stelle x wirkt immer entlang der Saite in Richtung der Enden
der Saite, wo diese eingespannt ist.

a(x,t)

Fr Fr

—y B
L 1

Abbildung 1: Kraftwirkung auf ein kleines Saitenstiick

Diese Kraft kann, wie in Abbildung [1| dargestellt, in eine longitudinale Komponente (in
x-Richtung) mit Fj, = |F| cos ¢ und eine transversale Komponente (in Richtung der Aus-
lenkung a(z,t)) mit Fr = |F|sin ¢ aufgespaltet werden. Zudem gilt in dem betrachteten
kleinen Teilstiick der Saite, dass tanp = “(HAZ’—W . Da die auftretenden Winkel ¢
sehr klein sind, gilt die Naherung cos ¢ ~ 1 und sin ¢ ~ tan ¢ ~ . Somit ergibt sich fiir

die nach rechts wirkende Kraft

a(x + Az, t) — a(zx,t)
Az

Fp =~ |F| und Fr =~ |F|-

und fiir die nach links gerichtete Kraft

(x — Az, t) — a(z,t)

FL~—|F| wd Fr~|F|-2 o

In Summe heben sich die longitudinalen Krifte auf und die transversalen Krifte ergeben

zusammen
a(x + Az, t) + a(z — Az, t) — 2a(x, t)

Ax
Das Saitenstiick der Linge Ax hat eine Masse von pAAx, wobei A die Querschnittsfliche
und p die Dichte ist. Die Beschleunigung die darauf ausgeiibt wird, ist:

|F|

Pa(x,t) |F| alz + A, t) + a(z — Az, t) — 2a(z,t)

ot? pA ArAx
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Fiir den Grenzwert mit Az — 0 erhdlt man mit der Definition der zweiten Ableitung
iiber den Differenzenquotient

0?a Qa(z,t) |F| 0?a Fai.
02 pA 022

Fasst man die Materialkonstanten und die Spannung der Saite zu einer Konstante zu-

sammen ¢ := +/|F|/pA, erhilt man die bekannte Wellengleichung wie in (2.1)) oder (2.2):

d%a 82a

) —(z,t) = e 5 (@,1) (2.5)

Die Randbedingungen ergeben sich dadurch, dass die Saite links und rechts eingespannt
ist:
a(0,t) =0 und a(L,t) =0 vVt >0 (2.6)

2.2 Separationsansatz

Eine Moglichkeit, eine Losung fiir die Wellengleichung auf [0, L] x (0,4+00) mit
der Randbedingung beziehungsweise aus den Beispielen zu erhalten, ist der
Separationsansatz (vgl. [3] S.168 und [12] S.219f). Insbesondere bei vorgegebenen Rand-
bedingungen ist dieser Ansatz sehr anschaulich. Er beruht darauf, dass eine Losung der
Gestalt

u(z,t) = v(t)w(x) mit v € C?0, +00),w € C?[0, L].

gesucht wird. Setzt man den Separationsansatz in die Wellengleichung ein, fiihrt das an
den Punkten, bei denen v(t) # 0 und w(z) # gilt, zu

lvll(t) _ w//(a:,)
¢ v(t) w(x)

In den Féllen v = 0 oder w = 0 ergibt sich die triviale Lésung v = 0 und fiir v(t) = 0
und w(z) = 0 ist die Losung ebenfalls u(z,t) = 0.
Da die linke Seite der Gleichung unabhéngig von x und die rechte Seite der Gleichung
unabhéngig von t ist, gilt, dass beide Seiten unabhéngig von x und ¢ seien miissen; das
heifit sie miissen konstant seien. Wir kénnen daher eine Konstante A € R wéahlen, fiir die
gilt:
Lo"(t)  w'(z)
o) wr)

Aus dieser Gleichung ergeben sich zwei gewthnliche Differentialgleichungen:

=X V(t,z) € (0,400) x [0, L]. (2.7)

V' (t) = () (2.8)

und

w"(z) = Mw(x). (2.9)
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (12.9) lautet

W(z) = eV + fe Ve, z € [0, L].

13



Fiir A > 0 folgt, in die Losung eingesetzt, mit den Randbedingungen w(0) = 0 und
w(L) =0, dass a = f = 0 und somit u = 0. Diese triviale Losung schliefen wir aber aus.
Somit bleibt nur noch die Méglichkeit A < 0. Hier gilt VA € iR = {z € C: x = +ir,r €
R} und somit fiir die Losung:

w(r) = aRe(e"™) + BIm(e"™) = acos(rz) + Bsin(rz),
beziehungsweise durch einsetzen von r = /—\ € R:
w(x) = acos(vV—Ax) + Bsin(vV—Az).

Die Randbedingung w(0) = 0 erzwingt o = 0, wodurch sich durch die Randbedingung
w(L) = 0 = Bsin(v/—AL) ergibt. Die Voraussetzung 3 # 0 kann nur erfiillt sein, wenn
sin(v/—AL) = 0. Der Sinus nimmt seine Nullstellen bei Vielfachen von 7 an, somit gilt
V—=AL = nm < /=X = nr/L. Die einzigen nicht trivialen Losungen fiir sind also:

wy(x) = Psin (%Tx) : g #0,neZ\{0}. (2.10)

Da die Konstante A\ negativ ist, ist die Losung der Differentialgleichung ([2.8) von der

Form:
v(t) = acos(v/—Aet) + bsin(v/—Act),

woraus sich fiir A = ";752 folgende Gestalt ergibt:
va(t) = ap cos <%t> + b, sin (”;_j t> n e Z\ {0}, (2.11)

Die Teillosungen ([2.10) und (2.11)) fiihren laut Separationsansatz zur Gesamtlosung:

Un(z,t) = v, (t)wy(x),

beziehungsweise eingesetzt:

up(z,t) = [an cos (nzc ) + b, sin <?t>} sin (%x) , neZ\{0}. (2.12)

Fiir die Randbedingung (|2.4) ergibt sich v/ —\ = 2”+17r wobei n € Z. Somit lautet die
Losung der Wellengleichung

2n+1 . 2n +1 . 2n +1
Up(z,t) = [an Cos ( 5T 7rct> + b, sin ( 5T 7rct>} sin ( 5T 7T£L‘) (2.13)

2.2.1 Superpositionsprinzip

Der Separationsansatz produziert als Losung eine Funktionenschar. Durch den Parameter
n € Z\ {0} sind beliebig viele Funktionen u,, moglich, die alle die Wellengleichung 16sen.
Diese konnen durch das Superpositionsprinzip zusammengefasst werden.

Satz 2.1. Seien w; firi=1,2,....,m mit m € N Liosungen der Wellengleichung (1.2) so
sind auch alle Linearkombinationen davon Lésungen. Das heifst

t) = Z a;u;(z,t) a; €R
=1
erfillt ebenfalls ((1.2)).
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Beweis: Durch einfaches Einsetzen von u in (1.2)) zeigt man durch die Linearitat der

Wellengleichung;:
Pu  *u
o2 dx2

_ " (92ul
-2 e o

Die Vertauschung von partieller Ableitung und Summe ist gerechtfertigt, da die Ableitung
und somit auch die zweite Ableitung linear ist (vgl. [5] §15 Satz 2). O

Da auch alle Linarkombinationen von (2.12) und ([2.13)) aufgrund des Superpositionsprin-
zipes Losungen der Wellengleichung sind, lautet eine Gesamtlosung, welche die Randbe-

dingungen erfiillt
[an cos <nzc ) + by, sin (nTmtﬂ sin (%x) . (2.14)

= i Qg (z,t) =
n=1

Dabei wird der Vorfaktor «,, in die Koeffizienten a,, und b, integriert. Unter geeigne-
ten Konvergenzbedingungen kann die Reihe auch auf unendliche Linearkombinationen
erweitert werden. Somit erfiillt

m

82ui

s "2 %
i=1

|
2%
||M3
Q;‘Qj
||M3
||M3

NE

n=1

o0
= Z aptn(x,t)
n=1

auch Gleichung (2.1]) falls die Reihe konvergiert und mindestens zweimal stetig differen-
ziert werden kann.

2.2.2 Fourierreihen

Um die Koeffizienten a,, und b,, aus besser bestimmten zu kénnen, wollen wir hier
kurz wenige Bemerkungen zu Fourierreihen anfithren. Dabei beschrinken wir uns auf
das Notigste. Einen weiterfithrenden Einblick in die Thematik der Fourierreihen bietet
beispielsweise [5] §23.

Definition 2.1. Die Fourierreihe einer stiickweise stetigen Funktion F : [0,7] — R lautet

A > o o
0y ZA coS (nTt> + B,, sin (nTt)

Dabei sind die Fourierkoeffizienten von F' durch

T
2 2
A, = T / F(t) cos (n%t) dt fir n e N,

= —/ ) sin (n—t) dt firn e N

gegeben. Die Funktion wird uber das Intervall [0, 7] durch die Reihe periodisch mit einer
Periodenlédnge von T iiber ganz R fortgesetzt.

15



Satz 2.2. Sei F' : R — R eine periodische Funktion mit der Periodenlinge T und
integrierbar auf beschrankten Intervallen:

1. Wenn F eine gerade Funktion ist, das heifit F'(—x) = F(x) fir alle z, dann hat die
Fourierreihe von F die Gestalt 42 + 37 | A, cos (nt).

2. Wenn F eine ungerade Funktion ist, das heifit F(—x) = —F(x) fir alle x, dann
hat die Fourierreihe von F' die Gestalt " | B, sin n%”t)

Beweis: Um den ersten Fall zu zeigen, miissen die Koeffizienten B,, verschwinden. Dazu
verwenden wir, dass das Produkt aus einer geraden und einer ungeraden Funktion wie-
der eine ungerade Funktion ist. Ist F' gerade, ist der Integrand ¢(t) := F(t)sin (n25t)
ungerade. Man rechnet dann fiir die Koeffizienten B,,:

B, - %/Tgp(t)dt:% /Tgo(t)dt+/T<,o(t)dt :% /Ogo(—t)dt+/T<,0(t)dt
U o [oma] = & ot - st —o
T T

Fiir den Fall F' ist eine ungerade Funktion verlauft der Beweis analog. Es zeigt sich dabei,
dass der Integrand F'(t) cos (n%“t) ungerade ist und damit das Integral {iber dem Intervall
[—T,T] verschwindet und somit auch die Koeffizienten A,,. O

Mit den notigen Hilfsmitteln aus dem Themenbereich der Fourierreihen ausgestattet,
kénnen wir weitere Bedingungen fiir die Losung der Wellengleichung untersuchen.

2.2.3 Anfangsbedingungen

Die Gesamtlosung enthélt immer noch die beliebigen Koeffizienten a,,b, € R,
die bei den zeitabhéngigen Termen stehen. Fiir eine explizite Losung werden daher noch
weitere Bedingungen benotigt. In der Wellengleichung tritt in x-Richtung eine Ableitung
zweiter Ordnung auf. Daraus ergibt sich die Notwendigkeit von zwei Randbedingungen
(2-3), die zwei bestimmten Orten z1,z2 € U C R einen fixen Wert u(zy,t) bzw. u(za, 1)
fiir alle ¢ zuordnen. Alternativ kann wie bei anstelle eines Funktionswertes der Wert
von %(mQ,t) angegeben werden. Analog verfahren wir in t-Richtung. Fiir einen fixen
Zeitpunkt to werden Werte von u(z, to) und %(z, to) vorgelegt. Dies sind im allgemeinen
Funktionen die von x abhéngig sind. Der Einfachheit halber wahlen wir ¢y = 0.

Zusammenfassend konnen die Bedingungen formuliert werden:
ou
u(z,0) = f(z) und E(:L’,O) = g(x), z €[0,L] CR. (2.15)
Dabei sind f, g : [0, L] — R beliebige stiickweise stetige Funktionen. In Anlehnung an die
Beispiele in Abschnitt kann f als Anfangsauslenkung der Saite bzw. der anfinglichen
Druckverteilung und ¢ als Anfangsgeschwindigkeit bzw. anféngliche Verteilung des Luft-
stromes interpretiert werden.
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Satz 2.3. (vgl. [11] S.902f) Die Koeffizienten a,, und b, der Gesamtlosung (2.14) sind
(bis auf einen Vorfaktor) die Fourierkoeffizienten der Anfangsbedingungen f bzw. g, also
bestimmt durch:

f(z)sin z )dx

hlw
D\h

Beweis: Wir setzen die Funktionen f und ¢ in die Losung ([2.14)) ein und substituieren
mit L = 5

f(z) = u(z,0) = zm: a, sin (%x) = zm: ay, sin (%x) fir m € N.
1

n=1 n=

Ebenso ergibt sich nach Differentation nach ¢:

ou " nmc | . 2nm .
g(x) = T —(z,0) = ;bnT sin ( > Zb U7 in ( Jc) fiir m € N.

Damit die Reihendarstellungen von f und ¢g den Fourierreihen der Funktionen nach Defi-
nition entsprechen, miissen f und g periodisch mit einer Periodenldnge T" = 2L sein.
Da alle Partialsummen der Reihe nur den Sinus enthalten, miissen die Funktionen laut
Satz auch ungerade sein. Wir setzten dazu f und g auf dem Intervall [—L, L] mit
f(=x) = —f(x) und g(—z) = —g(x) fort. Die Koeffizienten kénnen nun nach Definiti-
on berechnet werden, b, muss dabei aber mit dem Faktor % skaliert werden. ]

2.3 Allgemeine klassische Losung

In Abschnitt haben wir z in einem beschrankten Intervall [0, L] C R angenommen.
In diesem Abschnitt wird wieder die Gleichung betrachtet, jedoch wollen wir z € R
annehmen. Dadurch kénnen keine Randbedingungen angegeben werden, die im gerade
vorgestellten Separationsansatz essentiell fiir die Herleitung einer expliziten Losungen
sind. Wir miissen einen anderen Weg finden, um diese allgemeinere Losung der Wellen-
gleichung zu finden.

2.3.1 Transportgleichung

Der Losungsansatz fiir die Wellengleichung greift auf die Losung einer anderen partiellen
Differentialgleichung zuriick. Wir wollen daher vorerst diese diskutieren und eine Losung
herleiten. Nichtsdestotrotz konnen hier schon tiefer gehende Erkenntnisse iiber die Losung
der Wellengleichung gewonnen werden.

Sei v : R? — R, so nennt man

ou N ou
Cla_:L‘ Co—

ot

die homogene Transportgleichung. Sie ist eine der einfachsten partiellen Differentialglei-
chungen.

= iUy + coup = 0 fir ¢1,c0 € R\ {0} (2.16)

17



Lemma 2.4. Fiir eine belicbige Funktion f : R — R und f € C!, lost die Funktion
u:R* — R mit
u(z,t) = f(eaxr — ) (2.17)

die Gleichung ([2.16]).
Beweis: Der Beweis orientiert sich stark an [I5] S.8. Es werden die Variablen gemé8
T =11+ ot t = conr — eyt

transformiert und wir schreiben u(z,t) = 4(Z(z,t), t(x,t)). Die Ableitungen dieser Funk-
tion u konnen mit Hilfe der Kettenregel berechnet werden:

Qu(x,t)  0udi N dudt  ou(z,t) ou(,t)
or  0ior  oior ' o7 P
Qu(z,t)  du ot N dudz  odu(z,t)  du(z,t)
ot otor o0ror ¥ ox @ '

Wir konnen somit schreiben:

@—f‘ @— @4_ @ + @_ @ —(2_|_ 2)@
Clax Co ot =C | 7 Co—= Cy C2a;f C1 af =G Cy $.

Da aber laut Voraussetzung c¢i,c; # 0 und somit auch ¢ + ¢ # 0, ist Gleichung (2.16)
dquivalent zu %
abhéngig ist und mindestens einmal differenzierbar ist, das heifit f(t) = f(cox —c1t). O

= 0. Die Losung davon ist eine beliebige Funktion, die von z un-

Die Losung fiir die Transportgleichung ldsst sich gut veranschaulichen. Der Ausdruck
cox — it = & fiir £ € R ist eine Gerade in der (z,t)-Ebene. Die Losung hat auf dieser
Geraden einen konstanten Wert f(£). Somit hat die Losung im (x, ¢, u)-Raum die Gestalt
einer Fliche, ,,die wie ein Stiick Wellblech aus parallelen horizontalen Geraden aufgebaut

ist.«([I5] S.7)

Lo
Abbildung 2: Charakteristik der Transportgleichung

Die Geraden der Form cox—cit = € nennt man Charakteristiken der Differentialgleichung.
Bildet man einen Vektor v, der parallel ist zu den Geraden, die einen Normalvektor
(ca, —c1) haben, hat dieser die Koordinaten v = (cy, ¢2) beziechungsweise ein Vielfaches
davon. Die Richtungsableitung von u entlang dieses Vektors ist durch Gleichung
gegeben. Sie soll immer Null sein. Daher ist v entlang der Charakteristiken konstant. Der
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Wert von u an einem beliebigen Punkt (z,¢) hdangt nur vom Wert f(£) mit £ = cox — ¢4t
ab. Bei einer vorgegeben Anfangsbedingung

u(z,0) = f(z)

kann u(z,t) auf einer Charakteristik durch einen einzelnen Punkt (z9,0) = (é, 0), dem
Schnittpunkt der Charakteristik durch (z,t) und der z-Achse, bestimmt werden. Umge-
kehrt beeinflusst ein Anfangswert an der Stelle 2y die Werte der Losung u(x,t) nur an den
Punkten auf der Charakteristik. Bildlich dargestellt ist der Sachverhalt in Abbildung
(vegl. [9] S.5 und [15] S.7).

Die eben aus Lemma[2.4 gewonnene Erkenntnis soll noch kurz an einem konkreten Beispiel
illustriert werden. Die Anfangswerte geben wir mit der Funktion f(z) = e~ vor. Die
Losung der Transportgleichung mit ¢; = ¢o = 1 lautet

u(z,t) = e 7,

u(z,0) = f(z)

Abbildung 3: Losung der Transportgleichung bei vorgegebenem f fiir 0 < ¢; < t5.

Der Graph der Losung in Abbildung [3| zeigt eine Welle, die bei fortschreitendem ¢ nach
rechts wandert, ohne dabei ihr Aussehen zu verdndern. Der Name Transportgleichung
lasst sich auf diese Eigenschaft zuriickfithren. Die in Abbildung [3| eingezeichneten Punkte
A, B und C liegen im (z,t,u)-Raum alle auf einer Geraden. Die Projektion der Punkte
auf die (z,t)-Ebene liegt auf der charakteristischen Geraden, wie man in Abbildung
nachvollziehen kann.
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Abbildung 4: Losung der Transportgleichung im (z, ¢, u)-Raum

2.3.2 Methode von d’Alembert

Um inhaltlich auf die Wellengleichung zuriickzukommen wollen wir diese mit Hilfe eines
speziellen Differentialoperators anschreiben. Dieser ist eine Abbildung, die eine Funktion
auf eine andere Funktion abbildet und lautet in unserem Fall:

02, 0

o on?
Oftmals wird dieser in der Literatur als d’Alembert-Operator bezeichnet. Die Wellenglei-
chung ([2.1)) kann mit Hilfe des Operators daher verkiirzt geschrieben werden als:

Ou(x,t) = (@ —c w) u(z, t) = uy — Ay, = 0.

Wie bei der Faktorisierung von Polynomen der Form t* — ¢*2? = (t — cx)(t + cx), kann
der Wellenoperator ebenfalls in ein Produkt zweier partieller Differentialoperatoren erster
Ordnung aufgespalten werden. Der Grund dafiir ist, dass die Terme mit den gemischten
Ableitungen gleich sind: 8‘2—; = 3?_;:1:' Dies gilt, da der Differentialoperator auf C? Funk-
tionen angewendet wird und dadurch die Voraussetzungen fiir den des Satz von Schwarz

gegeben sind. Man kann also berechnen (vgl. [14] S.50):

A L AN A )
o2 " “otor ozt Con2 ot " oz

“o2 C o

ot cax

Hier sei kurz erwéihnt, dass diese Schreibweise nicht eine Multiplikation der Operatoren
im klassischen Sinne bedeutet, sondern, dass diese hintereinander ausgefiihrt werden.
Die Wellengleichung kann daher in folgender Form dargestellt werden:

0 = Ou(z,t) = (% . c%) (% + 06%) u(a, b). (2.18)

Satz 2.5. Seien ¢,¢ € C*(R), dann sind
w(z,t) =p(x—ct) und u(x,t) =1+ ct)
Lésungen von (2.18)).
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Beweis: Wenn der zweite Faktor in Gleichung (12.18)) verschwindet, das heifit

0 0 ou  Ou
(a + C%) u(z,t) = n + Cor = Ut + cu, =0, (2.19)

ist u eine Losung von (2.18)), da

= (4 -e2) (24l Yutan= (4 -cD)omo  em

Gleichung ([2.20)) ist genau die Transportgleichung (2.16) aus Unterabschnitt mit
c1 = cund ¢y = 1. Deren Losung aus Lemma [2.4]

u(z,t) = o(x — ct)

ist eine nach rechts wandernde Welle. Da die Faktorisierung des Wellenoperators kommu-
tativ vertauscht werden kann, erhalten wir unter diesen Bedingungen mit einer analogen
Vorgehensweise die Transportgleichung

Uy — cuy, =0,
welche aufgrund ¢; = —c und ¢y = 1 die Losung
u(x,t) = Y(x + ct)

hat. Die zweimal stetige Differenzierbarkeit von ¢ und v garantiert, dass die beiden
Funktionen Loésungen der Wellengleichung sind. [

Wie bei der Transportgleichung sind die zwei Losungen Wellen, die nach rechts und
links mit einer konstanten Geschwindigkeit ¢ > 0 wandern. Ebenfalls gelten analog die
Uberlegungen zu den Charakteristiken. So wollen wir ¢ = # — ¢t und n = z + ¢t als
charakteristische Variablen auffassen. Es gilt, dass auf diesen Geraden die Losung der
Wellengleichung einen konstanten Wert hat. Aufgrund des Superpositionsprinzipes ist die
allgemeine Losung eine Uberlagerung von Wellen, die in positive und negative z-Richtung
wandern. Das besondere daran ist, dass jede Losung diese Gestalt hat (vgl. [I4] S.51).

Satz 2.6. Fiir jede Losung u € C? der Wellengleichung [2.1]) gibt es zwei Funktionen
0, € C*(R), sodass u gegeben ist durch

u(w,t) = (&) +v(n) = p(z — ct) +Y(x + ct), (2.21)

wobei
E=x—ct und n=ux-+ct (2.22)

die charakteristischen Variablen sind.

Fiir die charakteristischen Variablen gilt offensichtlich £ = £(z,t) und n = n(z,t). Eine
Riicktransformation ergibt:

1 1
37:$(5>77):§(5+77) und tzt(f,n)ZQ—c(n—ﬁ)
Fiir t > 0 muss n > £ gelten.
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Beweis: Eine ahnliche Form des Beweises findet man unter anderem bei [2] S.306,
[9] S.40 und [14] S.52. Falls u(z,t) eine C*-Losung der Wellengleichung (2.1]) ist, dann
lasst sie sich mit den charakteristischen Variablen als

i) = utat 6o n) = u (55 ) = ute

darstellen. Nach der Kettenregel ergibt sich die Ableitung von u als:

0i _ude  Oudt _oul oul
o8 O0x0E  OtoE  ox2 Ot 2
Ou? ou?

und weiter die gemischte Ableitung aufgrund von 5 = 55—

0% 8(8u1 Gul)ax 8<3u1 0u1)8t

9coy 0z \oz2  0t2c) ap 0t \ox2  atac) oy

_(PPul  ou? 1\ 1 Pul Our1) 1
- (wa - atax%) 2" (8:0(%5 - W?) %
SRR TGN T TR
40x?  4cOtdr  4cOxdt  4c? Ot? 4c?

o

Dies ist dquivalent zu
Du:@—g@:— ¢ Gl .
ot? Ox? 0&0n
Es gilt nun, dass u(x,t) die Wellengleichung 16st, genau dann, wenn (&, n) die Differen-
tialgleichung

2~
0“1 _0
0&0n

lost. Diese kann durch Substitution mit v = ‘g—g in die Form

o (ony _ov_,
o \om) 95
iiberfithrt werden. Daraus folgt, dass v unabhéngig von £ ist und daher als Funktion von

n aufgefasst werden kann. Zudem muss gelten v € C'. Durch Integration beider Seiten
der Gleichung erhélt man:

e, ) = / o(m)dn + o(€) = p(€) + () fir () = / o)y,

Die nur von ¢ abhéngige Funktion ¢ kann als Integrationskonstante aufgefasst werden.
Werden die charakteristischen Variablen mit Hilfe der Gleichungen ausgedriickt,
erhélt man die Losung u laut Gleichung . Fiir die Losung u gilt v € C?, wenn
v, € C?, da die Summe zweier C?-Funktionen wieder eine C?-Funktion ist. Aus v € C!
folgt v € C? und somit auch ¢ € C*. O

22



Ausgehend von diesem allgemeinen Ansatz der Losung wollen wir untersuchen, wie sich
Anfangsbedingungen dhnlich denen in Kapitel auf die Losung auswirken. Konkret
wollen wir also eine Losung fiir die Wellengleichung (2.1)) mit den Anfangsbedingungen

u(z,0) = f(x) und %(x, 0) = g(z), reR (2.23)

finden. Im Unterschied zu (2.15) sind hier f,g: R — R.

Satz 2.7. ([10] S.110) Die Lésung des Anfangswertproblems

—(x,t) —c"=— =0 i R,t€|0
52 (x,t) —c o2 fir x € Rt € [0, +00), 2.2
w0 = fr)  wnd 9 (r,0) = gfa)
ist durch die d’Alembertsche Formel gegeben:
t — ct 1 x+ct
w(ayty = L@ tet) =), —/ o(s)ds (2.25)
2 2 2¢ )i

Aus Formel (2.25)) sieht man, dass f € C? und g € C! sein miissen, da nur so v € C?
garantiert ist. Das Integral iiber g ist C? und die Summer zweier C?-Funktionen ist eben
wieder eine C?-Funktion.

Beweis: Der Beweis ist auch zu finden bei [15] S.38 und [9] S.41. Setzt man in der
allgemeinen Losung (2.21]) ¢ = 0 ergibt sich:

u(@,0) = ¥(x) + ¢(x) = (). (2.26)
Durch die Kettenregel ergibt sich ebenfalls aus fiir t = 0:
ou , ,
57 (8 0) = () — e/ (z) = g(2). (2.27)

Der Ausdruck (2.26]) abgeleitet und (2.27) durch ¢ # 0 dividiert fiihrt zu:

P =@+ e md  gla) =) -~ (@)

Dies kann als Gleichungssystem fiir die Funktionen ¢ und ¢ aufgefasst werden. Nach
Addition bzw. Subtraktion der beiden Gleichungen erhélt man:

oy ef'(x) +g(x) oy ef'(w) —g(x)
Durch Integration ldsst sich dies iiberfithren in
_ f@) 1/7” _f@) 1/75
Y(x) = 5 + 2 J, g(s)ds + A und o(z) = 5 2 J, g(s)ds + B.

Dabei sind A, B € R die Integrationskonstanten, fiir die laut Gleichung ([2.26)) gelten muss
A+ B = 0. Setzen wir nun ¥ und ¢ in die allgemeine Losung (2.21)) ein und ersetzen das
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Argument von v durch n = x + ¢t und das Argument von ¢ durch & = z + ct, also durch
die charakteristischen Variablen, ergibt sich:

n 3
et) =6t + o€ = L2+ 0 [Myas+ L - L [t

= 50w+ )+ 5 [ oois+ o [ atsias

= 30+ 1)+ 5, [ ote)s

2.3.3 Beispiele fiir Losungen
Um eine bessere Vorstellung der Losung (2.25)) fiir das Anfangswertproblem ([2.24) zu

bekommen, wollen wir diese an konkreten Beispielen ausprobieren. Vorerst soll nur eine
Anfangsauslenkung vorliegen, das heiffit wir untersuchen den Fall ¢ = 0. Die Losung
reduziert sich daher zu

flx+ct)  flx—ct)

2 * 2
Die Verteilung f spaltet sich also in zwei Wellen auf, die mit gleicher Geschwindigkeit
¢ in positive und negative z-Richtung wandern. Die Grofle reduziert sich auf die Hélfte,
aber der Graph hat ansonsten genau das gleiche Aussehen wie f(x). Geben wir uns die
Anfangsbedingung wie schon in Abschnitt mit f(z) = e~*" vor. Offensichtlich ist f
sicher zweimal stetig differenzierbar. Die Losung lautet

u(z,t) =

u(r,t) = %e(”“)Q + %e(th)Q

und deren Graph ist in Abbildung || fiir 0 < t; < t3 < t3 zu sehen. Der Impuls f(x)

f(x) = u(x,0) 4 S (@)
/\ T /\ uz,t) T

Abbildung 5: Losung von u fir f(z) = e~ als zwei fortlaufende Wellen

wandert fiir wachsendes ¢ in beide Richtungen mit halber Grofle weg vom Ursprung
(vgl. [14] S.54).
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Weisen die Anfangsdaten von vornherein schon zwei Impulse auf, kristallisieren sich in
der Losung vier Wellen heraus, von denen zwei in positive z-Richtung und zwei in nega-

tive x-Richtung mit gleicher Geschwindigkeit wandern. Fiir eine Anfangsauslenkung, wie
beispielsweise

flo) = e 20
die diese Situation darstellt (Impulsmitte x = 0 und x = 1), ist die Losung
U(l’,t) = %e_(x+0t)2 + 6_(I+Ct_1)2 + %e—(I—Ct)2 + 6—(ac—ct—1)2

in Abbildung [6] dargestellt. Als eine Konsequenz der Linearitéit der Wellengleichung neh-
men die Wellen, die aufeinander zulaufen, nach der Kollision, bei der sie interagieren,
wieder ihre urspriingliche Form an. (vgl. 14] S.54)

u(z,0) f(x) \\
il U(I, tl) ,'r' .‘\
/\ ] // \\‘ / ‘,’I \\\ X

Abbildung 6: Losung von u fir f(z) = e 4 2e= @D’ it 0 <t <ty < 13

Schlussendlich betrachten wir noch eine periodische Anfangsbedingung im Beispiel f(x) =
cos(z). Aus dem Additionstheorem fiir Winkelfunktionen folgt die Losung mit:

u(z,t) = %(COS(% + ct) + cos(z — ct)) = cos(z) cos(ct).

Daraus ist sofort ersichtlich u(z,t) = 0, wenn cos(z) = 0. Die Losungen hat also genau
dort Nullstellen, wo dies auch die Anfangsfunktion hat. In diesem Zusammenhang nennt
man die Nullstellen auch Knotenpunkte der Welle und die entstehende Welle eine stehende
Welle.

Wird nicht eine Anfangsauslenkung vorgegeben, sondern eine Anfangsgeschwindigkeit g,
gilt also f =0, besteht die Losung nur aus:

1 T+ct
u(z,t) = 2_0/ g(s)ds.

xr—ct
Das Interessante dabei ist, dass es zwar zu einer Ausbreitung des Signales kommt, die
Auslenkung aber nicht mehr in ihre urspriingliche Position zuriickkehrt. Gut zu erken-
nen ist das in Abbildung 7| mit dem einfache Beispiel g(z) = e . Dem als Losung
eingezeichneten Graphen liegt diese Funktion zugrundd| (vgl. [14] S.55):

u(z, t) = \i—j(erf(x + ct) — erf(z — ct)).

*Wir verwenden die Bezeichnung erf fiir die Gaufsche Fehlerfunktion.
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/N 9(@) A 9(2)

Abbildung 7: Losung von u fiir g(z) = e mit 0 < {1 <ty < t3

2.3.4 Kausalitat

Direkt aus der Losung ([2.25) und untermauert durch die vorangegangenen Beispiele kann
man erkenne, dass die Anfangswerte f(z() und g(zo) an einem bestimmten Punkt xy der
x-Achse die Losung u(x,t) nur in einem klar abgetrennten Bereich

I={(x,t)|zg—ct <z <zo+ct,t €[0,400)}

beeinflusst. Daher nennt man [ auch Einflussbereich des Punktes (x¢,0). Der Bereich
I, in Abbildung [§ grau eingefiarbt, wird durch das Charakteristikenpaar o = = — ct
und xy = x + ct begrenzt. Daraus folgt, dass sich kein Teil der Welle schneller als mit

t

To=x+ct To=x—ct

Zo

Abbildung 8: Einflussbereich der Anfangswerte

c ausbreiten kann. Dies gilt im iibertragenen Sinne auch fiir ,,Stérungen“ und ,Signa-
le“(vgl. [9] S.42). Eine physikalische Erklarung fiir diese Tatsache liefert beispielsweise
die Spezielle Relativitéitstheorie, in der ¢ der Lichtgeschwindigkeit gleichgesetzt wird. So
kann der Bereich I als Lichtkegel, genauer als Zukunftslichtkegel, eines Ereignisses im
Punkt (z¢,0) interpretiert werden.

Die umgekehrte Sichtweise ist, dass die Losung u(z, t) fir beliebige (z,t) € R x [0, +00)
nur von den Werten der Anfangsfunktionen f und g auf dem Intervall [x — ct, x + ct] der
x-Achse abhingt. Die Endpunkte diese Intervalls sind durch die zwei Charakteristiken,
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welche durch (z,¢) gehen, bestimmt. In Abbildung [J] ist die Situation skizziert. Hier sei
nochmals in Erinnerung gerufen, dass die zwei Scharen von Charakteristiken a = = — ct
und b = x + ¢t fiir a,b € R parallelen Geraden darstellen. In der Literatur wird das Inter-

t

(,1)

X

T —ct o T+ ct

Abbildung 9: Abhéngigkeitsbereich eines Punktes (z,t)

vall [x—ct, x+ct] oft als Abhéngigkeitsbereichs des Punktes (x, t) bezeichnet (vgl. [9] S.41).
Seltener wird das Dreieck, welches durch die Punkte (z,t),(x — ¢t,0) und (z + ct,0)
begrenzt ist, als Vergangenheit des Punktes benannt (vgl. [I5] S.42). Diese auf den
riickwertigen Lichtkegel abzielende Bezeichnung riihrt wieder aus der Interpretation mit
Hilfe der Speziellen Relativitdtstheorie. Im Spezialfall g = 0 héngt die Losung v nur von
den Punkten (z — ¢t,0) und (x + ct,0) ab.

2.3.5 Randbedingungen

Die d’Alembertsche Formel liefert eine iibersichtliche Losung der Wellengleichung auf
ganz R. Jedoch muss sie auch fiir x in einem eingeschranktem Bereich gelten, da bei
praktischen Anwendungen der Ort meist nicht durch eine unendlich ausgedehnte Achse
reprasentiert wird. Wir wollen daher wieder Randbedingungen wie beim Separations-
ansatz in Abschnitt zusétzlich zu den Anfangsbedingungen betrachten. Bevor wir
das endliche Intervall untersuchen, wollen wir das Problem im Halbraum x € [0, 4+00)
betrachten. Zu 16sen ist also:

o? 0?

a—tg(x,t) — 026—;;(x,t) =0 fiir (z,t) € [0,400)?,

0
u(e,0) = f(x) wnd  (2,0)=g(x)  mit fig: [0, +00) > R,
u(0,t) =0 vt > 0.

Offensichtlich muss f(0) = ¢g(0) = 0 gefordert werden, damit die Problemstellung kon-
sistent gestellt ist. Die Idee ist, dass die Funktionen der Anfangsbedingungen iiber ihren
Definitionsbereich hinaus auf ganz R erweitert werden. Wie sich deren Eigenschaften auf
die Losung auswirkt, beschreibt folgendes Lemma (vgl. [I] S.315).

(2.28)

Lemma 2.8. Sind die Anfangsbedingungen f,qg : R — R gerade und f € C? sowie
g € C, gilt fiir die Losung:

ou

—(0,t) =0 vt > 0.

~20.1)

Sind f und g ungerade, folgt:
u(0,t) =0 vt > 0.
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Beweis: Aus der d’Alembertschen Formel (2.25)) folgt:

1 1 —(x+ct)
u(—x,t) = =(f(—(x —c —(x+c — s)ds.
() = 3=+ fre + 5 [ gl

2¢ J_ z—ct)

Sind f, g ungerade, ist dazu dquivalent:

1 1 x+ct
) = gl fo =)+ (<o et) + (~5 [ atoas) = —utann)
r—ct
und somit ist u ungerade im ersten Argument. Fiir eine ungerade Funktion gilt immer,
dass sie eine Nullstelle bei = 0 hat, also u(0,t) = 0. Sind andererseits f, g gerade, zeigt
sich fiir die Losung:

x+ct

=z ) = %(f(x — ) + f(x+ ) + 2% / g(s)ds = u(z, ),

—ct

also ist u auch gerade. Weil die Ableitung einer geraden Funktion eine ungerade Funktion
ergibt, ist a“ “ ungerade und es gilt a“(O t) = 0. O

Um das Anfangs-/Randwertproblem (2.28) zu 16sen setzen wir f, g ungerade auf R_ fort,
konkret mit f,g: R — R:

= ) f(x) firz >0 N 169 fir z > 0
= {_f(—x) fir z <0 §(x) = {—g(—x) fiir 2 < 0

Sei 4(z,t) die Losung dieses Anfangswertproblems auf ganz R, dann ist wegen Lemma [2.§]
u ungerade und lautet

x+ct

e+ far )+ 216 / 3(s)ds. (2.29)

ct

A
\_/
l\DIH

Die Randbedingung 4(0,t) = 0 ist automatisch erfiillt. Die Losung des urspriinglichen
Problems auf der Halbgeraden definiert man schlussendlich als u(z,t) = a(z,t) fir 0 < .
Wie in Abbildung [10| zu erkennen, werden nur Werte der Losung fiir positive x
betrachtet. Ebenfalls in Abbildung erkennt man, dass die wandernden Impulse von
@ sich bei x = 0 aufgrund der Symmetrie zu @(0,¢) = 0 {iberlagern. Betrachtet man
die Losung u des eigentlichen Problems und blendet @ fiir x < 0 aus (in Abbildung
gestrichelt), erscheint es als wiirde die Welle reflektiert werden und die Auslenkung das
Vorzeichen wechseln. Dies steht auch im Einklang mit physikalischen Wellen die bei der
bei einer Reflexion an einem festen Ende ebenfalls eine Vorzeichenumkehr statt findet.
Wir wollen noch eine explizite Darstellung fiir u in Abhéngigkeit von f, g angeben. Im
Bereich 2 > ¢t > 0 treten in den ungerade fortgesetzten Funktionen f und § nur positive
Argumente auf, es gilt daher f = f und § = ¢. Fiir 0 < 2 < ¢t erkennt man aber
flz—ct) = —f(ct —z) und §(x — ct) = —g(ct — z). Damit ergibt sich,

u(z,t) = {

(f(x+ct)+ f(x —ct)) —|—2Cfx+6t (s) wenn x > ct > 0,

2.30
fle+ct)— flct —x))+ CHI (s)d wenn 0 < x < ¢t, ( )
( 20

N [= N
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a(z,0) = u(x,0)

a(z,ty) = u(x,ts)

/\ T e t) !

~ x l/ - I

N a0
7 e 0) (e, 1)
R - X
u(aja tl‘) = 'LL(JZ', tl) ﬁ,([E, t3) = U(ZL’, tg)
i P x U(l’,t4)

) iz, ) *

(x,ty) = u(z,ty)

Abbildung 10: Darstellung der Losung (2.29) fiir 0 < t] < to < t3 < t4.

wobei der Vorzeichenwechsel fiir g im zweiten Integral durch Vertauschen der Grenzen
realisiert wurde (vgl. [3] S.69). Diese Fallunterscheidung in hat auch Auswirkun-
gen auf den Abhéingigkeitsbereich eines beliebigen Punktes (x,t). Erfiillt dieser Punkt die
Bedingung = > ct, ist der schon in Abbildung |§| skizzierte Bereich mit [x — ct, x 4 ct] bzw.
das dazugehorige Dreieck der Abhéngigkeitsbereich des Punktes. Fiir x < ¢t kann das
Ergebnis wie in Abbildung [11] dargestellt werden. Durch die Bedingung x < t gibt es eine

' (2, 1)

r —ct ct—x T+ ct

Abbildung 11: Abhéngigkeitsbereich bei einer Reflexion am festen Ende (vgl. [15] S.67)

Charakteristik durch den Punkt (z,t), die die ¢-Achse im Punkt (0, — %) schneidet, bevor
sie auf die z-Achse trifft. Wie aus ersichtlich erfolgt die Reflexion mit Vorzeichen-
wechsel, wodurch die Charakteristik ab dem Punkt (0,# — 2) an der ¢-Achse gespiegelt
fortgesetzt wird. Die Werte von w(z,t) hingen somit nur von f, g im Bereich ct £+ x ab.
Der schattierte Bereich in der Abhéngigkeitsbereich des Punktes (z,t) (vgl. [I5] §3.2).

Abschlieflend sei noch eine Bemerkung zu der Randbedingung eines offenen Endes, wie
es in in Abschnitt diskutiert wird, erwdhnt. Um die Bedingung g—Z(O,t) =0
zu erfiillen, werden die Anfangsbedingungen gerade auf R_ fortgesetzt. Wieder mit Lem-
ma/2.8|ist die Randbedingung erfiillt. Die Welle wird am offenen Ende ebenfalls reflektiert,
aber es kommt zu keinem Vorzeichenwechsel. Damit beschlieen wir die Betrachtungen

auf dem Halbraum und wollen uns dem endlichen Intervall zuwenden.
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Wir suchen jetzt eine Losung mit L > 0 fiir das Problem:

2 2
%(x,t) - 02%(%& =0  fir (z,t) € [0, L] x 0,+00),
u(z,0) = f(x) und %(m,O) = g(z) mit f,g:[0,L] — R,

uw(0,t) =0 und wu(L,t)=0  Vt>0.

(2.31)

Dabei kann prinzipiell d&hnlich wie fiir das Problem im Halbraum verfahren werden indem
die Anfangsbedingungen auf die ganze reelle Achse ausgeweitet werden. Wir setzten f, g
beziiglich beider Enden ungerade fort: f,g: R — R

f(x) firo<az <L
flz) =< —f(~x) fir —L<2<0

2 L-periodisch

g(x) firo<z<L
g(z) = ¢ —g(—x) fir —L<z<0.

2 L-periodisch

Die Losung u auf ganz R ist wie zuvor durch gegeben. Sie erfiillt die Bedingung
u(0,t) = u(L,t) = 0. Fiir das eigentliche Problem ist die Losung nun wieder
u(x,t) = @(z,t) mit 0 < 2 < L. Jedoch kann in diesem Fall, nicht wie in (2.30]), direkt
das Verhalten der Losung aus fiir einen beliebigen Punkt (z,t) abgelesen werden,
da es durch beide Rénder zu sehr vielen Reflexionen kommen kann.

-
-
-

r—ct —L 0| —(z+et)+2L 7 L —(z—ect) x +ct
C

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i s
P
|
|

Abbildung 12: Anfangs/-Randwertproblem fiir einen Punkt (z,?)

Wie durch Abbildung zu erahnen, verkomplizieren die zahlreichen Reflexionen eine
explizite Losung. Durch die Symmetrie der Charakteristiken, wird die (x,t)-Ebene in
Bereiche LILIILIV,... eingeteilt, in denen u jeweils eine andere Gestalt hat.

Wir wollen als Beispiel die Losung des in Abbildung in Bereich V eingezeichneten
Punktes (z,t) kurz herleiten. Die Charakteristiken schneiden den Rand bei (0, — %)
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und (L,t + £ — %) Dabei werden sie an den Geraden z = 0 bzw. x = L gespiegelt,
wobei ein Vorzeichenwechsel erfolgt, da f, g ungerade iiber das Intervall hinaus fortgesetzt
wurden. Eine Charakteristik schneidet anschliefend direkt die z-Achse, die andere wird
ein zweites Mal reflektiert mit einem weiteren Vorzeichenwechsel. Da die urspriinglichen
Charakteristiken durch (x,t) auerhalb dem Intervall [—L, L] die z-Achse schneiden und
f, g periodisch sind, muss dementsprechend die Intervallinge 2L addiert werden. Fiir alle
Loésungen u(x, t) mit (2,t) aus dem Bereich V kénnen wir, aufgrund dieser Uberlegungen

und wegen ([2.29)) also angeben:

u(

£
=
|

(f(=(=(x—ct))+2L) — f(—(x + ct) + 2L)) +%/w ) g(s)ds

—ct

N — N~

2L4x—ct
(f(QL—{—a:—ct)—f(QL—x—ct)——/ g(s)ds

2¢ L—x—ct

Man beachte dabei das negative Vorzeichen bei —f(2L — = — ct), das sich aus der unge-
raden Anzahl an Reflexionen ergibt. Die Berechnung des Integrals niitzt aus, dass dieses
aufgrund g ungerade im Intervall [—L, L] verschwindet:

/:mg(s)ds = /x_L g(s+2L)ds + /O —g(—s)ds + /OLg(s)ds - /Lzﬂt —g(—s+ 2L)ds

—ct —ct —L

L —x—ct+2L —x—ct+2L
:/ g(s)ds+/ g(s)ds:/ g(s)ds
T L T

—ct+2L —ct+2L

Die hier durchgefithrte Methode (vgl. [15] S.68ff) ldsst sich leider nicht verallgemeinern
und ist darauf angewiesen, dass die Randbedingungen u(0,t) = w(L,t) = 0 homogen
sind. Zudem wird die Berechnung fiir grofle ¢ sehr uniibersichtlich. Im néchsten Abschnitt
wollen wir daher noch einen anderen Zugang kurz vorstellen.

2.3.6 Differenzengleichung

Wir betrachten wieder ein Anfangs-/Randwertproblem:

0? o2
a—;;(x,t) - CQa—;;(x,t) =0 fiir (z,t) € [0, L] x [0, +00),
u(z,0) = f(zr) und %(x,o) = g(x) mit f,g:[0,L] — R, (2.32)

w(0,t) = a(t) und w(L,t) = pB(t) mit «, 5 : [0, +00) — R.

Im Unterschied zu ([2.31) werden hier die Rénder durch eine von ¢ abhéngige Funktion
dargestellt. Um dieses Problem zu losen, betrachten wir eine Differenzengleichung, die

dquivalent zur Wellengleichung (2.1)) ist (vgl. [9] S.41ff).

Satz 2.9. Sicu(x,t) € C* und e, § > 0. Dann erfillt u die Wellengleichung (2.1)) genau
dann, wenn sie die Gleichung

u(x —ce,t —0) +u(r + ce,t +9) = u(x + cd,t +€) +u(r — cd, t — ) (2.33)

fiir alle €,0 > 0 erfillt.
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Beweis: Nach Satz erfiillt eine Losung der Wellengleichung die Gleichung (2.33))
genau dann, wenn zwei beliebige C?-Funktionen ¢(z + ct) und ¢ (z — ct) die Differenzen-
gleichung erfiillen. Das zeigen wir durch einsetzten:

u(x —ce,t —0) +u(x + ce,t +9) = p(x — ce + ¢t — cd) + p(x + ce + ct + ¢f)
=p(r+cd+ct+ce)+p(xr—cd+ct —ce) =u(x+co,t+€)+ulx —co,t —e)
bzw.:
u(r — ce,t —0) + u(x + ce, t +0) = Y(x — ce — et + ¢d) + Y(x + ce — ct — ¢)
=Y(x+cd—ct—ce)+p(xr—cod—ct+ce) =u(x+cd,t +¢€) + u(r — o, t —€)
Fiir die Riickrichtung wéhlen wir 0.B.d.A. €, setzen § = 0 und formen dquivalent um:

u(z — ce, t) +u(r + ce, t) = u(z, t +¢€) + u(z,t —¢)

Jou(r —ce t) — 2u(x,t) +u(z +ce,t)  u(z+cd,t+¢€) —2u(z,t) + ulr — o, t —¢)
¢ 2k2 - L2 :

Im Grenzfall ¢ — 0 erhalten wir aufgrund der Definition des zweiten Ableitung iiber den
Differenzenquotient sofort die Wellengleichung (2.1). O

Die Differenzengleichung (2.33]) beschreibt den Zusammenhang zwischen den Losungen
der Wellengleichung von verschiedenen Punkten im (z,t)-Raum. Die vier Punkte

A= (r—ce,t—0), B=(r+cSt+e), C=(x+cet+d) und D= (zv—cd,t—e),

wie sie auch in Abbildung eingezeichnet sind, spannen ein Parallelogramm auf, das
von Charakteristiken begrenzt ist.

ce cd

Abbildung 13: Ein aus Charakteristiken begrenztes Parallelogramm
Laut gilt fiir diese Punkte:
u(A) +u(C) = u(B) + u(D). (2.34)
Dies ermoglicht uns das Anfangs-/Randwertproblem numerisch zu lésen.
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Abbildung 14: Losung des Randwertproblems mit einem Differenzenverfahren

Wie aus Abbildung[14]zu erkennen, kann fiir einen Punkt B, der beispielsweise im Bereich
IIT liegt, die Losung mit Hilfe von drei weiteren Punkten A, C' und D aus bestimmt
werden. Dabei ist die Losung von u(A) und u(D) durch die d’Alembertsche Formel
im Bereich I gegeben und u(C) ergibt sich aus der Randbedingung 5(t). Mit dieser Me-
thode kann sukzessive die Losung in den Bereichen LILIII, IV, V... berechnet werden

(vel. [9] S.42).

2.4 Schwache Lésung

In den vorangegangenen Untersuchungen wurde vorausgesetzt, dass v € C?. Dies ist
offensichtlich notwendig, da ansonsten die Ausdriicke ‘327”; und % keinen Sinn machen.
Daraus ergaben sich auch die Bedingungen an die Anfangsauslenkung f € C? und die
Anfangsgeschwindigkeit ¢ € C*. In diesem Abschnitt wollen wir die Frage erértern, ob
man eine Funktion, die nicht zweimal stetig differenzierbar ist, in gewisser Weise auch als
eine Losung der Wellengleichung interpretiert werden kann.

Dazu benotigt man einen verallgemeinerten Begriff der Ableitung einer Funktion. Dieser
beruht auf der partiellen Integration eines Produkts aus zwei Funktionen. Wir wollen das
Prinzip anhand einer Funktion v = u(x), die nur von einer Variable abhéngt erértern und
anschlieend das Problem auf die Wellengleichung tibertragen. Sei I = (a, b) ein Intervall
auf R und v € C*(I). Zudem sei ¢ : I — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit
kompaktem Tréger in I, anders geschrieben ¢ € C&(I). Die partielle Integration liefert:

b
- / u(z)¢ (x) du. (2.35)

Da ¢ einen kompakten Trager hat, verschwindet sie auf den Réndern des Intervalls /. Es

gilt daher ¢(a) = ¢(b) = 0 und somit verschwindet der Term u(x)p(x) ‘Z Falls u nun nicht
differenzierbar ist, kann es dennoch eine Funktion v : I — R geben, die die Gleichung

/abv(x)¢(:c) de = — /ab w(z)d' (z) dx
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erfiillt. Die einzigen Bedingungen an die Funktionen v und v sind, dass sie lokal integrier-
bar seien miissen. Existiert eine Funktion v nennt man sie die schwache Ableitung von wu.
Gibt es kein passendes v, hat u keine schwache Ableitung (vgl. [7] §17).

Fiir Funktionen u(xy,...,z,), die von mehreren Variablen abhéngen, kann gleich vorge-
gangen werden. Die Ableitung wird dann durch partielle Ableitungen D* der Ordnung &
repréasentiert. Hierbei ist o = (ay, ..., ;) ein Multiindex.

o n n
D%u = 0 0 u mit a; € [0,1,...,n] C Nund |o| = Zai =k (2.36)
i=1

— _al...
Ox'  Oxon

Die Integration erfolgt iiber ein Gebiet 2 C R", wobei der Randterm auf dem Rand 0f2
von €2 wieder verschwindet, da ¢ € C(€), also eine Funktion mit kompaktem Tréger in
Q) ist. In der Literatur wird ¢ in diesem Zusammenhang oft als Testfunktion bezeichnet.
Zu beachten gibt es noch, dass bei hoheren partiellen Ableitungen der Ordnung k die
Regel fiir die partielle Integration k-mal angewandt werden muss und sich daher das
Vorzeichen von (2.35)) auf der rechten Seite alternierend dndert. Wir wollen dies in einer
formalen Definition festhalten.

Definition 2.2. (vgl. [3] S.256) Sei 2 C R™ ein Gebiet und u, v :  — R lokal integrierbar
auf 2. Wir nennen v die k-te schwache partielle Ableitung von u, wenn

/dex: (—1)’“/QuDagz5dx

erfiillt ist fiir alle Testfunktionen ¢ € CZ(2). Die Notation lautet dabei
D% = .

Diese Definition kénnen wir nun auf die Wellengleichung ([2.1))

Pu 0%
oz C g - =0
iibertragen. Angenommen es existieren die schwachen Ableitungen
v = @ und w = @
o 02’
dann ist
2 2
/ vodr dt — 02/ wodrdt = (—1)? u@ dr dt — *(—1)? u@ dz dt
U U v Ot v 02
82(25 282¢

= / uopdrdt =0
U
dquivalent zu (2.1)) mit dem Gebiet U = R X [0,+00). Die schwachen Losungen der
Wellengleichung sind jene Funktionen u die Gleichung ([2.37)) fiir jedes ¢ € C(U) erfiillen,
aber nicht zweimal stetig differenzierbar sind und somit Gleichung ([2.1]) nicht erfiillen.
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Satz 2.10. Sei f : R — R lokal integrierbar. Dann ist

() = %(f(x +et) + flz — ct))

eine schwache Lisung der Wellengleichung (2.1)) mit den Anfangsbedingungen u(zx,0) =
f(z) und $(z,0) =0.

In diesem Zusammenhang stellt man fest, dass die schwache Losung der Wellengleichung
genau die gleiche Form hat, wie sie durch die d’Alembertsche Formel gegeben ist.
Aus diesem Grund ist es naheliegend durch eine Transformation wieder die charakteris-
tischen Koordinaten einzufiihren:

E=¢&(x,t)=ax—ct und n=n(z,t) =z + ct.

Deren Riicktransformation ist gegeben durch:

r=aEm) =gEtn)  wd t=tEn) = o (1 &)

Beweis: Der Beweis orientiert sich an [4] S.305. Sei ¢ € Cg(R?), mit Triiger suppg C
Q := (—r,r) x (0,s) fir passend gewéhltes r,s > 0. Mit den charakteristischen Koordi-
naten lésst sich ¢ ausdriicken als:

@(&m) = o(x(&,m),t(E,n)),

wobei ¢ € CF(R?) gilt und suppy C Q= (=1 —cs,7) X (=r,7 + cs). Denn fiir p # 0
folgt fiir (x,t) € @ aufgrund der Transformation (£,7) € Q. Wie im Beweis von Satz
lasst sich mit der Kettenregel berechnen:

829@(&7})_

Za zeigen ist nun:
/ uwOe(z,t)dedt =0
U

Wir setzen die Losung u ein und substituieren. Der Satz von Fubini sichert uns dabei,
dass die Reihenfolge der Integration beliebig ist und wir kénnen das Integral nur in @)
auswerten, da die Testfunktion auflerhalb verschwindet:

2 [ uBse ) drar - /Q (7 +f<n>>% dé di

LG [ ()
ol [ () )

= [ s@-oaer [ s -0an=o

—r—cCcs -r
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weil fiir die inneren Integrale gilt:

/QSQ <8¢(§,n))dn: )
o On o€ o¢

T _0p(625)  99(,0) _
S o

-

8<ﬂé§ﬂ7)
- 3

deren Ableitungen auf den Réndern von @ verschwinden. Fiir den zweiten Summanden
verlauft die Argumentation analog. Die Anfangsbedingungen ergeben sich direkt durch

einsetzen. 0

Dies beruht darauf, dass suppy C Q = supp C @Q und somit die Funktion © und

Die schwache Losung weist die gleichen Eigenschaften auf, wie sie in den Unterabschnitten
2.3.3 bis 2.3.5] im Rahmen der d’Alembertschen Formel diskutiert wurden. Jedoch bietet
dieser Losungsansatz weitere Moglichkeiten, die im Folgenden kurz skizziert werden.

2.4.1 Beispiel

Eine wichtige Rolle spielt die schwache Losung bei der Modellierung. Beschreibt man
verschiedene reale Probleme, treten nicht unbedingt immer stetig differenzierbare Funk-
tionen auf. Die klassische Losung wiirde dabei versagen. Als kurzes Beispiel, das dies
verdeutlicht, sei die ausgelenkte Saite der Lange L angefiihrt. Die Anfangsbedingungen
lauten dabei fiir ein beliebiges xg mit 0 < xg < L:

xio fir 0 < x < x9
flz) = LL__;O firxg <ax <L und g(x) = 0.
0 sonst

Wie in Abbildung[15]im ersten Bild zu sehen ist, wird die Saite bei 2y maximal ausgelenkt.
Zudem ist sie bei 0 und L eingespannt. Wir geben uns daher zusétzlich noch die passenden
Randbedingungen vor:

u(0,t) =0 und u(L,t) =0 fiir V¢t > 0.
Die Losung lasst sich wie in Abschnitt diskutiert herleiten, wobei aber eben f nicht
zweimal stetig differenzierbar ist. Sie ist fiir die Zeitpunkte 0 < t; <ty < t3 <ty < t5 in
Abbildung[15]dargestellt. Das hier beschriebene Problem kann auch, da Randbedingungen
u(x,0) = f(x
(,0) = /(=) u(x,ty) ,-‘\‘Ii<x) u(z, ta) ‘,-'\f\(x)

~ - ~
‘ - ~

u(z, ts) u(z, ty) u(x, ts)

Abbildung 15: Welle mit nicht stetig differenzierbarer Anfangsauslenkung

auftreten, mit Hilfe des Separationansatzes, wie unter anderem bei [12] S.222 zu finden,
gelost werden. Nachteilig dabei ist, dass aber unendliche Reihen bemiiht werden miissen,
iiber deren Konvergenz nicht direkt eine Aussage getroffen werden kann.
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2.4.2 Hilfsmittel fiir klassische Losungen

Ein weiterer Grund sich mit schwachen Losungen zu beschéftigen liegt darin, dass dadurch
oft klassische Losungen gefunden werden koénnen. Insbesondere wenn eine allgemeine
partielle Differentialgleichung der Form Lu = y mit y lokal integrierbar gegeben ist.

Dabei ist
L= Z ao,D”
la|<k
ein linearer Differentialoperator der Ordnung k mit konstanten Koeffizienten a, und
Multiindex «. Die partiellen Ableitungen sind wie in (2.36) mit D gegeben. Den zu
L formal adjungierten Differentialoperator definieren wir durch

£ => (-1)a,D*.

la| <k

Fiir u,y lokal integrierbar ist u die schwache Losung von Lu = y auf einem Gebiet

Q C R", wenn gilt
/uﬁ*¢d”x = / yod'x,
Q Q

fur alle Testfunktionen ¢ € C(Q2) (vgl. [4] S.303f). Wenn man beachtet, dass fiir den
formal adjungierte Operator des Wellenoperators gilt:

O = (-1)’0 =0,

der Operator also selbstadjungiert ist, erkennt man die Definition der schwachen Losung
in Gleichung wieder. Vertiefende Information zu adjungierten Differentialoperato-
ren findet man beispielsweise bei [7] §3.

Da jede klassische Loésung auch eine schwache Losung ist und eine schwache Losung,
wenn sie C*-differenzierbar ist, eine klassische Losung ist, ist die Untersuchung schwacher
Losungen durchaus lohnenswert. Den Beweis dieser Aussage findet man unter anderem

bei [4] S.304.
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3 Hohere Dimensionen

Im zweiten Teil dieser Arbeit widmen wir uns der Wellengleichung im n-dimensionalem
Raum. Sei x = (x1,...,z,) € R" und t € [0,4+00). Wir suchen eine Losung u : R" x
0, +00), u = u(x,t) fir die Gleichung:

0%
ot?

Hierbei bezeichnet A den Laplace-Operator. Er ist ein linearer Differentialoperator und
ist iiber die Divergenz div und den Gradienten grad folgendermaflen definiert:

= *Au mit 0<ceR. (3.1)

Au = div(grad u).

Der Laplace-Operator ordnet einem Gradientenfeld (Vektorfeld), welches aus dem Skalar-
feld u berechnet wird, die Divergenz (Skalarfeld) zu. Fiir kartesische Koordinaten ergibt
sich die Darstellung:

Um die Wellengleichung {iberhaupt zu erfiillen muss zudem vorausgesetzt werden u € C™
mit m > 2, u also mindestens zwei mal stetig differenzierbar sein. Die Wellengleichung
kann auch mit Hilfe des d’Alembert-Operators ausgedriickt werden:

Uu = 0,

wobei dieser durch o
_ 2
0= ﬁ — C A

definiert ist. Das Anfangswertproblem, welches im Mittelpunkt unserer Betrachtungen
liegen wird, ist durch:

82U 2 . n

—(x,t) — c“Au(x,t) =0 fir x € R",t € [0, +00)

or? (3.2)

ou
u(0)= f(x) wd Sx,0) = g(x)

gestellt. Dabei sind f,g : R® — R beliebige, aber geniigend oft stetig differenzierbare
Funktionen. Die Losung u wird auf dem (n + 1)-dimensionalen Halbraum {(x,t) : = €
R"™ 0 < t € R} gesucht. Wir konzentrieren uns hauptséchlich auf die Fille n = 2 und n =
3, da diese mit noch iiberschaubarem Aufwand gelost werden konnen. Nichtsdestotrotz
erhélt man einen Einblick in die grundlegende Vorgehensweise.

3.1 Dreidimensionales Problem

Da die Losung fiir n = 2, wie in Abschnitt zu sehen sein wird, auf der Losung fiir
n = 3 aufbaut, 16sen wir als erstes das dreidimensionale Problem von (3.2]). Beginnen
wollen wir in Unterabschnitt mit einer direkten Herleitung einer expliziten Formel
fiir u(z,t), anschliefend wird in Unterabschnitt die Struktur der getétigten Berech-
nungen erlautert und ein Ansatz fiir n > 3 aufgestellt.
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3.1.1 Kirchhoffsche Formel

Die Erfahrung zeigt, dass sich Wellen im homogenen Raum kugelférmig ausbreiten. Daher
ist es naheliegend das Problem kugelsymmetrisch zu betrachten. Die hier vorgestellte
Vorgehensweise orientiert sich an [I] S.329f. Sei K,.(x) = {y € R® : ||y — x|| < r} die
Kugel mit Radius > 0 um den Mittelpunkt x und 0K,.(x) = {y € R® : ||y —x]|| = r} die
Sphére dieser Kugel. Fiir unsere Berechnungen betrachten wir das Problem im beliebig
gewahlten Koordinatenursprung, also x = 0. Wir integrieren tiber die Kugel K,.(0):

/ ouly, )dV 82/ (yt)dV—c2/ Au(y,t)dV, (3.3)
K0 OF o Ji T o '

Die Vertauschung auf der linken Seite von Differentiation und Integration kann erfolgen,
wenn 2% stetig ist und K,.(0) kompakt ist, was beides erfiillt ist. Fiir den Beweis dieser
Aussage sei auf [6] §10 Satz 2 verwiesen.

Lemma 3.1. Sei K, (0) = {y € R®: ||ly|| < r} und 0K,.(0) = {y e R® : ||y|| = r} wie

oben definiert, dann gilt
ou

/ AudV = / —dS
+(0) or.(0) OT

Beweis: Sei n : 0K,(0) — R?® das Einheits-Normalenfeld der Sphire 0K (0), das heifit
das Vektorfeld, welches aus den Einheitsvektoren besteht, die normal auf die Kugelober-
fliche stehen. Die Kugel K,(0) C R3? ist eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand.
Daher sind die Voraussetzungen fiir den Gaufischen Integralsatz (vgl. [7] §15 Satz 3)
erfiillt und wir kénnen aus der Definition fiir A berechnen:

Au(y,t)dV, :/ div(grad u(y, t)) dVy :/ (gradu(y,t),n(y)) dSy
K- (0) K+ (0) K- (0)

Auf der Oberflache der Kugel gilt y = m(y). Die Definition des Gradienten iiber die
Rlchtungsableltung von u in Richtung n mit (gradu,n) = 8“ fithrt zu:

| teradutynm)as, = [ (gadutn(y). ) ds,
8K, (0) 9K (0)

ou ou
= rn(y),t)dS :/ ,t)dSy
/% S 0asy= [ Sy

Entscheidend dabei ist, dass die Rlchtungsableltung schlussendlich nur vom Radius r
abhéngt, da die Einheits-Normalen n(y) die Rlchtung des Radiusvektors y haben. ]

Berechnet man das Volumen der Kugel in Kugelkoordinaten, ergibt sich das bendétigte

Volumenelement durch:
dV = 72dF do. (3.4)

Das Differential des Raumwinkels ist dabei mit d©Q = sin @ df dy definiert. Ahnlich kann
das Flachenelement des Oberflichenintegrals umgeschrieben werden zu:

dS = r?dQ. (3.5)
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Mit Hilfe des Lemmas und den Transformationen (3.4) und (3.5 kann (3.3)) durch
Aufsplitten des Volumenintegral in einen radialen und einen winkelabhéngigen Teil zu

0 5 0
8t2/ /8Kr) t) dQy dT—c/aK TEU( t)dQy, —CTE/aKT o u(y,t)dQy,

umgeformt werden. Diese Gleichung kénnen wir nach r differenzieren und erhalten, da
das radiale Integral verschwindet,

8—27"2/ u(y,t)dQ, = ¢ 20 (7"22/ u(y,t)dS2 ) (3.6)
6t2 0K, (0) or or 0K, (0) ’ Y '

Um diese Gleichung zu vereinfachen, wollen wir eine Definition einfiihren.

Definition 3.1. Fiir die Funktion u sei der Mittelwert iiber die Kugeloberfliche 0K, (x)
(sphérisches Mittel in drei Dimensionen) festgelegt mit:

1
42

M, (x,rt) = /6K()u(y,t)d5y mit r > 0.

Fiir den Grenzfall r = 0 schreiben wir:

M,(x,0,t) = lin% M,(x,rt) = u(0,t)
r—

Gleichung (3.6]) wird nach Division durch 477r? # 0 und mit oberer Definition zu:

9? 2 0 0
—M, = —— —M, . .
e w (0,7, 1) 33 ( By (o, r, t)) (3.7)
Fiir die rechte Seite gilt
29 (LM, p OMy | GOPM\ ¢ (JOM, | OPM,\ _ ¢ O(rM,)
2or \\ or "or "oz ) T ) or o ) T a2

und somit reduziert sich (3.7) zur eindimensionalen Wellengleichung fiir M, mit r als
Ortsvariable:

0?(rM,) , 0% (rM,)
ot? or?
Eine radialsymmetrische Losung der homogenen Wellengleichung ist also durch M, ge-
geben. Aus Satz wissen wir, dass mit rM, jede Losung die Form

(0,r,t) —c (0,r,t) =0 (3.8)

rM,(0,7,t) = @o(r — ct) + (r + ct)

hat. Die Funktionen ¢, : R — R werden erst durch die Anfangsbedingungen néher be-
stimmt. Um nun diese unbekannten Funktionen ndher bestimmen zu kénnen, betrachten
wir deren Verhalten fiir » = 0. Man kann direkt schreiben:

0u(0,t) = p(—ct) + (ct) & P(ct) = —p(—ct)
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Obwohl ¢t > 0, gilt diese Gleichung auch fiir ein beliebiges x € R, da die Bezeichnungen
¢ und 9 einfach vertauscht werden konnen. Das heifit:

U(x) = —p(—x) Vo € R.
Damit folgt mit £ =r +ct und n =1r — ct:

rMy(0,1,t) = ¥(r + ct) — (=1 + ct) = Y(§) — P(=n).

Unter der Beriicksichtigung der Kettenregel kénnen wir einmal nach r und einmal nach
t differenzieren und erhalten zwei Gleichungen:

OM, _O(rM,) 0vOE vy ov(Ee)  dv(-n)
Mt T == ~“3cor onor . @ T on ud - (3.9)

O(rM,) Y aE  won  9p(¢) +6w<—n)(_0)zc(0w(€)_(‘w(—n)) (3.10)
o0& on '

ot ag ot onot o9 < oy
Gleichung (3.9) und (3.10) addiert liefert:

O(rMy) | 10(rM.) _,04(E)
o Yoo e (3.11)

In Gleichung (3.9 setzen wir r = 0, woraus folgt £ = ¢t = —n und somit weiter:

o, v(ct)

M(0,0,t) = u(0,t) = %

Wird hier ¢ durch ¢ + % fiir r > 0 substituiert, kann man schreiben:

OY(r+ct) _ W(f)
o€ ¢

w(0,- + 1) =2
C

Damit kann (3.11]) vereinfacht werden zu:

a(rM,) N 10(rM,)
or c ot

,
0,—+¢
u(0, = +1)

O.B.d.A. setzen wir t = 0 und r = ct, wodurch sich durch Einsetzen der Definition fiir
M, ergibt:

w(0.5) = O(gM 2 bl 13(7~M )] .

[ 1 1 0 1
. - t)ds
(47TT /8K (0) ) 8t (4777" /8Kr(0) U(y ) y):| t=0
[ 1 1 ou(y,t) ]
_ 12— + ds
<4 /K (0) ) 4mer /ﬁ?KT(O) ot Y =
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Hier konnen, da t = 0, direkt die Anfangsbedingungen u(x,0) = f(x) und %u(x, 0) =
g(x) aus (3.2)) eingesetzt werden:

- 0 1 1
w0 = |5 (g [ swas )+ o [ s, |

r=ct

oot [ 1 1
~ oior \ 4nci ds - ds
otor <4ﬂct /BKE{(O) f) y) " dnedt /aKCf (0)9(}’) y (3.12)

o 1 1
_9 _ ds - ds
ot <47r02t /6ng(0> 1) y) " are /819;(0) o)y

Satz 3.2. Ist u(x,t) eine Losung des Anfangswertproblems (3.2), hat sie die eindeutige

Form 5 . .
t)=— d - dsSy. 1
u(x,) ot (47?0275 /al(ct(x) ) Sy> * At /amt(x) 9(y) 45y (3.13)

Bewezis: Da fiir die Herleitung von der Koordinatenursprung beliebig gewahlt
wurde und wir fiir £ allgemein t schreiben koénnen, kann die Lésung an der Stelle (x,t)
durch angegeben werden. Ist u € C™(R?) fiir m > 2 hat die Lésung notwendig die
Form (3.13). Diese ist eindeutig (vgl. [9] S.129). O

Die Lésung wird auch Kirchhoffsche Formel genanntf] Wichtig dabei ist, dass die
Anfangswerte iiber die Oberfliche 0K (x) der Kugel vom Radius ¢t mit Mittelpunkt x
integriert werden, um die Losung u(x,t) zu erhalten. Bemerkenswert ist auch, dass eine
Losung der Wellengleichung weniger regulér als die Anfangswerte sein kann. Angenommen
u(x,0) = f(x) € C* und Zu(x,0) = g(x) € C*~!, dann impliziert das nur u(x,t) € C**
und 2u(x,t) € C*2 fiir t > 0 (vgl. [10] S.115).

3.1.2 Euler-Poisson-Darboux-Gleichung

Die vorangegangene Herleitung der Kirchhoffschen Formel mag etwas uniibersichtlich und
langwierig erscheinen, daher wollen wir hier noch eine etwas andere Sichtweise vorstellen,
mit deren Hilfe wir ebenfalls ableiten konnen. Zudem eroffnet sich auch ein Ansatz
fiir hohere Dimensionen n > 3. Die Vorgehensweise nutzt prinzipiell wieder die Methode
des sphérischen Mittels, jedoch fiir beliebige Dimensionen. Wir halten uns inhaltlich an
[8] 1871t, [9] §5.1 und [10] §5.2.

Analog zu oben sei K,(x) = {y € R" : |ly — x|| < r} die n-dimensionale Kugel mit
Mittelpunkt x und Radius 7 und deren Sphire 0K, (x) = {y € R": ||y — x|| = r}.

Definition 3.2. Fiir eine stetige Funktion A : R® — R definieren wir den Mittelwert
iber 0K, (x) mit r > 0 durch:

=3
h(y)dSy.
wnrn—l 3Kr(x) ( ) Yy

"Diese Bezeichnung wird in der Literatur unterschiedlich verwendet. Beispielsweise bei [3] S.72,
[14] S.558 und [I5] S.240 wird der Begriff Kirchhoffsche Formel, wie hier, eingefiihrt. Bei [1] S.331,
[2] S.313 und [4] S.447 hingegen wird die Losung der dreidimensionalen Wellengleichung als Poisson-
sche Formel benannt. Wir verwenden diesen Name aber fiir die Losung der zweidimensionalen Gleichung
(vgl. [B] S.74).

My(x,r) =
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Dabei sei w, die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel, fiir deren Berechnung
beispielsweise auf [7] §14.9 verwiesen wird.

Durch die Transformation y = x + rv mit v € R” und ||v|| = 1 kann das sphérische
Mittel iiber die Einheitskugel im Ursprung berechnet werden:
1
My(x,r) = — / h(x +rv)dsS, (3.14)
Wn J oK (0)

Fasst man den Mittelwert als eine Funktion M, : R” x R — R auf ist aus klar,
dass aus h € C* durch Vertauschung von Differentiation und Integration M; € C* folgt.
Zudem kann, im Gegensatz zur urspriinglichen Definition bei der » > 0 vorausgesetzt
wurde, durch M, fir r € R festgelegt werden. Dies geschieht, indem man negative
r durch ersetzen der Integrationsvariable v mit —v kompensiert. Als Konsequenz ist die
Funktion M), gerade in r, das heifit M (x, —r) = M,(x,r). Dieser Umstand fithrt, unter
Beriicksichtigung, dass jede ungerade Funktion den Funktionswert Null im Nullpunkt
hat, dazu, dass fiir r = 0 gilt:

0
My (x,0) = h(x) und (8_Mh(x’ r)) =0 (3.15)
r r=0

Lemma 3.3. Der sphdirische Mittelwert M, einer beliebigen Funktion h € C? geniigt
der Darbouzschen Gleichung:

? n-—-10

(ﬁ + . 5) My(x,1) = AMy(x,7) (3.16)

Beweis: Sein:R — R" n(r) :=x+rv = (x;+rvy,...,x, +71v,). Wenden wir die mehr-

dimensionale Kettenregel (vgl. [6] S.71) an und nutzen aus, dass wir aufgrund der zweimal

stetigen Differenzierbarkeit von Mj Ableitung und Integration vertauschen kénnen, gilt:

0 1 0/ 1 0
—M,(x,7r) = —— h(x+rv)dS, = — —h(n(r))dS,
gten = oo | necemyas, = - Sn)

1 ", Oh dn;(r) 1 ", Oh

= mr ds, = — nr I/Z'dS,,
Wn aKl(o);am‘( ) dr Wn BKl(O)izlani( ()

= 1 (grad h(n(r)),v)dsS,

Wn JoK;(0)

Oh  Oh
g0 By
Da v auch der Normalvektor der Sphire 0K;(0) ist, kann der Gaufische Integralsatz
angewandt werden. Zudem benutzen wir die Linearitéit des Gradienten und der Divergenz

(vel. [7] S.25).

Hier wird auf die Definition des Gradienten grad h(y) = ( ) zuriickgegriffen.

1 1

— (grad h(n(r)),v)dS, = — div(grad h(n(r))) dV,

Wn JoK, (0) Wn J K (0)

1 1
= — div(grad(h(x +rv)r))dV, = — rdiv(grad h(x + rv)) dV,
Wn JK1(0) Wn J K1 (0)
- Ah(x +rv)dV,
Wn J K1 (0)
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Als néchstes nutzt man y = x + rv aus und spaltet das Integral {iber die Kugel in ein
radiales Integral und in ein Integral, das iiber die Oberfliche integriert, auf. Dadurch
kann man die Definition des sphérischen Mittels wieder einsetzen:

T T r

1-n r
— Ah(x +rv)dV, = / Ah(y)dV, = // Ah(y)dSy dp
o Jo) ( ) o e o (v)dVy O (y) dSy

= Tl‘”A/ P Mu(x, p) dp
0

Der Laplace-Operator darf vor das Integral gezogen werden, da h € C?. Wir kénnen die
soeben erhaltene Gleichung

a T
— My(x,7) = rlnA/ "M, (x, p) dp
or 0

mit ! multiplizieren und anschlieBend nach r ableiten:

& [ .0 w1 (00 nm—10 n-1
E (7" 1;Mh(X, T)) ="t (ﬁ + , E) Mh(xa ’l“) =r AMh(X’ T)'

O
Mit Hilfe des soeben bewiesenen Lemmas und ([3.15)) wollen wir die Wellengleichung
(3.1) mit dem Anfangswertproblem ({3.2)) auf eine partielle hyperbolische Differentialglei-

chung {ibertragen, die nur noch zwei unabhéngige Variablen hat. Wir schreiben dafiir das
sphérische Mittel der Funktion w : R” x [0, +00) — R als:

1 1

M, (x,r,t) = — / u(y,t)dSy = — u(x +rv,t)dsS, (3.17)
WnT" JoK, (x) Wn JoKk,(0)

Satz 3.4. Seiu = u(x,t) mindestens zweimal stetig differenzierbar und eine Lisung der

Wellengleichung. Fiir ein beliebig gewdihltes, aber festes x, lost die Funktion M, (x,r,t) =

M, (r,t) die Euler-Poisson-Darbouzx Gleichung:

0? o [0 n—10
@Mu(x, rt)=c <ﬁ + . E) M, (x,r,t) (3.18)
mit den Anfangswerten:
M, (x,7,0) = Ms(x,r) und %Mu(x, r,0) = My(x,7) (3.19)

Beweis: Aus Lemma [3.3] folgt

0? —10
AMu(Xv r, t) = (ﬁ + z r E) Mu(xv r, t)

Da u die Wellengleichung erfiillt, kénnen wir mit (3.17)) weiter schreiben:

1
AM,(x,r,t) = —/ Au(x +rv,t)dS,
Wn JoKki(0)
1 102 1 02
= — == t)dS, = - —=M,(x,r,t).
o Jorcrio) @ 8t2u(x+rl/, ) 29 (x,7,1)
Beide Gleichungen zusammen fiihren auf die Behauptung. O]
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Mit diesen Hilfsmitteln ausgestattet wollen wir als néchstes nochmals die Wellengleichung
in drei Dimensionen l6sen. Anzumerken gilt es noch, dass bis an diese Stelle alle Aussagen
fiir eine beliebige Dimension n gelten und keine speziellen Einschrinkungen gemacht
wurden. Wir nehmen also ab hier explizit n = 3 an und transformieren M, — M, mit:

M, (x,7,t) = rM,(x,7,1) (3.20)

Lemma 3.5. Die Funktion M,(x,r,t) = M,(r,t) fiir ein beliebiges, aber festes x liist
die eindimensionale Wellengleichung (2.1) mit den Anfangswerten:

Mu(x,r, 0) = Mf(x, r)=rMsx,r) = ]\7[f(7") und

J - - . (3.21)
aMu(X,T, 0) = My(x,7) =rMy(x,7) = My(r) firt=20
Beweis: Aus in Satz folgt mit n = 3:
0? - 82 5 290 , [ O? 0
5 02 , 0% -
=g =
0

Eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung ist durch die d’Alembertsche Formel
(2.25) gegeben und hat die Gestalt:

r+-ct

M, (r,t) = % (Mf(r +et) + My(r — ct)) + 1 M,(s)ds

2C r—ct

Da My, M, gerade sind und somit M I3 Mg ungerade sind kénnen wir schreiben:

5 1 B _ 1 ct+r B
M(r,t) = 5 (Mf(ct +r) — My(ct — 7")) + M, (s) ds

ct—r

Aus (3.15), (3.20) und (3.21)) folgt iiber die Definition der Ableitung nach ct:

Mu ) 7t
u(x,t) = M,(x,0,t) = hH(l)M
r— T
[ Mp(ct+r) = My(ct—r) 1 [T
= }«li% ( o + 2—/ Mg(s) ds
M _ o _ 1 ct+r
— lim ((ct +r)Mg(ct +r) — (ct —r)Ms(ct —r) N _/ SM, (s) ds)
r—0 2r 2re Jo_,
1

cg (ctMy(ct)) + %tMg(ct) = %(th(x, ct)) + tMy(x, ct).

Da fiir n = 3 gilt w3 = 47 und aufgrund (3.17)), konnen wir die Kirchhoffsche Formel
angeben:

0 1 1
_ Y S,
u(x, ) Ot (47r02t /8Kcz(x) 1) dSy) + 42t /BKct(x) 9(y) 45y
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Dieses stimmt mit der in Unterabschnitt hergeleiteten Formel ((3.13)) iiberein. Wir
konnen auch umgekehrt zeigen, dass jede Losung, die die Form der Kirchhoffschen Formel
hat, die Wellengleichung 16st.

Satz 3.6. Fiir jedes f € C*(R3) und g € CY(R?) mit k > 3 und | > 2 geniigt die durch
(3.13) definierte Losung u der dreidimensionalen Wellengleichung (13.1).

Bewezis: Erfilllen f, g die Voraussetzungen, ist v mindestens zwei mal stetig differen-
zierbar auf R?. Aufgrund des Superpositionsprinzipes fiir Losungen der Wellengleichung,
reicht es zu zeigen, dass tM,(x, ct) und (tM f(x ct)) die Wellengleichung erfiillen. Fiir
n = 3 und r = ct gilt aufgrund von Lemma

2

0 0 0? 0 o
ﬁ(tMg(x, ct)) = <2§ + ct8 ) M,(x,ct) = (23_ + 52 2) M,(x,r)

20 02
=cr (;5 + ﬁ) M,(x,7) = crAM,(x,7) = A(tM,(x, ct))

Die Rechnung fiir %(tM #(x, ct)) verlauft analog. O

3.1.3 Ungerade Raumdimensionen

Nachdem wir den Fall n = 3 jetzt ausfiihrlich diskutiert haben, wollen wir uns kurz
noch héheren Raumdimensionen widmen. Dazu kehren wir zur Euler-Poisson-Darboux-
Gleichung zuriick, die fiir beliebiges n gilt. Das Entscheidende fiir die Herleitung der
Kirchhoffschen Formel war, dass die Transformation es uns ermoglichte das Pro-
blem auf die eindimensionale Wellengleichung zu reduzieren. Ziel muss es nun sein
eine solche Transformation n > 3 zu finden. Wir nehmen dafiir an, dass n eine ungerade
Zahl ist. Den Fall, dass n eine gerade Zahl ist behandeln wir spéter in Abschnitt [3.2.2]
0O.B.d.A. setzen wir ¢ = 1.

Sei also

n=2k+1 mit 1 <keN

und u € C*1(R™ x [0, +00)) eine Losung der Wellengleichung (3.1)). Zudem seien f,g €
C*1(R"). Definiert man

Ny (r 1) = CST) (P10 (x, 7, 1)), (3.22)

mit M, als sphérischem Mittelwert wie in , dann wird dadurch die Euler-Poisson-
Darboux-Gleichung in die Wellengleichung ubergefuhrt Es 16st also M, die Gleichung

0 - 0? -
N, - 2N, —o,
ot? or?

mit den Anfangsbedingungen

Mu(r, 0) = Mf(r) = (%%) ) (r%_le(x, T)),
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9 ir0) = Wty = (22) T )
ot TN\ or g

Diese Behauptung ist beispielsweise bei [3] S.75 Lemma 3 bewiesen. Weiter ergibt sich
daraus, wie ebenfalls bei [3] S.76 gezeigt wird, eine Losung der n-dimensionalen Wellen-
gleichung durch folgende Formel:

n—3
110 10\ 2 [,_
u(x,t) = — {8_ (_8_> (tn 2/ f(y) dSy)
T O \ T Ot 9K, (x) (3.23)
) (5]
+ 1| -= t" g(y)dS )
(t@t DK, (x) () dsy
Dabei ist 7, festgelegt durch:

v =[] (2i - 1).

i=1
Fiir n = 3 stimmt diese Formel, da 3 = 1, mit der Kirchhoffschen Formel iiberein.
Umgekehrt gilt fiir eine ungerade Zahl n > 3 sowie f € c (R™) und g € c' (R™), dass
die durch konstruierte Funktion u eine eindeutig bestimmte Losung des Anfangs-
wertproblems ist. Der Beweis dazu ist beispielsweise bei [8] Satz 24.13 zu finden.

3.2 Zweidimensionales Problem

Bisher haben wir nur Dimensionen n betrachtet fiir n > 3 und n ungerade. Das liegt
daran, dass fiir gerade n keine Transformation, wie die Euler-Poisson-Darboux-
Gleichung in die eindimensionale Wellengleichung iiberfiihrt (vgl. [3] S.73). Insbesondere
gilt das auch fiir n = 2. Wir wollen zuerst eine Vorgehensweise fiir diesen Fall finden und
genauer erortern. Anschliefend wird eine Losung fiir allgemeines n angegeben.

3.2.1 Poissonsche Formel

Um die Wellengleichung in zwei Dimensionen zu lésen, betrachten wir das Problem fiir
n = 3 und fassen die Losung als eine von der dritten Raumkoordinate unabhéngige
Losung auf. Sei x = (x1,75) € R? und u : R? x [0, +00) — R, u = u(x, ) mit u € C? eine
Losung der Gleichung (3.1)) fiir n = 2. Wir kénnen dann
i R x [0, +00) = R, @y, 79, 73) = u(x,t)
als eine Losung der dreidimensionalen Wellengleichung (3.1)) mit den Anfangswerten
f(xy, 20, 3) = f(21,22) = f(x) und g(x1, z9,x3) = g(x) (3.24)

auffassen. Fiir x € R? ist 4(Z) mit Hilfe der Kirchhoffschen Formel (3.13]) bestimmt:

. 0 1 . 1 .
u(x,t) = u(x,t) = 5 (47rc2t /BK " f(y) dSy) Ry /8K (i)g(y) dSy.  (3.25)
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Aufgrund von sind die integrierten Funktion f,§ unabhingig von z3. Um die
scheinbare z3-Abhéngigkeit der Integration iiber die Kugelsphire 0K (X) zu beseitigen,
setzen wir x5 = 0, wir projizieren also die Integration iiber die Kugeloberfliche auf die
(21, z2)-Ebene und vereinfachen diese mit folgendem Lemma.

Lemma 3.7. Sei Dp(x) = {(y1,92) € R*: (y1—x1)>+ (y2 — x2)> < R*} eine Kreisfliche
mit Mittelpunkt x und Radius R > 0. Zudem sei f wie in (3.24)) definiert und x =
(x1,22,0), dann gilt:

yl? y2 .
)dSy = 2R // “———=dy; dy», mit,
/aKR<x prix) VRZ =17

r=/(z1 — 1)+ (x2 — y2)2

Bewesis: Die Integration iiber die Kugeloberfliche kann aufgeteilt werden in eine In-
tegration tiber zwei Halbsphéren, die sich an der (xy,z9,0)-Ebene berithren. Fiir einen
Punkt y € R? auf der Oberfliche der Kugel mit Mittelpunkt x und Radius R > 0 gilt:

g — 2| = \/(yl —21)2 4 (Y2 — 22)% + (y3 — 0)2 = R.

Wir beschranken uns darauf nur eine Halbsphére zu betrachten, kénnen also die negative
Waurzel ignorieren und den Satz iiber implizite Funktionen anwenden. Dadurch lasst sich
die Oberfldche der Halbkugel in Abhéngigkeit von yy, yo darstellen als:

3(Y1, Y2) \/Cgt2 (y1 — 21)2 — (y2 — 22)2 = VR2 — 12,

Fiir das Oberflichenelement dSy gilt bei der Integration iiber eine mit y3 = ys(y1, y2)
angegebene Fliache (vgl. [2] S.315):

dys dys
dS; =4/1 dy; d
Y \/ " (8y1> i (8y2 e
Integriert wird nun nur noch iiber die Kreisfliche Dr(x). Beachten wir, dass Fyr, 2, y3) =
f(y1,y2) = f(v1,y2), also nur von 4y, y> abhéngt, konnen wir schreiben:

1 ys ys
- y)dSy = 1 dy; d
2 /aKR % S //DR ylay27y3<y1ay2))\/ + (8y1> + (8y2) Y1 AY2
2
:// f(yl,yQ)\/H (M) n (M) Ay dy
Dg(x) Y3 Y3
2 + _ 2 _|_ _ 2
= // (1, 42) ya+ x1)2 (s = =) dy; dys
Dpr(x) Y3
R2 R
=// F, y2)4/ —5duy Dy2=// f (W1, y2) 7 dy1 dya.
Dg(x) Y3 Dg(x) |ys]
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Indem wir Lemmaﬁir f und § anwenden, kann fiir R = ¢t die Losung (3.25]) vereinfacht

werden:
yla y2
u(x,t) = o (2m // N dy1 dyz)
yb 3/2
27TC // V22 — 2 dy dys-

Die Formel ist eine Losung der zweidimensionalen Wellengleichung und wird oft
auch als Poissonsche Formel bezeichnet. Bemerkenswert ist, dass die Anfangswerte iiber
die ganze Kreisflache D (x) integriert werden. Die hier angewendete Vorgehensweise, aus
einer hoherdimensionalen Losung eine Losung fiir kleinere Dimensionen abzuleiten, nennt
man auch Absteigemethode (method of descent).

Als Informationsquelle fiir diesen Abschnitt dienten [I] S.343f, [9] S.134 und [15] S.243f.

(3.26)

3.2.2 Gerade Raumdimensionen

In Unterabschnitt ist durch eine Losung der Wellengleichung fiir ungerade n >
3 angefiihrt. Von jeder ungeraden Dimension n + 1 kann durch die Absteigemethode eine
Losung fiir die gerade Dimension n hergeleitet werden (vgl. [I5] S.245). Der Einfachheit
halber setzen wir wieder ¢ = 1. Sei dementsprechend

n =2k mit 1 <keN
gerade und u € C**H(R" x [0, +00)) eine Losung der Wellengleichung. Die Funktion
W1, ey Ty, t) = u(xy, ..y 2y, 1)

16st die Wellengleichung auf R"™! x [0, +00) mit den Anfangsbedingungen

(w1, oy g1, 0) = f((21, .y Tns) = f(@1, .., zn)  und
0 .
au(azl, ey Tp1,0) = G((21, ooy Tpyr) = (X1, oy Ty).
Uber die Formel (3.23)) ist eine Losung fiir @ bestimmt. Wir ersetzen darin n+1 = 2k + 1
durch n = 2k und betrachten eine Losung im Punkt x = (24,...,2,) € R". Mit x =
(71, ..., 2,,0) € R"™ kénnen wir schreiben (vgl. [3] S.78):

1O (10\T (. .
ulx 1) =2 {a (ta) (t /aKt(i)f (“’)dSY)
19\'7 (., .
*(%a) (t /aKt@)g(”dSy)}

Die scheinbare x,, 11 Abhéngigkeit kann dhnlich dem zweidimensionalem Fall durch Pro-
jektion auf eine n-dimensionale Ebene beseitigt werden. Diese Vorgehensweise ist bei
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[3] S.79 oder bei [8] S.195 genau ausgefiihrt. Man kann dort eine Formel finden, die eine
Losung darstellt:

u(x,t) = L {ﬁ (12) 2 t"/ /) dVvy,
pn O \ T O K60 /T~ [ly —x[]?

_|_

Q

(3.27)

7N
SN
SIS

)2 (tn /Kt(x) \/%dVJ }

Dabei ist u,, festgelegt durch:

V|3
[\
<.

Hn =
i=1
Fassen wir in der Poissonschen Formel (3.26)) das Integral iiber die Kreisflache als Volu-
menintegral im zweidimensionalem Raum auf, konnen wir feststellen, dass (3.27)) aufgrund
fo = 2 mit dieser iibereinstimmt.

3.3 Ausbreitungseigenschaften

Wir kennen nun durch die in Abschnitt und vorgestellten Ansédtze Losungen
der Wellengleichung fiir eine beliebige Raumdimension. In diesem Abschnitt wollen wir
noch, analog zu Unterabschnitt [2.3.4] die Eigenschaften dieser Losungen im Hinblick auf
rdumliche Ausbreitung ertrtern, insbesondere fiir die Falle n = 2 und n = 3.

3.3.1 Kausalitiat

Betrachtet man die Losungsformeln ((3.13)) und , ist zu erkennen, dass die Anfangs-
daten f,g an einem Punkt y € R" iiber eine Kugel oder ihren Rand integriert werden,
deren Radius von t abhéngt. Mit grofler werdendem ¢ wachsen die Kugeln konzentrisch
mit der Geschwindigkeit ¢ an. Dies ist in Abbildung fiir zwei Zeitpunkte t; < t
dargestellt (vgl. [15] S.234).

Der Einflussbereich oder, in der Sichtweise ¢ stelle die Zeit dar, die Zukunft eines Punktes
y ist die Vereinigung all dieser Kugeln mit wachsendem ¢. Diese Vereinigung hat die Form
eines Hyperkegels im (x,¢)-Raum. Es ist nun entscheidend, ob iiber den Rand der Kugel
wie fiir n ungerade in Formel integriert wird, oder iiber das ganze Kugelvolumen
an sich wie in Formel fiir gerades n.

Wird nur iiber den Rand der Kugel integriert, besteht der Kegel nur aus seinem Mantel
und wir kénnen sagen, dass die Losung fiir alle Punkte (x, ¢), die im Kegelrand ||x—y|| =
c(t—tp) liegen von den Daten f, g in y fiir ¢, abhéngen (vgl. [9] S.130). Der Einflussbereich
eines Punktes (y, o) ist durch die Menge

oC = {(Xat) € R" x [0>+OO) : HX_YH = C(t—to)} fir t >ty

angeben. Wird hingegen bei geradem n iiber das ganze Kugelvolumen integriert, ist der
Einflussbereich eines Punktes festgelegt durch:

C ={(x,t) e R" x [0,+00) : |[|x —y|| < c(t —to)} fiir ¢ > to.
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(y7 tO) (yvtO)

Abbildung 16: Einflussbereich eines Punktes (y, ;) € R™ x [0, +00) fiir n gerade (links)
und n ungerade (rechts)

Abbildung [16] soll die Unterscheidung zwischen ungerader und gerader Raumdimension
nochmals veranschaulichen, wobei der schattierte Bereich bedeuten soll, dass das Volumen
gemeint ist. Zudem sind im Hoherdimensionalen die Kreise Kugeln.

Eine andere Sichtweise ist, einen Punkt (x, t) zu betrachten und nach der Menge zu fragen,
die die Losung u(x, t) beeinflusst. Wir wollen also den Abhéngigkeitsbereich der Losung
genauer betrachten. Wieder aus den Losungsformeln und ist ersichtlich, dass
die Anfangswerte f, g im Fall n ungerade iiber den Kugelrand integriert werden und im
kontriren Fall n gerade iiber das ganze Kugelvolumen. Der Abhéingigkeitsbereich ist also
entweder 0K (x) oder K. (x), wie auch in Abbildung (17 ersichtlich ist.

(x,1) (x,1)

Kct (X) 8Kct (X)

Abbildung 17: Abhéngigkeitsbereich eines Punktes (x,t) fiir n gerade (links) und n un-
gerade (rechts)
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3.3.2 Charakteristischer Kegel

Im eindimensionalem wurden der Einflussbereich bzw. Abhéangigkeitsbereich durch die
charakteristischen Geraden begrenzt. Daher ist es naheliegend die Oberfliche des Hyper-
kegels auch als charakteristische Fldche zu bezeichnen. Davon ausgehend wollen wir den
Begriff charakteristisch etwas prézisieren.

Definition 3.3. ([4] S.433) Eine Hyperfliiche F € R™! heifit charakteristisch, wenn fiir
ihr Normalenfeld v = (v, ..., Uy, Vpy1) gilt:

v —c Z v? = 0. (3.28)
i=1

Diese Definition deckt sich mit der Einfiihrung der charakteristischen Geraden in Ab-
schnitt als Geraden auf denen die Losung einen konstanten Wert hat. Der Nor-
malvektor der Charakteristiken der eindimensionalen Wellengleichung war gegeben durch
(1, —c) und erfiillt somit Gleichung (3.28). Im Fall n > 1 ist die Oberfliiche C des Kegels
mit Spitze (y, o) eine Hyperfliche 9C' € R™™! und kann durch ¢ : R™ x [0, +00) — R:

n

o(x,t) =Y (w; —y;)* = E(t — o)’

i=1

implizit angegeben werden. Ihre Normalvektoren lassen sich durch den Gradienten be-
rechnen:

9% 99 99
0z, 0w, O

gradg = ( ) = 2(zy —yl,...,xn—yn,—CQ(t—to)).

Aus diesen zwei Gleichungen ist offensichtlich, dass OC' eine charakteristische Fléche ist.
Dies ist insofern einleuchtend, da der charakteristische Kegel auch dadurch erzeugt werden
kann, indem die charakteristische Gerade der eindimensionalen Wellengleichung z — y =
c(t — to)f| um die -Achse rotiert wird.
Grundlegend beim charakteristischen Kegel ist wieder, dass alle Punkte (x,t), die au-
Berhalb liegen in keinster Weise von den Werten von f, g in (y,ty) beeinflusst werden
konnen. Wie im eindimensionalen Fall gibt ¢ daher die Ausbreitungsgeschwindigkeit an
und kein Teil der Welle kann sich schneller ausbreiten.
Die Projektion des charakteristischen Kegels fiir eine beliebiges ¢ auf eine Hyperebene
im R”™ nennt man Wellenfront. Fasst man den Kegel, mit Hilfe des Satzes iiber implizite
Funktionen als Graph einer Funktion ¢ : R" — R auf, ist die Wellenfront also die
Punktemenge

C: = {x e R"|p(x) = t}.

Man kann zeigen, dass sich die Wellenfront mit der Geschwindigkeit ¢ in Richtung ihrer
Normalen ausbreitet (s. [4] S.441), dies sollte aber auch intuitiv klar sein.

In Kapitel [2| verwendeten wir meistens die Bezeichnung y = o und setzten ty = 0.
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3.3.3 Huygenssches Prinzip

Trifft eine Wellenfront auf einen Punkt x € R™ wird die Losung u dort von den Anfangs-
daten beeinflusst, dabei ist es wichtig wieder zwischen geraden und ungeraden Raumdi-
mensionen zu unterscheiden. Eine Storung in den Anfangsdaten wirkt sich bei geradem n
langfristig auf den Wert der Losung aus, wohingegen bei ungeradem n scharf abgegrenzte
Signale auftreten konnen. (vgl. [9] S.130f). Wir wollen dies kurz an Beispielen fiir n = 2
und n = 3 verdeutlichen, diese sind in dhnlicher Weise bei [2] S.317f zu finden. Dazu
betrachten wir ein Gebiet D C R? bzw. D C R3. Der Triiger von f, g sei dieses Gebiet
D, das heifit auBerhalb von D gilt f = 0 und g = 0. Zudem sei x € R? bzw. x € R3 ein
Punkt, der nicht in D liegt. Wir definieren:

a=inf{||x—yl|l:y € D} und b=sup{||x—yl|l:y € D}.

Wir betrachten als erstes den Fall n = 2. Laut bestimmen die Werte von f,g
innerhalb der Kreisflache ||y — x|| < ¢t die Losung u(x,t). Daraus folgt, dass mit ¢t < a,
da D Triager von f,g ist, fir die Losung gilt u(x,t) = 0. Fir a < ¢t < b ist u(x,t)
klarerweise bestimmt und es gibt Funktionsargumente, an denen gilt u(x,t) # 0. Fir
ct > b kann aber weiterhin u(x,t) # 0 auftreten, da immer {iber die gesamte Kreisfliche
integriert wird und wegen ||x — y|| < ¢t das Gebiet D eine Teilmenge der Kreisfliche
K(x) ist. Das heif}t es gibt eine vordere Wellenfront, die x zum Zeitpunkt ¢ = ¢ erreicht,

aber keine hintere Wellenfront. Die Wirkung der Welle bei x ist fiir alle ¢ > ¢ erfassbar,
wie auch in Abbildung [18| zu sehen ist.

t<‘§ t:%

O@,,

Ko (x)

Abbildung 18: Einfluss von Storungen bei gerader Raumdimension

Die Situation im Fall n = 3 ist anders, da hier die Anfangswerte f, g nur auf dem Rand
der Kugel ||y — x|| = ¢t eine Rolle spielen. Wir suchen daher die gemeinsamen Punkte
dieses Randes und des Gebietes D. Fiir ¢t < a und ct > b gibt es aber keine gemeinsamen
Punkte, das heifit die Losung verschwindet in diesem Fall. Wir kénnen also schreiben
u(x,t) = 0 fiir t ¢ [%,%]. Wie in Abbildung [19] auch ersichtlich ist, erreicht eine klar
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abgegrenzte vordere Wellenfront den Punkt x an einem bestimmten Zeitpunkt ¢ = 2
und im Unterschied zum zweidimensionalen Fall hort die Wirkung der Welle auch an
einem klar definierten Zeitpunkt ¢t = g auf. Wir sprechen daher auch von einer hinteren
Wellenfront.

<2
l@ ®8Kct(><) K (x)

a
c

0K (%)

Abbildung 19: Einfluss von Stérungen bei ungerader Raumdimension

Ist das Gebiet D sehr klein und gilt a = b, wird bei t = M nur ein kurzes Signal
bei x empfangen. Dieses Phdnomen nennt man Huygenssches Prinzip (vgl. [4] S.448).
Es hat eine grofle Bedeutung, denn dadurch kénnen wir unter anderem scharfe Bilder
sehen. Fassen wir Licht als elektromagnetische Welle auf, die sich im Raum mit n =
3 ausbreitet, garantiert das Huygenssche Prinzip, dass wir ein kurzes Lichtsignal zum
Zeitpunkt ¢, als ebenso kurzes Lichtsignal in einer Entfernung von d = ¢(t —ty) genau zur
Zeit t sehen konnen. (vgl. [14] S.560) ,,Es bedeutet auch, dass jeder Klang sich mit einer
genau festgelegten Geschwindigkeit ohne "Echo’ in der Luft ausbreitet, wenn man von
Inhomogenitédten der Luft und von reflektierenden Wéanden absieht. So kann ein Horer
zu einem Zeitpunkt ¢ genau das horen, was ein Musiker zum Zeitpunkt ¢ — % gespielt hat,
wobei d der Abstand des Musikinstruments vom Horer ist, und nicht etwa eine Mischung
von Tonen, die zu verschiedenen fritheren Zeitpunkten gespielt wurden. “([15] S.240)

Im zweidimensionalem Fall gibt es, wie zuvor hergeleitet, keine hintere Wellenfront. Daher
gilt hier das Huygenssche Prinzip nicht! Storungen haben eine andauernde Auswirkung,
wenn sie einen Punkt einmal erreicht haben. Gut vorstellbar ist dies bei oberflichlichen
Wasserwellen (vgl. [9] S.134). Eine glatte Wasseroberfliche wird plotzlich gestort (bei-
spielsweise durch einen Stein, der ins Wasser geworfen wird). Die Wellen breiten sich
kreisformig aus. Wird ein Punkt auf der Wasseroberfliche von diesen Wellen erreicht,
liegt er fortan immer im Wellenfeld. ,,Man kann dariiber spekulieren, wie sich das auf das
Leben in Flachland, einer zweidimensionalen Welt auswirken wiirde. Die Kommunikation
wire schwierig, da Licht- und Schallwellen nicht scharf ein-und wieder aussetzen, sondern
fir alle Zeit bestehen bleiben. Es wére eine larmerfiillte Welt!“([15] S.245)

o4



Literatur

1]

BERENDT, GERHARD U. WEIMAR, EVELYN: Mathematik fiir Physiker: 2. Band

Funktionentheorie, gewohnliche und partielle Differentialgleichungen, VCH,
Weinheim 1990

BURG, KLEMENS. ET AL.: Partielle Differentialgleichungen und
funktionalanalytische Grundlagen: Hohere Mathematik fiir Ingenieure,
Naturwissenschaftler und Mathematiker, 5. Auflage, Vieweg+Teubner Verlag,
Wiesbaden 2010

EvANS, LAWRENCE C.: Partial Differential Equations, 2. Auflage, American
Mathematical Society Providence, Rhode Island 2010

FiscHERr, HELMUT U. KAUL, HELMUT: Mathematik fiir Physiker: Band 2
Gewdhnliche und partielle Differentialgleichungen, mathematische Grundlagen der
Quantenmechanik, 4. Auflage, Springer Spektrum, Wiesbaden 2014

FORSTER, OTTO: Analysis 1: Differential- und Integralrechnung einer
Verdnderlichen, 12. Auflage, Springer Spektrum, Wiesbaden 2016

FORSTER, OTTO: Analysis 2: Differentialrechnung im R™, gewdhnliche
Differentialgleichungen, 9. Auflage, Vieweg+Teubner, Wiesbaden 2011

FORSTER, OTTO: Analysis 3: Integralrechnung im R™ mit Anwendungen,
5. Auflage, Vieweg+Teubner, Wiesbaden 2009

JACOB, NIELS: Lineare partielle Differentialgleichungen, Akademie Verlag, Berlin
1995

JOHN, FRITZ: Partial Differential Equations, 4. Auflage, Springer, New York u.a.
1982

JosT, JURGEN: Partielle Differentialgleichungen: elliptische (und parabolische)
Gleichungen, Springer, Berlin u.a. 1998

KARPFINGER, CHRISTIAN: Hohere Mathematik in Rezepten: Begriffe, Sdtze und
zahlreiche Beispiele in kurzen Lerneinheiten, 2. Auflage, Springer Spektrum, Berlin

Heidelberg 2015

LEBL, JIR1: Notes on Diffy Qs: Differential Equations for Engineers, 5. Auflage,
CreateSpace Independent Publishing Platform, 2016

MUSEHOLD, ALBERT: Allgemeine Akustik und Mechanik des menschlichen
Stimmorgans, iiberarbeiteter Nachdruck, Omena-Verlag, Staufen 2013

OLVER, PETER J.: Introduction to Partial Differential Equations, Springer,
Cham u.a. 2014

STRAUSS, WALTER A.: Partielle Differentialgleichungen: Eine Einfiihrung,
Vieweg, Braunschweig u.a. 1995

95



	Einleitung
	Eindimensionale Wellengleichung
	Modellierungsbeispiele
	Schallwellen
	Schwingende Saite

	Separationsansatz
	Superpositionsprinzip
	Fourierreihen
	Anfangsbedingungen

	Allgemeine klassische Lösung
	Transportgleichung
	Methode von d'Alembert
	Beispiele für Lösungen
	Kausalität
	Randbedingungen
	Differenzengleichung

	Schwache Lösung
	Beispiel
	Hilfsmittel für klassische Lösungen


	Höhere Dimensionen
	Dreidimensionales Problem
	Kirchhoffsche Formel
	Euler-Poisson-Darboux-Gleichung
	Ungerade Raumdimensionen

	Zweidimensionales Problem
	Poissonsche Formel
	Gerade Raumdimensionen

	Ausbreitungseigenschaften
	Kausalität
	Charakteristischer Kegel
	Huygenssches Prinzip


	Literaturverzeichnis

