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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung und Motivation

Numerische Methoden zur Losung von naturwissenschaftlichen Problemen bzw.
Fragestellungen werden heutzutage immer héufiger eingesetzt.

Ein Hauptgrund hierfiir ist einerseits die immer héher werdende Rechenleistung
und Performance der Personal Computer und andererseits die Methodik an sich.
Denn bei vielen physikalischen Gesetzen, welche durch gewohnliche oder partielle
Differentialgleichungen beschrieben werden, stéft man mit der analytischen Los-
barkeit an die Grenzen.

Entweder ist iiberhaupt keine analytische Losung moglich oder, wenn doch, dann
oft nur in einer nicht geschlossenen Form (z.B.: unendliche Reihe).

Die numerische Losungsmethodik stellt deswegen aber keine Einschrankung dar,
da durch die richtige Wahl der Diskretisierung man sich theoretisch beliebig nahe
an die analytische Losung herantasten kann. Vielmehr erweitert diese die mathe-
matische Werkzeugkiste und die Moglichkeiten, sodass immer haufiger numerische
Methoden zum Einsatz kommen. Gerade bei realistischen, also nicht-idealisierten,
mathematischen Beschreibungen physikalischer Probleme oder Prozesse kommt
man daran nicht vorbei. Anders ausgedriickt, erst durch die Moglichkeit der Ver-
wendung computergestiitzter numerischer Methoden konnten viele mathematische
Fragestellungen iiberhaupt erfolgreich angegangen werden.

Ein grofes Einzugsgebiet stellen die computergestiitzten numerischen Methoden
in den Ingenieurswissenschaften dar. Egal ob durch Finite-Differenzen-Methoden
oder Finite-Elemente-Methoden werden Bereiche in der Automobilbranche, im
Flugzeugbau bis hin zur Berechnung von Warmeverteilungen in Pumpen erfolg-
reich angegangen. Man ersieht schon die Wichtigkeit und den Nutzen, der durch
dieses eher neuartige Gebiet moglich wird.

Deswegen wird in der vorliegenden Arbeit primér auf numerische Methoden (insbe-
sondere Finite-Differenzen-Methoden) eingegangen, um diese auf in der Bauphysik
relevante Fragestellungen anzuwenden.



Der Bereich der Bauphysik stellt fiir mich personlich ein besonders interessan-
tes Themengebiet dar, da ich selbst in den letzten Jahren dort immer wieder tétig
war. Zum anderen wirft dieses Thema praktisch relevante Fragen auf, die in ge-
wisser Weise jeden von uns betreffen.

Die nachfolgende Abbildung soll einen kurzen Einblick in ein typisch bauphysi-
kalisches Problem geben, welches auch Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist.

Ziegel Didmmung

o

Innenraum AuBenbereich

T=const. T=T(t)

SIS SIS SIS S/
SIS S S S/
SIS SIS
SIS SIS SIS S/
SIS S S S/
SIS SIS
SIS SIS SIS S/
SIS S S S/
SIS SIS
SIS SIS SIS S/
SIS S S S/
SIS SIS
SIS SIS SIS S/
SIS S S S/
SIS SIS
SIS SIS SIS S/
LSS/

258

Abbildung 1.1: schematischer Wandauftbau

Die Abbildung zeigt einen eindimensionalen Mauerwerksaufbau (also Ausschnitt
einer ,unendlich ausgedehnten” Wand), wobei der angrenzende Innenraum (links)
eine zeitlich konstante Temperatur aufweist. Beim Aufenbereich (rechts) hingegen,
kann eine zeitlich verdnderliche Temperatur vorliegen. Diese Annahmen spiegeln
die realen Verhéltnisse wider, da im Innenbereich meist eine annédhernd konstante,
bis auf ein paar wenige °C, Temperatur vorherrscht. Dementsprechend ist zu er-
warten, dass starke Temperaturschwankungen im Aufenbereich hauptséchlich in
der Dammung eine Rolle spielen.

Ziel dieser Arbeit ist einerseits die Evaluierung verschiedener numerischer Me-
thoden im Hinblick auf Umsetzbarkeit, Genauigkeit, und Performance, beziiglich
einer derartigen bauphysikalischen Fragestellung, sowie andererseits die Simulati-
on des Temperaturverhaltens (aber auch der Wasserdampfdiffusion bzw. der Kon-
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densatbildung), um Erkenntnis dariiber zu erlangen, unter welchen Bedingungen
bzw. Umstanden ein Mauerwerksaufbau geeignet ist oder eben nicht. Zum ande-
ren unterstiitzen derartige Simulationen die Beurteilung analoger experimenteller
Versuche bzw. helfen zur Planung eines bevorstehenden Experimentes in Form von
Anhaltspunkten.

Somit stellt die Zusammenfiithrung von theoretischen (idealisierten) Simulationen
und experimentellen Versuchen die beste Kombination dar, um Aufschliisse iiber
verschiedene Systeme zu erzielen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Die folgenden Uberlegungen sollen als ein kurzer Uberblick dienen und als Leit-
faden fiir ein besseres Verstandnis beziiglich des Aufbaus der vorliegenden Arbeit
gelten.

Im nachfolgenden Kapitel werden systematisch verschiedene numerische Metho-
den zur Losung der 1-dimensionalen Warmeleitungsgleichung hergeleitet und de-
ren Anwendbarkeit evaluiert.

Im Prinzip lassen sich diese in zwei verschiedene Klassen unterteilen:

e Methoden mit Hilfselementen
e direkte Methoden

Bei der ,Methode mit Hilfselementen wird die bekannte Warmeleitungsgleichung
(mit konstanter Warmeleitfdhigkeit \) als Basis zur Berechnung eines Systems mit
einer nicht-konstanten Wéarmeleitfahigkeit verwendet. Dabei kommen sog. Hilfsele-
mente zum Einsatz, die der Ortsabhéngigkeit Rechnung tragen.

Hingegen wird bei der ,direkten Methode” die verallgemeinerte partielle Differen-
tialgleichung (mit ortsabhédngiger Warmeleitfihigkeit A\) verwendet (Fourier‘sche
Differentialgleichung).

Zudem soll, wenn moglich, die numerische Losung mit der analytischen Losung
verglichen und beurteilt werden.

Im letzten Kapitel werden zusétzlich zum eigentlichen Simulationsprogramm ver-
schiedene kleine Programme erstellt, die einerseits die Anfangs- und Randbedin-
gungen initialisieren und andere, die den instationdren Verlauf der gekoppelten
Temperatur- und Feuchtestrome (Wasserdampfstrome) berechnen.



2 Numerische und analytische Methoden (A = const.)

2.1 Allgemein

Da bei Verwendung computergestiitzter numerischer Methoden nur endlich vie-
le diskrete Werte gespeichert werden kénnen, muss die urspriingliche gewohnliche
oder partielle Differentialgleichung diskretisiert und in Form von Differenzenglei-
chungen auf einem endlichen Gitter gelost werden.

Das Gitter auf dem die diskretisierte Differentialgleichung gelost werden soll, weist
in unserem Fall eine dquidistante Schrittweite auf. Durch die Diskretisierung wird
die gesuchte Funktion nur an den Knotenpunkten (siehe Abb. , Seite aus-
gewertet. Unter geeigneten Voraussetzungen macht die gesuchte Losung keine

(0,1) (1.1

'y & 0P
. -
P — T, 45)
i Fo -
T T+ .
L - ]
- -
L ] _I
.. i i
Lo LI LR L]

._li',u_| (1,00

Abbildung 2.1: [I] Diskretisierung eines Randwertproblems auf dem Gebiet €2 mit
aquidistanter Schrittweite

sprungartigen (kurzwelligen) Anderungen zwischen den einzelnen Knotenpunkten,
sodass die numerische Losung eine gute langwellige Naherung darstellt.

Die Beschréankung auf die einzelnen Knotenpunkte bzw. das Gitter stellt aber keine
Einschrankung dar, da die Diskretisierungsweite (Gitterpunktweite) beliebig klein
(unter Berticksichtigung der Darstellbarkeit) gewdhlt werden kann.

Durch eine geeignete Wahl der Diskreisierungsschrittweite kann die Approximati-
on, im Vergleich zur analytischen Losung, verbessert werden.

Speziell bei bauphysikalischen Fragestellungen ergibt sich zwangslaufig ein end-
lich zu betrachtendes Intervall (siehe Abbildung . In Bezug auf diese Arbeit
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nehmend, wire als Beispiel, die Berechnung des Warme- und Feuchteprofils (Was-
serdampfprofil) durch ein Mauerwerk, geeignet.

Mathematisch konnen diese beiden Transportvorginge durch die Warmeleitungs-
bzw. Diffusionsgleichung beschrieben werden.

Ju(x,t) D DPu(x,t)
ot 0x?

Um diese partielle Differentialgleichung auch numerisch sinnvoll berechnen zu kon-
nen, miissen zwei Arten von Problemstellungen betrachtet werden:

(2.1)

e Anfangswertprobleme oder auch Cauchy-Probleme
e Randwertprobleme

Bei Anfangswertproblemen ist die Aufgabe, ausgehend von einem vorgegebenen
Anfangszustand, die zeitliche Entwicklung der Losung zu bestimmen.
Angenommen, die gesuchte Losung sei von der Form u(t), dann beschreibt das
Anfangswertproblem den Zustand u(t = 0) = u(ty) = wuo.

Ein derartiges Anfangswertproblem hat somit die Form

ult) = f (¢, u(t))
mit der Anfangsbedingung

u(t =0) = u(ty) = ug

Bei einem Randwertproblem werden Eigenschaften der Lésung am Rand eines
Gebiets vorgegeben, und es wird die Losung im Inneren des Gebiets gesucht. Bei
einem eindimensionalen Randwertproblem im Intervall = € [a, b] ergibt sich somit
folgende mogliche Form (wobei u(z) ... Losungsfunktion)

flz,u(z), v (x),u"(x)) =0, z€la,b]
mit der Randbedingung

u(a) = uq, u(b) =uy

Es gibt aber noch allgemeinere Randbedingungen, wo nicht unbedingt Funktions-
werte der Losung am Rand vorgegeben sein miissen. Die folgende Auflistung zeigt
die moglichen Arten von Randwertproblemen.
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e Dirichlet-Bedingungen
e Neumann-Bedingungen

e Randbedingungen dritter Art (Linearkombination aus Dirichlet- und Neu-
mannbedingung)

Da sich die vorliegende Arbeit hauptséchlich mit der Losung der eindimensionalen
Warmeleitungsgleichung beschéftigt, sollen die oben genannten Randbedingungen
fiir diesen Fall vorgestellt werden. Die Warmeleitungsgleichung lautet

T (x,t) O*T(x,t) A
gwl _p.2WwH o p_ 2 2.2
ot oxr? pc (2:2)

wobei die Warmeleitfahigkeit A, die Dichte p und die Warmekapazitat ¢ darstellt.

Bei Dirichlet-Bedingungen werden einfach Funktionswerte der Losung am Rand
vorgegeben. Erinnert man sich an Abbildung [I.1], wiirden hier einfach Temperatur-
werte am linken Rand 7, bzw. am rechten Rand T}, des Wandaufbaus vorgegeben
sein. Im Spezialfall T, = 0 und 7, = 0 spricht man von homogenen Dirichlet-
Randbedingungen, ansonsten von inhomogenen Randbedingungen. Haufig wird
bei der Konstruktion der Losung eines inhomogenen Problems zuerst einfach das
dazugehorige homogene Problem gelost. Durch Addition einer geeigneten Funkti-
on, kann die Losung der Differentialgleichung mit inhomogenen Randbedingungen
gewonnen werden.

Bei Neumann-Bedingungen hingegen ist die Ableitung der Losungsfunktion am
linken Rand 7"(x = a) = o und am rechten Rand T"(x = b) = [ gegeben.

Vorausgesetzt, dass ¢ = X\ - g—: beschreibt die Neumann-Bedingung hingegen den
Warmestrom am Rande des Mauerwerks.

q... Warmestromdichte,
T ... Wandtemperatur,
A... Warmeleitkoeffizient

Randbedingungen dritter Art stellen allgemein eine Linearkombination von Dirichlet-
Bedingung und Neumann-Bedingung dar. In unserem Spezialfall des Wéarmetrans-
portes beschreiben sie den konvektiven Warmeiibergang von der Oberfliche eines
Korpers (Wand) an ein angrenzendes, stromendes Fluid (Innen- bzw. Aufenluft).

12



Mathematisch kann dies durch den sogenannten Newton-Ansatz beschrieben wer-
den ¢, = a(T, — Tw).

Gw - .. Warmestromdichte Wand,

Ty ... Wandoberflichentemperatur,
Tw ... Umgebungstemperatur (Luft),
a... Warmeiibergangskoeffizient

Durch Gleichsetzen mit der Wérmestromdichte ¢ (siehe Neumann-Bedingung) und
dem Newton-Ansatz erhélt man die gewiinschte Randbedingung.

oT
.w =\ — - Tw - Too
e or|,_, o )
Durch Umstellen in o7}, — )\% ‘rm = o, sieht man, dass es sich dabei tatséch-

lich um eine Linearkombination handelt.

Der Koeffizient « ist keine Materialkonstante, sondern beschreibt den Warmeiiber-
gang in Abhéngigkeit von der Form der Oberflache (Wand) sowie der Geschwindigkeits-
und Temperaturverteilung im Fluid (Luft).

Man sieht, dass durch die Verwendung verschiedener Randbedingungen verschiede-
ne physikalische Systeme beschrieben werden koénnen. In dieser Arbeit beschrianken
wir uns auf inhomogene Dirichlet-Bedingungen, um den zeitlichen Temperaturver-
lauf in einem Mauerwerk zu berechnen.

Fiir die sinnvolle Umsetzung am Computer sind sowohl Anfangs- als auch Rand-
bedingungen erforderlich. Es soll an dieser Stelle nochmals die Warmeleitungsglei-
chung sowie die Anfangs- und Randbedingungen dargestellt werden.

oT (z,t) D O*T(z,t)
ot ox?

(2.3)

Um dies zu verdeutlichen, betrachte man nachfolgendes Schema. In Abbildung []
betrachtet man einerseits die gegebenen Anfangs- und Randwerte sowie die
noch zu berechnenden “ungefiillten” Kreise (=Knotenpunkte). Die Pfeile deuten
die zeitliche Entwicklung der Losung, in Abhéngigkeit der Anfangsbedingung, an.

2], S. 1025

13



boundary
® @] O O O O O O conditions
® @] @) O O O O O ®
[ ] ® ® [ ] ® L [ ]

initial values

Abbildung 2.2: Gitter der Stiitzpunkte fiir ein Anfangswertproblem

Die Werte an der linken und rechten Intervallgrenze miissen nicht mehr berechnet
werden, da diese durch die Randbedingungen gegeben sind und fiir alle Zeiten
festgelegt sind. Auf die Implementierung dieser Bedingungen wird in spéterer Folge
noch eingegangen.
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2.2 Fourier’sche Differentialgleichung

Da in den nachfolgenden Kapiteln hauptsachlich die Warme- bzw. Diffusionsglei-
chung verwendet wird, soll an dieser Stelle kurz die Herleitung erfolgen. Diese
Herleitung ist im Wesentlichen auch in der Literatur [5] zu finden.

Im ersten Schritt wird die allgemeine Fourier’sche Differentialgleichung hergelei-
tet, aus welcher dann direkt die bekannte Form der Wérmeleitungsgleichung folgt.
Die allgemeine Form berticksichtigt zusétzlich noch innere Warmequellen und eine
ortsabhingige Warmeleitfihigkeit.

Zur Herleitung der Gleichung bedient man sich der Energieerhaltung in einem in-
finitesimalen Volumenelement eines thermisch leitenden Materials. Da in Summe
keine Energie vernichtet oder erzeugt werden kann, muss die Zufuhr von Wérme
AQ zwangslaufig zu einer Erhéhung der inneren Energie AU fithren. Damit lautet
die Energiebilanz

AU = AQ, (2.4)

dies ist nichts anderes als der 1. thermodynamische Hauptsatz fiir ein offenes, ru-
hendes System (also ein System an dem keine mechanische Arbeit verrichtet wird)

Unter der Annahme fiir ein ruhendes Medium mit konstanter Massendichte p ist
die spezifische innere Energie (Energie pro Masseneinheit) Au = cAT
(c...spez. Warmekapazitat, T ... Temperatur)

Eine Anderung der inneren Energie fiihrt demnach zu einer Temperaturinderung
im Volumenelement dV = dxdydz in der Form von

AU = pc AT dV

Dies beschreibt physikalisch die Energiespeicherung. Es kann aber Warme iiber
den Rand des Systems 0V zu- oder abgefiihrt werden. Ebenso kann durch innere
chemische bzw. elektrische Prozesse Warme erzeugt werden (Wéarmequelle). Fir
ein kleines Zeitintervall At gilt dann

AQ = (Qov +wdV) At

Hier entspricht Qo dem Wirmestrom iiber den Rand und & der Wirmequellen-
dichte. Betrachtet man nun nur die x-Koordinate der Warmestromdichte ¢, am

Volumenelement, so entspricht die dem Volumen zu- bzw. abgefiihrte Energie tiber
den Rand der Stirnfliche dy dz

Q@V,ac = qg:‘x dy dz — q.x’:erd:v dy dz
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Eine Taylor-Entwicklung der Warmestromdichte ¢, ergibt

dax?
2

T

G
ox?

. . 04y
s

xT

Betrachtet man nur den linearisierten Term folgt

04z
ox

Q@V,x = (q;r’x - q:c’as+da:)dy dz = —

drdydz

Analoge Uberlegungen gelten fiir die y- und z-Richtung.

Fithrt man die letzten Uberlegungen mit Gleichung zusammen und eliminiert

dV, liefert das
OT _ 04 _ 04y _ 94

Pt = “ox By 0

Setzt man ¢ = AVT voraus, erhélt man die Fourier’sche Differentialgleichung

oT 0 oT 0 oT 0 oT .
w5 =5 0) T () 3 ) v e

Vernachléssigt man innere Warmequellen und setzt die Warmeleitfahigkeit A als
konstant voraus, erhélt man die bekannte Warmeleitungs- oder Diffusionsgleichung

(o-3)

oT
Frie DAT  A...Laplace-Operator (2.6)

Die Warmeleitungsgleichung kann somit direkt aus der Energiebilanz am infinite-
simalen Volumenelement hergeleitet werden.
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2.3 Finite-Differenzen
2.3.1 Notation

Die folgende Darstellung orientiert sich an [4]. Da bei der Behandlung numerischer
Methoden ein diskretes Punktgitter zu Grunde liegt und man nur Funktionswerte
an diesen Punkten berechnet, muss eine geeignete Notation gefunden werden.

Man rufe sich nochmals die Abbildung [2.1] auf Seite [I0] in Erinnerung.

Hier werden die verschiedenen Punkte am Gitter mit (z;,y;) bezeichnet. Da ty-
pischerweise ein dquidistantes Gitter vorliegt, wobei die Schrittweiten in den ver-
schiedenen Richtungen unterschiedlich sein konnen, folgt unsere Notation mit

v =7 -Ax
y=1-Ay
t, =n-At
Die gesuchte Losungsfunktion bezeichnen wir mit u(z,y, ..., t). Daraus folgt fiir

die Diskretisierung

(n)

uj) = u(@y, Yy s tn)

2.3.2 Differenzenquotienten

Im folgenden werden Differenzenquotienten fiir das darunterliegende Gitter herge-
leitet. Der Einfachheit halber wird hier eine Funktion mit nur einer Variablen u(z)
betrachtet. Diese kénnen dann nach ihrer Genauigkeit klassifiziert werden.

Ausgehend von der linearisierten Taylorentwicklung fiir u(z;4+1) = u(z; + Ax)
u(zj1) = u(r;) + ug(x;) Az + O(Ax?)

folgt nach Auflésung nach u,(x;) die Gleichung

Ujt1 — Uj

N L = u,(x;) + O(Ax) (2.7)

Mit gleicher Vorgehensweise ergibt sich fiir u(x;_1) = u(x; — Ax)
w(zj1) = uz;) — ug(a;) Az + O(Az?)

Diese Gleichung wieder aufgelost nach wu,(z;) liefert

uj—uj

X L = u,(z;) + O(Ax) (2.8)
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Man sieht, dass beide Gleichungen von erster Ordnung sind.

Das heiftt, dass der Fehler mit der ersten Potenz von Az nach null geht. In der
praktischen Anwendung ist dieses Verhalten trotzdem oft schon ausreichend, da
durch Verkleinerung der Schrittweite der Fehler verringert werden kann. Zu be-
achten dabei ist aber, dass durch die Verkleinerung der Schrittweite natiirlich an
Performance des Programmes eingebiifst wird.

Gleichung[2.7jnennt sich Vorwérts-Differenz, wogegen sich Gleichung 2.8 Riickwérts-
Differenz nennt.

Bildet man nun die Differenz aus Gleichung [2.7] und 2.8} unter Beriicksichtigung
Terme hoherer Ordnung, ergibt sich

u(zj41) — u(zj 1) = 2u,(z;) Az + O(Az?)

Nach Umstellung auf w,(z;) ergibt sich folgende Formel

Ujp1 — Uj—1 . 2
oAy ug(z;) + O(Az?) (2.9)

Dieser Differenzenquotient ist, im Vergleich zu den beiden obigen, von 2.Ordnung.
Damit stellt dieser eine wesentlich genauere Formel dar und kann trotzdem noch
einfach implementiert werden.

Da in den nachfolgenden Kapiteln stindig die Wéarmeleitungsgleichung verwen-
det wird, muss noch eine Formel fiir die 2. Ableitung konstruiert werden.

Bildet man nun die Summe von Gleichung und [2.8] diesmal wieder unter Be-
riicksichtigung hoherer Terme, liefert das als Zwischenergebnis

u(zj51) +ul(zi 1) = 2u(x;) + e (2;)Ax* + O(Az?)

Nach Umstellung auf w,,(z;) ergibt sich folgende Formel

Uj41 — 2Uj + Uj—1

Ax?

= Uy (25) + O(A?) (2.10)

Ebenso wie Gleichung [2.9] stellt diese eine Formel 2.0rdnung dar. Dieser Differen-
zenquotient wird in weiterer Folge noch des 6fteren verwendet werden.
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2.3.3 Zeit-Integration

Da in der vorliegenden Arbeit der Fokus auf der Wérmeleitungsgleichung liegt,
muss eine geeignete Methode erarbeitet werden, um derartige Anfangswertproble-
me l6sen zu kénnen.

Ein derartiges Anfangswertproblem ist auf Seite[11]schon skizziert. Zur Erinnerung
soll es hier nochmals angefiihrt werden - mit leichten formalen Anderungen.

d
d_? = f(t,z,u, Uy, Upg, . ..) = Lu

mit der Anfangsbedingung (2.11)

u(t =0,z) = u(to, ) = up(z)

Hier soll L schematisch einen, im allgemeinen nicht-linearen, rdaumlichen Differen-
tialoperator darstellen.

Ziel ist nun einen Formalismus, der es ermdglicht aus dem Anfangszustand ug(x)
die Losung fiir alle anderen Zeiten ¢ > 0, also u(t, z), zu konstruieren. Das heifit,
dass aus der Losung zum Zeitpunkt ¢,, die Losung zum Zeitpunkt ¢, berechnet
werden kann.

Die Beschrinkung auf eine Ableitung erster Ordnung in der Zeit, sieche Gleichung
[2.11] stellt kein Problem dar, da jede Gleichung héherer Ordnung auf ein System
von Gleichungen erster Ordnung zerlegt werden kann. Da die Warmeleitungsglei-
chung aber nur erster Ordnung in der Zeit ist, geniigt es, von diesem Standpunkt
auszugehen.

Die Umsetzung eines derartigen Anfangswertproblems stellt einen deutlichen Un-
terschied zu einem reinen Randwertproblem dar. Beim Anfangswertproblem ver-
sucht man, wie schon erwéhnt, die Losung zum neuen Zeitschritt durch Integration
aus dem alten, bekannten zu berechnen. Durch wiederholtes Anwenden des Integra-
tionsschrittes ist es offensichtlich moglich, beliebig weit in der Zeit zu propagieren.
Im Unterschied dazu kann beim Randwertproblem nicht so einfach schrittweise
integriert werden. Stellt man sich zum Beispiel ein eindimensionales Randwertpro-
blem vor, so kann ausgehend vom linken Randzustand, durch einfache Integration
der rechte Randzustand meist nicht ,,getroffen” werden. Vielmehr muss die Losung
auf einmal ,,gefunden werden. Dies fiihrt in der Regel meist auf Gleichungssysteme.

Um nun einen Formalismus fiir das oben beschriebene Anfangswertproblem zu
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konstruieren, wird Gleichung einen Zeitschritt integriert (bei festen Ortskoor-
dinaten). Dadurch erhédlt man

tn41 au tn41
—dt = L), dt
/tn > / (Lu),

Nach Ausfithrung des Integrationsschrittes auf der linken Seite und anschliefien-
der Umstellung ergibt sich die gewiinschte Formel, um die Losung in der Zeit
fortschreiten lassen zu konnen.

tn+1
u ) = (M) +/ Lu dt (2.12)
tn

Einziges Problem hierbei ist, dass fiir die Losung u™*t") der Integrand zum Zeit-
punkt ¢, ausgewertet werden muss. Da dieser zu diesem Zeitpunkt jedoch noch
nicht bekannt ist, muss fiir die Losung des Integrals eine Approximation verwendet
werden. Je nach Methode der Approximation kénnen unterschiedliche Genauigkei-
ten erreicht werden.

Um einen quantitativen Ausdruck fiir die Genauigkeit zu erhalten wird (Lu); in
eine Taylorreihe entwickelt.

==tk
(Lu)e = ZT e "
Einsetzen in Gleichung ergibt

bt 2 (¢ —t,)k (¥
u" ) = / Z =t (—Lu) dt
tn tn

Nach der Integration ergibt sich

L AR dEt
tn

Ausgeschrieben bedeutet oben angefiihrte Gleichung

At? [ d Atr (dP!
(n+1) _ , (n) = (= = p+1
u =u'"™ + At(Lu), + 5 (dtLu) . +...+ p <dtP1Lu> . + O(AP™)

Stimmt nun eine Approximationsmethode bis zum Term At? iiberein, so ist diese
von p-ter Ordnung.
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2.4 Verfahren

Dieses Kapitel beschrankt sich auf die Herleitung zweier verschiedener Ndherungs-
verfahren zum Losen fiir das Integral, siche Gleichung [2.12] Tatséchlich gibt es
unzihlige, geeignete oder auch weniger geeignete, Verfahren fiir die verschiedenen
Differentialgleichungen.

Die beiden Ansétze, denen sich dieses Kapitel widmet, fithren auf das
e explizite Euler-Verfahren
und das
e Crank-Nicholson-Verfahren.

Beide Verfahren wurden gewahlt, weil sie unterschiedliche Eigenschaften haben.
Beim expliziten Euler-Verfahren handelt es sich um ein explizites Verfahren. Das
heiftt, dass der neue Funktionswert u§"+1) nur von bestimmten alten Funktions-
werten u(™ abhéingt.

Beim Crank-Nicholson-Verfahren handelt es sich hingegen um ein implizites Ver-
fahren, wobei der neue Funktionswert ug-nﬂ) auch von allen anderen neuen Funk-
tionswerten zum Zeitpunkt ¢,,,; abhéngen kann. Ebenso gibt es einen mathema-
tischen Unterschied in der Genauigkeit, also der Ordnung, der beiden Naherungs-

verfahren fiir das Integral.

2.4.1 Explizites Euler-Verfahren

Das einfachste Verfahren erhélt man, wenn man das Integral einfach durch die
Fléache eines Rechtecks ersetzt. Die folgende Abbildungﬂ soll dies verdeutlichen.

Das heifst, ersetzt man nun
tn+1
/ Lu dt — (Lu), At
tn

erhilt man das explizite-Euler-Verfahren, wobei (-);, = (-)™.
u™ ) = ™ 4 At(Lu)™ (2.14)

Vergleicht man nun diese Formel mit Gleichung sieht man, dass nur der erste
Term mit der Taylor-Entwicklung {ibereinstimmt. Somit ist das explizite Euler-
Verfahren von 1.0rdnung. Trotzdem geniigt dieses Verfahren oft, zumindest fiir

2J3], Kapitel 2, Seite 26
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Lu

Abbildung 2.3: explizites Euler-Verfahren, rechteckige Nédherung

einfache Anwendungen bzw. als Art Prototyp fiir ein explizites Verfahren. Zur Er-
héhung der Genauigkeit kann einfach der Zeitschritt verkleinert werden.

In weiterer Folge wird dieses einfache Verfahren mit einem Verfahren 2.0rdnung
verglichen, um die Genauigkeit zu demonstrieren.

Anwendung auf die Wirmeleitungsgleichung

Es soll nun das explizite Euler-Verfahren (Gleichung [2.14) auf die eindimensio-
nale Warmeleitungsgleichung [2.6] angewendet werden.

2q,

Setzt man nun fir Lu = D - % ein, erhélt man daraus

a2u (n)
(n+1) — ) L A (D22 _
U us’ + ( 83:2)

Um die zweite Ableitung zu diskretisieren, verwendet man einfach Gleichung
und erhilt die diskretisierte Form der Warmeleitungsgleichung.

(n+1) _  (n)
u; = U + N

DAt < (n)

ujy) — 2u§~") + uyi)l) (2.15)

Man sieht, dass zur Berechnung der Werte zum neuen Zeitpunkt lediglich die
Werte zum alten Zeitpunkt erforderlich sind. In der folgenden Abbildungﬂ soll der
Informationsfluss fiir den neuen Zeitpunkt schematisch dargestellt werden.

3I3], Kapitel 3, Seite 53
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tn+1

= p—

tn

Zj—1 L Zj+1

Abbildung 2.4: Informationsfluss beim expliziten Euler-Verfahren

2.4.2 Crank-Nicholson-Verfahren

Da im Allgemeinen implizite Verfahren stabiler sind, als explizite Verfahren, wird
an dieser Stelle das Crank-Nicholson-Verfahren (auch CN-Verfahren) hergeleitet.
Die Besonderheit dabei ist die unbedingte Stabilitdt bei Anwendung auf die Wér-
meleitungsgleichung. Deswegen ist dieses Verfahren von grofser Beliebtheit zur Si-
mulation von Diffusionsvorgéngen.

Das Thema Stabilitat bzw. Stabilitdtsbedingung wird noch in den darauffolgenden
Kapiteln diskutiert.

Ersetzt man nun die Rechtecksnédherung durch eine trapezformige Approximation
des Integrals nach der Zeit, folgt das Crank-Nicholson-Verfahren.

bt At
[ uats (@, - (La,.)
t"/
Eingesetzt ergibt dies
At

Zur Veranschaulichung der Approximation des Integrals folgend eine schematische
Skizzdl Schon allein durch optische Betrachtung kénnte man folgern, dass die

4[3], Kapitel 2, Seite 28



Lu

Abbildung 2.5: trapezformige Approximation

trapezformige Approximation genauer ist als die rechteckige. Natiirlich muss noch
der mathematische Beweis erbracht werden. Dazu wird der Term (Lu)™*Y) in eine
Taylor-Reihe entwickelt.

At d At? [ d?
(n+1) — ) & 22 ™ 1 (L) ™ LA = — | —L =
u u + = [( u)"™ + (Lu)™ + e tn—i— 5 \ gzl tn—i—

At? [ d At3 [ d?
—u™ LA Lu)™ 1+ 28 (S 20 (2 o
Y t(Lu) 2 (dt ’LL) ¢ 4 ((1t2 Y ¢

Vergleicht man nun diese Entwicklung mit Gleichung [2.13] so sieht man, dass diese
bis zur 2.0rdnung iibereinstimmen.
Somit ist dieses Verfahren genauer als das explizite Euler-Verfahren.

Anwendung auf die Warmeleitungsgleichung

Mit analoger Vorgehensweise wie beim Euler-Verfahren wird auch hier fiir Lu =
2 .
D - % eingesetzt.

Man erhéalt daraus

At 9%u (n) 9%u (n+1)
(n+1) _ ,,(n) 4 =% D.— D.—— )
" e 2 << 81:2) * ( 8952)



Unter Berticksichtigung, dass der Diffusionskoeffizient D zeitunabhingig ist, und
nach Diskretisierung der zweiten Ableitung geméfs Gleichung folgt daraus

(n+1) _ (), DAL ¢ ()
=+ s

n n n+1 n+1 n+1
Uiy — 2u§- )+ u(_)1 + u§-+1 ) 2u§- )+ ug-_l )> (2.16)

J

Dies ist das sogenannte Crank-Nicholson-Verfahren, welches von 2.0rdnung, so-
wohl in Zeit als auch im Ort, ist.

Schon wie beim expliziten Euler-Verfahren soll auch an dieser Stelle der Infor-
mationsfluss durch nachfolgende Abbildunéﬂ schematisch dargestellt werden. Man

$

tn+1

T b

Lj—1 L Ll
Abbildung 2.6: Informationsfluss CN-Verfahren

sieht hier deutlich, dass der zu berechnende Funktionswert ug-nH) sowohl von den

benachbarten alten als auch von den neuen Funktionswerten abhéngt. Da aber die
benachbarten Funktionswerte von den tiberndchsten Nachbarn (Funktionswerte)
abhéngen und so weiter, hingt im Grunde u§”+1) von allen Funktionswerten ab.

Deshalb ist es naheliegend, dass dieses Verfahren unbedingt stabil ist.

°I3], Kapitel 3, Seite 65
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2.5 Stabilitatsanalyse

Bei der Herleitung beider Verfahren, des explizites Euler-Verfahren und des Crank-
Nicholson-Verfahren, wurde noch nicht bestimmt, unter welchen Bedingungen das
jeweilige Verfahren stabil ist. Das heiftt, ob diese Verfahren {iberhaupt fiir die
Simulation der Warmeleitungsgleichung geeignet sind, und wenn ja, welche Vor-
raussetzungen bei den Diskretisierungweiten erzielt werden miissen.

Im Allgemeinen sind bei der computergestiitzten Umsetzung von mathematischen
Problemen Ergebnisse immer mit einem Fehler behaftet. Der Fehler kann einerseits
durch bereits vorkommende Fehler in den Anfangsdaten entstehen, oder durch den
Algorithmus an sich sowie durch eine nicht exakte Darstellung von Fliefkomma-
zahlen. Schematisch kann dies auf folgende Weise dargestellt werden.

Eingangsfehler | — | Fehler im Algorithmus |—| Ergebnisfehler

Abbildung 2.7: numerische Fehlerquellen

Fiir die Stabilitdtsanalyse werden einige Annahmen getroffen. Es werden einerseits
die Anfangsdaten, als auch die Rechenoperationen als exakt angenommen und man
hofft, dass fir Az, At — 0 die numerische Losung geniigend nahe an die analyti-
sche Losung kommt. Da der Computer aber nur mit endlich vielen Stellen rechnet,
tritt ein unvermeidbarer Rundungsfehler auf. Nur mit diesem Fehler beschéftigt
sich die Stabilitdtsanalyse.

2.5.1 Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse

Die Von-Neumann-Stabilitdtsanalyse beschrinkt sich auf die Analyse von Fehlern
fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Da die Losung
von derartigen Differentialgleichungen, bei geeigneten Randbedingungen, mit Hil-
fe eines Fourier-Ansatzes gewonnen werden kann, liegt es nahe, diese Methodik
auch bei der Untersuchung von numerischen Fehlern einzusetzen.

Dabei wird angenommen, dass die Differentialgleichung auf einem Gebiet [0, L] ge-
16st werden soll. Dazu ordnen wir jedem Stiitzpunkt (¢,, ;) am Raum-Zeit-Gitter
einen Fehler egn) zu, der aus der Differenz der numerischen Losung mit Rundungs-
fehler und der idealisierten, mit unendlicher Genauigkeit berechneten numerischen
Losung (mit derselben Diskretisierung) besteht.
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Als erster Schritt wird der Fehler ng) zum festen Zeitpunkt ¢,, durch eine diskrete
Fourier-Transformation dargestellt. Dabei werden periodische Randbedingungen,
das heifit u(z = 0) = u(z = L) bzw. ¢(xr = 0) = e(x = L), angenommen. Die
Summe lauft dann tber endlich viele k-Werte (k = k,,), die sich aus der DFT
ergeben.

. 2
Egn) _ Zc’(cn) ek L—m- <
{k}

Der Fehler €§n+1) hingt nicht nur von eg-") ab, sondern von einer ganzen Reihe von

65-7), wobei j' # j ist. Die Verstirkungsmatrix G hat folgende Form

a€(n+1)

=%
! 8657)

und soll die Forderung ||G|| < 1 (Matrixnorm) erfiillen. Wenn die Basisfunktionen
e*i der DFT die Verstirkungsmatrix diagonalisieren (dies ist oft der Fall, ohne
Beweis), dann ist ||G|| gleich dem betragsméfig grofsten Eigenwert g(k) von G.
Das heifst

1611 = max g (k)] < 1

In diesem Fall konnen die einzelnen Eigenwerte g(k) abgelesen werden aus

e = g(k)elr (2.17)

J

(n) _

wobei €, = etkz;
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Stabilitatsanalyse fiir das explizite Euler-Verfahren

Nun soll die beschriebene Stabilitétsanalyse auf das explizite Euler-Verfahren (Glei-

chung S. angewendet werden.

Das Euler-Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung lautet

m+1) _ (), DAL/ ) ) | . ()
u; =u; + N2 <uj+1—2uj —i—uj_l).

)

Unter Einbeziehung, dass jeder Wert ugn mit einem gewissen numerischen Run-

dungsfehler €§n) behaftet ist, lautet die eigentliche Differentialgleichung, welche es
zu l6sen gilt

n+1 n+1 n n DAt n n n n n n
(o ) = (o )+ 255 [+ ) = (20”4 ) + (0 4 2]

Da es sich um eine lineare Differentialgleichung handelt, entwickelt sich der Fehler
in analoger Weise wie die Losung. Das heifst, dass Gleichung auch die Fehler-
fortpflanzung beschreibt.

Somit gilt analog fiir den Fehler

n+1 n n n n
65- )_€§)+ 72 <€§ )1—2€<)+6( )1>

(n)

Setzt man nun fiir €, = e™*@i ein, so fiithrt das auf

n+1) o DAt

65 — otk 4 S (eik;cj+1 — 9¢thTi 4 eik;cj_l)
_ ok Z_ﬁ; (eik(szrAz) _ 9¢ikzj 4 eik(:):ija:))
_ pike {1 4 Z_ﬁf (eikA:r _94 eikAx)}
= {1 - 22—?; (1-— cos(kAx))}
= @{1 — 42?5 sin? (#) }
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_(n) DAt ) kAx
=€; {1_4A:L“2 sin (T

Man sieht, dass der Fehler eénH) genau von oben beschriebener Form <e§”+1) =g(k) - egn)>

ist, wobei der Verstarkungsfaktor g(k) folgende Form hat

g(k) =1 — 4288 g (—mx)

Ax? 2

Um zu erreichen, dass der Fehler im néchsten Zeitschritt nicht ansteigt, muss fiir
alle erlaubten k gefordert werden

DAt . kAx
|g(k)|:’1—4 2s1n2 (T)'Sl

Ax

beziehungsweise

DAt ., (kAx
—1§1—4AIQSIH < 5 >§1

Da sin?(-) immer positiv ist, ist somit die rechte Seite der Ungleichung immer er-
fiillt.

Um auch die linke Seite zu erfiillen, muss offensichtlich

DAt
<

4
Az? —

2

sein. Oder nach Umstellung fiir einen expliziten Ausdruck fiir At

A 2
At < % (2.18)

Somit gibt es eine Bedingung an die Diskretisierungsweiten At und Az. Das heifét,
dass das explizite Euler-Verfahren nur bedingt stabil ist.

Je nach fixem Az muss somit ein passendes At gewahlt werden. Jedenfalls muss der
Zeitschritt auf ein Viertel reduziert werden, wenn der Ortsschritt ,halbiert” wird.
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Stabilitdtsanalyse fiir das Crank-Nicholson-Verfahren

In analoger Vorgehensweise wie beim expliziten Euler-Verfahren soll auch fiir das
CN-Verfahren

(m+1) _ () , DAL 1 o) ) , () . (1) (n+1) | (nt1)

U = u, +2A3:2 (ujH—Quj +ui gy —2uj +u;y )
die Bedingung fiir Stabilitéit analysiert werden. Wie in der vorangegangenen Analy-
se schon gezeigt, entwickelt sich der Fehler wie die Losung der Differentialgleichung,
also

DAt
n+1 n n n n n+1 n+1 n+1
6; )—€§)+ 1x2<6§)1—2€§-)+6§)1+€§-1)—26( )+6§1)>

Da es sich hierbei um ein Mehrschrittverfahren handelt, wird fiir den Fehler der
Ansatz 65-") = g"(k) - e**i gemacht.

Betrachtet man nun den Schritt von ¢, — t¢,,1, so ergibt das

ks ks DAt , . ,
gezkmj _ ezkm] {1 + A (ezkAm —24 e—zkAm +g (ezkAz — 24 e—zkAz>)}
DAt , 4 4
g = 1+ INE (elkAx —24 eflkAx +g (ezkAz — 24 efzkAz))
DAt
=1+ INE (2 (cos(kAzx) — 1) 4+ 2g (cos(kAx) — 1))

_,_2DAt o, (KAT) 2DAt _, (kAx
T A2 T\ 72 Az T2 )Y

Lost man die letzte Gleichung nach g(k) auf, ergibt das

| _ 2DAt 42 (kAz
g(k) = ZAD:it ) (ki ) (2.19)
1+ 255 sin” (45%)

Damit der Fehler je Zeitschritt beschrénkt bleibt, muss wieder |g(k)| < 1 er-
fillt sein. Da der Zahler immer kleiner als der Nenner ist, ist |g(k)| < 1 fiir alle
At und Az erfiillt. Somit ist das CN-Verfahren unbedingt stabil.
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2.6 Implementierung
2.6.1 Anfangs- und Randbedingungen

Die Anfangs- und Randbedingungen sind von enormer Bedeutung fiir die numeri-
sche Losbarkeit und der Entwicklung der Losung fiir ¢ > ¢3. Um sich ein besseres
Verstindnis beziiglich dem Gitter machen zu kénnen, wird nochmals Abbildungf]

2.2] gezeigt.

A A A
® (@] O (@] O (@] O (@] ®
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Abbildung 2.8: Implementierung der Anfangs- und Randbedingungen

Im Hinblick auf die Verwendung der Warmeleitungsgleichung zur Bestimmung von
gekoppelten Temperatur- und Feuchtestromen konnen die einzelnen Zeilen als zeit-
liche Entwicklung der Losung eines gegebenen Querschnittes betrachtet werden,
wahrend eine einzelne Spalte die zeitliche Entwicklung eines bestimmten Punktes
x; im Querschnitt beschreibt.

Die ausgefiillten Punkte stellen die Anfangsbedingung dar. Diese ist zwingend
vorzugeben, da ansonsten keine ,Startwerte vorhanden sind, mit denen der jewei-
lige numerische Algorithmus initialisiert wird.
Die Anfangsbedingung beschreibt einfach die Losungsfunktion zum Zeitpunkt ¢ =
to

u(z,t =0) =u(x, tg) = f(zx) .

Veranschaulicht man sich ganz formal das Integrationsschema

u™) = Tu™], (T...Integrationsoperator) fiir die zeitliche Entwicklung der
Losung, so sieht man sofort, dass ohne Anfangsbedingung keine numerische L&-
sung zustande kommen kann.

6[2], Seite 828
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Bei den partiell gefiillten Punkten handelt es sich um die jeweilige Randbedin-
gung. Je nachdem, ob am Rande Funktionswerte der Losung oder Funktionswerte
der Ableitung der Losung gegeben sind, unterscheidet man zwischen Dirichlet-
bzw. Neumann-Randbedingungen. Im hier vorliegenden Fall werden Dirichlet-
Randbedingungen diskutiert.

Diese Funktionswerte stellen somit direkt Temperaturwerte oder Konzentrations-
werte dar. Im einfachsten Fall sind die Randbedingungen konstant, das heifst

u(0,t) =a
bzw.
u(L,t) = b,

Ebenso wie die Anfangsbedingung benétigt man die Randbedingung fiir die nu-
merische Losbarkeit.

Zum besseren Versténdnis soll dies exemplarisch an Hand des expliziten Euler-
Verfahrens dargestellt werden.

DAt

n+1 n n n n
u( ) u™ + N [ugﬁl — 2u§~ ) + ug-_)l
Dazu werden die Funktionswerte der ersten durchgehenden Spalte der Abbildung
mit u§”) bezeichnet.

Ausgehend von der Anfangsbedingung ugo) benotigt man zur Bestimmung der

Funktionswerte des nachsten Zeitschrittes an der Position ugl), wie aus dem Euler-

Schema ersichtlich, die Werte u(()o), u§°) und ugo). Wobei hier der Wert u(()o) gerade

die Randbedingung darstellt.

Ist diese Randbedingung nicht gegeben, kann der Wert ugl) nicht berechnet werden.
Der erste berechenbare Wert wire somit ugl), wobei hier schon ein Informations-
verlust auftritt. Fiir alle folgenden Zeitschritte lisst sich diese Uberlegung analog
fortsetzen, wobei in jedem neuen Zeitschritt ein Informationsverlust entsteht. Das
heifst, nach kurzer Zeit kann der Algorithmus nicht mehr fortgesetzt werden, da zu
wenig Information iiber die Funktionswerte der alten Zeitpunkte mehr vorhanden
ist (siehe Abbildung. Um also zeitlich beliebig weit in die Zukunft propagieren

zu konnen, miissen Randbedingungen gegeben sein.
Im Falle von Dirichlet-Randbedingungen kénnen die Funktionswerte an den Rand-

punkten einfach eingesetzt werden und es miissen lediglich die Werte an den un-
gefiillten Punkten noch berechnet werden.
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Abbildung 2.9: Informationsverlust ohne Vorgabe von Randbedingungen

Da bei der Betrachtung bauphysikalischer Probleme wie Temperaturverteilung
oder Feuchtekonzentration realistischerweise keine konstanten Randbedingungen
vorausgesetzt werden konnen (speziell im Aufsenbereich), muss unsere Betrach-
tungsweise noch ausgebaut werden.

Den realistischen Fall von zeitlich variierenden Randbedingungen beschreibt

u(0,t) = g(t)
bzw.
u(L,t) = h(t),

wobei ¢(t) und h(t) beliebige Funktionen sind.

Fiir die numerische Berechnung bedeutet dies, dass in jedem beliebigen Zeitschritt
bekannte Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben sind, diese sich aber mit jedem
Zeitschritt At dndern.

Hinsichtlich der instationédren Simulation der Warme- und Feuchteverteilung in ei-
nem Mauerwerk wird den zeitlich verdnderlichen dufteren Randbedingungen Rech-
nung getragen. In den nachfolgenden Simulationen wird haufig von einer kon-
stanten inneren Randbedingung (Mauerwerkinnenseite) und einer verénderlichen
aukeren Randbedingung (Mauerwerkaufenseite) ausgegangen.
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2.6.2 Gleichungssysteme

Ein wichtiger Aspekt, der vor den Simulationen noch zu behandeln ist, beschéftigt
sich mit dem Losen linearer Gleichungssysteme.

Gekoppelte Gleichungssysteme treten im Allgemeinen bei impliziten Verfahren
auf (z.B. CN-Verfahren). Je nach Art der Differentialgleichung konnen diese Glei-
chungssysteme linear oder nichtlinear sein. Da viele wichtige Differentialgleichun-
gen linear sind, beschrinken wir die Erlauterung auf lineare Gleichungssysteme.

Beim Losen derartiger Gleichungssysteme, welche auf Grund der Diskretisierung
eindimensionaler Probleme mit bestimmten Randbedingungen entstehen, trifft
man immer auf diinn besetzte Kopplungsmatrizen - meist tridiagonale. Diese Ma-
trizen bestehen hauptséchlich aus Nullen, bis auf die mittleren drei Diagonalen.

Theoretisch kann zum Losen entweder ein allgemeines Verfahren z.B. Gauf-
Algorithmus benutzt werden, oder spezielle Algorithmen fiir diinnbesetzte Kopp-
lungsmatrizen. In der Praxis jedoch verwendet man ausschlieflich spezielle Algo-
rithmen, da die allgemeinen Verfahren zu aufwendig sind.

Da im Allgemeinen bei impliziten Verfahren, zu jedem Zeitschritt At ein linea-
res Gleichungssystem zu 16sen ist, verwendet man fiir die bessere Performance des
Simulationsprogramms ein spezielles Verfahren, z.B. den Thomas- Algorithmus.

Thomas-Algorithmus

Betrachtet man das Crank-Nicholson-Verfahren

n+1 n n n n n+1 n+1 n+1

J i
so ergibt sich, nach chronologischer Umstellung und Multiplikation mit 2, folgendes
Gleichungssystem

n+1 n+1 n+1 n n n
—rug.ﬂ )+ (2+ 2T)u§ ) Tu§_1 ) = rugur)l + (2 - 27’)u§» )+ Tug»_)l
(2.20)
n DAt
mit 7 = :
Ax?

Die rechte Seite der Gleichung beinhaltet lediglich Losungswerte zum alten, be-
kannten Zeitpunkt, wihrend die linke Seite aus den Unbekannten samt Koeffizien-
ten besteht. Bezeichnet man nun die Unbekannten mit «"*" — 2 und die gesamte
rechte Seite mit y;, so erhélt man in der iiblichen Notation fiir Gleichungssysteme

A-x=y
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oder in Koeflizientenschreibweise
a;Tji—1 + bjfﬂj + CiTjiy1 = Yy (221)

Zur Vereinfachung wird a = —r, b = 2+ 2r, ¢ = —r gesetzt. Folgend eine schema-
tische Darstellung des Gleichungssystems

a b ¢ 0 ... 0 o
0 a b ¢ 0 11
: : =Y
0 0 a b ¢ TN-1
TN

Die Dimension der Kopplungsmatrix A betragt (N — 1) x (N + 1).

Die Anzahl der Zeilen kann leicht aus der Anzahl der noch Unbekannten ;... xny_1
gefolgert werden. In dieser Darstellung stellen 2y und xx die Dirichlet-Bedingung
des eindimensionalen Problems dar.

Zu jedem Zeitschritt muss nun ein solches Gleichungssystem gelost werden. Beim
Gauss-Verfahren wiirde im Eliminationsschritt die untere Diagonale eliminiert wer-
den, wodurch einfach zy_; berechnet werden kann. Durch Substitution dieser Lo-
sung in die dariiberliegende Zeile kann auch xy_5 bestimmt werden und so weiter.
Die Idee des Thomas-Algorithmus besteht nun darin, direkt mit der Riicksubsti-
tution, an Hand folgenden Ansatzes, zu beginnen

Tj1 = €1y + fi (2.22)

Damit bekommt die Gleichung folgende Gestalt (rechte Seite wird wie gehabt

mit y; bezeichnet).

(n+1 (n+1)

(n+1)
+ bx + Ty =Y
Setzt man nun Gleichung @ ein, ergibt sich

(n+1) (n+1)

y; = a(e;— 175 + fi-1) + bx (n+1) + CT;yy

n+1) n+1
2 (b+ aejy) =y; — afj — el

L) () c Yy —afj—
J i+l b+ ae;_q b+ aej_q
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Vergleicht man nun den letzten Ausdruck mit Gleichung so erhélt man

—C
e, = —"-"
J b + a€;_1
(2.23)
Y afj—1
fj - b—
+ ae;_q

Dies stellt eine aufsteigende Rekursion dar, die bei Vorhandensein von Startwerten
bestimmt werden kann. Die Startwerte erhélt man einfach aus der ersten Zeile des
Gleichungssystems.

axg + bxry + cre = 1y
Auflésen nach x; ergibt
Y1 —Cry — aZo

b

Vergleicht man dies mit dem Ansatz fiir den Thomas-Algorithmus (Gleichung

2.22)), so erhdlt man

X1

—c
e = —

b

—azx
£ = Y1 ; 0
Diese Ergebnisse erhélt man auch, wenn man ganz formal
€y = 0
(2.24)

fozxo

setzt. Das heifst, nach aufsteigender Rekursion fiir alle e; und f; konnen die Lo-
sungswerte z; in absteigender Rekursion bestimmt werden, da z¢ und xy als Rand-
wert vorgegeben sind.
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2.7 Analytische Losung

Um die Qualitdt der numerischen Losung beurteilen zu kénnen, wird in diesem
Abschnitt die analytische Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung
(mit konstanter Warmeleitfahigkeit A) mittels

e Fourier-Ansatz
und
e Separationsansatz

hergeleitet.

Dabei soll die Lésung inhomogenen, konstanten Dirichlet-Randbedingungen ge-
niigen. Ahnlich wie bei der Lésung von inhomogenen Differentialgleichungen wird
auch hier anfinglich das Problem mit homogenen Randbedingungen gelost und
durch eine additive partikuldre Losung der Inhomogenitat Rechnung getragen.

2.7.1 Formulierung des Problems

Zu 16sen gilt die partielle Differentialgleichung auf dem Intervall [0, L]

ou d%u
o Do
(2,0) = f(x) (2:25)

2.7.2 Fourier-Ansatz

Fiir eine stetige reellwertige Funktion im Intervall [0, L] gilt der Ansatz

+ Z a, cos(nkz) + b, sin(nkzx),

n=1

%o
2
wobei auf die Koeffizienten a,, und b,, erst spéter eingegangen wird.

Bei der Wérmeleitungsgleichung geht w(z) — wu(x,t) tiber, wobei die Zeitabhén-
gigkeit in die Koeflizienten ,,gepackt” wird. Das heifst, man entwickelt die Funktion
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zu einem festen Zeitpunkt beziiglich der z-Koordinate in eine Fourier-Reihe. Hier
wird k = 27/ L gesetzt.

u(z, t) “02“) + nio;an(t) cos (”2;“‘) + by(t) sin (”22"”) ,

Zuerst wird u(z,t) ungerade vom Intervall [0, L] auf das Intervall [—L, L] fortge-
setzt und dann in der Entwicklung nur die (ungeraden) Sinusterme beibehalten.
Daraus folgt, dass alle a,(t) = 0. Fiir genauere Informationen iiber Fourierreihen
siehe [§].

Man erhalt fiir den Ansatz

Zb sin ("m) (2.26)

Setzt man nun den Ansatz in die Warmeleitungsgleichung ein, so erhélt man
glz —Zb sin (mmc)
S (%) (%)
Fiigt man beide Terme zusammen, folgt
Zn:bn(t) sin (mrx) Zb ( ) sin (%) :

Ein Koeffizientenvergleich liefert die gewohnliche Differentialgleichung fiir die Ko-
effizienten

bu(t) = —D (”L”) b (t) (2.27)

Diese Differentialgleichung wird durch Separierung der Variablen geldst.

b (t) L
log(b,(t)) = —D <n%> t+cp




Die ¢, stellen einfach die Fourier-Koeffizienten der Anfangsbedingung dar, das
heifst ¢, = b,(0). Setzt man die Losung der Koeffizienten b,(t) in die Gleichung
[2.20] ein, so ergibt sich die Losung der Warmeleitungsgleichung

°° D n?rt
u(z,t) = ch exp (— Zf ) sin (n_zx) . (2.28)

n=1

Bis hier wurden jedoch lediglich homogene Dirichlet-Randbedingungen angenom-
men (auch die Anfangsbedingung wurde noch nicht explizit beriicksichtigt). Die
Beschreibung von inhomogenen Randbedingungen soll nun nachgeholt werden.

Um die inhomogenen Randbedingungen zu erfiillen, kann - falls L (hier ist L
ein Differentialoperator) linear ist - eine beliebige zeitunabhéngige Funktion v(x)

addiert werden. Fiir eine allgemeine Differentialgleichung der Form % = Lu+ f
sowie ©w = u — v gilt
Ju 0 —
—u:—u:Lu—i-f:L(H—l—v)—l—f:Lﬂ—l—Lv—i-f:Lﬂ—l-f
at ot
mit f = Lv+ f

Hierbei muss @ nur homogene Randbedingungen erfiillen.

In dem hier vorliegenden Fall wére eine lineare Funktion v(z) = kx + d geeignet.
Nun miissen nur mehr die Variablen k£ und d aus den gewiinschten Randbedingun-
gen bestimmt werden. Addiert man nun die lineare Funktion v(x), so erhélt man
die endgiiltige Losung der Warmeleitungsgleichung

- D n’m’t b—
u(z,t) = [Z Cp, €XP (— 72; ) sin (?)] +—7 Y ta (2.29)
n=1

Die Losung zum Zeitpunkt ¢ = 0, entspricht gerade der Anfangsbedingung, und

lautet
> nwx b—a
0)= |3 cus ( ) 2.30
u(z,0) Llc sin 7 ]—l— 7 T +a ( )

-~
Fourier-Reihe

Mit den Koeffizienten ¢, kann somit die Anfangsbedingung u(x,0) = f(z) imple-
mentiert werden.
Fiir die Koeffizienten einer Fourier-Reihe mit k = /L gilt

Cn = %/OL f(z)sin <n_zx) dx (2.31)
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Interpretation

Die Losung der Warmeleitungsgleichung kann also als eine Fourier-Darstellung
der Anfangsbedingung f(x) interpretiert werden, wobei die in dieser enthaltenen
Wellenléngen zeitlich unterschiedlich schnell zerfallen.

Zu diesem Schluss gelangt man, wenn die unterschiedlichen Wellenvektoren k, =

n -7 und die jeweils dazugehdrigen Exponentialfaktoren exp(-) betrachtet werden.

Offensichtlich zerfallen die kurzwelligen Anteile der Losung am schnellsten, wo-
durch die Losung zu gréfseren Zeiten hauptséchlich durch die langwelligen Anteile
bestimmt wird.

2.7.3 Separationsansatz

Um die Losung durch den Fourier-Ansatz zu bestétigen, wird auch noch versucht,
die Warmeleitungsgleichung mit einem Separationsansatz zu l6sen, obwohl durch
diesen Ansatz nur spezielle Losungen gefunden werden konnen.

Dazu wird die Losungsfunktion u(z,t) als Produkt von zwei Funktionen, mit je-
weils nur einer Abhéngigkeit, angesetzt.

u(z,t) = T(t)X(z)
Setzt man nun diesen Ansatz in die Warmeleitungsgleichung ein, erhélt man
T(t)X(z) = DT(t) X" (z)
) _ X"(x)
() — X(z)

v ...Seperationskonstante

= tv

Somit erhélt man aus der partiellen Differentialgleichung zwei gewdhnliche Diffe-
rentialgleichungen.

r "
—T(t) =+, DX (z) =4v
T(t) X(z)
Die zeitabhéngige Losung betragt
T(t) = cre™™, (2.32)

wobei nur die negativen Werte in Frage kommen, da sonst T'(t — o0) — oo gilt,
die Losung jedoch nicht divergieren darf.
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Fiir die zweite Differentialgleichung erhélt man als Losung

X(x) = cysin (\/%x) + ¢35 cos < %x) (2.33)

Setzt man nun die beiden Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungen in
den Produktansatz ein, ergibt dies

U($, t) = T(t)X(ﬁ) = e—ut C1Co sin (1 / %:L’) + cic3 cos ( %$)
¢ d

Hier ist ¢ nicht mit der Warmekapazitit zu verwechseln. Ahnlich wie beim Fourier-
Ansatz wird auch hier die Warmeleitungsgleichung zuerst mit homogenen Rand-
bedingungen gelost.

w0,t) =de ™ =0 — d=0

Fiir die zweite Randbedingung folgt

v
Lit)=cesin(/=L)=0
u(L,t) = ce sm( o) )

Diese Forderung wird durch zwei Moglichkeiten erfiillt, wobei nur eine zielfithrend
ist. Wére ¢ = 0, dann wiirde sich als Losung lediglich die triviale Losung u(z,t) = 0
ergeben. Als zweite Moglichkeit kann die Separationskonstante v angepasst werden.
Mit
n*m?D

12
kann obige Randbedingung auch erfiillt werden. Man erhélt somit eine Linearkom-
bination spezieller Losungen (¢ — ¢,). Als Gesamtlésung erhilt man nun

G D n*r?t
u(z,t) = ch exp (—%) sin (?) (2.34)

n=1

UV =

Dies ist aber nichts anderes als die Fourier-Darstellung beziiglich der x-Koordinate
zu einem festen Zeitpunkt. Das heifst man erhélt durch den Separationsansatz erst
wieder die Basisfunktionen des Fourier-Ansatzes.

Durch Addition mit v(x) konnen wieder die inhomogenen Randbedingungen erfiillt

werden.
e Dn?m?t\ . /nrx b—a
u(x,t) = Lgl Cp €XD (— 72 ) sin < 7 )] + 7 +a
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2.7.4 Bestimmung der Fourier-Koeffizienten

Die Wahl der Anfangsbedingung ist eigentlich unwichtig, solange man nur an der
stationdren Losung interessiert ist. Der Grund dafiir ist, dass die Anfangsbedin-
gung beim Erreichen der stationéren Losung schon ,yergessen® ist. Sucht man aber
die zeitabhéngige Losung (z.B. oszillierende Temperaturverldufe mit Periode = 1
Tag), muss man warten bis sich das System ,eingeschwungen“ hat.

Die Bestimmung der Fourier-Koeffizienten von Gleichung fiir eine bestimm-
te Anfangsbedingung soll nun nachgeholt werden. Dabei wird nicht eine beliebige
Anfangsbedingung hergeleitet, sondern eine, welche Ahnlichkeiten mit der zu er-
wartenden Losung mit sich bringt.

Welche stationédre Losung ist also zu erwarten?
Stationar bedeutet, dass sich die Losung zeitlich nicht mehr &ndert, dementspre-
chend muss

ou 0%u
- _p=-
ot 0x?
@ Stati_onéir @
ot N 0x?
=<~
0
0%u
0=D%"
0x?

sein. Somit entspricht u(z,t) im stationéren Fall einer linearen Funktion mit ent-
sprechenden Randbedingungen. Ahnliches gilt fiir ein System aus mehreren Schich-
ten, z.B. fiir einen Mauerwerksaufbau (Ziegel, Daimmung, Putz). In diesem Fall
besteht die stationdre Losung aus stiickweise linearen Funktionen mit unterschied-
lichen Steigungen.

Deswegen ist es naheliegend, auch als Anfangsbedingung eine stiickweise lineare
Funktion zu konstruieren, welche jedoch nicht mit der gesuchten Losung zusam-
menfallen muss.

Abbildung soll die gewiinschte Anfangsbedingung verdeutlichen. Die Anfangs-
bedingung hat somit die Form

%x z € [0, w]
fz) =

v
L —w

(L — 1) x € |w, L]
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Abbildung 2.10: stiickweise lineare Funktion

Fiir die Fourier-Koeffizienten gilt die bekannte Relation aus wobei k =7/L

Cp = %/OLf(x)sin <n_7gx) dz

Nach dem Einsetzen der Integralgrenzen ergibt sich

Cp = %/OL f(z)sin (?)

2 L
=7 _/0 %xsin (_nzx) dx—l—/w (L—x)Liwsin (nzx) dx]
2 vL (L sin (%) — TWN COS (%))
L 2w n? J+
| 1. In‘t,egral

vL (L (sin(nm) — sin (222)) + 7mn(w — L) cos (222))
m2n?(w — L)

TV
2. Integral

+

N
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Bringt man nun beide Terme auf gleichen Nenner und kiirzt, so folgt

B 2v L2 sin (m)

Cp =

L

—L

Ln?n? w(w — L)

_ 2 & Twn
2uL sm( 7

)

- m2wn?(w— L)
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2.8 Simulationen mit konstantem Diffusionskoeffizienten

Da nun die wichtigsten mathematischen Grundlagen geschaffen sind, kann mit ei-
nigen exemplarischen Simulationen begonnen werden, welche als Grundlagen fiir
die weiterfolgenden Simulationen mehrschichtiger Bauteile (mit nicht-konstanter
Wirmeleitfdhigkeit \) dienen sollen.

Dadurch sollen die grundlegenden Fragen im Anwendungsfall simuliert werden.
Einige dieser Fragen wéren:

e Qualitét der verschiedenen Verfahren in Abhéngigkeit des eingefiithrten Pa-
rameters r (sieche Gleichung [2.20))

sowie die
e Performance der numerischen Algorithmen

Samtliche Computerprogramme zur Simulation sind in der Programmiersprache
FORTRAN 90/95 implementiert. Dabei kommen verschiedene kleinere Subpro-
gramme zum Einsatz: ein Programm zur Initialisierung der Anfangsbedingung,
ein weiteres zur Darstellung der Randbedingungen sowie das eigentliche Hauptpro-
gramm, welches die Berechnungen mit Hilfe des jeweiligen Verfahrens durchfiihrt.

Da in der vorliegenden Arbeit der Fokus auf bauphysikalischen Fragenstellungen
liegt, sollen an dieser Stelle erstmals alle relevanten materialspezifischen Parame-
ter aufgelistet werden.

Diese finden auch in den weiterfithrenden Simulationen (nicht-konstanter Diffusi-
onskoeflizient) Verwendung.

Tabelle 2.1: materialspezifische Parameter [12], [13]

Material A [%] p [%} & kg%K
Ziegel 0.7 1800 1000
Beton 2.1 2500 1000

Polystyrol (EPS) | 0.04 15 1400

In der Tabelle stellt die zweite Spalte die Warmeleitfahigkeit A, die dritte die Mas-
sendichte p und die vierte die spezifische Warmekapazitéit ¢ dar. Die Abkiirzung
in der ersten Spalte beschreibt eine spezielle Variante des Polystyrol (EPS ... ex-
pandiertes Polystyrol).
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In allen folgenden Simulationen soll ein Aufenmauerwerk unter Einfluss verschie-
dener Randbedingungen simuliert werden. Die Mindestschichtdicke bei einem Au-
Kenmauerwerk muss, bei tragender Funktion, zumindest 36 cm betragen. Weiters
werden die Randbedingungen an der Innenseite konstant gehalten, wobei sich, je
nach Simulation, die dufseren Randbedingungen zeitlich &ndern diirfen. Zusétzlich
gibt es zu beachten, dass bei allen Diagrammen die berechnete Grofe (Temperatur,
etc.) jeweils in der Mitte des Diskretisierungsintervalls aufgetragen wird, wodurch
die Grafiken nicht am exakten Nullpunkt des Koordinatensystems starten (sondern
bei Az/2) und ebenso wenig am exakten Ende L enden (sondern bei L — Az /2).
Als Anfangszustand werden zwei stiickweise lineare Funktionen gewéhlt, die an der
Stelle = 0.30 m verbunden sind. Dieser geknickte Anfangszustand wird gewéhlt,
damit dieser Ahnlichkeiten mit der stationiren Lésung hat (insbesondere in den
nachfolgenden Kapiteln, wo A # const )

Zu Beginn soll zunéchst eine qualitative ,Orientierungssimulation* Aufschluss dar-
iiber geben, ob relevante Unterschiede in der Genauigkeit bei gleichen Diskretisie-
rungsbedingungen beider (explizites Euler-Verfahren und CN-Verfahren) numeri-
scher Verfahren zu erwarten sind.

Das Modellproblem der Orientierungssimulation stellt ein homogenes einschich-
tiges System (50 cm Ziegel) dar. Es werden konstante Dirichlet-Randbedingungen,
sowohl innen als auch aufsen, angenommen. Die Anfangsbedingung hat einen , Knick"
bei 0.30 m. Dieser Knick kann natiirlich nicht exakt dargestellt werden, da nur end-
lich viele Terme der Reihenentwicklung beriicksichtigt werden. Insbesondere soll
die Relaxation des anfinglichen Temperaturverlaufs zur stationdren Losung (li-
nearer Verlauf) iiberpriift werden.

Zu jeder Abbildung wird eine Tabelle gezeigt, welche die in der Simulation verwen-
deten Parameter aufzeigt. Dabei gibt At liber das Zeitintervall der einzelnen
Kurven Aufschluss und tg,; entspricht der Zeit zum Erreichen des stationéren
Zustandes, welcher durch die im Programm implementierte Abbruchbedingung er-
reicht wird. Die Abbruchbedingung ist von der Form ]Tj(”) - Tj»(nerAt)| <1072y,
wobei m (natiirliche Zahl, beliebig) das Zeitintervall zwischen den einzelnen Kur-
ven (Temperatur-Ort-Kurven) bestimmt. (Dabei ist zu beachten, dass unterschied-
liche Abbruchbedingungen zu unterschiedlichen t,; fithren, weshalb dieser Para-
meter nicht zu ,eng“ betrachtet werden sollte). Desweiteren soll noch erwéhnt
werden, dass die analytische Losung fiir alle nachfolgende Kapiteln als Reihen-
entwicklung bezeichnet wird, da nur endlich viele Terme der Summe (50 Terme
werden im Simulationsprogramm verwendet) berticksichtigt werden kénnen und
deshalb auch mit einem Fehler behaftet ist.
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tstat [h]

510.5
018
155

Tabelle 2.2: Parameter zu Abbildung [2.11]

Aty [h]

At [s]

30

30

Ax |m]

0.01
0.01

Verfahren
CN - Verfahren

exp. Euler
Reihenentwicklung

+
X

CN-Verfahren

explizites Euler-Verfahren

Reihenentwicklung

25

15

|
(=}
—

[Do] Injerodway,

0.5

045

04

0.35

03

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Ort [m]

Abbildung 2.11: qualitative Analyse: 50 cm Ziegel
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Man sieht durch Abb. recht deutlich, dass sowohl das explizite Euler Ver-
fahren (1. Ordnung) als auch das CN-Verfahren (2.0rdnung) qualitativ sehr gut
mit der Reihenentwicklung der Losung iibereinstimmen. Wie bereits erwahnt ist
die ,analytische” Losung durch die endliche Reihenentwicklung jedoch auch mit
einem kleinen Fehler behaftet.

Einzig das Erreichen des stationdren Zustandes wird bei weitem iiberschritten.
Wie jedoch bereits erwahnt, hingt dies von der Abbruchbedingung des nume-
rischen Algorithmus ab. Man sieht, dass in der Néhe der stationdren Losung die
Anzahl der numerisch berechneten Kurven sehr grofs ist, weshalb ein Abschwéchen
der Abbruchbedingung gerechtfertigt wére. Dadurch wiirde sich natiirlich auch der
stationére Zeitpunkt deutlich nach vorne verschieben.

Um eine quantitative Aussage iiber das Verhalten der numerischen Verfahren, im
Vergleich zur Reihenentwicklung, machen zu kénnen, wird in Abb. der Fehler
uge)ihe’ I ur(lﬁ)m] gezeigt. Das linke Diagramm zeigt den Fehler des CN-Verfahrens

und das rechte Diagramm den Fehler des expliziten Fuler-Verfahrens.
Interpretation

In Abb. sind wieder alle Kurven im Zeitintervall von 4 h dargestellt.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0, also der Anfangsbedingung, liegt noch kein Fehler vor -
dies ist auch nicht verwunderlich, denn beide Simulationsprogramme wurden mit
der gleichen Anfangsbedingung initialisiert. Im néchsten Zeitschritt sieht man je-
doch schon Oszillationen des Fehlers, welche im Laufe der Zeit zerfallen bis sich
ein linearer Fehlerverlauf einstellt. Der lineare Fehlerverlauf kann folgend erklért
werden: bei beiden numerischen Verfahren wird nach der Initialisierung mit der
Funktion zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Funktionswerte an den Randpunkte xa,/, und
Tr—Agz/2 Zu jedem Zeitschritt nicht mehr berechnet, sondern nur mehr die Wer-
te an den Stellen zaz/21ja: ({VJ € N: Zag/2 < Tag/o4jae < Tr—agz/2}). Bei der
Reihenentwicklung hingegen werden in jedem Zeitschritt alle Funktionswerte an
den Stellen zaz/24ja: ({VJ € N: 2az/2 < Tag/o4jae < Tr_ag/2}) berechnet, wo-
durch sich die Werte an den Randpunkten &ndern konnen. Trotz des Fehlers im
stationdren Zustand konnen beide Verfahren zum Berechnen des Endzustands fiir
dieses Modellsystem als hinreichend genau eingestuft werden (Grofenordnung des
maximalen Fehlers betriigt rund 1073 °C)
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Abbildung 2.12: Fehleranalyse 50 cm Ziegel
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Abhangigkeit des Fehlers vom Parameter r

Der Parameter r = DAt/Az? stellt eine Verbindung zwischen den Diskretisie-
rungsgrofsen und der Materialparameter dar und ist deshalb fiir die Beurteilung
der Genauigkeit von grofser Bedeutung. Der Parameter r» wurde bereits in Glei-

chung eingefiihrt.

Fiir die quantitative Beurteilung der Genauigkeit eines numerischen Verfahrens
eignet sich die Untersuchung der dazu gehorigen Dispersionsrelation. Dazu wird
eine Fourierdarstellung der Losungsfunktion mit Basisfunktionen (Fourier-Moden)
e'kz=wt) verwendet, um den typischen Zusammenhang w = w(k) (Dispersionsrela-
tion) zu erhalten. Diese Fourierdarstellung wird einerseits fiir die ,originale” Diffe-
rentialgleichung und andererseits in diskreter Form fiir das numerische Verfahren
gemacht. Durch den Vergleich der Dispersionsrelation fiir die originale Differenti-
algleichung und der Dispersionsrelation fiir das numerische Verfahren, kann man
durch Anderung des Parameters r Riickschliisse iiber die Genauigkeit des numeri-
schen Verfahrens erhalten.

Fiir das CN-Verfahren erhdlt man als optimalen Wert [3] des Parameters r = 0.5,
fiir das Euler-Verfahren hingegen r &~ 0.25. Das heifst, dass bei gleichem Az beim
CN-Verfahren deutlich groflere Zeitschritte verwendet werden kénnen. Wird der
optimale Wert des Parameters r iiberschritten, so wird im Falle vom CN-Verfahren
der Parameter r komplex und es treten oszillierende Moden auf. Unterhalb von
r = 0.5 bleibt die Dispersionsrelation reell, jedoch variiert die Genauigkeit.

Im folgenden wird eine Fehleranalyse des CN-Verfahrens (Abb. bei un-
terschiedlichen Werten des Parameters r gezeigt (Material: Ziegel). Dabei wird
Axz = 0.01 m konstant gehalten, wiahrend At variiert. Hierbei ist zu beachten, dass
die erste dargestellte Kurve in jedem Diagramm jene nach ¢ = 15min (nicht bei
t = 0) ist (Begriindung folgt). Die Anfangsbedingung muss ohnehin fehlerfrei sein.

Die Abbildungen in der obersten Reihe sind nahezu identisch, wobei r < 0.5 und

Tabelle 2.3: Parameter zu Abbildung [2.13

Verfahren | Ax [m| | At [s] | Aty [b] | Parameter r
CN - Verfahren 0.01 30 4 0.116
CN - Verfahren 0.01 100 4 0.388
CN - Verfahren 0.01 200 4 0.7
CN - Verfahren 0.01 300 4 1.166
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die Dispersionsrelation reell ist. Die linke untere Abbildung zeigt bei r > 0.5 den
mit Abstand grofsten Fehler (beachte anderen Mafstab). Das rechte untere Bild
entspricht ebenso einer komplexen Dispersionsrelation, wobei auch die anfingli-
chen Oszillationen zu sehen sind. Da diese hochfrequenten Oszillationen bereits
nach kurzer Zeit zerfallen (o exp(—Dn?r%t/L?), siche Gleichung 2.28), wurde der
Anfangszustand bei ¢t = 15 min gewihlt, da sonst die Oszillationen bei einem Zei-
tintervall von 4 h nicht mehr sichtbar gewesen waren.

Trotz alledem geht der Fehler, auch bei einem Modem r > 0.5, flir t — t4a; ge-
gen einen linearen Fehlerverlauf (Grofenordnung des maximalen Fehlers 1072 °C),
welcher vernachléssigbar klein ist. Dies liegt wohl daran, dass in jedem Fall alle
Moden im Laufe der Zeit zerfallen und nur der lineare Temperaturverlauf iibrig
bleibt. Der eigentliche Unterschied liegt vor allem am Beginn der Zeitentwicklung
fiir » > 0.5, wo Ostzillationen auftreten konnen.

Die Grofenordnung des Fehlers liegt bei dieser Simulationsreihe (variablem At) in
einem &dhnlichen Bereich - einzige Ausnahme ist die Simulation mit einem Para-
meter r = 0.7, wo der anfangliche Fehler um eine Grofenordnung mehr ist.

Nun soll noch bei konstantem At und variablen Az eine Fehleranalyse gemacht
werden. Dazu betrachte man nachfolgende Abbildung [2.14] Der Zeitschritt wird
hier fest, mit At = 30s, gewahlt. In dieser Abbildung ist in jedem Diagramm der
erste Zustand wieder bei ¢ = 15min gezeigt (der Anfangszustand ¢t = O min ist

ohnehin fehlerfrei).

Die folgende Tabelle fasst die verwendeten Parameter zusammen.

Tabelle 2.4: Parameter zu Abbildung [2.14

Verfahren | Ax [m| | At [s] | Aty [h] | Parameter r
CN - Verfahren | 0.005 30 4 0.466
CN - Verfahren | 0.01 30 4 0.116
CN - Verfahren | 0.025 30 4 0.018
CN - Verfahren | 0.05 30 4 0.004
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Abbildung 2.13: Fehleranalyse des CN-Verfahrens: Az = 0.01 m, At = variabel
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Die erste — zu erwartende — Beobachtung ist, dass mit grofer werdendem Ax
(also kleinerem Parameter r) der Fehler grofer wird (anders als bei variablem At),
da natiirlich die Auflésungsgenauigkeit kleiner wird. Vergleicht man linkes oberes
und rechtes unteres Bild, so unterscheidet sich der anféngliche Fehler bei t = 15 min
rund um den Faktor 100. Ebenso kénnen bei grofserem Ax leichte Oszillationen
erkannt werden (v.a. bei r = 0.018).

Der Fehler geht wieder fiir ¢ — t .. gegen einen linearen Fehlerverlauf, da wie-
der alle Moden im Laufe der Zeit zerfallen. Der Fehler ist zwar beim stationdren
Zustand nicht null, jedoch ist dieser vernachlassigbar klein.

Zusammenfassend kann fiir die numerischen Simulationen (konstantes D) —
CN-Verfahren und explizites Euler-Verfahren — gesagt werden, dass diese weitge-
hend mit der Reihenentwicklung iibereinstimmen (siche Abb. [2.11)). Natiirlich ist
dieses Testproblem sehr einfach gewéhlt, wodurch man dieses Verhalten auch hétte
erwarten konnen. Trotz der Einfachheit des Testproblems kann eine deutliche Ab-
héngigkeit vom Parameter r erkannt werden. An Hand von Abb[2.14] erkennt man
deutlich, dass mit geringer Auflésungsgenauigkeit des Ortes die Fehler der Tempe-
raturwerte im instationdren Bereich drastisch ansteigen. Dennoch wird auch hier
ein ,korrekter* Endzustand erreicht. Bei allen Diagrammen zeigen die numerisch
berechneten Temperaturkurven im Vergleich mit der Reihenentwicklung bei klei-
neren Zeiten den grofsten Fehler. Dieser Fehler ,zerfallt® im Laufe der Zeit bis sich
ein linearer Fehlerverlauf ergibt.

23



Fehler [°C]

Fehler [°C]

Fehleranalyse bei unterschiedlichem Parameter r

0.004 T T T T T T T

0.002

Zustand: 15min —s

-0.002

-0.004

-0.006 + —
r=0.466

-0.008

0 005 01 0.15 02 025 03 035 04 045 05

Ort [m]
0.05 T T T T T T T T T
0
-0.05 Zustand: 15min —s -
0.1 | _
r=0.018
-0.15 _
| | | | | | | | |

0 005 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05

Ort [m]

Fehler [°C]

Fehler [°C]

0.004

0.002

0

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

0.1

0 005 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05

Ort [m]

0L
0.1 |
02 b
03 |
04 |
05 F
06 |
07 b

0 005 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05

Ort [m]

Abbildung 2.14: Fehleranalyse des CN-Verfahrens: Az = variabel, At = 30s
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3 Numerische Methoden (A # const.)

Da es fiir die Simulation von bauphysikalischen Fragestellungen nicht ausreichend
ist, sich auf einschichtige Bauteile (rdumlich konstante Wéarmeleitfahigkeit \) zu
beschrénken, miissen die Uberlegungen fiir nicht-konstante Warmeleitfahigkeit er-
weitert werden.

Ziel ist es ja, ein Programm zu konstruieren, welches den gekoppelten Wérme-
und Feuchtetransport in einem beliebigen Mauerwerksaufbau beschreiben kann.

Deswegen werden an dieser Stelle folgende zwei Moglichkeiten besprochen:
e Diskretisierung der allgemeinen Fourier’schen Differentialgleichung
sowie
e die Methode mit Hilfselemente

Bei der ersten Methode handelt es sich sozusagen um den direkten Losungsversuch
der partiellen Differentialgleichung fiir A\ # const.

Bei der zweiten Methode werden Koppelbedingungen an den Schichtgrenzen be-
nutzt und diese auf mathematischem Wege in die urspriingliche Warmeleitungs-
gleichung implementiert.

Zuerst soll der naheliegende direkte Losungsversuch diskutiert werden.

3.1 Diskretisierung der Fourier’schen Differentialgleichung

Die allgemeine Form der Warmeleitungsgleichung wurde bereits in Kapitel auf
Seite [16] hergeleitet.

Vernachlassigt man innere Warmequellen w und beschrankt man sich auf die War-
meleitung in x-Richtung, so erhélt man die fiir unsere Zwecke relevante Differen-

tialgleichung
oT 0 aoT

Man sollte sich an dieser Stelle nochmals in Erinnerung rufen, dass bei der Herlei-
tung der Fourier’schen Differentialgleichung eine konstante Dichte p und eine kon-
stante Warmekapazitit ¢ angenommen wurden. Dies schrinkt die Anwendbarkeit
dieser Methode auf ein Material mit z.B. richtungsabhéngiger Warmeleitfahigkeit,
aber sonst isotropen Eigenschaften, ein. Eine etwas flexiblere Methode wird in Ab-
schnitt B.2] diskutiert.
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Um die Differentialgleichung leichter zu diskretisieren, wird diese vorab auf folgen-
de Form gebracht (wieder w =T, L...linearer Differentialoperator)

ou 1
= (Dyuy + Duy,) = Lu
mit  (Lu)(z,t) = Dy(x)uy(z,t) + D(2)uz(x,t)

Dieses (Lu) kann nun in ein beliebiges Verfahren (hier explizites Euler-Verfahren)
eingesetzt werden. Das Euler-Verfahren wurde auf Grund vorangegangener Simu-
lationen gewahlt, da die Genauigkeit, im Vergleich zum CN-Verfahren, keine we-
sentlichen Unterschiede zeigte. Wird obiges (Lu) nun in Gleichung eingesetzt
und verwendet man die bereits hergeleiteten Differentialquotienten, so ergibt sich
n+1 n n n

w"V =+ A Dy (a)ul () + D)l ()]

Dy = Dy uth — ™ + D.uﬁ)l — 20"+ u"y
2Ax 2Ax / Ax?

= ugn) + At

(Djs1 = Dj1) (Uﬁ)l - Ugﬂ) " — 20l

Uiy —
4Az2

=u{" + At +D; o1

Az?

— ™ At | (Djr1— Djq) (“51)1 _ in)l
- Ax? 1

) +D, (u(”) —2ul™ " >

J+1 j—1

(3.2)

Um nun die Diskretisierung implementieren zu kénnen, muss noch eine geeignete
Funktion fiir A(x) gefunden werden. Da nach Moglichkeit ein Mauerwerksaufbau,
aus verschiedenen isotropen Schichten bestehend, simuliert werden soll, muss die
gesuchte Funktion zwei weitestgehend konstante Bereiche aufweisen, welche an den
Schichtgrenzen ineinander iibergehen. Eine derartige Form weist beispielsweise die
Fermi-Funktion auf, die wir uns zunutze machen wollen.

Die Fermi-Formel [14] lautet

1

exp (Ek;];F > +1

w(F) =

wobei w(E) ... Besetzungswahrscheinlichkeit, ... Energie, Er ... Fermi-Energie,
kg ...Boltzmann-Konstante und 7. .. Temperatur ist.
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Multipliziert man dies mit A\; — Ay und addiert man A, erhélt man die gewiinschte
Form - mit den Ersetzungen F — =, Er — x¢ und kg1 — 7.
xo entspricht der Schichtgrenze und mit + variiert man den Ubergang von A; — As.

AL— A

Az) = 4 (3.3)
) 41

T—x0

exp( >

In der folgenden Abbildung soll die Fermi-Funktion schematisch dargestellt wer-
den. Durch Anderung des Parameters 7, kann die Funktion ’aufgeweicht’ bzw.
‘sprungartiger’ gestaltet werden. Da in der Praxis an der Schnittstelle zweier Ma-

Fermi-Funktion

\ xz

X0

Abbildung 3.1: adaptierte Fermi-Funktion

terialien kein sprungartiger Ubergang (z.B. Luftlécher, etc.) der Diffusionskoeffi-
zienten gegeben ist, zeigt obige Abbildung eine gute Naherung, wobei der Diffusi-
onskoeflizient an der Stelle z = xy durch den Mittelwert beider \-Werte gegeben

1st.

AL — Ao
exp (—“0?’30) +1
B A1+ As

2

Mz =x9) =

+ A2
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3.1.1 Stabilitatsanalyse

Die Vorgehensweise bzw. der mathematische Hintergrund ist analog wie in Kapitel
2.51] auf Seite 26

Verwendet man nun obige Diskretisierung (Gleichung |3.2)) unter Beriicksichtigung
von D(z) = A(x)/(pc), so erhdlt man

(n) (n)
At | N = Ajm1) (Ujﬂ - U];l)
n+1 n n n n
R e 1 2 (o -2 )

Beriicksichtigt man, dass der Fehler ¢, = exp(ikz;) sich gleich wie die Losung
fortpflanzt, so fithrt dies auf

Nor = Aja) (3 — e
6(714—1) _ E(n) + At ( J+1 J 1) 6]+1 6]—1 n )\ (E(n) B 26(77“) n (Tl) >
J J pcAx? 4 AN J i-1
——
[ . Y. ikx; _ ikxj—
= e A = A) (i o) + A ek — 2¢tkmi 4 ethrion)
- . YL ik(zj+Az) _ Jik(zj—Ax)
— kT | (Aje1 = Ayo) (e eMei—Ae)) + )\ (ekletan) _ geike; 4 eik(xj—Ax))]
4
] 2isin(kAx)
- ()\jJrl _ Ajfl) (eikAx _ e—ikA:ci ) 'k‘AQ(cos(k/%x)fl).kA .
=" l4w 1 + A; (%27 — 24 A7)

=€

ik {1 +w [()‘Hl - Aj;) isin(kAz)

+ 2 (cos(kAz) — 1)} }
(Aj+1 — Ajo1) isin(kAx)

— ikl‘j 1
e —+ w 5

— 2, (1 — cos(kAx))
ZSin;(r%)

\ L

. -

=k { 14w

i (Aj1 — )‘j—21) sin(kAx) —4); sin? <k§$>

~\~ ~~ 7/
\ b a
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eg-nﬂ) = e |1+ w(a+ ib)
—_———
g9(k)

Bildet man nun den Betrag |g(k)|, so fithrt dies auf
lg(k)l = V(1 +wa)? + (wh)?

= V1 + w?a? + 2wa + w2b>

Setzt man nun die Werte fiir a und b ein, so erhalt man

g(k)| = /1 + 16w2A2sin? Az — 8w, sin? kAz +
J 2 ! 2

+w2 ()\?+1 -+ )\?_1 — 2)‘j+1)\j71) sinQ (kAl’)
4

Damit |g(k)| < 1 ist, muss die Diskriminante kleiner als 1 sein. Zudem ist die
Diskriminante per Konstruktion positiv.

A A
1+ 16w2)\? sin* (%) — 8w sin? (]62—33) +

n ’LUQ ()\j2'+1 + )\?71 - Qi\j+1)\j1) Sin2 (]{ZAQ?) S

A A
16w2/\? sin? (k’Ta:) — 8w sin® (kTm) +

w? (N + M, — 24>\j+1)\j1) sin? (kAx) ~0

Da sin*(+) und sin®(-) maximal 1 werden kénnen, nimmt man diesen ’schlimmsten’
Fall an. Dadurch vereinfacht sich obiger Ausdruck zu

U)Q (/\?Jrl + )\?71 - 2)‘j+1)‘j—1)
4
Angenommen, dass w # 0 und w > 0, so ergibt sich nach Division mit w
w (A + A = 20 0)
4

16w A3 — 8w; + <0

16w — 8\, + <0
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Setzt man nun fiir w = At/(pcAz?) ein, so ergibt sich nach einigen algebraischen

Umformungen

At

32\, pcAz?

= G
G4N2 + A2,

+ )\?_1 — 2)‘j+1)‘j71

(3.4)

Gleichung stellt die gesuchte Stabilitdtsbedingung der Fourier’schen Differen-

tialgleichung dar - diskretisiert mit dem expliziten Euler-Verfahren.

Nimmt man nun an, dass A\;_; = A;;; = const und verwendet die bereits be-
kannte Beziehung fiir den Diffusionskoeffizienten D = \/(pc), so ergibt sich wieder

die urspriingliche Stabilitdtsbedingung aus Gleichung

Ax?

At < —

2D

60



3.2 Methode mit Hilfselementen

Bei der Diskretisierung der Fourier’schen Differentialgleichung mussten p und ¢
als konstant angenommen werden. Dies schrankt natiirlich die Verwendbarkeit
deutlich ein, da sich in einem realen Schichtaufbau auch die Dichte und die War-
mekapazitat ortlich andern.

Deswegen wird in diesem Kapitel eine Methode [12] hergeleitet, welche auch diese
Eigenschaft ermoglicht. Dazu werden zwei Koppelbedingungen an der Schicht-
grenze verwendet, um die beiden unterschiedlichen Systeme zusammenfiithren zu
kénnen. Zudem erlaubt es diese Methode, verschiedene Diskretisierungswerte Az;
zu implementieren.

Ausgehend von der diskretisierten Version der Wérmeleitungsgleichung (fiir A =
const) werden nun Koppelbedingungen in diese eingesetzt, um ein System von
Schichten beschreiben zu koénnen. Dazu wird fiir jedes Element, welches durch
die Diskretisierung mit der Breite Ax; entsteht, ein Hilfselement konstruiert. Die-
se Hilfselemente existieren realerweise nicht, da sie nur fiir unsere Betrachtungen
notwendig sind. Deswegen haben diese auch keine Warmekapazitat und weisen die
gleiche Breite Az; auf. Zudem wird, wie bereits erwahnt, immer die Mitte jedes
Elementes als Stiitzpunkt x; gewéhlt und dort auch der Wert u; ausgewertet.

Eigentlich handelt es sich bei dieser Methode um eine spezielle Form des Finite-
Volumen-Verfahrens, welches fiir partielle Differentialgleichungen mit einer zugrun-
de liegenden Erhaltungsgrofe (hier: Energie) geeignet ist.

In diesem Kapitel werden die Stiitzpunkte von den realen Elementen mit x; und
jene von den Hilfselementen mit xy ; bezeichnet. Die Funktionswerte werden an
den jeweiligen Stiitzpunkten mit u; beziehungsweise mit H; bezeichnet.

Nimmt man nun an, dass Wéarme vom Stiitzpunkt z; — xpy; flieft, so ergibt
sich in der Mitte der Funktionswert wg = Ugrenzs.. FUr die ersten beiden Elemente
(j =1 und j = 2) ergibt sich

u + H

Ut = % (3.5)
H

ugs = 212 (3.6)

Abbildung soll unsere Betrachtungen schematisch darstellen. Dabei bendtigt
man das Hilfselement H; fiir die fiktive Fortsetzung des Gitters links der Grenzfla-
che (mit Schrittweite Azy), das Hilfselement Hs aber zur fiktiven Fortsetzung (mit
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Abbildung 3.2: Konstruktion von Hilfselementen
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Schrittweite Azs) rechts der Grenzfliche. In dieser Abbildung liegt die Grenzflache
an der Stelle Az, also zwischen den Gitterpunkten x; und xs.

Die erste Koppelbedingung, die wir nun anwenden, beschreibt, dass an der Grenz-
fliche die Funktionswerte gleich sein miissen, also ug; = uge. Anschaulich bedeutet
dies, dass zum Beispiel die Temperatur 7" an der Grenzfliche von zwei Materialien
gleich sein muss.

Ersetzt man nun uge — ug und stellt um, ergibt sich
Hy = 2ug — uy
Setzt man nun fiir ug; Gleichung ein, erhilt man nach Umformung
Hy = Hy —uy + us

Nun benétigen wir noch die zweite Koppelbedingung. Der Warmestrom ¢ von
x1 — xg, ist gleich dem Strom von g9 — x9. Diese Forderung wird dadurch er-
fiillt, dass die Hilfselemente keine Speicherkapazitit aufweisen. Anhand dieser Kop-
pelbedingung sieht man den typischen Charakter eines Finite-Volumen-Verfahrens.
Charakteristisch ist der zu Grunde liegende Erhaltungssatz, welcher fiir jedes Ele-
ment (Volumen) giiltig ist. Dadurch kann eine Anderung nur durch Abfluss aus
einem Element und Zufluss in ein benachbartes Element durch deren gemeinsame
Grenzflache erfolgen.

Im Falle des Warmestroms stellt diese Bedingung gerade das Fourier-Gesetz dar,
g = —X\-VT. Dies entspricht also

Uy — H1 H2 — U9
A = 3.7
! Ailj'l 2 Al’g ( )

Nach Umstellung kann die Differenz Hy — us ausgedriickt werden durch

)\1A£U2
)\2AZL‘1
——

K

(Ul — Hl) = H2 — U9 (38)

Hierbei stellt K7 die Koppelkonstante der Strome dar.
Ziel ist es nun, die Grofse Hy in Abhéngigkeit von u; und us zu berechnen. Dazu
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setzt man den obigen Ausdruck fir H; in Gleichung [3.§] ein.

Kiuy — Ky (Hy — up + ug) = Hy — uy
H2 + KlHQ = 2K1U1 — K1U2 -+ Uo
(1 + Kl)HQ = 2K1U1 + (1 - Kl)UQ

. 2K1U1 -+ (]_ — K1>U2
B 1+ K

Mit der Schreibweise Hy; soll angedeutet werden, dass es sich um den Wert des
Hilfselements links von uy handelt. Fiir die Kopplung des Funktionswertes us mit
dem Funktionswert us wird nun auch rechts von u, ein Hilfselement mit Wert Hy ,
angefiigt und wieder versucht, einen Ausdruck fiir H,, in Abhéngigkeit von u, und
us abzuleiten.

H, = Hy, (3.9)

Mit analoger Vorgehensweise wird wieder eine Koppelkonstante Ky gefunden, wel-
che den Proportionalitétsfaktor zwischen den Stromen (ug — Ha,.) und (Hs; — us)

darstellt.
)\QAIP,

)\3AI2
N——

K>

(U2 - H2,r> = H3,l —us

Setzt man nun den Ausdruck fiir Hs; = ug + Hs, — us ein, ergibt sich
Kouy — KoHy, = ug + Hy p — 2ug
Hy, + KoHy, = Kouy — us + 2ug
(14 Ks)Hs, = (Ko — 1)ug + 2ug

. 2U3 — (1 — KQ)UQ
B 1+ K,

Verallgemeinert man nun dies auf alle Werte w;, so erhélt man als linken bzw.
rechten Wert des jeweiligen Hilfselementes

Hy, (3.10)

2K quj + (1= K1)y,

Hj, =
o 1+ K,

H. — 2U2 - (]. - Kj)Uj
" 1+ K;

(3.11)

)\jAQ?j+1

mit K, =
J )\j+1Al‘j
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Im Falle von dquidistanter Diskretisierung vereinfachen sich die Koppelkonstanten
einfach auf das Verhéltnis der benachbarten Wéarmeleitkoeffizienten bzw. wenn zu-
satzlich die benachbarten Warmeleitkoeffizienten gleich sind, werden alle K; = 1.

Die hergeleiteten Ausdriicke H;; und H;, (Gleichung ersetzen letztlich die
Werte w;_; und u;4;. Nun erfiillen die Werte der Hilfselemente aber auch immer
die Koppelbedingungen, fiir den Fall, dass Materialien mit unterschiedlicher War-
meleitzahl A zusammenstoften.

Man sieht, dass fiir zwei benachbarte Stiitzpunkte mit gleicher Wérmeleitzahl A

Hjp — uj
sowie

Hj, — ujn

wieder iibergeht.

Diese allgemeine Herleitung, ohne Beriicksichtigung eines speziellen Verfahrens,
ermoglicht es nun, diese Methode sowohl auf das CN-Verfahren als auch auf das
explizite Euler-Verfahren anzuwenden.

Es wurde lediglich vorausgesetzt, dass z.B. der Warmestrom sich linear zwischen
den einzelnen Stiitzpunkten éndert.

Anwendung auf das explizite Euler-Verfahren

Setzt man nun Gleichung [3.11] in die Warmeleitungsgleichung ein, so fihrt
dies auf (wieder mit r = DAt/Ax?)

u(ﬂ) +7r 2Kj_lu§@1 (1 _ Kj_l)u§n) — 2u(.”) + 2u§‘1)1 B (1 - Kj)ug‘n)
’ 1+ K4 J 1+ K,

(n+1) _
uj —

2kt ) ISt V) NP Uk . O I 2r

Tl K, ! 1K TR, | TR
——— N————
Gj Gj,1
n n QT n
= (’I“ - Gj_l)ué_)l + (1 —2r — Gj + Gj_l)ug ) + H—Kugﬁl (312)
J

Die letzte Gleichung stellt somit die diskretisierte Form der Warmeleitungsglei-
chung fiir ein System aus mehreren Schichten mit unterschiedlichen Diffusionsko-
effizienten dar. Die Koppelkonstanten K; sind meistens 1 (ausgenommen an der
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Grenzschicht von zwei Materialien), wodurch G; = 0.
Anwendung auf das CN-Verfahren
Eine analoge Vorgehensweise gilt auch bei diesem Verfahren. Setzt man die Hilfs-

elemente in Gleichung [2.20] auf der linken Seite ein und bezeichnet die rechte Seite
wieder mit y;, so erhélt man

(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
yi = _T2Kj—1uj—1 + (1 = Kj1)u; (2420l - T2Uj+1 - (1 - Kj)uy;
’ 1+ K / 1+ K;
—2K5 17 (1) r(l=Kj—1) rQ=Kj)| @) 2 (n41)
= ——U; 2+ 2r — . - u
1+K]-,1u’*1 L 1+ K; + 1+ K; 1 1+Kju3+1
G;tl ET':

n+1
1

Die Koeflizient vor u; ) kann noch vereinfacht werden.

—2Kj,17' . r—r— TKj,l — TKj,l . —7’(1 + Kjfl) + T(l — Kjfl)

1+Kj—1 1+Kj—1 1+Kj—l
—r(l+Kj)  r(l—K;)
= + =—(r—Gj_
1+ K, 1+ K, ( i-1)
Eine weitere Vereinfachung ist beim Koeffizient vor ug.’r{l) moglich.
o —r—r—rK; +7rK; _ —r(1+ K;) —r(1 - Kj)
1+ K; 1+ K; 1+ K;
—r(l1+ K; 1-K;
_ r(1+ K;) _ r( i) = —(r+Gy)

1+ K; 1+ K;
Werden diese Vereinfachungen wieder eingesetzt, so erhilt man das zu losende
Gleichungssystem.

—(r— Gj,l)ug-ﬁl) +(2+2r—Gj1 + Gj)u§n+1) —(r+ Gj)ugﬂl) =y; (3.13)

3.2.1 Stabilitatsanalyse

Da bei der Methode mit Hilfselementen die verschiedenen Schichten gekoppelt wer-
den, muss fiir jeden Bereich die Stabilitdtsbedingung eigens erfiillt sein.
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Fiir ein System aus n Schichten muss, im Falle des expliziten Euler-Verfahrens, die
‘strengste’ Bedingung der n Schichten erfiillt sein, damit das gesamte Verfahren
stabil ist.

Da das CN-Verfahren fiir konstantes D stabil ist und, wie erwéhnt, diese Bedin-
gung fiir jeden Bereich (jede Schicht) zutrifft, ist das gesamte Verfahren numerisch
stabil. Allerdings wére der optimale Zeitschritt (bei fixem Ax) fiir jeden Bereich
ein anderer.
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3.3 Simulationen mit nicht-konstantem A\, p und c
3.3.1 Simulation mit Hilfselementen

In diesem Abschnitt sollen nun die Unterschiede fiir die verschiedenen Methoden
bei nicht-konstanter Warmeleitfahigkeit A, Dichte p und Warmekapazitat c aufge-
zeigt werden. Zuerst werden wieder das CN-Verfahren (mit Hilfselementen) sowie
das explizite Euler-Verfahren (mit Hilfselementen) miteinander verglichen. Dabei
soll in dieser Simulationsreihe ein gekoppeltes System aus verschiedenen Materia-
lien simuliert werden.

In diesem Fall wird ein vereinfachtes Warmedammverbundsystem — bestehend
aus 36 cm Ziegel und 14 cm Ddmmschicht (expandiertes Polystyrol EPS) — heran-
gezogen.

Die relevanten Materialparameter wurden schon in Tabelle angegeben. Die fol-
gende Tabelle zeigt die in der Simulation verwendeten Parameter.

Tabelle 3.1: Parameter zu Abbildung (3.3
Verfahren | Ax [m| | At [s| | Atpot [h] | tstar [h]
CN - Verfahren 0.01 20 ) 825.5
exp. Euler 0.01 20 5 827.5

Zu beachten ist allerdings, dass das explizite Euler-Verfahren bei einem Zeitschritt
von 30s, wie bei den vorangegangenen Simulationen, jedoch diesmal nicht mehr
stabil wére

2

At < — 128.57s
HLZ
A 2
At < 28— 96.955
EPS

Die ’strengere’ Bedingung ist in diesem Falle jene der Dammschicht (EPS). Das
heifst, damit das Verfahren numerisch stabil ist, muss At < 26.25 s gewéhlt werden.

Ausgangssituation

Die Ausgangssituation ist ein 2-Schichtensystem (Ziegel und EPS) mit konstanten
Randbedingungen (7; = 20°C bzw. T, = —5°C) und Schichtgrenze an Position
xo = 36 cm. Die Anfangsbedingung ist ein stiickweiser linearer Temperaturverlauf
mit Knick bei 40 cm. Erwartet wird (¢t — oo) ein stationdrer Endzustand mit je-
weils linearem Temperaturverlauf in den Teilgebieten.
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Abbildung 3.3: qualitative Analyse der Verfahren mit Hilfselementen: 36 cm Ziegel,
14 cm EPS
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Die stationére analytische Losung (u = T') fiir ein 2-Schichtensystem kann folgen-
dermafsen berechnet werden. Fiir die stationdre Losung gilt du/0t = 0. Dadurch
vereinfacht sich die Warmeleitungsgleichung auf

0%u

da?

=0
mit

D Di...0<x<x
|l Dy...xpg <z <L

Bezeichnet man nun die Losungen der beiden verschiedenen Bereiche (Schichten)
mit u; und wug, erhéalt man nach zweimaliger Integration jeweils eine lineare Funk-
tion

Uy = C1T + C2

Uy = C3T + C4

Durch Einsetzen der ersten Randbedingung u;(z = 0) = T; erhdlt man ¢, = T;.
Die zweite Randbedingung us(z = L) = T, liefert ¢y, = T, — c3L.

Die verbleibenden Konstanten ¢; und c3 konnen durch 2 Koppelbedingungen be-
stimmt werden. Die erste Koppelbedingung u;(x = xg) = us(x = x¢) liefert als
Ergebnis ¢; = (c3(xo — L) + T, — T;) /xo.

Die zweite Koppelbedingung setzt die beiden Wéarmestrome ¢; und ¢» an der
Schichtgrenze gleich

A 8u1 . 8’&2
Y ox |, * o |,
T=x0 T=T0
Man erhélt fiir ¢3 die Beziehung c¢3 = (T; — T,)/(zo(1 — A2/A1) — L). Setzt man
nun alle Konstanten ¢; (i = 1,...,4) ein und vereinfacht die Ausdriicke fiir u; und
uy liefert das
)\Z(T;, - Ta)
= T; 0<z<
“ —L)\l + >\1$0 — )\21’01. + =T =T
(3.14)
ﬂ - Ta
Uy = (x— L)+ 1T, o< x <L
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Abbildung 3.4: qualitative Analyse der Verfahren mit Hilfselementen: 36 cm Ziegel,
14 cm EPS, vergroferter Ausschnitt
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Die Abb. zeigt einen vergroferten Ausschnitt von Abb. um die Genauig-
keit der numerischen Verfahren im Vergleich zur stationdren analytischen Losung
besser betrachten zu kénnen. Die grofste Abweichung liegt im Bereich der Grenz-
schicht = € [0.355m,0.365 m]. Man kann jedoch erkennen, dass dieser Fehler auf
Grund der Wahl der Diskretisierungsweite Az = 0.01 m zustande kommt. Durch
eine geringere Diskretisierungsweite konnen die numerischen Losungsfunktionen
die exakte stationdre Losung, speziell im Bereich der Grenzschicht, besser darstel-
len.

Interpretation

Man sieht in Abbildung deutlich, dass sowohl das CN-Verfahren als auch das
explizite Euler-Verfahren bei der zeitlichen Entwicklung der Lésung, bis hin zum
Erreichen des stationdren Zustandes (Abb. , nahezu identische Ergebnisse lie-
fern. Diese Tatsache liegt auch nahe, da bei der qualitativen Analyse mit konstan-
ter Warmeleitfihigkeit (siche Abb. ein dhnliches Ergebnis erzielt wurde. Die
nun verwendeten Verfahren (mit Hilfselementen) sind an sich ja identisch mit den
‘originalen’ Verfahren, mit Ausnahme an jenen Stellen wo sich D; und D;.; unter-
scheiden. An diesen Stellen werden auf algebraische Weise die Koppelbedingungen
integriert. In dieser Simulation entspricht dies der Stelle z = 0.36 m.

Das Verhalten beider Verfahren, hinsichtlich Genauigkeit, ist somit dhnlich dem
bei konstantem Diffusionskoeffizienten D.

Die folgende Abbildung soll noch den Unterschied zwischen dem CN-Verfahren
und dem expliziten Euler-Verfahren darstellen. Dabei wird zu verschiedenen Zeit-
punkten YS@N — Tj(,%)uler gegen x aufgetragen.

Wie die Abbildung[3.5erkennen lésst, zerfallen die fiir den Knick in der Anfangsbe-
dingung notwendigen hochfrequenten Anteile unterschiedlich schnell. Die einzelnen
Kurven sind durch At = 15 min voneinander getrennt.

Nach ungeféhr 8 bis 10 solcher Zeitintervalle, also ca. 2.5 h, zeigen die beiden Ver-

fahren kaum noch einen Unterschied.

In Summe betrachtet eignen sich sowohl das CN-Verfahren als auch das expli-
zite Euler-Verfahren bestens, um den stationdren Endzustand zu approximieren.
Fiir eine bessere Genauigkeit, speziell im Bereich der Grenzschicht, muss die Dis-
kretisierungsweite Az verkleinert werden.

Bei der zeitlichen Entwicklung der numerischen Losungen gibt es anfanglich kleine
Unterschiede (Grofenordnung 1072°C) im Temperaturverhalten, welche jedoch
sehr schnell verschwinden. Danach liefern das CN-Verfahren und das explizite
Euler-Verfahren (mit Hilfselementen) nahezu gleiche Ergebnisse, siche Abb.
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Abbildung 3.5: Unterschied zwischen CN-Verfahren und Euler-Verfahren
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wobei hier das CN-Verfahren zu bevorzugen ist, da es bei der zeitlichen Entwick-
lung der Losung von 2. Ordnung ist - das explizite Euler-Verfahren hingegen von
1. Ordnung.

3.3.2 Simulation mit Fourier’scher Differentialgleichung

In den nun folgenden Simulationen soll nun auch noch die Methode der Diskreti-
sierung der Fourier’schen Differentialgleichung betrachtet werden.

Es wird ein 2-Schichtensystem mit konstantem p und ¢, aber verschiedenem A
in den Teilbereichen, betrachtet. Fiir p und ¢ werden die Werte fiir den Ziegel
verwendet, fiir A einerseits der Wert fiir den Ziegel und andererseits der fiir die
Dammschicht EPS (Bedingungen fiir die Fourier’sche Differentialgleichung). Die
Dicken der einzelnen Teilbereiche sind 36 cm und 14 cm.

Die Anfangsbedingung ist wieder eine stiickweise lineare Funktion mit Knick an
der Stelle x = 0.40 m.

Anhand der Simulationen soll die Losung der Fourier’schen DGL mit explizitem
Euler-Verfahren und der Losung der Warmeleitungsgleichung mit der Methode der
Hilfselemente und dem CN-Verfahren beurteilt werden.

kg K
Fiir A(z) wird Ay = 0.7 [2X] und Ay = 0.04 [2X%] fixiert. Uber den Parameter
v, welcher die Breite des Abfalls der Fermi-Funktion steuert, kann noch verfiigt
werden. Zudem wird wieder die gleiche Abbruchbedingung wie in den vorherigen
Simulationen verwendet.

Wie bereits erwahnt wird nun p = 1800 [%} und ¢ = 1000 [ ] } gesetzt.

Die folgende Tabelle fasst die verwendeten Parameter zusammen

Tabelle 3.2: Parameter zu Abbildung [3.6

Verfahren Ax [m] | At [s] | Atpior [B] | tstar [B] | ¥ [m]
Hilfselemente (CN) | 0.01 30 7 1271.5 -
Fourier’sche DGL 0.01 30 7 1255 0.01

Interpretation

Im unteren Bild der Abbildung ist deutlich zu erkennen, dass zwischen den
Ergebnissen der beiden Methoden starke Unterschiede vorherrschen. Diese Abwei-
chungen kénnen jedoch einfach erklart werden — eigentlich wurden zwei verschiede-
ne physikalische Situationen fiir die Methoden verwendet. Bei den Hilfselementen
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Abbildung 3.6: Diskretisierung der Fourier’schen DGL bzw. Losung der Wérme-
leitungsgleichung mit Methode der Hilfselementen
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wurde eine ’scharfe’ Grenzflache fir A; und Ay gewéhlt (Stufenfunktion), fiir die
Fourier’sche DGL hingegen eine 'verschmierte’ Grenze.

Hier sieht man schon das erste kleinere Problem der direkten Methode fiir die
Fourier’sche Differentialgleichung, da es nicht méglich sein wird, eine exakte Stu-
fenfunktion fiir A(z) zu implementieren (dafiir misste der Parameter v = 0 sein).
Eine Moglichkeit besteht darin v immer kleiner zu wéhlen (natiirlich gibt es hier
eine Grenze). Oder man probiert verschiedene Fermi-Breiten aus und wahlt die
Ortsauflésung so fein, dass die Stiitzpunkte im Bereich des Ubergangs hinreichend
dicht liegen. Wenn der Ubergangsbereich schmiler ist als die Ortsauflosung bei
der Methode der Hilfselemente, sollte dann auf den Stiitzpunkten der letzteren
bei beiden Methoden dasselbe herauskommen (ausgenommen innerhalb des Uber-
gangbereichs).

Bei der folgenden Simulation wird nun der Parameter v kleiner gewahlt, um eine
bessere Ahnlichkeit der Fermi-Funktion mit der Stufenfunktion zu erreichen.

Es wird die Fermi-Breite auf v = 0.001 m gesetzt und die rdumliche Diskretisie-
rung systematisch variiert. Dabei wird die Diskretisierungsbreite Ax so gewéhlt,
dass die Stiitzpunkte im Bereich des Abfalls der Fermi-Funktion hinreichend dicht
liegen.

Die folgende Tabelle zeigt die wichtigsten Parameter der Simulationsreihe

Tabelle 3.3: Parameter zu Abbildung

Verfahren Ax |m] At [s] At (D] | tstar. [h] | v [m] | tepu [s]
Hilfselemente (CN) | 0.00025 0.25 7 1083.5 - 1004
Hilfselemente (CN) | 0.0005 1 7 1153.5 - 131.5
Hilfselemente (CN) 0.001 10 7 1258.5 - 11.9
Fourier’sche DGL | 0.00025 | 0.05 (Atmax—o.08) 7 1039 | 0.001 | 18925.5
Fourier’sche DGL 0.0005 | 0.25 (Atmax—o.32) 7 1109.5 | 0.001 | 1182.1
Fourier’sche DGL 0.001 1 (Atmaxci.08) 7 1149.5 | 0.001 169.9

In Tabelle wurde ein neuer Parameter tcpy zur Charakterisierung der Per-
formance eingefiihrt. Dieser beschreibt die Rechenzeit fiir den Simulationsprozess,
in Abhéngigkeit der gewéhlten Parameter. Allerdings gilt zu beachten, dass diese
Grofe systemabhéngig ist. Dabei wurde das Betriebssystem OS X Version 10.11.4,
die Architektur 2.3GHz Intel Core i7 und ein Arbeitsspeicher 16GB 1600MHz
DDR3 benutzt.
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Um die einzelnen Kurven besser betrachten zu koénnen, wird in Abbildung
der Bereich der Grenzflache der Materialien vergrofert und ¢,; = 10h gesetzt.
Die gestrichelte Linie stellt dabei den Bereich des Abfalls der Fermi-Funktion dar.

Interpretation

Die Funktion A\(x) stellt in der vorliegenden Simulationsreihe eine gute Ndherung
der Stufenfunktion dar (siehe linkes oberes Bild).

Die Verkleinerung des Parameters v hat jedoch zur Folge, dass auch die Diskretisie-
rungsweite Ax verringert werden muss. Erinnert man sich an die Stabilitdtsanalyse
der Fourier’schen DGL zuriick, so muss bei Verringerung des Ortsschrittes, zwangs-
laufig auch der Zeitschritt At verkleinert werden, damit das Verfahren numerisch
stabil bleibt. Dieses Verhalten verschlechtert die Performance des Simulationspro-
grammes drastisch, da bei Halbierung des Ortschrittes der maximale Zeitschritt
auf ein Viertel abfillt, wodurch die Rechenzeit deutlich steigt.

Dementsprechend sind starke Unterschiede bei tcpy zu erkennen, wobei die Metho-
de mit Hilfselementen (CN) deutlich besser abschneidet als die direkte Methode
(Diskretisierung der Fourier’schen DGL). Die einzelnen Rechenzeiten tcpy sind bei
der Fourier’schen DGL bei gleicher Diskretisierungsweite Az mindestens um den
Faktor 10 grofser als bei der Methode mit Hilfselementen. Bei der Fourier’schen
DGL wurde der zeitliche Diskretisierungsschritt At moglichst “grofs” gewéhlt, un-
ter Beriicksichtigung der Stabilitdtsbedingung (Atyay), um nicht unnétig lange
Rechenzeiten zu erzeugen.

Bei dieser Simulationsreihe zeigen sowohl die Methode mit Hilfselementen und
die Diskretisierung der Fourier’'schen DGL dhnliche Ergebnisse bei allen drei Dis-
kretisierungsweiten. Erwartungsgemafs stimmen dennoch die Ergebnisse bei Ax =
0.00025 m am besten iiberein.

Man sieht, dass bei hinreichend kleiner Wahl von Az und At die Ergebnisse der
direkten Methode, sowohl die zeitliche Entwicklung der Lésung bis hin zum sta-
tiondren Zustand, in die Ergebnisse der Methode mit Hilfselementen iibergehen
(ausgenommen Bereich des Abfalls der Fermi-Funktion).

78



Temperatur [°C]

08 T T T T T T T T T 22 T T
0.7 ] 20 " m
O@ . q _w : -
0.5 ¥=000lm o £ :
s I6r D
04 1 E D
8 14l bl
03 a E Ax=0.00025 m Co o
= 12F vl
0.2 ] Hilfselemente (CN) ! !
0.1 i 10 | Fourier’sche DGL ; : =
0 ! ! ! ! ! ! ! I I 8 Lo )
0 005 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05 03 0.35
Ort [m] Ort [m]
22 — : 22 —
20 L] B 20 _
18 : 4 - 18
¢
16 |- b S m 16 |
1 1 m 1
14 | : : 8 14t :
Ax=0.0005 m Voo £ Ax=0.001 m "
2k " " I ) S |
Hilfselemente (CN) —— ' Hilfselemente (CN) '
10 - Fourier’sche DGL ' ' — 10 - Fourier’sche DGL '
3 Lo ) 8 Lo
0.3 0.35 04 03 0.35
Ort [m] Ort [m]

e
~

<
~

Abbildung 3.8: Simulation der Fourier’schen DGL, variables Az, v = 0.001m,

vergroferter Bereich der Grenzflache

79



3.4 Gegeniiberstellung

An dieser Stelle sollen kurz die Unterschiede beziehungsweise Vor- und Nachteile
der verschiedenen Methoden zusammengefasst werden.

Fiir die Methode mit Hilfselementen (CN) gilt:
e variable Warmekapazitdat A, Dichte p und Warmekapazitit ¢ moglich
e die Funktion des Diffusionskoeffizienten stellt eine exakte Stufenfunktion dar

e algebraische Kopplung an der Schichtgrenze durch physikalische Koppelbe-
dingungen

e gleiches Verhalten wie bei konstantem Diffusionskoeffizienten (Stabilitét, Feh-
ler)

Fiir die direkte Methode (Diskretisierung der Fourier’schen Differentialgleichung)
gilt:

e variable Warmekapazitat A\ moglich, jedoch konstante Dichte p und Warme-
kapazitat c

e die Funktion des Diffusionskoeffizienten kann nur néherungsweise eine Stu-
fenfunktion darstellen

e je nach Wahl des Parameters « ergibt sich ein sinnvolles Ax und daraus ein
At

e durch die Abhéangigkeit von At vom Parameter v, folgt ein deutlich héherer
Rechenaufwand bei Annéherung an eine Stufenfunktion

Die Verwendung der Methode mit Hilfselementen (CN) ist deutlich 6konomischer
als die Diskretisierung der Fourier’schen DGL. Zudem kénnen beliebig viele Schich-
ten, mit unterschiedlichen A, p und ¢, gekoppelt werden. Dies erlaubt Simulationen,
hinsichtlich Warme- und Feuchtestréme, durch einen beliebigen Mauerwerksauf-
bau.

Die direkte Methode erlaubt zwar eine beliebige Funktion fiir A(z) (im Vgl. Metho-

de der Hilfselemente: nur Stufenfunktion), jedoch kann kein beliebiger Wandaufbau
simuliert werden, da die Dichte p und Warmekapazitit ¢ konstant sein miissen.
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4 Anwendung

In diesem Kapitel wird nun versucht, praxisorientierte Simulationen bauphysika-
lisch relevanter Grofen (gekoppelte Temperatur- und Wasserdampfstrome sowie
Kondensatbildung) durchzufithren. Dabei werden zwei unterschiedliche Situatio-
nen betrachtet - konstante Randbedingungen und zeitabhingige Randbedingun-
gen. Bei den konstanten Randbedingungen ist es sinnvoll, sich auf Temperatur-
und Luftfeuchtigkeitswerte in der Winterperiode zu beschrianken, da in der Som-
merperiode, bedingt durch die durchschnittlich warmere Temperatur, kein bzw.
kaum Kondensatwasser anfallen wird.

Um nun sinnvolle durchschnittliche Temperatur- und Feuchtigkeitsrandwertd’] zu
verwenden, werden folgende konservativd®| Niherungen angenommen:

e Innenbereich: 20°C und 50% r.F. (r.F. = relative Luftfeuchtigkeit)
e Aufenbereich: —5°C und 80% r.F.

(Die relative Luftfeuchtigkeit stellt das Verhéltnis von der tatsidchlichen Wasser-
dampftkonzentration ¢, in der Luft zur maximal moglichen Wasserdampfkonzen-
tration ¢, bei einer bestimmten Temperatur 7" dar.) Diese Annahmen stellen un-
giinstige klimatische Verhéltnisse dar und sollen so einem ’'worst-case’-Szenario
Rechnung tragen.

Fiir die Simulationen bei zeitlich verdnderlichen duferen Randbedingungen wird
zusatzlich auf selbstgemessene Werte zuriickgegriffen.

4.1 physikalisch-mathematischer Hintergrund

Das CN-Verfahren mit Hilfselementen lésst sich auch fiir Feuchtestrome (Wasser-
dampfstrome) anwenden, da sowohl Wéarme- als auch Konzentrationsstrome mit
der gleichen Differentialgleichung beschrieben werden konnen. Das heifst, die rele-
vanten Gréfsen mit denen sich dieses Kapitel beschiftigt sind die Temperatur T’
und die Wasserdampfkonzentration c,,.

Wie auch in den vorherigen Kapiteln und Simulationen werden die Warmeleit-
fahigkeit A, die Dichte p und die Warmekapazitit ¢ als temperaturunabhéngig
angenommen. Der Diffusionskoeffizient D,,, welcher die Wasserdampfkonzentrati-
onsverteilung steuert, wird jedoch als temperaturabhéngig angenommen.

"Quelle: [17]
8Eine auf Sicherheit bedachte Hypothese, basierend auf Erfahrungen oder Intuitionen [15]
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Bei der Beschreibung von Feuchtestromen wird nur jener Teil beriicksichtigt, wel-
cher in Form von Wasserdampf durch ein Material diffundiert. Dies stellt aber
zugleich auch den wichtigen Hauptanteil dar. Jener Teil, welcher in fliissiger Form
ein Material durchwandert, wird vernachléssigt, da es mitunter zu monatelangen
Transportvorgdngen kommen kann, bis sich eine stationdrer Zustand einstellt.

4.1.1 Diffusionskoeflizient

Grundsétzlich beeinflussen einander Warme- und Feuchtestréme gegenseitig, man
spricht von gekoppelten Stromen. Die Art und Weise wie Feuchtigkeit den Warme-
transport (also die Warmeleitfdhigkeit A) &ndert, kann nur empirisch festgestellt
werden. Zudem miisste der funktionale Zusammenhang noch an das jeweilige Ma-
terial angepasst werden. Daher wird hier vereinfachend angenommen, dass die
Waérmeleitfahigkeit A {iberhaupt nicht von der Wasserdampfkonzentration c,, ab-
héngt.

Was die Temperaturabhéangigkeit des Wasserdampfdiffusionskoeffizienten D,, be-
trifft, liegt der Fall einfacher. Die folgende Formel aus DIN 52 615 'Bestimmung
der Wasserdampfdurchlassigkeit von Bau- und Dammstoffen’ ist zwar ebenso em-
pirisch und stellt zunéchst nur den Wasserdampfdiffusionskoeffizienten D, in
Luft dar

Do T 1.81
D,.1, = 0.083 - o (273.15) [m?/h] (4.1)

wobei T" in Kelvin ausgedriickt wird.

Der Faktor py/p kann auf 1 gesetzt werden, da im gegenstandlichen Fall der Druck
p gleich dem Normaldruck py ist.

Da wir jedoch unsere Betrachtungen der Wasserdampfdiffusion auf ein beliebiges
Material ausweiten mochten, muss aus D,, j, ein dementsprechender Wasserdampf-
diffusionskoeffizient D,, konstruiert werden.
Dazu behilft man sich mit dem Wasserdampfdiffusionswiderstand p, welcher aus-
driickt, um wieviel die Diffusion in einem jeweiligen Material, im Vergleich zu Luft,
reduziert ist. Der Wasserdampfdiffusionswiderstand p ist dimensionslos.

D, = Dut (4.2)

1

Die folgende Tabelle gibt eine kurze Auflistung wichtiger u-Werte. Der dabei ver-
wendete Ausdruck 'trocken’ bezieht sich auf eine Umgebungstemperatur von 23°C
und eine relative Luftfeuchtigkeit von 50%. Unter 'feucht’ versteht man eine Um-
gebungstemperatur von 23°C und eine relative Luftfeuchtigkeit von 80%.
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Tabelle 4.1: Wasserdampfdiffusionswidersténde p [11]]

Material p-Wert (trocken) | u-Wert (feucht)
Luft 1 1
Beton 100 60
Polystyrol (EPS) 60 60
Vollziegel 16 10
Putzmortel 20 10

4.1.2 Sattigungsdampfdruck

Unter Sittigungsdampfdruck?] p, versteht man jenen Druck, welcher sich iiber ei-
nem fliissigen oder festen Reinstoff in einer sonst leeren Kammer bei gegebener
Temperatur einstellt. Dabei befinden sich die gasférmige Phase und die fliissi-
ge/feste Phase génzlich im Gleichgewicht. Das heift Verdunstungs- bzw. Sublima-
tionsrate ist gleich der Kondensations- bzw. Resublimationsrate.

Diese Definition impliziert, dass durch Erhéhung der Temperatur eine erhohte
Wasserdampfkonzentration in der Luft zu finden sein wird und dadurch der Satti-
gungsdampfdruck steigt.

Physikalisch kann dies durch die Boltzmann-verteilte kinetische Energie der Was-
serdampfmolekiile erklart werden. Um vom fliissigen in den gasférmigen Zustand
iiberzugehen, miissen sowohl die inneren Anzichungskréfte als auch die Oberfla-
chenspannung iiberwunden werden. Da mit zunehmender Temperatur die mittlere
kinetische Energie steigt, konnen mehr Molekiile den fliissigen Verbund verlassen
und in den gasformigen iibergehen.

Diese Tatsache legt folgende Beziehung nahe

Ep
s X exp | ——=
p p knT
mit FEp ... Verdampfungsenergie eines Molekiils oder Atoms

Beschrinkt man sich auf den Séattigungsdampfdruck von Wasserdampf in Luft,
kann dies zwischen —45°C und +60°C mit der Magnus-Formel [9] wiedergegeben
werden

kT
ps = ki exp (kg i T) [hPa] (4.3)

9Quelle: [9], [10]
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wobei T" in °C ausgedriickt wird.
Je nach Temperatur 7" gelten fiir k1, ks und k3 die folgenden Werte

ki = 6.112 hPa k; = 6.112 hPa
T<0— < ky=2246 T>0-—1{ ky=17.62
ky = 272.62 °C ks = 243.12 °C

Der Grund, warum an dieser Stelle lediglich immer von Dampfdriicken und nicht
von Konzentrationen gesprochen wird, besteht darin, dass gerade in der Bauphysik
sich dies als Konvention eingebiirgert hat.

Dies stellt aber kein Hindernis dar, da die Konzentration durch die ideale Gasglei-
chung [12] bestimmt werden kann

ps|Pal
TK] - Ry[J/kegK]
Hierbei entspricht ¢y der Séttigungskonzentration und R, = 461.52 J/(kgK) der
speziellen Gaskonstante von Wasser. Die spezielle Gaskonstante R, entspricht ein-
fach der allgemeinen Gaskonstante R geteilt durch die molare Masse von Wasser-
dampf.

c.fleg/m’] = (4.4)

4.1.3 Taupunkt und Kondensation

Stellt man sich ein Gemisch aus Luft und Wasserdampf vor, so entspricht der Tau-
punkt jener Temperatur, welche bei unverdndertem Druck unterschritten werden
muss, damit sich daraus Wasser in fliissiger Form abscheiden (kondensieren) kann.

Diese Temperatur stellt somit jenen Punkt dar, an dem beide Phasen (fliissig
und gasformig) gleichzeitig existieren. Das heifst, es besteht ein Gleichgewicht aus
Kondensationsrate und Verdunstungssrate.

Am Taupunkt entspricht der Wasserdampfpartialdruck somit dem Séttigungs-
dampfdruck (bzw. Sittigungskonzentration).

Jeder derartige Gleichgewichtszustand entspricht einem Punkt im Phasendiagramm
(p-T-Diagramm), wodurch die Taupunktkurve als Phasengrenzlinie gegeben ist.

Da Luft als nicht kondensierbarer Anteil den 'Dampf’ nicht beeinflusst, hangt
das gesamte Verhalten vom Wasserdampfpartialdruck ab.

Ist der Taupunkt erreicht, entspricht dies einer relativen Luftfeuchtigkeit ¢ = 1.
Nimmt man vereinfachend an, dass es sich um ein ideales Gas handelt, so gilt der

Ausdruck » .
@ == (4.5)

Ps Cs
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4.2 Umsetzung

Bevor mit den eigentlichen Simulationen begonnen werden kann, sollen an dieser
Stelle noch kurz die wichtigsten Prozessschritte, die wiahrend der Simulation ab-
laufen, erldutert werden.

Bei den folgenden Simulationen werden immer zwei Differentialgleichungen parallel
integriert (Methode der Hilfselemente + CN): die Warmeleitungsgleichung fiir die
Temperaturverteilung und die Diffusionsgleichung fiir die Wasserdampfkonzentra-
tionen. Die beiden Gleichungen sind nur insofern gekoppelt, als die letztere (iiber
D, (z,t)) von der ersteren abhéngt. Es gibt also keine Riickwirkung der Wasser-
dampfkonzentrationen auf die Parameter der Warmeleitungsgleichung (bzw. wird
das vernachléssigt).

Im Grunde kénnte man somit zuerst die Warmeleitungsgleichung fiir alle Zei-
ten 16sen und mit der kompletten zeit- und ortsabhéngigen Temperaturverteilung
danach die Gleichung fiir die Wasserdampfkonzentrationen integrieren (wird aus
speichertechnischen Griinden nicht umgesetzt).

Daraus folgt fiir das Simulationsprogramm, dass im ersten Schritt, ausgehend vom
jeweiligen Anfangszustand T'(z, ty), die Temperaturverteilung 7T'(x, to+ At) berech-
net wird. Diese Temperaturdaten stellen somit die Eingangsdaten fiir den Wasser-
dampfdiffusionskoeffizienten dar.

Fiir jeden Zeitpunkt ¢, wird diese Prozedur in analoger Weise durchgefiihrt und
jeweils T'(z, ty + nAt) berechnet, wodurch sich D, (t =t,) = D ergibt.

Man sieht, dass die Berechnung der Dampfdruckverteilung, der Temperaturbe-
rechnung immer einen Zeitschritt At hinterher hinkt. Desweiteren stellt sich die
Frage, wie die zeitlich verédnderlichen Randbedingungen RB(¢) implementiert be-
ziehungsweise dargestellt werden.

In den folgenden Simulationen wird der stationére Zustand (welcher sich bei kon-
stanten Randbedingungen ergibt) als Anfangsbedingung fiir die Simulationen bei
zeitlich verdnderlichen (zeitlich periodischen) Dirichlet-Randbedingungen verwen-
det. Aber auch in diesem Fall (zeitlich verédnderliche Randbedingung) ist die An-
fangsbedingung — wie auch bei konstanten Randbedingungen — irrelevant, da man
auch hier warten muss, bis sich das System eingeschwungen hat.

Das heift, man kénnte auch mit der Knick-Anfangsbedingung (wie bei konstanten
Randbedingungen) starten.

Zum besseren Versténdnis soll eine schematische Darstellung (Abb. des Si-
mulationsprozesses Abhilfe leisten.
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RB(t)
AB:T(x0) — Tix,t) T(x,t) statisch |— T(x,t)
RB(t)
AB: p(x,0) +— plxt) p(xt) statisch -—— plxt)
AB ... Anfangsbedingung l
RB...Randbedingung Tauwasser ja/nein

Abbildung 4.1: schematische Darstellung der Integration der parallelen Differenti-
algleichungen fiir Temperatur- und Dampfdruckverteilung
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4.3 Simulationen
4.3.1 Zeitlich verinderliche Randbedingungen

Diese erste Simulationsreihe beschéftigt sich mit dem Verhalten der Losung bei
zeitlich verédnderlichen dufleren Randbedingungen. Vorerst wird nur die Wéarme-
leitungsgleichung betrachtet (in spéterer Folge dann auch noch die zeitabhéngige
Dampfdruckverteilung p(z, t)). Dabei sollen, ausgehend von einem stationdren Zu-
stand, die wichtigsten Eigenschaften des Temperaturverhaltens erkannt und erklért
werden.

Wie bereits erwahnt, wird bei den folgenden Simulationen die Methode mit Hilfs-

elementen (mit CN) verwendet.
Tabelle [4.2] zeigt die verwendeten Parameter

Tabelle 4.2: Parameter zu Abbildung

Verfahren Ax [m| | At [s] | Atpior [B] | tstar. [B] | tepu [8]

Methode der Hilfselemente (CN) | 0.01 30 4 843 0.51

Die Diskretisierungsweiten Ax und At haben sich bereits bewahrt und werden
kiinftig als Standardeinstellung verwendet.

Begonnen wird mit einem 2-schichtigen Mauerwerksaufbau, bestehend aus 36 cm
Ziegel und 14 cm EPS. Die verwendete Anfangsbedingung (stiickweise lineare Funk-
tion) ist dabei nicht weiter relevant, da wir lediglich am stationéren Zustand in-
teressiert sind, welcher dann als 'neue’ Anfangsbedingung dienen soll.

Der letzte berechnete Zustand tg., = 843h (siehe obige Tabelle) gibt uns die
'neue’ Anfangsbedingung fiir das zu Grunde liegende System an.

Die Randbedingungen sind 20°C im Innenraum und —5°C aufsen zum Erreichen
des stationdren Zustands. Danach werden reale Messdaten an der Aufsenseite ver-
wendet, die sich dann iiber einen Tag erstrecken und bei —5°C beginnen.

Bei den realen Messdaten [19] wurden die Oberflichentemperaturen einer nach Sii-
den gerichteten Wand, welche einen dhnlichen Aufbau wie unser Simulationsmau-
erwerk hatte, gemessen. Diese Daten stammen aus einer laboratorischen Ubung
an der HTL Baden (Kolleg fiir Bautechnik). Dabei wurden AREXX- Temperatur-
fiihler fiir einen Messbereich von —55°C < T' < 125°C samt Datenlogger benutzt.
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Abbildung 4.2: Temperaturverlauf in 2-schichtigem Mauerwerksaufbau: 36 cm Zie-
gel, 14 cm EPS
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Es wurden automatisierte miniitliche Messungen vorgenommen (Fehlertoleranz:
+1°C). Fiir die gemessenen Oberflichentemperaturen betrachte man Abb. (ro-

te Kurve).

Die Abbildung zeigt lediglich das Ergebnis der Warmeleitungsgleichung zum
Erreichen des stationdren Zustandes bei konstanten Randbedingungen. Folglich
gehen hier noch keine realen Messdaten ein.

Die folgende Tabelle zeigt die wichtigsten Parameter der realen Messdaten

Tabelle 4.3: Parameter zu Abbildung

Beginn

Ende

Messinterv. |[s]

Anz. Werte

Tmin [OC]

Tmax [OC]

3.2.2015, 6°°

4.2.2015, ca. 10°°

60

1672

-7.5

18.0

In Abb. wurde der Anfangszustand als schwarze Kurve dargestellt.
Allgemein erweist sich eine tibersichtliche Darstellung als schwierig, da die zeitlich
verénderlichen Randbedingungen starken Schwankungen unterworfen sind. Des-
wegen sind zur besseren Ubersicht verschiedene Plotintervalle tpior gewahlt worden

(1/4h,1/2h,1hund 2 h).

In Abbildung handelt es sich um simulierte Ergebnisse, und zwar wurden,
ausgehend vom berechneten stationéren Zustand (siehe Abb. , die gemesse-
nen Oberflaichentemperaturen beniitzt, um die Warmeleitungsgleichung etwa tiber
einen Tag zu integrieren. Die einzelnen roten Kurven in Abb. stellen den be-

rechneten Temperaturverlauf im Mauerwerk zu verschiedenen Zeitpunkten dar.

Hier stellt sich die Frage wie realistisch die Ergebnisse zu deuten sind, denn das
Mauerwerk wiirde ja immer verschieden auf die Aufsentemperaturen reagieren, je
nachdem, ob es ’gestern’ kalt oder warm war.
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Abbildung 4.3: zeitlich verdnderliche dufere Randbedingungen; Temperaturverlauf
in 2-schichtigem Mauerwerk mit 36 cm Ziegel und 14 cm Aufenddmmung (EPS)
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Zusatzlich wird durch Abbildung noch das zeitliche Temperaturverhalten an
bestimmten Positionen im Mauerwerk dargestellt. In dieser Abbildung entspricht
die gelbe Kurve dem zeitlichen Temperaturverhalten im Ziegel an der Position
x = 0.355m (also nahe der Grenzschicht). Die anderen (schwarz, griin und rot)
Kurven beschreiben das zeitliche Verhalten im EPS (Aufenddmmung), wobei die
rote Kurve die gemessenen dufleren Randbedingungen angibt. Wie man durch die
beiden Abbildungen [4.3lund[4.4]sehr deutlich sehen kann, finden die gesamten Tem-
peraturschwankungen nahezu ausschliefslich in der dufseren EPS-Schicht statt. Im
Ziegel herrscht nahezu eine konstante Temperaturverteilung vor (lediglich kleine
Schwankungen +1°C). Der Ziegelanteil des Mauerwerks (mit seiner grofen Wér-
mekapazitit) wirkt hierbei als Puffer, welcher diesen erwiinschten Effekt bringt.

Ebenso wird durch Abbildung ersichtlich, dass das Temperaturverhalten an
verschiedenen Punkten im EPS zwar gleich ist (bei verschiedener Amplitude), je-
doch ein kleiner zeitlicher Phasenverschub (Vernachléssigbaﬂ im Vgl. zu: siehe
Innenddmmung) auftritt. Dieser Effekt basiert auf der Warmespeicherfdhigkeit
des jeweiligen Materials, wodurch es nicht instantan zu Temperaturdnderungen im
gesamten Mauerwerk kommt.

Um die Temperaturschwankungen sowohl im Ziegel als auch im EPS energetisch
quantifizieren zu kénnen, wird fiir jedes Material, seperat, die enthaltene thermi-
sche Energie @ (bezogen auf 1m? und die jeweilige Dicke) berechnet. Die ther-
mische Energie () ist ndherungsweise proportional zur Temperatur 7" und Masse
m. Daraus ergibt sich folgender Zusammenhangjzr] AQ = mcAT (c... spezifische
Wirmekapazitét).

Die folgende Tabelle [4.4] stellt die Energiewerte in zeitlicher Abfolge dar —

unter der Annahme ¢ = const. Diese Annahme sollte gerechtfertigt sein, da auch
bei der Herleitung der Fourier’schen Differentialgleichung eine konstante Warme-
kapazitit ¢ angenommen wurde.

An Hand der Energiewerte ist erkennbar, dass nicht zwangsldufig der Energiegehalt
in beiden Materialien gleichzeitig steigen oder fallen muss. Offensichtlich ist auch
ein energetischer Anstieg im einen und ein Abfall im anderen Material moglich.
Erwartungsgemaft schwanken die Energiewerte im EPS deutlich mehr als im Zie-
gel.

10Je nach Mauerwerksaufbau bzw. Anordnung/Lage der jeweiligen Schichten tritt ein unter-
schiedlich ausgeprigter Phasenverschub auf

1 Quelle: [16]
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Abbildung 4.4: zeitliche Anderung der Temperatur an ausgewihlten Stellen in

einem 2-schichtigen Mauerwerk aus 36 cm Ziegel und 14 cm Aufenddmmung (EPS)
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Tabelle 4.4: Energiewerte bei einem System aus 36 cm Ziegel und 14 cm EPS (Au-

fenddmmung)

Zeit [h] | Energie Ziegel [J] | Energie EPS [J] | Anderung Ziegel | Anderung EPS

0 183670354.7 5971460.5

4 183669982.7 9982059.5 —0.0002% +0.1774%
8 183720011.6 6020027.0 +0.0272% +0.6340%
12 183788487.1 9996043.4 +0.0372% —0.3983%
16 183795785.4 5980342.2 +0.0039% —0.2618%
20 183784640.6 5975619.3 —0.0060% —0.0789%
24 183766722.3 9972657.1 —0.0097% —0.0495%

Aus dem Temperaturverhalten des Mauerwerkaufbaus kann man folgern
e starke thermische Spannungen im EPS (expandiertes Polystyrol)
und
e Funktion des Ziegels als Warmespeicher

Desweiteren muss noch beriicksichtigt werden, dass diese Simulationen nicht ganz
realistisch sind, da die Anfangsbedingung (stationdre Losung) nicht dem typi-
schen Temperaturverlauf um 6% Uhr friih entspricht. Genau wegen der endlichen
Wirmekapazitét (insbesondere des Ziegels) hiangt die Anfangsbedingung von der
"Vorgeschichte’ ab. Deshalb wird auch spéter ein System mit zeitlich periodischen
Randbedingungen simuliert und die Lésung nach vielen Perioden betrachtet (wenn
das "Einschwingverhalten’ vorbei ist).

Mauerwerk mit Innendammung

In dieser zweiten Versuchsreihe soll noch als Vergleich ein Mauerwerk mit in-
nenliegender?] Démmung simuliert werden. Um einen 'faireren’ Vergleich zu er-
moglichen, bleiben die Schichtdicken jedoch in der gleichen Dimension wie bei
der letzten Simulation. Die zeitabhéngigen Randbedingungen entsprechen wieder
jenen aus Tabelle .3 Hier wurde darauf verzichtet, das transiente Temperatur-
verhalten bis hin zum stationdren Zustand darzustellen. Stattdessen wurde der

12Standardmifig werden innen diinnere Dammschichten verwendet, z.B. 6 cm.
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Abbildung 4.5: zeitlich verdnderliche dufere Randbedingungen; Temperaturverlauf
in 2-schichtigem Mauerwerk mit 14 cm EPS (Innenddmmung) und 36 cm Ziegel
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Tabelle 4.5: Parameter zu Abbildung

Verfahren Ax [m| | At [s] | tstar. [B] | tepu [8]
CN - Verfahren (Hilfselemente) | 0.01 30 991.5 0.59

stationédre Zustand (schwarze Linie) wieder in Abb. eingezeichnet. Man sieht
bei diesem Mauerwerksaufbau sehr deutlich, dass sich die Temperaturschwankun-
gen von aufsen bis zur Schichtgrenze, also bis nahe dem Innenbereich, ausbreiten.
Das heifst, der Bereich in dem die Schwankungen stattfinden ist viel breiter als bei
einer aufenliegenden Dammung.

Selbst direkt an der Schichtgrenze finden, im Vergleich zur Aufsenddmmung, noch
deutliche Temperaturschwankungen statt.

Wie aus dem stationéren Zustand ersichtlich ist, verliert das Mauerwerk bei diesem
Systemaufbau die Funktion als Warmespeicher. Nahezu der gesamte Temperatur-
abfall findet in der Innenddmmung statt.

Um etwaige Phasenverschiebungen (siehe Abb. erkennen zu konnen, wird der
zeitabhéngige Temperaturverlauf an bestimmten Positionen im Ziegel dargestellt.

Bei diesem Systemaufbau (EPS innen, Ziegel auften) ist ein deutlich ausgepréag-
ter zeitlicher Phasenverschub erkennbar. Zusétzlich nimmt auch noch die Hohe
der maximalen Temperaturauslenkung nach innen hin ab. Der Grund fiir dieses
Verhalten kann durch die innenliegende Dammung erklért werden, wodurch der
hauptséachliche Temperaturabfall eben in dieser Schicht stattfindet.

Um das Temperaturverhalten wieder energetisch zu quantifizieren, wird (wie beim
System mit Aufenddmmung) folgende Tabelle dargestellt.

Analog wie beim System mit Aufenddmmung, ist die energetische Schwankungs-
breite in der dufseren Schicht teilweise um Grofsenordnungen mehr als in der inneren

Schicht.
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Abbildung 4.6: zeitliche Anderung der Temperatur an ausgewihlten Stellen in

einem 2-schichtigen Mauerwerk aus 14 cm EPS (Innenddmmung) und 36 cm Ziegel
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Tabelle 4.6: Energiewerte bei einem System aus 14 cm EPS (Innenddmmung) und

36 cm Ziegel

Zeit [h] | Energie EPS [J] | Energie Ziegel [J] | Anderung EPS | Anderung Ziegel

0 771734.6 169997955.6

4 771733.6 170352543.6 —0.0001% +0.2085%
8 771735.4 172759254.7 +0.0002% +1.4127%
12 772205.2 172951952.8 +0.0608% +0.1115%
16 773756.0 171879388.3 +0.2008% —0.6201%
20 774806.5 171322110.0 +0.1357% —0.3242%
24 775024.8 170907289.8 +0.0281% —0.2421%

Um den zeitlichen Phasenverschub (bzw. das ’Ausbreitungsverhalten’) besser cha-
rakterisieren zu kénnen, betrachte man die folgende Abbildung [£.7] Dabei soll die
Tatsache, dass es aufsen wirmer wird, demonstriert werden. Dazu wird nicht nur
an den ausgewéhlten Positionen von Abbildung[4.6] sondern auf einem réaumlichen
Gitter mit Auflésung 2cm im Mauerwerk (Ziegel) bestimmt, wann am jeweili-
gen Ort das Temperaturmaximum auftritt. Dies soll einen Eindruck von der Aus-
breitungsgeschwindigkeit der von aufsen nach innen laufenden "Temperaturwelle’
geben. Das Verhalten kann nédherungsweise durch einen Ausdruck der Form

T(t) = A+ Be 10/

beschrieben werden. Hier entspricht ¢y dem Zeitpunkt an dem im Aufenraum
(Randbedingung) das Maximum auftritt und 7 (e-folding time) beschreibt das
Zeitintervall in dem der Anfangszustand (¢ = ty) auf 1/e ~ 37 % abgefallen ist. B
beschreibt die Amplitude, also die anfingliche Auslenkung und A verschiebt die
Kurve entlang der Temperaturachse.

Der Fit wurde mit Gnuplot erzeugt und gibt als Fitparameter folgende Werte aus

A= (—0.97 +1.89)°C
B = (17.32 + 1.88)°C
7 = (190.93 + 55.65) min

Das etwas unregelméafige Verhalten zwischen 500 min und 600 min erklért sich viel-
leicht dadurch, dass sich von aufsen nach innen die Form der Kurven von Abbildung
[4.6] indert und dadurch das Maximum zu springen scheint.
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Abbildung 4.7: zeitliches Ausbreitungsverhalten der Temperaturmaxima im Ziegel
von aufen nach innen bei einer ortlichen Auflésung von 2 cm
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4.3.2 Periodische, zeitlich veranderliche Randbedingungen

Wie bereits erwéahnt, hinkt auf Grund der endlichen Warmekapazitit die Tempe-
raturentwicklung den veranderlichen Randbedingungen hinterher.

In den folgenden Simulationen (Methode der Hilfselemente mit CN) wird nun
ein Mauerwerk bestehend aus 36 cm Ziegel und 14 cm EPS (System mit Aufsen-
ddmmung) betrachtet. Durch die zeitlich periodischen Randbedingungen wird der
Tatsache Rechnung getragen, dass das Mauerwerk eine gewisse Triagheit (endliche
'Reaktionszeit’) hat. (Die Aufsentemperaturen von ’gestern’ kénnen noch einen
Einfluss auf das System von "heute’ haben.) Dazu werden die gemessenen Aufen-
temperaturen von Tabelle periodisch fortgesetzt und das System, ausgehend
vom stationdren Anfangszustand, iiber mehrere identische Tage (betreffend des
Aufentemperaturverlaufs) integriert.

Man wiirde erwarten, dass nach einem Einschwingvorgang die Temperaturvertei-
lungen im Mauerwerk strikt zeitlich periodisch sind. Das heiftt aufeinander folgende
spatere Perioden sollten sich nicht unterscheiden.

Eine solche Periode beginnt bei —5°C und endet nach 24 h zufallig wieder bei der
gleichen Temperatur.

Die Abbildungen [4.8| und [4.9] zeigen je sieben aufeinander folgende Perioden (mit
je 24 h Dauer), beginnend mit dem ersten Tag. Die Abbildung zeigt dabei einen
vergroferten Ausschnitt vom Ziegel (oben) und vom EPS (unten). Jede Kurve ent-
spricht dem ausgewéhlten Temperaturverlauf zum Zeitpunkt ¢ = 600 min = 10h
eines jeden Tages. In den ersten vier Perioden (Tagen) tritt noch ein erkennba-
rer Temperaturunterschied auf, der dann ab der fiinften Periode anndhernd ver-

schwindet. Das heifst der "Einschwingvorgang’ dauert bei diesem System ungefahr
bis Ende der fiinften Periode (=~ 120h).

Die Abbildung soll den zeitlich periodischen Temperaturverlauf an ausge-
wahlten Stellen im Mauerwerk zeigen. Der Zeitverlauf erstreckt sich dabei iiber
sieben Perioden, also 168 h. Jede Periode wurde im Diagramm durch eine senk-
rechte Linie markiert. Die Positionen im Mauerwerk wurden analog zu jener aus
Abbildung gewahlt. Dabei beschreibt die gelb gepunktete Linie den zeitlichen
Temperaturverlauf im Ziegel (am letzten Gitterpunkt vor der Grenzschicht), alle
anderen Linien beziehen sich auf Positionen im EPS, wobei die rote Linie den vor-
gegebenen Randbedingungen entspricht.
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Abbildung 4.8: zeitlich periodische Randbedingungen bei einem System aus 36 cm
Ziegel und 14cm EPS, Temperaturverlauf jeder Periode zum Zeitpunkt t =
600min = 10h
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Abbildung 4.10: zeitlich periodische Anderung der Temperatur an ausgewéhlten
Stellen in einem 2-schichtigem Mauerwerk aus 36 cm Ziegel und 14 cm Aufsendam-
mung (EPS)
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4.3.3 Tauwasserausfall

Der Tauwasserausfall ist ein bauphysikalisches Problem und tritt dann auf, wenn
der tatséchliche Wasserdampfpartialdruck der Luft den Sattigungsdampfdruck bei
der aktuellen Temperatur erreicht oder tibersteigt. Das Tauwasser durchfeuchtet
dann das Mauerwerk bzw. Teile davon und sorgt im Falle des Ausfalls in der
Démmung (z.B. EPS) fiir ein schlechteres Wéarmedammverhalten. Zudem kann
dauerhafte Durchfeuchtung von Bauteilen zum ’Zerfall’ bzw. zur Vermoderung
des jeweiligen Bauteils fithren. Dieser Abschnitt soll sich somit der Simulation von
Tauwasserausfall bei verschiedenen Mauerwerksaufbauten — System mit Aufen-
ddmmung und System mit Innenddmmung — widmen.

Im ersten Schritt wird fiir die vorgegebenen Randbedingungen von Seite die
Temperatur 7" und der Wasserdampfpartialdruck (kurz: Dampfdruck) p

(oder Wasserdampfkonzentration ¢,,) der gekoppelte stationdre Zustand berechnet.
Als Anfangsbedingung wird wieder eine stiickweise lineare Funktion gewéahlt, wobei
die Anfangsbedingung willkiirlich gew#hlt werden kann, da in diesem Schritt nur
der stationére Zustand gebraucht wird. Aus dem stationdren Temperaturverlauf
lasst sich sodann der dazugehorige Sattigungsdampfdruck p, (bzw. Tauwasseraus-
fall zum stationdren Zeitpunkt) errechnen. Es soll hier nochmals explizit erwéhnt
werden, dass die Warmeleitfahigkeit A\, die Dichte p und die Warmekapazitat c fiir
die Temperaturberechnung als konzentrationsunabhénigig, jedoch der Diffusions-
koeffizient fiir die Konzentrationsberechnung als temperaturabhéngig angenommen
wird, Dy, = D (T).

Im zweiten Schritt wird dann der zeitabhéngige Tauwasserausfall, ausgehend vom
errechneten stationdren Zustand des ersten Schritts, bei zeitlich verédnderlichen
Randbedingungen aus Tabelle simuliert.

Zur besseren Ubersicht sollen hier nochmals die Randbedingungen in detaillierter
Form dargestellt werden.

Tabelle 4.7: Randbedingungen (¢ = relative Luftfeuchtigkeit, ¢,, = Wasserdampf-
konzentration und p = Wasserdampfpartialdruck)

Lage Temperatur [°C] | ¢[%] | cw [kg/m’] | p [Pa
Innenseite 20 50 0.00865 1166.10
Aufenseite -5 80 0.00256 321.5
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Simulation mit aufienliegender Dadmmung

Die erste Simulationsreihe beschéftigt sich mit einem 2-schichtigen Mauerwerks-
aufbau, bestehend aus 36 cm Ziegel und 14 cm aufenliegender Démmung (EPS).
Zunachst wird, wie bereits erwéihnt, ausgehend von einem "Knickprofil” der statio-
nare Zustand betrachtet. Zur Integration der Warmeleitungs- und Diffusionsglei-
chung werden wieder die Standardeinstellungen verwendet, da sich diese auch fiir
die Diffusionsgleichung eignen.

Der in Tabelle vorkommende Parameter t4.,; beschreibt die Zeitdauer, damit
das gekoppelte System aus Wiarme- und Konzentrationsstromen den stationédren
Zustand erreicht.

Tabelle 4.8: Parameter zu Abbildung

Verfahren Ax [m| | At [s] | tstat [B] | tpot [B] | tepu [s]

Methode der Hilfselemente (CN) | 0.01 30 843 4 1.05

In den beiden obigen Abbildungen von sind die transienten Temperatur- und
Dampfdruckentwicklungen fiir die gegebenen fixen Randbedingungen bis zum Er-
reichen des stationdren Zustandes dargestellt.

Hierbei ist zu erkennen, dass beim Dampfdruckprofil der hauptséchliche Abfall wie-
der in der EPS-Schicht auftritt, nur nicht mehr in so extremer Weise wie beim Tem-
peraturprofil. Wéahrend fiir den stationdren Temperaturverlauf die Profile stiick-
weise linear sind, sind sie fiir den Dampfdruck gekriimmt, weil D,, = D, (T).

Das linke untere Bild zeigt das Sattigungsdampfdruckprofil, bezugnehmend auf
den stationdren Temperaturverlauf. Das rechte untere Bild zeigt die Gegeniiber-
stellung des Sattigungsdampfdrucks mit dem tatséchlichen Dampfdruck. Da es an
keiner Stelle zu einer Uberschneidung kommt, bleibt das Mauerwerk tauwasser-
frei.

Nun stellt sich noch die Frage, ob es bei diesem Mauerwerk mit Aufsenddmmung
bei zeitlich verédnderlichen &dufseren Randbedingungen zu Tauwasserausfall kommt.
Dazu wird die Temperatur im Innenraum konstant auf 20°C gehalten, wahrend
fiir die Zeitabhéngigkeit der Temperatur im Aufsenraum die auf Seite [89] erwéhn-
ten realen Messwerte verwendet werden. Unter der Annahme, dass die relative
Luftfeuchtigkeit innen 50% betragen soll, ergibt sich damit ein konstanter Was-
serdampfpartialdruck von p = 1166.1 [Pa]. Fiir den Aufenraum wird (nicht ganz
realistisch) eine konstante relative Luftfeuchtigkeit von 80% angenommen. Da sich

104



Temperatur [°C]

Dampfdruck [Pa]

25 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1200 | .
= 1000 4
N =)
~
. : 800 .
3
o
1 E
i 600 .
Temperaturprofil A Dampfdruckprofil
0 4-stiindl. Ausgabe — 200 L 4-stiindl. Ausgabe i
5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 005 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05 0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05
Ort [m] Ort [m]

2500 T T T T T T T T T 2500 T T T T T T T T T
2000 / i 2000 / i
=)
=)

1500 | . - 1500 | .
=
2
1000 |- 4 & 1000 ./ .
<
Sattigungsdampfdruck A Dampfdruckprofil
500 S 500 s i
Sattigungsdampfdruck
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 005 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05 0 005 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05
Ort [m] Ort [m]

Abbildung 4.11: Temperatur- und Dampfdruckprofile in einem 2-schichtigen
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jedoch aufsen die Temperaturwerte d&ndern, ergibt sich ein zeitabhéngiger Wasser-
dampfpartialdruck. Ausgehend von der stationdren Losung wurde in der Simula-
tion iiber eine Periode (24 h) integriert.

In Abbildung wurden tatsichlicher Dampfdruck und Sattigungsdampfdruck in
4- Stundenschritten aufgetragen. Dabei entspricht die durchgezogene Linie immer
dem jeweiligen Sattigungsdampfdruck und die punktierte Kurve dem tatséchlichen
Dampfdruck.

Wie aus der Grafik ersichtlich ist, iberschneidet keine Dampfdrucklinie die Satti-
gungsdampfdrucklinie derselben Farbe, wodurch auch in diesem Fall das Mauer-
werk stets tauwasserfrei bleibt. Zudem sieht man, dass die Schwankungen in den
Dampfdriicken wieder hauptséchlich in der EPS-Schicht stattfinden.

Speziell bei den Sattigungsdampfdrucklinien ist es anschaulich klar, da die zu
Grunde liegenden Temperaturschwankungen ebenso in der EPS-Schicht erfolgen.

Bei den tatsachlichen Dampfdriicken sind der Diffusionskoeffizient D,, und die du-
fsere Randbedingung temperaturabhingig, wodurch auch etwas groftere Schwan-
kungen im Ziegelbereich moglich sind.
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Abbildung 4.12: zeitabhingige Dampfdruckprofile (Symbole) und Séttigungs-
dampfdriicke (Linien) in einem 2-schichtigen Mauerwerk aus 36 cm Ziegel und
14 cm EPS
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Simulation mit innenliegender Dammung

Die Dammung kann sowohl aufen als auch innen angebracht werden (wurde schon
in Kapitel angesprochen). Es fragt sich, ob das beziiglich Tauwasserbildung
'verniinftig’ ist. Dazu wird in dieser zweiten Versuchsreihe nun das gleiche System,
nur mit vertauschten Positionen (14 cm EPS und 36 cm Ziegel), untersucht werden.
Es werden wieder die Randbedingungen von Tabelle angenomien.

Tabelle 4.9: Parameter zu Abbildung

Verfahren Ax [m| | At [s] | tstas [B] | Atpior [B] | tepu [8]

Methode der Hilfselemente (CN) | 0.01 30 991.5 4 1.24

Ausgehend von der iiblichen ’Knick’- Anfangsbedingung zeigen die in Abbildung
beiden oberen Grafiken wieder den transienten Verlauf von Temperatur und
Dampfdruck, bis hin zum Erreichen deren stationdren 'Knick’- Zustands. Der sta-
tiondre Zustand des Dampfdruckprofils ist wieder leicht gekriimmt, weil D, =
D, (T).

Bedingt dadurch, dass der hauptséichliche Temperaturabfall in der Innenschicht
(EPS) stattfindet, fallt auch die Séttigungsdampfdruckkurve in diesem Bereich
stark ab. Dies fithrt dazu, dass sich tatséchliche Dampfdruckkurve und Sattigungs-
dampfdruckkurve bereits in der EPS-Schicht iiberschneiden. Der Uberschneidungs-
bereich (hier: 10 —36 cm) stellt den Bereich dar, in welchem es zu Tauwasserausfall
kommt.

Unter der Annahme, dass die vorgegebenen fixen Randbedingungen {iber eine gro-
fseren Zeitraum (z.B. 1 Jahr) hinweg bestehen, ist das Mauerwerk nicht tauwas-
serfrei. Diese Annahme ist jedoch unrealistisch, da kaum {iber einen léngeren Zeit-
raum konstante Randbedingungen herrschen. Das heifst, falls nur kurz- bzw. mit-
telfristige Uberschneidungen von tatsichlicher Dampfdruckkurve und Séttigungs-
dampfdruckkurve auftreten, ist nicht sofort mit bauphysikalisch problematischer
Tauwasserbildung zu rechnen. In diesem Kontext ist wichtig, dass kondensiertes
Tauwasser (z.B. wihrend der Winterperiode) wieder verdunsten kann (z.B. wih-
rend der Sommerperiode). Ist die Verdunstung jedoch nicht moglich, kommt es zu
einer dauerhaften Durchfeuchtung des Mauerwerks und folglich zu bauphysikali-
schen Problemen.
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Abbildung 4.13: Temperatur- und Dampfdruckprofile in einem 2-schichtigen

Mauerwerk aus 14 cm EPS und 36 cm Ziegel
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Unter der Verwendung von den gleichen (wie bei der Simulation vom System mit
Aufkenddmmung) zeitlich verénderlichen Randbedingungen ergibt sich Abbildung
4.14] (gleiche grafische Darstellung wie in Abb. . Dabei wurden, ausgehend vom
stationdren Zustand, die Warmeleitungs- und Diffusionsgleichung wieder tiber eine
Periode (24 h) integriert.

Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass zu jedem dargestellten Zeitpunkt ein gewis-
ser Tauwasserbereich existiert. Unter Annahme der gemachten Randbedingungen
ist dieser Mauerwerksaufbau also nicht tauwasserfrei. Wie jedoch bereits zuvor
erwahnt, ist dies nicht zwangslaufig gleichbedeutend mit einem bauphysikalischen
Problem.
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Abbildung 4.14: zeitabhéngige Dampfdruckprofile (Symbole) und Séttigungs-
dampfdriicke (Linien) in einem 2-schichtigen Mauerwerk aus 14 cm EPS und 36 cm
Ziegel
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4.3.4 Zusammenfassung der Simulationen

Dieser Abschnitt soll eine kurze und iibersichtliche Zusammenstellung bzw. Ge-
geniiberstellung der Ergebnisse von Kapitel liefern.

Fiir den stationaren Zustand von Temperatur und tatsiachlicher Dampfdruckkurve
hat sich ergeben:

e der Temperaturabfall, aber auch der Dampfdruckabfall, erfolgt primér in der
EPS-Schicht

e System mit Aufsenddmmung: tauwasserfrei
e System mit Innenddmmung: nicht tauwasserfrei

Aus den Simulationen mit den zeitlich verdnderlichen Randbedingungen hat sich
ergeben:

e die Temperaturvariationen nehmen von aufen nach innen ab, wobei beim
System mit Auffenddmmung die Temperatur im Ziegel annéhernd konstant
ist

e Dampfdruckschwankungen auch vorwiegend in der dufieren Schicht
e System mit Aufsenddmmung: tauwasserfrei
e System mit Innenddmmung: nicht tauwasserfrei

e bei Simulationen mit zeitlich periodischen dufseren Randbedingungen dauert
das ’Einschwingverhalten’ nicht langer als 5 Perioden (also 5 Tage zu je 24 h).
Das heifst, das System ’erinnert sich’ nicht an "Wetterbedingungen’, die mehr
als 5 Tage zuriick liegen.

Die Ursache fiir den Tauwasserausfall, primér bei Systemen mit Innenddmmung,
liegt daran, dass der hauptséchliche Temperaturabfall in der inneren Schicht (EPS)
erfolgt. Als Folge féllt auch die Sattigungsdampfdruckkurve in diesem Bereich sehr
stark ab, wodurch der Taupunkt weiter nach innen verlagert wird.
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5 Diskussion

Fiir die Analyse von physikalischen Problemen bzw. von Differentialgleichungen
steht eine Vielzahl von finiten Differenzen und Integrationsmethoden zur Verfii-
gung. Dementsprechend wichtig ist die 'richtige’ Wahl des Verfahrens. Ist man an
der stationdren Losung der Warmeleitungsgleichung mit der Methode der Hilfsele-
mente interessiert, so liefern sowohl das explizite Euler-Verfahren (1. Ordnung) als
auch das Crank-Nicholson-Verfahren (2. Ordnung) anndhernd gleiche Ergebnisse,
wahrend bei der Beschreibung des transienten Verhaltens geringe Abweichungen
auftreten. Da bei den beiden Verfahren kaum ein Performance-Unterschied bei der
Ausfithrung des Computerprogramms bemerkbar ist, ist es empfehlenswert die Be-
rechnungen mit dem Crank-Nicholson-Verfahren durchzufiihren.

Bei der Auswahl einer geeigneten Methode fiir praktisch relevante Anwendungen
ist man jedoch nicht so flexibel. Verwendet man die Diskretisierung der Fourier-
'schen DGL, ist man zwangsldufig auf eine konstante Wéarmekapazitiat ¢ und Mas-
sendichte p beschrankt, wahrend bei der Methode mit Hilfselementen diese Ein-
schrankungen entfallen.

Beschréankt man sich auf eine ortsabhidngige Warmeleitfahigkeit A (in einer Dimen-
sion), wihrend die Warmekapazitdt und die Dichte konstant sind, welche einem
mehrschichtigen Bauteil Rechnung tragen soll (dann ist die Warmeleitfahigkeit
annahernd eine Stufenfunktion), so sind deutliche Unterschiede in der Performan-
ce der Computerprogramme erkennbar. Dabei ist die Methode mit Hilfselementen
viel 6konomischer als die Diskretisierung der Fourier’schen DGL. Wiirde man 2—
bzw. 3— dimensionale Probleme betrachten, wére mit einem weiteren drastischen
Performanceverlust zu rechnen.

Natiirlich sind die Ergebnisse der Arbeit kritisch zu betrachten, da einige Idea-
lisierungen gemacht wurden. Beispielsweise ist natiirlich auch die Temperatur im
Innenbereich nicht konstant, weshalb auch hier zeitabhingige Randbedingungen
notig waren. Auch bei der Beschreibung der gekoppelten Wéarme- und Konzentra-
tionsstrome wurde vereinfachend angenommen, dass nur der Konzentrationsstrom
temperaturabhéngig ist. Tatséchlich ist jedoch auch die Warmeleitfahigkeit kon-
zentrationsabhéngig. Diese letzte Abhéngigkeit ist jedoch fiir jedes Material empi-
risch zu ermitteln. Fiir weiterfithrende Untersuchungen wére womdoglich ein System
mit beidseitig gekoppelten Wérme- und Konzentrationsstrémen von Interesse.

Um die Simulationen noch praxisnaher zu gestalten, konnte man die Diffusion von
Wasser in fliissiger Form durch das Mauerwerk berticksichtigen. Dies wiirde der
Tatsache Rechnung tragen, dass bei Regen die dufsere Oberfliche des Mauerwerks
durchfeuchtet wird.
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6 Anhang

6.1 Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit numerischen, computergestiitzten Metho-
den zur Losung der Wérmeleitungs- bzw. Diffusionsgleichung mit Fokus auf bau-
physikalischen Fragestellungen.

Einerseits soll die Genauigkeit beziehungsweise das Fehlerverhalten bei unter-
schiedlichen Diskretisierungen untersucht werden und andererseits sollen die ver-
schiedenen Methoden auf deren Anwendbarkeit, aber auch auf deren Beschran-
kungen gepriift werden.

Der erste Teil dieser Arbeit befasst sich hauptsédchlich mit den mathematischen
Methoden, welche als Werkzeug fiir die darauffolgenden Anwendungen dienen.
Im zweiten Teil wird versucht, mit Hilfe von computergestiitzten Simulationen
ein besseres Verstandnis fiir das Losungsverhalten zu erlangen - dabei kommen
verschiedene kleine Programme (Programmiersprache FORTRAN 90/95) zur An-
wendung. Ein weiterer Aspekt beschéftigt sich mit anwendungsbezogenen Frage-
stellungen wie gekoppeltes, transientes Verhalten von Wéarme- und Feuchtestrémen
unter Einbeziehung verdnderlicher Randbedingungen. Mit Hilfe der Simulations-
programme kann auch die zeitabhidngige Tauwasserbildung erkannt und erklart
werden.

Natiirlich wurden fiir die Simulationen gewisse Annahmen und Idealisierungen ge-
troffen, wodurch es im Vergleich zu realistischen Prozessen zu Abweichungen kom-
men kann. Nichtsdestotrotz konnen durch Simulationen grundlegende Eigenschaf-
ten und Verhaltensweisen nachgestellt werden. Beispielsweise tendieren Systeme
mit Innenddmmung zu Tauwasserbildung, wéahrend dieses Verhalten bei Systemen
mit Aufsenddmmung nicht beobachtet werden kann.
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6.2 Abstract

The present paper is about numerical and computater-based methods for solving
the heat-equation, in respect to issues of building physics.

On the one hand the accuracy and the error behavior should be investigated, de-
pending on the different discretizations. On the other hand the applicability, but
also the restrictions, are of importance.

The first section of this paper mainly investigates mathematical methods, which
provide the understanding for the following applications.

In the second part simulations of basic systems take place to obtain a fundamental
understanding of the error behavior. Different small applications (programmed in
FORTRAN 90/95) are constituents of the entire simulation. Another topic deals
with application-oriented issues, as coupled, unsteady heat- and moistness cur-
rents, involving time-dependent boundary conditions. On the basis of the simula-
tions dependencies of the dew-point can be recognized and explained.

Of course, for the implementation some idealizations was made. So, certain de-
viations can occur in comparison with realistic systems. Nevertheless, simulations
allow the investigation of fundamental properties and behaviors. For instance, sys-
tems with insulation layer on the inside tend to form condensation water, but
systems with insulation layer on the outside don‘t show this behavior.
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