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Zusammenfassung

Als George Boole im Jahr 1854 versuchte, einen algebraischen Weg zu finden, um
logische Probleme zu losen, schuf er eine komplett neue algebraische Struktur - die
Boole’sche Algebra. Damals konnte noch niemand ahnen, dass diese Entdeckung
einmal Grundstein fiir ein komplett neues technisches Gebiet - die Digitaltechnik -
sein wiirde. Und dass sich aus der Boole’schen Algebra die wohl fiir unseren Alltag
bedeutendste Errungenschaft - die Erfindung des Computers - entwickeln konnte,
war damals noch undenkbar. Moglich wurde dies, als der junge Student Claude
E. Shannon 1937 die Analogie der Boole’schen Algebra zu realen Schaltkreisen er-
kannte und somit ein neues Anwendungsgebiet fiir die Boole’schen Algebra schuf.
Mit dieser Grundlage stand der Realisierung von zahlreichen Maschinen und Re-
chenmaschinen - wie auch der Computer eine ist - nichts mehr im Wege.

Auch wenn aus die Digitaltechnik heute eine eigene Disziplin darstellt, ist sie schon
aus ihrer Geschichte heraus direkt mit der Mathematik verbunden. Diese Arbeit
beschréinkt sich daher nicht nur auf eine rein mathematische Abhandlung der Boo-
le’schen Algebra und eine rein technische Abhandlung der Digitaltechnik, sondern
betrachtet auch die Digitaltechnik aus einem mathematischen Blickwinkel.

Abstract

In 1854 George Boole set out to find an algebraic way, to solve logic problems. In
this process he found a completely new algebraic structure - the Boolean Algebra.
Even George Boole was not aware of the fact, that this discovery would lead to
a completely new field - the digital technology. And nobody would have dared
to imagine, that the computer - one of the most important inventions in our
everyday life - would evolve from this basic principle. This evolution was enabled by
Claude E. Shannons findings in 1937. He established the analogy between Boolean
Algebra and real switching circuits. Therefore, he created a completely new field of
application for Boolean Algebra. Shortly thereafter the first calculating machines
and subsequently computers were built.

Nowadays the digital technology has grown into a whole new field. However the
observation of its history shows its direct connection to mathematics. Taking this
into account, this thesis will not only be limited to a pure mathematical view of
the Boolean Algebra or a pure technical view of digital technology, but approaches
the digital technology from an mathematical point of view.
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Kapitel 1

Einleitung

It appeared to me that, although Logic might be viewed with reference to the
idea of quantity, it had also another and a deeper system of relations. If it was
lawful to regard it from without [...], it was lawful also to regard it from within,
as based upon facts of another order which have their abode in the constitution
of the Mind.

George Boole, 1847!

Die folgenden Uberlegungen inspirierten George Boole im Jahr 1847 zu seinem
Essay ,, The Mathematical Analysis of Logic“, das von vielen als der Grundstein
der Mathematisierung der Logik angesehen wird. Mit dem Ziel eine formale Me-
thode zu finden, um logische Probleme zu l6sen, erschuf er eine vollig neuartige
algebraische Struktur. Er limitierte dabei die quantitative Algebra auf zwei Zu-
stdnde und verkniipfte bereits bekannte Operationen mit logischen Operationen.
Bald stellte sich heraus, dass diese neuartigen Betrachtungen nicht nur in der Aus-
sagenlogik Anwendung finden konnte. Zu seinen Ehren nannte man das von ihm

begriindete Verkniipfungsgebilde , Boole’schen Algebra‘.?

Aus diesem Grund soll auch diese Arbeit mit der Aussagenlogik beginnen. An-
hand dieser Grundlage soll spater im Kapitel 3 die axiomatische Konstruktion der
Boole’schen Algebra motiviert werden und in Kapitel 4 mit der fiir diese Arbeit
wichtigsten Boole’schen Algebra - der Schaltalgebra - fortgesetzt werden.

Diese postulierte Claude Elwood Shannon fast ein Jahrhundert spéater in seinem
Paper ,,A symbolic analysis of relay and switching circuits®. Er erkannte die Analo-
gie zwischen realen Schaltkreisen und der Boole’schen Algebra und schuf somit die

1s. [22], S. 49
vgl[22], S. 51-64



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Grundlage fiir die mathematische Analyse und Entwicklung von Schaltkreisen.?

Seit dieser Veroffentlichung 1937 wurde die Entwicklung der Schaltalgebra so sehr
vorangetrieben, dass bald die ersten Rechenmaschinen und nicht viel spater sogar
die ersten Computer auf Grundlage der Schaltalgebra gebaut wurden. Wir alle
wissen, wie rasant die Entwicklung auf diesem Gebiet vorangetrieben wurde und
so ein komplett neues Gebiet der Informationstechnologie und der Digitaltechnik
entstanden ist. Aus diesem Grund wird Claude Shannon auch oft als ,Vater der
Informationstechnologie“ bezeichnet.

Daher soll sich auch diese Arbeit in Kapitel 5 mit einer Weiterfithrung der Schal-
talgebra beschéftigen - und zwar mit der Konstruktion von Schaltnetzen. Eine wei-
terfithrende Behandlung wiirde den Rahmen dieser Diplomarbeit sprengen. Daher
soll das Kapitel 6 noch die unzéhligen Moglichkeiten vor Augen fithren, die mit
Hilfe der Boole’schen Algebra und im speziellen der Schaltalgebra realisierbar sind.

3vgl. [22], S. 134ff



Kapitel 2

Grundlagen der Aussagenlogik

Wie das Wort ,,schon® der Asthetik und ,qut“ der Ethik, so weist ,zwahr“ der
Logik die Richtung. [...] Wahrheiten zu entdecken ist Aufgabe aller Wissen-
schaften: der Logik kommt es zu, die Gesetze des Wahrseins zu erkennen.

Gottlob Frege, 1918 1

Schon im 4. Jahrhundert vor Christus beschéftigten sich griechische Philosophen
und Mathematiker - vor allem Aristoteles - mit dem Begriff ,Wahrheit“ und mit
Themen, die der heutigen Aussagenlogik schon sehr nahe kommen. Doch erst ab
dem 19. Jahrhundert gelang es, diese auch mathematisch zu betrachten. Einer
der bekanntesten Vertreter war George Boole. Sein Ziel war es, mit Hilfe von
Gleichungen den Wahrheitsgehalt von Satzen herauszufinden und ebendiese so zu
verdndern, dass ein einfacherer Satz mit gleicher Bedeutung erhalten wird.? Daher
war er der erste, der algebraische Methoden systematisch verwendete, um logische
Probleme zu 16sen. So entwickelte er eine komplett neue algebraische Struktur, die
nicht nur in der Aussagenlogik Anwendung findet - die Boole’sche Algebra.

Um diese geschichtliche Entwicklung nachzuvollziehen, widmet sich auch dieses
Kapitel zuerst der Aussagenlogik. Diese Grundlagen benotigen wir auflerdem, um
in Kapitel 3 die axiomatische Konstruierung der Boole’schen Algebra zu motivie-
ren. So wird sich dieses Kapitel nach der grundlegenden Definition einer Aussage
hauptsachlich verschiedenen Verkniipfungen und Wahrheitstabellen widmen. Da
sehr viele verschiedene Schreibweisen gebrauchlich sind, werden auflerdem die in
dieser Arbeit verwendeten Symbole eingefiihrt.

Als Quellen fiir dieses Kapitel dienten [11], S. 7-18, [4], S. 1-2, [16] sowie [10],
S. 6-12. Wortliche Zitate werden direkt im Text angefiihrt.

Is. [1], S. 198
2vgl. [22], S. 58

11



12 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER AUSSAGENLOGIK

2.1 Aussagen

Schon im Alltag begegnen uns unzéhlige Aussagen. Dieser Begriff ist uns daher
schon sehr geldaufig. Aber auch in der Logik versteht man unter einer Aussage
einen Satz, von dem man sagen kann, dass er entweder wahr oder falsch ist.

Definition 2.1.1. Eine Aussage A ist ein Satz (in Umgangssprache oder als ma-
thematische Behauptung formuliert), dem eindeutig ein Wahrheitswert W, ndmlich
yfalsch® oder ,wahr“, zugeordnet werden kann. Fir den Wahrheitswert ,wahr
setzen wir 1, fiir ,falsch® 0. Falls A wahr ist, gilt W(A) := 1, ist A falsch,
W(A):=0.3

Daher sind folgende Beispiele Aussagen:
e Ich wohne in Wien.
e 3+3=7

Keine Aussagen sind hingegen:
e Wie alt bist du?
e Mach das!

Natiirlich kann man auch Aussagen kombinieren und so neue Aussagen schaffen.
Diese verkniipften Aussagen sind dann ebenfalls wieder fiir sich als ganzes wahr
oder falsch. In der Alltagssprache verwenden wir besondere Verkniipfungswor-
ter oder -phrasen um die Verkniipfung auszudriicken. Beispiele dafiir sind ,,und*,
yoder”, ‘entweder - oder”, ,wenn - dann“ oder , genau dann - wenn®.

In der Mathematik werden solche Verkniipfungen Junktoren (logische Operatoren)
genannt. Viele der Junktoren tragen einen eigenen Namen (z.B. ,Konjunktion“),
ihnen wird ein eigenes Symbol zugeordnet (z.B. A*) und viele entsprechen auch
den vorhin genannten Verkniipfungswortern aus der Alltagssprache (in diesem Fall
Lund®).

Beispiel 2.1.2. 3 ist eine Primzahl und 12 ist eine Primzahl.

A B
Diese Aussage besteht aus einer wahren Aussage A und einer falschen Aussage B.

Verkniipft mit einer UND-Verkniipfung ergeben die Aussagen eine falsche Aussage.
Aus dem Alltag wissen wir: Der Satz ,A und B ist nur dann wahr, wenn sowohl
A als auch B wahr sind.

Definition 2.1.3. Eine Verkniipfung von zwei Aussagen, die nur genau dann wahr
ist, wenn beide verkniipften Aussagen fiir sich genommen wahr sind, nennt man
Konjunktion. Thr wird das Symbol A zugeordnet und sie entspricht dem ,,und“ der

Alltagssprache.
W(AAB)=1& (W(A) =1AW(B)=1)

3vgl. [4], S.1



2.1. AUSSAGEN 13

Wir konnen uns daher eine Tabelle fiir die UND-Verkniipfung erstellen:

W(A) | W(B) | W(AA B)
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Auf die gleiche Art und Weise lassen sich auch Wertetabellen fiir andere Verkniip-
fungen erstellen. Je nach Anzahl der verkniipften Aussagen spricht man dabei von
einer ein-, zwei- oder n-stelligen Verkniipfung.

Betrachten wir zunachst alle einstelligen Junktoren, die sich nur auf eine einzige
Aussage beziehen. Von ihnen gibt es genau vier - ihre wichtigste Vertreter sind die
Identitat und die Negation (oder auch Komplement genannt).

Tabelle 2.1: Alle 1-stelligen Verkniipfungen

Identitat Negation
=~ =~
W(A) | | W) | -w(A) |
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Man tiberlegt sich leicht an Hand aller Moglichkeiten von Wertzuweisungen, dass
auer den vier, in obiger Tabelle dargestellten, einstelligen Junktoren keine weite-
ren gefunden werden konnen.

Betrachten wir nun allgemein n-stellige Junktoren, so gibt es dafiir in der zwei-
wertigen Logik? genau 22" Moglichkeiten.

Die 16 = 22° moglichen zweistelligen Junktoren sind in der Tabelle 2.2 dargestellt.

Tabelle 2.2: Alle 16 moglichen zweistelligen Junktionen

4Nur die Werte 0 und 1 kénnen angenommen werden

>Tabelle 2.2, Bemerkung 2.1.4 und Beispiel 2.1.5 vgl. [10], S. 9f

A B AN-A ANB AN-B A -AANB B
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0 1

Jo J1 Jo J3 Jy J5



14 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER AUSSAGENLOGIK

A B ﬂ(A<—> AV B —\(A\/B) A+~ B -B
B)

0 0 0 0 1 1 1

0 1 1 1 0 0 0

1 0 1 1 0 0 1

1 1 0 1 0 1 0
Jﬁ J7 JS J9 JlO

A B B— A -A A— B —\(A/\B) AV —-A

0 0 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 1 0 1 0 1
Ji Ji2 Ji3 J1a Jis

Bemerkung 2.1.4 (Indizierung). Die Zahlenfolge von Nullern und Einsern von
oben nach unten gelesen, kann als Dualzahl aufgefasst werden. Als Index wurde
die entsprechende Zahl im Dezimalsystem gewahlt.

Beispiel 2.1.5. 1001 =1-234+0-224+0-2' +1-2°=9

daher Jy

Wir kennen bereits J, die Konjunktion. Es gibt aber auch noch andere zweistellige
Junktoren, die einen Namen tragen und fiir uns von Bedeutung sind.

J7  Die Disjunktion oder auch ODER-Verkniipfung genannt (Symbol V)
entspricht dem ,entweder - oder” in der Alltagssprache. W (A V B) ist dann
1 (also wahr), wenn entweder W (A) oder W (B) oder beide Aussagen 1 (also
wahr) sind.5

Jo  Die Bijunktion mit dem Symbol <+ kennen wir aus unserem Alltag,
wenn wir ;A genau dann, wenn B¢ sagen. W(A < B) ist also genau dann

1, wenn W(A) = W(B).

Jis  Die letzte Junktion, die einen eigenen Namen und ein eigenes Symbol
(und zwar —) hat, ist die sogenannte Subjunktion 7 . In der Alltagssprache
wird sie auch mit ,wenn A, so folgt B verwendet. W (A — B) ist nur genau
dann 1 wenn W (B) > W (A). Sie stellt also eine Folgebeziehung von A zu B
dar.

6Es handelt sich hierbei nicht um ein ausschlieBendes Oder. Dieses wiirde Jg entsprechen.

"Wie man in Tabelle 2.2 sehen kann, kénnen die restlichen Junktionen durch Kombination der
bereits erwdhnten Junktionen dargestellt werden. In manchen Quellen findet man noch Symbole
fiir weitere Junktionen, diese sind aber wenig gebrduchlich und spielen in dieser Arbeit keine

Rolle.



2.2. AUSDRUCKE 15

2.2 Awusdriicke

Um mehr als zwei verschiedene Aussagen miteinander verkniipfen zu konnen, beno-
tigen wir aber auch 3-stellige-, 4-stellige und allgemein n-stellige Verkniipfungen.
Da es in der zweiwertigen Logik allerdings jeweils 22" méglichen n-stellige Ver-
kntipfungen gibt, wéare die Vielfalt der Junktoren schnell nicht mehr tiberschaubar
und wir kénnten uns auch keine Namen und Vorschriften mehr merken.

Dies ist aber auch gar nicht notwendig, da die 2- und 1-stelligen Verkniipfungen
geniigen, um alle weiteren n-stelligen Verkniipfungen auszudriicken.

Definition 2.2.1. Ein Ausdruck ist eine mehrstellige Verkniipfung mit Hilfe der
1- und 2-stelligen Junktionen.

Beispiel 2.2.2. (-a Ab) <> (¢ — a)

Definition 2.2.3. Werden nun nur die Verkniipfungen A, V und — verwendet, so
spricht man von einem Boole’schen Ausdruck.

Beispiel 2.2.4. (a Ac)V (a A —b)

Bemerkung 2.2.5. Wie auch iiber dem Koérper der reellen Zahlen, werden auch
hier Ausdriicke strikt von links nach rechts abgearbeitet (auer es wurden Klam-
mern gesetzt). Genauer wird dies in Kapitel 3 auf Seite 25 behandelt.

Beispiel 2.2.6. Beispiel fiir die Berechnung des Wahrheitswerts eines Boole’schen
Ausdrucks mit Hilfe einer Wahrheitstabelle.

a b c|(anc)| (an=b) | (anc)V(aN—b)
0 0 O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 1

Wie wir einen Boole’schen Ausdruck auch ohne Wahrheitstabellen vereinfachen
konnen wird in Kapitel 3 behandelt. Es wird ersichtlich werden, dass dabei oft
Teilausdriicke gesucht werden, die immer 0 oder 1 sind. Diese sind ndmlich leicht
eliminierbar.

Als Grundlage fiir diese diese spiateren Anwendungen betrachten wir daher formal
wahre bzw. formal falsche Ausdriicke.
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2.2.1 Tautologien und Kontradiktionen

Definition 2.2.7. Man nennt einen formal wahren Ausdruck, der fiir jede be-
liebige Belegung den Wahrheitswert 1 annimmt eine Tautologie. Im Gegensatz
dazu werden formal falsche Ausdriick, die immer den Wahrheitswert 0 annehmen,
Kontradiktion genannt.®

Beispiel 2.2.8. Tautologien sind:

e Du bist entweder in Wien geboren oder nicht in Wien geboren.
e AV (=(AAB)) =1, wie man einfach mit der Wahrheitstabelle zeigen kann®

Kontradiktionen wéren hingegen:

A|B|ANB | ~(AAB) | AV (=(AA B))
1] 1] 1 0 1
110 0 1 1
01 0 1 1
0olo| o0 1 1

e 3 ist eine Primzahl und 3 ist keine Primzahl.
e (AAB)A((mA)V (=B))=01"

A|B|-A|-B|(-A)V(B)| AANB | (AANB)A((mA)V (—B))
111 0 0 0 1 0
110] 0 1 1 0 0
011 1 0 1 0 0
010 1 1 1 0 0
8vgl. [4], S. 9of

9Beispiel aus [16], S. 1.

10Beispiel ebenfalls aus [16], S. 2



Kapitel 3

Boole’sche Algebra

Um die Aussagenlogik systematisch behandeln zu kénnen, entwickelte George Boo-
le! im Jahr 1854 die Boole’sche Algebra. Mit ihrer Hilfe wollte er zum Beispiel auch
ohne Wahrheitstabellen beweisen, dass zwei Ausdriicke dquivalent sind. Allerdings
verwendete er in seiner Version der Boole’schen Algebra die Symbole - fiir die
,UND“-Verkniipfung und + fiir die ,ODER"- Verkniipfung. Wir werden sehen,
dass dies bei der Schaltalgebra in Kapitel 4 wieder aufgegriffen wird, heutzuta-
ge aber meist die Symbole A und V in Verwendung sind. Auch sonst wurde die
Boole’sche Algebra seit George Boole vielfach weiterentwickelt.

Wenn wir nun zuerst den axiomatischen Grundaufbau der Boole’schen Algebra be-
trachten, so beschranken wir uns dabei auf die Axiomatik nach Huntington. Diese
wird sehr héufig verwendet und ist auch fiir unsere Zwecke sehr praktikabel. Fiir
diesen Teil dienten mir [23], S. 6ff,[4], S. 8ff, [3], S. 59 und [17], S. 41ff als Quellen.
In Folge bendtigen wir noch einige Grundlagen, um dann die wichtigsten Folgerun-
gen aus Huntingtons Axiomatik herzuleiten. Diese spielen bei der Vereinfachung
von Boole’sche Termen eine zentraler Rolle. Bei den Folgerungen habe ich mich
an [4], S. 8, [11], S. 52, [19], S. 72f und [7] gehalten, fur den dritten Teil dieses
Kapitels - der Vereinfachungen von Termen - verwende ich [19], S. 74, [10], S. 106
und [4].Als Vorbereitung fiir die Schaltalgebra in Kapitel 4 wird auerdem noch
ein geeigneter Funktionsbegriff definiert, der an [11], S. 68 und [4], S. 25 angelehnt
ist. Zum Abschluss dieses Kapitels soll noch gezeigt werden, dass jedes zu einer
Boole’schen Algebra isomorphe Verkniipfungsgebilde mit den drei Verkniifungen
ebenfalls eine Boole’sche Algebra darstellt. Daher gibt es zahlreiche Anwendungs-
beispiele der Boole’schen Algebra - nicht nur in der Aussagenlogik sondern auch
zum Beispiel in der Wahrscheinlichkeit oder der Elektrotechnik. Alle Axiome, die
fiir die Boole’sche Algebra gelten, gelten auch in diesen Verkniipfungsgebilden.
Satz und Beweis sind grofiteils [3], S. 59 entnommen.

1[23], S. 6

17
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KAPITEL 3. BOOLE'SCHE ALGEBRA

3.1 Axiomatik nach Huntington

Definition 3.1.1. Eine nichtleere Menge B zusammen mit den Verkniipfungen A,
V und — heifit Boole’sche Algebra, wenn folgende Axiome erfillt sind:
Va,b,c € B gilt:?

1.
2.

Abgeschlossenheit von B beziiglich A und Vv
Neutralititsgesetze (NG):

Es existiert ein neutrales Element beziiglich A: a Al=1Aa=a

Es existiert ein neutrales Element beziiglich V: a V0 =0V a=a
Komplementarititsgesetz (KoG)

Es gibt zu jedem a € B ein —a in B, sodass gilt: a A ma = 0 und
aV-a=1

. Kommutativitatsgesetz (KG)

Beziiglich A: a Ab=bAa
Beztiglich V: aVb=bV a

Distributivgesetze (DG)

aN(bVe)=(anb)V(aAc)
aV(bAc)=(aVb)A(aVec)

6. Es gibt mindestens 2 Elemente Ja,b € B mit a # b

Besteht die Menge B nur aus den zwei Elementen 0 und 1 so spricht man von der
Schaltalgebra, die die Grundlage fiir die Digitaltechnik darstellt. Mit dieser werden
wir uns im Kapitel 4 genauer befassen.

Bemerkung 3.1.2.

e Dieses Axiomensystem ist nicht unabhéngig. Man kann zeigen, dass man die

Definition eines der neutralen Elemente und ein Kommutativgesetz fiir die
Eindeutigkeit gar nicht zwingend braucht, da diese aus den restlichen Axio-
men ableitbar sind.  Fiir die Anwendungen der booleschen Algebra in der
Schaltalgebra, in der jede Verkniipfung ein zusatzliches Bauteil - und somit

2Man spricht auch bei der Boole’schen Algebra von Variablen.
3Fiir den Beweis, dass dieses Axiomensystem nicht unabhingig ist, sei auf [17], S. 42f verwie-

sen.



3.1. AXIOMATIK NACH HUNTINGTON 19

auch zusatzliche Kosten - bedeutet, ist es allerdings oft giinstiger, mehre-
re Axiome einzufithren, da sonst die verwendeten Ausdriicke zu kompliziert
waren.

e Oft werden anstatt der Symbole A und V auch andere Symbole, wie M und
L oder auch + und -, verwendet. Dies spielt aber keine Rolle. Grundsatzlich
spricht man bei Termen, die mit A verkniipft sind auch oft von Produktter-
men und bei Terme, die mit V verkniipft sind von Summentermen.

Um weitere Gesetze aus diesen Axiomen herleiten zu konnen, miissen wir zuerst
den Begriff des ,Boole’schen Terms* einfithren. Ein Boole’scher Term ist analog
zu einem Boole’schen Ausdruck in der Aussagenlogik definiert.

Definition 3.1.3 (Boole’scher Term?).
1. Jede Variable iiber B und jede Konstante aus B ist ein Boole’scher Term.

2. Sind a und b Boole’sche Terme, so sind aAb, aVb und —a ebenfalls Boole’sche
Terme.

Beispiel 3.1.4. Sind a, b, cund d Variablen, so sind zum Beispiel

e <(aNb)V ((dN-b)Vec) und
e aANbA(cVd) Boole’sche Terme.

Interessant ist auBerdem, dass die Axiomatik selbstdual ist.® Dies wird uns spiter
sehr helfen, wenn wir weitere Gesetze aus den Axiomen ableiten wollen.

Definition 3.1.5 (Dualitét®). Zwei Axiome, Terme oder Gesetze sind genau dann
zueinander dual, wenn gilt: vertauscht man in einem von ihnen alle vorkommenden
Zeichen A und V, sowie die Konstanten 0 und 1 jeweils gegeneinander, so erhéalt
man das andere.

Beispiel 3.1.6. Laut der Axiomatik von Huntington gilt: a A —a = 0. Durch
Austauschen von A durch V und 0 durch 1 erhilt man sofort das zweite Neutrali-
tatsgesetz a V —a =1

Da alle Gesetze der Boole’schen Algebra dual sind, ist diese Eigenschaft fiir die
Herleitung weiterer Gesetze und Theoreme aus der Boole’schen Algebra insofern
von Bedeutung, dass wir in Folge ebenfalls immer nur ein Gesetz beweisen miissen
und das duale Gesetz sofort durch Anwendung der Dualitét bewiesen haben. Diesen
Sachverhalt nennt man auch Dualitétsprinzip.”

4[3], S. 52

5Vel. [17], S. 42

6Vgl. Bong, S. 54

"Vgl. ebenfalls [3], S. 54
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Satz 3.1.7 (Dualitatsprinzip) Wurde ein Gesetz oder ein Theorem aus den Ge-
setzen der Boole’schen Algebra hergeleitet, so ist die duale Aussagen ebenso giiltig.

Bevor wir nun weitere Folgerungen aus der Axiomatik finden kénnen, bendtigen
wir noch die Eindeutigkeit des Komplements und der neutralen Elemente.®

Satz 3.1.8 (Eindeutigkeit der neutralen Elemente)
In einer Boole’schen Algebra sind die neutralen Elemente 0 (bzgl. V) und 1 (bzgl.
N) eindeutig bestimmdt.

Bewets. Wir nehmen an, wir hatten zwei neutrale Elemente beziiglich V gefunden
und zwar 0 und 0* mit 0 # 0*. Wir folgern:

0=0VO0* da 0%ein neutrales Element ist
=0"VvO0 gilt auf Grund des KG
=0 da 0 ein neutrales Element ist

und daher kann es nur ein neutrales Element geben, das wir mit 0 bezeichnen.

Den Beweis, dass auch das neutrale Element beziiglich A eindeutig bestimmt ist,
konnen wir direkt aus dem Dualitatsprinzip folgern. O

Fehlt uns nur noch der Beweis, dass auch das Komplement eindeutig bestimmt ist.

Satz 3.1.9 (Eindeutigkeit der Komplements)
In einer Boole’schen Algebra ist das Komplement eindeutig bestimmt, das heifit
Va € B 3! —a fir das gilt a A —a =0 und aV —a = 1.

Beweis. Wir nehmen wieder an, wir hiatten zwei Komplemente zu a gefunden, und
zwar —a und a*. Wir folgern daher:

LAV RCSEPRY (a N a*)D:G(ﬂa Va)A (—-aV a*)K:G (aV —a)A(—aVa¥)
1

=1A(-aV a*)K%G(a Va*)A(—aV a*)K——G(a* Va)A(a*V ﬂa)D:Ga* V (a A —a)
0

KoG NG
=tV 0=a*

und daher gibt es nur genau ein Komplement, und zwar —a. O]

Nun haben wir alle notigen Grundlagen behandelt, um aus den Axiomen nach
Huntington weitere wichtige und sehr praktische Gesetze zu folgern. Diese werden
uns beim Vereinfachen von boole’schen Ausdriicken sehr niitzlich sein.

8Beide Sitze und Beweise vgl. [3], S. 53
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3.2 Folgerungen aus Huntingtons Axiomatik

Die folgenden Sétze gelten Va, b, ¢ € B mit den Verkniipfungen A, V und —.

Zuallererst betrachten wir eine weitere Eigenschaft der boole’schen Algebra. Ver-
kniipft man ein Element mit sich selbst, so ist dies redundant und man erhélt
wieder das selbe Ergebnis.

Satz 3.2.1 (Idempotenzgesetze (IG)) a) aAa=a b) avVa=a

Bewets.

von a): aNd=Z(anha) V0L (ana)V(aA—a)Zan(aVv-a)Lan1E
v —y

von b): folgt aus dem Dualitétsprinzip (vertausche 0 gegen 1 und A gegen V)

O

Wie in der Aussagenlogik, sowie in der Alltagssprache, ergibt bei der Boole’schen
Algebra eine doppelte Verneinung wieder eine Bejahung. Bildet man also zweimal
das Komplement eines Elements, so erhalt wieder das Ausgangselement.

Satz 3.2.2 (Gesetz des doppelten Komplements (DK)) —(-a)=a

Beweis.

—(—a) ist das Komplement von —a und daher gilt auf Grund der KoG: —aV—(—a) =
1 und —a A =(—a) = 0. Gleichzeitig gilt —a Va = 1 und —a A @ = 0 und somit
ist a auch ein Komplement zu —a. Da das Komplement aber eindeutig ist, folgt
a = —(-a). O

Weiters lassen sich auch noch auf sehr einfache Art und Weise die Dualitatsgesetze
beweisen, die nicht mit dem Dualitatsprinzip aus Satz 3.1.7 verwechselt werden
diirfen, aber natiirlich mit diesem in Zusammenhang steht.

Satz 3.2.3 (Dualitidtsgesetze(DuG)) a) -0=1 b) -1=0

Bewezs.
vona) 020V -0
von b) Dualitatsprinzip ]

Ein sehr wichtiges Gesetz stellt fiir uns auch das Absorptionsgesetz? dar, da es
beim Kiirzen von Boole’schen Termen sehr oft verwendet werden kann.

9Benennung laut [19], in anderen Quellen auch Extremalgesetz genannt
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Satz 3.2.4 (Absorptionsgesetz (AbG)) a) aAN0=0 b) avli=1

Beweis.

von a): 0% A =a"Ea A (ma Vv 0) D:G(a A =a)V (a A O)KéGO V (a A O)N:Ga N
—_———

von b): Dualitatsprinzip H

Etwas weniger intuitiv zu verstehen ist hingegen das Verschmelzungsgesetz'®.

Es besagt, dass die Belegung der Variable b irrelevant ist, wenn diese hintereinan-
der konjunktiv und disjunktiv mit derselben Aussage verkniipft ist.

Ob zuerst konjunktiv oder disjunktiv ist egal.

Satz 3.2.5 (Verschmelzungsgesetze (VG)) a) aV (aAb) =a b) aA
(aVvb)=a

Beweis.

von a): "L g A1 A (bv1)E(anb) v(a/\l)N:G(a/\b) Va<an (aND)
T Hl,_/ N—_——

von b): Dualitatsprinzip ]

Einer der wichtigsten, aber auch nicht so einfach zu beweisenden Satze, ist das
Assoziativgesetz. Es besagt, dass man beliebige Klammern in einem Term, der
nur Konjunktionen oder nur Disjunktionen enthélt, setzen darf. Es diirfen also
beliebige Teilsummen oder Teilprodukte gebildet werden.

Satz 3.2.6 (Assoziativgesetz (AG)) a) aA(bAc)=(aNb)Ac
b) aVv(bVe)=(aVb)Ve

Beweis.
von a): Der Beweis des AG gestaltet sich etwas komplizierter. Wir betrachten
zuerst:

aV ((aANb)Ac) = (aV(aNb)A(aVe)=
ZG Z/;(a\/c):

aV(aN(bAc))

0Benennung laut [19], in anderen Quellen wird dieses Gesetz stattdessen Absorptionsgesetz
genannt
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Wir formen um:

—aV ((a Ab)Ac) Dzz (maV (a Ab)) A (maVe) =
= ((maVa)A(—aVb)A(—aVe)=

Nun verkniipfen wir jeweils die linken und die rechten Seiten der beiden Gleichun-
gen mit A und erhalten:

s [aV ((aAND)ANCS)A[maV ((anb)Ae)]=[aV(aN(bBAC)AN[maV (an(bAc))

= ((anb)Ac)V(aN—-a)=(aN(bAc))V (aA—a)

(O]

0
i (anb)Ne=aAN (bAc)

[}

von b): Dualitdtsprinzip O

Die folgenden Regeln sind fiir die boole’sche Algebra von groflier Bedeutung. Sie
wurden nach dem englischen Mathematiker DeMorgan benannt, der diese formu-
lierte.

Satz 3.2.7 (Gesetze von DeMorgan (DM)) a) —(aVb)=-aA-b
b) —(aAb)=-aV-b

Beweis.

D (aVb)A(—an—b)E(=an—b)A(aVb) =
2 ((ma A =b) Aa) V ((—a A—b) Ab) =
KEIAGLh A (ma A a)) V (ma A (mb A D)) =

=(=bA0)V (man0) =

KoG

S0 v 0%
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@ (aVb)V(man-bZ((aVb)V-a)A((aVb)V-b) =
LV (aVb)A((aVb)V-b) =

L((=aVva)Vb) A (aV (bV b)) =

=(1VvbA(aV]l) =

KoG A 1%

Wegen KoG und der Eindeutigkeit de Komplements folgt aus () und @) die erste
Regel von DeMorgan. Die zweite folgt aus dem Dualitatsprinzip. O]

3.3 Vereinfachung von boole’schen Ausdriicken

Mit Hilfe dieser Gesetze lassen sich nun selbst sehr komplizierte Boole’sche Aus-
driicke systematisch vereinfachen. Dies soll nun an einem Beispiel ! gezeigt werden.

Beispiel 3.3.1.
(maAN=bA=c)V (maANbA=c)V (maANDAc)V (aAN—DA=c)V(aAbDAc) =
L (ma A (b A=)V (BA-C)VBA)))V (@A=bA=C)V (aAbAc) =

B (ma A (((=bVB) A=)V (bAC)))V(aN=bA=c)V(aANbAc)=

S (Ca A (MA=) V(DA V(aA—-bA=c)V (aAbAC) =

N (maA(meV (bAC)))V(@aA-bA=C)V (aAbAcC) =
2 (ma A=)V (maAbAC)V (@A-bA—E)V (aAbAC) =
K (maA=e)V(aA=bA=E)V (maAbAC)V (@ADAC) =
S (—\a/\ﬂc)\/(a/\ﬁb/\—'c)v((w)/\(b/\c)):

S (man—e) V(aA=bAe) V(1A (DAC) =
(maV (aA=b) A=)V (bAc)=

= ((maVa)A(-aV-b)A-c)V (bAc) =

S (LA (ma V=) A=)V (DA C) =
T ((maV-b)A=c)V(bAC) =
2 (SaAb)A-e)V (bAC) =

2 S(@Ab) VeV (bAC)

g [19], S. 74
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Wir erhalten einen wesentlich einfacheren Term. Auflerdem haben wir gesehen,
dass wir durch Umformung fiir einen Boole’schen Term mehrere andere aquivalente
Darstellungen finden kénnen.

Definition 3.3.2. Entsteht ein Boole’scher Term durch die Umformung eines an-
deren Terms, so heiflen die beiden Terme ,dquivalent®.

Je komplexer die Terme werden, desto komplizierter wird auch die Berechnung,
da immer mehr Klammern auftauchen. Daher gibt es auch in der Boole’schen
Algebra sogenannte Vorrangregeln wie wir sie schon aus unserer Schulzeit bei den
Rechnungen iiber dem Koérper der reellen Zahlen kennen (analog zu den ,,Klammer-
Punkt-Strich“-Regeln).

Definition 3.3.3 (Vorrangregeln'?). Es gelten folgende Priorititen:

e Klammern haben Vorrang vor Negation —, diese hat Vorrang vor der Kon-
junktion A, diese hat Vorrang vor allen anderen Operatoren

e Bei mehreren aufeinanderfolgenden Verkniipfungen gleicher Art wird strikt
von links nach rechts gearbeitet

e Das Konjunktionssymbol A kann weggelassen werden, wenn keine Verwechs-
lungsgefahr besteht.

Mit Hilfe der Gesetze von DeMorgan lasst sich auflerdem noch zeigen:

Satz 3.3.4 Enthdlt ein Boole’scher Term nur Konjunktionen (oder Disjunktio-
nen), so erhdalt man auf einfache Art und Weise das Komplement, indem man A
durch \/ ersetzt (bzw. umgekehrt) und alle Variablen und Konstanten negiert.'3

a) ~(r12223. .. 2,) = "1 Vo Vo3 V..V oy,

b) 2(zy VasVazV...Vr,) = "w1"Tax3. .. Xy,

Beweis. von a):

NX1X2X3 ... Ty ) = M X1T2X3 ... Tp—-1)Ty orrangregein
V gregel
= (x93 ... Ty 1) V Ty, DeMorgan
= (712223 . . . Ty_2)Tp_1) V T,
= (21293 . .. Tp_o) V TTp_1 V Ty,

=21 V-xayV-ox3V...Vx, 1V -z,

Durch Iteration erhalten wir also das zu Zeigende.

von b): Dualitatsprinzip

12yel. [4], S.7
13vel. [4], S. 9
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3.4 Boole’sche Funktionen

Vor allem fiir die spéitere Anwendung in der Schaltalgebra ist es fiir uns sehr
nitzlich, einen passenden Funktionsbegriff zu definieren.

Definition 3.4.1. Sei (B, A, V, =) eine Boole’sche Algebra. Eine n-stellige Boo-

le’sche Funktion ist eine Abbildung f: B® — B, wobei B" = Bx Bx..x B
n—mal

die Produktmenge von B ist (also die Menge der geordneten n-Tupel).

Ist B = {0,1} nennt man die Abbildung aller geordneten n-Tupel (z1,x2, ..., z3)

mit x; € B Vi € N in die Menge B eine bindre Funktion.

Eine n-stellige Boole’sche Funktion gibt uns nun zu n verschiedenen Eingangs-
Werten genau einen Ausgangs-Wert. So bildet die folgende Funktion zum Beispiel
fir die Belegung (x1, 22, 22) = (0,1,1) auf 0 ab. Daher kann man nun auch fur
Boole’sche Funktionen Wertetabellen!? erstellen.

Beispiel 3.4.2. Beispiel einer binédren dreistelligen Funktion:
f('lean :L'3) =1 A (1:2 V _|J,’3)

oV s | f(21, 20, 23) = 21 A (T2 V 23)

8
-

8
O

8
w

=== O O OO

x
0
0
0
0
1
0
1
1

_ OO k= OO
O, Ok O FkO

—_ = O = O

3.5 Weitere Modelle der Boole’schen Algebra

Wir kennen schon die Wahrheitswertealgebra, die eine Boole’sche Algebra darstellt.
Es gibt auch auch noch zahlreiche andere Verkniipfungsgebilde, die Boole’sche
Algebren sind, wie die Mengenalgebra, die Ereignisalgebra, die Teileralgebra oder
die Schaltalgebra. Dies kann man sehr einfach durch Nachpriifen aller Axiome
der Boole’schen Algebra beweisen.!® In Folge gelten daher in allen Modellen der
Boole’schen Algebra ebenfalls alle in diesem Kapitel hergeleiteten Gesetze und
Regeln.

4analog zu den Wahrheitstabellen in der Aussagenlogik
5Fiir die Schaltalgebra wird dies exemplarisch in Kapitel 4 auf Seite 32 gemacht.



Kapitel 4

Schaltalgebra

Die Schaltalgebra ist die Spezialform der Boole’sche Algebra, die auch auflerhalb
der Mathematik und in unserem Alltag die grofite Rolle spielt. Denn mit Hilfe
der Gesetze der Boole’schen Algebra, die auch in der Schaltalgebra gelten, ist es
méglich, zu einem Schaltkreis schnell und effizient eine Vereinfachung zu finden!.
Auflerdem basieren auf ihr viele technische Errungenschaften, unter anderem der
Computer.

Claude Shannon war der erste, der in seiner Abschlussarbeit die Analogie zwi-
schen der Analyse von Schaltnetzen und den Postulaten der Boole’schen Algebra
erkannte. So schuf er laut Kittler , die folgenreichste Magisterarbeit aller Zeiten.
In kiirzester Zeit entwickelte sich aus dieser Erkenntnis ein komplett neues Wis-
senschaftsgebiet - die Digitaltechnik - und bald darauf wurde der erste Computer

auf Grundlage der Schaltalgebra gebaut.

Der erste Teil dieses Kapitels widmet sich den Grundlagen der Schaltalgebra und
ihrer technischen Realisierung. Die Informationen dafiir wurden [10], S. 125f und
1311t [23], S. 7 und 10, [3] S. 66ff und [11], S. 59ff entnommen. Fiir den Abschnitt
tiber die technische Realisierung habe ich auflerdem [21], S. 34 und 55ff, [11], S.
61, [23], S. 10, [20], S. 6 und [2], S. 8 verwendet.

Zum Abschluss folgt noch ein kleiner Exkurs, in dem mit Hilfe von Schaltkrei-
sen einige Gesetze der Boole’schen Algebra veranschaulicht werden. Zur Idee und
Umsetzung siehe [10], S. 136.

vgl. [22], S. 134
25, [12], S. 331

27
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4.1 Grundlagen der Schaltalgebra

Die Schaltalgebra stellt eine spezielle Boole’sche Algebra tiber der Menge B =
{0,1} mit den Verkniipfungen +,-,~ dar. Sie wird primér dazu verwendet, Schal-
tungen zu realisieren und zu vereinfachen.

Aus der Physik wissen wir, dass Strom nur flieBen kann, wenn der Stromkreis
geschlossen ist. Fiigt man in einen Stromkreis einen Schaltkontakt ein, kann man
aus dem Zustand ,Schalter ist geschlossen“ schon erkennen, dass ,Strom fliefit*
Héngt nun als Verbraucher auch noch eine Lampe im Stromkreis, so gibt es auch
einen direkten Zusammenhang zwischen ,Schalter ist geschlossen“ und ,Lampe
brennt*.3

& Y
o/o o—o0
Schalter ist offen, Schalter ist geschlossen,
es flieft kein Strom es flieft Strom
und die Lampe brennt nicht. und die Lampe brennt.

Es kommt also alleine auf die Stellung des Schalters an. Ist dieser geschlossen, so
ordnet man ihm den Leitwert 1 zu, ist er offen, den Leitwert 0.*

— 5T _Q/G_

0

4.2 Kombination von Schaltungen

Analog zu Aussagen, konnen auch bei der Schaltalgebra mehrere Schalter in einem
Stromkreis kombiniert werden. So erhalt man ein sogenanntes Schaltnetz.

Der Leitwert des gesamten Schaltnetzes wird auch als Leitwert x bezeichnet, der
Leitwert jedes einzelnen Schalters iiblicherweise mit x1, x», . .., x, . Diese Variablen
werden auch Leitwertvariablen genannt.

3vgl. [3], S. 66
4Nicht zu verwechseln mit dem physikalischen Leitwert (Kehrwert des Widerstandes)
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x = 1, wenn Strom flie§t und 0, wenn Die Stellung der Schalter wird mit dem
kein Strom flief3t. Leitwert x zusammengefasst.

4.2.1 Negation

Ist ein Schalter immer dann geschlossen, wenn der Schalter mit dem Leitwert z;
offen ist (und umgekehrt), so realisiert dieser Schalter die Negation des Schalters
mit dem Leitwert ;. Fiir den Leitwert des Negations-Schalters verwendet man in
der Schaltalgebra tiblicherweise anstatt —x; das Zeichen ;.

In den meisten Lehrbiichern wird fiir die Benennung der Zustand des Schalters
nach der Betétigung betrachtet. Da ein offener Schalter nach Betatigung geschlos-
sen ist, leitet er den Strom und man bezeichnet daher einen offenen Schalter mit
x;. Fir einen geschlossenen Schalter ist hingegen die Bezeichnung Z; iiblich, da
dieser nach Betatigung den Stromkreis unterbricht.

Fir die Verkniipfung von einzelnen Schaltern xq, xs, ... gibt es nun grundsatzlich
zwei verschiedene Varianten - die Serienschaltung und die Parallelschaltung.

4.2.2 Parallelschaltung

Bei der Parallelschaltung werden zwei (oder mehrere) Schalter parallel geschalten.

Ob Strom flie3t, oder nicht, héngt daher sowohl von der Stellung von x; als auch
von der Stellung von x5 ab. Wir betrachten die verschiedenen Moglichkeiten:
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Schalterstellungen | Leitwertx; | Leitwert x» || Leitwert x
(nach der Betitigung)

1 — 0 0 0
0/

— — 0 | 1

] — 1 0 1
o/c

Es flieit also immer Strom, aufler beide Schalter sind nach der Betétigung gleich-
zeitig geoffnet. Ein Beispiel wire eine Klingel 5. Gibt es zwei Schalter, soll die
Klingel immer lduten, sobald einer der Schalter (oder auch beide) gedriickt wird.

Wir vergleichen nun die Tabelle mit der Tabelle der Disjunktion auf S. 13. Wir se-
hen sofort, dass die Parallelschaltung der Disjunktion V, also der ODER-Verkniipfung
entspricht. In der Schaltalgebra verwendet man aber normalerweise nicht das Zei-
chen V, sondern das Zeichen + .

4.2.3 Serienschaltung

Bei der Serienschaltung werden zwei (oder mehrere) Schalter in Serie geschalten.

®Beispiel aus [3], S. 68
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Ob Strom fliefit, oder nicht, hangt auch bei der Serienschaltung sowohl von der
Stellung von x; als auch von der Stellung von x5, ab. Wir betrachten wieder die
verschiedenen Moglichkeiten:

Schalterstellungen | Leitwertx; | Leitwert xy || Leitwert x
(nach der Betitigung)

Hier flieft nur Strom, wenn beide Schalter geschlossen sind. Ein Beispiel wiére
ein Fahrstuhl.® Sowohl ein Bedienungsknopf im Lift, als auch die Tiiren in allen
Stockwerken dienen als seriengeschaltene Schalter. Der Lift fahrt erst los, wenn
alle Tiiren geschlossen sind und der Bedienungsknopf gedriickt ist.

Vergleichen wir nun die Tabelle mit der Tabelle der Konjunktion auf Seite 13, so se-
hen wir, dass die Serienschaltung, der Konjunktion A, also der UND-Verkniipfung
entspricht. In der Schaltalgebra ist allerdings meist das Zeichen - in Gebrauch.
Auch hier ist es tiblich, ein - zur Verkiirzung des Terms wegzulassen, falls es fiir
die Eindeutigkeit nicht zwingend notwendig ist.

Beispiel 4.2.1. T1Tx9 = T1 - T2
Zusammengefasst gilt also bei der Schaltalgebra:

T ‘ T2 H Ty - T H T+ T

00 0 0 T1 || +1
0|1 0 1 0 1
110 0 1 1 0
111 1 1

Beispiel aus [3], S. 67
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4.3 Die Schaltalgebra - eine Boole’sche Algebra

Wir haben nun sowohl ein Komplement gefunden, als auch die Verkniipfungen der
Konjunktion und der Disjunktion definiert.

Wir priifen daher alle Axiome nach Huntington fiir das Verkniipfungsgebilde ({0, 1}, +,+,7)
nach:

1. Abgeschlossenheit: leicht aus den Wertetabellen zu erkennen
2. Neutrale Elemente: folgt ebenfalls aus den Tabellen.

Bzgl. +: 140=0+1=1 0+0=0+0=0
Bzgl. ©  0:-1=1-0=0 1-1=1-1=1

3. Komplement: aus der Tabelle kann fiir alle Elemente aus {0, 1} ein Kom-
plement gefunden werden.

Fiir 0: 0+0=0+1=1 0-0=0-
Fuar 1: 1+1=14+0=1 1-1=1

1=0
-0=0

4. Kommutativitit: folgt offensichtlich aus den Wertetabellen.

5. Distributivitét: zeigen wir mit Hilfe einer Wertetabelle, fiir das zweite Ge-
setz analog

clylzlz-(w+2) |z yt+ax-z
01010 0 0
01011 0 0
01110 0 0
01111 0 0
171010 0 0
11011 1 1
11110 1 1
1111 1 1

6. mindestens ,,zwei“ Elemente: erfiillt, da B aus genau zwei Elementen
besteht.

Da alle Axiome nach Huntington in der Schaltalgebra ebenfalls gelten, ist diese
eine Boole’sche Algebra und alle in Kapitel 3 hergeleiteten Gesetze gelten auch in
ihr.
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4.4 Schaltfunktionen

Da es sich bei der Schaltalgebra um eine Boolesche Algebra handelt, konnen wir
nattrlich auch bindre Funktionen - meist Schaltfunktionen genannt - aufstellen.
Wir definieren analog zu Boole’schen Funktionen:

Definition 4.4.1. Sei die Schaltalgebra ({0,1}, +, -, 7) gegeben. Eine n-stellige
bindre Funktion ist eine Abbildung f: {0,1}" — {0, 1}, wobei {0,1}" die Pro-
duktmenge von {0,1} ist (also die Menge der geordneten n-Tupel).”

Beispiel 4.4.2. f:{0,1}% — {0,1}

G f(xlax27$37x4ax57$6) =

ﬁ — —
o T1+2X9) Ty +ZT3-25) @
_—q/r;g_ Xg xﬁo (( 1 2) 4 3 5) 6
- T oder kurz:

y = ((T1+a2)Ta+T3x5) 76

Partiell definierte Funktionen

In der Praxis treten allerdings auch Schaltfunktionen auf, denen nicht fir jede
Belegung (x1, ..., z,) eine Funktionswert zugeordnet wird. Das bedeutet, dass die-
se Belegung entweder nie auftritt, oder es ganz egal ist, ob die Belegung auf 0
oder 1 abbildet. Man nennt solche Funktionen ,partiell definiert“ und die Bele-
gungen, die nicht definiert sind, , don’t-care“-Zustande. Man kennzeichnet sie in
den Wertetabellen mit —.8

Beispiel 4.4.3.

:%1 x02 f(xb, ) Die folgende Funktion ist fiir die Bele-
0 1 0 gung (1,0) nicht definiert und damit ist f
1 0 B eine partiell definierte Funktion.

1 1 1

"vgl. Definition 3.4.1 auf S. 26
8vgl. [4], S. 34
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4.5 Technische Realisierung

Bis jetzt haben wir uns als Schalter immer einen ganz normalen Kontaktschalter -
also einen mechanischen Schalter - vorgestellt. Man nennt diese Technik Schalter-
technik. Diese wurde wenig spéter zur Relaistechnik erweitert. Im Gegensatz zur
Schaltertechnik werden bei der Relaistechnik die Schalter mit Hilfe eines Elektro-
magneten mechanisch betrieben. Im Laufe der Geschichte riickte die Schalterdar-
stellung allerdings immer mehr in den Hintergrund. Da es aber fiir die Berechnung
einer Schaltfunktion keine Rolle spielt, wie diese spater technisch realisiert wird,
ist sie auf Grund ihrer Anschaulichkeit fiir alle Lernenden die erste Grundlage.

1950 wurden die Relaisschalter von Halbleitern (Transistortechnik) abgelost. Diese
werden auch als rein elektronische Schaltungen bezeichnet, da durch Anlegen einer
Gleichspannung von typischerweise 0,6 - 0,7 V (der sogenannten Schwellspannung)
das Halbleitermaterial (meist Silizium) des Transistors leitfihig wird.”?

Durch Kombination von mehreren Halbleitern wurde es wenig spater sogar mog-
lich, einige Logik-Funktionen gemeinsam auf einer IC-Platte zu realisieren. IC
steht dabei fiir ,integrated circuit“, oder auf deutsch integrierte Schaltungen und
ist nichts anderes, als eine Halbleiterplatte, meist aus Silizium.

Mittlerweile hat sich die Technik schon so sehr weiterentwickelt, dass schon zig-
Millionen Funktionen auf einer einzigen IC-Platte Platz haben. Dadurch wurde
der Platzbedarf von Schaltkreisen erheblich minimiert.

Auch wenn es viele verschiedene Moglichkeiten gibt, um Schaltungen zu realisie-
ren, ist dabei immer wichtig, dass es eine eindeutige Zuordnung zweier Zustande
einer (physikalischen) Gréfie zu den Werten 0 und 1 gibt.!°

‘ (physikalische Grof3e) ‘ Logik-Wert 0 ‘ Logik-Wert 1

Kontaktschalter optisch Lampe aus Lampe an
Relaisschalter Strom leitet leitet nicht
Transistor Spannung oV grof} (0,6-0,7 V)

Dies ist allerdings nicht so einfach, da die Signale - anders als in der Theorie vor-
ausgesetzt - normalerweise nicht binar sind. Betrachten wir einen Transistor. Wird
keine Spannung angelegt, so ordnet man ihm den Wert 0 zu. Erst ab einer gewis-
sen Spannung beginnt der Transistor leitfahig zu werden und ab 0,6-0,7 V wird
ihm der Wert 1 zugeordnet. Dazwischen gibt es aber einen Bereich, in dem nicht
entschieden werden kann, welcher Wert zugeordnet werden soll. Daher miissen die
Unterschiede in der Spannung grofl genug gewéhlt werden, sodass eine eindeutige
Zuordnung moglich ist.

9Die genaue chemische Funktion fiihrt in dieser Arbeit zu weit. Interessierte Leser mdgen in
[21], S. 55ff nachlesen.
0Tabelle vgl. [2], S. 8
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4.5.1 Gatterdarstellung

Auch die bisherige Darstellung unserer Schaltkreise entsprach den heute nicht mehr
verwendeten Kontaktschaltern. Bei Funktionen, die mit einem IC realisiert werden,
wird ein Schalter , gate“ (Gatter) genannt und es werden eigene Symbole verwen-
det. Auch hier sind verschiedene Symbole in Verwendung. Ich werde mich auf die
heute theoretisch allgemein giiltigen, bis jetzt aber noch nicht sehr verbreiteten
Symbole nach der IEC-Norm und die alte, dafiir aber sehr haufig verwendeten
DIN-Norm beschrinken.!! Da die Definition der Schaltalgebra nur die Verkniip-
fungen -, + und ~ beinhaltet, wiirden uns theoretisch auch das NOT-, das AND-
und das OR-Gatter fiir alle moglichen Realisierungen reichen.

Funktion IEC-Norm DIN-Norm Wahrheitstabelle
1 x| Y
NOT-Gatter (NICHT) | x . X Y 01 Y=X
10
x| |Y
X144 & X 01010
AND-Gatter (UND) i — Y i vy 01110 Y=x1+x2
X7 4 X9
= - 110 (0
1 1 1
x| x|Y
. X1+ 21 X — 01010
OR-Gatter (ODER) xs — o | Y 0111 Y =x1-x2
- 1 0|1
1 1 1

Da aber mit Hilfe von weiteren Gattern Schaltnetze mit weniger Bauteilen ge-
baut werden konnen, die daher auch billiger sind, werden noch zahlreiche weitere
Schaltungen verwendet. Drei sehr wichtige Beispiele sind in der Tabelle angefiihrt.

HSymbole leicht verindert von Tobulax, https://de.wikipedia.org/wiki/Logikgatter,
25.01.17


https://de.wikipedia.org/wiki/Logikgatter
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Funktion IEC-Norm DIN-Norm Wahrheitstabelle
Xi | x| ¥V
NAND-Gatter X1q & ~ Xl 001
(NICHT UND) x5 ol x Y 01 1 Y =x1+x
1101
110
X1 |x|Y
NOR-Gatter X+ 21 X1 01011
(NICHT ODER) | yo _| oY ¥y Y 0110 Y =%
- 1 {010
1{1]0
clxi|x|Y
00 Y=x1c+x2:T
, (.: 00
Multiplexer x4 ol 1 dos  heifit
(WENN-DANN- T IMUX by 0|1
SONST) X2 1000 Y=
i (1) (1] (]) {-’(1 firc=1
IREEEE y2 fire=0
Beispiel 4.5.1. Der Schaltkreis zur x

Funktion f = ((ZT71 + 22) Ta + T3 25) 26
aus dem Beispiel 4.4.2 kann daher auch
mit Hilfe von Gattern dargestellt werden.

Auf den ersten Blick sieht dies nun
komplizierter aus, als die Darstellung
als Schaltkreis. Wird die Anzahl der
Variablen und/oder Gatter allerdings
erhoht, so ist die Gatterdarstellung
wesentlich einfacher.
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Verallgemeinerung der Gatter auf mehrere Eingangsvariablen

Bis jetzt haben wir nur Gatter betrachtet, die zu einer oder zwei Eingangsvariablen
eine Ausgangsvariable liefern.

Die Gatter konnen allerdings noch dahingehend erweitert werden, dass zusétzliche
Eingangsvariablen moglich sind. Fiir die ODER- und die UND-Verkniipfung sieht
dies wie folgt aus:!'2

X — X1
X2 — X2
Y Y
A'ii_ A'H
1 +29+ ... +x, L1 To ... Ty

4.6 Illustrationen einiger Gesetze der Schaltal-
gebra
Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir nun noch einige Gesetze der Boole’schen

Algebra mit Hilfe von Schaltkreisen (ohne Gatterdarstellung) demonstrieren, da
diese dadurch sehr anschaulich werden. 2

Distributivgesetze
= - - - s
°x/30 o{o ox/30
z1 (T + T3) = T1T9 + T173
o{c o{c o{c
—_ D= — — —
T1 + Tox3 = (1 + z2) (21 + x3)
12yg]. [6], S. 11

135, [10], S. 136
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Idempotenzgesetze

o./c

e

X1

ot o

X1

T+ T

o./c

Verschmelzungsgesetze

X1 X1

121

e

X1

|

X1

o

X1 %)
x|+ (.Tlxg

o/o

X

ol o

X2

x1(z1 + x9)

Absorptionsgesetze
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X]

X1

X]

A

Xl

T

X1




Kapitel 5

Entwicklung von Schaltnetzen

Die Hauptschwierigkeit jeder Anwendung der Mathematik liegt im Ubergang
von dem konkreten, in Worten formulierten physikalischen oder technischen
Problemen zu seiner mathematischen Fassung, |[...].

Plechl, O., Duschek, A. in ,,Grundziige einer Algebra der elektrischen Schaltungen*
nach [22], S. 175

Einfache Schaltnetze zu Problemen aus dem Alltag konnen oft durch Probieren
oder simple Uberlegungen realisiert werden. Soll die Funktion eines Schaltnetzes
allerdings komplizierter und dabei auch noch moglichst kosteneffizient sein, so
muss ein/e Techniker/in systematisch vorgehen. In der Literatur werden folgende
Schritte beschrieben:

1. Problem erfassen und mit einer Wertetabelle darstellen (falls diese noch nicht
gegeben ist).

2. Funktionsgleichung aufstellen.

3. Gleichung mit geeigneten Verfahren vereinfachen (um den Materialaufwand
zu minimieren)

4. Bauteilauswahl und Realisierung des Schaltkreises.

Dieses Kapitel widmet sich den genannten Schritten in derselben Reihenfolge.
Dafiir dienten zahlreiche Quellen als Grundlage. 5.2 ist hauptséachlich an [10], S.
106-120 [21], S. 48, [3], S. 146, [4], S. 26 - 35 und [11], S. 70-74 angelehnt. Der
Abschnitt 5.3 bezieht sich vor allem auf [3], S. 143-154 und [9], aber verwendet
auch teilweise [6], S. 34 - 45 [21], S. 48ff, [23], S. 14f, [15] und [4], S. 15-17 und 36ff
als Quellen.

Lygl. [14], Folie 65

39
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5.1 Problemerfassung

Ein/e Techniker/in steht zu Beginn vor dem Problem, eine gewiinschte Funktion
fiir ein Bauteil oder eine Maschine zu realisieren. Dafiir muss er/sie das richtige
(am besten minimale) Schaltnetz finden. Thm/ihr sind also meist die passenden
Wahrheitswerte bekannt (z.B. "Wird der Schalter gedriickt, so brennt das Licht
und der Wahrheitswert ist 1"), dafiir kennt er/sie den zugehorigen Term oder die
zugehorige Funktion nicht.

Er/sie muss sich daher zuerst die verschiedenen Bedingungen tiberlegen, die spéater
realisiert werden sollen, und mit diesem Wissen eine Wertetabelle aufstellen. Falls
diese bereits gegeben ist (wie bei den meisten Ubungsaufgaben), fillt dieser Schritt
nattrlich weg.

Beispiel 5.1.1 (Alarmanlage). Es soll eine Alarmanlage so gebaut werden, dass
der Alarm entweder ausgelost wird (f(x,z2,23) = 1), wenn der Panikschalter
gedriickt wird (also z; = 1), oder das Haus nicht sicher ist. Sicher bedeutet dabei,
dass alle Tiren und alle Fenster geschlossen sind (das heifit o = 0 und z3 = 0)).

Wir folgern: ist das Haus unsicher, so ist mindestens ein Fenster oder eine Tir
geoffnet und daher entspricht jedenfalls x5 oder x3 dem Wert 1. Mit diesem Wissen
konnen wir nun zum Beispiel eine Wahrheitstabelle aufstellen:

Panik (1) | Tiiren (5) | Fenster (x3) || Alarm (f)
0 0

—_ === O OO
—_—_ 0 O = = OO

1
0
1
0
1
0
1

— e = = = e

5.2 Funktionsgleichung aufstellen

Um die Funktion eines Beispiels - wie vorhin mit der Alarmanlage - herauszufinden,
kann man entweder raten (was in diesem Fall nicht sehr schwierig wére, aber meist
praktisch unmoglich ist) oder man generiert systematisch einen ersten Entwurf
einer Funktion.

Wie wir bereits wissen, sind Terme nicht eindeutig bestimmt. Daher gibt es auch
fiir eine Funktion mehrere dquivalente Darstellungen.
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Beispiel 5.2.1. Folgende Terme bestimmen die selbe Funktion wie man durch
Termumformungen oder Berechnung der Funktionswerte fiir alle Belegungen leicht
zeigen kann!

o fi(x1,22,73) = 2173 + (2T3) 22
o fo(wy,m0,23) = 2173 + X372

Wie erhélt man aus einer Reihe von Bedingungen nun solche Funktionen? Dazu
sind vor allem die sogenannten Normalformen von Bedeutung. Diese ermoglichen
es, direkt aus der Wertetabelle einen Funktionsterm herauszulesen (auch wenn die-
ser nicht immer der einfachste ist).

5.2.1 Vollkonjunktionen und Volldisjunktionen

Als Grundlage fiir die Normalformen betrachten wir nun zuerst die sogenannten
Vollkonjunktionen (Minterme) und Volldisjunktionen (Maxterme):

Vollkonjunktion

Definition 5.2.2 (Vollkonjunktion). Ein Term k(™ = hy(21) - ho(x3) - ... - hy(2,)
L

mit h;(z;) = {oder und s € {0,2" — 1} heiit Vollkonjunktion (oder Minterm)
zj

in den Variablen x, ..., z,.2

Sei K,, die Menge aller Vollkonjunktionen in n Variablen. Da h;(x;) entweder z;
oder 7; sein kann, konnen fir K,, genau 2" mogliche Vollkonjunktionen gefunden
werden.

Beispiel 5.2.3.

Kl = { X, T }
~—
ORRe
kM kS
Ky = {211y, 1173, T1wy, T1 T2}
S S~ N —
(2) 2) (2) 2)
k3 k2 kl kO
K3 = {x10023, 212973, 1T2x3, 1173 T3, T1X2%3, L1023, T1 LaLs, T1 T2 T3}
—_—— ) e e e e e N —

3 3 3 3 3 3 3 3
k) kS k() I kS k) k(3 kD)

Zygl. [10], S. 106. Das Zeichen = bedeutet ,steht fiir “. Es soll die Termgleichheit zeigen.
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u.S.W.

Bemerkung 5.2.4. Die Nummerierung der Vollkonjunktionen erhalt man, indem
man jedes x; durch eine 1 und jedes Z; durch eine 0 ersetzt. Wandelt man diese
Dualzahlen nun in Dezimalzahlen um, so entstehen die Zahlen von 0 bis 2™ — 1.

Beispiel 5.2.5. Betrachten wir eine Vollkonjunktion der Menge Kj:
TieT3; = 010 = 0-2241-2'40-20=2
Daher wéhlen wir fiir diese Vollkonjunktion in 3 Variablen die Bezeichnung kég).

Volldisjunktion

Definition 5.2.6 (Volldisjunktion). Ein Term der Gestalt hy(x1) + ho(z2) + ... +
Lj

hn(x,) mit hi(z;) = < oder  heiBt Volldisjunktion (oder Maxterm) in den n Va-
T

riablen x4, ..., x,.

D, sei die Menge aller Volldisjunktionen in n Variablen. Auch hier gibt es davon

genau 2" verschieden.?

Beispiel 5.2.7.
Dl = { X, Tl}
~ ~~
d<11) d((]l)
Dy = {21 + x2, x1 + T3, T1 + 2o, Ty + T3}
——— —— ——— N——

2 2 2 2
(¥ ds? a? s
Ds = {ZBl + X9+ X3, L1 + T2+ T3, T1 +To + X3, T1 + Tg + T3
d$3) dé3> déS) df)

T1+ xo + @3, Ty + T2 + T3, Ty + T + X3, T1 + T3 + T3}

dé3) dg3) d§3) d(()3)
u.S.W.

Bemerkung 5.2.8. Die Indizierung erfolgt ebenfalls wie bei den Vollkonjunktio-
nen. Man kann den Volldisjunktionen auch hier die Indizes 0 bis 2" — 1 zuordnen.

Beispiel 5.2.9. Betrachten wir eine Volldisjunktion der Menge Kj:

T1+ 19+ T3 = 010 = 0-224+41-2'+0-2°=2

Analog zur Vollkonjunktion wahlen wir daher fiir diese Volldisjunktion in 3 Varia-
blen die Bezeichnung dég).

Svgl. [10], S. 116
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Zusammenhang zwischen Vollkonjunktionen und Volldisjunktionen

Mit Hilfe der erweiterten Regeln von DeMorgan aus Satz 3.3.4 konnen wir folgen-
den Satz beweisen:

Satz 5.2.10 Bildet man zu einer Vollkonjunktion ki(n) das Komplement, so erhalt
man die Volldisjunktion don_1_; () B qgilt: k‘z(n) =dyn_q_; ™.

Beweisskizze Es sei k; € K. Auf Grund von Satz 3.3.4 ist W = dg-n) wobei
d" € D,. Sei z.B.:

1=1101...101...1
so ist
j20010...010...0
daher folgt mit Hilfe von Induktion:
i+g=1111. . 111, . 1=2m 42t 420 =92n ]
es folgt:
j=2"—1—i

Beispiel 5.2.11. Wir betrachten eine Vollkonjunktion aus K, (also mit 4 Varia-
blen): 11 =2* —1 — 4 und

= TiX2%3 Ta r1+ T t+az3t+ay = d(ﬁ)
0-2°+1-2240-2'+0-2° 1-2°4+0-22+1-2"+1-2° = 11

k(4)

~

Fiir die spatere Anwendung beim Quine-McCluskey-Verfahren definieren wir hier
auch noch die Begriffe Implikant und Primimplikant.

Der verwandte Begriff ,Implikation“ wurde schon in Kapitel 2 verwendet und
bedeutet, dass aus einer Aussage schon eine zweite Aussage folgt. Bei der Impli-
kante ist es dhnlich. Man sagt, eine Funktion f impliziert die Funktion g, wenn f
fiir alle Belegungen, an denen g den Wert 1 annimmt, ebenfalls 1 ist. Abgekiirzt
kann man schreiben: ¢ — f = 1.4

Definition 5.2.12 (Implikant). Sei f eine bindre Funktion und i einer ihrer Kon-
junktionsterme. Wenn ¢ — f = 1 gilt, so nennt man i einen Implikanten der
Funktion f.

Kann kein kleinerer Term gefunden werden, der die Implikante selbst, und damit
auch die Ausgangsfunktion impliziert, so nennt man diese Primimplikante.

dvgl. [4], S. 36
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Definition 5.2.13. Eine Konjunktion mit der minimalen Anzahl an Variablen,
die eine Ausgangsfunktion impliziert, heifit Primterm oder Primimplikante.’

Beispiel 5.2.14.

In diesem Fall waren zum Beispiel alle

T T T1,T Minterm ) , ]
1 T2 | flz,2) - Minterme, bis auf z;7; Implikanten. Da
0 0 1 T T2 . . _ . .
_ ein Minterm der Ty enthélt, immer auf 1
0 1 1 1T . .. . .
1 0 0 g abbildet, unabhéngig davon, ob er mit x5
2 oder 73 verkniipft ist, ist 71 ein Primterm.
1 1 1 T1T2

5.2.2 Disjunktive Normalform (DNF)

Definition 5.2.15. Ein Term, der aus der Disjunktion von Konjunktionstermen
mit jeweils paarweise verschiedenen Variablen besteht, heifit disjunktive Normal-
form (DNF).5

Beispiel 5.2.16.

[z, me,03) = o3 + mTary  + Til
S~~~ S——— S——
Konjunktion  (Voll-)Konjunktion  Konjunktion

dijunkte Verkniipfung der Konjunktionen

Da die DNF aber im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist, kommt es zu
Schwierigkeiten beim Vergleich von Funktionen. So wird gerne eine kanonische
DNF verwendet.

Kanonische disjunktive Normalform (KDNF)

Definition 5.2.17. Die Erweiterung der Terme einer DNF auf vollstdndige n-
stelligen Terme heiBft kanonische disjunktive Normalform (KDNF). Jeder der vor-
handenen Konjunktionsterme enthéalt bei der KDNF also alle n Variablen und jeder
Term tritt nur einmal auf.”

Beispiel 5.2.18.

fz1,29,23) =  x1X9m3 +  T1Tax3 + Tl Taxs
——— ——— ———

Vollkonjunktion  Vollkonjunktion  Vollkonjunktion

dijunktive Verkniipfung der Vollkonjunktionen

Svgl. [21] S. 48
5Der englische Name ,sum of products“ (SOP) ist verstindlicher aber im deutschen Sprach-

raum nicht sehr gebréuchlich.
[4], S. 27
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Satz 5.2.19 Jede bindre Funktion fin n Variablen besitzt eine eindeutig bestimmte
Darstellung als Summe (Disjunktion) von Vollkonjunktionen.®

2n—1

Z 0
f(l’l,lé, 71:”) = Zskgn) wobei 7:8 = {1

s=0

Bevor wir diesen Satz beweisen, betrachten wir noch ein Beispiel, um die Vorge-
hensweise des Beweises besser verstehen zu kénnen:

Beispiel 5.2.20.

flar, 20, 23) = 2172 + m
= x1Tq + mﬂﬁ DeMorgan
= 1175 + (T1 + x2 + T3) 11 DeMorgan
= 11T + TxxT + Tox1 + T3l Distributivgesetz
= 11T3 + Tox1 + T3T1 Komplementgesetz
= 11T2(3 + T3) + ow1 (73 + T3) + T321 (72 + T3) Komplementgesetz
= T1T903 + X1T2 T3 + T1T2T3 + L1273 + L3#sT3 + T3®7 T3 Distributivgesetz
= T1X9%3 + T1T2T3 + X1 Tax3 + T1Ta T3 Idempotenzgestz
—_—— Y—— Y—— ——

kg()) k'éO) kéB) k4(13>
Beweis. Existenz

1. Indem man die DeMorgan’schen Regeln mehrfach anwendet, kann man er-
reichen, dass Komplement-Striche nur noch tiber einzelnen Variablen stehen.

2. Wendet man nun die Distributiv-Gesetze an, so kann man alle Klammern
auflosen.

3. Sollten dabei Potenzen aufgetreten sein, so kann man diese aufgrund des
Idempotenzgesetzes (a - a = a) reduzieren.
Summen, die sowohl x; als auch Z; enthalten kann man wegen dem Komple-
mentesetz streichen (a-a = 0)
Da das Idempotenzgesetz (a+a = a) gilt, muss ein mehrfach vorkommender
Summand nur einmal geschrieben werden.

4. Nun ergéinzt man alle Terme, die weder x; noch 7; enthalten zu Mintermen
indem man sich die Komplementregel zu Hilfe nimmt. Da x; + 7; = 1 kann
man einfach mit diesem Term multiplizieren und erhélt nach dem Ausmul-
tiplizieren schliellich tatsachlich eine Summe von Vollkonjunktionen.

5. Zum Schluss kann man auch hier das Idempotenzgesetz dazu verwenden,
mehrfach vorkommende Terme zu streichen.

8Satz und Beweis, vgl. [10], S. 108f.
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Eindeutigkeit Wir nehmen an, dass es fiir dieselbe Funktion f zwei verschiedene
Darstellungen als Summe von Vollkonjunktionen gibt.

on_q on 1
flzy,ze, - 2,) = Z Z;kgm - Z @';’kgn)
s=0 s=0

Betrachten wir nun, was passiert, wenn wir zwei Terme der Menge K verkniipfen,
also k}g”)kl(n):

1.Fall: p =1
Auf Grund des Identitéitsgesetz ist kl(,”)kl(") = k("

2.Fall: p #£1

Da es sich sowohl bei k, als auch bei £ um Vollkonjunktionen handelt und
diese verschieden sind, tritt in der Verkniipfung mindestens eine Variable z;
gemeinsam mit ihrem Komplement 7; auf. Daher ist das Produkt auf Grund
des Komplementgesetzes sicher 0.

Zusammengefasst:

o [K o =i
v 0 fir p#1I

O.b.d.A. diirfen wir aber nun annehmen, dass eine Vollkonjunktion k,,, die in der
ersten KDNF vorkommt, in der zweiten KDNF nicht auftritt.

Auf Grund der vorher betrachteten Fallunterscheidung folgt nach Konjunktion
vom k,, auf beiden Seiten:

2n—1 2n—1
IRTRED WY
s=0 s=0
2" —1 2n—1
STk k=Y Ak Ky,
s=0 s=0
k) =0

Das ist allerdings ein Widerspruch, da k™ nicht dquivalent zu 0 sein kann. Daher

muss die DNF eindeutig sein.
O

Aus Satz 5.2.19 folgt direkt:

Folgerung 5.2.21 Zwei bindre Funktionen f und g, die dieselbe kanonische dis-
junktive Normalform haben, sind ident.

Dies ermdoglicht nun, zwei verschiedene Funktionen auf ihre mogliche Identitat zu
testen, indem man zu beiden Funktionen ihre KDNF aufstellt und vergleicht.
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Aufstellen einer kanonischen disjunktiven Normalform aus der Werte-
tabelle

Satz 5.2.22 FEine bindre Funktion in n Variablen ist vollstindig bestimmt, wenn
die Stellen gegeben sind, an denen sie den Wert 1 annimmdt.

Beweis. Satz 5.2.19 besagt, dass es fiir jede Funktion eine KDNF der Form

an—1 _ 0
flxy,zo, o xy) = X ik mit lg = . gibt.
s=0

Da i, nur 0 oder 1 sein kann, reicht es, die Stellen zu kennen, an denen die Funktion
den Wert 1 annimmt. O

Um eine KDNF zu erhalten, brauchen wir daher nur alle Belegungen zu betrachten,
die den Wert 1 annehmen, und die zu diesen Belegungen gehorigen Vollkonjunk-
tionen (Minterme) disjunktiv zu verkniipfen. Wir zeigen dies am Beispiel 5.1.1 von
Seite 40:

Beispiel 5.2.23.

Panik (z;) | Turen (x2) | Fenster (z3) | Alarm (f) | zugehoriger Minterm
0 0 0 0 T1 T2 T3
0 0 1 1 T1 T3 X3
0 1 0 1 T To T3
0 1 1 1 T1 To X3
1 0 1 1 T Ty T3
1 1 0 1 T1 To T3
1 1 1 1 T1 T T3

Die KDNF wird durch Disjunktion aller Minterme, deren Wert 1 ist, aufgestellt.
In unserem Fall:

f(1, 9, x3) = T122%3 + T122T3 + T1T2x3 + T1T3 Tz + T1X2x3 + T1X2T3 + T1 To2x3

Da im Fall dieser Funktion aber nur eine Belegung nicht den Wert 1 annimmt
stellt sich die Frage, ob man mit dieser Information nicht eine einfachere Funktion
erhalten konnte.
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5.2.3 Konjunktiven Normalform (KNF)

Definition 5.2.24. Ein Term, der aus der Konjunktion von Disjunktionstermen
mit jeweils paarweise verschiedenen Variablen besteht, heifit konjunktive Normal-
form (KNF).?
z.B.

f(@1, 22, 23) = (22 + x3) - (11 + T2 + 23) - (T1 + 72)

Disjunktion  (Voll-)Disjunktion = Disjunktion

konjunktive Verkniipfung der Disjunktionen

Bemerkung 5.2.25. Auch die KNF einer Funktion ist nicht eindeutig.

Kanonische Konjunkte Normalform (KKNF)

Gehen wir einen Schritt zuriick, und betrachten das Komplement der KDNF un-
serer Alarmanlage:

Panik (z1) | Tiiren (x5) | Fenster (x3) || Alarm (f) || kein Alarm (f)

0 0 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 1 0
1 0 0 1 0
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 0

Die KDNF von f ist also f = Z7 T3 73 = k‘((]g).
Durch erneutes Komplementieren, folgt eine - in diesem Fall - wesentlich einfachere

Darstellung von f: f =77 T3 T3 = x1 + 29 + 23 = dg?’)

Wir folgern allgemein:

Mit Hilfe von Satz 5.2.19 kann man das Komplement der KDNF der Boole’schen
Funktion f bilden. Alle Konjunktionen, die voher auf 1 abgebildet haben, bilden
im Komplement nun auf 0 ab.

2m—1

f(.’L’l, To, ... ,(L‘n) = Z Zsk’gn)

s=0
2n—1

f(wlax27' .. ,I’n) - Z Zkgn)

s=0

9Der englische Name , product of sums“ (POS) ist verstindlicher aber im deutschen Sprach-
raum nicht sehr gebréuchlich.
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Durch erneute Komplementbildung folgt nach Satz 3.3.4 auf S. 25 und Satz 5.2.10
auf S. 43:

2n—1 DL B L | I |
fla, e, an) = 0 0k = T k" = TT (s + k) = TT s + dana o ™)
s=0 s=0 s=0 s=0
Wir betrachten die Félle iy, = 1 und 5 = 0O:
i =1 14+don_q1_s™ =1
Dieser Faktor kann aufgrund 1 - a = a weggelassen werden.
i, =0 0+ doyn_1s ™ = dgn_y_s ™

Dieser Faktor entspricht der Volldisjunktion, deren Wert 0 ist.

f hat also nicht nur eine Darstellung als Disjunktion (Summe) von Vollkonjunktio-
nen (Produkten) sondern auch als Konjunktion (Produkt) von Volldisjunktionen
(Summen).

Definition 5.2.26. Die Erweiterung der Terme einer KNF auf vollstdndige n-
stelligen Terme heifit kanonische konjunktive Normalform (KKNF). Jeder der vor-
handenen Disjunktionsterme enthalt bei der KKNF also alle n Variablen und jeder
Term tritt nur einmal auf.

Beispiel 5.2.27.

f(x1, 20, 23) = (1 + 22 + x3) - (21 + T2 + x3) - (T1 + T3 + 3)

Volldisjunktion Volldisjunktion Volldisjunktion

konjunktive Verkniipfung der Volldisjunktionen

Satz 5.2.28 Jede bindre Funktion fin n Variablen besitzt eine eindeutig bestimmte
Darstellung als Produkt (Konjunktion) von Volldisjunktionen.'®

m_q

0

f(xlu Lo, ... In) = H (ZS + d2"7175) () wobei 1y = {1
s=0

Beweis.
Existenz Die Existenz folgt aus der Herleitung der KKNF aus der KDNF, da die
Existenz einer KDNF fiir jede Funktion bereits in Satz 5.2.19 bewiesen wurde.

Eindeutigkeit Mit der selben Methode, wie wir aus der kanonischen disjunktiven
Normalform die kanonische konjunktive Normalform gewonnen haben, konnen wir
nun auch die Umkehrung durchfiihren:

Oanalog zu Satz 5.2.19, zweiter Teil des Beweises vgl. [10], S. 117f
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2" -1

[y, ay) = H (s + don_1-s (n))
s=0
2n—1 2n—1

Flor o an) = I (s +danay W) = 37 (i + dony s W) =

s=0 s=0
2" -1 2" -1

S T, = 3 TR

s=0 s=0

Bildet man erneut das Komplement, so erhalt man genau die KDNF'.

2n—1

Flan e n) = flar, ) = 3 ik

s=0

Wir nehmen an, wir hiatten zwei verschiedene KKNF der Boole’schen Funktion f
gefunden. Dies hétte aber zur Folge, dass wir auch zwei verschiedene Darstellungen
von f als KDNF finden kénnen. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 5.2.19. m

Gewinnung der KKNF

Satz 5.2.29 Eine bindre Funktion in n Variablen ist vollstandig bestimmt, wenn
die Stellen gegeben sind, an denen die Funktion den Wert 0 annimmdt.

Beweis. Analog zu Satz 5.2.22 auf S. 47. m

Mit Hilfe dieses Satzes wollen wir nun Methoden zur Gewinnung der KKNF be-
trachten. Als Beispiel verwenden wir:

f(x1, 02, 3) = 2120273 + 2173 T3 + T1w223 + T Tox3 + T1 Tz T3
e R T Ry Sy Ly
a) Gewinnung iiber die KDNF Man kann von einer KDNF direkt die KKNF
bestimmen, indem man das Komplement mit Hilfe der Vollkonjunktionen

bildet und das Ergebnis mit den DeMorgan Regeln noch einmal komplemen-
tiert.

F=kP + 1+ 1

3) 3)

f= kés) N ké?’) N @3) _ ka( '1?5(3) -E( _ dgg) -d§3) ) dgg)

b) Direkte Bestimmung aus der Wertetabelle

Wir konnen die KKNF direkt ablesen, indem wir die Disjunktion aller Max-
terme der Zeilen, deren Belegung 0 ist, bilden.
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x1 | 9 | x3 || Minterm | Maxterm | f
0010 % s 1
0]0]1 k) dt? 1
0110 kS s 0
0] 1]1 kS s 1
11010 % ) 1
1101 k) d 0
1l1]0 % ¥ 0
111 k) ¥ 1

3 3 3
f=dy-df? - dg? =
= (Tr+ 22+ 7T3) - (11 + T3 + x3) - (1 + 22 + T3)

5.2.4 Normalformen von partiell definierten Funktionen

Um die Normalformen von partiell definierten Funktionen aufstellen zu koénnen,
muss zuerst die Wertetabelle vervollstandigt werden. Da es auch hier das Ziel ist,
eine moglichst kurze Normalform zu erhalten, setzt man einen Don’t-care-Zusatand
0, wenn man eine KDNF aufstellen will, und 1, falls eine KKNF'. Dies ist allerdings
nur bei kanonischen Normalformen erlaubt.!!

Beispiel 5.2.30. 1 ‘ Z2 ‘ Z3 H f(z1, w2, 23) H JKDNF H JKKNF

0] 0] O 1 1 1
0] 0] 1 1 1 1
01110 - 0 1
0|1 1 0 0 0
11010 - 0 1
1101 0 0 0
1 1 0 - 0 1
1 1 1 1 1 1
JKDNF = T1 T3 T3 + T1 Tax3 + 212273
fxxnp = (T1 + 22 + x3) (21 + T2 + x3)

g [4],S. 35
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5.3 Minimierungsverfahren

Bei der Realisierung von verschiedenen Funktionen in der Praxis spielt auch die
Kostenfrage eine wesentliche Rolle. Jeder Bauteil und jeder Schaltkontakt kostet
extra. So ist es nicht tiberraschend, dass systematische Verfahren gesucht wurden,
um die gewonnenen Normalformen (nicht nur rein algebraisch) so umzuformen,
dass sie moglichst wenige Zeichen enthalten aber aquivalent sind.

Bevor wir Minimierungsverfahren kennenlernen, miissen wir zuerst definieren, was
es bedeutet, dass eine bindre Funktion ,einfacher® ist, als eine andere.

Definition 5.3.1. Wir bezeichnen die Anzahl der Konjunktionsterme einer Funk-
tion d mit s(d) und die Anzahl der Variablen von d mit v(d), wobei mehrfach
vorkommende Variablen auch mehrfach zu beachten sind.

Definition 5.3.2. Seien d; und d, zwei Funktionen. d; ist einfacher als ds, wenn
gilt:

s(dy) < s(dy) und v(dy) < v(dy) oder
s(dy) < s(dy) und v(dy) < v(dy).
Beispiel 5.3.3.

- di(x1, 29, 23) = T3 + T3 T3 ist einfacher als dy(xq, 29, x3) = x1Taws + T3 T3,
da zwar beide Funktionen aus je zwei Konjunktionstermen bestehen, aber d;
weniger Variablen enthélt.

- Bei den Funktionen d;(x1, xe, 3) = x123+ 7273 und do (1, T2, T3) = T1+T2+
T3 kann man hingegen nicht feststellen, welche einfacher ist, da s(d;) < s(ds),
aber dafiir v(d;) > v(da).

Sowohl im ersten als auch im zweiten Beispiel waren d; und dy nicht dquivalent.
Da wir aber auf der Suche nach einfacheren dquivalenten Funktionen sind, werden
wir uns im Folgenden nur mehr mit solchen beschéaftigen.

Wir gehen aber sogar noch einen Schritt weiter - wir wollen nicht nur eine einfa-
chere dquivalente Funktion, sondern die einfachste. Dazu definieren wir:

Definition 5.3.4. Man nennt eine Funktion minimal, wenn man keine einfachere
aquivalente Darstellung finden kann.

Bemerkung 5.3.5. Bevor wir die genauen Minimierungsverfahren kennenlernen,
betrachten wir noch die Funktion f(z1,xs, z3) = 12923 + x129T3. Mit dem Distri-
butivgesetz kann zu f(xy, 29, x3) = x129(23+T3) umgeformt werden, was wiederum
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auf Grund des Komplementsgesetzes und des Absorptionsgesetzes f(z1,xq,23) =
129 ergibt.

Dies kann auch allgemein betrachtet werden. Wir folgern: Unterscheiden sich zwei
Konjunktionsterme in genau einer Variable, so konnen diese Terme zusammenge-
fasst werden. Man streicht einen der Terme und lasst beim zweiten Term die Varia-
ble weg, in der sie sich unterschieden. Die somit erhaltene Funktion ist aquivalent
zur urspriinglichen. Auf diesem Prinzip basieren die folgenden Minimierungsver-
fahren.

5.3.1 Minimierung mit Hilfe von KV-Diagrammen

Bis zu vier (theoretisch sogar sechs) Variablen gibt es eine sehr praktische grafische
Methode, um eine Funktion zu vereinfachen - das Karnaugh-Veitch-Diagramm.
Auch wenn das KV-Diagramm eine graphische Methode ist, die theoretisch ohne
Kenntnis der Folgerungen aus Huntingtons Axiomen durchgefithrt werden kann,
ist die Erklarung der Methode natiirlich eine algebraische. Die Funktion beruht
auf der vorhin erwédhnten Regel, dass zwei Funktionsterme, die sich nur in einer
Variable unterschieden, zusammengefasst werden konnen.

Ein Vorteil dieses Verfahrens ist, dass sogar schon eine Wertetabelle reicht, um
es anwenden zu konnen - eine Funktion muss nicht gegeben sein.

Das KV-Diagramm ist auch auf Grund seiner Anschaulichkeit in Schulen und auf
der Universitéat sehr beliebt, in der Praxis werden aber andere Methoden bevorzugt
verwendet. Hier iiberwiegt die uneingeschrankte Nutzbarkeit vor der Anschaulich-
keit.

Das KV-Diagramm

Ein KV-Diagramm ist nichts anderes als eine Matrix von Mintermen. Allerdings
wird (meist) nicht der Minterm selbst angegeben, sondern man schreibt 1, falls der
Minterm der Funktion vorliegt (also der Funktionswert fiir diese Belegung 1 ist)
und 0, falls nicht.'?

KV-Diagramm mit 2 Variablen

w1 w3 | f(x1,22) Minterm 1 L1 r1 T
0 O 0 T T3
0 1 1 T1To N To | L1To | T1X9 . T 1 1
10 0 T1T2
1 1 1 T1Z9 T | vT | T TS TQ 0 0

12vg]. [3], S. 149ff
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Auch fir drei und vier Variablen funktioniert dies &hnlich, man muss die Tabelle
allerdings erweitern, sodass sich zwei benachbarte Felder immer in maximal einer
Variable unterschieden. Dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten, was zu verschiedenen
Schreibweisen fithrt. Wir werden hier die eher ungebrauchliche - aber sehr intuitive
und einfache Schreibweise nach Karnaugh verwenden. Das Grundprinzip ist bei
allen Varianten gleich.

KV-Diagramm mit 3 bzw. 4 Variablen

X1 X1
—
X1 X X2 X Xp X2
— X4
X2 X X3 X X3
X3 X4
X3 | xa
X3

Dies kann vereinfacht werden, indem man die Zeilen und Spalten mit den zugeho-
rigen Konjugationen von zwei Variablen kennzeichnet.

X1X2 X1X2  X[X3  X[x2

XX X1X2 XX X1X2

X3 X3X4

Ab fiinf Variablen wird das KV-Diagramm allerdings so kompliziert, dass es fiir
die Anwendung nicht mehr praktikabel ist. Aus diesem Grund werden wir hier
keine KV-Diagramme mit mehr als vier Variablen behandeln. Interessierte Leser
seien zum Beispiel auf [3], S. 153 verwiesen.

Beispiel 5.3.6. Wir betrachten wieder das Alarmanlagen-Beispiel aus 5.1.1:

1 | o | x3 | Alarm | zugehoriger Minterm

0[0]0] 0 T T o
0olol1 1 T T3 T3 XXy X1X% XX XX
01110 1 T T T3 X301 1 1 1
0|1 1 1 T1 Lo X3

11010 1 T, T3 T3 w101
11071 1 T1 Ty T3

11110 1 T1 Ty T3

1 1 1 1 Ty Ty XT3
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KV-Diagramm und Konjunktive Normalformen

Ist eine KDNF gegeben, so kann das Karnaugh-Veitch-Diagramm direkt aus der
Funktion abgelesen werden, indem man fiir jeden Minterm einen Einser eintragt.
Die Nuller kénnen zur Vereinfachung weggelassen werden.

Beispiel 5.3.7.

f(x1, w0, 3, x4) = T1 T3 T3 Tq + Tix2T3%4 + Ty Tal3Tq + T1ToT3T4

X1X2 X% X(X2 XX

X3X4
X3X4 1 1
X3X4 1

X3X4 1

Betrachten wir hingegen eine KKNF| so ist die Eintragung genauso einfach, wenn
wir eine kurze Uberlegung anstellen. Nach Satz 3.3.4 auf S. 25 konnen wir das
Komplement einer KKNF sehr einfach bilden. Wir wissen auflerdem, dass dieses
Komplement wiederum eine KDNF ergibt.

Tragen wir diese KDNF ins KV-Diagramm ein, so miissen wir nur noch FEinser
gegen Nuller tauschen und wir erhalten ein KV-Diagramm der urspriinglichen
KKNF. Hat man dieses Prinzip verstanden, tridgt man einfach fiir jeden Maxterm
beim Minterm mit den komplementaren Variablen eine 0 ein.

Beispiel 5.3.8.
fx1, @2, w3, 4) = (v14+To+x3+24) (21+T2+234+T7) (X1 + T2+ T3+24) - (1 +T2+T3+24)

f(x1, 9,23, 24) = T] T3 T3 Tq + T102T324 + T1 TaX3Tg + T1X2X3Tq

X1X) X1X2 X{X2 X|X XX X|1X) XX XX
X3X4 X3X4
X3X4 1 1 X3Xz 0 0
X3X4 1 X3%3 0
X3x4 1 X3X4 0

KV-Diagramm von f KV-Diagramm von f
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Benachbarte Felder

Fir die spiatere Anwendung bei der Vereinfachung von Normalformen ist die Ei-
genschaft von KV-Diagrammen, dass zwei benachbarte Felder sich in genau einer
Variable unterscheiden, von zentraler Bedeutung.

Was bedeutet aber eigentlich benachbart? Intuitiv erkennen wir, dass all jene Fel-
der benachbart sind, die eine gemeinsame Quadratseite besitzen. Betrachten wir
das KV-Diagramm fiir drei Variablen sehen wir aber, dass auch xyxoxo und Tizo23
sich nur in z; unterscheiden. Daher gelten auch Felder des linken und des rechten
Randes als benachbart.

Bei vier Variablen sind zusétzlich auch noch die obersten und untersten Felder
benachbart.

Anschaulich kann man sich dies so vorstellen, dass man das Diagramm mit drei
Variablen zu einem Zylindermantel biegt und das Diagramm mit vier Variablen

zu einem Torus (Kreisring) faltet.

Benachbarte Felder in einem KV-Diagramm mit 3 Variablen

XXy X% XX XX

X3
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Benachbarte Felder in einem KV-Diagramm mit 4 Variablen 3

X1 X1 X2
XXy XX X|X3 XX
X3X4
X3X4
"
= X3Xg | !
X3X4 !
ST
EEn— |
_ — X3 X4 ‘
X3 ¥4 l
e
-73 k
X

=

)
Kol
>
)

Das KV-Diagramm als Miminimierungsverfahren nutzen

Nun kommen wir zur Anwendung der KV-Diagramme als Minimierungsverfahren.
Wie wir bereits wissen, unterscheiden sich in einem KV-Diagramm zwei benach-
barte Felder nur in einer Variable.

Die Minterm-Methode

Aus der Bemerkung 5.3.5 kénnen wir daher leicht folgern, dass sich zwei nebenein-
anderliegende Einser, die jeweils einer Vollkonjunktion und somit einem n-stelligen
Term entsprechen, zu einem (n-1)-stelligen Funktionsterm verkiirzen lassen.
Fasst man nun aber sogar vier (acht oder sogar 16) benachbarte Einser in Form
eines Quadrats, einer ganzen Zeile oder einer ganze Spalte zusammen, so erhélt
man sogar einen noch kleineren Term und zwar einen (n-2)-stelligen ((n-3)-stelligen
oder (n-4)-stelligen).'* Man geht also wie folgt vor:

3Letzte Abbildung verindert nach Rosario VanTulpe, https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Karnaugh_map_KV_Torus_1.png

MDer mathematische Hintergrund dieser Behauptung wird bei den folgenden Beispielen ver-
deutlicht.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Karnaugh_map_KV_Torus_1.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Karnaugh_map_KV_Torus_1.png
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1. Man kreist moglichst grofle Gruppen von benachbarten Einsern ein. Da das
Idempotenzgesetz gilt, darf ein Einser natiirlich auch zu mehreren Gruppen
gehoren, ohne das Ergebnis zu verandern.

2. Innerhalb dieser Gruppen verbindet man die Variablen, die in allen einge-
kreisten Feldern gleich sind, konjunktiv und lésst die Variablen, die sich
unterscheiden einfach weg.

3. Nun verkniipft man alle so erhaltenen Terme (und gegebenfalls auch die
Minterme von einzelnen Einsern, die nicht zusammengefasst werden konnten)
disjunktiv.

Wir werden dies an einigen Beispielen genauer betrachten:

Beispiel 5.3.9. f(.’ll'l, Ta, 1'3) = T1X2T3 + T1X2T3

X|X2 X1X2 X(X2 X(Xp . )
Man erhalt vereinfacht

X3 m den 3-1=2-stelligen Term:

Y = 1122
X3 u da gilt:

Yy = x17o (23 + T3) = 1129
—_———
1

Wir wissen bereits, dass auch Felder ganz links beziehungsweise ganz rechts be-
nachbart sind (da sie sich nur in einer Variable unterschieden). Daher kénnen wir
auch diese zusammenfassen.

Beispiel 5.3.10. f(.fL'l, Ta, l’g) = T129T3 + T1Tax3

X1X2 X1X) X{X2 XX

X3 3 | 1 Wir erhalten daher vereinfacht:
Y = Tox3
X3 da gilt:
y = (1 + T7) 2203 = ToT3
———

1

Nun koénnen auch groBlere Gruppen gefunden und zusammengefasst werden. Finige
Moglichkeiten fiir Gruppen von vier Einsern sind im Folgenden aufgefiihrt. Man
erhélt so Terme, die zwei Variablen weniger enthalten, als der Ausgangsterm.
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Beispiel 5.3.11. f(xy, 29, x3) = 212973 + X1ToT3 + T] Taxs + TiTolT3

Es ergibt sich ein

Xy X X5 ¥ 3-2=1-stelligen Term

Y =23
X3 G 1 1 B da gilt:

y = x3(T122 + 172 + T Ta + Tixe) =

= x3(21 (v2 + T2) +771 (T2 + 22)) =

Beispiel 5.3.12. f(z1, 29, x3) = 212223 + 21723 + T1X9T3 + £1T3 T3

X[X2 XX X{X2 X{X2 Wir erhalten:

X3 | 1 1 | Y =T
da gilt:
x3| 1 1 | y = x1(Tox3 + Taxs + ToT3 + T2 T3) =

= x1(23 (29 + T2) +T3 (T3 + 22)) =
1 1

=1z (x5 +7T3) = 14
———
1

Auch bei Vierergruppen kann eine Schleife natiirlich iiber die Rénder hinausgehen,
bei vier Variablen kénnen sogar die Eckfelder zusammengefasst werden, da diese
benachbart sind, wenn wir uns den Torus vorstellen.

Beispiel 5.3.13. f(x1, 29, x3,24) = 1222324 + T1X2X3Ty + T129T3T4 + T1T2T324

X1X X1X2 X1 X2 XX . .
172 12 A2 A2 Man erhélt daher einen

x3xa | 1 l | 1 4-2=2-stelligen Term:

Y = Taly

X3X4 da gilt:
Y = Toxy(T123 + Tixs + 1T3 + T1 T3) =

= xowy(x3 (1 + T1) +T3 (1 + T7)) =

X3X4 1| |1 ! !

= Toxy (T3 + T3) = Tay
—_———
1
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Nattrlich kénnen auch 8 Felder (oder theoretisch sogar 16 oder bei grofieren KV-
Diagrammen sogar noch mehr Felder) zusammengefasst werden.

Wiirden wir im Fall von vier Variablen allerdings alle vorhandenen 16 Felder zu-
sammenfassen, so hatten wir eine Funktion, die alle Werte auf 1 abbildet und daher
eine Tautologie.

Beispiel 5.3.14.

f(x1, @0, 23, 24) = 1222374 + T1T2T3T4 + T1X9T3T4 + T1T3T3T4 + T102T3 T
+ 172 T3 Tg + T1T2T3L4 + T1T2 T3y

XiXo X1X2 X1X2 XiX2

S B

X3X, 1 1
4 Wir erhalten vereinfacht:
x3x || 1 1 y=n
Auf Grund der zahlreichen vorheri-

el 1 | gen Beispiele wird hier auf die genaue
3 Herleitung verzichtet.
x3xg || 1 1

—

Nachdem wir nun die wichtigsten Moglichkeiten kennengelernt haben, wie man
Gruppierungen bei KV-Diagrammen zur Minimierung nutzen kann, werden wir
uns nun einigen (mehr oder weniger) komplexeren Beispielen widmen, fiir die meh-
rere Schleifen benétigt werden, um eine Minimalform zu erhalten.

Beispiel 5.3.15. Wir gehen von der Funktion f(z1,x2) = Z1 - T3 aus. Um diese in
ein KV-Diagramm eintragen zu koénnen, stellen wir zuerst das Diagramm fiir das
Komplement f(x, ;) auf und tauschen dann 1 gegen 0. Wir erhalten:

X1 X1 X1 X1

by} k%) ' 1 1] Wir erhalten
*2 1 o lL _ flr, @) =70+

KV-Diagramm fiir f KV-Diagramm fir f

Man erkennt leicht, dass damit auf sehr einfache Art und Weise eine der Regeln
von DeMorgan nachgewiesen wurde.
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Beispiel 5.3.16.

X[X2 X1X2 X[ X2 XX

X3X4 1 | [1 &
[ |
X3X4 1 u_ 1) Durch Vereinfachung folgt:
Yy = + F X030 4+ T 1227374
x|l
X3X4

Betrachten wir aulerdem noch das Alarmanlagen-Beispiel 5.1.1, auch wenn dies
hier relativ aufwendig ist.

Beispiel 5.3.17 (Alarmanlage).

X[X2 X1X2 X{X2 X[x2
T |

™ 'S
X311]11

x*311J01_

Man erhélt:
Yy = -+ + X9

Die Maxterm-Methode

Da wir bereits wissen, wie wir in ein KV-Diagramm Maxterme als Nuller eintra-
gen konnen, ist es umgekehrt sehr einfach, auch diese aus einem KV-Diagramm
abzulesen. Fir das Alarmanlagenbeispiel (das nur fir eine Belegung den Wert 0
annimmt) erhélt man durch Komplementierung des zugehorigen Minterms eben-
falls

f($1,$2,$3) =23+ X9+ 21

Diese Methode wird Maxterm-Methode genannt. Sie unterscheidet sich nur sehr
gering von der Minterm-Methode:

1. Anstatt Einser werden nun Nuller zusammengefasst.

2. Man bildet nun die Terme der Packchen, indem man die gleich vorkommen-
den Variablen negiert und disjunktiv (statt konjunktiv) verkntpft. Wie bei
der Minterm-Methode werden die Variablen, die sich unterscheiden, wegge-
lassen.

3. Anschliefend werden die Disjunktionsterme noch konjunktiv verkntipft (statt
disjunktiv).

15ygl. [9]
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Beispiel 5.3.18.

XiXo X1X2 X1X2 XiX2

_oJ m 0)

3% liJ 0 Wir erhalten vereinfacht:
f= T (71 + 22 + T3)

X3 X4 0
sl offo]] o)

Vereinfachung von KV-Diagramme von Funktionen mit
don’t-care-Zustinden

Da es bei don’t-care-Zustanden keine Rolle spielt, ob eine Funktion fiir die zuge-
horigen Belegungen die Ausgangsvariablen 1 oder 0 annimmt, kann auch bei der
Minimierung ein don’t-care-Zustand im KV-Diagramm einfach mit einem Strich
gekennzeichnet werden und je nach Bedarf als 1 oder 0 gesehen werden.

Beispiel 5.3.19.

X1X2 X1X2 X1X2 XX

S B
x3xg || 1 1 —
vl 1 1 Wir verwenden — als 1 und — als 0
- und koénnen daher vereinfachen:
wal|l 1 | — f=on
x4 (|1 1
AN
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5.3.2 Quine-McCluskey

Bis jetzt konnen wir bindre Funktionen nur vereinfachen, indem wir entweder pro-
bieren oder bei KV-Diagrammen durch gutes Hinsehen Gruppierungen finden. Ein
systematischer Algorithmus ist hingegen das Quine-McCluskey-Verfahren. Hier
missen fiir die Vereinfachung zwei Algorithmen hintereinander durchgefiithrt wer-
den.

Fir das Verfahren ist zuallererst eine Wertetabelle notwendig, die dann syste-
matisch vereinfacht wird. Im ersten Schritt werden alle Primterme konstruiert
(Algortihmus von McCluskey). Da hierbei aber nicht immer die Minimalform er-
halten werden kann, missen in einem zweiten Algorithmus noch die Primterme
ausgewahlt werden, die benotigt werden, um die Funktion minimal zu realisieren
(Algorithmus von Quine).

Algorithmus von McCluskey Hier verwenden wir dasselbe Prinzip wie beim
KV-Diagramm. Zwei Minterme, die sich in in genau einer Variable unterscheiden,
konnen zu einem Term zusammengefasst werden.

1. Zuerst erstellt man eine Liste aller Belegungen, die auf 1 abbilden, sortiert
diese nach der Anzahl an vorkommenden Einser in Gruppen und nummeriert
sie der Reihe nach.

2. Nun vergleicht man jeden Term einer Gruppe mit allen Termen der néchsten
Gruppe. Findet man so zwei Terme, die sich nur in genau einer Variable
unterscheiden, so konnen diese zusammengefasst werden, indem man anstatt
dieser Stelle — (also ein don’t-care) schreibt und die neuen Terme in eine
zweite Liste schreibt.

3. Natiirlich darf auch hier auf Grund der Idempotenz jeder Ausdruck mehrfach
verwendet werden. Um den Uberblick zu bewahren, werden bereits verwen-
dete Terme abgehakt.

4. Man wiederholt dies so lange, bis es keine Moglichkeit mehr gibt, Terme
zusammenzufassen.

5. Die minimale Funktion kann nun aufgestellt werden, indem man alle Prim-
terme (Terme, die nicht abgehakt wurden - kommen zumindest in der letzten
Tabelle vor) disjunktiv verkniipft.

Auch hier betrachten wir wieder das Alarmanlagen-Beispiel aus 5.1.1:

16ygl. [21], S.48
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Beispiel 5.3.20.
Man stellt nun einer Liste von allen Belegungen, die auf 1 abbilden auf, sortiert
diese nach der Anzahl der auftretenden Einser und nummeriert anschlieflend:

Panik ‘ Tiiren ‘ Fenster H Alarm

0 0 0 0 0 0 1
0 0 I 1 ? 010
0 1 0 1 1 00
0 1 I 1% 0 1 1
1 0 0 1 I 0 1
1 0 1 1 ? I 10
1 I 0 B
| 1 | |
Exemplarisch betrachten wir I und IV.
[ 00 1 v (0,0,1) und (0,1,1) unterscheiden sich
Ir o010 v nur an einer Stelle. Daher diirfen wir zu
Im 1 0 0 v (0,-,1) zusammenfassen. Ebenso kénnen
Iv. 011 Vv auch I und V vereinfacht werden, bei I
v 101 Vv und VI ist dies allerdings nicht moglich.
vi 1 1 0 VvV Auf diese Weise vergleicht man alle
vir 1.1 1 v Elemente. Algebraisch streckt dahinter,

dass die Minterme 77 Tax3 und Tixre2s zu
T1x3 zusammengefasst werden konnen.

Man erstellt eine zweite Liste mit zusammengefassten Termen und hakt die ver-
wendeten Terme ab. Der Vorgang wird so lange wie moglich wiederholt, in diesem
Fall ist nach der dritten Tabelle Schluss. Auf Grund des Idempotenzgesetz konnen
wir alle doppelten Primterme streichen.

vy LIV, IV, VIL - - 1

LV 01 - v IIV,V,VII ——1%
7 I V,IV, VIl —*

ILVI - 1 0 v

nL,v. 1 0 - v I, IV, VI, VIl -~ 1 -
’ IL VLIV, VIl —4——

Im,vi 1 - 0 v

IV,VIIL — 1 1 V LV, VI, VIL 1 — -

V,Vil 1 - 1 V I, VI, V, VIl +——

VLVII 1 1 - v

Wir erhalten: f(xq,22,23) = 21 + 23 + x3. In diesem Fall kann keine einfachere
Form gefunden werden, aber nicht immer ist dies so.
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Beispiel 5.3.21. Dazu betrachten wir die Funktion '”

f(x1, o, T3, T4) =T7 Ty T3Ty + T1202T3 Tq + T1T203T4 + T1T2T3T4 + T1T2 T3 T4+
T1To T3T4 + T1T2X3T4 + T1ToX3T4 + T1T2T3T4

Wir erhalten daher folgende Tabelle (schon nach Anzahl der Einser sortiert) und
vereinfachen:

I 0001 v LV ~ 0 0 1

I 0100 v ILIV 01 - 0

m 1000 v ILV 100 - ¢

v 0110 v TLVI 10 -0 v HO,V,VLVII 1 0 - -
Vv 1001 v IV,VIL 0 1 1 - I, VI, V, VIl +—6—
VI 10 1 0 v V,VIII 10 — 1 ¢

VI 0 1 1 1 v VLVII 1 0 1 v

VI 1 0 1 1 v VILIX - 1 1 1

X 11 11 v VILIX 1 - 11

und wir erhalten:

f(z1, e, 23, 4) = To Ty + + TToTg + ToX3Ty + T1T3T4 +
, V

——
I IL, IV IV, VII VIL IX  VILIX IV, VI, VIII

Betrachten wir aber nun die Minimierung der selben Funktion im KV-Diagramm,
erhalten wir eine eindeutig einfachere Funktion. Man sieht, dass zwei der Terme,
die wir durch das McCluskey-Verfahren erhalten, nicht notwendig sind, um die
Funktion zu definieren.

X1X2 X1X2 X(X2 X1Xo

x3xq | 1 | m E

x3%g 1 1 f(w1, 29, 29, 24) = + Tow374 + T3 T3xy +
X3X3 1 1

B 1| 1]

Daher reicht der McCluskey-Algorithmus alleine noch nicht aus, um eine minimale
Darstellung zu erhalten. Es muss noch ein weiterer Schritt folgen.

175, [23], S. 15f



66

KAPITEL 5. ENTWICKLUNG VON SCHALTNETZEN

Uberdeckungstabellen nach dem Quine-Algorithmus

Um tatsdchlich eine Minimalform zu erhalten miissen wir nun die sogenannte Uber-
deckungstabelle (auch Primimplikantentafel oder 2.Quinesche Tabelle) verwenden.
So kann herausgefunden werden, welche Primterme weggelassen werden konnen.

1.

In einem ersten Schritt werden die Nummern der erhaltenen Primterme als
Zeilen gegen die Nummern der Minterme als Spalten aufgetragen.

. Da Primterme eine Verkiirzung von Mintermen darstellen, kreuzt man nun

das Feld im Schnittpunkt der passenden Primtermzeile und Mintermspalte
an.

. Nun betrachten wir zuerst die Spalten. Tritt ein Kreuz nur einmal in einer

Spalte auf, so markiert man dieses mit einem Kreis um das Kreuz. Die zuge-
horigen Primimplikanten nennt man Kernimplikanten und diese miissen in
der Minimaldarstellung der Funktion auftreten.

. Als néachstes kennzeichnet man alle Minterme, die die vorhin ermittelten

Kernimplikante ebenfalls abdecken mit einem Kasten rund um das Kreuz.

Steht nun in jeder Spalte ein Kreis oder ein Késtchen um mindestens ein
Kreuz, so wurden die wesentlichen Primterme gefunden und das Verfahren
kann beendet werden. Gibt es aber noch Minterme (also Spalten), die noch
von keinem Primterm abgedeckt wurden, stellt man mit diesen Mintermen
und den zugehérigen Primtermen eine neue Uberdeckungstabelle auf und
wiederholt das Verfahren.

Oft endet dieses aber, ohne eine eindeutige Losung zu liefern. In diesem Fall
muss man entweder raten, oder man stellt die sogenannte Uberdeckungs-
funktion auf. 8

(a) Dazu gibt man zuerst jedem noch nicht verwendeten Primimplikanten
einen Namen (A, B, .. .).

(b) Die Uberdeckungsfunktion verwendet nun die Variablen w4, wg, . . ., die
den Kreuzen in der Tabelle entsprechen.

(c) Man stellt nun die Funktion auf, indem man zu jedem Minterm alle wy
disjunktiv verkniipft und anschlieBend die erhaltenen Terme konjunktiv.

(d) Durch Vereinfachung dieser Funktion nach den Axiomen kann nun her-
ausgefunden werden, welche Primterme notwendig sind, um die Funk-
tion vollstandig zu definieren.

18ygl. [15]
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Wir probieren dies gleich an dem vorherigen Beispiel 5.3.21 aus:

Beispiel 5.3.22. Mit dem McCluskey-Algorithmus haben wir bereits folgende
Funktion erhalten:

f(z1, 9, 23, 4) = To Ty + + T1ToT3 + Tol5xy + T1T3T4 +
—_— = Y= Y= Y~ ~—~—
LV II, IV IV, VII VII, IX VIII, IX  III, V, VI, VIII

Wir stellen nun die zugehorige Uberdeckunstabelle auf:

HI‘H‘IH‘IV‘V‘VI‘VH‘VHI‘IX
LV ®
I, IV X®
IV, VII X X
VII, IX X X
VIII, IX X X
III, V, VI, VIII ® X

Wir haben nun jene Primterme gefunden, die Kernprimimplikanten sind. Fiir die
noch nicht iiberdeckten Minterme bilden wir nun eine neue Uberdeckungstabelle
und beginnen von vorne.

VII | IX
A IV, VII | x
B VILIX | x | x
C VI, IX X

Wir sehen allerdings sofort, dass wir hier mit dem Verfahren nicht weiterkommen
und miissen nun wieder probieren. Dies ist in diesem Fall sehr einfach, da wir
entweder A (T1zex3) und C (z12223) brauchen, um beide Minterme zu tiberdecken,
oder B (xox3z4). Da B kostengiinstiger (da einfacher) ist, als A konjugiert mit C,
wahlen wir B. Alternativ konnen wir auch die sogenannte Uberdeckungsfunktion
aufstellen. Diese hat im wesentlichen dieselbe Funktion wie unsere Vermutungen.
Sie liefert uns die verschiedenen Optionen, aus denen man die kosteneffizienteste
auswéahlt.

. DG
Uy = (wa + wp)(wp + we) = (Wawe) + wp

Wir erhalten also ebenfalls die zwei Moglichkeiten A und C “ oder ,B“ Wir
entscheiden uns daher fiir B und erhalten nun als vollstdndige Minimalform

f@1, 29, w3, 14) = T Ty + + Zo3y +
—_— = Y= ~—~—
LV II, IV VII, IX II1, V, VI, VIII

also genau jene Funktion, die wir auch mit dem KV-Diagramm erhalten haben.
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Natiirlich ist das Verfahren nach McCluskey sehr aufwendig. Dafiir bendtigt es nur
sehr geringe Rechenleistung und einen geringen Speicherbedarf. Gleichzeitig ist es
auch noch sehr exakt. Wie wir gesehen haben, kann es allerdings auch manchmal
sein, dass wir nur eine beinahe Minimalform erhalten. Daher gibt es noch viele Spe-
zialregeln und Erweiterungen. Bei Interesse konnen diese in [5] S. 96ff nachgelesen
werden.

5.4 Bauteilauswahl und Realisierung

Wurde nun die Minimalform gefunden, so ist der nachste Schritt die Bauteile zu
wahlen und anschlieend die Schaltung zu realisieren. Schon in Unterkapitel 4.5 auf
Seite 34 haben wir gesehen, mit welchen Bauteilen und auf welche Art und Weise
Schaltungen realisierbar sind. Natiirlich gibt es noch zahlreiche weitere Bauteile
und die Technik schreitet in schneller Geschwindigkeit immer weiter voran.

Auf Grund des fehlenden Bezugs zur Mathematik beschréinken wir uns daher zur
Abrundung nur noch auf die (sehr einfache) Realisierung in Schalterdarstellung
und in Gatterdarstellungen des Alarmanlagenbeispiels 5.1.1, das uns durch dieses
Kapitel gefithrt hat.

Beispiel 5.4.1 (Alarmanlage). f(z1, %2, x3) = o1 + T2 + T3

X X

X2 X2

I

| I X3 A3

X1 %

E.%) &

A3 |




Kapitel 6
Ausblick

Es ist die Ultimative Maschine — die finale Entwicklung. [...] Sie stand auf Clau-
de Shannons Schreibtisch und machte die Leute verriickt. Nichts hétte einfacher
aussehen kénnen. Eine schlichte, kleine Holzkiste, [...] mit einem Schalter an
der Vorderseite. Wer diesen Schalter umlegt, hort ein zorniges, entschlosse-
nes Brummen. Der Deckel dffnet sich langsam, eine Hand erscheint aus dem
Inneren. Sie greift aus der Kiste heraus, legt den Schalter wieder um und ver-
schwindet rasch zurick in die Boz.

Arthur C. Clarke in ,Voices across the sea“, nach [8], S. 18

Claude E. Shannon gilt nicht nur als der Vater der Informationstechnologie, son-
dern verbrachte seine Freizeit auch damit, verschiedenste Maschinen - wie Jonglier-
maschinen, ,Mind Reading“ Maschinen, Tischrechner, kleine Roboter oder die im
Zitat beschriebene, Ultimative Maschine“- zu bauen.'

Fiir die Konstruktion solcher Maschinen werden komplexere Bauteile benétigt, als
die Gatter, die wir in Kapitel 4 kennengelernt haben. Durch den Einsatz dieser
Bauteile konnen in Folge auch andere Maschinen, wie zu Beispiel Rechenmaschi-
nen - zu denen auch der Computer zédhlt - gebaut werden.

Einen der komplexeren Schalter - den Multiplexer - haben wir schon kennenge-
lernt. Weitere Beispiele wéaren der Codierer, der ein Signal in den Zeichen des
einen Codes, in Zeichen eines anderen Codes umwandelt oder der Komparator,
der zwei Binédrzahlen miteinander vergleichen kann. Es gibt aber auch arithme-
tische Schaltnetze, die zum Rechnen verwendet werden. Konnte man zuerst nur
zwei einstellige Bindrzahlen mit dem Halbaddierer addieren, so bot spater der Vol-
laddierer die Moglichkeit, zwei mehrstellige Bindrzahlen zu addieren. Dafiir ist ein
Ubertrag notig. Bei Interesse kann zum Beispiel in [4], S. 18 - 24 und 55 - 67 mehr
iiber binidre Rechenvorgénge und diese besonderen Schaltnetze nachgelesen werden.

nteressierte Leser kénnen in [8] mehr dariiber nachlesen.

69
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Ein wichtiger Schritt in Richtung Computer stellte die sogenannte Programmier-
bare Logik dar.? Hierbei sind die Bauteile nicht mehr fiir eine spezielle Anwendung
gebaut, sondern kénnen je nach Bedarf programmiert werden. Durch sie gibt es
nicht nur programmierbare Speicher (wie ROMs), sondern es konnen auch logische
Anordnungen (sogenannte logische Arrays) nach Bedarf programmiert werden. Ge-
naueres kann in [4], S. 88ff nachgelesen werden.

Wir alle wissen, wie schnell die Entwicklung in diesem relativ jungen Gebiet der
Digitaltechnik voranschreitet, und sehen, dass es noch schier unendliche Themen
gébe, die diese Arbeit behandeln kénnte. Da wir uns dabei aber auch immer wei-
ter in die Digitaltechnik vorarbeiten und uns von der Mathematik immer weiter
wegbewegen, soll mit diesem Kapitel der Abschluss gefunden werden.

Claude E. Shannon antwortete in einem Interview 1987, als er iiber die Zukunft
von Robotern befragt wurde:

1 see no limit to the capabilities of machines. As microchips get smaller and
faster, I can see them getting better than we are.

Claude E. Shannon in [18], S. 64f

Auch wenn Maschinen den Menschen (noch) nicht vollstandig ersetzen kénnen,
gibt es viele Bereiche, in denen der Computer den Menschen tbertrifft. Das fas-
zinierende daran ist, dass all diese Maschinen, die unseren Alltag begleiten, auf
mathematischen Prinzipien basieren - und zwar unter anderem auf der Schaltal-
gebra und damit auch auf der Boole’schen Algebra.

Daher kann gesagt werden, dass diese - und damit auch ihre Begriinder und all
jene, die sie weiterentwickelt haben - einen wesentlichen Beitrag zu unserem mo-
dernen Alltag geliefert haben. Viele der Vorziige, die wir heute genieflen, wiren
ohne die technischen Entwicklungen aus der Boole’schen Algebra (zumindest in
dieser Form) nicht moglich. Niemand kann sagen, wohin diese Entwicklung noch
fithren wird.

2ygl. [4], S. 88 - 103
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