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1 Einleitung

Wenn ich an meine Schulzeit zuriick denke, dann fallt mir zum Mathematikunterricht
vorwiegend ein, dass er hauptsdchlich aus Frontalunterricht bestand. Eine Methode, die,
wenn sie ausschlieflich verwendet wird, mittlerweile veraltet ist. Nicht zuletzt durch die
Einflihrung der zentralen Reifeprifung und des neuen Konzepts der Grundkompetenzen hat
sich das Unterrichtsbild stark geandert. Anstatt der Lehrinhalte, also Inhalte, die von der
Lehrperson vorgetragen wurden, sind jetzt die Fertigkeiten und Fahigkeiten der Schiilerinnen,
also das, was die Schiilerinnen beherrschen, von besonderem Interesse. Diese Kompetenzen
erlangt man am ehesten, indem man mit den Lehr- oder Lerninhalten auf verschiedenste Art
und Weise arbeitet. Fir mich bedeutet offenes Lernen im Mathematikunterrticht, dass
mathematische Inhalte durch unterschiedlichste Methoden unterrichtet werden und die

Schilerlnnen moglichst selbststandig und individuell lernen.

Aufgrund personlicher Erfahrungen habe ich mir in meiner Arbeit die Aufgabe gestellt, mich
eingehend damit zu beschaftigen, wie man Schilerlnnen durch offenes Lernen und
Methodenvielfalt zum Thema Vektorrechnung bestmoglich auf die zentrale Reifepriifung
vorbereiten kann, wie SchiilerInnen selbststandig fur die zentrale Reifepriifung lernen kénnen

und wie Vektorrechnung praxisnah unterrichtet werden kann.

Daflir habe ich die Arbeit zunachst in drei Teile gegliedert. In Teil | erldutere ich die moderne
Unterrichtsform ,offenes Lernen” und eine Auswahl an dazugehorigen Methoden. Die
Auswahl habe ich so getroffen, dass sie zum Thema Vektorrechnung eingesetzt werden kann.
In Teil Il widme ich mich der Didaktik der Vektorrechnung. Ich beschreibe die verschiedenen
Modelle der Interpretationen von Vektoren und befasse mich mit analytischer Geometrie in
Ebene und Raum. Waiahrend die ersten beiden Teile meiner Arbeit vorwiegend auf
Literaturrecherche basieren, ist der dritte Teil ein sehr praktischer Teil, in dem ich Beispiele

flir Methodenvielfalt mit Bezug auf die Vektorrechnung vorstelle.

Meine gewonnenen Erkenntnisse zu den oben genannten Forschungsfragen und Kommentare
zum Verlauf des Verfassens der Arbeit und zu moglichen weiterfiihrenden Interessen werde

ich in einem abschlieRenden Resiimee formulieren.
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Teil I: moderne Unterrichtsformen

2 Offenes Lernen und Methoden

2.1 Eckdaten fir offenes Lernen und Methodenvielfalt

Bis vor kurzem war es noch Gang und Gebe in Mathematikstunden einen sehr
lehrerzentrierten Unterricht vorzufinden. Frontalunterricht, bei dem die Lehrperson die
Hauptrolle des Geschehens einnimmt, war die Normalitdat, die Schilerlnnen waren das
Publikum, das (im Optimalfall) mitverfolgte, was die Lehrperson vortrug. In den letzten Jahren
versuchte man jedoch immer mehr von dieser Methode wegzukommen und die Schiilerinnen
ins Zentrum des Unterrichts zu stellen. Mit dem Einsatz neuer schilerzentrierter Methoden
wird darauf gezielt, die Lernenden zum selbststandigen Denken und Arbeiten zu aktivieren
und somit die Unterrichtsqualitat zu steigern. Dabei reicht das Spektrum von
selbststandigkeitsorientierten bis zu gefiihrten Methoden und von geschlossenen bis zu
offenen Aufgaben. Geschlossene Aufgaben waren solche, bei denen eine bestimmte Losung
oder ein bestimmter Losungsweg von der Lehrerperson angedacht ist und die Schilerinnen
durch gezielte Aufgabenstellungen dort hingeleitet werden. Offene Aufgaben hingegen sollen
den Lernenden die Moglichkeit bieten, frei und kreativ zu arbeiten und individuelle Ergebnisse
zu liefern. In diesem Sinn soll der ,neue”, moderne Mathematikunterricht den Schiilerlnnen
die Chance geben, sich in einem sicheren Umfeld erstmals mit dem Reflektieren von, und
Hantieren mit mathematischen Inhalten zu beschaftigen, ihre Ergebnisse vorzustellen, zu
erklaren und anderen Losungen und Losungswegen gegentiiberzustellen. AuBerdem gibt es die
Moglichkeiten Schiilerinnen in Einzel-, aber auch Partner- oder Gruppenarbeit agieren zu
lassen, was abgesehen von Abwechslung auch auf die Kommunikation innerhalb des
Klassenverbandes auBerhalb des Mathematikunterrichts eine positive Auswirkung haben
kann. Durch den Einsatz so unterschiedlicher Unterrichtsformen soll die Motivation der
Schilerlnnen gesteigert und deren aktive Lernzeit verlangert werden. Methoden offenen
Lernens sollen also verschiedene Funktionen erfillen. Sie sollen den Schilerinnen
ermoglichen Neues zu erkunden und erfinden, und zu lernen Kenntnisse zu gewinnnen, zu
sammeln und diese zu organisieren. Des Weiteren soll Kritik von Lehrpersonen und von
Schulkolleginnen als Motivation und als Starkung des Selbstvertrauens fir mathematisches

Arbeiten gesehen werden und durch Ubungs- und Vertiefungsphasen eventuelle, individuelle

10| Seite



Defizite aufgehoben werden. Ein besonderes Augenmerk sollte man als Lehrperson auf
schwachere Schilerlnnen vor allem in Partner- und Gruppenarbeiten werfen um zu
verhindern, dass sie mit dem selbststandigen Arbeiten an fiir sie schwierigen Inhalten
Uberfordert sind. Offenes Lernen kann aber vor allem auch den weniger Mathematik-
begabten Schilerlnnen zu Gute kommen, denn sie kdnnen von den verschiedenen Ideen und

Uberlegungen ihrer Kolleginnen profitieren.!

Fir das erfolgreiche Durchfiihren offenen Lernens sind einige Aspekte zu bericksichtigen.

2.2 Auf dem Weg zur richtigen Methode

Der erste Schritt zur Wahl von geeigneten Methoden ist, sich bewusst zu machen, welche Ziele
und Kompetenzen der Schiilerinnen man anstreben mdéchte. Dazu gehoren klarerweise die
fachlichen Kompetenzen, die die Schiler erhalten sollen, aber auch soziale und personale
Kompetenzen, wie Selbststandigkeit, Kooperation und Toleranz. Als Nachstes muss man die
Gegebenheiten innerhalb der Klasse, wie Schileranzahl, Vorwissen, Arbeitsmotivation,
Gewohnheiten etc. und der Schule, zum Beispiel mogliche Raumlichkeiten, mediale
Ausstattung, usw. beriicksichtigen. Sind diese Rahmenbedingungen geklart, muss sich die
Lehrperson entscheiden, welche Funktion die verwendete Methode haben soll. Sollen die
Schilerlnnen ein vollig neues Thema selbststandig erkunden, sollen sie ihre schon
erworbenen Kompetenzen an Ubungen anwenden oder vertiefen, sollen Inhalte gesammelt
und organisiert werden oder soll schon Bekanntes Uberpriift werden. Es existieren auch
verschiedene Arten von Sozialformen, die angewendet werden kénnen, dabei reichen die
Moglichkeiten, wie schon erwdhnt, von Lernen im Klassenverband lber Gruppen — und
Partnerarbeit bis hin zur Einzelarbeit. Ebenso ist zu beherzigen, wie sich die Aktivitat der
Schilerlnnen zeigen soll, also wie lange, in welcher Art und wie intensiv die aktive
Arbeitsphase ist, und wie viel Zeit fiir die Ubungen verwendet werden kann. Ein ebenfalls
durchaus wichtiger Aspekt ist, sich liber mogliche Schwierigkeiten in der Anwendung der
einzelnen Methoden im Klaren zu sein und schon praventiv Losungsvorschlage vorzubereiten.
Auch der Einsatz von Medien ist durchaus von Bedeutung und sorgt durch die zahlreichen
Optionen des Einsatzes fir eine Vielfalt im Unterricht. Diese reicht von der Verwendung von

Biichern und Schulblichern tiber das Arbeiten an der Tafel und mit Plakaten, Overhead - Folien

1vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 S.9-44), vgl.
(Barzel, Holzapfel und Leuder S.17-26), vgl. (Meyer S.27-41)
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und Prdsentationen Gber den Computer bis hin zur Tatigkeit in Computeralgebrasystemen.
Zudem soll die Lehrperson friih genug dariiber Bescheid wissen, welche Materialien und
Medien bendétigt werden. Darliber hinaus ist es unentbehrlich, sich Gedanken (iber die
Kontrolle der Aktivitat der Schilerlnnen und Uber die Ergebnissicherung zu machen. Diese
konnen durch das Beobachten der Lehrperson wahrend der Arbeitszeit passieren oder durch
abschlieBende Aufgaben, die die Schilerinnen erfiillen miissen. Dazu kénnen Prasentationen
und Vortrage lGber das Erlernte gehoren, Ausstellungen von Plakaten, Bildern oder Kurzfilmen,
das Schreiben von Protokollen, Diskussionen iber die erarbeiteten Themen, schriftliche oder
miindliche Zusammenfassungen der neuen Inhalte, oder ganz simpel passende
Hausaufgaben. Um den Uberblick tiber so viele Bereiche nicht zu verlieren, ist es bestimmt
sehr hilfreich, sich von Anfang an eine schriftliche Aufzeichnung dariiber zu machen, welche

Plane man verfolgt. 2

2.3 Positive Aspekte offenen Lernens und was zu bedenken ist

Sich von der alten, eintonigen Unterrichtsform ,Frontalunterricht” zu entfernen bietet den
Schilerlnnen und auch den Lehrerinnen eine viel abwechslungsreichere Art von Schule und
macht sie in vielen Momenten spannend und aufregend. Jedoch ist es auch wichtig, diese
moderne Art der Weiterbildung zu analysieren und kritisch zu hinterfragen. Als erstes mochte
ich Uber die Sicherung der Lerninhalte reflektieren. Wahrend im Frontalunterricht die
Lehrinhalte immer eindeutig von der Lehrperson bestimmt und vorgetragen werden, sind die
Schilerlnnen heute oft auf sich selbst gestellt und missen diese eigenstandig in eine fiir sie
passende Ordnung bringen. Das verursacht des Ofteren, dass sie den Uberblick verlieren und
nicht mehr klar erkennen konnen, welche Inhalte nun tatsachlich relevant sind und welche
nicht. Dies sollten Lehrpersonen unbedingt berlicksichtigen und versuchen, trotz offenem und
freiem Lernen eine aufbauende, libersichtliche Struktur in ihrem Unterricht zu bewahren, die
fiir alle Schiilerinnen deutlich erkennbar und nachvollziehbar ist. Als besonders positiv wiirde
ich die Moglichkeit des individuellen Lernens bewerten, die es den Schiilerinnen erlaubt, in
ihrer personlichen Geschwindigkeit zu arbeiten oder Vertiefungsiibungen auf ihre Bedirfnisse
abzustimmen. Allerdings konnen die unterschiedlichen Arbeitsgeschwindigkeiten und

Schwierigkeitsstufen auch zu Konflikten in der Klasse und im Unterricht fihren. Es soll also

2vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 5.27-43), vgl.
(Barzel, Holzapfel und Leuder S.86-132), vgl. (Meyer 172 - 180), vgl. (Bonsch und Kaiser s.23-27)
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immer daran gedacht werden, dass auch wirklich alle Schiilerinnen beschéftigt sind und, dass
schwachere Schilerlnnen wegen ihres geringeren Schwierigkeitslevels sozial nicht
benachteiligt werden. Auch Gruppen — und Partnerarbeiten haben ihre Pro und Contras.
Einerseits kdnnen Schiilerinnen durch Input, gemeinsames Nachdenken und Zusammenarbeit
mit ihren Kolleginnen profitieren und teils bessere Ergebnisse erzielen, andererseits muss
auch darauf geachtet werden, dass Einzelpersonen in der Gruppe nicht vollig inaktiv bleiben
und sich nur an den Errungenschaften ihrer Kolleginnen bereichern. AuBerdem muss immer
bedacht werden, dass bei Gruppenarbeiten meistens durch die rege Kommunikation
innerhalb der Klasse der Lautstarkepegel stark nach oben wandert, was erstens fiir die
Konzentration problematisch sein kann und zweitens auch fiir Lehrerinnen als beratende
Personen sehr unangenehm und hinderlich sein kann. Generell gilt, die Vielfalt der Methoden
stetig aufrecht zu erhalten, denn bei zu haufigem Wiederholen ein und derselben Methode
geht die Spannung und Motivation fiir die Unterrichtsform verloren. Dadurch wird zwar, und
das ist natirlich sehr erstrebenswert, ein sehr abwechslungsreicher Unterricht geboten, es
bedeutet allerdings auch einen auBerordentlich groReren Mehraufwand fiir die Lehrperson.
Die letzte Aussage soll das Bild von offenem Lernen auf keinen Fall ins Negative riicken, sie
soll und muss von Lehrerlnnen aber fiir die Unterrichtsplanung unbedingt beriicksichtigt

werden.3

3 Ein Auszug aus der Methodenvielfalt

Der Begriff ,Methode” kann sehr breit gefdchert interpretiert werden und reicht von kurzen
Unterrichtssequenzen bis hin zu langzeitigen Unterrichtsgestaltungen. AuBerdem kdnnen die
Methoden auch ineinander verschachtelt angewandt werden, zum Beispiel durch Verwenden
von einzelnen Unterrichtssequenzen in langfristigen Unterrichtsformen. Im Folgenden werde
ich diesbezliglich ganz unterschiedliche Methoden vorstellen, die spater die Basis fir den

Praxisteil meiner Arbeit bilden.

3.1 Aufgabenkartei

Die Schilerinnen missen in Einzel- oder Gruppenarbeit selbststindig Lern- und

Ubungsmaterial in Form von Lernkarteien fiir ein bestimmtes Thema verfassen. Das

3 vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und Il S.12-
28,S.74ff), vgl. (Wiechmann S.9-19, 5.58-60),vgl. (B6nsch und Kaiser S.23-27)
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ausgewahlte Thema wird aufgeteilt und die Lehrperson einigt sich mit den Schiilerinnen (iber
zu verwendende Literatur und Formate der Aufgaben. Dann arbeiten die einzelnen Personen
oder Gruppen an der Erstellung der Karteiblatter mit Lésungen, die nach einer Kontrolle von
der Lehrperson oder Vorstellung vor der Klasse in Kastchen gesammelt werden und fir die
gesamte Klasse als Ubungsmaterial zur Verfiigung stehen. Die Lernkarteien kénnen jederzeit
von den Schiilerinnen fiir Ubungszwecke verwendet werden oder iiberhaupt in Ubungsphasen
des Unterrichts eingebaut werden. Durch die selbststandige Erstellung von Aufgaben sind die
Schilerlnnen selbstredend dazu aufgefordert tiber das ausgewahlte mathematische Gebiet zu

reflektieren, was in Folge ein besseres Verstehen jenes Gebietes erzielt. 4

3.2 Experimentieren

Das Experimentieren ist eine gute Moglichkeit einen kleinen Einblick in die Arbeit der
Forschung zu bekommen. Durch eine geeignete Fragestellung der Lehrperson versuchen die
Schilerlnnen mit Partnerlnnen oder in Gruppen Forschungsarbeit zu betreiben und zu einem
zufriedenstellenden Ergebnis zu kommen. Dabei soll dokumentiert werden, welches
Experiment sie ausprobieren und welche Erkenntnisse sie daraus ziehen. Die Experimente
konnen dabei rein mathematisch sein, also etwa das Ausprobieren von Beispielen, es konnen
reale, mathematische Versuche ausgefihrt werden oder zu gewiinschten
aullermathematischen Erkenntnissen gearbeitet werden. Diese Methode hat natirlich vor
allem den Zweck des Erforschens und Erarbeitens neuen Wissens und weniger des Ubens von
Altem. Wenn es Schwierigkeiten bei der Ausarbeitung der Forschungsvorgange gibt, kdnnen
diese auch im Klassenverband besprochen und verglichen werden, um fir alle eine
bestmdgliche Forschungsbasis zu schaffen. Wichtig ist, den Schiilerinnen nahezubringen, dass
das Scheitern an einem Experiment nichts Negatives ist, und sie weiter zu ermutigen, neue
Wege zu versuchen und ihre Pliane gegebenenfalls anzupassen. Eine schriftliche
Dokumentation des Experiments ist sinnvoll, da die Schiilerlnnen sich danach orientieren

kénnen und auch bei eventuellen Adaptierungen tber ihre Arbeit reflektieren kénnen.®

Vvgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 S.60-63)
Vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 S.70-75)

14 |Seite



3.3 Knobelteam

Bei dieser Methode arbeiten die Schiilerinnen in Kleingruppen. Die erteilten Aufgaben
bestehen aus mehreren Bedingungen, wie zum Beispiel Eigenschaften von Zahlenpaaren,
Kérpern oder Funktionen, die die Schilerlnnen zum Problemlésen verwenden und erfiillen
mussen. Jede/r Schilerin erhélt die allgemeinen Regeln der Methode , Knobelteam®, den
Auftrag, der fiir die ganze Gruppe gleich ist und seine individuelle Bedingung fiir die Aufgabe.
Die Kleingruppen erarbeiten dann eine gemeinsame Losung fiir ihre erhaltenen Bedinungen,
die als Abschluss der Klasse prasentiert werden kann. Zu den Aufgaben gibt es im Regelfall
nicht nur eine einzige LOosung, was eine Diskussion innerhalb der Kleingruppen und
anschliefend auch im Klassenverband fordert. Idealerweise wird die Methode als Vertiefung
und Festigung von schon gelerntem Inhalt verwendet. Um einen héheren Schwierigkeitsgrad
zu erreichen, kann man auch mit allen ausgeteilten Bedingungen experimentieren und

versuchen so viele Bedingungen wie moglich fur eine Lésung zu verwenden.®

3.4 Ich-Du-Wir

Die ,Ich-Du-Wir“ Methode konfrontiert die Schillerinnen mit noch unbekannten Aufgaben,
die sie zuerst in Einzelarbeit zu l6sen versuchen sollen, dann mit einem Partner besprechen
und schlussendlich in der Klasse reflektieren. Der Vorteil an dieser Methode ist, dass sie den
Schilerlnnen zunachst den notwendigen Raum bietet, um sich selbststandig und alleine
Gedanken Uber die gestellte Aufgabe zu machen. Erst dann werden die Ergebnisse mit den
Partnern verglichen, was als Horizonterweiterung gesehen werden soll. Es geht bei dieser
Methode keinesfalls um Fehlervermeidung, sondern vorwiegend darum, der Kreativitat in der
Mathematik freien Lauf zu lassen. Wenn sich die Partner auf eine Version geeinigt haben,

werden die Ideen im Plenum diskutiert und man einigt sich auf eine gemeinsame Ldsung.”

bVgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 115.124-127)
7Vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 5.118-123)
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3.5 Mathe-Panini — Sammelalbum

Das Mathe-Panini ist das fir den Unterricht angepasste Aufkleber-Sammelalbum, wobei die
Schilerlnnen anstatt Aufkleber zu sammeln und zu tauschen, mit dem Verstehen von
mathematischen Begriffen spielen. Auf einem Blatt werden von den Schiilerinnen Begriffe in
Kastchen eingetragen, von denen sie Uberzeugt sind, sie erklaren zu kénnen. Um die leer
gebliebenen Felder zu fillen, missen die Schiilerinnen Begriffe mit ihren Mitschilerlnnen
tauschen, indem sie sich noch nicht eingetragene Begriffe gegenseitig erklaren. Wenn der
Begriff verstanden wurde, darf der/die Schiilerin ihn in ihr Mathe-Panini eintragen. Die
Schilerlnnen mussen in der nachsten Tauschrunde in der Lage sein, auch den neuen Begriff
an andere weiterzugeben. Anstatt die Begriffe zu erkldaren, kann die Lehrperson auch
zusammenpassende Kartensadtze in KlassengroBe, jedoch vermischt austeilen, die die
Schilerlnnen untereinander tauschen miissen, sodass am Schluss jeder den gleichen
Kartensatz erhélt. Danach sollen die Kartensatze sortiert werden und zusammenpassende
Begriffe gefunden und als solche markiert werden. Abschliefend miissen die Schiilerinnen die
passenden Kartensatze einkleben und/oder ihre Ergebnisse aufschreiben. Ein besonderer
Vorteil an dem gegenseitigen Erklaren der Begriffe ist, dass die Schiilerinnen neben der

Erweiterung ihres Wissens auch Gben iber Mathematik zu sprechen.®

3.6 Poster

Das Entwerfen eines Posters bietet den Schiilerinnen die Moglichkeit sich in ihrer Kreativitat
auszuleben. Durch das personliche Gestalten von mathematischem Inhalt soll das Erlernte
vertieft und gefestigt werden. In den meisten Fallen werden Poster von mehreren Gruppen
gestaltet, die dann im Klassenraum oder im Schulgebaude aufgehangt werden. Sind die Poster
in der Klasse sichtbar, so konnen sie als Hilfestellung fiir den Unterricht verwendet werden
und durch ihre Prasenz eventuellen Wissensliicken entgegenwirken. Die Erstellung eines
Posters kann einerseits als Ergebnissicherung einer anderen Methode dienen oder auch als

eigenstindige Unterrichtssequenz angewendet werden.®

8Vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 S.136-141)
Vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 1)
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3.7 Projektarbeit

Die Projektarbeit ist eine Uber langere Zeit angesiedelte Methode, die sogar
facheriibergreifend angewendet werden kann. Es soll dabei von den Schiilerinnen ein Produkt
geplant und erstellt werden, flir das zumindest subjektiv gesehen eine Verwendbarkeit
gefunden wird. Durch das Arbeiten an einer realen, authentischen und auf ihre Interessen
bezogene Aufgabe, soll die Motivation der Schiilerinnen gestdrkt werden. Sie sollen
selbstandigkeitsorientiert arbeiten und von einer Zusammenarbeit als Gruppe und den
individuellen Starken der Beteiligten profitieren, was wiederum die Teamarbeit und die
Klassengemeinschaft bestdarkt. Das Arbeiten an Projekten erzielt eine sehr
abwechslungsreiche und vielfaltige Betatigung, die alle Sinne beinhaltet. Fiir die Umsetzung
sind mehrere Phasen notwendig:

In der Initiativphase bespricht die Lehrperson gemeinsam mit den Schilerinnen mogliche
Vorschldage und einigt sich auf ein konkretes Projekt. Darauf folgend werden notwendige
Informationen, wie notiges Fachwissen, eventuelle facheriibergreifende Zusammenarbeit,
erforderliches Material, etc. gesammelt, um das Projekt zu realisieren. Dafiir kann von der
Klasse eine Mind- Map erstellt werden, auf die im besten Fall auch spater noch zurilickgegriffen
werden kann. Nun folgt die Planungsphase, in der formale Ablaufe besprochen werden und
die zum Bau des Produkts erforderlichen Inhalte erarbeitet werden. Nach diesem
theoretischen Teil des Projekts wird die praktische Realisation des Produkts vollzogen.
Eventuelle, wahrend der Bewerkstelligung auftretende Komplikationen oder Veranderungen
kénnen durch Uberarbeitungen der Planung angepasst werden. Wenn das Produkt
fertiggestellt wurde, wird es begutachtet und die bisherige Durchfiihrung reflektiert. Wichtig
ist, dass dies keine abschlieBende Phase sein soll, sondern eine Moglichkeit fiir Anregungen
und eventuelle Nachbesserungen bieten soll, denn das erzielte Ergebnis soll unbedingt ein
positives, fertiges Projekt sein. Eine Prasentation des fertigen Produkts schlieBt die
Projektarbeit ab. Die angefertigten Produkte kénnen zum Beispiel als Dekorationsobjekte in

der Schule ausgestellt oder bei Schulfesten verkauft werden.©

10vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 5.174-179),
vgl. (PeterRen S.238-248)

17 | Seite



3.8 Ratsel

Ratsel sind im Unterricht immer wieder eine willkommene Abwechslung fiir die Schiilerinnen.
Sie lassen sich beispielsweise optimal als Wahlaufgaben bei der Freiarbeit oder im
Stationenzirkel einsetzen. Die Art der Ratsel ist dabei sehr flexibel, von Liickentexten Uber
Logikratsel bis hin zu Kreuzwortratseln und Scherzfragen ist alles erlaubt. Wichtig ist, dass den

Schilerinnen Lerninhalte auf witzige und ansprechende Art und Weise prasentiert wird.*!

3.9 Redaktion

Die Lehrperson erteilt eine konkrete Aufgabe zu der jede/jeder Schulerln ein Schriftstiick
erstellen muss. Dies kann in Form eines Merksatzes, eines kurzen reflektierenden Textes,
personlicher Uberlegungen, einer inhaltlichen Zusammenfassung oder als mathematische
Losung verfasst werden. Diese Schriftstiicke werden dann in Kleingruppen reflektiert und es
wird entweder ein aus den verschiedenen Einzelarbeiten zusammengesetztes, gemeinsames
Dokument oder zumindest verbesserte Versionen der Einzelbeitrage erstellt. Die Idee
dahinter ist, abgesehen von der Reflexion der Schiilerinnen Uber das Thema, sich davon zu
trennen, dass eine Korrektur ausschlieflich von der Lehrperson durchgefiihrt werden muss.
Durch das Korrigieren der eigenen Texte, lernen die Schiilernnen, welche Kriterien fiir eine
gute Arbeit maRgeblich sind. Die Verbesserung der Texte kann auch in Stillarbeit von

Einzelpersonen oder als Partnerarbeit ausgeiibt werden.!?

3.10 Sammeln — Ordnen — Strukturieren

Mithilfe von Mind Mapping oder Clustering konnen Begriffe zu bestimmten Themen
gesammelt und geordnet werden. Dabei verfassen (iblicherweise alle Schiilerinnen ihre
eigenen Uberlegungen, die dann im Klassenverband in einem Netz — einer Mind-Map- sortiert
werden. Somit wird eine Ubersicht Giber Thema, Themenbereiche, das Wissen oder Vorwissen

der Schiilerlnnen erstellt. 13

Eine andere Art und Weise Ideen zu sortieren bietet das Arbeiten mit sogenannten Placemats.
Die Klasse wird in Vierergruppen geteilt, jede Gruppe erhélt von der Lehrperson ein eigenes

Placemat, also ein grolRes Blatt Papier. Das wird so unterteilt, dass jedes Gruppenmitglied

1 vgl. (PeterRen S.252)

12ygl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11'S.180-183)
13vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 5.184-191),
vgl. (PeterBen 206f.)
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einen eigenen Bereich am Blattrand besitzt, auf dem die personlichen Ideen und Notizen zum
angegebenen Thema Platz finden. Danach wird das Blatt so oft gedreht, bis jeder und jede alle
Beitrage gelesen hat um anschlieRend in der Gruppe zu besprechen, was die wesentlichen und
gemeinsamen Vorstellungen und Uberlegungen sind. Diese werden in der Mitte des Placemats
verstandlich formuliert und der Klasse gezeigt. Das Besondere daran ist, dass die Notizen von
den Mitschiilerinnen verstanden werden sollen, ohne, dass eine Erklarung der Verfasserinnen
notwendig ist. Dies bezweckt, dass die Schilerlnnen gut tberlegen miissen, wie sie ihre

Gedanken verstindlich formulieren kénnen.14

3.11 Spiele

In der Schule zu spielen bietet eine Gelegenheit, gleichzeitig den Unterricht aufzulockern und
zu lernen. Dabei kann man zwischen Spielen zur Erarbeitung neuer Themen und als
Ubungszwecke unterscheiden. Als Erarbeitung neuer Lerninhalte sollen die Schiilerlnnen tiber
die Spielzeit hinweg Strategien entwickeln und mathematische Strukturen erkennen. Diese
werden dann in Gruppenarbeit oder im Klassenverband analysiert und bei einer
abschlieBenden Spielrunde verifiziert. Fiir Ubungszwecke ist das Spielen eine attraktive
Alternative zu altbekannten Ubungszetteln. Zusitzlich zum Festigen und Vertiefen der
Kompetenzen, werden auch soziale Aspekte, wie Kommunikation und Teamgeist positiv
beeinflusst. Der Ablauf erfolgt im Allgemeinen folgendermaBen: Zunachst werden die
Spielregeln fiir alle Beteiligten festgelegt und bei Bedarf erklart, wie der Ablauf des Spiels
funktioniert. Dabei kénnen vollig neue Spiele erfunden werden oder auch auf bekannte, wie

Memory, Domino, oder Tabu zuriickgegriffen werden.
Im Folgenden exemplarisch ein Auszug dazu:
Mathe-Quiz

Fur das Mathe — Quiz, das ahnlich wie die Fernsehshows funktionieren soll, werden zunachst
klassenintern die Regeln fiir das Spiel vereinbart. Dabei wird besprochen, wer der Quizmaster
sein soll, ob allein, paarweise oder in Gruppen geraten werden soll, ob es Joker gibt und so

weiter. Die Schilerlnnen erstellen selbststindig die Fragen und geben auch mogliche

14 vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 5.152-155)
15vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 S.64-69,228-
239) vgl. (PeterRen S.269-271), vgl.S. (Meyer S. 342-348)
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Antworten an. Danach wird gespielt. Falsch beantwortete und schlecht formulierte Fragen
werden gesammelt und nach dem Quiz gemeinsam analysiert. Optimal ist diese Methode als

Zusammenfassung eines Kapitels einsetzbar und fiir Uberpriifung von Grundkompetenzen.®

3.12 Stationenzirkel, Lernwerkstatt

Die Idee dieser Methode kommt von dem aus dem Sportbereich bekannten Zirkeltraining. Bei
einem Stationenzirkel im Unterricht bearbeiten die Schilerlnnen in einer vorgegeben
Gesamtzeit mehrere, in sich geschlossene Einzelstationen, deren Reihenfolge frei wahlbar ist.
Zieht sich der Stationenzirkel Uber langere Zeit hinweg, so nennt man ihn auch Lernwerkstatt.
Der Zirkel kann aus Pflicht- und Wahlstationen bestehen und soll in allen Aspekten, wie
Sozialform, Schwierigkeitsgrad, Art der Handlung, usw. moglichst abwechslungsreich gestaltet
sein. Es gibt die Moglichkeit, die Standorte der Stationen zu fixieren und die Schilerlnnen
,wandern” zu lassen oder auch umgekehrt. Lasst man die Schiilerinnen zwischen den Station
wechseln, so kann man den Vorteil daraus ziehen, dass sich immer wieder neue Schiiler-
Konstellationen flr Partner — und Gruppenarbeiten kreieren. Man kann diese Methode
sowohl als méglichen Einstieg und Erarbeitung eines Themas oder auch fiir Ubungszwecke
eines schon bekannten Themas anwenden. Wichtig ist dabei, dass fir die Lehrperson die
Lernziele des Zirkels eindeutig sind und sie durch die Gesamtheit der Einzelaufgaben
abgedeckt werden. Wenn die Schiilerinnen noch nicht an diese Methode gewd6hnt sind, ist es
durchaus vorteilhaft, schon vorweg gemeinsam Regeln Uber Verhalten und Arbeitsweise
wahrend des Stationenzirkels aufzustellen. Dazu gehort zum Beispiel, dass die Schilerinnen
zundchst moglichst selbststandig arbeiten sollen und im Falle von Fragen ihre Kolleginnen zu
Rate ziehen bevor sie sich an die Lehrperson wenden. AuRBerdem soll tiber die Organisation
des Zirkels Klarheit geschaffen werden, was etwa mit Hilfe eines Handzettels erfolgen kann.
Darauf wird eine kurze Auskunft zu Art der Sozialform, des Handelns, des Themas etc. tber
die Einzelstationen gegeben und die Schiilerinnen kdnnen wahrend der Durchfiihrung der
Methode leichter den Uberblick tber die schon bearbeiteten und noch ausstindigen
Aufgaben bewahren. Man kann auch die Kategorien ,Dauer der Aufgabe” und
»Schwierigkeitsgrad” hinzufligen, sollte diese Angaben jedoch nur recht grob festlegen, da sie
individuell sehr unterschiedlich wahrgenommen werden. Um zu groRe Ansammlungen an

Einzelstationen zu vermeiden, kann man ,,Stationentickets” einflihren. Jede Station bekommt

16 y/gl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 5.142-147)
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dann eine Nummer, Farbe oder ein Symbol und eine bestimmte Anzahl an zugehérigen
Tickets, die an einem gemeinsamen Standort im Raum aufliegen. Entscheidet sich ein/e
Schilerln flr eine Station, so holt er/sie sich das entsprechende Ticket und bringt es nach der
Austibung der Aufgabe wieder zurilick. Ist kein Ticket mehr verfligbar, so muss der/die
Schiilern auf eine andere Station mit noch freien Pldtzen ausweichen. Fur die
Ergebnissicherung eignet sich bei Zirkeln zur Erarbeitung neuer Inhalte zum Beispiel eine
Selbstlberprifung der angestrebten Kompetenzen, ein schon vorab angekiindigter
Abschlusstest, die Prdsentation der wichtigsten Ergebnisse von einzelnen Gruppen, das
Entwerfen von Postern, eine Besprechung im Klassenverband oder ein abschlieRendes
Arbeitsblatt. Bei Stationenzirkeln, die als Ubungsméglichkeit dienen, kénnen ebenfalls
Selbstkontrollen oder Kontrollen der Lehrperson angewendet werden, oder man kann die
Schilerlnnen ein Lerntagebuch erstellen lassen, in dem sie ihre Lernfortschritte und mogliche

Schwierigkeiten und Fragen dokumentieren sollen.?’

Die Freiarbeit oder der Wochenplan verfolgen ein dhnliches Konzept. Dabei wird {iber einen
langeren Zeitraum offenes Lernen betrieben. Die Schiilerinnen entscheiden vollig frei, was sie
wann machen wollen und in welcher Reihenfolge. Normalerweise gibt es Aufgaben zu
mehreren Themen und zu verschiedenen Phasen der Erfassung der jeweiligen Themen. Die
Uberpriifung der Aufgaben soll von den Schiilerinnen méglichst selbststindig durchgefiihrt
werden. Die Methode Wochenplan zieht sich in der Regel liber mehrere Wochen hinweg,
dabei wird den Lernenden jedoch vorgegeben, welche Ubungen sie innerhalb einer

bestimmten Woche bearbeiten miissen. 18

Teil II: Vektorrechnung in der Sekundarstufe |l

4 Didaktik der Vektorrechnung

In diesem Kapitel gehe ich darauf ein, welche Modelle der Didaktik der Vektorrechnung
existieren, welche Zusammenhange es zwischen ihnen gibt, wie man mit Vektoren rechnet
und ich werde ein Modell vorstellen, das die beiden sehr unterschiedlichen Interpretationen

von Vektoren verbindet. Ich mochte zuerst damit beginnen, das arithmetische Modell

17 vgl. (Wiechmann S.58-71), vgl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die
Sekundarstufe | und 11 5.198-207)

18ygl. (Barzel, Biichter und Leuders, Mathematik Methodik; Handbuch fiir die Sekundarstufe | und 11 5.76-83), vgl.
(Wiechmann S.72-82)
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vorzustellen und mich danach auf das geometrische Modell mit den Pfeilklassen
konzentrieren. AuBerdem stelle ich ein Modell vor, das die beiden Interpretationen verbindet

und das meines Erachtens fiir den Schulunterricht duBert geeignet ist.

4.1 Das arithmetische Modell

Im Alltag begegnen wir oft Sachverhalten, die nicht aus einzelnen Zahlangaben, sondern aus
zwei, drei oder aus ganzen Listen davon bestehen. Ich denke hier an Stickzahlen von
Lagerbestanden, Gehalter von Mitarbeitern, Arbeitszeiten mehrerer Tage oder Kosten
mehrerer Produkte um nur einige Beispiele zu nennen. Die Idee des arithmetischen Modells
ist, diese einzelnen Zahlen in Zahlenpaare, -tripel oder -tupel zu verwandeln, um die
Problemsituationen Ubersichtlicher zu gestalten. Diese Zahlenpaare, -tripel und -tupel werden

Vektoren in R?, R3 und R" genannt.*®

Als ein sehr interessantes Beispiel zu Vektoren als Zahlentripel erweist sich das RGB — Modell,
die Farbzusammenstellung fiir Fernsehbilder und Bilder auf Monitoren, das, wie schon durch
seinen Name hingedeutet wird, auf den drei Farben Rot, Griin und Blau basiert. Die Farbe

jedes (auch noch so kleinen) Lichtpunktes auf einem elektronischen Gerat wird durch diese

r

drei Grundfarben erzeugt und durch ein Tripel <g> dargestellt. Die Komposition der drei
b

Komponenten in einer je individuellen Lichtintensitat ermdoglicht das Entstehen verschiedener
neuer Farben. Die Lichtintensitat wird in 256 Werte eingeteilt, wobei diese Werte entweder
natirliche Zahlen von 0 bis 255 oder rationale Zahlen im Intervall [0,1] annehmen. Mdchte

man zum Beispiel die Farbe schwarz durch so ein Zahlentripel beschreiben, so sdhe das

0
folgendermaRen aus (0) Schwarz wird als Grundzustand angenommen, also die
0

Lichtintensitat aller drei Basisfarben ist 0. Die hellst mogliche

Farbkombination hingegen ist die Farbe Weifs. Daflr wird die

255
starkste Lichtintensitat fir alle 3 Komponenten verwendet (255)
255

1
oder (1) Im Folgenden verwende ich die Version der Lichtstirke Abbildung 1 RGB  Modell
1

1% vgl. (Malle, Von Koordinaten zu Vektoren S.5f), vgl. (Malle, Neue Wege in der Vektorgeometrie S.11f), vgl.
(Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.100)
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als rationale Zahl zwischen 0 und 1. Kombiniert man nur zwei Komponenten mit jeweils

starkster Lichtintensitat 1, so erhadlt man die Farbe Gelb aus den Komponenten Griin und Rot,

1 1 0
also <1), Magenta aus Rot und Blau (O) und Cyan aus Griin und Blau (1).20
0 1 1

Allgemein betrachtet, lautet die Definition derartiger Zahlentupel so:

X1
LUnter einem n-Tupel reeller Zahlen versteht man eine geordnete Liste

xn
mit x4, X3, ..., X, € R. Die Zahlen x4,x,, ...,x, heiflen Komponenten dieses n-Tupels. Die

Menge aller n-Tupel reeller Zahlen wird mit R™ bezeichnet. Dabei handelt es sich um das n-

RXRX..XR,,,

fache Mengenprodukt ~
X1 V1
- X -
Die Zahlentupel werden dann in der Praxis z.B. durch ¥ = [ 7 | odery = y:z angegeben.??
le :Vn

Die Addition von n-Tupel

,Als Summe der n-Tupel X und y bezeichnet man das n-Tupel, welches durch Addition der

X1+ Y1

. - - - - x + "
einander entsprechenden Komponenten von x und y entsteht: X + y = 2 . Y2 23

Die Addition von n-Tupeln
e istkommutativX+ y =7y + X,
e istassoziativ(X+ y)+Z =X+ (J + 2),
e Dbesitzt ein Null-Element X + ¢ = X

e und ein inverses Element X + (—X) = 0.

20 y/gl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.101f)
21 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.103)
22 y/gl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.103)
23 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.103)
24y/gl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.104)
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Die skalare Multiplikation von n-Tupel

LAls Produkt des n-Tupels X mit einer reellen Zahl A wird das n-Tupel bezeichnet, das durch
Axq
Multiplikation jeder Komponente von X mit A entsteht: A - X = /bfz .25
Ax,
Fir die skalare Multiplikation gilt:
e esgibtein Eins-Element 1 X = X,
e sieistassoziativ(d-pu)-X = A (u-X), wobei A,u reelle Zahlen sind,

e unddistributivA- (X +y) =A-X+A-yund(A4+pu) - Xx=1-X+pu-xfirk, peR.?®

4.2 Das geometrische Modell

Beim geometrischen Modell von Vektoren geht es darum, Vektoren als Pfeile darzustellen, die
zum Beispiel Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, Krafte oder Verschiebungen
charakterisieren kénnen. Die geometrische Darstellung von Vektoren kann helfen, das Losen
von Problemen durch ihre Veranschaulichung mittels Pfeilen zu erleichtern. Die wesentlichen
Aspekte der Beschreibung derartiger Pfeile sind ihre Liange, Richtung und Orientierung,

wihrend ihre Positionierung hingegen variabel ist.?’
Betrachten wir exemplarisch folgenden Sachverhalt aus der Physik:

Ein Boot Uberquert mit einer Geschwindigkeit v; einen Fluss, dessen Strémung durch die
Geschwindigkeit 7, dargestelltist. Von Interesse ist nun, mit welcher Geschwindigkeit sich das
Boot tatsachlich fortbewegt. Mit Hilfe einer entsprechenden Grafik kann die Problematik gut

veranschaulicht werden.

%5 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.103)

26ygl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.104)

27ygl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.86ff), vgl. (Vohns S.157-159), vgl.
(Tietze, Klika und Wolpers S. 168)
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Die Geschwindigkeiten des Bootes v; und der Strémung

v,
2
des Flusses v, kdnnen graphisch durch Pfeile beschrieben
——— . N
- — . werden. Die Positionen von v; und v, kdnnen beliebig
Vi 4 V, —=

gewihlt werden, sie kénnen, wie man beiv, in der
Abbildung sieht, sogar an mehreren Stellen positioniert

werden. Wichtig ist dabei, dass alle 7; und v, jeweils

Abbildung 2 Beispiel zu Geschwindigkeit . . . . . . .
gleich lang, gerichtet und orientiert sind. Nun wird einer

dieser Pfeile v, an die Spitze einer dieser Pfeile V; geheftet. Die gesuchte Geschwindigkeit
¥ wird durch jenen neuen Pfeil dargestellt, der vom Anfangspunkt des Pfeils v; zur Spitze des
Pfeils v, fuhrt. Es entsteht ein rechtwinkeliges Dreieck, das es erméglicht, die Geschwindigkeit
¥ mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes iber die Lingen der bekannten Pfeile v; und v, zu

berechnen.?8

Bisher wurde immer der Begriff Pfeile verwendet, obwohl es sich praziser ausgedriickt um
Pfeilklassen handelt. Das sind Mengen von Pfeilen, die gleichwertige oder dquivalente Pfeile
zusammenfassen. Dazu wird eine sogenannte Relation verwendet, die die Pfeile zueinander

in Beziehung stellt.?®

»Zwei Pfeile AB und CD heifSen , parallelgleich”, falls sie gleich lang und gleichsinnig parallel

sind, d.h. wenn gilt:

i.  Die Abstidnde zwischen Anfangs- und Endpunkt sind bei beiden Pfeilen gleich:
|AB| = |CD|;

ii. ~ Die Geraden, denen die beiden Pfeile angehéren, sind parallel: AB||CD;

ii.  Die Pfeile AB und CDsind gleich orientiert.“3°
Umgangssprachlich kénnte man die gleiche Orientierung so formulieren, dass ,die

Spitzen der Pfeile in dieselbe Richtung zeigen®.3?

In der Mathematik ist eine Relation nur dann eine Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv,

symmetrisch und transitiv ist. Deshalb muss fiir die Relation parallelgleich gelten:

28 \/gl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.86)

2 vgl. (Malle, Ein didaktisch orientiertes Vektorkonzept S.80ff), vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra.
Linearisieren und Koordinatisieren 86-91)

30 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.89)

31 (Farkas)
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e Jeder Pfeil ist zu sich selbst parallelgleich (Reflexivitt). “*?

Laut Definition von parallelgleich ist jeder Pfeil trivialerweise gleich lang wie er selbst
und gleich orientiert wie er selbst. Ein Pfeil ist identisch mit sich selbst und somit

parallel, weil identisch auch parallel impliziert. 33

e Ist ein Pfeil AB parallelgleich zu einem Pfeil C—D), so ist quch CD parallelgleich zu AB

(Symmetrie). >4

Da die drei Kriterien Gleichheit in Lange, Richtung und Orientierung symmetrische
Relationen sind, folgt unmittelbar daraus, dass auch parallelgleich eine symmetrische

Relation ist.3*

o Ist ein Pfeil AB parallelgleich zu einem Pfeil CDund CD parallelgleich zu einem

Pfeil EF, so ist ABparallelgleich zu EF (Transitivitdt).3°

Aus Abbildung 2 ist leicht nachzuvollziehen, dass auch die Transitivitdt der Relation
parallelgleich gegeben ist. Ist ﬁgleich lang, gleich B /D F
gerichtet und gleich orientiert wie CD und CD A/ C E/
gleich lang, gleich gerichtet und gleich orientiert

. . Abbildung 3 Transitivitédt
wie EF, dann ist AB auch gleich lang, gleich

gerichtet und gleich orientiert wie EF. 3

Im obigen Beispiel mit dem Boot, das den Fluss {iberquert entsprechen die Pfeile v; und v,
Pfeilklassen, deren Pfeile alle gleich lang, gleich gerichtet und gleich orientiert sind. Die beiden
konkreten gezeichneten Pfeile 7; undv,, die verwendet werden, um das rechtwinkelige
Dreieck aufzuspannen, werden Reprisentanten ihrer Pfeilklassen v; undv, genannt. Auch

alle weiteren Pfeile v, in Abbildung 2 sind Reprisentanten der Pfeilklasse v,.

32 (Filler und Henn, Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-Geometrisch
veranschaulichen und anwenden S.94)

33 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.88f)

34 (Filler und Henn, Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-Geometrisch
veranschaulichen und anwenden S.94)

35 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.89)

36 (Filler und Henn, Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-Geometrisch
veranschaulichen und anwenden S.94)

37vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.89)
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Etwas verwirrend ist die gleiche Bezeichnung von Pfeilklassen, nennen wir sie zum Beispiel 1,
und deren Reprdsentanten 1. Wenn man aber bedenkt, dass U als Reprdsentant genau die
zugehorige Pfeilklasse 1 wiedergibt, kann man sich schon mit der gleichen Bezeichnung

anfreunden .38

Die Addition von Pfeilklassen

Es seien % und ¥ Pfeilklassen sowie AB € 7 und BC € ¥ Reprdsentanten dieser Pfeilklassen
(welche so gewdhlt sind, dass der Anfangspunkt des Reprdsentanten von v gleich dem

Endpunkt des Représentanten von 1 ist). Als Summe der Pfeilklassen U und ¥ wird die
Pfeilklasse bezeichnet, welche den Pfeil AC als einen Représentanten besitzt. Man schreibt U +
1}’. 39
B
i C
\17‘
A

Abbildung 4 Addition von Pfeilklassen

<}
+
<i

Um tatsachlich von einer Rechenoperation sprechen zu kénnen, muss das Bilden der
geometrischen Summe zweier beliebiger Pfeilklassen immer realisierbar sein. Das ist es auch,
da die Reprasentanten beliebiger Pfeilklassen immer so gewahlt werden kénnen, dass ihre
Positionierung fir die geometrische Summe (gemeint ist das Anfligen des zweiten
Reprasentanten an die Spitze des ersten) geeignet ist. Aullerdem gilt, dass alle neuen Pfeile,
die aus der Summe beliebig gewihlter Reprdsentanten von U und v entstehen,

Reprasentanten derselben neuen Pfeilklasse sind.*°

Wenn wir wieder an das Boot-Beispiel denken, dann heif3t das, dass es fiir die Berechnung der
tatsachlichen Geschwindigkeit des Bootes keine Bedeutung hat, an welcher Stelle des
Flussufers das Boot seine Fahrt antritt und an welcher Stelle der Uberfahrt die Berechnung

der Geschwindigkeit mit Einfluss der Stromung stattfindet.

Fiir die Addition von Pfeilklassen gelten folgende Rechenregeln:

38 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.90)
39 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren 5.91)
40ygl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.91ff)
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e Kommutativitat: v C

B
Fiir beliebige Pfeilklassen U und v gilt: /fi'
7 /!
Uu+v=v+u# u /
— D
4 vV
e Assoziativitat: Abbildung 5 Kommutativitdt
Fiir beliebige Pfeilklassen u, v und w gilt B A D
u/ = -
v w
U+v)+w=u+ @ +w)r? A C

Abbildung 6 Assoziativitdt
e Nullpfeilklasse:

Es existiert eine Pfeilklasse 0, so dass fiir jede Pfeilklasse U gilt =
i+ 5= us
-
e Entgegengesetze Pfeilklasse:
Zu jeder Pfeilklasse U existiert eine Pfeilklasse —u mit
U+ (_ﬂ) = 0.4 Abbildung 7 Entgegengesetzte Pfeilklassen

Die skalare Multiplikation von Pfeilklassen

,Es seien U eine Pfeilklasse der Ebene oder des Raumes mit einem Reprdsentanten AB sowie A

eine reelle Zahl. Als Produkt A - U der Pfeilklasse U mit der Zahl A bezeichnet man die Pfeilklasse

die durch den Pfeil ACmit folgenden Eigenschaften reprdsentiert wird:

o |AC| = |A]-|AB]|,
e falls A > 0 ist, so gehért C dem Strahl AB und fiir A<O dem zu AB entgegengesetzten
Strahl an.

(Fir A=0ist A - u wegen |AC| = || - |AB| = 0 die Nullpfeilklasse.)“**

A=2 A=0,6 r=-15 _ B
B B y{
y ﬁ'-/ A
A A7

Abbildung 8 Multiplikation mit reellen Zahlen

41 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren $.93)
42 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren 5.93)
3 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren 5.93)
4 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren 5.93)
4 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.95)
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Das bedeutet, es handelt sich bei der Multiplikation einer Pfeilklasse mit einer reellen Zahl um
eine Veranderung der Lange der Pfeilklasse. Man nennt diese Art der Multiplikation auch

skalare Multiplikation.*¢

Wiederum gibt es einige Rechenregeln, die fur die Multiplikation von Pfeilklassen mit reellen

Zahlen gelten:

e Existenz eines neutralen Elements bzgl. der Multiplikation:
,Fiir beliebige Pfeilklassen u gilt: 1 - U = U .
e Assoziativitat:
Fiir beliebige Pfeilklassen U und beliebige A, € Rgilt (A-p)-u = A+ (u-u).

e 1. Distributivgesetz:
Fiir beliebige Pfeilklassen U, U und beliebige A € Rgilt A- (U + V)= A U+ A-D.
e 2. Distributivgesetz:
Fiir beliebige Pfeilklassen U und beliebige A,y € Rgilt A+ p)-u= A-d+pu-u. “

Interessant ist hier die unterschiedliche Rolle der Zeichen ,,-“ und ,,+“. Wahrend es sich bei A -
p um ein Produkt zwei reeller Zahlen handelt, steht ,,-“in u - 1 fiir das Produkt einer Pfeilklasse
mit einer reellen Zahl. Ahnlich verhélt es sich mit den Ausdriicken und A + y, der die Summe
zweier reeller Zahlen, und U+ 7 undA-u + A- v, die die Summen zweier Pfeilklassen

beschreiben.*8
Ortsvektoren

In manchen Schulbiichern wird fiir die Addition eines Vektors zu einem Punkt keine speziell
definierte ,Punkt-Vektor-Addition” eingefiihrt, sie wird hingegen Uber die Addition zweier
Vektoren erklart. Dafiir wird ein Punkt P als Ortsvektor OP beschrieben, der vom Ursprung

zum Punkt P im Koordinatensystem fiihrt. Seine Koordinaten sind genau die des Punktes P,

denn OP = (plzo) = (pl) in der Ebene und analog OP = 5;:8 = (.| im Raum. Die
p2—0 P2 a0 s

46 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.95f)
47 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren 5.96)
48 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.96ff)
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Addition eines Punktes mit einem Vektor wird somit zur Addition eines Ortsvektors mit einem

weiteren Vektor. Ein Spezialfall der Ortsvektoren ist der Nullvektor 5, der sozusagen vom

0
Ursprung zum Ursprung zeigt. 0 = (8:8 = (8) und 0 = (8:8) = (0) 49
0-0
0

4.3 Zusammenfiuhrung von Pfeilklassen und Zahlentupel

Es ist schon aus der Sekundarstufe | bekannt, dass beliebigen Punkten in einem

Koordinatensystem Koordinaten zugeordnet werden kdnnen. Diese Punkte kénnen durch

Zhk
D y"yD 7 “f
Vet P
Yel
C X, Xy
Xo X X | x
Vet B
Zot
Yat A ) C

Abbildung 9 Pfeilklassen und Koordinaten

Pfeile verbunden werden und man sagt, die Pfeile verlaufen von einem Anfangs- zu einem
Endpunkt, exemplarisch AB verliuft vom Anfangspunkt A zum Endpunkt B. Alle Pfeile, deren
Koordinatendifferenzen bezliglich der x-, y- (und z-)Achse gleich sind, gehoren derselben
Pfeilklasse an. Also zwei Pfeile AB und CD heiRen parallelgleich, wenn ,xg — x4 = xp — x,
und yg — ¥4 = Vp — Y (und im Raum zg — z4, = zp — z.)“*. Ahnlich verhilt es sich mit der
Verbindung zwischen arithmetischen Zahlentupel und Pfeilklassen. Fir Zahlenpaare und
Zahlentripel sind Pfeilklassen sozusagen ihre geometrische Veranschaulichung in der Ebene
oder im Raum. Nehmen wir an, ein Zahlenpaar — oder tripel p wird in einem
Koordinatensystem als Punkt P(x|y) bzw. P(x|y|z) eingetragen, so verlauft der zugehorige Pfeil
vom Koordinatenursprung zum Endpunkt P und die zugehérige Pfeilklasse lautet p =

o — 0 X xp—20 Xp
( P )=( P) bzw. p ={yp — 0] =|Yr ). Reprdsentanten von Pfeilklassen kdénnen
yp—0 Yp Zp Zp

4 vgl. (Embacher und Oberhuemer), vgl. (Filler und Henn, Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen
Algebra. Algebra verstehen-Geometrisch veranschaulichen und anwenden S. 106f.)
%0 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.106)
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wiederum durch Zahlenpaare und —tripel dargestellt werden, die ihre Koordinatendifferenz
beschreiben. Die arithmetischen Zahlentupel werden also geometrisch durch Pfeile gedeutet
und umgekehrt die geometrischen Pfeilklassen durch Zahlentupel arithmetisch beschrieben.
Die beiden Begriffe werden zusammengefasst Vektoren genannt. Ich denke, damit ist auch die

gleichverwendete Bezeichnung von Pfeilklassen und Zahlentupel erklart. >!

4.4 Algebraische Vektoren mit geometrischer Deutung

Das Pfeilklassenmodell hat sich aufgrund mehrerer Schwierigkeiten tber die Jahre hinweg als
fir die Schule nicht unbedingt geeignet erwiesen. Fiir Schilerlnnen scheint das Differenzieren
zwischen Pfeilklassen und deren Reprasentanten ein Problem darzustellen, nicht zuletzt, weil
im Unterricht oftmals keine klare und durchgehende Anwendung durchgefihrt wird. Auch die
Rechenoperationen werden im Pfeilklassenmodell nur (ber Reprasentanten eingefiihrt,
Beweise werden oft ganz ausgelassen. Aullerdem wird kritisiert, dass man in der analytischen
Geometrie nicht in Pfeilklassen denkt, sondern mit Bewegungen durch Pfeile von Punkten aus

arbeitet.>?

Deshalb wurde ein neues Konzept entwickelt, in dem Vektoren als algebraische Objekte
aufgefasst werden und als Punkte oder Pfeile in einem fixen Koordinatensystem geometrisch
gedeutet werden kénnen. Ein Zahlenpaar oder —tripel kann in der Ebene oder im Raum als
Punkt oder von beliebigen Punkten aus als Pfeile gedeutet werden, wobei diese Pfeile

parallelgleich sind. In diesem Konzept werden Vektoren als Punkte mit GroBbuchstaben A, B,

C,... bezeichnet, als Pfeile mit q, b,Z, .... Geht ein Vektor von i

einem Punkt A zu einem Punkt B, dann heif3t der Pfeil AB und b, e

hat in der Ebene (und analog im Raum) die Koordinaten AB =

(by — a1|b; — az) = (by|by) — (a4la;) = B—A, wobei A A

und B Zahlenpaare sind. Aus dieser Formel ergeben sich a by =
folgende Beziehungen: Abbildung 10 Vektor von A nach B

51 vgl. (Filler und Henn, Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-
Geometrisch veranschaulichen und anwenden S.111-114)
52y/gl. (Malle, Ein didaktisch orientiertes Vektorkonzept S.82ff), (Malle, Neue Wege in der Vektorgeometrie S.8ff)
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e A+AB=B B

—_—

AB
A
Abbildung 11 Vektoraddition
C
e AB+BC=(B—-A)+(C—-B)=C—A=A4C5 AC B
=" B
A AB

Abbildung 12 Vektoraddition2

4.5 Rechnen mit Vektoren

Aus den Rechenregeln und Eigenschaften fiir die Addition und skalare Multiplikation von
Zahlentupeln und Pfeilklassen folgen trivialerweise dieselben fir diese Art der Auffassung,
weshalb ich sie hier nicht noch einmal anfihren werde. Neben den schon bekannten
Rechenarten, existieren noch andere Arten der Multiplikation: das Skalarprodukt, das

Vektorprodukt oder Kreuzprodukt und nicht zuletzt das Spatprodukt.

4.5.1 Das Skalarprodukt

U U1

. - S . = Uz S %) . .

LAls Skalarprodukt zweier Vektoren iund vER mit u=| .” |undv =\ . |wird die
un le

Summe der Produkte der einander entsprechenden Komponenten von U und v bezeichnet:

- o>

U V=U "V +U v+ Uy vy =X U v
Fur das Skalarprodukt und beliebige Vektoren i, ¥, W und A € R gilt:

Es ist

e kommutativiu-v=7v-1,
e homogen: (AU) v =AU V) bzw. U (AV) = 1+ (U - V),

e distributivi(U+v) - w=uU-w+v-w

53 vgl. (Malle, Ein didaktisch orientiertes Vektorkonzept S.85ff), (Malle, Neue Wege in der Vektorgeometrie
S.10ff)

54 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.122)

32| Seite



e und positivdefinitii -4 =>0undu-d=0<u = 0.">®

Interessant ist hier das Ergebnis, denn aus der Multiplikation von zwei Vektoren ergibt sich

eine reelle Zahl, oder ein Skalar. Deshalb wird diese Rechenart auch Skalarprodukt genannt.>®

Als arithmetisches Beispiel eines Skalarprodukts nehmen wir an, ein Designer moéchte

berechnen, wie grol8 der Gewinn beim Verkauf seiner lagernden Produkte ist.

Produkt Preis Anzahl
Tasche 36€ 9
T-Shirt 22€ 8
Rucksack 39¢€ 5
Rock 27€ 7

Um nun den Gesamtgewinn zu berechnen, multipliziert man jeweils die Anzahl eines
Produktes mit seinem Preis und summiert die Teilergebnisse auf. Genau das macht auch das

Skalarprodukt:

36
Schreiben wir fiir die Preise den Vektor p = 22 und fur die Anzahl der Produkte den
27
9
Vektord = g . Dann sieht das Skalarprodukt der beiden Vektoren so aus:
7
36 9
p-d= ;g g =36-9+22-8+39-5+27-7 = 884.
27 7

Der Gesamtgewinn beim Verkauf aller Produkte betrégt also 884€.>’

Um das Skalarprodukt geometrisch zu deuten, fihren wir zunachst den Begriff ,Betrag eines

Vektors” ein:

55 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.122), (Filler und Henn, Didaktik
der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-Geometrisch veranschaulichen und
anwenden S$.198)

56 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren 5.122)

57vgl. (Malle, Von Koordinaten zu Vektoren S.6) (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und
Koordinatisieren S.122)
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Als Betrag eines Vektors p wird die Linge dieses Vektors bezeichnet, also der Abstand
zwischen dessen Anfangspunkt P; und Endpunkt P.. In der Ebene, aber auch im Raum lasst

sich der Betrag eines Vektors liber den pythagoreischen Lehrsatz herleiten und lautet:

1Bl = |P1P2| = \/(xz —x1)2+ (2 —y1)* + (2 — 21)?

Betrachten wir nun das Skalarprodukts eines Vektors mit sich selbst, also p - p = x, * x, + y, -
Yo+ 2,2, = x5+ y5 + 25 = (3 — )% + (y2 — y1)* + (22 — z1)?, dann kann man einen
Zusammenhang zwischen dem Betrag eines Vektors und dem Skalarprodukts eines Vektors

mit sich selbst erkennen. Die Wurzel des Skalarprodukts eines Vektors mit sich selbst ergibt

genau den Betrag (oder die Linge) des besagten Vektors: |B| = /B - p = /P> 8

Um das Skalarprodukt nun geometrisch zu deuten, denken wir an zwei unterschiedliche
Vektoren ﬁund?, und bilden deren Differenz@ — b. Es entsteht ein Dreieck mit den

Seiten @, bund @ — b. Wir wissen schon, dass das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst

die Lange des Vektors zum Quadrat ergibt. Bilden

wir nun das Skalarprodukt der Seitea — b und
formen durch schon bekannte Rechenregeln um, so

ergibt sich:

(@-b)-(@—b)=(a—b)-a—(a—b)-

—a-a—-b-a—-a-b+b-b

|

Abbildung 13 Skalarprodukt geometrisch gedeutet

Betrachtet man nun die letzte Zeile, so fallt auf, dass sie dem Cosinussatz c? = a? + b? —
2ab cos a, wobei a den von den Seiten a und b eingeschlossenen Winkel beschreibt, sehr
dhnlich ist. Durch den Vergleich der beiden Terme ergibt sich eine Formel fiir den Winkel

zwischen zwei Vektoren.

— — 2
|@|2—2a b +|b| =a?+b?—2abcosa

58 Vgl. (Embacher und Oberhuemer), vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren
S.124)
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https://www.youtube.com/watch?v=5wedS_IKNDI

Da|a’]? = a® und |F)|2 = b?, jeweils die Linge der Seite zum Quadrat ist, kénnen wir sie auf
beiden Seiten subtrahieren, es bleibt:
—2a b = —2abcosa
Als nachsten Schritt werden wir - (—2) rechnen und erhalten:
a-b

a-b =abcosa

Durch einfaches Umformen und der Tatsache, dass a = |a’| und b = |F| ergibt sich fir den

Winkel zwischen den Seiten a und b, bzw. den Vektoren @ und b:

@b
cosa = — 59
@l 1]

Wegen der Beziehung zwischen Cosinussatz und Skalarprodukt lassen sich folgende, wichtige

Eigenschaften erklaren. Zunachst betrachten wir, welche Werte die Cosinusfunktion annimmt:

Die nebenstehende Abbildung zeigt, dass

= : : < —
der Cosinus fir alle Winkel unter 90° und

Uber 270° Werte groRer 0 annimmt, fir

0° 90° 180° 270° 360 Winkel zwischen 90° und 270°, genau 90°
0 T T 3z 2
]

\ 2 und 270° ausgenommen, Werte kleiner O
\\ und fir die beiden Winkel 90° und 270°

/ ! e

genau den Wert 0.
Abbildung 14 Cosinusfunktion

Winkel unter 90° und lGber 270° nennt man spitze Winkel, genau 90° und 270° waren rechte
Winkel und Winkel zwischen 90° und 270°, die beiden exakten Werte 90° und 270° wiederum

ausgenommen, sind stumpfe Winkel.

Fiir das Skalarprodukt von @ und b und der Formel @ - b = |d| |B| cos a, ergibt sich folgender

Sachverhalt:

e st das Skalarprodukt zweier Vektoren negativ, so ist der Winkel zwischen den

Vektoren spitz und umgekehrt.

5%vagl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.124), vgl. (Loviscach),
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@b =|dl|b|cosa © @b <0,da cosa <0 ,wenna< 90°%a>270°und |d||b] > 0

e |st das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich Null, so ist der Winkel zwischen den

beiden Vektoren ein rechter Winkel und umgekehrt.
@b = I&I|B| cosa @a-b = 0,da cosa = 0,wenn a = 90°oder a = 270°
e st das Skalarprodukt zweier Vektoren positiv, so ist der Winkel zwischen den Vektoren

stumpf und umgekehrt.

@b = |5L||I;|cosa<:>5’-3)> 0,da cosa >0 ,wenn90 < a < 270°und|&||l;| > () 60

Man kann das Skalarprodukt auch tiber die Normalprojektion eines

Vektors auf einen anderen deuten. Ist das Ergebnis positiv, so stehen
die Vektoren in einem spitzen Winkel zueinander. Ist das Ergebnis der

Projektion negativ, so liegt ein stumpfer Winkel vor. Bei Vektoren, die \
[ N " a

normal aufeinander stehen, ist die Projektion Null. ¢ e

Abbildung 15 Skalarprodukt
iber Normalprojektion

4.5.2 Das Vektorprodukt

LAls Vektorprodukt zweier Vektoren U und v wird der Vektor U X vV mit folgenden

Eigenschaften bezeichnet:

1. U X vVist sowohl zu U als auch zu v orthogonal.
2. Der Betrag von U X v ist gleich dem Fldcheninhalt des von U und ¥ aufgespannten
Parallelogrammes, d.h. |u x | = |u]| - |[¥] - sin 2(u, v).
3. U,vund U X7V bilden ein Rechtssystem, d.h. ihre Orientierung entspricht der
Orientierung der x-, y- und z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems. “®?
4. Algebraisch wird das Vektorprodukt so definiert:
UpV3 — UzV;
UX V= <_(u1v3 - u3v1)> 63

U1V — Uy

80ygl. (Loviscach)

61 vgl. (Embacher und Oberhuemer 11.5.16)

52 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.133)
63 vgl. (Lechner S.28)
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Abbildung 16 Vektorprodukt

Als erstes mochte ich anmerken, dass das Vektorprodukt nur im Raum, also im R3 gilt, sein
Ergebnis ist wieder ein dreidimensionaler Vektor. Es kann also dazu verwendet werden, um
einen Vektor zu erzeugen, der orthogonal auf die beiden anderen steht oder um
Flacheninhalte oder Winkel zwischen zwei Vektoren zu berechnen. Man nennt dieses Produkt

auch Kreuzprodukt. %4

Folgende Rechengesetze gelten:

Das Vektorprodukt
e st anti-kommutativ: U X ¥ = —U X ¥,
e besitzt ein Null-Element: i X 0 = 0 XU = 0,

e UXU=0,

e voni X ¥ = 0, wenn U und ¥ parallel sind,

e |u x| =|ul|-|?¥|, wenn i und ¥ orthogonal sind,

e istdistributivi U X (D4+W)=UXV+UXwWund( W+ W) XU=UXU+WX1U,

A-Uxv)=Q- W) xv=ux(1-1v)5

Um nun noch einen Schritt weiter zu gehen, kann man mithilfe des Vektorprodukts in
Verbindung mit dem Skalarprodukt sogar Volumina berechnen. Man nennt das Produkt
(u x V) - w Spatprodukt und sein Betrag ergibt das Volumen eines Parallelepipeds, auch
genannt Spat. Je nach gewlinschtem Volumen, kann die Formel fiir Pyramiden, Tetraeder etc.

angepasst werden.®

54 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.133f)
85 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.134)
56 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.136)
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4.6 Analytische Geometrie

Die Idee der analytischen Geometrie ist es, Objekte aus unserer Umwelt durch Zahlen zu
beschreiben. Wir wissen schon, dass Punkte und Pfeile durch Koordinaten charakterisiert
werden kdonnen. Nun ist das Ziel auch Geraden und Ebenen algebraisch zu beschreiben und

sie in Beziehungen zu stellen.®’

4.6.1 Parameterdarstellungen

Geraden

Aus der Sekundarstufe | wissen wir schon, dass man Geraden in der Koordinatendarstellung
g:y = kx + d beschreiben kann. Es gibt allerdings auch die Mdglichkeit, Geraden durch
Vektoren zu beschreiben. Man geht von einem Punkt A aus und kann durch Addition mit allen
Vielfachen eines sogenannten Richtungsvektors jeden Punkt auf der Gerade erreichen. Wir

schreiben:

g:{X|X = A+ t-m,t € R}, dabei ist die Gerade g die Menge aller Punkte X, wobei X jeweils

der Punkt ist, der gerade durch das Vielfache t des Vektors m erreicht wird.
Kurz schreiben wir auch: g: X = A+ t-m,t € R.%®

Ist der Richtungsvektor nicht gegeben, kann eine Gerade auch durch zwei Punkte A und B

beschrieben werden, dann ist der Vektor m = AB .

Nun kénnen wir eine Verbindung zwischen der schon bekannten Koordinatendarstellung und
der neuen Parameterdarstellung von Geraden herstellen indem wir zundchst die

Komponenten in der Parameterdarstellung explizit aufschreiben.

In der Ebene: im Raum:
(5)= (ay) + 1 Gmy) <y) _ (32) e (ﬁ)
z as ms

Nun werden diese Formen in ihre einzelnen Gleichungen umgeschrieben.

67vgl. (Filler und Henn, Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-
Geometrisch veranschaulichen und anwenden S.149-160)

68 vgl. (Filler und Henn, Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-
Geometrisch veranschaulichen und anwenden S.172f)
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xX=a+t-m x=a+t-my
y=a,+t-m, y=a;+t-m,
z=az+t-mg

Durch Losen des somit entstandenen linearen Gleichungssystems und eventuellen

Umformungen erhdlt man eine Beschreibung der Geraden:

in der Form durch ein Losungssystem mit 2 Gleichungen
y=kx+d y=kx+d
y=lz+e

Dabei sind a,, a,, as, m;,m,, ms, k,d, l,e € R.°
Ebenen

Ebenen sind Objekte, die sich in verschiedene Richtungen unendlich ausstrecken. So wie
Geraden die unendliche Verlangerung von Strecken sind, sind das Ebenen von ,geraden
Flachen”, also beispielsweise von Rechtecken. Wahrend Geraden durch zwei Punkte oder
einen Punkt und einen Richtungsvektor beschrieben werden konnen, bendétigt man fir
Ebenen drei Punkte oder einen Punkt und zwei Richtungsvektoren. Wie vorher wird
ausgehend von einem Punkt durch die Kombination der Vielfachen der beiden

Richtungsvektoren jeder Punkt der Ebene erreicht.
Die Parameterdarstellung einer Ebenen lautet:
e{X|X=A+t-m+s-n; s, t€e€R}

Und kurz: eX=A+t-m +s-n;s,teR.

Auch Ebenen lassen sich in Koordinatenschreibweise umformen. Wieder betrachtet man

zunachst die Komponenten

8%vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.142ff),vgl. (Filler und Henn,
Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-Geometrisch veranschaulichen
und anwenden S.174)

7Ovgl. (Filler und Henn, Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-
Geometrisch veranschaulichen und anwenden S.181)

39| Seite



und schreibt den Ausdruck in einzelne Gleichungen um.
X=a+t-m+sn
y=a,+t-my,+s-n,
z=a3+t-mg+s-n;
Durch Losen dieses Gleichungssystems erhalt man eine Gleichung der Form:
ax+by+cz=d;ab,cdeR"!

4.6.2 Normalvektordarstellungen

Neben der Parameterdarstellung kann man Geraden in der Ebene und Ebenen im Raum auch
durch ihre Normalvektoren durch die sogenannte Normalvektordarstellung beschreiben. Dazu
bendtigt man wie vorher einen Punkt P der Gerade bzw. der Ebene und einen auf ihren

Richtungsvektor/ihre Richtungsvektoren normalen Vektor, man nennt diesen 1.
Geraden

Fiir Geraden in der Ebene sucht man einen zum Richtungsvektor 7 orthogonalen Vektor 7 tiber

- o nq &1 .
das Skalarprodukt. Daher muss n-7r =0 oder (nz) . (Tz) =ny 1 +n,r, = 0. Um diese

R T:
Gleichung zu erfullen muss n; = —r, und n, =y sein, alson = ( rlz) oder analog auch
- Y
i=(_):
Die Normalvektorform lautet dann:
n-(X—P)=0 bzw. -X =1+ P bzw. n,x + ny,y = nyp; + nyp, = d.

Geraden im Raum kann man nicht durch eine Normalvektordarstellung beschreiben, denn hier

ergibt die Menge aller zu 71 orthogonalen Vektoren genau eine Ebene und keine Gerade.”?
Ebenen

Auch fur Ebenen wird fir diese Art der Darstellung ihr Normalvektor herangezogen. Diesen

kann man durch das Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoren berechnen. Zusatzlich wird

"L vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.151 f)

72 ygl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.156), (Filler und Henn, Didaktik
der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-Geometrisch veranschaulichen und
anwenden S.213)
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wieder ein Punkt P der Ebene bendtigt, die Normalvektordarstellung lautet analog zur

Geradengleichung:
n-(X—P)=0 bzw. 1+ X =7+ P bzw. nyx + n,y + n3z = nyp; + nyp, + n3p; ==d. 3

4.6.3 Lagebeziehungen von Geraden

Interessant ist nun, wie einander verschiedene Geraden in der Ebene und im Raum begegnen

kénnen und wie man dies rechnerisch herausfinden kann.

Allgemein konnen Geraden vier unterschiedliche Positionen zueinander einnehmen. Sie
kénnen einander schneiden, windschief, parallel oder identisch sein.

h g g=h

Abbildung 17 Lagebeziehung von Geraden im Raum

Geraden, die einander schneiden haben als einziges gemeinsames Merkmal ihren
Schnittpunkt, ihre Richtungsvektoren sind unterschiedlich. Windschiefe Geraden haben
weder gemeinsame Richtungsvektoren, noch einen Schnittpunkt, sie gehen sozusagen
aneinander vorbei. Parallele Geraden hingegen haben gleiche Richtungsvektoren, jedoch
keinen gemeinsamen Punkt und identische Geraden haben gleiche Richtungsvektoren und
jeder Punkt der einen Geraden liegt auch auf der anderen. Um zu lberprifen ob sich die
Geraden schneiden setzt man ihre Geradengleichungen gleich. Wenn ja, ergibt sich daraus ein
Schnittpunkt. Analysiert man die Richtungsvektoren der Geraden, dann sind sie parallel oder
identisch, wenn ihre Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind. Liegt auch noch ein
beliebiger Punkt der einen Gerade auf der anderen, so sind sie mit Sicherheit identisch. Trifft
weder zu, dass sie identisch, oder parallel sind (also, dass ihre Richtungsvektoren Vielfache
sind) noch, dass sie einander schneiden (also, dass es einen Schnittpunkt gibt), so sind die

Geraden windschief.”*

Schneiden einander die Geraden und mdchte man nun wissen, in welchem sogenannten

Schnittwinkel das passiert, reicht es den Betrag des Kosinus ihrer Richtungsvektoren zu

73 Vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.157), vgl. (Filler und Henn,
Didaktik der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra. Algebra verstehen-Geometrisch veranschaulichen
und anwenden S.213)

7%\/gl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.144f)
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berechnen. Fiir die Richtungsvektoren d und b der Geraden berechnet man den Schnittwinkel

=

a-

75

a durch cosa =

Sy

ld

i
4.6.4 Lagebeziehungen von Geraden und Ebenen

Auch die Lagebeziehung zwischen Geraden und Ebenen kann man in einer dhnlichen Art

analysieren.

Die erste Moglichkeit ist, dass die Ebene die Gerade schon enthalt. Um herauszufinden ob die
Gerade schon Teil der Ebene ist, setzt man die Geradengleichung und die Ebenengleichung
gleich. Ist das Ergebnis eine eindeutige Losung des entstandenen linearen Gleichungssystems
(kurz LGS), so schneiden Ebene und Gerade einander in einem Schnittpunkt. Gibt es unendlich
viele Lésungen, so enthalt die Ebene die Gerade, ist das Losen unméglich, so sind Ebene und
Gerade parallel zueinander. Wie vorher ist auch hier die Lagebeziehung abhangig von den

beiden Richtungsvektoren.”®

E E

Abbildung 18 Lagebeziehung Ebene und Gerade
Beim Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene ist das schon etwas komplizierter. Berechnet
man den Schnittwinkel Gber den Kosinus des Winkels
zwischen dem Normalvektor der Ebene und dem
Richtungsvektor der Geraden, so erhdlt man den
Winkel B in der nebenstehenden Abbildung. Da jedoch

der (eigentlich gesuchte) Winkel a und der Winkel B

genau 90° ergeben, und cos(90° — a) = sina, kann
man den Schnittwinkel (iber den Sinus, jedoch wieder Abbildung 19 Winkel zwischen Gerade und Ebene

Uber die urspriingliche Formel des Kosinus mit dem Skalarprodukt berechnen. Also ist

_ _ . _ #@dl 4
cos S = cos(90 — a) = sina = ar

75vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.159)
78ygl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.152f)
7\gl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.160)
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4.6.5 Lagebeziehungen von Ebenen

Schneidet man zwei Ebenen, so kénnen sie einander in drei Arten begegnen, sie kénnen

identisch oder parallel sein, oder einander in einer Schnittgeraden treffen.

F‘

Abbildung 20 Lagebeziehung zweier Ebenen

Man untersucht wieder die Richtungsvektoren der Ebenen oder setzt ihre Gleichungen gleich.
Ergibt das schneiden, oder gleichsetzen, der beiden Ebenen eine einparametrige
Losungsmenge, so gibt es eine Schnittgerade. Durch Zurlickeinsetzen in eine
Parameterdarstellung einer der beiden Ebenen erhdlt man die Parameterdarstellung der
Schnittgeraden. Ist das Losen des Gleichungssystems nicht moglich, so gibt es keinen Schnitt
und die Ebenen sind parallel. Gibt es unendlich viele Losungen des Gleichungssystems sind die

beiden Ebenen identisch.”®

Den Schnittwinkel zweier Ebenen berechnet man meist Uber deren Normalvektoren, denn

durch die Orthogonalitdt wird an der GroRe des Schnittwinkels durch die Verwendung der

[n1 72|

Normalvektoren anstatt der Richtungsvektoren nichts verandert. Es ist also cosa = N
117112

der Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen.”®

4.6.6 Abstandsberechnung

Die Berechnung des Abstands zweier Objekte passiert oft Gber die Hessesche Normalform.

Dazu ein Einschub:

,Ein Vektor, der den Betrag Eins hat, heifst Einheitsvektor. Zu jedem vom Nullvektor

. - . . . . . —_— 1 -
verschiedenen Vektor a existiert ein Einheitsvektor: a, = T “80

Diese Einheitsvektoren brauchen wir nun fiir die Hessesche Normalform, die Uber die

Normalvektorform von Geraden und Ebenen hergeleitet wird. Sie lautet:

78ygl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.154)
Vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.160)
80 (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.161)
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—

g:7g - PP = 0 bzw.e: g - P,P = 081

Fir den Abstand von Punkten zu Geraden in der Ebene und Ebenen sieht das so aus:

d(Q,9) = |75 PoQ| bzw. d(Q,&) = |15 Pod].
Zu erklaren ist dies Uber eine Normalprojektion.
Der Vektor _P()_(j wird auf _lzj projiziert und Td ist
der minimale (weil orthogonal und somit gleich

gerichtet wie ng), also der gesuchte Abstand von

der Geraden oder der Ebene zum Punkt. Der Betrag
Abbildung 21  Abstand Ebene und  Punkt
des Skalarprodukts ergibt die Lange der Projektion und somit den Abstand zwischen Gerade

und Punkt.®?

Um den Abstand zweier paralleler Geraden und Ebenen zu ermitteln geht man vor, wie im
vorigen Beispiel. Der Unterschied ist nur, dass man den Punkt Q aus der Ebene beliebig wahlen
kann, denn alle Punkte der einen Geraden oder Ebene sind gleich weit zur anderen Geraden

oder Ebene entfernt.?3

Um zu ermitteln, wie weit ein Punkt Q von einer Geraden im
Raum entfernt ist, legt man zunachst durch den Punkt eine
Ebene mit dem Richtungsvektor der Geraden als Normalvektor
der Ebene. Somit ist namlich die Ebene orthogonal zur Geraden

und der Schnittpunkt der beiden Objekte der nachstentfernteste

Punkt vom Punkt Q. Nun braucht man nur noch einen Vektorm

Abbildung 22 Abstand Punkt von

aufstellen, dessen Betrag ergibt die Lange des Vektors und somit -

den Abstand zwischen der Geraden und dem Punkt im Raum.*

Am kompliziertesten ist es, den Abstand zweier windschiefer Geraden zu berechnen. Man
sucht zunachst einen Vektor, der zu beiden Geraden orthogonal ist. Also berechnet man das

Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoren. AuBerdem bettet man die beiden Geraden in

81 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.161)
82ygl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.161f)
8 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.163f)
84 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.163)
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zwei parallele Ebenen, denn somit reicht es den Abstand eines Punktes einer Geraden zur

anderen Ebene zu ermitteln. Dies erfolgt Gber eine Normalprojektion vom Vektor P,Q, auf

den Normalvektor, der hier Uber das
Vektorprodukt berechnet wird. Hat man also das
Skalarprodukt vom Normalvektor mit PO—QS
berechnet, so ergibt sich der Abstand der
windschiefen Geraden durch die Berechnung

seines Betrages. &

Z

<

Abbildung 23 Abstand zweier windschiefer Geraden

85 vgl. (Filler, Elementare Lineare Algebra. Linearisieren und Koordinatisieren S.164)
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5 Vektorrechnung im Lehrplan

Der aktuelle Lehrplan (2004) verlangt neben dem Unterrichten mathematikspezifischer
Themen auch allgemeine Aufgaben. Darunter findet man einerseits Vorstellungen, wie
mathematisches Arbeiten im Unterricht aussehen soll, namlich ,darstellend-
interpretierendes Arbeiten (...), formal-operatives Arbeiten (...), experimentell-heuristisches
Arbeiten  (..) und kritisch-argumentatives  Arbeiten“®.  AuRerdem soll im
Mathematikunterricht kreatives Handeln, mathematisches Formulieren und das kritische
Betrachten unserer Umwelt mit mathematischem Hintergedanken vermittelt werden.
Spezifisch zum Thema Vektorrechnung schreibt der aktuelle Lehrplan fiir die 5. und 6. Klasse

Folgendes vor:

5.Klasse AHS:

Vektoren und analytische Geometrie der Ebene

- Addieren von Vektoren und Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen, geometrisches
Veranschaulichen dieser Rechenoperationen

- Ermitteln von Einheitsvektoren und Normalvektoren
- Arbeiten mit dem skalaren Produkt, Ermutteln des Winkels zweier Vektoren

- Beschreiben von Geraden durch Parameterdarstellungen und durch Gleichungen, Schneiden von
Geraden
- Losen von geometrischen Aufeaben, gegebenenfalls unter Einbeziehung der Elementargeometrie

Abbildung 24 Lehrplan AHS 5.Klasse

6.Klasse AHS:

Analytische Geometrie des Raumes

- Ubertragen bekannter Begriffe und Methoden aus der zweidimensionalen analytischen Geometrie,
Erkennen der Grenzen dieser Ubertragbarkeit

- Ermitteln von Normalvektoren, Definieren des vektoriellen Produkts
- Beschreiben von Geraden und Ebenen durch Parameterdarstellungen bzw. Gleichungen
- Schneiden von Geraden und Ebenen, Untersuchen von Lagebeziehungen

- Losen von geometrischen Aufgaben, gegebenenfalls unter Einbeziehung der Elementargeometrie und
der Trigonometrie

Abbildung 25 Lehrplan AHS 6.Klasse

Wahrend in der 7.Klasse AHS die Vektorrechnung explizit gar nicht vorkommt, fallt sie in der

8. Klasse AHS unter den Abschnitt ,Wiederholung: umfassendes Wiederholen, Vertiefen und

Vernetzen von Stoffgebieten”.?”

8 (Lehrplan Mathematik S.1)
8Vgl. (Lehrplan Mathematik S.1-6)
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6 Vektoren bei der kompetenzorientierten zentralen

Reifeprifung

Seit der Einfiihrung der zentralen Reifeprifung gibt es neben dem Lehrplan auch noch einen
Katalog an Grundkompetenzen, der die fir die Reifepriifung notwendigen Anforderungen
enthalt. Die Idee dabei ist, aus dem Lehrplan diejenigen relevanten Inhalte herauszufiltern,
die alle Absolventinnen einer allgemeinbildenden hoheren Schule unbedingt beherrschen
sollen. Vektoren sollen als Erweiterung der Zahlenbereiche verstanden werden und sowohl
als algebraische als auch als geometrische Objekte verwendet werden. In Anlehnung an den

Lehrplan sieht der Kompetenzkatalog fiir Vektoren so aus:88

Vektoren

AG 3.1 Vektoren als Zahlentupel verstandig einsetzen und im Kontext deuten konnen

AG 3.2 Vektoren geometrisch (als Punkte bzw. Pfeile) deuten und verstandig einsetzen kénnen

AG 3.3 Definition der Rechenoperationen mit Vektoren (Addition, Multiplikation mit einem Skalar,
Skalarmultiplikation) kennen, Rechenoperationen verstandig einsetzen und (auch geomet-
risch) deuten konnen

AG 3.4 Geraden durch (Parameter-)Gleichungen in R? und R® angeben kénnen; Geradengleichun-
gen interpretieren kénnen; Lagebeziehungen (zwischen Geraden und zwischen Punkt und
Gerade) analysieren, Schnittpunkte ermitteln konnen

AG 3.5 Normalvektoren in R? aufstellen, verstandig einsetzen und interpretieren kénnen

Anmerkungen:

Vektoren sind als Zahlentupel, also als algebraische Objekte, zu verstehen und in entsprechenden Kontexten ver-
standig einzusetzen. Punkte und Pfeile in der Ebene und im Raum missen als geometrische Veranschaulichung
dieser algebraischen Objekte interpretiert werden kdnnen.

Die geometrische Deutung der Skalarmultiplikation (in R? und R? meint hier nur den Spezialfall a -+ b = 0. Geraden
sollen in Parameterform, in R? auch in parameterfreier Form, angegeben und interpretiert werden kénnen.

Abbildung 26 Grundkompetenzen

Die neue Reifeprifung besteht aus zwei Abschnitten, den sogenannten Teil-1-Aufgaben und
den Teil-2-Aufgaben. Die Teil-1-Aufgaben Uberpriifen jeweils eine Grundkompetenz aus dem
Kompetenzkatalog durch eine kurze Aufgabe, die in sehr unterschiedlichen Formaten
dargestellt werden kann. Es werden sowohl Multiple-Choice-Aufgaben gestellt, als auch
offene und halboffene Fragen, Liickentexte, Zuordnungs- und auch Konstruktionsaufgaben. In

meiner Forschungsarbeit ist mir aufgefallen, dass die Vektorrechnung ein sehr beliebtes

88 vgl. (Aue, Frebort und Hohenwarter S.1-7)
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Thema fiur jene Teil-1-Aufgaben ist. Die bisher auffallend am haufigsten vorkommenden
Aufgaben sind jene zu den Rechenoperationen von Vektoren (algebraisch und geometrisch),
gefolgt von Aufgaben zu Lagebeziehungen und Normalvektoren. Wahrend die
Vektorrechnung unter den Teil-1-Aufgaben beachtlich oft vorkommt, wird in den Teil-2-
Aufgaben fast ganzlich auf sie verzichtet. Die Teil-2-Aufgaben vereinen einzelne
Grundkompetenzen fiir komplexere Aufgaben und verlangen das mathematische Arbeiten mit

nicht sehr vertrauten Inhalten, wie physikalischen GréRen oder der Finanzmathematik.8°
Teil lll: beispielhafte Anwendungen
7 Offenes Lernen zum Thema Vektorrechnung in der

Sekundarstufe Il

In diesem dritten Teil moéchte ich nun konkretes Arbeitsmaterial zur Realisierung von
Vektorrechnung in offener Lernform darlegen und dabei auf so mdglichst viele der oben
genannten Grundkompetenzen eingehen. Diese Arbeitsmaterialien sollen beispielhaft fiir die
Beantwortung meiner Forschungsfragen ,,Wie kann man Schilerlnnen durch offenes Lernen
und Methodenvielfalt gut auf die zentrale Reifeprifung vorbereiten?”, ,Wie koénnen
Schilerlnnen selbststandig vorbereitendes Material fur die zentrale Reifeprifung erstellen?”

und ,,Wie kann Vektorrechnung praxisnah unterrichtet werden?“ dienen.

7.1 Beispiel zur Methode , Aufgabenkartei”

Kurzbeschreibung Die Schilerinnen erstellen selbststandig in Gruppen
Lernkarteien zum Thema Vektorrechnung und sollen dabei
moglichst  alle  Grundkompetenzen  abdecken. Die
Karteikartchen werden anschlieBend im Klassenverband
diskutiert und verbessert und dann in kleinen Behdltern im
Klassenraum aufbewahrt. Somit kénnen sie die Schiilerinnen
jederzeit fiir Ubungszwecke verwenden.

Grundkompetenzen AG 3.1, AG3.2,AG3.3,AG3.4,AG3.5

8 vgl. (Aue, Frebort und Hohenwarter 5.19-22), vgl. (Bachmann, Lederer und Luksch)
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Lehrplan

Schulstufe
soziale und personale

Ziele

Funktion
Sozialform

Material und Medien

Ergebnissicherung
eventuelle
Schwierigkeiten und

Losungsideen

Aktive Arbeitsphase

Tatigkeit der Lehrperson

5.Klasse Vektoren und analytische Geometrie in der Ebene;

6. Klasse analytische Geometrie des Raumes

Ende 6., 7. oder 8.Klasse AHS

Teamarbeit;

Selbststandigkeit;

Prazision;

Kritikbereitschaft;

Wissen ordnen und systematisieren

Gruppenarbeit, Klassenverband

Karteikartchen;

Schulbucher der 5. und 6. Klasse

Diskussion im Klassenverband

Gruppeneinteilung — eventuell vom Lehrer vorgegebene
Gruppen;

Keine oder zu wenig vorhandene Schulblicher der 5. Und 6.
Klasse — Lehrer bringt 1-2 Exemplare mit;

Die Schilerlnnen mussen tber ihr Vorwissen reflektieren oder
in ihren  Unterrichtsmaterialien  nachforschen  und
selbststandig Teil-1-Aufgaben erstellen. Sie miissen auch die
Arbeit ihrer Mitschilerinnen reflektieren und kritisieren.
Dadurch wird ein Gefiihl entwickelt, wie die Inhalte fir die
Reifeprifung verstanden und gekonnt werden miissen und die
Grundkompetenzen gelibt.

Die Lehrperson erklart zunachst die Aufgabenstellung und ist
dann als Beobachterin und als Beratungsperson anwesend.
Bei der abschlieRenden Diskussion fungiert die Lehrperson als

Moderator und schreitet ein, falls eine falsche Aufgabe nicht

als solche gesehen wird.
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Wie war das noch mal????

Vektoren — Eine Zusammenfassung

Aufgabenstellung:

Erstellt mindestens 5 Karteikartchen zum Thema Vektoren!

Dabei sollt ihr die moglichen Formate der Teil-1-Aufgaben bericksichtigen und so viele
Grundkompetenzen, wie moglich abdecken. Uberlegt, welche Fragestellungen passend sind und
beurteilt eure Aufgaben nach ihrer Schwierigkeit. (leicht, mittel, schwer) Vergesst auch nicht die
Losung auf die Rickseite zu schreiben und gebt die GK an!

Bildet dafiir Dreiergruppen!

Zur Erinnerung die Grundkompetenzen und die moglichen Teil-1-Formate:

Vektoren

AG 3.1 Vektoren als Zahlentupel verstandig einsetzen und im Kontext deuten kénnen

AG 3.2 Vektoren geometrisch (als Punkte bzw. Pfeile) deuten und verstandig einsetzen kénnen

AG 3.3 Definition der Rechenoperationen mit Vektoren (Addition, Multiplikation mit einem Skalar,
Skalarmultiplikation) kennen, Rechenoperationen versténdig einsetzen und (auch geomet-
risch) deuten kénnen

AG 3.4 Geraden durch (Parameter-)Gleichungen in R? und R® angeben kénnen; Geradengleichun-
gen interpretieren kénnen; Lagebeziehungen (zwischen Geraden und zwischen Punkt und
Gerade) analysieren, Schnittpunkte ermitteln kénnen

AG 3.5 Normalvektoren in R? aufstellen, verstandig einsetzen und interpretieren kénnen

Anmerkungen:

Vektoren sind als Zahlentupel, also als algebraische Objekte, zu verstehen und in entsprechenden Kontexten ver-
standig einzusetzen. Punkte und Pfeile in der Ebene und im Raum missen als geometrische Veranschaulichung
dieser algebraischen Objekte interpretiert werden kénnen.

Die geometrische Deutung der Skalarmultiplikation (in R? und R%) meint hier nur den Spezialfall a - b = 0. Geraden
sollen in Parameterform, in R? auch in parameterfreier Form, angegeben und interpretiert werden kénnen.

Antwortformate:
e Offenes oder halboffenes Antwortformat
e Liickentext
e Zuordnungsformat

Konstruktionsformat
e Multiple-Choice (2 aus 5, 1 aus 6, x aus 5)

P.S. Ihr konnt auch die Schulblicher der 5. Und 6. Klasse als Hilfestellung verwenden.

Am Schluss werden alle Karteikartchen von euren Gruppen prasentiert und in einer Klassendiskussion

besprochen.
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Mogliche Losungsvorschlage:

Thema: Normalvektoren; GK: AG 3.5 mittel

Gegeben sind die beiden Geraden g und h.

Lésung

g:X = (g)+t-<;2);h:)? = (—31) +r-(_22).

(o) () =124 c2

Bestimme a; so, dass die beiden Geraden

1-2+a,-(=2)=0

normal aufeinander stehen!

a2:1.

Thema: Vektoren interpretieren; GK:AG 3.1

mittel

In einer Fabrik arbeiten A = (;ég) Frauen und

Lésung

Manner. Im Durchschnitt verdienen die

A= Arbeiter

Frauen monatlich 1082€ und die Manner

G=Gehalt = (ﬂgg

1432¢€. Stelle eine Formel flr die gesamten

M=monatliche Gehaltsauszahlung

monatlichen Gehaltsauszahlungen auf!

Thema: Skalarprodukt; GK: AG 3.3 leicht

Die Eigenschaften des Skalarprodukts.

Kreuze die beiden richtigen Antworten an!

L - L - od-b=
ocarb=1<alb
a,bs —azb; + a,b,

0d-b= - R
oca-rb=0alb
a,b; + a,b,

M=A-G
LAésung
od-b=

a,bz —azb; + a,b,

od-b=

a1b1 + cee + anbn

ei-hb=0<dlb
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Thema: Geraden angeben kénnen; GK: AG 3.4

leicht

Gegeben sind der Punkt A = (7|2) und ein

Lésung

Richtungsvektor v = (;)

Gib die zugehorige Gerade g in Paramterform

an!

a=()er)

Thema: Normalvektoren; GK: AG 3.5 schwierig

Ergdnze die Koordinaten so, dass du ein

Lésung

rechtwinkeliges Dreieck erhaltst.

AB-AC=0

A= (2|a), B=(10|2), C = (0]8)

(2 ? a) ' (8_—2a) =0

Der rechte Winkel liegt im Punkt A

-16+2—-a)-(8—a)=0

a’?—10a=0

a, =0;a, =10 = A= (2|0) vV A = (2]10)
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7.2 Beispiel zur Methode Experimentieren

Kurzbeschreibung

Grundkompetenzen

Lehrplan

Schulstufe
soziale und personale

Ziele

Funktion

Sozialform

Material und Medien
Ergebnissicherung
eventuelle
Schwierigkeiten und

Losungsideen

Aktive Arbeitsphase

Tatigkeit der Lehrperson

Die Schiilerlnnen sollen mithilfe des Programms Geogebra mit
der geometrischen Darstellung von Addition und Subtraktion
von Vektoren experimentieren.

Vektoren AG 3.2, AG 3.3

5. Klasse: Addieren von Vektoren, geometrisches
Veranschaulichen dieser Rechenoperation

5. Klasse AHS

Selbstvertrauen fiir mathematisches Arbeiten entwickeln;
Teamarbeit;

Gegenseitiges Helfen und Profitieren;

Neues erkunden mit Hilfe von Technologieeinsatz;

Experimentieren mit Vektoren;

Einzel —und Partnerarbeit
Programm Geogebra
AbschlieBendes Arbeitsblatt
Probleme mit dem Programm Geogebra — Lehrperson steht bei
Schwierigkeiten zur Verfligung;

Partnerwahl — eventuell bestimmt die Lehrperson die Partner;
Experimentieren mit Hilfe vom Programm Geogebra in
Partnerarbeit;

Bearbeiten des Arbeitsblattes in Einzelarbeit;

Die Lehrperson beobachtet das Arbeiten der Schiilerinnen und
steht flir Fragen zum Inhalt und zum Programm Geogebra zur
Verfiigung. Wenn die Schilerlnnen bereit sind, wird das
abschliefende Arbeitsblatt Die

ausgeteilt. Lehrperson

kontrolliert die Ergebnisse der Schiilerinnen.
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Vektoren geometrisch addieren und subtrahieren!

Aufgabenstellung:

Ihr wisst schon, dass Vektoren algebraisch aber auch geometrisch als Punkte und Pfeile in
einem Koordinatensystem interpretiert werden kénnen. Die Addition und Subtraktion zweier

Vektoren ist euch algebraisch schon bekannt. Wie aber kénnte das geometrisch aussehen?

Verwendet flir diese Aufgabe das Computerprogramm Geogebra und experimentiert drauf
los! Kann man Vektoren geometrisch addieren und subtrahieren? Geht das mit der
Darstellung als Pfeile und auch mit Punkten? Was passiert, wenn man Vektoren addiert und

subtrahiert?

Macht euch Notizen zu diesen Fragen und schreibt eure Erkenntnisse auf.

Als Abschluss sollt ihr eine Kompetenziberpriifung machen, die euch verrat, ob ihr alles

Notwendige herausgefunden habt. Ihr dirft eure Notizen dafiir verwenden.

An die Computer, und los geht’s!
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Kompetenziiberpriifung zu Addition und Subtraktion von Vektoren -

geometrisch

1. Geometrische Addition zweier Vektoren:
Welche beiden Antworten stimmen fird + v = w

O Variante 1 O Variante 2 O Variante 3

3 P 4

20 u / /

S ~ 20 u/ 21U
"/ W
ol ) ,
. al

4 g, 2 3 4 5 " > n 5 0 \')

-2 T~ 20N 2w

-3 A v

AN -4 | YA\ -2
-4 N\ \
N\ )

-5 A
O Variante 4 O Variante 5
21U 21U

\"J
'
0 . 5 0 W/
W 0 2 \\/
-2
-2

2. Trage die beiden Vektoren in das Koordinatensystem ein und addiere sie.

i~ (%)=
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3. Geometrisches Subtrahieren zweier Vektoren. Ordne zu fir i — v = w!

< <L
Il I
VS
I S o
v LN W
-
< <l
I Il
7 NEL
S W [
~ N
N———
< <l
Il Il
S O O R
<l
Il
VoS
BN
N————

4 4 * ‘
w 31

3 d - \Y

2

2 v 1]

u W]
0

1 w \Y 1 1
—1 A

0 —F— 3 2 4 o1 2 T2 3 4 w
u : w 2]
-1 -2 -3
-2 -4

4. Erganze folgenden Text:
Interpretiert man die Addition zweier Vektoren geometrisch, so ist das Ergebnis ein

, der vom zum

reicht.

Die geometrische Subtraktion kann man als Addition eines Vektors U mit dem

von ¥ verstehen. Gehen die beiden Vektoren vom selben

Anfangspunkt aus, so ist deren Differenz ein neuer , der von der

Zur

fuhrt.
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Kompetenziiberpriifung zu Addition und Subtraktion von Vektoren —

geometrisch- LOSUNG

1. Geometrische Addition zweier Vektoren:
Welche beiden Antworten stimmen fird + v = w

® Variante 1 O Variante 2 e Variante 3
3 ’ 4
/’f ‘
2| . 2| u/ 2
1 ,-"l ~ ‘W\ ”
0/ T~/
-1 B 2 3 5 0y 0
~ -4 -2 2 o 5
! \ W \J
2 =~ -2 N
-2
3 Y \
v ) Vi
4 N \
N\ )
5 L)
O Variante 4 O Variante 5

2. Trage die beiden Vektoren in das Koordinatensystem ein und addiere sie.

—24>'B= (2)

o=
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U
Il
!

3. Geometrisches Subtrahieren zweier Vektoren. Ordne zu fir i —

i=(,) i=(_,) i=(y) i=(,)

“= Y=l “=o Y=y

=(5) = (,) = (,) =(3)

V=15 V=4 V=4 V=12

—

4 4 4 ‘
W \ |

3 U 5 | \V,
2 V 2 1 1

u 0 u

1 W v 1
T T T v -1

0 1 . - 3 02 0 1 1 2 3 4 w
u B W —2
-1 > 5
2 -4

4. Erganze folgenden Text:

Interpretiert man die Addition zweier Vektoren geometrisch, so ist das Ergebnis ein
neuer Vektor, der vom Anfangspunkt des ersten Vektors zum Endpunkt des zweiten
Vektors reicht.

Die geometrische Subtraktion kann man als Addition eines Vektors u mit dem
Gegenvektor von v verstehen. Gehen die beiden Vektoren vom selben Anfangspunkt
aus, so ist deren Differenz ein neuer Vektor, der von der Spitze des zweiten Vektors

zur Spitze des ersten Vektors fihrt.
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7.3 Beispiel zur Methode Knobelteam

Kurzbeschreibung Die Schilerlnnen missen sich in Gruppen zu je 3 Personen
aufteilen. Die Aufgabe fiir die ganze Klasse lautet, unter
bestimmten Bedingungen, Losungen flir verschiedene
Lagebeziehungen von Geraden zu finden. Diese Bedingungen
sind Angaben zu den vorgegebenen Geraden. Dabei wird fir
zwei Geraden nur ein Punkt und fiir die dritte Gerade ein
Richtungsvektor gegeben. Jetzt sollen die Schiilerinnen im
Team versuchen, so geeignete Geraden zu den
Lagebeziehungen schneidend, windschief und parallel zu
finden. Die Schilerlnnen sollen dafiir zuerst miteinander
diskutieren und mit Hilfe des Programms Geogebra
experimentieren. AuBerdem sollen sie anhand dieses
Programmes ihre Ergebnisse der Lehrperson prasentieren
und einige Plots ausdrucken, ihre ermittelten
Geradengleichungen angeben und erklaren, wie sie zu ihren
Ergebnissen kommen.

Grundkompetenzen Vektoren AG 3.4

Lehrplan Analytische Geometrie des Raumes: Untersuchen von
Lagebeziehungen 6.Klasse

Schulstufe 6.Klasse AHS

soziale und personale Ziele =~ Zusammenarbeit;
kreatives und experimentelles Arbeiten;
sachliches diskutieren;
andere Meinungen respektieren;
eigene Meinung vertreten;
argumentieren

Funktion Die Beziehungen zwischen Geraden im Raum kennen lernen;
Anwenden des Vorwissens;

Experimentieren mit Hilfe des Programms Geogebra;

gewoOhnen an das Programm Geogebra;
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dreidimensionale Darstellung von Geraden durch Geogebra;

Anwenden der mathematischen Sprache;

Sozialform Gruppenarbeit

Material und Medien Computer mit Geogebra Programm, eventuell Beamer

Ergebnissicherung Prasentation der Ergebnisse anhand des Programms
Geogebra;

Plots mit Geradengleichungen und Erklarungen in Mitschrift

eventuelle Schwierigkeiten Schwierigkeiten mit dem Programm Geogebra — Hilfestellung

und Lésungsideen durch Klassenkollegen oder Lehrperson;
Inhaltliche Schwierigkeiten — Hilfestellungen durch
Schulbuch

Aktive Arbeitsphase Die Schilerlnnen mussen mithilfe ihres Wissens uber

Geraden und Vektoren und durch experimentelles Arbeiten
mit dem Programm Geogebra zu Lésungen kommen. Sie
sollen innerhalb der Gruppe diskutieren und erkennen, dass
es fir diese Aufgabenstellungen mehrere Losungen gibt.
Beispielhaft sollen einige Plots ausgedruckt und mit Notizen
versehen in die Mitschrift einsortiert werden.

Tatigkeit der Lehrperson Zunachst erklart die Lehrperson die Aufgabenstellung,
danach ist sie Ansprechperson fiir eventuelle fachliche
Schwierigkeiten und bei Schwierigkeiten mit Geogebra.
AuBerdem beobachtet die Lehrperson die aktive
Arbeitsphase der Schilerinnen und kontrolliert die
Ergebnisse anhand der Prasentationen und Ausdrucke der

Schilerlnnen.
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Welche Geraden sind wohl gesucht?

Ein Knobelteam ist am Werk...

Aufgabenstellung:

Teilt euch in Dreiergruppen auf!

Jedes Gruppenmitglied erhalt Informationen zu einer Geraden, wobei je zweien von euch ein

Punkt und je einem/r ein Richtungsvektor vorgegeben werden.

Versucht nun zuerst in Diskussion miteinander und dann mit Hilfe des Computerprogramms

Geogebra Geraden mit folgenden Vorgaben zu finden:

1. Die drei Geraden sind parallel zueinander.
2. Die drei Geraden schneiden einander in einem Punkt.
3. Die drei Geraden sind windschief.

Betrachtet mehrere Losungen zu diesen Aufgaben und prasentiert sie eurer/m Lehrer/in.
Druckt dann je ein Beispiel aus und ordnet sie in eurer Mitschrift ein! Gebt auch die
Geradengleichungen in Parameterdarstellung an und erklart, wie ihr zu eurem Ergebnis

gekommen seid!
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Mogliche Vorgaben:

a3 3 5
. Geradel:&=<7> . Geradel:&=(1)
2 -5
e Gerade2: P =(-1|—-1]4) e Gerade2: P = (—3|—-1]0)
e Gerade3:Q = (1]1] - 1) e Gerade 3: Q = (1]3]4)
3 11
e Geradel:a=| 9 e Geradel:da=|-8
—4 2
e Gerade2: P = (1]0| —3) e Gerade 2: P = (3]|-8|5)
e Gerade3:Q = (1]3] —3) e Gerade3:Q = (1]2] —3)
9 8
e Geradel:a=1|1 e Geradel:a=|5
2 5
e Gerade2: P = (0]3| —2) e Gerade2: P = (—3]|—-1]0)
e Gerade3:Q = (9]-217) e Gerade3:Q = (1|-8|—-9)

Méglicher Lésungsvorschlag:

Vorgaben:

-3
. Geradel:&=(7>
2

e Gerade2: P =(—1|-1]|4)

e Gerade3:Q = (1]1]—-1)
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Anmerkung:

Im Folgenden sind die gegeben Punkte und Richtungsvektoren lila eingezeichnet, die Losungen

schwarz.
Lésungen:

1. Die drei Geraden sind parallel:

Die Geradengleichungen lauten:

oo ()
()l
oro(d)o (3

Erklarung: Die Geraden missen parallel sein, also mussen ihre Richtungen gleich sein.

Somit ist die Parameterdarstellung je 1 Punkt plus der vorgegebene Richtungsvektor.
Flr Gerade 2 und 3 waren die Punkte vorgegeben. Fir die erste Gerade konnte man

einen Punkt frei wahlen.
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2. Die drei Geraden schneiden einander in einem Punkt.

Die Geradengleichungen lauten:

oo ()

oo (3ol

Die erste Gerade geht wieder durch den (beliebigen) Punkt C = (2]1]2) und hat den

Erklarung:

gegebenen Richtungsvektor. Die Punkte der Geraden 2 und 3 sind gegeben. Die
Richtungsvektoren ergeben sich daraus, dass der Punkt C in diesem Beispiel schon der
Schnittpunkt ist. Durch C-P und C-Q erhalt man die Richtungsvektoren der beiden

Geradeniund .
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3. Die drei Geraden sind windschief.

e

T

Die Geradengleichungen lauten:

oo ()
(el
oo (3o ()

Die erste Gerade wird gewdhlt wie bisher. Durch Ausprobieren wurden die beiden

Erklarung:

anderen Geraden ermittelt und Gberprift ob die drei Geraden windschief sind, indem

versucht wurde, sie miteinander zu schneiden.
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7.4 Beispiel zur Methode Ich — Du- Wir

Kurzbeschreibung

Grundkompetenzen

Lehrplan

Schulstufe

soziale

Ziele

Funktion

und personale

Die Schilerlnnen bekommen die Aufgabe dariiber zu
reflektieren, ob es maoglich ist, Vektoren miteinander zu
dividieren. Sie sollen zuerst selbststindig darliber
nachdenken, ob dies méglich sein konnte. Ihr Vorwissen tber
die unterschiedlichen Formen von Multiplikation von
Vektoren soll ihnen dabei hilfreich sein. Danach wird mit
Partner diskutiert und an der Losung des Problems
weitergearbeitet. AbschlieRend folgt eine Gruppendiskussion,
in der moglichst alle Beteiligten ihre Meinungen und
Uberlegungen argumentieren sollen. Die Schiilerinnen sollen
wahrend der Durchfihrung des Arbeitsauftrags immer
Notizen zu ihren Uberlegungen machen, die im Nachhinein als
Ergebnissicherung, aber auch als Riickblick dienen sollen.
Vektoren AG 3.3

5. Klasse: Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen,
geometrische Veranschaulichung dieser Rechenoperation;
Skalarprodukt;

6. Klasse: Definieren des vektoriellen Produkts

6., 7. oder 8.Klasse AHS

eventuell Wahlpflichtfach

Selbstvertrauen fiir mathematisches Denken starken;
Argumentieren und Diskutieren liben;

Sprachliche Kompetenz steigern;

Schiichternheit ablegen;

Gedanken strukturieren und ausformulieren;

Akzeptieren anderer Uberlegungen;

Ideen anderer annehmen und gemeinsam weiterkommen;
Experimentieren, reflektieren und systematisieren des

Vorwissens;

66| Seite



Sozialform

Material und Medien

Ergebnissicherung

eventuelle

Schwierigkeiten und

Losungsideen

Aktive Arbeitsphase

Tatigkeit der Lehrperson

Einzel- und Partnerarbeit, abschlieRend Diskussion im
Klassenverband

Notizen wahrend der Einzel — und Partnerarbeit

Beteiligung an der Diskussion

mogliche Verweigerung von uninteressierten Schilerlnnen —
die Lehrperson soll versuchen, die Schilerlnnen trotzdem zu
motivieren und ihnen diese Art von Lernen attraktiv zu
machen.

Mogliche Ratlosigkeit — bei genereller Unkenntnis kénnte man
den Schillerinnen erlauben, in groReren Gruppen zu arbeiten
oder sogar das Internet fiir Recherchezwecke zu verwenden.
Nachdenken (ber diese Fragestellung; Aufschreiben von
eigenen |deen; danach Absprechen mit Partner; gemeinsam
auf eine Losung kommen, die in der Diskussion vertreten wird.
Anfangs erklart die Lehrperson die Aufgabenstellung und
erklart die Methode. Danach ist die Lehrperson Beobachter
des Geschehens und steht fiir Fragen zur Verfligung. Zum

Abschluss moderiert er/sie die Diskussion im Klassenverband.
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Skalarprodukt, Vektorprodukt, Kreuzprodukt...
Und was ist mit der Division?

Aufgabenstellung:

Ihr habt nun schon etliche Arten von Multiplikationen im Zusammenhang mit Vektoren kennen
gelernt. Nun ware es doch interessant, sich zu tGberlegen, wie denn eine Division von Vektoren

aussehen kénnte.
Mach dir zunachst alleine Uber dieses Thema Gedanken!

Frage dich, wie so eine Division aussehen kdnnte und wie man sie geometrisch interpretieren

kdnnte. Welche Art von Multiplikation wirde denn ihr Gegenstlck sein?
Du hast daftir 15 Minuten Zeit.

Danach besprich deine Uberlegungen und Ideen mit einem Partner!
Einigt euch auf gemeinsame Argumente!

lhr habt wiederum 15 Minuten Zeit.

Zum Abschluss sollt ihr eure Ideen in einer Diskussion innerhalb der Klasse verteidigen und
argumentieren, wie ihr zu euren Uberlegungen kommt. Kénnt ihr euch auf eine Antwort

einigen?

Notizen Einzelarbeit:

Notizen Partnerarbeit:

Antwort der Klasse:
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Moglicher Losungsvorschlag:

Notizen Einzelarbeit:

Es gibt ja verschiedene Produkte mit Vektoren:

Multiplikation mit einem Skalar. Da wird ein Vektor verlangert. Wenn man dividiert, ware
es, als wirde man mit einem Bruch multiplizieren. Das heilst einer Zahl kleiner Eins und
das wiederum ware eine Verkurzung oder Verkleinerung eines Vektors. Das geht.
Skalarprodukt. Da werden zwei Vektoren miteinander multipliziert. Das Ergebnis ist aber
eine Zahl. Wie soll man also umgekehrt eine Zahl durch einen Vektor dividieren?
Moglicherweise kann man noch einen Vektor erraten, der fir das Skalarprodukt passt.
Kreuzprodukt. Beim Kreuzprodukt werden zwei Vektoren ,multipliziert” und das ,,Produkt”
ist wieder ein Vektor. Aber das Multiplizieren von den Vektoren ist ja nicht wirklich ein
reines Multiplizieren, sondern etwas sehr komplexes. Ich kann mir nicht vorstellen, dass

es da eine Umkehrrechenart gibt.

Notizen Partnerarbeit:
Man kann hochstens beim Multiplizieren mit einer Bruchzahl von Dividieren eines Vektors

sprechen. Und da ist es ja nicht Vektor durch Vektor.

Antwort der Klasse:

Es gibt keine Division von Vektoren.
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7.5 Beispiel zur Methode Mathe — Panini

Kurzbeschreibung

Grundkompetenzen
Lehrplan

Schulstufe

soziale und personale

Ziele

Funktion
Sozialform
Material und Medien

Ergebnissicherung

eventuelle
Schwierigkeiten und
Losungsideen

Aktive Arbeitsphase

Jeder Schiiler und jede Schiilerin bekommt ein Raster und
eine Liste von Fragestellungen. Als erstes beginnen die
Schiilerlnnen damit, sich zu liberlegen, welche Fragen sie,
ohne in den Schulblichern nachzulesen, beantworten
kénnen. Diese Fragen diirfen sie in ihr Raster eintragen. Die
Ubrig gebliebenen kénnen sie nun erlangen, indem sie
Fragen und Antworten mit ihren Kolleginnen tauschen. Zum
Tausch bittet man sein Gegentiber, ihm die Antwort auf eine
frei gebliebene Frage zu erklaren. Erst, wenn man sicher ist,
die Antwort verstanden zu haben und sie richtig und
eigenstandig weitergeben zu kénnen, darf dies in das Raster
eingetragen werden.

Vektoren AG 3.1., AG 3.2., AG 3.3, AG 3.4, AG 3.5

Vektoren und analytische Geometrie der Ebene 5. Klasse
6.Klasse AHS
Kommunikation mit den Mitschilerlnnen; geeignete,
verstandliche Ausdrucksweise; Gber Mathematik sprechen;
Selbstreflexion; Starkung des Klassenbundes

Wissen auffrischen

Einzelarbeit, Partnerarbeit, Klassenverband

Arbeitsblatter
Beobachtung durch die Lehrperson, abschlieBende
miundliche Besprechung der Fragestellungen

Lautstarke — darauf pladieren, sich leise zu unterhalten;
Unterhaltungen (iber andere Themen — Lehrperson muss
beobachten und zuhoren;

Die Schilerlnnen missen ihr Vorwissen abfragen und
Formulierungen finden. Sie kommen in Bewegung, weil sie
zum Tauschen aufstehen und gehen missen. Sie héren die

Antworten wiederholt, was zu einer besseren Merkfahigkeit
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flihren soll. Durch das Finden eigener Worte verfestigt sich
das Wissen.

Tatigkeit der Lehrperson  Zuniachst erklart die Lehrperson, was zu tun ist. Danach ist sie
stiller Beobachter und stellt sicher, dass die Schiilerinnen

aktiv sind und die Aufgabe ordentlich |6sen.
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Sammeln, sammeln, sammeln!!!

Das Vektor - Panini

Aufgabenstellung:

Bestimmt kennst du Sammelalben, wie das Panini-Album. Heute gibt’s das mal fiir das Thema
Vektorrechnung. Im untenstehenden Kastchen findest du einige Fragestellungen. Beginne

zuerst damit, alle Fragestellungen, die du weil3t stichwortartig in das Raster einzutragen.

Jetzt beginnt die Tauschaktion: Fir die fehlenden Antworten kannst du deine Mitschilerinnen
um Hilfe bitten. Erst, wenn du eine Antwort so gut verstanden hast, dass du sie jemand
anderem weiter geben konntest, darfst du auch diese Frage eintragen. Im Gegenzug erklarst

du deinem Gegenliber eine deiner Antworten. Ziel ist, alle Felder zu fullen.

Auf die Platze, Tauschen, LOS!!!

Fragestellungen:

e Erklare die Vektoraddition im geometrischen Sinn!

e Erklare die Subtraktion zweier Vektoren im geometrischen Sinn!

e Erklare das Skalarprodukt im geometrischen Sinn!

e Erklare das Skalarprodukt im algebraischen Sinn!

e Wie wird ein Vektor berechnet?

e Deute eine Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar!

e Was ist ein Normalvektor?

e Wie wird ein Normalvektor im R? gebildet?

e Wann sind zwei Vektoren normal?

e Wie wird eine Gerade in Parameterdarstellung im R? aufgestellt?

e Wie kdnnen Geraden zueinander liegen?

e Was muss man tun, wenn eine Gerade die x-Achse schneiden soll und man den
Schnittpunkt ermitteln mochte?
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Das Vektor — Panini

Trage die erledigten Fragen stichwortartig ein!
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Das Vektor — Panini — méglicher Losungsvorschlag

Anmerkung: Die Schilerinnen sollen die Aufgaben erklaren kénnen. Sie miissen keine Notizen machen

Vektoraddition geometrisch.

LZwei Pfeile aneinander
hangen. Neuer Vektor geht von

Schaft Pfeil 1 zu Spitze Pfeil 2.“

Subtraktion geometrisch

U—v=w

oder:

Skalarprodukt geometrisch
,Das Skalarprodukt ist eine
Normalprojektion und, wenn
sie Null ist, missen die beiden
Vektoren senkrecht

aufeinander stehen”

Skalarprodukt algebraisch:

,Das Skalarprodukt ist die

Summe der Produkte der

zusammengehorigen  Zeilen.
Aus zwei Vektoren wird ein

Skalar.”

Vektor berechnen
, Koordinaten des Endpunktes
des

minus Koordinaten

Anfangspunktes. ,

Multiplikation mit Skalar:
,Geometrisch:  Verdanderung
der Lange eines Vektors. Ein
Skalar groRer 1 verlangert den
Vektor verlangert, zwischen 0
ihn.

und 1 verkirzt Minus

andert die Orientierung.
Algebraisch werden die
einzelnen Vektoreintrage

vergroRert oder verkleinert.”

Normalvektor
,Steht im rechten Winkel auf
den Ausgangsvektor, es gibt
und

links — rechtsgekippte

Normalvektoren”

Bilden des Normalvektors:

()
2-(7)
=)

Uberpriifen Normalvektoren
,Zwei Vektoren sind normal
ihr

aufeinander, wenn

Skalarprodukt O ist.”

Gerade im R? in
Parameterdarstellung

,Mit einem Punkt A und einem
Richtungsvektor v: g: X = A +

=2«

SV

Lagebeziehungen Geraden:
yidentisch, parallel, einander
schneidend und im R3 auch

windschief. “

Gerade schneidet x-Achse
,mit Parameterdarstellung der

x-Achse gleich setzen. Losung

einsetzen in
Parameterdarstellung der
Gerade oder x-Achse. Man

erhélt den Schnittpunkt.”
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7.6 Beispiel zur Methode Poster

Kurzbeschreibung

Grundkompetenzen

Lehrplan

Schulstufe

soziale und personale Ziele

Funktion

Sozialform

Material und Medien

Ergebnissicherung

Die Klasse muss sich in moglichst gemischte Gruppen
aufteilen, jede Gruppe sucht sich eines der vorgegebenen
Themen aus. Dazu wird das Wissen der Gruppenmitglieder
gesammelt und dazu ein Plakat gestaltet. Dieses wird von
einem Gruppensprecher vor der Klasse prasentiert, es sollen
Rickmeldungen der Kolleginnen erfolgen

Vektoren AG 3.4

e 5. Klasse: Beschreiben von Geraden durch
Parameterdarstellung und durch Gleichungen
e 6. Klasse: Beschreiben von Geraden und Ebenen
durch Parameterdarstellungen bzw. Gleichungen
6. Klasse AHS

Teamwork;

Verbesserung der Klassengemeinschaft;

Arbeitsaufteilung und gemeinsames Arbeiten und Lernen;
Starken aller Gruppenmitglieder sehen wund davon
profitieren;

Kommunikation iber mathematische Inhalte;

Kreatives Arbeiten und Gestalten;

Konstruktive Kritik geben und annehmen kénnen;

Wissen systematisieren und festigen;

Prasentieren von mathematischen Inhalten;
Mathematische Diskussion fiihren;

Gruppenarbeit

Prasentation im Klassenverband

Plakate

Geeignete Stifte

Magnete

Prasentation der Plakate

Diskussion
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eventuelle Schwierigkeiten Themenauswahl — notfalls teilt die Lehrperson den Gruppen

und Losungsideen die Themen zu; oder es wird zufallig gezogen
Inhaltliche Schwierigkeiten — 5.Klasse und 6.Klasse Buch als
Hilfestellung anbieten

Aktive Arbeitsphase Reflektieren Uber die gefragten Inhalte; Zusammenfassen
der wichtigsten Inhalte — sich in der Gruppe darauf einigen,
welche aufs Plakat geschrieben werden; Plakat gestalten;
Prasentieren;
Diskutieren bei Plakatvorstellungen

Tatigkeit der Lehrperson Berater bei Verfassen der Plakate

Moderator bei Prasentation und Diskussion
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Geraden und Ebenen als Gleichungen

— eine Zusammenfassung

Aufgabenstellung:

Wie kann man Geraden im R2und R3 und Ebenen im R3 darstellen und definieren?

Was wisst ihr Gber Parameterdarstellungen, Normalvektordarstellungen, Hauptformen,...?

Ihr sollt in Finfer — oder Sechsergruppen arbeiten! Sammelt zunachst euer Wissen zu einem
der untenstehenden Themen und fertigt mit diesen Aufzeichnungen jeweils ein moglichst

ausfihrliches, vollstandiges und libersichtliches Plakat an!

Wenn notig, dirft ihr auch euer Schulbuch zur Hilfe nehmen.

Die Themen zur Auswahl sind:

e Darstellung von Geraden in der Ebene

e Darstellung von Geraden im Raum

e Darstellung von Ebenen im Raum

e Die moglichen Darstellungsformen allgemein
e Zusammenhang der Darstellungsformen

AbschlieBend soll ein Gruppensprecher euer Ergebnis der Klasse prasentieren!
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Moglicher Losungsvorschlag:

zu Darstellung von Geraden in der Ebene
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7.7 Beispiel zur Methode Projektarbeit

Kurzbeschreibung

Die Schilerinnen sollen sich als Klasse fur den Bau eines
Produkt entscheiden, dann gemeinsam den Plan fiir eine
Umsetzung erstellen. Durch die praktische Umsetzung
dieses Projektes soll das Thema Vektorrechnung immer
wieder prdsent sein, was die Schilerlnnen darauf
aufmerksam machen soll, wie die Vektorrechnung in der
Praxis gebraucht und eingesetzt wird.

Ziel ist es, das Projekt fachertibergreifend umzusetzen und
die Produkte tatsachlich anzufertigen und eventuell sogar

zu verkaufen.
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Grundkompetenzen Vektoren AG 3.1, AG3.2, AG3.3,AG 3.4
Lehrplan 5. Klasse Vektoren und analytische Geometrie in der Ebene
Schulstufe 5. Klasse
soziale und personale Ziele Diskussionsfreudigkeit
Kompromissfahigkeit
Prazision und Genauigkeit
Teamarbeit
Starkung der Klassengemeinschaft

Profitieren der Starken der Individuen

Funktion Vertiefend, wiederholend und praxisnah lernen
Sozialform Einzel-, Partner-, Gruppenarbeit und Klassenverband
Material und Medien Material zur Planung (Computer mit Geogebra, eventuell

Tafel fir Mindmap fiir Liste fiir Bau des Produkts);

Material fir Bau des Produkts

Ergebnissicherung Beobachtung und Unterstiitzung durch Lehrperson
eventuelle Schwierigkeiten Untertauchen von Einzelpersonen — dazu ermutigen
und Losungsideen mitzuarbeiten, ihre Starken heraus filtern;

Aktive Arbeitsphase Gesamtes Projekt — Planung, Bau, Verkauf

Tatigkeit der Lehrperson Beobachtung und Unterstiitzung
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Wir bauen ein ...

Aufgabenstellung:

Uberlegt euch ein Produkt, das ihr gerne mal bauen méchtet. Uberlegt euch, wie ihr dieses

Projekt tatsachlich umsetzen kénnt.

Fertigt dazu einen Plan des Produkts (zum Beispiel mit Geogebra) an und schreibt eine genaue

Liste mit den Dingen, die ihr fiir den Bau dieses Produkts braucht.

Berechnet auch, was die Fertigung dieses Produkts kostet und um welchen Preis ihr euer

Produkt verkaufen kdonntet. Welchen Gewinn konntet ihr dabei machen?

Kann man hier Gebrauch von der Vektorrechnung machen? Und wenn ja, wie?

Moglicher Losungsvorschlag:

Produkt Flugdrachen

Plan des Flugdrachens:
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Liste fiir den Bau des Drachens: (gerechnet mit Hilfe von Geogebra)

e Holzstangen fur den Rahmen:
Rahmen (also Umfang) und Diagonalen:
2-|AB| + 2 |BC| + |AC| + |AD| = 418.720202997915 cm =~ 4,19 m
e Stoff fir die Bespannung des Drachen:

Flache des Drachens:
1 - —
> |AC x BD| = 3500 cm? = 0,35 m?

e Négel zum Bau des Grundgeriists und zum Befestigen des Stoffes
e Schnur zum Fliegen lassen.

wird an den Punkten B und D befestigt

Kosten fir die Fertigstellung:

Preis pro Einheit Einheitswert
Holzstangen 1,99 € /Meter 5
Stoff 2,49€ /m? 1
Nagel (100 Stlck) 3,39€ / Packung 1
Schnur 0,39€ /Meter 10
1,99 5
. _ [ 2,49 1) _
Produktionkosten K = 3.39 1= 19,73€
0,39 10

Gewinn bei Verkauf:

Es sind 28 Kinder in dieser Klasse.
Wenn alle Schiler einer Klasse ihre Drachen um 25€ verkaufen ist der Gewinn:

G =28-(25—-K) = 147,56€

Die Vektorrechnung kann man hier beim Planen des Produkts benotigen und beim Berechnen

der Kosten des Materials und des Gewinns.
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7.8 Beispiel zur Methode Redaktion

Kurzbeschreibung

Grundkompetenzen

Lehrplan

Schulstufe

soziale und personale Ziele

Funktion

Sozialform

Material und Medien

Ergebnissicherung

eventuelle Schwierigkeiten

und Lésungsideen

Die Schiilerlnnen sollen durch spielerische, kreative Weise
ihr Wissen einsetzen und Merksatze, Liedstrophen, Reime
etc. zu mathematischen Inhalten schreiben. Dafiir missen
zundchst Inhalte der Vektorrechnung sammeln und in
Bereiche aufteilen. Die verschiedenen Gruppen formulieren
dann zu ihren zugeordneten Themenbereichen schriftliche
Beitrage. Diese werden von der Lehrperson auf ihre
Richtigkeit kontrolliert und dann fir die ganze Klasse
vervielfacht. Sie dienen als Merkhilfe fur Inhalte zur
Vektorrechnung.

Vektoren AG 3.1, AG 3.2, AG 3.3, AG 3.4

5. Klasse: Vektoren und analytische Geometrie der Ebene;
6. Klasse: Analytische Geometrie des Raumes

6. Klasse AHS

Kreatives Arbeiten in Gruppen;

Wertschatzen von Ideen anderer Gruppenmitglieder;
Gemeinsames Uberlegen und Reflektieren;
Klassengemeinschaft starken;

Wiederholen von bereits bekannten Inhalten;

Reflektieren von Wissen liber Vektorrechnung;

Formulieren von Beitragen tGiber mathematische Inhalte;
Klassengemeinschaft;

Gruppenarbeit

Kontrolle des Arbeitsauftrages;

Beobachtung bei der Ausfiihrung des Auftrages
Mathematische Unsicherheiten und Schwierigkeiten — die
Schiilerlnnen diirfen ihre Lehrblicher verwenden, wenn es

notig ist;
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Aktive Arbeitsphase Zunachst missen die Schilerlnnen zusammenfassen, was sie
schon Uber Vektorrechnung wissen; diese Inhalte in
Teilbereiche gliedern und zu diesen Teilbereichen
Schriftstiicke verschiedenster Art formulieren.

Tatigkeit der Lehrperson Beobachtung und Moderation wahrend der Wiederholung
der Inhalte;
Beobachtung beim Verfassen der schriftlichen Beitrage;
Hilfestellung wahrend der Ausfiihrung des Arbeitsauftrages;

Korrektur der ausgearbeiteten Schriftstiicke;

Redaktion

Arbeitsauftrag:

Ilhr wisst nun mittlerweile schon sehr viel (iber Vektoren und ihre Eigenschaften. Versucht
nun als Klasse zunachst so viel wie moégliche Kenntnisse zu sammeln und diese in

Teilbereiche zu ordnen.

Dann teilt euch in Gruppen auf und sucht euch euren Lieblingsbereich aus!
Zu diesem sollt ihr nun Merksatze, Strophen, Reime oder Ahnliches erfinden!
Und los geht’s!

Sammelt die Beitrage und vervielfacht sie nach Absprache mit eurer Lehrperson fiir die

ganze Klasse!

Moglicher Losungsvorschlag:
Merksatze zu Multiplikation von Vektoren:

e Vektor - Vektor, das merk dir ja, ergibt als Ergebnis ein Skalar!

e Mochtest du im Raum den Normalvektor zweier Vektoren haben, dann musst du das
Kreuzprodukt der beiden befragen!

e Verklrzung und Verlangerung eines Vektors, das ist klar, kriegst du bei Multiplikation

mit einem Skalar!
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7.9 Beispiel zur Methode Ratsel

Kurzbeschreibung

Grundkompetenzen

Lehrplan

Schulstufe

soziale und personale Ziele

Funktion

Sozialform

Material und Medien

Ergebnissicherung

eventuelle Schwierigkeiten

und Losungsideen

Aktive Arbeitsphase

Tatigkeit der Lehrperson

Die Schilerlnnen sollen die in Mathematik verpackten
Anweisungen zu Maxis Wegen in das Koordinatensystem
eintragen. Dabei missen sie Vektoren kennen und Uber
Grundlagen zu Geometrie Bescheid wissen. Sie sollen
auBerdem die verwendeten Vektoren addieren und dieses
Ergebnis mit dem , Riickkehrvektor” vergleichen.

Vektoren AG 3.3

5.Klasse Addieren von Vektoren, geometrisches
Veranschaulichen dieser Rechenoptionen

5. Klasse AHS

Prazision beim Arbeiten;

Spall am Lernen haben

Wiederholen von Inhalten zu Addition von Vektoren
Einzelarbeit

Arbeitsblatt;

Eventuell Geodreieck oder Lineal;

Kontrolle des Ergebnisses durch Lehrperson

Nicht ernst nehmen des Arbeitsauftrages — Lehrperson soll
den Schiilerinnen vermitteln, dass diese Ubung niitzlich ist
um schon bekannte Inhalte auf witzige Art und Weise zu
wiederholen.

In Einzelarbeit Kenntnisse Uber Addition von Vektoren
anwenden;

Ubersetzen von Text in geometrische Objekte;

Addieren von Vektoren wiederholen;

Lehrperson beobachtet die Schiilerinnen und hilft bei Bedarf.
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Maxi und die Vektoren - Ratsel

Aufgabenstellung:

Maxi ist ein kleines Mathemonster, das nur in Vektoren denken kann. Er begibt sich auf eine

Erkundungstour im kartesischen Koordinatensystem.

Der Anfangspunkt Maxis Weges liegt im Ursprung des Koordinatensystems. Maxi geht entlang des
Vektors (g) bis zum ersten Punkt, dessen Koordinaten natiirliche Zahlen sind. Dort macht er eine 90°
Wendung nach rechts und wandert gleich weit weiter, wie die bereits zurlickgelegte Strecke lang ist.
Von hier aus bewegt sich der kleine Maxi um den Vektor (_33) weiter um dann parallel zur x-Achse vier
Einheiten nach rechts zu laufen. Wieder biegt er um 90° nach rechts ab und geht gerade aus, bis er auf
der anderen Seite der x-Achse gleich weit entfernt ist, wie er vorher war. Nun biegt er noch mal rechts
ab und lauft senkrecht auf die y- Achse zu. Nach 9 Schritten bleibt er stehen. Maxi dammert schon

langsam, dass er die Orientierung verloren hat.

Du kannst ihm helfen, indem du ihm den schnellsten Weg zuriick anhand eines Vektors verratst! Wie

lautet dieser Vektor?

-6 -5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6 7

Gib Maxis Schritte als Addition von Vektoren an und vergleiche das Ergebnis mit dem

,Ruckkehrvektor”!
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Moglicher Losungsvorschlag:

Der Riickkehrvektor lautet (}) und ist in der Abbildung stérker markiert.

G5+ (5)+0)+ () +(6)= ()
3 -2 3 0 -8 0/ \-4
Der Vektor der Addition ist in der Farbe pink eingetragen.

Der Rickkehrvektor ist genau der Gegenvektor der Addition Maxis Schritte.

7.10Beispiel zur Methode Placemats

Kurzbeschreibung Die Schiilerlnnen sollen ihr Gedanken und ihr Wissen zum
Thema ,Interpretation von Vektoren” auf sogenannte
Placemats schreiben. Diese werden in der Gruppe diskutiert
und schlieBlich ein gemeinsamer Losungsvorschlag der
Klasse prasentiert, indem die Placemats der ganzen Klasse
sichtbar gemacht werden. Es soll eine gemeinsame

Diskussion entstehen.

Grundkompetenzen Vektoren AG 3.1, AG 3.2
Lehrplan -
Schulstufe 5. Klasse AHS
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soziale und personale Ziele

Funktion

Sozialform

Material und Medien

Ergebnissicherung
eventuelle Schwierigkeiten

und Lésungsideen

Aktive Arbeitsphase

Tatigkeit der Lehrperson

Mut zum Reflektieren und in Worte fassen von
mathematischen Inhalten erlangen;

Teamwork in der Klasse fordern;

Selbstvertrauen fiir Diskussionen fordern;

Konstruktive Kritik ausiiben und annehmen kénnen;
Wiederholen und reflektieren von angeeignetem Wissen;
Einzel- und Gruppenarbeit,

Diskussion im Klassenverband

Placemat: Ein A3 Blatt soll N %
folgendermaRen eingeteilt werden;
Magnete;
/ N\
. AN

Prasentation der Placemats und Diskussion

Lautstarke bei Gruppenarbeit — es kdnnten einzelne Gruppen
auch auBerhalb des Klassenzimmers arbeiten. Durch stilles
Aufschreiben und Kommentieren am Beginn sollte die
Lautstarke zumindest bis zu den gemeinsamen Diskussionen
kein Problem sein;

Gruppen koénnten voneinander ,,abschreiben” — Lehrperson
beobachtet das Arbeiten der Einzelpersonen und der
Gruppen und bietet den Gruppen geniigend Raum;

Die Schilerlnnen missen zundchst selbststandig Gber ihr
Wissen reflektieren und es aufschreiben, dann
mathematische Inhalte von ihren Gruppenkolleginnen
kommentieren und bei Diskussionen in den Gruppen und in
der Klassengemeinschaft ihre Standpunkte vertreten.

Die Lehrperson dient als Beobachter des Geschehens und als
Beratung bei eventuellen Schwierigkeiten.

In der abschlieBenden Diskussion ist die Lehrperson als

Moderator tatig.

87 |Seite



Placemat Vektoren

Arbeitsauftrag:

Teilt euch in Vierergruppen auf und setzt euch zusammen an einen Tisch!

Ihr bekommt ein Placemat auf dem zuerst jedes Gruppenmitglied fiir sich Uberlegungen und
Ideen zum Thema ,,Interpretation von Vektoren” notieren soll und in seinem Feld aufschreibt.
Dann wird der Papierbogen so oft rotiert, bis jedes Gruppenmitglied alle Beitrage gelesen hat.
Verwendet unterschiedliche Farben und kommentiert anhand von Notizen die Beitrage eurer
Gruppenmitglieder. AnschlieBend sollt ihr als Gruppe Uber eure Gedanken und

Interpretationen diskutieren und in das mittlere Feld eine gemeinsame Version verfassen.

Am Ende sollt ihr auch die Interpretationen der anderen Gruppen kennen lernen. Daflr

werden alle Placemats an die Tafel gehangt und im Klassenverband verglichen.

Méglicher Losungsvorschlag:
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7.11 Beispiel zur Methode Spiele

Kurzbeschreibung

Grundkompetenzen
Lehrplan
Schulstufe

soziale und personale Ziele

Funktion

Sozialform

Material und Medien

Ergebnissicherung
eventuelle Schwierigkeiten
und Losungsideen

Aktive Arbeitsphase

Tatigkeit der Lehrperson

Das Spiel dient zur Festigung der Kenntnisse Uber die
geometrische Auffassung von Vektoren im R2 Durch
Wirfeln werden Vektoren bestimmt, die den Spielziigen
entsprechen. Ein Schritt entspricht dabei das Vorriicken um
ein Kastchen des Spielfeldes. Ziel ist, seine 5 Spielfiguren von
einer Seite des Spielfeldes auf die andere zu bringen. StoRen
zwei Spielmannchen auf das gleiche Feld, muss das schon
stehende Spielmannchen zuriick zum Start und das neue
nimmt seinen Platz ein. Wer zuerst alle Spielfiguren im Ziel
hat, gewinnt.

Vektoren AG 3.2

5. Klasse geometrisches Veranschaulichen von Vektoren

5. Klasse AHS

Spald am Lernen;

Klassengemeinschaft fordern;

Wiederholen und Vertiefen der geometrischen Auffassung
von Vektoren

Haptisches Lernen; ,begreifen” der Interpretation von
Vektoren als Verschiebungen;

Partner— oder Gruppenarbeit

Spielplan und Spielanleitung;

Waiirfel und Spielfiguren fiir jede Spielgruppe;

Beobachtung durch die Lehrperson;

Unterschiedliche Spieldauer — anstatt eine Anzahl von
Runden ware glinstig eine Spieldauer anzugeben;

Die Schilerlnnen spielen das Vektorspiel.

Beobachtung und eventuelle Hilfestellung
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Vektorspiel

Spielanleitung

Man bekommt 5 Spielmadnnchen, die man von einer Seite des Spielfelds auf die andere bringen
muss. Das kann man indem man seine Spielmannchen durch von Vektoren bestimmte
Spielziige fortbewegt. Diese Spielziige bzw. Vektoren werden bestimmt, indem zwei Mal
gewdrfelt wird. Der erste Wurf bestimmt die x-Komponente, der zweite die y-Komponente
der Vektoren. Ein Schritt entspricht dabei das Vorriicken um ein Kastchen des Spielfeldes.
Treffen zwei Spielmadnnchen aufeinander, so muss das Mannchen, das schon auf dem Feld ist

wieder zurlick an den Start und das neue Mannchen nimmt seinen Platz ein.

Sieger ist, wer als erstes alle 5 Mannchen sicher auf die andere Seite des Spielfelds gebracht

hat.
Das Spiel ist geeignet fiir 2 — 4 Spieler.

Beispiel fiir einen Spielzug: wirfelt man fiir zuerst die Zahl 3 und dann die Zahl 4, dann
entspricht das dem Vektor (i), was so viel bedeutet wie ,,3 Kastchen nach rechts, 4 Kastchen

nach oben”.
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Spielplan:

Y
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7.12 Beispiel zur Methode Stationenbetrieb

Kurzbeschreibung

Grundkompetenzen

Lehrplan

Es liegt ein umfangreicher Stationenbetrieb mit Augenmerk
auf die Vorbereitung zur Reifeprifung zum Thema
Vektorrechnung vor. Es gibt vier Pflicht - und zwei
Wahlstationen aus denen aber mindestens eine absolviert
werden muss. Ein Handzettel dient als UberblicksmaRige
Beschreibung der einzelnen Stationen. Die Schilerlnnen
sollen dort ihre schon erledigten Aufgaben als solche
markieren.

Station 1 ist ein Laufdiktat zur Interpretation von Vektoren.
Das schon bekannte Wissen wird in spielerischer Form noch
einmal aufgefrischt.

Station 2 besteht aus einem ausfiihrlichen Ubungszettel zum
Thema ,Vektoren einsetzen und deuten”, ein praktischer
Arbeitsauftrag zur Interpretation von Vektoren. Dieser soll
von jedem/r SchilerIn einzeln bearbeitet werden.

In Station 3 missen die Schiilerlnnen in Einzelarbeit einen
Lickentext zum Thema ,, Rechnen mit Vektoren“ ausfiillen. Es
werden alle fir die Reifeprifung notwendigen
Rechnungsarten behandelt.

Station 4 ist in Partnerarbeit zu erledigen. Es handelt sich um
ein inhaltlich umfangreiches Quiz, deren Fragen adhnlich wie
die Teil-1- Aufgaben bei der Reifeprifung aufgebaut sind.
Station 5 und 6 sind zwei Spiele und stehen zur Wahl. Einmal
handelt es sich um ein Domino, bei dem die Kompetenzen zu
Lagebeziehungen gefragt sind, einmal um ein Tabu, dessen
Begriffe aus allen Bereichen der Vektorrechnung kommen.
Das Domino sollte zu zwei gespielt werden, das Tabu zu dritt.
Vektoren AG 3.1, AG 3.2, AG 3.3, AG 3.4, AG3.5

5. Klasse Vektoren und analytische Geometrie in der Ebene;

6. Klasse analytische Geometrie des Raumes
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Schulstufe 8. Klasse AHS
soziale und personale Ziele Motivation fir Lernen mathematischer Inhalte;
Kontakt mit unterschiedlichen Personen aus der Klasse;
Konzentration trotz Larm und Trubel im Klassenraum;
Merkfahigkeit verbessern;
Rhetorische Fahigkeiten verbessern;
Funktion Wiederholung der Inhalte zum Thema Vektorrechnung;
Vorbereitung fiir die Reifepriifung
Sozialform Einzel-, Partner- und Gruppenarbeit
Material und Medien Stationenbetrieb in Klassenstarke;
Rote runde Zettel;
Laufdiktat laminiert
Mathe — Quiz geschnitten in Stapeln;
Domino geschnitten und laminiert;
Tabu geschnitten und laminiert;
Ergebnissicherung Selbst- und Partnerkontrollen
eventuelle Schwierigkeiten Lautstirke — darauf aufmerksam machen, sich so leise wie
und Losungsideen moglich zu verhalten;
Warteschlangen bei den Spielen — Stationentickets
Keine Partnerinderungen — Bedingung, fiir jede Ubung
anderen Partner zu wahlen
Zeitliche Unterschiede — zweite Wahlstation als Puffer
Aktive Arbeitsphase Die Schilerlnnen missen die Stationen absolvieren. Sie
konnen die Abfolge jedoch frei wahlen;
Tatigkeit der Lehrperson Beobachtung und eventuelle Hilfestellung bei inhaltlichen

oder organisatorischen Schwierigkeiten;
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Stationenbetrieb zur Vektorrechnung

Die Matura ist schon nah! Also sollten wir dringend unsere Kenntnisse zur
Vektorrechnung auffrischen. Dieses Mal mit einem Stationenbetrieb!

Pflicht/ Art der
Station Was ist zu tun? Sozialform erledigt
z Wahl z Kontrolle &
1: Was ist ein
Laufdiktat Partnerkontrolle
Vektor? P OO
2: Vektoren
einsetzen und Ubungszettel P (D) Selbstkontrolle
deuten
3: Rechnen mit
Lickentext P @) Selbstkontrolle
Vektoren
4:Geraden, @
Lagebeziehungen, Mathe-Quiz P D) Partnerkontrolle
Rechnungsarten

Zumindest eine der beiden Wahlstationen:

5: geometrisch

Veranschaulichen Domino W DD Partnerkontrolle
6: Begriffe der Tabu W ©© Kontrolle durch
Vektorrechnung ) Gruppe
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VORGABE: STATION 1 Definition von Vektoren — ein Laufdiktat

Das folgende Laufdiktat beschreibt die verschiedenen Interpretationen von Vektoren.
Such dir einen Partner und schreib mit ihm um die Wette! Wer als erstes fertig ist, gewinnt!

Die méglichen Schreibtische sind mit einem roten Punkt markiert, die Vorgabe des Diktats
bleibt auf seinem Platz!! Schreibt den Text auf das vorgegebene Blatt. Am Schluss milisst ihr

auch noch ein bisschen selbst nachdenken!
Kontrolliert danach gegenseitig eure fertigen Diktate.

Auf die Pldtze, fertig, los!

Vektoren koénnen unterschiedlich interpretiert werden, namlich
algebraisch als Zahlentupel und geometrisch als Punkte und Pfeile in
einem Koordinatensystem. Dabei kann ein Vektor durch unendlich viele
Pfeile reprasentiert werden. Zwei Pfeile entsprechen demselben Vektor
genau dann, wenn sie gleich lang, gleich gerichtet und gleich orientiert
sind. Verbindet ein Vektor zwei Punkte, so berechnet man ihn durch die

Differenz seines Endpunkts und seines Anfangspunkts.

Algebraisch kdnnen Vektoren fir verschiedene Sachverhalte verwendet

werden, zum Beispiel:
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STATION 1: Definition von Vektoren — ein Laufdiktat (AG 3.1. und AG 3.2)

Lauft und schreibt um die Wette!!
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STATION 2 Vektoren einsetzen und deuten kénnen (AG 3.1 und AG 3.2)

Fiille den Ubungszettel zunéichst nach den Anweisungen alleine aus! Kontrolliere ihn anhand

des Lésungszettels, den du bei der Station 2 findest!

Vektoren als Zahlentupel — ein Beispiel

Die folgende Tabelle zeigt die finanziellen Einkinfte und Ausgaben vier

Schilerinnen in einem Monat:

Sonstige Ausgaben fiir Ausgaben fiir | Ausgaben fiir
Name Taschengeld
Einnahmen | Nahrungsmittel Kleidung Aktivitaten
Susanne 30€ 10€ 17€ 11€ 0€
Alexandra 25€ 5€ 14€ 2€ 8€
Simone 40€ 0€ 5€ 20€ 4€
Helene 45€ 10€ 3€ 38€ 9€

Stelle einen Vektor T auf, der das monatliche Taschengeld der vier Madchen

beschreibt.

A:

Stelle einen Vektor M auf, der die monatlichen Gesamteinkiinfte der Madchen

angibt.

A:

Stelle einen Vektor S auf, der Simones monatliche Ausgaben angibt.

A:
12
Was beschreibt der Vektor D = 161 ?
5
A:
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Vektoren als geometrische Objekte.

Welche Vektoren werden in der folgenden Abbildung des kartesischen
Koordinatensystems dargestellt? Markiere, welche Pfeile die gleichen

Vektoren reprasentieren!

98 | Seite



LOSUNG: STATION 2 Vektoren einsetzen und deuten kénnen

Vektoren als Zahlentupel — ein Beispiel

Die folgende Tabelle zeigt die finanziellen Einkiinfte und Ausgaben vier

Schilerinnen in einem Monat:

Sonstige Ausgaben fiir Ausgaben fiir = Ausgaben fiir
Name Taschengeld
Einnahmen = Nahrungsmittel Kleidung Aktivitaten
Susanne 30€ 10€ 17€ 11€ 0€
Alexandra 25€ 5€ 14€ 2€ 8€
Simone 40€ 0€ 5€ 20€ 4€
Helene 45€ 10€ 3€ 38€ 9€

Stelle einen Vektor T auf, der das monatliche Taschengeld der vier Madchen

beschreibt.
30
_ |25
A T = 40
45

Stelle einen Vektor M auf, der die monatlichen Gesamteinkiinfte der Madchen

angibt.
40
_ | 30
A M = 40
55

Stelle einen Vektor S auf, der Simones monatliche Ausgaben angibt.
17

A: S=(11
0

Was beschreibt der Vektor D =

12

6 ?
11"
5

A: Der Vektor D ist das Restgeld, das den Mddchen nach einem Monat lbrig
bleibt.
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Vektoren als geometrische Objekte.

Welche Vektoren werden in der folgenden Abbildung des kartesischen
Koordinatensystems dargestellt? Markiere, welche Pfeile die gleichen

Vektoren reprasentieren!
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STATION 3: Rechnen mit Vektoren - ein Liickentext (AG 3.3)

Algebraisch gesehen funktioniert die Addition und Subtraktion von Vektoren gleich wie

Werden zwei Vektoren addiert, so entsteht

, dessen Komponenten durch

bestimmt sind. In der Mathematik schreibt man:

Betrachtet man die geometrische Addition zweier Vektoren so ist das entweder das Anhangen

eines Pfeils an oder

Die Summe ist dann wieder ein

Die Subtraktion @ — b ist ahnlich der Addition von Vektoren mit dem Unterschied, dass statt

dem Vektor l; sein verwendet wird.

Gib nun je ein Beispiel flir die geometrische Interpretation von Addition und Subtraktion

mindestens zweier Vektoren an!

-8 7 6 -5 4 -3 -2 A 0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Es gibt in der Vektorrechnung auch verschiedene Arten von Multiplikationen, namlich

) )

Wobei man bei der

von einer Vervielfachung des Vektors spricht. Das

Produkt ist

- al b1
Das Skalarprodukt wird definiert durch: @ - b = ( : )( : ) =
a,/ \b,

Sein Ergebnis ist . Im geometrischen Sinn hat es eine

wichtige und sehr nitzliche Eigenschaft: Ist das Skalarprodukt zweier Vektoren

, so stehen diese aufeinander.

a;
Gib auch noch die folgenden Definitionen an: a = ( : )
aTl

e Normalvektor im RZ;

e Betrag eines Vektors a:

e Einheitsvektor von a :
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LOSUNG: STATION 3: Rechnen mit Vektoren — ein Liickentext (AG 3.3)

Algebraisch gesehen funktioniert die Addition und Subtraktion von Vektoren gleich wie mit
reellen Zahlen. Werden zwei Vektoren addiert, so entsteht ein neuer Vektor, dessen
Komponenten durch die Addition bzw. Subtraktion der Komponenten der zu

addierenden/subtrahierenden Vektoren bestimmt sind. In der Mathematik schreibt man:

N a, b1 aq + b1
an, bn a, + bn
und
N a, bl aq + bl
an bn a, + bn

Betrachtet man die geometrische Addition zweier Vektoren so ist das entweder das Anhangen

eines Pfeils an einen Punkt oder einen Vektor.

Die Summe ist dann wieder ein Vektor.

Die Subtraktion @ — b ist shnlich der Addition von Vektoren mit dem Unterschied, dass statt

dem Vektor b sein Gegenvektor verwendet wird.

Gib nun je ein Beispiel flir die geometrische Interpretation von Addition und Subtraktion

mindestens zweier Vektoren an!

5_

41 i

3_

27 — — —
w=u-+7v

1_

0
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Es gibt in der Vektorrechnung auch verschiedene Arten von Multiplikationen, namlich
Multiplikation mit einem Skalar, die Skalarmultiplikation und das Kreuzprodukt. Wobei
man bei der Multiplikation mit einem Skalar von einer Vervielfachung des Vektors spricht.

Das Produkt ist ein Vektor.

a, b,
Das Skalarprodukt wird definiert durch: @b = ( : )( : ) =a.b; + -+ apb,.

a,/ \b,
Sein Ergebnis ist eine reelle Zahl. Im geometrischen Sinn hat es eine wichtige und sehr
nitzliche Eigenschaft: Ist das Skalarprodukt zweier Vektoren Null, so stehen diese normal

aufeinander.

a;
Gib auch noch die folgenden Definitionen an: d = ( : )
an

e Normalvektor im RZ:

- a .
dannista = (a;) und die Normalvektoren:

— —Qa, — a,
1 — r —
n, = ( a, ) und nl, = (_al)
e Betrag eines Vektors a:
a;
<an>

Der Betrag eines Vektors beschreibt seiner Lange.

ld| = = Ja2 + -+ a,2.

e Einheitsvektor von a :

N
—

a o . . .
a, = ar Seine Ldnge ist immer 1!
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STATION 4: Geraden, Lagebeziehungen, Rechnungsarten — ein Mathe-Quiz
AG3.1,3.2,3.3,34

Such dir als Erstes einen/eine Spielpartnerln und nehmt euch jeweils

einen Stapel Quizfragen.
lhr sollt nun gegeneinander spielen.

lhr spielt gleichzeitig indem ihr die Fragen auf euren Zetteln
beantwortet. Eine Runde entspricht dabei einer Frage. Wenn ihr mit
der Frage fertig seid und glaubt, die richtige Antwort gefunden zu
haben, sagt ihr laut: Mathemaster! Dann wird die Aufgabe mit den
Losungen verglichen. Hat der ,Mathemaster” die richtige Losung, so
bekommt er/sie einen Punkt, ist die Antwort falsch, so zahlt der Punkt

fir den/die Spielpartnerin.

Wer am Schluss die meisten Punkte hat, gewinnt das Spiel!
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Frage 1 - Geraden
Ordne die richtigen Begriffe zu:

(1) Fixer Punkt

(2) variabler Punkt
(3) Parameter

(4) Gerade

(5) Richtungsvektor

Frage 2 — Lagebeziehung

Gib die Koordinaten des Schnittpunkts der Geraden g mit der x-Achse an!

=) ()

Antwort:

Frage 3 - Geraden
Beispiel: Gegeben sind zwei Punkte A=(2|5|9) und B=(1|3|-3), die auf der Geraden g in R3

liegen. Gib die Parameterdarstellung dieser Geraden g an!

Antwort:
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Frage 4- Geraden

Stelle den Vektor 2a — b + ¢ als Pfeil dar!

Frage 5 — Skalarprodukt

Die monatlichen Zahlungen fiir Strom in einem Mehrparteienhaus werden in einem Vektor

S1
S = < : )dargestellt.
Sn

1
e \Was bedeutet der Ausdruck () - S?
1

Antwort:

e Und was bedeutet 1,03 - S ?

Antwort:

107 | Seite



Frage 6 — Geraden

4

8) + t=* (i) ist bekannt.

Eine Gerade g: X= (

Gib eine Parameterdarstellung der Geraden h an, die zu g parallel ist und den Punkt P(2]1)

beinhaltet.

Antwort:

Frage 7 — Normalvektoren

-4
Welche dieser Vektoren stehen normal auf den Vektor ( ? )?

1 -2 4 0 -1
1 3 —6 -1 0
-2 0 -1 6 6
o o o o o

Frage 8 - Geraden

Welche der folgenden Rechnungen hat als Ergebnis einen Vektor, wenn &,I; Vektoren sind

und c ein skalares Element?
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Frage 9 - Lagebeziehungen

Gegeben sind zwei Geraden g und h, wobei der Richtungsvektor von h nicht festgelegt ist.

6 -1 -1 .
gX=|-—2|+tx|o], :X=1|0]+r1r*a
3 9 5

Wie liegen g und h zueinander, wenn a wie folgt gegeben ist?

Ordne zu!
Lagebeziehung -
Richtungsvektoren
g und h sind parallel aber nicht ident A
9
g und h sind identisch B 01
g und h sind normal C
-1
g und h sind windschief D 0
9
g und h schneiden einander E
9
1
1

Frage 10 - Geraden

Gegeben sind die Geraden

sx=(5)+2(5)

hiy=—>x+5
.y——ZX

Wie liegen diese beiden Geraden zueinander?

Antwort:
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LOSUNG STATION 4 : Mathe — Quiz

Frage 1: Losung

Fixer Punkt
\ Richtungsvektor

Gerade [~g:X = A+s-d

Variabler Punkt Parameter

Frage 2: Losung

Schnittpunkt S = (_03)

Frage 3 Lésung

(3

Frage 4 Lésung

Frage 5 Lésung

1
. (5)-5 sind die gesamten Stromkosten des Mehrparteienhauses in einem
1

Monat.

e 1,03 -S bedeutet, dass die Mieter um 3% mehr bezahlen miissen.
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Frage 6 Lésung

Frage 7 Lésung

1 -1
1 0
bt o
Frage 8 Lésung
g o
d+c-b a+b ‘b b d-c-b
Frage 9 Lésung
E
A
C
Frage 10 Lésung
Flr Parallelitat misste die Steigungvon h: kK = — g sein, ODER der Richtungsvektor der

Geradeng: d = (_34).
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STATION 5: Lagebeziehungen — Mathedomino (AG 3.4, 3.5)

AN

Her ()

ist parallel zu

(5)

ist normal zu

Zu

()

passt die Steigung

g: X =

(o) (s

ist parallel zu

Zu

9

passt die Steigung

wn
Il
I

Ein
Normalvektor

von (%) ist
2

(5

ist normal zu

Ein
Normalvektor

von (i) ist
4

()

ist normal zu

passt die Steigung

Zu

(12

O er (3)

schneidet

passt die Steigung

Zu

(1)
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LOSUNG STATION 5:

Lagebeziehungen - Mathedomino

Ber

ist parallel zu

(5)

ist normal zu

Zu

()

passt die Steigung

(5

ist normal zu
5)
2
ist normal zu
g:X = Zu

( ) +7r- ( ) 1 4

3 > (1) e (5 1

schneidet passt die Steigung
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STATION 6: Begriffe der Vektorrechnung — das Spiel Tabu (AG 3.1, 3.2, 3.3, 3.4)

Skalarprodukt

Kreuzprodukt

Normalvektor

Ohne:
e Multiplikation
e Definition des

Ohne:
e Multiplikation
e Definition des

Ohne:
e orthogonal
e rechter Winkel

Skalarprodukts Kreuzproduktes e 90 Grad
e Normal e Normal
Vektoraddition Vektorsubtraktion Zahlentupel
Ohne: Ohne: Ohne:
e Plus rechnen e abziehen e Liste
e Subtrahieren e wegzadhlen e Vektor

e zusammenzahlen

e Addieren

e Aufzdhlung

Einheitsvektor Betrag eines Vektors Parameterform
Ohne: Ohne: Ohne:
e Eins e Linge e Punkt + Vektor
e Definition des e Definition des e Normalvektorform
Einheitsvektors Betrags e Gerade
e Bruch e Abstand
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MOGLICHE LOSUNG STATION 6: Begriffe der Vektorrechnung — das Spiel Tabu

Skalarprodukt

Kreuzprodukt

Normalvektor

Mogliche Stichworter:
Rechenart ;
Aufsummieren;
Ubergang von Vektoren
auf reelle Zahlen ;

Mogliche Stichworter:
Erzeugt im Betrag einen
Flacheninhalt;

Man erzeugt einen dritten
Vektor;
Rechte-Hand-Regel;

Mogliche Stichworter:
Uberpriifen mit dem
Skalarprodukt;

Im Raum durch
Kreuzprodukt erzeugt;

Vektoraddition

Vektorsubtraktion

Zahlentupel

Mogliche Stichworter:
Geometrisch —
Zusammenfligen von
Pfeilen;

Rechenart die funktioniert
wie mit reellen Zahlen

Mogliche Stichworter:
Geometrisch dahnlich wie
Zusammenfiigen von
Pfeilen;
Entgegengesetzte
Orientierung ;

Mogliche Stichworter:
Algebraische Auffassung
von Vektoren;
Zusammenfassen von
Inhalten ;

Einheitsvektor

Betrag eines Vektors

Parameterform

Mogliche Stichworter:
Hat eine bestimmte
Lange;

Ist fur alle dieser
geometrischen Objekte
gleich lang;

Mogliche Stichworter:
Kann man fir die
Berechnung von Flachen
brauchen;

Ist eine reelle Zahl

Mogliche Stichworter:
Braucht man um
geometrische Objekte zu
beschreiben;

Variabler und fixer Teil
durch reelle Zahl;

115 | Seite




8 Resumee

Das Verfassen dieser Diplomarbeit war ein sehr durchwachsener Ablauf. Anfangs fiel es mir
sehr schwer, mich an das wissenschaftliche Arbeiten und vor allem Schreiben zu gewdhnen,
doch im Laufe der Zeit entwickelte ich eine Arbeitsweise, durch die ich sehr rasch zu einem

Ziel fand.

Meine Forschungsfragen, wie man als Lehrperson Schiilerinnen bestmoglich auf die zentrale
Reifeprifung vorbereiten kann, habe ich eigentlich schon im praktischen Teil dieser Arbeit
beantwortet. Durch unterschiedlichste an die inhaltliche Thematik angepasste Methoden,
kénnen die Schiilerlnnen mit Ubungsmaterial fiir die zentrale Reifepriifung arbeiten. Ich habe
herausgefunden, dass es auch zahlreiche Moglichkeiten gibt, den Schiilerinnen zu zeigen, dass
sie ihr Ubungsmaterial selbst erstellen kénnen. Dadurch lernen sie, worauf sie bei der
Vorbereitung fir die Matura besonderes Augenmerk legen sollten und verinnerlichen den
Stoff noch intensiver. Die Methode Projektarbeit zeigt ein sehr praxisnahes Beispiel, das im

Unterricht, wenn moglich facheribergreifend, durchgefiihrt werden kann.

Schlussendlich moéchte ich anmerken, dass das Thema Vektorrechnung natiirlich nur ein
kleiner Teil der Inhalte fur die zentrale Reifeprifung und vor allem des Lehrplans ist und ich
im Rahmen dieser Arbeit auch nicht alle Teilbereiche der Vektorrechnung bertlicksichtigen
konnte.

Als weiterfihrende Arbeit kdnnte man sich noch mehr Gedanken uber offenes Lernen und
schulische Lerninhalte machen und dariiber, wie man auch in anderen Themenbereiche mit

geeigneten, schiilerzentrierten Methoden zur Vorbereitung fir die Matura unterrichten kann.
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10 Zusammenfassung und Abstract

In dieser Arbeit wird die Frage behandelt, wie man Schiilerinnen bestmaéglich auf die zentrale
Reifeprifung vorbereiten kann. Dies soll durch offenes Lernen geschehen und sich auf das
Thema Vektorrechnung beziehungsweise die Grundkompetenzen AG 3.1, AG 3.2, AG 3.3, AG
3.4 und AG 3.5 konzentrieren. Diese Einfiihrung in die Unterrichtsform des offenen Lernens
wird von Erklarungen ausgewahlter Methoden begleitet. Es folgen ein Auszug aus der Didaktik
der Vektorrechnung und eine Zusammenfiihrung dieser beiden vorangegangenen Kapitel

anhand eines praxisorientierten Teils.

In this thesis, the research question is how to prepare students best on their final exam. This
should be realized by open learning methods. In this thesis, | put the focus on the subject of
vectors or rather the basic skills AG 3.1, AG 3.2, AG 3.3, AG 3.4 and AG 3.5. The introduction
of the teaching form “open learning” is accompanied by illustrations of selected methods. This
is followed by an excerpt from the teaching of vector analysis and a combination of these two

previous chapters based on a practical part.

122 |Seite



