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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Abhandlung ist ein ganz spezieller Blick auf den Gebrauch von
Variablen im Schulunterricht sowie das Andenken mdglicher Konsequenzen, die zu
ziehen waren, wenn, im Sinne Wittgensteins, die Sprache und somit auch das

Handeln mit mathematischen Begriffen als Abrichtung aufgefasst wird.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich im Groben in drei Abschnitte. Wahrend ein Teill
sich mit Wittgensteins Sprachphilosophie befasst, wird der Variablenbegriff im

anderen Teil rein mathematisch betrachtet und thematisiert.

Diese beiden an und flr sich voneinander unabhangigen Abschnitte bilden den
Hauptteil der Arbeit und wollen den Leser/die Leserin letztendlich hinfihren zu der im
dritten Abschnitt — in der Zusammenfiihrung — sich ergebenden Erkenntnis: Die fur
den Spracherwerb geltenden Regeln sollten im Mathematikunterricht angesprochen

und dementsprechend explizit formuliert werden.

Abstract

Topic of this paper will be a special eye on the use of variables in school mathe-
matics as well as the consideration of possible consequences to be drawn if lan-
guage and thus also the handling of mathematical concepts are considerated, in

terms of Wittgenstein, as training.

The available paper is subdivided into three parts. One part deals with Wittgenstein's
Philosophy of Language, whereas the other part considers and discusses the

concept of variable in a pure mathematical context.

These two, as such, independent sections form the main part of the thesis with the
intention to, finally, lead readers to the resulting realization, given in the third part, the
bringing together. The rules of language acquisition should be valid as well for
mathematic lessons and they should be expressed in an appropriately explicit

manner.
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1. Einleitung

Der ,sichere Umgang mit Variablen gehoért wohl zu den fundamentalsten Kom-
petenzen, nicht nur innerhalb algebraischer Fragestellungen, sondern generell beim
Betreiben von Oberstufenmathematik. Die grolRe Bedeutung dieser Thematik zeigt
sich nicht zuletzt auch in der Mannigfaltigkeit der entsprechenden didaktischen Fach-

literatur.

Gegenstand dieser Abhandlung ist die Klarung des Variablenbegriffes durch eine —
im Feld der Sprachphilosophie angesiedelte — allgemeine Betrachtung der Funktions-
weise unserer Sprache. Als primare Grundlage dient hierbei die Sprachauffassung
des Osterreichischen Philosophen Ludwig Wittgenstein, der in seinem Werk
Philosophische Untersuchungen seine Sicht auf Sprache und Erkenntnis sehr
speziell aufzeigt. In seinem Sinne gelangen wir von der Frage ,Was sind Variable?*
nicht zur Beantwortung der Frage ,Wie gebrauchen wir Variable?“, sondern — wenn

man so will — genau umgekehrt.

Es soll im Folgenden, die wohl gangige Meinung, dass sich die Bedeutung mathe-
matischer Begriffe durch ,saubere“ Definitionen, sozusagen ,an sich“ ergibt, ein
wenig relativiert werden: Dass also die korrekte Anwendung eines mathematischen
Begriffes rein durch dessen Namensgebung in allen Fallen gesichert sei, muss

demnach, im Sinne Wittgensteins, wohl eher als Irrmeinung betrachtet werden.

Das einfuhrende Kapitel Die Sprache der Mathematik und der Gebrauch von Worten
ist von philosophischer Natur; dem Leser oder der Leserin wird die Sprachphilo-
sophie Ludwig Wittgensteins vorgestellt. Dabei werden hauptsachlich Paragraphen
seines Spatwerks Philosophische Untersuchungen rezipiert, sowie zentrale Begriffe
aus Wittgensteins Sprachspiel-ldee erortert.

Das Programm seines Werkes ist die Klarung der Bedeutung und des Gebrauchs

von Worten.

Mit dem Kapitel Die Sprache der (elementaren) Algebra werden dann rein
mathematische Themen aufgegriffen, v.a. solche, die in der Algebra und in der
elementaren Algebra beheimatet sind. Hierbei werden algebraische Notationen
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beschrieben und ein kurzer geschichtlicher Riickblick geboten, d.h. einen Uberblick

Uber den Werdegang des modernen und leistungsstarken Variablenbegriffs.

Das Kapitel Zeichen und Symbole in der Mathematik stellt ein didaktisches Konzept
vor, wie Variable im Unterricht thematisiert werden koénnen. Grundlage dieses
Konzepts sind die von Gunther Malle ausgearbeiteten Variablenaspekte und eine

Kritik an bestimmten didaktischen Grundprinzipien.

Fur die VerknUpfung der bis dahin abgehandelten Inhalte ist dann das Kapitel
Zusammenfiihrung: Anregungen fiir den Mathematikunterricht zustandig. Das von
Wittgenstein etablierte Konzept ,Sprache als Spiel* wird unter besonderer
Berucksichtigung des ,Befolgens von Regeln® in den algebraischen Kontext trans-
feriert, was sich dann durchaus didaktisch-fruchtbar auf den Unterricht auswirken

kann.
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2. Die Sprache der Mathematik und der Gebrauch von Worten

,Die Philosophie ist in dem grolartigen Buche niedergeschrie-
ben, das immer offen vor unseren Augen liegt (ich meine das
Universum). Aber man kann es erst lesen, wenn man die
Sprache erlernt und sich die Zeichen vertraut macht, in denen es
geschrieben ist. Es ist in mathematischer Sprache geschrieben,
und die Buchstaben sind die Dreiecke, Kreise und andere geo-

metrische Figuren..."’

Die Sprache zahlt zu den herausragenden Instrumenten im Leben eines jeden
Menschen. Mit ihrer Hilfe kdnnen Menschen Gedanken transportieren und so ihre
Erkenntnis mitteilen und darstellen. Sprachliche Ausdrucksformen bestimmen nicht
nur unser individuelles Leben, sondern sie ubernehmen — als Medium unserer Kom-
munikation — eine wichtige Rolle im menschlichen gesellschaftlichen Miteinander.
Jeder Mensch — als Bestandteil von Kultur und Gesellschaft — verwendet Sprache auf
seiner individuellen Ebene: Menschliche AuRerungen in Wort und Satz bedienen sich
Substantiven, Verben, Adjektiven etc., denen spezifische Bedeutungen zugeordnet

werden konnen.?

Jedoch fallt es einem nicht immer leicht, seine relativ klaren Vorstellungen in Worte
zu fassen. Genau diese Tatsache macht die Besonderheit und Eigentimlichkeit der
menschlichen Sprache aus. Schon in der Geschichte der Sprachphilosophie bzw. der
Sprachtheorie hat sich der Versuch, die Sprache zu prazisieren, in vielerlei Hinsicht

als eine ,Verarmung*

herausgestellt. Gleich zu Beginn kdnnte man also festhalten:
Die Mehrdeutigkeit der Sprache und die Komplexitat ihrer Worter formen ihren
Charakter und bilden ihr Wesen. Mit jedem ausgesprochenem Wort oder Satz sind
verschiedene Bestrebungen oder Bedeutungen verbunden, mit denen versucht wird,

seine Mitmenschen gedanklich zu erreichen.*

'Galilei (1623) zitiert nach (Maier & Schweiger, 1999) S.12.
?Vgl. (Mayer & Stanek, 2013) S.22.
? (Liessmann & Zenaty, 2004) S.50.
*Vgl.ebd. S.50.
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Der deutsche Gelehrte und Ahnherr des humanistischen Gymnasiums Wilhelm von
Humboldt betont in seinem Werk Schriften zur Sprache das Wesen und die Leben-
digkeit der Sprache: ,Sie selbst ist kein Werk (Ergon), sondern eine Tatigkeit
(Energeia)*®. Humboldt interpretiert die Sprache nicht nur als ein Werkzeug, mit
dessen Hilfe Gedanken des Geistes zum Ausdruck gebracht werden, sondern die
lebendige Sprache sei eine ,sich ewig wiederholende Arbeit des Geistes“®. Demnach
fugt sich der sprechende Mensch nicht nur passiv in eine fertige Sprache ein,
sondern arbeitet durch die Praxis des Sprechens aktiv an seiner Sprache weiter.’
Anders ausgedruckt: Erst durch den Gebrauch der Sprache konstituiert sich diese
weiter. Die Sprache, verstanden als geistige Tatigkeit, ist somit immer auf etwas
bereits Vorhandenes gerichtet und wird dadurch nicht erzeugt, sondern die

bestehende Sprache wird umgestaltet.®

Maier & Schweiger (1999) haben sich in dem Buch Mathematik und Sprache: zum
Verstehen und Verwenden von Fachsprache im Mathematikunterricht unter anderem
mit den Funktionen der mathematischen Sprache auseinandergesetzt: Die kommu-
nikative und kognitive Funktion wird von den beiden Autoren hervorgehoben. Beide
Funktionen sind stark miteinander verwoben und dienen zum Einen der Verstan-
digung (kommunikativ), zum Anderen als Mittel zur Erkenntnis (kognitiv).9 Vor allem
wird deutlich gemacht, welche Rolle die kognitive Funktion unter dem Gesichtspunkt
der Erkenntnis einnimmt. Ebenfalls betonen Maier & Schweiger (1999), dass die
kognitive Funktion der Sprache dem Erkenntnisgewinn diene, welcher wiederrum aus
«10

der ,Verdichtung des Informationstransports durch begriffiche Reprasentation

ermoglicht wird.

Es erscheint wohl naheliegend, dass die Thematisierung der mathematischen
Sprache und ihr Vermdgen zum Erkenntnisgewinn, wie es auch in Maier & Schwei-
ger (1999) und unzahligen anderen Schriften zu diesem Gegenstand der Fall war,
nicht an einer vorherigen allgemeineren Untersuchung der menschlichen Kommuni-

kation, insbesondere der artikulierten Sprache, vorbeifihren kann. Da die ,Erkennt-

*> Humboldt zitiert nach (Liessmann & Zenaty, 2004) S.235.
® Ebd. 5.235.
7 Vgl. (Liessmann & Zenaty, 2004) S.53.
® Vgl. Humboldt nach (Liessmann & Zenaty, 2004) S. 235.
% Vgl. (Maier & Schweiger, 1999) S.11.
Y Ebd. S.11.
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nisse“ der Alltagssprache naturlich auch fur die mathematische Sprache von weitrei-
chender Bedeutung sind, mussen sie einen angemessenen Platz in dieser Arbeit fin-

den.

Hierbei ergibt sich das Problem: wo sollen wir starten? Die Zugange der Erforschung
unserer Sprache sind, wie konnte es auch anders sein, aul3erst vielfaltig.

Aus diesem Grund lassen wir Abhandlungen, die eher der Linguistik zugeschrieben
werden, einfach aufen vor und befassen uns nach einem kurzen Ausflug in die
Semiotik, die sozusagen einen Gegenpart zu den folgenden Beschreibungen dar-
stellt, mit dem Herzstuck bzw. dem pragenden Ursprung sprachphilosophischer

Untersuchungen des 20. Jahrhunderts: Ludwig Wittgensteins Sprachauffassung.

So beginnen wir unsere sprachliche Exploration in Anlehnung an das eingangs
abgedruckte Zitat Galileis, aus dem hervorgeht, dass flr das Erlernen einer Sprache

grundlegend sei, sich mit ,Zeichen® vertraut zu machen, mit der Semiotik.

Buchstaben, Worter, Satze, Gesten, Bilder, Laute etc. Gbernehmen in vielen Sprach-
en die Rolle eines Zeichens.

Im Sinne der Semiotik, der Wissenschaft der Zeichen, lasst sich ein Zeichen als
Symbol verstehen, dem eine spezifische Bedeutung zugeordnet wird. Nach dem
Philosophen und Mathematiker Pierce (1839 -1914), welcher mit seinem Ansatz die
moderne Semiotik wesentlich geformt hat, erfullt der Zeichenbegriff zwei unterschied-
liche Funktionen: Als Objekt Ubernimmt das Zeichen die Rolle des Reprasentanten
fir einen bestimmten zu interpretierenden Sachverhalt. Es wird daher von einer
Reprasentationsfunktion gesprochen. Desweiteren kénnen Zeichen als kognitive Ta-
tigkeit und als Mittel der Erkenntnis festgelegt werden."’

Pierce versucht den Zeichenbegriff so zu entwickeln, dass er den beiden oben ange-
fihrten Funktionen gerecht wird. Ein Zeichen ist nach Pierce in eine Dreierstruktur
eingebunden, jede einzelne Komponente steht in einer speziellen Relation zu den

anderen:'?

11Vgl. (H.G. Hoffmann, 2001) In: http://www.uni-bielefeld.de/idm/semiotik/Hoffmann-Peirces_Zeichen.pdf.
S.3. Zugriff am 24.01.2016.

2ygl. ebd. S.3.
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Abbildung 1: Dreierstruktur von Zeichen nach Pierce

Zeichen

® ®
Objekt Interpretant

[Quelle: http://www.uni-bielefeld.de/idm/semiotik/Hoffmann-Peirces_Zeichen.pdf. S.3.
Zugriff am 24.01.2016]

Durch diese Eigenschaft nehmen Zeichen eine reprasentative Rolle ein und stellen
dadurch eine kontextgebundene Bedeutung dar.” Diese Pierce’sche Auffassung
wollen wir sogleich in einen mathematischen Kontext einbetten, um auch deren Gul-

tigkeit in der Sprache der Mathematik plausibel zu machen.

Betrachten wir dazu folgende Aussage aus einem Mathematiklehrbuch der flnften
Klasse:

,Der Graph einer reellen linearen Funktion y = k - x + d ist eine Gerade* ™

Jedes einzelne Wort, oder die Verbindung dergleichen, kann im Sinne der Semiotik
als Zeichen gedeutet werden. Wie man erkennen kann, ist dieser Satz mit Hilfe von
mathematischen Zeichen wie ,Graph®, ,lineare Funktion“ oder ,Gerade® formuliert.
Mit der Darstellung der Funktionsgleichung ,y = k-x + d“ wird versucht, den
mathematischen Sachverhalt, insbesondere auf symbol-sprachlicher Ebene zu ver-
anschaulichen. Die Aussage stutzt sich sozusagen auf einzelne mathematische Zei-
chen, wie die Verknipfung von Begriffen oder Symbolen, die gemeinsam einen

mathematischen Sachverhalt reprasentieren.

B vgl. (Liessmann & Zenaty, 2004) S.51.
!4 (Gétz, Reichel, Miiller, & Hanisch, 2004) S.121.
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Wie der aufmerksamen Leserin oder dem aufmerksamen Leser vielleicht bewusst
wurde, ist der gerade geschilderte Aspekt einer derartigen Sprachauffassung sehr
am Bezug von Zeichen auf Gegenstande oder Entitaten orientiert. Die Bedeutung
eines Zeichens ist durch einen Bezug oder eine hinweisende Definition gegeben.

Ob das so sein muss oder was u.a. Uberhaupt das Wort ,Bedeutung“ auszusagen
vermag, versucht Ludwig Wittgenstein mit seinen sprachphilosophischen Uberleg-

ungen zu beantworten.

Um es schon vorwegzunehmen, die Antwort drickt er mit der auf3erst bekannten und
fur viele Falle der Sprachverwendung angemessenen folgenden ,Formel“ aus: ,Die

Bedeutung eines Wortes ist sein Gebrauch in der Sprache*™®.

Dieser Ansatz lasst uns das Verhaltnis der mathematischen Sprache zu ihren Wért-
ern unter einem anderen Blickwinkel sehen. So sei bereits an dieser Stelle vermerkt:
Wer Mathematik betreibt, muss letztendlich nicht in der Lage sein, Worter zu interpre-
tieren, sondern insbesondere lernen wie diese im ublichen Sprachgebrauch (ge-
schrieben oder gesprochen) verwendet werden. Die Bedeutung von Woértern er-
schliel3t sich sozusagen erst durch ihren Gebrauch innerhalb der Praxis in einem

,Sprachspiel*'®.

Dementsprechend spielt es beispielsweise flr das Erlernen der mathematischen
Sprache eine wesentliche Rolle, wie Satze, Worter etc. auf konventionellem Weg
verwendet werden. Der Ublichen Verwendung von Woértern der mathematischen
Sprache kann in diesem Sinne eine grundlegende Rolle zugesprochen werden.
Lernen, wie Worter auf konventioneller Ebene verwendet werden, weist aber auch
gleichzeitig auf Regeln oder Vorschriften hin, die wiederrum darauf ,hinweisen®, wie
Worter zu gebrauchen sind. Unter diesem Gesichtspunkt verlangt eine konventionelle

Sprech- oder Schreibweise die Einhaltung bestimmter ,Regeln®.

Die Grundlinien dieser Darlegungen Uber den epistemischen Zusammenhang des
Sprachgebrauchs im ,Sprachspiel® und den dazugehorigen ,Regeln®, stammen, wie

bereits erwahnt, vom Osterreichischen Gelehrten Ludwig Wittgenstein. Obwohl Witt-

> (Wittgenstein, 1971) §43, S.35.

¢ (Wittgenstein, 1971) §7, S.17.
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genstein eher als Philosoph rezipiert wird, hat er einen wichtigen Beitrag zur Sprache

bzw. Erkenntnis im Zusammenhang mit der Mathematik geleistet.

Da in den nachsten Kapiteln die Idee des ,Sprachspiels® eine bezeichnende Rolle im
mathematischen Kontext des Variablenbegriffs einnimmt, sollen vorerst wesentliche
Zuge des Spatwerks Philosophische Untersuchungen von Wittgenstein aufgezeigt
werden. Naher erlautert werden dabei Begriffe wie das ,Sprachspiel”, ,Bedeutung
(durch Gebrauch)“ sowie ,Regeln (folgen)“. Eine kurze Biographie Wittgensteins wird

den Abschnitt vervollstandigen.

2.1. Ludwig Wittgenstein und seine Philosophischen Untersuchungen

Ludwig Wittgenstein wurde am 26. April 1889 in Wien als Sohn eines Wiener
Industriellen geboren. Er studierte Mathematik und Philosophie in Cambridge bei
Bertrand Russell. Es halt ihn allerdings nicht lange an der Universitat, so dass er sich
im Jahr 1914 freiwillig zur Osterreichischen-ungarischen Armee meldet. Er gerat
jedoch in italienischer Kriegsgefangenschaft, in der er sein bedeutendes Werk
Tractatus logico-philosophicus vollendet."”

Nach Kriegsende gerat Wittgenstein in eine heftige Krise, sodass er beschlief3t,
fortan ein einfaches Leben zu fuhren. Seine neue Aufgabe sieht er nun in der
Tatigkeit als Dorfschullehrer in Niederdsterreich, die er auflerst ernst nimmt. Neue
Depressionen sind der Grund, warum er nach ein paar Jahren den Schuldienst
quittiert. Nach zwischenzeitlichen Tatigkeiten als Hilfsgartner und Architekt, kehrt er
wieder nach Cambridge zuriick, wo er auch promoviert.'

Wahrend dieser Zeit beginnt er sein zweites wichtiges Buch zu schreiben, welches
nach seinem Tod unter dem Titel Philosophische Untersuchungen veroffentlicht wird.
Zu Beginn des Zweiten Weltkriegs erhalt er einen philosophischen Lehrstuhl in
Cambridge. Ebenfalls zu dieser Zeit meldet er sich freiwillig als Krankentrager und
Laborant in einer medizinischen Forschungsstatte und sammelt dabei Erfahrungen.
Nach dem Krieg kehrt er zwar nach Cambridge zurick, muss allerdings aufgrund
personlicher Einstellungen, seiner Lehrtatigkeit den Rucken kehren, da er diese als

7 Vlg. (Weischedel, 2005) S.291f.
¥ Ebd. S.292.
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,eine Art Lebendig-Begrabensein“'

empfindet. Gegen Ende seines Lebens widmet
er sich seinen Forschungen, zuriickgezogen auf Bauernhdfen in Irland. Im Alter von

62 Jahren stirbt Wittgenstein 1951 an einem Krebsleiden.?

Mit den Philosophischen Untersuchungen konzentriert sich Wittgenstein auf die
Vieldeutigkeit der Sprache, aus der philosophische Schwierigkeiten im Denken resul-
tieren. Insgesamt handelt es sich um 693 Aphorismen, in denen Wittgenstein ver-
sucht, sich verschiedenen ,Gegenstanden“ zu nahern. So werden diese im Vorwort

auf folgende Weise zusammengefihrt:

,0en Begriff der Bedeutung, des Verstehens, des Satzes, der Logik, die
Grundlagen der Mathematik, die BewuBtseinszustdande und Anderes. [...]
Wesentlich aber schien es mir, da® darin die Gedanken von einem Gegen-
stand zum anderen in einer naturlichen und lickenlosen Folge fortschreiten

sollten.*?!

Inwieweit Wittgenstein allgemein die Alltagssprache erklaren wollte, oder ,nur® die
grolRen philosophischen Probleme aufzulésen versuchte, ist nicht bekannt, sofern
man dies uUberhaupt trennen will. Es ist auch fur uns irrelevant. Wir werden die
~Erkenntnisse“ aus den Philosophischen Untersuchungen analysieren und versuch-
en, diese dann auf die mathematische Sprache und konkret in den Mathematikun-

terricht zu transferieren.

% (Weischedel, 2005) S.293f.
% Vlg. (Weischedel, 2005) 5.291- 294.
?! (Wittgenstein, 1971) S.9.
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2.2. Benennen als Vorbereitung zum Gebrauch der Sprache

Auf den ersten Seiten der Philosophischen Untersuchungen fihrt Wittgenstein einen
Auszug der Confessiones an, einem Werk des mittelalterlichen?? Philosophen Augu-
stinus. Aus dessen Worten versucht Wittgenstein zu eruieren, was fur ihn ,ein be-

«23

stimmtes Bild von dem Wesen der menschlichen Sprache“” auszeichnet.

Nach Rompp (2010) handle es sich dabei um eine Beschreibung, die Wittgenstein

“24 \elche friiher und

als ,Kern der traditionellen Auffassung von Bedeutung ansieht
insbesondere in der Tractatus-Philosophie von Wittgenstein selbst vertreten wurde.
Er sieht in diesem Bild der Sprache eine Idee, die sich an einer allgemeinen Auf-
fassung von Bedeutung und Wort orientiert. Davon leitet er den Zusammenhang vom
Wort mit seiner Bedeutung ab: ,Jedes Wort hat eine Bedeutung. Diese Bedeutung ist
dem Wort zugeordnet. Sie ist Gegenstand, fiir welchen das Wort steht.“® Sieht man
das Wesen der Sprache in dieser Gegenstandstheorie, so wurzelt das Funktionieren

einer Sprache gerade darin, dass man mit Worten Sachverhalte benennen kann.?

In diesem Zusammenhang versucht Rémpp (2010) zu veranschaulichen, was
Wittgenstein an dieser Vorstellung von Sprache zu kritisieren versucht: Das Problem
dieser Auffassung ruhre daher, dass die Bedeutung eben nur daher begrindet sei, in
dem man mit der Verwendung von Zeichen, die ja etwas reprasentieren, eigentlich
das meint, woflur die Zeichen stehen. Mit anderen Worten ausgedrickt: Die Be-
deutung ist gegeben, da Zeichen stellvertretend fir etwas anderes, das Bezeichnete,
interpretiert werden kénnen. Das und nicht mehr wirde dann das Schaffen von
Bedeutung mit Worten auszeichnen. Fur das Funktionieren der Sprache und fur die
Bedeutungszuordnung von Worten kommt es also darauf an, dass Zeichen flr etwas

stehen, das von ihnen verschieden ist.?’

Wittgenstein schreibt im Paragraph 3, warum die Sprache auf die oben beschriebene

Art nicht funktionieren kann. Sinngemal} lautet seine Begrindung: Wurde Sprache in

*? Die mittelalterliche Philosophie (ungefahr 5. bis 15. Jahrhundert) lasst sich in zwei Abschnitte einteilen:
Patristik und Scholastik. Mit Augustinus erreicht die Patristik (Lehre der Kirchenvéter) im 4./5. Jahrhundert
ihren Hohepunkt. Vgl. (Spierling, 2004) S.89 — 96.
> (Wittgenstein, 1971) §1, S.13.
** (R6mpp, 2010) S.85.
> (Wittgenstein, 1971) §1, S.13.
2®ygl. (Wittgenstein, 1971) §1, S.13.
vgl. (R6mpp, 2010), S.86.
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diesem Sinne funktionieren, kénnte man wohl (nur) von einem zugeschnittenen

,System der Verstandigung*?®

ausgehen und eine Darstellung des gesamt-moglichen
sprachlichen Spektrums kdnnte dadurch nicht erfasst werden. Mit dieser Ansicht
wlrde man sich wieder bei Augustinus und seiner Vorstellung vom Bild der Sprache
finden, das, laut Wittgenstein, von einer ,starren® Wort-Bedeutungsfunktion aus-

geht.?

So beschreibt auch Wittgenstein an einer anderen Stelle, inwiefern sich die
traditionelle Sprachauffassung der Gegenstandstheorie auf das Studium der Sprache

auswirkt:

.[...] so ahnt man vielleicht, inwiefern der allgemeine Begriff der Bedeutung
der Worte das Funktionieren der Sprache mit einem Dunst umgibt, der das
klare Sehen unmoglich macht.—Es zerstreut den Nebel, wenn wir die Er-
scheinungen der Sprache an primitiven Arten ihrer Verwendung studieren, in
denen man den Zweck und das Funktionieren der Worter klar Ubersehen

kann.“%°

Im Kontext der Gegenstandstheorie kann daher insofern von einer ,primitiven Art von
Sprache® gesprochen werden, weil jene, wie oben beschrieben, nur eine prazise
Wort-Bedeutungsstruktur postuliert und dadurch ,das klare Sehen“ vom Funktion-
ieren der Sprache ,unmdglich macht®. Was Wittgenstein jedoch mit diesen Worten zu
beschreiben versucht, resultiert nicht weniger aus einem Paragraphen, der an die

Sprachauffassung von Augustinus anknuUpft.

Die Verwendung der traditionellen Sprachauffassung soll dem Leser oder der Leserin
naher gebracht werden, in dem augenscheinlich gemacht wird, wie auf diese Weise
mit Worten operiert wird. Daher fuhrt Wittgenstein ein eigenes Beispiel im Paragraph
1 an und versucht gleichzeitig zu klaren, wie Sprache, seiner Meinung nach, ge-
braucht wird: Jemand wird mit einem Einkaufszettel zum Handler geschickt. Auf dem
Zettel sind die Zeichen ,fUnf rote Apfel“ vermerkt. Der Einkaufer geht zum Handler

und reicht ihm den Zettel. Man stelle sich nun die Reaktion des Kaufmanns vor:

%% (Wittgenstein, 1971) §3, S.14.
»Vgl. (Wittgenstein, 1971) §3, S.14f.
%% (Wittgenstein, 1971) §5, S.15.
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,[...] der 6ffnet die Lade, auf welcher das Zeichen »Apfel« steht; dann sucht er
in einer Tabelle das Wort »rot« auf und findet ihm gegenuber ein Farbmuster;
nun sagt er die Reihe der Grundzahlwoérter—ich nehme an, er weil3 sie
auswendig—bis zum Worte »funf« und bei jedem Zahlwort nimmt er einen

Apfel aus der Lade, der die Farbe des Musters hat.*’

Was versucht Wittgenstein mit dieser Schilderung zu sagen? Eventuell werden diese
Darlegungen besser verstanden, wen wir die Frage in folgende Richtung lenken:
Funktioniert in dem Beispiel die Sprache so, indem wir damit Gegenstande be-
nennen? Oder anders gefragt: Kann die Bedeutung des Ausdrucks ,fiinf rote Apfel*
auf eine Beziehung der Worter auf Gegenstande zurlickgefliihrt werden? Der
Kaufmann weilk in dem Sinn, dass er die Lade mit den Zeichen ,Apfel“ 6ffnen oder in
einer Tabelle das Zeichen ,rot“ nachschlagen muss. Aber woher kann er das wissen?

Oder wie weil} er, wie er nachzuschlagen hat?

Hier mochte Wittgenstein vor allem auf die Handlungen des Kaufers und des
Kaufmanns hinweisen. Es geht ihm in diesem Bespiel nicht um die einzelnen Bedeu-
tungen der Wérter ,fiinf¢, rot* ,Apfel“, sondern vielmehr méchte er den Blick darauf
richten, wie das Wort ,finf, ,rot“ oder ,Apfel“ gebraucht wird. Er fragt also nicht: Was
bedeutet das Wort funf*?, sondern vielmehr wie gebrauchen wir das Wort ,funf“?.
Diese Darlegungen verstehen sich vermutlich besser, wenn man sich das Handeln
des Kaufmanns oder des Kaufers vor Augen halt: Der Kaufer flhrt eine Handlung
aus, indem er den Kaufmann zum Verkauf von Apfeln auffordert. Dieser handelt
ebenfalls, indem er die Apfel holt, auf die Ladentheke legt und so den Kaufer zum
Zahlen auffordert.>? Weder der Kaufer noch der Kaufmann sehen bei der sprach-
lichen AuRerung ,finf rote Apfel“ die einzelnen Bedeutungen von ,fiinf¢, rot‘ oder
,Apfel“ mit einem geistigen Auge vor sich, sondern, sie gebrauchen die Worter eben
wie es dieses Szenario beschreibt.

Mit dieser Beschreibung zeigt Wittgenstein auf, welches Mall an Absurditat die

traditionelle Sprachauffassung in einem konkreten Handlungsablauf in sich birgt.

! (Wittgenstein, 1971) §1, S.14.

*2 vgl. (Rémpp, 2010) S.87.
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Im Paragraph 26 greift er nochmals das ,Benennen von Gegenstanden“ auf und ver-
sucht zu erlautern, welche Auswirkungen jene Auffassung auf das Funktionieren der
Sprache bzw. auf das Lernen einer Sprache hat. In diesem Zusammenhang ist
Wittgenstein versucht, das Missverstandnis, dass der Erwerb der tatsachlichen Wort-
bedeutung im Geben von hinweisenden Definitionen, also dem Benennen von Ge-

genstanden, liegt, aufzudecken:

,Man meint, das Lernen der Sprache bestehe darin, dal’ man Gegenstande
benennt, Und zwar: Menschen, Formen, Farben, Schmerzen, Stimmungen,
Zahlen etc. Wie gesagt—das Benennen ist etwas Ahnliches, wie, einem Ding
ein Namenstafelchen anheften. Man kann das eine Vorbereitung zum

Gebrauch eines Wortes nennen. Aber worauf ist es eine Vorbereitung?“*

In diesem Zitat kommt zum Ausdruck, dass es fur Wittgenstein beim Aneignen der
Sprache nicht ausschliellich beim Benennen von Gegenstanden bleibt. Es soll
verdeutlicht werden, dass, wie oben bereits geschildert ein derartiger Spracherwerb
zu kurz greift und nicht im Stande ist, der Mannigfaltigkeit und Komplexitat von
Sprache gerecht zu werden. Mehr oder weniger sieht Wittgenstein im Benennen von
Dingen lediglich einen vorbereitenden Teil des Spracherwerbs, reduziert diesen
daher auch auf eine Funktion, die sich auf eine Namenszuweisung konkretisieren

lasst.

In bestimmten Situationen koénnte man sozusagen von ,hinweisende[n] Erklar-

ung[en]***

sprechen, welche, wie oben beschrieben, als ,Vorbereitung zum Gebrauch
eines Wortes“ ausgelegt werden. Eine auf hinweisende Definitionen basierende
Sprache lasst sich folgendermalien verstehen: Die Erklarung der Bedeutung eines
Wortes erfolgt, mittels Deuten auf einen Gegenstand bei seiner gleichzeitigen
Benennung. In manchen dieser Falle gelingt sogar der Spracherwerb, was sich vor
allem beim Erlernen einer Fremdsprache beobachten lasst. Die Problematik der hin-
weisenden Definitionen sieht Wittgenstein aber darin, dass sie je nach Situation
verschieden gedeutet werden konnen. Deshalb ist es nach dem Modell der hin-

weisenden Definition unangemessen, Fragen zu klaren, wie urspringlich Sprache

 (Wittgenstein, 1971) §26, S.26.
** (Wittgenstein, 1971) §26, S.26.
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erworben wird.* Wittgenstein demonstriert die Vieldeutigkeit der hinweisenden

Definition mit der Zahl ,zwei“:

,Die Definition der Zahl Zwei »Das heif3t >zweic«—wobei man auf zwei Nusse
zeigt—ist vollkommen exakt.—Aber wie kann man denn die Zwei so
definieren? Der, dem man die Definition gibt, weil} ja dann nicht, was man mit
»zwei« benennen will; er wird annehmen, dal® du diese Gruppe von Nlssen
zwei nennst! — Er kann dies annehmen; vielleicht nimmt er es aber nicht an.
Er kdnnte ja auch, umgekehrt, wenn ich dieser Gruppe Nlssen einen Namen
beilegen will, ihn als Zahlnamen milRverstehen. [...] Das heil}t, die hinwei-

sende Definition kann in jedem Fall so und anders gedeutet werden.“*®

Durch das blolie Zeigen oder Hindeuten ist die Bedeutung eines Wortes nicht
geklart. Man konnte aber dann mit der hinweisenden Definition etwas anfangen,

wenn schon verstanden wurde, dass es sich um einen Zahlnamen handelt:

,Man konnte also sagen: Die hinweisende Definition erklart den Gebrauch —
die Bedeutung — des Wortes, wenn es schon klar ist, welche Rolle das Wort

in der Sprache (berhaupt spielen soll.“*

Im Paragraphen davor versucht Wittgenstein zu zeigen, dass die Verschiedenar-

“38 nicht erfasst werden

tigkeit unserer Sprache durch das blof3e ,von Dingen reden
kann. Auch hier exemplifiziert er die Verschiedenartigkeit von Wortern, indem er
L2Ausrufe” aufzeigt, denen, je nach Situation, verschiedene Funktionen zugeschrieben
werden konnen:

~Wasser!

Fort!

Au!

Hilfe!

Schon!

Nicht!

*vgl. (R6mpp, 2010) S.94.
% (Wittgenstein, 1971) §28, S.26f.
* (Wittgenstein, 1971) §30, S.28.
%% (Wittgenstein, 1971) §27, S.26.
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Bist du nun noch geneigt, diese Worter »Benennungen von Gegenstanden« zu

nennen?“*®

Mit diesen Zitaten nahern wir uns schon eher dem, was Wittgenstein in seinen
Philosophischen Untersuchungen zu erlautern versucht. Far ihn wird die |dee der
Sprachauffassung vielmehr darin verdeutlicht, wie und dass die Sprache verwendet
wird. Entscheidend fur das Funktionieren der Sprache ist also nicht das Benennen
von Gegenstanden, sondern insbesondere wie wir die Sprache gebrauchen und wie
wir mit ihr handeln.*® Mit dieser Denkweise nimmt Wittgenstein wohlweislich eine
Position ein, die im Gegensatz zur sonst klassischen Vorstellung steht, in der
Zeichen ihre Bedeutung durch einen Verweis auf beispielsweise materielle oder

abstrakte Gegenstande erlangen.

2.2.1. Benennen am Beispiel der Definition

Versuchen wir, den Bedeutungscharakter einer derartigen Sprachauffassung zu
veranschaulichen, indem wir uns auf die Sprache der Mathematik beziehen:
Demnach konnte die im Kapitel 2 angesprochene Aussage, wie Der Graph einer
reellen linearen Funktion y = k-x + d ist eine Gerade, als Summe von Wortern
verstanden, in der jedem Wort eine Bedeutung zugeordnet werden kann. Worter wie
,Graph“ oder ,Gerade“ Ubernehmen dann einen Platz stellvertretend fur dessen
Bedeutung. Werden wir nun etwas praziser und betrachten den Ausdruck ,lineare
Funktion®. Aus einem Mathematikbuch der 5. Klasse lasst sich auch eine konkrete

Definition dieses mathematischen Begriffs entnehmen:

Definition

,Eine Funktion f: R — R mit der Funktionsgleichungy =k -x + d mit k,d € R heil3t

lineare Funktion.“'

*? (Wittgenstein, 1971) §27, S.26.
“vgl. (R6mpp, 2010), S.86.
! (Gétz, Reichel, Miiller, & Hanisch, 2004) S.120.
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Nach der Auffassung einer Gegenstandstheorie ware wohl mit dieser Definition eine
Bedeutung gegeben, die dem Ausdruck lineare Funktion eindeutig zugeordnet
werden kann. An dieser Stelle lasst sich eine Ahnlichkeit zur Zeichentheorie (Pierce)
verorten, in der eben Zeichen, oder hier mathematische Ausdrucke, stellvertretend

fur inre Bedeutung stehen.

Hauptsachlich auf den Paragraphen 26 in den Philosophischen Untersuchungen
bezogen wird durch ein derartiges Definieren eine Bedeutungsstruktur geschaffen —
die Wittgenstein Ubrigens als das ,Benennen von Dingen“ bezeichnet — die in diesem
Sinne zwar eine Bedeutung des Wortes ,lineare Funktion® festlegen, aber gleichzeitig
den Gebrauch oder die Funktion dieser AuRerung auf ein enges Verwendungsfeld
einschranken. Wittgenstein spricht von einem ,System der Verstandigung“: die
Verstandigung mit dem bloRem Benennen von Gegenstanden und anschlieRendem
Gebrauch dieser Worter mit festgelegter Bedeutung funktioniert, bildet aber nur einen
Aspekt ab, wie wir Sprache manchmal verwenden. Diese Darstellung, wie Sprache
funktioniert, ist zwar brauchbar aber, so argumentiert Wittgenstein, ,nur fir dieses

“42 \vas beschrieben werden soll.

eng umschriebene Gebiet, nicht flir das Ganze
Mit Wittgenstein wird daher eine sehr spezielle Sichtweise eroffnet, die das Defin-
ieren von mathematischen Begriffen in ein besonderes Licht rickt: Die Bedeutung
von ,lineare Funktion“ ist nicht durch das Beziehen der Zeichen auf Gegenstande
d.h. in dem Beispiel durch das hinweisende Definieren erschopft. Eigentlich ist mit
der Definition noch gar nichts gesagt oder verstindlich gemacht.*®> So verhalt es sich
wahrscheinlich auch mit der Vorstellung von Schiler/innen im Mathematikunterricht:
Entscheidend fir den Begriff ,lineare Funktion* ist wohl kaum die referentielle Be-
deutung der Definition, sondern vielmehr in welchem Zusammenhang der Ausdruck
Jlineare Funktion“ gebraucht und verwendet wird. In diesem Sinn kann nur insofern
jemand sinnvoll nach einer Benennung fragen, wenn er ,schon etwas mit ihr
anzufangen weiR“*.

Die Definition kann lediglich als ,Vorbereitung zum Gebrauch“ des Ausdruckes ,lin-

eare Funktion“ verstanden werden.

2 (Wittgenstein, 1971) §3, S.15.
* vgl. (R6mpp, 2010), S.87.
* (Wittgenstein, 1971) §31, S.29.
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Was heil’t nun eigentlich Gebrauch? Wie gebrauchen wir den Ausdruck ,lineare
Funktion“*®? Vielleicht versteht sich der Gebrauch dieser sprachlichen AuRerung
besser, indem wir uns vorstellen, wir warden mit ihr handeln, wie man es aus einer
typischen Unterrichtsstunde kennt. In diesem Sinne lernen Schiler/innen damit zu
rechnen, zeichnen, ableiten etc.; Das Handeln versteht sich dahingehend, indem die
Schiler/innen mit Hilfe des Ausdrucks tétig werden. Auf welche Weise das Wort
Jlineare Funktion® gebraucht wird, resultiert aber auch mehr oder weniger aus
unterschiedlichen Eigenschaften oder Beschreibungen wie Abhangigkeit einer GroRRe

von einer anderen GroRRe oder in dem Verweis auf den konstanten Differenzen-
quotienten® i—i’, die dem Ausdruck zugeschrieben werden. Die Wichtigkeit der Téatig-

keit im Unterricht, versteht sich aber auch insbesondere dahingehend, in welchem
Kontext diese verwendet wird. Hierin liegt wohl die Leitidee der Sprachauffassung
von Wittgenstein: Durch den Gebrauch der Sprache innerhalb eines Kontextes
bestimmt sich dessen inhaltliche Bedeutung. Deshalb besagt, Rompp (2010) folgend,
eine der wichtigsten Thesen von Wittgenstein, ,dass von der Bedeutung eines
Satzes nur als dessen Verwendung in konkreten Sprachspielen die Rede sein

kann“’.

Aus diesen Darlegungen soll hervorgehen, dass zur Vorstellung, wie die Sprache,
laut Wittgenstein, funktioniert oder, wie im obigen Beispiel, zur Bedeutung des
Begriffs ,lineare Funktion“ offensichtlich mehr gehort, als nur eine gewisse Art des

Verstandlich machens oder des Benennens von bestimmten Sachverhalten.

* Um auf das Beispiel ,fiinf rote Apfel“ im Kapitel 2 zuriick zukommen: Es wird nicht gefragt: Was ist eine
,lineare Funktion“?
*® vgl. (Gétz, Reichel, Miiller, & Hanisch, 2004) S.120.
¥ (Ré6mpp, 2010) S.93.
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2.3. Sprachspiele und Kennzeichen von Sprache

Den ,ganzen Vorgang des Gebrauchens® eines Wortes und die damit ,verwobenen®
Tatigkeiten vergleicht Wittgenstein mit einem Spiel und fuhrt so die Formulierung des
~oprachspieles” ein. Dieser Begriff wird, wie es in seinem Sinne ist und er auch selbst
schreibt, von Wittgenstein zwar nicht eindeutig verwendet, so tritt die Bezeichnung
~oprachspiel“ doch auch in anderer Verwendung auf; wir werden aber weiter unten
noch fur unsere Zwecke genugende Merkmale ausfuhren, die die ,richtige“ Verwen-
dung des Wortes ,Sprachspiel” deutlicher werden Iasst.

Um es vorweg zu nehmen: Die Analogie zu einem Spiel soll die Offenheit unserer
Sprache ausdricken. So betont Rompp (2010), dass vor allem mit dem Ausdruck
~opiel‘, jene ,starren” konkreten Beziehungen, die in der traditionellen Sprachauf-

fassung postuliert werden, ausgegrenzt sind.*®

Dieser Ansatz bezieht sich auf eine Stelle, in der Wittgenstein das Funktionieren der

Sprache vergleicht mit dem Sprechen Uber Schachfiguren:

.[...] Aber wir reden von ihr so, wie von den Figuren des Schachspiels, indem
wir Spielregeln fUr sie angeben, nicht ihre physikalischen Eigenschaften be-
schreiben. Die Frage »Was ist eigentlich ein Wort?« ist analog der »Was ist

eine Schachfigur?«“*°

Wann ist jemand fahig, Schach zu spielen? Zweifelsohne wenn er die Regeln kennt,
die das Schachspielen erst ermoglichen. Dabei spielt es keine Rolle, ob die Figuren
aus Holz, Porzellan oder anderen Materialien bestehen. Genauso wenig wird eine
Figur zum Bauer, indem man sie nur auf das Spielfeld stellt und verschiebt. Eine
Figur wird erst dann zum Bauer, wenn man angibt, wie mit ihr zu spielen ist. So
verhalt es sich mit der Sprache: Man verwendet Sprache, man wird sozusagen durch
die Praxis des Sprechens tétig. Fur ein klares Verstandnis der Bauernfigur ist aber

nicht nur ihre Rolle im Spiel ausschlaggebend. Die Spielregeln aller Figuren missen

*® vgl. (R6mpp, 2010) S.93.
* (Wittgenstein, 1971) §108, S.66.
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geklart sein und erst dadurch ergibt ,die Gesamtheit der Spielregeln den logischen

Ort des Bauern“®.

Wittgenstein gibt in seinen Philosophischen Untersuchungen keine prazise Beschrei-
bung oder explizite Definition des Sprachspielbegriffs an. In gewisser Hinsicht kann
er das auch nicht, wie es Rompp (2010) mit folgenden Worten formuliert: ,Es ware
auch merkwurdig, wenn er in der Erlauterung seines Denkens die Sprache so ver-

wenden wiirde, wie sie diesem Denken zufolge gerade nicht funktioniert“®”.

Um jedoch eine Grundlinie herauszuarbeiten, was Wittgenstein unter einem Sprach-
spiel versteht, ist es durchaus hilfreich, anzufiihren, welche Kennzeichen fur die
Sprache daraus resultieren. Ramharter & Weiberg (2014) verdeutlichen diese
Merkmale®® auf den ersten Seiten des Buchs Die Hérte des logischen Muss. Witt-
gensteins Bemerkungen Uliber die Grundlagen der Mathematik auf folgende Weise:
»-Mannigfaltigkeit der Sprachspiele®, ,Zeitliche Dynamik der Sprachspiele®, ,Bedeu-
tung und Gebrauch von Worten®, ,Handlungscharakter von Sprache®, ,Regeln folgen*

und ,Sprachspiele als Sammelname®.

2.3.1. Mannigfaltigkeit der Sprachspiele

Das erste Kennzeichen von Sprache deutet auf die Vielfalt der verschiedenen
Sprachspiele hin, was gleichzeitig darauf schliel3en lasst, dass Sprache nicht mit
wenigen Merkmalen beschrieben werden kann.>® Diese ,Mannigfaltigkeit* der
Sprachspiele wird, laut Wittgenstein, deutlich, wenn man sich folgende Beispiele des
Paragraphen 23 der Philosophischen Untersuchungen vor Augen flhrt:

,Befehlen, und nach Befehlen handeln —[...]

Herstellen eines Gegenstands nach einer Beschreibung (Zeich-
nung) — [...]

% (Dérfler, 2013) S.8.
> (Rémpp, 2010) S.95.
> vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.15 — 28.
>3 Vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.15.
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Uber den Hergang Vermutungen anstellen —
Eine Hypothese aufstellen und prufen—[...]
Eine Geschichte erfinden; und lesen—[...]
Reigen singen —

Ratsel raten—

Einen Witz machen; erzahlen — [...]

Aus einer Sprache in die andere Ubersetzen

Bitten, Danken, Fluchen, GriiRen, Beten.“*

So verschieden die hier aufgelisteten Sprachspiele sind, so scheint es mit ihren
Funktionen. Manche Sprachspiele mdégen den Leser oder die Leserin im ersten Mo-
ment verbliffen, da diese moglicherweise nichts mit Sprechen zu tun haben oder
denen kein bestimmter Zweck zugeordnet werden kann: ,Herstellen eines Gegen-
stands nach einer Beschreibung (Zeichnung)* oder ,Eine Geschichte erfinden“.>®

Manche Sprachspiele erscheinen uns auf den ersten Blick ahnlicher als andere;
diesen Trugschluss greift Wittgenstein im Paragraphen 12 auf und betont, dass man
sich trotz vermeintlichen ahnlichen Erscheinungsbildern der Sprachspiele nicht Gber
deren Verschiedenheit in Gebrauch und Funktion hinwegtiduschen lassen soll.*®

Dieser Aspekt wird mit folgender bildlicher Darstellung wiedergegeben:

,Wie wenn wir in den Fuhrerstand einer Lokomotive schauen: da sind Hand-
griffe, die alle mehr oder weniger gleich aussehen. (Das ist begreiflich, denn
sie sollen alle mit der Hand angefal3t werden). Aber einer ist der Handgriff
einer Kurbel, die kontinuierlich verstellt werden kann (sie reguliert die Offnung
eines Ventils); ein andrer ist der Handgriff eines Schalters, der nur zweierlei
wirksame Stellungen hat, er ist entweder umgelegt, oder aufgestellt; ein dritter
ist der Griff eines Bremshebels, je starker man zieht, desto starker wird
gebremst; ein vierter, der Handgriff einer Pumpe, er wirkt nur, solange er hin

und her bewegt wird.“*’

>* (Wittgenstein, 1971) §23, S.24f.
>>Vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.15f.
*®vgl. ebd. S.16.
*7 (Wittgenstein, 1971) §12, S.18f.
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2.3.2. Zeitliche Dynamik der Sprachspiele

Das zweite Kennzeichen von Sprache richtet sich an die im ersten Punkt beschrie-
bene ,Mannigfaltigkeit” und betont dabei, dass diese nicht nur durch verschiedene
Sprachspiele gekennzeichnet sei, sondern insbesondere durch eine ,zeitliche

Dynamik*:>®

.[---] Und diese Mannigfaltigkeit ist nichts Festes, ein fir allemal Gegebenes;
sondern neue Typen der Sprache, neue Sprachspiele, wie wir sagen konnen,
entstehen und andere veralten und werden vergessen. (ein ungeféhres Bild

davon kénnen uns die Wandlungen der Mathematik geben)“*°

Der Aspekt der hier dargelegten Dynamik wird von Wittgenstein mit einem Bild
verdeutlicht, diesmal eine Stadt, die aus neuen und alten Hausern besteht und sich

dadurch in einem standigen und nicht verfestigten Zustand befindet:

.[---] (Und mit wieviel Hausern, oder Stral’en, fangt eine Stadt an, Stadt zu
sein?) Unsere Sprache kann man ansehen als eine alte Stadt: Ein Gewinkel
von Galchen und Platzen, alten und neuen Hausern, und Hausern mit
Zubauten aus verschiedenen Zeiten; und dies umgeben von einer Menge
neuer Vororte mit geraden und regelmaRigen Strallen und mit einférmigen

Hausern.“®°

Veranderungen einer Stadt, wie Neubauten, Sanierungen oder das Verwahrlosen
mancher Hauser, zeichnen in diesem Sinne den Charakter der Dynamik von
Sprachspielen aus. So wie alte und neue Hauser abgerissen oder neu gebaut
werden, so verhalt es sich mit Worten: Manche Worter werden vergessen, ersetzt
oder neu geschaffen.®’ Im Paragraph 23 nennt Wittgenstein die Mathematik, in der
dieses Phanomen vom Wandel der Sprachspiele (wenn auch nur ,ungefahr)
gesehen werden kann. Es wird daher in einem spateren Kapitel versucht, diesen

Aspekt nochmals aufzugreifen.

> Vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.16f.
> (Wittgenstein, 1971) §23, S.24.
% (Wittgenstein, 1971) §18, S.20.
ot Vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.16f.
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2.3.3. Bedeutung und Gebrauch von Worten

Das dritte Kennzeichen wurde bereits im vorigen Kapitel angeschnitten. Ausschlag-
gebend fur die Bedeutung eines Wortes ist nicht die Vorstellung der klassischen
Sprachauffassung mittels eines Bezuges auf eine Entitdt (wie bei Augustinus),
sondern vielmehr der Gebrauch eines Wortes. So heil3t es im berthmten Paragraph
43: ,Die Bedeutung eine Wortes ist sein Gebrauch in der Sprache.“®? In diesem
Sinne (um nochmals das Beispiel mit der ,linearen Funktion® aufzugreifen) kann (wie
wir noch sehen werden) nicht von einer Bedeutung des Wortes ,lineare Funktion®
gesprochen werden, sondern ,die Bedeutung hangt davon ab, wie [dieses] Wort
gebrauchl[t] [wird]“®°.

Ein Wort kann somit in verschieden Sprachspielen unterschiedlich gebraucht werden,
was wiederrum verschiedene Bedeutungen schafft. Daher spielt es auch eine wich-

tige Rolle in welchen Kontext oder in welcher Situation Wérter gebraucht werden.®*

2.3.4. Handlungscharakter von Sprache

Die Verwendung des Wortes ,Spiel“ im Sprachspiel deutet auf das vierte Kenn-
zeichen von Sprache hin. Wittgenstein sieht ,das Sprechen einer Sprache [als] ein
Teil [...] einer Tatigkeit, oder einer Lebensform“®®. Mit dieser Tétigkeit soll der Hand-
lungscharakter von Sprache angesprochen werden. Wie wichtig das Handeln fur den
Gebrauch der Sprache ist, lasst sich gut am Beispiel des Spracherwerbs eines
Kindes nachvollziehen: In diesem Sinne lernen Kinder nicht, dass Blicher oder Stih-
le existieren, sondern vielmehr Blcher zu holen und sich auf Stuhle zu setzen. Etwas
formaler bedeutet dieses Prinzip: Kinder werden beim Lernen einer Sprache dazu er-
zogen, Worter zu gebrauchen, in dem sie eine Tatigkeit, wie das Holen oder Setzen,
verrichten.®®

Dieser Erziehungsstil wird von Wittgenstein als ,Abrichten“ bezeichnet, wie er im

Paragraph 5 beschreibt: ,Das Lehren der Sprache ist hier kein Erklaren, sondern ein

%% (Wittgenstein, 1971) §43, S.35.
% (Ramharter & Weiberg, 2014) S.17.
® vgl. ebd. S.17.
® (Wittgenstein, 1971) §23, S.24.
o Vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.18.
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Abrichten.“®” Das Wort ,Abrichten bringt einen eher negativen Beigeschmack mit
sich, dessen Verwendung ist aber auf folgende Weise begrindet: Wittgenstein wahlt
dieses Wort, weil Kinder in der Anfangsphase des Unterrichts nichts hinterfragen,
sondern eher bedenkenlos und ohne Zweifel lernen. Handlungsweisen werden auf
diesem Weg eingelbt und spater mit Mitmenschen geteilt und ausgefihrt. Das
schafft wiederum ein Kriterium dafir ob wir manche Dinge akzeptieren oder
bezweifeln.®® (Wir werden in einem spéteren Kapitel sehen, dass die Methode des
Abrichtens auch im schulischen Kontext entdeckt wird, aber hier soll vorlaufig Unter-
richt allgemein im Sinne von Erziehen, in dem Fall Erziehung eines Sprachge-

brauchs, gemeint sein).

2.3.5. Regeln folgen

Wie die bisherigen Ausfuhrungen Uber Sprachspiele bereits erahnen lassen, ist bei
der Thematisierung von ,Spielen unumstoRlich auf das Ausflhren verbindlicher An-
weisungen einzugehen. Dies fuhrt uns zum flunften Merkmal, namlich zu den Regeln,
die den Gebrauch der Sprache lenken.

Wittgenstein sieht in den Regeln einen ,Wegweiser®, der den Gebrauch der Sprache
in eine Richtung lenkt, was wiederrum bedeutet, dass Sprache nicht beliebig verwen-
det werden kann.®® In diesem Sinne wird ein Offentlichkeitscharakter angesprochen,
der die Sprache insofern reguliert, als eine ,Ubereinstimmung beziiglich der Regeln
besteht”®.

Sprachspiele werden zwar von den Regeln geleitet, sind aber in ihrer Verwendung
nicht eingegrenzt. Es gibt sozusagen einen Spielraum der Verwendung. Das Befolg-
en bestimmter Regeln kann als eine Praxis verstanden werden, in der (im Unterricht)
Techniken erlernt und eingeubt werden.”" Unter diesem Gesichtspunkt nimmt das
Befolgen von Regeln einen besonderen Stellenwert im Kontext Unterricht als Abrich-

tung ein. Man lernt also die Verwendung der Sprache nicht, ,indem man die Sprache

® (Wittgenstein, 1971) §5, S.15.

% vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.18.
® vgl. ebd. S.19.
7% (Ramharter & Weiberg, 2014) S.19.
71Vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.18f.
31



an die Wirklichkeit anpasst, sondern indem man sie durch Einiben zur Gewohnheit

werden lasst“’?.

2.3.6. Sprachspiele als Sammelname

Wittgenstein sieht also im Sprachspielbegriff einen ,Sammelnamen®, was gleichzeitig
darauf hinweisen soll, dass in Sprachspielen kein gemeinsames Merkmal zu finden
sei und lediglich von ,Verwandtschaften oder ,Familiendhnlichkeiten“ die Rede sein

kann:"®

.[...] Statt etwas anzugeben, was allem, was wir Sprache nennen, gemeinsam
ist, sage ich, es ist diesen Erscheinungen garnicht Eines gemeinsam, weswe-
gen wir fUr alle das gleiche Wort verwenden, —sondern sie sind mit einander

in vielen verschiedenen Weisen verwandt.“’*

Wittgenstein versucht die ,Verwandtschaft“ zu klaren, in dem er im Paragraph 66 auf-
zeigt, welche Ahnlichkeiten in Brett-, Karten-, Ball- und Kampfspielen gesehen

werden konnen:

.[---] Sag nicht: »Es mul8 ihnen etwas gemeinsam sein, sonst hie3en sie nicht
ySpiele<««— sondern schau, ob ihnen allen etwas gemeinsam ist.—Denn,
wenn du sie anschaust, wirst du zwar nicht etwas sehen, was allen gemein-
sam ware, aber du wirst Ahnlichkeiten, Verwandtschaften, sehen, und zwar
eine ganze Reihe. Wie gesagt: denk nicht, sondern schau! —Schau z.B. die
Brettspiele an, mit ihren mannigfachen Verwandtschaften. Nun geh zu den
Kartenspielen Uber: hier findest du viele Entsprechungen mit jener ersten
Klasse, aber viele gemeinsame Zuge verschwinden, andere treten auf. Wenn
wir nun zu den Ballspielen Ubergehen, so bleibt manches Gemeinsame

erhalten, aber vieles geht verloren.“”

7 (R6mpp, 2010) S.117.

7 vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.21.
* (Wittgenstein, 1971) §65, S.48.

7> (Wittgenstein, 1971) §66, S.48.

32



Alle Entitdten oder Gegenstande, die unter einen Begriff subsumiert werden, weisen
also eine gewisse Familiendhnlichkeit auf. Diese Ahnlichkeit ist wohl weniger mit
einem allen Gegenstéanden zu Grunde liegenden gemeinsamen Merkmal gegeben,
sondern wie es Wittgenstein mit der Fadenmetapher formuliert: die gemeinsamen
Merkmale sind wie einzelne ineinander verwobene Faden, wobei es nicht klar ist, ob
und welche einzelnen Faden als Bild fur die Entitdten dann noch einen direkten

Bezug zueinander besitzen.”®

Folgend wollen wir uns eine Pause von dieser doch anspruchsvollen Lektlre gonnen
und wieder tiefer ins Feld der Mathematik und deren Sprache eindringen, das heift,

uns wieder dem Sprachspiel Mathematik zu widmen.

7% vgl. (von Savigny, 1998) S.48ff.
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3. Die Sprache der (elementaren) Algebra

Nach den Uberlegungen im vorigen Kapitel, welche spéater wieder aufgegriffen
werden, wenden wir uns nun einem besonderen Gebiet der Mathematik zu, namlich
der Algebra und ihrer Symbolsprache. Wenn im Weiteren die historische Genese der
Algebra sowie die Entwicklung der Symbolsprache und die Konzepte des Variablen-
begriffs vertieft werden, so scheint es vernlnftig, eine Definition der Algebra voran-

zustellen.

Eine eindeutige Definition der Algebra bleibt in der Literatur jedoch umstritten, sodass
folgendes Zitat von Freudenthal (1977) nur anndhernd das Wesen der Algebra be-

schreibt:

,What is algebra? There is no Supreme Court to decide such questions.
Nevertheless, ,algebra’ has a meaning in everday language just as ,chair’ and
,table’ have. For instance, at school algebra is solving linear and quadratic

equations.“”’

Freudenthal gibt in diesem Zitat ein Beispiel fir jene Algebra, welche in der Schule
gelehrt wird. Er macht somit bewusst eine Unterscheidung zwischen Schulalgebra
und jener abstrakten Algebra, welche insbesondere in der hoheren Mathematik ihre
Anwendung findet. Ein Beispiel dafur, was die Algebra ausmacht, sieht Freudenthal
im Lésen von linearen und quadratischen Gleichungen. Steinweg (2013) betont an
dieser Stelle, dass manche Lehrkrafte in héheren Jahrgangen sogar auf Matrizen
und Vektorraume eingehen, welche ein Teilgebiet der linearen Algebra darstellen.”®
Als Student oder Studentin der Mathematik findet man sich beispielsweise bereits in
Ublichen Einfihrungsvorlesungen mit algebraischen Strukturen wie Gruppen, Ringen,
oder Koérpern konfrontiert.

~Abstraktere“ Objekte der Algebra sollen jedoch nicht Gegenstand meiner Arbeit sein
und werden deswegen nicht weiter ausgefuhrt. In dieser Arbeit soll der Fokus auf die
schulische Algebra und deren grundlegendes algebraisches Symbol — die Variable —

gerichtet werden.

7 Freudenthal (1977) zitiert in (Steinweg, 2013) S.1.
Bvgl. (Steinweg, 2013) S.1.
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Ein Blick in den Osterreichischen Lehrplan der Sekundarstufe | zeigt, dass schon ab

“"9 zum Stoffge-

der 1. Klasse Unterstufe (Schulstufe 5) das ,Arbeiten mit Variablen
biet des Faches Mathematik zahilt.

Ab diesem Zeitpunkt wird der Variablenbegriff ein fester Bestandteil aller mathe-
matischen Teilgebiete der Schulmathematik sein und sich bis zur Sekundarstufe Il
und letztendlich zur Reifeprufung durchziehen. Auch wenn Variable in vielen Gebie-
ten der Mathematik zum Einsatz kommen, ihre explizite EinfiUhrung und Thematisie-
rung erhalten die Schilerinnen und Schuler durch die Einsicht in die elementare

Algebra.?°

Der Ausdruck elementare Algebra lasst sich wie der Begriff der Algebra nur schwer
eindeutig definieren. Um dennoch eine Vorstellung zu bekommen, was unter dem
Begriff der elementaren Algebra verstanden wird, sollen folgende Beschreibungen —

erstere von Siebel (2005) — diese annahernd eingrenzen:

,Fachwissenschaftliche Literatur beschaftigt sich nicht explizit mit elementarer
Algebra, anders als etwa Algebra wird Elementare Algebra nicht in Vorlesun-
gen eingefuhrt oder in Lehrblchern fur Mathematikstudierende dargestellt (in
der deutschsprachigen Literatur). So wird in fachwissenschaftlichen Publika-
tionen das Gebiet Elementare Algebra nicht bestimmt, sondern als Ausdrucks-

mittel verwendet.*®’

In diesem Zitat wird deutlich, dass sich die elementare Algebra offensichtlich nicht als
selbststandiges Teilgebiet beschreiben lasst. Gleichsam wird davon ausgegangen,
dass die elementare Algebra als reine Ausdrucksform in der Schule verwendet wird.
Gunther Malle hat den Begriff der elementaren Algebra gepragt und gibt in seinem
Buch Didaktische Probleme der elementaren Algebra (1993) eine Vorstellung davon,

was er unter diesem Begriff versteht:

7 (Bundesministerium fir Bildung und Frauen, 2016) Lehrplan der AHS Unterstufe Mathematik In:
https://www.bmb.gv.at/schulen/unterricht/lp/ahs14_789.pdf?5h6vwg. S.6. Zugriff am 15.07.2016.
8 (Akinwunmi, 2012) S.14.

#siebel (2005) zitiert in (Akinwunmi, 2012) S.14.
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,Zur ,elementaren’ Algebra wird in diesem Buch alles gezahlt, was mit Varia-
blen, Termen und Formeln (Gleichungen, Ungleichungen) auf Schulniveau zu

tun hat.“?

Auf die Frage, worum es in der elementaren Algebra geht, verweist Malle (1993)
insbesondere auf verschiedene Tatigkeiten, die im Unterricht vor allem mit Formeln

“83 in diesem Sinne an-

realisiert werden. Welche konkreten ,Tatigkeiten mit Formeln
gesprochen werden, lassen sich laut Malle (1993) an folgenden Durchfihrungen er-

kennen:

- Aufstellen einer Formel

- Einsetzen von Zahlen und numerisches Berechnen einer Grofe
- Interpretieren einer Formel

- Herauslesen von Zusammenhangen (z.B. Proportionalitaten)

- Graphisches Darstellen von solchen Zusammenhangen

- Umformen einer Formel

- Adaptieren einer Formel fur bestimmte Zwecke

Alle diese Tatigkeiten lassen nun im Weiteren auf eine ,simple® Erkenntnis schlie3en,

welche, so schreibt Malle (1993), in der Schule eher wenig bericksichtigt wird:

,variable (und damit Terme und Formeln) sind Mittel zur allgemeinen

Darstellung von Sachverhalten.“®*

Um ein bestimmtes Ziel zu erreichen, werden also mit Hilfe von Variablen Sach-
verhalte allgemein dargestellt. Was jedoch in manchen Fallen nicht beachtet wird, ist
die Tatsache, dass jene allgemeine Darstellung von Sachverhalten selbst auch ein
solches Ziel sein kann. In vielen Fallen sind solche Darstellungen nur ein erster

Schritt, auf dem weitere Tatigkeiten folgen.

Akinwumni (2012) sieht ebenfalls ein Problem darin, dass Tatigkeiten, die durch und

mit dem Arbeiten von Variablen entstehen, oft nicht erkannt werden und was gleich-

 (Malle, 1993) S.1.
¥ Ebd. S.9.
¥ Ebd. S.9.
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zeitig die elementare Algebra als ein ,reines“ Ausdrucksmittel charakterisiert. Eine
Schwierigkeit, die sich bei dieser Mittel-zum-Zweck-Anschauung ergibt, sieht
Akinwumni (2012) vor allem im anfanglichen Erlernen der algebraischen Fach-
sprache.85 Dementsprechend kann die Beschrankung der elementaren Algebra auf
den reinen Erwerb der formalen Sprache nicht ausreichend sein. Vielmehr sollte die

Algebra oder das algebraische Denken als ein ,Enkulturationsprozess*®

gesehen
werden, welcher von Denkhandlungen wie Generalisieren, Abstrahieren oder Struk-
turieren charakterisiert wird und dadurch eine Kultur ausmacht. Auch bei Akinkumni
(2012) werden in algebraischen Denkhandlungen eine ,Reihe von Tétigkeiten“®’
gesehen, die dadurch das Verstandnis der algebraischen Sprache um eine weitere

Komponente erweitern.

An dieser Stelle kann man nun festhalten: Das Arbeiten mit Formeln, Termen und
Variablen beschrankt sich nicht ,nur auf allgemeine Darstellungen mathematischer
Sachverhalte, sondern fordert insbesondere eine Vielzahl von Tatigkeiten, die, laut
Malle (1993), in Fahigkeiten wie Problemlésen, Kommunizieren, Argumentieren und
Explorieren gesehen werden kénnen. Das liefert wiederum einen Grund warum die
elementare Algebra fur das Erreichen allgemeiner Lernziele hilfreich sein und gerade
deswegen auch fur jene Schulerinnen und Schuler wichtig sein kann, welche bei-
spielsweise nach der Schule die elementare Algebra nicht mehr ,bendtigen®. Eben-
falls Malle (1993) folgend, kdnnen hierbei Fahigkeiten angesprochen werden wie
beispielsweise Begrinden, Kommunizieren oder Argumentieren sowie zusatzliche
Kompetenzen, welche insgesamt ein exaktes Arbeiten, Durchhaltevermdgen und vor
allem die Selbstdisziplin unterstlitzend férdern. Die elementare Algebra kann in
diesem Sinne einen gelegentlichen praktischen Nutzen im Leben eines jeden Men-

schen haben.®

Wie bereits oben erwahnt, stellt bei der Thematisierung der Elementaren Algebra im
Unterricht neben den Tatigkeiten bzw. generalisierten Fahigkeiten sicherlich auch die
Verwendung und der Gebrauch der formalen Sprache der elementaren Algebra ein

wichtiges Lernziel dar. Die Fachsprache der elementaren Algebra wird Ublicherweise

 vgl. (Akinwunmi, 2012) S.15.
% (Akinwunmi, 2012) S.16.
¥ Ebd. S.16.
% (Malle, 1993) S.10f.
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als Formelsprache bezeichnet und ist charakterisiert durch eine spezifische algebra-

ische Notation.®

Da dem Gebrauch der algebraischen Formelsprache eine grundlegende Rolle in der
Sekundarstufe | und Il zugesprochen wird, widmen wir uns im nachsten Kapitel der
algebraischen Notation. Darauf folgt ein weiteres Kapitel, in dem insbesondere der
historische Werdegang des Variablenbegriffs naher beleuchtet und dessen Konse-

quenzen fur den Mathematikunterricht erlautert werden.

3.1. Die algebraische Notation

Nach Malle (1993) ist die Mathematik — so auch die elementare Algebra — stets in
Verbindung mit ihrer Notation zu betrachten. Demzufolge kann auch der Lernprozess
in der elementaren Algebra mit dem passenden Gebrauch ihrer Notationsform gleich-

gesetzt werden.*

Bei einer Notation handelt es sich laut Malle (1993) um einen geistreichen Sachver-
halt, wie man es insbesondere an ihrer geschichtlichen Entwicklung erkennen kann.
Dabei ist hervorzuheben, dass die Notation keinesfalls als ein individuelles Resultat
einiger einzelner mathematischer lkonen betrachtet werden darf, sondern letztendlich

«91

stltzt sie sich auf allgemein akzeptierte ,Konventionen*", welche sich in den vergan-

genen Jahrhunderten entwickelt haben.

Wie schwierig es sein kann, eine algebraische Notation passend zu einem verbali-

sierten Ausdruck zu finden, soll folgender Versuch von Malle (1985) verdeutlichen:

,In einem Stall sind H Hasen und G Géanse. Es sind um vier Hasen mehr als

Ganse. Notiere dies in kurzer Form!“%?

¥vgl. (Akinwunmi, 2012) S.15.
P vgl. (Malle, 1993) S.34.
' Ebd. S.34.
> Ebd. S.35.
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Dabei fielen die Vorschlage der Schilerinnen und Schuler im Alter von elf und zwolf
Jahren zwar auferst ideenreich aus, jedoch erwartungsgemal nicht der Ublichen al-

gebraischen Notation entsprechend:

Abbildung 2: Schiiler/innen-Vorschlage des verbalisierten Ausdrucks

4H > G GH4 > HG H+G4H > G gg%ggg ‘{-}—? <:,\Z?

4>

[Quelle: Malle, Glinther: Didaktische Probleme der elementaren Algebra. S.36.]

Beim Aneignen der algebraischen Notation, sieht Malle (1993) im kognitions-
psychologischen Ansatz ein Problem dahingehend, dass der Entwicklung des
mathematischen Denkens, d.h. den inneren Ablaufen eines Individuums, eine
gewisse Eigenstandigkeit bzw. zeitlich abhangige Selbstentwicklung zugesprochen
wird. Fur das Lernen algebraischer Notationen bedeutet das so viel wie: Wer genu-
gend weit heranreift, wird mit der Zeit algebraische Notationen verstehen bzw. deren
Funktion und Schreibweise begreifen. Diesem Ansatz aus der Kognitionspsycho-
logie entzieht Malle (1993) seine Richtigkeit, in dem er wiederrum auf die Konven-
tionen hinweist, aus denen algebraische Schreibweisen resultieren. Konventionen
mussen im Unterricht von Lehrpersonen aufgegriffen und in einem kommunikativen
Prozess thematisiert werden. SchlieRlich entstehen Konventionen nie allein in einem
Individuum, sind auch nicht von ,Natur aus gegeben®, sondern verstehen sich eher

als ein Ergebnis zahlreicher Kommunikationsprozesse vieler Mathematiker.??

% vgl. (Malle, 1993) S.34f.
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3.2. Zur Entwicklung der algebraischen Notation - ein geschichtlicher
Riickblick

In diesem Abschnitt versuchen wir, uns naher mit der Algebra und der Weiterentwick-
lung ihrer Arbeits- und Denkweisen zu beschaftigen, wobei im Fokus die Entwicklung
des Variablenbegriffs steht. Warum dieser Rlckblick auf die Geschichte der Algebra
und den Variablenbegriff sinnvoll erscheint, wird in der Literatur auf folgende Weise
begrindet: Zunachst liegt nicht nur in der Mathematik, sondern in vielen Bereichen
der menschlichen Erkenntnis, das Bedurfnis, die geschichtliche Entwicklung be-
stimmter Gegebenheiten wegweisend flir die persénliche Denkweise zu sehen. Die
zeitliche Entwicklung der Mathematik innerhalb von Jahrhunderten (Phylogenese) hat
in diesem Sinne Auswirkungen auf die Entwicklung bzw. Denkrichtung im Leben
eines Menschen (Ontogenese). Die phylogenetische Entwicklung kann somit als
Wegweiser flr die ontogenetische bzw. individuelle Denkrichtung verstanden
werden.*

Daruber hinaus zeigt eine Reflexion Uber historische Entwicklungen des Variablen-
begriffs auf, dass die Mathematik und deren ldeen nicht zielstrebig zum heutigen

Stand der Dinge vorangeschritten sind.*

Dieses steigende Bedurfnis nach dem Wissen uber historische Entwicklungen der
Mathematik kann auch in der mathematischen Didaktik gefunden werden: Ein Blick
auf die Geschichte der Mathematik — so meint es Kronfellner (1997) — kann Schiler
und Schulerinnen eine neue Sicht und Anregung auf ein mathematisches Gebiet
eroffnen. Mit der Verbindung zur Geschichte der Mathematik kann im Unterricht ein
neuer (historisch-eingebetteter) Sinn geschaffen werden, der das Verstandnis mathe-
matischer Problemstellungen unterstutzt. Historische Zugange, so erwarten es sich
viele Lehrkrafte, kdnnen neue, teils schwer verstandliche Themen vereinfachen in
einem Sinne, in dem man den Blick der Lernenden in eine spezifische Richtung lenkt:
Menschen haben die Mathematik ,erzeugt‘, was wiederrum die Entwicklung alge-

braischer Notationen betont.*

* vgl. (Steinweg, 2013) S.3.
% (Akinwunmi, 2012) S.81.
% vgl. (Kronfellner, 1997) In:
http://www.oemg.ac.at/DK/Didaktikhefte/1997%20Band%2027/Kronfellner1997.pdf. S.84ff. Zugriff am
25.01.2016.
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So weist auch die Algebra, als frihe Teildisziplin der Mathematik, in den letzten
vergangenen 4000 Jahren verschiedene Entwicklungsphasen auf. Wenn man eine
zeitliche Entwicklung der Algebra aufzeigen mochte, so Iasst sich jene in die rheto-
rische Algebra, die synkopierte und letztendlich in die heute gelaufige symbolische

Algebra gliedern.

3.2.1. Rhetorische Algebra

Anfange des algebraischen Denkens konnen bereits in der babylonischen und
agyptischen Kultur festgestellt werden. In einem Zeitraum zwischen 5000 v. Chr. und
Christi Geburt grindete die babylonische Kultur verschiedene Staaten in Meso-
potamien. Dort kamen im 19. Jahrhundert bei archaologischen Grabungen mehrere
tausend Tontafeln mit Keilschrifttexten zum Vorschein, von denen ca. dreihundert der
Mathematik zugeordnet wurden.®’

Die Babylonier und Agypter haben sich mit unterschiedlichen Fragestellungen
bezliglich Bauwesen, Handwerk und Verwaltung auseinandergesetzt. Diese Uber-
legungen fuhrten zum Losen linearer und quadratischer Gleichungen, welche spater
auch Anregung zu Gleichungen dritten und vierten Grades gaben.?® Die Grundidee
des Losens von Gleichungen, welche von den vorgriechischen Mathematikern ver-
wendet wurde, ,ahnelt* der Vorgangsweise beim Auflésen von Gleichungen. Scholz
(1990) beschreibt das Vorgehen der Mathematiker dieser Zeit mit den folgenden
Worten:

.[...], die unbekannte GréRe wurde als ganz normale GrofRe angesehen und
mit ihr wurde wie mit anderen Grélien umgegangen, bis sie aus ihrer Verknup-
fung mit anderen GrdéflRen herausgeldst war. Das ist genau, was man auch

jetzt bei der Auflésung einer Gleichung macht.“%

Wie das ,Herausldsen® von Grolden aus einer Verknipfung verstanden werden kann,
zeigt folgende verbalisierte Problemstellung, eingebettet in einen geometrischen

Kontext:

7 vgl. (Peiffer & Dahan-Dalmedico, 1994) S.1.
% vgl. (Bruder, Hefendehl-Hebeker, Schmidt-Thieme, & Weigand, 2015) S.118.
% (scholz, 1990) S.15.
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1. Die Flache und das Entgegengestellte habe ich zusammengelegt: 0;45 ist es.
2. 1, das Herausragende, setzt Du.

3. Den halben Teil von 1 brichst Du entzwei, 0;30 und 0;30 /48t Du einander [wie

zusammenstofende Seiten eines Rechteckes] halten,
4. 0;15 fugst Du zu 0;45 hinzu: 1 macht 1 gleichseitig.

5. 0;30, das Du [ein Rechteck] hast halten lassen, reil3t Du vom Leibe von 1 heraus:

0;30 ist das Entgegengestelite.'®

Dieses Verfahren illustriert das ,Rechnen“ der Menschen dieser Zeit auf eine sehr
spezifische Weise: Der Lésungsweg sowie die Reprasentation von Unbekannten und
Zahlen werden ausschlielich verbal erlautert, was Historiker dazu bewegte, diese
Phase der Mathematik als rhetorische Algebra zu bezeichnen.'®' Das mathematische
Denken dieser Epoche war stark an Kontexte und Beispiele gebunden, d.h. Losungs-
wege wurden nur anhand konkreter Beispiele vorgefuhrt.

In diesem Sinne handelt es sich bei diesem Beispiel, wie bei zahlreichen anderen
uberlieferten Aufgaben, um eher rezepthafte Rechenvorschriften. Begrindungen
oder gar Beweise fiir Formeln oder Satze lassen sich in keinerlei Schriften finden. %2
Wie man ebenfalls an diesem Beispiel erkennt, sind Zahlzeichen wie 0,30 oder 0,45,
die einzigen verwendeten Symbole, Variablen wie x,y,z, wie wir sie aus der heuti-

gen Mathematik kennen, wurden erst spéater entwickelt.'®

Um dennoch eine Vorstellung zu bekommen, wovon diese Aufgabe handelt, kann
man dies verdeutlichen, in dem man die sprachlichen Schilderungen in unseren

heutigen Sprachgebrauch mit Variablen ,lbersetzt‘: Es geht in dieser Aufgabe um
ein Quadrat, bei dem die Summe der MalRzahlen von Flache und Seite gleich % ist.
Nach heutigem Verstandnis geht es also um die Gleichung x? + x =z , wobei x die

Lange der Seite bezeichnet.'®

199 (5cholz, 1990) S.21.

191 (steinweg, 2013) S.4.

192 vgl. (Kaiser & Nébauer, 1998) S.14.

1%ygl. (Bruder, Hefendehl-Hebeker, Schmidt-Thieme, & Weigand, 2015) S.119.

104Vg|. (Bruder, Hefendehl-Hebeker, Schmidt-Thieme, & Weigand, 2015) S.118.
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Abbildung 3: Losungsvorgang der verbalisierten Problemstellung
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[Quelle: Scholz, Erhard: Geschichte der Algebra. Eine Einfiihrung. S.21.]

In moderner Sprechweise kann der Losungsweg wie folgt beschrieben werden:

,Die Malizahl x der gesuchten Seitenlange wird durch ein (x - 1)-Rechteck darge-

stellt und an das Quadrat (noch) unbekannter Grofe x - x angelegt. Das entste-
hende ((x +1)-x) - Rechteck, das nach Voraussetzung den Flacheninhalt % hat,
wird in eine flachengleiche Winkelfigur (,Gnomon®) umgewandelt. Darin bleibt ein

Quadrat vom Flacheninhalt % : %: i ausgespart. Wenn das Gnomon selbst den
Flacheninhalt % hat, dann ist die erganzte Figur ein Quadrat vom Inhalt 1. Da eine

Seite die Lange x + % hat, folgt (x + %)2 =1 und somit x = %.“105

Die Winkel- und Zeiteinteilung, welche auf dem Sexagesimalsystem beruht, zahlt

heute noch zu den nachhaltigen Auswirkungen der mesopotamischen Mathematik.'®

105 (Bruder, Hefendehl-Hebeker, Schmidt-Thieme, & Weigand, 2015) S. 119.

1%ygl. (Alten, et al., 2014) S.43.
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3.2.2. Synkopierte Algebra

Die zeitliche Einteilung der griechischen Mathematik kann in vier Perioden erfolgen:
Die lonische Periode (ca. 600-450 v. Chr.), die Athenische Periode (450-300 v.Chr.),
die Hellenistische Periode (ca. 300 v. Chr. — ca. 150 n. Chr.) und die Spatantike (ca.
150- ca. 500 n. Chr.).

Da die griechische Algebra durch die Geometrie begriindet wurde, spricht man auch
von der geometrischen Algebra. Es wurde versucht, algebraische Probleme durch
die Sprache der Geometrie zu formulieren und mit Hilfe der Proportionenlehre zu
I6sen. Die Entdeckung der Inkommensurabilitdt von Strecken durch die Pythagoreer
(ca. 500 v. Chr.) veranlassten die Griechen, algebraische Problemstellungen mit
geometrischen Methoden zu behandeln. Bei der Inkommensurabilitdt handelt es sich

um ein Langenverhaltnis, welches nicht durch das Verhaltnis zweier naturlicher

Zahlen angegeben werden kann. Ein Beispiel dafiir ware /2.7

Die Griechen haben in ihrer Mathematik (Geometrie, Arithmetik und Gréflken- Pro-
portionenlehre) versucht, algebraisches Denken mit einzubinden. Der Grieche
Diophant von Alexandria (ca. 250 n.Chr.) war jedoch den Denkern seiner Zeit einen
Schritt voraus und gelangte als Erster zu dem, was man heute eine Gleichung nennt.
Er knipfte an die Traditionen der Babylonier und Agypter an und entwickelte ein
allgemeineres Konzept der gesuchten oder unbekannten Zahl. Er distanzierte sich
damit von den kontextbezogenen GrofRRen seiner Vordenker und dehnte dadurch die
Reichweite seiner Losungsmethoden aus.'®

Die Unbekannten und deren Potenzen wurden durch Buchstaben ausgedruckt,
allerdings wurde mit den verwendeten Zeichen nicht gerechnet, sondern ihre
Funktion diente rein der Darstellung. Deswegen war es auch nicht moglich, mehrere
Unbekannte einzufiihren.'®

Diese Phase der Algebra ist also charakterisiert durch die ,Einfuhrung von verkurzten

«110

Notationsformen und wird eher durch ihre paradigmatische bzw. modellhafte

Funktion ausgezeichnet, was das Wesen der synkopierten Algebra ausmacht.

1%y/gl. (Alten, et al., 2014) S.47-63.

Vgl. (Bruder, Hefendehl-Hebeker, Schmidt-Thieme, & Weigand, 2015) S. 120.
Vgl. (Akinwunmi, 2012) S.103.
(Steinweg, 2013) S.4.

108
109
110
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Zusammenfassend lasst sich die Bedeutung und Auswirkung der beiden dargelegten
Phasen als wegweisende Entwicklungen der Algebra mit folgenden Worten beschrei-
ben: Das Denken der rhetorischen sowie synkopierten Algebra ist weitgehend von
Prozeduren bestimmt und weit entfernt von der heutigen abstrakten Algebra. Die
verbalen Beschreibungen stellen eher den Prozess und Operationsausfiihrungen in
den Mittelpunkt und erschweren dadurch ,den Zugang zur Metaebene, in der die
Beziehung oder Operation an sich als Objekte in der inneren Vorstellung ,verding-

licht’ werden“.""

3.2.3. Symbolische Algebra

Die symbolische Algebra der (frihen) Neuzeit kann als die Phase wahrgenommen
werden, in der der Auftakt zu einer eigenstandigen formulierbaren Algebra als sym-
bolisches bzw. theoretisches System durch die franzdsischen Mathematiker Francois
Viéte (1540 — 1603) und René Descartes (1596 — 1650) markiert wird.""?

Mit Viete bekam die Algebra und ihre Denkweise eine neue veranderte Form: Man
spricht vom Aufkommen der ,Buchstabenalgebra“’'®. Die mathematische Formel ent-
stand durch das Buchstabenrechnen und lautete dadurch eine neue Ara der neu-
zeitlichen Algebra ein. Diese neue Gestalt der Algebra macht die Algebra im mo-
dernen Sinne erst moglich. Demzufolge kann der arithmetische Ausdruck , 5 + 1 =1
+ 5 von dem algebraischen Ausdruck ,a + b = b + a“ nicht durch seine Verifikation
oder Falsifikation unterschieden werden, sondern durch seine Aussageform. Die
Aussage wird mit freien Variablen gebildet und bekommt durch die Zeichensetzung
und durch die inhaltlich interpretierten Symbole den Charakter einer formalen

Sprache."

Nach Kramer (1991) kdnnen drei Richtungen durch die Folgen von Viétes Denkweise

fur die Geschichte Algebra festgehalten werden:

1 (steinweg, 2013) S.5.

Vgl. (Scholz, 1990) S. 3.
(Krdmer, 1991) S.125.
Vgl. ebd. S.125.

112
113
114
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1. Das Buchstabenrechnen bringt einen Bruch in der Geschichte der Algebra,
der es erlaubt, die nicht-symbolische (rhetorische) Algebra von der symboli-

schen zu trennen.

2. Durch die Buchstabenalgebra verschmelzen zwei mathematische Denkwei-
sen: Zum einen konnen Probleme in der Mathematik kunstfertig gelost
werden, zum anderen ist es moglich, Theoreme auf eine strikte Art und Weise

zu formulieren.

3. Die Einfuhrung von Variablenzeichen und die allgemeine Formulierung und
Verschriftlichung des interpretationsfreien Operierens mit Symbolen. Die Un-
gleichheit einer ,Objektschrift® (,5 + 1 = 1 + 5%) und einer ,Metaschrift* (,a + b

= b + a“) wird denkbar.'®

Der Philosoph und Mathematiker Descartes leistete ebenfalls einen bemerkens-
werten Beitrag (mit seinen eher an der Geometrie orientierten Ideen) zur algebra-
ischen Notationsweise. Descartes strebte eine konsistente Schreibweise an, das be-
deutet, dass Symbole nicht nur reine Grof3en, sondern auch Relationen und auszu-
fuhrende Operationen darstellen. Fir die Darstellung algebraischer GroRen verwen-
dete er hauptsachlich Kleinbuchstaben: Die Buchstaben am Anfang des Alphabets
reprasentierten die unbestimmten konstanten GroRRen, jene am Ende des Alphabets

die Unbekannten.'"®

Durch Viete und Descartes entstanden Zeichensysteme, die zunachst koexistierten,
bis sich das kartesische System durchsetzte. Im 18. Jahrhundert verbreitete sich die
symbolische Darstellung, sodass Problemstellungen und deren mathematische Zu-
sammenhange — ohne Ruckgriff auf verbale Formulierungen — innerhalb eines

Systems mdglich waren."’

Zusammenfassend lasst sich nun festhalten: In der Geschichte der Mathematik hat

es Jahrtausende gedauert, auf rein symbolischer Ebene, also mit Zeichen bzw.

> vgl. (Kramer, 1991) S.125f.
118 vgl. ebd. S.214.
7 yvgl. (Akinwunmi, 2012) S. 83.
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Variablen zu operieren. Das mathematische Denken ist — in jedem Jahrhundert —

vielen individuellen einflussreichen Faktoren ausgesetzt, sodass manche Entwicklun-

«118

gen aus heutiger Sicht als ,Umweg oder Irrweg“''® gesehen werden kénnen.'"®

118 (peiffer & Dahan-Dalmedico, 1994) S.XI.

% vgl. ebd. S.XI.
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4. Zeichen und Symbole in der Mathematik

Die Darstellung von Variablen, Zahlen oder Operationszeichen (symbolischer Zeich-
en) wird in der Mathematik als ein Versuch aufgefasst, in dem gedankliche Gebilde
mathematischer Natur, in oft ulerst pragnanter Weise, einem Gegenuber vermittelt
werden. In der Semiotik (Pierce) wird ein Unterschied zwischen Zeichen und Sym-
bolen gemacht: Zeichen stehen in einem direkten Bezug zu realen Gegenstanden,
welche sie darstellen, wohingegen Symbole willkurliche, abstrakte Relationen ver-
korpern. Diese Sichtweise schafft einen spezifischen Blick auf die Variable als
Symbol, was aber gleichzeitig dafur steht, dass bei einer Darstellung mit Variablen
nicht immer von einer eindeutigen Abbildung mathematischer Objekte, d.h. von einer
einzigen zugeordneten Bedeutung, die Rede sein kann.'®

Diesen Ansatz greift auch Steinbring (2000) auf und stellt klar, dass mathematische

Zeichen in Bezug auf inren Referenzkontext interpretiert werden mussen:

,Zeichen haben zunachst fur sich alleine keine Bedeutung, sie muf3 von den
lernenden Kindern hergestellt werden. Damit mathematische Zeichensysteme
Bedeutung erhalten, bedurfen sie ganz allgemein gesprochen, angemessener
Referenzkontexte. Bedeutungen fur mathematische Begriffe werden als
Wechselbeziehungen zwischen Zeichen-/Symbolsystemen und Referenz-

kontexten/Gegenstandsbereichen vom Erkenntnissubjekt aktiv konstruiert.“'?!

Die Vieldeutigkeit von Symbolen oder Zeichensystemen in der Mathematik formt den
Algebra-Unterricht auch dahingehend, indem sie aufzeigt, dass im Interpretieren von
mathematischen Symbolen ein konventioneller Gebrauch jener Objekte gesehen
werden kann. Um die Bedeutung der Variable als Teil der algebraischen Sprache fur
den Mathematikunterricht aufzuzeigen, soll im nachsten Kapitel die Vieldeutigkeit
bzw. Kontextabhangigkeit des Variablenbegriffs erlautert werden.

120 ygl. (Steinweg, 2013) S.167.

121 steinbring (2000) zitiert in (Steinweg, 2013) S.167.
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4.1. Die Variable

Malle (1993) gibt in seinem Buch Didaktische Probleme der elementaren Algebra auf

die Frage ,Was sind Variable?“ folgende Antwort:

,Ich glaube, dass diese Frage niemand zufriedenstellend beantworten kann,
weil der Variablenbegriff zu schillernd und aspektreich ist. In der mathema-

tischen Literatur werden Variable meist nur verwendet und nicht definiert.“'??

Auch hier 1asst sich keine verallgemeinerte Definition finden, sondern man gebraucht
Variablen je nach Aufgabenstellung und Kontext.

Daher ist es in manchen Situationen nicht klar, inwieweit etwas als eine Variable
akzeptiert werden kann. Schon in der Umgangssprache Ubernehmen Worte oder
Wortgruppen, wie ,Ding“, ,Sache®, ,ein“, ,ein beliebiger, ,irgendwelche” etc. die Rolle
von Variablen. Bereits in der babylonischen Mathematik wurde den Worten, wie
.,Haufen“, ,Menschen®, ,Tage® ihre urspringliche Bedeutung entzogen und diese
nunmehr als Wortvariablen verwendet. Die Verwendung von Wortvariablen kann
aber auch in der Mathematik der heutigen Zeit vermerkt werden: In diesem Sinne
enthalt der Satz ,Das Quadrat einer reellen Zahl ist nicht negativ® die Wortvariable

Leine reelle Zahl*.'?

Die Schwierigkeit einer umfassenden Bestimmung des Variablenbegriffs kann auch
darin gesehen werden, dass sich Variable nicht auf einen eindeutigen Gebrauch
eingrenzen lassen. Der vielseitige Gebrauch von Variablen ermdglicht zwar viele
Einsatzmoglichkeiten, was sich durchaus als Starke vermerken lasst, erschwert
jedoch das Verstandnis von Variablen dahingehend, dass Schiler/innen wiederrum
in der Lage sein miissen sich in der Bedeutungsvielfalt zurechtzufinden.'?*

Im nachsten Kapitel wird die hier angesprochene Bedeutungsvielfalt von Variablen
durch verschiedene Variablenkonzepte verdeutlicht. Dazu werden Rechenbeispiele
angefuhrt, die jene unterschiedlichen Betrachtungsweisen und Verwendungen von

Variablen hervorheben.

122 (Malle, 1993) S.44.

Vgl. (Malle, 1993) S.44f.
Vgl. (Akinwunmi, 2012) S.8.

123
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4.2. Variablenkonzepte

In der Didaktik der Mathematik lassen sich viele voneinander unabhangig entwickelte
Zugange zu Variablenkonzepten finden, die den Gebrauch und die Komplexitat von
Variablen auf verschiedenste Weise untermalen. Fur die vorliegende Arbeit wird der
Ansatz von Malle (1993) gewahlt, da dieser die verschiedensten Konzepte klar auf-
zeigt und dadurch einen sehr guten Uberblick tber die Bedeutungsvielfalt von Varia-
blen schafft.

Fur das weitere Vorgehen werden zunachst verschiedene Variablenaspekte, unter-
stltzt mit Beispielen, aufgezeigt. Desweiteren wird eine eher ,dynamische® Sicht-
weise auf den Variablenbegriff erlautert, der in einem engen Zusammenhang mit

Formeln bzw. funktionalen Abhangigkeiten gesehen werden kann.

4.2.1. Variablenaspekte

Um die Aspekte des Variablenbegriffs zu untersuchen, schauen wir uns zunachst
drei Aufgaben mit Losungsvorschlagen'® an, die sehr gut aufzeigen, wie verschie-

den Variablen verwendet werden konnen:

1. Denke dir eine Zahl! Addiere 10! Verdopple das Ergebnis! Subtrahiere das
Doppelte der urspringlichen Zahl! Du erhaltst 20. Warum funktioniert das fur jede
gedachte Zahl?

Mbgliche Lésung: Ist x die gedachte Zahl, dann gilt:

2(x+10)—2x=2x+20-2x=20

2. Setze in die Gleichung 2x + 3 = 11 der Reihe nach die Zahlen von 1 bis 6 ein!

Wann ergibt sich eine wahre Aussage?

12 Aufgaben sowie Lésungsvorschlage in (Malle, 1993) S.45f.
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Mbgliche Lésung:

2-1+3=11 f 2:4+3=11 w
2:2+3=11 f 2:5+3=11 f
2:3+3=11 f 2:6+3=11 f
3. Lose: 3x + 8 =26
Mégliche Lésung:
3x+8=26 | -8
3x =18 | :3
X=6

Was ist der Unterschied zwischen den drei Verwendungsweisen? Was lasst sich
daraus Uber die Bedeutung der Variable x schliel3en?

In der ersten Losung wird die Variable x als eine unbestimmte oder unbekannte Zahl
aufgefasst. In der zweiten Rechnung tUbernimmt x die Rolle eines Platzhalters bzw.
einer Leerstelle, in die Zahlen eingesetzt werden. In der dritten Aufgabe wird mit x
nach bestimmten Regeln gerechnet und Uber seine Bedeutung wohl eher schwacher
nachgedacht als in den beiden anderen Losungen.

«126

Fur Malle (1993) lassen sich daher drei ,Aspekte des Variablenbegriffs unter-

scheiden:

1. Gegenstandsaspekt: Variable als unbekannte oder nicht naher bestimmte Zahl

(allgemeiner als unbekannter oder nicht naher bestimmter Denkgegenstand)

2. Einsetzungsaspekt: Variable als Platzhalter fur Zahlen bzw. Leerstelle, in die

man Zahlen (genauer: Zahlnamen) einsetzen darf.

3. Kalkulaspekt (Rechenaspekt): Variable als bedeutungsloses Zeichen, mit dem

nach bestimmten Regeln operiert werden darf.

126 (Malle, 1993) S. 46.
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Malle (1993) raumt ein, dass es sich bei dem Versuch, den Variablenbegriff auf einen
der hier genannten Aspekte zu reduzieren, um ein klares Missverstandnis handle.
Daruber hinaus weist er in diesem Kontext darauf hin, dass die Denkweisen der hier

genannten Aspekte sich durchaus auf Terme und Gleichungen Ubertragen lassen.

Beide Standpunkte illustriert er wiederum an einem Beispiel:

,Beim Aufstellen einer Formel, etwa der Formel

fur den Mittelwert m zweier Zahlen x und y, denkt man vermutlich an nicht
naher bestimmte Zahlen, betont also den Gegenstandsaspekt. Setzt man
anschlieBend fir x und y Zahlen ein, um verschiedene Mittelwerte aus-
zurechnen, betont man eher den Einsetzungsaspekt. Formt man die Formel
um, etwa zu x = 2m — y, wendet man einfach gewisse Regeln an und betont

damit den Kalkilaspekt.“'?’

Diesem Beispiel ist zu entnehmen, dass in abstrakten Termen oder Gleichungen
manche Sichtweisen gleichzeitig auftreten, was wiederrum die Vielfaltigkeit von

algebraischen Ausdricken kennzeichnet.

4.2.2. Ein weiterer Gesichtspunkt: Die Variable und der Veridnderlichenaspekt

Abhangigkeiten von verschiedenen Grolken kénnen mit Hilfe von Formeln ausge-
druckt werden. Im Unterricht werden diese Abhangigkeiten auch im Zusammenhang
mit funktionalen Aspekten von Formeln verdeutlicht. Um jedoch eine solche Abhan-
gigkeit in einer Formel zu erkennen, genugt es nicht, Formeln ,statisch® zu lesen,

sondern man bendtigt eher eine ,dynamische® Vorstellung, wie an folgenden

27 (Malle, 1993) S.48.
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Sprechweisen zu erkennen ist: ,Wenn x wachst, dann fallt y“, ,Wenn x verdoppelt

wird, wird y vervierfacht® etc.'?®

Wie schwierig es sein kann, Zusammenhange dieser Art zu erkennen, zeigt fol-

9

gendes Interview'® mit einer vierzehnjahrigen Schiulerin. Die Schilerin soll dabei

folgende Aufgabe I6sen:

Gegeben ist die Formel z = 3 Wie andert sich z, wenn x wachst?

|- | Wie andert sich in der Formel z = 5 das z, wenn x verdreifacht wird?

A- | z verandert sich nicht, z = %

Wenn man das x verdreifacht, braucht man das z nicht dazu.

I: | Wie andert sich nun z?

A: | Es bleibt gleich.

I: | Wie andert sich nun z, wenn y verdreifacht wird?

A: | z bleibt gleich.

I | Mh.

A: | Es wird ja nicht gefragt, wenn z verdreifacht wird, das ist ja nicht in der Frage beinhaltet.

z andert sich nicht. y wird verdreifacht.

I: | Es besteht kein Zusammenhang zwischen z und y?

A: | Ja!

128 vgl.ebd. S.79.

129 Epd. S.87F.
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Dieselbe Schiulerin ist auch der Meinung, dass man in dieser Formel die Variablen
unabhangig voneinander belegen konnte. Daher wurden von ihr die Variablen mit

beliebigen Zahlen belegt, wie an folgender Reaktion zu sehen ist:

I: | Was ergibt das?

A: | (schreibt nach anfanglichen Schwierigkeiten, die hier Gbersprungen werden): 5 = >

3

I: Kann man denn flr x, y, z beliebige Zahlen wahlen?

Ja, man kann es beliebig belegen... Wenn man es belegen kann, ist es ja keine

bestimmte Zahl.

l: Du hast geschrieben: 5 =§

A |5< 2 Da kann man jetzt nichts mehr machen. Es kann ja nur das Ergebnis sein.

Malle (1993) zeigt auf, dass die Fahigkeit zur Betrachtung von Formeln unter funktio-
nalen Gesichtspunkten bei den meisten Schiler/innen sehr unterentwickelt ist, was
nicht minder daraus resultiere, da Betrachtungen dieser Art im Unterricht eher selten
aufgegriffen werden. Um eine Formel eher ,dynamisch® lesen zu kénnen, braucht es
eine Auffassung, die darin fullt, Variable als ,Veranderliche® zu sehen.

Daher versucht Malle (1993), den Variablenbegriff unter einem speziellen
Gesichtspunkt zu betrachten, der diese Dynamik von Formeln und Gleichungen
veranschaulicht. Er geht davon aus, ,dal sich eine Variable auf einen bestimmten
Zahlbereich, etwa auf die Menge R oder ein Intervall, bezieht, d.h. eine Zahl oder
mehrere Zahlen aus diesem Bereich ,reprasentiert’.*"*° Je nach Art der Reprasenta-

131

tion werden folgende Variablenaspekte ° unterschieden:

3% (Malle, 1993) S.80.

131 Ehd. S.80.
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- Einzelaspekt: Variable als beliebige, aber feste Zahl aus dem betreffenden

Bereich. Dabei wird nur eine Zahl aus dem Bereich reprasentiert.

- Bereichsaspekt: Variable als beliebige Zahl aus dem betreffenden Bereich,
wobei jede Zahl des Bereichs reprasentiert wird. Dieser Aspekt tritt wiederrum

in zwei Formen auf:

a) Simultanaspekt: Alle Zahlen aus dem betreffenden Bereich werden

gleichzeitig reprasentiert.

b) Veranderlichenaspekt: Alle Zahlen aus dem betreffenden Bereich
werden in zeitlicher Aufeinanderfolge reprasentiert (wobei der Bereich

in einer bestimmten Weise durchlaufen wird).
Die folgenden Figuren sollen die hier dargelegten Aspekte verdeutlichen, wobei sich

die Variable x auf den Bereich A bezieht:

Abbildung 4: Variablenaspekte nach Malle

Einzelzahlaspekt Bereichsaspekt

J simultanaspekt Veranderlichenas pek’:l

X X X

\
PR

[Quelle: Malle, Giinther: Didaktische Probleme der elementaren Algebra. S.80.]

132

Auch hier sollen die genannten Variablenaspekte mit Hilfe eines Beispiels ““ verdeut-

licht werden. Wie im vorigen Beispiel des Mittelwerts, zeigt sich auch an dieser Stel-

32 (Malle, 1993) S.82f.
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le, dass mathematische Argumentationen und Sichtweisen haufig wechseln oder

ineinander verwoben sind:

Es sei f(x) = k-x mit x € R* und k > 0. Man begriinde, dal} f(x) auf das Doppelte

wachst, wenn x auf das Doppelte wachst.

Wer diese Aufgabe liest, schliet vermutlich aus den wachsenden Grofden x und
f(x) auf den Verénderlichenaspekt. Jedoch wird zunachst bei der Begrindung im
Allgemeinen im Sinne des ,natlrlichen SchlieRens® vorgegangen: Sei x eine belie-

bige positive reelle Zahl, fur diese lasst sich dann argumentieren:

fR-x)=k-2x) =2 -(kx) =2 f(x)

Im ersten Schritt dieser Argumentationskette denkt man vorerst an eine beliebige
positive reelle Zahl x. Jene wird ausgewahlt und flr das Weitere festgehalten, was
wiederrum den Einzelzahlaspekt hervorhebt. Dann wechselt man den Aspekt, in dem
man x wieder als beliebige positive reelle Zahl (Simultanaspekt) betrachtet. In die-

sem Sinne hat man die Behauptung flr alle positiven reellen Zahlen bewiesen.

An dieser Stelle betont Malle (1993), dass es fur die Entwicklung des Verdnderlichen-
aspekts und fur die Fahigkeit, Formeln unter funktionalen Gesichtspunkten zu er-
kennen, von Vorteil ware, im Unterricht Abhangigkeiten von Grélen und Formeln auf
eine Weise zu studieren, in der Variablen auRermathematisch interpretiert werden
kénnen.'?

Als Beispiel nennt Malle (1993) die Formel:

s=v-t (Weg = Geschwindigkeit - Zeit)

Bei dieser Formel vermag es Schiler/innen aufgrund eigener Erfahrungen moglicher-
weise leichter fallen, daraus zu erkennen, dass mit wachsender Zeit t und bei
konstanter Geschwindigkeit v ebenfalls der Weg s wachst. Monotoniezusammen-
hange zu erkennen, fallt den meisten Schiler/innen schwer, wenn es sich beispiels-

weise um Formeln wie f(x) = k - x handelt. Malle (1993) empfiehlt daher, mit For-

33 Weitere Unterrichtsvorschlage in (Malle, 1993) S.88 —92.
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meln zu beginnen, die auf die Erfahrungswelt der Schuler/innen zuriickgehen und so

aulRermathematisch interpretierbar sind.
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5. Zusammenfiihrung: Anregungen fiir den Mathematikunterricht

Wir werden im letzten Kapitel versuchen, die sprachphilosophischen Ausfihrungen
mit den historischen und didaktischen Uberlegungen der algebraischen Notation,

insbesondere mit der Thematisierung von Variablenkonzepten zusammenzufuhren.

Zu diesem Zwecke soll das oben beschriebene Konzept der Sprachspiele herange-
zogen werden, um Kennzeichen, konkret der algebraischen Sprache, zu verdeutli-
chen, was gleichzeitig eine besondere Sichtweise auf das Lehren und Lernen der
Algebra wirft. Das bedeutet, dass wir versuchen werden Wittgensteins sprachphiloso-
phische Begriffe, wie ,Mannigfaltigkeit der Sprachspiele®, ,Zeitliche Dynamik der
Sprachspiele®, ,Bedeutung und Gebrauch von Worten®, ,Handeln durch Tatigkeiten®,
,Regeln folgen®, in der algebraischen Sprache wiederzufinden und die eventuell
daraus resultierenden Erkenntnisse fir das Verstandnis bzw. die Auffassung eben
dieser algebraischen Sprache zu untersuchen. Von besonderem Interesse sind in
diesem Zusammenhang selbstverstandlich die mdglichen Auswirkungen dieser

etwas anderen Sichtweise auf den Unterricht.

5.1. Entwicklung des Variablenbegriffs und zeitliche Dynamik

Im Kapitel Zur Entwicklung der algebraischen Notation — ein geschichtlicher Riick-
blick wurde aufgezeigt, dass die algebraische Notation mit der Entwicklung des
Variablenbegriffs nicht zielstrebig zum heutigen Stand der Dinge vorangeschritten ist,
sondern dass algebraische Denkweisen im Laufe ihrer nahezu viertausendjahrigen
Geschichte vielerlei Erganzungen und Umgestaltungen erfahren haben, kurz einer
standigen Entwicklung unterworfen waren. Hier lieRe sich eine Wittgenstein'sche
Idee, wie er sie unter anderem im Paragraph 23 der Philosophischen Untersuchung-
en formulierte, erkennen: Altes vergeht, Neues entsteht — Umgestaltung, Entwicklung
und Wandel von Sprachspielen. So betrachtet, lassen sich dessen Konzepte von
,Mannigfaltigkeit® und ,zeitliche Dynamik® auf das algebraische Sprachspiel

anwenden.
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Wenn auch nur auf mathematische Sachverhalte bezogen, so weist auch Vollrath
(1987) auf einen historischen Wandel hin, der unseren Blick auf die Nicht-Abge-

schlossenheit und die Entwicklungsfahigkeit (nicht nur) der Mathematik scharfen soll:

,Mathematikunterricht behandelt Sachverhalte, die zum groRten Teil seit
langem bekannt sind. Die Schuler lernen ein Kulturgut kennen, von dem sie
den Eindruck der Abgeschlossenheit erhalten. Sie konnen sich das aneignen,
in jedem Fall sind sie nur Nach-Denker. Die Entwicklungsfahigkeit der Mathe-

matik erkennt praktisch kein Schiiler. '**

Auch Freudenthal (1983) sieht ein Problem darin, wenn die Entwicklung funda-

mentaler mathematischer Konzepte im Unterricht wie ,definierte Produkte*'®°

prasen-
tiert werden. Diese nicht zielfiihrende Thematisierung wird von Freudenthal (1983)
als ,antididaktische Umkehrung“'®® bezeichnet und tritt unter Umstanden bei der

Vermittlung der algebraischen Symbolsprache auf.'®

5.2. Definieren als ein Sprachspiel

Eines aus der Vielzahl der Sprachspiele, welches vor allem in der Mathematik eine

zentrale Bedeutung hat, ist das Aufstellen von Definitionen.

Die Verwendung von Definitionen im Mathematikunterricht ist nicht nur keine Selten-
heit, sondern unentbehrlich in Hinblick auf ihre prazise und starke Ausdrucksform.

Definitionen, Satze oder Theoreme liefern Informationen zu mathematischen Sach-
verhalten, jedoch erfordert das Verstandnis einer Definition vielfach Kenntnisse, die
beim Einstieg in die zu definierende Thematik noch nicht vorhanden sind. Dieses
Wissen uUber mathematische Sachverhalte, versteht sich, kdnnte man meinen, vor

allem im Mathematikunterricht dahingehend, dass Schuler/innen nicht nur verstehen,

3% (Vollrath, 1987) In: http://www.history.didaktik.mathematik.uni-wuerzburg.de/vollrath/papers/046.pdf. S.5.

Zugriff am 15.07.2016.
3 Freudenthal (1983) zitiert in (Akinwunmi, 2012) S.81.
B®Epd. 5.81.
B7vgl. ebd. S.81.
59


http://www.history.didaktik.mathematik.uni-wuerzburg.de/vollrath/papers/046.pdf

was mit Ausdriicken, wie ,linearer Funktion® oder ,Variable“ benannt wird, sondern

vielmehr, wie damit gerechnet wird.

Mit der Voranstellung von Definitionen soll oftmals eine gewisse thematische Orien-
tierung fur Schiler/innen geschaffen werden. Dabei sollte jedoch nicht Ubersehen
werden, dass das rasche Definieren der einzelnen Begriffe (Teile) eines Vorgangs
das Erfassen desselben bestenfalls ein wenig vorbereiten kann. Erst Anwendung
und Ubung flhren letztendlich zu einem umfassenden Verstandnis und mitunter wird

erst dann die anfanglich ,erlernte” Definition vollstandig erfasst.

Gerade so wie auch Wittgenstein von der Sprache sagt, dass sie ihre Funktion erst
im Gebrauch entwickelt. Die Namensgebung alleine schafft noch keine Bedeutung.
So betrachtet verliert die Definition mitunter ihren scheinbar verlasslichen Charakter,
ihren vorrangigen Stellenwert. Dies ist wohl mit ein Grund dafur, weshalb in manchen
mathematischen Gebieten, wie zum Beispiel Algebra und elementare Algebra, auf
einfihrende Definitionen mehr oder weniger verzichtet wird und stattdessen,

sozusagen direkt, der Gebrauch, die Anwendung, die Ubung empfohlen wird.

5.3. Sauberes Erklaren vs. Befolgen einer Regel

Bevor in diesem Kapitel ,das Regelbefolgen“ und der ,Gebrauch von Variablen und
Gleichungen® im Sprachspiel der Algebra aufgezeigt werden, ist es vorweg notwen-
dig, ein wenig auszuholen und zunachst den Blick auf die Entwicklung der Didaktik in

der Schulmathematik zu richten.

In den sechziger Jahren wurden durch die Reform der ,Neuen Mathematik® neue
Denkweisen in der Schulmathematik entwickelt, welche auch insbesondere in der
elementaren Algebra sichtbar wurden. Diese ,neue“ Reform wurde stark von der
Hochschulmathematik beeinflusst, wobei man sich vor allem auf dem Gebiet der
Begriffserklarung Zugange und damit Verstandnishilfen fir die Schiler/innen
erwartete: Variable wurden als ,Platzhalter” oder ,Leerstellen® erfasst, Gleichungen

als ,Aussageformen® verstanden, welche durch Einsetzen von Zahlen in wahre oder
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falsche ,Aussagen” Ubergeflhrt wurden. Die ,Grundmenge® und ,Definitionsmenge*
musste beim Losen von Gleichungen beachtet werden, sowie die Berlcksichtigung
und das Aufschreiben der ,Losungsmenge®. Das Termumformen und Gleichungs-
I6sen wurden als ,Aquivalenzumformungen® aufgefasst und vieles mehr."®

Die elementare Algebra wurde in diesem Sinne stark mit zahlreichen neuen Begriffen
und Sprechweisen angereichert, sodass manche Autoren von einer ,Begriffs- und

Terminologiewust*'*®

sprachen.

Die Einfihrung dieser ,neuen® begrifflichen Klarung in der Schulmathematik fihrte
auch teilweise zu recht kuriosen Entwicklungen, mit denen sich Schuler/innen im
Unterricht konfrontiert sahen: So wurde ihnen beispielsweise verboten eine Variable
als ,Unbekannte” zu bezeichnen oder in manchen Fallen mussten Schuler/innen den
Ausdruck ,eine Gleichung I6sen” durch ,eine Aquivalenzumformung durchfiihren* er-
setzen. In einem Osterreichischen Lehrbuch wurde streng unterschieden zwischen
Gleichheitsaussagen und Gleichungen, wobei erstere Aussagen, letztere Aussage-
formen darstellen. In diesem Sinne verlangt eine Aussageform, dass sie mindestens

einen Platzhalter enthalt, was unter anderem einen Lehrer dazu veranlasste, seinen
Schuler/innen zu verbieten, zur Gleichung "X = 3 - x auf beiden Seiten x zu

addieren, da sonst die Gleichung in eine Gleichheitsaussage tibergehen wiirde.'*

Heute fragt man sich, warum, angesichts dieser Entwicklungen die ,neue“ Didaktik so

viel Wert auf grundlagenorientierte Ideen aus der Hochschulmathematik gelegt hat.

Einen Grund fur diese Entwicklungen sieht Malle (1993) vor allem darin, dass jene
Begriffe mathematische Sachverhalte vermeintlich ,klarer und ,sauberer® erkldren
und dadurch Verstandnisschwierigkeiten weitgehend ausraumen wirden. Bei dieser
Erklarungsideologie wird im Unterricht vorwiegend Uber Variable, Terme oder Glei-
chungen gesprochen, d.h. mehr oder weniger lUber sie gesprochen, so wie in einer
Metasprache. Mathematische Inhalte wurden also nicht vorwiegend gebraucht,

sondern Gleichungen selbst (und damit Terme und Variable) wurden ,zu Objekten,

¥ vgl. (Malle, 1993) S.24f.

% Epd. S.25.
1% ygl. ebd. S.25.
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Uber die gesprochen wurde, indem man ihre Grundmengen, Definitionsmengen,

Lésungsmengen, Aquivalenzen usw. untersuchte.“’

Empirische Untersuchungen zeigen aber, dass Schiler/innen durch den Ansatz des
,sSauberen® Erklérens die elementare Algebra nicht besser als vorher verstanden,
was gleichzeitig paradox erscheint: Denn wie kommt es, dass vor allem ein Ansatz,
welcher mehr Wert auf Klarheit und Verstandnis durch ,sauberes® Erkldren legt,

dennoch versagt?

Malle (1993) versucht eine Antwort auf diese Frage zu geben, indem er auf vier

«142 yerweist.

Srrtimer der Erklarungsideologie
In den nachsten vier Abschnitten sollen diese vier ,Irrtimer der Erklarungsideologie®
von Malle (1993) aufgezeigt werden. Es wird dann versucht jeden einzelnen Irrtum

mit den Uberlegungen von Wittgensteins Sprachauffassung zusammenzufiihren.

Irrtum 1: Saubere Erkldrungen ersetzen eigenes Tun.

In diesem Sinne kann man durch die beste Erklarung nicht erfassen, was eine
,Variable®, eine ,Gleichung®, eine ,Lésung, eine Aquvialenzumformung® usw. ist,
sofern nicht der Umgang bzw. der Gebrauch mathematischer Inhalte voraus-
gegangen ist. Etwas zugespitzt formuliert Malle (1993), dass sauberes Erkldren
Schuler/innen dahingehend Uberfordert, dass dieser Erklarungsdrang hinsichtlich
mathematischer Gleichungen die Praxis des Rechnens so sehr in den Hintergrund
stellt, dass Schuler/innen ,vor lauter Reden Uber Gleichungen gar nicht mehr richtig

zum Lésen von Gleichungen'* kommen.

Malle (1993) versucht also mit diesem ersten Irrtum aufzurdumen, dass reines Erkla-
ren im Unterricht zu wenig greift bzw. betont er, eher Handlungen oder den Gebrauch

von Gleichungen, die Erklarungen erst einen Sinn geben.

1 vgl. (Malle, 1993) S.26.

Vgl. ebd. S.27 — 31.
Vgl. ebd. S.28.
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Mit dieser Uberlegung nahern wir uns auch schon dem, was Wittgenstein tber die
Mathematik als Sprachspiel zu sagen versucht. Wittgenstein sieht im Sprachspiel
(und das gilt nicht nur in der Mathematik) einen engen Zusammenhang von Sprache
und Handlungen.

Passend zu den Uberlegungen von Malle (1993) soll ein Zitat von Ramharter &
Weiberg angefuhrt werden, welches den Aspekt des sauberen Erkldrens im Sprach-

spiel der Mathematik (also auch der Algebra) trifft:

.Mathematik ist ein Sprachspiel, das in wesentlicher Hinsicht nicht
gesprochen werden kann — damit man einen etwas anspruchsvolleren,
wenn auch nicht langen Beweis verstehen kann, muss dieser aufge-

schrieben sein. [...]

(Mathematische) Begriffsbildung findet nicht ,im leeren Raum’, nicht in
einer abstrakten Gedankenwelt statt, sondern steht in Verbindung mit

unserer Erfahrungswelt.“**

Was bedeuten diese Darlegungen nun fur das Lehren und Lernen im Mathematik-
unterricht? Was vermutlich deutlich erkennbar ist, wird mit den Uberlegungen von
Malle (1993) und mit ersterem der beiden Zitate von Ramharter & Weiberg klar: Der
Gebrauch, also das eigene Tun, sozusagen der Handlungscharakter im Sprachspiel
der Algebra, ist fur das Lernen der algebraischen Sprache unverzichtbar. Mathe-
matische Begriffe entstehen nicht ,im leeren Raum®, sondern Lernenden muss de-
monstriert werden, anhand von Beispielen, wie mit ihnen zu handeln ist.

Es ist dabei auch wichtig, damit mdchte ich die Aufmerksamkeit auf das zweite Zitat
richten, dass sich der Sprachgebrauch an eine ,Gepflogenheit® bzw. an eine ,Praxis®
richtet, innerhalb derer er angewendet wird. Dass mathematische Begriffe ,in
Verbindung mit unserer Erfahrungswelt‘ entstehen, spricht wiederum den Offentlich-
keitscharakter an, welcher dargelegt wird, indem Ubereinstimmung mit bestimmten
Regeln besteht.' Als Lehrperson muss man den Schiiler/innen vormachen wie

algebraische Notationen gebraucht werden, damit Handlungsweisen mit Gleichung-

%% (Ramharter & Weiberg, 2014) S.36.

% vgl. ebd. S.19.
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en, Termen oder Variablen eingelibt werden. So beschreibt es auch Wittgenstein im
Paragraph 208:

~Wer aber diese Begriffe noch nicht besitzt, den werde ich die Worte
durch Beispiele und durch Ubung gebrauchen lehren. — Und dabei teile
ich ihm nicht weniger mit, als ich selber weil} [...]

Ich mach’s ihm vor, er macht es nach; und ich beeinflusse ihn durch
AuBerungen der Zustimmung, der Ablehnung, der Erwartung, der

Aufmunterung [...]*1*¢

In diesem Sinne bietet der Offentlichkeitscharakter des Sprachgebrauchs bzw. die
Reglementierung der Sprachpraxis eine besondere Perspektive auf das Lehren und
Lernen, was aber auch gleichzeitig anderen Konzepten, wie Malle (1993) beispiels-
weise mit dem Ansatz der Kognitionspsychologie (im Kapitel Die algebraische
Notation) verfahrt, eine gewisse Absage erteilt: Verwendungsweisen in der Mathe-
matik entstehen nicht eigenstandig, Schler/innen sind auch nicht ab einen gewissen
Alter fahig, algebraische Notationen selbst zu entwickeln und zu begreifen. Malle
(1993) betont, dass es Konventionen sind, die im Unterricht aufgegriffen und im

kommunikativen Prozess thematisiert werden mussen.

Wie sehr nicht nur das anfangliche Erlernen, sondern auch das konkrete Anwenden
von mathematischen Prinzipien in Zusammenhang mit der Sprachpraxis und Regle-

mentierung steht, kann im zweiten Irrtum der Erklarungsideologie gesehen werden.

Irrtum 2: Wer das Prinzip verstanden hat, kann es in jedem Einzelfall anwenden.

Sind Schuler/innen in der Lage, wenn man ihnen abstrakte Beschreibungen von
Gleichungslésungsprozessen bis ins Detail erklart, konkrete Aufgaben zu I6sen und
damit fahig, Anwendungen von allgemeinen Prinzipien auf konkrete Aufgabenstell-
ungen zu transferieren?

Malle (1993) sieht ein Missverstandnis darin, ausgehend von dem Glauben, alles bis

ins Detail erkldren zu konnen, dass Erklarungen auf einem hoheren Abstraktions-

8 (Wittgenstein, 1971) S.107f.
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niveau das Ldsen und Arbeiten mit Gleichungen und Variablen dahingehend ver-
einfachen, dass Prinzipien abstrakter Natur auf konkrete Falle problemlos ange-
wendet werden konnen. Abstrakte Regelnwieetwa A = B < A+ C = B + C als
allgemeine Prinzipien einzusehen scheint in den meisten Fallen fur Schuler/innen
trivial zu sein, nicht trivial wird es aber, wenn solche Regeln auf konkrete vorgelegte
Beispiele angewendet werden sollen (da muss man sich entscheiden, was A, B bzw.

C entsprechen soll)."’

Damit wir den Bogen zwischen dem zweiten Irrtum der Erklarungsideologie und
Wittgenstein's Sprachauffassung schlagen kénnen, erinnern wir uns an den Hand-
lungscharakter des Sprachgebrauchs. Im Unterricht entspricht das Regelfolgen einer
Praxis bzw. einer Gepflogenheit, die eben in Verbindung mit erlernten und getbten
Techniken steht. Wenn man sich also in eine Befolgung von (algebraischen) Regeln
.einubt’ oder auf sie ,abgerichtet” wird, so geschieht dies fur abstrakte algebraische
Prinzipien genauso wie auch fiir konkrete Beispiele mit Gleichungen, Aquivalenzum-

formungen oder Variablen.

Die von Malle (1993) angesprochene Schwierigkeit des Uberganges von abstrakten
Strukturen auf konkrete Beispiele kdnnte in diesem Sinne aus der Tatsache resul-
tieren, dass Techniken nicht gentugend eingeubt sind bzw. Regeln nicht angewendet
werden, da diese nicht ausreichend thematisiert oder eben noch nicht abgerichtet

worden sind.

Es geht nicht darum abstrakte Prinzipien immer wieder zu erkldren, zu diskutieren
oder zu hinterfragen, vielmehr sollte den Schuler/innen vorgezeigt werden, wie kon-
krete Beispiele zu l6sen sind. Dabei werden die Schuler/innen Ublicherweise nicht
bezweifeln, dass der Lehrer oder die Lehrerin recht damit hat, sondern eher unhin-
terfragt Annehmen und Auswendiglernen.'® Wir lernen also algebraische Ausdriicke
nicht, in dem man uns erkléart, wie sie ,funktionieren®, sondern wir lernen einer Regel

zu folgen, wie wir jene algebraischen Ausdriicke zu verwenden haben.'*°

7 vgl. (Malle, 1993) S.29.

Vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.41f.

Vgl. (Ramharter E., 2002) In: http://mathdid.ph-
gmuend.de/documents/md_2002/md_2002_1_Rambharter_Kapitaen.pdf. S.43. Zugriff am 04.02.2016.
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Irrtum 3: Was klar und sauber erkldrt wird, wird als sinnvoll erkannt.

Der dritte Irrtum betrifft das ,Begriffschaos”, welches wie bereits oben erwahnt eine
abrupte Einkehr in die elementare Algebra der sechziger Jahre fand. Wenn eine
triviale Gleichung wie x = 7 mit einer Fllle metasprachlicher Begriffe (,Aussage-
form®, ,Grundmenge®, Losungsmenge® usw.) erlautert wird, mag es zwar sein, dass
sich Begriffe dadurch ,einfacher” demonstrieren lassen, aber begreifen Schuler/innen
tatsachlich dadurch den Sinn des Ganzen besser? Wozu betrachten wir Gleichun-

gen? Wozu die ganze Theorie?'*°

Malle (1993) sieht offensichtlich ein Problem darin, davon auszugehen, dass
Schiler/innen den Sinn von Gleichungslésen besser verstehen, wenn ihr bereits
erlerntes Vorgehen zusatzlich mit recht unmotivierten metasprachlichen Begriffen
.=angehauft wird. Jene Begriffe machen letztendlich das Lésen von Gleichungen
nicht sinnvoller, sondern wirken eher ,aus der Luft gegriffen und ,aufgezwungen®,
was zusatzlich das Arbeiten mit Gleichungen erschweren kann. Man kdnnte also
sagen, dass Schuler/innen sich in diesem Begriffschaos nicht zurechtfinden, da sie
noch nicht den Gebrauch verinnerlicht haben, wie diese neuen Woérter in der Praxis

anzuwenden sind.

Ahnlich kann man auch diese sprachliche Problematik in Wittgenstein's Richtung
lenken: Der Vorgang, wie beispielsweise mit Gleichungen umgegangen werden soll,
muss zuganglich sein, man muss sich also mit etwas befassen, mit dem man
umgehen kann, im wortlichen und Ubertragenen Sinn. Wenn also die Lehrperson
erreichen will, dass Schuler/innen beim Gleichungsldésen gewisse Begriffe
verwenden, dann muss dieser Umstand auch zum Thema gemacht werden, d.h. sie
muss den Lernenden vormachen, wie diese Begriffe anzuwenden sind, sozusagen
eine Regel thematisieren, die diesen Umstand beschreibt.'®' Durch Regeln befolgen,

lernen wir, wie Worter funktionieren und wie wir die Worter zu verwenden haben:

.[.--] Und gerade so erklart man etwa, was ein Spiel ist. Man gibt Beispiele und

will, dal} sie. [sic!] in einem gewissen Sinn verstanden werden. — Aber mit

% vgl. (Malle, 1993) S.29.

Vgl. (Ramharter E., 2002) In: http://mathdid.ph-
gmuend.de/documents/md_2002/md_2002_1_Rambharter_Kapitaen.pdf. S.50. Zugriff am 04.02.2016
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diesem Ausdruck meine ich nicht: er solle nun in diesen Beispielen das
Gemeinsame sehen, welches ich — aus irgendeinem Grunde — nicht aus-
sprechen konnte. Sondern: er solle diese Beispiele nun in bestimmter Weise
verwenden. Das Exemplifizieren ist hier nicht ein indirektes Mittel der
Erklarung, — in Ermanglung eines Besseren. [...] So spielen wir eben das

Spiel. (Ich meine das Sprachspiel mit dem Wort »Spiel«. )

Man kann Schuler/innen Worter und Regeln nicht erkldren, sondern letztendlich
muss man ihnen den Gebrauch vormachen, in dem man ihnen den Umgang anhand
von Beispielen zeigt'®®: ,Die Kinder werden dazu erzogen, diese Tatigkeit zu
verrichten, diese Woérter dabei zu gebrauchen, und so auf die Worte des Anderen zu
reagieren.“’®* Mit den Worten ,Aussageform, ,Grundmenge®, ,L&sungsmenge* an
sich ist noch nichts erklart oder verstandlich gemacht. Man muss den Schiler/innen

demonstrieren, wie ,diese“ Worte im Ublichen Sprachgebrauch verwendet werden.

Hier wird ein weiterer Aspekt des Regelbefolgens klar: Regeln sprechen nicht flr sich
selbst, denn man konnte Regeln durchaus anders deuten oder nicht verstehen. Mit
anderen Worten: Es kommt darauf an, wie wir abgerichtet werden, was gleichzeitig
bedeutet, dass ein anderer Unterricht ein vollig anderes Handeln oder eben Regel-

befolgen zur Folge hatte.®

Es sei noch angemerkt: Beim Regelbefolgen geht es weniger um das Regeldeuten,
oder um eine Suche nach etwas, das noch hinter den Regeln steht, das uber das
Befolgen hinausgeht. Vielmehr geht es Wittgenstein um die Praxis, also um das
Beherrschen einer Technik und deren Anwendung. So verhalt es sich auch Ublicher-
weise mit dem Regelbefolgen und dem Verstehen einer Regel im Schulunterricht:
Eine Lehrperson wird sich nicht mit einer Schuleraussage, wie ,ich habe die Regel
nun verstanden“ zufrieden geben, sondern er oder sie wird verlangen, dass der
Schiiler die Regel anwendet.”®® Wittgenstein leugnet zwar nicht, dass seelische
Zustande im Zusammenhang mit dem Regelbefolgen stehen, sieht sie aber nicht als

32 (Wittgenstein, 1971) §71, S.51.

Vgl. (Ramharter E., 2002) In: http://mathdid.ph-

gmuend.de/documents/md_2002/md_2002_1_ Rambharter_Kapitaen.pdf. S.44. Zugriff am 04.02.2016.
% (Wittgenstein, 1971) §6, S.15.

Vgl. (Ramharter & Weiberg, 2014) S.20.

(Ramharter & Weiberg, 2014) S.45 - 47.
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zentrales Moment des Regelbefolgens, sondern er weist lediglich auf ihren ,Status

als Begleiterscheinung“™’ hin.

Irrtum 4: Man kann alle Eventualfiille in der Theorie vorweg kldiren.

Anhand des vierten Irrtums'® vergegenstandlicht Malle (1993) den Umstand, dass
Schiler/innen bei Textaufgaben oft Antworten angeben, die in der aulRermathe-
matischen Realitat wenig Sinn ergeben, wie z.B.: ,Der Turm ist —8 m hoch*."®

Dem Formulieren derartiger ,Absurditaten” kdnne, laut gewissen Ansatzen, durch die
Orientierung an Begriffen wie Grundmenge G , Losungsmenge L und der Beziehung
L € G entgegengesteuert werden. Um eben jene ,realitatsfremde® Fehler zu ver-
meiden, werden Schuler/innen dazu angehalten, in Aufgabenstellungen die Grund-
menge G sowie die Losungsmenge L einzuflihren, um schliel3lich deren Beziehung
L € G zu Uberprifen. Diese Vorgehensweise wurde sie dann zu kritikfahigen Men-
schen erziehen, da letztendlich die Uberpriifung der Beziehung L € G die Aufmerk-

samkeit auf die Vertraglichkeit des Ergebnisses mit dem Kontext gerichtet wird.

Malle (1993) zweifelt an diesen Theorien und argumentiert in zweierlei Hinsicht:
Seine erste Kiritik richtet sich an die einzufuhrende Grundmenge G, die ja in manchen
Textaufgaben nicht angegeben wird, was gleichzeitig bedeutet, dass Schiler/innen
die Grundmenge G selbst finden und angeben mussen. An dieser Stelle fragt man
sich vermutlich: Was ist eine sinnvolle Grundmenge fur die Turmhéhe?

Die Menge R kann es nicht sein, da negative Zahlen als Turmhohe wohl kaum in

Frage kommen; die Menge R* vermutlich auch nicht, da Turmhéhen wie V2 oder
103 eher wenig Sinn ergeben; nicht besser schaut es mit der Menge Q* aus, da
2,894727745611002 als Turmhohe wohl kaum der Realitat entspricht. Soll man
vielleicht weniger Kommastellen zulassen? Ist vielleicht die Menge {0,2;0,4;0,6; ...}
besser?

Letztendlich konnen alle diese Fragen nur anhand der auRermathematischen Situa-

tionen entschieden werden, was aber gleichzeitig bedeutet, dass es doch einfacher

7 (Ramharter & Weiberg, 2014) S.46.

Vgl. (Malle, 1993) S.29-31.
Vgl. ebd. S.29ff.
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ware, von Beginn an die erhaltene Lésung an der jeweiligen Situation zu Uberprufen
und sich erst dann Uberlegungen zu machen, wie genau die Lésung anzugeben
ware.

Ebenfalls sieht Malle (1993) ein Problem dahingehend, dass die Uberpriifung der Be-
ziehung L € G Schuler/innen angeblich zur Kritikfahigkeit erzieht: Beim Gleichungs-
I6sen wird lediglich eine Reihe von Punkten (Grundmenge G aufstellen, Gleichung
I6sen, Losungsmenge L hinschreiben) abgearbeitet, wobei mit der Prufung L € G
einfach nur ein weiterer Punkt hinzugefigt wird. Man stelle sich dann die Situation
vor, wenn Schuler/innen die selbst aufgestellte Grundmenge G von Anfang an sinn-
los gewahlt haben und dadurch ebenfalls die erhaltende Losung L sinnlos wird, ob-
wohl L € G erfullt ist.

Nach Malle (1993) wird das Uberpriifen der erhaltenden Lésung an der aufer-
mathematischen Realitat lediglich umgewandelt in die Uberpriifung der Beziehung
L € G, d.h. die Grenze zwischen aullermathematischer Realitat und Theorie wird
lediglich verschoben, aber niemals aufgehoben, wie an folgender Abbildung zu

sehen ist:

Abbildung 5: Verschiebung der auBermathematischen Realitdt in mathematische Theorie

Auflermathematische Realitat Mathematische Theorie

|r Uber;:rii.’ung
l. der Losung

[Quelle: Malle, Glinther: Didaktische Probleme der elementaren Algebra. S.31.]

Ramharter (2002) befasst sich ebenfalls in ihrem Aufsatz Wie alt ist der Kapitén
wirklich? — Uber die Bewéhrung der Mathematik an der Realitét oder Wittgenstein,

Regeln und der Mathematikunterricht mit der Annahme, Aufgaben haben sich an der
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aulRermathematischen ,Realitat® zu bewahren. Den Einstieg bilden dabei zwei Bei-
spiele, von denen wir uns bestimmte Antworten bzw. ein gewisses Auffinden von
Antworten erwarten, wenn Schuler/innen im Mathematikunterricht damit konfrontiert

werden:

Beispiel 1: Auf einem Schiff sind 36 Schafe. Davon fallen 10 ins Wasser. Wie

alt ist der Kapitan?'®°

Beispiel 2:

A: Das Produkt des Alters meiner drei Schwestern ist 36.

B: Jetzt weild ich aber nicht, wie alt deine Schwestern sind.

A: Die Summe ihrer Alter ist gleich der Hausnummer des Hauses, vor dem wir
gerade stehen.

B: Das genugt mir nicht.

A: Die alteste hat rote Haare.

Darauf sagt B, wie alt die drei Schwestern sind. Kannst Du das auch?'®’

Schauen wir uns zunachst die Lésungen'® der Beispiele an. Oberflachlich betrachtet
sehen sich die Beispiele recht ahnlich: Das Schicksal der Schafe und das Alter des
Kapitans aus dem ersten Beispiel, haben genauso wenig miteinander zu tun, wie das
Alter der Schwestern mit einer Hausnummer und der roten Haarfarbe der alteren
Schwester im zweiten Beispiel. Was vermutlich mehr erstaunt, ist der Umstand, dass
es fur das zweite Beispiel eine Antwort gibt, fir das erste aber nicht. Erhalten wir die
Antwort im zweiten Beispiel, indem wir den mathematischen Sachverhalt an unserer
Erfahrung messen? Oder vielleicht liegt es eher daran, dass im ersten Beispiel kein

mathematischer Sachverhalt vorliegt, im zweiten jedoch schon?

Das erste Beispiel wurde teilweise von Uber 75 Prozent der Schiler/innen
verschiedener Schulstufen mit der Rechnung ,Subtraktion der Anzahl der ins Wasser
gefallenen Schafe von der Anzahl der urspriinglichen Schafe beantwortet®. In man-

chen Fallen werden solche Aufgaben, also ahnlich wie das Kapitansbeispiels, auch

190 (Ramharter E. , 2002) In: http://mathdid.ph-

gmuend.de/documents/md_2002/md_2002_1_ Rambharter_Kapitaen.pdf. S.37. Zugriff am 04.02.2016.
'** Ebd. 5.39.
162 Lésung von Beispiel 2 im Anhang.
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als Scherzfragen verwendet, um dann den ratlosen Befragten die Antwort zu unter-
breiten: ,56, ich habe ihn gefragt®. Antworten dieser Art erachten wir aber im Kontext
Mathematikunterricht fur unzulassig. Mit der Antwort ,zwischen 10 und 150“ ware
man zwar im Sinne der Realitat ausreichend abgesichert und mathematisch nicht
unkorrekt, dennoch mdchten Mathematiker/innen folgendes héren: ,Es gibt keine

(eindeutig bestimmte) Antwort aufgrund dieser Angaben*."®

Was bedeutet vor dem Hintergrund dieser Beispiele ,eine Antwort finden*?
Ramharter (2002) zeigt mit diesen Beispielen auf, dass der viel geforderte Realitats-
bezug, ausgehend von zahlreichen didaktischen Ansatzen in der Mathematik, offen-
sichtlich kein Kriterium daflr sein kann, dass man zwischen den beiden Beispielen
differenzieren kann. Was vermutlich viele Leser/innen beeindruckt und insbesondere
Mathematiker/innen reizt, ist ja gerade der Umstand, dass im zweiten Beispiel
mathematische Zusammenhange hinter einer realitatsnahen Fassade verborgen
liegen und dadurch vermeintlich untypische Phrasen zum Trager mathematischer
Informationen werden.'®

Wie lasst sich das Auffinden der Lésungen, also das Vorgehen im ersten und zweiten
Beispiel, charakterisieren? Warum gelten manche Antworten mathematisch gesehen
als erwahnenswert und korrekt, und manche als unerwuinscht? Vor welchem Hinter-
grund muss sich das Lésen von Mathematikaufgaben bzw. Antworten in der Mathe-

matik rechtfertigen?

Kommen wir auf das erste Beispiel zurlick: Nun werden wir die Aufgabe zu einem
mathematischen korrekten Sachverhalt ,ummodeln®, indem wir einen einzigen Satz

einfugen:

Beispiel 1*: Auf einem Schiff sind 36 Schafe. Davon fallen 10 ins Wasser. Du
erhaltst das Alter des Kapitans, indem Du die Anzahl der ins Wasser gefall-
enen Schafe von der urspringlichen Anzahl der Schafe subtrahierst. Wie alt
ist der Kapitan?'®®

183 vgl. (Ramharter E. , 2002) In: http://mathdid.ph-

gmuend.de/documents/md_2002/md_2002_1 Rambharter_Kapitaen.pdf. S.39. Zugriff am 04.02.2016.
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Vgl. ebd. S.40.
(Ramharter E., 2002) In: http://mathdid.ph-
gmuend.de/documents/md_2002/md_2002_1_Rambharter_Kapitaen.pdf. S.42. Zugriff am 04.02.2016.
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Wie wir nun diese Aufgabe zu ldsen haben, zeigt uns der hinzugefligte Satz, was
auch gleichzeitig bedeutet, dass wir einer Anweisung (Anzahlen der Schafe zu
subtrahieren), also einer bestimmten Regel folgen. Regeln dieser Art fungieren
sozusagen als Sprachsteuerungsmechanismus, welche nicht nur fur das Kapitans-
beispiel, sondern genauso allgemein betrachtet, gewinnbringend fir viele Situationen
im Mathematikunterricht, thematisiert werden kénnen.'® Fiir das Lernen der mathe-
matischen Sprache sind Realitatsbezige aus der Erfahrungswelt der Kinder in vieler-
lei Hinsicht nicht hinreichend, sondern Beispiel 1* und Beispiel 2 (und etliche mehr)

zeigen uns, ,wie die Regeln, die die Sprache beherrschen, zu verwenden sind“'%".

Was das fur den Lernprozess in der Mathematik bedeutet, fasst Ramharter (2002)

mit folgenden Worten zusammen:

,Die fur das Lernen von Mathematik dringlichste Art der Bewahrung an der
Realitat besteht nicht darin, dass Angaben und Ereignisse auf die Alltagswelt
bezogen werden mussen, sondern darin, dass sich die das Vorgehen be-
herrschenden Regeln an den (sprachlichen) Vorgegebenheiten zu bewahren

haben.“'%®

Die Betonung in diesem Zitat liegt bei der Thematisierung von Regeln und nicht bei
der trivialen Einbettung der Mathematik in einen vorgegebenen Kontext. ,Es geht
nicht darum, sich daran zu stof3en, wenn das Ergebnis einer Rechnung ein [-8 m
hoher Turm] ist, sondern es ist entscheidend, dass [Hohen von Turmen] dazu ge-

eignet sind, mit ihnen prinzipiell in gewissen Weisen zu operieren.“'®®

Allem Anschein nach versucht gerade auch Malle (1993), auf die Thematisierung von
Regeln einzugehen, wenn er schreibt, dass es sich beim Gleichungslosen lediglich
um das ,Abarbeiten“ von Punkten (Grundmenge G aufstellen, Gleichung I6sen, Lo6-
sungsmenge L hinschreiben) handle. Hierbei wird den einzelnen Regeln, die es beim

Gleichungsldsen zu folgen gilt, eine weitere Regel, namlich die Prifung L € G , hin-

1%8 y/gl. (Ramharter E. , 2002) In: http://mathdid.ph-

gmuend.de/documents/md_2002/md_2002_1 Rambharter_Kapitaen.pdf. S.43. Zugriff am 04.02.2016.
1" Ebd. 5.43.
1% Ebd. 5.45.
1% Ebd. S.46.
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zugefigt. In dem Sinne werden Schiler/innen nicht zur Kritikfahigkeit erzogen,
sondern es wird von ihnen lediglich gefordert, so zu handeln, wie man dies eben mit

Gleichungen tut.

5.4. Variable im Sprachspiel

Bevor wir uns dem ,Sprachspiel der Variablen® und dem ,Thematisieren von Regeln”
widmen, erinnern wir uns nochmal an das Zitat von Malle (1993), welches das Kapitel
Die Variable' eroffnet hat.

Auf die Frage ,Was sind Variable?“, entgegnet Malle (1993), dass es eher schwierig
sei, eine zufriedenstellende Antwort zu finden, da der Variablenbegriff zu schillernd
und aspektreich sei. Malle (1993) stellt aulerdem fest, dass in der mathematischen
Literatur Variable meist nur verwendet und nicht definiert werden und er weist ins-
besondere auf den Umstand hin, dass Definitionen im Allgemeinen nicht den
Variablenbegriff vollstandig erfassen, da sie immer nur einen Aspekt der Variable
hervor heben wiirden."""

Ebenfalls wurde in demselben Kapitel thematisiert, dass sich der Variablenbegriff
nicht auf einen eindeutigen Gebrauch eingrenzen lasst, da er vielseitig einsetzbar ist.
Dieser Umstand erschwert jedoch das Verstandnis von Variablen, da Schuler/innen

lernen mussen, sich in dieser Bedeutungsvielfalt zurechtzufinden.

Diese Uberlegungen kdnnen wir ebenfalls im ,Sprachspiel der Variable“ aufgreifen:
Mit einer Definition kann nur ein Aspekt des Variablenbegriffs hervorgehoben wer-
den, denn eine Definition eines Begriffes kann als ,nur® eine in einem Sprachspiel
eingebettete angesehen werden. Eine Definition dient, wie im Kapitel Definition als
ein Sprachspiel hervorgehoben, ,nur® als Vorbereitung zum Gebrauch der Variable.
Sowie in der mathematischen Literatur Variable nicht definiert, sondern verwendet
werden, so empfiehlt auch Wittgenstein den ,Vorgang des Gebrauchs von Worten*
und die damit ,verwobenen® Tatigkeiten. In diesem Sinne gilt unser Interesse weniger
der, meiner Meinung nach nicht beantwortbaren, Frage ,Was ist eine Variable?*,
sondern vielmehr der Frage ,Wie gebrauchen wir Variablen?*.

7% Sjehe S.49.

1 ygl. (Malle, 1993) S.44.
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Mit einer Definition kdnnen wir uns nicht erklaren, wie Variable im allgemeinen zu
verwenden sind, sondern wir gebrauchen Variable je nach Aufgabenstellung und
Kontext. In dem Kapitel Variablenkonzepte hat uns Malle (1993) Moglichkeiten ge-
zeigt, wie Variable zu verwenden sind: als ,unbekannte oder nicht naher bestimmte
Zahl* (Gegenstandsaspekt), als ,Platzhalter® (Einsetzungsaspekt) oder als
.pbedeutungslosen Zeichen“ (Kalkiilaspekt). Mit dem Beispiel des Mittelwerts

m =% illustrierte Malle (1993) insbesondere, dass diese Aspekte bei algebra-

ischen Ausdricken gleichzeitig auftreten konnen.

Im Sprachspielkontext sind es gerade diese Aspekte (und natlrlich etliche mehr), die
die ,Mannigfaltigkeit* der Sprache mit Variablen kennzeichnen. Wenn Schuler/innen
lernen sollen, sich in der Bedeutungsvielfalt von Variablen zurechtzufinden, dann
mussen die ,Bedeutungen® auch zum Thema gemacht werden, d.h. es muissen
Regeln thematisiert werden, wie Variable zu verwenden sind. Die verschieden
Aspekte werden dann zu Regeln oder ,Wegweisern®, die den Gebrauch von Varia-
blen in eine Richtung lenken, sodass Schuler/innen demonstriert wird, dass ein Kon-
zept von Variable nicht beliebig verwendet werden kann.
Regeln, die im Unterricht angesprochen werden, sind in diesem Sinne jene, die sich
im Laufe der Geschichte bewahrt haben, d.h. es geht auch darum, in Ubereinstim-
mung mit der Mehrheit zu sein. Die Verwendung von Variablen muss daher streng
regelgebunden und gewohnheitsméaRig erfolgen.’”? Beim Regelbefolgen ist es nicht
von Bedeutung, dass man glaubt, rechnen zu kdnnen, sondern es geht vielmehr
«173

darum, ob jemand ,tatsachlich — d.h. unseren Regeln gemal} — richtig rechnet* "~,

welches das Regelbefolgen als ein Praktizieren ausweist.

72 vgl. (Brunner, 2015) S.10ff.

7 (Ramharter & Weiberg, 2014) S.27.
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5.4.1. Thematisieren von Regeln

Rambharter (2002) schreibt in ihrem Aufsatz Wie alt ist der Kapitdn wirklich? — Uber
die Bewéhrung der Mathematik an der Realitat oder Wittgenstein, Regeln und der
Mathematikunterricht Uber das Regel-Thematisieren. Der Vorgang, wie Regeln im

Unterricht thematisiert werden konnen, lautet:

,Mit ;thematisieren’ meine ich weder, eine moglichst prazise formale Fassung
einer Regel (etwa, wann man kurzen darf) anzugeben, noch das unreflektierte
Wiederholen oder wiederholte Anwenden einer Regel. ,Thematisieren’ soll
vielmehr z.B. heilden, einen gemeinsamen Sprachgebrauch fir das ent-
wickeln, was man Ublicherweise ,aus einer Summe kirzen’ nennt, oder das
Nullsetzen der ersten Ableitung in einem Extrembeispiel als einen bewussten
und interpretierbaren Schritt in einem von den Schuler/innen formulierbaren

Ablaufplan der Bearbeitung von Extrembeispielen zu identifizieren.'™

In diesem Sinne bedeutet das Thematisieren von Regeln nicht mehr Schema, Kalkdil,
oder Routine, sondern den Schuler/innen soll klar gemacht werden, ,dass es
Uberhaupt eine Regel gibt, der es zu folgen gilt und dass man lernen muss, sich
darliber zu verstandigen, wie diese Regel funktioniert*'”>.

Ramharter (2002) betont ebenfalls, dass mit der Thematisierung von Regeln das
Verstandnis von Mathematik insofern geférdert wird, als Schuler/innen lernen, sich zu

beobachten und vor allem lernen ,ihr Tun zu artikulieren“'"®.

Vor diesem Hintergrund mochte ich den Leser oder die Leserin nochmals auf jene
Interviews aufmerksam machen, die im Kapitel Ein weiterer Gesichtspunkt: Die

Variable und der Verédnderlichenaspekt angefuhrt wurden. In diesem Interview ging

es um die Aufgabenstellung: Wie andert sich in der Formel z = % das z, wenn x

verdreifacht wird?

7% (Ramharter E. , 2002) In: http://mathdid.ph-

gmuend.de/documents/md_2002/md_2002_1_ Rambharter_Kapitaen.pdf. S.48. Zugriff am 04.02.2016.
° Ebd. 5.48.
Y Ebd. 5.48.
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FUr unsere weiteren Untersuchungen schauen wir uns zunachst einmal die

verallgemeinerte Form dieser Fragestellung an:

,Gegeben ist die Formel z = 5 . Wie andert sich z, wenn x wachst?*!"”

Malle (1993) stellt fest, dass Schuler/innen haufig diese Frage folgendermalien

beantworten: z < % Eine Schulerin begrundet dann dieses Vorgehen mit folgenden

Worten:

,1ja also, wenn x wachst, stimmt das ,ist gleich® schon nicht mehr und da x

grolier wird, wird z kleiner, also z < 5.“178

Es sei bemerkt: Um diese Aufgabe I6sen zu kénnen, genigt es nicht nur, den Ver-
adnderlichenaspekt von Variablen verstanden zu haben, sondern man bendtigt insbe-
sondere ein Wissen, das daruber hinausgeht. In diesem Sinne sind es zwei Regeln,
die stillschweigend vorausgesetzt werden: Zum Einen, dass y konstant gehalten wird
(was die Schulerin allem Anschein nach begriffen hat), zum Anderen muss man
wissen, wie die Aufgabe eigentlich gemeint ist. Malle (1993) formuliert dies folgender-

weise:

,2Auch wenn x wachst, soll die Gleichheit bestehen bleiben und die Auswirkun-
gen auf z untersucht werden. Dieses Wissen geht [der Schiilerin] offenbar ab.
Es ist auch gar nicht selbstverstandlich, es mul3 — wie vieles andere in der
elementaren Algebra — erlernt werden und viele Kinder kommen nicht von

selbst drauf.<'"®

Dass Schiler/innen beim Betreiben von Mathematik nicht von selbst auf ,Dinge”
kommen, haben wir bereits im ersten Irrtum Saubere Erklédrungen ersetzen eigenes
Tun thematisiert. Worauf ich nun hinaus will, hat vielmehr damit zu tun, dass wenn

wir Sprache durch ,Nachahmen® im Sinne Wittgenstein's lernen mussen, sich auch

77 (Malle, 1993) S.87.

78 Ebd. S.87.
7% Ehd. 5.87.
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insbesondere die Sichtweise auf Fehler verandert. Auf welche Weise Fehler dann

gesehen werden konnen, fasst Ramharter (2002) so zusammen:

,Fehler sind dann VerstoRRe nur insofern, als wir nicht der Intention dessen, der
uns etwas vormacht, entsprechend handeln, aber sie bedeuten nicht, dass wir

etwas nicht wissen, was wir wissen miissen.“'®

Bei Fehlern geht es also nicht darum, sich daran zu stol3en, dass Schiler/innen
etwas nicht wissen, was grundsatzlich von ihnen erwartet wird, sondern Fehler ent-
stehen, weil Schiler/innen anders handeln, d.h. anderen Regeln folgen, als es von
ihnen erwartet wird.”®' In diesem Sinne schafft diese veranderte Sicht auf Fehler die
Méoglichkeit einer didaktischen oder gar padagogischen Intervention fir Lehrperso-
nen: Damit Schiler/innen nicht geneigt sind, anderen Regeln zu folgen, kdnnten
Fragestellungen wie oben angefuhrt transparenter gemacht werden, d.h. Regeln als
~Wegweiser sollen angesprochen und thematisiert werden. Schuler/innen soll durch

einen artikulierten Sprachgebrauch vorgemacht werden, wie ein Beispiel gemeint ist.

Aufgaben wie das Kapitansbeispiel (Kapitel 5.3., vierter Irrtum) haben uns aber auch
gezeigt, dass Schiler/innen nicht nur anderen Regeln folgen, sondern auch eine
Regel (wie im Beispiel 1*) — eben etwa aus Gewohnheit — dazu denken. Aber kann

182

das wirklich so unzulassig oder sogar ,dumm® sein Von Fragestellungen, wie

,Gegeben ist die Formel z = % . Wie andert sich z, wenn x wachst?“ erwarten

manche Lehrpersonen stillschweigend von ihren Schiler/innen, meist ohne zu
artikulieren, dass sie nach der Aufforderung ,Untersuche die Auswirkungen auf z,
wenn x wachst“ von alleine die Regel ,aber gleichzeitig soll die Gleichheit bestehen
bleiben® dazu denken.

In manchen Beispielen, aus denen ,klar“ hervorgeht, dass x berechnet werden muss,
wird haufig von manchen Lehrer/innen oder sogar Blchern der Satz ,Berechne x*

am Ende weggelassen, weil es sich ja schliel3lich ,von selbst” versteht, dass x

189 (Ramharter E. , 2002) In: http://mathdid.ph-

gmuend.de/documents/md_2002/md_2002_1_ Rambharter_Kapitaen.pdf. S.47. Zugriff am 04.02.2016.
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berechnet werden muss. Hier wird ebenfalls erwartet, dass die entsprechende Regel

,einfach* dazu gedacht wird."®?

Von Wittgenstein kdnnen wir lernen, Regeln, wie ,Behalte die Identitat bei!” explizit
zu thematisieren, d.h. derartige Regeln transparenter zu machen, indem Lehr-
personen sie auch aussprechen, damit Schuler/innen dementsprechend handeln, wie
von ihnen erwartet wird.

Damit werden nicht nur unsere eigenen Gedankengange als Lehrkrafte offen-
sichtlicher, sondern vielleicht er6ffnet eine konkrete Aufdeckung von Regeln den
Lernenden auch die Moglichkeit ihr eigenes Handeln zu artikulieren. Die

Schdiler/innen lernen so auch, die Regeln anzuwenden.
Zur Verdeutlichung will ich noch zwei weitere ahnliche Beispiele angeben.

Aufgabe 1: 5 kg Kartoffeln kosten 2,50 Euro.
Aufgabenstellung: Gib an, wie viel 7,2 kg kosten!'®*

Zu erfolgreichen Losung dieser Aufgabe bendtigt man folgende Hintergrundinforma-
tion bzw. Regel:

,Dies ist ein Schulbeispiel (Im Gegensatz zu einer bei einem realen Einkauf statt-
findenden Preisstaffelung, bei der nicht unbedingt Linearitat zu Grunde liegen muss).
In diesem Kontext ist es Ublich, dass Beispiele |6sbar sind. Zusatzlich wird gerade
oder wurde kurzlich im Unterricht direkte Proportionalitdt behandelt, diese

Proportionalitat ist fir die Loésung der Aufgabe grundlegend.”

Aufgabe 2: An einer Universitat gibt es Lehrende und Studierende. Auf eine(n)
Lehrende(n) kommen 6 Studierende. Es soll L die Zahl der Lehrenden und S die Zahl
der Studierenden bezeichnen.

Aufgabenstellung: Gib an, welche der folgenden Aussagen zutrifft!'®

A:S=L+6
B:S=6L
183 vgl. ebd. S.48f.

%% vgl. (Malle, 1993) S.123.

185 vgl. (Malle, 1993) S.1.
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C:L = 6S

Hier ist die zu verwendende Regel zwar angegeben, wird aber oft missverstanden.
Wichtig ist, dass L und S fur die ,Zahl der Lehrenden und die ,Zahl der Studierenden®
steht, nicht fur ,die Lehrenden” und ,die Studierenden®.

Eine weitere, allgemeinere und darum wahrscheinlich bekanntere, Regel ist ,Das
Gleichheitszeichen fordert numerische Identitat und ist kein Entsprechungszeichen.”

Daher kann durch Einsetzen konkreter Zahlen die Probe gemacht werden. Gilt
beispielsweise L = 100 und S = 6000, gibt es also 100 Lehrende und 6000
Studierende, so wird durch Einsetzen klar, dass die Beziehung L = 6S fur diese
Zahlen nicht qilt. Hier besteht die unausgesprochene Regel darin, die alltags-

sprachliche Formulierung ,auf einen ... kommen ...“ (wobei das ,kommen“ eine
Entsprechung ausdrickt) gewissermal3en ,umzudrehen”, so dass an Stelle das
-kommt“ ein Gleichheitszeichen steht, womit also eine numerische Gleichheit aus-

gedruckt wird.

79



6. Conclusio

,lch mochte nicht mit meiner Schrift Anderen das Denken
ersparen. Sondern, wenn es moglich ware, jemand zu

eigenen Gedanken anregen.*'®®

So wie Wittgenstein es im Vorwort seiner Philosophischen Untersuchungen be-
schreibt, soll auch meine Arbeit zeigen, wie Sprache oder die Sprache der Algebra

funktionieren konnte.

Der geschichtliche Ruckblick auf die algebraische Symbolsprache und die didak-
tischen Ausfuhrungen von Malle (1993) haben uns nicht nur gezeigt, wie sehr sich
der Variablenbegriff entwickelt hat und wie wir ihn Ublicherweise in der Mathematik
verwenden, sondern, dass eine eindeutige Festlegung des Variablenkonzepts
zwangslaufig auf eine Engfiihrung hinauslauft.'®” Mit der ,Sprachspiel“-ldee kénnen

wir jener ,primitiven Art der Sprache*'®®

(Gegenstandstheorie) gegensteuern; wir
konnen aufzeigen, dass Bedeutungen von Variablen in Verbindung mit deren
Verwendung im konkreten Sprachspiel gesehen werden muissen. Dies scheint mir
auch ein wichtiger Aspekt zu sein, wenn man die ,Mannigfaltigkeit* und den Wandel

der algebraischen Sprachspiele im Unterricht aufgreifen und hervorheben mdchte.

Dass das Betreiben von Mathematik oder das Arbeiten mit Variablen sich nicht von
selbst erklart oder sich zwangslaufig aus logischen Grinden Schuler/innen aufzwingt,
scheint mir ein wichtiger Umstand zu sein, der im Unterricht aufgegriffen werden
muss."® Mit Wittgenstein konzentrieren wir uns also nicht auf Fragen wie ,Was ist
eine Variable?“, sondern wir lenken unsere Aufmerksamkeit auf das ,tatsachliche”
Funktionieren der Sprache, d.h. wir untersuchen, wie Variablen konventionell, also in
gegenseitiger Ubereinstimmung, gebraucht werden, da Sprache eben erst im
Gebrauch ihre Funktion entwickelt. Wenn wir zeigen wollen, wie die algebraische

Sprache funktioniert, missen wir sozusagen nicht erkléren, sondern vormachen, wie

188 (Wittgenstein, 1971) S.11.

Vgl. 4.2.1. Variablenaspekte, sowie 5.1. Entwicklung des Variablenbegriffs und zeitliche Dynamik
Vgl. Kapitel 2.2. Benennen als Vorbereitung zum Gebrauch der Sprache
Vgl. Kapitel 5.3. Sauberes Erklaren vs. Befolgen einer Regel
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Sprache gebraucht wird, damit Schuler/innen lernen, Regeln zu folgen, wie sie
Variable zu verwenden haben. Vor diesem Hintergrund konnen wir ihnen dann an-

hand von Beispielen demonstrieren, wie Variable verwendet werden.

Damit Handlungsweisen mit Gleichungen, Termen oder Variablen eingeubt werden,
verfolgen wir ein ,Abrichten®, wie: ,Ich mach’'s ihm vor, er macht es nach; und ich
beeinflusse ihn durch AuBerungen der Zustimmung, der Ablehnung, der Erwartung,
der Aufmunterung“'®®. Es geht dabei aber nicht um ein unreflektiertes Wiederholen
oder Nachahmen von Beispielen, sondern dem Schuler/der Schulerin soll bewusst
werden, dass auch der mathematische Sprachgebrauch Regeln unterliegt, Regeln,
die erfasst und letztlich angewendet sein wollen.”®' Man denke dabei an das anfing-
liche Lernen von Sprache'?: Kinder werden erzogen, Wérter zu gebrauchen, indem
sie eine Tatigkeit verrichten. Das Wort ,Abrichten deshalb, weil Kinder in der An-

fangsphase des Lernens eher bedenkenlos und ohne Zweifel lernen.

Definieren oder das ,Saubere Erklaren® von mathematischen Begriffen sind meta-
sprachliche Vorgange, die dann ihren verlasslichen Charakter insofern verlieren, als
sie ,nur‘ den Dingen einen Namen geben (ein klares Verstandnis einer Definition

setzt ja immer schon Vorwissen voraus).'

Wir haben auch gesehen, dass allgemeine algebraische Prinzipien nicht problemlos
auf konkrete Beispiele transferiert werden koénnen'®*, genauso wenig erziehe ein
Appell an Schuler/innen ,ihren Hausverstand einzuschalten® oder die Forderung
nach mehr Realitatsbezug in Aufgaben zur mehr Kritikfahigkeit und einer besseren
Lésungsstrategie'®. Mehr Bewahrung an der ,Realitat* bedeutet nicht, Aufgaben an
unserer Alltagserfahrung zu messen, sondern, dass wir lernen mussen, denjenigen
Regeln zu folgen, die eben beim Operieren mit Variablen prinzipiell verwendet
werden. Schulerfehler werden dann nicht auf das Fehlen eines — in diesem Falle also

falschlich — vorausgesetzten Wissen zuruckgefuhrt, sondern Schuler/innen machen

190 Vgl. Irrtum 1: Saubere Erkldrungen ersetzen eigenes Tun.

Vgl. Irrtum 3: Was klar und sauber erkléirt wird, wird als sinnvoll erkannt.
Vgl. Kapitel 2.3.4 Handlungscharakter von Sprache
Vgl. 5.2. Definieren als ein Sprachspiel
Vgl. Irrtum 2: Wer das Prinzip verstanden hat, kann es in jedem Einzelfall anwenden.
Vgl. Irrtum 4: Man kann alle Eventualfdlle in der Theorie vorweg kléren.
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Fehler, weil sie anderen Regeln folgen oder sich andere Regeln dazu denken, oder
mit der fur diese konkrete Situation entsprechenden Regel noch nicht ausreichend

vertraut sind.'®®

Wittgenstein lehrt uns zu begreifen, Regeln, die stillschweigend vorausgesetzt
werden, zu thematisieren, d.h. einen gemeinsamen Sprachgebrauch zu entwickeln,
indem Beispiele demonstriert und zuganglich gemacht werden, sodass Schiler/innen
damit ,umgehen® kénnen."®” Damit die Lernenden den iiblichen Gebrauch von Varia-
blen nicht nur als einen bewussten und interpretierbaren Schritt identifizieren, son-
dern auch erlernen, ihr eigenes ,Tun“ (mit Variablen) zu artikulieren, missen sie
verstehen, dass es Uberhaupt Regeln gibt, denen es zu folgen gilt und dass man sich

dariiber verstandigen muss, wie diese Regeln funktionieren.'®®

1% Vgl. Kapitel 5.4.1. Thematisieren von Regeln

Vgl. (Ramharter E., 2002) In: http://mathdid.ph-
gmuend.de/documents/md_2002/md_2002_1 Rambharter_Kapitaen.pdf. S.50. Zugriff am 04.02.2016.
198 . ..

Vgl. Kapitel 5.4.1. Thematisieren von Regeln
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Anhang

Losung von Beispiel 2:

A: Das Produkt des Alters meiner drei Schwestern ist 36.

Mogliche Zerlegungen von 36 in drei Faktoren sind dann:

2:6:3= 36 4:-9-1= 36
2:2:9= 36 6:6-1= 36
3:3:4= 36 1-1-36= 36

B: Jetzt weild ich aber nicht, wie alt deine Schwestern sind.

A: Die Summe ihrer Alter ist gleich der Hausnummer des Hauses, vom dem wir gerade

stehen.

B: Das genugt mir nicht.

2+6+3=11 4+9+1= 14
2+2+9=13 6+6+1= 13
3+3+4=10 1+1+36= 38

Der Verweis auf die Hausnummer geniigt B nicht,
um zu entscheiden wie alt die Schwestern sind, daher kommt nur
24+2+9=13und6+6+1= 13

in Frage,da alle anderen Zerlegungen paarweise verschieden sind.

A: Die alteste hat rote Haare.

Bei 2,2,9 sind 2,2 Zwillinge und 9 die dlteste Schwester
Bei 1,6,6,ist 1 die jiingere und 6,6 die dlteren Zwillingsschwestern
Da A nur von der altesten Schwester spricht, muss diese eindeutig bestimmt sein,
d.h.6,6,1,scheidet aus,und die Losung lautet daher 2,2, 9.
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