universitat
wien

DIPLOMARBEIT / DIPLOMA THESIS

Titel der Diplomarbeit / Title of the Diploma Thesis

Unstetige Dynamische Systeme - Eine Einfuhrung

verfasst von / submitted by

Heyde Ye

angestrebter akademischer Grad / in partial fulfilment of the requirements for the degree of

Magister der Naturwissenschaften (Mag.rer.nat.)
Wien, 2016 / Vienna, 2016

Studienkennzahl It. Studienblatt / A 190 406 482
degree programme code as it appears on
the student record sheet:

Studienrichtung It. Studienblatt / Lehramtsstudium UniStG
degree programme as it appears on UF Mathematik UniStG
the student record sheet: UF Physik UniStG

Betreut von / Supervisor: Mag.Dr.rer.nat. Roland Steinbauer



Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung

2 Klassische Theorie

2.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen - Eine Begriffsbestimmung . . . . . . .

2.2 Einfache Beobachtungen zu ODEs . . . . . . . ..
2.3 Geometrische Interpretation von ODEs . . . . . .
2.4 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz . . . . . . .
2.5 Fehlende Regularitéit der rechten Seite . . . . . .

3 Losungskonzept von Caratheodory
3.1 Losungen im Sinne von Caratheodory . . . . . . .

3.2  Existenz und Eindeutigkeit von Losungen im Sinne von Caratheodory . . .

3.3 Grenzen des Losungskonzepts von Caratheodory .

4 Losungskonzept von Filippov
4.1 Losungen im Sinne von Filippov . . . . . . . . ..
4.2 Existenz von Losungen im Sinne von Filippov . .
4.3 Eindeutigkeit von Losungen im Sinne von Filippov

5 Zusammenfassung aller Beispiele

A Das Lebesgue-Integral

38
38
41
44

50

52



1 Einleitung

Diese Arbeit befasst sich mit unstetigen dynamischen Systemen. Technisch gesprochen
handelt es sich dabei um gewohnliche Differentialgleichungen mit unstetiger rechter Seite.
Solche Gleichungen tauchen in einer Vielzahl von Anwendungen auf. Der Bogen spannt
sich von der Physik bzw. Mechanik (unstetiger harmonischer Oszillator, Bewegung auf
einer schiefen Ebene) tiber die Ingenieurswissenschaften (Regelungstechnik) bis zur Bio-
mathematik (Réduber-Beute-Modelle).

Differentialgleichungen gehoren ganz allgemein zu den méchtigsten Mitteln Natur-
vorgidnge aber auch Vorgédngen in den Humanwissenschaften zu beschreiben. Sie ergeben
sich in natiirlicher Weise in der Modellierung von Verédnderungsprozessen verschiedener
etwa physikalischer Gréfen zueinander. Differentialgleichungen beschreiben dabei den Zu-
sammenhang einer gesuchten Funktion mit (einigen) ihrer Ableitung(en). Wir werden uns
in dieser Arbeit ausschlieSlich mit gewohnlichen Differentialgleichungen beschéftigen, also
dem Fall wo die sogenannte unabhéngige Variable eindimensional ist. Dementsprechend
treten in gewohnlichen Differentialgleichungen nur gewohnliche Ableitungen der gesuchten
Funktion auf und nicht etwa partielle Ableitungen.

Ist der Anwender zuallererst am expliziten Losen von Differentialgleichungen interessiert, so
stellt die Mathematik eine Losbarkeitstheorie zur Verfiigung. Das ist insbesondere relevant,
da es nicht immer moglich ist, eine explizite Losung zu einer gegebenen Differentialglei-
chung auszurechnen. Die mathematische Existenztheorie stellt hingegen sicher, dass unter
gewissen Voraussetzungen an die Gleichung Losungen vorliegen bzw. dass diese eindeutig
durch Anfangs- bzw. Randbedingungen festgelegt sind. Des Weiteren ermoglicht es die
qualitative Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen Aussagen iiber das Verhalten der
Losungen zu machen ohne diese explizit zu bestimmen.

Diese mathematischen Theorien gehen zunéchst davon aus, dass die auftretenden Funktio-
nen “schon genug” sind, d.h. dass insbesondere die rechte Seite einer gewohnlichen Differen-
tialgleichung stetig oder sogar Lipschitz-stetig ist. Die zwei zentralen Sétze der klassischen
Existenz- und Eindeutigkeitstheorie gewohnlicher Differentialgleichungen — der Satz von
Peano und der Satz von Picard-Lindelof — garantieren in diesem Falle die Existenz bzw.
Eindeutigkeit von Losungen.

Im Anwendungszusammenhang ist diese “glatte” Theorie aber oft nicht ausreichend. Tat-
séchlich fiithren viele Modellierungen zu unstetigen rechten Seiten, wie wir im Verlaufe der
Arbeit an einigen Beispielen explizit sehen werden. Viele weitere Beispiele in der Mechanik
werden z.B. in [3] genannt. In solchen Féllen kann die klassische Theorie also nichts iiber
die Existenz bzw. Eindeutigkeit von Losungen aussagen und es ist wiinschenswert diese
Theorie zu erweitern.

Der Kern einer solchen Erweiterung liegt in der Verallgemeinerung des Losungskonzepts
selbst. Werden im Rahmen der klassischen Theorie nur differenzierbare bzw. stetig-differen-
zierbare Funktionen als Losungen zugelassen, so muss eine erweiterte Theorie zunéchst
klaren, in welchem Sinne eine weniger reguldare Funktion eine Differentialgleichung erfiillen
soll bzw. {iberhaupt kann. Hier gibt es natiirlich eine Vielzahl von moglichen Auswegen



und wir werden in der vorliegenden Arbeit speziell zwei davon herausgreifen.

Als Erstes werden wir uns mit dem Losungskonzept von Caratheodory befassen. Dieses
stellt gewissermaflen eine minimale Erweiterung des klassischen Losungskonzeptes unter
Zuhilfenahme der Lebesgueschen Integrationstheorie dar. Statt der Differentialgleichung
wird die klassisch dquivalente Integralgleichung betrachtet, die nicht nur differenzierbare,
sondern nur absolut stetige Losungen zulédsst. Wir werden allerdings anhand von Beispie-
len sehen (Bewegung eines Kérpers auf einer schiefen Ebene), dass dieses Losungskonzept
nicht allgemein genug ist, um einfache aber wichtige physikalische Phénomene korrekt zu
beschreiben.

Das zweite Losungskonzept, dass wir im Rahmen dieser Arbeit besprechen ist das von
Filippov. Dieses geht iiber das Konzept von Caratheodory hinaus, indem es die Differen-
tialgleichung durch eine sogenannte Differentialinklusion ersetzt. Das bedeutet, dass die
Ableitung der Funktion an einer Stelle nicht etwa einen vorgegebenen Wert annehmen,
sondern nur in einem bestimmten Wertebereich liegen muss, der aus der unstetigen rech-
ten Seite konstruiert wird. Dieses Konzept ist etwa in der nicht-glatten Mechanik weit
verbreitet und zeichnet sich durch seine Anwendungsorientierung aus.

Diese Arbeit wendet sich an Lehramtsstudierende des zweiten Studienabschnitts im
Unterrichtsfach Mathematik. Die Inhalte der Grundvorlesungszyklen Analysis bzw. lineare
Algebra werden vorausgesetzt. Zentrale Inhalte einer ersten Vorlesung iiber Differential-
gleichungen werden im Rahmen der Arbeit wiederholt, um ein selbststéndiges Lesen dieses
Texts zu ermoglichen.

Zum Abschluss dieser Einleitung stellen wir den Inhalt dieser Arbeit etwas detaillierter
dar. Kapitel 2 behandelt die klassische Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen,
welche die Grundlagen dieser Arbeit darstellt. In Abschnitt 2.1 erfolgt zuallererst eine Be-
griffsbestimmung. Dort wird geklédrt, was unter einer gewohnlichen Differentialgleichung
und ihrer Losung genau verstanden wird. In Abschnitt 2.2 studieren wir das qualitati-
ve Verhalten von Losungen gewdhnlicher Differentialgleichungen anhand eines einfachen,
aber zugleich prototypischen Beispiels. Der darauffolgende Abschnitt 2.3 beschéftigt sich
mit der geometrischen Interpretation von gewohnlichen Differentialgleichungen. Wir wer-
den sehen, dass das Losen einer Differentialgleichung im geometrischen Sinne nichts anderes
bedeutet als eine Losungskurve zu einem gegebenen Richtungsvektorfeld zu finden. In Ab-
schnitt 2.4 kommen wir zum Hauptteil dieses Kapitels, wo wir die beiden zentralen Sétze
in der klassischen Losungstheorie vorstellen, ndmlich den Satz von Peano, der durch die
blole Stetigkeit der rechten Seite der Differntialgleichung die Existenz einer Lésung garan-
tiert, und den Satz von Picard-Lindelof, der die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung
durch das Hinzufiigen einer Lipschitz-Bedingung garantiert. Zum Abschluss dieses Kapitels
werden wir in Abschnitt 2.5 die Grenzen der klassischen Losungstheorie aufzeigen. Dabei
betrachten wir anwendungsrelevante Differentialgleichungen mit unstetiger rechter Seite
und werden sehen, dass das , klassische“ Losungskonzept dabei zu kurz greift.



Im 3. Kapitel stellen wir die Theorie von Caratheodory vor, die eine leichte Verallge-
meinerung des klassischen Losungskonzepts erlaubt. Dieses Losungskonzept fithren wir in
Abschnitt 3.1 ein. Dabei wird der klassische Losungsbegriff insofern abgeschwécht, also
die Losung die Differentialgleichung nur in fast allen Punkten (im Sinne des Lebesgue-
Mafes) erfiillen muss. Die dafiir benotigten Grundlagen der Lebesgue-Integrationstheorie
sind im Anhang A zusammengestellt. stellt das Losungskonzept von Caratheodory vor,
die eine leichte Verallgemeinerung der klassischen Losungstheorie darstellt. In Abschnitt
3.2 formulieren wir — analog zur klassischen Losungstheorie — einen Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatz fiir Caratheodory-Losungen und beweisen diesen auch. Zum Abschluss dieses
Kapitels beschéftigen wir uns in Abschnitt 3.3 mit den Grenzen des Losungskonzepts von
Caratheodory. Dabei werden wir einige Beispiele aus Kapitel 2 nochmal betrachten und
sehen, dass das Losungskonzept von Caratheodory weiterhin unseren Anspriichen nicht
ganz genugt.

Kapitel 4 stellt daher ein noch allgemeineres und auch anwendungsorientiertes Losungs-
konzept vor, namlich das Losungskonzept von Filippov. In Abschnitt 4.1 erweitern wir
abermals das Losungskonzept. Nun wird nicht mehr verlangt, dass die Losung die Differen-
tialgleichung (fast iiberall) erfiillt, sondern der Geschwindigkeitsvektor in einer gewissen
Menge liegt, die mit der unstetigen rechten Seite assoziiert wird; die Losung erfiillt die
Gleichung also nur mehr ,,approximativ®. Formal spricht man von einer Differentialinklu-
sion und verwendet die Sprache der mengenwertigen Funktionen mit der wir uns ebenfalls
weit auseinandersetzen werden. In Abschnitt 4.2 beschéftigen wir uns mit den Anfangs-
griinden der Existenztheorie fiir Filippov-Losungen, wobei wir einen einfachen Existenz-
satz formulieren werden. Zudem betrachten wir einige instruktive Beispiele. In Abschnitt
4.3 beschéftigen wir uns schliellich mit der Eindeutigkeit von Filippov-Losungen. Wir
formulieren dazu zwei einfache Eindeutigkeitssidtze. Der erste Satz verwendet einseitige
Lipschitz-Bedingungen und erinnert stark am Satz von Picard-Lindelof. Der zweite Ein-
deutigkeitssatz ist sehr anwendungsorientiert und gilt fiir stiickweise stetige rechte Seiten.
Anhand von bereits betrachteten anwendungsorientierten Beispielen aus den vorherigen
Kapiteln werden wir die Niitzlichkeit des Filippov-Konzepts demonstrieren.

Beispiele spielen in unserer Darstellung der verschiedenen Losungskonzepte eine wichti-
ge Rolle. Insbesondere kehren wir immer wieder zu vier Schliisselbeispielen (Beispiel A-D)
zuriick und betrachten sie von einem neuen Standpunkt aus. Im abschliefenden 5. Kapitel
stellen wie die im Text gewonnenen Erkenntnisse zu diesen Beispielen tabellarisch dar.

SchlieBlich geben wir im Anhang A eine kurze und konzise Zusammenfassung der Grundla-
gen der Lebesgueschen Integrationstheorie, die vor allem in den Kapiteln 3 und 4 benétigt
wird.



2 Klassische Theorie

2.1 Gewohnliche Differentialgleichungen - Eine Begriffsbestim-
mung

Zuallererst beschéftigen wir uns mit der Frage, was eine Differentialgleichung bzw. eine
gewoOhnliche Differentialgleichung im Allgemeinen ist. In diesem Abschnitt orientieren wir
uns stark an [15, Kapitel 1.2].
Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung zwischen einer gesuchten Funktion und (eini-
gen) ihrer Ableitung(en), z.B.

mz + k= F (1)

fiir eine Funktion z : R — R mit m, k, F konstant oder F' = F(x).

Die Terminologie gewohnlicher Differentialgleichungen zielt darauf ab, dass nur gewohn-
liche Ableitungen der gesuchten Funktion x : R — R betrachtet werden — im Gegensatz
zu partiellen Differentialgleichungen fiir Funktionen v : R™ — R, die partielle Ableitungen
beinhalten, z.B. dZu + d2u = 0.

Die genaue Definition einer gewthnlichen Differentialgleichung und deren Losung lautet
wie folgt:

Definition 2.1.

(i) Eine gewdhnliche Differentialgleichung [ordinary differential equation, ODE]
ist eine Gleichung der Form

F(t,z, W 2@ 2%y =0 (2)

fir die unbekannte Funktion x, welche k-mal differenzierbar auf J ist (mit J C R ein
Intervall). Dabei ist F : U — R" eine stetige Funktion auf U C R**%, offen und

200 = 20 (e 3

bezeichnet die j-te Ableitung von .

Wir nennen t die unabhdngige und x die abhdngige Variable.

Die héchste auftretende Ableitungsordnung von x (hier k) heifst Ordnung der ODE.
Falls n > 1 sprechen wir von einem System von ODEs.

(i1) Eine Ldsung von (2) ist eine Funktion ¢, welche k-mal differenzierbar auf I ist, mit
I C J, sodass Vt € 1

E(t,6(t), ¢V (1), ... oM () = 0 (4)
gilt. Dies impliziert insbesondere, dass ¥t € I : (t,¢(t), oM (t),...,0" (1)) € U.



Terminologie 2.2. In dieser Definition und auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird
immer die nachstehende Terminologie verwendet, wobei U und V offene Teilmengen eines
euklidischen Raumes bezeichnen und 0 < k ist.

o C*(U,V) :={f:U — V] f hat stetige Ableitungen bis zur Ordnung k}
o C*(U,V):={f:U — V]| f hat stetige Ableitungen beliebiger Ordnung}
o C(U,V)=COU,V)

o CHU) = C*(U,R)

Weiterverbreitet als (2) sind ODEs, die nach der hochsten Ordnung aufgelost werden
konnen, also Gleichung von der Form

e ®) = f(t,z,2W kD) (5)
mit f € C(U,R"), U C R*! offen. Weiters lassen sich ODEs noch genauer klassifizieren.
Definition 2.3.

(i) Eine ODE der Form (5) heifst explizite ODE der Ordnung k.

(ii) Hingt f nicht von t ab (d.h. f € C(U,R") mit U C R* offen) dann heifit (5) auto-
nom, anderenfalls heifit (5) nicht- autonom.

(1i) Ist f linear in den Variablen yo,y1, ..., yx—1, d.h. es gilt

Ft g0, y1, - yke1) = g(t) + X520 f5(8)y;
mit f;, g € C(UR") (U CR offen), so heifst (5) linear.
Im Folgenden geben wir einige Beispiele, wobei wir hier 2/ fiir (V) und 2" fiir (® schreiben.
Beispiel 2.4.
(i) Explizite ODEs sind etwa

v" = 2% —t —sin(x), (6)

=1t (7)

(ii) Explizite autonome ODEs sind etwa

" = sin(z), (8)
' =ax a € R, 9)
¥ =ax(l—1) a€R (10)
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(iii) Explizite, nicht-autonome, lineare ODE ist etwa

z' =sint + (cost)x (11)

Bemerkung 2.5. Jedes explizite System von ODEs (bzw. jede explizite ODE hoherer
Ordnung)
e® = f(t,2W, . 2*D) (12)

kann in ein System 1.0rdnung umgeschrieben werden. Dazu definieren wir die neuen un-
abhingigen Variablen y = (x, 2™, ..., 2*=1), wodurch wir das folgende System 1.Ordnung
gewinnen:

Ui = Yo,
ykfl = Yk,

Um ODEs bzw. Systeme von ODEs zu studieren, kénnen wir uns also auf Systeme 1.
Ordnung beschrénken, welches wir im weiteren Verlauf der Arbeit auch tun werden. Daher
werden wir ab jetzt immer folgende(s) (System von) ODE(s) betrachten

(1) = f(t,z(t)) (14)

mit f: D — R?, D C R"*! offen. Unter einer Losung von (14), auf einem Intervall I C R
verstehen wir eine differenzierbare Funktion x : I — R”, die der Identitét

2(t) = f(t,a(t)) Vel (15)

gengligt.

2.2 Einfache Beobachtungen zu ODEs

Ist eine ODE gegeben, so ist es unser Ziel moglichst alles iiber die Losung(en) heraus-
zufinden. Neben dem expliziten Losen einer Differentialgleichung, welches leider oft nicht
moglich ist, kann ebenfalls, in Anlehnung an [11, Kapitel 1], das qualitative Verhalten der
Losungen studiert werden, ohne diese explizit zu kennen.
Dazu betrachten wir uns zunéchst das einfachste und zugleich prototypisches Beispiel einer
ODE

2'(t) = ax(t), (16)

firx : R O I — R, wobei a € R eine Konstante ist. Eine Losung dieser Gleichung kann
schnell durch Berechnung gefunden werden: Sei k € R dann ist die Funktion z(t) = ke™
eine Losung, denn tatséchlich gilt



T/ (t) = ake™ = ax(t).

Auflerdem existieren keine weiteren Losungen, welches leicht gezeigt werden kann. Denn
sei u(t) irgendeine Losung von (16). Wir berechnen

d

(e = (e — au(t)e ™! = (17)

= au(t)e™™ — au(t)e ™ =0 (18)

Daraus folgt, dass u(t)e”* konstant ist und wir definieren die Konstante k = wu(t)e™ .

Somit gilt u(t) = ke®. Damit haben wir mit x(t) = ke alle Losungen von (16) gefunden.
Die Gesamtheit aller Losungen einer Differentialgleichung bezeichnen wir als die allge-
meine Losung der Gleichung. Oft sind AnwenderInnen nicht an der allgemeinen Losung
interessiert, sondern an einer bestimmten Losung. Dazu wird die ODE in Form eines soge-
nannten Anfangswertproblems formuliert:

' (t) = ax(t), xz(ty) = zo, (19)

dabei ist zp € R gegeben.

Eine Losung dieses Anfangswertproblems ist definiert als eine Losung der ODE (16), die
zusitzlich die sogenannte Anfangsbedingung x(to) = x, erfiillt.

In unserem Fall ist die Konstante k aus der Losung x(t) = ke® durch die Anfangsbedingung
eindeutig festgelegt, denn damit diese die Anfangsbedingung erfiillt, muss ke®® = x, gelten
und somit ist k = zge~0. Oft wird t; = 0 gewihlt; dann ist k = x.

Bemerkung 2.6. Es gibt eine sehr spezielle Losung der Differentialgleichung (16) ndmlich
jene mit £ = 0. Wir erhalten also die konstante Losung x(t) = 0. Solche Losungen bezeich-
nen wir als Gleichgewichtslésungen oder auch Gleichgewichtspunkte der Differen-
tialgleichung.

Die Konstante a in der Gleichung (16) kann als Parameter angesehen werden. Wenn sich
der Wert von a dndert, verdndert sich die Gleichung und somit auch deren Losungen. Das
qualitative Verhalten der Losungen wird sehr stark durch das Vorzeichen von a beeinflusst:

1. Gilt a > 0, dann gilt lim,_,., ke® = oo fiir k > 0 bzw. lim;_,, ke® = —oco fiir k < 0.
2. Gilt a = 0, dann erhalten wir eine nur konstante Losungen x(t) = k.
3. Gilt a < 0, dann ist lim,_, ke® = 0, unabhéngig von Vorzeichen von k.

Bemerkung 2.7. Wir sehen also fiir a > 0 bewegen sich alle Losungen vom Gleichge-
wichtspunkt 0 weg, wohingegen fiir a < 0 sich alle Losungen dem Gleichgewichtspunkt
annahern. Wir bezeichnen im ersten Fall den Gleichgewichtspunkt als Quelle, im zweiten
Fall als Senke. Dieses Verhalten kann auch durch Phasenlinien illustriert werden, wobei
Gleichgewichte durch einen Punkt und das Verhalten der Losungen um den Gleichgewichts-
punkt durch Pfeile symbolisiert werden. Den Graph der Losungen und die dazugehorige
Phasenlinie von (16) fiir a > 0 bzw. fiir a < 0 zeigt Abbildung 1 bzw. Abbildung 2.
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Abbildung 1: Der Graph der Losungen und die dazugehorige Phasenlinie von (16) fiir a > 0
[11, Figure 1.1]

Abbildung 2: Der Graph der Losungen und die dazugehorige Phasenlinie von (16) fiir a < 0
[11, Figure 1.1]

2.3 Geometrische Interpretation von ODEs

In diesem Abschnitt diskutieren wir die geometrische Interpretation von Differentialglei-
chungen, dabei folgen wir im Wesentlichen [2, Kapitel 1.5]. Wie am Ende von Abschnitt 2.1
angekiindigt, beschéftigen wir uns nun mit folgenden n-dimensionales System 1. Ordnung

'(t) = f(t x(t)) (20)

mit rechter Seite f : D — R", D C R"*! offen. Unter einer Losung von (20), auf einem
Intervall I C R verstehen wir definitionsgeméaf3 eine differenzierbare Funktion = : I — R,
die der Identitét

2(t) = f(t,z(t)) Vtel (21)

geniigt, und deren Graph A = {(t,z(t))|t € I} C D eine differenzierbare Kurve, die
sogenannte Ldsungskurve oder Integralkurve, in D ist. Der Tangentialvektor (1,2/(t))
an eine solche Kurve A im Kurvenpunkt (¢, z(t)), to € I ist der Richtungsvektor der



approximierten Gerade (siehe Abbildung 3)

G = {(t, z(to) + 2'(to)(t — t0)) : t € R}
= {(to, z(to)) + (t — to)(1,2'(to)) : t € R}. (22)

Der Geschwindigkeitsvektor von A im Punkt (¢, z(¢o)) ist also gerade der Vektor
(1,2/(ty)) € R™*™. Dieser Vektor kann in der Form

(1,2(to)) = (1, f(to, x(to)))

direkt durch die rechte Seite der Differentialgleichung (20) ausgedriickt werden. Ist nun
ein beliebiger Punkt (tg, zo) aus D gegeben, so besitzen alle Losungskurven von (20) durch
den Punkt (tg,x¢) — d.h. alle Losungen des Anfangswertproblems

o'(t) = f(t,x(t),  x(to) = zo, (23)

im Punkt (o, zo) ein und denselben Richtungsvektor (1, f(tg,z¢)). Da dies fiir jeden Punkt
(to, z0) € D gilt, ist folglich alleine das Vektorfeld

(t,x) = (1, f(t,2)), R'™ DD — R (24)

bestimmend fiir den Verlauf der Lésungskurven von (20).

Fiir den Fall skalarer Differentialgleichungen (d.h. n = 1) ist daher eine Veranschaulichung
im Zweidimensionalen moglich. Dazu zeichnet man durch jeden Punkt (¢,2) € D ein kur-
zes Geradenstiick einheitlicher Linge mit Richtungsvektor (1, f(¢,x)) — d.h. mit Steigung
f(t,x) ein. Dieses Geradenstiick wird oft Linienelement genannt. Die Gesamtheit aller
Linienelemente heifit Richtungsfeld.

Das Losen des Anfangswertproblems bedeutet also im geometrischen Sinne nichts anderes
als im Punkt (¢y,z0) beginnend eine Losungskurve zu finden, die auf das Richtungsfeld
passt. Die Gesamtheit aller Losungskurven wird oft Ldsungsportrdtgenannt.

(1) (1,z (fn))

to t

Abbildung 3: Losungskurve mit Richtungsvektor (1,2'(t)) [2, Abb. 1.13]
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Beispiel 2.8. Wir betrachten die skalare autonome Differentialgleichung
' = .

Kurven auf denen alle Linienelemente die gleiche Steigung besitzen heiflen Isoklinen,
welche oft von groflem Nutzen sind. Exakter sind Isoklinen Kurven der Form

{(t,z) e D: f(t,x) =c}, c€eR

Das zugehorige Richtungsfeld, die Isoklinen und die Losungskurven sind in Abbildung 4
dargestellt. Wir sehen, dass die Unabhéngigkeit der rechten Seite von t bewirkt, dass die
horizontalen Geraden im R? Isoklinen sind.

,
|
Wi
v
P

Abbildung 4: Richtungsfeld, Isoklinen und Losungskurven der Differentialgleichung 2’ = x
[2, Abb. 1.15]

Beispiel 2.9. Im Falle der skalaren Differentialgleichung
2 =Int,

bewirkt die Unabhéngigkeit der rechten Seite von x, dass eine in vertikal verschobene

Losungskurve wieder eine Losungskurve ist. Dariiber hinaus ist jede vertikale Gerade in R?
eine Isokline (siche Abbildung 5).
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Abbildung 5: Richtungsfeld, Isoklinen und Losungskurven der Differenzialgleichung x' =
Int [2, Abb. 1.14]

2.4 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

In diesem Kapitel werden die beiden zentralen Sétze in der Losungstheorie der gewohn-
lichen Differentialgleichungen vorgestellt. Dieser Teil der Arbeit orientiert sich stark an [9,
Kapitel 11/12] und [6, Kapitel II, §12].

Wieder betrachten wir das explizite System 1. Ordnung

'(t) = f(t (1)) (25)

mit der Anfangsbedingung

Dabei ist wieder f: D — R, D C R™*! offen, (¢, z0) € D.
Wir suchen eine Losung des Anfangswertproblems (25), (26) auf dem Intervall 7 C R, also
— wie auch im vorherigen Kapitel — eine differenzierbare Funktion x : I — R”, die der
Identitat

()= f(t,z(t)) Vtel und xz(ty) =z9, to€l (27)

genigt.

Gewohnliche Differentialgleichungen resp. Anfangswertprobleme haben jedoch nicht immer
eine Losung und falls doch, so muss diese nicht eindeutig sein. Folgende zwei Beispiele sollen
dies veranschaulichen.
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Beispiel A. (Nicht-Existenz)
Wir betrachten (t € R)

, 1, <0
x(t):{—l z>0 (28)

Das zugehorige Richtungsfeld und die Phasenlinie sind in Abbildung 6 dargestellt. Fiir den
Anfangswert x(0) = 0 existiert keine Losung. Denn angenommen es existiert eine Losung
mit £(0) = 0. Genauer bedeutet dies, dass es eine differenzierbare Funktion x : [0,d) — R
existiert mit z(0) = 0 und zusétzlich die Gleichung (28) erfiillt.
Daher gilt 2/(0) = —1 und damit gibt es ein 6 < ¢, sodass z(t) < 0 auf (0,d’), denn
tatséchlich gilt

—1=2'(0) = limM —

N0 t tNO T

und weil ¢ > 0 muss z(t) < 0 fiir t nahe 0 gelten. Also gilt wegen (28) z/(t) = 1 auf
(0,¢"), was aber aufgrund des Nullstellensatzes der Differentialgleichung nicht moglich ist.
Tatsdchlich gilt (siehe [4, Seite 240, Korollar]), dass fiir eine Funktion x, die differenzierbar
auf ein Intervall I ist, der Wertebereich der Ableitung {f’(z)|x € I} ein Intervall ist. Also
gibt es keine Losung des Anfangswertproblems.
Diesen Effekt kann man auch am Richtungsfeld (vgl. Abbildung 6) erkennen: Losungskur-
ven miissten bei x = 0 einen Knick haben, was ihrer Differenzierbarkeit widerspricht.

5]
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Abbildung 6: Richtungsfeld und Phasenlinie der Differenzialgleichung (28)
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Beispiel 2.10. (Nicht Eindeutigkeit)
Wir betrachten dazu das folgende Anfangswertproblem auf I = [0, 00):

In diesem Fall konnen wir folgende 2 Losungen angeben:

1
(tatsdchlich gilt 2} (t) = =t = y/21(t)) und (31)

i) (t)

I
SN

Diese beiden Beispiele zeigen, dass wir, um Losbarkeit bzw. eindeutige Losbarkeit zu errei-
chen Voraussetzungen an die rechte Seite von (25) (also an f) brauchen. In Beispiel 2.10
ist f in O nicht differenzierbar und in Beispiel A nicht einmal stetig. Wir werden im wei-
teren Verlauf dieses Kapitels sehen, dass das Anfangswertproblem (25), (26) unter milden
Bedingungen mindestens eine und unter etwas scharferen auch nur eine Losung zulésst.

Theorem 2.11. (Peano)
Das Anfangswertproblem (25), (26) besitzt auf dem Intervall I = (to—h,to+h) eine (nicht
notwendigerweise eindeutige) Losung, falls f auf dem ,Rechteck®

Q= {(t,x) € R" |t —to| < a, |z — 20| < B}

stetig ist. Dabei ist h = min(a, %) mit M = sup, »yeq | f( )|

Beweis. [9, Satz 11.1, Kapitel 11] ]

Die Existenz einer Losung wird also nur durch die blofle Stetigkeit der rechten Seite f
von (25) garantiert. Zusitzlich ist die Regularitit der Losung automatisch C', statt nur
differenzierbar. Genauer

Bemerkung 2.12. (Regularitiat der Losung)

(i) Ist x eine Losung der ODE (25) und ist f stetig auf D (oder auch nur auf Q wie in
Theorem 2.15), f € C(D), dann ist x sogar stetig differenzierbar, also z € C*(I).
Tatséchlich ist x als Losung differenzierbar also insbesondere stetig und daher

2'(t) = f(t,2(t) = f o (id xx)(t)

stetig.

14



(ii) Ist die Regularitdt der rechten Seite hoher, so auch die der Losung, genauer gilt
(k=1)
fec*D) = azeCH).
Um das einzusehen miissen wir obiges Argument lediglich iterieren, denn es gilt wegen

(i) und f € C¥(D) (k > 1)
2'(t) = f(t,2(t)) € C*
und damit x € C?*(I) usw.

Durch das Hinzufiigen einer sogenannten Lipschitz-Bedingung erhalten wir den Satz von
Picard-Lindelof, der sogar die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems (25), (26)
garantiert. Doch zuerst zur Begriffsbestimmung:

Definition 2.13. Se: U C R" offen und f: U — R™

(i) f heifit Lipschitz-stetig auf U falls eine (Lipschitz) Konstante L > 0 existiert,
sodass Vx,y € U

1f(@) = Wl < Lz —ylls (33)
qgilt.

(ii) f heifit lokal Lipschitz-stetig auf U, falls jeder Punkt x € U eine Umgebung U’
(x € U C U) besitzt, sodass f|y Lipschitz-stetig ist.

Hier bezeichnet ||.||, die Supremums- bzw. Unendlichkeitsnorm einer Funktion f : U —
R™, U CR",
Hloo = sup [f()]-
zelU

Dabei ist | f(x)| die 2-Norm in R™. Weiters bezeichnet f|y die Einschrinkung der Funktion
faufU CU.

Bemerkung 2.14. Wenn eine Funktion Lipschitz-stetig ist, bedeutet dies also, dass ihre
Funktionswerte nicht weiter auseinander liegen konnen, als die entsprechenden Argumente
mal einer fixen Konstante L. Oft bezeichnet man daher Lipschitz-stetige Funktionen auch
als dehnungsbeschrdinkt.

Dariiber hinaus kénnen wir die Bedeutung der Lipschitz-Stetigkeit auch klar veranschau-
lichen. Dazu formen wir die Ungleichung (33) etwas um und betrachten sie in der Form

1/ (x) = f(y)

I
2 <[ (34)
Iz =yl

Die linke Seite von (34) entspricht dem Differenzenquotienten und gibt die Steigung der
Sekante durch die Punkte (z, f(z)) und (y, f(y)) an. Dies bedeutet also, dass bei einer
Lipschitz-stetigen Funktion f eine konstante Zahl L gefunden werden kann, sodass die
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Steigung aller Sekanten, die wir durch ihren Graphen legen, kleiner oder gleich L ist. Ins-
besondere — falls f differenzierbar ist — bedeutet dies, dass die Ableitung von f beschrankt
ist. Tatséchlich muss eine Lipschitz-stetige Funktion nicht differenzierbar sein. Als Gegen-
beispiel dient einfach f(z) = |z| das auf ganz R Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante
L =1 ist, aber bekanntlich in ¢ = 0 nicht differenzierbar.

Theorem 2.15. (Picard-Lindeldf)
Das Anfangswertproblem (25), (26) hat auf dem Intervall I = [to—h,to+h| eine eindeutige
Losung, falls f die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) f: D DR — R" stetig.

(i1) Es gibt ein ,Rechteck” Q = {(t,x) € D||t —to| < o, |z —xo| < B} C D auf dem f
eine Lipschitz-Bedingung bzgl. x erfillt, d.h.

dL: ’f(t,il?l) — f(t,$2)’ < L ’.ﬁEl — .1'2‘ V(t,.ili'l), (t,l‘g) S Q
Dabei ist h = min(a, &) mit M = sup(ayeo |f (6 2)| = | fll .0

Eine 6konomische Art den Satz von Picard-Lindelof zu beweisen besteht in der Verwen-
dung eines Fixpunktarguments, genauer des Banachschen Fixpunktsatzes (oder einer leich-
ten Verallgemeinerung, des Weissigerschen Fixpunktsatzes). Wir werden diesen Beweis im
Folgenden fiithren, ben6tigen zuvor aber noch einige Vorbereitungen.

Definition 2.16.

(i) Ein metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Distanzfunktion (Me-
trik) d : X x X — R mit den Eigenschaften

(M1) d(z,y) >0 Vr,y€ X;d(z,y)=0&z=y
(M2) d(z,y) =d(y,x) Vo,yeX
(M‘?) d(l‘7y) < d((lf,Z) + d(Z,y) anyyz €X

(ii) Eine Folge (x,,), in X heifst Cauchyfolge falls
Ve>0 IN Vm,n>N:d(z,, x,) <e€
(iii) Eine Folge (z,), in X heifit konvergent gegen x (den Grenzwert von (x,),) falls
Ve>0 dN Vn>N:d(z,z) <e.

Wir schretben lim,,_o x,, = .

(iv) Ein metrischer Raum heifit vollstdindig, falls jede Cauchyfolge konvergiert.
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Theorem 2.17. (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum und sei T : X — X eine Kontraktion, d.h.
JdK mit 0 < K <1 sodass:

d(Tz, Ty) < Kd(z,y) Vr,ye X
Dann besitzt T einen eindeutigen Fizpunkt z, d.h. 1z € X mit
Tz=z.

Auflerdem gilt z = lim,,_,o T™x fiir jeden beliebigen Startpunkt x € X.

Beweis. [6, Satz 1, Kapitel §] O

Mithilfe dieses Werkzeugs kann nun der Satz von Picard-Lindel6f ohne weitere Umwege
bewiesen werden (siehe etwa auch [17, Satz I, §6, Kapitel I1]).

Wir werden in diesem Beweis eine skalierte Version der Maximumsnorm verwenden. Sei
dazu I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall. Wir definieren auf C'(I, R") fiir ein beliebiges
L>0

]l = sup,es [2(t)] e,
Hier haben wir die 2-Norm auf R™ wieder mit |.| bezeichnet. Die Norm ||.||, ist 4quivalent
zur Maximumsnorm ||z|| = sup,c; |z(t)|, d.h. 3Cy, Cy > 0 sodass

Cr ||zl < llzlly < Co [l -

Tatséchlich gilt auf I, sup,c; e 25 = 2L und infie e 25 = 2L und daher

e ol < llzlly < llzfl o e

Deswegen sind alle Fragen bzgl. der Konvergenz auf C([) ||.||, und .||, gleichwertig (vgl.
[10, Abschnitt 109]). Insbesondere gilt offensichtlich
z, -z bzgl. ||, © x,—x bzgl

Im Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f werden wir auf dem Raum (C(1), ||.||,) arbeiten.
Dieser ist wie auch (C([),].]|,,) ein Banachraum, also ein vollstdndiger normierter Vek-
torraum. Genauer bedeutet das, dass C(/) mit der Metrik d(z,y) = ||z — y||,, bzw. der
Metrik do(z,y) = ||z — yl|, ein vollsténdiger metrischer Raum ist (vgl. [10, Satz 109.5]).
Des Weiteren werden wir eine abgeschlossene Teilmenge A C C(I) betrachten; diese ist als
abgeschlossene Menge eines Banachraums selbst ein vollstédndiger metrischer Raum — aber
kein Vektorraum und daher kein Banachraum mehr! Denn sei (z,,) eine Cauchy-Folge in A
dann auch in C'(I) und weil C(I) vollstéandig ist 3z = lim x,, in C'(I). Da A abgeschlossen
ist folgt, dass = € A.
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Beweis von Theorem 2.15: Zuerst schreiben wir das Anfangswertproblem (25), (26) in die
(wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung) dquivalente Integralglei-
chung

t
o) =0+ [ (s,a(s))ds (3)
to
um. Sei auBerdem h wie im Theorem 2.15 definiert. Wir betrachten den Integraloperator

(T2)(t) == xo + fti f(s,2(s))ds
der aber leider nicht auf dem ganzen vollstandig metrischen Raum (C([to — R, to+h]), ||.1l,)
definiert ist: f ist ja nur auf D C R™"' definiert und um die Verkniipfung f(¢,2(¢)) zu
definieren muss (s, z(s)) mit s € [to — h,ty + h] in D liegen. Wir werden sogar benotigen,
dass (s, z(s)) mit s € [to — h,ty + h] in Q liegt und daher definieren wir die Teilmenge

A={z2e€C([to — h,to+ h]) : ||z — x|l ., < Mh} (36)
von (C([to = h, to + h), [I.1]o)-

(1) A ist eine abgeschlossene Teilmenge im Banachraum (C([ty — h,ty + h]), ||.||,) und
daher ein vollstandig metrischer Raum (vgl. die Bemerkung vor dem Beweis).

(2) T ist auf A definiert, denn sei z € A dann gilt fiir alle s € [ty — h, o + h] wegen der
Bedingung an h, dass

|2(s) —@o| < Mh <P (37)

und somit ist (s,2(s)) € @ € D und daher ist die Verkniipfung f(s, z(s)) fiir alle
s € [to — h,to + h] definiert.

(3) T ist eine Selbstabbildung auf A, d.h. T(A) C A, denn sei z € A und t,t € [ty —
h,to + h] dann gilt

(T2)(t) — (T2)(t)] < /t f(s,2(s))|ds < M|t —t| — 0 fix ¢ —t (38)

und daher ist 7'z stetig und insbesondere Tz € C([to — h, o+ h]). Weiters sei z € A,
t € [to — h,to + h] dann gilt

[(T2)(t) = xo| < /t |f(s,2(s))ds < Mh (39)

und damit |7z — z|| ., < Mh und daher Tz € A.
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(4) T ist eine Kontraktion auf (A,|.||,), denn seien z,y € A dann gilt fiir alle ¢ €
[to — h,to + h] wegen der Lipschitz-Bedingung an f

0

T=(t) = Ty(t)] S/t £ (s,2(s)) = f(s,y(s))| ds

g/ L|2(s) — y(s)| e 2 e*4ds

t

’ t

< sup  |z(s) — y(s)|e2LSL/ et ds
SG[to—h,to-{—h] to

e2Lt e2Lt0

2L 2L

< [lz = yllo L(

)

IN

1
> lle =yl

Daraus folgt aber sofort

1Tz =Ty, < % 12 = yllo
und somit ist T eine Kontraktion auf (A4, ||.||,)-

(5) Nun folgt sofort aus dem Banachschem Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutigen
r € Amit Tx = x, d.h.

x(t) = Tx(t) = xo —{—/t f(s,x(s)) ds. (40)

Also haben wir wie behauptet die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (25),
(26)

() = f(t,x(t), z(to) =wz¢ auf [to— h,to+ hl (41)
gefunden.
[

Bemerkung 2.18. (Geometrische Bedeutung der Eindeutigkeit)

Der Satz von Picard-Lindel6f liefert uns also lokale Existenz und Eindeutigkeit auf ei-
nem Intervall [ty — h,to + h]. Geometrisch bedeutet die Eindeutigkeit, dass sich Losungen
nicht kreuzen, beriihren oder ineinander einmiinden konnen. Wére das namlich der Fall,
so konnen wir im ,,bosen Punkt® ein neues Anfangswertproblem starten und sehen, dass
es gar keinen Kreuzungs-, Beriihr- oder Einmiindungspunkt geben kann.

Eine natiirliche Fragestellung ist nun, ob diese lokale Losung zu einer Losung auf einem
grofleren Intervall fortgesetzt werden kann, und ob eine maximale Fortsetzung dieser lokalen
Losung existiert. Tatsdchlich ldsst sich zeigen, dass das Anfangswertproblem (25), (26)
eine eindeutige nicht fortsetzbare Losung besitzt, sofern f den Bedingungen des Satzes von
Picard-Lindelof erfiillt. Genauer gilt folgendes Theorem:
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Theorem 2.19. Eine Funktion f: D D R"" — R” erfiille die Bedingungen von Theorem

2.15.

(i)

Seien x1, xo lokal eindeutige Lisungen des Anfangswertproblems (25), (26) auf den
offenen Intervallen Iy, Iy und sei (t_,t;) das mazimale offene Intervall auf dem
x1 = x9 qilt, dann st

(t_,t+) = Il N _[2

D.h. stimmen zwei Lésungen irgendwo tiberein, dann schon auf threm gemeinsamen
Existenzbereich.

(ii) Das Anfangswertproblem (25), (26) hat eine eindeutige Losung definiert auf einem

mazimalen offenen Losungsintervall I, 4.

Beweis.

(i)

Indirekt angenommen es gilt (t_,¢y) € I N L. Sei dazu ¢ < T} und [; N I, =
(T_,T,), d.h. z1(t) = xo(t) auf (tp,ty). Da die Losungen stetig sind folgt xq(t,) =
xQ(t+).

Nun betrachten wir das Anfangswertproblem

i) = (b a(t), o(ts) = a1(ts) = a(ts)

Nach dem Satz von Picard-Lindel6f (Theorem 2.15) gibt es eine eindeutige Losung
x(t) auf einem Intervall um ¢, . Dies widerspricht aber der Tatsache, dass ¢, maximal
ist. Daher ist t, =T,

Analoges gilt fiir ¢_.

Seien z1, x5 Losungen wie in (i), dann konnen wir diese zu einer Losung
T (t), te ]1
T (t), te IQ

,verkleben“ und erhalten so eine Losung auf I; U I5. Diese Prozedur kénnen wir
beliebig oft wiederholen, bis wir ein maximales Losungsintervall I(;, ,,) erhalten.

]

Bemerkung 2.20.

(i)

Die Prozedur im Beweis von Theorem 2.19 (ii) funktioniert nur, falls wir eine entspre-
chende Losung zum Verkleben haben. Im Allgemeinen ist das Anfangswertproblem
(25), (26) jedoch nicht global 16sbar, d.h. I(;, 4,y € R (siehe Beispiel 2.21 unten). Was
genau lauft beim Verkleben schief?

Angenommen wir haben eine Losung des Anfangswertproblems (25), (26) auf I. Dann
konnen wir in jedem Punkt (¢, 2(t)), t € I ein neues Anfangswertproblem starten.
Allerdings konnte unser , losungserzeugendes Rechteck® QQ aus dem Satz von Picard-
Lindel6f (Theorem 2.15) um (¢, z(t)) ein empfindlich kleines h und somit nur einen
kleinen ,,Gewinn“ iiber t hinaus ausspucken, sodass die ganze Prozedur iiberfliissig
ist.

20



(ii)) Im Allgemeinen ist das maximale offene Losungsintervall viel groflier als das Existen-
zintervall aus Picard-Lindel6f (Theorem 2.15), wie auch das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.21. Wir betrachten das Anfangswertproblem
2(t) = f(z) =2, x(0)=1. (42)
Dieses besitzt folgende eindeutige Losung:

1 o : / 1 9

x(t) = T3 (tatséchlich gilt 2'(t) = = x(t)?) (43)
Offensichtlich divergiert x(t) fiir ¢ — 1. Diese Losung existiert also nicht global, sondern
nur auf dem maximalen Intervall (—oo, 1), obwohl die rechte Seite der ODE, also die Funk-
tion © — 22 auf ganz R definiert ist.

Wir werden nun auflerdem das Existenzintervall aus dem Satz von Picard-Lindelsf (Theo-
rem 2.15) fiir dieses Beispiel berechnen. Dort ist das Existenzintervall gegeben durch
I = [ty — h,to + h]. Dabei ist h = min(a,%) mit M = sup( e f(2). In diesen Bei-
spiel ist @ = oo da f(¢,z) = x? unabhingig von t ist. Das ,,Rechteck Q auf dem f eine
Lipschitz-Bedingung erfiillt ist gegeben durch

Q={z:|r -1 <p}.

Somit ist

M= sup z°=(8+ 1)
lz—1|<p

Um das maximal mogliche h zu berechnen, betrachten den Ausdruck

p__ B _
M—m—-g(ﬁ)-

Dieser ist maximal bei § = 1, denn tatséchlich gilt

ooy (BH1)?=B2(8+1)
_B+1-28

ICERE

1-p

(6+1)°

Also ist ¢'(5) genau dann 0 wenn = 1 ist.

Somit erhalten wir & = g(8 = 1) = 1 und daher ist das Existenzintervall aus den Satz
von Picard-Lindel6f gegeben durch [—%, }l] Wir sehen, dass es — sowohl nach links als auch
nach rechts — sehr viel kleiner ist als das maximale Existenzintervall (—oo, 1).

Zum Abschluss dieses Abschnitts wenden wir uns noch einmal der Frage der Eindeu-
tigkeit von Losungen von Anfangswertproblemen zu.
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Bemerkung 2.22. (ODEs mit getrennten Variablen)

Das Beispiel 2.10 zeigt deutlich, dass bei Fehlen der Lipschitz-Bedingung die Eindeutigkeit
verloren gehen kann. Tatséchlich gilt dort f(z) = /z und somit f'(x) — oo (z — 0) und
daher ist f nicht Lipschitz-stetig auf [0, 00) (vgl. Bemerkung 2.14).

Eine ODE muss jedoch die Lipschitz-Bedingung nicht zwingend erfiillen, um eine eindeutige
Losung zu besitzen, denn ODEs vom Typ getrennter Variablen

w(t) = f(D)g(x), x(to) = zg (44)

besitzen eine eindeutige Losung, sofern f und g stetige Funktionen sind und ¢g # 0 gilt.
Genauer gilt folgender Satz:

Satz 2.23. Seienxg € I, C R, tg € I; C R offene Intervalle und g : I, — R stetig, g(x) # 0
fir alle x € I, f: I, — R stetig.

Dann besitzt das Anfangswertproblem (44) in einer Umgebung von to eine eindeutige
Losung. Sie ergibt sich durch Auflosen der Gleichung

|- / F(s)ds (15)

Beweis. [9, Satz 8.1, Kapitel I1] ]

nach .

Bemerkung 2.24. Betrachten wir folgende Spezialfille von Satz 2.23.

(i) Ist g(z) = 1, dann entspricht Satz 2.23 dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung.

(ii) Ist f(t) = 1, dann erhalten wir eine autonome ODE, d.h. der Satz 2.23 garantiert
auch fiir autonome ODEs die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung, sofern die
rechte Seite g stetig ist und g(x) # 0 fiir alle z € I, gilt.

Im Folgenden werden wir uns ein weiteres Beispiel einer ODE betrachten, dessen Vektorfeld
weder den Bedingungen des Satzes von Picard-Lindelof, noch den Bedingungen im Satz
2.23 geniigen, aber dennoch eine eindeutige Losung besitzt.

Beispiel 2.25. Wir betrachten das Anfangswertproblem

—zlogz, x>0
' (t) = f(z(t)) = 0, r=0, z(0)= . (46)
zlog(—z), <0

Der Graph von f ist in Abbildung 7 dargestellt. Das Vektorfeld ist auf ihren gesamten
Definitionsmenge stetig und lokal Lipschitz-stetig auf R\0, aber nicht lokal Lipschitz-stetig
in 0, da

reoN —logx—1, x>0
f(x)—{ —log(—z)—1, <0
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und daher gilt f'(z) — oo fiir z — 0. Die rechte Seite der ODE geniigt deswegen nicht
den Bedingungen des Satzes von Picard-Lindeldf. Jedoch geniigt diese auch nicht den
Bedingungen im Satz 2.23, da f(0) = 0. Auflerdem hat diese autonome ODE eine eindeutige
Losung fiir jede Anfangsbedingung. Denn fiir 2y > 0 ist die Losung gegeben durch

x1(t) = exp(log xg exp(—t))

auf dem maximalen Intervall [0, 00), wohingegen fiir xy < 0 die Losung durch

2(t) = — exp(log(—o) exp(?))

auf dem Intervall [0, 00) gegeben ist. Diese Losungen sind eindeutig, da sie nur in Bereichen
verlaufen, wo f lokal Lipschitz-stetig ist. Tatséchlich gilt z;(¢) # 0 fiir alle t und ¢ = 1, 2. Ist
schlieBlich 2y = 0, dann ist z(¢) = 0 auf [0, 00) eine maximale Losung und auch eindeutig,
da sie nicht an z; oder x5 ,gestiickelt* werden kann, diese erreichen ja x;(t) = 0 nicht.

A

Abbildung 7: Graph der Funktion f aus Beispiel 2.25 [3, Figure 5(d)]

2.5 Fehlende Regularitit der rechten Seite

Jetzt in Richtung des Hauptthemas der Arbeit werden wir, in Anlehnung an [3], Differen-
tialgleichungen mit unstetiger rechter Seite genauer betrachten, denn fiir diese gelten die
klassische Existenz- und Eindeutigkeitssidtze nicht mehr — sie beruhen ja auf die Stetigkeit
der rechten Seite. Dies werden wir in diesen Abschnitt genauer untersuchen und werden
auf die Grenzen des klassischen Losungsbegriffes stoffen. Blicken wir dazu nochmal auf den
vorherigen Abschnitt 2.4 zuriick, wo wir das Anfangswertproblem

:L‘/(t) = f(t7 x@))? x(t()) = Zo (47)

mit f: D — R, D C R**! offen, (to,x¢) € D, betrachtet haben. Ist f zumindest stetig,
so haben wir im Rahmen der klassischen Losungstheorie gearbeitet. Erinnern wir uns au-
Berdem an den dort eingefiihrten klassischen Ld&sungsbegriff: Unter einer Losung von
(47) auf einem Intervall I C R verstehen wir eine differenzierbare Funktion x : I — R", die
der Identitat

2(t) = f(t,z(t)) Vtel und xz(ty) =z9, to€l (48)
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geniigt. Falls f stetig ist — wie in Bemerkung 2.12 bereits erldutert — folgt sofort, dass
die klassische Losung eine stetig differenzierbare Funktion sein muss. Im Kontext von
ODEs mit nicht stetiger rechter Seite bezeichnet man daher meist eine Losung schon als
klassisch, falls sie stetig differenzierbar ist (vgl.[3]). Dieses werden wir im Folgenden auch
tun. Die zwei zentralen Séitze der klassischen Losungstheorie (siehe Theorem 2.11 bzw.
Theorem 2.15) garantieren uns zum einen die Existenz und zum anderen sogar Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung fiir das Anfangswertproblem (47). Das Beispiel A zeigt
uns, dass durch das Fehlen der Stetigkeit die Existenz verloren gehen kann. Das muss aber
nicht so sein, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel B. Wir betrachten

1, <0
7' (t) = —sign(x) = 0, z=0 (49)
-1, >0

Die rechte Seite der Differentialgleichung ist unstetig in 0. Dennoch existiert fiir jede An-
fangsbedingung eine sogar eindeutige klassische Losung. Denn fiir xy > 0 ist die Losung
gegeben durch z(t) = xp—t auf dem maximalen Intervall [0, z(), wohingegen fiir o < 0 die
Losung durch z(t) = zo+t auf dem maximalen Intervall [0, —x) gegeben ist. Wenn zq = 0,
dann ist x(t) = 0 die Losung auf dem maximalen Intervall [0, 00). In den ersten beiden
Fillen garantiert der Satz von Picard-Lindelof die Eindeutigkeit der Losung: er muss nur
auf einen eingeschrankten Definitionsbereich angewendet werden. Im letzten Fall ist die
Eindeutigkeit eine Konsequenz der Forderung, dass die Losung x eine stetig differenzier-
bare Funktion sein muss. Dariiber hinaus gibt es keine weitere differenzierbare Losung mit
x(0) = 0, was wieder aus den Nullstellensatz der Differentialrechnung folgt (siehe Beispiel
A). Das dazugehorige Richtungsfeld und die Phasenlinie sind in Abbildung 8 dargestellt.

Obwohl sich die Richtungsfelder von Beispiel A und Beispiel B kaum voneinander un-
terscheiden (vgl. Abbildung 6 und Abbildung 8) — némlich nur in x = 0 — existiert fiir
ersteres keine , aber fiir zweiteres sogar eine eindeutige Losung. Der eigentliche Grund
dafiir ist, dass z(t) = 0 eine Gleichgewichtslosung von (49) ist, das Vektorfeld in Beispiel
Aaber keine Gleichgewichtslosung besitzt.

Insbesondere besitzt die ODE (49) klassische Losungen, weil die rechte Seite im Unterschied
zum Beispiel A die Losung nicht zwingt, die Unstetigkeitsstelle zu passieren. Tatséchlich
wird sie entweder vermieden oder gar nicht verlassen.

Falls die rechte Seite nédmlich die Losung zwingt die Unstetigkeitsstelle zu passieren, kann
sie keine klassische (d.h. stetig differenzierbare) Losung sein. In der Tat wiirde dann gelten

'(t) = f(t x(t))

und falls f in einem Punkt (¢, z(t)), der von der Losungskurve passiert wird unstetig ist,
impliziert das sofort die Unstetigkeit von 2/, die damit keine klassische Losung mehr ist.
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Um sinnvoll iiber Losungen von ODEs mit unstetiger rechter Seite sprechen zu kénnen,
liegt es also nahe den Losungsbegriff zu erweitern und nicht nur klassische Losungen zuzu-
lassen. Diesen Weg werden wir in den folgenden beiden Kapiteln beschreiben, wo wir das
Losungskonzept von Caratheodory und Filippov kennenlernen werden.
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Abbildung 8: Richtungsfeld und Phasenlinie der Differenzialgleichung (49)

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch zwei explizite Beispiele aus der Mechanik
betrachten, die auch im Anwendungskontext aufzeigen, dass der klassische Losungsbegriff
zu restriktiv ist um beobachtetes physikalisches Verhalten zu beschreiben.

Beispiel C. (Bewegung auf der schiefen Ebene mit Reibung)

Wir betrachten einen Korper, der unter dem Einfluss der Schwerkraft auf einer schiefen
Ebene mit Neigung 6 > 0 hinuntergleitet. Dabei orientieren wir uns stark an [3, Bei-
spiel 2]. Wihrend sich der Korper bewegt wirkt die Reibungskraft F in die der Bewegung
entgegengesetzte Richtung (sieche Abbildung 9). Laut dem sogenannten Coulomb’schen
Reibungsmodell ist F proportional zur Kontaktkraft mit Proportionalitétsfaktor v (Rei-
bungskoeffizient) und insbesondere unabhéngig von der Geschwindigkeit des Korpers — F
ist dieser jedoch entgegengerichtet. Dieses Modell fiithrt auf die folgende ODE

0(t) = g(sin @) — vg(cos ) sign(v(t)), (50)

wobei v die Geschwindigkeit des Korpers, g die Erdbeschleunigung (=~ 9,81ms %) und
wieder

1, <0
sign(z) = 0, z=0
-1, >0

die Vorzeichenfunktion ist. Aufgrund ihres Auftretens ist die rechte Seite der ODE unste-
tig.

Experimentell lasst sich folgendes Verhalten des Korpers feststellen: Abhéngig vom Rei-
bungskoeffizienten v (und Neigungswinkel §) kann es vorkommen, dass der Korper aufgrund
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der Reibungskraft zum Stillstand kommt, siehe auch das Phasenportrait, Abbildung 10.
Wihrend bei kleinen Reibungskoeffizienten die Bewegung nicht stoppt, fithrt ein grofler
Reibungskoeffizient zum Stoppen.

So ein Verhalten kann aber nicht durch eine klassische Losung beschrieben werden. Denn
angenommen v ist eine stetig differenzierbare Losung mit v(t') = 0 = o(¢'), dann wiére
sin(f) = 0 und somit § = 0, was unserer Annahme 6 > 0 widerspricht.

Bemerkung 2.26. Das Beispiel C besitzt zwar keine klassische Losungen, die das ge-
wiinschte Verhalten beschreiben, jedoch sehr wohl klassische Losungen fiir positive An-
fangsgeschwindigkeiten, die das Verhalten vor dem Stillstand beschreiben, d.h. es exi-
stiert eine klassische Losung auf einem beschrankten Intervall mit der Anfangsbedingung
0(0) = vy > 0, ndmlich

v(t) =t [g(sinf) — vg(cos 8) sign(v(t)] + vp.

Dies ist eine klassische Losung, solange v(t) > 0 ist. Wir erhalten daher das maximale

Losungsintervall [0, e 9)_Vg(;0§9) Sign(v(t))).

mg

Abbildung 9: Bewegung auf der schiefen Ebene mit Reibung [3, Figure 2(a)]
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Abbildung 10: Phasenportrait der Differentialgleichung (50) [3, Figure 2(b)]
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Beispiel D. (Unstetiger Harmonischer Oszillator)

Wir betrachten in diesem Beispiel eine Masse, die einer unstetigen Federkraft ausgesetzt
ist (siche Abbildung 11). Dabei orientieren wir uns stark an [3, Beispiel 3]. In Ruhelage
x = 0 {iibt die Feder keine Kraft auf die Masse aus. Bewegen wir die Masse nach rechts,
d.h. fiir x > 0, iibt die Feder eine negative Kraft auf die Masse aus, wodurch diese zum
Ruhepunkt zuriickgezogen wird. Bewegen wir analog die Masse nach links, d.h. fiir z < 0,
iibt die Feder eine positive Kraft auf die Masse aus, wodurch diese ebenfalls zum Ruhepunkt
zuriickgezogen wird. Wir konnen dieses physikalische System mathematisch mit folgender
Differentialgleichung beschreiben.

¥+ sign(z) =0 (51)

Wir schreiben die ODE (51) in ein System 1.Ordnung um (vgl. Bemerkung 2.5). Dazu
setzen wir 1 =  und x5 = z und erhalten

.’tl (t) = Jfg(t), (52)
ia(t) = — sign(z (1)). (53)

Das dazugehorige Phasenportrait ist in der Abbildung 12 dargestellt. Wir sehen, dass (0, 0)
der einzige Gleichgewichtspunkt der Differentialgleichung (51) ist. Das Phasenportrait zeigt
auch deutlich, dass Losungen aufgrund der Unstetigkeit der rechten Seite bei z; = 0
keine C*-Kurven sein kénnen. Vielmehr zeigt sich, dass die Niveaufliche der Funktion
g(x1,29) = |z1| + % (siche Abbildung 13) weg von der xo-Achse zum Phasenportrait der
Gleichung (51) passen. Allerdings besitzen diese bei 1 = 0 eine Spitze und sind daher
nicht einmal differenzierbar. Wir werden spéter zu diesen Beispiel zuriickkehren.

§—MMAN\MH m M

-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 11: Unstetiger Harmonischer Oszillator
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Abbildung 12: Phasenportrait der Differentialgleichung (51) [3, Figure 3(a)]

Wir werden im spéteren Verlauf der Arbeit im Zusammenhang mit den neuen Losungsbe-

griffen, die wir in den néchsten Kapiteln einfithren werden, noch genauer auf diese Beispiele

eingehen.
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3 Losungskonzept von Caratheodory

3.1 Lo6sungen im Sinne von Caratheodory

Wie in Abschnitt 2.5 angekiindigt, werden wir nun einen neuen Losungsbegriff einfiihren,
welcher uns erlaubt einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir ODEs mit unstetiger rech-
ter Seite zu formulieren. Dabei benétigen wir einige Grundlagen der Mafitheorie bzw. der
Theorie des Lebesgue-Integrals. Diese konnen im Anhang A nachgelesen werden. Die we-
sentliche Idee ist, dass die Bedingung des klassischen Losungsbegriffs, dass die Losung dem
Vektorfeld fiir alle Zeiten folgen muss etwas gelockert wird. Das wird erreicht, indem wir
statt der Differentialgleichung

2(t) = f(t,x(t),  w(to) = xo (54)
die Integralgleichung

x(t) = xo +/t f(s,z(s))ds (55)

betrachten, die fiir allgemeinere Funktionen f und x sinnvoll ist.

Diese Idee fiithrt zum Losungsbegriff nach Caratheodory. Die exakte mathematische Defi-
nition einer Caratheodory-Lésung werden wir im Folgenden erldutern. Zuvor noch eine
Begriffsbestimmung.

Definition 3.1. Fine Funktion f : [a,b] — R heifft absolut stetig in |a,b], falls es zu
jeden € > 0 ein 6 > 0 angegeben werden kann, sodass fiir jedes endliche System ((ay, 5;))7_;
von paarweise disjunkten offenen Teilintervallen von [a, b]

mit Y 0 (Bi — a;) < 0 folgt, dass Y0, | f(6;) — flau)| <e.

Bemerkung 3.2. Jede Lipschitz-stetige Funktion ist offensichtlich absolut stetig und da-
mit auch jede stetig differenzierbare Funktion. Die Umkehrung gilt allerdings nicht.
Aus absolute Stetigkeit folgt sofort gleichméflige Stetigkeit und damit auch Stetigkeit.

Betrachten wir nun etwas genauer die zu (54) assoziierte Integralgleichung

_x0+/fs:v (56)

Im Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f haben wir verwendet, dass fiir die dortigen
Regularititsklassen (x € C!, f € CY) die Integralgleichung (56) dquivalent zur Differenti-
algleichung (54) ist. Hier wollen wir das Setting verallgemeinern. Zunéchst kann (56) nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung nur dann bestehen, wenn ' (=f)
Riemann integrierbar ist. Es ldsst sich in Anlehnung an [10, Kapitel 131] aber auch zeigen,
dass diese Gleichung bereits erfiillt ist, wenn z’ blof§ Lebesgue-integrierbar ist. Setzt man
jedoch lediglich, um den klassischen Losungsbegriff etwas zu lockern, voraus, dass x’ fast
tiberall existiert (d.h. die Losung dem Vektorfeld fast {iberall folgen muss) und natiirlich
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nach wie vor Lebesgue-integrierbar ist, so braucht die Gleichung (56) nicht mehr zu gelten.
Eine tiefere Analyse zeigt, dass das unbestimmte Integral in der Gleichgung (56) nicht nur
stetig, sondern sogar absolut stetig ist. Infolgedessen kann die Gleichung (56) hochstens
dann bestehen, wenn x absolut stetig ist. Zusammenfassend kénnen wir folgenden Satz
formulieren, den wir jedoch nicht beweisen werden (vgl. [16, Satz 9.23]).

Satz 3.3. (Verallgemeinerte Version des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung)

(i) Ist die Funktion x absolut stetig auf einem Intervall [a,b], so ist sie fast tiberall auf
la, b] differenzierbar, ihre Ableitung ist dort Lebesque-integrierbar, und fir alle t,ty €
la,b] gilt die Gleichung

t
x(t) = x(to) +/ z'(s)ds. (57)

to

(i1) Ist eine Funktion U integrierbar auf [a,b], dann ist (to € |a,b])

Der Satz besagt also, dass genau die absolut stetigen Funktionen mittels des Lebesgue-
schen Integrationsprozesses aus ihren Ableitungen rekonstruiert werden kénnen. Nach die-
sen Uberlegungen kann nun ein sinnvolles Losungskonzept angegeben werden.

Definition 3.4. (Caratheodory-Lisung)

Eine Funktion x : I — R™, wobei I ein offenes Intervall ist, heifit Caratheodory-Ldsung
des Anfangswertproblems (54) auf I, falls x auf I absolut stetig ist und der Integralgleichung
(56) fiir alle t € I gendigt.

Bemerkung 3.5. Eine dquivalente Definition einer Caratheodory-Losung ist nach Satz
3.3, dass x auf I absolut stetig ist und der Differentialgleichung (54) fast iiberall in I
geniigt. Da auflerdem stetig differenzierbare Funktionen absolut stetig sind, folgt sofort,
dass jede klassische Losung auch eine Caratheodory-Losung ist.

Betrachten wir nun zur Verdeutlichung ein Beispiel fiir eine ODE mit unstetiger rechter
Seite, die eine Caratheodory-Losung besitzt, jedoch keine klassische Losung.
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Beispiel 3.6. Wir betrachten das Anfangswertproblem (¢ € R)

-1, <0

?(t)=flxt)=q 3 =0, 2(0)=0 (58)
1, >0

Im Sinne von Caratheodory existieren 2 Losungen, nédmlich

x1(t) =t und (59)
zo(t) = —t (60)

mit 21, xs : [0,00) — R. Wir sehen, dass beide Losungen 1 und x5 die Differentialgleichung
in ¢ = 0 nicht geniigen, denn tatsichlich ist 1 = 7(0) # f(z1(0)) = 5 und —1 = 24(0) #
f(x2(0)) = 1. Dies ist fiir Caratheodory-Lésungen aber erlaubt, da diese nicht fiir alle t
der Differentialgleichung geniigen miissen.

Diese Gleichung besitzt andererseits keine klassischen Losungen mit Anfangswert 2(0) = 0.
Diese wéren stetig differenzierbar und miissten auf = # 0 mit (59) bzw. (60) iibereinstim-
men. Dann wére aber £(0) = 1 bzw. £(0) = —1 was (58) widerspricht.

Blicken wir aulerdem auf das Beispiel D zuriick:

Beispiel D.2. (Beispiel D — zum Zweiten)
Im Beispiel D haben wir einen unstetigen harmonischen Oszillator betrachtet, der mit
folgenden System 1.0rdnung beschrieben werden kann:

#a(t) = — sign(z (1), (62)

Wie wir bereits wissen, besitzt diese Differentialgleichung keine klassische Losungen, die
x1 = 0 passieren.

Tatséchlich sind diese Caratheodory-Losungen. Abbildung 13 zeigt die Niveaumengen der
Funktion g(z1,x2) = |z1| + %3 Wenn man die Bahnkurven in dieser Abbildung in Uhr-
zeigersinn durchléduft, so sind sie Caratheodory-Losungen dieser Differentialgleichung, die
fehlende Differenzierbarkeit bei 1 = 0 spielt keine Rolle.
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Abbildung 13: Niveaumengen der Funktion g(xi, z2) = |x1| + % [3, Figure 3(b)]

3.2 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen im Sinne von Ca-
ratheodory

Fiir den Losungsbegriff nach Caratheodory kann nun ebenfalls — analog zum klassischen
Losungskonzept (vgl. Abschnitt 2.4) — ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz formuliert wer-
den.

Satz 3.7. (Ezistenz- und Eindeutigkeit fir Caratheodory-Losungen)
Das Anfangswertproblem (54) hat auf [to + h,to — h| eine eindeutige Losung, falls f die
folgenden Bedingungen erfillt:

(1) f:Jx D= DCR" — R" geniigt einer Caratheodory-Bedingung, d.h

(i) die Abbildung J >t — f(t,z) ist messbar fir alle x € D und
(ii) die Abbildung D > x — f(t,x) ist stetig fir fast alle t € J.
(2) Es gibt ein ,Rechteck* Q = {(t,x) € D||t —to| < a,|x —xo| < B} C D auf dem

f eine wverallgemeinerte Lipschitz-Bedingung erfillt, d.h. es gibt eine integrierbare
Funktion 1 : [to — a, to + o] = R, sodass

flt,xo) <Ut) wund |f(t,z1) — f(t,x2)| < UE) |z1 — 22|

Dabei ist h < « so klein zu wihlen, dass M(h) = fttOO_Jr: [(s)ds < %

Den Beweis werden wir wieder — analog zum Satz von Picard-Lindelof — mithilfe des
Banachschen Fixpunktsatzes fithren, doch zuvor benétigen wir einen Hilfssatz.
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Lemma 3.8. Geniigt f den Voraussetzungen von Satz 3.7 und ist u eine stetige Funktion
auf J, so ist t — f(t,u(t)) eine auf J integrierbare Funktion.

Beweisskizze. Wegen der Bedingung (2) im Satz 3.7 ist die Funktion f(t,u(t)) integrier-
bar, sobald sie messbar ist (vgl. [10, Satz 129.2]). Es geniigt also zu zeigen, dass f(t,u(t))
messbar ist. Ist u konstant, so folgt die Messbarkeit aus dem 2.Teil der Caratheodory-
Bedingung (siche Satz 3.7 (1)(ii)). Daher ist f(¢,u(t)) auch messbar, falls u eine Treppen-
funktion, d.h. fast iiberall konstant ist. Ist u stetig, so kann u durch eine Folge wu; von
Treppenfunktionen bzgl. ||.|| . approximiert werden (vgl. [14, Kapitel 4, Satz 1.13]), d.h.
|lug — ul|,, — 0. Wegen dem 2. Teil der Caratheodory-Bedingung (siehe Satz 3.7 (1)(ii))
gilt daher limy_,oo f (¢, ux(t)) = f(t,u(t)) fiir alle t € J. Da der Limes messbarer Funktionen
messbar ist (vgl. [10, Satz 129.5]) folgt die Aussage. O

Mithilfe des Hilfssatzes kann nun der Satz 3.7 ohne weiteren Umwege bewiesen werden.
Der Beweis von Picard-Lindelof (vgl. Theorem 2.15) kann dabei anndhernd iibertragen
werden. Wir werden in diesem Beweis wieder eine skalierte Version der Maximumsnorm
verwenden. Sei dazu I ein abgeschlossenes Intervall. Wir definieren auf C'(I)

lzllg = supge; |2 (t)] e 7250,
mit L(t) = [} I(s)ds.
Diese Norm ist wieder dquivalent zur Maximumsnorm ||z|| = sup,; |(¢)|, d.h. 3Cy, Cy >
0 sodass

Cr 7]l < llzlly < Co [l -

Tatsiichlich ist zunichst [(t) > 0. Daraus folgt, dass L(t) > 0 und somit ist e 2-(®) < 1.

Des Weiteren ist auch L(t) < t';oj: I(s)ds =: L, also e (") > ¢=2L_ Dabher gilt tatséichlich

2]l o €™ < flzllg < Nzl

Im Beweis des Satzes 3.7 werden wir ebenso wieder auf dem Raum (C([),||.]|,) arbeiten,
der natiirlich ein Banachraum ist.

Des Weiteren werden wir wie im Beweis von Picard-Lindel6f eine abgeschlossene Teilmenge
A C (C(I),|l.l,) betrachten; diese ist als abgeschlossene Menge eines Banachraums wie-
derum selbst ein vollstdndiger metrischer Raum (vgl. Bemerkungen vor den Beweis von
Theorem 2.15) — aber kein Vektorraum mehr!

Beweis von Satz 3.7: Laut dem Losungskonzept von Caratheodrory (vgl. Kapitel 3.1) miis-
sen wir die Integralgleichung

x(t) = xo + fti f(s,x(s))ds
fir ein auf I = [tg — h,ty + h| absolut stetiges x losen. Es geniigt jedoch x als stetig
vorauszusetzen. Denn sei x stetig folgt sofort aus Lemma 3.8, dass f(s,z(s)) Lebesgue-
integrierbar ist. Daraus folgt aus Satz 3.3 (ii), dass x absolut stetig ist.
Sei auflerdem h wie im Satz 3.7 definiert. Wir betrachten — wie auch im Beweis von Picard-
Lindelof — den Integraloperator
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(Tx)(t) =z + fti f(s,x(s))ds
der aber leider wieder nicht auf dem vollstéindig metrischen Raum (C([to — h,to+ 1)), ||.|,)
definiert ist; f ist ja nur auf D C R"*! definiert und um die Verkniipfung f(¢,z(t)) zu
definieren muss (t,z(t)) € D liegen. Wir werden sogar benotigen, dass (¢,z(t)) € Q liegt
und daher definieren wir die Menge
A={zeC(lto — h, to+h]) : [[x — x|, <5} (63)
(1) A ist eine abgeschlossene Teilmenge des Banachraums (C'([tg — h,to + h]), ||.||,) und

daher ein vollstdndig metrischer Raum.

(2) Tist auf A definiert, denn sei z € Aund s € [ty—h, to+h]. Dannist (s, z(s)) € Q € D
und daher ist die Verkniipfung f (s, z(s)) fiir alle s € [tg — h, to + h] definiert.

(3) T ist eine Selbstabbildung auf A, d.h. T(A) C A, denn sei z € A, t € [tg — h,to + h]
dann gilt wegen der Bedingung in 3.7 (2)

|«rz>a>—-xo|szjfrfxs,m<s»\ds (64)
g[ﬁﬂaﬂ@»—ﬂamﬂ+uww@ws
s/ummﬁ—mu+m>

to

< / Us)(L+ [|e(s) — o

to

<A+ p)M(h) < (1+5) =0,

o)
B
1+ 8
wobei wir die Bedingung an h verwendet haben.

Damit |7z — ||, < 8 und daher Tz € A, weil Tz ja sogar absolut stetig ist.

(4) T ist eine Kontraktion auf (A,].||,), denn seien z,y € A dann gilt fiir alle ¢t €
[to — h,to + h] wegen der verallgemeinerten Lipschitz-Bedingung an f, dass

0

[ Tx(t) = Ty(t)] < /t |/ (s,2(s)) = f(s,4(s))] ds (65)

< / 1(s)|z(s) — y(s)| e L) s

to

t
< sup tm@—mgm*“/ﬁwmmws

s€[to—h,to+h] to

t
<lo-yly s [ (o)
SE[to—h,to+h] to
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Daraus folgt aber sofort

to+h 5
72~ Tylly < llz=ully | Us)ds < llo = vl 1y < o =il

to—h
und somit ist T tatséchlich eine Kontraktion auf (A4, ||.||,)-

(5) Nun folgt sofort aus dem Banachschem Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutigen
xr € Amit Tx =z, d.h.

x(t) = Tx(t) = xo —{—/t f(s,z(s))ds. (66)

Also haben wir wie behauptet die eindeutige Caratheodory-Losung des Anfangswert-
problems (54)

2'(t) = f(t,z(t), x(to) =wzo auf [to— h,to+ h]

gefunden.

3.3 Grenzen des Losungskonzepts von Caratheodory

In diesem Abschnitt werden wir die Grenzen des Losungskonzeptes von Caratheodory
diskutieren, dabei folgen wir im Wesentlichen [3]. Zunéchst werden wir die Caratheodory-
Theorie fiir autonome ODEs genauer untersuchen.

Bemerkung 3.9. (Caratheodory-Theorie fiir autonome ODEs)

Fiir autonome ODEs liefert der Satz 3.7 keine Verbesserungen gegeniiber dem Satz von
Peano (Theorem 2.11) bzw. Picard Lindelof (Theorem 2.15) und somit keine Verbesserun-
gen gegeniiber der klassischen Losungstheorie. Denn tatsdchlich reduziert sich der erste
Teil der Caratheodory-Bedingung (siehe Satz 3.7 (1)) auf den Satz von Peano, da wegen
der Zeitinvarianz Teil (i) wegfillt und Teil (ii) nur die Stetigkeit der rechten Seite voraus-
setzt. Bzgl. der Bedingung Satz 3.7 (2) lédsst sich die verallgemeinerte Lipschitz-Bedingung
wegen der Zeitunabhéngigkeit in jener Form schreiben, wie wir es aus dem Satz von Picard-
Lindelof bereits kennen. Insgesamt reduziert sich also der Satz 3.7 fiir autonome ODEs auf
den Satz von Picard-Lindelof.
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Bemerkung 3.10. (Grenzen des Existenzsatzes)
Blicken wir nochmal auf das Beispiel 3.6 zuriick, wo wir die Differentialgleichung

-1, <0
2(t)=fla(t) =4 35 =0 (67)
1, >0

betrachtet haben. Diese ist autonom und ist nicht stetig in 0. Daher erfiillt sie die Bedin-
gungen von Satz 3.7 (bzw. von Picard-Lindel6f) nicht. Dennoch besitzt diese ODE eine
eindeutige Losung im Sinne von Caratheodory. Wir sehen also, dass eine ODE eine eindeu-
tige Caratheodory-Losung besitzen kann, obwohl sie die Bedingungen aus Satz 3.7 nicht
erfiillt.

Wir haben bisher nur Differentialgleichungen betrachtet, die eine Caratheodory-Losung
besitzen. Man findet leider auch sehr leicht Beispiele von ODEs, die keine Caratheodory-
Losung besitzen. Wir werden dazu zwei Beispiele aus den vorherigen Kapiteln nochmals
betrachten.

Beispiel C.2. (Beispiel C zum Zweiten)
Erinnern wir uns nochmal an Beispiel C zuriick, wo wir folgende ODE betrachtet haben

0(t) = g(sin @) — vg(cos ) sign(v(t)). (68)

Diese ODE beschreibt einen Korper, der unter dem Einfluss der Schwerkraft auf einer schie-
fen Ebene mit Neigung € > 0 hinuntergleitet, wobei v die Geschwindigkeit des Korpers, g
die Erdbeschleunigung und v der Reibungskoeffizient ist.

Wir suchen auflerdem eine Losung, die mit dem experimentellen Beobachtung iibereinstim-
mt, dass der Korper fiir geniigend groBle Reibungskoeffizienten und positiver Anfangsge-
schwindigkeit nach einer bestimmten Zeit zum Stillstand kommt. Wir haben gezeigt, dass
dieses Verhalten durch keine klassische Losung beschrieben werden kann.

Analoges gilt nun auch im Falle einer Caratheodory-Losung, denn diese miisste folgende
Eigenschaften erfiillen: v(¢) > 0 fiir alle ¢ < ¢ und v(t) = 0 fiir alle ¢ > #'. Dies kann jedoch
durch keine Caratheodory-Losung beschrieben werden, denn sie erfiillt fiir alle ¢ > ¢’ nicht
die Differentialgleichung — 16st diese also auf eine Menge mit positiven Lebesgue-Maf3 nicht.
Das Argument ist daher dasselbe wie frither, denn angenommen v ist eine absolut stetige
Losung mit v(t') = 0 = ('), dann wire sin(d) = 0 und somit § = 0, was unserer Annahme
6 > 0 widerspricht.

Beispiel A.2. (Beispiel A zum Zweiten)
Erinnern wir uns an Beispiel A zuriick, wo wir folgende ODE betrachtet haben:

1, <0

v = ={ 5 150 (69)

Wir haben bereits festgestellt, dass diese ODE keine klassische Losung fiir den Anfangs-
wert 2(0) = 0 besitzt. Tatsdchlich besitzt sie fiir den Anfangswert z(0) = 0 auch keine
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Caratheodory-Losung, wie wir nun zeigen werden.

Angenommen x ist eine Caratheodory-Losung der obigen Differentialgleichung. Dann exi-
stiert kein Intervall [0,#') mit x = 0 auf [0,¢'), denn sonst wire dort x(t) = z(0) +
fot f(z(s))ds =0 — fot ds = —t. Dies widerspricht jedoch der Annahme z(t) = 0.

Daher muss z(t) wegen der Stetigkeit auf einem Intervall [0,¢”) entweder positiv oder ne-
gativ sein.

Angenommen x(t) > 0 auf [0,¢"), dann gilt x(t) = 0— fot ds = —t < 0, welches der Annah-
me x(t) > 0 widerspricht. Also muss x(t) < 0 auf [0,¢")sein. Dies ist aber ebenfalls nicht
moglich, denn es wire x(t) = 0 + f(f ds =t > 0 im Widerspruch zur Annahme x(t) < 0.
Insgesamt gibt es also keine Caratheodory-Losung von (69) mit Anfangswert x(0) = 0.

Die Beispiele in diesem Abschnitt zeigen eindeutig, dass das Losungskonzept von Caratheo-
dory nicht allgemein genug ist um unseren Anspriichen zu geniigen (vgl. Kapitel 2.5). Einer-
seits konnen wichtige physikalische Phéanomene nicht innerhalb des Konzepts beschrieben
werden (Beispiel C.2), andererseits ist es weiterhin nicht moglich Caratheodory-Losungen
fir einfachste unstetige rechte Seiten zu finden (Beispiel A.2).

Tatséchlich stellt das Losungskonzept von Caratheodory nur eine minimale Erweiterung des
klassischen Losungskonzepts unter der Zuhilfenahme der Lebesgueschen Integrationstheo-
rie dar. Um unser Programm, ein allgemeineres und anwendungsrelevantes Losungskonzept
hinzuzufiigen, miissen wir den Losungsbegriff weiter verallgemeinern, d.h. abschwéchen
um ans Ziel zu gelangen. Dies bewerkstelligen wir im néchsten Kapitel, indem wir des
Losungskonzept von Filippov verstellen.
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4 Losungskonzept von Filippov

4.1 Losungen im Sinne von Filippov

Im diesen Abschnitt werden wir ein weiteres Losungskonzept fiir ODEs einfithren, ndmlich
das Losungskonzept von Filippov [5, Kapitel 2]. Dabei orientieren wir uns stark an [3].
Schon im Rahmen des Losungskonzeptes von Caratheodory wurde verlangt, dass die Losung
nur fast iiberall die ODE erfiillt. Wir werden hier nun einen Schritt weiter gehen, denn im
Losungskonzept von Filippov wird verlangt, dass die Losung statt der Gleichung lediglich
eine Mengeninklusion erfiillt — und das nur fast {iberall. Genauer soll der Geschwindigkeits-
vektor der Losungskurve fast iiberall in einer Menge liegen, die aus der unstetigen rechter
Seite konstruiert wird — man kann also sagen, dass sie die Gleichung , nur fast“ oder in
einem approximativen Sinne erfiillen muss. Technisch erfiillt eine Filippov-Losung statt
einer Differentialgleichung eine sogenannte Differentialinklusion. Die explizite Darstellung
erfolgt mittels der Sprache der mengenwertige Funktionen, die wir nun einfiihren.

Definition 4.1. Sei P(R") die Menge aller Teilmengen (Potenzmenge) des R™ und D C R™
offen. Fine mengenwertige Abbildung ist eine Funktion F : D — P(R"). Sie ordnet
jedem x € D eine Menge F(x) CR™ zu.

Wir werden auflerdem fiir das Losungskonzept von Filippov noch weitere Begriffe benoti-
gen, die wir im Folgenden bestimmen.

Definition 4.2. Fine Menge B C R"™ heifit konvex, falls fir alle x,y € B und fir alle
AeRmMit0<A<1

A+ (1-NyeBRB
qgilt.

Bemerkung 4.3. Diese Definition basiert auf der Parameterdarstellung der Verbindungs-
strecke Ty zwischen x und y:

Ty ={ A+ (1-Ny: AeR0< N1}
Eine Menge ist also genau dann konvex, wenn mit je zwei Punkten der Menge auch ihre

Verbindungsstrecke ganz in der Menge liegt. Ein Beispiel fiir eine konvexe bzw. nicht-
konvexe Teilmenge des R? wird in Abbildung 14 bzw. Abbildung 15 dargestellt.

Abbildung 14: Konvexe Menge
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Abbildung 15: Nicht-konvexe Menge

Bemerkung 4.4. Der Durchschnitt konvexer Teilmengen ist konvex, denn sei A, konvex
fir alle & € N und sei auerdem z,y € (), Aa, dann ist fiir alle o 2,y € A,. Weil A,
konvex fiir alle « ist, gilt fiir alle «

A+ (1=NyeA,, Ael01].

Daraus folgt aber sofort

Az 4 (1= Ny € [) A

Also liegt die Verbindungsgerade auch im Durchschnitt und somit dieser konvex.

Definition 4.5. Die konvexe Hiille einer Menge A C R™ ist definiert als der Durch-
schnitt aller konvexen Mengen, die A enthalten, also

CO(‘A) = mB;)A,konvex B

Bemerkung 4.6. Oft wird die konvexe Hiille einer Menge A C R"™ auch als die kleinste
konvexe Menge, die A enthilt, definiert. Diese beiden Definitionen sind dquivalent, denn
sei A" die kleinste konvexe Menge, die A enthélt, dann ist A’ C co(A), weil A C co(A) und
co(A) wegen Bemerkung 4.4 konvex ist.

Auflerdem ist co(A) C A’, denn A’ ist ein zuldssiges B in der Definition von co(A) und
deswegen gilt

co(A) ﬂ B=AnNn ﬂ B CA.
BDA,konvex B'D A konvex,B'#A

Daher ist A" = co(A).

Nun kénnen wir die Idee des Losungskonzepts von Filippov wie folgt erkldren, wobei
wir uns in diesem Abschnitt nur auf autonome ODEs beschrinken, d.h wir betrachten
Differentialgleichungen der Form

r'(t) = f(=()) (70)

mit f: D — R", D C R” offen, f nicht notwendigerweise stetig und z: R 2> I — D.
Der unstetigen rechten Seite der Gleichung wird nun eine spezifische mengenwertige Funk-
tion F'(f) zugeordnet. Dabei wird F(f)(p) aus den Werten von f in kleinen Umgebungen
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des Punktes p € D gewonnen. Genauer betrachten wir die Bilder offener Bélle B(p, §) um p
mit Radius ¢ unter der Funktion f, bzw. dessen konvexe Hiille, was nur natiirlich erscheint.
Schlieflich miissen wir in der Konstruktion der Filippov-rechten Seite F'(f) aus Konsistenz-
griinden Nullmengen ausschlieen. Also wird F'(f)(p) als Durchschnitt konvexer Hiillen von
Mengen der Form f(B(p,0)\S) gebildet, wobei S eine beliebige Lebesgue-Nullmenge ist.
Formal kénnen wir dies in folgender Definition zusammenfassen.

Definition 4.7. Fir eine Funktion f :R™ O D — R" definieren wir die Filippov men-
genwertige Abbildung F(f): D — P(R") als

= () colf(Bp.0)\S)}, peD. (71)

§>0 1u(S)=0

Dabei bezeichnet co die konvexe Hiille, p das Lebesque-Mafl und S eine beliebige Lebesgue-
Nullmenge.

Bemerkung 4.8.

(i) Der Wert der Filippov mengenwertige Abbildung F'(f)(p) im Punkt p héngt gar nicht
von f(p) ab, d.h. falls f und g zwei Funktionen sind, fiir die es jeweils eine Umgebung
U um p gibt, sodass f(p) = ¢g(q) fur alle ¢ # p € U gilt, dann sind die Filippov
mengenwertige Abbildungen beider Funktionen gleich, d.h. F(f)(p) = F(g)(p) fiir
allep e U.

(ii) Falls f stetig in p ist, dann ist die Filippov mengenwertige Abbildung gleich f, d.h.
die Menge F'(f)(p) besteht nur aus f(p), d.h. F(f)(p) = {f(p)}.

Bemerkung 4.9. Im Allgemeinen ist es nicht ganz einfach zu einer gegebenen unstetigen
Funktion f die Filippov-rechte Seite F'(f) zu berechnen, daher wurde ein Kalkiil geschaffen,
des zumindestens ermoglicht F'(f) abzuschétzen, siehe [3, p.50/51] bzw. Bemerkung 4.15
unten. Im Rahmen der im Folgenden betrachteten Beispiele, werden wir die Filippov-rechte
Seite explizit berechnen.

Nun konnen wir ein sinnvolles Losungskonzept angeben.

Definition 4.10. (Filippov-Lisung)
Fine Filippov-Lésung der ODE (70) ist eine absolut stetige Funktion x : I — D, die
fast tiberall die Differential-Inklusion

a'(t) € F(f)(x(t)) (72)
erfillt.

Eine Filippov-Losung x ist also eine absolut stetige Kurve, die daher (vgl. Bemerkungen
vor Satz 3.3 im Abschnitt 3.1) fast iiberall differenzierbar ist. Diese fast iiberall definierte
Ableitung 2’ braucht aber nicht der urspriinglichen ODE zu gehorchen, sondern sie muss
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nur ungeféhr , gleich® f(z(t)) sein, genau eben ' € F(f)(z(t)). Klarerweise sind klassische
Losungen auch immer Filippov-Losungen.

Das Losungskonzept von Filippov ist Ausgangspunkt einer weit entwickelten Theorie [5],
die viele anwendungsorientierte Existenz- und Eindeutigkeitssdtze und auch eine quali-
tative Theorie zur Verfiigung stellt. Dementsprechend ist sie in den Anwendungen etwa
der nicht-glatten Mechanik weit verbreitet, siehe etwa [3] und die dort zitierte Literatur.
Dariiber hinaus ist das Filippov-Konzept auch von theoretischer Bedeutung, etwa wird es
in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen verwendet, um die charakteristischen
Kurven in Systemen mit schwacher Regularitét zu berechnen, siehe etwa [12]. Ein weiterer
Vorteil des Filippov-Konzepts ist, dass es kompatibel mit Regularisierungszugingen ist;
bei dieser wird die unstetige rechte Seite einer ODE durch eine Folge glatter Funktionen
approximiert, siehe [7], [8].

4.2 Existenz von Losungen im Sinne von Filippov

Mithilfe des Losungsbegriffs nach Filippov konnen nun ebenfalls — analog zum klassischen
Losungskonzept bzw. zum Loésungskonzept nach Caratheodory — ein Existenz- und Eindeu-
tigkeitssitze formuliert werden. Im diesen Kapitel werden wir uns jedoch nur mit der blo-
Ben Existenz beschéftigen. Ein einfacher Existenzsatz ist etwa der folgende fiir beschrankte
rechte Seiten, den wir aber nicht beweisen werden. Zunéchst eine Begriffsbestimmung.

Definition 4.11. Eine Funktion f :R" O D — R™ heifit fast iberall beschrdinkt auf D
falls eine Konstante C' > 0 existiert, sodass fir fast alle x € D

fx)| <C (73)
gilt.

Theorem 4.12. Sei f : R® O D — R messbar und lokal fast tiberall beschrinkt. Dann
gibt es fir alle xog € D mindestens eine Filippov-Losung der Differentialgleichung (70) mat
der Anfangsbedingung x(ty) = xo.

In [5, Kapitel 2] wird eine umfassende Existenztheorie entwickelt, die aber weit iiber den
Fokus dieser Diplomarbeit hinausgeht. Daher werden wir im weiteren Verlauf die Existenz-
theorie nicht weiter ausbauen, sondern stattdessen einige instruktive Beispiele betrachten.

Beispiel A.3/B.2. (Beispiel A zum Dritten und Beispiel B zum Zweiten)
Wie wir bereits in Beispiel A.2 festgestellt haben, besitzt die ODE

e 1, <0
“”_{—szo

keine Caratheodory-Losung. Ebenso haben wir in Beispiel B festgestellt, dass die ODE
7'(t) = — sign(x)
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eine eindeutige klassische Losung und somit auch eine Caratheodory-Losung besitzt.

Die rechte Seite beider ODEs ist auflerdem beschrénkt und geniigt daher den Bedingungen
von Theorem 4.12. Deswegen besitzen beide ODEs eine, nicht notwendigerweise eindeutige
Filippov-Losung fiir jeden Anfangswert.

Betrachten wir zunéchst deren Filippov mengenwertigen Abbildungen. Wie bereits erlau-
tert unterscheiden sich die beiden Vektorfelder nur in 0, welche eine Lebesgue-Nullmenge
ist. Da wir Lebesgue-Nullmengen aus der Filippov mengenwertige Abbildung herausneh-
men, sind die Filippov mengenwertigen Abbildungen der beiden Vektorfelder ident und
sind gegeben durch

{1}, =z <0
F(f)(z)=«¢ [-1,1], =0 . (74)
{1}, >0

Wir sehen, dass diese Filippov mengenwertige Abbildung nur an der Unstetigkeitsstelle
mehrere Werte annimmt. Dies gilt wie schon bemerkt auch im Allgemeinen (vgl. Bemer-
kung 4.8 (ii)).

Weil nun die Vektorfelder der beiden Beispiele die gleiche Filippov mengenwertige Abbil-
dung besitzen haben diese auch die gleiche Losung. Fiir xy > 0 ist eine maximale Losung
x :[0,00) = R gegeben durch

. Io—t,tSIo
i ={ g s

wohingegen fiir xy < 0 eine maximale Losung z : [0, 00) — R durch

) xo+t, < —x
x(t)_{ 0, t>—a0

gegeben ist. Wenn xy = 0, dann ist eine maximale Losung z : [0,00) — R durch z(t) = 0
gegeben. In allen drei Féllen ist es leicht zu sehen, dass die angegebenen Lésungen auch
eindeutig sind.

Bemerkung 4.13. Wir haben nun ein Beispiel gefunden, dass zwar keine Caratheodory-
aber eine Filippov-Losung besitzt. Nun kénnen wir uns die Frage stellen, ob zwischen
Caratheodory- und Filippov-Lésungen ein Zusammenhang besteht. Tatséchlich gibt es aber
keinen Zusammenhang. Es gibt Vektorfelder die gleichzeitig Caratheodory-Losungen und
Filippov-Losungen besitzen, aber im Allgemeinen sind Filippov-Losungen keine

Caratheodory-Losungen. Die Umkehrung gilt ebenso wenig, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 4.14. Wir betrachten (¢t € R)

v = fa0)={ 170 (75)

Fiir den Anfangswert xy = 0 besitzt diese Differentialgleichung folgende zwei Caratheodory-
Losungen.

T (t)
o (t)

0, (76)
t, (77)

wobei x5 : [0,00) — R.

Die Filippov mengenwertige Abbildung von (75) ist F'(f)(z) = {1}, da der Ausnahmepunkt
x = 0 mit f(0) = 0 eine Lebesgue-Nullmenge darstellt. Daher ist z5(t) = ¢ die einzige
Filippov-Losung fiir den Anfangswert xy = 0.

Bemerkung 4.15. Die Berechnung der Fillipov mengenwertigen Abbildungen ist wie be-
reits erwdahnt leider oft nicht einfach. Daher gibt es verschiedene Rechenregeln, um die
Berechnung zu vereinfachen. Einige dieser Regeln werden wir im Folgenden ohne Beweis
vorstellen. Wir werden dabei Filippov mengenwertige Abbildungen fiir Funktionen der
Form f : R™ — R™, wobei n und m nicht notwendigerweise gleich sein miissen (vgl. [3,

p.50/51]).
1. Summentregel: Sei fi, fo : R™ — R™ lokal beschrankt in x € R, dann gilt
F(fi+ f2)(x) € F(fi)(z) + F(f2)(@).
Wenn entweder f; oder f, stetig in x ist, dann gilt sogar Gleichheit.

2. Produktregel: Sei f; : R* — R™ und f, : R® — R¥ lokal beschrinkt in € R”, dann
gilt

F((f1, £2)")(@) € F(fr)(x) x F(f2)(@).

Wenn entweder f; oder f, stetig in x ist, dann gilt sogar Gleichheit.

3. Kettenregel: Sei f; : R™ — R™ stetig differenzierbar in x € R® und der Rang der
Jacobi Matrix sei n. Auflerdem sei f, : R* — R¥ lokal beschrinkt in fi(z) € R™,
dann gilt

F(fz o fi)(x) = F(f2)(fi(2)),

4. Matriz- Transformations-Regel: Sei f; : R™ — R™ lokal beschrénkt in x € R™ und
fo : R — R™™ stetig in x € R”, dann gilt

F(f2fi)(x) = fal@) F(f1)(x).
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4.3 Eindeutigkeit von Lésungen im Sinne von Filippov

In diesem Kapitel werden wir uns schliellich mit der Eindeutigkeit von Filippov-Losungen
beschéftigen, denn eine ODE mit muss nicht immer, wie in Beispiel A.3/B.2, eine eindeutige
Filippov-Losung besitzen, sofern sie iiberhaupt eine solche besitzt. Im Folgenden werden
wir zuerst ein Beispiel fiir eine ODE geben, die keine eindeutige Filippov-Losung besitzt.

Beispiel 4.16. Wir betrachten
Z'(t) = sign(z), x(0) = xq. (78)

Fiir jeden Anfangswert zo € R\{0} besitzt die Differentialgleichung (78) eine eindeutige
Filippov-Losung, namlich die klassische Losung. Fiir den Anfangswert xy = 0 besitzt sie
jedoch drei maximale Losungen x1, x9, 23 : [0,00) — R, gegeben durch z(t) = —t, xo(t) =0
und x3(t) = t.

Wir kénnen uns nun die Frage stellen, welche Bedingungen die rechte Seite einer ODE
erfiillen muss, damit die Existenz und Eindeutigkeit einer Filippov-Losung garantiert wird.
Eine genauere Analyse iiber hinreichende Bedingungen fiir Eindeutigkeit von Filippov-
Losungen findet man in [5, Kapitel 2, §10]. Wir werden in diesem Abschnitt ausschlieflich
zwei einfache Eindeutigkeitsséitze fiir Filippov-Losungen formulieren. Ersteres erinnert am
Satz von Picard-Lindelof. Dazu eine Begriffsbestimmung.

Definition 4.17. Fine Funktion f : R® O U — R"™ heif§t fast tiberall einseitig Lipschitz-
stetig auf U falls eine Konstante L > 0 existiert, sodass fiir fast alle x,y € U

(f(x) = f(y),z —y) < Llz—y|* (79)
gilt, wobei (,) das Skalarprodukt auf R™ ist.
Bemerkung 4.18.

(i) Jede Lipschitz-stetige Funktion ist einseitig Lipschitz-stetig, denn tatsdchlich gilt
wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(f(x) = fy),z—y) < |f@) = fW)] |z -yl < L-|z—y|°

(ii) Aus einseitige Lipschitz-Stetigkeit folgt nicht Stetigkeit, denn sei

|1, zeq
Low = { 0, sonst. (80)

die Dirichlet-Funktion, dann ist f : R?* = R?, f(z,y) = L@ (") unstetig in jeden
Punkt aber einseitig Lipschitz-stetig, denn

<]1Q ((_?J:U) B (iz)) ) (z:§)> —lo((y—9)(z—7) — (x— )y —7)) =0
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Theorem 4.19. Sei f : R" O D — R messbar und fast diberall lokal beschrdnkt. Falls fiir
alle x € D ein € > 0 existiert, sodass f fast iberall einseitig Lipschitz-stetig auf B(z,€) ist,
dann ezistiert fiir alle xo € D eine eindeutige Filippov-Lésung der Differentialgleichung
(70) mit der Anfangsbedingung x(0) = xg

Wir werden dieses Theorem nun auf ein Beispiel anwenden.
Beispiel 4.20. Wir betrachten

v =) ={ & 150 1)

Die rechte Seite der Differentialgleichung ist unstetig in jeden Punkt in R. Fiir die Berech-
nung der Fillipov mengenwertige Abbildung spielt die Funktion in den rationalen Punkten
keine Rolle, da Q in R eine Lebesgue-Nullmenge ist. Daher ist die Filippov mengenwer-
tige Abbildung gegeben durch F(f)(z) = {—1}. Auflerdem ist f fast iiberall einseitig
Lipschitz-stetig. Dazu geniigt es namlich nur Punkte z,y ¢ Q zu betrachten. Fiir diese
gilt f(x) = =1 = f(y) und daher ist (79) erfiillt. Somit geniigt f den Bedingungen in
Theorem 4.19. Daher existiert fiir diese Differentialgleichung eine eindeutige Losung fiir
jede Anfangsbedingung oy € R. Diese ist gegeben durch z : [0,00) — R mit z(t) = xo — t.

Der zweite Eindeutigkeitssatz, den wir in diesem Kapitel vorstellen werden, gilt fiir stiick-
weise stetige Funktionen, denn die Bedingungen in obigen Theorem 4.19 sind meistens zu
restriktiv fiir diese Art von Funktionen. Fiir ein Beispiel einer ODE mit stiickweise steti-
ger rechter Seite und eindeutige Filippov-Losung, das die Bedingungen von Theorem 4.19
nicht erfiillt siehe etwa [3, p.53]. Zuallererst werden wir also stiickweise stetige Funktionen
definieren.

Definition 4.21. Fine Funktion f : R* — R" heifit stiickweise stetig, falls es eine
endliche Familie von disjunkten und offenen, zusammenhdingenden Mengen D+, ...D,, C R"
mit R® = U™, Dy, gibt, sodass fiir alle k = 1,...,m die Funktion f stetig auf Dy, ist.
Auflerdem nehmen wir an, dass die Einschrdankungen von f auf Dy, eine stetige Fortsetzung
auf die Abschliisse Dy, erlauben. Die stetige Fortsetzung bezeichnen wir als fiop- Wir nennen
Dy, ..., Dy eine Zerlegung von f.

Jeder Punkt x € R" in dem f unstetig ist muss also im Rand mindestens zweier Gebiete D;
liegen. Wir bezeichnen die Menge der Unstetigkeitspunkte von f mit Sy und schreiben fiir
den Rand der Gebiete 0D;. Dann gilt Sy C [JI*, 0D; und S ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Bemerkung 4.22. Die Filippov mengenwertige Abbildung fiir stiickweise stetige Funk-
tionen ist gegeben durch

F(f)(x) = coflim f(z;) : 7 — 2, ¢ 55}, (82)

Diese mengenwertige Abbildung kann folgendermaflen berechnet werden: In den Stetig-
keitspunkten von f, also fiir ¢ Sy gilt F(f)(z) = {f(x)} (vgl. Bemerkung 4.8 (ii)). In
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den Unstetigkeitspunkten von f, also fiir z € Sy ist F'(f)(x) ein konvexer Polyeder in R",
welches durch

F(f)(x) = co{fip,(x) : x € ODx} (83)

gegeben ist. Um dies zu veranschaulichen werden wir nun die Beispiele C und D nochmals
betrachten.

Beispiel C.3. (Beispiel C zum Dritten)
In diesem Beispiel haben wir die Bewegung eines Korpers betrachtet, die auf einer schiefen
Ebene hinuntergleitet. Die rechte Seite der dazugehorigen Differentialgleichung

0(t) = g(sin @) — vg(cosf) sign(v(t))

ist stiickweise stetig (sogar glatt) mit D; = {v € R : v < 0} und Dy = {v € R :
v > 0}. Die Einschrinkung der rechten Seite auf D; kann stetig fortgesetzt werden auf
Dy = {v € R:v < 0}, indem wir f57(0) = g(sinf + vcos) setzen. Ebenso kann die
rechte Seite der Differentialgleichung eingeschrankt auf D, stetig fortgesetzt werden auf
Dy = {v € R:v > 0}, indem wir f5;(0) = g(sinf — vcosf) setzen. Daher ist die
dazugehorige Filippov mengenwertige Abbildung F'(f) : R — P(R) gegeben durch

{g(sinf + v cos )}, v<0
F(f)(z) =< {g(sinf —dvcosh):de[-1,1]}, v=0
{g(sinf — v cosh)}, v >0

Wir sehen, dass fiir geniigend grofie Reibungskoeffizienten v im Falle v > 0, F(f)(z) < 0
ist und im Falle v < 0, F'(f)(z) > 0 ist. Daher muss jede Filippov-Losung, welche mit einer
positiven Anfangsgeschwindigkeit vy beginnt, irgendwann v = 0 erreichen. Wenn sie dann
auch bei v = 0 bleibt, also stehen bleibt, ist sie noch immer eine Filippov-Losung. Dieses
Verhalten der Losung entspricht den experimentellen Beobachtungen — ndmlich, dass der
Korper irgendwann auf der schiefen Ebene zum Stillstand kommt. Zum Abschluss dieses
Kapitels werden wir sehen, dass dies auch die einzige Filippov-Losung fiir Anfangswerte
v > 0 ist.

Beispiel D.3. (Beispiel D zum Dritten)
In diesem Beispiel haben wir einen nicht-glatten harmonischen Oszillator betrachtet. Die
rechte Seite des dazugehdrigen Systems

(1) = ma(), (54)
To(t) = — sign(xq(t)).

ist stetig auf den Halbebenen Dy = {(z1,22) € R*> : 21 < 0} und Dy = {(z1,22) € R?*:

x1 > 0}, aber unstetig in Sy = {(0,z2) : xo € R} und klarerweise stetig von Dy, Dy auf

dem Rand 0D; = 0Dy = Sy fortsetzbar. Daher ist die rechte Seite stiickweise stetig.
Die dazugehorige Fillipov mengenwertige Abbildung ist gegeben durch
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_ {<$27_Sign(x1))}7 I 7é0
F(f)(x1,29) = { {22} x [-1,1], ;=0
Daher sind die Bahnkurven in der Abbildung 13, wenn man sie in Uhrzeigersinn durch-
lauft, Filippov-Losungen dieser Differentialgleichung.

Wir werden nun den angekiindigten Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir stiickweise stetige
rechte Seiten angeben. Der Einfachheit halber formulieren wir ihn nur fiir zwei Domé&nen
D1, Dy, wobei wir fiir den gemeinsamen Rand 0D; = 9D, eine Regularitdtsannahme tref-
fen: M = OD; = 0D, soll eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit sein, d.h. es gibt
um jeden Punkt p € M eine offene Umgebung W im R” und eine C2-Funktion f: W — R
mit nicht verschwindendem Gradienten und M NW = f~1(0). Salopp gesagt ist der Rand
als Nullstellenmenge einer C2-Funktion darstellbar, d.h. es gibt keine ,,Ecken®.

Satz 4.23. Sei f: D — R, D C R" offen, stickweise stetig, mit Zerlequng Dy, Do, wobei
die Menge der Unstetigkeitsstellen Sy = 0Dy = 0Dy von f eine (n — 1)-dimensionale C?-
Mannigfaltigkeit ist. Sei aufferdem f|p, stetig differenzierbar und auch stetig differenzierbar
ausdehnbar auf den Rand, d.h. f|5 € C'(D;).

Falls nun fiir jedes x € Sy entweder

flp,(x) won Dy nach Dy zeigt, oder
flp,(x) won Dy mach Dy zeigt (siche Abbildung 16)

dann ezistiert fir alle xo € D eine eindeutige Filippov-Léosung der Differentialgleichung
(70) mit der Anfangsbedingung x(0) = zy.

Wir werden diesen Satz nicht beweisen, aber plausibel machen. Zunéchst garantiert
die C'-Voraussetzung an die rechte Seite f schon die eindeutige Losbarkeit der ODE auf
D, Dy. Die Annahmen iiber das Verhalten der rechten Seite auf Sy erlauben grob gespro-
chen die Eindeutigkeit fiir Losungen auf ganz D auszudehnen. Sehen wir uns in diesem
Zusammenhang das mogliche Verhalten von f auf Sy in Abbildung 16 an, wobei f|p, blau
und f|p, rot eingezeichnet ist.
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Abbildung 16: Mégliche Verhalten von f auf S;

In den ersten beiden Fillen (a), (b) sind die Voraussetzungen des Satzes 4.23 erfiillt
und die Losungen laufen von Dy nach D, in (a) bzw. von Dy nach D; in (b) und die
Eindeutigkeit ist erhalten; man spricht von transversal kreuzenden Losungen.

Im Fall (c) zeigt auch immer einer der Pfeile ins jeweils andere Gebiet und wieder sind die
Bedingungen von Satz 4.23 erfiillt und die Eindeutigkeit ist erhalten. Hier ist es allerdings
moglich, dass Losungen die z.B. in 21 bzw. 2 von D; bzw. Dy auf Sy treffen in Sy bleiben;
man spricht von attraktiven Trajektorien oder von Sy entlang-gleitenden Losungen.

Die Situation in (d) schlieBlich wird im Satz 4.23 ausgeschlossen und es ist augenschein-
lich, dass Losungen, die in Sy starten sowohl nach D, als auch nach D, laufen konnen. Die
Eindeutigkeit ist verletzt und wir sprechen von repulsiven Trajektorien.

Satz 4.23 lasst sich nun anwenden um die Eindeutigkeit fiir Losungen unserer zwei Beispiele
C und D zu begriinden.
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Beispiel C.4. (Beispiel C — zum letzten Mal)
Die rechte Seite der ODE

0(t) = g(sin @) — vg(cosf) sign(v(t))

ist wie bereits in C.3 festgestellt stiickweise stetig. Auf Sy = {v = 0} gilt f|5:(0) = vg > 0,
zeigt also nach D, (siehe auch Abbildung 10) und damit ist die Voraussetzung von Satz
4.23 erfiillt. Daher sind Filippov-Losungen fiir jeden Anfangswert eindeutig, insbesondere
die Losungen fiir kleine Anfangsgeschwindigkeiten, die das Stehenbleiben des Korpers nach
kurzer Zeit beschreiben.

Beispiel D.4. (Beispiel D — zum letzten Mal)
Auch fiir das von ODEs

() = 2 (1), (85)
#a(t) = — sign(z ().

haben wir bereits (siehe Beispiel D.3) festgestellt, dass die rechte Seite stiickweise stetig
ist. Aulerdem zeigt f|5, (7) nach D, fiir jeden Punkt x in Sy N {2y > 0}, also den positiven
Teil der y-Achse, da fiir solche x = (21, x2) = (0, z5)

oy () = (22,0)

gilt, siehe auch Abbildung 12.
Analog zeigt f|5,(z) nach links also nach D, fiir # € Sy N {z < 0}. SchlieBlich gilt
fl5,(0) = 0 = f|5,(0), aber dieser Punkt, in den die Voraussetzungen des Satzes 4.23
verletzt sind, startet nur die Gleichgewichtslosung x = 0. Daher sind Filippov-Losungen
fiir jeden Startwert eindeutig.
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5 Zusammenfassung aller Beispiele

Zum Abschluss der Arbeit geben wir eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten vier
Beispiele, die wir in dieser Arbeit behandelt haben. Einen tabellarischen Uberblick zeigt
dabei Tabelle 1.

1. Beispiel A: Dieses Beispiel ist unser Paradebeispiel fiir Nicht-Existenz einer klassi-
schen Losung (p. 13, Beispiel A). Dabei haben wir die folgende Differentialgleichung

betrachtet
1, =<0

:c’(t):{ 1 z>0

Wir haben ebenfalls festgestellt, dass diese ODE keine Caratheodory-Losung fiir den
Anfangswert z(0) = 0 besitzt (p. 36, Beispiel A.2). Jedoch existiert fiir jeden An-
fangswert eine sogar eindeutige Filippov-Losung (p. 41, Beispiel A.3/B.2).

2. Beispiel B: In diesen Beispiel haben wir die Differentialgleichung

1, <0
r'(t) = —sign(z) =< 0, =0 .
-1, >0

betrachtet. Sie besitzt im Gegensatz zum Beispiel A eine eindeutige klassische Losung
und somit auch eine Caratheodory-Losung (p. 24, Beispiel B), obwohl sich die beiden
Richtungsfelder in Beispiel A und B kaum voneinander unterscheiden. Des Weiteren
haben wir festgestellt, dass die Filippov mengenwertige Abbildung von Beispiel A und
Beispiel B identisch ist. Daher besitzt Beispiel B dieselbe eindeutige Filippov-Lésung
wie Beispiel A (p. 41, Beispiel A.3/B.2).

3. Beispiel C: Dieses Beispiel beschreibt einen Koérper, der unter dem Einfluss der
Schwerkraft auf einer schiefen Ebene mit Neigung 6 > 0 hinuntergleitet. Die dazu-
gehorige Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit des Korpers ist gegeben durch

0(t) = g(sin @) — vg(cos ) sign(v(t)),

wobei v die Geschwindigkeit des Korpers, g die Erdbeschleunigung und die Konstante
v der Reibungskoeffizient ist. Wir haben fiir diese Gleichung Losungen gesucht, die zu
dem experimentellen beobachtbaren Verhalten passen, dass der Korper fiir positive
Anfangsgeschwindigkeiten und grofie Reibungskoeffizienten irgendwann nach endli-
cher Zeit zum Stillstand kommt. Wir haben festgestellt, dass solch ein Verhalten nicht
durch klassische (p. 25, Beispiel C) und ebenso nicht durch Caratheodory-Losungen
(p. 36, Beispiel C.2) beschrieben werden kann. Jedoch gibt es sehr wohl eine sogar
eindeutige Filippov-Losung dieser ODE, die dieses Verhalten beschreibt (p. 46/49,
Beispiel C.3/C.4).
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4. Beispiel D: In diesem Beispiel haben wir einen unstetigen harmonischen Oszillator
betrachtet, der mit folgenden System 1.0rdnung beschrieben werden kann:

xl(t) .%'Q(t),

ia(t) = — sign(a1(1)).

Wir haben festgestellt, dass fiir dieses System keine klassische Losungen (p. 27, Bei-
spiel D) existieren. Jedoch besitzt dieses Beispiel identische Caratheodory- (p. 31,
Beispiel D.2) und Filippov-Losungen (p. 46/49, Beispiel D.3/D.4) .

Bsp. Klassisch

Caratheodory

Filippov

A X
(p. 13, Beispiel A)

X

(p. 36, Beispiel A.2)

v
(p. 41, Beispiel A.3/B.2)

B v v v
(p. 24, Beispiel B) (p. 41, Beispiel A.3/B.2)
C X X v

(p. 25, Beispiel C)

(p. 36, Beispiel C.2)

(p. 46/49, Beispiel C.3/C.4)

D X

(p. 27, Beispiel D)

v
(p. 31, Beispiel D.2)

v
(p. 46/49, Beispiel D.3/D.4)

Tabelle 1: Uberblick iiber die wichtigsten Beispiele
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A Das Lebesgue-Integral

In diesem Abschnitt werden wir in Anlehnung an [13, Kapitel 1.30] das Lebesgue-Integral
genauer betrachten. Dabei beschrinken wir uns auf den Definitionsbereich R. Die folgen-
den Definitionen und Sétze gelten auch analog fiir R™. Eine allgemeinere Darstellung der
Theorie des Lebesgue-Integrals auf Mafiraumen findet sich z.B. in [10, Kapitel XVI und
Kapitel XXIII].

Betrachten wir zuallererst den Unterschied zwischen dem Riemann-Integral und dem
Lebesgue-Integral. Fiir Funktionen f : R — R? kénnen wir diesen folgendermafien veran-
schaulichen: Zur Beschreibung des Riemann-Integrals wird die x-Achse in Intervalle unter-
teilt und Rechtecke geméfl dem Funktionswert an der Stiitzstelle innerhalb der betreffenden
Intervalle konstruiert. Diese Flédchen werden anschlieBend addiert (siehe Abbildung 17) und
schlieBlich wird die Intervalllainge im Limes gegen 0 betrachtet. Dagegen wird zur Beschrei-
bung des Lebesgue-Integrals die y-Achse in Intervalle unterteilt. Dann werden jene Punkte
x auf der x-Achse aufgesammelt in der f(z) sein Wert im vorgegebenen y-Intervall hat.
Hat man nun ein ,Maf}“ fiir diese aufgesammelten Punkte, so ergibt sich wieder multipli-
ziert mit einen Wert aus dem y-Intervall eine ,,Flache®“. Diese werden dann addiert und der
Limes im Falle kleiner y-Intervalle betrachtet.

Als Motto kénnte man also sagen Riemann-Integral vs. Lebesgue-Integral bedeutet Quer-
streifen vs. Langsstreifen, siehe auch Abbildung 18.

Abbildung 17: Illustration des Riemann-Integrals

Abbildung 18: Illustration des Lebesgue-Integrals

Das Lebesgue-Integral spielt also das Integrieren auf das Problem zuriick, moglichst
komplizierten Mengen ein Maf§ zuzuordnen. Die genaue mathematische Definition lautet
wie folgt:
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Definition A.1. Sei [a,b] C R ein Intervall und seien ([a;, b)), paarweise disjunkte
Teilintervalle von [a,b]. Wir nennen m([a,b]) = b — a das Maf$ eines Intervalls und
m(U:2 [ai, bi]) = Y2, m([ai, b)) das Maf einer disjunkten Vereinigung von In-
tervallen.

Mit gewissen technischen Aufwand ldsst sich m auf kompliziertere Teilmengen von R
ausdehnen und zwar auf die Familie . C P(R) der Lebesgue-messbaren Mengen, die wir
im Folgenden definieren werden. Zuvor aber eine Begriffsbestimmung.

Definition A.2. Set N C R. N heifit Lebesgue-Nullmenge, falls fiir jedes ¢ > 0
eine Folge offener Intervalle (a;,b;) existiert, welche N dberdeckt und das Gesamtmaf

S (biyai) < € hat.

Bemerkung A.3. Jede endliche und abzéhlbare Menge ist eine Nullmenge, jedoch gibt
es auch iiberabzahlbare Nullmengen, beispielsweise die Cantor-Menge (vgl. [13, Kapitel
1.30]). Wir werden aulerdem folgende Sprechweise verwenden:

fast iiberall :<> Va € R mit Ausnahme héchstens eine Nullmenge.

Definition A.4. Wir nennen £ C R die Familie der Lebesgue-messbaren Mengen,
falls £ die kleinste Familie ist, die folgende Figenschaften erfillt:

1. Z enthilt alle Intervalle.

2. L enthdlt mit jedem A C R auch R\ A.

3. & enthdlt mit jeder Familie (A;)32, auch ihre Vereinigung |J;-, A;.
4. 2 enthdlt alle Nullmengen.

Bemerkung A.5. Die Eigenschaften 2. und 3. in dieser Definition machen .Z zu einer
sogenannten o-Algebra. Des Weiteren sind nicht alle Teilmengen von R messbar; offene
und abgeschlossene Mengen aber sind messbar.

Wir kénnen nun m auf .Z erweitern.

Satz A.6. Die Erweiterung von m auf £ erfillt folgende Eigenschaften:
1. m(0) = 0.

m(Uisg Ai) = D oo m(A;) fiir paarweise disjunkte A; € L.

Sei A € £, dann ist m(A) = inf {m(G)|G D A offen}

m(N) = 0 fiir jede Nullmenge N.
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Definition A.7. Eine Funktion f : R — R heiffit Lebesgue-messbar, falls fiir jedes
a, 0 €R

{a<f(z)<pte”
qgilt.
Satz A.8.

1. Sei f : R — R stetig, dann ist f messbar. Die charakteristische Funktion 14 einer
Menge A C R ist genau dann messbar, wenn A € £ ist. Endliche Linearkombinatio-
nen von charakteristische Funktionen von Lebesque-messbaren Mengen sind messbar.

2. Mit f, (fx)ren sind auch |f|,min(f1, fo),sup(f,) und inf(f,) messbar.
3. Punktweise Limiten messbarer Funktionen sind messbar.
4. Fualls f : R — R messbar ist, dann ist f punktweiser Limes von Treppenfunktionen.

Definition A.9. Sei f : R — R. Wir definieren den positiven bzw. negativen Anteil
von f als

[T =max(f,0)
fﬁ :min(—f,())

Esgilt f = f* = f~ [fl=f"+f".
Definition A.10.

1. Sei f =" a;14, mit paarweise disjunkten A; C R und m(A;) < oo. Wir definieren
das Integral

ff = aim(4).

2. Sei f: R — R Lebesgue-messbar und f > 0. Wir definieren

ff = hmfum mit Uy, = leo 2%]]_{k2—m<f<(k+l)2—m}.

3. Sei f: R — R Lebesque-messbar und [ |f| < oo. Wir definieren

Jr=1r =15
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Definition A.11. Der Vektorraum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen ist
definiert als

ZLYR) = {f : R— C|f ist Lebesgue-messbar und [ |f| < oo}

Das Lebesgue-Integral ist eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals, d.h. jede
Riemann-integrierbare Funktion ist auch Lebesgue-integrierbar und beide Integrale ergeben
dasselbe Resultat. Es konnen allerdings mehr Funktionen Lebesgue- als Riemann-integriert
werden, vor allem ,, wildere“ Funktionen, wie stark oszillierende, unstetige Funktionen. Das
bekannteste Beispiel dafiir ist die Dirichlet Funktion:

r@={ 5 et 56)

Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar, da alle Untersummen stets 0 und alle Ober-
summen stets 1 sind. Da aber  in der Menge der reellen Zahlen eine Lebesgue-Nullmenge
ist, ist die Funktion fast iiberall 0. Also existiert das Lebesgue-Integral und besitzt den
Wert 0.

Wozu brauchen wir diese ,wilden“ Funktionen? In der Praxis auftretende Funktionen
sind doch immer ,hiibsch® (z.B. stiickweise stetig, Riemann-integrierbar usw.). Tatséchlich
benotigen wir solche ,,wilden® Funktionen nicht, aber wir definieren .#!, da es ein guter
Raum ist, wo starke Sétze gelten, vor allem iiber Vertauschen von Integral und Limes. Im
Folgenden werden wir einige dieser Satze vorstellen.

Satz A.12. (Monotone Konvergenz)
Sei 0 < f1 < fy < ... Lebesque-messbar und f = lim fi, (punktweise), dann ist auch f
Lebesgue-messbar und es gilt

lim [ f, = [lim f,

Satz A.13. (Dominierte Konvergenz)
Sei fi1, fa, ... Lebesgue-messbar und f, — [ fast iberall. Auflerdem gelte fiir alle n fast
tiberall | f,| < g € ZL'. Dann sind auch f,, f € L' und es gilt

lim [ f, = [lim f,
Satz A.14. (Satz von Fubini)
Sei f € LYR?), dann gilt
JJee f(2,y) = Jo g f@,y)dx)dy = [ (Jy f(x,y)dy)da.

Bemerkung A.15. Auf ¥ 1(IR) koénnen wir nun || f||, = [ [f(x)| dz definieren. Allerdings
ist ||.|]; auf £ nur eine Halbnorm, denn aus || f||, = 0 folgt nur f(z) = 0 fast iiberall, aber
keineswegs f = 0. Um diese , Kleinigkeit“ auszurdumen identifiziert man alle f € Z*! mit
f = 0 fast iiberall mit der Nullfunktion. Formal ausgedriickt bildet man in #! Klassen
bzgl. der Aquivalenzrelation
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f~g:e f—g=0 fast iiberall.

Der entstehende Raum wird mit L' = Z!'\ ~ bezeichnet. Der Umstand, dass Elemente in
L' strenggenommen Klassen von .#*-Funktionen sind wird fast immer unterdriickt, denn
wir sprechen meistens von L!-Funktionen. Dies wollen wir auch in der folgenden Definition
fir L'- bzw. LP-Réume tun.

Definition A.16. Sei U C R” offen. Wir definieren die Rdume integrierbarer Funk-
tionen als

(i) LYU) = {f : U — R|f ist Lebesque-messbar und [ |f| < oo} mit

rmmzévax

(ii) L*(U) == {f : U — R|f ist Lebesque-messbar und [ |f|> < oo} mit

<ﬁm:1jwﬂam

(111) Fir 1l <p < oo definieren wir allgemeiner

Lr(U) ={f:U — R|f ist Lebesque-messbar und [|f|" < oo} mit

1f1, = Avm%m

(iv) L>®(U) ={f:U — R|f ist Lebesque-messbar und fast tiberall beschrinkt} —mit

o = = inf = inf :
7l = esssuplfl = | inf | sup |f@)| = inf | o]l

Satz A.17.
(i) Firp e [1,00] ist LP(U) ein Banachraum.
(ii) L? ist der einzige Hilbertraum.

(i1i) Ist m(U) < 00, 1 < q <2 und2 <p< oo, dann gilt

CO(U) € L=(U) C LP(U) C LA(U) C LI(U) C L(U).
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Zusammenfassung

Differentialgleichungen sind im Allgemeinen ein wesentliches Werkzeug der ma-
thematischen Modellierung und tauchen daher in einer Vielzahl von Anwendungen
auf. Sie werden beispielsweise nicht nur verwendet um Naturgesetze zu formulieren,
sondern auch um Vorgéinge in den Humanwissenschaften zu beschreiben.

Diese Arbeit befasst sich mit unstetigen dynamischen Systemen — d.h. gewdhnliche
Differentialgleichungen mit unstetigen rechten Seiten. Dabei richten wir unser Au-
genmerk weniger auf das explizite Losen von Differentialgleichungen, sondern stellen
vielmehr eine Existenz- und Eindeutigkeitstheorie zur Verfiigung.

Im ersten Teil dieser Arbeit wird die klassische Losungstheorie der gewohnlichen
Differentialgleichungen behandelt. Dabei garantieren uns die zwei zentralen Sétze
dieser Theorie — der Satz von Peano und der Satz von Picard-Lindelof — im Falle
einer stetigen bzw. Lipschitz-stetigen rechten Seite die Existenz bzw. Eindeutigkeit
von Losungen. Tatséchlich fithren aber viele Modellierungen zu unstetigen rechten
Seiten. In diesen Fillen kann diese ,glatte“ Theorie nichts iiber die Existenz bzw.
Findeutigkeit von Losungen aussagen. Deswegen ist es wiinschenswert diese Theorie
auch fiir unstetige rechte Seiten zu erweitern. Wir werden in dieser Arbeit zwei von
vielen moglichen Erweiterungen nennen.

Als Erstes werden wir uns mit dem Losungskonzept von Caratheodory befassen. Die-
ses stellt gewissermaflen eine minimale Erweiterung des klassischen Losungskonzeptes
unter Zuhilfenahme der Lebesgueschen Integrationstheorie dar. Wir werden anhand
von Beispielen jedoch sehen, dass dieses Losungskonzept nicht allgemein bzw. anwen-
dungsorientiert genug ist, um einfache physikalische Phéinomene korrekt zu beschrei-
ben.

Das zweite Losungskonzept, dass wir zum Abschluss dieser Arbeit besprechen ist das
von Filippov. Dieses zeichnet sich durch seine Anwendungsorientierung aus. Dabei
wird die Differentialgleichung durch eine sogenannte Differentialinklusion ersetzt. Das
bedeutet, dass die Ableitung der Funktion an einer Stelle nicht etwa einen vorgege-
benen Wert annehmen, sondern nur in einem bestimmten Wertebereich liegen muss,
der aus der unstetigen rechten Seite konstruiert wird.
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