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Kapitel 1

Einleitung

Das Phéanomen von Gliick und Ungliick hat die Menschen schon immer faszi-
niert. Warum werden manche vom Gliick verfolgt, wihrend es um andere im-
mer wieder einen groken Bogen macht? Was ist Gliick iiberhaupt, und warum
haben es immer die, die es nicht verdient haben? Ist es vorhersehbar, wer ge-
winnt? Oder noch besser - wie kénnen wir es beeinflussen?

Es ist leicht, sich den Zufall als etwas vorzustellen, das iiber uns steht. Die
alten Gotter, Astrologie und Aberglaube: All das waren Versuche, das Uner-
klarliche zu erklaren.

Auf die eine oder andere Weise, wird der Zufall vermutlich immer ein Ge-
heimnis bleiben, doch durch die Sprache der Mathematik konnen wir ihn in
Wahrscheinlichkeit ausdriicken und beschreiben.

Im Rahmer dieser Arbeit soll aufgezeigt werden, wie die Antwort auf die Frage,
die sich im Laufe eines Kartenspieles oft gestellt wird - Werde ich mit diesen
Karten gewinnen? - mit den Moglichkeiten der Wahrscheinlichkeitstheorie ab-
geschitzt werden kann.

Ziel dieser Arbeit ist es, verschiedene Kartenspiele zu analysieren und die Ge-
winnwahrscheinlichkeiten eines Spielers kritisch zu betrachten. Ich habe dazu
zwei Kartenspiele ausgewéhlt, bei deren Berechnungen man mit elementaren
Methoden der Wahrscheinlichkeit auskommt und werde an einem weiteren Kar-
tenspiel zeigen, dass manchmal auch speziellere Verfahren anzuwenden sind.
Am Beginn dieser Arbeit wird ein Uberblick iiber die fiir diese Arbeit rele-
vanten Aspekte der Wahrscheinlichkeitstheorie gegeben. Nach einer kurzen ge-
schichtlichen Einfiihrung in das Thema Wahrscheinlichkeitsrechnung, werden
fiir die spédteren Berechnungen grundlegende Definitionen, Sétze und Beispiele
angefiihrt und erklart. Abgesehen vom Kapitel 2.10 handelt es sich dabei um
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie, die auch auf allgemein bildenden
héheren Schulen unterrichtet werden.



Anschliefsend bereitet das Kapitel Kartenspiele, indem die Geschichte des Kar-
tenspiels und die verschiedenen Arten von Kartenspielen aufgezeigt werden, auf
den Hauptteil dieser Arbeit vor.

Die darauffolgenden Kapiteln behandeln jeweils ein Kartenspiel. Dabei werden
zundchst die Regeln der einzelnen Spiele erklért bevor in der mathematischen
Analyse ausgewéhlte Spielsituationen mit den Methoden der Wahrscheinlich-
keitsrechnung beschrieben werden.

Abschliefsend wird ein kurzer Einblick in die Anwendungsbereiche im Schulun-
terricht gegeben.

Alle in der Arbeit vorkommenden Bezeichungen sind geschlechtsneutral zu
verstehen. Aufgrund der leichteren Lesbarkeit wihle ich jeweils die grammati-
kalisch naher liegende Form.



Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1 Geschichtlicher Hintergrund

Obwohl sich Gelehrte bereits seit der griechischen Antike mit Zufall und Wahr-
scheinlichkeit beschéftigten, wurde eine mathematische Entwicklung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung erst seit seiner Geburtstunde im 17. Jahrhundert sys-
tematisch betrieben (vgl. [5], S. 7).

Den Beginn der Wahrscheinlichkeitsrechnung als selbstindige Wissenschaft
stellt offiziell ein Briefwechsel zwischen Pierre de Fermat und Blaise Pascal
im Jahre 1654 dar. Die beiden franzdsischen Mathematiker tauschten sich dar-
in iiber die Losung einiger von Chevalier de Méré an Pascal gestellter Fragen
iiber die Gewinnaussichten in gewissen Situationen damals iiblicher Gliickspie-
le aus (vgl. [1], S. 7).

Es ging dabei insbesonderde um das sogenannte Teilungsproblem, das sich mit
der Aufteilung des Gewinns bei einem vorzeitigen Spielabbruch beschiftigt.
Auch iiber das Wiirfelproblem von Chavalier de Méré tauschten sich die bei-
den Mathematiker aus. Der franzosischen Edelmann und begeisterter Spieler
zerbrach sich ndmlich unter anderen den Kopf dariiber, warum die Augensum-
me 11 beim Wiirfeln mit drei Wiirfeln haufiger vorkommt als die Augensumme
12, obwohl es - zumindest seiner Auffassung nach - fiir beide Augensummen
genau sechs Moglichkeiten gibt (vgl. [5], S. 5).

Die Losungen von Fermat und Pascal wurden dem niederléindischen Mathe-
matiker, Christian Huygens, der 1657 die erste systematische Abhandlung
zur Wahrscheinlichkeitsrechnung verdffentlichte mitgeteilt. Diese Abhandlung
wurde von Jacob Bernoulli in seinem im Jahre 1713 erschienenen Werk , Ars
conjectandi“ (,Die Kunst des Mutmafen) aufgenommen und weitergefiihrt
(vgl. [1], S. 7).

Im Jahr 1812 systematisierte Pierre-Simon Laplace den Kenntnisstand seiner
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Zeit in seinem Werk ,,Théorie Analytique des Probabilités“. Er beschrieb darin
erstmals die Wahrscheinlichkeit als Quotient aus der Anzahl der fiir ein Ereig-
nis giinstigen und Anzahl der moglichen Fille, wobei alle Elementarereignisse
gleich wahrscheinlich waren (vgl. [5], S. 5).

Aber auch zahlzeiche andere Mathematiker, wie zum Beispiel Johann Carl
F. Gauf, Pafnuti L. Tschebyschow oder Andrei A. Markow bereicherten die
Wahrscheinlichkeitstheorie im 19. Jahrhundert. In dieser Zeit dehnte sich der
Anwendungsbereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf verschiedenste Wis-
senschaften, wie die statische Mechanik oder die Vererbungslehre aus (vgl. [1],
S. 8).

David Hilbert nahm im Jahre 1900 das Problem der Begriindung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie in seine Liste der 23 wichtigsten damals ungelosten ma-
thematischen Probleme auf. Der deutsche Mathematiker hatte diese Probleme
ausgewahlt, weil sie ihm von zentraler Bedeutung zu sein schienen und er sich
von der Losung dieser Probleme einen entscheidenden Fortschritt auf den je-
weiligen Gebieten erhoffte. Es bestand somit kein Zweifel mehr, dass die Wahr-
scheinlichkeitstheorie lingst eine ernstzunehmende Teilwissenschaft geworden
war und bis heute ist (vgl. [1], S. 8).

Rund 20 Jahre spéater versuchte der 6sterreichische Mathematiker Richard Ed-
ler von Mises dieses Hilbertsche Problem zu l6sen, indem er Wahrscheinlichkeit
als Grenzwert von relativen Héufigkeiten definierte. Aufgrund der Problema-
tik, die diese Definition aufwirft (siche Teilkapitel 2.3) konnte sich diese jedoch
nicht durchsetzen (vgl. [1], S. 8).

Vorallem die enge Bindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung an ihre Anwen-
dungen und die damit zusammenhéingende Verbindung von wahrscheinlich-
keitstheoretischen Methoden an bestimmte inhaltliche Fragegstellungen haben
dazu gefiihrt, dass es erst im Jahr 1933 dem russischen Mathematiker Alex-
ander Kolmogorov gelang, eine mathematisch befriedigende Begriindung des
Wahrscheinlichkeitsbegriffes einzufiihren (siehe Teilkaptitel 2.4).

In den Jahrzehnten darauf wurden vorallem stochastische Prozesse untersucht,
die als Zufallsvariablen in geeigneten Riumen aufgefasst werden kénnen. Grund-
bausteine vieler solcher Prozesse sind der Brown-Wiener-Prozess sowie der
Poisson-Prozess. (vgl. [4], S. 13)

Heute spielt die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine grofe Rolle in Bereichen der
Naturwissenschaft, Wirtschaft, Technik oder Okonomie und auch im Schulwe-
sen wird angesichts dessen diesem Thema immer mehr Beachtung geschenkt.
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2.2 Terminologie

In diesem Kapitel soll eine mathematische Prézensierung des Begriffes Wahr-
scheinlichkeit sowie die Klarung anderer grundlegender Begriffe stattfinden.
In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden Ergebnisse eines so genannten Zu-
fallsexperimentes betrachtet. Ein Zufallsexperiment hat verschiedene mdogliche
Ausginge, die nicht durch logische oder andere Griinde determiniert sind. Zu-
mindest gedanklich sollten die Experimente unter den gleichen Bedingungen so
wiederholbar sein, dass der Versuchsausgang bei unabhéangig durchgefiihrten
Wiederholungen statistischen Regelméfigkeiten folgt (vgl. [9], S. 1).

Beispiele von Zufallsexperimenten sind: das Werfen eines Wiirfels oder einer
Miinze, die Lottoziehung oder das Verteilen von Karten.

Die Menge aller moglichen Ausgénge eines solchen Zufallsexperiments wird als
Ereignisraum €2 bezeichnet. Die Teilmengen von (2 stellen die Ereignisse dar.

Ereignisse konnen verbal, wie Mengen oder mit Hilfe der Sprache der Logik
beschrieben werden. Um Begriffe wie Teilmenge, Vereinigungsmenge, Schnitt-
menge oder leere Menge zu veranschaulichen, werden sie in der nachfolgenden
Grafik dargestellt.

Beispiel 2.1. Beim Werfen eines idealen Wiirfels' kénnen als mégliche Ver-
suchsereignisse die Augenzahlen 1,2,3,4,5,6 eintreten. Fs qilt also der Er-
eignisraum Q = {1,2,3,4,5,6}. Ist A das FEreignis ,eine gerade Augenzahl
wird geworfen® so tritt A genau dann ein, wenn eine der Augenzahlen 1,3,5
geworfen wird, es gilt also A = {2,4,6}. Fir das Ereignis B ,die geworfene
Augenzahl ist héchstens gleich 3“ erhdlt man B = {1,2, 3}.

Beispiel 2.2. Wird eine Miinze, die auf der einen Seite ,Kopf“ und auf
der anderen Seite ,Zahl“ zeigt, zweimal geworfen, konnen als mdgliche Ver-
suchsereignisse zweimal Kopf, zuerst Zahl und dann Kopf, zuerst Kopf und
dann Zahl oder zweimal Zahl eintreten. Die Menge aller méglichen Ausgdnge
wird also beschreiben durch Q = {(K,K),(Z,K),(K,Z),(Z,Z)}. Ist A das Er-
eignis ,,die Miinze zeigt zweimal die gleiche Seite” so tritt A genau dann ein,
wenn entweder zweimal Kopf oder zweimal Zahl geworfen wird, es gilt also

A= {(K’K)’(Z’ Z)}

Beispiel 2.3. Beim Ziehen aus einem Kartenspiel mit 52 Karten, bestehend
aus Ass, Kiénig, Dame, Bube, Zehn, Neun, Acht, Sieben, Sechs, Finf, Vier,
Drei und Zwei in den Farben Pik &, Herz O, Karo $ und Kreuz & sei A das
Ereignis ,Wert kleiner als 4 und B sei das Ereignis ,in der Farbe QF Die
Durchschnittmenge von A und B ist in diesem Fall AN B = {Q©3,02}.

lein Wiirfel, der aus homogenen Material angefertigt und nicht ,manipuliert” wurde
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Darstellung Bezeichnung Mengenlehre Bedeutung
0 leere Menge unmogliches
O Ereignis
Q sicheres Ereignis
O\ A Ereignis A tritt
O nicht ein
BCA Teilmenge wenn B eintritt,
@ tritt auch A ein
ANB Durchschnitts- Ereignis A und B
Q menge treten ein
AUB Vereinigungs- Ereignisse A oder
@ menge B tritt ein
A\ B Komplement Ereignis A tritt
Q von B ein, B aber nicht

13



2.3 Relative Haufigkeit

Ist A ein beliebiges zufilliges Ereignis und wird ein Zufallsexperiment n-mal
unter denselben Bedingungen durchgefiihrt, so tritt bei jeder Versuchsdurch-
fiihrung entweder A oder das komplementére Ereignis A ein.

Dabei heifit die Anzahl der Versuche, bei denen A eintritt absolute Hdufigkeit
hn (A) des Ereignisses A.

Der Quotient r, (A) = @ heilt relative Hdufigkeit.

Beispiel 2.4. Ein Wirfel wird (1) 50 mal (2) 500 mal geworfen. Fir die ein-
zelnen Versuchsausgdinge soll jeweils die relative Haufigkeit bestimmit werden.

Ergebnis | absolute Haufigkeit | relative Haufigkeit
1 M =7 £ =0,14
2 M =10 8=0,20
3 Wi =38 2.=0,16
4 - =9 2.=0,18
5 Wi =7 £ =0,14
6 Hm =9 2=0,18

Abbildung 2.1: Ergebnisse nach 50 mal Wiirfeln

Ergebnis absolute Haufigkeit relative Haufigkeit
1 AHE FHE At LT e ST ST A L At ST Mt B I = 88 38 —0,176

500

AT JHE LY S JHE St A S ST R AT M =77 I = 0,154

500

AT AT LY AT STt L AT ST AR A LD = 82 32 —0,164

500

2
3
4 AT AHE Htt HHE AT JHE AT STt T AT ST I = 90 2= 0,180
3
6

500

AT ATt HHE AT JHE AT ST T AT A M = 86 36 -0,172

500

FHE S ATt A SRS AR AT AR =77 I = 0,154

500

Abbildung 2.2: Ergebnisse nach 500 mal Wiirfeln
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Obwohl verschiedene Versuchsserien vom gleichen Umfang n im Allgemeinen
verschiedene relative Haufigkeiten liefern, nimmt man an, dass die Werte r,, (A)
in der unmittelbaren Nahe eines festen Wertes liegen, falls n hinreichend grofs
ist (vgl.: [3], S. 6). Auch das Beispiel 2.2 zeigt, dass die Unterschiede zwischen
den einzelnen Werten bei einer héheren Anzahl an Wiederholungen kleiner
werden.
Aufgrund derartigen Beobachtungen hat der 6sterreichische Mathematiker Ri-
chard von Mises versucht, die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses durch
einen Zahlenwert zu definieren, dem sich die relativen Haufigkeiten r, (A) be-
liebig nahern, vorausgesetzt n ist geniigend grofs:

»P(A)= lim r, (A)“

n—oo

Gegen diese naive Definition ist allerdings einzuwenden, dass sich bei einer sehr
hohen Anzahl an Wiederholungen des Zufallsexperiments im Laufe der Zeit die
Versuchsbedingungen &ndern konnen. Bei einem Wiirfel kénnten beispielsweise
Abnutzungserscheinungen auftreten, was unter Umsténden dazu fiihren kann,
dass das Zufallsexperiment nicht unendlich oft wiederholt werden kann. Selbst
wenn es gelingen wiirde, die Versuchsbedingungen konstant zu halten, so muss
der Grenzwert nicht existieren.
Dabher ist es notwendig die Wahrscheinlichkeit auf eine andere Art einzufiihren.
Da die relativen Héaufigkeiten r, (A) dennoch in einer gewissen Beziehung mit
den Wahrscheinlichkeiten P (A) stehen, ist es hilfreich, einige Eigenschaften
abzuleiten.

Eigenschaften der relativen Hdiufigkeiten:

e Fiir die absolute Haufigkeit h,, (A) gilt: 0< h, (A) < n .
Nach Division durch n gilt daher fiir jedes A:

0<m((4) <1 (2.1)

e Das sichere Ereignis €2 tritt immer ein, also gilt:

r, () =1 (2.2)
e Falls AN B = () gilt fiir ihre absolute Haufigkeit:
ha (AU B) = h, (A) + hy (B)
Division durch n ergibt:

rn(AUB) =1, (A) +r,(B) (2.3)
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e Falls AN B # () gilt fiir ihre absolute Haufigkeit:

hy (AU B) = hy, (A) + by (B) — hy (AN B)

Division durch n ergibt:

rn(AUB) =71, (A)+r,(B)—r, (AN B) (2.4)

2.4 Axiomatische Definition

Da sich also eine explizite Definition der Wahrscheinlichkeit mittels bekannter
Begriffe als prinzipiell unmoglich erwiesen hat, greift man, wie auch in anderen
Teilgebieten der Mathematik, auf eine axiomatische Begriindung zuriick.

Die Motivation dafiir entsteht durch den bereits erliuterten Zusammenhang
der Wahrscheinlichkeit mit den relativen Haufigkeiten. Fiir den im Jahr 1933
von Andrei Nikolajewitsch Kolmogoroff eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsbe-
griff geniigt es ndmlich, die in 2.1 - 2.4 fiir relative Haufigkeiten abgeleiteten
Eigenschaften als Axiome zu postulieren (vgl. [3], S. 8).

Axiom 1: Ist €2 die Menge aller moglichen Ergebnisse eines Experiments, so
ist jeder Teilmenge A C ) eine reelle Zahl P(A) > 0 zugeordnet, die angibt,
mit welcher Wahrscheinlichkeit A eintritt.

Axiom 2: Fiir das sichere Ereignis € gilt P(£2) = 1.
Axiom 3: Sei (A;),.y eine Folge paarweiser disjunkter Ereignisse, so gilt:
P (U Ai> => P(4)
i€N ieN

Die Eigenschaft des dritten Axioms wird auch o-Additivitdt genannt. Zur Er-
klarung dieses Begriffes wird eine Definition bendétigt, die die Minimalanforde-
rungen an ein Ereignissystem beschreibt (vgl. [7], S. 9f).

Definition 2.5. Sei Q # (. Eine Familie A von Teilmengen von  heift
o -Algebra, falls:

i) Qe A
(ii) Ac A=>Q\Aec A

16



i€N
(Q,.A) heift dann Ereignisraum.

Wie im ersten Axiom bereits beschrieben, handelt es sich bei dem Begriff
Wahrscheinlichkeit um eine Funktion, die jedem Ereignis eine Wahrscheinlich-
keit zuordnet. Mit der folgenden Definition soll nun jenes Mafs, das den Grad
der Wahrscheinlichkeit angibt, ndher erklart werden.

Definition 2.6. Sei 2 # () und sei A eine o-Algebra auf Q. Eine Funktion
P : A — R heiltt Wahrscheinlichkeitsmaf, falls die Axiome 1-3 erfiillt sind.
(Q, A, P) heilst Wahrscheinlichkeitsraum.

Aus den Axiomen lassen sich wichtige Eigenschaften, die fiir die Berechnung
von Wahrscheinlichkeiten niitzlich sind, ableiten.

Satz 2.7. Figenschaften
(i) P(0) = 0.
(i1) Seien Ay, ..., A, € A paareweise disjunkt.
Dann gilt P (61 Ai) = zn:lP (A;).
(iii) Sei A1, Ay € A. Ay C Ay = P(A;) < P(A4,) .
(iv) VAe A:0< P(A) <1.
(v) Sei Ae AP(Q\A)=1—P(A).

Beweis:
ad (i) Fiir i € N setze A; := 0.
(Ai);cn ist paarweise disjunkt, weil fiir ¢ # j ist A; N A; = 0.

Ja=0=ro)=r (UAi> =Y PA)=> PB)=PW)=0

jEN ieN ieN ieN
]
ad (ii) Setze A, 41 := A,i2 := ... := (. Mit Hilfe des 3. Axioms erhilt man:
p (UAZ) _p (UAZ) —Y P =Y P4
i—1 ieN ieN i=1

17



ad (iii) Falls A; C Ay dann gilt:
Ay =AU((Q\A))NAy) = P(A)) =P (A)+ P((Q\ A) N Ay)

= P(A;) < P(Ay)

[l
ad (iv) Laut Axiom 1 und 2 sind P(A) > 0 und P (2) = 1.
Mit Hilfe von (iii) erhdlt man:
0<P(A)<P)=1
[l
ad (v) AN(Q\A)=0und AU(Q\ A) =Q.
=1=P(Q)=P(AU(Q\A)=P(A)+P(Q\A)
= P(Q\A)=1—-P(A)
O

2.5 Laplace Wahrscheinlichkeit

Im Folgenden wird der Laplace’sche Wahrscheinlichkeitsbegriff eingefiihrt. Ein
grofser Teil der Wahrscheinlichkeitsrechnung beschéftigt sich mit Zufallsexpe-
rimenten, deren Ereignisraum endlich ist und jedes Elementarereignis gleich-
wahrscheinlich ist.

Bei einem idealen Wiirfel beispielsweise kann man aufgrund der Symmetrie
davon ausgehen, dass keine der Augenzahlen 1,2,3,4,5,6 bevorzugt auftritt.
Das bedeutet, dass alle Augenzahlen mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.
Formal betrachtet ergibt sich daraus folgende Definition.

Definition 2.8. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) heilt Laplace — Ezxpe-
riment, falls Q = {wy,ws, ..., wy, } eine endliche Menge ist und alle m Elemen-
tarereignisse {wi },{wa},..., {wm} mit der gleichen Wahrscheinlichkeit, also mit
der Wahrscheinlichkeit P (w) = = auftritt.

Alle Ergebnisse w € () bezeichnet man dabei als ,mégliche Félle®, alle Ergeb-
nisse, die in einer beliebigen Teilmenge A liegen, stellen die ,giinstigen Falle*
dar.

18



Definition 2.9. Fiir einen endlichen Ereignisraum 2 und A C 2 definiert

_ Al

P(A)—@

die Laplace- Wahrscheinlichkeitsverteilung auf €.
|A| stellt die Anzahl der in A enthaltenen Versuchsergebnisse, also die Méch-
tigkeit von A dar. (€, P) heifst Laplace-Raum.

Beispiel 2.10. Wie bereits erwdihnt kann man bei einem idealen Wiirfel davon

ausgehen, dass alle sechs Elementarereignisse mit der gleichen Wahrscheinlich-

keit é auftreten. Fiir das Ereignis A ,die geworfene Augenzahl ist ungerade”

folgt daher P(A) = % = % Fiir das Erezz‘gms B ,die geworfene Augenzahl
1

betrigt mindestens 5° erhilt man P (B) = ; = 3.

2.6 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis A unter einer be-
stimmten Vorraussetzung eintritt, ist es notwendig die sogenannte bedingte
Wahrscheinlichkeit zu definieren.

Definition 2.11. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, weiters sei B €
A mit P (B) > 0. Dann definiert man fiir A € A die bedingte Wahrscheinlich-
keit von A unter der Bedingung B als

P(ANB)

PAIB) = ~F

Beispiel 2.12. Unter 10000 Miinzen befindet sich eine, die auf beiden Seiten
LZahlé zeigt, alle tibrigen sind normal. Fine Minze wird zufillig ausgewdhlt
und 15 mal geworfen. Dabei erscheint 15 mal ,Zahl®. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass diese Miinze normal ist?

P(A NB
P(es ist eine normale Minze | 15 mal kommt Zahl) = —(P 5 ) =
9999 (1)15

— 10000 2 ~ (0.2338
D000 (L) L qi5
10000 2 10000

19



Unabhéingige Ereignisse

Die Unabhéangigkeit zweier Ereignisse A und B lésst sich folgendermafen be-
schreiben:

(Die) Wahrscheinlichkeit des FEintretens von A wird nicht beein-
flusst durch die Information, dass B eingetreten ist, und umgekehrt
gibt das Fintreten von A keine Veranlassung zu einer Neubewertung

der Wahrscheinlichkeit von B ([7], S. 66).
Definition 2.13. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(i) A, B € A heiflen unabhdngig, falls P (AN B) = P(A) - P (B).
(ii) Eine Familie (A;),.; heift unabhingig, falls fiir jede endliche nichtleere
Teilmenge I' C [ gilt: P (ﬂ Ai) =[] P(A).

iel’ iel’

Proposition 2.14. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiters seien
A,B € A P(B) > 0. Dann sind A und B genau dann unabhdngig, wenn
P(A|B) = P (A).

Beweis:
P (A|B) :%@Pmmmzpmw)-mm
oy pp - PANB) PP

P (B) P(B)
(<)P(ANB)=P(A|B) - P(B)=P(A) P (B)

2.7 Kombinatorik

Die Hauptaufgabe der Kombinatorik liegt im Abzéhlen von Mengen, also in
der Bestimmung von Maichtigkeiten, die fiir die Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten bei Laplace-Experimenten erforderlich sind. Mit Hilfe der folgenden
kombinatorischen Methoden soll das oft komplizierte Abzéhlen der giinstigen
beziehungsweise méoglichen Falle vereinfacht werden.
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2.7.1 Anordnungsmoglichkeiten von Elementen

Wenn es darum geht, alle n Elemente einer Menge in einer Reihenfolge an-
zuordnen, spricht man in der Fachsprache von Permutationen. Dabei muss
zwischen Permutationen ohne und mit Wiederholung unterschieden werden.

Permutationen ohne Wiederholung

Beispiel 2.15. Auf wieviele verschiedene Arten lassen sich 5 Biicher in einem
Regal anordnen? Angenommen in dem Regal gibt es 5 Plitze. Fiir das erste
Buch gibt es 5 Moglichkeiten es abzustellen, fir das zweite Buch nur noch 4,
fiir das dritte Buch 3, fiir das vierte Buch 2 und fiir das finfte Buch bleibt
nur noch eine Moglichkeit ibrig. Insgesamt gibt es also 5-4-3-2-1 = 120
verschiedene Maglichkeiten diese 5 Biicher anzuordnen.

Fiir n beliebige Dinge erhélt man analog n - (n —1) - ... - 2 - 1 verschiedenen
Anordnungsméglichkeiten.

Definition 2.16. Das Produkt n - (n —1)-...- 2 -1 bezeichnet man mit n!
(sprich ,n Fakultét“ oder ,n Faktorielle®).

Satz 2.17. Unter Bericksichtigung der Rethenfolge lassen sich n verschiedene
Dinge auf n! =1-2-...-(n—1) - n verschiedene Arten anordnen.

Beweis: Induktion nach n.
Induktionsanfang

n = 1: Fiir eine einelementrige Menge gibt es eine Anordnungsmaoglichkeit.

Auferdem gilt 1!=1.
Induktionsschritt
Induktionsvorraussetzung: Es gibt n! Moglichkeiten eine n-elementrige
Menge anzuordnen

Induktionsbehauptung: Es gibt (n+ 1)! Moglichkeiten eine (n + 1)—
elementrige Menge anzuordnen

Beweis der Behauptung: Fiir eine (n+1)—elementrige Menge gibt es n+1
Moglichkeiten die erste Position zu besetzen.
Fiir jede Moglichkeit miissen die restlichen n
Postitionen besetzt werden. Laut Induktions-
vorraussetzung gibt es dafiir genau n! Moglich-
keiten. Somit ist die Gesamtanzahl der mogli-
chen Anordnungen einer (n + 1)—-elementrigen
Menge genau (n+ 1) -n! = (n+ 1)!
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Permutationen mit Wiederholung

Bei Permutationen mit Wiederholung geht es darum, Dinge anzuordnen, von
denen manche gleich sind.

Beispiel 2.18. Wieviele siebenstellige Nummern kann man aus drei Neunern,
zwet Vierern, einem Zweier und einem Einser bilden? Einer dieser méglichen
Anordnungen wdre zum Beispiel 9 9 9 4 4 2 1. Vertauscht man n einer be-
stimmten Anordnung gleiche Zahlen, so ist die neue Anordnung von der ur-
springlichen Anordnung nicht zu unterscheiden. Daher ist es hilfreich gleiche
Zahlen durchzunummerieren und unterscheidbar zu machen: 91 99 93 41 45 2 1.
Man erhdlt dadurch 7 unterscheidbare Elemente, fiir die es insgesamt 7! ver-
schiedene Permutationen gibt. Hdlt man nun den Zweier und den Einser fest,
so ergeben sich 3! Permutationen fiir die Neuner und 2! Permatationen fir die

Vierer. Insgesamt kann man also 37—;, = 420 verschiedene Nummern bilden.

Wendet man diese Methode auf die Anordnung endlich viele Dinge an, von
denen manche gleich sind so ergibt sich folgender Satz.
Satz 2.19. n Dinge, von denen jeweils ny,ny, ...,n, gleich sind (r Klassen)
und fir die ny + ng + ... +n,. = n gilt, lassen sich auf

n!

ni!-no! .o n,!
verschiedene Arten anordnen.

Beweis: Es gibt

n-n—1)-...-(n—n; +1)
711!
m—mny)-n—ny—1)-...-(n—ny —ng+ 1)

Moglichkeiten fiir die 1. Klasse

' Moglichkeiten fiir die 2. Klasse
Na:

m—mny—..—np_q)-...- 1

' Moglichkeiten f. d. r-te Klasse
n,!

Daher insgesamt
n-n=1)-...-n-—m+1) n-—m)-n-—m—1)-..-(n—n —ny+1)
TLl! ng!
(mn—mny—..—np_q)-...- 1 n!

= Moglichkeiten.
n,! ny!-ngl- .ol
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2.7.2 Auswahlmoglichkeiten von Elementen

Haufig geht es darum, aus n Elementen eine Teilmenge k auszuwéhlen. Zum
besseren Verstédndnis wird hier von einer Urne mit n Kugeln, aus der £ Kugeln
gezogen werden ausgegangen. Gezogene Kugeln konnen vor dem néchsten Zug
wieder in die Urne zuriickgelegt werden oder nicht. Man spricht von einer
geordneten Stichprobe, wenn die Reihenfolge von Bedeutung ist und von einer
ungeordneten Stichprobe, wenn das nicht der Fall ist.

Geordnete Stichprobe mit Zuriicklegen

Satz 2.20. Es gibt n* geordnete Stichproben mit Zuriicklegen der Grife k
einer n-elementrigen Menge.

Beweis:
Fiir den 1. Zug gibt es n Moglichkeiten

Fiir den 2. Zug gibt es n Moglichkeiten ) o )
. insgesamt n* Moglichkeiten

Fiir den k-ten Zug gibt es n Moglichkeiten
[

Beispiel 2.21. In einer Urne befinden sich 8§ durchnummerierte Kugeln. Wie
viele verschiedene Zahlenkombinationen sind mdglich, wenn nacheinander
Kugeln mit Zuriicklegen gezogen werden? Da vor jedem Zug alle 8 Kugeln in
der Urne sind und viermal gezogen wird, gibt es 8-8-8-8 = 8* = 4096 mdgliche
Kombinationen.

Geordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen

Satz 2.22. Seien n,k € N und k < n. Es gzbt k), Moglichkeiten fir ei-
ne geordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen der Gmﬁe k einer n-elementrigen
Menge.

Beweis:
Fiir den 1. Zug gibt es n Moglichkeiten

Fiir den 2. Zug gibt es n — 1 Moglichkeiten
. n-(n—1)- .. -(n—k+1)

Fiir den k-ten Zug gibt es n — k + 1 Mogl.

n-n—1)- ... -(n—k+1)= Méglichkeiten

n!
(n—k)!
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Beispiel 2.23. In einer Urne befinden sich 9 Kugeln in unterschiedlichen
Farben. Wie viele unterschiedliche Kombinationen gibt es beim Ziehen von 3
Kugeln ohne Zum'cklegen wenn die Reihenfolge von Bedeutung ist?

Es gzbt = 504 unterschiedliche Kombinationen.

Ungeordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen
. ungeordnete Stich-

Satz 2.24. Sein,k € N und k < n. Es gibt (Z) — k'(n' -
proben ohne Zum'jcklegen der Grofie k einer n-elementrigen Menge.

Beweis: Es gibt (=0 k), geordnete Stichproben und k! Méglichkeiten diese Ele-
mente in verschiedener Reihenfolge anzuordnen. Deshalb gibt es

(nﬁ!k)! . n' . n
K kln—k)  \k

ungeordnete Stichproben. ]

Bemerkung: (Z) wird auch Binomialkoeffizient genannt.

Beispiel 2.25. In einer Urne befinden sich 12 Kugeln. Wieviele unterschied-
liche Zweierkombinationen gibt es beim Ziehen ohne Zuriicklegen? Es ¢ibt

(122) = 66 verschiedene Zweierkombinationen.

Ungeordnete Stichprobe mit Zuriicklegen

Satz 2.26. Es gibt (”Hlj*l) ungeordnete Stichproben der Grifie k einer
n-elementrigen Menge.

Beweis: Sei Q) = {wq,ws, ...,w, }. Induktion nach k:

Induktionsanfang
k=1: Esgibtn= (Tf) = (”Jf—l) Moglichkeiten.
Induktionsschritt
kE>1: 1.Zugw : ("J“(lgj) 1) = ( 7; N ) Moglichkeiten.
1. Zug wy : (" Hk(kll) ) ( Z N ) Moglichkeiten.

1. Zug wy,: 1. Moglichkeit: Deshalb insgesamt

e e e (T

N J/
-

:(kﬁl)

1 =
~—

)

kol

= (7L+l]:_1) Moglichkeiten.
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Beispiel 2.27. Wie viele verschiedene Kombinationen von Augenzahlen sind
beim Werfen von drei idealen Wiirfeln méglich?
Ein idealer Wiirfel hat 6 verschiedene Augenzahlen = n = 6. Es wird dreimal

geworfen = k = 3. Es ¢ibt also (6+§_1) = (g) = 56 verschiedene Kombinationen.

Eine Urne enthélt n Kugeln, von denen m schwarz und die restlichen n—m weifs
sind. Werden daraus k Kugeln ohne zuriicklegen zufillig gezogen, so gilt fiir
die Wahrscheinlichekeit P,, unter den k gezogenen Kugeln genau x schwarze

zu finden:
() (%)
(%)

Beweis: Ein Versuchsergebnis besteht aus & Kugeln, die aus n Kugeln ohne
Berticksichtigung der Reihenfolge und ohne Zuriicklegen gezogen werden. Da-
her gibt es insgesamt (Z) mogliche Fille.

Aus den m schwarzen Kugeln lassen sich z Kugeln auf (’;}) verschiedene Ar-
ten auswahlen. Zu jeder bestimmten Auswahl der z schwarzen Kugeln gibt es
(7;__7;) verschiedene Moglichkeiten, die restlichen £ — x weifen Kugeln aus der
Menge der weiffen Kugeln auszuwéhlen. Fiir das Ergebnis ,unter den k gezo-
genen Kugeln befinden sich genau x schwarze Kugeln“ gibt es somit (7;) ("_m)

k—x
giinstige Fille. Daraus folgt die Behauptung

(0) (i)
W

P, = fir 0 <z < min (m,k)

P, =

2.8 Diskrete Zufallsvariable

Bei Zufallsexperimenten interessiert man sich in der Regel fiir Zahlenwerte,
die durch die Versuchsergebnisse w € () eindeutig bestimmt sind. Jedem Ver-
suchsereignis w € € wird genau eine reelle Zahl X (w) € R zugeordnet. Die
Werte dieser reellen Funktion X hingen, ebenso wie die Ergebnisse w, vom
Zufall ab. Daher wird X Zufallsvariable genannt. Um die Wahrscheinlichkeit,
dass die Zufallsvariable X einen bestimmten Wert x annimmt zu berechnen,
betrachtet man alle Versuchsergebnisse w, die durch die Funktion X auf den
Zahlenwert x abgebildet werden. (vgl.[3], S. 55)

A, bezeichnet die Gesamtheit dieser Versuchsergebnisse und es gilt

A, ={weQ| X(w) =z}, zeR (2.5)
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Die Zufallsvariable X nimmt also bei der Durchfiihrung des Zufallsexperiments
genau dann den Zahlenwert x an, wenn das Ereignis A, eintritt. Die Wahr-
scheinlichkeit, mit der die Zufallsvariable X den Wert z annimmt wird mit
P(X = z) bezeichnet. Aus 2.5 erhélt man fiir diese Wahrscheinlichkeit nun die
Gleichung

P(X =2)=P(A,) =P{we | X(w) =1z}). (2.6)
Analog nimmt X die Werte aus dem Intervall ]a, b] genau dann an, wenn gilt
Ay ={we]a< X(w)<b}. (2.7)

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert aus dem Intervall annimmt,
erhilt man analog die Gleichung

Pla< X <b)=P(Ajup) = PHw e Q| a < X(w) <b}). (2.8)
Formal ergeben diese Uberlegungen folgende Definition.

Definition 2.28. Sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Eine Funktion X : 2 — R heiftt messbar, falls fiir alle a € R gilt:

{w: X(w)<a}led
Eine messbare Funktion X : {2 — R wird Zufallsvariable genannt.

Definition 2.29. Eine Zufallsvariable X heifst diskret, falls sie nur endlich viele
oder abzdhlbar unendlich viele verschiedene Werte annimmt. Die Gesamtheit
aller Zahlenpaare (z;, P(X = x;)) heift Verteilung der diskreten Zufallsvaria-
blen X.

2.9 FErwartungswert

Bei mehrmaliger Durchfithrung eines Zufallsexperiments sind oft die durch-
schnittlichen Ergebnisse von grofer Bedeutung. Diese konnen mit Hilfe des
Erwartungswertes berechnet werden.

Definition 2.30. Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Ein Erwartungswert exis-

tiert, falls > |z|- (X = z) < oo ist. Der Erwartungswert wird mit F(z)
zeX ()

bezeichnet und wird definiert durch



Satz 2.31. Eigenschaften des Erwartungswertes: Seien X und Y diskrete Zu-
fallsvariablen. Dann gilt fir o, 8 € R:

(i) E(aX +38Y)=a-E(X)+ 8- E(Y) (linear)
(ii)) X <Y = E(X) < E(Y) (monoton)

2.10 Markoff-Ketten

Fiir wahrscheinlichkeitstheoretische Berechnungen bei bestimmten Kartenspie-
len ist der Begriff der Markoff-Ketten von Bedeutung und soll daher anschlie-
fsend kurz erkliart und definiert werden.

Markoff-Ketten sind besondere stochastische Prozesse, die zur Modellierung
von zufilligen Zustandsinderungen eines Systems mit konstanten Wahrschein-
lichkeiten verwendet werden.

Definition 2.32. Ein stochastischer Prozess {X,,,n € Z"} mit endlichen Zu-
standsraum FE heillt endliche Markoff-Kette, wenn er folgende Eigenschaft be-
sitzt:

Fiir alle n € Z* und fiir alle e, ..., ¢,41 € E mit

P(XO =€0, ..., Xp = en) >0
ist
P(Xn+1 = 6n+1 | XU = €p, 7Xn = €n> = P(Xn+1 = €n+1 | Xn = 6n).

X, bezeichnet den Zustand eines Systems zur Zeit n. Die Wahrscheinlichkeit
zur Zeit n+1 in einen beliebigen Zustand zu gelangen hdngt nur vom Zustand
zur Zeit n und von n ab und nicht davon, in welchen Zustdnden das System
zu fritheren Zeitpunkten war.

Eine Markoff-Kette wird durch ihren Zustandsraum, ihre Anfangsverteilung
und iiber ihre Uberganswahrscheinlichkeiten bestimmt. Diese Begriffe werden
anhand eines Beispieles erklart.

Beispiel 2.33. Ein Affe schwingt sich durch das in Abbildung 2.3 dargestellte
Baumnetz. Er entscheidet sich an jeder Gabelung zufdllig zu welchem Baum er
stch als ndchstes schwingt, darf dabei jedoch nicht stehen bleiben.

(i) Mit welcher Wahrscheinlichkeit landet der Affe nach 3 Spriingen auf wel-
chem Baum, wenn er auf dem Baum by startet?

(ii) Mit welcher Wahrscheinlichkeit landet der Affe nach 2 Springen auf wel-
chem Baum, wenn er auf einem beliebigen Baum startet?
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Abbildung 2.3: Markoffmodell mit vier Zustinden

Die vier Baume stellen in diesem Modell vier Zustande b, b, b3 und b, dar.
Der Zustandsraum B ist daher gegeben durch B = {by,bs, b3, by}.

Die Anfangsverteilung gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich das System
am Anfang in welchem Zustand befindet. Sie kann in Form eines Zeilenvek-
tors, dem Anfangsvektor p(0), ausgedriickt werden. Dabei beschreibt p;(0) die
Wahrscheinlichkeit, dass die Markoff-Kette im Zustand b; von insgesamt n Zu-
standen beginnt. Es gilt p;(0) > 0 und > p; = 1.

i=1
Startet der Affe bei seinem Kletterausflug auf dem Baum by, so ergibt sich
der Anfangsvektor p(0) = (1,0,0,0). Nimmt man an, dass der Affe auf einem
beliebigen Baum startet und geht man von einer Gleichverteilung aus, lautet
der Anfangsvektor p(0) = (5,1,1,%).
Die Wahrscheinlichkeit in eigem Schritt von einem Zustand b; in den Zustand
b; zu wechseln nennt man Ubergangswahrscheinlichkeit und wird mir p;; be-
zeichnet. Ist ein Ubergang nicht moglich, so gilt pi; = 0. Ist ein Ubergang der
einzigmaogliche so betrédgt p;; = 1. Allgemein gilt: Y p;; = 1.

j=1

Im obigen Beispiel lassen sich also die Ubergangswahrscheinlichkeiten wie folgt
bestimmen:

pi1 =0 p12:% p13 =10 p14=%
p21:§ p22:§ p23—§ p2a =0
P31 =3 P32 =3 p33 =0 P31 =3
p41:% paz =0 Pa3 = 35 paa =0

Die ._Ubergangswahrschemlichkeiten kénnen durch eine Matrix P, die sogenann-
te Ubergangsmatrixz beschrieben werden. Bei n Zustidnden hat diese Matrix
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allgemein die Form:
P11 P12 - DPin
P21 P22 .- Din

Pn1 Pn2 -+ Dnn
Fiir das obige Beispiel hat sie folgende Form:

010
I I
540
Lo to

Mit Hilfe des Anfangsvektors p(0) und der Ubergangsmatrix P kann man den
Zustand des Systems nach n Durchginge folgendermafen berechnen:

p(1) = p(0) - P
p(2) = p(1) - P = (5(0) - P) - P = p(0) - P
7(3) = p(2) - P = (p(0) - P*) - P = p(0) - P?

Hat also ein Zustand zum Zeitpunkt 0 die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(0),
so ist die Verteilung zum Zeitpunkt n durch p(0) - P" gegeben.

Die Aufgabenstellung des obigen Beispieles lisst sich nun mit Hilfe von Markoff-
Ketten wie folgt 16sen:

(i) Mit welcher Wahrscheinlichkeit landet der Affe nach 3 Springen auf wel-
chem Baum, wenn er auf dem Baum by startet?
Start bei by ergibt den Anfangsvektor p(0) = (1,0,0,0), der Affe springt
dreimal, also ist n = 3.

p(3) = p(0) - P°

o 729 1 25
p(3> = (1707070) ' = (%7 %7 E7 ﬁ)

o Wi O NI

N[= Wik W~ O
O Wik Wi =

- O we O

[\
Ne)



Der Affe landet, wenn er auf dem ersten Baum startet, nach 3 Spriingen

mit einer Wahrscheinlichkeit von...
% ~ 19, 44% wieder auf dem ersten Baum.
29

w25 A 40,28% auf dem zweiten Baum.

~ 5.56% auf dem dritten Baum.

~ 34,72% auf dem vierten Baum.

1
15
25
.-
(ii) Mit welcher Wahrscheinlichkeit landet der Affe nach 2 Springen auf wel-
chem Baum, wenn er auf einem beliebigen Baum startet?
Start bei beliebigen Punkt ergibt den Anfangsvektor p(0) = (%1, i, %L, i),
der Affe springt zweimal, also ist n = 2.

05 0 3
1 1 1
oy (L1 L1l 135 2 31
PE=\rrry Lo | T \as160 e 14
3 030

Der Affe landet, wenn er auf einem beliebigen Baum startet, nach 2
Spriingen mit einer Wahrscheinlichkeit von...

35 A~ 27,08% auf dem ersten Baum.

...tz = 31,25% auf dem zweiten Baum.

.2~ 20,14% auf dem dritten Baum.
31

1aq ~ 21,53% auf dem vierten Baum.

Da fiir die weiteren Berechnungen mit Markoff-Ketten zusétzliche Begriffe be-
notigt werden, werden diese nun ebenfalls definiert und erklart.

Definition 2.34. Eine reelle n x n-Matrix A = (p;)},—, heikt stochastische
Matriz, falls p;, > 0 fir alle j, &k € {1,2,...,n} und

S pe=1 firalle j e {1,2,...r}.
k=1

Ein reeller Zeilenvektor p = (p;)j_, heikt stochastischer Vektor, falls p; > 0 fiir
alle j € {1,2,...,7} und 337 p;j = 1.

Definition 2.35. Eine Markoff-Kette heifst homogen, wenn P von n unabhén-
gig ist.
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Die Ubergangsmatrix ist unabhingig heift, dass die Ubergangswahrscheinlich-
keiten mit der Zeit stets gleich bleiben, sich also nicht verdndern.

Definition 2.36. Es sei P eine stochastische n x n-Matrix. Eine Teilmenge
I C{1,2,...,n} heilt absorbierend, falls

Ein absorbierender Zustand kann nicht mehr verlassen werden. In der Uber-
gangsmatrix steht an dieser stelle ein Einheitsvektor. Man spricht von einer
absorbierenden Markoff-Kette, wenn sie iiber mindestens einen absorbierenden
Zustand verfiigt und es von jedem Zustand aus moglich ist in einen absorbieren
Zustand zu gelangen.

Definition 2.37. Ein Zustand e; heifit rekurrent, falls es einen Zustand e;
gibt, von dem e; wieder erreicht werden kann. Andernfalls heifst der Zustand
transient.

Satz 2.38. Sei P eine stochastische n x n-Matriz, J C {1,2,...,n}. Dann ist
der Spaltenvektor (p;.;)j—, gleich dem kleinsten Spaltenvektor x = (x;)%_, mit
x; =20 fir alle j € {1,2,....,n},z; =1 fir alle j € J und (P -x); = x; fir alle

je{1,2, )\ J.

Der Beweis dieses Satzes kann in Gerda Plirmayrs Arbeit mit dem Titel ,Ist
Gliick im Spiel berechenbar?“([13], S.132f) nachgelesen werden.
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Kapitel 3

Kartenspiele

3.1 Ursprung und Geschichte

,Beim Spiel kann man einen Menschen in einer Stunde besser kennenlernen
als im Gesprdich in einem Jahr.“

(Platon, 427-347 v.Chr., griechischer Philosoph)

Wie das Zitat zeigt, beschiftige sich bereits Platon mit der Philosophie des
Spieles und erkannte die Bedeutung des Spiels fiir den Menschen.

Obwohl es iiber den Ursprung der Spielkarten und des Kartensspiels zahl-
reiche Vermutungen gibt, ist die genaue Herkunft umstritten. Die geistigen Ur-
heber der Spielkarte diirften vermutlich Perser, Chinesen, Tibetaner und Inder
gewesen sein. Die éltersten, in Museen befindlichen Spielkarten aus dieser Zeit
haben zwar keine Ahnlichkeit mit den heute gebriuchlichen Spielkarten, man
geht aber davon aus, dass die Idee der Spielkarte von Nomaden, Abenteurer,
Kaufleuten und Soldaten iiber den Vorderen Orient nach Italien und Spanien
bis nach Nordeuropa gebracht wurde (vgl. [6], S. 6f).

Zahlreiche Urkunden beweisen, dass Spielkarten bereits im 14. Jahrhundert in
Europa bekannt waren. Dem Schweizer Dominikanerménch Ingold zufolge gab
es bereits um 1300 die ersten Spielkarten auf deutschem Boden. Die folgen-
den Jahren wurden vorallem durch Verbote, wie in Florenz im Jahre 1377, bei
dem zu einem bereits bestehenden Verbot aller Gliickspiele ein weiteres gegen
das Kartenspiel erlassen wurde, gepriagt. Noch im gleichen Jahr beschrieb der
Basler Monch Johannes von Rheinfelden sechs verschiedene Arten von Kar-
tenspielen (vgl. [6], S. 7).

Die Spielkarte erfuhr im Laufe der Zeit eine groke Verwandlung. Wahrend die
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ersten Spielkarten aus diinnen, runden Holzscheibchen und aus zusammenleg-
baren Blittern bestanden, wurden zu Beginn des 14. Jahrhunderts die Spiel-
karten in Europa aus Holz, Leder, Seide oder Leinen hergestellt. Erst mit der
Entwicklung des Buchdruckes im 15. Jahrhunderts kamen immer mehr Karten
aus steifen Karton in Umlauf. Diese wurden miihsam mit der Hand gezeichnet
und bemalt und gehorten daher zu Luxusartikeln, die sich nicht jeder leisten
konnte (vgl. [6], S. 18).

Noch heute gilt das Kartenspiel als das populdrste aller Spiele und ist auf
der ganzen Welt verbreitet. Es verlangt vom Spieler Vernunft, Beherrschung,
Fantasie und Kreativitdt im Handeln. Das Denkvermdégen und die Konzentrati-
onsfahigkeit werden gefordert und der Sinn fiir Zahlen kann entwickelt werden
(vgl. [6], S. 6).

3.2 Kartenblatt

Das Kartenbild passte sich bis zur Mitte des letzten Jahrhunderts dem jewei-
ligen Zeitstil an. Da es kaum ein Thema der damaligen Zeit gab, das nicht auf
einer Spielkarte abgebildet worden war, wurde die Spielkarte zu einem gewissen
Informationsmittel. In den letzten 100 Jahren hat sich das Kartenbild jedoch
kaum verdndert, denn alle Anderungsversuche der Spielfabrikanten blieben oh-
ne Erfolg. Eine Modernisierung der Spielkarte wurde von Kartenspielern auf
der ganzen Welt abgelehnt. (vgl. [6], S. 19)

Es gibt verschiedene traditionelle Grunddarstellungen:

e Franzosisches Bild
Das klassische Kartenspiel mit franzosischem Bild hat die Farbenwerte

Pik o
Herz \ 4
Karo 4

Kreuz (Treff) | o

Kartenforscher haben im Laufe der Zeit verschiedene Theorien iiber die
Bedeutung der Symbole aufgestellt. In einer dieser Theorien werden die
vier Symbole beispielsweise als Verdeutlichung der Jahreszeiten beschrie-
ben: Friihling — Herz, Sommer — Pik, Herbst — Kreuz, Winter — Karo (vgl.
[6], S. 18).
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Die Kartenfolge besteht aus Ass, Kénig, Dame, Bube, Zehn, Neuen, Acht,
Sieben, Sechs, Fiinf, Vier, Drei und Zwei. Die Anzahl der Karten, Rang

und Wertfolge wechseln jedoch und sind von Spiel zu Spiel verschieden
(vel. [6], S. 20).

e Anglo-amerikanisches Kartenbild
Das anglo-amerikanische Kartenbild entspricht in Farben und Werten
dem franzosischem Kartenbild. Kleine Unterschiede gibt es in der Be-
zeichnung: Die Damen tragen statt dem ,D“ ein ,Q“ fiir Queen und die
Buben statt dem ,B“ ein ,J“ fiir Jack (weit verbreiteter Name eines ein-
fachen Mannes in England).

e Deutsches Bild
Der wesentliche Unterschied zwischen franzosischem und deutschem Kar-
tenbild besteht in drei der vier Farben.

Eichel J
Laub (Griin) | ®
Herz L 4
Schellen »

Die Farbe Herz ist den beiden Blittern gemeinsam. Ein weitere Unter-
schied besteht in den Réngen von Dame/Ober und Bube/Unter (vgl.
[10], S. 7).

e Tarockbild
Das am meisten verbreitete Tarockspiel besteht aus 54 Karten. Es besteht
aus 22 festen Triimpfen' und 32 Farbkarten, die den franzdsischen Farben
entsprechen.

Neben den Karten mit traditionellem Bild gibt es heutzutage viele Karten-
spiele mit einem eigenstéindigen Kartenblatt. Dabei handelt es sich meist um
sogenannte Autorenspiele mit eigenstédndigen Spielideen.

1 Trumpf“= Ein Trumpf ist eine Karte der Trumpffarbe. Sie gewinnt gegen jede Karte
einer anderen Farbe.
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3.3 Arten von Kartenspielen

Natiirlich ist Kartenspiel ist nicht gleich Kartenspiel, blof weil jedes mit Kar-
ten gespielt wird. Auch wenn sie sich teilweise nur in einzelnen Elementen
unterscheiden, konnen sie in folgende Kategorien eingeteilt werden (vgl. [14]):

e Ablagespiele
Bei dieser Form von Kartenspielen geht es darum alle Handkarten schnellst-
moglich abzulegen. Die Werte der Karten spielen in der Regel keine Rolle.
Die wohl bekanntesten Ablegespiele sind Mau-Mau, Rommé oder Schwar-
zer Peter. Aber auch Spiele wie Elfer raus, Ligretto oder Uno gehéren zu
diese Kategorie.

e Anlegespiele
Ziel eines Anlegespieles ist es, moglichst viele Karten nach einem festen
Schema anzulegen. Ein Beispiel hierfiir wére Patiencen.

e Sammelspiele
Bei dieser Spielart geht es darum, moglichst viele Karten einer Art oder
Kartenkombinationen zu sammeln, wie es beispielsweise bei Quartett
oder Canaster der Fall ist.

e Stichspiele
Das Ziel bei Stichspielen kann einerseits das Sammeln moglichst vieler
Stiche? oder andererseits das Sammeln einer angesagten Anzahl von Sti-
chen sein. Das wohl bekannteste Stichspiel ist Bridge. Weitere Beispiele
sind Rage, Whist oder Wizard.

e Augenspiele
Die wohl bekanntesten Augenspiele im deutchen Raum sind Doppelkopf
oder Skat. Es geht dabei darum, moglichst viele Kartenpunkte zu sam-
meln.

e Wettspiele
Bei Wettspielen ist das erforderliche Spielziel bereits im Vorfeld festge-
legt. Die bekanntesten Wettspiele sind Blackjack und Poker.

e Sonstige Kartenspiele
Moderne Kartenspiele wie zum Beispiel Bohnanza oder 6nimmt bein-
halten oft so vielfiltige Mechanismen, dass sie keiner Spielart eindeutig
zugeordnet werden kénnen.

2,Stich“= Jeder Spieler spielt reihum eine Karte in die Tischmitte aus. Diese Karten
bezeichnet man als ,Stich“.
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Kapitel 4
Wizard

4.1 Die Spielregeln

Abbildung 4.1: Wizard von Ken Fisher

Bei Wizard! geht es um das Sammeln einer angesagten Anzahl von Stichen.
Es kann von 3 bis 6 Spielern gespielt werden und dauert in etwa 45 Minuten.

Die Karten

Das Kartenblatt besteht aus 52 Farbkarten mit den Werten 1 bis 13 in Blau,
Rot, Gelb und Griin und acht Aktionskarten, davon vier Zauberer ,,Z“ und vier
Narren ,,N“

Die jeweils stiarkste Karte ist die ,,13 die schwichste Karte ist die ,,1°.

Die vier Zaubererkarten sind immer Trumpf. Sie sind hoher als jede , 13

Die vier Narrenkarten sind nie Trumpf. Sie sind niedriger als jede ,,1“

TAMIGO Spiel+Freizeit GmbH, Waldstrafe 23-D5, D-63128 Dietzenbach
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Die Illustrationen auf den Karten wurden den alten Abbildungen von vier Vol-
kergruppen nachempfunden: Elfen (griin), Zwerge (rot), Menschen (blau) und
Riesen (gelb). Diese haben jedoch fiir den Spielverlauf keine Bedeutung.

Abbildung 4.2: Kartenblatt von Wizard

Die Aufgabe

Bei diesem Kartenspiel muss jeder Spieler in jeder Stichrunde die genaue An-
zahl der gewonnenen Stiche vorhersagen. Fiir die richtige Vorhersage gibt es
Punkte. Wer am Ende des Spiels die meisten Punkte gesammelt hat, gewinnt.

Das Verteilen der Karten

Die Spieler erhalten in jeder Stichrunde unterschiedlich viele Karten. In der
ersten Runde wird nur eine Karte an jeden Spieler ausgeteilt. Es kann also in
dieser Runde nur einen Stich gewonnen werden. In der zweiten Runde erhilt
jeder Spieler zwei Karten und es geht es um zwei Stiche. In der dritten Runde
werden jeweils drei Karten ausgeteilt, dann vier Karten usw., bis in der letzten
Runde alle Karten im Spiel sind. Karten, die nicht an die Spieler verteilt wer-
den, kommen als verdeckter Stapel in die Tischmitte. Nach jeder Spielrunde
wechselt die Aufgabe, die Karten auszuteilen, im Uhrzeigersinn an den jeweils
linken Spieler.
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Der Trumpf

Nachdem ausgeteilt wurde, wird vom Stapel die oberste Karte umgedreht und
offen auf den Stapel gelegt. Diese Karte bestimmt die Trumpffarbe fiir die
jeweilige Stichrunde. Ist die aufgedeckte Karte ein Narr, gibt es in dieser Runde
keine Trumpffarbe. Ist die aufgedeckte Karte ein Zauberer, darf der Spieler,
der ausgeteilt hat, nachdem er sich die eigenen Karten angesehen hat, eine
Trumpffarbe bestimmen. In der letzten Stichrunde gibt es keinen Trumpf, weil
alle Karten im Spiel sind und es somit keinen Stapel gibt, von dem eine Karte
aufgedeckt werden kann.

Die Vorhersage

Nachdem sich jeder Spieler seine Karten angesehen hat, muss er vorhersagen,
wie viele Stiche er in dieser Runde wohl machen wird. Der Reihe nach werden
die Vorhersagen der Spieler notiert. Es beginnt der linke Nachbar des Karten-
gebers.

Der Stich

Der linke Nachbar des Kartengebers spielt die erste Karten fiir den ersten Stich
aus. Die anderen Spieler folgen im Uhrzeigersinn. Eine ausgespielte Farbe muss
bedient? werden. Hat der Spieler die Farbe nicht, kann er eine andere Farbe
abwerfen oder eine Trumpfkarte spielen. Eine Ausnahme stellen Zauberer- und
Narrenkarten dar: Diese diirfen immer gespielt werden, auch wenn man bedie-
nen konnte. Die hochste Karte gewinnt den Stich. Die Zaubererkarten sind
dabei immer hoher als alle anderen Karten, sogar héher als die Trumpfkarten.
Der Gewinner nimmt den Stich, legt die Karten vor sich ab und ertffnet einen
neuen Stich, indem er eine Karte ausspielt. Die erste Runde ist nach dem ers-
ten Stich beendet, da nur um einen Stich gespielt wird.

Den Stich gewinnt:

e Die erste Zaubererkarte in einem Stich, oder
e die hochste Karte in der Trumpffarbe, oder

e die hochste Karte in der zuerst ausgespielen Farbe, wenn weder Trumpf
noch Zauberer im Stich sind.

2, bedienen“= Der Spieler muss eine Karte ausspielen, die die gleiche Farbe wie die erste
Karte des Stiches hat.
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Wird ein Stich mit einer Zaubererkarte erdffnet, diirfen die folgenden Spieler
beliebige Karten abwerfen, einschlieflich weiterer Zauberer- oder Narrenkar-
ten. Der Stich geht in jedem Fall an den ersten Zauberer. Wird ein Stich mit
einer Narrenkarte eroffnet, darf als zweite Karte jede beliebige Karte gespielt
werden. Erst die zweite Karte bestimmt die Farbe und muss bedient werden.
Narrenkarten verlieren in der Regel den Stich. Werden allerdings in einem Stich
nur Narren gespielt, gewinnt die erste Narrenkarte den Stich. Dies ist allerdings
nur bei drei oder vier Spielern maglich.

Die Punkte

Hat ein Spieler die Anzahl der gewonnen Stiche genau vorhergesagt, so erhilt
er 20 Punkte plus 10 Punkte pro gewonnenen Stich. Wer daneben getippt
hat, verliert jeweils 10 Punkte fiir jeden Stich, den er {iber oder unter seiner
Vorhersage liegt.

Das Spielende

Gespielt wird so lange bis in der letzten Stichrunde alle Karten ausgeteilt
wurden. Da 60 Karten im Spiel sind, ist das bei 6 Spielern die 10. Stichrunde,
bei 5 Spielern die 12. Stichrunde, bei 4 Spielern die 15. Stichrunde und bei 3
Spielern die 20. Stichrunde. Gewonnen hat der Spieler, der die meisten Punkte
gesammelt hat.

4.2 Mathematische Analyse

Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann bestimmt werden mit welcher
Wahrscheinlichkeit die Spieler welche Karten erhalten und mit welcher Wahr-
scheinlichkeit die Spieler mit bestimmten Karten stechen.

Die folgenden Berechnungen beziehen sich auf eine Spielrunde mit drei Spie-
lern (Spieler A, B und C) und den beliebig ausgewihlten Trumpf [§.

Die Ergebnisse werden jeweils auf vier entscheidende Stellen gerundet.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekomme ich welche Karte/n?

e Runde 1: n =3
In der ersten Runde erhilt jeder Spieler nur eine Karte. Haben alle drei
Spieler einen Zauberer, sticht jener Spieler, der beginnt und die beiden
anderen Spieler, die vielleicht damit gerechtnet haben, dass sie mit einem

3da von einem festen Trumpf ausgegangen wird, sind im folgenden von den 60 Karten
nur noch 59 im Kartenstapel
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Zauberer in der ersten Runde stechen werden, gehen leer aus. Haben alle
drei Spieler einen Narr, erhilt jener Spieler den Stich, der den ersten
Narr ausgespielt hat, womit er vermutlich nicht gerechnet hat. Es stellt
sich also die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit in der ersten Runde
nur Zauberer oder nur Narren im Spiel sind. Da genausoviele Zauberer
wie Narren im Spiel sind, lassen sich die Wahrscheinlichkeiten analog
berechnen.

Es handelt sich hierbei um eine Laplace-Wahrscheinlichkeit. Die Anzahl
der moglichen Félle kann durch (539) berechnet werden, denn es werden
drei Karten aus 59 Karten ohne Zuriicklegen gezogen. Fiir die Anzahl
der giinstigen Fille sollen drei von den vier Zauberern beziehungsweise
Narren ausgewdhlt werden: (3) Fir die Wahrscheinlichkeit ergibt sich
daher:

4
P(jeder Spieler hat einen Z bzw. N) = % ~ 0,0001230
3
Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Zauberer beziehungsweise
Narr im Spiel ist lasst sich mit der Gegenwahrschlichkeit berechnen. Das
Gegenereignis von ,mindestens ein Zauberer bzw. Narr ist im Spiel“ ist

ykein Zauberer bzw. Narr ist im Spiel”. Fiir die Wahrscheinlichkeit ergibt
sich daher:

P(mind. ein Spieler hat einen Z bzw. N) = 1 — P(kein Z bzw. N) =

(3)
_ 3/ ~

=1- ﬁ ~ 0,1930

3

Dieses Ergebnis zeigt, dass in circa 80% der Fille in der ersten Runde
kein Zauberer im Spiel ist. Die Karten in der Trumpffarbe, in diesem
Fall Rot, haben in diesen Féllen die besten Chancen auf den Stich. Die
Wahrscheinlichkeit, dass keine rote Karte im Spiel ist kann wie folgt
berechnet werden: Zieht man von den 59 Karten die 12 roten Karten ab,

so konnen die drei Karten noch aus 47 Karten gezogen werden. Fiir die
Wahrscheinlichkeit ergibt sich daher:

47
P(keine rote Karte ist im Spiel) = % ~ 0,4988
3
Analog konnen auf diese Weise auch die Wahrscheinlichkeiten fiir die

Ereignisse ,,genau ein Spieler hat eine rote Karte®, ,genau zwei Spieler
haben eine rote Karte und ,,jeder Spieler hat eine rote Karte berechnet
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werden.

(12) - (1)
P(genau ein Spieler hat eine rote Karte) = W ~ 0,3990
(12) 3 (*7)
P(genau zwei Spieler haben eine rote Karte) = W ~ 0,09542
3
3)

Q

P(jeder Spieler hat eine rote Karte) = -z

(5)

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Spieler eine rote Karte er-
halten hat l&sst sich wieder mit der Gegenwahrscheinlichkeit berechnen.

0,006767

P(mind. ein Spieler hat eine rote Karte) = 1 — P(keine rote Karte) =
a7
=1- E{—gg ~ 0,5012

In knapp iiber der Hélfte der Falle ist also mindestens eine rote Karte in
der ersten Runde im Spiel.

Hat ein Spieler beispielsweise eine griine Karte, wird er sich die Frage
stellen, mit welcher Wahrscheinlichkeit, mindestens ein weiterer Spieler
eine griine Karte hat. Bei dieser Wahrscheinlichkeit handelt es sich um ei-
ne bedingte Wahrscheinlichkeit. Dabei muss die Wahrscheinlichkeit, dass
Spieler B oder Spieler C eine griine Karte haben (Ereignis £;) und Spie-
ler A eine griine Karte hat (Ereignis E) durch die Wahrscheinlichkeit,
dass Spieler A eine griine Karte hat dividiert werden. E; N Ey tritt ein,
wenn Spieler A und Spieler B eine griine Karte haben, Spieler A und
Spieler C eine griine Karte haben oder wenn alle drei Spieler einer griine
Karte haben.

P(B oder C haben eine griine Karte | A hat eine griine Karte) =

Ry B
— P(EQ) - (113),(426> ~ 0, 5546

e Runde 2: n =6
In der zweiten Runde erhélt jeder Spieler zwei Karten, es sind also sechs
Karten im Spiel. Um die Wahrscheinlichkeit, dass alle vier Zauberer im
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Spiel sind zu berechnen, muss zuerst die Anzahl der giinstigen Fille be-
stimmt werden: Von den vier Zauberer werden alle ausgewihlt, von den
verbliebenden 55 Karten werden 2 Karten ausgewahlt. Man erhalt also
(i) . (525) giinstige Falle. Die méglichen Félle konnen durch (5@?) brechnet
werden.

4\ (55
P(alle Z sind im Spiel) = M ~ 0,00003296

(5)

Die Wahrscheinlichkeit, dass in der zweiten Runde alle vier Zauberer im
Spiel sind, ist also sehr gering. Ebenfalls interessant fiir einen Spieler
ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter den sechs Karten mindestens
ein Zauberer befindet. Diese Wahrscheinlichkeit kann mithilfe der Ge-
genwahrscheinlichkeit berechnet werden.

P(mind. ein Spieler hat einen Z) = 1 — P(kein Z ist im Spiel) =

55
:1—@m0,3566

(%)

In rund 36% der Fille ist in der zweiten Runde mindestens ein Zauberer
im Spiel.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A einen Zauberer erhalten hat, wenn
Spieler B und Spieler C keinen Zauberer erhalten haben, kann mit der
bedingten Wahrscheinlichkeit berechnet werden. Dabei wird die Wahr-
scheinlichkeit, dass Spieler A einen Zauberer erhalten hat (Ereignis E))
und Spieler B und Spieler C keinen Zauberer besitzen (Ereignis FEs)
durch die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler B und Spieler C keinen Zau-
berer haben dividiert. Fy N Es tritt ein, wenn genau einer der vier Zau-
berer und genau fiinf der verbleibenden 55 Karten gezogen werden. Ej
tritt ein, wenn mindestens vier Karten im Spiel sind, die keine Zauberer
sind. Es konnen sich also zwei Zauberer, ein Zauberer oder kein Zauberer
unter den sechs Karten befinden.

P(A hat einen Z|B und C haben keinen 7) = P(ELN By) _
. S 7T P(E)
4\ (55
G
- 5 — ~ 0, 3096
SEHE G E
6
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e Runde 3: n =9

In der dritten Runde erhélt jeder Spieler drei Karten, es sind also neun
Karten im Spiel. Es kann vorkommen, dass ein Spieler am Beginn der
dritten Runde drei Stiche ansagt. Die iibrigen Spieler werden sich in
dieser Situation die Frage stellen, wie wahrscheinlich es ist, dass dieser
Spieler drei Zauberer erhalten hat. Da hier nur ein Spieler betrachtet
wird, spielen die anderen Spieler bei der Berechnung keine Rolle und die
Wahrscheinlichkeit kann wie folgt bestimmt werden:

4
P(Spieler A hat drei Z) = % ~ 0,0001230
3

Diese Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A drei Zauberer erhalten hat ist
zwar sehr klein, aber es ist nicht unmoglich. Ebenfalls gute Chancen auf
drei Stiche hat der Spieler wenn er einen Zauberer und zwei Karten in
der Trumpffarbe hat. Die Wahrscheinlichkeit dafiir kann folgendermafsen
berechnet werden:

4y (12

P(A hat einen Z und zwei rote Karten) = % ~ 0,008121

3

Diese Wahrscheinlichkeit ist zwar immer noch sehr gering, es ist jedoch
schon 66-mal wahrscheinlicher als, dass Spieler A drei Zauberer hat.
Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Zauberer im Spiel ist kann
nach dem gleichen Prinzip wie in den ersten beiden Runden berechnet
werden:

P(mind. ein Spieler hat einen Z) = 1 — P(kein Z ist im Spiel) =

=1- @ ~ 0,4940

I R
An dem Ergebnis ist zu erkennen, dass in der dritten Runde bereits fast
in der Hélfte der Fille mindestens ein Zauberer im Spiel ist. Diese Wahr-
scheinlichkeit hat sich also von der ersten bis zur dritten Runde mehr als
verdoppelt. Um feststellen zu kdnnen, wie sich diese Wahrscheinlichkeit
im Laufe des Spieles entwickelt, wurden die Wahrscheinlichkeiten fiir die
iibrigen Runden nach dem gleichen Prinzip berechnet. Die Ergebnisse
werden in der folgenden Tabelle iibersichtlich dargestellt.

Die Berechnungen zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein
Zauberer im Spiel ist bei einem Spiel mit drei Spielern bereits ab der 9. Runde
grofer als 90% ist.
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Runde Anzahl der alle Z sind | mind. ein Z ist
Karten im Spiel | im Spiel im Spiel
1 3 0,00 19,30
2 6 0,003 35,66
3 9 0,03 49,40
4 12 0,11 60,81
5 15 0,30 70,71
6 18 0,67 77,75
7 21 1,32 83,78
8 24 2,34 88,50
9 27 3,86 92,10
10 30 6,02 94,78
11 33 8,99 96,72
12 36 12,94 98,05
13 39 18,07 98,94
14 42 24,59 99,48
15 45 32,74 99,78
16 48 42,75 99,93
17 o1 54,91 99,98
18 o4 69,49 99,99
19 57 86,79 100,00
20 60 100,00 100,00

Abbildung 4.3: Wahrscheinlichkeit, dass bei drei Spielern alle bzw.
mindestens ein Zauberer im Spiel ist (in Prozent)

Da das Spiel auch von mehr als drei Spielern gespielt werden kann, wird nun
exemplaisch gezeigt, wie ausgewéhlte Wahrscheinlichkeiten fiir vier, fiinf oder
sechs Spieler berechnet werden kénnen.

e Die Wahrscheinlichkeit, dass bei vier Spielern in der ersten Runde min-
destens ein Zauberer im Spiel ist:
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Bei vier Spielern sind in der ersten Runde vier Karten im Spiel. Die
Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Zauberer im Spiel ist lisst sich
mit der Gegenwahrscheinlichkeit berechnen. Das Gegenereignis von ,min-
destens ein Spieler hat einen Zauberer” ist das Ereignis ,kein Zauberer
ist im Spiel“. Zieht man von den 60 Karten die Trumpfkarte und die vier
Zauberer ab, so werden die vier Karten aus einer 55—elementrigen Menge
gezogen. Um die Anzahl aller méglichen Fille zu bestimmen, wird eine
4—elementrige Menge aus 59 Karten gezogen.

P(mind. ein Spieler hat einen Z) = 1 — P(kein Z ist im Spiel) =

()
4 ~

4
Die Wahrscheinlichkeit, dass bei fiinf Spielern in der vierten Runde alle
vier Zauberer im Spiel sind:
Bei fiinf Spielern sind in der vierten Runde 20 Karten im Spiel. Es miis-
sen alle vier Zauberer und 16 Karten aus den verbliebenden 55 Karten
gezogen werden. Fiir die Wahrscheinlichkeit ergibt sich daher:

4y (55
P(alle Zauberer sind im Spiel) = M ~ 0,01065
(20)

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei sechs Spielern in der fiinften Runde
mindestens ein Zauberer im Spiel ist:

Bei sechs Spielern sind in der fiinften Runde 30 Karten im Spiel. Die
Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Zauberer im Spiel ist lasst sich
auch hier wieder mit der Gegenwahrscheinlichkeit berechnen.

P(mind. ein Spieler hat einen Z) = 1 — P(kein Z ist im Spiel) =

55
:1—(3—0)%0,9478

(30)

Auf diese Art und Weise kénnen die Wahrscheinlichkeiten fiir jede beliebige
Runde mit jeder beliebigen Anzahl an Spielern berechnet werden. Ab der 9.
Runde ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Zauberer im Spiel ist
so grofs, dass man fast davon ausgehen kann, dass mindestens ein Zauberer im
Spiel ist. Um die Ergebisse der ersten 8 Runden vergleichen zu kénnen werden
diese in der Abbildung 4.4 iibersichtlich dargestellt.

Die Ergebnisse zeigen, dass die Anzahl der Spieler einen grofen Einfluss auf
die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Zauberer im Spiel ist, hat. Wih-
rend in der dritten Runde bei drei Spielern im Durchschnitt in der Halfte der
Félle mindestens ein Zauberer im Spiel ist, ist bei sechs Spielern schon durch-
schnittlich in rund drei Viertel der Falle mindestens ein Zauberer im Spiel.
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mindestens ein Z ist im Spiel

Runde | 3 Spieler | 4 Spieler | 5 Spieler | 6 Spieler
1 19,30 25,60 30,51 35,66
35,66 45,09 53,45 60,81
49,40 60,81 70,17 77,75
60,81 72,88 81,93 88,50
70,71 81,93 89,81 94,78
77,75 88,50 94,78 98,05

S| O =W N

Abbildung 4.4: Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Zauberer im Spiel ist
in Abhéngigkeit der Anzahl an Spielern (in Prozent)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit geh6rt der Stich mir?
Runde 1: n =3

Spieler A beginnt / spielt die erste Karte aus: A — B — C

Um die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass Spieler A mit einer bestimmten
Karte sticht, muss jene Wahrscheinlichkeit ermittelt werden, mit der weder
Spieler B noch Spieler C eine héhere Karte der jeweiligen Farbe oder einen
Zauberer haben. Diese Wahrscheinlichkeiten werden im folgenden Abschnitt
exemplaisch an einigen ausgew#hlten Karten auf zwei verschiedene Arten be-
rechnet.

e Spieler A hat [1
Mit Griin 1 sticht Spieler A nur, wenn Spieler B und C jeweils eine gelbe
oder blaue Karte oder einen Narr haben.

P(A sticht) = P(B hat G, [Bl, N)- P(C hat G, [Bl, N) =
30 29 5
=—-—=—=0,2632
58 57 19 ’
Da es sich dabei um ein Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Bachtung
der Reihenfolge handelt, kann die Anzahl der giinstigen und moglichen
Fille auch mit Hilfe von Binomialkoeffizienten angegeben werden.

()
P(A sticht) = -2~ ~ 0,2632

(%)
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e Spieler A hat |7
Mit Griin 7 sticht Spieler A nur, wenn Spieler B und C jeweils eine

niedrigere griine, eine beliebige gelbe oder blaue Karte oder einen Narr
haben.

P(A sticht) = P(B hat [i%6], G, [Bl, N)- P(C hat [i%], G , [Bl, N) =
3635 210

— 2.2 20 10,3811
58 57 Bpl  5®

(%)
P(A sticht) = -2~ ~ 0, 3811

3)

e Spieler A hat |13
Mit Griin 13 sticht Spieler A nur, wenn Spieler B und C jeweils eine

niedrigere griine, eine beliebige gelbe oder eine beliebige blaue Karte
oder einen Narr haben.

P(A sticht) = P(B hat[i8 83, G, [Bl, N)- P(C hatfi¥2, G, [Bl, N) =

42 41 287 0. 5200
~ 58 57 551
(5)
P(A sticht) = -22 ~ 0, 5209

(%)

Analoge Wahrscheinlichkeiten ergeben sich, wenn Spieler A 1, 7, 13, .7

B, 8 hat. Fiir ausgewihlte Karten in der Trumpffarbe - ergeben sich
folgende Wahrscheinlichkeiten:

e Spicler A hat i

Mit Rot 1 sticht Spieler A nur, wenn Spieler B und C jeweils eine gelbe,
blaue oder griine Karte oder einen Narr haben.

P(A sticht) = P(B hat G, [Bl, |G, N)- P(C hat G, [Bl, [@], N) =
43 42 301

=0 T 10,54
58 57 5ol 00403

()
P(A sticht) = -2~ ~ 0, 5463

(%)

e Spicler A hat [l
Mit Rot 7 sticht Spieler A nur, wenn Spieler B und C jeweils eine gelbe,
blaue oder griine Karte, eine rote Karte mit dem Wert 1,2,3,4 oder 6
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oder einen Narr haben. Die rote 5 muss hier ausgeschlossen werden, da
dies die Trumpfkarte ist und nicht mehr zur Verfiigung steht.

P(A sticht) = P(B hat G , [Bl, (G| N) -
-P(Chat G, Bl |G Il N =

48 47 376
=20 2L 20 0, 6824
58 57 551 ’
(%)
P(A sticht) = %) ~ 0,6824
2

e Spicler A hat Il
Mit Rot 13 sticht Spieler A nur, wenn Spieler B und C jeweils eine gelbe,
blaue oder griine Karte, eine rote Karte mit dem Wert 1 bis 4 oder 6 bis 12
oder einen Narr haben. Die rote 5 wird auch hier wieder ausgeschlossen,
da dies die Trumpfkarte ist und nicht mehr zur Verfiigung steht.

P(A sticht) = P(B hat G, [Bl, |G| S N) -
-P(Chat G, Bl |G, S N) =

54 53 477
—%~ﬁ—a~0,8657

(%)
P(A sticht) = -2~ ~ 0, 8657

(%)

Diese Wahrscheinlichkeit kann auch mit der Gegenwahrscheinlichkeit be-
rechnet werden. Da die 13 in der Trumpffarbe Rot nur von einem Zaube-
rer iibertroffen werden kann, ist das Gegenereignis zu ,Spieler A sticht®
das Ereignis ,es ist mindestes ein Zauberer im Spiel“.

P(A sticht) = 1 — P(es ist mindestens ein Zauberer im Spiel) =

=1- [P(B hat Z) + P(C hat Z) + P(B u. C haben Z)| =

B 454+54 4+4 31
N 58 57 58 57 58 57|
74

551

477
= — =~ 0,8657
551 ’
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e Spieler A hat ,Zauberer
P(A sticht) =1
e Spieler A hat ,Narr®
P(A sticht) = P(B und C haben auch Narren) =

58 57
1
= — ~0,001815
551 ’

Spieler C beginnt / spielt die zweite Karte aus: C - A - B

Die folgenden Berechnungen sollen zeigen, wie sich die Reihenfolge der Spieler
auf die Wahrscheinlichkeiten zu stechen auswirken. In dieser Spielsituation
spielt Spieler A erst die zweite Karte aus.

e Spieler A hat [1
Mit Griin 1 sticht Spieler A nur, wenn als erstes ein Narr ausgespielt wird
und Spieler B eine gelbe oder einer blaue Karte oder einen Narr hat.

P(A sticht) = P(C hat N) - P(B hat 1-13 58I, N) =
4 29
= —.— ~0,03509
58 57 ’
e Spieler A hat |7

Mit Griin 7 sticht Spieler A nur, wenn als erstes eine niedrigere griine
Karte oder ein Narr ausgespielt wird und Spieler B eine gelbe oder blaue
Karte, eine niedrigere griine Karte oder einen Narr hat.

P(A sticht) = P(C hat N) - P(B hat 1-13 , [i58}, [156], N)+

+ P(C hat [12%6]) - P(B hat 1-13 , {88l (=7, N) =
4 35 6 35

58 57_'_58 57 0,1059

e Spieler A hat [13
Mit Griin 13 sticht Spieler A nur, wenn als erstes eine niedrigere griine
Karte oder ein Narr ausgespielt wird und der Spieler B eine gelbe oder
blaue Karte, eine niedrigere griine Karte oder einen Narr hat.

P(A sticht) = P(C hat N) - P(B hat 1-13 , [#58}, [I512, N)+

+ P(C hat [1512)) - P(B hat 1-13, [i518], 513, N) =
4 41 12 41

- S ~0,1084
58 57 Ths 57 1
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e Spieler A hat ,Zauberer
Hat Spieler A einen Zauberer, so sticht er nur, wenn Spieler C vor ihm
keinen Zauberer hat.

P(A sticht) = P(Spieler C hat keinen Zauberer) =
%)
= —~0,9483
98 ’

e Spieler A hat ,Narr®
Hat Spieler A einen Narr, so kann er auf keinen Fall stechen, da Spieler
C vor ihm an der Reihe ist.

P(A sticht) = 0

Analoge Wahrscheinlichkeiten ergeben sich, wenn Spieler A 1, 7, 13, ., .7
l8] hat. Hat Spicler A eine Karte in der Trumpffarbe - so sticht er nur,
wenn die beiden anderen Spieler keine oder eine niedrigere rote Karte haben.
Es ergeben sich also die gleichen Wahrscheinlichkeiten, wie in dem Fall , Spieler
A beginnt.

Die Berechnungen zeigen also, dass die Wahrscheinlichkeit zu stechen stark
abnimmt, wenn Spieler A nicht beginnt. Im folgenden werden nun auch die
Wahrscheinlichkeiten zu stechen berechnet, wenn Spieler A die dritte Karte
ausspielt.

Spieler B beginnt / spielt die dritte Karte aus: B- C - A

e Spieler A hat [1
Mit Griin 1 sticht Spieler A nur, wenn Spieler B und Spieler C einen
Narren ausspielen.

P(A sticht) = P(B hat Narr) - P(C hat Narr) =

_4 3~0003567
~ 58 57

e Spieler A hat |7

Mit Griin 7 sticht Spieler A nur, wenn die ersten beiden Karten niedrigere
griine Karten oder Narren sind.

P(A sticht) = P(C hat [&7, Narr) - P(B hat [<¥ ,Narr) =
10 9

=—.—=0,02722
58 57 ’
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e Spieler A hat |13
Mit Griin 13 sticht Spieler A nur, wenn die ersten beiden Karten niedri-
gere griine Karten oder Narren sind.

P(A sticht) = P(C hat [£13, Narr) - P(B hat <13 Narr) =
16 15
=—-—~0,07260
58 b7 ’
e Spieler A hat ,Zauberer
Hat Spieler A einen Zauberer, so sticht er nur, wenn Spieler B und Spieler
C vor ihm keinen Zauberer haben.

P(A sticht) = P(B hat keinen Z) - P(C hat keinen Z) =
55 54
=—-—==0,8984
58 BT ’
e Spieler A hat ,Narr®
Hat Spieler A einen Zauberer, so kann er auf keinen Fall stechen, da
Spieler B und Spieler C vor ihm an der Reihe sind.

P(A sticht) = 0

Analoge Wahrscheinlichkeiten ergeben sich, wenn Spieler A 1, 7, 13, .7
F@, [8] hat. Hat Spieler A eine Karte in der Trumpffarbe -, so sticht er
nur, wenn die beiden anderen Spieler keine oder eine niedrigere rote Karte
haben. Es ergeben sich also die gleichen Wahrscheinlichkeiten, wie in dem
Fall ,Spieler A beginnt“. In der Abbildung 4.5 werden die eben berechnetet
Ergebnisse iibersichtlich dargestellt.

Die Ergebnisse zeigen, dass die Position im Spiel die Wahrscheinlichkeiten zu
stechen stark verdndert. Mit einer 3 in der Farbe Griin, Gelb oder Blau be-
spielsweise sticht ein Spieler, wenn er an der ersten Position spielt mit einer
Wahrscheinlichkeit von 30%. Spielt er hingegen mit der gleichen Karte an der
zweiten oder dritten Position, so liegt die Wahrscheinlichkeit zu stechen bei
etwa 6,8 beziehungsweise 1,3%. Wihrend man an Position 1 mit einer 13 in
Griin, Gelb oder Blau mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 52% sticht, liegt
die Wahrscheinlichkeit zu stechen an der dritten Position bei nur rund 7%.
Es gibt nur drei Spielsituationen in der ersten Runde, in denen ein Spieler
sicher sein kann, dass er den Stich macht beziehungsweise nicht macht. Hat
ein Spieler einen Zauberer und spielt an Position 1, macht er den Stich sicher.
Hat ein Spieler einen Narren und spielt an Position 2 oder 3, so macht er den
Stich sicher nicht.
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Reihenfolge A-B-C C-A-B B-C-A
Spieler A hat | Spieler A sticht | Spieler A sticht | Spieler A sticht
Farbe Zahl | mit dieser Karte | mit dieser Karte | mit dieser Karte
g ¢ B 1 26,32 3,51 0,36
@ ¢ B 2 28,13 4,54 0,60
@ ¢ B 3 30,00 5,63 0,91
@ ¢ B 4 31,94 6,78 1,27
@ ¢ B > 33,94 7,99 1,69
@ ¢, B s 35,96 9,26 2,18
G c. B| 7 38,11 10,59 2,72
G G, Bl| s 40,29 11,98 3,33
G G, Bl o9 42,53 13,43 3,99
G, G,[Bl| 10 44,83 14,94 4,72
G G, B 1 47,19 16,52 5,51
G G, Bl| 12 49,61 18,15 6,35
G G, B 13 52,09 19,84 7,26
Narr 0,18 0 0
Zauberer 100,00 94,93 89,83

Abbildung 4.5: Wahrscheinlichkeit, das Spieler A in Runde 1 sticht, wenn er
keine Karte in der Trumpffarbe hat (in Prozent)

Hat ein Spieler in der ersten Runde eine Karte in der Trumpffarbe, so zeigen die
Berechnungen, dass die Position im Spiel keine Rolle spielt. Die Wahrschein-
lichkeit zu stechen ist hier auf jeder Position im Spiel gleich. Die Abbildung
4.6 stellt die Wahrscheinlichkeiten nocheinmal iibersichtlich dar.
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Spieler A hat | Spieler A sticht Spieler A hat | Spieler A sticht
Farbe | Zahl | mit dieser Karte Farbe | Zahl | mit dieser Karte

R 1 54,63 R 8 71,14

R 2 57,23 R 9 74,11

R 3 59,89 R 10 77,13

R 4 62,61 B | 80,22

R 5 - B 83,36

R 6 65,40 B | 3 86,57

R 7 68,24

Abbildung 4.6: Wahrscheinlichkeit, das Spieler A in Runde 1 sticht, wenn er
eine Karte in der Trumpffarbe hat (in Prozent)

Runde 2: n =6

Spieler A beginnt / spielt die erste Karte aus: A - B- C
e Spieler A hat [13 und 7

Um die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass Spieler A mit diesen Karten
sticht, miissen zwei Fille betrachtet werden. Der ideale Fall besteht darin, dass
die beiden anderen Spieler weder rote Karten oder gelbe Karten kleiner als 7
noch einen Zauberer erhalten haben, denn in diesem Fall sticht Spieler A auf
jeden Fall. Etwas schwieriger wird es fiir Spieler A, wenn eine oder mehrere
hohere gelbe Karten im Spiel sind.

Idealer Fall: Fiir die Karten von Spieler B und Spieler C gilt

— keine rote Karte
— keine gelbe Karte > 7 ¢ ideal wiren [1512| JI818], 1-6 , N
— kein Zauberer

Die vier Karten der beiden Spieler werden in diesem Fall also aus einer 35—
elementrigen Menge gezogen. Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler B und
Spieler C im idealen Fall liegen, erhélt man also:

35
P, = P(B und C liegen im idealen Fall) = Q ~ 0,1326
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Kritischer Fall: Es ist mindenstens eine hohere gelbe Karten im Spiel.

Spieler A hat nur die Moglichkeit beide Stiche zu machen, falls nicht mehr als
zwei hohere gelbe Karten im Spiel sind, wobei kein Spieler beide hohere gelbe
Karten besitzen darf. Es kann nun sowohl die Wahrscheinlichkeit, dass dieser
kritische Fall eintritt, also auch die Wahrscheinlichkeit, dass sich mindestens
ein Gegner im kritischen Fall befindet, aber keine griine Karte besitzt, berech-
net werden. Er darf deshalb keine griine Karte besitzen, da er sonst, wenn die
griine 13 ausgespielt wird, diese bedienen miisste und in der zweiten Stichrun-
de mit der hoheren gelben Karte stechen wiirde.

Spieler B und C erhalten jeweils zwei Karten. Diese vier Karten werden aus je-
ner b7—-elementrigen Menge gezogen, die entsteht, wenn man von den 60 Karten
die Trumpfkarte und die zwei Karten des Spielers A abzieht. Es sind sechs ho-
here gelbe Karten im Spiel, von denen eine beziehungsweise zwei ausgewahlt
wird/werden. Unter den drei beziehungsweise zwei iibrigen Karten darf sich
keine rote Karte (12), kein Zauberer (4) und keine niedrigere gelbe Karte (6)
befinden, daher werden sie jeweils aus einer 35-elementrigen Menge gezogen.
Nun muss noch der Fall, dass ein Spieler beide héheren gelben Karten hat,
ausgeschlossen, also abgezogen, werden.

P(kritischer Fall tritt ein) =

SGRURORHOR G

——
eine G zwei G einer hat beide G
1 6 35 6 %) 1]
= () G) +6) [y 2 ) =0

g g

p(eine héhere G ist im Spiel) p(jeder hat eine hshere G )

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich mindestens ein Gegner im kritischen Fall
befindet, aber keine griine Karte hat kann folgendermafen berechnet werden:

e 0)G) e lG) () () ()]

J/

p(B hat l:erine Griin) p(C im Idealfa11|B\rim kritschen Fall)
1 6\ (23 1 o\ (22
i |06 e [()G)] ~oomer
G) WAL (5) A\

p(beide im kritischen Fall)
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Die Summe der eben berechneten Wahrscheinlichenkeiten P, und P» beschreibt
nun die Wahrscheinlichkeit, dass A beide Stiche machen kann.

P(Spieler A kann beide Stiche machen) = P, + P, = 0,1717

Zusatzlich muss noch ein weiteres Szenario betrachtet werden.

Angenommen Spieler A spielt zuerst die griine 13 aus und Spieler C liegt im
Idealfall. Spieler B liegt im kritischen Fall und hat eine héhere gelbe Karte.
Spieler A kann nur dann beide Stiche machen, wenn Spieler B die gelbe Kar-
te in der ersten Stichrunde ausspielt. Dies hingt davon ab, ob er einen Stich
machen mochte beziehungsweise angesagt hat oder nicht.

Hat Spieler B einen Stich angesagt, so wird er die gelbe Karte nur dann in der
ersten Stichrunde ausspielen, wenn die zweite Karte mindestens den gleichen
Wert hat.

Die zweite Karte kann also hoher als die gelbe Karter oder gleich hoch sein.
Wie viele Moglichkeiten es gibt, dass die zweite Karte hoher ist als die gelbe
Karte ist vom Wert der gelben Karten abhéngig.

Wert Moglichkeiten eine hohere
der gelben Karte zweite Karte zu haben
13 0
12 1
11 2
10 3
9 4
8 5

Es gibt also 15 Moglichkeiten, dass die zweite Karte von Spieler B hoher ist
als seine gelbe Karte. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler die gelbe Karte
ausspielt, wenn er eine hoéhere zweite Karte besitzt ist gleich 1, da er einen
Stich machen méchte.

Es gibt 6 Moglichkeiten, dass die zweite Karte es Spielers den gleichen Wert
hat, wie die gelbe Karte. In diesem Fall wird er mit einer Wahrscheinlichkeit
von % die gelbe Karte ausspielen.

Hat Spieler B eine niedrigere zweite Karte, wird er auf keinen Fall die gelbe
Karte in der ersten Stichrunde ausspielen. In diesem Fall betrigt die Wahr-
scheinlichkeit 0.
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Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Szenario ldsst sich folgendermafen berech-
nen:

P(A macht 2.Stich auch | C im Idealfall und B im kritischen Fall) =

15-146-1
= 20,1304
M)

Wie man sieht, miissen bei der genauen Berechnung sehr viele unterschiedliche
Szenarien beachtet werden, die mit steigender Anzahl an Karten immer kom-
plexer werden. Fiir die folgenden Runden werden daher beliebig ausgewahlte
Kartenbldtter angegeben.

Runde 5: n =15

In der fiinften Runde erhilt jeder Spieler 5 Karten.

Spieler A erhélt zum Beispiel: ., -7 -, 12, 10. Um die Wahrscheinlich-
keit, mit der er mit diesen Karten sticht abschatzen zu konnen, stellt sich die
Frage, wie viele Karten die Karten von Spieler A iibertreffen und mit welcher
Wahrscheinlichkeit diese im Spiel sind.

o mit [l sticht er, wenn kein Zauberer im Spiel ist
e mit |12 sticht er, wenn kein Zauberer im Spiel ist und
wenn B und C keine griine Karte > 12 haben und
wenn B und C keine rote Karte ausspielen
o mit [& sticht er, wenn kein Zauberer im Spiel ist und
wenn B und C keine blaue Karte > 4 haben und
wenn B und C keine rote Karte ausspielen
o mit [} sticht er, wenn kein Zauberer im Spiel ist und
wenn B und C keine blaue Karte > 12 haben und
wenn B und C keine rote Karte ausspielen
e mit 10 sticht er, wenn kein Zauberer im Spiel ist und
wenn B und C keine gelbe Karte > 10 haben und
wenn B und C keine rote Karte ausspielen
Diese Uberlegungen lassen sich fiir alle Karten im Spiel treffen. In der folgen-
den Abbildung 4.7 wird die Anzahl der Karten, die die verschieden Karten
iiberbieten iibersichtlich dargestellt.
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Anzahl der Karten, Anzahl der Karten,

Karte die diese iiberbieten Karte | die diese iiberbieten
@ ¢, B 1 28 W 15
& ¢ B 2 27 B e 14
B ¢ B s 26 B s 13
B c Bl « 25 B ¢ 12
B c B | s 24 W s -
B c B s 23 B/ s 11
B c B |7 22 B 7 10
G, ¢, B s 21 B s 9
@ ¢ . B o 20 B o 8
G, ¢,[B |10 19 B | 10 7
@ ¢ B 18 B 6
G, G, B 12 17 B 5
@, ¢, Bl 13 16 | IRE 4

Abbildung 4.7: Anzahl der Karten, die die jeweilige Karte iiberbieten

Je mehr Karten es gibt, die die jeweilige Karte iiberbieten, desto geringer ist
die Wahrscheinlichkeit, mit dieser Karte zu stechen.

Angenommen Spieler B erhilt die Karten: |21, [0, 18, B, 4.

Und Spieler C hat das folgende Blatt: 81, |6, [, B, 7.
B 12, 10 erhal-

In diesem Fall sollte Spieler A, der die Karten |4, 2,
ten hat, zuerst die - ausspielen. Einserseits hat diese Karte die wenigstens
Moglichkeiten iiberboten zu werden und andererseits sind die beiden anderen
Spieler so gezwungen, ihre roten Karten zuzugeben.

Die zweitwenigsten Mdgichkeiten iiberboten zu werden haben die Karten -
und - Entscheidet sich Spieler A dazu, die - auszuspielen, wird er den
Stich machen, da die beiden anderen Spieler . und . zugeben miissen. Spielt
er allerdings - aus, kann Spieler B mit - stechen, sofern er einen Stich
angesagt und ihn daher machen mochte. Fiir den Fall, dass Spieler A in der
zweiten Stichrunde - ausspielt und Spieler B den Stich macht, muss Spieler
A hoffen, dass Spieler B anschliefend [4 ausspielt um mit 2] zu stechen.

Ob Spieler A mit 10 einen Stich macht, hingt davon ab, ob er noch einmal
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die Moglichkeit bekommt, die erste Karte auszuspielen oder nicht. Wenn es
dazu kommt, dass Spieler A 10 ausspielen kann, hat lediglich Spieler C die
Moglichkeit ihn mit seiner letzten Karte in der Trumpffarbe abzustechen. Dies
wird ebenfalls davon abhéngen, ob Spieler C Stiche angesagt hat oder nicht.
Mit . wird Spieler A in den meisten Féllen keinen Stich machen, da es in die-
sem Fall 25 Karten gibt, die diese {iberbieten. Doch wie man bei diesen zufillig
ausgewihlten Kartenkombinationen sieht, ist sowohl 2] als auch Bl im Spiel
und es wire in diesem Fall moglich, dass Spieler A alle fiinf Stiche macht.

Wie man sieht, werden die Berechnungen und Uberlegungen bei steigender
Kartenanzahl immer komplexer und aufwendiger. Eine Anleitung zum siche-
ren Sieg kann also im Rahmen dieser Arbeit nicht gegeben werden.
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Kapitel 5
Poker

Der Ursprung des Pokerspieles liegt im 17. und 18. Jahrhundert, als man in
Deutschland begann ,,Pochen® (von dem Wort pochen/klopfen), auf Englisch
iibersetzt ,to poke® zu spielen. In Frankreich vergniigte man sich wiahrenddes-
sen mit ,, Pogque” und brachte das Spiel nach Amerika, wo es zu seiner Bliite
gelangte. Von New Orleans aus verbreitete sich das Spiel, vorallem {iber die
Mississippi-Dampfer iiber ganz Amerika und schon bald war das Spiel allseits
bekannt. (vgl. [11], S. 17)

Wihrend des amerikanischen Biirgerkrieges in der zweiten Hilfte des 19. Jahr-
hunderts entwickelten sich verschiedene Varianten, so zum Beispiel Draw Poker
oder Stud Poker. Erst um 1919 wurde erstmals mit Gemeinschaftskarten ge-
spielt und die erste Form von Texas Hold’em entstand. Im Jahr 1970 fand die
erste World Series of Poker (WSOP) in Las Vegas statt, um die besten Po-
kerspieler zusammenzufiihren. Die WSOP wurde iiber die Jahre immer grofer
und ist heute ein zweimonatiges Event mit knapp 60 Tunieren, bei denen der
Sieger ein hohes Preisgeld erhilt. (vgl.[21])

Im 21. Jahrhundert wird das Pokerspiel vor allem durch das Internet gepragt,
weil es rund um die Uhr eine Plattform bietet, auf der jederzeit gespielt werden
kann. Durch die Erfindung der sogenannten Hole-Card-Cam — eine Kamera,
die die verdeckten Karten eines Spielers fiir die Zuschauer sichtbar macht —
wurde das Pokerspiel seit einigen Jahren auch als Fernsehevent sehr popu-
lir.(vgl. [11], S. 18f)

Die wohl bekannteste und aufregendste Form des Pokers ist das Texzas Hold’em,
deren Regeln und Strategien im folgenden Kapitel ndher erklirt und analysiert
werden. Doch sei erwdhnt, dass es neben Texas Hold’em Poker noch unzahli-
ge weitere Varianten des Pokerspiels gibt, wie zum Beispiel Seven-Card-Stud,
Omaha High/Low, Draw Poker oder Razz.
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5.1 Texas Hold’em - Die Spielregeln

Beim Pokern geht es darum, mit fiinf Karten eine moglichst gute Hand (Poker-
blatt) zu bilden. Gespielt wird um einen sogenannten Pot, also um die Summe
aller Einsétze, die wihrend des Spiels getétigt werden. Ziel des Spieles ist es,
diesen Pot zu gewinnen, entweder mit dem besten Pokerblatt oder wenn alle
anderen Spieler aussteigen.

Die Karten

In den Casinos Austria wird Poker mit einem anglo-amerikanischen Blatt zu 52
Karten gespielt. Das Ass ist die hochste Karte jeder Farbe, gefolgt von Konig,
Dame, Bube, Zehn, Neun, Acht, Sieben, Sechs, Fiinf, Vier, Drei und Zwei. In
manchen Fillen kann das Ass auch als Eins gezihlt werden. (vgl. [18])

In der Abbildung 5.1 werden Beispiele fiir Gewinnkombinationen, beginnend
mit dem besten Blatt dargestellt.

Die Pokerchips

Es ist iiblich beim Pokern nicht mit richtigem Geld sondern mit Spielgeld, den
sogenannten Chips zu spielen. Bei den runden Chips gibt es zahllose Muster
und Farbkombinationen, die aus Sicherheitsgriinden von Casino zu Casino va-
riieren, dennoch hat sich in Amerika fiir die Grundfarben ein weitverbreiteter
Standard durchgesetzt (vgl. [8], S. 38):

$1 Weifs

$5 Rot

$ 25 Griin

$ 50 Blau

$ 100 Schwarz

$ 500 Violett

$ 1000 Gelb

$ 5000 Orange Abbildung 1: Pokerchips

[20]
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Bezeichnung Beispiel

Royal Flush
Fiinf aufeinander folgende Karten der
selben Farbe mit hochster Wertigkeit

Straight Flush
Fiinf aufeinander folgende Karten der
selben Farbe

Four of a kind /Poker R F e
Vier gleiche Karten mit gleicher Wer- ¢ s | v 3*3
tigkeit L A
Full House

Kombination von Drilling und Paar

Flush
Finf Karten derselben Farbe mit
beliebigen Wert

Straight /Strafie Sas [Cy v (Cv v lan|iss
Fiinf aufeinander folgende Karten ver A% | aa | A8 EE
I el aalaay vl ve
beliebiger Farbe = . 2 ‘ 2
9 9 9 4 2
. - aalfeolBas|iaan|fe
Tree of a kind /Drilling EXIR RIS
: . : o' || o% | ¥
Drei Karten mit gleichem Wert voll o ol et eer o

Two Pair/Zwei Paare
Zweimal zwei Karten mit gleichem

Wert

<

¢
*
<

Ao

Pair /Ein Paar
Zwei Karten mit gleichem Wert

High Card
Wenn keine Kombination erreicht wird,
gewinnt die hochste Karte

Abbildung 5.1: Kartenkombinationen
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Das Spiel

In Casionos, wo iiblicherweise der Kartengeber, auch Dealer genannt, selbst
nicht am Spiel teilnimmt, verwendet man einen sogenannten Dealerbutton. Die-
se kleine Scheibe wandert im Uhrzeigersinn von Spieler zu Spieler und zeigt
damit nicht nur den theoretischen Geber an, sondern auch wer zuerst Karten
bekommt, wer am Zug ist und wer die sogenannten Blinds setzen muss. Die
Blinds sind Spieleinsitze, die vor der Kartenausgabe gesetzt werden miissen
und sicher stellen, dass Geld und damit Action ins Spiel kommt. Die beiden
Spieler links vom Dealer miissen einen vorbestimmten Betrag als gezwungene
Wette setzen. Der erste Spieler setzt den sogenannten Small Blind, der zweite
den Big Blind. Jeder Spieler erhilt vom Dealer dann zwei verdeckte Karten,
die Hole Cards. Anschliekend beginnt die erste Wettrunde, auch Pre-Flop ge-
nannt, mit dem Spieler links vom Big Blind. Ein Spieler muss sich grundsétzlich
zwischen drei moglichen Spielziigen entscheiden ([11], S. 25):

e Aufgeben, auch passen oder fold genannt.

e Mitgehen, auch call genannt oder schieben, auch checken genannt, wenn
vorher nichts gewettet wurde.

e Wetten, auch bet, erh6hen oder raise genannt, wenn schon einmal gewet-
tet wurde.

Die Spieler, die gezwungen waren noch vor der Kartenausgabe die Blinds zu
setzen miissen zum Mitgehen nur noch die Differenz zwischen Blind und mo-
mentaner Wetthéhe ergdnzen um im Spiel zu bleiben. Sie haben aber natiir-
lich auch die Moglichkeit ihren Einsatz zu erhdhen. Die erste Wettrunde ist
beendet, wenn alle Spieler, die nicht aussteigen wollen, bei einem Einsatz mit-
gegangen sind. Derjenige Spieler, der die letzte Erh6hung vorgenommen hat,
darf allerding kein weiteres Mal erhohen.

Nach der ersten Wettrunde folgt der sogenannte Flop. Nachdem der Dealer
die oberste Karte des Stapels verdeckt weggelegt hat - sie also verbrannt hat -
werden die ersten drei Gemeinschaftskarten (Community-Cards) offen auf den
Tisch gelegt. Der Spieler links vom Dealer, der in der ersten Wettrunde den
Small-Blind gesetzt hat beginnt und muss sich wiederrum zwischen den drei
moglichen Spielziigen fold, checken oder bet entscheiden. Wobei immer eine Sa-
che zu beachten ist: Es macht keinen Sinn aufzugeben, solange nicht gewettet
wurde. Checken alle Spieler, so ist diese Wettrunde beendet, ohne dass weitere
Chips in den Pot gelegt wurden. Sobald ein Spieler erhoht, kann nicht mehr
gecheckt werden. Es kann nur noch mitgegangen, erhoht oder aufgegeben wer-
den. Eine Wettrunde ist erst dann vorbei, wenn bei der letzten Erhéhung alle
verbliebenen Spieler mitgegangen sind. In manchen Fillen wird die Anzahl der
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erlaubten Erh6hungen pro Wettrunde eingeschrinkt um zu vermeiden, dass ei-
ne Wettrunde zu lange dauert.

Anschliefend erdffnet der Dealer die dritte Wettrunde indem er die oberste
Karte des Stapels verbrennt und eine vierte Gemeinschaftskarte, auch Turn
oder Fourth Street genannt, aufdeckt. Fiir den Ablauf der dritten Wettrunde
gelten die gleichen Regeln wie fiir die zweite Wettrunde.

Ist die dritte Wettrunde beendet, verbrennt der Dealer erneut eine Karte und
legt die fiinfte und letzte Gemeinschaftskarte, auch River oder Fifth Street ge-
nannt, offen auf den Tisch und es wird erneut, genauso wie in Wettrunde zwei
und drei vorgegangen. Am Ende dieser Wettrunde kommt es zu dem sogenann-
ten Showdown, die Spieler zeigen ihre Karten, wobei jener Spieler, der zuletzt
gewettet oder erhoht hat den Anfang macht. Wurde in der letzten Runde von
jedem Spieler geschoben, zeigt derjenige seine Karten zuerst, der als Erster
dran war.

Ist nur noch ein Spieler iibrig, weil alle anderen aufgegeben haben, so gewinnt
dieser Spieler den Pot und muss seine Karten nicht zeigen. Dies kann auch
schon in fritheren Wettrunden geschehen. Kommt es zu einem Showdown hat
jener Spieler gewonnen, der aus den sieben Karten, die ihm zur Verfiigung ste-
hen, zwei Hole Cards und fiinf Community-Cards, die beste Pokerhand kombi-
niert. Es diirfen dabei beliebig viele Karten verwendet werden. Sind die besten
fiinf Karten die Community Cards selbst oder haben zwei oder mehr Spieler
eine Kombination von gleichen Wert, so wird der Pot geteilt (Split Pot). (vgl.
[11], S. 24-29)

5.2 Mathematische Analyse

Da es bei Texas Hold’em im Gegensatz zu anderen Pokervarianten nicht die
Moglichkeit gibt ein oder mehrere Karten auszutauschen und ein Spieler ver-
sucht aus maximal sieben Karten eine moglichst gute Kombination zu errei-
chen, lassen sich die Chancen auf ein gutes Blatt hier besonders gut vorraus-
sagen.

Im folgenden Kapitel wird berechnet, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Spie-
ler eine bestimmte Kartenkombination erhélt, nachdem alle Karten ausgeteilt
wurden, vorausgesetzt der Spieler steigt nicht wiahrend einer der Wettrunden
aus.

Anschliefsend wird der Frage nach der Chance auf ein gutes Blatt, wenn noch
nicht alle Karten bekannt sind, nachgegangen.
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5.2.1 Die Chance auf ein bestimmtes Blatt
Royal Flush

Das Royal Flush ist die seltenste und bestméglichste Hand im Poker. Es be-
steht aus Ass, Konig, Dame, Bube und Zehn {A, K, @, J, 10} in der gleichen
Farbe (suited). Es gibt also vier verschiedene Moglichkeiten einen Royal Flash
zu ziehen, in Pik #, Herz Q. Karo { oder Kreuz &. Die iibrigen beiden Karten
kénnen vollkommen beliebige Karten sein, da mit ihnen keine bessere Kombi-
nation erzielt werden kann.

Ingesamt werden also 7 Karten aus 52 entnommen, dabei gibt es 4 mogli-
che Kombinationen, die ein Royal Flash ergeben. Dariiberhinaus besteht die
7-elemetrige Kartenkombination aus zwei beliebigen Karten, die aus den ver-
bleibenden 47 Karten ausgewahlt werden. Es ergibt sich also:

4- (%) 4324

(2) 133784560

P(Royal Flash) = ~ 0,00003232

Straight Flush

Jede andere beliebige Strafe einer Farbe, die nicht aus den fiinf héchsten Kar-
ten besteht wird Straight Flush genannt. Es gibt insgesamt neun Moglichkeiten
eine solche Strafe zu bekommen:
{A,2,3,4,5}, {2,3,4,5,6}, {3,4,5,6,7}, {4,5,6,7,8}, {5,6,7,8,9},
{6,7,8,9,10}, {7,8,9,10, J}, {8,9,10, J, Q} oder {9,10, J,Q, K}.
Unter den beiden iibrigen Karten darf zusétzlich keine Karte sein, die das Blatt
zu einem hoheren Straight Flush macht. Der néchsthéhere Kartenwert muss
also von den verbleibenden 47 Karten ausgeschlossen werden. Bei der niedrigs-
ten Strake, bestehend aus {A,2,3,4,5} darf also zusétzlich keine 6 gezogen
werden. Die beiden zuséitzlichen Karten konnen also nur aus einer Menge von
46 Karten gezogen werden. Daraus ergibt sich:

4-9- (%) 37260

P(Straight Flash) = = ~ 0,0002785

() 133784560

Four of a kind

Ein Poker, also vier gleiche Karten, kann mit jeder der 13 verschiedenen Werte
erreicht werden. Es gibt keine M6glichkeit mit den verbleibenden drei Karten
ein besseren Blatt zu erhalten. Es wird also eine 3-elementrige ungeordnete
Stichprobe aus den verbleibenden 48 Karten gezogen. Daraus ergibt sich:

13- () 224848

() 133784560

P(Four of a kind) = ~ 0,001681
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Full House

Um die Wahrscheinlichkeit fiir ein Full House, also eine Kombination aus einem
Drilling und einem Paar zu berechnen miissen verschiedene Fille unterschieden
werden und dazu sind gewisse Voriiberlegungen notwendig. Es wird zunéchst
von einem bestimmten Wert k fiir den Drilling und einen bestimmten Wert
4 fiir das Paar ausgegangen. Um die Uberlegungen leichter nachvollziehen zu
kénnen, werden den einzelnen Karten folgende Werte zugeordnet.

Karte | A | K| Q|[J|10/9]8|7|6| 5| 4|3 ]2
Wert | 1|2 |3 |4|5 (6789|1011 |12/ 13

Abbildung 5.2: Zuordnung von Werte fiir jede Karte

Der Drilling kann drei der vier moglichen Farben enthalten, das Paar nur
zwei. Es gibt also (g) . (;) Moglichkeiten einen bestimmten Drilling und ein
bestimmtes Paar zu erhalten.

z.B. Fiir einen Drilling mit dem Wert k = 8 gibt es (5) = 4 Moglichkeiten:

(W7,97, 07}, {7,907, &7},
(W7, 07, &7}, {07, &7, &7}

Fiir ein Paar mit dem Wert j = 12 gibt es (;1) = 6 Moglichkeiten:
{&3,03}, {43, 03}, {3, &3}, {03, O3}, {03, &3}, {03, &3}

Die beiden iibrigen Karten kénnen jeden beliebigen Wert aufer jenen des Dril-
lings oder des Paares annehmen. Da es noch eine weitere Karte mit dem Wert
des Drillings und zwe: weitere Karten mit dem Wert des Paares in den ver-
bleibenden 47 Karten gibt, konnen die beiden {ibrigen Karten nur noch aus
einer 44-elemetrigen Menge gezogen werden. Es gibt also (424) Moglichkeiten
die beiden Karten zu ziehen. Nun muss noch unterschieden werden, ob der
Wert des Drillings oder des Paares grofer ist, denn in diesen Fillen miissen
weitere Werte ausgeschlossen werden.

Da das Kartenblatt beim Pokern jeweils nur vier Karten mit gleichem Wert

beinhaltet, kann der Fall, dass k = j ist, ausgeschlossen werden.

1. Fall: £ > j
Ist der Wert des Drillings grofer als der Wert des Paares, so diirfen die bei-
den zuséatzlichen Karten kein Paar mit kleineren Wert als der des Paares sein,
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denn sonst wiirde ein hoheres Full House entstehen, was das folgende Beispiel
deutlich zeigt.

Angenommen der Wert des Drillings sei £ = 6 und der Wert des Paares
sei 7 = 4. Ein Blick auf die Tabelle zeigt, dass es sich um das Full House
{9,9,9, J, J} handelt. Bei dieser Kombination diirfen die Paare {Q, Q}, { K, K}
oder {A, A} nicht gezogen werden, denn sonst wiirde ein hoheres Full House,
wie zum Beispiel {9,9,9, A, A} entstehen . Es sind daher drei Paare, allge-
mein (j — 1) Paare auszuschliefen, die sich wiederrum aus jeweils zwei der vier
Farben zusammensetzen konnen. Diese Kombinationen miissen von den (44)

2
Moglichkeiten fiir die beiden iibrigen Karten subtrahiert werden. Es ergeben

sich also @ . (;1) . ((424) — (-1 (;l))

Moglichkeiten.

2. Fall: k <

Ist der Wert des Drillings kleiner als der Wert des Paares sind #hnliche Uber-
legungen wie im 1. Fall zu treffen. Die beiden zuséatzlichen Karten diirfen wie-
derrum kein Paar mit einem kleineren Wert als der Wert des Paares sein, denn
sonst wiirde ein hoheres Full House entstehen, was das folgende Beispiel deut-
lich zeigt.

Angenommen der Wert des Drillings sei £ = 7 und der Wert des Paares sei
j = 9. Daraus ergibt sich das Full House {8, 8, 8,6,6}. Ein hohreres Full House
wiirde entstehen, wenn das Paar {7, 7}, {9,9}, {10,10}, {J, J}, {Q, Q}, { K, K}
oder {A, A} gezogen werden wiirde. Das Paar {8, 8} kann hier ausgeschlossen
werden, da es nur jeweils vier Karten mit gleichen Wert gibt. Auszuschliefen
sind also in diesem Beispiel 7 Paare, allgemein (j — 2) Paare, die sich wieder-
rum jeweils aus zwei der vier Farben zusammensetzen lassen.

In diesem Fall muss zusétzlich beachtet werden, dass eine weitere Karte mit
dem Wert j gezogen werden kann, ohne die Full House - Kombination zu veran-
dern. Hat ein Spieler beispielsweise inklusive der Community-Cards das Blatt
{8,8,8,6,6,6,10}, so wiirde der hiochste Drilling und das hiochste Paar zéh-
len. Einige Kombination, die zuvor ausgeschlossen wurden miissen also wieder
addiert werden. Und zwar jene Kombinationen, bestehend aus jeweils ein Dril-
ling vom Wert k£ und vom Wert j, in drei der vier moglichen Farben und einer
beliebigen Karte aus den verbleibenden 44 Karten.

Insgesamt ergibt sich also:

(6) () ()02 () () () ()

67



Da bis jetzt von einem bestimmten Wert k& und einem bestimmten Wert j
ausgegangen wurde, muss nun iiber alle j summiert werden. Das Paar kann
die Werte 1,2,3,...,13 annehmen:

>(5) () ()00 ()
(o) () () -u-2-()+ (o) () (1) -

J#k
Diese Summe muss nun den zwei Fillen entsprechend aufgespalten werden.
Fiir k£ > j kann j die Werte 1, ..., (k — 1) annehmen.
Fir k£ < j kann j die Werte (k + 1), ..., 13 annehmen.

S0 () -6-0-()+
SO0 () () () (4)-

Der Faktor (g) . (;L) kann nun herausgehoben werden, dabei muss die zweite

Summe aufgespalten werden:

OO (B (-5 ()« () -0->()+

2 (-6 ()-

Nun kann (424) und (g‘) noch herausgehoben werden:

SORGRORONIRE IR

j J=1 J
J#k

2 () 6)-()-

Diese vier Summen konnen nun seperat berechnet werden:

E

+ I
RN

0 3 (5) =12- (4)

7=1
i#k
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(ii) kz:jl(j—l):0+1+2+...+(k—2)

(iii) i J—2)=(k—-2)+k+..+11

j=k+1
13

(V) > (3 () =03=k-()- () ()

j=k+1

Die Ergebisse aus (ii) und (iii) kénnen gleich addiert werden:

N

—1 13
G-+ > (=2=0+1+..+(k=2)+ (k-2 +k+..+11 =066
1 j=k+1

<.
Il

Diese Teilergebnisse konnen nun in die Formel eingesetzt werden:
(4 4 19 44 4 66) + (13 — k) 4 4 44
S \3) \2 2 2 3) \3 1

Da k ebensfalls noch ein bestimmter Wert ist, muss noch iiber alle £ summiert
werden:

I €) (= (2)-€) )00 () () )] -
(G (o (2 n)-
-6 (w0
Die Summe kann wieder seperat berechnet werden:

13
(v) SS(13—k)=0+1+2+ ... +13="7T8
k=1

Daher gibt es insgesamt

(G- ()~ () ) ()

Moglichkeiten ein Full House zu erhalten.
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Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler ein Full House erhélt, ergibt sich
demnach:

PRl Touse) — @) () (1312 (5) = 18-66- (5)) +78- () - (o) - (3)

52
(%)
3 473 184
_ AT 0, 02596102
133 781 560 1 U901023

Flush

Ein Flush, also fiinf Karten derselben Farbe mit beliebigen Wert kann in jeder
der vier moglichen Farben erlangt werden. Um solch ein Flush bilden zu kon-
nen, kénnen fiinf, sechs oder alle sieben Karten dieselbe Farbe haben. Jeder
dieser Falle muss nun einzeln betrachtet werden.

1.Fall:

Um ein Flush mit fiinf Karten derselben Farbe zu bilden, werden aus insgesamt
13 Karten einer Farbe fiinf verschiedene Werte ausgewihlt, die jedoch keine
Strafke bilden diirfen. Da es genau eine Moglichkeit gibt ein Royal Flush und
genau neun Moglichkeiten gibt ein Straight Flush zu erhalten, miissen diese
zehn Kombinationen von allen méglichen Kombinationen abgezogen werden.
Damit verbleiben noch 39 Karten in anderen Farben aus denen die zwei iibrigen
Karten gezogen werden. Es ergeben sich also

13 39
—10 | - = 946 257
((5)-1)-(%)
Moglichkeiten ein Flush mit maximal fiinf Karten derselben Farbe zu erhalten.

2.Fall:

Um ein Flush mit sechs Karten derselben Farbe zu bilden, werden aus insge-
samt 13 Karten einer Farbe sechs verschiedene Werte ausgewihlt, die jedoch
wie im 1.Fall keine Strafe bilden diirfen. Wie bereits beschrieben gibt es zehn
verschiedene Kombinationen, die eine Strafse ergeben. Bei einem Royal Flush
kann jede beliebige der acht verbleibenden Karten dieser Farbe die sechste
Karte sein, da auf keinen Fall ein hoheres Royal Flush erreicht werden kann.
Bei einem Straight Flush hingegen kann die sechste Karte nur aus sieben der
acht verbleibenden Karten dieser Farbe gewahlt werden, da je eine dieser acht
Karten das Blatt zu einem héherwertigen Straight Flush macht. Analog wie im
1.Fall wird die iibrige Karte aus den verbleibenden 39 Karten in den anderen
Farben gezogen.
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Es ergeben sich also

()60 () ()

Moglichkeiten ein Flush mit maximal sechs Karten derselben Farbe zu erhal-
ten.

3.Fall:

Um ein Flush mit sieben Karten derselben Farbe zu bilden, wird analog wie
in den ersten beiden Fillen eine 7-elemetrige Menge aus den 13 Karten einer
Farbe gezogen. Auch hier miissen alle méglichen Strakenkombinationen aus-
geschlossen werden mit dem Unterschied, dass in diesem Fall zwei der acht
(Royal Flush) beziehungsweise sieben (Straight Flush) moglichen Karten ge-
zogen werden. Es erbenen sich also

(()-(-() () -+

Moglichkeiten ein Flush mit sieben Karten derselben Farbe zu erhalten.

Um die Wahrscheinlichkeit berechnen zu koénnen muss nun die Summe aller
Moglichkeiten dieser drei Félle noch mit vier multiplizerit werden, da ein Flush
in vier verschiedenen Farben erreicht werden kann.

4 (946 257 4 64 155 + 1 499) 4 047 644

(%2) 133784 560

P(Flush) = ~ 0,030254941

Straight

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler ein Straight, also fiinf
aufeinanderfolgende Karten beliebiger Farbe, erhélt miissen vier Falle unter-
schieden werden. Die sieben Karten kénnen (1) unterschiedliche Werte haben
oder (2) ein Paar, (3) ein Drilling oder (4) zwei Paar beinhalten.

1.Fall:

Wird ein Straight aus einem Kartenblatt mit sieben unterschiedlichen Werten
gebildet, so kann jede der sieben Karten in vier verschiedenen Farben gezogen
werden. Es gibt also 47 Mdoglichkeiten fiir die Farbauswahl der Karten, von
denen die Moglichkeiten, dass ein Flush entsteht, abgezogen werden miissen.
Fiir ein Flush wird gewertet, wenn fiinf, sechs oder alle sieben Karten einer
Hand die gleiche Farbe haben.

Wenn fiinf der sieben Karten die gleiche Farbe haben, konnen die beiden iib-
rigen Karten in drei Farben auftreten, das ergibt (g) - 32 Moglichkeiten.
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Haben sechs der sieben Karten die gleiche Farbe, hat die siebenten Karte
ebensfalls drei Farben zu Auswahl, das ergibt (g) - 3 Moglichkeiten.

Und es gibt schliefslich (;) Moglichkeiten, dass alle sieben Karten die gleiche
Farbe besitzen. Da dies fiir jede der vier Farben gilt, muss die Summe der
Kombinaitionen mit vier multipliziert werden.

Es gibt also
7 7 7
47 — 4 - 32 :
() () 2+ ()

Moéglichkeiten sieben Karten mit unterschiedlichen Werten zu erhalten abziig-
lich jener Kombinationen, die ein Flush ergeben.

Fiir ein Straight miissen nun fiinf der sieben Karten eine Strafte bilden. Wird
die hochste Strafe, also {A, K, @, J,10} gezogen, konnen die iibrigen beiden
Karten jeden beliebigen der verbleibenden acht Werte annehmen: (g) Bei je-
der anderen der neun méglichen Strafen, diirfen die beiden {ibrigen Karten
nur aus sieben der acht verbleibenden Karten gezogen werden, denn jeweils
ein Wert wiirde das Blatt zu einer hoheren Strafe machen: 9 - (;)

Somit ergeben sich fiir den ersten Fall

(6 7 05+ () () ()

2.Fall:

Befindet sich unter den sieben Karten ein Paar, so kann dies entweder mit
einem Wert, der nicht in der Strake vorkommt gebildet werden oder ein Wert
der Strake ist zweifach vorhanden.

(i) Der Wert des Paares kommt nicht in der Strafe vor

Fiir die Farben der fiinf Karten, die kein Paar bilden gibt es 4°> mégliche Kom-
binationen. Fiir die Farbe des Paares konnen zwei aus vier moglichen Farben
gewihlt werden. Es ergeben sich also 4° - (;1) Moglichkeiten.

Wie schon im 1. Fall miissen auch hier die Moglichkeiten ein Flush, das in vier
verschiedenen Farben auftreten kann, zu erzielen, ausgeschlossen werden. Es
gibt fiinf mogliche Kombinationen, in denen vier Karten der Strafe und eine
Karte des Paares die gleiche Farbe haben. die iibrige Karte der Strafe und
die des Paares kénnen jeweils in drei verschiedenen Farben auftreten. Daraus
ergeben sich 5 - 3 - 3 Kombinationen.

Haben die fiinf Karten der Strake die gleiche Farbe, so kénnen die zwei Karten
des Paares drei verschiedene Farben annehmen: (3) Schliefslich kann eine Kar-
te des Paares auch die gleiche Farbe wie die Strafe haben. In diesem Fall kann

die zweite Karte des Paares eine der drei verbleibenden Farben annehmen: (‘Z’)
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Daraus ergibt sich nun Folgendes:

45.(;‘>—4-<5-3'3+(;)+(?>)

Zusatzlich miissen diese Karten natiirlich eine Strafe bilden. Wird die héchste
Strake gebildet kann das Paar einen der verbleibenden acht Werte annehmen.
Bei jeder der anderen neuen verschiedenen Strafe, darf das Paar nur einen von
sieben der acht verbleibenden Werte annehmen, da eine der acht Karten das
Blatt zu einer hoheren Strake machen wiirde. Die Uberlegungen von Punkst (i)
ergeben insgesamt:

4 3 3 8 7
5 . —_— . . . . .
()= G ()= ) (G) - ()
(ii) Eine Karte des Paares ist Teil der Strafe

Da eine Strafe aus fiinf verschiedenen Werten besteht, gibt es fiinf Moglich-
keiten fiir den Wert, der zweifach vorhanden ist.
Ubrigen Uberlegungen sind ident mit jenen aus Punkt (i). Daraus ergeben sich

e e (OO ()

Die beiden Ergebnisse konnen nun zusammengefasst werden und somit ergeben

Q) (O )
oo o (0 () (0 )
o (e (- ODHO+)-

= 2 530 440

Moglichkeiten fiir ein Straight, wenn sich unter den sieben Karten ein Paar
befindet.

3.Fall:

Beinhaltet die Kartenkombination einen Drilling, so muss eine Karte davon
zwangsweise auch Teil der Strafe sein. Der Drilling kann somit fiinf verschie-
dene Werte annehmen. Die Farbzusammenstellung des Drillings ist beliebig.

73



Es wird also eine 3-elemtrige Stichprobe aus den vier moglichen Farben, also
einer 4-elemtrigen Menge gezogen. Die iibrigen vier der sieben Karten kénnen
ebenso aus vier verschiedenen Farben gezogen werden. Daraus ergeben sich

s (4
540, (3)

moglichen Kombinationen.

Wie auch schon in den ersten beiden Fiallen miissen auch hier jene moglichen
Kombinationen, die ein Flush ergeben, ausgeschlossen werden. Ein Flush kann
in vier verschiedenen Farben auftreten. Um die Farbe der iibrigen zwei Karten
zu bestimmen, wird eine 2-elemtrige Stichprobe aus den drei verbleibenden
Farben, also einer 3-elemtrigen Menge gezogen. Da die Kartenkombination
einen Drilling beinhaltet, gibt es keine weiteren Moglichkeiten, ein Flush zu
erhalten. Zuletzt muss aus den fiinf unterschiedlichen Werten eine von zehn
moglichen Strafen gebildet werden. Daraus ergeben sich fiir den dritten Fall

(1§ -1 () e

mogliche Kombinationen.

4.Fall:

Befinden sich zwei Paare unter den sieben Karten, so muss eine Karte jedes
Paares auch Teil der Strafe sein. Fiir die Paare werden also zwei aus fiinf Wer-
ten der Strake ausgewdhlt. Die drei iibrigen Karten der Strafse konnen jede
beliebige Farbe annehmen. Die beiden Karten eines Paare konnen jeweils in
vier verschiedenen Farben gezogen werden. Die Anzahl der Moglichkeiten kann
also berechnet werden durch:

() G)-C)

Auch hier sind wieder jene Moglichkeiten, die ein Flush ergeben auszuschlie-
fsen. Ein Flush kann in jeder der vier Farben gebildet werden. Fiir die beiden
anderen Karten stehen jeweils drei Farben zur Verfiigung. Zuletzt muss aus den
fiinf unterschiedlichen Werten der sieben Karten wieder eine der zehn mégli-
chen Straken gebildet werden. Insgesamt ergeben sich also fiir den vierten Fall

0 () (e () () -10)-mm

Moglichkeiten.
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Um die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Spieler ein Straight erhélt zu berechnen,
muss nun die Summe der Moglichkeiten aus allen vier Fillen durch die Anzahl
aller moglichen Kartenkombinationen dividiert werden.

3372 180 + 2 530 440 + 50 600 + 226 800
52 -
(%)

~ 0,046193821

P(Straight) =

6180020
133 784 560

Tree of a kind

Ein Drilling, also drei gleichwertige Karten, kann in 13 verschiedenen Werten
vorkommen. Die restlichen vier der sieben Karten werden ohne Zuriicklegen
aus den iibrigen 12 Werten ausgewihlt, denn es darf weder ein Wert zweimal
vorkommen, da sonst ein Full House entstehen wiirde noch darf der Wert des
Drillings ein weiteres mal gezogen werden, da sonst ein Poker entstehen wiirde.
Damit ein Drilling gewertet wird, darf der Wert des Drillings gemeinsam mit
den iibrigen vier Karten kein Straight ergeben. Die Anzahl der moglichen Stra-
fsenkombinationen ist vom Wert des Drillings abhéngig. Betrachtet man die
Liste aller moglichen Strafenkombinationen so ergibt sich fiir jeden Wert des
Drillings eine bestimmte Anzahl an méglichen Strafenkombinationen.

{A4,2,3,4,5} {3,4,5,6,7} {5,6,7,8,9} {7,8,9,10,J} {9,10,J,Q, K}
{2,3,4,5,6} {4,5,6,7,8} {6,7,8,9,10} {8,9,10,J,Q} {10,J,Q, K, A}

Wert des Drillings AIK|IQIJ[10[9]8|7|6|5|4[3]2
Anzahl Kombinationen | 2 | 2 | 3 4| 5 |55 |5|5|5(4]3]|2

Abbildung 5.3: Anzahl der mdoglichen Strafenkombination in Abhingigkeit
vom Wert des Drillings

Diese insgesamt 50 Kombinationen miissen von der Gesamtanzahl der Drillin-
gen abgezogen werden. Somit erhalt man:

13 12 20
4

Nun muss noch die Auswahl der Farben beriicksichtigt werden. Der Drilling
kann drei der vier moglichen Farben enthalten. Die vier iibrigen Karten kénnen
jede beliebige Farbe annehmen, es darf dabei jedoch kein Flush entstehen. Ein
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Flush kann wiederrum in vier verschiedenen Farben gezogen werden. Fiir die
beiden tibrigen Karten stehen drei Farben zur Auswahl. Somit erhélt man fiir

die Auswahl der Farben: A ;
4t g
3 2

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler Tree of a kind erhélt kann also folgen-
dermafen berechnet werden:

P(Tree of a kind) = (13 : <142) — 50) (5(253) A4 (g>) =

~ 0, 048298698

6461 620
133 784 560

Two Pair

Um die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler Two Pair, also zweimal zwei Kar-
ten mit gleichem Wert, erhélt bestimmen zu kdnnen, miissen zunéchst zwei
Fille unterschieden werden.

Die Hand eines Spieler kann neben den zwei Paaren entweder (1.Fall) drei
Karten mit unterschiedlichen Werten oder (2.Fall) ein weiteres Paar und eine
einzelne Karte beinhalten.

1.Fall:

Zunichst werden die beiden Werte der Paare aus 13 mdéglichen Werten gezo-
gen. Die drei iibrigen Karten kénnen nun aus den verbleibenden 11 Werten
ausgewahlt werden. Fiir die beiden Karten jedes Paares stehen je vier Farben
zur Auswahl. Die drei Karten mit unterschiedlichen Farben kénnen zunéchst
in jeder beliebigen Farbe gezogen werden.

() (3)()-()

Nun miissen wiederrum die Kombinationen, die ein Flush ergeben abgezogen
werden. Um ein Flush zu erhalten, muss eine Farbe in beiden Paaren vorkom-
men und die drei {ibrigen Karten miissen ebenfalls diese Farbe haben. Die zwei-
ten Karten jedes Paares kénnen demnach jede beliebige der drei verbleibenden
Farben haben. Von den Farbkombinationen miissen also 4 - (‘;’) Kombinationen
abgezogen werden. Fiir den ersten Fall erhélt man also:

() () (G)- ) )

Weiters miissen alle Kombinationen, die eine Strale ergeben ausgeschlossen,
also abgezogen, werden. Dazu wird, wie in dem Abschnitt zu Tree of a kind,

76



die Anzahl der Strafenkombinationen, die die Werte von jeweils zwei Paaren
enthalten, bestimmt.

{A,2,3,4,5} {3,4,5,6,7} {5,6,7,8,9} {7,8,9,10,J} {9,10,J,Q,K}
{2,3,4,5,6} {4,5,6,7,8} {6,7,8,9,10} {8,9,10,J,Q} {10,J,Q, K, A}

Paar | Straften Paar | Stralen Paar | Strafen Paar | Straken
A2 1 A3 1 A4 1 Ap 1
2:3 2 2:4 2 25 2 2:6 1
3;4 3 3;5 3 3;6 2 3;7 1
4:5 4 4:6 3 47 2 4:8 1
5:6 4 5;7 3 58 2 59 1
6;7 4 68 3 6;9 2 6;10 1
7.8 4 79 3 7;10 2 7 1
8;9 4 8;10 3 8;J 2 8;:Q 1
9;10 4 9;J 3 9;Q 2 9:K 1
10;J 4 10;Q 3 10;K 2 10;A 1
J;Q 3 J:K 2 J:A 1 > 10
QK 2 Q;A 1 > 20

K;A 1 > 30

> 40

Abbildung 5.4: Anzahl der méglichen Strakenkombinationen in Abhéngigkeit
vom Wert der beiden Paare

Es gibt also in Summe 100 Strafen, die mit zwei Paaren gebildet werden kon-
nen. Zusatzlich miissen die Farbkombinationen der Strafen betrachtet werden.
Fiir beide Karten jedes Paares stehen wieder je vier Farben zur Auswahl und
die restlichen Karten konnen auch hier in jeder beliebigen Farbe gezogen wer-
den. Um die Moglichkeiten ein Flush zu erhalten auszuschlieffen, miissen aus
denselben Griinden wie zuvor wieder 4 - 32 Moglichkeiten subtrahiert werden.
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Man erhélt also fiir den ersten Fall:
13 11 4 4 4 4 )
. : . 43 -4.32) —100 - . 43 —4.3%2) =
(2)-(5) () () o) a0 () (5) 4 -2%)
= 28 962 360 Moglichkeiten.

2.Fall:

Um alle Moglichkeiten dieses Falles zu bestimmen, miissen zunéchst die drei
Werte der drei Paare aus 13 moglichen Werten gezogen werden. Fiir die bei-
den Karten jedes Paares stehen je vier Farben zur Auswahl. Die siebente Karte
kann nur noch aus den verbleibenden 10 Werten ausgewéhlt werden, da kein
Drilling entstehen darf und sie kann eine beliebige Farbe haben. Hat ein Spieler
drei Paare in der Hand, kann auf keinen Fall ein Flush oder ein Straight ent-
stehen, da er maximal vier Karten einer Farbe beziehungsweise maximal vier
Karten von unterschiedlichen Wert haben kann. Es miissen also keine weiteren
Kombinationen ausgeschlossen werden. Fiir den zweiten Fall ergeben sich also

() () () e

Moglichkeiten. Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, muss nun wieder die
Summe der eben bestimmten Moglichkeiten durch die Anzahl aller moglichen
Kombinationen dividiert werden.

28 962 360 + 2 471 040

P(Two Pair) = 133 784 560

31 433 400
= —— =~ (,234955364
133 784 560 ’

Pair

Ein Spieler kann ein Paar mit 13 verschiedenen Werten erhalten. Fiir die {ibri-
gen fiinf Karten stehen somit 12 verschiedene Werte zur Verfiigung. Sie diirfen
allerdings nur unterschiedliche Werte annehmen, da kein Drilling und kein
zweites Paar gezogen werden darf. Es gibt zunéchst also 13 - (152) Moglichen-
keiten ein Paar zu erhalten.

Von diesen moglichen Kombinationen miissen nun noch jene Kombinationen
abgezogen werden, durch die eine Strafse entstehen wiirde. Die Anzahl der mog-
lichen Strafen ist vom Wert es Paares abhiingig. Zur besseren Ubersicht werden
an dieser Stelle nocheinmal alle moglichen Strafsenkombinationen aufgelistet:
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{A4,2,3,4,5} {3,4,5,6,7} {5,6,7,8,9} {7,8,9,10,J} {9,10,J,Q, K}
{2,3,4,5,6} {4,5,6,7,8} {6,7,8,9,10} {8,9,10,J,Q} {10,J,Q,K,A}

Paar mit A:

Mit einer Karte des Paares {A, A} konnen die beiden Straken {A,2,3,4,5}
und {10, J,Q, K, A} gebildet werden. Die siebente Karte kann jeweils sieben
verschiedene Werte annehmen. Im Falle der ersten Strafse wiren das die Werte
7,8,9,10, J, Q) oder K und im Falle der zweiten Strafe die Werte 2,3,4,5,6,7
und 8.

Eine Strake kann jedoch auch mit den fiinf unterschiedlichen Karten neben
dem Paar gebildet werden. Dafiir gibt es acht Moglichkeiten:
{2,3,4,5,6},{3,4,5,6,7},{4,5,6,7,8},{5,6,7,8,9},
{6,7,8,9,10},{7,8,9,10, J},{8,9,10, J,Q} und {9,10, J,Q, K}.

Es gibt also 2 -7+ 8 = 22 Mdglichkeiten eine Strafe zu erhalten.

Paar mit 2:

Mit einer Karte des Paares {2, 2} kénnen die beiden Strafen {A4,2,3,4,5} und
{2,3,4,5,6} gebildet werden. Die siebente Karte kann im Falle der ersten Stra-
fse die Werte 7, 8,9, 10, J, @ oder K annehmen und im Falle der zweiten Strafe
die Werte 8,9, 10, J, @, K oder A annehmen.

Mit den fiinf unterschiedlichen Karten neben dem Paar konnen acht verschie-
dene Strafen gebildet werden:
{3,4,5,6,7},{4,5,6,7,8},{5,6,7,8,9},{6,7,8,9,10},{7,8,9, 10, J },

{8,9,10, J,Q},{9,10, J,Q, K} und {10, J,Q, K, A}.

Es gibt also 2 -7+ 8 = 22 Moglichkeiten eine Strafe zu erhalten.

Paar mit 3:

Mit einer Karte des Paares {3, 3} konnen die Strafen {A,2,3,4,5},{2,3,4,5,6}
oder {3,4,5,6, 7} gebildet werden. Die siebente Karte kann wieder jeweils sie-
ben Werte annehmen.

Mit den fiinf unterschiedlichen Karten neben dem Paar konnen sieben ver-
schiedene Strafen gebildet werden:
{4,5,6,7,8},{5,6,7,8,9},{6,7,8,9,10},{7,8,9,10, J},{8,9,10, J, Q},

{9,10, J,Q, K} und {10, J,Q, K, A}.

Es gibt also 3 -7+ 7 = 28 Mdglichkeiten eine Stralle zu bilden.

Paar mit 4:

Mit einer Karte des Paares {4, 4} konnen die Straken {4,2,3,4,5},{2,3,4,5,6},
{3,4,5,6,7} oder {4,5,6,7,8} mit jeweils sieben verschiedenen zusiitzlichen
Karten gebildet werden.

Mit den fiinf unterschiedlichen Karten kénnen sechs weitere Straken gebildet
werden:

{5,6,7,8,9},{6,7,8,9,10},{7,8,9,10, J},{8,9,10, J, @}, {9, 10, J, Q, K}
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und {10, J,Q, K, A}.
Es gibt also 4 - 7+ 6 = 34 Mdglichkeiten eine Strafle zu bilden.

Paar mit 5:

Mit einer Karte des Paares {5, 5} kénnen die Straken {4, 2,3,4,5},{2,3,4,5,6},
{3,4,5,6,7},{4,5, 6,7,8} oder {5,6,7,8,9} mit jeweils sieben verschiedenen
zusitzlichen Karten gebildet werden.

Mit den fiinf unterschiedlichen Karten konnen fiinf weitere Strafen gebildet
werden:

{6,7,8,9, 10},{7,8,9,10, J},{8,9,10, J,Q},{9, 10, J,Q, K}, {10, J,Q, K, A}.
Es gibt also 5 - 7+ 5 = 40 Mdglichkeiten eine Strafte zu bilden.

Paar mit 6:

Mit einer Karte des Paares {6,6} konnen die Strafen {2,3,4,5,6},{3,4,5,6, 7},
{4,5,6,7,8},{5,6, 7,8,9} oder {6,7,8,9,10} mit jeweils sieben verschiedenen
zusidtzlichen Karten gebildet werden.

Mit den fiinf unterschiedlichen Karten konnen vier weitere Strafsen gebildet
werden: {7,8,9,10, J},{8,9,10, J,Q},{9,10, J,Q, K} und {10, J,Q, K, A}.
Es gibt also 5 -7+ 4 = 39 Moglichkeiten eine Strafte zu bilden.

Paar mit 7,8 oder 9:

Fiir diese Werte gelten die gleichen Uberlegungen wie fiir den Wert 6, da es
genauso viele Strafsen mit einer Karte des Siebener-, Achter- und Neuerpaar
gibt wie bei dem Sechserpaar. Es gibt also jeweils 39 Mdéglichkeiten eine Strafse
zu bilden.

Paar mit 10:
Fiir ein Paar mit dem Wert 10 gelten die gleichen Uberlegungen wie fiir das
Paar mit dem Wert 5. Es gibt daher ebenfalls 40 mégliche Strakenkombinationen.

Paar mit J:
Fiir ein Paar mit dem Wert J gelten die gleichen Uberlegungen wie fiir das Paar
mit dem Wert 4. Es gibt daher ebenfalls 34 mogliche Strafsenkombinationen.

Paar mit :
Fiir ein Paar mit dem Wert Q gelten die gleichen Uberlegungen wie fiir das Paar
mit dem Wert 3. Es gibt daher ebenfalls 28 mogliche Strafenkombinationen.

Paar mit K:
Fiir ein Paar mit dem Wert K gelten die gleichen Uberlegungen wie fiir das
Paar mit dem Wert 2. Es gibt daher ebenfalls 22 mdgliche Strafsenkombinationen.

Um alle moglichen Kombinationen, die eine Strafse ergeben zu erhalten, miis-
sen nun die eben errechnete Werte addiert werden: 22 +22-2428-2+34-2+
40 -2+ 39 - 4 = 426.
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Fiir die Anzahl der Mdoglichkeiten ein Paar zu erhalten gilt also:

12
13- — 426
(5)

Zuletzt miissen noch die Farbkombinationen beriicksichtigt werden. Fiir das
Paar werden zwei Farben aus vier Farben ausgewé&hlt. Die restlichen fiinf Kar-
ten kdnnen zunéchst jede beliebige Farbe annehmen: (;") - 45,

Von diesen Kombinationen miissen allerdings noch jene Kombinationen abge-
zogen werden, die ein Flush ergeben. Ein Flush kann in vier verschiedenen
Farben auftreten und aus fiinf oder sechs Karten der gleichen Farbe bestehen.
Bei einem Flush aus fiinf Karten gleicher Farbe miissen zwei Fille unterschie-
den werden. Zum einen kann eine Karte des Paares Teil des Flushes sein und
zum anderen kann das Flush aus den iibrigen fiinf Karten neben dem Paar
gebildet werden.

Im ersten Fall ist eine der fiinf Karten neben dem Paar nicht Teil des Flushes.
Diese Karte kann drei verschiedene Farben annehmen. Jene Karte des Paares,
die nicht Teil des Flushes ist, kann ebenfalls aus drei moglichen Farben gezo-
gen werden. Es ergeben sich also fiir den ersten Fall 5 - 3 - 3 Moglichkeiten.
Im zweiten Fall haben die beiden Kartes des Paares eine andere Farbe als das
Flush, das sich aus den {ibrigen fiinf Karten zusammensetzt. Fiir die Farbe des
Paares werden also zwei Farben aus den drei verbleibenden Farben gezogen.
Es ergeben sich fiir den zweiten Fall also (3) Moéglichkeiten.

Bei einem Flush aus sechs Karten gleicher Farbe kann die siebente Karte drei
verschiedene Farben haben, daher gibt es drei Md&glichkeiten ein solches zu
erhalten. Die Anzahl der Kombinationen, die ein Flush ergeben miissen nun
von allen méglichen Farbkombinationen subtrahiert werden:

(o) ¢ (0 () )

Um die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler ein Paar erhilt zu bestimmen muss
nun die Anzahl der Kombinationen, die ein Paar ergeben, durch die Anzahl
aller moglichen Kombinationen dividiert werden.

p(pain = 13 () =426) () £ -4 (5-3-3+ () +3)) _

52
(%)
58927800
= —— ~(.4382254
133784560 0, 438225457
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High Card

Wird keine der eben analysierten Kombinationen erzielt, so gewinnt die héchste
Karte im Spiel. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler kein Paar oder ein
hoheres Blatt erhélt kann mit der Gegenwahrscheinlichkeit berechnet werden.

P(High Card) = 1 — [P(Royal Flush) + P(Straight Flush) + P(Four of a kind)+
+ P(Full House) + P(Flush) + P(Straight)+
+ P(Three of a kind) + P(Two Pair) + P(Pair)] =
=1—1[0,0003232 + 0,00027851 + 0,00168067+
+ 0,02596102 + 0, 03025494 + 0, 04619382+
+ 0, 04829870 + 0, 23495536 + 0, 43822546] =
=0,1741192

Zur besseren Ubersicht werden in der folgenden Tabelle nocheinmal die eben
berechneten Wahrscheinlichkeiten, mit der ein Spieler die verschiedenen Kom-
binationen erhilt, dargestellt:

Kombination Wahrscheinlichkeit
Royal Flush 0,00003232
Straight Flush 0,00027851
Four of a kind 0,00168067
Full House 0,02596102
Flush 0,03025494
Straight 0,04619382
Three of a kind 0,04829870
Two Pair 0,23495536
Pair 0,43822546
High Card 0,17411920

Bei dieser Ubersicht fillt auf, dass bei Texas Hold’em die Wahrscheinlichkeit
ein Paar oder sogar zwei Paar zu erhalten grofer ist, als die Wahrscheinlichkeit,
dass mit den sieben Karten, die zur Verfiigung stehen, keine Kombination
erzielt wird.
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5.2.2 Spielsituationen

Nachdem im vorherigen Abschnitt die Wahrscheinlichkeiten, mit den sieben
ausgeteilten Karten ein bestimmtes Blatt zu erhalten, berechnet wurden, stellt
sich nun die Frage, wie sich die Wahrscheinlichkeiten auf ein gutes Blatt in den
verschiedenen Wettrunden verdndern und wann es sinnvoll ist auszusteigen und
wann unbedingt gewettet werden sollte.

Pre-Flop — Verhalten in der ersten Wettrunde

In dieser Runde werden jedem Spieler zwei verdeckte Karten, die sogenannten
Hole Cards ausgeteilt. Es gibt also

52
= 1326
(2)

mogliche Starthinde, die ein Spieler ziehen kann.

Obwohl der Spieler zu diesem Zeitpunkt weniger als ein Drittel aller Karten
kennt, muss er entscheiden ob er mitgeht oder aussteigt. Es stellt sich also die
Frage, welche Starthinde gut und welche weniger gut sind.

Grundsétzlich sind hohe Karten von Vorteil, denn im Zweifel gewinnt im-
mer die hohere Kombination. Die Hole Cards sollten sich aufserdem durch
die Community-Cards zu einem héherwertigen Blatt kombinieren lassen.
Karten, die suited sind, also die gleiche Farbe haben, konnen spéter zum Bei-
spiel ein Flush ergeben. Karten, die weniger als sechs Riénge auseinander liegen
konnen spater eine Strafke bilden. Aus den eben genannten Griinden gilt 72 off-
suit - also unterschiedlicher Farbe - als schlechteste Starthand im Poker. (vgl.
[11], S. 66)

Die folgende Tabelle zeigt eine Liste der besten Starthédnde:

Hole Cards: Pair

Aus der Abbildung 5.5 ldsst sich erkennen, dass ein Spieler, der als Hole Cards
ein Paar erhalten hat, auf jeden Fall weiterspielen sollte. Dabei gilt natiirlich:
je hoher das Paar desto besser.

Doch wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, als Starthand ein Paar zu erhalten?
Es gibt 13 verschiedene Werte, in denen das Paar auftreten kann. Die Farben
der beiden Karten werden aus einer 4-elementrigen Menge gezogen. Um die
Wahrscheinlichkeit zu berechnen, muss nun die Anzahl der Mdéglichkeiten ein
Paar zu erhalten durch die Anzahl aller moglichen Starthdnde dividiert werden:

13-(;) 78

(?) 1326

P(Starthand Pair) =

~ 0, 058823529
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Gruppe | Rang Starthinde

1 1-5 AA KK, QQ,JJ, AK s

2 6-10 TT, AQs, AJs, AK, KQs

3 11-16 ATs, KJs, AQ,99,QJs, KT's

4 17-24 88,QTs, A9s, AJ, JT's, KQ, A8s, AT

K9s, ATs, KJ, Abs, (Q9s,T9s,77, .J9s, Abs, QJ,
Ads, KT,QT, A3s, K8s, JT, A2s, (8s
6 43-51 T8s, KTs,98s,66, J8s, A9, K6s, K5s, A8
87s,97s, K4s,Q7s, T7s, K9, J7s,T9,55
Q6s,Q9, K3s,J9, A7, Q5s, A5, K25
Q4s, A6,T6s, J6s, A4, Jbs, K8, ()3s,44,T8,
A3,J8,Q8, K7, A2, K6

ot 25-42

7 92-68

8 69-84

Abbildung 5.5: Die besten Starthénde (in der Wertigkeit absteigend),
Quelle:|11], S. 67

Das Paar gilt deshalb als gute Starthand, weil die Wahrscheinlichkeit damit
im Laufe des Spiels eine bessere Kombination zu erhalten relativ grofs ist.
Der Spieler hat insbesondere die Moglichkeit das Blatt zu einem Three of a
kind, Full House oder sogar zu einem Four of a kind zu vervollstindigen. Die
Wahrscheinlichkeit ein Paar auf eine der eben genannten Kombinationen zu
verbessern, soll anhand des folgenden Beispiels berechnet werden.

Starthand {#K,OK}

Damit der Spieler am Ende des Spiels einen Drilling hat, muss eine Community—
Card den Wert K in der Farbe Kreuz oder Karo haben: 1 - (f) =2

Die restlichen vier Karten miissen von unterschiedlichen Wert sein. Sie kénnen
also aus den verbleibenden 12 Werten gezogen werden. Die zwei moglichen
Strakenkombinationen {9, 10, J,Q, K} und {10, J,Q, K, A}, die dabei entste-
hen kdnnen, miissen von dieser Anzahl jedoch abgezogen Werden:(lf) — 2.

Die Farbauswahl der vier Karten kann beliebig sein. Auszuschliefen sind je-
doch jene drei Moglichkeiten, die ein Flush ergeben wiirden. Ein Flush kann
in den Farben #, © oder in der Farbe des dritten Konig entstehen: 44 — 3.
Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit muss nun die Anzahl der Mé&glichkeiten,
die ein Three of a kind ergeben, durch die Anzahl aller Méglichkeiten, fiinf
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Karten aus den verbleibenden 50 Karten zu ziehen, dividiert werden:

2-((")=2)-(4*-3
P(Pair 4K, QK — Three of a kind) = () (50)) ( ) ~ 0,1177377
5
Ein Full House kann mit dieser Starthand auf zwei Arten entstehen. Es kann
einerseits ein dritter Konig und zusétzlich ein Paar gezogen werden. Anderer-
seits kann das Paar auch mit einem Drilling aus den Community-Cards zu
einem Full House kombiniert werden.

Ein dritter Konig kann in zwei verschiedenen Farben gezogen werden: 1 - (?)
Das zusétzliche Paar kann 12 verschiedene Werte annehmen. Fiir die Farb-
auswahl wird eine 2-elementrige Stichprobe aus einer 4-elementrigen Menge
entnommen: 12 - (3) Die beiden iibrigen Karten miissen von unterschiedlichem
Wert sein. Sie konnen also aus den verbleibenden 11 Werten gezogen werden,
wobei die Farbauswahl beliebig sein kann: () - 4%.

Ein Drilling in den Community-Cards kann 12 verschiedene Werte annehmen.
Fiir die Farbauswahl wird eine 3-elementrige Stichprobe aus der 4-elementrigen
Menge gezogen: 12- (g) Die beiden zusétzlichen Karten miissen wieder von un-
terschiedlichem Wert sein. Sie konnen also ebenfalls aus den verbleibenden 11
Werten gezogen werden, wobei die Farbauswahl auch hier beliebig sein kann:
(121> 42

Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit muss nun die Summe der Moglichkeiten
aus beiden Fillen durch die Anzahl aller Moglichkeiten, fiinf aus 50 Karten zu
ziehen, dividiert werden:

2\ 19 (4 . (1) 42 (A L (1Y g2
P(Pair 4K, VK — Full House) = (1) 12 (2) (2) 4% 4+ 12 (3) (2) 4

()

~ 0,079744756

Damit aus einem Paar ein Vierling entsteht, miissen beide noch im Kartensta-
pel verbliebenen Konige gezogen werden. Die drei zusétzlichen Karten kénnen
jeden beliebigen Wert und jede beliebige Farbe annehmen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Starthand zu einem Vierling wird, kann also
wie folgt berechnet werden:

1-1-(12) .43
P(Pair 4K, OK — Four of a kind) = # ~ 0,006645396

(%)
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Aus den eben berechneten Ergebnissen lasst sich nun die Wahrscheinlichkeit
berechnen mit der die Starthand {#K,OK} im Laufe des Spieles zu einem
guten Blatt wird:

P(Pair 4K, OK — gutes Blatt) = P(Pair #K, OK — Three of a kind)+
+ P(Pair 4K, OK — Full House)+
+ P(Pair 4K, QK — Four of a kind) =
=0,1177377 4 0,0797448 + 0,0066454 =
— 0,2041279

Die Starthand {#K,OK} wird also mit einer Wahrscheinlichkeit von rund
20,4% zu einem Three of da kind, Full House oder Four of a kind, die auf-
grund ihrer hohen Wertigkeit als gute Blatter bezeichnet werden konnen. Im
Vergleich dazu liegt die Wahrscheinlichkeit auf solch ein gutes Blatt vor dem
Austeilen nur bei rund 7,6%.

Das Beispiel zeigt also deutlich, dass ein Paar als Starthand die Chancen auf
ein gutes Blatt erheblich, in dem gewéhlten Beispiel sogar um rund 12,8%,
vergrofert.

Dariiberhinaus gibt es natiirlich auch die Méglichkeit mit einem Paar als Start-
hand andere Kombinationen, wie zum Beispiel ein Straight oder ein Flush zu
erhalten. Fiir derartige Kombinationen gibt es allerdings giinstigere Starthén-
de, die im folgenden noch genauer analysiert werden.

Hole Cards: zwei benachbarte Karten gleicher Farbe (Suited Connec-
tors)

Ein Blick auf die Abbildung 5.5 zeigt, dass A, Ksuited auf Platz fiinf in der
Rangliste liegt und somit zu den besten Starthinden iiberhaupt gehort.

Die Wahrscheinlichkeit diese Hand am Beginn zu erhalten ist sehr gering und
kann folgendermafsen berechnet werden. Die Kombination ist in jeder der vier
Farben moglich und die Reihenfolge muss beachtet werden:

P(AKs) = P(WA, 8K) + P(DA,QK) + P(GA, OK) + P(A, &K) =
L UL S SRR IS SR SRR
52 51 52 51 52 51 52 51

8
=~ 1 1
2652 0,00301659

Die hochste aller Suited Connectors, also Starthinde, die in ihrer Wertigkeit
direkt nebeneinander liegen und die gleiche Farbe haben, gilt aus mehrern
Griinden aus besonders gute Starthand. Zum einen beinhaltet sie mit dem Ass
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und dem Konig die beiden hichsten Karten im Spiel und gewinnt, wenn am
Ende keine Kombination gebildet werden kann. Wird das Ass vom Flop getrof-
fen, so bildet es das hochste Paar und die Chancen auf den Sieg stehen nicht
schlecht, solange kein anderer Spieler ebenfalls ein Ass erhalten hat.

Fiir einen Spieler mit einem Ass in der Starthand ist es also wichtig zu wis-
sen, wie grofs die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein anderer Spieler auch ein Ass
erhalten hat.

Diese Wahrscheinlichkeit ist von der Anzahl der Spieler abhéngig. Sie ldsst
sich mit der Gegenwahrscheinlichkeit, also der Wahrscheinlichkeit, dass kein
weiteres Ass im Spiel ist, berechnen. Im Kartenstapel befinden sich noch 50
Karten von denen 3 Karten Asse sind.

47 46
P(mind. ein A bei 2 Spielern) =1 — T 0,117551020

A7 46 45 44 43 42 41 40
P(mind. ein A bei 4 Spielern) =1— —+ — - —+ — . — . — . — . — &

50 49 48 47 46 45 44 43
~ 0,414285714

A7 46 45 44 43 42 41 40

s s —— s —— s —— s — s — s — )Y

42 41 40 39 38 37 36 35 34 33
~ 0, 74693877

Die Berechnungen zeigen, je mehr Spieler mitspielen, desto grofer ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass sich mindestens ein weiteres Ass in den Starthidnden der
anderen Spieler befindet.

Hole Cards: zwei benachbarte Karten

Die Wahrscheinlichkeit die Starthand A, K in beliebiger Farbe zu erhalten, ist
erheblich grofer, als die Wahrscheinlichkeit, mit A, K's in das Spiel zu starten:
4 4 32
( ) 55 1= 2652 0,012066365
Befinden sich die beiden hochsten benachbarten Karten in den Hole Cards ei-
nes Spielers sollte er sich fiir den Fall, dass sich am Ende des Spieles aus den
sieben Karten keine Kombination bilden ldsst und die héchste Karte gewinnt,
wieder fragen, wie grofs die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein anderer Spieler
auch ein Ass erhalten hat.
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Eine zweite durchaus interessante Frage, die sich ein Spieler mit der Starthand
{A, K} stellen sollte ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich mindestens ein
Ass oder Konig in den Community-Cards befindet.

Auch diese Wahrscheinlichkeit ldsst sich am einfachsten mit der Gegenwahr-
scheinlichkeit, also der Wahrscheinlichkeit, dass kein Ass oder Konig gezogen
wird, berechnen. In den verbleibenden 50 Karten befinden sich jeweils drei As-
se und drei Konige. Fiir die erste Karte gibt es also 44 giinstige Falle und 50
mogliche Falle. Somit ergibt sich:

44 43 42 41 40
P(mind. ein Ass oder Konig) =1— — - — - — - — - — = 0,487432272
(mind. ein Ass oder Konig) 010 18 T 16 0, 48743227

Mit der Starthand {A, K} erzielt man also mit einer Wahrscheinlichkeit von
fast 50% ein hohes Paar, was zwar noch keine Garantie zu gewinnen ist, aber
keine schlechte Ausgangslage darstellt.

Zwei benachbarte Karten konnen auferdem gut zu einer Strafse kombiniert wer-
den. Die Wahrscheinlichkeit, zwei beliebige benachbarte Karten zu erhalten,
kann wie folgt berechnet werden: Zu jedem Kartenwert gibt es zwei benach-
barte Kartenwerte. Jeder dieser Werte kann in vier Farben gezogen werden,
daher gibt es ingesamt acht Karten, die gezogen werden diirfen.

52 8

P(Starthand zwei benachbarte Karten) = 5 Fl ~ 0, 1568627

Hole Cards: zwei Karten gleicher Farbe

Auch eine Starthand bestehend aus zwei Karten gleicher Farbe - also suited
- zahlt zu den besten Starthdnden, denn die Chancen auf ein Flush stehen
in diesem Fall gut. Als erste Karte kann dabei jede beliebige der 52 Karte
gezogen werden. Die zweite Karte muss dieselbe Farbe besitzen wie die erste
Karte. Von dieser Farbe sind, unabhéngig davon welche Farbe gezogen wurde,
noch 12 Karten vorhanden. Somit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit:

52 12
P(Starthand zwei Karten gleicher Farbe) = 5 0,235294118

Mit welcher Wahrscheinlichkeit aus einer Starthand dieser Art ein Flush ent-
steht, soll an folgendem Beispiel gezeigt werden.

Starthand {©J, O4}
Damit der Spieler am Ende des Spieles ein Flush hat, miissen sich unter den
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Community-Cards drei oder vier Karten in der Farbe der Starthand befinden.
Die Moglichkeit, dass alle fiinf Karten in dieser Farbe gezogen werden wird
hier ausgeschlossen, denn in diesem Fall hitten alle Spieler ein Flush und das
ware nicht von Vorteil.

Es gibt (131) . (329) Moglichkeiten, dass drei der fiinf Karten dieselbe Farbe wie
die Starthand haben, denn es stehen 11 Karten dieser Farbe zu Verfiigung und
die zusédtzlichen zwei Karten kdnnen aus einer Menge von 39 Karten gezogen
werden. Im zweiten Fall wird eine 4-elementrige Stichprobe aus den 11 verfiig-
baren Karten in der Farbe der Starthand gezogen und nur noch eine Karte aus
den verbleibenden 39 Karten ausgewéhlt: (11) . (319). Fiir die Wahrscheinlichkeit,

4
dass aus dieser Starthand ein Flush entsteht, ergibt sich also:

11 (39 11y (39
P({QJ, 04} — Flush) = () (2) — G)-() ~ 0,06378023
(5)
Die Wahrscheinlichkeit liegt hier also bei rund 6,4% und ist somit mehr als

doppelt so grof wie die Wahrscheinlichkeit ohne Kenntnis der ersten beiden
Karten ein Flush zu erhalten (3,0%).

Die weiteren Wettrunden: Flop, Turn, River

Je mehr Community-Cards bekannt sind, desto genauer kann die Wahrschein-
lichkeit vorausgesagt werden. Wie die Wahrscheinlichkeiten berechnet werden
kénnen, wenn der Flop bereits bekannt ist, soll gezeigt werden, indem das vor-
herige Beispiel nocheinmal aufgegriffen wird und angenommen wird, dass der
Flop {OK, 08, #2} ist.

Turn oder River macht {OJ Q4 OK 08, #2} zu einem Flush:

Diese Wahrscheinlichkeit kann am einfachsten mit der Gegenwahrscheinlichkeit
berechnet werden. Um kein Flush zu erhalten, darf keine Karte in der Farbe
QO gezogen werden. Unter den verbleibenden 47 Karten befinden sich noch 9
O-Karten, die also nicht gezogen werden diirfen. Fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass aus diesem Blatt ein Flush wird ergibt sich also:

PH{QJ,04,0K,08, #2} — Flush) = 1 — P(beide Karten keine O-Karten) =

Im Durschnitt wird also in rund 35% aller Fille ein solches Kartenblatt durch
den Turn oder River zu einem Flush. Man darf jedoch nicht aufer acht lassen,
dass falls sowohl Turn also auch River O-Karten sind, die anderen Spieler nur
eine O-Karte benotigen um ebenfalls ein Flush zu haben.
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Angenommen die Community-Cards sind: {QK, O8 &2, 05 O9}.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein anderer Spieler ebenfalls ein Flush besitzt ldsst
sich analog zum obigen Beispiel mit der Gegenwahrscheinlichkeit berechnen.
Der Unterschied liegt darin, dass in diesem Fall zwei O-Karten weniger im
Spiel sind.
. e 38 37 _
P(der anderer Spieler erhélt ein Flush) =1—- — - — = 0,289
45 44

Diese Wahrscheinlichkeit wird klarerweise immer grofter je mehr Spieler teil-
nehmen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein weitere Spieler ebenfalls ein Flush
besitzt, ist mit fast 29% relativ hoch. Es gewinnt jedoch jener Spieler mit dem
hoheren Flush. Da der erste Spieler einen ©.J besitzt, stehen seine Chancen
nicht schlecht. Doch wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der zweite Spieler
ein hoheres Flush besitzt?
Ein hoheres Flush hétte der andere Spieler wenn er ein QA oder eine QQ be-
sitzt. Die Wahrscheinlichkeit, 1dsst sich wieder mit der Gegenwahrscheinlichkeit
berechnen.

P(der andere Spieler hat hoheres Flush) = 1 — P(er hat kein QA / QQ ) =

43 42 _
— g = 0087

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler mit der Starthand {©J, Q4} gewinnt
ist aufgrund des Q.J relativ grofs. Hat man allerdings ein Flush mit niedrigeren
Kartenwerten so sollte man die Wahrscheinlichkeit, dass ein weitere Spieler
ebenfalls ein Flush besitzt nicht unterschétzen.

Obwohl in dieser Analyse nur ausgewéhlte Spielsituationen betrachtet wurden,
wird schnell klar, dass es keine sichere Gewinnstrategie geben kann, weil die
Karten zufillig verteilt werden. Am wichtigsten fiir einen Spieler ist es zu
wissen, mit welcher Starthand unbedingt gewettet und mit welcher Starthand
es empfehlenswert ist auszusteigen.
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Kapitel 6
Black Jack

Black Jack, auch bekannt als ,17 und 4“ oder ,21“ gehort zu den beliebtesten
und meistgespielten Wettspielen.

Der Ursprung des Spiel liegt im 17. Jahrhundert, als in Frankreich ein Spiel
namens Vingt et Un (iibersetzt 21) gespielt wurde. Franzosische Immigranten
brachten das Spiel schlieflich nach Amerika, wo es anfangs 21 genannt wurde.
Um das Spiel interessanter zu machen und mehr Spieler an die Tische zu
locken, boten die Spielcasions einen Auszahlungsbonus von 10 zu 1 an, falls
ein Spieler mit den ersten beiden Karten eine Kompination aus einem Pik Ass
und einem Pik Buben beziehungsweise Kreuz Buben - also einem schwarzen
Buben - erreicht hat. Diese Hand, und kurz darauf auch das Spiel selbst, wurde
Black Jack genannt. Obwohl dieser spezielle Bonus mit steigender Beliebtheit
des Spiels wieder abgeschafft wurde, blieb dem Spiel dieser Name bis heute.
(vgl. [16],]17])

Heute gehort Black Jack zu den populédrsten Casinospielen der Welt. Wie jedes
Spiel kann es aber auch zu Hause und privaten Kreisen gespielt werden. In
diesem Kapitel werden die Spielregeln kurz erklart und anschliefend werden
einige Uberlegungen, die ein Black Jack Spieler beachten sollte, erliutert. Es
werden dabei die Regeln des Casinos Austrias beriicksichtigt.

6.1 Die Spielregeln

Ziel des Spieles ist es, mit zwei oder mehr Karten néher an 21 zu kommen als
der Croupier (auch Dealer oder Kartengeber genannt), ohne dabei den Wert
21 zu iiberschreiten.
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Die Karten

In den Casinos Austria wird mit sechs Kartenpaketen zu je 52 Blatt, also mit
insgesamt 312 Blatt, gespielt. Bei den Spielkarten 2 bis 10 entspricht die Zahl,
die auf der jeweiligen Karte steht, dem Wert der Karte. Die Bildkarten ,Bube®,
,Dame” und ,Konig* zdhlen 10 Punkte und das ,,Ass“ zahlt wahlweise einen
oder 11 Punkte.

Die hochste Kartenkombination, die alle anderen Kombinationen schlagt wird
Black Jack genannt. Ein Black Jack besteht aus Ass und Bild oder Ass und
10 in den ersten beiden Karten (sieche Abbildung 6.1).

Abbildung 6.1: Black Jack, Quelle: [15]

Das Spiel

Black Jack wird in Casinos auf einem anndhernd halbrunden Tisch gespielt,
an dem bis zu sieben Spieler dem Croupier, der auch die Bank héilt, gegen-
tibersitzen (sieche Abbildung 6.2).

CASINOS AUSTRIA CASINOS AUSTRIA

<><>

gpgovo

Abbildung 6.2: Black Jack Tisch, Quelle: [15]

Die im Halbkreis angeordneten Plitze der Spieler werden Boxen genannt, was
jeden Spieler zu einem sogenannten Bozeninhaber macht. Jeder Spieler spielt
einzeln gegen die Bank und hat somit im Grunde mit den anderen Spielern
nichts zu tun.
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Zu Beginn des Spieles plaziert jeder Spieler seinen Einsatz. Anschliefend teilt
der Croupier jedem Boxeninhaber und sich selbst eine offene Karte aus, da-
nach erhalt jeder Spieler — nicht aber der Croupier — eine weitere Karte, die
ebenfalls offen aufgelegt wird. Links neben dem Croupier beginnend kann jeder
Spieler nun nacheinander mit den Worten , hit* oder ,,Karte solange weitere
Karten verlangen, bis er glaubt nahe genug am Wert 21 zu sein. Wiinscht ein
Spieler keine weitere Karte, so kann er dies durch ,stay“ oder ,keine Karte®
signalisieren. Wer jedoch mit seinen Karten den Wert 21 iiberschreitet - sich
tberkauft - verliert sofort und sowohl der Einsatz als auch die Karten werden
vom Croupier eingezogen. Sobald alle Bozeninhaber ihre Spielentscheidung ge-
troffen haben, also keine weitere Karte mehr verlangt wird, ist der Croupier an
der Reihe, zieht eine zweite Karte und deckt diese auf. Hat er einen Kartenwert
von 16 oder weniger, muss er eine weitere Karte ziehen. Liegt er dariiber, so
darf er keine weitere Karte mehr aufdecken. Der Croupier muss ein Ass immer
mit 11 Punkten bewerten, es sei denn, er wiirde den Wert 21 {iberschreiten,
nur dann zihlt das Ass einen Punkt. Uberschreitet der Croupier den Wert 21,
haben alle im Spiel verbliebenen Teilnehmer automatisch gewonnen. Haben
ein Spieler und der Croupier Punktegleichstand, so gilt dies als Unentschieden
(,,Stand-Off*) und der Bozeninhaber behilt seinen Einsatz. Diejenigen Spieler,
deren Karten also die Punktezahl von 21 nicht iiberschritten haben und einen
hoheren Wert als jene des Croupiers erzielt haben, gewinnen die Hohe ihres
Einsatzes (1:1)(vgl. [15]).

Hat ein Bozeninhaber einen Black Jack — also erhilt er zu Beginn ein Ass und
anschliefend eine Karte mit den Wert 10 (oder umgekehrt) — und bleibt der
Kartenwert des Croupiers unter 21 oder iiberschreitet er diesen Wert, so hat
der Spieler gewonnen und erhilt das Eineinhalbfache seines Einsatzes (vgl.
[15]). In der Abbildung 6.3 werden die eben beschriebenen Fille, also wann
ein Spieler gewinnt (1E oder 1,5E), verliert (-1E) oder ein Remis erreicht (0E)
iibersichtlich dargestellt.

Im Laufe eines Spieles haben die Boxeninhaber verschiedene Md&glichkeiten,
sich abzusichern oder die Gewinnchance zu erhdhen. Diese werden im Folgen-
den erlautert.

Versicherung

Zieht der Croupier als erste Karten ein Ass, kann sich der Spieler gegen einen
moglichen Black Jack versichern, indem er einen Einsatz auf das Feld Insurance
(siche Abbildung 6.2) setzt. Erhélt der Croupier tatsichlich einen Black Jack,
bekommt der Spieler die Versicherung im Verhéltnis 2:1 ausbezahlt. Ansonsten
wird der Einsatz auf dem Feld Insurance eingezogen (vgl. [15]).
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Spieler | <17 | 17 18 19 20 21 | >21 | BJ 21
Bank (T+7+7)

17 -1 0 1 1 1 1 -1 1,5 1,5

18 -1 -1 0 1 1 1 -1 1,5 1,5

19 -1 -1 -1 0 1 1 -1 1.5 1,5

20 -1 -1 -1 -1 0 1 -1 1,5 1,5

21 a0 a0 | 115 15

> 921 1 11 |1 1 1| 1 | 15 15

Black Jack -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 1,5

Abbildung 6.3: Gewinnaussichten, Quelle: [12]

Siebener-Drilling

Erhélt ein Spieler drei Siebener, also einen sogenannten Siebener-Drilling ( Tri-
ple Seven), bekommt er sofort das Eineinhalbfache seines Einsatzes ausbezahlt
— unabhéngig davon, welche Karten der Croupier hat. Nach der Auszahlung
ist das Spiel fiir die jeweilige Box beendet (vgl. [15]).

Teilen

Sind die ersten beiden Karten eines Spielers gleichwertig, so hat er die Moglich-
keit des Teilens (Splitting) um seine Gewinnchancen zu erh6hen. Der Boxenin-
haber spielt nun mit ,,geteilter Hand", das heifft mit zwei getrennten Finsétzen
weiter. Fiir jede geteilte Hand muss ein Einsatz in der Hohe des ersten Ein-
satzes gesetzt werden. Teilt ein Spieler zwei Asse, so erhilt er auf jedes Ass
nur noch eine weitere Karte. In diesem Fall gelten Ass und Bild bzw. Ass und
10 nicht als Black Jack, da die Kombination nicht mit den ersten beiden Kar-
ten erreicht wurde. Handelt es sich nicht um zwei geteilte Asse, bekommt der
Spieler beliebig viele Karten fiir das weitere Spiel (vgl.[15]).

Verdoppeln

Ein Spieler kann nach dem Erhalt der ersten beiden Karten seinen Einsatz
verdoppeln. Danach erhélt er jedoch nur noch eine weitere Karte (vgl.[15]).
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6.2 Mathematische Analyse

Black Jack gilt als einigermafen ausgeglichenes Spiel, da es fiir Spieler und
Bank anndhernd symmetrisch ist und selbst nicht symmetrische Teile des Spie-
les scheinbar einen Vorteil fiir den Spieler darstellen, denn die Bank muss nach
einer festgelegten Strategie weitere Karten ziehen, darf weder teilen noch ver-
doppeln und der Spieler kennt beim Ziehen weiterer Karten die erste Karte der
Bank. Der einzige Vorteil der Bank liegt darin, dass sie auf jeden Fall gewinnt,
wenn der Spieler mit seinen Karten den Wert 21 iiberschreitet, auch dann,
wenn sie selbst die Grenze iiberschreitet. (vgl. [2], S. 83)

Angesichts dieser Tatsache, ist es ratsam, eine eher defensive Spielweise zu
verfolgen und nicht nur die eigenen Karten zu beachten, sondern sich auch an
der ersten Karte der Bank zu orientieren, da diese wichtige Informationen {iber
das voraussichtliche Abschneiden der Bank enthilt. (vgl. [2], S. 83)

In diesem Kapitel werden daher zunéchst die Spielresultate der Bank analy-
siert und anschlieftend wird versucht mit Hilfe der erlangten Resultaten eine
gewinnbringende Strategie fiir den Spieler aufzustellen.

6.2.1 Strategie der Bank

Da die Bank bei einem Kartenwert von 16 oder weniger eine weitere Karte zie-
hen muss und bei einem Kartenwert iiber 16 keine weitere Karte ziehen darf,
kann die erreichte Punkteanzahl der Bank nur zwischen 17 und 26 liegen.

Bei Kartenwerten von mehr als 21, hat sich die Bank #berkauft, daher kénnen
die Werte von 22 bis 26 zu einer Kategorie zusammengefasst werden. Bei einem
Punktewert von 21 muss zwischen einem Black Jack und anderen Kartenkom-
bination, die zu diesem Wert fiihren, unteschieden werden. Somit ergeben sich
fiir die Bank sieben mogliche Punktestdnde am Spielende: 17, 18, 19, 20, 21,
Black Jack und > 21.

Fiir jeden dieser Punktestidnde, kann nun rechnernisch ermitteln werden, mit
welcher Wahrscheinlichkeit der Fall eintritt. Es kann dabei davon ausgegangen
werden, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Kartenwerte immer
konstant gleich sind. Diese Annahme fiihrt zwar nicht zu einem exakten Er-
gebnis, da dies im Normalfall nur fiir unendlich viele Karten gilt, doch aufgrund
der grofsen Menge an Karten und dem Ziel, eine im Durchschnitt optimale Stra-
tegie in guter Ndherung zu entwickeln, kann dies vernachléssigt werden.(vgl.[2],
S. 83)

Das Ziehen einer Karte wird also in der weiteren Analyse als unabhingiger
Versuch betrachtet und es ergibt sich fiir das Laplace-Experiment der Ergeb-
nisraum

0={2,3,4,5,6,7,8,9,10,B,D, K, A} .

96



Die Ereignisse {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8} und {9} treten jeweils mit einer
gleichen Wahrscheinlichkeit P(2) = P(3) = ... = P(9) von 15 auf. Da es vier
verschiedene Karten mit dem Wert 10 gibt, betrdgt die Wahrscheinlichkeit,
dass eine zehnwertige Karte gezogen wird (P(10 U BU D U K)') geméf der

Definition der Laplace-Wahrscheinlichkeitsverteilung %.

Aufgrund der Vielzahl von Méglichkeiten der Bank, die verschiedenen Punkte-
stande zu erlangen, werden die Berechnungen mit dem Computer durchgefiihrt.
Es kann ndmlich beispielsweise passieren, dass die Bank zwdlf Karten ziehen
muss - ndmlich 6 Asse, eine Sechs und wieder 5 Asse nacheinander. (vgl.[2],
S. 83)

Da ein Black Jack nur auf zwei Wege erlangt werden kann, wird diese Berech-
nung zur Veranschaulichung durchgefiihrt.

P(Black Jack) = P((10w N A) U (AN 10w)) =
=P(10wnA) + P(AN10w) =
4 1 N 1 4
13 13 13 13
8
— =~ 00,0473

169 169 169

Die Wahrscheinlichkeit, am Beginn eine Karte der Wertigkeit 10 und ein Ass
beziehungsweise ein Ass und eine zehnwertige Karte zu erhalten, betrigt je-
weils %.

Ein Black Jack entsteht, wenn entweder der eine oder der andere Fall eintritt.
Die Wahrscheinlichkeiten fiir die sieben verschiedenen mdoglichen Punktestén-
de der Bank, die mittelns Computer ermittelt werden kénnen, werden in der

Abbildung 6.4 dargestellt.

Was dabei besonders auffillt, ist das realtiv hohe Risiko der Bank, sich zu iiber-
kaufen, denn das passiert im Durchschnitt mehr als jedes vierte Mal. Verfolgt
ein Spieler die gleiche Strategie wie die Bank, zieht er also nur solange eine wei-
tere Karte, bis er mindestens 17 Punkte erreicht hat und verzichtet darauf zu
verdoppeln oder zu teilen, dann gilt fiir sein Spiel die gleiche Wahrscheinlich-
keitsverteilung. Ware das Spiel fiir Bank und Spieler tatsichlich symmetrisch,
ergibe sich fiir die Gewinnerwartung des Spielers der Wert 0. Aufgrund der
herrschenden Unsymmetrien ist dies jedoch nicht der Fall, was die folgenden
Berechnungen zeigen werden. (vgl. [2], S. 84)

lim Folgenden wird der Kartenwert 10 mit ,,10w* abgekiirzt
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Bank-Ergebnis | Wahrscheinlichkeit

17 0,1451

18 0,1395

19 0,1335

20 0,1803

21 0,0727
Black Jack 0,0473
> 21 0,2816

Abbildung 6.4: Mdogliche Punktestdnde der Bank, Quelle:[2], S. 83

Tritt der Fall ein, dass ein Spieler ein Black Jack hat (Ereignis F;) und die Bank
keinen Black Jack hat (Ereignis Es), so erhélt der Spieler das Eineinhalbfache
seines Einsatzes, was einen Gewinn von 0,5F entspricht. Die Wahrscheinlich-
keit, dass dieser Fall eintritt, lisst sich wie folgt berechnen:

P(Ey N Ey) = P(Ey) - P(E,) =
= 10,0473 - (1 — 0,0473) =
~ 0,0451

Tritt der Fall ein, dass sich sowohl der Spieler (Ereignis F3) also auch die
Bank (Ereignis Fy) iiberkauft haben, verliert der Spieler seinen Einsatz sofort
(—1,0F). Die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Fall eintritt, lasst sich wie folgt
berechnen:

P(E;N Ey) = P(B;) - P(Ey) =
= 10,2816 - 0, 2816 =
~ 0,0793

Die Gewinnerwartung des Spielers ergibt gem#f Definition des Erwartungs-
wertes

E(X)=0,5-0,0451 + (—1) - 0,0793 ~ —0, 0568.

Verfolgt ein Spieler also die vorgeschriebene Strategie der Bank, so muss er
mit einem durchschnittlichen Verlust von 5, 68% seines Einsatzes rechnen, was
bestétigt, dass dies nicht zu empfehlen ist.
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Die eben berechneten Werte zu der Gewinnerwartung, mit der bei einem Spiel
mit der Strategie der Bank zu rechnen ist, werden in der Abbildung 6.5 iiber-
sichtlich dargestellt.

Gewinn/Verlust | Wahrscheinlichkeit | Erwartung

Spieler hat B.J, Bank 0,5 0,0451 0,0225
hat keinen
Spieler und Bank -1,0 0,0793 -0,0793

haben sich iiberkauft

Abbildung 6.5: Gewinnerwartung, (vgl.:[2], S. 84)

Ein Spieler sollte also die Entscheidung, ob er eine weitere Karte ziehen soll
oder nicht, nach anderen Kriterien treffen. Da er zum Zeitpunkt dieser Spiel-
entscheidung bereits die erste Karte der Bank kennt, empfielt es sich, diese zu
beriicksichtigen und die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Bank, bedingt zu
ihrer ersten Karte zu kennen.

Bei diesen Wahrscheinlichkeiten handelt es sich um bedingte Wahrscheinlich-
keiten, denn die Wahrscheinlichkeit, dass die Bank ihr Spiel beispielsweise mit
der Summe 18 beendet, hingt von der ersten Karte, die sie erhalten hat, ab.
Wenn sie zum Beispiel als erste Karte eine 8 zieht, ist die Wahrscheinlich-
keit, dass sie das Spiel mit einer 18 beenden wird, relativ grof, da sie dies am
schnellsten Weg durch eine zehnwertige Karte, die mit einer Wahrscheinlichkeit
von % gezogen wird, erreicht. Hat sie hingegen als erste Karte eine 10 erhalten,
ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie das Spiel mit einer Punktesumme von 18
beenden wird kleiner, als die fiir eine Summe von 20, da die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Karte mit den Punktewert 10 gréfer ist, als fiir jede andere Karte.
(vgl[12], S. 70)

Um diese bedingten Wahrscheinlichkeiten bestimmen zu kénnen, ist eine Uber-
sicht iiber die verschiedenen moglichen Spiele der Bank notwendig. Wie au-
fserordentlich groft diese Vielfalt der Spielmoglichkeiten ist soll der folgende
weinfache” Fall verdeutlichen (vgl. [12], S. 72):

Angenommen die Bank hat als erste Karte eine 9 bekommen. Als zweite Karte
zieht die Bank ...

(i) ... mit einer Wahrscheinlichkeit von 75 ein Ass. Sie héitte dann eine Punk-

tesumme von 20 erreicht und darf keine weitere Karte mehr ziehen.
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(i) ... mit einer Wahrscheinlichkeit von 7% eine 10, einen Buben, eine Dame
oder einen Konig und wiirde damit eine endgiiltige Punktesumme von
19 erreichen.

(iii) ... mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils & eine 8 oder eine 9 und ihr
Spiel wére mit einer Punktesumme von 17 oder 18 ebensfalls beendet.

(iv) ... mit einer Wahrscheinlichkeit von % eine 2, 3, ... oder 7, erreicht so eine
Punktesumme, die kleiner als 17 ist und muss eine dritte Karte ziehen,
was wiederrum eine Vielzahl von Moglichkeiten ergibt.

Zieht sie beispielsweise als zweite Karte eine 2, so ist das Spiel bei ei-
ner 6, 7 oder 8 als dritte Karte mit einer Punktesumme von 17, 18 oder
19 beendet. Bei einem As als dritte Karte (Punktesumme 12) hingegen
muss die Bank eine vierte Karte ziehen und es ergeben sich wiederrum

mehrere Moglichkeiten die verschiedenen Punktesummen zu erreichen.

Auf diese Weise miissten samtliche Moglichkeiten durchgespielt werden und
zwar nicht nur fiir den Fall, dass als erste Karte eine 9 gezogen wurde. Es
kénnen dabei recht komplizierte Kominationen auftreten, wie beispielsweise,
dass die Bank folgende Karten in dieser Reihenfolge zieht:
22222 As As As 6.

In diesem Fall liegen fiir die Bank immerhin 10 Karten auf dem Tisch, was zwar
héchst ungewthnlich aber moglich ist. Diese ausgefallene Moglichkeit macht
deutlich, welche Schwierigkeiten bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
iberwunden werden miissen. (vgl. [12], S. 73)

Angesichts der immensen Anzahl von Mdoglichkeiten empfiehlt es sich die Be-
rechnungen der bedingten Wahrscheinlichkeiten mit dem Computer durchzu-
fiihren. Da es sich um Zustandsdnderungen mit konstanten Wahrscheinlichkei-
ten handelt, konnen die exakten Werte mit Markoff-Ketten berechnet werden.

Dabei ist zuerst die Ubergangsmatriz P zu bestimmen. Die Eintriige beschrei-
ben dabei die Wahrscheinlichkeit mit der bei einer Punktesumme von 2, 3,4, ...,
21, Black Jack, > 21 durch das Ziehen einer weiteren Karte die Punktesumme
2,3,4,...,21, Black Jack, > 21 erreicht wird. Im folgenden wird anhand von
ausgewdahlten Eintragen erklart, wie diese Matrix bestimmt werden kann.

Bei einem Punktestand von 2 ist es unmoglich durch das Ziehen einer weiteren
Karten den Punktestand von 2 zu erreichen, daher ist der Eintrag p; ; = 0. Bei
einem Punktestand von 3 kann durch das Ziehen einer Karte mit dem Wert 5
eine Punktesumme von 9 erreicht werden. Die Wahrscheinlichkeit dafiir betragt
L daher ist p2,s = 1. Bei den Punktesummen iiber 10 muss unterschieden wer-

13
den, ob die Punktesumme mit oder ohne einem Ass erreicht wurde. Bei einer
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Punktesumme von 4 kénnen 14 Punkte (ohne Ass) erreicht werden, indem eine
zehnwertige Karte gezogen wird. Die Wahrscheinlichkeit dafiir betrégt %, da-
her ist ps17 = 4. Mit einem Ass kann die Punktesumme von 14 nicht erreicht
werden, daher ist psis = 0. Die Bank darf ab einer erreichten Summe von
17 Punkten keine Karte mehr ziehen und erreicht somit einen absorbierenden

Zustand.

0011111101104001000000 0 0 0 0 0 0 O
0001111101101040010000 0 0 0 0 0 0 O
0000111101101010400100 0 0 0 0 0 O O
0000011101100101010400 1 0 0 0 0 0 O
0000001101101010101040 1 0 0 0 0 O O
0000000101101010101010 4 1 0 0 0 0 O
0000000001101010101010 1 4 1 00 0 O
0000000000101010101010 1 1 41 00 0
0000000000001010101010 1 1 1 4010
0000000000001010101010 1 1 1 4100
0000000000001010101010 1 1 1 1 400
0000000000000101010101 1 1 1 1 0 4 0
0000000000000010101010 1 1 1 1 10 4

1 0000000000004001010101 1 1 1 1 100
P=—.]10000000000000000101010 1 1 1 110 5
13 0000000000001040010101 1 1 1 1100
0000000000000000001010 1 1 1 1 106
0000000000001010400101 1 1 1 1 100
0000000000000000000010 1 1 1 110 7
0000000000001010104001 1 1 1 1 1 00
0000000000000000000000 1 1 1 1 1 0 8
0000000000001010101040 1 1 1 1 1 00
000000000000000000000013 0 0 0 O O O
0000000000000000000000 013 0 0 O O O
0000000000000000000000 0 013 0 0 0O O
0000000000000000000000 0 0 013 0 0O O
0000000000000000000000 0 0 0 013 0 O
0000000000000000000000 0 0 0 0 013 O
0000000000000000000000 0 0 0 0 O 013

Mit Hilfe dieser Ubergangsmatrix und dem Satz 2.21 kénnen die Wahrschein-

lichkeiten der Bank fiir das Erreichen der verschiedenen Punktesummen in
Abhéngigkeit von der ersten Karte berechnet werden. Diese Ergebisse werden
in der Abbildung 6.6 iibersichtlich dargestellt.

Diese Wahrscheinlichkeiten sind zum Teil auffillig grok. Hat die Bank bei-
spielsweise als erste Karte ein As erhalten, so zeigen die Berechnungen, dass
sie mit einer Wahrscheinlichkeit von 30,77% ein Back Jack ziehen wird, was
fiir den Spieler bedeutet, dass ihm lediglich ein Back Jack in seinen eigenen
Karten dabei helfen wiirde, seinen Einsatz nicht zu verlieren.

Ein wenig entspannter kann ein Spieler seine Spielentscheidungen treffen, wenn
die Bank als erste Karte eine 6 gezogen hat, denn bei dieser ersten Karte ist
die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Bank iiberkauft am groften und liegt bei
beachtlichen 42,32%.
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Punktesumme | 17 18 19 20 21 > 21 | Black Jack
1.Karte

Ass 13,08 | 13,08 | 13,08 | 13,08 | 5,39 | 11,53 30,77

2 13,98 | 13,49 | 12,97 | 12,40 | 11,80 | 35,36 -

3 13,50 | 13,05 | 12,56 | 12,03 | 11,47 | 37,39 -

4 13,05 | 12,59 | 12,14 | 11,65 | 11,12 | 39,45 -

5% 12,23 | 12,23 | 11,77 | 11,31 | 10,82 | 41,64 -

6 16,54 | 10,63 | 10,63 | 10,17 | 9,72 | 42,32 -

7 36,86 | 13,78 | 7,86 | 7,86 | 7,41 | 26,23 -

8 12,86 | 35,93 | 12,86 | 6,94 | 6,94 | 24,47 -

9 12,00 | 12,00 | 35,08 | 12,00 | 6,08 | 22,84 -
10,B,D.K 11,14 | 11,14 | 11,14 | 34,22 | 3,24 | 21,21 7,69

Abbildung 6.6: Bedingte Wahrscheinlichkeiten der Bank (in Prozent), Quelle:
[12], S. 75

An dieser Stelle kdnnte die Frage aufkommen, ob die Situation in der Wirklich-
keit genauso aussieht. Um dieser Frage nachzugehen wire es moglich mit Hilfe
von Computerprogrammen eine sogenannte Monte Carlo Simulation durchzu-
fiihren.

Mit den exakt berechneten Wahrscheinlichkeiten aus Abbildung 6.6 kdnnen
nun die Gewinn- und Verlustchancen verglichen werden. Dieser Vergleich soll
zeigen, wie die jeweilige Situation des Spielers insgesamt zu bewerten ist.(vgl.[12],
S. 78)

Bei einer positiven Differenz zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit,
kann ein Spieler erwarten, /.../ bei wiederholter Konstellation dieser Art im
Durchschnitt zu gewinnen([12], S. 78).

Angenommen X beschreibt das mdgliche Bankergbnis in Abhéngigkeit einer
ersten Karte a (X > 17) und Y steht fiir das Ergebnis des Spielers (X < 21),
so kann die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler gewinnt, berechnet werden
durch

Ps=P(X,<Y)+ P(X, >21).
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Der Spieler verliert seinen Einsatz mit einer Wahrscheinlichkeit von
P,=P(X,>Y)

und beendet das Spiel mit einem Stand-Off (Unentschieden) mit einer Wahr-
scheinlichkeit von
Py=P(X,=Y).

Gewinnt der Spieler, so kann er dies auf zwei Arten schaffen. Er kann einerseits
mit einem Black Jack das 1.5-fache seines Einsatzes gewinnen oder anderer-
seits die Bank lediglich in der Punktesumme iibertreffen und seinen einfachen
Einsatz gewinnen. Verliert der Spieler bedeutet das den Verlust seines Einsat-
zes. Bei einem Unentschieden erhélt der Spieler seinen Einsatz zuriick, hat also
weder einen Gewinn noch einen Verlust gemacht.

Formal ergibt das folgende Félle:

Gewinn: z; = 1,5V =1
Verlust: x9 = —1

Unentschieden: x5 =0

Die Gewinnerwartung kann mit der Formel
E(Y):$1'Pg+$2‘PU+I3'PV

berechnet werden.

Hat die Bank also beispielsweise als erste Karte eine 9 und der Spieler be-
endet sein Spiel mit einer Punktesumme von achtzehn, so kann man zuerst
die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Gewinn, ein Unentschieden und fiir einen
Verlust berechnet werden.

Po = P(Xy < 18) + P(Xg > 21) =

= P(X9=17) + P(Xy > 21) =

= 0,1200 + 0,2284 =0,3484
Py = P(Xy > 18) =

= P(Xy9=19)+ P(X9 =20) + P(Xo=21) =

= 10,3508 + 0,1200 + 0,0608 =0,5316
Py = P(Xy=18) =

= 0,1200
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Fiir die Gewinnerwartung folgt in diesem Fall mit x; = 1, da kein Black Jack
erreicht wird:

E(Y)=1-0,3484 4 (—1)-0,5316 4+ 0 - 0, 1200 = —0, 1832.

Diese Gewinnerwartung ist negativ, also kann der Spieler erwarten, dass er bei
Spielen mit derselben Ausgangslage auf lange Sicht gesehen im Durchschnitt
etwa 18,32% seines Einsatzes verlieren wird.

Beendet der Spieler sein Spiel mit einer Punktesumme von 21 (kein Black
Jack), wihrend die Bank als erste Karte eine 9 gezogen hat, so verbessern
sich seine Gewinnchancen wesentlich, denn er kann dieses Spiel auf keinen Fall
verlieren.

Pq :P(Xg < 21)+P(X9 > 21) =

= P(Xg = 17) 4+ P(Xy = 18) + P(Xy = 19) + P(Xy = 20) + P(Xy > 21) =
0,1200 + 0,1200 + 0,3508 -+ 0,1200 -+ 0,2284 =
= 0,9392
Py = P(Xg=21) =
= 0,0608

Fiir die Gewinnerwartung folgt in diesem Fall wieder mit z; = 1:
E(Y)=1-0,9392+0-0,0608 = 0,9392.

Aufgrund des positiven Vorzeiches dieser Gewinnerwartung, kann der Spieler
also davon ausgehen, dass er bei wiederholter Konstellation dieser Art von sei-
nem Einsatz im Durchschnitt 93,92% gewinnnen wird.

In Abbildung 6.7 werden nun alle Differenzen zwischen Gewinn- und Verlust-
wahrscheinlichkeiten des Spielers iibersichtlich aufgelistet. Zur besseren Uber-
sicht sind dabei die positiven Differenzen grau hinterlegt, wiahrend der Hinter-
grund der negativen Differenzen weifs bleibt.

Auffallig ist hierbei, dass ein Spieler mit einer Punktesumme von 17 oder we-
niger auf lange Sicht kaum Gewinne erzielen wird. Werden allerdings 20 bezie-
hungsweise 21 Punkte erreicht, so kann er auf Dauer mit einem Gewinn rech-
nen. Abgesehen von den positiven und negativen Vorzeichen beziehungsweise
der unterschiedlichen Farbhinterlegung lasst sich auflerdem erkennen, dass nur
drei Differenzen absolut klein sind. Dies ist bei einer erreichten Punktesumme
von 17 und einer 5 oder 6 als erste Karte der Bank beziehungsweise bei einer
erreichten Punktesumme von 19 und einer zehnwertigen ersten Karte der Bank
der Fall. (vgl. [12], S. 81)

Es stellt sich jedoch immernoch die Frage, nach welchen Kriterien ein Spieler
beim Ziehen von weiteren Karten eine optimale Spielentscheidung treffen kann.
Dieser Frage wird im folgenden Abschnitt nachgegangen.

104



Punktesumme | < 17 17 18 19 20 21

1.Karte

Ass -79,95 | -63,87 | -37,71 | -11,55 | 14,61 | 33,07

2 -29,28 | -15,30 | 12,17 | 38,63 | 64,00 | 88,20

3 -25,22 | -11,72 | 14,83 | 40,44 | 65,03 | 88,53

4 -21,10 | -8,05 | 17,59 | 42,32 | 66,11 | 88,88

5t -16,72 | -4,49 | 19,97 | 43,97 | 67,05 | 89,18

6 -15,37 | 1,17 | 28,34 | 49,60 | 70,40 | 90,28

7 -47,54 | -10,68 | 39,96 | 61,60 | 77,32 | 92,59

8 -51,06 | -38,20 | 10,59 | 59,38 | 79,18 | 93,06

9 -54,32 | -42,32 | -18,32 | 28,76 | 75,84 | 93,92

10,B,D.K -07,57 | -46,43 | -24,15 | -1,87 | 43,49 | 81,17

Abbildung 6.7: Differenz zwischen bedingter Gewinn- und
Verlustwahrscheinlichkeit fiir den Spieler (in Prozent), Quelle: [12], S. 81

6.2.2 Strategie des Spielers

Ein Spieler verfolgt die optimale Spielstrategie, wenn er durch das Ziehen einer
weiteren Karte seine Gewinnwahrscheinlichkeiten erhéht und er darauf verzich-
tet eine weitere Karte zu ziehen. Diese Gewinnwahrscheinlichkeit hingt dabei
wesentlich von der bereits erreichten Punktesumme und in den meisten Féllen
auch von der ersten Karte der Bank ab.

Hat ein Spieler zum Beispiel eine Punktesumme von 11 erreicht, so ist es offen-
sichtlich, dass er - unabhéngig von der ersten Karte der Bank - seine Situation
nur verbessern kann, wenn er eine weitere Karte zieht, denn er kann sich auf
keinen Fall iiberkaufen und wird mit einer weiteren Karte seine Gewinnwahr-
scheinlichkeit auf jeden Fall erhohen. (vgl. [12], S. 81)

Etwas komplexer und schwieriger zu iiberblicken ist die Situation aber, wenn
der Spieler beispielsweise 16 Punkte erreicht hat und vor der Entscheidung
steht, eine weitere Karte zu ziehen oder nicht. Mit einer Karte, deren Wert
sechs oder grofer ist, wiirde sich der Spieler iiberkaufen und sofort verlieren.
Die Wahrscheinlichkeit hierfiir - also eine 6, 7, 8, 9, 10, B, D, K zu ziehen -
betragt 1—83. Als néchste Karte wire eine Karte vom Wert 5 oder kleiner giins-
tig, die mit einer Wahrscheinlichkeit von 15—3 gezogen wird. Es erweckt also den
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Anschein, also ob es die optimale Spielentscheidung wire, keine weitere Karte
mehr zu ziehen, da die Wahrscheinlichkeit sich mit der néchsten Karte zu iiber-
kaufen grofer ist als jene im Spiel zu bleiben und seine Chancen zu erhohen,
doch ist das wirklich der Fall?

Ein Blick auf die Abbildung 6.7 zeigt deutlich, dass eine Punktesumme von
unter 17 im Durchschnitt auf lange Sicht gesehen auf deutliche Verluste hin-
weist. Am wenigsten schlecht sind dabei die Aussichten, wenn die Bank als
erste Karte eine 5 oder eine 6 erhilt.

Angenommen, die Bank hat als erste Karte eine 6 gezogen. Die Wahrscheinlich-
keiten, mit der die Bank die unterschiedlichen Punktesummen erreicht, wurden
bereits in Abbildung 6.6 dargestellt. Zu besseren Ubersicht wird in Abbildung
6.8 der fiir die weiteren Uberlegungen relevante Teil davon nochmals wieder-
gegeben.

Punktesumme 17 18 19 20 21 > 21 | Black Jack
1.Karte
6 16,54 | 10,63 | 10,63 | 10,17 | 9,72 | 42,32 -

Abbildung 6.8: Bedingte Wahrscheinlichkeiten der Bank (in Prozent), wenn
als erste Karte eine 6 gezogen wurde, Quelle: [12], S. 75

Wie bereits erwihnt, erreicht der Spieler bei einer bisherigen Punktesumme
von 16 mit einer zusétzlichen Karte eine Punktesumme zwischen 17 und 21
mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils %3 und iiberkauft sich mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 18—3. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler in dieser Aus-
gangslage das Spiel gewinnen oder verlieren wird, ldsst sich folgendermafen
bestimmen.

Der Spieler gewinnt, ...

(i) wenn er 17 Punkte erreicht und die Bank sich tiberkauft:
E = {}/16 =17N Xg > 21}

P =P(E)) =
1
=—-0,4232 =
13 7
=0, 032553846
Dieser Fall tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 3,26% ein.

(ii) wenn er 18 Punkte erreicht und die Bank nur 17 Punkte erreicht oder
sich iiberkauft:
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(i)

(iv)

Egz{Y16218ﬂX6:17}
E3:{§/16:18HX6>21}

Pe = P(By U E3) =
1 1
= — .0,1654 + — - 0,4232 =

13 13
=0, 045276923

Dieser Fall tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 4,53% ein.

wenn er 19 Punkte erreicht und die Bank nur 17 oder 18 Punkte erreicht
oder sich {iberkauft:

Ey={Yis=19N X = 17}

Es ={Yis =19N X = 18}

Eg = {}/16 =19NXg > 2].}

PG:P(E4UE5UE6):
1 1 1

-0,16564 + — - 0,1 —-0,4232 =
0,165 +13 0, 063+13 )

T 13
— 0,053453846

Dieser Fall tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 5,35% ein.

wenn er 20 Punkte erreicht und die Bank nur 17, 18 oder 19 Punkte
erreicht oder sich iiberkauft:
E7: {}/16 :20ﬂX6 — 17}
Eq = {Yis = 20N X = 19}
E1g = {Yi6 =20N X > 21}

PG:P(E7UE8UE9UE10>:
1 1 1 1
= —-0,1654 + — - 0,1063 + — - 0,1063 + — - 0,4232 =

13 13 13 13
= 0,061630769

Dieser Fall tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 6,16% ein.

wenn er 21 Punkte erreicht und die Bank nur 17, 18, 19 oder 20 Punkte
erreicht oder sich {iberkauft:
En={Yis=21NXs =17}
E1s = {Y1s =21 N X¢ = 18}
E3 ={Yis =21N Xs =19}
Eyy = {Yi6 =21 N Xs = 20}
E5 = {Yis =21 N X > 21}
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PG:P(E11UE12UE13UE14UE15):

1 1 1 1 1
=_—.0,1654+ —-0,1 —.0,1 —.0,1017+ — - 0,4232 =
50,1654+ = 0,1063 + 7=+ 0,1063 + 7= - 0,1017 + = - 0,423

= 0,069869231

Dieser Fall tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 6,99% ein.

Der Spieler wird also mit einer Wahrscheinlichkeit von 26,29% gewinnen, wenn
er eine weitere Karte zieht.

Analog kann man die Fille, in denen der Spieler verliert und die entspre-
chenden Wahrscheinlichkeiten auflisten.

Der Spieler verliert, ...

(i) wenn er sich tiberkauft.
Dieser Fall tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 61,54% ein.

(ii) wenn er 17 Punkte erreicht, die Bank aber das Spiel mit einer Punkte-
summe zwischen 18 und 21 Punkten beendet:
E, ={Yis =17N Xs = 18}
E3 == {}/16 == 17ﬂX6 == 20}
Ey={Y1s=17N X = 21}
PG:P(E1UE2UE3UE4) =
1 1 1 1
=—.0.10 — +0,106 — 0,101 — . 2 =
E 0, 63—1—13 , 10 3+13 0,1017 + 3 0,097
=0,031653846
Dieser Fall tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 3,17% ein.

(iii) wenn er 18 Punkte erreicht, die Bank aber das Spiel mit einer Punkte-
summe zwischen 19 und 21 Punkten beendet:
E5 — {}/16 — 180X6 — 19}
E7 = {}/16 = 18ﬂX6 :21}
PG:P(E5UE6UE7) —
1 1 1
=—-0,1 — 0,101 — 2=
13 0,1063 + 3 0,1017 4+ 3 0,097
= 0,023476923

Dieser Fall tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 2,35% ein.
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(iv) wenn er 19 Punkte erreicht, die Bank aber das Spiel mit einer Punkte-
summe von 20 oder 21 beendet:
Es = {Yis = 19N X = 20}
By = {Vig = 19N X = 21}

Pg = P(Es U Ey) =
1 1
=—-0,101 — - 2=
73 0,1017 + E 0,097
=0,0153
Dieser Fall tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 1,53% ein.

(v) wenn er 20 Punkte erreicht, die Bank aber das Spiel mit einer Punkte-
summe von 21 beendet:
Eijp={Y1s =20N X =21}

Po = P(Ey) =
= L. 0,0972
= 0,007476923
Dieser Fall tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,75% ein.

Der Spieler wird also mit einer Wahrscheinlichkeit von 69,34% verlieren, wenn
er eine weitere Karte zieht.

Das Spiel endet unentschieden,...

(i) wenn die Bank und der Spieler die gleiche Anzahl an Punkte erreichen:
E, ={Yis=17N X¢ = 17}
Ey ={Y1s = 18N X4 = 18}
E3 — {Y16 — 190X6 — 19}
E4 — {}/16 ZQOQX(; :20}
E; ={Yis =21N X¢ =21}

PUiP(E1UE2UE3UE4UE5):

1 1 1 1 1
= —.0.1654+ —-0.1 —.0.1 —.0.101 —. 2 =
13 0,165 —|—13 0, 063+13 0, 063+13 0,10 7+13 0,097

= 0,044376923

Der Spieler beendet also mit einer Wahrscheinlichkeit von 4,44% das Spiel mit
der gleichen Punkteanzahl wie die Bank, wenn er eine weitere Karte zieht.
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Vergleicht man die Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit, so ergibt sich eine
Differenz von —0,4305. Das bedeutet, dass der Spieler bei derartigen Spielkon-
stellationen auf lange Sicht mit einem durchschnittlichen Verlust von 43,05%
seines Einsatzes rechnen muss, wenn er eine weitere Karte zieht. Diese Verlust-
wahrscheinlichkeit ist grofer, als jene, wenn der Spieler bei einer Punktesumme
von 16 und einer 6 als erste Karte der Bank keine weitere Karte zieht, denn
diese liegt, wie in Abbildung 6.7 ersichtlich ist, nur bei 15,37%. (vgl. [12], S. 81-
84)

Die Frage, ob ein Spieler bei einer erreichten Punktesumme von 16 Punkten
und einer 6 als erste Karte der Bank eine weitere Karte ziehen soll, ldsst sich
also mit Nein beantworten.

Auf diese Art und Weise lassen sich auch alle weiteren Spielsituationen abwa-
gen. Die Ergebnisse werden in Abbildung 6.9 iibersichtlich dargestellt.

Bei den Berechnungen wurde davon ausgegangen, dass ein Ass in den Karten
des Spielers als eins gezdhlt wird. Auf die Situationen, in denen ein Ass in der
Regel als elf Punkte gezdhlt wird, wird spéater ndher eingegangen.

Die Ergebnisse zeigen, dass je hoher die Punktesumme des Spielers ist, mit
desto groferen Verlusten ist zu rechenen, wenn eine weitere Karte gezogen
wird. Ist beim Ziehen einer weiteren Karte mit einem Verlust zu rechen, bei
dem Verzicht auf eine weitere Karte jedoch ebensfalls, so liegt es im Interesse
des Spieler den Verlust so gering wie moglich zu halten. Dies macht ein Ver-
gleich der errechneten Werte in Abbildung 6.7 und in Abbildung 6.9 deutlich.
Fiir eine optimale Spielentscheidung des Spielers sind die Vorzeichen der Dif-
ferenzen der einzelnen Werte, die in Abbildung 6.10 dargestellt werden, von
grofser Bedeutung, denn ist das Vorzeichen positiv, so kann der Spieler durch
das Ziehen einer weiteren Karte seine Lage verbessern. Bei einem negativen
Vorzeichen, sollte der Spieler auf eine weitere Karte verzichten, wenn er seine
Gewinnaussichten verbessern mochte. (vgl.[12], S. 87)

Ein Spieler sollte sich den Inhalt der Tabelle besonders gut einpréigen. Sie zeigt,
dass bei 11 erreichten Punkte, wie bereits erwihnt auf jeden Fall eine weitere
Karte gezogen werden sollte. Bei einer Punktesumme von 12 sollte der Spieler
nur auf eine weitere Karte verzichten, wenn die Bank als erste Karte eine 4, 5
oder 6 erhalten hat. Hat der Spieler bereits 13, 14, 15 oder 16 Punkte erreicht
so sollte er nur eine weitere Karte ziehen, wenn die Bank vor sich ein Ass oder
eine Karte mit einem hoheren Wert als 6 vor sich liegen hat. Ab einer erreich-
ten Summe von 17 Punkten, sollte der Spieler auf jeden Fall auf eine weitere
Karteverzichten.
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Punktesumme 11 12 13 14 15
1.Karte der Bank
2 23,53 | -25,34 | -30,78 | -36,22 | -41,67
3 25,89 | -23,37 | -29,12 | -34,87 | -40,63
4 28,31 | -21,35 | -27,42 | -33,49 | -39,57
5 30,74 | -19,33 | -25,73 | -32,14 | -38,55
6 33,37 | -17,06 | -23,57 | -30,08 | -36,60
7 23,15 | -25,34 | -29,37 | -3341 | -37,45
8 17,53 | -30,79 | -34,55 | -38,31 | -42,09
9 11,39 | -26,88 | -40,39 | -43,90 | -47,42
10,B,D,K 0,61 -44.46 | -47,72 | -50,99 | -54,26
Punktesumme 16 17 18 19 20
1.Karte
2 -47,11 | -53,62 | -62,25 | -72,92 | -85,53
3 -46,38 | -53,17 | -62,00 | -72,81 | -85,50
4 -45,63 | -52,70 | -61,75 | -72,70 | -85,48
5 -44.95 | -52,30 | -61,02 | -72,61 | -85,45
6 -43,11 | -50,89 | -60,76 | -72,27 | -85,38
7 -41,49 | -48,35 | -99,12 | -T1,55 | -85,19
8 -45,85 | -50,60 | -59,11 | -71,37 | -85,15
9 -50,94 | -55,37 | -61,65 | -T1,57 | -85,09
10,B,D.K -07,52 | -61,64 | -6747 | -75,03 | -86,06

Abbildung 6.9: Differenzen zwischen bedingter Gewinn- und
Verlustwahrscheinlichkeit, Quelle: [12], S. 85
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Punktesumme | 11 [ 12|13 |14 | 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20
1.Karte der Bank

As o e o A A e e B B

2 + 1+ ]

3 S e e e e

4 i A e e e A B IR B

> R B At M A B R

6 R B At E A B R

7 A A e

8 A T e

9 A T e
10,B,D,K Sua Bl B s e i e el e N R

Abbildung 6.10: Verbesserung (-+) oder Verschlechterung (—) beim Ziehen
einer weiteren Karte, Ass als eins gezéhlt. Quelle: [12], S. 87

Bei einer zeilenweisen Betrachtung der Abbildung 6.10 wird deutlich, dass Ass,
7, 8, 9 oder eine zehnwertige Karte fiir die Bank von Vorteil sind, da der Spie-
ler in diesen Féllen bei einer erreichten 16 oder weniger das Risiko mit dem
Ziehen einer weiteren Karte den Wert 21 zu iiberschreiben, in Kauf nehmen
sollte. Als relativ schlechte erste Karte gilt fiir die Bank eine 4, 5 oder 6, dicht
gefolgt von der 2 und 3.(vgl. [12], S. 88)

Eine genaue Auflistung der prozentuellen Werte der Verbesserung beziehungs-
weise Verschlechterung beim Ziehen einer weiteren Karte wird in Abbildung
6.11 angefiihrt.

Da in den bisherigen Uberlegungen ein Ass jeweils als eins gezihlt wurde,
stellt sich nun die Frage, wann ein Spieler von seiner Mdéglichkeit, ein Ass als
elf Punkte zu zédhlen, Gebrauch machen sollte. Hat ein Spieler ein Ass und
eine 5 erhalten, so ergibt das eine Punktesumme von sechs oder 16 und er
wird vermutlich eine weitere Karte ziehen. Zieht er eine 2, muss der Spieler
entscheiden, ob er das Ass als elf zdhlt und das Spiel mit 18 Punkten beendet
oder ob er das Ass als eins zdhlt und bei einem Punktestand von 8 einer weitere
Karte zieht. Der Spieler muss abwigen, ob er seine Gewinnchance vergrofsern
wiirde, wenn er eine weitere Karte zieht oder nicht.(vgl. [12], S. 90)
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Punktesumme 11 12 13 14 15
1.Karte der Bank

As 49,97 17,47 15,70 13,93 12,14
2 52,18 3,94 -1,50 -6,94 -12,39
3 51,11 1,85 -3,90 -9,65 -15,41
4 49,41 -0,25 -6,32 -12,39 | -1847
5 47,46 -2,61 -9,01 -15,42 | -21,83
6 48,74 -1,69 -8,20 -14,71 | -21,23
7 70,69 22,20 18,17 14,13 10,09
8 68,59 20,27 16,51 12,75 8,97
9 65,71 17,44 13,93 10,42 6,90

10,B,D,K 58,18 13,11 9,85 6,58 3,31

Punktesumme 16 17 18 19 20
1.Karte der Bank

As 10,37 -5,49 -36,44 | -69,41 | -104,4
2 -17,83 | -38,32 | -7442 | -111,6 | -149,5
3 -21,16 | -41,45 | -76,83 | -113,3 | -150,5
4 -24,53 | -44,65 | -79,34 | -115,0 | -151,6
5 -28,23 | 4781 | -81,49 | -116,6 | -152,5
6 -27,74 | -52,06 | -89,10 | -121,9 | -155,8
7 6,05 -37,67 | -99,08 | -133,2 | -162,5
8 5,21 -12,40 | -69,70 | -130,8 | -164,3
9 3,38 -13,05 | -43,33 | -100,3 | -160,9

10,B,D.K 0,05 -15,21 | -43,32 | -73,16 | -129,6

Abbildung 6.11: Verbesserung oder Verschlechterung (-) beim Ziehen einer

weiteren Karte, Quelle: [12], S. 89
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Entscheidet er sich fiir eine zusitzliche Karte tritt einer der folgenden Fille
ein:

e Der Spieler erhilt mit einer Wahrscheinlichkeit von % eine zehnwertige
Karte und wird das Ass als eins zéhlen um sich nicht zu tiberkaufen. An

seiner Ausgangslange von 18 Punkten dndert sich allerdings nichts.

e Mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils %3 zieht der Spieler ein Ass, eine
zwei oder eine drei. In diesen Fillen wird er das zuvor gezogene Ass als
elf zihlen und erreicht somit 19, 20 oder 21 Punkte.

e Zieht der Spieler eine Karte zwischen 4 und 9, was ihm ebenfalls mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1—13 gelingt, wird er das Ass als eins zdhlen,
da er sich sonst iiberkauft hitte. Seine Ausgangslage hitte sich in diesem
Fall jedoch bei einer Punktesumme von unter 17 beziehungsweise 17

verschlechtert.

Angenommen die Bank hat als erste Karte eine 9 gezogen, so ergibt sich fiir die
Differenz zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit beim Ziehen einer
weiteren Karten ein Wert von —14,51% und beim Verzicht auf eine weitere
Karte ein Wert von —18,32%. In diesem Fall sollte der Spieler also eine zu-
satzliche Karte nehmen. (vgl. [12], S. 90)

Grundsétzlich sollte ein Ass zundchst immer als elf gezdhlt werden. Bei einer
erreichten Summe von 19, 20 oder 21 Punkte sollte der Spieler unanhingig
davon, welche Karte die Bank erhalten hat, keine weitere Karte mehr ziehen.
Bei einer Punktesumme von 18 sollte ebenfalls auf eine zusétzliche Karte ver-
zichtet werden, aufser die Bank hat als erste Karte eine 9 oder eine zehnwertige
Karte erhalten. Bei einer Punktesumme von 17 oder weniger sollte auf jeden
Fall eine weitere Karte gezogen werden, da bei einer Punktesumme iiber 21
das Ass immernoch als eins gezihlt werden kann. (vgl. [12], S. 91)

Abbildung 6.12 stellt diese Regeln nocheinmal {ibersichtlich dar.

Wie bereits bei den Spielregeln erwéihnt, haben die Boxeninhaber die M6glich-
keit, sich bei einem drohenden Black Jack der Bank zu versichern oder ihre
Gewinnchancen zu erh6hen, indem sie splitten oder ihren Einsatz verdoppeln.
Wann ein Spieler von einer dieser Méglichkeiten Gebrauch machen sollte, soll
im folgenden Abschnitt erldutert werden.
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Punktesumme < 16 17 18 19 20
1.Karte der Bank

As + + - - -

2 + + - - -

3 -+ + - - -

4 + + - - -

5 - + - - -

6 + + - - -

7 + + - - -

8 + + - -

9 + + + - -
10,B,D,K + + + - -

Abbildung 6.12: Verbesserung (-+) oder Verschlechterung (—) beim Ziehen
einer weiteren Karte. Ass als elf gezahlt. Quelle: [12], S. 91

Wann sollte ein Spieler Splitten?

Das Splitten bzw. Teilen ist besonders sinnvoll, um eine ungiinstige Ausgans-
lage zu verbessern, denn so werden in manchen Féllen zwei bessere Anfangsbe-
dingungen erschaffen. Eine ungiinstige Ausgangslage wire zum Beispiel, wenn
der Spieler zwei Achter - in Summe den Kartenwert 16 - erhalten, denn in
diesem Fall wiirde jede Karte mit einem Wert iiber fiinf zum Verlust fiihren.
Durch das Splitten werden zwei seperate Spiele mit jeweils 8 Punkten be-
gonnen und der Spieler konnte mit einer zehnwertigen Karte die Summe 18
erreichen. Selbst wenn sich der Spieler auf einer der beiden Hande iiberkauft,
hat er immernoch die Chance, das andere Spiel zu gewinnnen.(vgl.[12], S. 63)

Wann sollte ein Spieler seinen Einsatz verdoppeln?

Verdoppelt ein Spieler seinen Einsatz, darf er danach nur noch eine weitere Kar-
te ziehen. Um die Frage, wann ein Spieler verdoppeln sollte zu beantworten,
ist es sinnvoll die Differenzen zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit,
wenn nur noch eine zusitzliche Karte gezogen wird, mit jener eines normalen
Spieles zu vergleichen.
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Angenommen ein Spieler hat mit zwei Karten 11 Punkte erhalten und die ers-
te Karte der Bank ist eine 7. Die Abbilung 6.9 zeigt, dass der Spieler beim
Ziehen von nur einer weiteren Karte erwarten kann, pro Spiel 23,15% vom ver-
doppelten Einsatz zu gewinnen. Beriicksichtigt man alle moglichen weiteren
Zichungen des Spielers, erhilt man fiir den Fall, dass der Spieler nicht verdop-
pelt und nach dem in Abbildung 6.10 beschriebenen Prinzip weitere Karten
zieht, eine Differenz von 29,23%.

Zwar ist der prozentuelle Wert der Differenz grofser, wenn nicht verdoppelt
wird, doch aufgrund des doppelten Einsatzes, ist einem héheren Gewinn zu
erwarten.

In Abbildung 6.13 sind alle Félle, in denen es sinnvoll ist zu verdoppeln mit
einem D gekennzeichnet.

Punktesumme 9 10 11
1.Karte der Bank
As
2 D D
3 D D D
4 D D D
5 D D D
6 D D D
7 D D
8 D D
9 D D
10,B,D,K

Abbildung 6.13: Verdoppeln des Einsatzes. Quelle: [12], S. 94

Ein Spieler sollte seinen Einsatz also verdoppeln, wenn er nach zwei Karten
eine Punktesumme von 10 oder 11 erreicht hat, sofern die Bank kein Ass oder
eine zehnwertige Karte erhalten hat. Bei einer Punktesumme von 9 sollte ein
Spieler nur verdoppeln, wenn die Bank eine 3,4,5 oder 6 erhalten hat.

Hat ein Spieler 10 oder 11 Punkte erreicht und die erste Karte der Bank ist
eine 4,5 oder 6, ist es empfehlenswert seinen Einsatz zu verdoppeln. In diesen
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Féllen sind die Differenzen zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeiten
ndmlich jeweils gleich grof, weshalb der Einsatz so grof wie moglich sein sollte.
(vgl. [12], S. 94f)

Wann sollte ein Spieler seinen Einsatz versichern?

Die Bank bietet den Spielern die Moglichkeit, ihren Einsatz gegen einen dro-
henden Black Jack der Bank zu versichern. Eine derartige Versicherung kann
ein Spieler abschliefsen, wenn die Bank als erste Karte ein Ass erhalten hat
und damit die Chance auf ein Black Jack grof ist. Die Versicherungsgebiihr
betriagt in der Regel die Hilfte des Einsatzes. Zieht die Bank anschlieftend ei-
ne zehnwertige Karte und erreicht somit ein Black Jack, bekommt der Spieler,
der sich dazu entschlossen hat seinen Einsatz zu versichern, seinen Einsatz und
die Versicherungsgebiihr zuriick. Erhélt die Bank keinen Black Jack, zieht die
Bank die Versicherungsgebiihr, also ein Drittel des gesetzten Betrages ein und
das Spiel verlduft nach den iiblichen Regeln weiter. Die folgende Abbildung
6.14 soll einen Uberblick verschaffen. Aufgrund dieser Uberlegungen kann der

Bank erhélt ja nein
Black Jack | mit p = % mit p = 1%

Spieler hat sich versichert

i Einsatz: 1,0 1

Ja . 0 -3

Gebiihr: 0,5 3

] Einsatz: 1,0 1 0
Hetm Gebiihr: 0,0 i

Abbildung 6.14: Verlustanteil am gesamten Einsatz, nachdem die Bank eine
zweite Karte erhalten hat. Quelle: [12], S. 110

zu erwartetende Gewinn im Fall, dass das Versicherungsangebot angenommen
beziehungsweise nicht angenommen wird, berechnet werden.

4 1
E(Angebot wird angenommen) = — - 0+ 9. <——) = _3 ~ —0,2308

13 13 3 13
o 4 9 4
E(Angebot wird nicht angenommen) = el (—=1)+ B 0=~ —0,3077

Wird das Angebot von einem Spieler angenommmen, so biifst er also im Durch-
schnitt pro Spiel 23,08% seines Einsatzes ein. Verzichtet der Spieler darauf sei-
nen Einsatz zu versichern, verliert er durchschnittlich 30,77% seines Einsatzes.
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Auf dem ersten Blick scheint es also, als wére der Verlust bei Inanspruchnah-
me der Versicherung geringer. Beachtet man jedoch die unterschiedlich hohen
Einsdtze, wird schnell klar, dass das Angebot auf keinen Fall angenommen
werden sollte. Betrigt der reguldre Einsatz eines Spielers beispielsweise 50€,
so muss er im Durchschnitt mit einem Verlust von circa 15€ rechnen, wenn
er das Angebot, seinen Einsatz zu verbessern nicht annimmt. Nimmt er das
Angebot an, muss er zusétzlich zu dem Einsatz von 50€ weitere 25€ auf das
Insurence Feld legen. Im Durchschnitt muss der Spieler damit rechnen, dass
er pro Spiel rund 17€, also mehr, als wenn er auf eine Versicherung verzichten
wiirde, verliert.

Das Versicherungsangebot der Bank erweist sich bei genauer Betrachtung also
als Verlockung, der ein Spieler nicht erliegen sollte. (vgl. [12], S. 111)
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Kapitel 7

Anwendung im Unterricht

Einige in dieser Arbeit durchgefiihrte Berechnungen kénnen auch in der Schule
durchgefithrt und besprochen werden. Die Anwendung erlernter Inhalte an
realen Situationen fordert einige im Lehrplan der AHS-Oberstufe festgehaltene
Bildungs- und Lehraufgaben, wie zum Beispiel die Folgende:

Die mathematische Beschreibung von Strukturen und Prozessen der
uns umgebenden Welt, die daraus resultierende vertiefte Einsicht in
Zusammenhdnge und das Losen von Problemen durch mathemati-
sche Verfahren und Techniken sind zentrale Anliegen des Mathe-
matikunterrichts. ([23], S. 1)

Die Berechnungen, wie grof die Wahrscheinlichkeit in verschiedenen Karten-
spielen ist, eine bestimme Karte oder Kartenkombinationen zu erhalten zihlt
dabei zu elementaren Anwendungen grundlegender Methoden der Wahrschein-
lichkeitsrechnung. Durch das Aufgreifen derartiger Situationen aus dem Alltag
der Schiiler kann Interesse geweckt werden.

Aber auch die mathematische Kompetenz des heuristisch experimetiellen Ar-
beitens kann gefordert werden, indem Grenz- und Spezialfille untersucht wer-
den um schlieplich allgemeine Aussagen treffen zu kénnen (vgl.[23], S. 1), wie
es zum Beispiel bei Black Jack der Fall ist.

Durch Berechnungen an weniger populdaren Kartenspielen, wie Wizard kann
Kreativitdt und Einfallsreichtum der Schiiler geférdert werden. Es wird dabei
vermittelt, dass die erlernten Fahigkeiten und Fertigkeiten in verschiedensten
Situationen im Leben angewendet werden kénnen.

Komplexere Berechnungen wie zum Beispiel die der bedingten Wahrschein-
lichkeiten bei Black Jack mit Hilfe von Markoff-Ketten konnen — vorausgesetzt
es besteht Interesse — im Rahmen des Wahlpflichtfaches Mathematik durch-
genommen werden. Dabei kann eine Erweiterung beziehungsweise Vertiefung
ihres Bildungshorizontes geboten werden.
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Kapitel 8

Resumee

Die Arbeit zeigt, dass wie bei den meisten anderen Gliickspielen auch bei Kar-
tenspielen keine genaue Anleitung zum Gewinnen gegeben werden kann. Einige
erarbeiteten Empfehlungen, wie man sich in den verschiedenen Situationen ver-
halten sollte, konnen allerdings die Gewinnwahrscheinlichkeiten erhéhen.

Es wurde deutlich, dass bei den behandelten Spielen sehr viel von der Ent-
scheidung des Spielers anhingt, was bei anderen Gliickspielen, beispielsweise
Roulette nicht der Fall ist.

Bei Wizard wurde gezeigt, dass die Spieler mit elementaren Methoden leicht
abschétzen kénnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit, welche Karten im Spiel
sind. Vorallem die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Zauberer im Spiel
ist, wird oft unterschitzt und sollte daher in jeder Runde beachtet werden. Je
mehr Karten im Spiel sind, desto aufwendiger wird die Betrachtung der einzel-
nen Szenarien. Eine genau Anleitung zum Gewinnen konnte daher im Rahmen
dieser Arbeit nicht gegeben werden.

Die Uberlegungen zu Poker haben gezeigt, dass es vorallem wichtig ist gute von
schlechten Starthdnden zu unterscheiden. Vorallem unerfahrene Spieler sollten
sich daher die Kriterien, die eine spielbare Hand erfiillen sollte, gut einprigen.
Weiters wurde gezeigt, wie die Chancen mit bestimmen Starthédnden auf eine
gute Kombination mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung abgeschatzt wer-
den kann.

Fiir Black Jack konnen die meisten Empfehlungen fiir ein gewinnbringendes
Verhalten gegeben werden. Die wohl wichtigste ist dabei: Der Spieler sollte
sich, in dhnlicher Weise wie es dem Croupier vorgeschrieben wird, wie eine
Maschine verhalten und rationale Spielentscheidungen treffen um die Gewinn-
chancen zu erhohen. Der wohl wichtigste Faktor beim Kartenspielen, ndmlich
der Spafifaktor konnte dabei jedoch verloren gehen.
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Ein weiterer spannender Faktor im Bezug auf Gliickspiele und insbesondere
Kartenspiele, der aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, ist der psy-
chologische Aspekt. Vorallem beim Poker sind Spieler, die gut bluffen kénnen
oftmals auf der Siegerseite.

Abschlieffend mochte ich festhalten, dass es auch eine positive Seite hat, dass
sich oftmals keine sichere Gewinnstrategie erarbeiten lasst, denn sowohl der
Zufall, also auch das Gliick machen Spiele iiberhaupt erst interessant und das
Siegen reizvoll.
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6.14 Verlustanteil am gesamten Einsatz, nachdem die Bank eine zwei-
te Karte erhalten hat. Quelle: [12],S. 110 . . . . . . . . .. . ..
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Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Frage nachgegangen, wie man bei ausge-
wahlten Kartenspielen gewinnen kann.

Am Beginn werden die fiir spitere Berechnungen relevanten wahrscheinlich-
keitstheoretischen Grundlagen beschrieben und erklért. Anschliefsend wird mit
Hilfe der Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung versucht, die Gewinn-
chancen bei den Kartenspielen Wizard, Poker und Black Jack abzuschétzen,
indem bestimmte Spielsituationen betrachtet werden. Dabei werden sowohl
elementare Berechnungen durchgefiihrt als auch anspruchsvolle Verfahren, wie
zum Beispiel die Bestimmung von bedingten Wahrscheinlichkeiten mit Markoff-
Ketten, angewendet.

Obwohl schlieflich einige Empfehlungen fiir ein gewinnbringendes Spielverhal-
ten gegeben werden konnen, kann eine sichere Anleitung zum Gewinnen im
Rahmen dieser Arbeit nicht erstellt werden.
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